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Resumo

Estudamos o problema de obtencdo de estimadores/preditores 6timos para combinagdes lineares
de respostas coletadas de uma populagdo finita por meio de amostragem aleatéria simples. Nesse
contexto, estendemos 0 modelo misto para populagdes finitas proposto por Stanek, Singer & Len-
cina (2004, Journal of Statistical Planning and Inference) para casos em que se incluem erros de
medida (end6genos e exdgenos) e informagao auxiliar. Admitindo que as variancias sdo conheci-
das, mostramos que os estimadores/preditores propostos tém erro quadritico médio menor dentro
da classe dos estimadores lineares ndo viciados. Por meio de estudos de simulacdo, comparamos o
desempenho desses estimadores/preditores empiricos, i.e., obtidos com a substitui¢do das compo-
nentes de variancia por estimativas, com aquele de competidores tradicionais. Também, estendemos
esses modelos para andlise de estudos com estrutura do tipo pré-teste/pos-teste. Também por inter-
médio de simulacdo, comparamos o desempenho dos estimadores empiricos com o desempenho do
estimador obtido por meio de técnicas cldssicas de andlise de medidas repetidas e com o desem-
penho do estimador obtido via andlise de covariancia por meio de minimos quadrados, concluindo
que os estimadores/ preditores empiricos apresentaram um menor erro quadratico médio e menor
vicio. Em geral, sugerimos o emprego dos estimadores/preditores empiricos propostos para dados

com distribui¢do assimétrica ou amostras pequenas.

Palavras-chave: coeficiente de regressao, erros de medida, estimador 6timo, estudos pré-teste/pos-

teste, informacao auxiliar, medida de associacdo, modelo de permutacgao aleatéria.
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Abstract

We consider optimal estimation of finite population parameters with data obtained via simple
random samples. In this context, we extend a finite population mixed model proposed by Stanek,
Singer & Lencina (2004, Journal of Statistical Planning and Inference) by including measurement
errors (endogenous or exogenous) and auxiliary information. Assuming that variance components
are known, we show that the proposed estimators/predictors have the smallest mean squared error
in the class of unbiased estimators. Using simulation studies, we compare the performance of the
empirical estimators/predictors obtained by replacing variance components with estimates with the
performance of a traditional estimator. We also extend the finite population mixed model to data
obtained via pretest-posttest designs. Through simulation studies, we compare the performance of
the empirical estimator of the difference in gain between groups with the performance of the usual
repeated measures estimator and with the performance of the usual analysis of covariance estimator
obtained via ordinary least squares. The empirical estimator has smaller mean squared error and
bias than the alternative estimators under consideration. In general, we recommend the use of the

proposed estimators/ predictors for either asymmetric response distributions or small samples.

Keywords: auxiliary information, BLUP, measure of association, measurement error, optimal esti-

mator, pretest-posttest designs, random permutation model, regression coefficient, response error.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, apresentamos extensdes dos modelos mistos para populacdes finitas propostos
por Stanek & Singer (2004) para resolver dois problemas. O primeiro € a estimacdo/predi¢cdo de
combinagdes lineares de respostas obtidas de uma populagao finita por meio de amostragem aleatéria
simples na presenca de informagdo auxiliar e erros de medida. O segundo € a andlise de dados

provenientes de experimentos do tipo pré-teste/pds-teste na presenca de erros de medida.

Salientamos que neste trabalho vamos usar, como nota¢do de quantidades numéricas, o ponto
para separar unidades e décimais, em concordancia com notacdo usada em publicacdes internacio-

nais.

1.1 Motivacao do Problema 1

O Instituto de Matematica e Estatistica (IME), da Universidade de Sdo Paulo, recebe cada ano
em torno de 120 estudantes novos nos Bacharelados de Ciéncias da Computacgdo, Estatistica, Ma-
tematica e Matematica Aplicada. O ingresso deles depende da nota obtida na prova FUVEST, que
avalia seu desempenho em Fisica, Matemadtica, Portugués, etc. Essa nota é baseada em provas pla-
nejadas para quantificar a habilidade (um valor latente) dos candidatos em tais matérias. Utilizando

a nota FUVEST como informagao auxiliar, nosso interesse €:

a) estimar a habilidade média em Calculo (que ndo é medida com a nota FUVEST e sim com a nota
de Calculo I) no primeiro semestre de 2004 (a nota de Célculo I € observada via uma ou mais

provas e, possivelmente, mede a habilidade em Célculo com erro de medida),

b) predizer a habilidade em Célculo para um estudante selecionado,
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c¢) avaliar a associacdo entre as notas obtidas na FUVEST e as habilidades em Célculo, e

d) estimar e/ou predizer qualquer combinacao linear das habilidades em Célculo usando como infor-

macao auxiliar tanto as notas em Matemética (FUVEST) quanto outras informagdes disponiveis.

Autores como Cassel, Sdarndal & Wretman (1976), Deville & Sarndal (1992), Sidrndal, Swensson
& Wretman (1992), Chen & Qin (1993), Wu & Sitter (2001) e Li, Stanek & Singer (2008) t€m
estudado o uso de informacao auxiliar para melhorar a precisao de estimadores de parametros como
a média populacional [item a)], por exemplo. Por outro lado, a incorporacdo de erros de medida
tem sido abordada por Bolfarine (1991), Bolfarine & Zacks (1992), Sdrndal, Swensson & Wretman
(1992), Stanek & Singer (2004) e Stanek, Lencina, Singer, Gonzélez, Li & San Martino (2008),
entre outros, em que Sidrndal, Swensson & Wretman (1992) tratam os erros de medida por meio de
um modelo estatistico para medicdes (efetuadas sobre elementos de uma amostra de uma populagdo
finita); Bolfarine & Zacks (1992), por meio de modelos de super-populagdo e Stanek, Lencina,
Singer, Gonzdlez, Li & San Martino (2008), por meio do modelo misto para populacdes finitas com
erro de medida. Os dltimos consideram a predi¢ao de um valor latente para um individuo selecionado
[item b)].

Para contemplar o item c), definimos uma “medida de associacdo” entre duas varidveis de uma
populacdo finita. Associando a cada estudante, rotulado por s, s = 1, ..., N, na populacao finita de
tamanho N, os valores fixos y, € x5 que representam o valor latente correspondente a habilidade em

Calculo e a nota obtida em Matemaética na prova FUVEST, respectivamente, definimos

B= i _ _“z), (1.1)
=1 S (ws— p,)

s=1

emque p, = N -1 % ysep, = N1 % x s, como uma medida de associacdo entre as duas varidveis,
yeux. Assumindo,s ;;ra efeitos ilustrZTileos, que além de conhecer a nota obtida em Matematica na
prova FUVEST, também conhecemos os valores latentes das habilidades em Calculo (lembrando
que na realidade, estes valores sdo observados com erro), que aqui sdo tomados como sendos 0s
mesmos das notas de Célculo I, na Figura 1.1 mostramos o diagrama de dispersao para as notas dos
104 ingressantes em 2004 e a correspondente reta da regressao y = A + Bz obtida via minimos
quadrados. Os dados estio apresentados na Tabela F.3 (pag. 114, Apéndice F).

Muitos autores tém considerado a estimagdo do parametro B. Em particular, Kish & Frankel
(1974) e Sédrndal, Swensson & Wretman (1992) estudaram o problema sob o enfoque baseado no
planejamento, enquanto Fuller (1975), Holt, Smith & Winter (1980), Pfeffermann & Smith (1985),
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Figura 1.1: Diagrama de dispersdo das notas em Matemdtica na FUVEST vs habilidades em Calculo (que
assumimos conhecidas e iguais as notas de Célculo I), no ano 2004 dos estudantes do IME (N = 104), e reta
da regressao obtida via minimos quadrados (y = 5.3253 + 0.0574x).

Habilidade em Caélculo

0 10 20 30 40

Notas em Matematica na FUVEST

Bolfarine & Zacks (1992) e Bolfarine, Zacks, Elian & Rodrigues (1994) estudaram-no a partir do
enfoque de super-populacdo. Sob o primeiro enfoque, a distincia entre os pontos (z g, ys) € (s, A +
Bzxg),s =1,...,N,emque A = w, — p, B, corresponde a falta de ajuste “lack of fit”, enquanto
sob o segundo enfoque, ela corresponde a um erro de medida.

No primeiro caso, dada uma amostra aleatdria simples de tamanho n da populagdo finita (fixa)
de tamanho N, o estimador de B € aquele obtido via minimos quadrados ordinédrios (MQO), B MQO>
e coincide com o estimador Horvitz-Thompsom (ou estimador-7)*. Esta equivaléncia ocorre para
qualquer plano amostral que tenha probabilidades iguais de inclusdo amostral. No segundo, o esti-
mador também ¢é dado por B mqgo- Comentdrios sobre a interpretacdo do parametro 53 in (1.1), no

contexto de populagdes finitas, estdo apresentados no Apéndice G.

4 Se 7, € a probabilidade de inclusdo da unidade s numa amostra, e 8 é o conjunto de rétulos obtidos na amostra (ou
unidades na amostra), o estimador-7 de B € definido como

-1
éﬂ.: {Zﬂ'sl (Is—fﬂ—)2} {Zﬂ'sl (xs_iﬂ) (ys_?;ﬂ)}7

sES SES
em que i, = N 'Y n;lege g = N'Y w;lys. &p e g sdo os estimadores 7 de p, e p1,, respectiva-
sE8 sES
mente. Sob amostragem aleatdria simples sem reposi¢do, m; = n/N para todo s e neste caso B, = Bygo =
-1
{ S (zs — x)2} { S (zs — 7) (ys — y)}, comZ=N"1Y z,ey=N"1Y y,. Paradetalhes adicionais sobre
s€8 s€8 sE8 s€8

o estimador-m, ver Siarndal, Swensson & Wretman (1992), por exemplo.
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1.2 Motivacao do Problema 2

Estudos do tipo pré-teste/pds-teste sdo freqiientemente usados em dreas como Biologia, Medi-
cina, Odontologia e Psicologia, entre outras. O objetivo, em geral, € avaliar o efeito de algum tipo
de intervencao (um tratamento, por exemplo) na distribuicdo de alguma resposta. O procedimento
consiste na observacdo da varidvel resposta antes e depois da intervengao. Consideramos estudos do

tipo pré-teste/pds-teste sob dois cendrios que descrevemos por meio de exemplos.

Exemplo 1.1 (Problema da pressao arterial em cdes): Num estudo realizado no Instituto de
Ciéncias Biomédicas da Universidade de Sdo Paulo para avaliar o efeito de M ¢SO, na pressio
arterial média-PAM (mmHg) de caes, a resposta foi medida antes e depois da aplicacdo em dois
grupos de animais, o primeiro (n = 12) previamente tratado com indometacina e o outro (n = 12)
previamente tratado com nifedipina. Para detalhes, ver Singer, Seoanes & Ogando (1988). Os
dados estdo apresentados na Tabela F.1 (pag. 111, Apéndice F) e um grafico de perfis individuais, na
Figura 1.2. Neste exemplo, temos uma intervengdo (aplicacdo de M gSO,) e uma populagdo com

dois estratos, que correspondem aos dois grupos experimentais. O interesse é:

a) avaliar a diferenca da PAM média dos dois grupos no pré-teste,

b) avaliar o efeito (PAM média pds-teste - PAM média pré-teste) da aplicacdo de M ¢SO, dentro de

cada grupo,

c) avaliar a diferenca dos efeitos da aplicagdao de M ¢SO, entre os dois grupos.

Exemplo 1.2 (Problema da resisténcia respiratdria de ratos): Consideramos dados obtidos num
estudo realizado na Faculdade de Medicina da Universidade de Sdao Paulo para avaliar a resisténcia
respiratdria de ratos com respeito a gases de diferentes densidades. Apesar do estudo levar em conta
vdrias varidveis respostas, vamos considerar apenas a varidvel resisténcia homogénea do sistema
respiratorio (RHSR). Primeiramente, a RHSR de cada um dos 29 ratos foi medida logo apds serem
submetidos a ventilagdo com ar sintético. Posteriormente, 15 dos ratos escolhidos aleatoriamente fo-
ram submetidos novamente a ventilacdo com ar sintético (C') e os outros 14 ratos foram submetidos
a ventilacdo com uma mistura de Hélio e Oxigénio (7). Usamos a letra C' para o ar sintético porque
representa o grupo ‘controle’ e a letra 7" para a mistura de Hélio e Oxigénio porque representa o ‘tra-
tamento’ de interesse. Ao término da intervencao, uma segunda medicao da RHSR foi realizada. Os
dados estdo apresentados na Tabela F.2 (pag. 112, Apéndice F) e um grafico de perfis individuais, na
Figura 1.3. Neste exemplo, temos uma populacdo ndo estratificada medida num ponto de referéncia

(pré-teste), que corresponde a medicao realizada logo apds a ventilacdo com ar sintético. A cada
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Figura 1.2: Perfis individuais da pressdo arterial média de cdes, antes (pré-teste) e depois (pos-teste) de uma
aplicacdo de M gSOy.
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individuo dessa populacdo foi aplicado um de dois tipos de intervengcdo de forma aleatéria. Essas

intervengdes correspondem a ventilagdo com C' ou a ventilagdo com 7. Neste cendrio, o interesse é:

a) avaliar o efeito (RHSR média p6s-teste - RHSR média pré-teste) da ventilacdo com C),
b) avaliar o efeito (RHSR média pos-teste - RHSR média pré-teste) da ventilagdo com 7',

c) avaliar se os efeitos da ventilacdo com 7" e com C' sdo equivalentes.

Diferentes autores t€ém estudado diversos estimadores para os parametros relacionados com os
itens a), b) e c) nos Exemplos 1.1 e 1.2 sob o enfoque baseado em modelos; entre eles estdo os tra-
balhos de Brogan & Kutner (1980), Laird (1983), Stanek (1988), Knoke (1991), Singer & Andrade
(1997), Bonate (2000), Yang & Tsiatis (2001), Leon, Tsiatis & Davidian (2003) e Aoki, Achcar,
Bolfarine & Singer (2003).

Modelos lineares para medidas repetidas e modelos de andlise de covaridancia sao os mais utili-

zados na andlise desse tipo de dados. A seguir discutimos os Exemplos 1.1 e 1.2 sob estes modelos.
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Figura 1.3: Perfis individuais da resisténcia homogénea do sistema respiratorio de ratos.
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e Modelo para medidas repetidas

No Exemplo 1.1, supondo que sdo observados n;, caes do estrato h, h = 1,2, o modelo linear

basico pode ser escrito como
Yo =t +€nite, h=12 i=1,....np, e t=1,2, (1.2)

em que €5;; € um componente aleatério com média zero, € jip; € e correspondem ao valor
esperado da pressdo arterial média (PAM) pré-teste e pds-teste, respectivamente. Portanto,
Yy, e Y}, sdo varidveis aleatdrias correspondentes a PAM pré-teste e pds-teste do cdo ¢ do
estrato h, respectivamente. As componentes i,; definidas em (1.2) podem ser re-expressas
como

pnt =p+ap+vn+(y),,, h=12¢e¢ t=12,

comag +as =0,7+7 =0, (ay),, + (ay)y = 0e (ay),; + (@y),, = 0. Nesse caso
simboliza a média geral, oy, representa o desvio entre a média da PAM dos caes do estrato h e

a média geral, i, y; (respectivamente, y,) representa o desvio entre a média da PAM dos caes
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no pré-teste (respectivamente, pos-teste) e a média geral p, e (vy),, = fine — [t — p — Vi

Para modelar a estrutura de covariancia intra-unidades amostrais, podemos considerar
€hit = Ti(h) + (Wy)it(h) +empity, t=1,...,np, t=12, h=12¢e m=1,

com (7)1 + (T )igny = 0% 4 = 1. inp, b = 1,2, em que Tign), (7)) € Em(nir) S0

varidveis aleatdrias tais que

E [ﬂ-z(h)} = [ 777 it(h ] em hzt)} 07
Var [Wi(l)] Var [7?,(2)} 02 Var [em(;m)} = Uge,
Var [(71’ )t(l)} Var | (77) 2 ] afw/Q,
Cov [(T) iy » (MNiagry] = —02/2
€ Ti(h)» (Wy)it(h) € €m(hit) 840 ndo correlacionadas duas a duas, i = 1,...,n,, ¢t = 1,2 ¢

h = 1,2. Um gréfico de perfis individuais € apresentado na Figura 1.2 e um gréfico dos perfis

médios, na Figura 1.4.

Figura 1.4: Perfis médios e médias amostrais (circulos) da pressdo arterial média de cdes, antes (pré-teste) e
depois (pds-teste) de uma aplica¢do de M gSOy.
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No Exemplo 1.2, considerando que na primeira medicao nenhum dos n ratos observados ti-

nham sido submetidos a qualquer interven¢@o, o modelo linear para as medidas realizadas no

® Ao impor a restricdo (™1 T (T V)iony = 0,0 = 1,...,np, h = 1,2, estamos considerando o modelo com
parametros restritos “the constrained parameters (CP) model” que facilita a interpretacdo dos pardmetros inseridos no
modelo. Porém, o modelo com parametros irrestritos “the unconstrained parameters (UP) model”, também pode ser
utilizado, ver Voss (1999) e Lencina, Singer & Stanek (2005).



8 Cap. 1. Introdugao

pré-teste [ver Bonate (2000, p. 120)] é
}/’L'?[:ul_}_eil) izl;"'ana (13)

em que e;; € um componente aleatorio, tal que F (e;1) = 0, Var (e;1) = 0% € Cov (e;1,e11) =0
parai,i’ =1,...,n,i # 4, e p; ¢ RHSR média (populacional) no pré-teste. O modelo linear

para a RHSR pos-teste é

Vi =, +el, i=1,...n, (1.4)

se o rato i é submetido a ventilagio com h, h = C'ou h = T, em que €% e X, sdo componentes

L . 2 2 ~
aleatorios tais que E (e5) = E (e}) = 0, Var (¢5) = (0%)", Var (e}) = (03)" e e} e el; sdo
ndo correlacionadas duas a duas parai = 1,...,n, € u, e p, correspondem a RHSR média
pos-teste associada a ventilagcdo com C' ou com 7', respectivamente. O modelo (1.4) pode ser

reparametrizado usando
M :M1+ac +7 e Mg :”1+aT+77

com « + o, = 0, em que 7 representa o desvio entre a média geral pds-teste (11 +7) e a
média geral pré-teste (i), e «, (respectivamente, «,.) representa o desvio entre a média da
RHSR pés-teste quando os ratos sdo submetidos a ventilacdo com C' (respectivamente, 7') e a
média geral pés-teste (i1 + 7). Um gréfico dos perfis individuais é apresentado na Figura 1.3

e um gréfico das médias amostrais /iy, [t € [i,, na Figura 1.5.

Figura 1.5: Valores das médias amostrais (circulos) da resisténcia homogénea do sistema respiratério de ratos.
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e Modelo de analise de covariiancia

Para o Exemplo 1.1, admitindo a PAM pré-teste Y,";, @ = 1,...,n;, h = 1, 2, fixada, o modelo

é
Vig=to+m+B Y — Y1) +ten, h=12 i=1,...n, (1.5)

_ 2 np
comY; = (ng+ny) " 3 Z s T1 + T2 = 0, em que e; € um erro (de medida) aleatdrio
h=11=1
tal que E (ey;) = 0, Var (en;) = 03, € as varidveis e; sdo ndo correlacionadas duas a duas

parai = 1,....np, h = 1,2, e uo, 7, € 3 correspondem, respectivamente, a média geral
da PAM pos-teste, ao efeito do estrato h na PAM média e ao coeficiente de regressdo linear
comum (de Y}, em funcdo de Y};,). O diagrama de dispersdo para a PAM dos cies e as
retas E/(l?ﬁ) = fis + % + B (Vi — Y1), h = 1,2, obtidas via minimos quadrados estdo

apresentados na Figura 1.6.

Figura 1.6: Diagrama de dispersdo da pressdo arterial média de cdes antes (pré-teste) vs depois (pos-teste) de
uma aplicag¢@o de M ¢SOy, e retas esperadas segundo o modelo (1.5).
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Para o Exemplo 1.2, admitindo a RHSR pré-teste Y7, ¢ = 1, ..., n, fixada, o modelo é
3/;}2‘*:#2+Th+ﬁ(1/i’{—71)+eih, 1=1,...,n, (1.6)

_ n
se o rato ¢ é submetido a ventilagdo com h, h = C ou h = T, com Y; = n 'Y V3,
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=F (eiT) = O,

— 52 20 N3 :
= 04, € ¢, € e;, sdo ndo correlacionadas duas a duas, e po, B € 7,

7., + 7, = 0, em que ¢, e ¢;, sdo erros (de medida) aleatérios tal que E (e;,,)
Var (e;.) = Var(e;,)
(respectivamente, 7,,) correspondem, respectivamente, 2 média geral da RHSR pos-teste, ao
coeficiente de regressdo linear comum (de Y;2* em fungdo de Y}}) e ao efeito da ventilagdo com
C (respectivamente, 7') na RHSR média. O diagrama de dispersdo para a RHSR dos ratos e
as retas E@) = fip + 7, —l—ﬁA( i
apresentados na Figura 1.7.

— ?1) , h = C, T, obtidas via minimos quadrados, estdo

Figura 1.7: Diagrama de dispersdo da resisténcia homogénea do sistema respiratério, antes (pré-teste) vs de-
pois (p6s-teste) de submeter os ratos a ventilagdo com ar sintético, ou com Hélio e Oxigénio, e retas esperadas
segundo o modelo (1.6).
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Os modelos (1.2), (1.3) e (1.4) assumem erros (de medida) aleatérios tanto no pré-teste quanto no

pos-teste, enquanto os modelos (1.5) e (1.6) assumem que as respostas no pré-teste nao t€m erro de

medida. Um modelo que considera erros de medida no pré-teste e usa as respostas no pré-teste como

varidvel independente (error-in-variables model), sob o cenério do Exemplo 1.2, é apresentado por
Knoke (1991).

Em geral, o interesse recai, entre outros, na estimagdo dos parametros do modelo segundo o

qual, supde-se, as respostas foram geradas. Neste contexto, n observacdes estdo associadas a n

realizacdes independentes das varidveis aleatdrias inseridas no respectivo modelo, por conseguinte,

os estimadores sdo calculados assumindo amostragem de uma populacio infinita (conceitual). Para

os modelos (1.2) a (1.6), os parametros sdo estimados via minimos quadrados ordindrios.
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1.3 Objetivos

Nossos objetivos sdo:

1. No contexto de amostragem aleatdria simples, obter e avaliar o desempenho de estimadores
e/ou preditores para combinagdes lineares das respostas sob o modelo misto para populagées
finitas sugerido por Stanek, Singer & Lencina (2004), incorporando informagcdo auxiliar de
forma semelhante a Li, Stanek & Singer (2008) e levando em conta possiveis erros de medida

da resposta.

2. No contexto de estudos do tipo pré-teste/pds-teste, obter e avaliar o desempenho de estimado-
res e/ou preditores para combinagdes lineares das respostas pré-teste e pds-teste sob cada um
dos cendrios apresentados na Secdo 1.2, considerando o modelo misto para populacdes finitas
sugerido por Stanek, Singer & Lencina (2004) e levando em conta possiveis erros de medida

tanto no pré-teste quanto no pds-teste.

Os erros de medida mencionados nos itens 1. e 2. podem ser enddgenos (EMEn), i.e., originado
por fatores inerentes a unidade, como em Stanek & Singer (2004), ou exdgenos (EMEX), i.e., origi-
nado por fatores estranhos a unidade (instrumento de medida, por exemplo). Ver Stanek, Lencina,
Singer, Gonzdlez, Li & San Martino (2008) para detalles.

Queremos obter estimadores/preditores sob suposi¢cdes baseadas apenas na amostragem € nos
primeiros e segundos momentos da distribui¢io dos erros de medida, que sao suposi¢des mais fracas

que as usualmente adotadas nestes tipos de estudos.

Considerando inicialmente estudos do tipo transversal, no Capitulo 2 descrevemos o modelo
misto para populagdes finitas inserindo informacdo auxiliar e erros de medida. Na Se¢do 2.1 descre-
vemos os modelos com a incorporagdo de erros de medida endégenos e erros de medida exégenos.
Na Secdo 2.2, obtemos estimadores de combinagdes lineares da resposta. Como caso especial, na
Secdo 2.3 particularizamos os resultados para obter o estimador de B em (1.1), além disso, apre-
sentamos exemplos numéricos para comparar o desempenho do estimador de B frente ao estimador
obtido via minimos quadrados ordinérios, B moo- Também, apresentamos os resultados de um es-
tudo do desempenho dos estimadores propostos com base em amostras independentes, de tamanho
igual, selecionadas dos dados referidos na Secdo 1.1, e, de um estudo de simulacdo em que sao
considerados diferentes valores para o coeficiente de correlagdo entre a varidvel auxiliar e a varidvel
resposta. Na Secdo 2.4, estendemos os resultados para o caso de mais de uma varidvel auxiliar. Na

Secdo 2.5, fazemos uma breve discussdo dos resultados obtidos no Capitulo 2.
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No Capitulo 3, descrevemos estudos do tipo pré-teste/pds-teste considerando os dois cendrios
apresentados nos Exemplos 1.1 e 1.2 sob um modelo misto para populacdes finitas com possiveis
erros de medida. Na Secdo 3.1, considerando erros de medida endégenos e erros de medida exé-
genos, apresentamos esse modelo para uma populacgdo finita com dois estratos cujas unidades sdao
submetidas a uma intervencdo, obtemos estimadores/preditores de combinagdes lineares das respos-
tas pré-teste e pos-teste e apresentamos um exemplo numérico baseado nos dados do Exemplo 1.1.
Na Secdo 3.2, considerando erros de medida enddgenos e erros de medida exdgenos, apresentamos
esse modelo para uma populacdo finita ndo estratificada com dois tipos de intervengdo, obtemos es-
timadores/preditores de combinacdes lineares das respostas pré-teste e pds-teste e apresentamos um
exemplo numérico baseados nos dados do Exemplo 1.2, além dos resultados de um pequeno estudo

de simulacdo. Na Secao 3.3, fazemos uma breve discussdo dos resultados obtidos no Capitulo 3.

Finalmente, no Capitulo 4 discutimos as conclusdes e apresentamos propostas para estudos fu-

turos.



Capitulo 2

Estimacao e previsao em populacoes finitas

com informacao auxiliar e erros de medida

Utilizando notacdo semelhante a Stanek, Singer & Lencina (2004), definimos uma populacio
finita como uma cole¢do de N unidades distinguiveis e rotuladas por s = 1,..., N. Associados a
cada unidade s, vamos supor dois valores y$ e x5, em que y: € aresposta € x, € uma varidvel auxiliar.
Além disso, assumimos que ao selecionar a unidade s, observamos tanto o valor do parametro y;
(denominado valor latente) quanto o valor da varidvel auxiliar s, sendo que y: € observado pos-
sivelmente com erro enquanto x, € observada sem erro. Como em muitas situagdes é conveniente
trabalhar com os valores latentes ponderados, definimos y, = wsys, em que w,, s = 1,..., N,

representam os pesos.

O processo da amostragem aleatéria simples € formalizado por meio de um modelo para po-
pulagées finitas, segundo o qual qualquer uma das V! possiveis permutacdes de unidades na po-
pulagdo pode ser selecionada com a mesma probabilidade [(N!)~!]. Para isto, um novo rétulo,
1 = 1,..., N, é associado as unidades segundo sua posi¢do em cada permutacdo. De forma que

podemos representa-las pela matriz aleatdria (Y X') em que
Y=Y, ...V, ...Yy) e X=X ... X;...Xn) 2.1
Para associar os valores

y=0n ... ys ... yn) € ®=(11 ... 24 ... TN) (2.2)

13
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aY e X, consideramos
Y X)=U (y z) (2.3)

emque U = (U;...Uy) comU; = (U;;...U;n)" e U;s é uma variavel indicadora com valor 1
se a unidade s € selecionada na posi¢do ¢ dentro da permutagdo e 0 em caso contrario. Definindo
Osy = Ys — 1, € 05z = Tg — 1, €, POrtanto, y, = Oy + 1, € Ty = Oy + [1,, Para a posi¢do i dentro de

uma per mutagﬁo, temos

N
Y, = Z Uisys = K, + diyv
s=1

N 2.4)
Xi =Y Uty = p, + dia,
s=1
N N N N
émque i, = N~ ;ysa K, = N 211’8’ diy = ; Uis(ssy € dzx = 21 Uis(ssa:-
Usando as propriedades da varidvel indicadora U, [ver (A.1)], segue que
E,{vec[(Y X)|]} =T2@1n)p (2.5)

Var,{vec (Y X)|} =¥ ® Py

em que o sub-indice S indica valor esperado com respeito a distribuicao das permutacdes das unida-
des, I, é a matriz identidade de ordem a, 1, é um vetor de dimensao a X 1 com todos os elementos
iguaisal, P, = 1I,— b1'J,, P, = P, J. = 1,1, vec e ® denotam o operador vec e o produto

Kronecker, respectivamente, [ver Harville (1997), por exemplo],

N N
com fi, e 11, definidos em (2.4), 02 = (N — 1)7" 3 (y, — uy)Q, o2=(N—=1)""3 (z,—p,) e

7= (V=7 % (= ) ()

s=1
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2.1 Modelos que contemplam erros de medida

Embora erros de medida possam modificar estatisticas como a média e a variadncia dos estima-
dores de um pardmetro de interesse, neste trabalho, temos em conta erros de medida que modificam
apenas a variancia dos estimadores. Consideramos dois tipos de erros de medida: o primeiro origi-
nado por fatores inerentes a unidade (EMEn) e o segundo originado por fatores estranhos a unidade
(EMEx). O EMEn leva em conta a variabilidade enddgena, i.e., a variabilidade devida a variacdo
natural da resposta nas unidades, como a pressdo arterial. O EMEX leva em conta a variabilidade
exdgena, i.e., a variabilidade causada pela imprecisao do processo e/ou instrumento de medida, como
no caso de experimentos sensoriais em que avaliadores classificam graos de café (unidades) segundo
um conjunto de caracteristicas gustativas. Por isso, € razodvel supor que o EMEXx esteja associado a

posi¢éo na permutacéo (7).

Incorporamos EMEn em (2.3) adicionando o vetor aleatério E® = (E? ... E* ... E%)’, em
que E,(E?) = 0, Var,(E?) = 0% e Cov,(E: E%) = 0 para s # s, ao vetor y* =

(y? ... y* ... y%) econsiderando o modelo

(Y* X)=U(y 2)+U (E 0 1) 2.7)
emque Y = (Y ...Y* ... Y eE = (E ... E, ... Ey), com E, = w,E?, é um vetor
aleatério de EMEn. Note que y = (w1} ... wey? ... wyyl) . Entdo, segue que E, (E,) = 0,
Var, (E,) = 02 = w?0?? € Cov, (E,, Ey) = 0 para s # s'. O sub-indice R denota esperanga com

respeito a distribuicao dos erros de medida. Para a posi¢ao ¢ dentro de uma permutagdo, temos

N N
Y;* = Z Uss (ys + Es) =K, + diy + Z UisEsa

s=1 s=1
em que d;, definido em (2.4) € o efeito aleatério da unidade.

De maneira semelhante a Li, Stanek & Singer (2008), ao concatenar Y * e X usando o operador

vec, obtemos o seguinte modelo misto para populacdes finitas com EMEn e informacao auxiliar
Z =vec|(Y" X)]=I,1y)pu+d+ E* (2.8)

em que u, definido em (2.6), é um vetor de médias populacionais cujos componentes representam

os efeitos fixos, d = (d; d;)/ ¢ o vetor de efeitos aleatérios com d, = (diy...d;y,...dNy),

/
dy = (dig...dig...dy,), e E* = (E 0 ) e E'=Y" -Uy=UE.

Y Nx1
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No Apéndice A (pag. 79), demonstramos que

Esp (Z27) = (L2 @ 1x) p (2.9)

Varg, (Z*) = X ® Py + €€}, @ 621 , (2.10)

N
com P, definido em (2.5), e; denotando a coluna i-ésima da matriz I, e 62 = N~ 3 o2, Salien-

s=1
tamos que (2.9) e (2.10) € conseqiiéncia do processo de aleatorizacdo (ou processo da amostragem)

empregado.
De outro lado, incorporamos EMEx em (2.3) adicionando o vetor aleatdrio E; = (El‘ e E; .

~ ! ~ ~ ~ o~
E]'V) ,em que E_ <E;) = 0, Var, (E;) =5 e Cov, (E;,E;) = 0 para i # 7', ao vetor

_ N _ _ _ N
(Uy®). Seja E, = (E, ... E; ... Ey),emque E;, = E? ) U;;w,, um vetor aleatorio; logo

s=1
E., (E) = 0, Varg, (E) =62 = p,6? comp, = N7! % w? e Covg, (EZ,EZ/> = ( para
i £ =
Entdo, para a posicao ¢ numa permutacao,
N
Y, = <Z Uisys> +E = p, + diy + E,
s=1

com d;,, definido em (2.4). Logo, podemos escrever

Y =ply+d, +E,

~ ~ ~ ~ /
com d, definidoem (2.8) e Y = (Y1 LY YN>.

Para relacionar Y e X definida em (2.1) com y e x definidos em (2.2), consideramos

Nx1

(ff X) —U(y )+ (Ey 0 ) @2.11)

O correspondente modelo misto para populacdes finitas com EMEX e informacao auxiliar é

Z:vecK}N’ X)] — (Lol p+d+E 2.12)
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/
com p e d como em (2.8), e E = <Ely 1O;v ) denotando o vetor de EMEx. Dai segue que (ver
X
Apéndice A, pag. 80)

By (Z) = (Lo 1) p (2.13)

N
Var,, (2) ~S© Py +ee, 0 Pa? (2.14)

=1

com X definido em (2.6) e e;, em (2.10).

2.2 Combinacoes lineares e preditores 6timos

Nosso interesse € predizer ou estimar combinacdes lineares da forma

N
T=Y cY, (2.15)
i=1
em que os ¢, sdo constantes conhecidas associadas aos rétulos ¢ (posi¢des)®. Por exemplo, tomando
N
ws = 1 para todo s, se o interesse € o total populacional, 7" = ) Y;, tomamos ¢, = 1 para todo i, e
i=1

se o interesse € a média populacional, 7" = p, , tomamos ¢, = N ~1 para todo i. Alternativamente,
para predizer o valor latente da unidade na j-ésima posicdo dentro da permutacdo, 7' = Y;, adotamos
¢, =l parai = j e c, = 0 em caso contrdrio. Mais a frente, mostramos que o parametro B definido

em (1.1) pode ser escrito de maneira semelhante.

Para obter o preditor de 7" definido em (2.15) com base numa amostra aleatéria simples sele-
cionada sem reposi¢ao, vamos considerar, inicialmente, o modelo (2.8) e posteriormente o modelo
(2.12). O procedimento baseia-se em trés passos como mencionam Li, Stanek & Singer (2008).

No primeiro passo, assumindo que o valor de x; é conhecido para cada uma das /N unidades,
pre-multiplicamos cada termo em (2.8) por R = diag {Iy, Py}, em que diag { A ,..., An }

a1 Xby am Xbm
€ uma matriz diagonal em blocos com os A; representando os blocos, para eliminar ;. (porque é

# Dependendo da escolha de c,, a quantidade 7" pode representar um pardmetro ou uma variavel aleatéria. Embora o
termo estimador seja tipicamente usado para um pardmetro, e o termo preditor para uma varidvel aleatéria, podemos usar
o termo preditor para ambos, enfatizando o fato de que a inferéncia € realizada com respeito a predi¢do de combinacdes
lineares das varidveis aleatérias ndo observadas, ainda que o interesse seja predizer um parametro.
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conhecida). Logo, RZ"* = p, [e; ® 1y] 4+ d + E”. Sob este modelo, E,, (RZ") = p, [e; ® 1y]
e Var,, (RZ") = Var,, (Z").

No segundo passo, que representa o processo da amostragem aleatdria simples, decompomos
(Y™ X)) em duas partes, uma que corresponde a amostra (e que pode ser tomada, sem perda de ge-

neralidade, como as n primeiras linhas) e outra a parte restante (as ultimas N —n linhas). Denotando

Zy =Yy Y (X =) o (X =) (2.16)
e
Zy =Yg o YV X — ) oo (Xn—p,)]
segue que
sn(Z7) =p, le1®1,], (2.17)
(Z 1) =1, [61 ® In_p],
w2 (Z})=Vi=2@ P,y +ee 251,
(ZII) :VH—E®PN N Feey @iy,
Cov (ZIaZH):VIII__N 12®Jan n)

com P, definido em (2.5) e J ., = 1,1,

Como ilustracdo, consideremos uma populacdo composta por N = 5 unidades da qual selecio-
namos uma amostra aleatoria simples de tamanho n = 3 sem reposicdo. Seja w, = 1 para todo
S,

=(134109), y=(1255654), E=(E E, Fs By E5)

e suponhamos que o erro de medida endégeno possa tomar apenas dois valores igualmente provaveis,
dados por mais ou menos o5, com 0; = 3,09 = 1,03 = 7,04 = 10 e 05 = 2. Entdo u, = 5.4,
p, =38,0°=153,0° = 4.575,0,, = 6.725 e 57 = 32.6. Portanto,

E,,(Z7)=38](1 0) ® 13]
Eqp (Z?I) =3.8 [(1 O), ® 12} )
(4.575 6.725

7 ® P35+ (1 0) (1 0)® 32.615,
= \6725 153 35+ (1 0)(1°0) ’
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171 —

. (4.575 6.725

= ® Pys+ (1 0) (1 0)® 32.61,
6.725 15.3) 25+ (1 0)(10) ?

1 (4575 6.725
Vi o= = @ Jaro.
LI 5 (6.725 15.3) 2

Se a realizacao da matriz aleatéria U €

g

I
- o o o ©
c o~ o o
R e R e R
o o o~ o
o~ o o o

as unidades 3, 4, 2, 5 e 1 ficam localizadas, respectivamente, na primeira, segunda, terceira, quarta e

quinta posicdes na permutacao.
Por conseguinte,
U=y = O+ B3, 6.5+ Fy, 25+ Fy, 4+ F5, 1+ B,
Xwewp=(# 10 3 9 1),
Zi—uy = (5+ B3, 6.5+ By, 25+ By, 4 =54, 10 54, 3-54),
Zirr—uy = A+ Es, 1+ By, 9—-54, 1-54)".

Expressando (2.15) como

n N
T=>cYi+ > cY,
=1

i=n-+1
N n
basicamente temos que predizer Y c¢,Y;, pois Y ¢,Y; pode ser calculado diretamente (sem erro de
i=n-+1 i=1

medida) ou indiretamente (com erro de medida) a partir dos dados amostrais.

Finalmente, no terceiro passo, minimizamos a esperanca do erro quadritico médio (EQM) do

preditor linear sujeito a restricdo de que seja ndo viciado [ver Apéndice B, item ii), pdg. 87]. O
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preditor obtido é

T* =nDY [+ k) cY;

i=1

§ (2.18)
i1
em que /i, 03, o2 e o, estdo definidas em (2.6),
n 1 N
e D=(1/f—1)¢,,+(1—k*)¢, com f=n/N,¢,=n"'>c ec,=(N—-n)" > c,
i=1 i—nt1
o k=0’ (1 — p§w> / [63 +o? (1 — p§x>] com &2 definida em (2.10),

e p, =o0,/(0,0,) denotando o coeficiente de correlagdo entre y e « (assumimos que |p, | <
D,

V;Zn’le;* e Y[:n’lin.

=1 =1

A variancia do preditor T é (ver Apéndice B, pag. 89)

y Cpr’
X 2
como?, =(N-n—-1)" > (¢, —¢,).
I i=n+1

O correspondente preditor sob o modelo (2.12) é obtido de maneira semelhante e é

T =nDfi,, +Y_ ckY;
= . (2.20)

+ (0,./92) lnﬁ (1 =7, ) =D (V=) o, = X)) +me, (1, = X1) |

=1
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em que /i, 03, 0% e o, estdo definidas em (2.6); ¢,,,

Py © X/, em (2.18), com

D=(1/f-De, +n'> ¢ (1—’152-), f=n/N,

=1

k; = 03 (1 — piz> / [&1-2 + 03 <1 - pizﬂ ,
n -1 5
n (S) SR
i=1 i=1
n -1 5
ﬁxl = <ZE> ZEX@
i=1

i=1

A variancia do preditor T (Ver Apéndice B, pag. 89) é

n

o 2 2 n?D? 2 T -2
Var, <T — T) =0 (1 — pyz> — + Zci (1 — k’2> + (N —n)c;,
i=1

Sk (2.21)
i=1
2 2
+(N—-n—-1)c Cp.
com o2 definida em (2.19).
II
Para obter um estimador da resposta média populacional (ponderada pelos wg, s = 1,...,n),
1.e.,
N N
T=N'Y y=N"'> Yi=p, (2.22)
s=1 i=1

podemos empregar (2.18) ou (2.20) dependendo da natureza do erro de medida, usando ¢, = N1,
1=1,...,N. Sob o modelo com EMEn (2.8), o estimador de 7" (2.22) é

T =Y;+ (0,./0%) {n, — X1} (2.23)
e sua variancia €
Var,,, (T* — T) =nt [03 (1 — p§1> (1-f)+ 62} :

Note que a constante de encolhimento k* = o2 (1 — p? ) / [52 +o? (1 — pizﬂ nio aparece em

Yy yxr
(2.23) e nem em sua variancia porque € cancelada na deducao.
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22
Sob 0 modelo com EMEXx (2.12), o estimador de 1" (2.22) é
(2.24)

T — iy, + (Uym/af) {n, — ﬁx,}

e sua variancia €
N

— S ki
=1
> ki
=1

Varg, (T - T) = 03(1 — pzz)
N

Consideremos agora alguns casos particulares de (2.23) e de (2.24):

a) o,, =0, i.e., quando ndo tivermos varidveis auxiliares, (2.23) pode ser escrito como

=Y, (225)
com
Var, <T* - T) =nt [05 (1—f)+a2| = n’laj (1—f)+ntc%
e (2.24) pode ser escrito como
T = fiy, (2.26)
com

NS

Var,, <T - T> = 03 —;:i

N> ki

i=1

T 2/(x2 2
Em (2.26), k; = 07 /{07 + 07}
T\ # 0, c‘rf =0, e, &3 = () para todo 7, i.e., quando tivermos uma varidvel auxiliar mas nao

b)
tivermos erros de medida, temos que T* (2.18) é igual a T (2.20); conseqiientemente, definindo

Y;=n"! Y,
=1
T=Yr+(0,/0%) {n, — X1} (2.27)
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com
Var (T =T) = n™'0%(1 = g2 )(1 - f);

¢) o, =0, 63 =0,e, &3 = () para todo 7, i.e., quando ndo tivermos varidveis auxiliares nem erros

de medida,

T=Y; (2.28)
com
Var (T - T) =n"1(1— f)aj.

O estimador da resposta média populacional apresentado em (2.25), i.e., quando ndo tivermos varia-
veis auxiliares mas tivermos erro de medida end6geno, € idéntico ao estimador dado por Bolfarine
(1991) e Bolfarine & Zacks (1992, p. 151) para o modelo de localizacdo com erro nas varidveis
sob o enfoque de super-populagdo, ou aquele dado por Sérndal, Swensson & Wretman (1992, p.
605) sob o que eles denominam modelo de medidas simples “the simple measurement model”, e sua
variancia € a variancia da média amostral sob amostragem aleatdria simples sem reposi¢cdo mais um
fator que depende da média das variancias dos erros de medida endogenos. O estimador apresentado
em (2.26), 1.e., quando ndo tivermos varidveis auxiliares mas tivermos erro de medida exogeno, €
idéntico aquele obtido via minimos quadrados ponderados, como parte da solucao das equacdes de
modelos mistos “mixed model equations” dadas por Henderson, Kempthorne, Searle & von Kro-
sigk (1959) e revisado por Robinson (1991). O estimador apresentado em (2.27), i.e., quando ndo
tivermos erro de medida mas tivermos varidveis auxiliares, corresponde ao estimador apresentado
por Li, Stanek & Singer (2008), e o estimador apresentado em (2.28), i.e., quando ndo tivermos erro
de medida nem varidveis auxiliares, corresponde ao estimador-7 (= ¥,) apresentado em Sérndal,
Swensson & Wretman (1992, p. 68). O estimador (2.27) também coincide com aquele apresentado
em Cassel et al. (1976) e em Wu & Sitter (2001). Um outro caso em que T* definido em (2.18) é

igual a T definido em (2.20) € aquele no qual os erros de medida sdo homocedasticos.

Finalmente, sob o modelo com EMEXx, e lembrando que E ndo € aleatdrio, temos

:/“’Ly
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= I,

N
ES (Z Uisxs>
s=1

logo, independentemente dos valores de 6?, T (2.20) € um estimador nao viciado de 1" (2.15).

Para predizer o valor latente (ponderado) da unidade na j-ésima posi¢ao dentro da permutagao,
ie., T =Y}, adotamos ¢, = 1 parai = j e ¢, = 0 em caso contrario. Como esperdvamos, se nao ha
. . —2 ~2 . > _ > _ .
erro de medida, i.e, o7 = 0, e, 0; = 0, quando j <n, Y; =Y e Var, (YJ — Yj) =0.Sej >n,o0
preditor de Y e sua variancia sob diferentes hipéteses sobre o sdo
e 0, #0,i.e., quando tivermos uma varidvel auxiliar,
o ) —
Y; =Y+ [N/(N—-n)](o,./0%) (1. — X1) (2.29)
com

2
yz Yy

Var, (?} - YJ> =n"'[N/(N —n)] 03(1 )+ [1-(N - n)fl] o2
e 0, = 0,1i.e., quando ndo tivermos varidveis auxiliares,
Y; =Y, (2.30)
com
Var (Yj — YJ> =n"'[N/(N —n)] 03 +[1- (V- n)_l] 03.
Sob 0 modelo com EMEn (2.8), o preditor de Y e sua variincia, quando j < n, é
Y, =Y, +k (Yj* — ?j) + (0,./0%) (1 — k) (X; — X1) (2.31)

com
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e quando j > n,
Y, =Y+ [N/ (N =) (0,,/02) (. — X1) (2.32)
com
Var, (f/; — Y}) =n! {[N/ (N —n)] aj(l - piz) + 53} +[1—-(N- n)_l} 0'3

com k* definido em (2.18).
Sob 0 modelo com EMEX (2.12), o preditor de Y; e sua variancia, quando j < n, €

~

Vi = i, + by (Vi = iy, ) + (0,0/0%) (1K) (X5 = Fix, ) (2.33)

1 n
VarSR (YJ_Y;> :~J2'%J' (ZE) (Zgi_%j—i_l)?
; =1

e quando j > n,

o S S
e
’ 1—p Z:1 b 1
Varg, (V=) =02 | === | [1++— | + -V =n) "]
> ki
i=1
com ﬁYI , ﬁx, e EZ definidos em (2.20).
Se o,, = 0, i.e., quando ndo tivermos varidveis auxiliares, (2.31) pode ser escrito como
Y, =Y+ & (Y;* _ ?j) (2.35)

com
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e k* =o?/ (5’2 - 03) , (2.32) pode ser escrito como
Y, =Y, (2.36)
com
Varg, (Vi = Y;) = {IN/ (N =) o2 402} + [L= (N =) ] o2,
(2.33) pode ser escrito como
¥ = iy, + ki (V5 — i, ) (2.37)

com

ek; = 03 / (&2-2 + 05), e (2.34) pode ser escrito como

Y, =T, (2.38)

com

e k; definido em (2.37).

O preditor de Y; apresentado em (2.35) € idéntico ao preditor dado por Stanek & Singer (2004) no
caso particular de amostragem por conglomerados em um estdgio e erro de medida. Esse estimador,
(2.35), bem como o estimador dado em (2.37) também sdo apresentados por Stanek, Lencina, Singer,

Gonzélez, Li & San Martino (2008) sob o modelo misto para populagdes finitas.
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2.3 Particularizacao dos resultados para estimacao de uma me-

dida de associacao

Nesta Secao, além de particularizar (2.18) e (2.20) para estimar a medida de associa¢ao B (1.1),
propomos os respectivos estimadores empiricos, uma vez que (2.18) e (2.20) envolvem variancias
e covariancias populacionais que, na préatica, sdo desconhecidas. Também examinamos o efeito de
usar a informacgdo auxiliar no célculo das estimativas de B, dado que ja foi incluida nos pesos;
apresentamos exemplos numéricos para comparar o desempenho dos estimadores propostos frente
ao estimador obtido via minimos quadrados ordindrios, B MQo; apresentamos os resultados de um
estudo do desempenho dos estimadores propostos assumindo erros de medida homocedasticos com
base em amostras independentes, de tamanho igual, selecionadas dos dados referidos na Se¢ao 1.1, e
apresentamos um estudo de simulacdo em que sdo considerados diferentes valores para o coeficiente
de correlacdo entre a varidvel auxiliar e a varidvel resposta, diferentes valores de n, erros de medida

homocedasticos e heterocedasticos e duas formas da distribuicao da varidvel auxiliar.

Para estimar a medida de associacdo B, lembramos que (1.1) pode ser escrito como (2.15) to-

mando ¢, = 1,7 = 1,..., N, e usando wy = (z, — p,) / [(N — 1)o?]. Dessa forma, o estimador
é

B* = NT* sob EMEn, (2.39)
ou

B=NT sobEMEx, (2.40)

em que T* e T estdo definidas em (2.23) e (2.24), respectivamente. Quando o, e af sdo conhecidas,
denotamos o estimador de B por B (respectivamente, 13); quando essas quantidades sdo estimadas

a partir da amostra denotamos o correspondente estimador por B’ (respectivamente, B.), 1.€.,

~

B =N [?; +(6,,/62) {n, — 71}} (2.41)

ou

Be =N iy, + (5,./6%) {n. — i} (2.42)
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em que

P = (=) Y (V- VT) (K- X,

(2

As expressoes (2.39) e (2.40) sdo idénticas se os erros de medida sao homocedadsticos.

Para propositos ilustrativos, consideramos a populacao descrita na Sec¢ao 2.2, porém suponhamos

que o erro de medida endégeno possa tomar apenas dois valores igualmente provéveis, dados por

mais ou menos o7 = 3, s = 1,2,3,4,5, e usamos w, = (x5 — p1,) / [(N — 1) 0?]. Selecionamos

amostras de tamanho n = 3. Na Tabela 2.1, apresentamos os valores populacionais da varidvel

auxiliar (x), os valores latentes ndo ponderados (y:), além das possiveis respostas e varincias

dos EMEn, F,. O grifico de dispersdo (populacional) e a reta de regressio estimada via minimos

quadrados ordindrios estdo apresentados na Figura 2.1.

Tabela 2.1: Populacio finita considerando variancias iguais para os erros de medida endégenos.

Roétulos das Unidades(s) | o, | ys | Possiveis Respostas o2
1 1] 1 -2ou 4 0.0465
2 3125 -0.50u5.5 0.0138
3 4 5 20ul 0.0047
4 10 | 6.5 3.50u9.5 0.0508
5 91 4 lLou7 0.0311
ps, =0.80

Neste caso, N = 5,n = 3,0 =9, 0% =153, 0,, /0% = 0.0622, p1, = 5.4, 03 = 0.0708 e
p,. = 0.9141. O parametro populacional de interesse € B = 0.4395. Na Tabela 2.2 apresentamos
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Figura 2.1: Gréfico de dispersdo e reta de regressdo calculada via minimos quadrados ordindrios (y =
1.4265 + 0.4395x) para o exemplo ilustrativo apresentado na Tabela 2.1.

8
74

3)

Valor latente (

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Varidvel auxiliar ()

estimativas de B definida em (1.1) denotadas por B* (2.39), B: 24D e
B" = NY7, (2.43)

com ?; definida em (2.18).

As estimativas, para as 960 (= 5! x 23) possiveis permuta¢des das unidades e de suas respostas,
estdo esquematicamente apresentadas na Tabela 2.2 que também inclui a média das estimativas, o
vicio relativo [=100x (estimativa-3)/B], a contribui¢ao relativa do vicio ao erro quadritico médio
(EQM) [=100><(estimativa—B)2 /EQM] e o erro quadrdtico médio (EQM) além das estimativas via
minimos quadrados ordindrios, obtida de §MQO~ Podemos perceber que o menor EQM esté asso-

ciado a B* e o maior a Bj;qo; além disso, tanto B} quanto Bj;go s@o estimadores viciados de B.

A seguir, consideramos duas variacdes do exemplo anterior. Na primeira, consideramos varian-
cias diferentes para os EMEn com 03% = 9,05% = 1,052 = 49,032 = 100 e 022 = 4, e na segunda,
varidncias diferentes para os EMEx, com 3% = 100,53% = 9 e 53 = 0.49. Na Tabela 2.3 estdo
dispostos os valores populacionais da varidvel auxiliar (z;), do valor latente ndo ponderado (y?),
das possiveis respostas e das variancias dos Es. Na Tabela 2.4, os valores das estimativas, para as
960 possiveis permutagdes das unidades e suas respostas, estdo dispostos de forma esquematica.
Observamos que as médias das estimativas, e portanto, as médias do vicio relativo, mostrados nas
Tabelas 2.2 e 2.4 sdo iguais. A relag@o entre os EQM na Tabela 2.4 reproduz aquela da Tabela 2.2,

i.e.,

EQM(B*) < EQM(B;) < EQM(B") < EQM(Bugo)-
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Tabela 2.2: Estimativas de B sob o modelo misto para populagdes finitas, com o, e af conhecidas ou

desconhecidas, estimativas de minimos quadrados ordinarios e média do EQM para N = 5en = 3 com
variancias iguais para os erros de medida enddgenos.

ws =1 ws:(xs—,um)/[(N—l)Uﬂ
Amostra | X | Xy | X3 | Y| Yy | Vi B* B: B’ Bugo
1 1 |34 2]-05] 2| 1046 | -0665 | 019 | 1250
2 1 |34 2]-05] 8 | 0817 | -1.430 | -0.033 | 2.964

959 4 110 3 8 |95 1-05 0.835 0.762 0918 1.017
960 4 |10 3 8 [ 95 |55 0.443 0.341 0.526 0.459

Média 0.4395 0.2789 0.4395 | 0.4722
Média do vicio relativo 0.0% -36.5% 0.0% 7.4%
100 ><V1’ci02/EQM 0.0% 5.4% 0.0% 0.2%

| Média das diferengas ao quadrado (EQM) | 0.2839 | 0.4777 | 0.4811 |0.5516 |

Tabela 2.3: Populacio finita considerando varidncias diferentes para os erros de medida endégenos.

Rotulos das Unidades(s) | o, | ys | Possiveis Respostas o2
1 1] 1 -2ou 4 0.0465
2 2.5 1.50u3.5 0.0015
3 4 5 -20u 12 0.0256
4 10 | 6.5 -3.50u16.5 0.5650
5 91 4 20ub 0.0138

Os resultados para a segunda variante estdo dispostos na Tabela 2.5. Neste caso, as estimativas

de B definida em (1.1) sdo apresentadas nas colunas rotuladas B (2.40), Ee (2.42),

B = NﬁYI7
Be - Nﬁy17
em que ﬁYI e ﬁy} estdo definidas em (2.20) e (2.42), respectivamente. O menor EQM esta associado
a Beomaiora B Mm@Qo; além disso tanto Ee quanto Ee e B m@o sdo estimadores viciados de B.
Também, com propdsitos ilustrativos, consideremos um outro exemplo em que

1. Obtivemos 50000 amostras independentes de tamanho n = 10 via amostragem aleatdria sim-
ples, da populagdo de N = 104 estudantes descrita na Se¢do 1.1. Vamos admitir que os
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Tabela 2.4: Estimativas de B sob o modelo misto para populagdes finitas, com o, € af conhecidas ou

desconhecidas, estimativas de minimos quadrados ordinarios e média do EQM para N = 5en = 3 com
variancias diferentes para os erros de medida endégenos.

ws =1 ws:(xs—,um)/[(N—l)aﬂ
Amostra | X1 | X, | X3 | Y7 | Yy | Y5 | B B: B" | Buoo
1 3 4 -2 1.5 -2 1.068 -0.363 0.218 0.250
2 3 4 2115 | 12 0.534 -2.147 -0.316 4.250
959 4 10 3 12 | 165 | 1.5 1.429 1.233 1.511 1.657
960 4 10 3 12 | 165 | 3.5 1.298 1.092 1.381 1.471
Média 0.4395 0.2789 0.4395 0.4722
Média do vicio relativo 0.0% -36.5% 0.0% 7.4%
100><V1'Ci02/EQM 0.0% 2.2% 0.0% 0.1%

| Média das diferengas ao quadrado (EQM) | 1.1264 | 1.1712 | 1.3236 | 1.6619 |

Tabela 2.5: Estimativas de B sob o modelo misto para populagdes finitas, com o, € 03 conhecidas ou

desconhecidas, estimativas de minimos quadrados ordinérios e média do EQM para N = 5en = 3 com
variancias diferentes para os erros de medida exdgenos.

ws =1 ws:(xs_ﬂz)/[(N_l)o-f]

Amostra | X; | X3 | X3 371 372 373 B Ee B B o B MQO
1 3 4 1 -9 -05143| 0291 | -2.415 | 0.088 | 0.306 | 4.407

2 3 4 | 9 |-05(57]| 0173 | -2.603 | 0.004 | 0.249 | 4.807
959 4 |10 3 15 95 | 1.8 | 0.759 0.844 1.005 | 0.871 | 0.397
960 4 |10 3 | 15| 95 |3.2| 0.557 0.715 0.861 | 0.751 | 0.266
Média 0.4395 | 0.2852 | 0.4395 | 0.4959 | 0.4721

Média do vicio relativo 0.0% | -351% | 0.0% | 12.8% | 7.4%
100><V1’ci02/EQM 0.0% 2.1% 0.0% 0.5% | 0.05%

| Média das diferencas ao quadrado (EQM) | 0.1849 | 1.1413 [ 0.5965 | 0.6846 | 1.9458 |

valores apresentados na Tabela F.3 (pag. 114, Apéndice F) na coluna rotulada “Célculo”, que
sa0 as notas de Calculo I, correspondem aos valores latentes das habilidades em Calculo (que
na realidade sdo desconhecidas). Neste passo, os valores latentes ndo ponderados sao obtidos,

N
ie,Y?=> Uysyli=1,...,n.
=1

2. AcadaY;®,t=1,...,n,obtidoem 1., foi somado um erro de medida (EMEn), gerado a partir
de uma distribui¢do normal com média 0 e desvio padrdo o; = of = 0.25.

3. Foram avaliados os estimadores B* (2.39), E; (2.41), B (243) e EMQO para cada uma
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das 50000 amostras. Neste passo, usamos w, = (z; —p,)/ [(N —1) 02| para construir

N N
Y:* = > Us(ys + Es) emque ys = wyyt e Es = wy,E?, portanto Y;* = [ Uisws] X
s=1 s=1

{ﬁ Uis (42 + E;)}.

. A média das 50000 estimativas obtidas de E* E;‘ , B e EMQO, a média da contribui¢ao

relativa do vicio ao EQM e o EQM foram calculados e dispostos na Tabela 2.6.

. Os passos 1 a 4 foram repetidos para n = 30 e n = 60.

. Os passos 1 a 5 foram repetidos para o = 0.75 e o = 1.5; também, consideramos o caso em

que o; = 0, ou seja, 0 caso em que ndo se tem erro de medida.

Na Tabela 2.6, para cada o, os menores valores para EQM estdo associados a B* quando n > 30;

em particular, EQM (B\*) é menor que EQM (1/5’\ MQo)» ¢ EQM (E*) ¢ muito maior em todos 0s casos.

Por outro lado, assim como esperdvamos, quando n aumenta, os valores de EQM diminuem. Além

disso, para B} e Bygo, 0 valor da média da contribuigdo relativa do vicio ao EQM diminui ao

aumentar 7. Em geral EQM (B?) é menor que EQM (Bysq0 ) porém a contribuigio relativa do vicio

ao EQM € maior.

Tabela 2.6: EQM (x1073) e média da contribuicdo relativa do vicio a0 EQM (dentro do parénteses) das
estimativas.

U; n E* E: EMQO

10| 831 (0.0%)| 7.77 (2.0%) |11.56 (0.2%) | 183.97 (0.0%)
0 |30| 2.19 (0.0%)| 2.30 (0.6%)| 2.40 (0.1%)| 48.40 (0.0%)
60| 0.65 (0.0%)| 0.69 (0.2%)| 0.67 (0.0%)| 14.35 (0.0%)
10| 8.52 (0.0%)| 8.00 (1.9%) |11.84 (0.2%) |182.91 (0.0%)
02530 | 228 (0.0%)| 2.39 (0.6%)| 2.49 (0.1%)| 48.60 (0.0%)
60| 0.69 (0.0%)| 0.73 (0.2%)| 0.71 (0.0%)| 14.33 (0.0%)
10| 10.54 (0.0%) | 9.62 (1.6%) [14.79 (0.1%) | 186.13 (0.0%)
0.75130| 292 (0.0%)| 3.01 (0.5%)| 3.19 (0.1%)| 48.96 (0.0%)
60| 1.02 (0.0%)| 1.06 (0.1%)| 1.05 (0.0%)| 14.83 (0.0%)
10 {17.08 (0.0%) | 15.37 (1.1%) |24.23 (0.1%) | 194.10 (0.0%)
1.5 |30| 5.13 (0.0%)| 5.17 (0.4%)| 5.64 (0.1%)| 51.65 (0.0%)
60| 2.13 (0.0%)| 2.16 (0.1%)| 2.19 (0.0%)| 15.76 (0.0%)
pt =0.20

Yy

%k

Para estudar o efeito do coeficiente de correlacdo, entre a varidvel auxiliar x; e os valores latentes

N 2
ndo ponderados y, definido como p* = o°® / (O’;O‘z> emque 0** = (N —1)"1 37 <y; - u;) e

s=1
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N
or = (N-1)"'> (y; — u;> (xs — u,), sobre o desempenho (EQM) dos estimadores propostos,

s=1
B* (2.39) e B (2.40), e suas versdes empiricas, B} (2.41) e B, (2.42), frente ao desempenho do esti-

mador obtido via minimos quadrados ordinérios, B MmQo, sendo abrangentes, realizamos simulagoes
usando diferentes valores de p® e consideramos dados com distribuigao simétrica e dados com dis-
tribuicdo assimétrica in z, para N = 2000. O procedimento para gerar os dados, i.e., as populacdes
finitas, ¢ descrito na Secdo 2.5. Usamos apenas valores positivos para p® . Também, usamos dife-
rentes valores de n e diferentes valores de o°. Os resultados estao sintetizados nas Figuras C.1, C.2,
C3,C4,C5e C.6 (pag. 91 a95, Apéndice C), e mostram que

° EQM(LA? Qo) diminui quando p aumenta nas Figuras C.1 (a) e C.5 (a).

o M(é*) e EQM(B*) (respectivamente, EQM (B B) e EQM(B.)) foram menores que
EQM(LA? Qo) nas Figuras C.2, C.3 e C.4 (respectivamente, C.6).

o ( e EQM(E;‘) (respectivamente, EQM (B ) e EQM( ¢)) aumentam quando pe, au-

menta na Figura C.1 (respectivamente, C.5).

e Como esperdvamos, a média do vicio relativo de B* e B, e portanto, a contribuicao relativa

do vicio ao EQM de Be B, é praticamente zero (Figura C.1 a Figura C.6).

e A média do vicio relativo de §;f, e portanto, a contribui¢do relativa do vicio ao EQM, em todos
os casos, diminui quando n aumenta (Figuras C.1, C.2, C.3 e C.4), e seu valor corresponde a

média, sobre todas as permutacdes das unidades na populacao finita, dos valores
N[(6,./67) {n. = X1}].

e A média do vicio relativo de B moo € maior que a média do vicio relativo de §; [respectiva-
mente, B, ] quando foram consideradas populagdes com distribui¢do assimétrica em x, Figuras
C.2 (b) e C.4 (b) [respectivamente, C.6 (b)].

e A contribui¢do relativa do vicio ao EQM de éj aumenta quando p? aumenta e diminui quando
n aumenta [Figures C.1 (c), C.2 (c), C.5 (¢) e C.6 (¢)]. Para Byqo, esta ainda apresenta valores
grandes para n = 60 quando sio consideradas popula¢des finitas com distribuicio assimétrica
em x [Figuras C.2 (c) e C.6 (¢)].

Conseqiientemente, sugerimos:

e usar B* e B, segundo seja o caso, quando o, € af sdo conhecidas, dado que B* e B sdo

estimadores 6timos de B, i.e., sdo ndo viciados e apresentam variancia minima, e
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e quando o, e af sdo estimadas a partir da amostra, tendo em mente as limitacdes de nosso
estudo de simulagdo e sabendo que sdo necessdrias pesquisas adicionais para obter conclusoes
mais definitivas, usar E;‘ e B, para dados com distribuic@o assimétrica in x, E;‘ para dados com
distribui¢do simétrica quando os erros de medida endégenos sdao homocedasticos, p? < 0.40 e
n € pequeno, e Ee para dados com distribui¢do simétrica quando os erros de medida exégenos

sao heterocedasticos e n > 30.

2.4 Extensao para casos com multiplas variaveis auxiliares

Em geral, vdrias varidveis auxiliares, z,...,2gs, podem estar associadas a cada unidade s

juntamente com a resposta y. Neste caso, para estender (2.18) para obten¢do do estimador de uma

combinacdo linear de Y; (2.15),7 = 1,..., N, com EMEn € suficiente escrever
T ... Tl ... TQL Xu ... Xg ... Xg
T=| 215 ... Tgs ... 20s |, X=Uzx=|Xy,; ... X, ... X
TIN ... TgN ... ZQN Xiv .. Xgnv ... Xon
e

(Y” X):U[(y w)+<E 0 )}

NXxQ

respectivamente, em que y estd definido em (2.2) e U, em (2.3), e Y * e E estdo definidos em (2.7).
Como resultado, o estimador/preditor de 7" definido em (2.15) é

~

T'=(g;+4a') Zj,

com g; = e; ® C, em que e; denota a coluna i-ésima da matriz I 51, C; = (¢, ... ¢, ... cn)',
¢, estd definido em (2.15),

, N
Z; |:}/1* Y: (Xll—,uml) (XQn—,LLxQ)i| , Iu,mq :N—lzxqs,
s=1

a= ( 1)@{Dln—(l—k*)cl}—i—QI(O>®1n,
-y -y

com
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° pgg) =4/ olo, / 03 € o coeficiente de correlacdo multipla entre a resposta y (2.2) e

as varidveis auxiliares x; ...z [ver Morrison (1983), por exemplo] com z, = (z,

Tys --. Tgy) . Assumimos |p§§9)| <1

e C,;, D e k* estdo definidos em (2.18) com a substitui¢do de p,, por pl@),

Finalmente, Var,, <T* — T) ¢ dada em (2.19) com a substitui¢ao de p,, por pgg).

Na mesma dire¢do, podemos obter extensdes de (2.20) e (2.21).

2.5 Discussao

No Capitulo 2 mostramos como os resultados de Li, Stanek & Singer (2008) e Stanek, Lencina,
Singer, Gonzdlez, Li & San Martino (2008) podem ser estendidos para acomodar erros de medida e
incorporar informacao auxiliar no modelo misto para populacdes finitas. Em particular, Li, Stanek
& Singer (2008) desenvolveram estimadores da média populacional utilizando informacdo auxiliar,
porém ndo consideraram erros de medida. Stanek, Lencina, Singer, Gonzdlez, Li & San Martino
(2008) consideraram erros de medida tanto exdgenos quanto endégenos, contudo ndo incorporam
informacao auxiliar. Por outro lado, Stanek & Singer (2004), utilizando um modelo misto para po-
pulacdes finitas para amostragem em dois estagios, desenvolveram preditores com erro de medida
endégeno mas ndo inseriram informacdo auxiliar. As propostas (2.18) e (2.20) podem ser empre-
gadas tanto para encontrar estimadores de uma média populacional ou de um total populacional,

quanto para predizer o valor latente da unidade na j-ésima posicdo numa permutacdo. Os estima-
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dores/preditores sdao obtidos via métodos padrdo para encontrar preditores lineares ndo viciados de

variancia minima.

No caso especifico, em que o interesse recai na média populacional y,, o estimador proposto
(2.28) € igual ao estimador Horvitz-Thompson (estimador-7) se ndo tivermos nem erro de medida
nem varidveis auxiliares [Sdrndal, Swensson & Wretman (1992, p. 68)]; quando ndo tivermos erro
de medida porém temos uma varidvel auxiliar, o estimador (2.27) é semelhante ao estimador re-
gressdo generalizado [Cassel et al. (1976) e Wu & Sitter (2001)]; por outro lado, se ndo tivermos
varidveis auxiliares mas tivermos erros de medida endégeno, o estimador (2.25) € idéntico ao esti-
mador para o modelo de localizagao com erro nas varidveis “the simple location error-in-variables
model” sob o enfoque de super-populacao [Bolfarine & Zacks (1992, p. 151)], ou aquele dado por
Sarndal, Swensson & Wretman (1992, p. 605) sob o que eles denominam modelo de medidas sim-
ples “the simple measurement model”, e, se ndo tivermos varidveis auxiliares mas tivermos erros de
medida exdgenos, o estimador (2.26) € idéntico ao estimador obtido sob o modelo misto [Henderson,
Kempthorne, Searle & von Krosigk (1959)].

Os resultados foram usados, também, para encontrar estimadores da medida de associacao pon-
derada, B definida em (1.1). O desempenho dos estimadores B* 2.39)e B (2.40), e de suas versdes
empiricas, B* 241)e B (2.42), considerando ou ndo o uso da informacao auxiliar, foi examinado
por meio de exemplos e simulacdes, e comparado com aquele do estimador obtido via minimos
quadrados ordindrios, B MmQo, porque este € o estimador sugerido tanto sob o enfoque baseado no
planejamento, no qual o estimador-m de B € igual a EMQO [ver Sdarndal, Swensson & Wretman
(1992, p. 196)], quanto sob o enfoque de super-populacio [ver Bolfarine & Zacks (1992)]. Dado
que 0s pesos w, ja envolvem x4, nos questionamos a respeito do efeito da varidvel auxiliar sobre os
estimadores ajustados B (2.39) e B (2.40). Para isto, geramos 200 populagdes de tamanho 2000,
considerando diferentes valores do coeficiente de correlacdo entre a varidvel auxiliar e os valores

latentes nao ponderados, p;z, de:

i) uma distribui¢do normal bivariada com E(Y) = E(X) = 0, Var(Y) = Var(X) =1 e
Cov (X,Y) =p? ,

1) uma populagdo finita bivariada assimétrica em x, usamos inicialmente uma distribui¢ao normal
bivariada com E (Y)) = E(X) =0, Var (Y) = Var(X) =1 e Cov(X,Y) = p? , e seguida-
mente, substituimos os valores de x, pela transformagdo x4y = (x / af) e(m/ ”i), 1.e., USamos T4

como a variavel auxiliar, z,, e

iii) uma distribuicdo normal bivariada com E(Y) = E(X) = 0, Var(Y) = Var(X) =1 e

Cov (X,Y) = P, seguidamente, substituimos os valores de x, pela transformagao =50 = 2e
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os valores de y, pela transformagio y, = y2. Isto para considerar populagdes finitas bivariadas

assimétricas em x € .

Nas Figuras 2.2 (a), 2.3 (a) e 2.4 (a) apresentamos os diagramas de dispersdo para x vs y* de uma das
populacdes geradas sob os itens 1), i) e iii), respectivamente. Nas Figuras 2.2 (b), 2.3 (b) e 2.4 (b)
apresentamos os diagramas de dispersao para p® vs p,, (usando ws = (z; — u,) / (N—=1)0%],s=
1,..., N) das 200 populagdes geradas sob os itens 1), ii) € 1ii), respectivamente. Semelhantemente,
nas Figuras 2.2 (c), 2.3 (c) e 2.4 (c) [respectivamente, nas Figuras 2.2 (d), 2.3 (d) e 2.4 (d)], os
diagramas de dispersdo de p®_ vs Var, (B*) [respectivamente, pe. vs Varg (B")]1 sdo apresentados
considerando nem EMEn nem EMEx e n = 10, i.e., f = 10/2000. Dado que a variincia dos
estimadores de B, E*(2.39) e B (2.40), diminuem conforme | pw| aumenta, deduzimos da Figura 2.2
(b), sob populagdes geradas conforme o item i), que a varidvel auxiliar obtém pouca o nenhuma
redugdo nas variancias de B*eB porque |p, .| < 0.10, que é observado nas Figuras 2.2 (c) versus 2.2
(d). Da Figura 2.3 (b) [respectivamente, Figura 2.4 (b)], deduzimos que a variancia de B*e B
diminuem quando |p,,| aumenta sob populagdes geradas conforme o item ii) [respectivamente, o
item iii)], que € observado nas Figuras 2.3 (c) versus Figura 2.3 (d) [respectivamente, Figuras 2.4 (c)
versus Figura 2.4 (d)]. O anterior sugere, sob alguns casos, que a varidvel auxiliar pode ser titil para

reduzir a variancia dos preditores B* e B.

Os exemplos e as simulagdes comprovam a otimalidade de B* e B na classe dos estimadores
ndo viciados; de fato, quando consideramos dados com distribui¢do assimétrica em =, o EQM (E:)
(respectivamente, EQM (Ee)) € menor que o correspondente EQM (EMQO), em especial para n
pequeno. Porém, quando consideramos dados com distribui¢do simétrica, o estimador E; (2.41)
[respectivamente, Ee (2.42)] apresenta maior EQM que o estimador EMQO para pl‘m > 0.4 (res-
pectivamente, p;m > 0.4 en = 10) (Figuras C.1 (a) [respectivamente, C.5 (a)]), e BZ apresenta
vicio.

O vicio da B MQo, especificamente para valores pequenos de n, € justificado uma vez que “uma

_ _ _ N
amostra equilibrada”, na qual u, = X; = X;rcom X7 = (N —n)™' > X;, ndo € esperada
i=n+1
quando selecionamos amostras de populagdes finitas [ver Cumberland & Royall (1988) e Bolfarine
& Zacks (1992)].

Finalmente, sugerimos usar os estimadores propostos B* e B, ou, suas versdes empiricas, B
e B., segundo seja o caso, quando se tem dados com distribui¢do assimétrica em = ou amostras

pequenas.
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Figura 2.2: Diagrama de dispersdo de uma variavel auxiliar (x) vs os valores latentes (y*®) para uma populagdo
com p® = 0.5 e tamanho 2000 e diagramas de dispersio de p®, vs p,,, p%, vs Vary(B*) e p® vs Var (B")
para 200 populagdes geradas em que ws = (5 — p1,) / [(N — 1) 02]. Dados simétricos.
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Figura 2.3: Diagrama de dispersdo de uma varidvel auxiliar (x) vs os valores latentes (y*®) para uma populacdo

A

com p* = 0.5 e tamanho 2000, e diagramas de dispersdo de p®_ vs p,,, % vs Varg(B*) e p? vs Var (B")
para 200 populagdes geradas em que ws = (5 — p1,) / [(N — 1) 02]. Dados assimétricos in .
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Figura 2.4: Diagrama de dispersdo de uma varidvel auxiliar (x) vs os valores latentes (y*®) para uma populacdo

A

com p* = 0.5 e tamanho 2000, e diagramas de dispersdo de p®_ vs p,,, %, vs Varg(B*) e p? vs Var (B")
para 200 populagdes geradas em que ws = (25 — p1,) / [(N — 1) 02]. Dados assimétricos em = e y°.
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Capitulo 3

Estimacao e previsao para experimentos

pré-teste/pos-teste com populacoes finitas

Enfoques baseados em modelos para analise de experimentos pré-teste/pos-teste como os discu-
tidos na Secdo 1.2, i.e., modelos lineares para medidas repetidas e modelos de andlise de covariancia,
tém varias suposicdes dificeis de corroborar na prética. O primeiro enfoque assume que variancias
e covariancias correspondentes aos individuos dos dois grupos (seja sob o cendrio de dois estratos
com uma intervengao, ou, sob o cendrio de uma populagao nao estratificada com duas intervengoes)
sdo iguais. O segundo enfoque assume respostas no pré-teste ndo aleatdrias, observadas sem erro
e com médias iguais para os dois grupos. Além disso, os modelos lineares para medidas repetidas
e os modelos de anélise de covariincia ndo dependem do planejamento e podem ser usados tanto
sob um planejamento que envolve a aleatoriza¢do dos tratamentos as unidades amostrais quanto em
estudos observacionais, que dificulta a interpretacdo dos resultados dada a falta de ligacdo entre os

parametros do modelo estocdstico e os parametros populacionais.

Neste Capitulo, sob os dois cendrios referidos nos Exemplos 1.1 e 1.2, propomos um modelo
misto para populacdes finitas, levando em conta possiveis erros de medida® tanto no pré-teste quanto
no pos-teste. Esse modelo € construido diretamente das varidveis aleatdrias que representam o pro-
cesso de amostragem, facilitando a defini¢cdo dos parametros de interesse e a interpretacao dos re-

sultados.

4Para comentdrios sobre os erros de medida a ser considerados, ver Se¢do 2.1.

41
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3.1 Modelo misto para estudos pré-teste/pos-teste em popula-

coes finitas com dois estratos

Assumimos que a cada unidade, rotulada por s = 1,..., N, do estrato h = 1,2, que compde
a populagdo finita, estdo associados os valores fixos y; ., € y; o, Fespectivamente, a resposta antes
(pré-teste) da intervencdo e a resposta depois (pds-teste) da intervencao. Também, assumimos que ao
selecionar a unidade s no estrato /» observamos os dois valores y; ., € y; ., possivelmente com erro de
medida. Como em algumas situacdes € conveniente trabalhar com os valores latentes ponderados,
definimos Yps1 = WhsiYpey € Yhs2 = Whs2Ypgo» €M qUE Whsy € Whso, B = 1,2, 8 = 1,... N,

representam pesos.

O processo da amostragem aleatdria simples em cada estrato € formalizado por meio de um
modelo para populagdes finitas. Sob este modelo, qualquer uma das N,! possiveis permutag¢des de
unidades do estrato h pode ser selecionada com a mesma probabilidade [(Nh!)fl], h =1, 2. Neste
contexto, um novo rétulo, ¢ = 1,..., N, é associado a cada unidade no estrato h segundo sua
posicdo em cada permutacdo. Logo, podemos representar uma permutacao aleatdria das respostas
pré-teste e pds-teste no estrato h (dentre as IV, ! possiveis) por meio da matriz aleatdria (th) Yé’”)

€m que
(h) ] / (h) ] / h=1
I1 —Ohll )hzl ---}hNhl) € 12 —<)h12 )th )hl\/‘h2)7 - 72~

Para associar os valores

yﬁh) = (Yn11 -+ Ynst --- thhl)/ € yéh) = (Yn12 - Yns2 - Z/hth),, h=1,2,

a th) e Yéh), h =1, 2, consideramos

v 3O | g 0
<Y%2> v | = diag {U(l)’ U(g)} yé) y?m G.D
1 1 2

2

15

em que uh = {U(h)} € RNwNn h =1,2,e Ui(sh) € uma varidvel indicadora com valor 1 se a

unidade s dentro do estrato h é selecionada na posicao ¢ dentro da permutagio e 0 em caso contrario.

Incorporamos erros de medida endégenos (EMEn) tanto no pré-teste quanto no pds-teste em

(3.1) adicionando a matriz aleatéria
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h)e ° . ° / ° ° °
em que E| "= (Ehlt"'Ehst"'EhNht) ecom E,(E},) =0, Var, (E},) = oy e Ei,

h=12t=1,2,s=1,..., N, independentes duas a duas, a matriz
1)e 1l)e
y g
y?" oyt )
em que yih)' = (yﬁu e Ypsr - Yn Nht)’. O modelo pode, entdo, ser representado como
1) 1)* 1 1 1
YOV e ey [ (6w (B B
@+ @+ | = diag U, U @ o g o 32)
Y Y, Y~ Ys Ey" E;

emque Y{"" = (Yy, ... Y5, .. Yiv,) e BV = (Bu ... Bua .. Eyn,)s com By =
wpst Iy 4, € 0 vetor aleatério de EMEn no pré-teste (se ¢ = 1) ou no pds-teste (se t = 2). Note que

(h) _ ° ° ° / ~
Yy, = (whltyhlt o WhstYrgy - - .whNhtthht) . Entao,

ER (Ehst) = 07 VarR (EhSt) = O-Izzst whstazgt

e as varidveis Eyg, h = 1,2,t = 1,2, s = 1,..., N, sdo independentes duas a duas. O sub-indice
R denota as operagdes de cédlculo da esperanca e da varidncia com respeito a distribuicdo dos erros

de medida. Para a posi¢do ¢ dentro de uma permutagdo das unidades do estrato 5,

Np, Ny
Yiu = Z Ui(:) (Ynst + Enst) = uih) + dpie + Z Uz’(sh)Ehstu t=1,2, (3.3)
A () ) . N .
em que dp;y = Y, U, Onsts Onst = Ynst — 14 € iy = N, Y Ynst, que se pode reparametrizar
s=1 s=1

2 Np 2
como " = p+ an + 7 + (a7 em que = (2N; + 2N,)~ (Z 2. ?/hst) o = p—

(2Nn)~ (:Viiﬁiyhst) =pu— (N1 +Nz)” (i %zm) (a )t—lsu;t)—u—ozh—%-

O modelo misto para populacdes finitas com EMEn é

1)* 1)
Yy v
2)% 2)*
Yy vy
1n

0
0 IJJ(I) + 12 ® Nix1 /-11(2) + d + E*
Nox1 1N2

Z* =vec

(3.4)

1

I,®
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/!
em que p = (,ugh) ,ugh)> , h =1, 2, corresponde ao vetor de médias populacionais pré-teste, ugh),

e pos-teste, ,u(2h), no estrato h (efeitos fixos associados ao estrato h),

d=(d), dy dj, dy) com dp = (dpy ... dpy ... dpn,e)

€ um vetor de efeitos aleatodrios, e

/ !/ / / !
E — ([Egn*} [Ef)*] [Eél)*} [Eg)*] > 7
com BV =y —y ",

No Apéndice A (pag. 81), demonstramos que

]-N O
Egp (Z*>: I, ® 01 H(1)+ I, ® | Mix1 N(2)
N2><1 1N2
€
VarsR (Z*) — dlag {5-%1IN17 5‘%1IN2, 5‘%2I]\[17 5§2IN2}

+ {2“) ® diag {Pm, 0 H + {2(2) ®diag{ 0 . PN2H )
No x No N1x N1

Aqui, o indice S indica valor esperado com respeito as permutacdes das unidades no estrato £,
h =1,2, P, estd definido em (2.5),

Ny, Ny,

_ h _

5%, =E, (Z a2, U} )> =Ny oty (3.5)
s=1 s=1

(h) UYf) Ugg)
X = (h)y _(h) | > 3.6)
012" 099
com
Np,
Ut(g) - (Nh - 1)71 Z <yh5t - IU“IEh)> <yhst/ - /’L‘E/h)> ) tat/ = 1a 2.
s=1

Quando os erros de medida no pré-teste e no pds-teste sdo exdégenos (EMEX), eles sdo incorporados
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em (3.1) por meio da adi¢do da matriz aleatdria

Eil)o E;l)o
Ef). E;Q)o )

~ ~ / ~ ~ ~
= (E;th S O PR E}:Nht) com E, (E}.m) =0, Var, (E;m> = 5—;L”th e Epis
h=1,2t=1,2, 1=1,..., Ny, independentes duas a duas, a matriz

Ygl)o Y;l)o
Y§2). Yg2)o )

~ (h)e
em que E,

em que Y\"* = UMy"* 0 modelo pode ser escrito como

>0 &1 1 (1 =1 =)

Y, Y, - (1) (2) Y Yz E, E,

—(2) (@ | =diag {U U } @ @ tTl=2 <2/ (3.7
Y, Y, Yi Y E," E,

> (h) = > > ! = (h) ~ ~ ~ ! ~
emque Y, = (tht o Y o YhNht> e E, = <Eh1t oo B o EhNht> ,com Ey;; =

Np

En S, (Ui(sh )whst>, é um vetor aleatério. Logo E (E;m> =0, Varg, (Em&) = iy = [y Ons
s=1
e as varidveis Fy;, h = 1,2, t = 1,2, + = 1,..., Ny, sdo independentes duas a duas, com

Np,
po, = Ny 'S w?,, h=1,2,t=1,2. Dessa forma, para a posi¢io i dentro de uma permutagdo
s=1

das unidades no estrato h,
Yhit = Hl(th) +dpit + Epi, t=1,2,

com ugh) e dj;; definidos em (3.3).

O correspondente modelo misto para populagdes finitas com EMEx é

B i}gl) i}él)
Z=vec || @2 <@
Yl Y2
(3.8)
1y, 0 _
I,® 0 ,u(l)_|_ I,® Nix1 u(2)+d_|_E
Nox1 1N2

em que uM, u? e d estio definidos em (3.4) e

p- (a0 (3 (2] 2],
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representa o vetor de EMEx.

O vetor de médias e a matriz de covariancias de Z sdo dados por (ver Apéndice A, pag. 82)

~ 1y 0
E,, (Z) = |IL,® 01 p 4+ [Ty [ Moxt | | p®,
Nax1 1N2

w)-onf(pn) (B) (81) (8]
+ [2“) ® diag {PNl, NQQNQH + lz@ ® diag {NIQM, PNQH ,

com X definida em (3.6).

3.1.1 Combinacoes lineares de interesse e preditores 6timos

Sob os modelos (3.4) e (3.8), nosso interesse € predizer/estimar combinacdes lineares da forma

N1 N2
T= E (c1:1Y1i1 + c1i2Y1i2) + E (c2i1Yai1 + C2i2Y2i2) (3.9

i=1 i=1
em que 0S Cp;1 € Cpio SA0 constantes conhecidas associadas aos rétulos ¢ (posi¢des) numa permutagcao
no estrato h. Por exemplo, se o interesse recai na diferenca da resposta média no pré-teste entre os

dois estratos, nomeadamente,
N1 N2
T,=Ni') Y —Ny') Yo, (3.10)
=1 i=1

tomamos ¢y, = Nl_l, 1=1,..., Ny, co51 = —N{l,z’ =1,..., Ny, ecpo = 0. Se o interesse recai

no efeito da intervencdo no estrato h, ou seja,

Np

T =Ny (Yiiz — Yair) (3.11)

=1
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tomamos cpio = Ngl e Cpril = —Nf;l, i=1,...,Ny,se " = h,ecpy = 0seh’ # h. Desta

forma, para avaliar a diferenca dos efeitos da intervencao entre os dois estratos, i.e.,

N1 N2
TdZNfIZ(Yu2—Y1i1) _NQ_IZ(}/Z”L'Q_YVZ’L'I)7 (3.12)
i—1 i—1
adotamos c1;; = —N; ', e = N; ', o1 = Ny ' € caip = —N,, * para todo .

Para obter o estimador/preditor de 7', com base numa amostra aleatdria simples selecionada
sem reposicao dentro de cada estrato, assumimos, sem perda de generalidade, que no estrato h as
primeiras n,, h = 1, 2, posi¢des na permutagdo aleatdria correspondem as unidades selecionadas na

amostra. Desta maneira, 7" em (3.9) pode ser decomposto como

T=17Y 473 (3.13)
com
ni n2
T = Z (Clil}/lﬂ + CliQ}/liQ) + Z (621'1}/21‘1 + C2i2}/2i2)
i=1 i=1
e
N1 N2
T = Z (c11Y1i1 + c1i2Y1i2) + Z (c2i1Yai1 + C2i2Y2i2) -
i=ni1+1 1=no+1

Como a partir dos dados amostrais observamos diretamente (sem erro de medida) ou indiretamente

(com erros de medida) apenas 7", temos que predizer o resto, i.e., 7).

O estimador/preditor de 7" (3.9) obtém-se utilizando métodos padrdo para encontrar preditores
lineares nao viciados de variancia minima (segundo o paradigma apresentado na Sec¢do 2.2). Em vir-
tude da diferenca entre o preditor sob os dois modelos (3.4) e (3.8) ser devida a varidncia dos EMEn
e EMEX, respectivamente, vamos considerar apenas a predi¢ao sob o modelo (3.4) e posteriormente

vamos particularizar os resultados para o modelo (3.8).

Como na Secdo 2.2, decompomos Z™* apresentado em (3.4) em duas partes, uma que corresponde
as amostras dos dois estratos e outra a parte restante (ndo amostrada); com essa finalidade pré-

multiplicamos Z* por

K
K=" (3.14)
K
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em que
I, O 0
1 TL1><(N177L1) ni X Ny
K, =1I,®
On2><N1 Ing Oan(NQ—nz)
€
K. =1 O(Nl—nl)xm IN1—n1 O(Nl—nl)XNQ
=142
0(N2—n2)><N1 0(N2—7’L2)><n2 INQ*”Q
Denotando
zZ K, Z*
* = * )
segue que
/
* * * * * * * * *
ZI - ( 111 - lenll 211 - 2na1 112 - - 1n12 212 - 2n22)
€
7= \I1,m+10),1 - TiNg1 L2,(ma41)1 -0 Lone1 L1(m4+1)2 o0 TiN2 12(ne+1),2

* )’
2N22 °

(3.15)

*

Devido a complexidade das estruturas das matrizes de covariancias de Z; e Z7;, e de seu uso na
procura do preditor linear ndo viciado de variancia minima, neste trabalho assumimos que tanto
o tamanho dos dois estratos quanto o tamanho das amostras dentro de cada estrato € igual, i.e.,

N; = Ny = N eny = ng = n, além disso, assumimos que

0t =0t h=1,25=1,...,N, sobomodelo (3.4),e

(3.16)
Grgq =0, h =1,2,i=1,... N, sobomodelo (3.8).

Para considerar o problema de tamanho diferentes dos dois estratos e das dois amostras, pode-se usar
um modelo com varidveis expandidas para controlar a dimensdo dos vetores e matrizes amostradas
[ver Stanek & Singer (2008)].
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Logo, K; =1, ® (I, Onx(n-n)), K11 =I1® (O(n_n)xn In—n),e conseqiientemente,

Eon (Z7) =1 ®1,,
Esn (Z71) =@ 1y,
Var,, (Z7) =V =3X® P, n+
(I ® el @1, 1,) + (I, @ esely, ® 55,1,,) (3.17)
Vary, (Z7;) =V =XQ Pn_pn+t
(I ®ee) @1 In_n) + (I @ erel, ® 55 In_y) ,
Covep (Z7,2Z7)=Vin= -N'E® J o (N=n)s

com

!/
= ( o uéz)) ,
(3.18)
Y= (2(1) ® 61€I1> + (2(2) ® 626,2) ,
e; denotando a ¢-ésima coluna da matriz I, Py, uﬁh) e XM definidos em (2.5), (3.3) e (3.6),

respectivamente € G, [= 52,], h = 1,2, definido em (3.5).

Para ilustrar a notag¢do, consideremos uma populacdo composta por dois estratos de tamanho
N = 4, dos quais selecionamos, respectivamente, uma amostra aleatoria simples de tamanho n = 3

sem reposi¢ao. Seja wy; = 1 paratodo h, set,

2 5.5 Ein Eio
ygl) _ 5 ’ ygl) _ 105 : E§1) _ E121 : Egl) _ E122 ,
4 7.5 Eis E39
7 11.5 Ein By
1.5 6.75 E211 E212
6.5 13.6 E E
y(12) _ ’ y(22) _ ’ E(12) _ 221 7 EgQ) _ 222
5.5 13.5 Eos Esso
2.5 9.55 Espn Eoyr

e suponhamos que o EMEn, tanto no pré-teste quanto no pds-teste, possa tomar apenas dois valores
igualmente provéveis, dados por mais ou menos o1, [= 015], com o3, = 1, 03, = 9, 035, = 0.25
e 0%,; = 100 no estrato h = 1. De forma semelhante para o estrato h = 2, assumimos que o3,; = 9,

0%, =1, 0%, = 100 e 0%, = 49. Entdo " = 4.5, u{¥ = 4.0, Y = 8.75, u{? = 10.85,
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52, = 27.5625, 62, = 39.75,

s _ (433355 s _ (5667 7683
55 7.583 7.683 11.028
Logo,
E,,.(Z%) = (4.5 4.0 8.75 10.85) ® 13,
E,,(Z7,) = (45 4.0 8.75 10.85)",
4333 0 55 0 27.5625 0
0 5667 0  7.683 0  39.75
V;: ®P3,4+ ® Is,
550 758 0 0 0  27.5625
0 7.683 0 11.028 0 0 39.75
4333 0 5.5 0 27.5625 0 0
. 1 0 5667 0  7.683 0 3975 0 0
Vir=\1-7 + ;
1 560 758 0 0 0 275625 0
0 768 0 11.028 0 0 0  39.75
4333 0 55 0
ve o _ L 0 5667 0 7683 o1
M= 4 55 0 7583 0 >
0 7.683 0 11.028

porque N —n = 1.

Se as realizaces das matrizes aleatérias U™

temos

(1)*
Y1{U<1>

(2)*
Y1{U<2>

(1)
Y2{U(1>

cU® apresentadas em (3.1) sdo, respectivamente,

01 00 00 01

u) — 00 01 I 0010 7
1 00 O 01 00
0010 1 0 00

w)) =5+ E21, T+ Ewu, 24 Em, 4+ Em),

w®) = (2.5+ Fout, 5.5+ Eozi, 6.5+ Eaor, 1.5+ Eanr),

wD) = (10.5+ Eigs, 115+ E1g, 554 Fuz, 7.5+ Eis)’,
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Yoy = (955 + Eziz, 135+ Eagy, 13.6 4+ Eysa, 6.75 4 Eaa)

j{U(l):u(l) e U —u@) = (5+ Eio1, T+ Eui, 2+ B, 2.5+ Eay, 5.5+ Eagi, 6.5+
j]{U(l):u(l) U@ —u®} = (44 E31, 15+ B, 7.5+ Eigs, 6.75 + Eap)’.

No passo seguinte minimizamos a esperanga do erro quadratico médio do preditor linear sujeito a

restri¢cao de que seja ndo viciado [ver Apéndice D, item ii), pag. 98]. O preditor obtido é
" =[DG ' (I,®1,) +g;] A'Z; (3.19)

em que

gr = (cm «++ Cip1 €211 ... C2p1 C112 ... Cin2 C212 ... C2p2 )/,
1 -1

A=T1, + {<2(1)> ® e€ ®5§11n] + [(zm)) ® erey, ® a1, |,

G=(®1,)A" (I;®1,),

D=(I,®1,) (I4n — A_l) g;+ (N —n) (érr11 Crror Crrae Crran)

N

Crrme = (N — n)_l Z Chit,

i=n-+1

com X", ¢, e Z% definidos em (3.6), (3.9) e (3.15), respectivamente, e 67, [= 52,), h = 1,2.
A variancia do preditor T* é (ver Apéndice D, pag. 99)
Var,, (T - T) —D'SG'D+g,(Eol,) (I, —AY)g,

(3.20)
+91 (E@Pn_y) g+ (N—n)"g (@ In_n)g,

com g = (01,(n+1),1 -+ CGN1 C2(n+1)1 --- CoN1 Ci(n+1)2 --- CiN2 C2(n+1),2 --- C2N2)/,
P, definido em (2.5) e 33, em (3.18).

Em geral, ha interesse em avaliar a diferenca da resposta média dos dois estratos no pré-teste
(3.10), avaliar o efeito da intervencdo dentro de cada estrato (3.11) e avaliar a diferenca dos efeitos

da intervencao entre os dois estratos (3.12). Para os trés casos, € possivel escrever (3.9) como

N N N N
T'=cn E Yii1 + ¢ E Yiio + co g Yoi1 + cao E Yaio
i=1 i=1 i=1 i=1
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emque cpiy =cp, h=1,2, t=1,2, 1 =1,..., N;portanto, (3.19) se reduz a

n
AV | x A
com Y, =n"') Yy, esuavaridncia se reduz a
i=1

o N2
VarSR (T* - T) = 7 (011 Co1 Ci12 622) b (Ao - fI4) (011 Co1 Ci12 622)/7 (3.22)

com
-1

—1
Ay =1,+5% (E(”) ® e €] + 73, (2<2)> ® eqel,

e f =n/N. Essaexpressio corresponde a

Var,, (T - T) = (N?/n) x

en\ (1= ol +o2 0 (1- f)oty 0 i
C21 0 (1- ol +53 0 (1— f)ot C21
C12 (1-f)ofy 0 (1— flosy +5% 0 C12
C22 0 (1 fot) 0 (1— oy +53 ) \cz

Os estimadores de T}, (3.10), Tj, (3.11) e T; (3.12) e suas variancias sdo, respectivamente,
hd T; = ?j,n - ?;,21 €
Var (T: — TO> =n! [(1 - f) (Uﬁ) + Uﬁ)) +ah + 551] ,
¢ Ty =Y - Yih=12 ¢
Var (T,f — Th> =n! [(1 —f) (0%111) + aég) — QJYQL)) + 26,31] ,
b TJ = ?;,12 - ?;,11 - (7;,22 - 7;,21) €
Var <Tj - Td> =n! [(1 - f) (aﬁ) + aé? — QO'S) + crﬁ) + Jg) — 205?) + 267, + 2531] :

Por conseguinte, os estimadores de 7}, (3.10), 7T}, (3.11) e T,; (3.12) nao dependem da fragdo amostral

f =n/N e,dado N, sua varidncia diminui quando n aumenta.
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O correspondente preditor de 7" (3.9) sob o modelo (3.8) é
T=[DG'(L®l,) +g]A Z (3.23)
em que

—~ —~ ~ —~ —~ ~ —~ —~ —~ !
ZI:(Ym oo Vit Yo oo You Yiio ... Yins Yoo ... Ym),

-1 " -1 T
(E“)) @ ee) @ Pty (2(2)> ® exey @ (D 53@'1] ’
i=1 i=1

A:I4n+ =+

com 77, [= 77, definido em (3.7), e g;, G e D definidos em (3.19) com a substitui¢do de A por

A.

A variancia do preditor T (3.23)¢é

Var,, (’T“ _ T) —D'SG 'D+g,(=®1,) <I4n - Xl) g (3.24)

+9 (E@Py_y) g+ (N —n)"' g (@ In-n) 911,

com X e g;; definidos em (3.18) e (3.20), respectivamente, e g;, G e D definidos em (3.19) com a
substitui¢do de A por A.

3.1.2 Exemplo

Nesta subsec¢ao tomamos wy; = 1 para todo h, s e t porque 0 nosso interesse recai na estimacao
de T, (3.12), i.e., na diferenca dos efeitos da intervencao entre os dois estratos, que € funcdo das
respostas latentes pré-teste e pos-teste ndo ponderadas. Consideremos os dados do Exemplo 1.1. Na

Tabela 3.1 estdo apresentadas algumas medidas resumo.

Tabela 3.1: Medidas resumo para os dados do Exemplo 1.1.

Estrato Ocasido | Média Amostral | Variancia Amostral | Minimo | Mdximo
Indometacina | pré-teste 117.3 271.5 92 148
pos-teste 100.7 284.6 76 132
Nifedipina | pré-teste 94.3 108.2 82 116
pOs-teste 77 100 58 100

6\ =255.0, 612 =74.5

b 6%? =(n—1)""Y (Yan — Y1) (Yaie — Yipe) comY p =n~! ; Yhit.

i=1
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Neste caso, temos n = 12 e vamos supor N = 12,50, 100,300,500 e 1000. Para o caso
com EMEn, suponhamos que o%, = oi, = 25s{2N/[N(N +1)]} e 03, = 03, = 100sX
{2N/[N(N +1)]}, s = 1,..., N, e para o caso com EMEx, suponhamos que &3, = 6%, =
25 {2n/[n(n+ 1)]} e 63, = 63, = 100i {2n/[n(n+1)]} parai < n, e 6%, = Gy = 0 €
03,1 = 05y = 0 parai > n . Também € considerado o caso sem erro de medida para o qual a
estimativa de T} (3.12) € rotulada por Td. Sob cada um dos casos, o valor da estimativa de 7};, da
variancia estimada e do intervalo de confianga aproximado, baseado na desigualdade de Chebyshev
com um nivel de confianga de 1 — o = 0.90, sdo apresentados na Tabela 3.2. A estimativa obtida via
modelo (1.2) para andlise de medidas repetidas [ver Bonate (2000)], que corresponde a estimativa
da combinagdo linear

Hi2 — 11 — (#22 - ,u21),

¢ igual a T, com Var {ii1a — fi11 — (fizo — fi12)} = 4 x 3.991% = 63.7. Observamos na Tabela 3.2
que a variancia estimada de Tj € maior que a variancia estimada de T;{ Além disso, observamos que

o tamanho da populagdo (/V) gerou um pequeno efeito na variancia dos estimadores para N > 50.

Tabela 3.2: Estimativas da diferenca dos efeitos, na pressao arterial média em c@es, da aplicacdo de M ;50,4
entre o grupo submetido a droga Indometacina e o grupo submetido a droga Nifedipina, varidncia estimada e
intervalos de confianga, considerando o caso com erros de medida endégenos, com erros de medida exégenos
e sem erros de medida.
N || 73 | Var,, (Td> Ti+a || T3 |Var,, (fd> Ti+a || Ty | Var, (Td> Tita
12 | 0.7 20.8 0.74+14.4 (0.3 15.9 0.34+12.6 |0.7 0 0
50 /0.7 27.5 0.7+ 16.6 | 0.3 22.6 0.3£15.0/0.7 6.7 0.7£8.2
100 || 0.7 28.5 0.7+16.9 (|0.3 23.6 0.3+15.4 (0.7 7.7 0.7+ 8.8
300 || 0.7 29.3 0.7+17.1(0.3 24.3 0.3+ 15.6 |0.7 8.4 0.7+9.2
500 || 0.7 29.4 0.7£17.1/0.3 24.4 0.3£15.6 /0.7 8.6 0.7+9.3
1000 || 0.7 29.4 0.7£17.1/0.3 24.5 0.3£15.6 0.7 8.8 0.7£94

a=1\/Var,(.)/o,a =0.1

¢ Note que o erro de medida nos dois casos muda de uma unidade (respectivamente, posi¢do) a outra, mas, num caso
¢ ligado a unidade e no outro caso ¢é ligado a posicdo (na amostra no estrato) e € tal que a varidncia média dos EMEn

N
sobre todas as unidades € igual & varidncia média dos EMEXx sobre as unidades na amostra, i.e., N~ > 0%, = 25,
s=1

N n n
N7 3 030 = 100,07 ;&%il =25en”! ) 52, = 100.
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3.2 Modelo misto para estudos pré-teste/pos-teste em popula-

coes finitas com dois tipos de intervencao

Neste cendrio, associamos a cada unidade, rotulada por s = 1,..., N, os valores fixos v,
yS® e yL* que representam, respectivamente, a resposta antes (pré-teste) de qualquer intervengio, a
resposta depois (pds-teste) de submeter uma unidade selecionada aleatoriamente (com mesma pro-
babilidade) dentre as N a intervengdo C, e a resposta depois (pds-teste) de submeter uma unidade
selecionada aleatoriamente (com mesma probabilidade) dentre as N a intervencdo 7'. Além disso,
assumimos que o valor do pré-teste ¥, e os valores pés-teste y<* e y-* sdo observados possivel-
mente com erro de medida. Na prética, a unidade s é submetida de forma aleatéria apenas a uma
das duas intervengdes, C' ou T', e é por isto que vamos chamar a y&* e y» de respostas potenciais
no pos-teste para o individuo s. Como em muitas situagdes € conveniente trabalhar com os valores
latentes ponderados, definimos y,; = w4y%, 5 = wSySe e yL, = whyLy, em que wyy, wS e wl,
s = 1,..., N, representam pesos. O enfoque de respostas potenciais (ou observagdes potenciais)
tem sido abordado por diferentes autores; entre eles, citamos Leon, Tsiatis & Davidian (2003) no
contexto de dados do tipo pré-teste/pds-teste, e Hinkelmann & Kempthorne (1994, p. 148) e Rubin
(2005) no contexto mais geral de planejamentos experimentais. Uma excelente referéncia para elu-

cidar claramente a perspectiva bésica de observagoes potenciais ou respostas potenciais € Holland

(1986).

Assim como nos casos anteriores, o processo da amostragem aleatdria simples € formalizado
por meio de um modelo para populacdes finitas. Associando a cada unidade um novo rétulo,
1 = 1,..., N, segundo sua posi¢cdo numa permutacdo aleatéria, podemos representar as respos-
tas pré-teste e as respostas potenciais pds-teste pela matriz aleatéria (Y1 Y?¢ Yg) emque Y; =
(Yir oo Yo oY) Y = (VS ... Y5 . Y5) eYE = (Yh ... vE . V).

Para associar os valores y; = (Y11 - Ys1 -~ yn1)s Y5 = (¥% - v .. y5e) e yd =
(vh - vl .o v%,) aY ., Y e Y7 consideramos
(Vi Y5 Y3)=Ul(y: v v:) (3.25)

em que U estd definida em (2.3).

Incorporamos erro de medida endégeno (EMEn) tanto no pré-teste quanto no pds-teste em (3.25)
adicionando a matriz aleatéria
Ce 2T
(EI E;* E; ') ,
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em que
(] L (] (] (] ° L] L] / (] [ ] (] (] !
E}=(E}...EY...EY), ES* = (B .. .ES .. EV) e EY* = (Bly .. .ELD .. EY),

com E, (E%) = E,(ES) = E, (EL) =0, Var, (EY) = 0%, Var, (ES) = (052')2,

sl»

Var, (E%) = (032')2 e B2, ES* e EL*, s =1,..., N, independentes duas a duas, a matriz
. Ce Te
(?11 Y Y ) )

[ [ ] [ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] / [ [ ] [ ] [ ] !
emque yf = (yf; - Y% yx1) Y50 = (U5 u% - uks) e ydt = (ylr vl yAS) - O
modelo pode entdo ser representado como

(Y1 Y Y3 )=U|[(y, v§ v3)+ (E:1 ES Ej)] (3.26)
em que

* * * * * * * */ * * * */
Yi=(Yy . YY) Y = (VS YY) e Y = (YL YR Y

E,=(Ey ... Eq ... Eym)), ES = (ES ... ES ... ES,) e EY = (EL, ... E% ... EL,)

sdo vetores aleatdrios, com FEy = waE?, ES = wSGES e BT, = wL,EL®. Note que y, =

. . o \/ c _ C,Ce C,Ce C ,.Ce\ T __ T ,Te
(Wi - Wyl - WNIYN) s Yy = (w12y12 - Weolgy - 'wNQyN2> € Y = (w12y12 e

T, Te T ,Te\’ P
Wiolso - - 'wNZyNQ) . Entao,

E, (Eq) =E, (Eg) =E, (Es) =0,
Var,, (Bq) = 0 = w05,
Var, (BG) = (05)" = (w$) (05)"
Var, (B) = (oh)" = (wh)” (o),

e as variaveis g, ESC; e ESTQ, s = 1,..., N, sdo independentes duas a duas. Em particular, para a
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posicdo ¢ dentro de uma permutagao,

N N
Yi=Y Us(ya+Ea)=pm+da+ Y UsEy, (327)
s=1 s=1
N N
V5" =) Ui (Yo + Eo) = w8 +do+ ) UsEG,
s=1 s=1
N N
Yt = Ui (yh+ EL) = pd +dy+ Y UnEDL,
s=1 s=1
em que
N N
dip = Z Uisbs1, com  bgq =ygq —pm € pp=N"" Z Ys1,
s=1 s=1
N N
A=Y "UidS, com 65 =y5—puf e pf=NT> 45,
s=1 s=1
N N
dhy=> Uidl, com h=yh—pd e ph=N"'> yl
s=1 s=1
L X
uh, h = C, T, se pode reparametrizar como p? = i, + v + a, em que v = (2N)~ ; (vS% + vh)
ean=pb —p — 7.
O modelo misto para populacgdes finitas com EMEn é
Z =vec[(Y; Y YI)] =(I;®@1y)p+d+ E (3.28)

em que pu = ( w pS ug),, corresponde ao vetor de médias populacionais pré-teste, ji1, € pds-teste,
,uQC (respectivamente, ug), sob a intervencdo C (respectivamente, 1), i.e., € um vetor de efeitos fixos,
/

)

d=d () (df)]

comd; = (diy ... dig ... dy1),dS = (d5 ... d5G ... dS,) ed) = (dfy ... dby ... d%,)é

um vetor de efeitos aleatorios, e
/
E' =B, (EY) (ED)|.

comE, =Y -Y ,ES=Y{"-Y{ e E}] =YI*-Y].
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O vetor de médias e a matriz de covariancias de Z™* sao dados por (ver Apéndice A, pag. 83)

Esp (Z7) = (I3 ® 1n) p,

Vary, (Z*) = diag {5i1y, 75*Iy, 6;°In} + 5 ® Py,

em que P, estd definida em (2.5), e

s;l s=1 N
o5 =Es (D (052)2“5) =N (05) (329)
s;l s;l
_3“2 _ ES Z (0_;)2 UZS> _ Nfl Z (0_2;)2 ’
s=1 s=1
011 0'201 0’;1
> = 0201 02020 0202T (3.30)

com

(ysl - /JJ1>2 )

WE

011 — (N — 1)_1

s=1

] =

oy =N =17 (ylhy — ) (Y — ), h=C.T,

s=1

NE

o = (N =) (la—wh) (v~ b)), h=CT W =C.T.

s=1

Quando os erros de medida no pré-teste e no pos-teste sdo exdégenos (EMEX), eles sdo incorporados

em (3.25) por meio da adi¢cdo da matriz aleatdria

~eo ~Ce ~Te
(El E2 E2 )7
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° e e e " = Ce Ce Ce Nol =T Te Te No/
E1:<EH...E“...EN1>,E2 :(EgEg E]%Q) e E, :(EITZET2 E]Tm)

em que

com E, (En) = E, (ES") = B, (&) = 0. var, (Bn) = a2, var, (ES") = (657)"
Var, <E£‘> = (53;‘)2 e By, ES* e EL*,i=1,..., N, independentes duas a duas, 2 matriz

(v7 ¥ v])

emque Y$ =Uys, YJ* =UyS* e YL* = Uyl*. O modelo pode ser escrito como
~ ~C =T c T ~ ~C =T
(Y1 Y, YQ) U (y, o5 o0+ (El B, E2> (3.31)

em que
o > > >\ ¢ vo ve  ve) oT T Y
le(m...yﬂ..ym) LY, :(mQ...}QQ...Ym) Y, :(Y12 7 YNQ) ,
€
~ ~ ~ ~ / ~ ~ ~ ~ !/ ~ /
E1:<E11...Ei1...EN1> , B, :(E%E%‘Egz) e E, _<E;f’2.. Er E}Qz) ,

~ ~ N ~ ~ . N ~ ~ N
— 2 : C _ oC 2 : c T _ T } : T
s=1 s=1 s=1

E, (B)
Varg,, (Eﬂ) = 6-12 = :uw15-i.127
~ ~ O\ 2 ~Ce\2
Varg, (ES) = (39)" = e (557)"
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1,..., N, independentes duas a duas. Neste caso, para a posi¢do ¢ dentro de uma permutagao,

N
= Z Uisys1 + Ein = i + din + Ej,

s=1

i/zg Z U28y52 + Eg lu2 + dz2 + Ezc2’7
s=1
N

Y;g - Z U28y52 + Ezj; - ,LL2 + sz + EZE,

s=1

em que 1, pS, pl, dir, d e d% estdo definidos em (3.27).
O correspondente modelo misto para populacdes finitas com EMEXx é

Z:vec[(Y1 Y, 3?5)] —(I;@1y)p+d+E

em que p e d estdo definidos em (3.28), e

B (@) (5) ()]

representa o vetor de EMEXx.

(3.32)

O vetor de médias e a matriz de covaridncias de Z apresentado em (3.32) sdo dados por (ver

Apéndice A, pag. 85)

ESR (2> = (I3®1N)“’

Var,, ( ) — diag { (EB aﬂ> , <é (552“)2> , (é (5}5)2> } +3® Py,

com u definida em (3.28) e 32, em (3.30).
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3.2.1 Combinacoes lineares de interesse e preditores 6timos

Sob os modelos (3.28) e (3.32), i.e., quando consideramos uma populacao finita ndo estratificada

com dois tipos de intervencao, nosso interesse € predizer combinagdes lineares da forma

N

N
T =Y (Y +GVE)+ Y (chYa +chvVi) (3.33)
i=1

=1

em que os 5, &, chi, e ¢k, sdo constantes conhecidas associadas aos rétulos i (posi¢des). Por

exemplo, se o interesse recai no efeito da intervencdo C,

N
Ty = Z (NTYE - N7'Y3), (3.34)
i=1
tomamos ¢, = N71, ¢ = —N-tec, =c =0,i=1,...,N. Se o interesse recai no efeito da
intervengao 7',
N
Tr=> (N'Y5 - N'Yy), (3.35)
i=1
tomamos ¢, = N1, ¢ = —N"tec =c{ =0,i=1,...,N. Para avaliar a diferenca dos efeitos
das intervengdes C'e T,
N N
Th = 30 (VY - V1Y) - 3 (N - N ) 336)
i=1 i=1
adotamos ¢/, =, =N"'tech =c§=-N"1i=1,....N.

Para obter o estimador/preditor de 7', com base numa amostra aleatdria simples selecionada sem

reposicao, assumimos, sem perda de generalidade, que

1) as primeiras n posi¢des na permutagdo aleatoria, 1.e., 2 = 1,...,n, correspondem as unidades

selecionadas sem reposicdo numa amostra aleatoria simples de tamanho n da populagao finita,

i1) nas primeiras n, unidades selecionadas, i.e., 7 = 1,... ,nc(< n), observamos, direta ou in-
diretamente, Y;; e Y,$ porém ndo observamos Y., porquanto vamos supor, por exemplo, que

unicamente as primeiras n . unidades sdo submetidas a intervencado C, e

iii) das restantes n — n (= n,) unidades selecionadas, i.e., i = n, + 1, ..., n, observamos, direta

ou indiretamente, Y;; e Y;2 porém ndo observamos Y,$', porque vamos supor, por exemplo, que
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somente as ultimas n, unidades, das n selecionadas na amostra, sdo submetidas a intervencio
T.

Desta forma, 7" pode ser decomposta como

T =10 473 (3.37)
com
nc n
TO =37 (Y + V) + S (Y +chyd)
i=1 i=ng+1
€
N "¢ N
T® = 37 (¥ +cGYE) + 3 (chYu+chYE) + D (ch¥u +chYd).
i=ng+1 i=1 t=n+l

Portanto, observamos 7'V, diretamente (sem erro de medida) ou indiretamente (com erros de me-

dida) a partir dos dados amostrais, e temos que predizer 7).

De forma semelhante ao procedimento seguido na Se¢do 2.2 e na Subsecdo 3.1.1, o estima-
dor/preditor de T' obtém-se utilizando métodos padrao para encontrar preditores lineares ndo vicia-
dos de variancia minima. Como a diferenca entre o preditor sob os dois modelos (3.28) e (3.32) se
deve a variancia dos EMEn e dos EMEX, respectivamente, vamos considerar apenas a predi¢do sob

o modelo (3.28) e, posteriormente, vamos particularizar os resultados sob o modelo (3.32).

Neste caso, a matriz utilizada para pré-multiplicar Z™* apresentada em (3.28), para decompo-la

e (3.38)
K '

nas partes amostrada e ndo amostrada, é

em que

1 0 0 (%9 (Inc+nT O(nCJrnT)X(ancfnT))
K, =|(0o10) (In., On_x(n-ng))

00 1) ® (0n,xn, In, On,x(N-ng—n,))
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€
Ig X (O(N—nc—nT)x(nC+nT) IancfnT)
Kp=1(010) ®@ (00, un, In, On x(N-n,n,))
00 1) ® (In, On_x(N—n_))

Observacao: No caso em que N = n, + n,, as matrizes K; e K; se podem escrever como

1 00) ® Iy (0 I,)
01 0) ® N Xn n
KI,N: 01 0 & (Inc OnanT) e KII,N: e :
0 0 1 ® (Inc Oncan)
00 1) ® (Onxn, In,)
Denotando
zZy\ (K:Z"
VAT Kz )’
segue que
/
Z?: (1/1*1 Yv(j’bc-l—nT),l leg* YnCC*Q }/(3;2-1—1),2 YY(Z;Z—HLT)Q)
e
* * * C'x C'x T s '
= (Y(nc+nT+1),1 e Yy Y(nc+nT+1),2 o Y Y("c~+"T+1)v2 o Yo Y(”C“)g
/
}/ESZ+”T)72 Yf;* an:2> '
(3.39)

*

Devido a complexidade das estruturas das matrizes de covaridncias de Z7 e Z7;, e de seu uso na
procura do preditor linear ndo viciado de variancia minima, neste trabalho assumimos que o nimero
de unidades submetidas a intervencdo C' € igual ao nimero de unidades submetidas a intervengao 7',

ie., n, = n, = np, além disso, assumimos que

0% = (69)" = (65)%, s=1,...,N, sobomodelo (3.28) e

~92 ~C\2 ~T\ 2 . (340)
5% =(65)" = (65)", i=1,...,N, sobomodelo (3.32).

Para considerar o problema de niimero de unidades submetidas a intervencdo C' diferente ao nimero
de unidades submetidas a intervencao 7’, pode-se usar um modelo com varidveis expandidas para

controlar a dimensao dos vetores e matrizes amostradas [ver Stanek & Singer (2008)].



64 Cap. 3. Estimacdo e previsdo para experimentos pré-teste/p0Os-teste

Portanto,
1 00) ®  (Iang Onpgx(N—200))
K;=|(0o10) @ (Ing Ongx(N—no)) ,
0 01 & (Onoxno Ino OngX(N72n0))
e
I ®  (Ov—2n0)x2n0 I N—2n,)
KII == O 1 0 ® (0n0Xn0 Ino OnoX(N—2n0)) 5
O O ]- ® (In() OnoX(ano))
logo
ESR (Z;) = [HO ® 1no] K,
ESR (ZE) = H1“7
Varszz (Z;) = V; = 5-%1-4%0 + (Za ® Ino) - N_l (I4 ® 1n0) Eb (I4 ® 1”0),7
Varg, (Z71) = Vi = 0115y —ang + ng ' Hy (14 © 1) 2 (I, © 1) Hy
s¢C 0 (3.41)
+ diag{ X @ Pn_ong, | 22 ®@P, - N'H,XH)
0 O';‘FzT
I 1y_9,
+ (N - 2”0)_1 ( ’ N 0) by (I3 ® 1/N—2n0 |O3><2n0) )
027’Lo><3
Covy, (Z7,Z7;) = V?H =X"®1I,) Hz - N~ (I, ®1,,) HXH)
com
1 00 L0 1 00 Lo
¥ = |10 1] Qeel+ [0 0| ®ese,
010 0 0 1
0 0 01
> = HXH),
(3.42)
1 00
1 00
HO - )
010
0 0 1
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I ® 1n—2n,
H, = 010 ;
1.,
0 01
[ 00

00

H2 - 04n0 x3(N—2np) 10 & Ino )
01

H;={[(Z)'2"-I,|®I,} H,

P,, e;, p, 62 ¢ X definidos em (2.5), (3.17), (3.28), (3.29) e (3.30), respectivamente.

[lustramos a notacdo com uma populacdo composta por N = 7 unidades da qual selecionamos
uma amostra aleatoria simples de tamanho n = 6 sem reposi¢do. As primeiras ny = 3 unidades
selecionadas sdo submetidas a intervengdo C' enquanto as restantes ny = n — ng = 3 unidades sdo

C

submetidas 2 intervengdo 7. Seja w,; = w$, = wl, = 1 para todo s,

y,=(85 7 15 4 6 55 9),

y$ = (1225 135 7.75 105 15 1225 18.5),
yl = (6.75 95 825 95 13 10.25 18.5),
EIZ(EH E21 E31 E41 E51 EGl E71)/7
ES = (B, ES, B, E ES, EG ES),
E; = (El, Ej, Ej, Ef, B Eg Eph)

e suponhamos que o erro de medida enddgeno, tanto no pré-teste quanto no pos-teste, possa tomar

apenas dois valores igualmente provaveis, dados por mais ou menos o4 [: g 0'52} ,comoy; = 1,

0921 = 3, 031 10, 041 = 7, 051 = 6, 01 = 5e o711 = 0.05. Por Conseguinte, H1 = 5214,

ps =12.821, uf = 10.821, 67 = 31.429 [=65? = 537%] e

6.071 7815 7.732
7.815 11.536 11.036
7.732 11.036 15.119

> —
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Portanto,
5.214
E..(Z7) = [Hy®13] | 12.821 |,
10.821
5.214
Eg, (Z7) = H | 12.821 |,
10.821

1

Vi =31.42911, + (2 ® I3) — - (I, ®13) (I, ® 13)’,
1

Vi, = 3142914 + §H’2 (I,®13) % (I, ®13) H,

1 6.071 7.815 7.732
+ diag (1 — I) 7.815 11.536 11.036 |, <
7.732 11.036 15.119

6.071 7.815 7.732 6.071 7.815 7.732
H' +
6

11.536 0
® P3
0 15.119

1 ‘
—-H, | 7815 11.536 11.036 ) [ 7.815 11.536 11.036 | (I5]0sx6) .

7.732 11.036 15.119 7.732 11.036 15.119
X 6.071 7.815 7.732
far = (2@ L) Hy — = (11® 13) Ho | 7815 11.536 11.036 | H}
7.732 11.036 15.119

X3

com
6.071 0 7.815 0 6.071 6.071 7.815 7.732
s _ 0 6.071 0 7.732 s _ 6.071 6.071 7.815 7.732
B 7.815 0 11.536 0 ’ B 7.815 7.815 11.536 11.036 |’
0 7.732 0 15.119 7.732 7.732 11.036 15.119
I 0 0
I,
0 0
H, = (O 1 0)@13 , Hjy = [012x3 10 ® I3
0 01
0 1

e Hy={[(Z)'2 -1, ®I} H,.
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Se a realizacdo da matriz aleatéria U €

0000100
000O0O0O01
01 000O0O0O
u=|(0 01000 0},
1000000
0000O0OT1O0
0001000

temos

Y ewy = 6+ Es1, 9+ En, 74 En, 154 Es, 3.5+ En, 5.5+ Eq, 44 Ey),

Yo = (15 + ES, 185+ ES5, 135+ EY,, 7.75+ ES,, 1225+ Ef), 12.25+ Eg,
105+ ES),

Y o = (134 EL,, 185+ E},, 95+ E},, 825+ Eg,, 6.75+ Ef,, 1025+ Ej,
9.5+ EL),

fw—wy = (64 Es1, 94 En, T+ Eyn, 15+ Es3, 35+ En, 55+ Eg, 15+ Ef,,
185+ ES, 135+ ES, 825+ FL, 6.75+ EL, 10.25+ EL)’,

u—wy = (44 En, 105+ Eg, 95+ E},, 775+ Ef,, 12.25+ Ef,, 12.25 + Eg),
13+ EL, 185+ EL, 95+ EL).

Ao minimizar a esperanga do erro quadratico médio do preditor linear sujeito a restri¢do de que seja

ndo viciado [ver Apéndice D, item b), pag. 101], obtemos

Pk / r\—1 / a\—1 / / / / —1
T = [D (H,) Hy(X") (I,®1,,) +91+QHH3}A Z; (3.43)
em que
_(1.C T c T c c T T
gr = ([011 + 011} s [C2n0,1 + C2no,l} v Clay wvy Cpoos Cpog12s +ovs C2n0,2) )
_([.C T C T c c T T
9 = ([02n0+1,1 + C2n0+1,1} R [CNl + CNl] v Cong+1,2> -+ CN2y Congt12s --+5 Cn2s
C (o] T T \/
C’I’L0+1,27 ey C2n0,27 6127 ey CTL02) 9

A=Li+51(2)7"] @ L,
H,=H, (2" GH,,
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G= (I4 ® 1”0)/A_1 (I4 ® lno) )
D=H,(I,®1,) [(I4n0 - Ail) gr — AilHSQU] + H'g;;,

o1 = 5? = 51?] estd definido em (3.29) e Z7}, em (3.39); ¢§7, ¢}y, ¢ e cl; estdo definidos em (3.33)
eX* Hy, Hi e H3, em (3.42).

A variancia do preditor T* é (ver Apéndice D, pag. 102)
Var, (T = T) = D' (H)) "' D+ g} (" @ I,) (Lo, - A7) g,

— g HAT (2 ® I1,,) Hagy,
+ 29/1 (Ea ® Ino) (I4n0 - Ail) HSQ[I

) af¢ 0
+ g’ diag {E ® Pn_2n,, ( 22 I P, r9;: (3.44)
0 oy
I3® 1n_2p,

+ (N —2n0) "' gl <

> by (Ig & 1/N—2no |03><2no) gir
0210 x3

+ng gy Hy (1 ® 1) 2 (I, @ 1,,,) Hagyy
com P, e H, definidos em (2.5) e (3.42), respectivamente, € 22 h = C, T, e ¥, em (3.30).
O correspondente preditor sob o modelo (3.32) é
~ B - i
T=|D'(H) " Hy(=) " (L@ 1,) +g; + g/, Hy| A Z, (3.45)
em que

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ /
Zr= (Vi oo Vauor V5 oo VG Vina o Vi)

2ng
A:I4n0+ IQ@@C}% [(Ea)_l(g)l—no} )
=1

53 [: (59)° = (55)2] definido em (3.31), g; € g;; definidos em (3.43), %, H, e H, em (3.42);
e Hy, Ge D, em (3.43) com a substitui¢do de A por A.
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A variancia do preditor T definido em (3.45) é

Varg, (T=T) = D' (H}) ' D+ g, (3 @ L) (T, ~ A~ ) g,
~1
— g H;A (2'®1,,) Hygy,
~1
+2g7 (B @ 1) <I4no - A ) Hsg,,

. O'CC 0
+g/11dlag {E X PN—QTLO; ( 22 TT) ® Pno}g][ (346)

0 o0y

I3 X ]-N—Qno

02n0 x3

+ (N _ 2n0)_1 g/II < > N (I3 & 1/]\[,2110 ’03><2n0) arr

+ny' g Hy (14 ®1,,) 2 (I, @ 1,,,) Hogyy

com 05 e oL definidos em (3.30) e H, em (3.42).

3.2.2 Exemplo

Nesta Subsecdo tomamos w,; = w$ = wl, = 1 para todo s porque 0 nosso interesse recai

na estimacgdo de Tp (3.36), i.e., na diferenga dos efeitos das intervencdes C' e T', que é fungao das
respostas latentes ndo ponderadas. Consideremos os dados do Exemplo 1.2. Como no desenvol-
vimento do preditor de 7" assumimos n, = n, = ng € no Exemplo 1.2, n, = 15 en, = 14,

desconsideramos, para efeito de ilustracdo, uma observagdo (por exemplo, a dltima) da intervengao

com ar sintético (C'). Na Tabela 3.3 estdo apresentadas medidas resumo correspondentes.

Tabela 3.3: Medidas resumo (x10~3) para os dados de Exemplo 1.2.

Intervencao Ocasido | Média Amostral | Varidncia Amostral | Minimo | Maximo
Ar Sintético/Ar | pré-teste 63.6 1.0 15.7 120.3
Sintético pOs-teste 50.5 1.2 2.1 117.1
Ar Sintético/Hélio- | pré-teste 39.2 0.9 2.5 90.9
Oxigénio pos-teste 24.8 0.6 0.0 97.2

Neste caso, temos n = 28 e vamos supor N = 28, 50, 100, 300, 500 e 1000. Para o caso com
EMEn, suponhamos que 02, = (0$)* = (05)* = 0.1s {2N/[N(N +1)]}, s = 1,..., N, e para
o caso com EMEX, suponhamos que 62 = (61-02)2 = (6£)2 = 0.1:{2n/[n(n+1)]} parai < ne

. SN2 a2 : L : :
6% = (6%)" = (65)" = 0 parai > n?. Também ¢ considerado o caso sem erro de medida, para

9Note que o erro de medida muda de uma unidade (respectivamente, posicdo) a outra, mas, num caso é ligado 2
unidade e no outro caso € ligado a posi¢do (na amostra) e € tal que a variancia média dos EMEn sobre todas as unidades
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o qual a estimativa de T'p (3.36) € rotulada por Tp. Sob cada um dos casos, o valor da estimativa
de Tp, da variancia estimada e do intervalo de confianca aproximado, baseado na desigualdade de
Chebyshev, com um nivel de confianca de 1 —a = 0.90, sdo apresentados na Tabela 3.4. A estimativa
obtida sob 0 modelo (1.4) por meio de técnicas usuais para anélise de medidas repetidas [ver Bonate
(2000)], que corresponde a diferenca entre as estimativas dos parametros ji., € ji,, € a estimativa
obtida sob 0 modelo (1.6) via andlise de covariancia [ver Bonate (2000, p. 93)], que corresponde a

duas vezes a estimativa do parametro 7, i.e.,
~ —Cx _ —Cx —T* A [(—Cx —*
2, =2|V5— (2n0) " (no¥ 75 +n0¥13) = 3 (Vi1 = V1, )] (3.47)

Ox FTx  —C - . . 5 o A
com Y I’;, Y I;, Y I; e Y;l definidos mais para a frente em (3.48) e 3 a estimativa do parametro
(3 sob 0 modelo (1.6), é:

fi, — A, = 0.0505 — 0.0248 = 25.7 x 10~ com Var (i, — Ji,) = 2 x 0.008369% = 1.4 x 10~°

270 =105 x 107 com  Var (27¢) = 0.1 x 1073,

respectivamente. Quando temos erros de medida, observamos que variancia estimada de Tl*) € maior
que a variancia estimada de Tg. Quando nao temos erros de medida, assumindo /N grande, observa-
mos que

Var, (TD) < Var (270) < Var (fi, — i) -

Além disso, observamos que o tamanho da populagdo (/V) gerou um pequeno efeito na variancia dos

estimadores.

3.2.3 Estudo por simulacao dos estimadores propostos

Para comparar o desempenho dos estimadores T* proposto em (3.43) e T proposto em (3.45)
com o desempenho do estimador do modelo (1.6) obtido via minimos quadrados ordinarios, aqui
denotado por 27, (3.47), realizamos um estudo de simulacdo em que sdo considerados diferentes
valores para o coeficiente de correlacio entre os valores latentes no pré-teste e os valores (potenciais)
latentes populacionais no pds-teste (intervengdes C' e 17'), n = 10 e n = 30, e duas formas da

distribui¢do das varidveis respostas, a saber:

N n
¢ igual a variancia média dos EMEx sobre as unidades na amostra, i.e., N1 > 0% =0.1,en~! > 63 =0.1.
s=1 i=1
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Tabela 3.4: Estimativas (x1073) da diferenca dos efeitos, na resisténcia respiratéria de ratos, da ventilagio
com uma mistura de Oxigénio e Hélio e da ventilagio com ar sintético, varidncia estimada (x1073) e inter-
valos de confianga (x 10~3), considerando erros de medida endégenos, erros de medida exégenos e sem erros
de medida.
N TE \7a\FSR (TE) TE +a TVE \7a\rSR (TE) TE +a Td Va\rs (TD> Td +a
28 ||24.4 1.5 24.4+122.0(|20.9 1.3 20.9 £115.8|]12.2] 0.02 122 £13.8
50 |[24.4 1.5 24.4+123.2(|20.9 14 20.9 £117.0(|12.2| 0.05 122 £21.8
100 ||24.4 1.5 24.4+123.9(/120.9 14 20.9 £117.8|]12.2] 0.07 12.2 £25.7
300 [|24.4 1.5 24.4+124.4(|120.9 14 20.9 £118.3|]12.2] 0.08 12.2£27.9
500 ||24.4 1.6 24.4+124.5(|120.9 14 20.9 £118.4|]12.2] 0.08 12.2 £284
10001{|24.4 1.6 24.4£124.6/120.9 1.4 209 £118.5|[12.2] 0.08 12.2 £ 28.7

a= \/@rSR(.)/a, a=0.1

i) uma distribuicao normal trivariada com E (X) = E(Y) =E(Z) =0, Var(X) = Var(Y) =
Var(Z) = 1, Cov(X,Y) = p§ = 0.2, Cov(X,Z) = pl, = 0.2, e, Cov(Y,Z) = 0.2, em
que os valores gerados a partir de X, Y e Z correspondem os valores latentes populacionais

no pré-teste, y,1, no pds-teste sob a intervencio C, ySCQ, e no pos-teste sob a intervengdo 7', yz;,

respectivamente, e,

i1) uma distribui¢do normal trivariada como a referida no item 1), em que seguidamente, substitui-
. - h /_hh] .

mos os valores obtidos de y",, h = C, T, pela transformagdo y", , = [yQZ / a%‘} elvia/ 022], Le.,

usamos ¢, ; como a resposta (potencial) pds-teste sob a intervengdo h. ol estd definida em

(3.30). Isto, para considerar populagdes assimétricas no pos-teste.

Consideramos EMEn com variancias iguais e diferentes. Também, consideramos EMEx com vari-
ancias diferentes. Como 7™ definido em (3.43) é igual a T definido em (3.45) quando os erros de
medida sdo homoceddsticos, nao consideramos o caso com variancias iguais para os EMEX. Apre-
sentamos a seguir os passos usados para o estudo de simulagdo em que consideramos EMEn com

variancias iguais e dados gerados conforme o item 1):

1. Geramos N = 300 vetores de tamanho 3 conforme o item i), produzindo desta forma v, y%

ey, s=1,...,N.

2. Obtivemos 10000 amostras independentes de tamanho n = 20(= 2n,) via amostragem ale-
atoria simples da populacdo gerada no item 1, de forma que cada amostra contém n = 20
vetores da forma (Y;l Yig Yg) Tomamos Y;;,7 = 1,...,n, como os valores latentes no pré-
teste, YZQC, i=1,...,n0(= 10), como os valores latentes pds-teste sob a intervencdo C' e Yg,

1 =mn9+1,...,n, como os valores latentes pds-teste sob a interven¢do 7'. Dessa forma cada
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uma das 10000 amostras (de valores latentes) é formada pelo conjunto de pares (Y,-l , Yic),
i=1,....,ng(=10)e (Vi , Y3), i =no+1,...,n(= 20).

1

AcadaYy,i=1,...n,Y5,i=1,..npeYlk i=mng+1,.. n,obtidoem 2, foi somado,

independentemente, o EMEn, gerado a partir de uma distribui¢do normal com média O e desvio
padrio 5, = v/0.01,0btendo Y5, i =1,...,n, Y,§*, i=1,...,nge Y * i=ng+1,...,n.

. Avaliamos tanto o estimador 7™ proposto em (3.43) quando X (3.30) € conhecida e como

quando é substituida por uma estimativa amostral. No ultimo caso rotulamos o estimador

como 77 (estimador empirico). A estimativa de 3 usada é

011 Og1 021
Y= 0261 02020 0 (3.48)
~T ~TT
oy 0 0y
em que
n 2 n
~ -1 « U o -1 *
o =(n-1) E < il_YI,l) ) YI,l_n E Y
i=1 i=1
no c 9 c no
~CC __ -1 C'x I U* VS | Cx
09y = (no—1) E (Y;Q - YI,Q) ) YI,2 =Ty E Y5
i=1 i=1
n 2 n
~TT __ -1 Ts  xAL* 0 1 Tx
095 = (no—1) E <Y;2 - YLQ) ) YI,Q ="y E Y™
i=ng+1 i=ng+1
7o no
~C __ -1 * Evadi Cx 0% O *
0 = (no — 1) E ( i1 YI,I) <Yz - YI,Z) ) YI,l =Ny § ils
= =1
n n
~T —1 * —T'* T+ —T'* —T'* | %
0y = (no — 1) § ( i1 YI,l) <Yz - YI,2> ) Yl,l =My § ils
i=no+1 i=ng+1
e 65 = 0. Também, avaliamos a diferenca entre os efeitos médios amostrais das interven-
coes,
= —Cx —Cx* —T* —T*

e a estimativa obtida via minimos quadrados ordindrios obtida sob o modelo (1.6), dada em

(3.47), para cada uma das 10000 amostras.

. As médias das 10000 estimativas de T*, Te*, T e 27,, foram calculadas. Na Tabela E.1 (pag.

106) estao dispostos tanto a contribuicdo relativa do vicio ao EQM quanto o EQM.
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6. Os passos 1 a 5 foram repetidos considerando diferentes combinagdes de pS;, pl; e 2. Os

valores considerados foram

ng =10 e 30, o2 =0, 0.01, 0.016 e 0.09,
pS =02, 0.5 e 0.8, ps =02 e 0.5,

Os passos 1 a 6 foram repetidos para populacdes geradas conforme o item ii). Os resultados

estdo dispostos na Tabela E.2 (p4dg. 107). Das Tabelas E.1 e E.2, observamos que

A

e 1™ apresenta o menor EQM,
e quando ny aumenta de 10 para 30, o EQM diminui,

e sob populagdes geradas conforme o item i),
EQM(T™) < EQM(T}) < EQM(27.) < EQM(T),
exceto quando 0.7 < pS; < 0.9e 0.4 < pt, < 0.6 em que
EQM(T™) < EQM(27,) < EQM(T}) < EQM(T),
e sob populagdes geradas conforme o ftem ii),
EQM(77) < EQM(27,) < EQM(T*) < EQM(T),

quando 0.40 < p§; < 0.60 € 0.25 < p, < 0.50, e para 7 das 40 situagdes restantes, nas outras
33
EQM(T*) < EQM(T) < EQM(T}) < EQM(27,).

e 0 vicio dos estimadores 7.5, T' e 27, é tal que sua contribui¢cdo ao EQM € menor do que 1%,

enquanto o estimador 7™ é ndo viciado.

No segundo estudo de simulagdo, consideramos variancias diferentes para os EMEn geradas
como o2, = (0.0001s)2, s = 1,..., N; como conseqiiéncia, 72 = 0.0003. Para isto, no passo 2,
além de selecionar os valores latentes pré-teste e pos-teste, selecionamos as varidncias dos EMEn
associadas as unidades na amostra, i.e., cada uma das 10000 amostras é formada pelo conjunto de
ternos (Yi1,YS,0%), i = 1,...,ng(= 10), e (Y, Y2, 02), i = ng + 1,...,n(= 20), em que

N
0% = > U;s0?. Em seguida, no passo 3, acada Y, i = 1,...,n, YS, i = 1,...,ng, e YT,

s=1
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1 = ng+ 1,...,n, foi somado, independentemente, o EMEn gerado a partir de uma distribuicdo
normal com média 0 e desvio padrdo o;;, obtendo Y5, i = 1,...,n, Y,§*, i = 1,...,ng, e Y;1*,
1 =mng+ 1,...,n. Nas Tabelas E.3 e E.4 (pag. 108) estdo dispostos a contribui¢do relativa do vicio

ao EQM e 0 EQM de T+ (3.43), de Te* que utiliza a estimativa amostral, )y (3.48),de T (3.49) e de
27, (3.47). Observamos que

e sob populagdes geradas conforme o ftem i),
EQM(7*) < EQM(7Y) < EQM(27,) < EQM(T),
e sob populagdes geradas conforme o ftem ii),
EQM(7™) < min{EQM(77),EQM(T)} < EQM(27,).

No terceiro estudo de simulagdo, consideramos varidncias diferentes [63 = (0.00014)%, i =

1,...,n] para os EMEX. Para isto, no passo 3,acada Y;;,7t =1,...,n, Y;g, t=1,...,n9, € Yg,
1 = nog+ 1,...,n, fol somado, independentemente, o EMEXx gerado a partir de uma distribuicdo
normal com média 0 e desvio padrdo 7;;, obtendo 37;1, 1 =1,...,n, ?g, 1 =1,...,n9, € }75,
1 =mng+ 1,...,n. Nas Tabelas E.5 e E.6 (pag. 109) estdo dispostos a contribui¢do relativa do vicio

ao EQM e 0 EQM de T (3.45), de fe, de T (3.49) e de 27, (3.47), em que T é a estimativa quando
> é conhecido e T, . € a estimativa quando utilizamos a estimativa amostral de 3 [ver (3.48)]. Como

no segundo estudo de simulag@o, observamos que

e sob populacdes geradas conforme o item 1),
EQM(T) < EQM(T.) < EQM(27,) < EQM(T),
e sob populacdes geradas conforme o item ii),

EQM(T) < min{EQM(T.),EQM(T)} < EQM(27,).

3.3 Discussao

No Capitulo 3, mostramos como os resultados de Stanek, Lencina, Singer, Gonzdlez, Li & San

Martino (2008) podem ser estendidos para acomodar erros de medida endogenos e exdgenos, sob o
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modelo misto para populagdes finitas, no contexto de estudos do tipo pré-teste/pds-teste. Para isso,
apresentamos dois cendrios. No primeiro, consideramos uma populacdo finita com dois estratos
cujas unidades sao submetidas a uma intervengao, e no segundo, consideramos uma populagao finita
ndo estratificada que € submetida a dois tipos de intervencdo. Os estimadores propostos (3.19) e
(3.23), sob o primeiro cendrio, e (3.43) e (3.45), sob o segundo cendrio, podem ser empregados
tanto para estimar uma combinac¢do de totais populacionais pré-teste/pds-teste, quanto para predizer
combinacdes lineares de valores latentes (pré-teste/pds-teste) de uma unidade na j-ésima posicao
numa permutacao aleatéria da populacdo. Como no Capitulo 2, os estimadores sao obtidos por meio

de métodos padrio para encontrar preditores lineares nao viciados de varidncia minima.

Sob o primeiro cendrio, i.e., quando consideramos uma populacio estratificada e uma interven-
¢do, no caso especifico em que o interesse recai na diferenca de efeitos da intervengado entre os dois
estratos e ndo tivermos erro de medida, o estimador proposto em (3.19) € igual ao estimador obtido

por meio de técnicas usuais para andlise de medidas repetidas via minimos quadrados ordindrios

~ _ _ _ _ _ n
(T =Y12— Y11+ Y —Yia),emque Yy, =n > Y. Se o interesse é uma das mé-
. . . . Z:l . .
dias populacionais de um dos dois estratos no pré-teste, ou no pos-teste, e tivermos erro de medida

enddgenos, o estimador (3.19) € igual a (2.25) e se ndo tivermos erro de medida, € igual a (2.28).

Nao obstante as nossas suposi¢des sejam mais fracas que as suposi¢oes usualmente adotadas em
andlises de medidas repetidas ou andlises de covariancia, e ainda que seja necessario a estimagao
das variancias e das covariancias populacionais, os estimadores propostos em (3.43) e em (3.45), e
suas estimativas empiricas apresentaram melhor desempenho, i.e., menor EQM e auséncia de vicio,
ou contribui¢@o relativa do vicio a0 EQM menor do que 1%. Em particular, quando se tem uma po-
pulagdo finita com distribuicao simétrica, as simulagdes comprovam a otimalidade dos estimadores
propostos (3.43) e (3.45), e mostram um pobre desempenho do estimador obtido por meio de téc-
nicas usuais para andlise de medidas repetidas via minimos quadrados ordinarios (3.49). Por outra
parte, sob populagdes finitas com distribui¢do assimétrica no pds-teste, as simula¢cdes mostram um

pobre desempenho do estimador obtido via andlise de covariancia.

Nos exemplos, quando o interesse recaiu na diferenga de efeitos da intervencao, observamos que
os estimadores propostos em (3.19), (3.23), (3.43) e (3.45), dado n, ndo se alteraram quando N

aumentou, enquanto suas variancias apresentaram pequenos aumentos.

Sob o segundo cendrio, uma alternativa para calcular T+ quando X (3.30) é desconhecida é
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considerar usar as variancias amostrais do pré-teste em separado para cada intervencao, i.e.,

~C ~C
o;; 0 o5 0

AT ~T
~a 0 o 0 o ~b ~
11 21
Y = e X :H02H6
¢ 0 ¢%¢ 0
21 22
~T ~TT
0 oy 0 05

~C -1 o % —Cx\ 2 ~T -1 n % —T%\ 2 —Cx —T'x
emque oy = (ng— 1) > (Vi1 — YI,1 .o = (no—1) > il Yl,l » € YI,l’ YI,l’

i—1 i—ro 1
oS, ob, 0%C, 61T e X estdo definidas em (3.48). Neste caso, a estimativa 7™ (3.43), quando ndo

tivermos erro de medida, coincide com a estimativa via andlise de covariancia (3.47).



Capitulo 4

Consideracoes finais

4.1 Conclusoes

Neste trabalho, discutimos a aplicacdo de modelos mistos para populagdes finitas a problemas
de estimacao/previsao de parametros da populacio finita quando se dispde de informac¢do auxiliar
e quando se considera estudos do tipo pré-teste/pos-teste, levando em conta possiveis de erros de

medida tanto endégenos quanto exégenos.

Os estimadores propostos (2.18), (2.20) e (3.19) sdo particularizados para o caso em que o inte-
resse recai na média ou combinagdes lineares das médias populacionais, segundo seja o caso, € 0s
estimadores propostos (2.18), (2.20), (3.19), (3.23), (3.43) e (3.45) sdo comparados com alguns dos
estimadores propostos na teoria ndo sé sob o enfoque baseado no planejamento, mas também sob o

enfoque de super-populagao e sob o enfoque de populacdes infinitas.

Os estudos de simulagdo comprovaram a otimalidade dos estimadores propostos, os pontos fortes
e as debilidades de seus respectivos estimadores empiricos, assim como aqueles dos estimadores
tradicionalmente usados. Entre os pontos fortes dos estimadores empiricos propostos estd um erro
quadratico médio menor que dos competidores considerados e uma contribuicao relativa do vicio
ao erro quadratico médio menor do 1% para Te* o estimador empirico de T* (3.43), e para T, e
o estimador empirico de T (3.45), e entre suas debilidades, o vicio do estimador E: (2.41) e do
estimador §e (2.42).

77
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4.2 Pesquisa Futura

No trabalho, foi considerada a inclusdo de erro de medida endégeno e exdgeno separadamente,
porém, os dois tipos de erro de medida podem-se apresentar num mesmo problema. A generali-
zacdo para este caso ndo € trivial, assim como para o caso em que consideramos erros endogenos

correlacionados, por exemplo, quando um entrevistador obtém informacao de varias pessoas.

Outro tema que ainda fica aberto € a determinacdo de intervalos de confianga para os estimadores
propostos. Apesar de que podemos considerar a desigualdade de Chebyshev para uma primeira

aproximacdo, € de interesse estudar as distribuicdes assintéticas destes estimadores.

Além disso, no trabalho foi considerada amostragem aleatéria simples sem reposi¢do, porém
a extensdo do modelo misto para populacdes finitas para planos amostrais complexos € de grande

interesse.

Também, no caso de estudos do tipo pré-teste/pos-teste, € de interesse considerar diferentes
tamanhos dos estratos e das amostras dentro dos estratos (Secao 3.1), e diferentes tamanhos das
amostras para a aplicacdo das intervencdes (Secao 3.2), assim como considerar a inclusao de infor-
macao auxiliar. Nao consideramos estes casos pela dificuldade para encontrar a inversa da matriz de

«

covariincias da parte amostrada, i.e., Var,, (Z7) com Z7 definida em (3.15) e Var,, (Z]) com Z;
definida em (3.39).

Finalmente, considerar dados longitudinais, assim como considerar dados faltantes, seria inte-

ressante.



Apéndice A

Calculo do vetor de médias e da matriz de
covariancias dos modelos propostos nos

Capitulos 2 e 3

Calculo do vetor de médias e da matriz de covariancias de Z*
definido em (2.8)

Para calcular o vetor de médias e a matriz de covariincias de Z* definido em (2.8) usamos o

vetor de médias e a matriz de covariancias de U em (2.3), nomeadamente
E,(U)=N1'Jy e Var,[vec(U)]=(N—-1)"(Py® Py), (A.1)

com J, e P, definidos em (2.5). Entdo,

E,, (Z") =E, {vec[U (y z)]}+E,, {vec {U (E 0 )”

Nx1

=E, {vec[U(y 2)]} = (Lo 1y) (1, 1)
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80 Ap. A. Calculo do vetor de médias e da matriz de covariancias
porque E_, (UisEs) =E, (Uis) E,, (Es) =0, ¢

Var,, (Z*) = Var,, {vec[U (y x)|+vec[U (E 0)]}

~E, (Var {vec[U (y )]+ vec|U (E 0)]}>

R|S

+ Var, (B, {vec[U (y @)] +vec[U (E 0)]}),

/(@)

Eps {veclU (y )] +vec[U (E 0)]} =vec[U (y )],

em que

Var,  {vec[U (y )] +vec[U (E 0)]} = eje] ®

rRlS

com e; definida em (2.10). Logo

Var,, (Z*) = e1e} @ 621y + £ ® Py

SR

com X definido em (2.6), e
N N
7’ =E, (Z agUw) =N ol (A.2)
s=1 s=1
Calculo do vetor de médias e da matriz de covariancias de Z de-

finido em (2.12)

Usando (A.1) temos

E,, (2) =E, {vec[U(y =)]} +E, {Vec [(E Ngl)} }

=(L,®1y) (1, 1)

Var, (Z) = Var, {vec [U(y )]} + Var, { [(E NO)]}

N
:E®PN+ele’1®@5§,

=1
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com P,, 3 e e; definidos em (2.5), (2.6) e (2.10), respectivamente.

Calculo do vetor de médias e da matriz de covariancias de Z*
definido em (3.4)

Para o célculo do vetor de médias e a matriz de covariincias de Z™ definido em (3.4) usamos

E, (dz’ag{U(l), U<2>}> = diag {N{" Ty, Ny Jx,} (A3)
€
Var, (vec [diag {U(l), U(Z)}D = diag {(N1 —1)"' Py, ® diag {PN1, NQQNQ} :
(Ny — 1) ' Py, ® diag {M(X)Nl, PN2}} .
Entao

1 2 ygl) ygl)
E,, (Z") = Eg < vec |diag {U( ) U )} @ @
Y Y
E(l) E(l)
: 1 772 1 2
+E,, {vec [dzag {U U } <E§2) Eg)
i1y, p 1y,
ﬂEQ)lNQ M52)1N2
1y (1) 0 (2
I, ® 01 <uz1) + (L@ | M Mé) ,
Nox1 Ha 1y, Ha
(

com ,uth) definido em (3.3), porquanto

= vec

E,, (U}?Ehst) —E, (U(h)) E, (Epy) =0, para t=1,2 ¢ h=12,

s

Var,, (Z*) =E, {VarRlS (Z*)} + Var, {Ems (Z*)}
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em que
(1) 2) yﬁ” yél)
E,s (Z*) = vec dzag{U . U } L
Y Yo
e
VCIV‘R‘S (Z*) = [IQ ® diag {U(l)’ U(Q)}} «
B By ,
Var vec 5 2 [12 ® diag {U(I), U(g)}] 7
R[S { [(Eg ) Eg )
com

E§1) Eg)
VarR‘S vec E§2) Ef) =

Desta maneira,

Var,, (Z*) = diag {6%1IN1, cﬁlINz, 6%2IN1, 5§2IN2}

+ {2“) ®diag{PN1a 0 H + {2(2) ®diag{ 0, PNQH
Nox Na Nix Ny

s (

com P,, 5}2” e 2" definidas em (2.5), (3.5) e (3.6), respectivamente.

Calculo do vetor de médias e da matriz de covariancias de Z de-
finido em (3.8)

Usando (A.3) temos
> 1 2 ygl) yél)
Y1 Y

=) =)
El E2
El E2
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1y ,u(l) 0 (2)
= |L® 01 (%1) Lo | Mé)
Naox1 /1/2 1N2 /JJZ

com ,ugh) definido em (3.3), e

e (2) =5, [ (2)) + o, (5. (2)

em que

P 1)

E,s (2) = vec [diag {U(l), U® )} (3?) ng)>]

-l (0] (84 (8) (8))

o (7) e (@) (@1). (@) (B2
+ {2“) ® diag {PM, NQQNQH + {2@) ® diag {N19N17 PNQH :

com P, e > ™" definidas em (2.5) e (3.6), respectivamente.

Calculo do vetor de médias e da matriz de covariancias de Z*
definido em (3.28)

Usando (A.1) temos

Ee (Z27) =Eg {vec[U (v, y5 v2)]}
+E,, {vec [U (E1 EQC Eg)”

=L@ 1n) (1 1S 1d)",
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porque

em que /i1, ¢S e pul estdo definidos em (3.27), e

Var,, (Z*) =E, {VarRIS (Z*)} + Var, {Ems (Z*)}

em que

E s (Z7) =vec[U (y: y5 y3)]
e

Var, (Z") = (I; @ U) Var,, {vec [(E, ES E})|}(I;®U),
com

r s {vec [(E1 ES E3 )]} _dmg{<€?asl>, (é (052)2), <QN§ (ggf)},

Portanto
Var,,, (Z*) = diag {alIN, 202IN, c’r;FQIN} +¥Y® Py

com P, e X definidos em (2.5) e (3.30), respectivamente, € 52, 552 e 54 2 definidos em (3.29).
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Calculo do vetor de médias e da matriz de covariancias de Z de-

finido em (3.32)
Usando (A.1) temos

Eqp <2> =E, {Vec [U (yl yg yg)}}
+E, {vec [(El E‘QC Ef)}}
=(I3® 1y) (,ul [ Mg)la

em que /i1, p$ e pul estdo definidos em (3.27), e

var,, (2) =, {var,.. (2)} + v, {=,.. () }.

em que
E . (Z) =vee [U (y, v§ o5)]
Vai’R|s <2> = diag { (év? Uzl) ) (év? (51'02)2) ’ (év? (&£)2> }
Portanto

com P, definido em (2.5) e X2, em (3.30).
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Apéndice B

Obtencao do preditor de 7' (2.15) sob o
modelo (2.8), da variancia de T* (2.18) e da
variancia de 7 (2.20)

Obtencao do preditor de 7' (2.15) e de sua variancia sob o0 modelo
(2.8)

N
Para obter um estimador linear ndo viciado de varidncia minima de 7" = ) ¢,Y;, sob o modelo
i=1
(2.8), consideramos as seguintes trés condi¢oes:

1) Deve ser uma funcdo linear das varidveis aleatorias observadas na amostra, i.e.,
1k / / *
"= (g7 +a) Z; (B.1)

/
em que g; = (C} 19’”), com Cr=(c, ...c, ...c), e Zi=[Yy ... Y* (X1—pu,)
° (Xn _/’Lac)]/’

ii) deve ser ndo viciado, i.e., E,, ([g]7 +a'| Z7) =E, (97Z; + g7, Z 1) em que

/
g = (C,H 1><((]37,7n)> ,Crr = (Cn+1 Ce Gy cN)/, (B.2)
Z;=Y:i ... Y, (Xi—pwn) ... (Xp—w), e
Zi=[Y1 . Yy Xpp1—p) .. Xnv—mw)];
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88 Ap. B. Obtengao dos preditores do Cap. 2
e
iii) deve minimizar a Var,,, (T* — T).

Empregando multiplicadores de Lagrange, devemos encontrar a solu¢do do sistema de equacdes
dado por (B.3) e (B.4):

2[Via+(Vi=Vi)gr—Viugnul = AMe1®1,] (B.3)

elol]a-[e,®1y_ ]9, =0, (B.4)
em que

Vi=Var,(Z;) =X ® P, .,

(B.5)
VLU = COVS <Z17ZU) = COVSR (Z? ZU) = COVSR (Z;Z;ﬁ = V?,H?

V7 e V1, estdo definidos em (2.17) e e;, em (2.10), e A € o multiplicador de Lagrange. Simplifi-

cando, temos que

1 0
a = ®{D1,— (1-k")C;}+¢, ® 1,

em que o, e o> estdo definidos em (2.6), D, k* e ¢,,,em (2.18),C; = (¢, ... ¢, ... c,)

11’

[Vﬂ_l = 2_1 ® Pn,an - 2_1616/12_1 Q F

o o
o o
-1 11 12
3y =
% 0% ]
12 029

F=(00)"(1=k*)Ppp nPopPonn

em que

comh™! = (1-k*)/ (N —nk*) e P, definido em (2.5),

(Vi—=Vi5)g, =€ ®5.C;
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com &2 definido em (A.2),
Ving; =— (N -n)c,]/N)(Zey®1,),
e \/2 = D/ [09,k*]. A expressdo final para T* estd dada em (2.18).

Varg, (7" =T) = a@Via+g, (Vi - Vi)g +2a (Vi Vi)g, 5o
—2a'Vigr + 95V iugrn

em que
Vip=Var,(Z;;)) =X ® Pn_p N,
"1
AVia — 2(1— 2) (D= (1—=k)e)?
@Via=ol (1) 3 g (0= 0=k

(N —n)o?e, )
ey (=N (1= 4)

. 1— k) —
i (Vi ~Vigr =t (1-2) () e

@ (Vi-Vig =0 (1-) (F5) Ta - 1=k,

N —n)o?e
WV gy = — % W (1-p2) —n].

g1 Virg;=(N—n-— 1)0202 4+ ——"2c" 0

y Crr N 11"y’

com p, e k* definido em (2.18) e 012711’ em (2.19). A expressdo final estd dada em (2.19).

Obtencao da variancia de T sob o modelo (2.12)

Var,, (T - T) —aVia+ g7 (‘71 — VI) g, +2a (‘71 — VI) gs

—2a'V g +9u Vg
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emque g;, g;;, Ve Vi estdo definidos em (B.1), (B.2), (B.5) e (B.6), respectivamente;

~ El ¢ <1 - %l)
- 1 nD . ) _ 0
a = 9 X o : - : + Crr 2 X ]-’ru
_ny/gz Z k 7 ~ _Uym/az
=\ Cn (1 - kn)

Viin=-N"E&Jux(N-n)

Vit (7) =30 P e (7).
1=1

2

~ 1 | nDk; ~
6'V&:<72(1— 2)5 = z—C(l—lﬁ)
i=1

N — n)o2c?
S (a- N (1-2)).

g, <‘N/I — V[> g, =0 (1 —p§x> 12:;012 (1 %Z%z> :
a (‘71 — V[> g; = 03 (1 —p§z> ici (1 %E’) nDFk; —c, (1 —EZ) ;

n <
i=1 >k
i=1

a'Vig; =a'Vig,, ver(B.6),

e g7,V 119;; igual aquele apresentado em (B.6) com X definida em (2.6) e agH, em (2.19), p,, €
¢,, definidos em (2.18), e De %i, em (2.20). A expressao final estd dada em (2.21).



Apéndice C

Resumo das simulacoes do Capitulo 2

Figura C.1: EQM (x1072), média do vicio relativo e contribuigio relativa do vicio ao EQM de B*, B} e
. . S . A N .

Barqo para diferentes valores de p® , n (o primeiro nimero entre parénteses) e o¢ (o segundo nimero entre

parénteses). Variancias iguais para os erros de medida endégenos. Dados com distribuic@o simétrica.
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Figura C.2: EQM (x 10~2), média do vicio relativo e contribuicdo relativa do vicio ao EQM de B*, B} e
Bpigo para diferentes valores de pzz, n (o primeiro nimero entre parénteses) e os (o segundo nimero entre
parénteses). Variancias iguais para os erros de medida endégenos. Dados com distribui¢@o assimétrica in x.
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Figura C.3: EQM (x 102) e média do vicio relativo de E*, E;‘ e EMQO para diferentes valores de p;x e n.
Variancias diferentes para os erros de medida endégenos. Dados com distribuicao simétrica.
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Figura C.4: EQM e média do vicio relativo de B*, B} e Bjgo para diferentes valores de p;x e n. Variancias
diferentes para os erros de medida endégenos. Dados com distribui¢io assimétrica in .
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Nas Figuras C.3 e C.4, ndo apresentamos o diagrama de dispersdo de p;m versus contribuicao relativa do

vicio a0 EQM de B*, B} e Bygo porque € menor que 1% para os trés estimadores.
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Figura C.5: EQM, média do vicio relativo e contribuicdo relativa do vicio ao EQM de B, Ee e Bygo para
diferentes valores de p:L e n. Variancias diferentes para os erros de medida exégenos. Dados com distribuicao
simétrica. (
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Figura C.6: EQM, média do vicio relativo e contribuicdo relativa do vicio ao EQM de B, Ee e B MQO para
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diferentes valores de p: e n. Variancias diferentes para os erros de medida exdgenos. Dados com distribuicao

assimétrica in .
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Apéndice D

Obtencao do preditor de 7' (3.9) sob o
modelo (3.4), do preditor de 1" (3.33) sob o
modelo (3.28) e de suas respectivas

variancias

Obtencao do preditor de 7' (3.9) e de sua variancia sob o modelo
3.4)

Semelhante ao Apéndice B, para obter um estimador linear ndo viciado de variancia minima de
N N
(c1a Y1 + cri2Yiiz) + E (coi1Yai1 + CainYaio) ,

i=1 i=1

T =

sob 0 modelo (3.4), consideramos as seguintes trés condicoes:
1) Deve ser uma funcdo linear das varidveis aleatorias observadas na amostra, i.e.,

1k / ’ *

" =(g9;+a) Z;

com Z7 e g; definidos em (3.15) e (3.19), respectivamente,
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ii) deve ser nao viciado, i.e.,
Er (g7 + a1 27) =E, (9721 + 97, Z 1)
em que

Z]:(Ylll }/Inl Y211 )/in }/112 Y1n2 }/212 }/2n2),7

Y2N2), )

e g;; estd definido em (3.20), e
ii1) deve minimizar a Var,, (T* — T).

Empregando multiplicadores de Lagrange, devemos encontrar a solu¢do do sistema de equacdes
dado por (D.1) e (D.2):

2[V?d+(V?—VI)gI—VLUgH] = (I4®1n)A4X1 (Dl)

(I,®1,) a— T, ®1x0) g =0, (D.2)
em que

V[ = VarS (Z[) =X ®Pn,N7
V[,[] = COVS (Z[, ZH) = COVSR (Z;, ZH) (D3)
= Cov,, (27, 27;) = V;Ih

3 e P, estdo definidos em (3.18) e (2.5), respectivamente, e V' e V7, em (3.17), e A € o
multiplicador de Lagrange. Entdo

a=(V) ' Vingy—(Vi-Vigl
LW e ) [Le L) (Vi) e x
{I,®1,) V) ' Vingn —(Vi-Vigl— I, In-n) g1}

Simplificando, temos que
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- 1 / _
(Vi)' =[="eL] A+ NA* (I,®1,)L(I,®1,) A™'|,

V) ' (Lel,)=(E"eI,)A" (I,®1,) L,

[ ]
(I,01,) (V) ' (ILheo1,)] =L 'G'S,
* 1
(VN (VE=V)) = I + NA* (I®1,)L(I;®1,) | (I, — A7),
[ ]
I,©1,) [(Is® L) (V) N (I® 1,)] B (I,©1,) (V) 'Vingn = Vingn
[ ]
VT Lel) [(Lel) (V) (Lel)] LieL) (Vi)' =
A (Lel,)G'S ' L(I,®1,) A
dado que

(Z'el,)A (EZeI,)=A",
SIGT'E=GT e
(B eL)A (Vi-V)=T,-A",

emque L = (I, — lG)fl, 3 estd definida em (3.18), e A e G, em (3.19). Daf segue
a=A" (G oL) (Do) (I,— A g,
com D definido em (3.19).

Var,, (7" =T) =a'Via+g; (Vi- Vi) g, o4
+2a’ (V; - VI) gr — Qd/VI,ng + Q/HVHQH

em que
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Vig=Var,(Z;) =X ® Pn_pn,

dVia=DYXG'D-2(D®1,) (G 'eI,)A'(Vi-V)g,

« _ . 1
+g7(Vi=-Vig —giA 7 (Vi-Vi)g - Ngln (E®@JIN-n) 11>

a(Vi-V)g, =Do1,)(G'®I,)A (V;-V))g,
—g;(Vi-Vi)g,+giA" (V- V) g,

. 1
a'Ving, = _NQIH (E®JIN-n) i1

91 Vg =9 (@ Pn_yn)g; + 91 (E®JIn_n)9ir,

N(N —n)

A expressao final estd dada em (3.20).

Obtencao do preditor de 7' (3.33) e de sua variancia sob o modelo
(3.28)

Semelhante ao Apéndice B, para obter um estimador linear ndo viciado de variancia minima de
N N

_ c CyC T T T

T= (CﬂYil + Cz‘2Yi2) + § (CﬂY;l + CiQY;Q) ,

i=1 =1

sob 0 modelo (3.28), consideramos as seguintes trés condi¢des:

a) Deve ser uma funcdo linear das varidveis aleatérias observadas na amostra, i.e.,

~

T = (g;+a') Z;

em que Z; e g; estdo definidas em (3.39) e (3.43), respectivamente,
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b) deve ser ndo viciado, i.e.,
B (97 + a1 Z27) =E, (9721 + 971 Z 1)
em que

ZI = (}/11 o .. }/27/]40’1 }/:lg .« .. Ync(;2 }/(204»1)’2 e )/2,1,';0’2)/ 3

ZU:(Y(%OH)J o Yn Y(gno+1),2 Yz\% Y(gno+1),2 Y]\I;,Q Y(g0+1),2
/
Yoo Yio oo Yoo),

g;; estd definido em (3.43), e

¢) deve minimizar a Var, <T =T >

Empregando multiplicadores de Lagrange, devemos encontrar a solu¢do do sistema de equacdes
dado por (D.5) e (D.6):

2 [V;(AL + (V? — V]) gr— VI,HgH] = [HO X 1n0] A3X1 (DS)

[HU ® ]-no]la - H/lgII = 07 (D6)
em que

Vi=Var,(Z;) = (2°®1I,) - N'(I,®1,,) 2" (I, ®1,,),
Vin=Cov,(Z;,Z)=Cov,, (Z7,Z1) D.7)
=Covy, (Z7,27;) = V?Ha

V7 e V7 estdo definidos em (3.41), g; € g;;, em (3.43); X7, > Hoe Hy,em (3.42) e A é 0
multiplicador de Lagrange. Entdo

a= (V}F)il [VI,HgH - (V; - VI) 91]
— (V) (Ho® L) {(Ho® 1,,,) (Vi) (Hy @ 1,,)}  x
{(HO ® 1no)/ (V’})” [VI,HgH - (Vﬁ - VI)QI] - H/1911} .

Simplificando, temos que
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(Vi)' =297 @ L) x
(AT NTAT (I @ 1,,) HoS (I~ N H,S) T H (397 (Lo 1) A7

(Hy®1,,) (V) (Hy®1,)]  =H;' (I~ N'H,%),

dado que
(E)' @I, AT (V- V) = (T4, — A7),

(Z)'eI)]A' 2oL =2eL,|A" () 'el,] =A",
em que X estd definido em (3.30), 3% ¢ Hy, em (3.42),e A e H,, em (3.43). Dai segue
a=A" (=" HH'D®1,,| — [Is, -~ A" g; + A Hszgy,
com H 5 definido em (3.42) e D, em (3.43).

Var,, (T* = T) = a'Via+g; (Vi = Vi) g, +2d (Vi = Vi) g, — 26'Vingy + 91,V ugn
(D.3)

em que

Vii=Var,(Z;) =+ny ' Hy (I, ®1,,) 2 (I, ®1,,) H,

. (72020 0 1 '
+dlag E®PN—2n07 O " ®Pn0 —N leHl
022

I3® 1n_24,

2ngx3

+ (N — 2no)_1 < ) X (I3 ® 1/N—2no |03x2n0) ’
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a'Via=DH;"D+g,(Vi-V)g;— g/ (2@ 1,) (I, — A7) g;
—~ N'g\H\XH'\g;; + g7, H,A™ (2 © I,)) Hsgyy
—2D' (H)) 'Hy(Z) ' (L®l,) A (Vi-V))g,
+2D'(H)) ' Hy(I,®1,,) A~ Hsg,; — 297 (V; - V) A" Hsg,,
— 297 (2@ I,,)) A" Hsgy; +297A7 (2 @ 1,,,) Hsgyp,

a(Vi-Vyg, =D (H) 'Hy(Z) " (I,®1,) A (Vi-V))g,
—g,(Vi-Vi)g, +g;A " (V5 -V))g,
+gi HAT (V= V) gy,

a'Ving,; =D (Hi;)il Hy(I,®1,,)) A" Hyg,, — N"'g,,HXH'g,;
—g; (2@ 1,,)Hsg; +g;A (2 ® 1,,) Hsgy;
+ g HA (2 ® 1,,) Hsgyy,

, oSt 0 _
91/V1g: = gpdiag {E ® P N_2n,, ( 202 oIT @ P, 0911 — N'g HiZH' gy,
22
I3® 1n_9y,

0277,0 x3

+ (N =2no) " g4, < > p (I3 ® Ln_on, |03X2n0) gir

+ n(;lg/HH/Z (I4 ® 1no) 3¢ (I4 ® 1710)/ H29H7

P, esta definido em (2.5), 02020 e oLl em (3.30) e Hy, em (3.42). A expressdo final estd dada em
(3.44).
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Tabela E.1: EQM (>< 10_2) e contribuicao relativa do vicio ao EQM (entre parénteses) das estimativas, con-
siderando varidncias iguais para os erros de medida endégenos. Dados com distribuicdo simétrica.

P5 P | i | no T 1y T 27,
0.000 | 10 | 18.06 (0.0%) | 18.98 (0.0%) | 35.55 (0.0%) | 19.18 (0.0%)
30| 5.76 (0.0%)| 5.89 (0.0%)| 9.74 (0.0%)| 5.90 (0.0%)
0.010 | 10 | 18.93 (0.0%) | 20.19 (0.0%) | 30.64 (0.0%) | 20.45 (0.0%)
0.1-0.3 30| 6.19 (0.0%)| 633 (0.0%)|10.67 (0.0%)| 6.34 (0.0%)
0.016 | 10 | 18.65 (0.0%) | 19.65 (0.1%) | 32.46 (0.0%) | 19.87 (0.1%)
30| 6.38 (0.0%)| 6.49 (0.0%)|10.62 (0.0%)| 6.50 (0.0%)
0.090 | 10 | 18.52 (0.0%) | 19.43 (0.0%) | 33.25 (0.0%) | 19.80 (0.0%)
0.1-0-3 30| 6.95 (0.0%)| 7.07 (0.0%)|11.73 (0.0%) | 7.10 (0.0%)
0.000 | 10 | 17.41 (0.0%) | 18.48 (0.0%) | 26.04 (0.0%) | 18.68 (0.0%)
30| 530 (0.0%)| 539 (0.0%)| 7.73 (0.0%)| 539 (0.0%)
0.010 | 10 | 16.82 (0.0%) | 17.75 (0.0%) | 25.33 (0.0%) | 17.92 (0.0%)
0.4-0.6 30| 5.07 (0.0%)| 5.19 (0.0%)| 7.99 (0.0%)| 5.19 (0.0%)
0.016 | 10 | 17.85 (0.0%) | 18.79 (0.0%) | 27.60 (0.0%) | 19.01 (0.0%)
30| 571 (0.0%)| 5.82 (0.0%)| 7.91 (0.0%)| 5.82 (0.0%)
0.090 | 10 | 19.81 (0.0%) | 20.76 (0.0%) | 29.94 (0.1%) | 21.08 (0.0%)
30| 5.66 (0.0%)| 5.74 (0.0%)| 9.00 (0.0%)| 5.75 (0.0%)
0.000 | 10 | 15.82 (0.0%) | 16.60 (0.0%) | 21.67 (0.0%) | 16.73 (0.0%)
30| 5.66 (0.0%)| 5.75 (0.0%)| 8.85 (0.0%)| 5.75 (0.0%)
0.010 | 10 | 16,50 (0.0%) | 17.54 (0.0%) | 24.26 (0.0%) | 17.68 (0.0%)
0.1-0.3 30| 5.54 (0.0%)| 5.63 (0.0%)| 8.73 (0.0%)| 5.64 (0.0%)
0.016 | 10 | 18.74 (0.0%) | 19.74 (0.0%) | 27.65 (0.1%) | 19.97 (0.0%)
30| 536 (0.0%)| 551 (0.0%)| 832 (0.0%)| 5.52 (0.0%)
0.090 | 10 | 19.25 (0.0%) | 20.18 (0.0%) | 28.69 (0.0%) | 20.47 (0.0%)
0.3-0.6 30| 620 (0.0%)| 625 (0.1%)|10.66 (0.0%)| 627 (0.1%)
0.000 | 10 | 14.88 (0.0%) | 1559 (0.0%) | 21.60 (0.0%) | 15.65 (0.0%)
30| 448 (0.0%)| 457 (0.0%)| 690 (0.0%)| 4.58 (0.0%)
0.010 | 10 | 14.02 (0.0%) | 14.70 (0.0%) | 18.68 (0.0%) | 14.74 (0.0%)
0.4-0.6 30| 4.61 (0.0%)| 472 (0.1%)| 6.48 (0.0%)| 4.72 (0.1%)
0.016 | 10 | 1557 (0.0%) | 16,57 (0.0%) | 21.45 (0.0%) | 16.61 (0.0%)
30| 4.56 (0.0%)| 4.65 (0.0%)| 6.71 (0.0%)| 4.66 (0.0%)
0.090 | 10 | 17.29 (0.0%) | 18.07 (0.0%) | 23.86 (0.0%) | 18.30 (0.0%)
30| 5.13 (0.0%)| 525 (0.0%)| 7.29 (0.0%)| 5.25 (0.0%)
0.000 | 10 [ 15.37 (0.0%) | 16.30 (0.0%) | 21.23 (0.0%) | 16.43 (0.0%)
30| 437 (0.0%)| 447 (0.0%)| 6.04 (0.0%)| 4.47 (0.0%)
0.010 | 10 | 14.97 (0.0%) | 15.75 (0.0%) | 21.53 (0.0%) | 15.88 (0.0%)
0.1-0.3 30| 4.82 (0.0%)| 495 (0.0%)| 6.76 (0.0%)| 4.96 (0.0%)
0.016 | 10 | 15.58 (0.0%) | 16.36 (0.0%) | 20.47 (0.0%) | 16.45 (0.0%)
30| 4.66 (0.0%)| 4.78 (0.0%)| 626 (0.0%)| 4.78 (0.0%)
0.090 | 10 | 16.62 (0.0%) | 17.68 (0.0%) | 22.45 (0.0%) | 17.90 (0.0%)
0.7-0.9 30| 4.83 (0.0%)| 4.94 (0.0%)| 7.40 (0.0%)| 4.95 (0.0%)
0.000 | 10 | 12.21 (0.0%) | 13.21 (0.0%) | 14.92 (0.0%) | 13.16 (0.0%)
30| 3.33 (0.0%)| 341 (0.0%)| 421 (0.0%)| 3.40 (0.0%)
0.010 | 10 | 11.38 (0.0%) | 12.01 (0.0%) | 1451 (0.0%) | 11.97 (0.0%)
0.4-0.6 30| 3.67 (0.0%)| 3.74 (0.1%)| 4.52 (0.0%)| 3.74 (0.1%)
0.016 | 10 | 11.46 (0.0%) | 12.47 (0.0%) | 13.62 (0.0%) | 12.39 (0.0%)
30| 3.98 (0.0%)| 4.10 (0.1%)| 4.72 (0.1%)| 4.09 (0.1%)
0.090 | 10 | 14.72 (0.0%) | 15.87 (0.0%) | 17.64 (0.0%) | 15.82 (0.0%)
30| 422 (0.0%)| 434 (0.1%)| 545 (0.1%)| 4.33 (0.1%)
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Tabela E.2: EQM e contribui¢ao relativa do vicio ao EQM (entre parénteses) das estimativas, considerando
variancias iguais para os erros de medida endégenos. Dados com distribui¢c@o assimétrica.

C
P21

T
P21

~2
01

o

T*

T;

T

27,

0.0-0.25

0.0-0.25

0.000

10
30

5.75
1.63

(0.0%)
(0.0%)

6.08 (0.0%)
1.66 (0.0%)

5.92
1.64

(0.0%)
(0.0%)

6.17 (0.0%)
1.66 (0.0%)

0.010

10
30

5.97
1.49

(0.0%)
(0.0%)

6.39 (0.0%)
1.50 (0.1%)

6.01
1.50

(0.0%)
(0.0%)

6.46 (0.0%)
1.51 (0.1%)

0.016

10
30

7.13
0.92

(0.0%)
(0.0%)

719 (0.1%)
0.94 (0.0%)

7.15
0.93

(0.0%)
(0.0%)

727 (0.1%)
0.94 (0.0%)

0.090

10
30

6.24
1.01

(0.0%)
(0.0%)

6.29 (0.2%)
1.02 (0.0%)

6.24
1.01

(0.0%)
(0.0%)

6.39 (0.2%)
1.02 (0.0%)

0.25-0.50

0.000

10
30

6.42
1.54

0.0%)
(0.0%)

6.66 (0.2%)
1.56 (0.0%)

6.42
1.55

0.0%)
(0.0%)

6.75 (0.2%)
156 (0.0%)

0.010

10
30

4.93
1.23

(0.0%)
(0.0%)

3.97 (0.6%)
1.26  (0.0%)

5.00
1.24

(0.0%)
(0.0%)

4.06 (0.7%)
1.26 (0.0%)

0.016

10
30

5.84
0.93

(0.0%)
(0.0%)

575 (0.1%)
0.94 (0.0%)

5.86
0.93

0.0%)
(0.0%)

581 (0.1%)
0.94 (0.0%)

0.090

10
30

2.56
2.18

0.0%)
(0.0%)

2.63 (0.1%)
2.19 (0.0%)

2.59
2.19

(0.0%)
(0.0%)

2.66 (0.1%)
220 (0.0%)

0.25-0.40

0.0-0.25

0.000

10
30

591
1.48

(0.0%)
(0.0%)

591 (0.0%)
145 (0.0%)

5.99
1.48

(0.0%)
(0.0%)

596 (0.0%)
145 (0.0%)

0.010

10
30

7.45
1.01

(0.0%)
(0.0%)

7.74 (0.1%)
1.03 (0.0%)

7.50
1.01

(0.0%)
(0.0%)

7.84 (0.1%)
1.03 (0.1%)

0.016

10
30

3.84
0.77

(0.0%)
(0.0%)

3.98 (0.0%)
0.79 (0.0%)

3.88
0.78

(0.0%)
(0.0%)

4.03 (0.0%)
0.79 (0.0%)

0.090

10
30

2.19
1.50

0.0%)
(0.1%)

227 (0.0%)
1.53 (0.2%)

2.19
1.52

(0.0%)
(0.1%)

231 (0.0%)
1.54 (0.2%)

0.25-0.50

0.000

10
30

6.50
0.60

(0.0%)
(0.0%)

6.51 (0.0%)
0.59 (0.0%)

6.66
0.60

(0.0%)
(0.0%)

6.54 (0.0%)
0.59 (0.0%)

0.010

10
30

4.04
1.16

(0.0%)
(0.0%)

415 (0.0%)
1.18 (0.0%)

4.06
1.17

(0.0%)
(0.0%)

417 (0.0%)
118 (0.0%)

0.016

10
30

2.93
2.37

0.0%)
(0.0%)

310 (0.0%)
238 (0.0%)

293
2.49

(0.0%)
(0.0%)

3.12 (0.0%)
2.38 (0.0%)

0.090

10
30

4.50
0.86

(0.0%)
(0.0%)

456 (0.0%)
0.87 (0.0%)

4.53
0.86

(0.0%)
(0.0%)

4.63 (0.1%)
0.87 (0.0%)

0.40-0.60

0.0-0.25

0.000

10
30

3.30
0.90

(0.0%)
(0.0%)

338 (0.2%)
0.92 (0.0%)

3.33
0.90

(0.0%)
(0.0%)

3.43 (0.3%)
0.92 (0.0%)

0.010

10
30

8.35
1.13

(0.0%)
(0.0%)

8.19 (0.5%)
112 (0.3%)

8.53
1.15

(0.0%)
(0.0%)

831 (0.5%)
112 (0.3%)

0.016

10
30

5.98
1.47

(0.1%)
(0.0%)

6.24 (0.7%)
149 (0.1%)

6.00
1.48

0.1%)
(0.0%)

641 (0.8%)
1.50 (0.1%)

0.090

10
30

7.78
1.30

(0.0%)
(0.0%)

7.98 (0.1%)
1.31 (0.0%)

7.89
1.30

(0.0%)
(0.0%)

8.11 (0.1%)
1.32 (0.1%)

0.25-0.50

0.000

10
30

391
0.85

(0.1%)
(0.0%)

3.87 (0.0%)
0.85 (0.1%)

4.03
0.90

0.1%)
(0.0%)

390 (0.1%)
0.85 (0.1%)

0.010

10
30

8.35
0.73

0.0%)
(0.0%)

755 (0.0%)
0.71 (0.0%)

8.90
0.77

0.0%)
(0.0%)

759 (0.0%)
0.71 (0.0%)

0.016

10
30

2.27
1.12

(0.0%)
(0.0%)

2.24 (0.3%)
1.11 (0.0%)

2.34
1.19

(0.0%)
(0.0%)

226 (0.3%)
1.11 (0.0%)

0.090

10
30

2.01
1.12

(0.0%)
(0.0%)

2.01 (0.4%)
1.09 (0.2%)

2.07
1.17

0.0%)
(0.0%)

2.02 (0.6%)
1.09 (0.3%)
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Tabela E.3: EQM (>< 10_2) considerando varidncias diferentes para os erros de medida endégenos. Dados
com distribui¢cao simétrica.

pgl Pgl o T Te* T 27,
0.10-0.30| 10| 19.36 | 20.44 | 32.24 | 20.69
0.10-0.30 30| 7.01 | 7.13 |12.56| 7.14

0.40-0.70 | 10 | 18.27 | 19.55 | 27.69 | 19.78
30| 5.51 | 5.63 | 8.21 | 5.62
0.10-0.30 | 10| 18.10 | 19.10 { 25.91 | 19.27
0.40-0.60 30| 6.39 | 648 | 9.63 | 6.49
0.40-0.70 | 10 | 14.96 | 15.92 | 20.91 | 16.01
30| 5.12 | 5.20 | 7.19 | 5.20
0.10-0.30 | 10| 15.41 | 16.54 | 21.59 | 16.63
0.70-0.90 30| 5.47 | 558 | 7.62 | 5.58
0.40-0.70 [ 10 | 12.78 | 13.46 | 15.71 | 13.47
30| 4.56 | 4.65 | 5.78 | 4.66
A contribui¢do relativa do vicio ao EQM em todas.
as celas € 0.0%.

Tabela E.4: EQM e contribui¢ao relativa do vicio ao EQM (entre parénteses) considerando variancias diferen-
tes para os erros de medida endégenos. Dados com distribui¢ao assimétrica.

P201 :051 o T Te* T 27,
0.0-0.25 |10 [4.04 (0.0%)|4.10 (0.1%) [4.05 (0.0%) |4.15 (0.1%)
0.10-0.25 30 1.73 (0.0%) | 1.74 (0.0%) |1.75 (0.0%) |1.74 (0.0%)

0.25-0.40 | 10 {5.29 (0.0%) [5.45 (0.1%) |5.30 (0.0%) |5.50 (0.2%)
3012.27 (0.0%) [2.29 (0.0%) |2.29 (0.0%) |2.29 (0.0%)
0.0-0.25 [10|3.17 (0.0%) |3.17 (0.1%) [3.17 (0.0%) |3.20 (0.1%)
0.25-0.40 3013.26 (0.0%) |3.31 (0.0%) |3.29 (0.0%) |3.31 (0.0%)
0.25-0.40 | 10| 5.67 (0.0%) |5.85 (0.1%) |5.70 (0.0%) |5.93 (0.1%)
3010.73 (0.0%)|0.73 (0.0%) | 0.73 (0.0%) [0.73 (0.0%)
0.0-0.25 {104.95 (0.0%) |4.84 (0.7%) |5.06 (0.0%) |4.93 (0.8%)
0.40-0.60 3012.46 (0.0%) 249 (0.0%) |2.48 (0.0%) |2.49 (0.0%)
0.25-0.40 | 10 | 3.48 (0.0%) [3.44 (0.1%) |3.71 (0.0%) |3.47 (0.1%)
30| 1.67 (0.0%)|1.65 (0.2%) |1.81 (0.0%) |1.65 (0.3%)
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Tabela E.5: EQM (>< 10_2) das estimativas considerando varidncias diferentes para os erros de medida ex6-
genos. Dados com distribui¢do simétrica.

/)201 pgl o T T. T 27,
0.10-30 |10|18.81|19.80|30.29|19.99
0.10-0.30 30| 5.79 | 5.90 |10.23| 5.91

0.40-0.60 | 10 | 17.90 | 18.85 | 28.05 | 19.08
30| 5.83 | 595 | 8.39 | 5.96
0.10-30 | 10|18.78 |19.89|27.58 | 20.14
0.40-0.60 30| 5.86 | 596 | 8.28 | 5.96
0.40-0.60 | 10 | 15.39 | 16.27 { 20.93 | 16.38
30| 431 | 439 | 6.54 | 4.39
0.10-30 | 10]15.54|16.46 |20.25 | 16.59
0.70-0.90 30| 4.72 | 4.80 | 6.15 | 4.80
0.40-0.60 | 10 | 12.28 | 13.11 | 15.44 | 13.07
30| 3.33 | 341 | 415 | 341
A contribui¢do relativa do vicio ao EQM em todas.
as celas € 0.0%.

Tabela E.6: EQM e contribui¢do relativa do vicio ao EQM (entre parénteses) das estimativas considerando
variancias diferentes para os erros de medida exégenos. Dados com distribui¢do assimétrica.

G | A | T L. T 2.

0.0-0.25 | 10| 4.67 (0.0%)| 5.09 (0.0%)| 4.71 (0.0%)| 5.18 (0.0%)
0.10-0.25 30 2.22 (0.0%)| 2.21 (0.2%)| 2.22 (0.0%)| 2.21 (0.2%)
0.25-0.40|10{10.84 (0.0%) |11.49 (0.1%)|10.87 (0.0%) |11.70 (0.1%)
30| 198 (0.0%)| 2.00 (0.0%)| 198 (0.0%)| 2.00 (0.0%)
0.0-0.25 | 10| 3.97 (0.0%)| 3.98 (0.0%)| 3.98 (0.0%)| 4.04 (0.1%)
0.25-0.40 30| 290 (0.0%)| 294 (0.2%)| 293 (0.0%)| 2.94 (0.2%)
0.25-0.40 | 10| 3.54 (0.0%)| 3.56 (0.0%)| 3.59 (0.0%)| 3.60 (0.0%)
30| 0.83 (0.0%)| 0.84 (0.0%)| 0.84 (0.0%)| 0.84 (0.0%)
0.0-0.25 | 10| 2.89 (0.0%)| 3.02 (0.3%)| 2.91 (0.0%)| 3.05 (0.3%)
0.40-0.60 30 1.95 (0.0%)| 1.96 (0.0%)| 2.02 (0.0%)| 1.96 (0.0%)
0.25-040|10| 298 (0.0%)| 2.99 (0.0%)| 3.07 (0.0%)| 3.00 (0.1%)
30| 0.71 (0.0%)| 0.71 (0.2%)| 0.73 (0.0%)| 0.72 (0.2%)
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Apéndice F

Dados dos exemplos

Tabela F.1: Pressao arterial média (mmHg) de c@es antes e depois de uma aplicagdo de M ¢SO .

Cao Grupo Antes Depois Cao  Grupo Antes Depois
1  Indometacina 148 132 13 Nifedipina 82 68
2 Indometacina 100 76 14 Nifedipina 90 72
3 Indometacina 120 108 15 Nifedipina 102 84
4  Indometacina 116 96 16 Nifedipina 110 100
5  Indometacina 140 128 17 Nifedipina 86 58
6  Indometacina 92 88 18 Nifedipina 90 76
7  Indometacina 112 100 19 Nifedipina 90 78
8  Indometacina 120 108 20 Nifedipina 84 72
9  Indometacina 128 100 21 Nifedipina 98 80

10  Indometacina 124 100 22  Nifedipina 116 80
11 Indometacina 108 92 23 Nifedipina 90 80
12 Indometacina 100 80 24 Nifedipina 94 76
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Figura F.1: Boxplot da pressdo arterial média (mmHg) de caes, antes (pré-teste) e depois (pos-teste) de uma
aplicacdo de M ¢SOy, e efeito da aplicacio.
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Tabela F.2: Resisténcia homogénea do sistema respiratdrio (RHSR) de ratos.
Rato Gas Pré-Teste Pos-Teste Rato Gas Pré-Teste Pos-Teste

1 T 0.0828 0.0347 15 C 0.0477 0.0461
2 T 0.0274 0.0172 16 C 0.0313 0.0114
3 T 0.0115 0.0022 17 C 0.0437 0.0417
4 T 0.0112 0.0157 18 C 0.0358 0.0021
5 T 0.0065 0.0149 19 C 0.0477 0.0488
6 T 0.0025 0.0000 20 C 0.0579 0.0591
7 T 0.0357 0.0147 21 C 0.0664 0.0986
8 T 0.0232 0.0291 22 C 0.0871 0.0529
9 T 0.0356 0.0092 23 C 0.0517 0.0577
10 T 0.0458 0.0490 24 C 0.1102 0.1018
11 T 0.0836 0.0208 25 C 0.0776 0.0329
12 T 0.0638 0.0221 26 C 0.0970 0.0110
13 T 0.0909 0.0972 27 C 0.0157 0.0258
14 T 0.0281 0.0204 28 C 0.1203 0.1171

29 C 0.0279 0.0176

Ventilagdo com T": Ar Sintético/Hélio-Oxigénio
Ventilagdo com C": Ar Sintético/Ar Sintético
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Figura F.2: Boxplot da resisténcia homogénea do sistema respiratério (RHSR) de ratos antes (pré-teste),

depois (pds-teste) e efeito da ventilagdo com Ar Sintético, ou com Hélio e Oxigénio.
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Tabela F.3: Notas em Matemadtica na FUVEST e habilidades em Calculo (que assumimos conhecidas e iguais
as notas de Calculo I), de 104 estudantes do IME no ano 2004.
Est. FUVEST Calculo Est. FUVEST Calculo Est. FUVEST Calculo

1 10 5.5 36 18 5.1 71 26 32
2 16 8.1 37 21 5.5 72 17 6.0
3 21 8.8 38 26 6.9 73 18 6.9
4 17 6.5 39 20 4.3 74 21 6.5
5 22 6.8 40 25 7.8 75 21 5.2
6 17 7.7 41 20 5.9 76 22 54
7 25 9.0 42 33 9.1 77 25 5.6
8 19 24 43 21 6.9 78 17 6.8
9 18 7.5 44 17 5.0 79 24 4.6
10 21 5.0 45 17 6.5 80 20 6.5
11 31 7.9 46 26 7.9 81 14 6.8
12 19 7.6 47 22 5.1 82 19 5.0
13 20 8.5 48 24 6.6 83 22 7.7
14 21 7.2 49 29 5.1 84 18 7.9
15 13 9.7 50 24 54 85 13 53
16 27 7.6 51 24 5.1 86 13 8.8
17 24 8.0 52 19 6.3 87 25 8.8
18 34 9.8 53 22 5.8 88 16 5.0
19 27 8.8 54 19 5.2 89 21 7.6
20 21 5.7 55 22 6.3 90 17 59
21 21 5.7 56 21 7.8 91 14 6.4
22 14 6.0 57 16 6.4 92 14 6.7
23 22 5.1 58 25 7.7 93 13 5.7
24 27 54 59 22 5.6 94 13 6.4
25 14 3.6 60 29 7.7 95 22 7.7
26 15 7.7 61 30 5.1 96 14 8.1
27 21 5.6 62 24 55 97 18 6.1
28 20 5.1 63 24 7.2 98 16 6.1
29 17 5.5 64 22 6.1 99 22 7.2
30 35 6.9 65 19 5.6 100 21 8.4
31 23 6.2 66 13 5.8 101 18 54
32 15 6.7 67 34 7.2 102 21 6.6
33 19 4.2 68 24 9.3 103 23 9.2
34 27 6.7 69 28 8.3 104 20 6.4

35 25 5.6 70 25 59




Apéndice G

Interpretacao da medida de associacao entre

a variavel auxiliar e os valores latentes

A interpretacdo de B definida em (1.1) depende do enfoque sob o qual é assumido. Para inter-

pretar B, consideremos o modelo linear ndo estocdstico
ys= A+ Br,+es, s=1,...,N, (G.1)

emque A = pu,—Bp,, es = ys—p,— B (xs — p,) e i, p1, € B estdo definidos em (1.1). De um lado,

sob o enfoque descritivo (freqiientista ou baseado no planejamento), Kish & Frankel (1974) definem
N

os pardmetros A e B como os valores do vetor (A B) que minimizam a funcio > (y, — a — bx,)>.
Outros autores como Sédrndal, Swensson & Wretman (1992, p. 191) mencionz‘:;l1 que “By way of
interpretation, (A B)' is the coefficient vector of the best fitting plane of the type y = A + Bz”,
e também que “B measures the number of units of y per unit of x in the finite population”. Além
disso, assinalam que “An analyst interested in a regression slope, B, implicitly considers that a linear

regression model is consistent with the finite population scatter”.

Por outro lado, sob o enfoque de super-populacio (baseado em modelos), no qual assume-se que
a populacgao finita € uma amostra aleatdria ou realiza¢do de uma ‘super-populacio’ infinita, e que as
observacdes das varidveis dependente e independente seguem o modelo linear cléssico (ver, Pfeffer-
mann & Holmes (1985) e Little (2004), por exemplo), considera-se que ¥ € aleatdrio e que pode
ser representado pela soma de duas quantidades, uma das quais € um componente deterministico

a + [x, e aoutra é um componente aleatorio e, i.e.,

yi =a+frs+e, s=1,...,N, (G.2)
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em que « e (3 sdo coeficientes conhecidos do modelo da regressao linear. Adicionamos o super-indice
* a y, para distinguir o seu cardter aleatdrio, induzido por €, daquele de y, definido em (G.1) que é
uma quantidade fixa. No modelo (G.2), assume-se que o vetor € = (€1,...,€g,..., EN)/ ¢ tal que
E (e) = 0 e que sua matriz de covaridncias, V', é definida positiva; portanto Eg (y5/xs) = a+ [z,
s =1,..., N, em que a esperanca, [Eg(.), é avaliada com respeito ao modelo de super-populagio
parametrizado por ¥ = («, 3, V'). Em particular, no caso de erros homoceddsticos, tem-se V' =
o’ Iy, 0% > 0,emque Iy denotaa matriz identidade da ordem N. Consegiientemente, Neter,
Kutner, Nachtsheim & Wasserman (1996, p. 12) interpretam o pardmetro 5 como “the change in
the mean of the probability distribution of y* per unit increase in 2 € Sen & Srivastava (1990, p. 6)

assinalam que “for every unit increase in x, y* increases by 3.

Sob o enfoque de populagdes finitas, as interpretagdes apresentadas acima podem ser ndo ade-
quadas porquanto a média de y € uma constante que ndo depende de x. Alternativamente, podemos

escrever

N

em que w, = (2, — 1)/ 3 (s — )" © by = (s —p,) /(v — 1) quando x, # pi,. Logo
pode-se considerar B deﬁrfizdla em (1.1) como uma média ponderada das N inclinagdes, b,, dos
segmentos de reta determinados pelos pontos (z,ys) € (uz, ,uy). Essas inclinagdes podem ser
interpretadas como as medidas de variacdo de y por unidade de variagdo de z. Deste modo, B pode
ser interpretado como uma medida de associa¢do baseada numa média ponderada das variagdes, em

que os pesos w, dependem do afastamento entre zs € (.
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