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Resumo

Zheng Zhangzhe. Ométodo de ponderação bayesiana demodelos para seleção de
modelos. Dissertação (Mestrado). Instituto de Matemática e Estatística, Universidade

de São Paulo, São Paulo, 2023.

Nas pesquisas em geral, as pessoas comumente propõem um único modelo na seleção de variáveis

explicativas e assumem que é o modelo final, mas isso ignora tanto a incerteza do modelo quanto em esti-

mativas de coeficientes. Todos os modelos estatísticos tradicionais têm esse tipo de problema de "incerteza".

O Bayesian Model Averaging (BMA) é um método que tem uma longa história de desenvolvimento teórico e

aplicação que visa explicar diretamente a incerteza de seleção do modelo. O BMA não seleciona diretamente

um único modelo final dentre os disponíveis, mas calcula uma média ponderada dos modelos possíveis ba-

seada nas probabilidades a posteriori de tais modelos. O objetivo deste estudo é revisar o BMA e algumas de

suas propriedades e aplicá-lo em alguns exemplos reais. Os resultados mostram que o BMA tem um efeito

melhor do que o modelo tradicional de seleção de variáveis e melhores resultados de previsão.

Palavras-chave: "Bayesian model averaging". "incerteza do modelo". "fator de Bayes". "validação cruzada".

"predição".





Abstract

Zheng Zhangzhe. The bayesian model averaging method for model selection.

Thesis (Master’s). Institute of Mathematics and Statistics, University of São Paulo, São

Paulo, 2023.

In general research, people commonly propose a single model in selecting explanatory variables and

assume it is the final model, but this ignores both model uncertainty and coefficient estimates. All traditional

statistical models have this kind of "uncertainty" problem. Bayesian model averaging (BMA) is a method

that has a long history of theoretical development and application that aims to directly deals with model

selection uncertainty. BMA does not directly select a single final model from those available, but calculates

a weighted average of the possible models based on the posteriori probabilities of that models. The aim of

this study is to review the BMA and some of its properties and apply it to some real examples. The results

show that the BMA has a better performance than the traditional variable selection methods and better

forecasting results.

Keywords: "Bayesian model averaging". "model uncertainty". "Bayes factor". "cross validation". "predic-

tion".
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução

O "trade-off" entre viés e variância é um dos problemas relevantes na literatura de
modelos estatísticos das últimas décadas. Ou seja, se um modelo for pouco especificado
- i.e., se variáveis importantes não estiverem consideradas - então haverá um viés nas
estimativas dos parâmetros. Por outro lado, se houver uma superespecificação - i.e., se
variáveis irrelevantes forem consideradas - então suas predições podem ser prejudica-
das (Kaplan, 2021) . Para solucionar este tipo de problema na seleção de modelos, existem
os procedimentos baseados em regularização, que fornecem um melhor equilíbrio neste
trade-off, como a regressão ridge (Hoerl e Kennard, 1970), Lasso (Tibshirani, 1996)
e elastic net (Zou e Hastie, 2005). Mas esses métodos levam a um único modelo final
que muitas vezes é o modelo preconcebido. Em geral, o problema de incerteza acerca do
modelo é desconsiderado, o que pode levar a uma decisão errada na conclusão e a um
grande risco. Alguns autores como Hoeting et al. (1999), Leamer (1978) e D. Draper
et al. (1987) sugerem que é arriscado se contentar com um único modelo, em vez disso, a
combinação dos modelos pode levar a um resultado mais confiável.

A estrutura bayesiana admite incerteza sobre os parâmetros e, desse modo, permite
abordar o problema de seleção de modelos incorporando incerteza sobre tais quantidades.
Um desses métodos, chamado Bayesian Model Averaging (BMA), será estudado nesse
trabalho (Kaplan, 2021).

A proposta do BMA é usar pesos para realizar uma média ponderada de possíveis
modelos. Os pesos são as probabilidades a posteriori dos modelos disponíveis. Teoricamente,
ele não apenas utiliza todos os modelos possíveis, mas também usa a probabilidade a
posteriori do modelo como critério para avaliar a qualidade do modelo, de modo que o
problema da incerteza do modelo seja resolvido e o efeito de previsão seja mais preciso do
que outros métodos de combinação de modelos.

O objetivo deste estudo é revisar o BMA, descrever suas propriedades, aplicá-lo em
alguns exemplos reais e fazer a comparação com o método tradicional de seleção de
variáveis e predição.
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1.2 Organização do trabalho
No capítulo 2 desse trabalho é apresentado a estrutura do BMA e a vantagem de seu uso

em problemas de seleção. A seguir, são apresentadas as teorias de avaliação de resultado, e
também a relação do fator de Bayes com o método que diminui o custo computacional.
Já no capítulo 3, é apresenta a escolha da distribuição a priori dos parâmetros e modelos
no BMA e o método para determinar a probabilidade a posteriori do modelo. No capítulo
4, são apresentados os resultados usando o BMA tanto nos dados simulados quanto nos
dados reais. No capítulo 5, são apresentados as conclusões e perspectivas para trabalhos
futuros. Os detalhes das de cálculos são apresentados no Apêndice A.
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Capítulo 2

O método BMA

A combinação de modelos na literatura estatística foi mencionada pela primeira vez
por Barnard (1963). Roberts (1965) propôs uma média ponderada das distribuições a
posteriori de dois modelos, semelhante ao BMA. Leamer (1978) estendeu essa ideia e
propôs o conceitos básicos do BMA. Ele também destaca que o Bayesian Model Averaging
explica a ideia básica da incerteza envolvida na escolha de um modelo. Kass e A. E.
Raftery (1995) revisou o BMA e o custo de ignorar a incerteza do modelo.

O BMA é uma aplicação da inferência bayesiana na seleção de modelos, combinação
de estimativas e problemas de previsão. Ela é uma extensão do método geral de inferência
bayesiana, pois permite modelar a distribuição a priori do modelo, e também utilizar
o teorema de Bayes para obter a probabilidade a posteriori do modelo e a distribuição
a posteriori dos parâmetros. O método é baseado no cálculo da ponderação do modelo
utilizando as probabilidades a posteriori dos modelos disponíveis e a distribuição priori de
cada modelo.

Neste capítulo, apresentamos as incertezas do modelo e o motivo do uso do BMA. Em
seguida são apresentadas a formalização do BMA e as teorias de avaliação de resultado,
e também a relação do fator de Bayes com o método que diminui o custo computacio-
nal.

2.1 Incerteza de modelo estatístico e parâmetros
Os modelos lineares são comumente usados em pesquisas. A discussão sobre a incer-

teza dos modelos estatísticos nesta parte é baseada principalmente em modelos lineares.
Especificamente, um modelo linear pode ser expresso da forma:

𝑦 = 𝑓 (𝑥) + 𝜖

,

em que 𝑦 é o vetor de variável resposta, 𝑥 é a matriz de variáveis explicativas inde-
pendentes, 𝑓 (𝑥) é uma função que mede a relação entre 𝑥 e 𝑦 , e 𝜖 representa um vetor de
erros aleatórios. Nesta expressão, estamos focados mais em 𝑓 (𝑥). Por exemplo, no modelo
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linear geral, 𝑓 (𝑥) assume a forma de uma combinação linear mais simples da variáveis
explicativas, ou seja, 𝑓 (𝑥) corresponde ao produto de 𝑥 e o seu vetor de coeficientes 𝛽 . Em
outros modelos lineares generalizados, 𝑓 (𝑥) pode ser algum tipo de transformação (por
exemplo, transformação logística). A incerteza do parâmetro do modelo acima depende de 𝜖.
Determinamos a distribuição condicional da variável 𝑦 via assumindo uma distribuição para
𝜖, a partir da qual podemos estabelecer o intervalo de variação do coeficiente estimado, ou
seja, o intervalo de confiança. A incerteza do modelo vem de 𝑓 (⋅). Por exemplo, se utilizamos
os termos quadráticos, cúbicos e outros termos de variáveis no modelo linear, a relação
entre 𝑦 e 𝑥 pode ser apresentada em várias formas de modelo como linear, parabólico e
dentre outros.

No modelo acima, a incerteza do parâmetro é geralmente expressa pelo erro padrão,
pois não podemos obter os coeficientes exatos de parâmetros, só estimativas. No entanto, a
forma de como utilizar os erros padrão depende do objetivo do estudo. Para a maioria dos
estudos, os erros padrão servem principalmente para construção de intervalos de confiança
e testes de hipóteses. Por exemplo, ao observar se o valor zero está dentro do intervalo
de confiança, o pesquisador pode observar a significância estatística do coeficiente de
regressão ao nível 𝛼 definido. É certo que se o pesquisador prestar atenção apenas ao efeito
do tratamento de uma determinada variável (ou seja, se é significativamente diferente de
zero), essa operação é apropriada. No entanto, se o objetivo do pesquisador não é testar a
hipótese, mas usar um modelo estatístico para estimar o valor de coeficiente da variável,
o erro padrão pode dizer ao pesquisador não se ela é estatisticamente significativa, mas
os fatores previstos com base neste modelo, a faixa de variação que o valor da variável
pode refletir. Por exemplo, suponha que estimamos um modelo de regressão linear simples
𝐸(𝑦) = 𝛽𝑥 , onde a estimativa pontual do coeficiente de regressão 𝛽 é 0,6 e o intervalo de
confiança de 95% é 0,4-0,7. Neste caso, se usarmos 𝑥 para prever 𝑦, em geral, podemos
pensar que o valor esperado de 𝑦 está entre 0,4𝑥 e 0,7𝑥 . Em outras palavras, quando usamos
modelos estatísticos para fazer previsões, o valor previsto de 𝑦 varia à incerteza do próprio
parâmetro 𝛽 .

Diferente da incerteza do parâmetro, a incerteza do modelo enfatiza mais nas formas do
próprio modelo. A diversidade de formas de modelo é comum em diferentes pesquisas, pois
muitos pesquisadores tendem a ajustar vários modelos estatísticos no processo de análise
de dados. Por exemplo, ao analisar os retornos econômicos da educação, um pesquisador
pode tentar inserir diferentes variáveis explicativas, resultando em diferentes modelos
estatísticos (por exemplo, um modelo incorpora a variável residência, enquanto o outro
não). Essa prática é muito comum nos estudos quando os resultados da análise estatística
são reportados. O leitor pode ver apenas um dos muitos modelos alternativos, ou seja, um
único modelo ótimo é selecionado pelo pesquisador de propósito segundo algum critério
específico. Assim, outros modelos alternativos são ignorados. Essa incerteza do modelo
pode levar ao que o economista Leamer (1983) chama de "o problema do horizonte".
Leamer acredita que os pesquisadores de ciências sociais devem garantir um horizonte
extremamente amplo para reconhecer e demonstrar a complexidade e incerteza no processo
de ajuste de modelos estatísticos. Caso contrário, a pesquisa consiste inevitavelmente num
modelo mais desejado baseado em dados. Como resultado, as suas conclusões de pesquisa
podem perder a credibilidade. Por exemplo, Young (2009) reanalisou o estudo de religião
e relações econômicas de Barro e McCleary (2003) com as variáveis ’Church attendance’
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e ’belief in hell’ e descobriu que seu processo de ajuste de modelo teve apenas uma
pequena mudança, mas sua conclusão não se sustentou mais, isto é, a variável ’Church
attendance’ não tem impacto negativo e a variável ’belief in hell’ não tem impacto positivo
para o crescimento econômico. Além disso, os resultados são inconsistentes ao longo do
tempo, e a relação entre religiosidade e crescimento econômico não é válida no ocidente.
Outro exemplo semelhante na área da economia: Magnus e Morgan (1999) convidaram
diferentes pesquisadores a usar modelos estatísticos para estimar a demanda do cliente por
um produto ao mesmo tempo. Os pequisadores chegaram a conclusões diferentes devido
as diferenças nos modelos. Todos esses estudos mostram que de fato existe uma incerteza
do modelo na pesquisa em ciências.

Como esse problema é comum, como mostrar claramente os múltiplos modelos alter-
nativos aos pesquisadores e como escolher os modelos alternativos tornou-se uma das
tarefas importantes das pesquisas em ciências. O método mais utilizado é o BMA (Kaplan,
2021). Esse método nasceu na área estatística (Leamer, 1978), e foi adotado pela economia
(Wright, 2008; Horvath, 2011; Arin e Braunfels, 2018), ciência política (Montgomery
e Nyhan, 2010) e medicina (Viallefont et al., 2001; Genell et al., 2010), dentre outras
áreas.

Nos próximas seções e capítulos, vamos apresentar o método BMA e as vantagens do
BMA.

2.2 Teoria
Suponha que M={𝑀1...𝑀𝑄} é o conjunto de Q modelos alternativos, D é o conjunto de

dados e 𝜃𝑗 é o vetor de parâmetros associado o modelo 𝑀𝑗 . Sejam L(D|𝜃𝑗 , 𝑀𝑗) a função de
verossimilhança para o parâmetro 𝜃𝑗 gerada pelo conjunto de dados D, e P(𝜃𝑗 |𝑀𝑗) a priori
do parâmetro 𝜃𝑗 do modelo 𝑀𝑗 , j=1,...,Q.

Com o teorema de Bayes, obtemos a distribuição de probabilidade a posteriori do
parâmetro 𝜃𝑗 no modelo 𝑀𝑗 , j=1,...,Q:

𝑃 (𝜃𝑗 |𝐷,𝑀𝑗) =
𝐿(𝐷|𝜃𝑗 , 𝑀𝑗)𝑃 (𝜃𝑗 |𝑀𝑗)

∫ 𝐿(𝐷|𝜃𝑗 , 𝑀𝑗)𝑃 (𝜃𝑗 |𝑀𝑗)𝑑𝜃𝑗

A função de verossimilhança marginal P(D|𝑀𝑗) sob o modelo 𝑀𝑗 é calculado por:

𝑃 (𝐷|𝑀𝑗) = ∫ 𝑃 (𝐷, 𝜃𝑗 |𝑀𝑗)𝑑𝜃𝑗 = ∫ 𝐿(𝐷|𝜃𝑗 , 𝑀𝑗)𝑃 (𝜃𝑗 |𝑀𝑗)𝑑𝜃𝑗

Agora, consideramos que cada modelo tem a probabilidade a priori P(𝑀𝑗), j = 1,2,...,Q,
com P(𝑀𝑗) ≥ 0 e ∑𝑄

𝑗=1 𝑃 (𝑀𝑗) = 1, usando o teorema de Bayes, segue que:

𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷) =
𝑃 (𝐷|𝑀𝑗)𝑃 (𝑀𝑗)

𝑃 (𝐷)

Assim, temos:



6

2 | O MÉTODO BMA

𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷) =
𝑃 (𝐷|𝑀𝑗)𝑃 (𝑀𝑗)

∑𝑄
𝑢=1 𝑃 (𝐷|𝑀𝑢)𝑃 (𝑀𝑢)

Se y é a variável resposta de interesse de n indivíduos que queremos tratar, isto é, 𝑦 =
(𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑛), temo que a esperança e a variância de y que podem ser escrita como (Hoeting
et al., 1999):

𝐸(𝑦 |𝐷) =
𝑄

∑
𝑗=1

𝐸(𝑦 |𝐷,𝑀𝑗)𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷) =
𝑄

∑
𝑗=1

�̂�𝑗𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷),

onde �̂�𝑗 = 𝐸(𝑦 |𝐷,𝑀𝑗), e

𝑉𝑎𝑟(𝑦 |𝐷) = 𝐸(𝑦2|𝐷) − 𝐸(𝑦 |𝐷)2

=
𝑄

∑
𝑗=1

𝐸(𝑦2|𝐷,𝑀𝑗)𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷) − 𝐸(𝑦 |𝐷)2

=
𝑄

∑
𝑗=1

(𝑉𝑎𝑟(𝑦 |𝐷,𝑀𝑗) + 𝐸(𝑦 |𝐷,𝑀𝑗)2)𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷) − 𝐸(𝑦 |𝐷)2

Desta forma, podemos estimar o n+1 ésima variável resposta 𝑦𝑛+1 da seguinte
forma:

�̂�𝑛+1 =
𝑄

∑
𝑗=1

𝐸(𝑦𝑛+1|𝐷,𝑀𝑗)𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷)

em que 𝐸(𝑦𝑛+1|𝐷,𝑀𝑗) é a estimativa do 𝑦𝑛+1 sob o 𝑀𝑗 , e 𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷) é a probabilidade a posteriori
do modelo 𝑀𝑗 dado o conjunto de dados D. Note que 𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷) pode ser vista como o peso
da estimativa de 𝑦𝑛+1 a posteriori sob o modelo 𝑀𝑗 na expressão de �̂� .

No caso de regressão linear, seja o conjunto 𝐴𝑖 ⊆ 𝑀 em que 𝐴𝑖 = {𝑀𝑗 ∶ 𝑗 = 1, ..., 𝑄; 𝛽𝑖 ≠
0}, e o 𝛽𝑖 é o i-ésimo coeficiente.

A probabilidade a posteriori de parâmetro 𝛽𝑖 é a soma das probabilidade a posteriori
dos modelos que incluem a variável associada a 𝛽𝑖 , ou seja:

𝑃 (𝛽𝑖 ≠ 0|𝐷) = ∑
𝐴𝑖

𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷)

em que 𝐴𝑖 é o conjunto de modelos nos quais 𝛽𝑖 ≠ 0.

Por outro lado, a distribuição a posteriori do parâmetro 𝛽𝑖 dado que 𝛽𝑖 ≠ 0 é dada
por

𝑃 (𝛽𝑖 |𝐷, 𝛽𝑖 ≠ 0) =
∑
𝐴𝑖

𝑃 (𝛽𝑖 |𝐷,𝑀𝑗)𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷)

𝑃 (𝛽𝑖 ≠ 0|𝐷)
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Podemos reescrever a formula acima em

𝑃 (𝛽𝑖 |𝐷, 𝛽𝑖 ≠ 0) = ∑
𝐴𝑖

𝑃 (𝛽𝑖 |𝐷,𝑀𝑗)𝑃
′
(𝑀𝑗 |𝐷),

em que 𝑃 ′(𝑀𝑗 |𝐷) é a probabilidade a posteriori do j ésimo modelo condicional ao evento
𝛽𝑖 ≠ 0. Note que

𝑃
′
(𝑀𝑗 |𝐷) =

𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷)
𝑃 (𝛽𝑖 ≠ 0|𝐷)

Então, a esperança e a variância de 𝛽𝑖:

𝐸(𝛽𝑖 |𝐷, 𝛽𝑖 ≠ 0) = ∑
𝐴𝑖

𝐸(𝛽𝑖(𝑗))𝑃
′
(𝑀𝑗 |𝐷) ≈ ∑

𝐴𝑖

𝛽𝑖 (𝑗)𝑃
′
(𝑀𝑗 |𝐷)

𝑉𝑎𝑟(𝛽𝑖 |𝐷, 𝛽𝑖 ≠ 0) = ∑
𝐴𝑖

[𝑉𝑎𝑟(𝛽𝑖(𝑗)) + 𝐸(𝛽𝑖(𝑗))2]𝑃
′
(𝑀𝑗 |𝐷) − 𝐸(𝛽𝑖 |𝐷, 𝛽𝑖 ≠ 0)2

≈ ∑
𝐴𝑖

[𝜎 2
𝛽𝑖(𝑗) + 𝛽𝑖

2
(𝑗)]𝑃

′
(𝑀𝑗 |𝐷) − 𝐸(𝛽𝑖 |𝐷, 𝛽𝑖 ≠ 0)2

em que 𝛽𝑖 (𝑗) e 𝜎 2
𝛽𝑖(𝑗) são os estimadores de máxima verossimilhança e a variância de 𝛽𝑖 em

𝑀𝑗 (A. E. Raftery, 1995).

A seguir, exemplificamos o uso das expressões acima considerando que a probabilidade
a priori do modelo uniforme, isto é, 𝑃 (𝑀𝑗) = 1

𝑄 para j = 1,2,...,Q.

Exemplo: Suponha que temos um conjunto de dados D de n indivíduos com 2 variáveis
explicativa {𝑥1, 𝑥2} e uma variável resposta 𝑦, onde 𝑥𝑖 = (𝑥1,𝑖 , 𝑥2,𝑖 , ..., 𝑥𝑛,𝑖) para i=1,2 e
𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ...𝑦𝑛). Assim, temos 22 = 4 modelos candidatos, que são:

𝑀1 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝜖
𝑀2 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝜖
𝑀3 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽2𝑥2 + 𝜖
𝑀4 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝜖

Suponhamos que

𝑃 (𝐷|𝑀1) = 0, 1

𝑃 (𝐷|𝑀2) = 0, 2

𝑃 (𝐷|𝑀3) = 0, 3

𝑃 (𝐷|𝑀4) = 0, 4
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e que

𝑃 (𝑀1) = 𝑃 (𝑀2) = 𝑃 (𝑀3) = 𝑃 (𝑀4) =
1
4

Assim, temos que

𝑃 (𝑀1|𝐷) = 0, 1

𝑃 (𝑀2|𝐷) = 0, 2

𝑃 (𝑀3|𝐷) = 0, 3

𝑃 (𝑀4|𝐷) = 0, 4

Assim, para uma nova observação 𝑦𝑛+1 com covariáveis {𝑥1 = 𝑥𝑛+1,1, 𝑥2 = 𝑥𝑛+1,2}, temos
a predição de 𝑦𝑛+1 da nova observação:

�̂�𝑛+1 =
4

∑
𝑗=1

�̂�𝑀𝑗𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷)

= 𝛽0𝑀1 ∗ 0, 1+(𝛽0𝑀2+𝛽1𝑀2𝑥𝑛+1,1) ∗ 0, 2+(𝛽0𝑀3+𝛽2𝑀3𝑥𝑛+1,2) ∗ 0, 3+(𝛽0𝑀4+𝛽1𝑀4𝑥𝑛+1,1+𝛽2𝑀4𝑥𝑛+1,2) ∗ 0, 4

em que 𝛽𝑖𝑀𝑗 representa os estimadores de máxima verossimilhança de 𝛽𝑖 em j-ésimo modelo
para i = 0,1,2 e j = 1,...,4.

2.3 Otimalidades
Na prática, podem existir infinitas soluções para tratar um problema de modelagem.

Por isso, precisamos de uma forma de avaliar a otimalidade do BMA.

Comparando com um modelo único, uma medida de avaliação do desempenho de
modelos é o log predictive score do scoring rule (A. Raftery e Zheng, 2003). Consideremos
que uma função S: △𝑌 ∙𝑌 → 𝑅 (∙ representa um produto cartesiano), em que 𝑌 é uma
variável aleatória e △𝑌 é o conjunto de distribuições de probabilidade para 𝑌 , para uma
distribuição 𝑝 ∈ △𝑌 , temos o log predictive score dado por 𝑆(𝑝, 𝑦) = 𝑙𝑜𝑔𝑝(𝑦).

Segundo as propriedades da divergência de informação Kullback-Leibler, temos o
critério de scoring logarítmica (Good, 1952) (a prova da formula será apresentado em
Apêndice A):

𝐸[𝑙𝑜𝑔(∑
𝑄

𝑃 (𝑦 |𝑀𝑗 , 𝐷)𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷))] ≥ 𝐸[𝑙𝑜𝑔(𝑃 (𝑦 |𝑀𝑖 , 𝐷))],

para i = 1,...,Q e ∑
𝑄
𝑃 (𝑦 |𝑀𝑗 , 𝐷)𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷) é a distribuição preditiva sob o BMA.

Assim, temos a conclusão que o log predictive score do BMA é melhor que de qualquer
modelo único 𝑀𝑖 (A. E. Raftery et al., 1997; A. Raftery e Zheng, 2003).
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Outro critério segundo o que o BMA é ótimo é usando a métrica baseada nas diferenças
entre predição e valor real da variável resposta. Como o objetivo geral de modelagem no
problema de predição é minimizar os erros, uma função comum para a avaliação é a função
de perda quadrática negativa. Suponha que 𝑢 é uma função que associa às quantidades 𝑎 e
𝑏 o valor:

𝑢(𝑎, 𝑏) = −(𝑎 − 𝑏)2

Em inferência Bayesiana, se a variável resposta 𝑦 tem uma distribuição de probabilidade
a posteriori 𝑃 (⋅|𝐷) e se 𝑤 é uma possível predição de 𝑦 , então a melhor solução e a predição
dela 𝑤 , a melhor solução 𝑤∗ é o 𝑤 que maximiza a função:

𝑤∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑠𝑢𝑝
𝑤∈𝑊

∫
Ω
𝑢(𝑦, 𝑤)𝑝(𝑦 |𝐷)𝑑𝑤

Com a função de perda quadrática negativa, temos 𝑤∗ = 𝐸(𝑦 |𝐷) que é a esperança de 𝑦
dado um conjunto de dados D. Por outro lado,

𝐸(𝑦 |𝐷) =
𝑄

∑
𝑗=1

𝐸(𝑦 |𝑀𝑗 , 𝐷)𝑝(𝑀𝑗 |𝐷) =
𝑄

∑
𝑗=1

�̂�𝑗𝑝(𝑀𝑗 |𝐷)

onde �̂�𝑗 é a esperança de 𝑦 sob modelo 𝑀𝑗 , ou seja, a melhor solução 𝑤∗ pode ser escrita

como 𝑤∗ =
𝑄
∑
𝑗=1

�̂�𝑗𝑝(𝑀𝑗 |𝐷), que é a previsão de y sob o BMA. Isto é, o BMA oferece a mesma

resposta que uma decisão Bayesiana sob perda quadrática (Bernardo e A. F. M. Smith,
1994; Clyde e Iversen, 2013).

2.4 Fator de Bayes

O fator de Bayes é uma medida bayesiana para a seleção de modelo. Uma vantagem do
fator de Bayes é que os modelos não precisam ser aninhados. O Fator de Bayes oferece uma
medida de relevância entre os modelos diferentes (Kass e A. E. Raftery, 1995). Suponha
que temos 2 modelos canditados, 𝑀𝑖 e 𝑀𝑗 , a medida para apoiar o melhor dos modelos
entre si usando o fator de Bayes pode ser definido como a razão das probabilidades à
posteriori:

𝐵𝑖,𝑗 =
𝑝(𝑀𝑖 |𝐷)
𝑝(𝑀𝑗 |𝐷)

=
𝑝(𝐷|𝑀𝑖)
𝑝(𝐷|𝑀𝑗)

𝑝(𝑀𝑖)
𝑝(𝑀𝑗)

No caso em que as probabilidades à priori são uniformes, temos que o fator pode ser
resumido por:
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𝐵𝑖,𝑗 =
𝑝(𝐷|𝑀𝑖)
𝑝(𝐷|𝑀𝑗)

Com essa medida, é possível fazer a comparação entre os dois modelos i e j. Por
exemplo, quando 𝐵𝑖,𝑗 = 10, uma possível interpretação é a de que o modelo 𝑀𝑖 é dez vezes
mais relevante do que 𝑀𝑗 (Wasserman, 2000).

Considere novamente os Q possíveis modelos 𝑀𝑗 , j=1, ...Q, fixando o primeiro mo-
delo 𝑀1, é possível também obter a probabilidade a posteriori do modelo via seguinte
formula:

𝑝(𝑀𝑗 |𝐷) =
𝐵𝑗,1𝑝(𝑀𝑗)
𝑄
∑
𝑙=1

𝐵𝑙,1𝑝(𝑀𝑙)

Continuando o exemplo de 2.2, temos:

𝐵1,1 =
𝑝(𝐷|𝑀1)
𝑝(𝐷|𝑀1)

= 1

𝐵2,1 =
𝑝(𝐷|𝑀2)
𝑝(𝐷|𝑀1)

= 2

𝐵3,1 =
𝑝(𝐷|𝑀3)
𝑝(𝐷|𝑀1)

= 3

𝐵4,1 =
𝑝(𝐷|𝑀4)
𝑝(𝐷|𝑀1)

= 4

e então:
𝑃 (𝑀1|𝐷) =

1
10

= 0, 1

𝑃 (𝑀2|𝐷) =
2
10

= 0, 2

𝑃 (𝑀3|𝐷) =
3
10

= 0, 3

𝑃 (𝑀4|𝐷) =
4
10

= 0, 4

Ou seja, nesse exemplo, é possível obter a probabilidade a posteriori de cada modelo
usando o fator de Bayes.
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2.5 Consideração do custo computacional

Pensando o custo computacional, o BMA pode ter dois problemas na implantação
(Hoeting et al., 1999):

1. A complexidade de calcular a função integral de 𝑃 (𝐷|𝑀𝑗);

2. Número de modelos na prática;

Para resolver o problema 1, pode-se usar o método de Laplace, que tem sido efetivamente
usado para calcular fator de Bayes (Kass e A. E. Raftery, 1995). Em alguns casos, tal
procedimento é equivalente uma aproximadação via BIC (Tierney e Kadane, 1986; A. E.
Raftery, 1995).

Com relação o problema 2, o número de modelos candidatos pode ser bem grande
na prática. Por exemplo, se existem p variáveis, então temos 2𝑝 modelos. Uma solução
interessante que pode resolver o problema será critério de Occam’s window.

A ideia de Occams windows foi sugerido pelo Madigan e A. E. Raftery (1994). O
objetivo deles é reduzir a quantidade de modelos candidatos no BMA. Por exemplo, em
um estudo de A. E. Raftery (1995), o número de modelos candidatos foi reduzido de
32768 para 14 modelos de acordo com a Occams windows. A ideia dele pode ser escrita da
seguinte forma:

1. Os modelos com uma probabilidade a posterior muito menor (por exemplo, C vezes
menor, onde C é determinado pelo pesquisador) do que o modelo mais provável, eles são
eliminados. Seja

𝐴
′
= {𝑀𝑗 ∶

𝑚𝑎𝑥𝑙{𝑝(𝑀𝑙 |𝐷)}
𝑝(𝑀𝑗 |𝐷)

≤ 𝐶},

o conjunto de modelos não eliminados segundo o critério apresentado em 1.

2. Se o modelo reduzido (com menos variáveis explicativas) tiver uma probabilidade
a posterior maior, o modelo complexo (com mais variáveis explicativas mas contém as
variáveis explicativas do modelo reduzido) que include as variáveis do modelo reduzido é
eliminado. Seja

𝐵 = {𝑀𝑗 ∶ ∃𝑀𝑙 ∈ 𝐴
′
, 𝑀𝑙 ⊂ 𝑀𝑗 ,

𝑝(𝑀𝑙 |𝐷)
𝑝(𝑀𝑗 |𝐷)

> 1},

o conjunto de modelos não eliminados segundo o critério apresentado em 2.

Finalmente, obtemos o conjunto 𝐴 = 𝐴′⧵𝐵 de possíveis modelos. Ou seja, os modelos
considerados para BMA são aqueles que estão em 𝐴′

mas não em B. A formula do BMA
pode ser simplificado como:
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𝑝(𝑦 |𝐷, 𝐴) = ∑
𝑀𝑗∈𝐴

𝑝(𝑦 |𝑀𝑗 , 𝐷)𝑝(𝑀𝑗 |𝐷, 𝐴)

onde 𝑦 é a variável de interesse, e a 𝑝(𝑀𝑗 |𝐷, 𝐴) é a probabilidade a posteriori do j ésimo
modelo no conjunto A.

2.6 Avaliação via do método cross validation
Na modelagem de aprendizado de máquina, é prática comum dividir os dados em

conjuntos de treinamento e teste. O conjunto de teste é independente do treinamento e
não participa do treinamento, sendo usado para a avaliação do modelo final. No Capi-
tulo 4, vamos usar esse método para calcular a medida de desempenho em avaliação de
predição.

No processo de treinamento, o problema de overfitting geralmente ocorre, ou seja, o
modelo pode corresponder bem com os dados de treinamento, mas não pode prever bem
os dados fora do conjunto de treinamento. Se os dados de teste forem usados para ajustar
os parâmetros do modelo neste momento, é equivalente a conhecer algumas informações
dos dados de teste durante o treinamento, o que afetará a precisão do resultado final da
avaliação. A prática usual é dividir uma parte dos dados de treinamento como dados de
validação para avaliar o efeito de treinamento do modelo.

Os dados de validação são obtidos dos dados de treinamento, mas não participam
do treinamento, de modo que a validação do modelo com os dados fora do conjunto de
treinamento pode ser de forma mais relativamente objetiva.

A cross validation também conhecida como validation loop, foi mencionada em Stone
(1974) e Hastie et al. (2009), o método divide os dados originais em k grupos (k-Fold), usa
cada dado de um subconjunto como um conjunto de validação e os dados dos k-1 grupos
restantes de subconjunto como um conjunto de treinamento, para que os modelos k sejam
obtidos. Esses modelos k são avaliados no conjunto de validação respectivamente, e o erro
final MSE (Mean Squared Error) é a média do erro de cross validation.

No k-Fold, divida todo o conjunto de treinamento S em k subconjuntos disjuntos.
Assumindo que o número de observação de treinamento em S é m, então cada subconjunto
tem 𝑚

𝑘 observações de treinamento e o subconjunto correspondente é {𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑘}. Cada
vez treinamos com o tipo de modelo 𝑀𝑖 com k-1 subconjuntos {𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑗−1, 𝑆𝑗+1, ..., 𝑆𝑘} e
deixamos o subconjunto 𝑆𝑗 em teste, assim, obtemos uma função ℎ𝑖,𝑗 e para cada subconjunto
𝑆𝑗 , temos um erro 𝜖𝑆𝑗 (ℎ𝑖,𝑗), ou seja, o erro final para o tipo de modelo 𝑀𝑖 (Stone, 1974;
Hastie et al., 2009) seria:

𝜖𝑓 𝑖𝑛𝑎𝑙 =
1
𝑘

𝑘

∑
𝑗=1

𝜖𝑆𝑗 (ℎ𝑖,𝑗)

Baseado nisso, podemos escolher o melhor tipo de modelo 𝑀 ∗
𝑖 , e treinamos com o

conjunto de dados inteiro S. No final, obtemos a melhor função estimada ℎ∗𝑖 .
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Capítulo 3

Distribuição a priori para
parâmetros e modelos

Neste capitulo, serão apresentadas as opções de distribuição a priori para os parâmetros
do modelo e para o próprio modelo de regressão.

Existe duas partes da distribuição a priori para o método BMA. A especificação da priori
consiste em duas etapas: uma é a seleção de distribuição de priori de parâmetros em cada
modelo, e outra a é a seleção de distribuição de priori de cada modelo. Uma dificuldade de
implantação de BMA é que precisamos especificar todas as prioris de cada modelo.

3.1 Distribuição a priori de modelo
Sobre a parte de priori de modelos, hoje os mais comuns seriam a priori uniforme, a

priori binomial e a priori Beta-binomial, detalhadas a seguir.

1. Priori Uniforme

A escolha de distribuição a priori de modelo bayesiano sempre foi um desafio. A escolha
mais simples é a priori uniforme. Caso existam p variáveis explicativas, a priori uniforme
especifica probabilidade 2−𝑝 para cada um dos 2𝑝 modelos, ou seja, cada modelo tem a
mesma probabilidade de priori.

2. Priori Bernoulli (Hoeting et al., 1999)

A suposição de priori uniforme para todos os modelos é uma escolha “neutra” quando
há poucas informações de antemão. Há outra opção que generaliza a priori uniforme:
a priori Bernoulli. Essa opção foi usado na seleção de variáveis em regressão linear em
George e McCulloch (1993) e foi sugerido para BMA em modelos Cox.

𝑃 (𝑀𝑗) =
𝑝

∏
𝑖
𝜋 𝛾𝑗𝑖
𝑖 (1 − 𝜋𝑖)1−𝛾𝑗𝑖 , 𝜋𝑖 ∈ [0, 1], ∀𝑖 = 1, ..., 𝑝

em que 𝛾𝑗𝑖 é 1 se a variável j fica dentro o modelo 𝑀𝑗 , e caso contrário, 𝛾𝑗𝑖 é 0. Um caso
especial de distribuição a priori Bernoulli é quando 𝜋𝑖 = 0, 5 para i = 1,..,p, que produz a
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priori uniforme como em 1. Segundo Hoeting et al. (1999), é comum assumir 𝜋𝑖 < 0, 5
para todos j, assim gera uma penalidade na probabilidade a priori para os modelos que
têm muitas variáveis explicativas.

No exemplo do capítulo 2.2 para p = 2, nesse caso, temos Q = 22 = 4 modelos, e temos
as seguintes probabilidades a priori:

𝑃 (𝑀1) =
2

∏
𝑖
𝜋 𝛾1𝑖
𝑖 (1 − 𝜋𝑖)1−𝛾1𝑖 = (1 − 𝜋1)(1 − 𝜋2)

𝑃 (𝑀2) =
2

∏
𝑖
𝜋 𝛾2𝑖
𝑖 (1 − 𝜋𝑖)1−𝛾2𝑖 = 𝜋1(1 − 𝜋2)

𝑃 (𝑀3) =
2

∏
𝑖
𝜋 𝛾3𝑖
𝑖 (1 − 𝜋𝑖)1−𝛾3𝑖 = (1 − 𝜋1)𝜋2

𝑃 (𝑀4) =
2

∏
𝑖
𝜋 𝛾4𝑖
𝑖 (1 − 𝜋𝑖)1−𝛾4𝑖 = 𝜋1𝜋2

Quando 𝜋𝑖 = 0, 5, temos

𝑃 (𝑀1) = 𝑃 (𝑀2) = 𝑃 (𝑀3) = 𝑃 (𝑀4) = 2−2 =
1
4

3. Priori Binomial (Zeugner e Feldkircher, 2015)

Observar que 𝜋𝑖 = 𝜋 ∗, ∀𝑖 = 1, ..., 𝑝, temos que para o modelo 𝑀𝑗 que tem q variáveis
explicativas, a probabilidade priori seria

𝑃 (𝑀𝑗) = 𝜋 ∗𝑞(1 − 𝜋 ∗)𝑝−𝑞,

Essa é a priori binomial para o modelo. Com a suposição de distribuição binomial, a
esperança do número de variáveis explicativas 𝑞 no modelo é 𝜋 ∗𝑝, e se a 𝜋 ∗ = 1

2 , a priori
binomial simplifica para a priori unforme. Na prática, sugere-se 𝜋 ∗ < 1

2 , assim os modelos
com poucas variáveis explicativas podem ter uma probabilidade a priori de modelo maior
que possam impactar mais no resultado final de BMA.

4. Priori Beta-binomial (Ley e M. F. Steel, 2009)

Suponha que no caso 3, 𝜋 ∗ é uma variável aleatória que segue a distribuição Beta com
parâmetros a e b, ou seja 𝜋 ∗ ∼ 𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑎, 𝑏) com a,b > 0 . Nesse caso, temos a esperança e
variança de número de variáveis explicativas

−𝑞:

𝐸(
−𝑞) =

𝑎
𝑎 + 𝑏

𝑝

𝑉𝑎𝑟(
−𝑞) =

𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏 + 𝑝)
(𝑎 + 𝑏)2(𝑎 + 𝑏 + 1)

𝑝
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3.2 Distribuição a priori de parâmetros no modelo de
regressão

A g-priori de Zellner é um tipo de priori objetiva que foi desenvolvida por Zellner
(1986). Ela é uma Normal-Gamma conjugada natural para coeficientes de regressão 𝛽 sob
o modelo de regressão linear normal.

Suponha que 𝑦 é uma variável resposta, 𝑥 é a matriz de covariáveis, 𝑥 ′
é a matriz

transposta de 𝑥 , 𝛽𝑗 é o vetor de coeficiente de variáveis explicativas no modelo 𝑀𝑗 e 𝜖 é o
erro aleatório, temos:

𝑦 = 𝑥
′
𝛽𝑗 + 𝜖

onde os erros 𝜖 são independentes e identicamente distribuídas 𝑁 (0, 𝜎 2)

Para cada modelo 𝑀𝑗 , a g-priori pode ser escrita como a seguinte forma (Feldkircher
et al., 2009):

𝛽𝑗 |𝜎 2, 𝑀𝑗 , 𝑔 ∼ 𝑁 (0, 𝑔𝜎 2(𝑥
′
𝑥)−1))

onde g é um parâmetro de escala, conhecido e positivo.

A g-priori tem uma consistência com o aumento do tamanho da amostra para descobrir
assintoticamente o modelo verdadeiro e o g como um termo que penaliza mais modelos com
mais variáveis do tamanho do modelo em fator de Bayes e BIC, a seguir, será apresentado.
Aplicando no BMA, temos a posteriori

𝑃 (𝑀𝑗 |𝐷, 𝑔) =
𝑃 (𝐷|𝑀𝑗 , 𝑔)𝑃 (𝑀𝑗)

𝑃 (𝐷)
=

𝑃 (𝐷|𝑀𝑗 , 𝑔)𝑃 (𝑀𝑗)
∑𝑄

𝑖=1 𝑃 (𝐷|𝑀𝑖 , 𝑔)𝑃 (𝑀𝑖)
,

e o fator de Bayes entre o modelo 𝑀𝑗 e o modelo 𝑀𝑙 é

𝐵𝑗,𝑙 = (1 + 𝑔)
𝑞𝑙−𝑞𝑗
2 (

1 − 𝑔
1+𝑔𝑅

2
𝑗

1 − 𝑔
1+𝑔𝑅

2
𝑙
)−

𝑁−1
2

em que 𝑞𝑙 e 𝑞𝑗 correspondendo o número de variáveis explicativas dos modelos 𝑀𝑙 e 𝑀𝑗 ,
𝑅2
𝑗(𝑙) é o coeficiente de determinação do modelo 𝑀𝑗(𝑙), e (1 + 𝑔)

𝑞𝑙−𝑞𝑗
2 é a função de penalidade.

Note que quanto maior g, (
1− 𝑔

1+𝑔 𝑅
2
𝑗

1− 𝑔
1+𝑔 𝑅

2
𝑙
)− 𝑁−1

2 fica cada vez mais afastado de 1 e as probabilidades

a posteriori são mais concentradas em uns "super modelos". Os detalhes podem ser con-
sultados em Feldkircher et al. (2009). A seguir são apresentadas opções de g com valor
fixado:

1. Priori de informações da Unidade (UIP)

Kass e Wasserman (1995) (Wasserman, 2000) propunham a priori de informações
da Unidade (UIP) para os parâmetros do modelo. Nessa priori, suponha que o g=N, onde N
é o número de observações. Liang et al. (2008) mostra que a combinação de priori UIP e
priori uniforme de modelo tem a melhor performance nos dados simulados .

2. Priori de critério de Inflação de Risco (RIC)

O critério de Inflação de Risco é um critério para a avaliação de procedimentos de
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seleção de variáveis em regressão múltipla. Foster e George (1994) mostraram que a
seleção do modelo com a maior probabilidade a posteriori do modelo equivale a selecionar
o modelo com maior RIC quando 𝑔 = 𝑝2, onde p é o número de variáveis explicativas.

3. Critério de Inflação de Risco de Benchmark (BRIC)

A BRIC é uma combinação de UIP e RIC, onde 𝑔 = 𝑚𝑎𝑥(𝑁 , 𝑝2). Fernández et al.
(2001) investiga varias escolhas possíveis de g e concluí que tomar 𝑔 = 𝑚𝑎𝑥(𝑁 , 𝑝2) leva a
resultados razoáveis, isso é usar 𝑔 = 𝑝2 quando 𝑁 ≤ 𝑝2 e 𝑔 = 𝑁 quando 𝑁 > 𝑝2

Para g não fixo, temos:

1. Bayes empírica local (local EB)

O método local EB estima um g para cada modelo pela máxima verossimilhança com
base nos dados observados. Assim, temos a estimativa de 𝑔𝑗 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(0, 𝐹𝑗 − 1) com a
estatística F do modelo 𝑀𝑗 , em que 𝐹𝑗 =

𝑅2
𝑗 (𝑁−𝑝𝑗−1)
(1−𝑅2

𝑗 )𝑝𝑗
, 𝑅2

𝑗 é o coeficiente de determinação de
regressão e 𝑝𝑗 é o número de variável explicativas do modelo 𝑀𝑗 (Liang et al., 2008).

2. Bayes empírica Global (Global EB)

O método Global EB assume um g comum para todos modelos disponíveis. Ele estima
uma média de g baseado na função verossimilhança nos dados observados, ou seja

�̂� = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥∑
𝑗
𝑃 (𝑀𝑗)

(1 + 𝑔)
(𝑁−𝑝𝑗−1)

2

[1 + 𝑔(1 − 𝑅2
𝑗 )]

(𝑁−1)
2

3. Prioris de Hyper-g (Hyper-g priors)

As prioris de Hyper-g foram uma proposta para data-dependent shrinkage. Assume
que

𝑓 (𝑔) =
𝑎 − 2
2

(1 + 𝑔)−
𝑎
2 , 𝑔 > 0.

Assim,

𝑔
1 + 𝑔

∼ 𝐵𝑒𝑡𝑎(1,
𝑎
2
− 1), 𝑎 > 2

em que 𝑔
1+𝑔 é chamado fator de contração(shrinkage). Quando a = 4, a distribuição a priori

de fator de contração será a distribuição uniforme (Liang et al., 2008; Feldkircher et al.,
2009).

3.3 Obtenção da estimativa da posteriori do
modelo

A estimativa da probabilidade a posteriori do modelo pode ser calculado de certas
formas. A seguir, vamos apresentar a estimativa via Critério de Informação Bayesiano,
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e também a formula fechada da probabilidade a posteriori no caso com umas suposi-
ções.

O Critério de Informação Bayesiano (BIC) (Schwarz, 1978) considera uma função
de log de penalidade que depende do tamanho da amostra e do número de parâmetros
estimados no modelo. Isto é,

𝐵𝐼𝐶(𝑀) = −2𝑙𝑛(�̂�) + 𝑘𝑙𝑛(𝑛),

onde a �̂� é o máximo da função de verossimilhança do modelo M e n é o tamanho da
amostra e k é o número parâmetros estimados no modelo. Isto é,

A função a posteriori do modelo M pode ser aproximada (Claeskens e Hjort, 2008)
como (o desenvolvimento da formula será apresentado em Apêndice A):

𝑝(𝑀 |𝐷) ≈ 𝑒𝑥𝑝(−
1
2
𝐵𝐼𝐶)𝑝(𝑀).

Ou seja, para cada modelo 𝑀𝑗 , temos:

𝑝(𝑀𝑗 |𝐷) ≈
𝑒𝑥𝑝(− 1

2𝐵𝐼𝐶𝑗)𝑝(𝑀𝑗)
𝐾
∑
𝑙=1

𝑒𝑥𝑝(− 1
2𝐵𝐼𝐶𝑙)𝑝(𝑀𝑙)

.

No caso de distribuição uniforme para o modelo:

𝑝(𝑀𝑗 |𝐷) ≈
𝑒𝑥𝑝(− 1

2𝐵𝐼𝐶𝑗)
𝐾
∑
𝑙=1

𝑒𝑥𝑝(− 1
2𝐵𝐼𝐶𝑙)

Além da aproximação do BIC, também é possível escrever a distribuição a posteriori
em uma fórmula fechada. Vamos mostrar a fórmula da probabilidade a posteriori de um
modelo com suposições adicionais sobre os parâmetros com variância desconhecida.

No caso da variância desconhecida e considerando o parâmetro (𝛽, 𝜎 2) no modelo 𝑀𝑗
(o desenvolvimento da formula será apresentado em Apêndice A), suponhamos que

𝛽 |𝜎 2 ∼ 𝑁𝑝(𝑚0, 𝜎 2𝑉0)

e
𝜎 2 ∼ 𝐼𝐺(𝑎0, 𝑏0),

ou seja, suponhamos que a distribuição a priori de (𝛽, 𝜎 2) é Normal-Inversa-Gamma com
parâmetros (𝑚0, 𝑉0, 𝑎0, 𝑏0)

(𝛽, 𝜎 2) ∼ 𝑁𝑝𝐼𝐺(𝑚0, 𝑉0, 𝑎0, 𝑏0),
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Murphy (2007) e Hoyos (2020) mostram que

𝛽, 𝜎 2|𝑦, 𝑥 ∼ 𝑁𝑝𝐼𝐺(𝑚∗, 𝑉 ∗, 𝑎1, 𝑏1),

em que
𝑉 ∗ = (𝑉 −1

0 + 𝑋 𝑇𝑋 )−1

𝑚∗ = 𝑉 ∗(𝑉 −1
0 𝑚0 + 𝑋 𝑇𝑦)

𝑎1 = 𝑎0 +
𝑛
2

𝑏1 = 𝑏0 +
𝑚𝑇

0 𝑉 −1
0 𝑚0 + 𝑦𝑇𝑦 −𝑚∗𝑇𝑉 ∗−1𝑚∗

2

Assim,

𝑃 (𝐷|𝑀𝑗) = ∫ 𝐿(𝐷|𝛽, 𝜎 2, 𝑀𝑗)𝑃 (𝛽, 𝜎 2|𝑀𝑗)𝑑𝛽𝑑𝜎 2

=
𝑏𝑎00 Γ(𝑎1)|𝑉 ∗| 12

(2𝜋 ) 𝑛2 (𝑏1)𝑎1Γ(𝑎0)|𝑉0|
1
2
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Capítulo 4

Exemplos

Neste capítulo, serão apresentados os resultados de comparação de seleção de modelos
e desempenho de previsão entre o BMA e os modelos tradicionais de regressão tanto
nos dados simulados como para dados reais. Note que os dados reais são abertos na
internet.

4.1 Exemplo com dados simulados
Nesta seção, vamos apresentar os resultados de comparação entre o BMA e o modelo

regressão linear em dados simulados.

Para testar e comparar o BMA com a regressão linear clássica, estabelecemos 10
variáveis independentes de diferentes distribuições, denominadas 𝑋1 a 𝑋10. Dentre elas,
𝑋1 a 𝑋3 vem da distribuição normal, 𝑋4 e 𝑋8 vem da distribuição Poisson, 𝑋5 vem da
distribuição exponencial, 𝑋6 vem da distribuição Beta, 𝑋7 vem da distribuição binomial, 𝑋9
vem da distribuição Gamma e 𝑋10 vem da distribuição uniforme, conforme especificado
abaixo:

𝑋1 ∼ 𝑁 (0, 1)

𝑋2 ∼ 𝑁 (4, 2)

𝑋3 ∼ 𝑁 (0.5, 1)

𝑋4 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠(3)

𝑋5 ∼ 𝐸𝑥𝑝(10)

𝑋6 ∼ 𝐵𝑒𝑡𝑎(3, 10)

𝑋7 ∼ 𝐵(10, 0.5)

𝑋8 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠(40)

𝑋9 ∼ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(10, 20)

𝑋10 ∼ 𝑈 (0, 1)
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Construímos a variável resposta y baseado nas variáveis 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 acima. Isto é:

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜖

em que 𝑋 = (1, 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3), 𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3)𝑇 e 𝜖 ∼ 𝑁 (0, 1). Além disso, estabelecemos
também 𝛽0 = 2, 𝛽1 = −1.5, 𝛽2 = 0.45, 𝛽3 = −3, ou seja, para o i-ésimo y, temos:

𝑦𝑖 = 2 − 1.5𝑋1𝑖 + 0.45𝑋2𝑖 − 3𝑋3𝑖 + 𝜖𝑖

Baseado nas suposições acima, geramos uma sequência de amostra com dados simula-
dos para o estudo de comparação do modelo BMA com o modelo linear.

Usamos a regra padrão na probabilidade a posteriori para decidir a significância de uma
variável explicativa da Tabela 4.1 (Kass e A. E. Raftery, 1995; A. E. Raftery, 1995):

Valor da posteriori Nível de evidência
< 50% não há

50% - 75% fraco
75% - 95% positivo
95% - 99% forte

> 99% muito forte

Tabela 4.1: Regra padrão de nível de evidencia da probabilidade a posteriori

Para o cálculo das probabilidade a posteriori, foi considerado uma priori uniforme
para os modelos e a g-prior com g = ’UIP’ (capítulo 3) para os parâmetros dos modelos.
Observamos que quando n = 100 (Tabela 4.2 e Figura 4.1), a variável 𝑋4 é considerada
como variável significativa ao nível 0.05, e outras variáveis 𝑋7 e 𝑋9 são consideradas como
variáveis significativas ao nível 0.1. No método BMA, 𝑃 (𝛽𝑋4 ≠ 0) = 0.7, ou seja, não tem
uma evidência tão forte para dizer que a variável 𝑋4 é significativa e para as outras duas
variáveis, 𝑋7 e 𝑋9, as probabilidade a posteriori de tais parâmetros serem diferentes de zero
são pequenas. Ou seja, o BMA diz que 𝑋7 e 𝑋9 não são variáveis significativas, o que está
de acordo com a simulação acima. Para outros casos, isso também acontece (Tabela 4.2 e
Figura 4.1): para n=500, os p-valores de 𝑋4, 𝑋5 e 𝑋7 são próximos de 0.1; no caso n=1000, o
p-valor da 𝑋9 é próximo de 0.1, e para n=2000, os p-valors de 𝑋5 e 𝑋7 são próximo de 0.1. As
correspondentes probabilidades a posteriori do BMA se mantem como não significativas.
Note que na Figura 4.1 e na Figura 4.2, as retas de corte são de p-valor = 0.1 no exio X e
P(coeficiente ≠ 0) = 0.75 no eixo Y.

Olhamos também outros casos com n = 5000, 10000, 20000 e 50000 (Figura 4.2). O BMA
mantem o mesmo resultado de não misturar as variáveis ’aleatórias’ e as variáveis que
participam da simulação do y. Em outras palavras, com esses dados simulados, o BMA
consegue selecionar as variáveis de maneira mais satisfatória, mais próximo do modelo de
fato considerado (com 3 variáveis explicativas).
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Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
Intercepto 0.08 1.00

X1 <0.01 1.00
X2 <0.01 1.00
X3 <0.01 1.00
X4 0.54 0.16
X5 1.00 0.12
X6 0.92 0.12
X7 0.91 0.12
X8 0.67 0.17
X9 0.33 0.26
X10 0.89 0.13

(a) n = 50

Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
Intercepto 0.02 1.00

X1 <0.01 1.00
X2 <0.01 1.00
X3 <0.01 1.00
X4 0.02 0.70
X5 0.25 0.05
X6 0.66 0.05
X7 0.07 0.29
X8 0.33 0.10
X9 0.09 0.23
X10 0.51 0.05

(b) n = 100
Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)

Intercepto <0.01 1.00
X1 <0.01 1.00
X2 <0.01 1.00
X3 <0.01 1.00
X4 0.34 0.08
X5 0.87 0.06
X6 0.66 0.07
X7 0.61 0.06
X8 0.50 0.07
X9 0.32 0.09
X10 0.91 0.06

(c) n = 200

Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
Intercepto <0.01 1.00

X1 <0.01 1.00
X2 <0.01 1.00
X3 <0.01 1.00
X4 0.12 0.14
X5 0.11 0.12
X6 0.50 0.05
X7 0.13 0.18
X8 0.16 0.12
X9 0.21 0.11
X10 0.22 0.10

(d) n = 500
Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)

Intercepto <0.01 1.00
X1 <0.01 1.00
X2 <0.01 1.00
X3 <0.01 1.00
X4 0.53 0.04
X5 0.97 0.03
X6 0.34 0.05
X7 0.40 0.04
X8 0.44 0.04
X9 0.11 0.09
X10 0.71 0.03

(e) n = 1000

Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
Intercepto <0.01 1.00

X1 <0.01 1.00
X2 <0.01 1.00
X3 <0.01 1.00
X4 0.64 0.02
X5 0.10 0.07
X6 0.77 0.02
X7 0.12 0.06
X8 0.25 0.04
X9 0.62 0.02
X10 0.26 0.04

(f) n = 2000

Tabela 4.2: P-valores e probabilidades a posteriori para o exemplo 4.1
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Figura 4.1: Gráficos da probabilidade a posteriori e p-valor para o exemplo de simulação com n de
50 a 2000.
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Figura 4.2: Gráficos da probabilidade a posteriori e p-valor para o exemplo de simulação com n de
5000 a 50000.

Além da comparação de p-valor com probabilidade a posteriori, também comparamos
a predição da variável y dos 2 métodos. Usamos a cross validation com k = 5 (k-fold=5)
para comparar o erro quadrado médio (EQM). Tirando o caso n = 500, o BMA sempre tem
EQM menor que o modelo de regressão linear como na Tabela 4.4 e Figura 4.3. Refazendo
tal comparação com k = 3, observa-se que o EQM do BMA é menor que o EQM do modelo
linear. No entanto, o ganho do método BMA diminue à medido que cresce o tamanho da
amostra.

Observação: testamos diferentes k de 3 a 7 nesse exemplo. No tanto para manter
o padrão de k igual nos outros exemplos com dados reais, vamos mostrar somente os
resultados com k = 5. Os demais são apresentados no apêndice B.
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n EQM-BMA EQM-linear
50 0.8729 1.0632
100 0.8266 0.8377
200 0.9080 0.9570
500 1.0327 1.0281
1000 0.9817 0.9867
2000 0.9838 0.9874
5000 1.0272 1.0292
10000 1.0182 1.0192
20000 1.0022 1.0025
50000 1.0140 1.0143

Tabela 4.4: Comparação de EQM via cross validation com k = 5

Figura 4.3: Gráficos de EQM via cross validation com k = 5
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4.2 Análise com dados de concreto
Nesta seção, vamos apresentar os resultados de comparação entre BMA e modelo

regressão linear em dados de concreto. Este conjunto de dados foi extraído do Kaggle em
https://www.kaggle.com/datasets/prokaggler/concrete-data.

4.2.1 Descrição dos dados
O concreto é o material mais importante na engenharia civil. Esse estudo visou estudar

a resistência do concreto em função de ingredientes que tais como cimento, escória de
alto forno, cinzas volantes, água, superplastificante, agregado graúdo e agregado miúdo. O
conjunto de dados de concreto contem 1030 observações e 9 variáveis, sendo que 8 são
variáveis explicativas e 1 é a variável resposta, em que:

Variáveis explicativas
Cement: Cimento medido em kg em uma mistura de 1 𝑚3

Blast: Explosão medida em kg em uma mistura de 1 𝑚3

Fly ash: Cinza volante medida em kg em uma mistura de 1 𝑚3

Water: Água medida em kg em uma mistura de 1 𝑚3

Superplasticizer: Superplastificante medido em kg em uma mistura de 1 𝑚3

Coarse Aggregate: Agregado Grosso medido em kg em uma mistura de 1𝑚3

Fine Aggregate: Agregado Fino medido em kg em uma mistura de 1 𝑚3

Age: dia (1∼365)

Variável resposta
Strength: Resistência à compressão do concreto medida em MPa
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4.2.2 Comparação entre modelos
A Figura 4.4 e a Tabela 4.5 apresentam a participação das variáveis em cada modelo e

os 5 primeiros modelos com maiores probabilidades a posteriori do modelo (PMP). Para
o cálculo das probabilidade a posteriori, foi considerado uma priori uniforme para os
modelos e a g-prior com g = ’UIP’ para os parâmetros dos modelos. Na Figura 4.4, a largura
do eixo X de cada modelo é o peso da probabilidade a posteriori. A cor vermelha significa
que o coeficiente da variável é positivo e o azul que o coeficiente da variável é negativo.
Quando o retângulo é branco significa que a variável não participa no modelo. Na Tabela
4.5, ✔ representa a participação da variável explicativa em modelo (As fórmulas dos 5
modelos são apresentadas no Apêndice B.2). Usamos o Occam’s window (seção 2.5) com C
= 1000 resultou numa redução de 28 modelos para 8 modelos. Observamos que as variáveis
’Cement’,’Blast’, ’Fly ash’, ’Water’ e ’Age’ participam em todos modelos mais importantes,
e a ’Superplasticizer’ aparece em alguns desses modelos. A ’Coarse Aggregate’ e a ’Fine
Aggregate’ só aparecem nos modelos 4 e 5 (Tabela 4.5) que tem a probabilidade a posteriori
menor.

Figura 4.4: Representação gráfica dos modelos segundo o BMA
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A Tabela 4.6 apresenta a comparação entre o p-valor do teste para 𝛽 = 0 e a probabi-
lidade a posteriori de 𝛽 ≠ 0. Considerando o nível significância 𝛼 = 0.1, o modelo linear
obtido é sem intercepto e todas variáveis são significativas. Por outro lado, o modelo BMA
diz que a variável ’Coarse Aggregate’ e ’Fine Aggregate’ quase não têm impacto para a
resistência de concreto e a variável ’Superplasticizer’ não é muito importante (P(𝛽 ≠ 0) =
0.63) segundo Tabela 4.1.

Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
Intercepto 0.3804 1.00
Cement <0.01 1.00

Blast.Furnace.Slag <0.01 1.00
Fly.Ash <0.01 1.00
Water <0.01 1.00

Superplasticizer <0.01 0.63
Coarse.Aggregate 0.0544 0.04

Fine.Aggregate 0.0595 0.05
Age <0.01 1.00

Tabela 4.6: P-valores e probabilidades a posteriori para o exemplo 4.2

A Figura 4.5 apresenta os gráficos de dispersão entre a variável reposta e as duas
variáveis ’Coarse Aggregate’ e ’Fine Aggregate’, com correlações de Pearson iguais a
-0.1649 e -0.1672, respectivamente. Observamos que, de fato, não parece que cada umas
dessas variáveis tem uma relação forte com a variável resposta.

Figura 4.5: Gráfico de dispersão das variáveis Coarse.Aggregate e Fine.Aggregate com a variável
resposta com p-valor baixo e P(𝛽 ≠ 0) baixo
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A Figura 4.6 apresenta o gráfico de dispersão entre a variável resposta e a variável
explicativa ’Superplasticizer’. Pelo gráfico, observamos relação entre ’Strength’ e a ’Super-
plasticizer’, mas a relação não é muito forte por causa de ter os nulos.

Figura 4.6: Gráfico das variáveis as variável Superplasticizer com a variável resposta com p-valor
baixo e P(𝛽 ≠ 0) baixo

A Tabela 4.7 apresenta as correlações de Pearson entre as variáveis explicativas e
resposta.

Superplasticizer Coarse.Aggregate Fine.Aggregate Strength
Superplasticizer 1.0000 -0.2660 0.2227 0.3661

Coarse.Aggregate -0.2660 1.0000 -0.1785 -0.1649
Fine.Aggregate 0.2227 -0.1785 1.0000 -0.1672

Strength 0.3661 -0.1649 -0.1672 1.0000

Tabela 4.7: Tabela de correlação de Pearson

A Tabela 4.8 apresenta o resultado do EQM na predição usando cross validation com k =
5. Notamos que não existe diferença entre esses três modelos na predição (vale observar que
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com o método stepwise regression - backward elimination na regressão linear, os p-valores
das duas variáveis ’Coarse.Aggregate’ e ’Fine.Aggregate’ são menor que 0.01).

Modelos EQM
BMA 109.57
Linear 109.15

Linear - backward elimination 109.05

Tabela 4.8: Comparação de EQM com k = 5
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4.3 Análise com dados de nota de alunos
Nesta seção, vamos apresentar os resultados de comparação entre BMA e modelo

regressão linear em dados de nota de alunos. Este conjunto de dados foi extraído do Kaggle
em https://www.kaggle.com/datasets/dipam7/student-grade-prediction.

4.3.1 Descrição de dados
Estes dados abordam o desempenho dos alunos no ensino secundário de duas escolas

portuguesas. Os atributos de dados incluem notas dos alunos, características demográficas,
sociais e relacionadas à escola e foram coletados por meio de relatórios e questionários
escolares. O conjunto de dados de nota dos alunos contem 395 observações e 28 variáveis,
sendo que 27 são variáveis explicativas e 1 é a variável resposta, em que:

Variáveis explicativas
school: escola do aluno (binária: ’GP’ - Gabriel Pereira ou ’MS’ - Mousinho da Silveira)
age: idade do aluno (numérica: de 15 a 22)
address: tipo de endereço residencial do aluno (binária: ’U’ - urbano ou ’R’ - rural)
famsize: tamanho da família (binária: ’LE3’ - menor ou igual a 3 ou ’GT3’ - maior que 3)
Pstatus: status de coabitação dos pais (binária: ’T’ - morando juntos ou ’A’ - separados)
Medu: escolaridade da mãe (numérica: 0 - nenhum, 1 - ensino fundamental (4ℇ ano), 2 - 5ℇ
ao 9ℇ ano, 3 - ensino médio ou 4 - ensino superior)
Fedu: escolaridade do pai (numérica: 0 - nenhum, 1 - ensino fundamental (4ℇ ano), 2 - 5ℇ
ao 9ℇ ano, 3 - ensino médio ou 4 - ensino superior)
Mjob: trabalho da mãe (nominal: ’professor’, ’saúde’ relacionado, ’serviços’ civis (por
exemplo, administrativo ou policial), ’at_home’ ou ’outros’)
Fjob: trabalho do pai (nominal: ’professor’, ’saúde’ relacionado, ’serviços’ civis (por
exemplo, administrativo ou policial), ’at_home’ ou ’other’)
reason: motivo para escolher esta escola (nominal: perto de ’casa’, escola ’reputação’,
preferência ’curso’ ou ’outro’) guardian: tutor do aluno (nominal: ’mãe’, ’pai’ ou ’outro’)
traveltime: tempo de viagem de casa para escola (numérica: 1 - <15 min., 2 - 15 a 30 min.,
3 - 30 min. a 1 hora, ou 4 - >1 hora)
studytime: tempo de estudo semanal (numérica: 1 - <2 horas, 2 - 2 a 5 horas, 3 - 5 horas)
failures: número de falhas de classe passadas (numérica: n se 1<=n<3, senão 4)
famsup: apoio educacional familiar (binária: sim ou não)
paid: aulas extras pagas dentro da disciplina do curso (Matemática ou Português) (binário:
sim ou não)
activities: atividades extracurriculares (binária: sim ou não)
nursery: frequentou creche (binária: sim ou não)
higher: quer fazer o ensino superior (binária: sim ou não)
internet: Acesso à Internet em casa (binária: sim ou não)
famrel: qualidade das relações familiares (numérica: de 1 - muito ruim a 5 - excelente)
freetime: tempo livre depois da escola (numérica: de 1 - muito baixo a 5 - muito alto)
goout: sair com amigos (numérica: de 1 - muito baixo a 5 - muito alto)
Dalc: consumo de álcool no dia de trabalho (numérica: de 1 - muito baixo a 5 - muito alto)
Walc: consumo de álcool no fim de semana (numérica: de 1 - muito baixo a 5 - muito alto)
health: estado de saúde atual (numérica: de 1 - muito ruim a 5 - muito bom)



32

4 | EXEMPLOS

absences: número de faltas escolares (numérica: de 0 a 93)

Variáveis resposta
y: nota final (numérica: de 0 a 20)

4.3.2 Tratamento de dados
O conjunto de dados tem bastante variáveis explicativas categóricas. Para facilitar a

comparação, tratamos essas variáveis como variáveis "dummies"(1 ou 0 para cada categoria)
e removemos a primeira categoria como a referência da variável (N. R. Draper e H. Smith,
1998).

4.3.3 Comparação entre modelos
A Figura 4.7 e a Tabela 4.9 apresentam a participação das variáveis em cada modelo e

os 5 primeiros modelos com maiores probabilidades a posteriori do modelo (PMP). Para o
cálculo das probabilidade a posteriori, foi considerado uma priori uniforme para os modelos
e a g-prior com g = ’UIP’ para os parâmetros dos modelos. Na Figura 4.7, observamos
que a única variável explicativa que aparece em todos modelos é a variável ’failures’, e
algumas variáveis explicativas não aparecem por causa de corte de número de modelos
segundo Occam’s window (resultou numa redução de 236 modelos para 827 modelos com C
= 1000). Na Tabela 4.7, são apresentadas apenas as variáveis explicativas que aparecem em
ao menos um dos 5 primeiros modelos com maiores PMP e ✔ representa a participação da
variável explicativa em modelo (As fórmulas dos 5 modelos são apresentadas no Apêndice
B.2).

Figura 4.7: Representação gráfica dos modelos segundo o BMA
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A Tabela 4.10 e a Tabela 4.11 apresentam a comparação entre o p-valor do teste para
𝛽 = 0 e a probabilidade a posteriori de 𝛽 ≠ 0. Considerando o nível significância 𝛼 = 0.1,
as varáveis ’freetime’,’goout’ e ’famsup_yes’ são significativas, mas as probabilidades a
posteriori para essas variáveis são bem próximas de 0 pelo BMA (comparando com a Tabela
4.1). Ou seja, o BMA aponta que essas variáveis não impactam a variável resposta.

Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
Intercepto 0.0032 1

age 0.1148 0.05
Medu 0.1540 0.66
Fedu 0.5935 0.02

traveltime 0.4768 0.05
studytime 0.2145 0.02

failures 0.0000 1
famrel 0.2317 0.02

freetime 0.0985 0.04
goout 0.0053 0.36
Dalc 0.5649 0.01
Walc 0.1304 0.02

health 0.3309 0.02
absences 0.2182 0.03

school_MS 0.4725 0.01
address_U 0.4656 0.05

famsize_LE3 0.1567 0.12
Pstatus_T 0.7509 0

Mjob_health 0.2170 0.33
Mjob_other 0.8169 0

Mjob_services 0.2031 0.55
Mjob_teacher 0.6703 0.04
Fjob_health 0.7671 0.02
Fjob_other 0.8027 0

Fjob_services 0.8207 0
Fjob_teacher 0.2823 0.04
reason_home 0.7671 0
reason_other 0.4916 0.02

reason_reputation 0.2764 0.04
guardian_mother 0.9117 0
guardian_other 0.6272 0.02

famsup_yes 0.0265 0.18
paid_yes 0.6394 0.02

activities_yes 0.5007 0.01
nursery_yes 0.7127 0.01
higher_yes 0.3022 0.06

internet_yes 0.5014 0.04

Tabela 4.10: P-valores e probabilidades a posteriori para o exemplo 4.3
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Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
freetime 0.0985 0.04

goout 0.0053 0.36
famsup_yes 0.0265 0.18

Tabela 4.11: Variáveis significativas segundo o modelo linear mas não significativas segundo o BMA

A Figura 4.8 e a Tabela 4.12 apresentam, respectivamente, o gráfico de boxplot da
variável resposta segundo os níveis da variável explicativa ’famsup_yes’ e as estatísticas
descritivas da variável resposta por grupo dessa variável explicativa, onde 𝑄𝑖 represento
i-ésimo quartil i=1,3. Pelo gráfico, observamos que parece não existir associação entre a
nota de alunos e o apoio educacional familiar (famsup_yes).

Figura 4.8: Gráfico de boxplot da variável nota de alunos segundo famsup_yes

Grupo Mínimo 𝑄1 Mediana Média 𝑄3 Máximo
0 0 9 11 10.64 14 20
1 0 8 11 10.27 13 19

Tabela 4.12: Tabela de medidas descritiva da variável nota de alunos segundo famsup_yes

A Figura 4.9 e a Tabela 4.13 apresentam, respectivamente, o gráfico de boxplot da
variável reposta segundo os níveis da variável explicativa ’freetime’ e as estatísticas descri-
tivas da variável resposta por grupo dessa variável explicativa, onde 𝑄𝑖 representa i-ésimo
quartil i = 1,3. Pelo gráfico, observamos que parece não existir associação entre a nota de
alunos e níveis de tempo livre depois da escola (freetime).
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Figura 4.9: Gráfico de boxplot da variável nota de alunos segundo freetime

Grupo Mínimo 𝑄1 Mediana Média 𝑄3 Máximo
1 0 8 10 9.842 12 18
2 0 10 12 11.56 14 20
3 0 8 10 9.783 13 19
4 0 8 11 10.43 13.50 19
5 0 9 11.50 11.30 14.25 19

Tabela 4.13: Tabela de medidas descritiva da variável nota de alunos segundo freetime

A Figura 4.10 e a Tabela 4.14 apresentam apresenta, respectivamente, o gráfico de box-
plot da variável resposta segundo os níveis da variável explicativa ’goout’ e as estatísticas
descritivas da variável resposta por grupo dessa variável explicativa, onde 𝑄𝑖 representa
i-ésimo quartil i = 1,3 . Pelo gráfico, observamos que não parece que existir associação
entre a nota de alunos e níveis de sair com amigos (goout).

Figura 4.10: Gráfico de boxplot da variável nota de alunos segundo goout
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Grupo Mínimo 𝑄1 Mediana Média 𝑄3 Máximo
1 0 9.50 11 9.87 13 17
2 0 10 12 11.19 14 20
3 0 9 11 10.96 14 19
4 0 8 10 9.651 13 19
5 0 6 10 9.038 12 18

Tabela 4.14: Tabela de medidas descritiva da variável nota de alunos segundo goout

Por fim, a Tabela 4.15 apresenta o resultado de EQM usando cross validation com k =
5. Observamos que o BMA tem um ganho na predição comparando com o modelo linear,
mas não há diferença quando comparado com a regressão linear usando stepwise (vale
nota que com o método stepwise regression - backward elimination na regressão linear,
apenas as duas variáveis ’failures’ e ’goout’ são significativas no modelo com p-valores
menor que ao nível 0.1).

Modelos EQM
BMA 18.52
Linear 19.85

Linear backward elimination 18.34

Tabela 4.15: Comparação de EQM com k = 5
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4.4 Análise com dados de ataque cardíaco
Nesta seção, vamos apresentar os resultados de comparação entre BMA e modelo

regressão logística em dados de doenças cardíacas. Este conjunto de dados foi extraído do
Kaggle em https://www.kaggle.com/datasets/rashikrahmanpritom/heart-attack-analysis-
prediction-dataset.

4.4.1 Descrição de dados
Nesse estudo, a análise é realizada usando dados publicamente disponíveis para doenças

cardíacas. Deseja-se avaliar quais fatores influenciam na ocorrência de doença cardíaca.
Este conjunto de dados contém 303 observações. Para cada individuo são registrados 12
variáveis sendo que 11 são variáveis explicativas e 1 é a variável resposta, em que:

Variáveis explicativas
age: a idade da pessoa em anos
sex: o sexo da pessoa (1 = masculino, 0 = feminino)
cp: tipo de dor no peito
— Valor 0: assintomático
— Valor 1: angina atípica
— Valor 2: dor não anginosa
— Valor 3: angina típica
trestbps: A pressão arterial em repouso da pessoa (mm Hg na admissão ao hospital)
chol: a medição de colesterol da pessoa em mg/dl
fbs: glicemia em jejum da pessoa (> 120 mg/dl, 1 = verdadeiro; 0 = falso)
restecg: resultados eletrocardiográficos em repouso
— Valor 0: mostrando hipertrofia ventricular esquerda provável ou definitiva pelos critérios
de Estes
— Valor 1: normal
— Valor 2: com anormalidade da onda ST-T (inversões da onda T e/ou elevação ou depressão
de ST > 0,05 mV)
oldpeak: depressão de ST induzida pelo exercício em relação ao repouso (’ST’ refere-se a
posições no gráfico de ECG.)
slope: inclinação do segmento ST no pico do exercício — 0: inclinação descendente; 1:
plano; 2: subida
0: downsloping; 1: flat; 2: upsloping
ca: O número de vasos principais (0–3) coloridos por fluorosopia
thal: Um distúrbio do sangue chamado talassemia
— Valor 0: NULL (retirado do conjunto de dados anteriormente
— Valor 1: defeito fixo (sem fluxo sanguíneo em alguma parte do coração)
— Valor 2: fluxo sanguíneo normal
— Valor 3: defeito reversível (observa-se um fluxo sanguíneo, mas não é normal)

Variáveis resposta
y: Doença cardíaca (1 = não, 0 = sim)
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4.4.2 Tratamento de dados

O conjunto de dados tem bastantes variáveis explicativas categóricas. Para facilitar a
comparação, tratamos essas variáveis como variáveis "dummies"(1 ou 0 para cada categoria)
e removemos a primeira categoria como a referência (N. R.Draper e H. Smith, 1998).

4.4.3 Comparação entre modelos

A Figura 4.11 e a Tabela 4.16 apresentam a participação das variáveis em cada modelo e
os 5 primeiros modelos com maiores probabilidades a posteriori do modelo (PMP). Para o
cálculo das probabilidade a posteriori, foi considerado uma priori uniforme para os modelos
e a g-prior com g = ’UIP’ para os parâmetros dos modelos. Na Figura 4.11, observamos
que algumas variáveis explicativas aparecem em todos modelos, ou seja, são variáveis
significativas no BMA. Neste exemplo, o Occam’s window resultou numa redução de
220 modelos para 760 modelos com C = 1000. Na Tabela 4.16, são apresentadas apenas
as variáveis explicativas que aparecem em ao menos um dos 5 primeiros modelos com
maiores PMP e ✔ representa a participação da variável explicativa em modelo (As fórmulas
dos 5 modelos são apresentadas no Apêndice B.2).

Figura 4.11: Representação gráfica dos modelos segundo o BMA
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A Tabela 4.17 e a Tabela 4.18 apresentam a comparação entre o p-valor do teste para
𝛽 = 0 e a probabilidade a posteriori de 𝛽 ≠ 0. Considerando o nível significância 𝛼 = 0.1,
a varável explicativa ’trestbps’ é significativa sob o modelo linear mas a probabilidade a
posteriori é baixa sob o BMA, ou seja, o BMA aponta que essa variável não impacta muito
a variável resposta. Outra variável explicativa, ’thal_3’, não é significativa em p-valor, mas
a probabilidade a posteriori é alta, ou seja, o BMA aponta que essa variável é importante
para a variável resposta mas o p-valor não (comparando com a Tabela 4.1).

Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
Intercepto 0.4747 1.00

age 0.6201 0.04
trestbps 0.0487 0.36

chol 0.4308 0.07
oldpeak 0.0418 0.78
sex_1 0.0026 0.89
cp_1 0.0204 0.72
cp_2 0.0000 1.00
cp_3 0.0001 0.99
fbs_1 0.4924 0.04

restecg_1 0.2385 0.14
restecg_2 0.7028 0.05
slope_1 0.2866 0.55
slope_2 0.3744 0.48

ca_1 0.0000 1.00
ca_2 0.0001 1.00
ca_3 0.0118 0.85
ca_4 0.5396 0.05

thal_1 0.3447 0.09
thal_2 0.3148 0.23
thal_3 0.6643 0.81

Tabela 4.17: P-valores e probabilidade a posteriori para o exemplo 4.3

Variável p-valor P(𝛽 ≠ 0)
trestbps 0.0487 0.36
thal_3 0.6643 0.81

Tabela 4.18: As variáveis que tem diferentes resultados nos dois métodos

A Figura 4.12 e a Tabela 4.19 apresentam o gráfico de boxplot e as medidas descritivas
para a variável explicativa ’trestbps’ segundo a variável y. Pelo gráfico, observamos que
não existir uma relação entre a doença cardíaca e a pressão arterial em repouso da pessoa.
E na Tabela 4.19, os valores de média e mediana da variável explicativa ’trestbps’ não
mudam segundo os níveis da variável reposta: observamos que para os pacientes que tem
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doença cardíaca, as medidas não tem muita diferença das medidas dos pacientes que não
tem doença.

Figura 4.12: Gráfico de boxplot da variável trestbps segundo variável y

Doença cardíaca Mínimo 𝑄1 Mediana Média 𝑄3 Máximo
0(sim) 0 9 11 10.64 14 20
1(não) 0 8 11 10.27 13 19

Tabela 4.19: Tabela de medidas descritiva da variável trestbps segundo variável y

A Tabela 4.20 é a tabela de contingência entre a variável thal_3 e a variável reposta.
Aplicamos o teste qui-quadrado para detectar a existência ou não de associação entre as
variáveis. O p-valor é menor que 0.01, isto é, há dependência de associação entre de doença
cardíaca e defeito reversível de talassemia.

Doença cardíaca = 0 Doença cardíaca = 1 Total
thal_3 = 0 49(26.3%) 137(73.7%) 186(100%)
thal_3 = 1 89(76.1%) 28(23.9%) 117(100%)

Tabela 4.20: Tabela de contingência 2x2 para as variáveís y e thal_3

Por fim, a Tabela 4.21 apresenta o resultado de área sob a Curva de ROC (AUC) (Hanley
e Mcneil, 1983) usando cross validation com k = 5. Observamos que o BMA tem um ganho
na predição tanto em relação ao modelo de regressão logística usual quanto em relação
ao modelo considerando o método stepwise backward (vale observar que com o método
stepwise regression - backward elimination na regressão logística, não muda o resultado
das variáveis significativas).
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Modelos AUC
BMA 0.9121

Logística 0.8830
Logística backward elimination 0.8926

Tabela 4.21: Comparação de AUC com k = 5
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Capítulo 5

Conclusões e perspectivas
futuras

A pesquisa cientifica contemporânea de diversas áreas baseia-se cada vez mais em
métodos quantitativos como, por exemplo, em modelos estatísticos. Ao ajustar modelos
estatísticos a dados específicos, os pesquisadores podem atualizar a incerteza de modelo e
a incerteza dos coeficientes do modelo. Essas incertezas não receberam atenção suficiente
nas pesquisas.

Neste trabalho, foram apresentadas a motivação da aplicação de BMA em estudos,
uma revisão do método BMA, os resultados da aplicação dele em alguns conjunto de
dados, bem como a comparação entre o BMA e o modelo de regressão clássica. Com os
resultados, observamos que vários fatores podem impactar o estudo sobre quando usar
modelos clássicos de regressão, como tamanho da amostra, a escolha de 𝛼 comparando
com p-valor, etc. Além disso, o BMA mostra uma estabilidade de seleção de variáveis
explicativas melhor independente desses fatores (tanto nos dados simulados quando em
dados reais) e resultados melhores também na predição.

M. F. J. Steel (2017) anotou que:
a) O BMA é ótimo (sob M-closed, isto é, quando o modelo verdadeiro é um dos modelos
consideráveis) em previsão.
b) O BMA é fácil de implementar em situações onde o espaço do modelo é grande com
alguns algoritmos como Occam’s windows.
c) O BMA leva a interpretações substantivamente valiosas de probabilidades de modelos a
posteriori e probabilidades de inclusão a posteriori.

Finalmente, o estudo da incerteza dos modelos estatísticos também ajudam a replicação
da pesquisa, pois o código do estudo fornecido pelo pesquisador já incluindo a preferência e
outras ”horizonte"(como seleção de variáveis, tratamentos dos dados, etc.) (Leamer, 1983)
dele. Essencialmente, qualquer modelo estatístico é definido pelo pesquisadores. Portanto,
qualquer modelo estatístico é inevitavelmente subjetivo. Porém, com o crescimento do
tamanho de conjunto de dados e número de variáveis, as pesquisas devem continuar a
considerar essa questão da incerteza do modelo.
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5.1 Perspectiva
Davidson e Fan (2006) aponta que BMA é pouco usado comparando com boosting e

bagging por causa de a) ser computacionalmente ineficiente e b) o boosting e o bagging
são provados que funcionam para vários problemas. Mas o BMA é cada vez mais usado
na última década. Para estudos futuros de BMA, por um lado, é de interesse aprimorar a
eficiência do método. Embora o desenvolvimento dos computadores tenha permitido o
processamento de modelos que envolvem bilhões de dados, devido à enorme quantidade de
modelos, o BMA ainda não é um método muito eficiente em big data. Considerando custo
computacional, uma solução é a aproximação via pseudo-BMA (Yao et al., 2018) para o
cálculo de probabilidades a posteriori. Por outro lado, podemos estudar comparativamente
o BMA com os métodos de ensemble learning como boosting, bagging e stacking na
seleção de modelos. Davidson e Fan (2006) mostra que mesmo boosting e bagging são
mais usados e fáceis de implementar, mas ainda o BMA tem a melhor performance quando
há a incerteza de modelo significativa, Clarke (2003) aponta que o BMA é sempre melhor
que stacking não bayesiano quando os dados via simulados. Além disso, Jiyuan et al. (2017)
mostra que BMA tem o melhor performance de predição do que LASSO com algumas
distribuições a priori de parâmetros e Porwal e A. E. Raftery (2022) mostra que BMA tem
a performance computacional parecido com LASSO. Comparando com demais métodos de
regularização, BMA é o melhor em g=

√
𝑛 (seção 3.2).

Pelos estudos nesse trabalho, o BMA tem o resultado mais robusto na estimativa de
parâmetros do modelo. Comparando com outros métodos, também tem uma teoria por
atrás mostra que é melhor que qualquer único modelo.

Por fim, para trabalhos futuros, sugerimos as seguintes direções:
a) Estudar a relação entre o C (de Occam’s window) e as variáveis significativas no BMA,
ou determinar um número ótimo de variáveis significativas via C.
b) Nesse trabalho, só aplicamos a priori uniforme com a g-priori de ’UIP’, poderia testar
outros g-prioris.
c) Somente testamos BMA com as regressões em relação lineares, é possível estudamos
também com diferentes formatos do modelo que não seja linear, por exemplo, 𝑦 = 𝛽2𝑋 ,
𝑦 = 𝛽3𝑋 ,... etc ou via próprio variáveis explicativas como 𝑦 = 𝛽𝑋 2, 𝑦 = 𝛽𝑋 3,... etc.
d) O BMA pode levar a uma ponderação com um número grande de modelos. É possível
desenvolver o BMA com outros algoritmos mais rápidos na implantação do método.



47

Apêndice A

A.1 Otimalidade do BMA
Vamos verificar que a distribuição preditiva para a variável resposta Y, que é uma

ponderação das preditivas dos modelos em M, possui log predictive score esperado maior
que o log predictive score esperado de qualquer modelo único. Assim, para qualquer
distribuição g para Y, temos dado a informação da amostra D, que

𝐸[𝑆(𝑝(⋅|𝐷))] − 𝐸[𝑆(𝑔, 𝑦)|𝐷] = ∫ 𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑦 |𝐷))𝑝(𝑦 |𝐷)𝑑𝑦 − ∫ 𝑙𝑜𝑔(𝑔(𝑦))𝑝(𝑦 |𝐷)𝑑𝑦

= ∫ [𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑦 |𝐷)) − 𝑙𝑜𝑔(𝑔(𝑦))]𝑝(𝑦 |𝐷)𝑑𝑦

= ∫ 𝑝(𝑦 |𝐷)𝑙𝑜𝑔
𝑝(𝑦 |𝐷)
𝑔(𝑦)

𝑑𝑦

= 𝐾𝐿𝐷(𝑝(⋅|𝐷), 𝑔),

onde KLD(f,g) é a distância de Kullback-Leibler entre f e g. Como sabemos que KLD(f,g)≥
0 (desigualdade de Gibbs em MacKay (2003)), resulta que

𝐸[𝑆(𝑝(⋅|𝐷), 𝑦)|𝐷] ≥ 𝐸[𝑆(𝑔, 𝑦)|𝐷] (∗)

Lembrando que

𝑝(𝑦 |𝐷) =
𝑄

∑
𝑗=1

𝑝(𝑦 |𝑀𝑗 , 𝐷)𝑝(𝑀𝑗 |𝐷)

e definindo

𝑔𝑖(𝑦) = 𝑝(𝑦 |𝑀𝑗 , 𝐷) =
𝑄

∑
𝑗=1

𝛼 (𝑖)
𝑗 𝑝(𝑦 |𝑀𝑗 , 𝐷),

onde 𝛼 (𝑖)
𝑗 = 1 se j = i e 𝛼 (𝑖)

𝑗 = 0, se j≠i, conclui-se de (*) que 𝐸[𝑆(𝑝(⋅|𝐷), 𝑦)|𝐷] ≥ 𝐸[𝑆(𝑔𝑖 , 𝑦)|𝐷],
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isto é, para qualquer i = 1,...,Q, o log predictive score esperado da distribuição preditiva é
maior ou igual ao log predictive socre esperado da distribuição preditiva considerando
unicamente o modelo 𝑀𝑖 (Zhou, 2011; Clyde e Iversen, 2013; A. Raftery e Zheng,
2003).
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A.2 BIC aproximação
Vamos provar o resultado da seção 3.3 fazendo do uso do método do Laplace para

integral

𝑃 (𝐷) = ∫ 𝑃 (𝐷|𝜃)𝑃 (𝜃)𝑑𝜃,

onde 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑑 ). Seja
𝑔(𝜃) = 𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝐷|𝜃)𝑃 (𝜃)

Pelo desenvolvimento em séries de Taylor, temos, em torno do ponto de máximo 𝜃 ∗,
que

𝑔(𝜃) = 𝑔(𝜃 ∗) + (𝜃 − 𝜃 ∗)𝑇𝑔
′
(𝜃 ∗) +

1
2
(𝜃 − 𝜃 ∗)𝑇𝑔

′′
(𝜃 ∗)(𝜃 − 𝜃 ∗) + 𝑜(||𝜃 − 𝜃 ∗||2)

em que 𝑔 ′(𝜃) = ( 𝜕𝑔(𝜃)𝜕𝜃1
, ..., 𝜕𝑔(𝜃)𝜕𝜃𝑑

)𝑇 é o vetor de derivadas parciais de primeiro ordem de 𝑔(𝜃),
e 𝑔 ′′(𝜃) é a matriz Hessiana de derivadas parciais de segunda ordem em (i,j), com 𝜕2𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
.

Temos 𝑔 ′(𝜃) = 0 quando 𝑔(𝜃) atingir o valor máximo. Assim:

𝑔(𝜃) ≈ 𝑔(𝜃 ∗) +
1
2
(𝜃 − 𝜃 ∗)𝑇𝑔

′′
(𝜃 ∗)(𝜃 − 𝜃 ∗)

Temos

𝑃 (𝐷) ≈ ∫ 𝑒𝑥𝑝[𝑔(𝜃 ∗) +
1
2
(𝜃 − 𝜃 ∗)𝑇𝑔

′′
(𝜃 ∗)(𝜃 − 𝜃 ∗)]𝑑𝜃

Ou seja,

𝑃 (𝐷) = ∫ 𝑒𝑥𝑝[𝑔(𝜃)]𝑑𝜃 ≈ 𝑒𝑥𝑝[𝑔(𝜃 ∗)] ∫ 𝑒𝑥𝑝[
1
2
(𝜃 − 𝜃 ∗)𝑇𝑔

′′
(𝜃 ∗)(𝜃 − 𝜃 ∗)]𝑑𝜃

Mas ∫ 𝑒𝑥𝑝[ 12 (𝜃 − 𝜃
∗)𝑇𝑔 ′′(𝜃 ∗)(𝜃 − 𝜃 ∗)]𝑑𝜃 é a integral de densidade da distribuição normal

de vetor médias 𝜃 ∗ e matriz de covariância 𝑔 ′′(𝜃 ∗). Assim, temos:

𝑃 (𝐷) ≈ ∫ 𝑒𝑥𝑝[𝑔(𝜃)]𝑑𝜃 ≈ 𝑒𝑥𝑝[𝑔(𝜃 ∗)](2𝜋 )
𝑑
2 |𝐴|−

1
2 = 𝑃 (𝐷|𝜃 ∗)𝑃 (𝜃 ∗)(2𝜋 )

𝑑
2 |𝐴|−

1
2

em que d é o número de parâmetros no modelo e 𝐴 = −𝑔 ′′(𝜃 ∗) (Tierney e Kadane,
1986).

Aplicando o log na última expressão acima,

𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝐷) = 𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝐷|𝜃 ∗) + 𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝜃 ∗) +
𝑑
2
𝑙𝑜𝑔(2𝜋 ) −

1
2
𝑙𝑜𝑔|𝐴| + 𝑂(𝑛−1),

em que 𝑂(𝑛−1) é o erro de aproximação e 𝑛𝑂(𝑛−1) converge para um valor constante quando
𝑛 → ∞.
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Para uma amostra suficiente grande, 𝜃 ∗ ≈ 𝜃 que é um o estimador de máxima veros-
similhança, e 𝐴 ≈ 𝑛𝑖, em que i é a esperança de matriz de informação de Fisher para
uma observação (A. E. Raftery, 1995). Ela é uma matriz (𝑑𝑥𝑑) com elementos de forma
−𝐸[ 𝜕

2𝑃 (𝑦1 |𝜃)
𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗

|𝜃 = 𝜃], que é o valor esperado de 𝑦1 com 𝜃 fixado e ainda, |𝐴| ≈ 𝑛𝑑 𝑖 (A. E.
Raftery, 1995). Assim

𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝐷) = 𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝐷|𝜃) + 𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝜃) +
𝑑
2
𝑙𝑜𝑔(2𝜋 ) −

𝑑
2
𝑙𝑜𝑔𝑛 −

1
2
𝑙𝑜𝑔|𝑖| + 𝑂(𝑛−

1
2 )

Suponha que, a priori, 𝜃 tem a distribuição normal multivariada com a média 𝜃 e matriz
de variância 𝑖−1. Como esses termos 𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝜃), 𝑑

2 𝑙𝑜𝑔(2𝜋 ) e 1
2 𝑙𝑜𝑔|𝑖| não dependem do n, em

média, contém a mesma quantidade de informação que uma única observação. Então
𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝜃) = 𝑑

2 𝑙𝑜𝑔(2𝜋 ) +
1
2 𝑙𝑜𝑔|𝑖| (A. E. Raftery, 1995). Assim, temos

𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝐷) = 𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝐷|𝜃) −
𝑑
2
𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝑂(𝑛−

1
2 ),

onde o erro 𝑂(𝑛− 1
2 ) converge para 0 quando 𝑛 → ∞.

Sendo que 𝐵𝐼𝐶 = −2𝑙𝑛(�̂�) + 𝑘𝑙𝑛(𝑛), para o modelo 𝑀𝑘 , temos

𝑃 (𝑀𝑘 |𝐷) =
𝑃 (𝐷|𝑀𝑘)𝑃 (𝑀𝑘)

∑𝐾
𝑗=1 𝑃 (𝐷|𝑀𝑗)𝑃 (𝑀𝑗)

≈
𝑒𝑥𝑝(− 1

2𝐵𝐼𝐶𝑘)𝑝(𝑀𝑘)
𝐾
∑
𝑗=1

𝑒𝑥𝑝(− 1
2𝐵𝐼𝐶𝑗)𝑝(𝑀𝑗)
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A.3 Formula fechada de obter a posteriori dos
parâmetros no modelo linear

Considerar um modelo de regressão linear múltipla

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜖

em que 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑛)𝑇 um vetor 𝑛𝑥1 de observações, e 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑇 uma matriz
𝑛𝑥𝑝 de covariáveis, ou seja, a matriz de design, com 𝑥𝑖 = (1, 𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ..., 𝑥𝑖(𝑝−1))𝑇 , (𝛽, 𝜎 2) o
vetor de parâmetros, com 𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, ..., 𝛽𝑝−1), e 𝜖 = (𝜖1, 𝜖2, ..., 𝜖𝑛) um vetor 𝑛𝑥1 de erros
aleatórios.

A função de verossimilhança nesse caso é:

𝑓 (𝑦 |𝛽, 𝜎 2, 𝑥) = (2𝜋𝜎 2)−
𝑛
2 𝑒𝑥𝑝{−

1
2𝜎 2 (𝑦 − 𝑥𝛽)𝑇 (𝑦 − 𝑥𝛽)}

No caso, a variância de 𝜖 é 𝜎 2 desconhecida (Murphy, 2007; Hoyos, 2020). Suponhamos
que:

𝜎 2 ∼ 𝐼𝐺(𝑎0, 𝑏0),

isto é,

𝑔(𝜎 2) =
(𝑏0)𝑎0

Γ(𝑎0)
(𝜎 2)−(𝑎0+1) exp{−

𝑏0
𝜎 2}𝕀𝑅+(𝜎 2),

e
𝛽 |𝜎 2 ∼ 𝑁𝑝(𝑚0, 𝜎 2𝑉0),

isto é,

𝑔(𝛽 |𝜎 2) = (2𝜋 )−
𝑝
2 |𝑉0|−

1
2 (𝜎 2)−

𝑝
2 exp{−

1
2𝜎 2 [(𝛽 −𝑚0)𝑡𝑉 −1

0 (𝛽 −𝑚0)]}.

Ou seja,

(𝛽, 𝜎 2) ∼ 𝑁𝑝+1𝐼𝐺(𝑚0, 𝑉0, 𝑎0, 𝑏0)

cuja densidade é

𝑔(𝛽, 𝜎 2) =
𝑏𝑎00

(2𝜋 )
𝑝
2 |𝑉0|

1
2Γ(𝑎0)

(𝜎 2)−(𝑎0+
𝑝
2 +1)𝑒𝑥𝑝{−

1
2𝜎 2 [(𝛽 −𝑚0)𝑇𝑉 −1

0 (𝛽 −𝑚0) + 2𝑏0]}𝕀𝑅+(𝜎 2)

Usando a função de verossimilhança e a distribuição a priori, temos que
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𝑓 (𝛽, 𝜎 2|𝑦, 𝑥) =
𝑓 (𝑦 |𝛽, 𝜎 2, 𝑥)𝑔(𝛽, 𝜎 2)𝑓 (𝑥)

𝑓 (𝑦 |𝑥)𝑓 (𝑥)
∝ 𝑓 (𝑦 |𝛽, 𝜎 2, 𝑥)𝑔(𝛽, 𝜎 2)

∝ (𝜎 2)−(𝑎1+
𝑝
2 +1) exp{−

1
2𝜎 2 [(𝛽 −𝑚∗)𝑡𝑉 ∗−1(𝛽 −𝑚∗) + 2𝑏1]}𝕀𝑅+(𝜎 2)

em que

𝑉 ∗ = (𝑉 −1
0 + 𝑋 𝑇𝑋 )−1

𝑚∗ = 𝑉 ∗(𝑉 −1
0 𝑚0 + 𝑋 𝑇𝑦)

𝑎1 = 𝑎0 +
𝑛
2

𝑏1 = 𝑏0 +
𝑚𝑡

0𝑉 −1
0 𝑚0 + 𝑦𝑇𝑦 −𝑚∗𝑇𝑉 ∗−1𝑚∗

2

Supondo que 𝑋 𝑇𝑋 seja uma matriz não singular, temos ainda que

𝑚∗ = 𝑉 ∗(𝑉 −1
0 𝑚0 + 𝑋 𝑇𝑋𝛽),

onde 𝛽 é o vetor de estimativa da 𝛽 . Ou seja, a distribuição posteriori de (𝛽, 𝜎 2) é Normal
Gama Inversa (Hoyos, 2020), isto é,

𝛽, 𝜎 2|𝑦, 𝑥 ∼ 𝑁𝑝𝐼𝐺(𝑚∗, 𝑉 ∗, 𝑎1, 𝑏1)
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Apêndice B

B.1 Erro quadrado médio de dados simulados com
diferentes valores de k (k-fold)

n EQM-BMA EQM-linear
50 1.1073 1.6025
100 0.7760 0.8030
200 0.8668 0.9098
500 1.0214 1.0475
1000 0.9864 0.9993
2000 0.9875 0.9905
5000 1.0284 1.0301
10000 1.0184 1.0193
20000 1.0019 1.0022
50000 1.0139 1.0141

(a) k = 3

n EQM-BMA EQM-linear
50 0.9892 1.1549
100 0.8445 0.8748
200 0.8837 0.9630
500 1.0253 1.0226
1000 0.9872 1.0009
2000 0.9855 0.9894
5000 1.0275 1.0297
10000 1.0180 1.0185
20000 1.0020 1.0022
50000 1.0140 1.0142

(b) k = 4
n EQM-BMA EQM-linear
50 1.0661 1.2205
100 0.8082 0.8639
200 0.8916 0.9422
500 1.0266 1.0263
1000 0.9801 0.9960
2000 0.9830 0.9897
5000 1.0284 1.0305
10000 1.0179 1.0189
20000 1.0018 1.0020
50000 1.0140 1.0142

(c) k = 6

n EQM-BMA EQM-linear
50 0.9586 1.2769
100 0.8113 0.8447
200 0.9038 0.9504
500 1.0222 1.0170
1000 0.9812 0.9957
2000 0.9847 0.9865
5000 1.0266 1.0283
10000 1.0177 1.0187
20000 1.0016 1.0019
50000 1.0139 1.0141

(d) k = 7

Tabela B.1: Comparação de EQM via cross validation
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APÊNDICE B

B.2 Detalhes dos modelos mais prováveis do capítulo
4

Os 5 modelos mais prováveis no exemplo da seção 4.2(Tabela 4.5):

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙1 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝐶𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 + 𝛽2𝑋𝐵𝑙𝑎𝑠𝑡.𝐹𝑢𝑟𝑛𝑎𝑐𝑒.𝑆𝑙𝑎𝑔 + 𝛽3𝑋𝐹 𝑙𝑦.𝐴𝑠ℎ + 𝛽4𝑋𝑊𝑎𝑡𝑒𝑟 + 𝛽5𝑋𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑝𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑖𝑧𝑒𝑟

+ 𝛽8𝑋𝐴𝑔𝑒

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙2 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝐶𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 + 𝛽2𝑋𝐵𝑙𝑎𝑠𝑡.𝐹𝑢𝑟𝑛𝑎𝑐𝑒.𝑆𝑙𝑎𝑔 + 𝛽3𝑋𝐹 𝑙𝑦.𝐴𝑠ℎ + 𝛽4𝑋𝑊𝑎𝑡𝑒𝑟 + 𝛽8𝑋𝐴𝑔𝑒

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙3 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝐶𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 + 𝛽2𝑋𝐵𝑙𝑎𝑠𝑡.𝐹𝑢𝑟𝑛𝑎𝑐𝑒.𝑆𝑙𝑎𝑔 + 𝛽3𝑋𝐹 𝑙𝑦.𝐴𝑠ℎ + 𝛽4𝑋𝑊𝑎𝑡𝑒𝑟 + 𝛽5𝑋𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑝𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑖𝑧𝑒𝑟

+ 𝛽6𝑋𝐶𝑝𝑎𝑟𝑠𝑒.𝐴𝑔𝑔𝑟𝑒𝑔𝑎𝑡𝑒 + 𝛽8𝑋𝐴𝑔𝑒

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙4 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝐶𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 + 𝛽2𝑋𝐵𝑙𝑎𝑠𝑡.𝐹𝑢𝑟𝑛𝑎𝑐𝑒.𝑆𝑙𝑎𝑔 + 𝛽3𝑋𝐹 𝑙𝑦.𝐴𝑠ℎ + 𝛽4𝑋𝑊𝑎𝑡𝑒𝑟 + 𝛽7𝑋𝐹 𝑖𝑛𝑒.𝐴𝑔𝑔𝑟𝑒𝑔𝑎𝑡𝑒

+ 𝛽8𝑋𝐴𝑔𝑒

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙5 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝐶𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 + 𝛽2𝑋𝐵𝑙𝑎𝑠𝑡.𝐹𝑢𝑟𝑛𝑎𝑐𝑒.𝑆𝑙𝑎𝑔 + 𝛽3𝑋𝐹 𝑙𝑦.𝐴𝑠ℎ + 𝛽4𝑋𝑊𝑎𝑡𝑒𝑟 + 𝛽5𝑋𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑝𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑖𝑧𝑒𝑟

+ 𝛽7𝑋𝐹 𝑖𝑛𝑒.𝐴𝑔𝑔𝑟𝑒𝑔𝑎𝑡𝑒 + 𝛽8𝑋𝐴𝑔𝑒

Os 5 modelos mais prováveis no exemplo da seção 4.3(Tabela 4.9):

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙1 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑀𝑒𝑑𝑢 + 𝛽2𝑋𝑓 𝑎𝑖𝑙𝑢𝑟𝑒𝑠

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙2 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑀𝑒𝑑𝑢 + 𝛽2𝑋𝑓 𝑎𝑖𝑙𝑢𝑟𝑒𝑠 + 𝛽5𝑋𝑀𝑗𝑜𝑏_𝑠𝑒𝑟𝑣𝑖𝑐𝑒𝑠

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙3 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽2𝑋𝑓 𝑎𝑖𝑙𝑢𝑟𝑒𝑠 + 𝛽4𝑋𝑀𝑗𝑜𝑏_ℎ𝑒𝑎𝑙𝑡ℎ + 𝛽5𝑋𝑀𝑗𝑜𝑏_𝑠𝑒𝑟𝑣𝑖𝑐𝑒𝑠

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙4 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑀𝑒𝑑𝑢 + 𝛽2𝑋𝑓 𝑎𝑖𝑙𝑢𝑟𝑒𝑠 + 𝛽3𝑋𝑔𝑜𝑜𝑢𝑡

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙5 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑀𝑒𝑑𝑢 + 𝛽2𝑋𝑓 𝑎𝑖𝑙𝑢𝑟𝑒𝑠 + 𝛽3𝑋𝑔𝑜𝑜𝑢𝑡 + 𝛽5𝑋𝑀𝑗𝑜𝑏_𝑠𝑒𝑟𝑣𝑖𝑐𝑒𝑠

Os 5 modelos mais prováveis no exemplo da seção 4.4(Tabela 4.16):

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙1 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽2𝑋𝑜𝑙𝑑𝑝𝑒𝑎𝑘 + 𝛽3𝑋𝑠𝑒𝑥_1 + 𝛽4𝑋𝑐𝑝_1 + 𝛽5𝑋𝑐𝑝_2 + 𝛽6𝑋𝑐𝑝_3

+ 𝛽7𝑋𝑠𝑙𝑜𝑝𝑒_1 + 𝛽9𝑋𝑐𝑎_1 + 𝛽10𝑋𝑐𝑎_2 + 𝛽11𝑋𝑐𝑎_3 + 𝛽15𝑋𝑡ℎ𝑎𝑙_3

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙2 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽2𝑋𝑜𝑙𝑑𝑝𝑒𝑎𝑘 + 𝛽3𝑋𝑠𝑒𝑥_1 + 𝛽5𝑋𝑐𝑝_2 + 𝛽6𝑋𝑐𝑝_3 + 𝛽7𝑋𝑠𝑙𝑜𝑝𝑒_1

+ 𝛽9𝑋𝑐𝑎_1 + 𝛽10𝑋𝑐𝑎_2 + 𝛽11𝑋𝑐𝑎_3 + 𝛽15𝑋𝑡ℎ𝑎𝑙_3

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙3 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑡𝑟𝑒𝑠𝑡𝑏𝑝𝑠 + 𝛽3𝑋𝑠𝑒𝑥_1 + 𝛽4𝑋𝑐𝑝_1 + 𝛽5𝑋𝑐𝑝_2 + 𝛽6𝑋𝑐𝑝_3

+ 𝛽8𝑋𝑠𝑙𝑜𝑝𝑒_2 + 𝛽9𝑋𝑐𝑎_1 + 𝛽10𝑋𝑐𝑎_2 + 𝛽11𝑋𝑐𝑎_3 + 𝛽15𝑋𝑡ℎ𝑎𝑙_3

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙4 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽2𝑋𝑜𝑙𝑑𝑝𝑒𝑎𝑘 + 𝛽3𝑋𝑠𝑒𝑥_1 + 𝛽4𝑋𝑐𝑝_1 + 𝛽5𝑋𝑐𝑝_2 + 𝛽6𝑋𝑐𝑝_3

+ 𝛽8𝑋𝑠𝑙𝑜𝑝𝑒_2 + 𝛽9𝑋𝑐𝑎_1 + 𝛽10𝑋𝑐𝑎_2 + 𝛽11𝑋𝑐𝑎_3 + 𝛽15𝑋𝑡ℎ𝑎𝑙_3

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙5 ∶ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑡𝑟𝑒𝑠𝑡𝑏𝑝𝑠 + 𝛽2𝑋𝑜𝑙𝑑𝑝𝑒𝑎𝑘 + 𝛽3𝑋𝑠𝑒𝑥_1 + 𝛽4𝑋𝑐𝑝_1 + 𝛽5𝑋𝑐𝑝_2

+ 𝛽6𝑋𝑐𝑝_3 + 𝛽7𝑋𝑠𝑙𝑜𝑝𝑒_1 + 𝛽9𝑋𝑐𝑎_1 + 𝛽10𝑋𝑐𝑎_2 + 𝛽11𝑋𝑐𝑎_3 + 𝛽15𝑋𝑡ℎ𝑎𝑙_3
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