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Resumo

Castro, B. M. Selecao de modelos para segmentacao de sequéncias simbdlicas usando
maxima verossimilhanga penalizada. 66 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica

e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

O problema de segmentacao de sequéncias tem o objetivo de particionar uma sequéncia ou um
conjunto delas em um nimero finito de segmentos distintos tao homogéneos quanto possivel. Neste
trabalho consideramos o problema de segmentacao de um conjunto de sequéncias aleatérias, com
valores em um alfabeto A finito, em um ndmero finito de blocos independentes. Supomos ainda

que temos m sequéncias independentes de tamanho n, construidas pela concatenacao de s segmen-

*

s sendo que cada bloco é obtido a partir da distribuicao IP; em Al , J =

tos de comprimento [

1,---,s. Além disso denotamos os verdadeiros pontos de corte pelo vetor k* = (k},--- ,ki_;),
com k} = 2321 ;-‘, i1=1,---,s5—1, esses pontos representam a mudanga de segmento. Propomos

usar o critério da maxima verossimilhanca penalizada para inferir simultaneamente o nimero de
pontos de corte e a posicao de cada um desses pontos. Também apresentamos um algoritmo para
segmentacao de sequéncias e realizamos algumas simulacoes para mostrar seu funcionamento e sua
velocidade de convergéncia. Nosso principal resultado é a demonstracao da consisténcia forte do

estimador dos pontos de corte quando o m tende ao infinito.

Palavras-chave: Segmentacao de sequéncias, maxima verossimilhanca penalizada, consisténcia

forte.



Abstract

Castro, B. M. A model selection criterion for the segmentation of symbolic sequences
using penalized maximum likelihood. 66 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matemética

e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

The sequence segmentation problem aims to partition a sequence or a set of sequences into a
finite number of segments as homogeneous as possible. In this work we consider the problem of
segmenting a set of random sequences with values in a finite alphabet A into a finite number of in-
dependent blocks. We suppose also that we have m independent sequences of length n, constructed
by the concatenation of s segments of length /5 and each block is obtained from the distribution
P; over Al j=1,---,s. Besides we denote the real cut points by the vector k* = (k},--- ,kX_,),
with &k = 23‘21 ;, 1 =1,---,5 — 1, these points represent the change of segment. We propose
to use a penalized maximum likelihood criterion to infer simultaneously the number of cut points
and the position of each one those points. We also present a algorithm to sequence segmentation

and we present some simulations to show how it works and its convergence speed. Our principal

result is the proof of strong consistency of this estimators when m grows to infinity.

Keywords: Sequence segmentation, penalized maximum likelihood, strong consistency.
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Capitulo 1
Introducao

O problema de segmentacao de sequéncias tém o objetivo de particionar uma sequéncia ou um
conjunto delas em um numero finito de segmentos distintos tdo homogéneos quanto possivel. Este
problema pode ser aplicado em diversas areas tais como a bioinformatica, previsao do tempo e
telecomunicagoes. Na bioinformatica o maior problema é segmentar um gene ou uma proteina em
diferentes partes funcionais.

Nos ultimos anos foram apresentados véarios métodos para segmentar sequéncias, principal-
mente aplicados a segmentacao do DNA. O DNA, sigla em inglés para dcido desoxirribonucléico, é
o material genético das células que pode ser interpretado como um cédigo contendo instrugoes para
as fungoes do corpo. O DNA é composto de quatro bases: Adenina (A), Citosina (C'), Guanina
(G) e Timina (7). Uma sequéncia das bases do DNA trasmite informacoes para que as células
fabriquem uma certa proteina especifica, esse fato pode ser comparado a contrugao de uma frase,
na qual devemos alocar as letras para que uma sentenga faca sentido.

Braun & Muller (1998) apresentam varias técnicas estatisticas para auxiliar no processo de
segmentagao de sequéncias, dentre essas técnicas destacamos a segmentacao usando cadeias de
Markov ocultas e o método de mudanca-de-ponto (change-point). Boys et al (2000) ilustram
através de um exemplo, como realizar segmentacoes de sequéncias de DNA usando uma abordagem
bayesiana para uma generalizagao das cadeias de Markov ocultas, ja que no modelo apresentado
o processo observado Y; depende tanto de Y;_; como do estado oculto Sy, quando o ntimero de
estados escondidos é conhecido e cada estado escondido corresponde a um tipo de segmento. Em
Boys & Henderson (2004) estes resultados foram generalizados para o caso em que o numero de
segmentos é desconhecido e o processo observado segue uma cadeia de Markov de ordem ¢, isto
é, o valor observado Y; depende de Y;_q,---,Y;_4 e S;. Boys et al (2000) e Boys & Henderson
(2004) utilizaram como priori para a transicdo das bases de DNA e para os tipos de segmento a
distribui¢ao Dirichlet com o intuito de obter prioris conjugadas, mas Nur et al (2009) perceberam,
através de uma andlise de sensibilidade, que uma mistura da distribuicao Dirichlet como priori

para os tipos de segmento proporcionava melhores estimativas.



1.1 O Modelo Probabilistico 12

Um dos primeiros algoritmos para segmentacao de sequéncias, conhecido como Dividir-e-
Conquistar, tém o objetivo de dividir uma dada sequéncia em segmentos homogéneos e realizar
uma otimizacao local a partir da divergéncia de Jensen-Shannon, ver Bernaola-Galvan et al (1996)
e Bernaola-Galvan et al (1999). Li (2001a) e Li (2001b) notou que esse método nao possuia um
critério de parada satisfatério e propos que a segmentacao fosse realizada usando ferramentas de
selegao de modelos e adotando o BIC (Criério de Informagao Bayesiana) como o critério de parada.
Terzi & Tsaparas (2006) apresentaram o algoritmo conhecido como Dividir e Segmentar (DNS),
em que a sequéncia é particionada em subsequéncias disjuntas (Dividir). Essas subsequéncias
sao segmentadas utilizando programacao dindmica em um numero definido, k, de pontos de corte
(Segmentar). Apds essa segmentagdo novas sequéncias sao formadas a partir da concatenagao
dos segmentos. O critério para essa concatenagao € fazer uma ponderagao pelo comprimento dos
segmentos.

O artigo que motivou esse trabalho foi Gwadera et al (2008) que propuseram um algoritmo
para determinar o niimero 6timo de segmentos que particiona a sequéncia e ajusta uma cadeia de
Markov de alcance varidvel ideal para cada segmento. Para selecionar o niimero de segmentos da
sequéncia foram usados o Critério de Informagao Bayesiana (BIC) e uma modificagao do principio
de Minimo Comprimento de Descricdo (MDL) que usa o estimador Krichevsky-Trofimov (KT)
(Csiszar & Talata (2006)). Para resolver o problema do nimero 6timo de segmentos foi apresentado
o algoritmo chamado TreeSegment, que se baseia nos algoritmos de Contexto (ver Rissanen (1983))
e de Maximizacdo da Arvore de Contexto (Willems et al (2000)), que tem a funcdo de podar os
nés terminais no BIC e no MDL, respectivamente. Gwadera et al (2008) observaram que o modelo
é afetado pelas bordas dos segmentos e inseriram uma penalidade para resolver esse problema,
que pode ser entendida em termos da probabilidade de transicdo entre os estados ocultos (que

correspondem aos segmentos) na cadeia de Markov oculta.

1.1 O Modelo Probabilistico

Neste trabalho vamos considerar o problema de segmentagao de um conjunto de sequéncias
simbdlicas aleatérias com valores em uma alfabeto finito com cardinalidade |.A4|. Ao longo do texto
vamos apresentar alguns termos e notacoes para um melhor entendimento do problema. Denotamos

v A
POr A = Gyly+1 - - Ay, 1 < u < v, uma sequéncia de tamanho v —u+1 e cada componente a; € A.
Chamamos de “palavra”’uma configuracao qualquer de uma subsequéncia de a?,. Na literatura é
muito comum concatenar duas ou mais palavras criando uma nova sequéncia. Para denotar essa

v, assim dizemos que bc é

5 Al __ v—u+1 _ Lw w—
operacao supomos duas sequéncias, b = b}, € A ec=cy €A
a concatenacao de b e ¢ em AW UL,
Seja Y uma sequéncia aleatoria sobre A", tal que Y é a concatenacao de s segmentos aleatorios

independentes X1, Xa, -, X;, sendo que cada segmento X, assume uma distribuicao de proba-

Bruno Monte de Castro IME - USP



1.2 Objetivos 13

bilidade P;, j = 1,---,s. Assim, temos que X; € A com AL = {(a1,~~- ,al;) Dap € A}
S

representando as possiveis palavras no segmento de tamanho [ e consequentemente E I =n.
i=1
Portanto, temos uma sequéncia de valores discretos de tamanho n dividida em s blocos indepen-

dentes, de tamanho finito, sendo que cada segmento tem comprimento l;.
Denotamos pelo vetor k* = (kj,--- , k*_;) os verdadeiros pontos de corte (independéncia) entre
os blocos. Esses pontos de independéncia podem ser obtidos em fungao do tamanho dos segmentos,

da seguinte forma

ko= o

ky = 1+

s—1
* _ *
o= Y
j=1

Na Figura 1.1 mostramos uma sequéncia em que n = 10 e s=2 e temos a distribuicao de X;

sobre A1 e Xy em Az, com lj=4 e I5 = 6.

X1 X2
' —+ —

0 1 2 3 Ky kil k{42 ki3 ki k{45

Figura 1.1: Representacao de 2 segmentos em uma dada sequéncia de tamanho n.

1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é, a partir de uma amostra de m sequéncias, obter um estimador para
os pontos de corte usando, como critério de informacao para a selecdo do modelo, o método da
maxima verossimilhanga penalizada. Além disso, vamos apresentar um algoritmo de segmentagao
e estudé-lo através de simulagoes. Nosso principal resultado é a demonstracao da consisténcia forte

desse estimador, quando o nuimero de sequéncias tende ao infinito.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 definimos a fungao de verossimilhanca do modelo e argumentamos sobre a neces-
sidade de uma penalizacao para a mesma. Além disso, enunciamos um Lema e um Teorema que

garantem a consisténcia forte do estimador. No Capitulo 3 demostramos todos os possiveis casos

Bruno Monte de Castro IME - USP



1.3 Organizacao do Trabalho 14

do Lema e a partir dele demostramos o Teorema. No Capitulo 4 apresentamos o algoritmo de
segmentagao e alguns exemplos com o intuito de validar o seu funcionamento. O Apéndice A é
reservado para algumas definigoes e resultados bésicos necessarios na demonstracao do Lema no

Capitulo 3. Por fim, o Apéndice B traz o script em R dos exemplos no Capitulo 4.

Bruno Monte de Castro IME - USP



Capitulo 2

Inferéncia Estatistica

Neste capitulo apresentamos a funcao de verossimilhanca e através de um exemplo vemos a neces-
sidade de inserir uma penalizacao, com o intuito de obter o nimero ideal de pontos de corte. Com
isso definimos o estimador dos pontos de corte baseado na fun¢do verossimilhancga penalizada. Por
dltimo, a fim de provar a consisténcia forte do estimador apresentamos o Lema 2.3.1 e o Teorema

2.3.2.

2.1 Funcao de Verossimilhanca

Com o intuito de realizar inferéncia para nosso modelo supomos que temos m sequéncias amos-
trais de tamanho n, cada uma delas independentes entre si. Em nosso problema de segmentacao
um dado segmento qualquer é referente as m sequéncias, isto é, o j-ésimo bloco é obtido pelo estudo
de toda a amostra. Seja k = (k1,--- , kt—1) um vetor qualquer de pontos de corte, de forma que ¢
pode ser maior, menor ou igual a s, além disso denotamos, para simplificar a notagao, o ponto 0
como kg e n-ésimo ponto como ky, ver Figura 2.1. Inicialmente vamos considerar somente o estudo
do segmento j de comprimento [; = k; — kj_1, que é o bloco limitado pelos pontos kj_1 + 1 e k;.

k. A . 7 z
Representamos por y,’ i1 = Yk 1Yk 42 Yk qualquer sequéncia possivel dos simbolos em
i

P {kj—1:ks} [ Kkj
A% e denotamos por Ny, W41

J-ésimo segmento nas m sequéncias. Essa variavel pode ser definida da seguinte forma

a k
) o numero de vezes que aparece a palavra a;’ 41 Do
i

m

Ml ) =S =)
=1

em que 1 é a funcgéo indicadora e y( ) representa a palavra no segmento j correspondente a i-ésima

i
J
observacao na amostra.
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jj_1+1 = ak;_ﬁl) ¢é dado por

{kjilzkj} k;J
k; k k; Nm akj,1+1

B J — — P J —
]P(ij,ﬁl - akjfl‘i’l) - IP{ kjflﬁkj}(akJ;l‘Fl) - m :

O estimador de maxima verossimilhanca de IP <Ykk

Esse resultado pode ser demonstrado considerando uma amostra de tamanho m de distribuicoes

. k; L A . -
Bernoulli, sendo sucesso aparecer a palavra a;’ 11 ha i-ésima sequéncia. Assim a funcao de
i

+
verossimilhanga empirica, em relacao ao j-ésimo segmento, é dada por

{ki_q1:ki} [ ks
k. ks ij nY (ak,‘;*l‘i’l)
m NT{YL Jfl'J}(aIZj +1>
~ k; @) j—1
HIP<YI€J'J71+1 =Y ) - H m
1=1

k.
J i
akj71+1€¢4

Adotamos, por conveniéncia, que 0° = 1, isso ocorre quando uma dada palavra nido aparece na

amostra.
/R LN | =
1) t ~ } !
0 k1 ko ki1 n
I I
ko kt
(2 ¢ } } } |
ko k1 ko ki1 k¢
(m) } } } y
k:() k‘l k‘2 k‘t—l k't

Figura 2.1: Representacao de t segmentos em m sequéncias de tamanho n.

Exemplo 2.1.1. Considere um tunico bloco, denotado por j, e vamos calcular a probabilidade

. A Ky .
empirica de aparecer a sequéncia a;’ em uma amostra de m = 12 sequéncias com [; = 5
i

1+1
e alfabeto A = {b, c¢}. A partir dessa amostra obtemos as probabilidades empiricas para cada

palavra, ver Tabela 2.1.

Bruno Monte de Castro IME - USP



2.1 Fungao de Verossimilhanga 17

QO T T T OO0 0 O
ST T OO0 TS0 o0
ST O O O TTTT OO OO0 00
A O O 0O T T O T o0 o
ST O 0 T T T O 0 0

A~

k.
Palavra P{kj,l:kj}(ak;,ﬁl)

1/6
1/4
1/12
1/12
1/6
1/12
1/12
1/12

ST O S0 O
O O 0 T O 0
SO TS0 OO0 O
QO O S0 T O o
O ST T T T OO

Tabela 2.1: Probabilidade empirica de cada sequéncia na amostra do FExemplo 2.1.1.

A probabilidade empirica conjunta de uma i-ésima sequéncia pode ser escrita da forma

- k i k i k ]
P <Yk01+1 = yY), Yk12+1 = yél)’ T ’tht_ﬁ-l - ygl))

assim, a funcao de verossimilhanga empirica do vetor k correspondente aos dados Y, x1 observada

¢é dada por

Lk|Y)

m 1 k: k

P 3 —
| | | | P(ijflﬂ = akj71+1>’
i=1j=1

pois assumimos que cada bloco é independente. Tomando o logaritmo da funcao de verossimilhanca

empirica de k dado Y obtemos

; N{k’j—li’“j}<a:j 1)
ki_q:k; k. m 1+
y)=>" 3 N (AL ) log L
J=1 Ry
O _q1+1

Bruno Monte de Castro IME - USP



2.2 Estimador de Maxima Verossimilhanca Penalizada 18

2.2 Estimador de Maxima Verossimilhanca Penalizada

Quando estimamos os pontos de corte, a partir da funcdo de verossimilhanca percebemos que
quanto menor o nimero de pontos estimados, ou seja, quanto menor for o niimero de segmentos
maior serd o valor da verossimilhanga do modelo. Para prevenir que sejam estimados mais (ou
menos) pontos de corte do que o necessario, estimamos o vetor k usando o método da méxima
verossimilhanga penalizada. Com isso, o logaritmo da fungao de verossimilhanga penalizada é dado

por

t
LVP(K|Y) =U(k[Y) —c[ Y A" —t | logm (2.1)
j=1

sendo ¢ uma constante positiva e a penalizacao baseada tanto no nimero de segmentos estimados

quanto no tamanho de cada um desses segmento.

Definigao 2.2.1. Dada uma constante ¢ > 0, o estimador de k*, em relagdo a um tamanho de

amostra m € dado por

¢
k,, = argmax {l(k|Y) — C<Z|A|lj — t) log m}
kiki <ko<---<ki—1 —1
1<t<n J=

Na pratica, esse estimador é bem dificil de ser calculado quando o tamanho da sequéncia é grande
e/ou para quando existem muitos segmentos. Com a intengao de resolver esse problema, serd apre-
sentado no Capitulo 4 um algoritmo iterativo que se utiliza de recorréncias e permitird encontrar

os estimadores dos pontos de corte de maneira mais viavel.

Exemplo 2.2.2. Realizamos uma simulagao com m = 5000 sequéncias amostrais de tamanho
n = 6 obtidas a partir da sequéncia aleatéria Y sobre o alfabeto A = {1,2}, sendo que Y ¢

composta por dois segmentos independentes X; e X5 e com o ponto de corte ki = 3 de forma que

e X é gerado a partir de uma cadeia de Markov com a seguinte matriz de transigao

1 2
10,3 0,7
P, =
2\0,8 0,2
e O segmento Xs é gerado através de uma cadeia de Markov de alcance varidvel de ordem 2 com
3 folhas, como na Figura 2.2, ver Bithlmann & Wyner (1999) e Rissanen (1983). Foi utilizado

o pacote VLMC do software R para essa simulacdo, mais detalhes podem ser encontrados em
Méchler & Biihlmann (2002).
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2.2 Estimador de Maxima Verossimilhanca Penalizada 19

(0,350, 65)

(0,57;0,43) (0,23;0,77)

(0,31;0, 69) (0,86;0, 14)

Figura 2.2: Arvore de Contexto obtida através do segmento aleatorio Xo.

Primeiro devemos encontrar quantos pontos de corte existem no modelo. Quando calculamos
a funcao de verossimilhanca percebemos que ela é decrescente em relacdo ao nimero de pontos de
corte/segmentos estimados e seu valor serd maximo quando nenhum ponto de corte é estimado.
Esse resultado faz sentido, ja que quanto maior for o segmento, menor sera a chance de uma dada
palavra se repetir. Por conta disso, propomos a fun¢do de verossimilhanca penalizada dada em
(2.1) que a retorna como valor de méximo o numero correto de pontos de corte, como mostrado

na Figura 2.3.

Logaritmo da Fungéo de Verossimilhanga

—— Sem Penalizacéo
---- Com Penalizagédo

-18000

1(/X)
-19000 -18500

-19500

~20000
1

Numero de segmentos

Figura 2.3: Grdfico comparativo do logaritmo da funcdo de verossimilhanca com e sem a pena-
lizacao em relacao ao numero de segmentos estimados.

Agora que conhecemos o ntmero ideal de segmentos do modelo temos que saber qual o ponto

Bruno Monte de Castro IME - USP



2.3 Resultados de Consisténcia 20

de corte que maximiza a funcado de verossimilhanca. A Figura 2.4 mostra que o ponto de corte
k1 = 3 é o ponto de maximo tanto na funcao de verossimilhanca quanto na fungao de verossimi-
lhanca penalizada. Neste exemplo, tanto a fun¢ao de verossimilhanga com penalizacao como a sem
penalizagao parecem ter o mesmo comportamento, isso se deve porque n é pequeno e a penalizagao

nao é afetada tao drasticamente.

Logaritmo da Funcéo de Verossimilhanca do Modelo com 2 Segmentos

—— Sem Penalizacéo
---- Com Penalizacao

Logaritmo da Funcéo de Verossimilhanga
-18400 -18200 -18000

-18600

-18800

Figura 2.4: Grdfico do logaritmo da funcdo de verossimilhanca com e sem a penaliza¢do em
relacdo ao ponto de corte k1, no modelo com 2 segmentos.

2.3 Resultados de Consisténcia
Lema 2.3.1. Seja k) +# k*. Existe um vetor k"+t1) £ k() tal que

LVPk"|Y) - LVP(kHD|Y)

< C(k(r)’k(r-*-l)) <0,
m

quase certamente, quando m — o0 e C(k(r),k(T‘H)) € uma constante que depende dos pontos de

corte estimados na iteracao r e r + 1.

O Lema 2.3.1 diz que, dado um vetor qualquer de segmentos estimados existe um outro vetor
com melhores estimacdes, de forma que LV P(kU+D[Y) > LV P(k™|Y), quando o tamanho da
amostra é grande.

O vetor k"1 é uma atualizacio de k"), sendo que o vetor k(") pode apresentar pelo menos
um ponto de corte estimado erroneamente ou ter mais ou menos pontos de corte estimados em
relagdo ao vetor k*.

)

Em cada modificagdo atualizamos o valor de kj(-r para o verdadeiro ponto de corte k;f, nao

Bruno Monte de Castro IME - USP



2.3 Resultados de Consisténcia 21

importando o tipo de erro que o modelo possui. Nesta atualizagao verificamos para qual valor de

T . . . ’ 7.
kj( ) a verossimilhanca penalizada é maxima.

Teorema 2.3.2. O estimador dado na Defini¢cao 2.2.1 satisfaz

~

k,, =k*

para m suficientemente grande com probabilidade 1.

O Teorema 2.3.2 garante a consisténcia forte do estimador do vetor k*, em um ntmero finito
de iteragoes, quando o nimero de sequéncias tende ao infinito. Podemos dizer que quanto menos

pontos de corte estimados erroneamente mais rapida serd a convergencia.
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Capitulo 3

Demonstracao da Consisténcia do

Estimador

No presente capitulo vamos demonstrar a consisténcia do estimador dos pontos de corte. Primeiro,
iremos realizar a demonstracao do Lema 2.3.1, que esta dividida nas subsegoes 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3

e 3.1.4. Logo apds, demostramos o Teorema 2.3.2 usando o Lema 2.3.1 como principal argumento.

3.1 Demonstracao do Lema 2.3.1

Considere um vetor de pontos de corte estimados denotado por k), em que k(") # k*. Vamos

)

. T
atualizar as componentes k](
(r)
J
deverao respeitar a seguinte restricao

que sao diferentes de £} na situagao em que todos os pontos de corte

estimados antes de k; ’ sejam iguais aos verdadeiros pontos de corte. Além disso, essas atualizagoes

D < kD <<k, (3.1)

Suponha agora que h é o primeiro ponto de k(") diferente de k*, isto ¢

KO = (kiks, o ki ko kD)), com k) k. (3.2)
¢ importante ressaltar que os pontos k:,(fll, e ,k:t(i)l podem ser ou nao os verdadeiros pontos de

. ~ T .
corte. Dessa forma, na atualizacdo do ponto k:,(L) para kj devemos considerar os casos em que

existe h tal que (3.2) satisfaz:
a) ki <k
b) k'), <ki <k .., paraalgumw > 1.
uma atualizacao, nesse contexto, é uma mudanca de posicao do ponto de corte estimado quando

0 mesmo nao estd na sua posicao verdadeira. Em contrapartida, ha situagoes em que nao existe
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h que satisfaz o vetor em (3.2). Isso acontece quando necessitamos adicionar ou remover alguns

pontos de corte, assim a configuracio do vetor k(") pode ser:

c) kW = (kt,--- k* k;gr),--- ,k:l@l), com t > s;

y Vg1
d) k() — (ky, -+ ,kf_q), comt < s.
(r)
h+

(3.1). Em b essa restricao nao é respeitada, portanto além de atualizar o ponto k; devemos ainda

desprezar os pontos estimados de k}(:zl até k}(Qw

No caso a o ponto de corte kj estd localizado antes do ponto k; [, e que satisfaz a restricao em
Em c foram estimados mais pontos de corte do
que o necessario, de forma que ja conhecemos os verdadeiros s — 1 pontos de independéncia, entao
vamos remover os pontos de corte excedentes. Por ltimo, o caso d ocorre quando estimamos
corretamente os primeiros t — 1 pontos de corte, sendo ¢t < s e devemos adicionar os demais pontos
de corte, um por vez a cada iteragao, até obter a mesma configuragao do vetor k*. Observamos

que, se ocorre 0 caso ¢, nao serd possivel acontecer o caso d e vice-versa.

kg Kt = K kg ki ki n
F T t t t t t 1 (7‘)
KoK R K ) Ko KD n

t } } } } } i (r+1)
kg Ky = K kg Ko n

; f f f f f t (r+2)
kg k3 kx k3 kg k%, n

; f f f f f f t (r+3)
kg Kt = K kg ko ki) n

Figura 3.1: llustracdo dos casos b, a e ¢ nas iteracoes r + 1, r + 2, r + 3, respectivamente.

Vamos supor um exemplo em que o nimero verdadeiro de pontos de corte é 11 e ilustramos o

modelo correto em (*), como mostrado na Figura 3.1. Na iteragao r o primeiro ponto que satisfaz
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)

i) #* k}" é o k‘g). Vemos que a atualizacao do ponto k‘g satisfaz o caso b quando w = 1 e

J
além disso, o ponto kér) é desprezado fazendo com que todos os pontos posteriores mudem seus
indices na iteracao r + 1. Em seguida notamos que o caso a é aplicado na atualizacao do ponto
k%ﬂ), assim no passo r + 2 nao sobrou nenhum ponto estimado para atualizar. Como precisamos
atualizar mais um ponto vamos usar o caso ¢ e adicionar o ultimo ponto de independéncia. Na
Figura 3.2, considerando mesmo o exemplo do modelo com 11 pontos de corte verdadeiros, foram
estimados mais pontos de corte do que o necessdrio. Assim, exibimos a remocao do ponto kg)
entre os passos r e r + 1 quando foram encontrados todos os pontos de independéncia do modelo.

Para realizar a demonstragao dos casos a, b e ¢, vamos considerar a seguinte diferenca

+1
0, (k(r) k(r+1)> — LVP(k(”)|Y) - LVP(k(T )|Y)' (3.3)
’ m
I T t t t t t t 1 (7’)
kg Ok k; ks Ky ki K kY n
; —t ; ; ; ; | (r+1)
kg k3 k% kg k3 ko k1 n

Figura 3.2: Ilustracdo do caso d.

3.1.1 Caso em que k; < k’f(Q1
Nesta subsegao consideramos o vetor em (3.2) e o caso em que kj < k:,(l?l E mostrado na Figura

3.3 (a) e (b) a atualizacdo quando kj < /-c}(;) ou kj > k‘g), respectivamente.

~ . . . ~ '
Na demonstragao iremos considerar a situacao em que kj > k,g ), dessa forma as componentes

do vetor k"t apés a atualizacio, sio dadas por

(r+1)
kj
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* (r) (r) * (r) (r)
k4 ky th k4 Ky, kh+1
I t ( . I t ( .
* * 7+ * * 7“+
ki, k; ky kx_, ki kg
(a) (b)
. . L. . ~ (r)
Figura 3.3: Possiveis atualizagoes quando ky <k,
I 5 1 I i
E ; — o o & '
0 i K Wiy K K, K, n
) k()

Figura 3.4: Ilustracio do vetor k) em (3.2).

Temos que o logaritmo da verossimilhanca penalizada de k(™ dado Y (ver Figura 3.4) é da

forma
k¥
S (5% NS ()
LVPk"Y) = ST N ( L) log !
i=1 k: m
O +1
* (r)
{kh_l:k'h } k(’”)
(et} {4 R
kp_1:ky, k 1
D IRC S I ;
k)
Uy +1

{k(r k(r) } (r)
e ( ) +1)
> log

n Z Z N kS")l k(r)}< km .

m
“’ L1
h—1 ¢ o
- ¢ Z]A\li +Z|A]lﬂ' —t | logm. (3.4)
j=1 j=h
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1* I* 1 l('r+1) l('r+1)

1 2 h h+1 t
H 4 e — = (‘:+1 = }
* * * * * r T r+1
kO kl kz khfl kh kh+1) ki—l ) k§ )

(r)

Figura 3.5: Ilustragio do vetor kUt em (3.2) e quando ki <k,

Por outro lado, no caso do vetor atualizado k"1 temos

{k’filzk’f} k*
Nm ! J (akgf_l_’_l)

m

h * ok *
RESCT D Sl i Cal

j=1 k*
a,’
ki +1

* . (r+1) r+1
N{ kh kg } <ak](1+1 ) )

x  (r+1) (r+1) m *
kg ik, } k ky+1
E N{ a,tt ) lo
+ m ki1 g m
(r+1)
akh+1
Er+1

(r+1)_, (1) (1)

t N{ KD } 5
{k(’*”:k(r“) } JACERY m B0 g

+ E E Ny ' 70 a’ log i1

m T

kT 41 m

j=h+2 k§r+1)

a
r+1
KD 4
h t
I* l<-"‘+1)
— e[ DDA+ DAYt | logm
j=1 j=h+1
ver Figura 3.5.
(r) (r)
lh lh+1
I s —)
A (r) (r)
k1 Ky, kpia
lh lh:»l
* * r+
L ky, L

(r)

Figura 3.6: Atualizagdo da iteragio r para r +1, quando kj, <k, ;.
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Dessa forma a expressao (3.3) se torna

(r)

" vr+1)) _ ~ k 5 iy
b (KO KD) = 37 ]P{kz_l:ké”}<“k%—1+1>log]P{kz_lsz”}<ak%—1“

(T)

ak* 1+1
( >1 N k(")
+ Z ") : ogPy o :
e NN YR T A
h+l
kK41
Y b ViegP k
{kh_vki ) Apr_+1 ) 108 {kh_vki ) Apr_+1
k*
ak* 1+1
KAD KA
N Z {khk(”“)} ak“rl IOgIP{k* k(T_H)} ak“rl
k(7+1>
h+1
Apx 41
(r) « (r+1) ) logm
(A A g g ) e (35)

como mostra a Figura 3.6. Para m grande, a probabilidade empirica, em um dado segmento,

converge para a probabilidade tedrica nos blocos independentes, da seguinte forma

K v < 1.(r)
P{kjlzk;}<ak§fl+l>’ se kfj Z k'j (36)

JAC)
lim PP r <a d > = ke k()
m—oo K5 )} k; +1 IP{k L J}(dk* 1+1>P{k;:k:}<ak§+1 , seh+1<v<s-—1

e ki <k (3.7)

(r)

Na Figura 3.6, para m grande, tanto o segmento limitado pelos pontos k;_; +1 e k; ’ quanto o
bloco localizado entre os pontos k7 _; + 1 a kj, satisfazem igualdade (3.6), pois ndo existe nenhum
ponto de independéncia dentro desses segmentos e ambos pertencem ao bloco limitado pelos pontos

ky _;+1ek;. J4 o segmento que vai do ponto kj + 1 até k,(lfll) também satisfaz (3.6), mas na

iteracao r nao sabemos se existe outros pontos de independéncia antes de kf(L ll, por isso deixamos
a notagao k) com h+ 1 < v < s — 1. Por fim usamos (3.7) no segmento entre os pontos k;jﬂ) +1

A

1.1, Pois existe o ponto de independéncia kj dentro do segmento. Assim com probabilidade 1
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temos que
lim k™ KDY — Z P ky) log P k}(f)
mﬂnoom( ’ ) - {Frrmh Y\ B 41 J1O8E Lwg ik Y\ Per 1
0
Dy _y+1

(1)

() ()

K kh+1 Ky kh,+1
> ]P{k:zrkm(%gul)“’{k:«z}(“kz+l 08 | P ami} (%o )P s\ i
ki
k41
_ kj, kj,
D Py (@) oeP iy (@)
kj,
Drj 41
kgfz»ll) k;:fll)
— E ]P{ k}t’k:} aki+1 1og P{ki’w’j} ak2+1 . (38)
L(r+D)
h+1
Gpx 11
logm

Temos ainda lim
m—oo m

somatérios podemos reescrever o termo (1) como

= 0, logo a penalidade tende a zero para m grande.

Separando os

(r)
k k3 k3
E ]P{k-h:kv} <ak2+1> § ]P{kh_lzlch}<ak£r)+l> log IP{ ko1t } (ak,?)-&-l)
k;LTil (]Jk;(:r)
| Dhy 41 ke +1
: o, 40,
h + +
+ Z IP{kZ—lkZ} <ak;:)+1) Z P{k;kz} ak;—‘,—l IOgIP{k;;k;} ak;;_,'_l (39)
k); k.('”)
a (o a. bt
k41 ki+1

por fim

*

ks, h
Z P{k;ff’“z} <ak§f)+1> IOgIP{"’*H:’“;} <ak§f>+1>
kh,
a
h +1
o <3
+ +
+ D Prgany | oy ) 10gPrisy | it
(r)
akh+1
kp+1
* k(T)
. h o h+1 _ . ~
pois Z P{k2_11k2}<ak<r)+1) =1le Z P{ki:k$}<ak;+1> = 1. Com isso a equagao (3.8)
k, " o)
a (r) a h+1
Ky, ' +1 ki+1
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pode ser escrita como

(r) (r)
; +1 k k
Jim b (KO KED) =S ]P{kzlzk,t}(“k%ﬁl)log]?{kz1:k2}<“k%1+1>

k(r)

ks, kh,
+ Z P{szljk;} <ak§f)+1> IOgP{k;ffkﬁ} <ak§f)+1>

*

ky k
(0 o) 2P sz iy (o) 310)

K ( k) >
h P« % A%
Ar_+1 {¥h—1%h kh 11
separando os logaritmos temos

(2)
P o log P by
Z {k271:k2}<ak271+1) 08 {Fh—1kh } Qgr_+1

ki,

Q%
ky_,+1
(3)
k*
Py« * a il
k::b {khfl:kh} kh_1+1
+ Z Py kz—l”“fz}(a’ﬂi_ﬁl) log ()
ky Py o« al
akg_l-i-l {kh—l‘kh} kp_1tl

Abrindo os somatérios do termo denotado por (2) temos

k(r) k*
> 10gP{kzlzk;}<ak’,{1+1> > P{k;ﬂ;k;}(ak%ﬁl) (3.12)
k*

k,@ a’h
Agr 41 k{41

se olharmos o bloco entre os pontos k;_; + 1 e kj como uma distribuicao conjunta dos segmentos

referente aos pontos k;_; +1e k:}(f) e k:}(f) + 1 até k}, temos que a soma em (3.12) é a distribuicao
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marginal em relacao ao bloco k; _; a k}(f), portanto o termo (2) se torna

() &)
Z ]P{kf*llkz}(ak%_l-i-l) IOgIP{k;«leZ}<CLk* 1+1> (313)

k(T‘)
ak* 1+1

Decompondo o somatério do termo (3) da mesma forma que na equagao (3.12) temos

k*
Py« * a h
k;; {kh—ltkh}< k’* 1+1>
Do D0 Py (o ) los e
o k() P a
{*ho1k } kh 11

‘”H apE 4

usando a Proposicao A.2, ver apéndice, temos que

k*
P
" paesi) (9 0)
2 ]P{’“fokfb}(akifﬁl) log K
k(?") ]P{k;szl:k;l} ak* 1+1

ak* 1+1

2 Prg 1kh}<ak* 1+1>

b o
Z P{k;*sz}(ak;—l‘*‘l) log k()
k(T) Z kglr) ]P{k;;,l:k;:} azk* 1_,’_1

a
k* 1+ ak271+1

_ kh kh
= P{k;_lzk;} <ak;:)+1> logIP{k;‘L_lzk;; } (aky)—H)

v

(r)
ja que Z IP{k kh}( kh*‘“ ) = 1. Usando a suposicao que k 7é k; as probabilidades

(r) h+w 1 +1

ak* 1+1
ki (T) ~ . ky)
P{k2711k2}<ak;_1+1) e IP{,C; ! ak* 41 ) sao0 diferentes para todos os valores de ar 41 €

(r) .
Al Com isso o termo (3) resulta em

k*
]P * * a h
k* {kh—l:kh}< k* 1+1>
2 Pl (o] ) los

* k)(r)
all:g_ﬁl IP{’CLMZ}(‘%* 1+1>
> Z P{kh 1kh}( k(r>+1>l g]P{kh 1kh}< ka) (3.14)

k(’“)+1
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Substituindo (3.13) e (3.14) na equagao (3.10) obtemos

(r) (r)
. (r) 1.(r+1) k k
il (KOLK0) < S ]P{kz1*2}(%%_#1)10%“’{&21%}(%%_1“)

k("”)
a/k* 1+1

k*
+ Z ]P{kh 1kh}< k<r H)logP{k;_l;k;‘L}< k(r)+1>

k*
(T)+1

k) . k“)
N Z IP{’“ZA”“Z} ak;;,1+1 OgP{szlik;} k* 1+

k(r)
ak:* 1
Z ki kE
— ]P{k;‘l—lk;;}<ak§;)+1> log]P{k;‘L_lk;;}< (7‘)+1>
k*
k(”+1
=0

ou seja,
LVPE|Y) < LVPK"V|Y), quase certamente, quando m — cc.

3.1.2 Caso em que k’h+w < kj < kh+w+1
Querendo atualizar o ponto k:,(f) e considerando ainda o vetor dado em (3.2) temos agora a situagao

htw htwg1: Vver Figura 3.7. Para esse

quando o ponto de corte verdadeiro k; estd entre k"
caso temos que kh—l—l # kp g, kh-l—w # kj ., e esses pontos de corte serao ignorados quando
atualizarmos o ponto kj, fazendo com que o vetor k(1) tenha w pontos de corte a menos do que

k().

h+1 h+w h4+w+1
) ; ; (r) (r) o & o o :
9 kf k;: 1 kh kh+1 kh+w 1 kh+w kh+w+1 ktfl Tf
kg k()
* L r+1 r+1
i R D T
Woubuwny SR s Wowwwbwon ST covbuwn
k 1 t t t 1
* * % * r4+1 'r+1 r+1
kO kl kh 1 kh k;z-&-l ) kg w— ) 1 kgfw )

Figura 3.7: Ilustracio dos vetores k(") e k1 em (3.2) quando k:}(LJZw <k < k:}(H)er
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Assim definimos as componentes do vetor k("1 da seguinte forma

K, 1<i<h
(r+1)
Kl =

KDy htl1<j<t—1-w

Neste caso o logaritmo da verossimilhanca penalizada de k(™ é da forma que em (34) e o

logaritmo da verossimilhanca penalizada do vetor atualizado k(1) é dado por

h {k;—lk;}( Kk )
vk . N, a,’
1 _ {Fvk5 b (kS .
LVP"VY) = E E NS i 1 )log —
J=1 k;
Agr_ +1
{ k;;k(hﬁ:rll) ki’rll)
3 {rieei 0} (B N Ui +1
+ N, ' akiil log m
ki
Qpr 41
. {ké'rj»ll):kgri»l) k§7‘+1)
2 {k(r+1>_k(r+1>} LD N, ak<r+1)+1
+ Ny 778 a’ lo i1
m B 41 & m
J=h+2 j(+D !
a J
k(D 41
h iy (r41)
- ¢ Z |AlY + Z AL — (t—w) | logm.
j=1 j=h+1
1 1 1 .
sendo k:;:fl ) — k:,(z?_w_H, . 7"%2:;—)1 = kgi)l e kgju ) — kt(r) = n, como mostrado na Figura 3.7.
(r) (r) (r) (r)
lh lh+1 lh+w lh+w+1
' (") (r) (r) ") (r)
szl kh kh+1 kh+u;—1 kh,+w kh+u;+1
b J(r+1)
h+1
"
; ; ( il)
ki1 kg, LN
: ) S . ~ (r) * (r)
Figura 3.8: Atualizacao da iteragao v para r + 1, quando k), [, < ky <k, ..
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Portanto a expressao (3.3) fica da seguinte forma

. (™ e
L (k0 k) = 3T B {mw“’}(ak* H)log]P{k* km}(ak* +1>

k(T)
ak,*kl-&-l
htw+1
k,<7‘)
R logPy )
+ g g {k<>k<>} k<>+1 BLLL Y k<>+1
j=h+1 k(T)
k§i>1+1
— E Py oy (d logIF’ N P
{’%71:’%} kp_,+1 {kh—lzkh} kp_,+1
o
ak,*hl+1
KD KD
_ E {kh k(r+1)} ak“rl log P{k* k(r+1) } ak*+1
(r+1)
ki
Apr 41
Pttt @) (r+1) logm
- ¢ g |.A|lf — |.Alh - |A\lh+1 —w .
j=h

Para m suficientemente grande vemos que o segmento limitado pelos pontos k:}(;)_w +1e k:,(gw 41

satisfaz a igualdade (3.7), pois kj; ¢ um ponto de independéncia e depois vamos separar o somatorio
usando a mesma idéia feita em (3.9). Vemos ainda que todos os outros segmentos da Figura 3.8
satisfazem a igualdade (3.6). Portanto

. r 7‘+1 _ k,(:) k.(r)
W}E}noolm(k( )’k( )) - Z IP{’“Z1?’92}(%:’;_14-1)10%1?{&;1;k;}(ak* 41

k(")
ak* 41

h+w

k}( ) ki")
+ Z Z {Fi kh}< k(r)ﬁl) 1ogIP{k;1:k;}(aky)l+1>

j=h+1 km
k‘”1+1

ki
+ Z ]P{k*_l h}( k;::zm-i-l)log]P{k;'_l:kz'}< kﬁu&l)

kj,

(r)
ka1

§ : R B
+ ]P{k;_l:k*}(ak;*Jrl 1Og]P{k;;_1:k } ak*+1

0
h+w+1
Apx 41

= D Prgny () oePrag gy (ol )

kh
At 41

KD k<r+11)
— Z ]P{k NES) ak*+1 log]P{k*k } ak*

(r+1)
ak}1+1
kyp+1

a
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com probabilidade 1.

(r) (r)
. ( +1 o k k;,
%gnoolm(kr)’k(r o= P{%yki}(“k%1+1>10g]P{’f21:k?§}<“k 1+1>
k)
ak_* 1+1
T DD DI PINRN 0 S I IO O
j=h+1 k(r) i
,€< e

+ Z P{khlkh}( h+w+1>logIP{k* kh}( h2w+1>

k*

( )
kh:—w-i_l

k* k*
B Z ]P{kifyk;i}(ak%flﬂ) 10%1?{%71%;;}(%* 1“) (3.15)
k*
ak* 41

aplicando a mesma idéia em (3.11) no dltimo termo de (3.15) obtemos as expressoes (3.13) e (3.14),

assim
h+w k(T)
i (r) 1 (r+1) (
”}gnoo lm(k ok ) < Z Z P{kh 1 kh}( k(r) ) log]P{kﬁl:kZ}<akJ(T_)1+1>
Jj=h+1 k(’") J
(’”) 1
k;‘l k*
! kz Py (ak&)ﬁl) log Pty } < k;flw+1>
", 1
k*
_ Z IP{kh lkh}( r) 1)1 gIP{k* kh}<ak}@)+1>. (316)
k* L
k(’“)ﬂ
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Vamos repetir o mesmo procedimento outras w vezes, obtemos

h+w ()
: (r) 1.(r+1) k}
Jn ) <SS ey (o Jep e (o)

j=h+1 k(T)

)
k(r L+l

ki ki
F Y Pl (G ) P ()

h~+w £
J
DR ITE }( km >IOgP{k;_1:kz}<ak;r>l+l)

j=h+1 k(")
k(’)1+1

_ Z P{khlkh}( h+w+1>log]P{k* kh}< h:zw—"_l)

k*

(T)
kh+w+1
=0

com isso
LvP(k"|Y) < LvP(kU+D|Y)
quase certamente, quando m — oo.

3.1.3 Caso em que k") = (kf,-- k' k7 - k")

Agora vamos demonstrar a situagdo em que estimamos ¢t > s pontos de corte, sendo que os primeiros
s—1 pontos de corte do modelo estao nas suas posicoes corretas. Iremos eliminar os demais pontos

de corte a cada iteracdo. O vetor k"*1) pode ser escrito da seguinte forma

(r+1)
k; = (3.17)
KD, s<j<t—2
I 13 i« i i
H - F———— S 4 )
0 ki ks SR K, Ky n
kg
Figura 3.9: Esboco de um possivel vetor k") = (k- - P ksr), e k:t(r)l)
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Nessa situacdo o logaritmo da verossimilhanca penalizada de k(") dado Y, ver Figura 3.9, é
dado por

LVP(k™M|Y)

Z Z N{k] v (a:§l+1)log<N{kJ : Jin( k;lﬂ))

j=1 k*
ak* 41
{k;fl:kg” }( k(D )
k) £ Nm Q= 41
+ Z N{kg 1° }(ak* +1)10g< - s—1
k(T)
Qg 1
{;J”l KOV (R
a J
Y Yo 40,11 ) 108 TR
j=s+1 k(r)
k(T)1+1
{k( ) m }
ar
(K}, o ( ky 1+1)
+ nz Nm (ak§1>1+1) log -
4 11
s—1 t—1 - .
— c( Z Al + Z JAY + AT — t> log m. (3.18)
7j=1 j=s
J4 o logaritmo da funcéo de verossimilhanca do vetor atualizado k(") como mostrado na Fi-
gura 3.10, é
{ {kj 1 J }( )
1 K3 _1ik] 4
LVPTHI)Y) = Z PR G m
j=1 k*
ak* e
* (r+1) (r+1)
N{k &§ } o
{rr Tt} (0 gl m k*_ +1
+ Z Np oY a4 )log - :
k(T+1)
W41

KD RGHD L [ D)
W ()

{k f+1) k<7+1)} k(T‘Fl) k(r+1)+1
Sy Y o ) 108 o

Jj=s+1 k(T+1)

k““’ﬂ
(r1),,
o 3 N lo e }(GZET)H)
m ( k£i§1)+1> & m
CLZ<1~+1>+1

s—1
- <Z|A|15 +Z|A|l< YA - 1)) log m. (3.19)

j=1 j=s
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1* 1x l(T+1) l(T+1)

1 2 s n
H L s o - :+’1 ]
kg ki k3 kS ROV kY n

Figura 3.10: llustracio do vetor k1) em (3.17).

Fazendo a diferenga dos termos (3.18) e (3.19) obtemos

U (KT KDY =

P 57 VlogP '
Z {rr 160} A +1) 108 {rr 60} px  +1
k)
Qpx +1

()

A K ) og I k)
Py o a ogP( 1y a
E: {1020, "0 1 g [0, F\ k04

K

a
k{41

]AP kgr+1) 1 ]f) kg'r+1)
Z {"';711"‘?“)} ak;ﬁ'l 08 {k:ﬂikgrﬂ)} aszl"‘l

k("‘“Fl)

A 41
(r) (r) (r+1) logm
= el A )
m
ver ilustragao na Figura 3.11.
1§ i,

: : :
k:—l kg” k"f@?l
l§r+l)

I A 3
I 1
ki k(Y

Figura 3.11:

2

Remocgao do ponto ks’ na iteragdo v para r + 1.
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Para m grande e aplicando (3.6) temos que

; r r+1 _ k) ) ( B )
i 000y = ST Ry (o) tes g (o
k)
D41

<, <
3 () ep o (o

K

k{1
(r+1) (r+1)

ks ks
= Y P (el oy (k)
k§r+l)
Agx_ +1
quase certamente. Note que esse limite tem a mesma estrutura que em (3.10) e a demonstracao

segue com 0s mesmos argumentos que na subsecgao 3.1.1.

3.1.4 Caso em que k") = (k},--- k).

Nesta subsecao temos que analisar o caso em que estimamos um nimero ¢t < s de pontos de corte,
sendo necessario adicionar outros pontos de corte e verificar em qual posi¢do a verossimilhanca
penalizada é maxima, até obter o vetor k*. Este serd o caso em que a penalidade tera um papel

importante. Primeiro vamos definir as componentes do vetor k("+1) como
+1 .
K =kt 1<j<t<s (3.20)

Podemos escrever o logaritmo da verossimilhanca penalizada de k(") dado Y, ver Figura 3.12, da

seguinte forma

t—1 . . . ilk;filzk;‘ } k:
e = § 5 (e () )

m
j=1 ki
A +1
{k;ilzn} n
* Nm QApx 1
+ Z N{kt_lm}( n 1 t71+
m Qpx +1> og
t—1
als "
ki +1

t—1
* (r)
— | Y JAL + A —t | logm
j=1
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3.1 Demonstragao do Lema 2.3.1
i)

=O -

Figura 3.12: llustracio do vetor k(") = ( T k).

e o logaritmo da verossimilhanca penalizada de k1) dado Y é da forma
{ KX kS } k*
(Nm Y (akgfil“)

m

k% *

LVP(k(r+l)‘Y) _ Z Z Nn{lk;fljj <ak§_1+1>10g

7=1 k;‘
a/ *
ki +1
k:*:n}
N{ t ( n )
kP m Er41
+ E N }(aZ*H)log(
n
Ofx 41
¢ (r+1)
- c(Z\AWHAV —<t+1>>logm.
=1
ver esbogo na Figura 3.13.
I I3 Iy 1y
) \ \ /—/\ﬁ /_/\ﬁ.
I T T T T 1
0 ki k3 ki1 ki "
ko

Figura 3.13: [lustracio do vetor k1) em (3.20) .

Podemos escrever a diferenca entre LV P(k() e LV P(k("+t1)) da seguinte forma

Z N{k;_lm} ay log IP ay
m ki_y+1 )08y | Oy 41

LVPKM|Y) - LVP(T+H]Y)
ar;_ 41

ky_q:k} ky ~
Z Nil }(ak:71+1)10gP{k:71:k2«}(

K
Yy

Z Ny;m}(a%ﬂ) log]f’{k;m}(a}g;“)
a2;+1

(14

ky
Qpx  +1

Wy 1) logm

WAL 1A

n

IME - USP
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k¥ ,m
(ver Figura 3.14) somando e subtraindo o termo Z N,;{l i} (azilﬁl) log IP{ Ky} (azglﬁl )

n
A 1.
ki _+1

e usando a independéncia do ponto k; temos que

LVPk"|Y) - LVP(k"TV|Y)

separando o logaritmo do termo

LVP&"|Y) - LVPK"HV|Y)

n
Thy_y+1
(@)

N log P )P p
Z m (aki‘,ﬁrl) 08 {khkf}(flk:,ﬁl) {szlzkf}(“km)

n
Oy +1

{k;_l;kj} B N e
> N (o) 08P ey (i 1)
e

s 41

> NET (g ) o Py (afan)
afr 41

(14

(4) obtemos

1(r+1)

B Al — A

1) logm

]P * a"
kX n {ktﬂm}( k?f_l-‘rl)
= Z Nﬂ{1 = }<a2‘:1+1) log

n
log P A
+ Z 08 {kfsll:k?}(ak* 1+1> Z (ak* 1+1>
al,z: 41 ak;ﬂ
> s )3 )
+ 08 L Lk, kt} ak*-i-l (ak* 1—i—l)
ak*+1 ak* 41
{kt 1 kt} kr
_ Z N (ak* 1+1) ]'Og]]'){k* Lk ;}<ak§71+1)
k*
ak* 1+1
— Z N{k:m} al log Py .+ ay
m ' (ahzg1) 108 P riny (af; 1)
n
Ofr 41
() . (r+1)
- c(yAyln — A% — AR+ 1) logm (3.21)

kf i kF_ i :k kf i
sabemos que Z N'iz o }<GZ;_1+1> = { o t}< k* 1+1) e Z Nﬂ{l o }<azt*_1+l) -

n
Opr 41

ki
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41

l(T)

n

I 7 )

I 1

ki 4 n
I 1)

N

I T 1

ki, kf n

Figura 3.14: Adicao do ponto ki da iteragao r para r + 1.

kr: . . .
Nn{1 i} (GZZ 1 ), assim podemos reescrever o termo (3.21) da seguinte maneira

* ]AP kf i G’Z* +1
LVP(k(r)|Y)_LVP(k(r+1)|Y) _ Z Nilktfy }(azg_l+1)log { t—1 }( t—1 )

Py« . a’t.
s 41 i p (Tha

A k*
S w (o Py (9, n)
— N, (akf )log
k*

i1+l ky
a’ +1 P{k:—ljk;}<ak%—l+1>
t—1
_ N{’“?:”} n 1 P{k:m}(a%""l)
m (akf‘f‘l) Og]p . ar
als . | {kt:"}( k;+1)
4
t

(r) * (r+1)
-—JmW—MW4m%<Hﬁ%m
usando a Definicdo A.1 do Apéndice A, temos que

LV PAOY) — LV PIHI[Y) = mD(lf’{k;m}(a’ﬁ;ﬁl)’]l’{k:l:n}(“%lﬂ))

(5)

— mD (IP{ RE_yky ) (aZ}_l—&-l)
(©)
_ mD<]15{kz:n}(aZ;‘+1) ‘]P{k?:n}(a%ﬂ))

(r) * (r+1)
-4w%—mw4m%-uﬁ%m

k*
Plaiiny (%Z*_1+1)>
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aplicando a Proposi¢ao A.2 nos termos (5) e (6) obtemos que

' {r 1kt}(ak* 1+1>) > 0.

mD (]P{ k?—l:k:} ak* 1+1

mD <P{kf=n}(a75:+1) 'P{k::n}(aﬁm)) > 0.

Com isso temos que

LVPKY) = LVPKY) < mD(]f’{kzlm}(az:lH)

Pri iy (%}1“))

(r) * (r+1)
= (A Al A 1) togm (3.22)

usando o lema A.3 e em seguida a proposicao A.4, para algum 6 > 0, temos que

081y ) [P () = o 30 Lmena ) B

k41 P{k"—l:"}(akt 1+1)
t—1

dlogm
Pro; my (% )

quase certamente, quando m — 0o, agora podemos escrever (3.22) da seguinte forma

J

min

l("’)

_C<‘A‘n

_|A

LVPED|Y) - LVPKIIY) < []P A 1)] log m

sendo
. (r)
IPmin = mln{IP{k;‘,lm}(aZf,l-f—l) ]P{kt 1n}(ak* +1> > 0 com ak* +1 S Al }

. (r) * (r+1)
um minorante para ]P{k?{_lzn} (azilﬁl)' Adotando § < cIPmm(|A|l” — A% — \.A|l"+ + 1) fica

mostrado que
LVPEM|Y) < LV Pk |Y)

quase certamente, quando m — oo. Por fim, com as demonstracoes nas subsecoes 3.1.1, 3.1.2,

3.1.3 e 3.1.4 fica provado o Lema 2.3.1.
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3.2 Demonstracao do Teorema 2.3.2

Na demostracao do Lema 2.3.1 foi mostrado que, dado um vetor qualquer de pontos de corte, sem-
pre podemos melhorar as suas estimativas de forma que o logaritmo da verossimilhanga penalizada
do vetor k("*1) é maior que o obtido no vetor k(). Dessa forma a demonstracio do Teorema 2.3.2
segue por consequéncia do Lema 2.3.1, j4 que dado um vetor qualquer de pontos de corte estima-
dos, para m grande e em um numero finito de iteragoes obteremos o vetor k*, como ilustrado nas
Figuras 3.1 e 3.2. Dessa forma fica mostrada a consisténcia forte do estimador K, na defini¢ao

2.2.1.
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Capitulo 4
Simulacoes

Neste capitulo apresentamos o algoritmo para segmentar sequéncias baseado na técnica Dividir e
Conquistar e estudamos através de simulagoes o comportamento do modelo em diferentes situacoes.
Mostramos também o que acontece quando mudamos o tamanho da amostra m. Os c6digos fonte
das simulagoes, executdveis no software R, nos Exemplos 4.2.1 e 4.2.2 estao disponiveis no Apéndice
B.

4.1 Algoritmo de Estimacao

A fim de obter um numero 6timo de segmentos propomos o seguinte algoritmo:

i) Calcular a verossimilhanca penalizada da sequéncia de tamanho n, sem nenhum ponto de

corte;

ii) Considerar o modelo com dois segmentos. Se a maxima verossimilhanca penalizada para
esse caso for menor que a obtida no passo i, o processo é interrompido (critério de parada) e
teremos somente 1 segmento. Caso contrario, devemos identificar qual serd o ponto de corte

estimado retorna o valor de maxima verossimilhanca penalizada e ver préximo passo;

iii) Repetir o passo ii em cada segmento formado até acontecer o critério de parada em todos

eles.

4.2 Exemplos

Exemplo 4.2.1. Suponha uma amostra dos mesmos segmentos apresentadas no Exemplo 2.2.2
com a diferenca que o verdadeiro ponto de corte é kf = 4, m = 2000 e n = 10, ver uma repre-
sentacao na Figura 1.1. Executamos o algoritmo e a partir da amostra simulada vimos que o ponto

de corte estimado k; = 4 possui maior verossimilhanca penalizada, ver Figura 4.1.
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Na Tabela 4.1, analisamos a necessidade de inserir ou nao um ponto de corte, em cada segmento,
pelo logaritmo da méxima verossimilhanca penalizada (LMVP). Assim, no segmento de 1 a n
vemos que o0 LMVP é maior quando estimamos um ponto de corte. Agora analisando os segmentos
limitado pelos pontos 1 a k1 e k1 + 1 a n vemos que nao ha necessidade de adicionar um ponto de

corte.

1° Ponto de Corte

-14500 -14000 -13500 -13000 -12500 -12000
I

Logaritmo da Fungao de Verossimilhanga Penalizada

-15000

-15500

Figura 4.1: Grdfico do logaritmo da funcgdo de verossimilhanca penalizada em relagao ao ponto
de corte k1 quando existem 2 segmentos no Exemplo 4.2.1.

Seomento N de pontos Logaritmo da maxima
s de cortes estimados | verossimilhanca penalizada
lan 0 -18894,630
1 -12118,310
0 -4834,639
el 1 -5029,113
0 -7283,668
ftan 1 -7332,187

Tabela 4.1: Logaritmo da funcao de verossimilhanga penalizada para diferentes numero de seg-
mentos no Exemplo 4.2.1.

Exemplo 4.2.2. Suponha uma amostra de m = 20000 sequéncias aleatérias Y € A2, isto é
n = 12, composta de 3 segmentos aleatérios independentes X, X9 e X3, sendo X1 e X iguais
ao apresentado no Exemplo 2.2.2 e o segmento X3 é gerado a partir de uma cadeia de Markov de
alcance varidvel de ordem 2, ver Figura 4.2. Nesse exemplo denotamos os verdadeiros pontos de
corte por k] = 4 e k5 = 9. Na Tabela 4.2 vemos a necessidade de adicionar um ponto de corte
nos segmentos limitado pelos pontos 1 a n e k1 +1 a n, j4 que ambos retornam maior LMVP

quando o ntimero de pontos de corte estimados é 1. E mostrado na Figura 4.3 (a) que o ponto de
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corte estimado k; = 4 possui maior verossimilhanca penalizada, em seguida analisando o segmento
referente os pontos 1 a 3 e o segmento limitado entre os pontos 5 e 11 vemos que a verossimilhanca

penalizada é maior quando adotamos os pontos k1 = 4 e ky = 9, ver Figura 4.3 (b).

(0,42; 0, 58)

(0,21;0,79) (0,57;0,43)

(0,87;0,13) (0,16;0, 84)

Figura 4.2: Arvore de Contexto obtida a partir do segmento aleatorio Xs.

Segmento N de pontos Logaritmo da maxima
& de cortes estimados | verossimilhanga penalizada
lan 0 -177465,90
1 -141328,70

0 -47189,70

e 1 -49835,78

Jep+1 0 ~94138,95
o 1 -92340,29
0 -56985,36

ek 1 -60038,47
0 -35110,59

e 1 -38573,72

Tabela 4.2: Logaritmo da funcdo de verossimilhanca penalizada para diferentes nimero de seg-
mentos no Exemplo 4.2.2.

Vamos estudar agora o que acontece quando a amostra nao é muito grande. Perceba que
quanto maior for a sequéncia maior devera ser a amostra, pois quando realizamos uma segmentagao
devemos considerar qualquer ponto como um possivel candidato a ponto de corte. Assim quanto
maior for o tamanho do segmento menor serd a chance de alguma palavra se repetir, nesse caso
uma amostra muito grande resolveria esse problema. Dessa forma, para m pequeno, o algoritmo
retorna como candidado o ponto de corte L%J Temos que realizar esse processo até obter varios

pequenos segmentos, assim podemos analiséd-los e obter outros pontos de corte que nao seja o valor

central do segmento. Na Figura 4.4 foi fixado n = 14 temos simulacoes dos segmentos X; e Xo
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1° Ponto de Corte 2° Ponto de Corte
(@)

-145000
I
-93000

-94000
I

-150000

-155000
-95000

Logaritmo da Fungo de Verossimilhanga Penalizada
96000

Logaritmo da Fungéo de Verossimilhanga Penalizada

-160000

-97000

Figura 4.3: Grdfico do logaritmo da func¢do de verossimilhanca penalizada em relagao ao ponto
de corte nos casos com 2 e 3 segmentos, respectivamente.

definidos anteriormente e com ponto de corte verdadeiro kj = 10 e vemos como se comporta a
fungao de verossimilhanca penalizada quando m cresce. Em (a) e (b) vemos que praticamente nao
houve alteracao na forma da verossimilhanca penalizada e o ponto de corte estimado é k1 = 7, em

(¢) vemos um leve aumento no ponto 10 e em (d) temos que o ponto de corte se torna k; = 10.

@
=]
m=300 s m=10000
@ g (b)
&
o s 3
o o o _
S | S 9
S £ 7
o« E
- @ —]
B g 8
£ o g 8 |
S 9 S 9o
& S 4 »
a [32] =l [
I (=}
g
i g §
[=} L s 4
[=} ] re}
o _| © -
) 3 T T T T T T 2 1 T T T T T T
' 2 4 6 8 10 12 £ 2 4 6 8 10 12
2
ky 3 ky
] 1]
e} =]
g m=30000 N m=80000
g © g (d)
& & o
« © S
(53 o 5 4
] s 3
£ 7 £ 7
£ g £ 4
7] 17
& 21 g 3
2 9 S 8
g s 5
(=} o
xg ’g -
o
5 3 S o
T 3 L 38
© o S
©° 32} kel <
o ! T T T T T T o T T T T T T
§ 2 4 6 8 10 12 § 2 4 6 8 10 12
[ ©
g g
- kl - k1

Figura 4.4: Grdfico do logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada em relagdo ao ponto
de corte em 2 segmentos, para diferentes valores de m.
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4.2 Exemplos 48

Em todas as simulagoes apresentadas até o momento foi utilizado a constante ¢ = 1 no algoritmo
e vimos que, na demonstragao da consisténcia do estimador l;m, a escolha de ¢ nao era relavente
para m grande. Quando o tamanho da amostra é pequeno a escolha da constante ¢ influencia
no resultado final, principalmente quando n é grande. Dessa forma, propomos como constante o

seguinte termo

- 1
- ‘A‘na

c , 0< a1

quando @ = 0 temos ¢ = 1 e para a = 1 a penalizacao serd sempre um nimero entre 0 e 1, esse
caso nao nos interessa pois a verossimilhanca penalizada serd aproximadamente a verossimilhanca
usual. Assim vamos fazer o = % e aplicando nesta ultima simulagao vemos que em vez de uma
amostra m==80000 precisamos de uma com tamanho 25000 para encontrar o verdadeiro ponto de

corte, ver Figura 4.5.

m=25000

-202000 201000
|

Logaritmo da Func&o de Verossimilhanca Penalizada
—203000

-204000
|

ky

Figura 4.5: Grdfico do logaritmo da func¢do de verossimilhanca penalizada em relagao ao ponto
de corte em 2 segmentos quando m = 25000.
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Apéndice A
Definicoes e Resultados Basicos

Definigao A.1. Para duas distribuigoes IP e Q em um conjunto finito B a divergéncia de Kullback-

Leibler ou divergéncia da informacao é definida por

D(P|Q) = > P(b 1og< EZ;) (A1)

beB

Essa divergéncia é definida se tanto IP quanto @ somam 1 e se Q(b) = 0 implica que P(b) =0
para todo b. Devemos interpretar a quantidade 0log0O como zero, caso ocorra, pelo fato que

lim zlogx = 0.
z—0

Proposicao A.2. Sejam uq,- -+ ,up € vy, -+ , v, nimeros ndo negativos de forma que u =y ;" | u;,

v =711, v assim a desigualdade da soma dos logaritmos é dada por

Zuzlog< > > ulog (“)

com igualdade se e somente se +* sdo iguais para todo i.
K2

Demonstragao. Seja

7= Zuﬂog< ) Zv, ( )

e considere f dada por f(x) = xzlogz, em que x = Z—z Note que f é uma fungdo convexa, logo

foa(2) - Eo(2)
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fazendo > | v; = v obtemos

usando a desigualdade Jensen, temos
" V; Ug 1 "
zZ > —— ) = - i
U R

usando o fato que Y " | u; = u, temos

ZZUf(Z) = ulog (Z)

a desiqualdade permanence vélida quando n = co se e somente se » o=, v; < 00 € Y2 U < 00.

Lema A.3. Para qualquer distribuicoes de probabilidade IP e Q em B

Q(b))?
D(P||Q) < Z

beB

Demonstragao. Usando a desigualdade logz < x — 1 em (A.1) obtemos

- o (5) 5o 58

beB beB
. P(b) — Q(b)
somando e subtraindo o termo Q(b) | —————— ) temos que
é ( Q) ) a
(P(b) — —Q(b))
D(PQ) < —om | T2_Q0) | —&5m
bezg[ o) ] 2,Q0) ol "]
_ (P(b) — Q(1))?
- 2P|

pois Z P(b) = Z Q(b) = 1, mais detalhes ver Csiszar & Talata (2006).
beB beB

Proposicao A.4. Para qualquer § > 0 e b’,:j;lﬂ € Bl temos que

. k) Kt dlogm
J - *
P{k§1=k§}<bk§2+1> Pl }< k“ﬁl)‘ “Vm

quase certamente, quando m — oo.

Bruno Monte de Castro

IME - USP



51

Demonstragao. Vamos definir uma varidavel Z; de forma que E(Z;) = 0. Assim considere

k()
' {ym ) ! {’“jl'ka'}< k§”1+1>’ TR
RON

A soma dessas m varidveis é
m
k3 _q:k} B k("
Sm=Y Zi= N{J Ty —mPye (b7
" i—1 k§?1+1 (%5245} "%@1“

sendo que as varidveis Z; sao independentes e identicamente distribuidas. A esperanca de Z; é
. k) kD
; = * * J - * * J
B(Zi) = B{Pry_ bk§?1+1 LSCEES! bk§i>1+1
=0

e a variancia de Z; é da forma

(r) (r)
) kS B e
E( {y9= " }+IP kil:k§}<bk§-’"’1+1) { W _p*3" }P{kfl‘k;‘}< k(” +1 ))

k(r) 11 k(” +1

— B[P b 2Pp? b P2 b
= {550 P %0 0 ) | T 2w Y %, ) T 1 0,
kj'T) 2 k(T‘)
= ]P{k;rk;f}(bwﬁl) ‘]P{mw;}( k(’)1+1>
o) RO)
_ _ J
= Py (A ) (P (40

1
< Z
- 4

Var(Z;) = B(Z})

Pela lei do Logaritmo Iterado (ver Billingsley (1995)), para algum € > 0, temos

1
|Sm| < (1—6)\/2mloglogm

quase certamente quando m — oco. Em particular para e < 3

|Sm| < v/2mloglogm

Bruno Monte de Castro IME - USP
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{k;ilzk;} k;” _ k§r>
‘Sm| ‘Nm bk)y;)l-i-l mP{ k;—ltk;} bk:§i)1+1
m m
A kS k"
ki _ J
]P{k;_lzk;f}<bk;r_)1+1> P{k;_lzkj}<bky_>l+1>’
2mloglogm

m

_ [21loglogm
B m

para qualquer § > 0 temos que

2loglogm < §logm

logo

. k) s dlogm
J _ J
]P{k;_lzk.;}<bk§721+1) ]P{k;.‘_l:k;f}<bk§r_)l+1>‘ < —

quase certamente, quando m — co.
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Apéndice B

Rotinas em R

rm(list=1s(all=TRUE))

require (VLMC)

dad=c(1, 1,
2, 2,
1, 1,
2, 2

>

mc=vlimc(dad) ## Segmento X2

draw (mc)

N N =, N

plot(as.dendrogram(mc))

transic8o<-function(a) ##a vetor

{

u<-runif (1)

y<-ifelse(u<=a[1],1,2)

return(c(y,u))

}

dist.est=function(P){

N N =N

P=matrix(P,ncol=2,nrow=2)

PO=diag(2)

for(i in 1:100){

PO=P07*%P
b

return(PO[1,])

}

simulag8o<-function(P1,n,k)

-

N N NN

-

-

N N NN

M

de

1, 1, 2,2,2,1,1,1, 2, 1,
2,2,1,2,2,1,1, 2,2, 2,
2,1,1,1,1, 2,1, 1, 2, 2,
2,2,1,1,2,1,1, 2,2, 2,

probabilidade de transicg&o

1
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pil<-dist.est(P1)
u<-runif (1)
cadeia<-ifelse(u<=pil[1],1,2)
for(i in 2:(k))
{
cadeiali]<-transigdo(P1[(cadeiali-1]),1]1)

cadeial[(k+1) :n]<-as.numeric(simulate.vlmc(mc,n-k) [1: (n-k)])
return(cadeia)
Pl=matrix(c(0.3,0.7,0.8,0.2),ncol=2,byrow=T) ### Matriz de Transig3o de X1
n=10;k=4;dados=NULL;m=2000;A=2
for(i in 1:m){
dados<-rbind(dados,simulagdo(P1,n,k))
}
cl=1 ### constante c
### 1 Segmento
1l1=rep(0,m)
for(i in 1:(m)){
11[i]l=do.call(paste, c(as.list(dados[i,1:n]), sep=""))
bl=sum(as.vector(table(1l1l)*log(table(11)/m))) ## Logaritmo Verossimilhanga
lip=bil-c1*(A"n-1)*log(m) ## LVP
## 2 Segmentos
totid=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-1))
for(i in 1:(m)){

for(j in 1:(n-1)){
totid[i,jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i,1:j]), sep=""))

Bruno Monte de Castro IME - USP
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totvo=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-1))
for(i in 1:(m)){
for(j in (n-1):1){
totvo[i,n-jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (n-j+1):n]), sep=""))

tid=c()

tvo=c()

for(i in 1:(n-1)){
tid[i]=sum(as.vector(table(totid[,i])*log(table(totid[,i])/m)))
tvo[i]=sum(as.vector(table(totvo[,i])*log(table(totvo[,i])/m)))
}

12p=rep(0,n-1)

for(i in 1:(n-1)){
12p[il=tid[i]+tvo[i]-c1* (A" (1)+A" (n-1)-2)*log(m)
}

1lip>max(12p)

max (12p)

plot(1l:(n-1),12p,type="1",ylab="Logaritmo da Fung&o de Verossimilhanga Penalizada",

main="1° Ponto de Corte",xlab=expression(k[1]))

kl=match(rep(max(12p),length(12p)),12p) [1];k1l

B S s s s i s
## 3 Segmentos

## Verificar a existéncia de ponto de corte antes de ki
totid31=matrix(0,nrow=m,ncol=(k1-1))

for(i in 1:(m)){

for(j in 1:(k1-1)){
totid31[i, jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i,1:j]1), sep=""))

Bruno Monte de Castro IME - USP
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totvo3l=matrix(0,nrow=m,ncol=(k1-1))
for(i in 1:(m)){
for(j in (k1-1):1){
totvo31[i,k1-jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k1-j+1):k1]), sep=""))

tid31=c()

tvo31=c()

for(i in 1:(k1-1)){
tid31[i]=sum(as.vector(table(totid31[,i])*log(table(totid31[,i])/m)))
tvo31[i]=sum(as.vector(table(totvo31[,i])*log(table(totvo31[,i])/m)))
}

131p=rep(0,k1-1)

for(i in 1:(k1-1)){
131p[il=tid31[i]+tvo31[i]-c1* (A~ (i)+A" (k1-1)-2)*log(m)
}

1311=rep(0,m)

for(i in 1:(m)){
1311[i]=do.call(paste, c(as.list(dados[i,1:(k1)]), sep=""))

b31=sum(as.vector(table(1311)*log(table(1311)/m)))

1311p=b31-c1* (A~ (k1)-1)*log(m);1311p

max(1311p)>max(131p) ## Ver agora Segmento apés o corte kil.

HHRHH R R R R R R

## Ver se existe ponto de corte apés ki

HUBHH R R R R R

totid32=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-ki-1))

for(i in 1:(m)){

for(j in 1:(n-k1-1)){
totid32[i,jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k1+1):(k1+j)]1), sep=""))
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totvo32=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-ki1-1))
for(i in 1:(m)){
for(j in (n-k1-1):(1)){
totvo32[i,n-ki1-j]=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (n-k1-j):(n-k1-1)]1), sep=""))

tid32=c()

tvo32=c()

for(i in 1:(n-k1-1)){
tid32[i]=sum(as.vector(table(totid32[,i])*log(table(totid32[,i])/m)))
tvo32[i]=sum(as.vector(table(totvo32[,i])*log(table(totvo32[,i])/m)))
}

132p=rep(0,n-k1-1)

for(i in 1:(n-k1-1)){
132p[i]=tid32[i]+tvo32[i]-c1*x (A~ (i) +A~ (n-k1-1i)-2)*1log(m)

}

1321=rep(0,m)

for(i in 1:(m)){
1321[i]=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k1+1):(n)]), sep=""))

b32=sum(as.vector(table(1321)*log(table(1321)/m)))

1321p=b32-c1* (A~ (n-k1)-1)*log(m) ;1321p

max (1321p)>max(132p) ## Ver agora Segmento apés o corte ki.

HESHHBHHHHAFH BB FBR SR BB R B R AR R R R R R

#### Nimero correto de segmentos &€ 2 e o ponto de corte é ki=4

HESHHBHHHHHFH BB HHH RS HBA SRR B H B H RS H R RS HE R ER

#it#

rm(1list=1s(all=TRUE))

require (VLMC)
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dad=c(1, 1, 1, 2, 2, 2, 2,2,2,2,1,1,2,2,2,1,1,1,2,1,1, 2,1, 1, 2,
2,2,2,2,2,1,1,2,2,2,2,2,1,2,2,1,1,2,2,2,1, 2,2, 2,2,
1, 1, 2,2, 2,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,2,1,1,2,2,2,1,1,1, 2,
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,1,1,2,1,1,2,2,2,2,2,2,1,1, 1)
mc=vlmc(dad) ## Segmento X2
draw(mc)
dadl=c(2, 1, 2, 1, 2, 1,1, 2,1, 2,1,1,2,1, 2,1, 1,1, 2,1, 2,1, 2,1,
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1, 2,1, 1,
1, 2,1, 1, 2,1, 2,1, 2,1, 2, 1,1, 2, 2,2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,
2,2,1,2,1,1,2,1,2,1,2,2,2,2,1,2,1,2,2,1, 2,1, 2, 1,
2,1, 2,1, 2)

mcl=vlimc(dadl) ## Segmento X3
draw(mcl)

plot(as.dendrogram(mcl))

transic8o<-function(a) ## vetor de probabilidade de transigdo
{

u<-runif (1)

y<-ifelse(u<=a[1],1,2)

return(c(y,u))

3

dist.est=function(P){
P=matrix(P,ncol=2,nrow=2)
PO=diag(2)

for(i in 1:100){
PO=P0%*%P

}

return(PO[1,])

}

simulagdo<-function(P1l,n,kvl,kv2)
{
pil<-dist.est(P1)
u<-runif (1)
cadeia<-ifelse(u<=pil1[1],1,2)
for(i in 2:(kvl))
{
cadeial[i]<-transig¢8o(P1[(cadeiali-1]),1])
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}
cadeial[(kvl+1) :kv2]<-as.numeric(simulate.vlmc (mc,kv2-kvl) [1: (kv2-kv1)])
cadeial[(kv2+1) :n]<-as.numeric(simulate.vlmc(mcl,n-kv2) [1:(n-kv2)])
return(cadeia)

Pl=matrix(c(0.3,0.7,0.8,0.2),ncol=2,byrow=T) ## Matriz de Transicdo de X1
n=12;kv1=4;kv2=9;dados=NULL;m=20000; A=2

for(i in 1:m){
dados<-rbind(dados,simulagdo(P1l,n,kvl, kv2))

3

cl=1 ## constante c
i S

### 1 Segmento
li=rep(0,m)
for(i in 1:(m)){
11[il=do.call(paste, c(as.list(dados[i,1:n]), sep=""))
bl=sum(as.vector(table(1l1l)*log(table(11)/m))) ## Logaritmo Verossimilhanga
lip=bil-c1*(A"n-1)*log(m) ## LVP
HHESHHF R GRS RHH R
###### 2 Segmentos
HHEH R RS R R R
totid=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-1))
for(i in 1:(m)){

for(j in 1:(n-1)){
totid[i,j]l=do.call(paste, c(as.list(dados[i,1:j]1), sep=""))

totvo=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-1))

for(i in 1:(m)){
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for(j in (n-1):1){
totvo[i,n-jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (n-j+1):n]), sep=""))

tid=c()

tvo=c()

for(i in 1:(n-1)){
tid[i]=sum(as.vector(table(totid[,i])*log(table(totid[,i])/m)))
tvo[i]l=sum(as.vector(table(totvo[,i])*log(table(totvol[,i])/m)))
}

12p=rep(0,n-1)

for(i in 1:(n-1)){
12plil=tid[il+tvol[il-c1* (A~ (i)+A" (n-i)-2)*log(m)
}

lip>max(12p) ## Continua o processo

plot(1l:(n-1),12p,type="1",ylab="Logaritmo da Fung&o de Verossimilhanga Penalizada",

main="1° Ponto de Corte",xlab=expression(k[1]))

kl=match(rep(max(12p),length(12p)),12p) [1];k1 ## Ponto de Corte

HESHH AR R R

## Ver se existe algum ponto de corte antes de ki

totid31=matrix (0,nrow=m,ncol=(k1-1))
for(i in 1:(m)){
for(j in 1:(k1-1)){
totid31[i,jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i,1:j]), sep=""))

totvo3l=matrix(0,nrow=m,ncol=(k1-1))
for(i in 1:(m)){
for(j in (k1-1):1){
totvo31[i,kl-jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k1-j+1):k1]), sep=""))
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tid31=c()

tvo31l=c()

for(i in 1:(k1-1)){
tid31[i]=sum(as.vector(table(totid31[,i])*log(table(totid31[,i])/m)))
tvo31[i]l=sum(as.vector(table(totvo31[,i])*log(table (totvo31[,i])/m)))
}

131p=rep(0,k1-1)

for(i in 1:(k1-1)){
131p[il=tid31[i]+tvo31[i]-c1* (A~ (i)+A~ (k1-i)-2)*1log(m)
}

1311=rep(0,m)

for(i in 1:(m)){
1311[i]=do.call(paste, c(as.list(dados[i,1:(k1)]), sep=""))

b31=sum(as.vector(table(1311)*log(table(1311)/m)))

1311p=b31-c1* (A~ (k1)-1)*log(m);1311p

max(1311p)>max(131p) ## Para esse segmento o processo é interrompido.

HESHHBHHH R R BB H B SHH B H B R GHH B RRSHH R R

## Ver se existe ponto de corte apés ki

HERFHHBHFHHRFH R B HBH SR H B H B RBSHH R RS R R

totid32=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-ki-1))

for(i in 1:(m)){

for(j in 1:(n-k1-1)){
totid32[i,jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k1+1):(k1+j)]1), sep=""))

totvo32=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-ki-1))
for(i in 1:(m)){
for(j in (n-k1-1):(1)){
totvo32[i,n-k1-j]=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (n-k1-j):(n-k1-1)1), sep=""))

Bruno Monte de Castro IME - USP



62

tid32=c()

tvo32=c()

for(i in 1:(n-k1-1)){
tid32[i]=sum(as.vector(table(totid32[,i])*log(table(totid32[,i])/m)))
tvo32[i]l=sum(as.vector(table(totvo32[,i])*log(table(totvo32[,i])/m)))
}

132p=rep(0,n-k1-1)
for(i in 1:(n-k1-1)){
132p[i]=tid32[i]+tvo32[i]l-c1* (A~ (i)+A~ (n-k1-1)-2)*log(m)
}
1321=rep(0,m)
for(i in 1:(m)){

1321[i]=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k1+1):(n)]), sep=""))
b32=sum(as.vector(table(1321)*log(table(1321)/m)))
1321p=b32-c1* (A~ (n-k1)-1)*log(m) ;1321p
max (1321p)>max(132p) ## Continua o processo somente para esse segmento
k2=kl+match(rep(max(132p),length(132p)),132p) [1];k2

### Temos que analisar se existe mais algum ponto de corte

plot((k1+1):(n-1),132p,type="1",ylab="Logaritmo da Fungido de Verossimilhanga Penalizada",

main="2° Ponto de Corte",xlab=expression(k[2]))
s

##### Verificar se existe ponto de corte entre kl e k2
totid41l=matrix(0,nrow=m,ncol=(k2-ki-1))

for(i in 1:(m)){

for(j in 1:(k2-k1-1)){
totid41[i,jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k1+1):(k1+j)]), sep=""))
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totvodl=matrix(0,nrow=m,ncol=(k2-ki-1))
for(i in 1:(m)){
for(j in (k2-ki1-1):1){
totvodl[i,k2-k1-jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k2-k1-j):(k2-k1-1)]1), sep=""))

tid41=c()

tvodil=c()

for(i in 1:(k2-k1-1)){
tid41[i]l=sum(as.vector(table(totid41[,i])*log(table(totid41[,i])/m)))
tvo4l[i]=sum(as.vector(table(totvo41[,i])*log(table(totvo41[,i])/m)))
}

141p=rep(0,k2-k1-1)
for(i in 1:(k2-k1-1)){

141pl[il=tid41[i]+tvo41[i]-c1*x (A~ (i)+A~ (k2-k1-i)-2)*1log(m)
}

## Ver Segmento inteiro
l41=rep(0,m)
for(i in 1:(m)){

141[i]l=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k1+1):(k2)]), sep=""))
b41i=sum(as.vector(table(141)*log(table(141)/m)))
114p=b41-c1x (A" (k2-k1)-1)*1log(m)
max (114p)>max(141p) ## Analisar outro Segmento
HAHBHHAHBHHAHHAHBHHAHH AR BHHAH B HBHHAH B HBH R AR R H B RS
### Verificar a existéncia de ponto de corte apés k2
totid42=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-k2-1))
for(i in 1:(m)){

for(j in 1:(n-k2-1)){
totid42[i,jl=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k2+1):(k2+j)1), sep=""))
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totvo42=matrix(0,nrow=m,ncol=(n-k2-1))
for(i in 1:(m)){
for(j in (n-k2-1):(1)){
totvo42[i,n-k2-j]=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (n-k2-j):(n-k2-1)]1), sep=""))

tid42=c()

tvod2=c()

for(i in 1:(n-k2-1)){
tid42[i]=sum(as.vector(table(totid42[,i])*log(table(totid42[,i])/m)))
tvo42[i]=sum(as.vector(table(totvo42[,i])*log(table (totvo42[,i])/m)))
}

142p=rep(0,n-k2-1)
for(i in 1:(n-k2-1)){
142p[il=tid42[i]+tvod42[i]-c1* (A~ (i)+A" (n-k2-i)-2) *1log(m)

}

### Analisar Segmento Inteiro

142=rep(0,m)

for(i in 1:(m)){

142[i]=do.call(paste, c(as.list(dados[i, (k2+1):n]), sep=""))

b42=sum(as.vector(table(142)*log(table(142)/m)))

124p=b42-c1* (A~ (n-k2)-1)*log(m)

max (124p) >max (142p) ### Fim

HHBHH R R R R R

#### Temos 3 Segmentos e os pontos de corte s&o kl=4 e k2=9
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