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Resumo

Muitos estudos em diferentes areas examinam como um conjunto de variaveis influencia
algum tipo de percentagem, proporcao ou fragoes. Modelos de regressao linear nao sao
satisfatorios para modelar tais dados. Uma classe de modelos de regressao beta que em
muitos aspectos é semelhante aos modelos lineares generalizados foi proposta por Ferrari e
Cribari-Neto (2004). A resposta média é relacionada com um preditor linear por uma fungao
de ligacao e o preditor linear envolve covaridveis e parametros de regressao desconhecidos.
O modelo também ¢é indexado por um parametro de precisdo. Smithson e Verkuilen (2006),
entre outros, consideram o modelo de regressao beta em que esse parametro varia ao longo
das observacoes. Nesta tese foram desenvolvidas técnicas de diagnodstico para os modelos
de regressao beta com dispersao constante e com dispersao variavel, sendo que o método
de influéncia local (Cook, 1986) mostrou-se particularmente 1til, sendo capaz inclusive de
identificar dispersao variavel nos dados. Adicionalmente, avaliamos através de estudos de
simulagao o desempenho dos estimadores de méxima verossimilhanca do modelo de regressao
beta com dispersao varidvel, as conseqiiéncias de estimar o modelo supondo dispersao cons-
tante quando de fato ela é varidvel e o desempenho de testes assintoticos para testar a
hipétese de dispersao constante. Finalmente, utilizando o método bootstrap (Davison e
Hinkley, 1997) desenvolvemos um procedimento de obtencao de limites de predigao para o
modelo de regressao beta com dispersao constante. Ilustramos a teoria desenvolvida com
varias aplicacoes a dados reais.



Abstract

Practitioners oftentimes wish to investigate how certain variables influence a continuous
variable that assumes values on the standard unit interval (0, 1), such as percentages, pro-
portions, rates and fractions. Linear regression models are not suitable for modelling such
data. A class of beta regression models which is in many aspects similar to that of gener-
alised linear models was proposed by Ferrari and Cribari-Neto (2004). The mean response is
related to a linear predictor, which involves covariates and unknown regression parameters,
through a link function. The model is also indexed by a precision parameter. Smithson and
Verkuilen (2006), among others, consider the beta regression model with variable dispersion,
i.e., beta regression in which the precision parameter is not constant across observations. In
this thesis we develop diagnostic methods for beta regression models with both constant and
variable dispersion. The method of local influence (Cook, 1986) proved to be particularly
useful, since it is able to identify variable dispersion in the data. We have also used Monte
Carlo simulation to evaluate the finite sample performance of maximum likelihood estimators
in beta regression models with variable dispersion; we have also evaluated the consequences
of misspecifying the model by incorrectly assuming constant dispersion when dispersion is
variable and the finite sample behavior of heteroskedasticity tests based on first order asymp-
totics is studied. Prediction bootstrap intervals (Davison and Hinkley, 1997) for the beta
regression model with constant dispersion are also considered. Practical applications that
employ real data are presented and discussed.
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Introdugao

Muitos estudos em diferentes areas examinam como um conjunto de variaveis se relaciona
com algum tipo de percentagem ou proporgao. Por exemplo, Kieschnick e McCullough (2003)
estudam como a renda domiciliar, a percentagem de domicilios com criangas, entre outras
variaveis, se relacionam com a proporc¢ao de casas que tém TV a cabo em cada area do mer-
cado. De fato, problemas envolvendo variaveis respostas fraciondarias surgem naturalmente
em muitos campos de pesquisa. Alguns exemplos sao composicoes de rochas, concentragoes
de agentes quimicos e propor¢ao da renda gasta com contribuicoes tributarias.

Entre as categorias em que dados de proporgoes podem ser colocados destacamos dois
tipos, a saber: dados distribuidos continuamente no intervalo (0,1) e dados distribuidos
no intervalo fechado [0,1] (com probabilidade positiva em ao menos um dos extremos).
No entanto, enquanto os dados na primeira categoria podem ser modelados usando uma
distribuicao continua, o mesmo nao ocorre com os dados na segunda, porque eles seguem uma
distribui¢ao mista continua—discreta. Nosso interesse é modelar varidaveis que se encontram
na primeira categoria, isto é, que se distribuem no intervalo aberto (0, 1).

Nao existe consenso quanto ao tipo de modelagem mais adequada para este tipo de dados.
Kieschnick e McCullough (2003) identificam sete tipos de modelos de regressao que tém sido
utilizados para modelar a distribuigao de dados de propor¢oes no intervalo (0, 1). No entanto,
segundo os autores, alguns destes modelos violam duas suposicoes essenciais. Primeira, por
essa variavel ser limitada, sua funcao de esperanga condicional deve ser nao linear. Segunda,
as variancias dos erros devem ser diferentes ao longo das observacoes. De fato, a variancia
condicional deve se aproximar de zero a medida que a média condicional se aproxima dos
extremos do intervalo. Kieschnick e McCullough (2003) apresentam uma discussao a respeito
dos seis primeiros modelos e propoem um sétimo modelo supondo distribuicao beta para a
variavel resposta. Os principais pontos desta discussao serao apresentados nos proximos
paragrafos.

Inicialmente, os sete modelos podem ser divididos em duas categorias. A primeira ca-
tegoria é a que viola ao menos uma das duas suposicoes discutidas anteriormente. Nesta

primeira categoria encontram-se o modelo normal linear, o modelo logito, o0 modelo normal
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censurado e o modelo normal nao linear. Na segunda categoria, aquela que nao viola as
suposicoes, estao o modelo de regressao baseado na distribuicao beta, o modelo simplex e
um modelo de quasi-verossimilhanca.

Quanto ao modelo normal linear, os autores argumentam que, além da imposi¢ao incon-
sistente de que a fungao de esperanca condicional é linear e de que a variancia nao é neces-
sariamente funcao da média, também o fato de proporgoes em (0, 1) ndo estarem definidas
sobre todos os reais, que ¢ o dominio da distribuicao normal, sugere que a suposicao de
normalidade é inadequada.

Outra pratica tipicamente utilizada é aplicar uma transformagao na varidvel dependente
e entao ajustar uma funcao de resposta linear para a variavel transformada. Segundo Ki-
eschnick e McCullough (2003), na grande maioria dos trabalhos é utilizada a transformagcao
logito. O modelo de regressao logito (Dyke e Patterson, 1952) tem uma longa histéria em
economia e areas afins. O principal inconveniente quanto a aplicagao deste modelo para ana-
lisar proporcoes é que ele assume que a transformacao logito estabiliza a variancia, enquanto
outros modelos distribucionais para este tipo de dados, como o beta e o simplex, consideram
que tal transformacao nao estabiliza a variancia.

No que se refere aos modelos normais censurados, ou modelo Tobit, os autores salientam
que, para dados observados no intervalo (0, 1), a regressao Tobit é equivalente & distribuicao
normal. Logo, esta modelagem estd exposta as mesmas criticas referentes aos modelos normal
linear e nao-linear.

O modelo de regressao que supoe distribuicao beta para a variavel resposta, proposto
por Kieschnick e McCullough (2003), utiliza a fungao de ligacdo logito para a esperanga
condicional, de forma que os dois parametros da distribui¢ao sao expressos em funcao do
inverso da exponencial do preditor linear. Esta proposta, apesar de utilizar a distribuicao
beta para a variavel resposta, limita-se ao uso da fungao de ligacao logito para a esperanca
condicional. Outro modelo paramétrico utilizado para modelar proporgoes no intervalo (0, 1),
desenvolvido por Barndorff-Nielsen e Jorgensen (1991), é baseado na distribui¢ao simplex.

Kieschnick e McCullough (2003) também discutem o uso da técnica de quasi-verossimi-
lhanca para a modelagem de proporcoes. Esta técnica especifica o primeiro e o segundo mo-
mentos da distribuigao condicional, mas nao especifica a distribuigdo completa. Cox (1996)
investiga o ajuste de quatro especificagoes para os dois primeiros momentos da distribuicao
condicional de duas amostras de dados de proporgdes no intervalo (0, 1). Mais precisamente,
Cox (1996) examina o uso das fungoes logito e complemento log-log para a esperanca, com
especificagoes canonica e ortogonal para a fungao de variancia. O autor conclui que a fungao
de ligacao logito associada a funcao de variancia ortogonal é a combinacao que se adequa

melhor ao seu conjunto de dados. A combinagdo que Cox (1996) denomina ortogonal é:
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w@) = 1/(1+ e 9, V() = p?(1 — p?). Papke e Wooldridge (1996) usam uma técnica
similar a de Cox, mas que se mostra mais robusta para estimacao de erros padroes.

Sabemos que o objetivo central da modelagem de regressao é realizar inferéncias sobre
os parametros do modelo. A principal implicacao da escolha inadequada de um tipo de
modelo de regressao é exatamente fazer inferéncias incorretas a respeito destes parametros.
Um estudo comparativo entre os modelos de regressao discutidos acima, apresentado por
Kieschnick e McCullough (2003), evidencia que as conclusoes inferenciais associadas aos
modelos normal linear, normal nao linear, normal censurado e logito, aplicados a um con-
junto de dados envolvendo uma variavel dependente, proporcao de casas dentro de uma area
de mercado que assinam televisao a cabo, e mais cinco covariaveis (Federal Communications
Commission, 1993 e 1994), sao equivalentes entre si, mas incompativeis com as conclusoes
obtidas pelos modelos que usam a distribuicao beta, simplex e de quasi-verossimilhanca
(especificagdes segundo Papke e Wooldridge, 1996). De fato, segundo Kieschnick e McCul-
lough (2003), o modelo de regressdo que supoe a distribuigao beta com a ligagdo logito
para a esperanca condicional da variavel resposta, o modelo simplex e o modelo de quasi-
verossimilhanca nao se diferenciam quanto aos resultados inferenciais. No entanto, de acordo
com uma variacao do critério AIC, a estatistica AIC., considerada um critério de sele¢ao
apropriado para modelos nao normais e de quasi-verossimilhanga (McQuarrie e Tsai, 1998),
o modelo que usa a suposicao da distribui¢ao beta supera os outros dois modelos (simplex
e de quasi-verossimilhanga). A superioridade do modelo associado a distribuicao beta é
tanto mais evidente quanto menor é o tamanho da amostra. Os autores finalizam a dis-
cussao argumentando que o fato de um modelo paramétrico beta dominar o modelo de
quasi-verossimilhanca, em um tamanho de amostra finito, é consistente com o fato de que
modelos de quasi-verossimilhanga sao melhores aproximagoes para modelos paramétricos a
medida que o tamanho da amostra aumenta.

Diante do exposto até o momento, apesar da proposta do modelo de regressao que
utiliza a distribuicao beta para a varidvel resposta ser relativamente especifica, pois impoe a
funcao de ligacao logito para a esperanca condicional, este modelo mostrou-se superior aos
outros seis modelos considerados. De fato, a distribuigao beta é muito flexivel para modelar
proporcoes, uma vez que dependendo dos dois parametros que indexam a distribuicao, a
densidade assume formas bem variadas. Adicionalmente, pelo fato da distribuicao beta ser
um membro da familia exponencial, seus estimadores de maxima verossimilhanga dispoem
de boas propriedades amostrais. Varias aplicacoes e propriedades da distribuicao beta sao
discutidas em Bury (1999). Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995) fornecem véarios exemplos
de diferentes areas da ciéncia em que a distribuicao beta foi considerada a mais apropriada

para ajustar dados de proporcao, quando comparada a outras alternativas consideradas.
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Dentro do contexto de utilizacdo da distribuicdo beta! para situacoes em que a varidvel
resposta se distribui continuamente no intervalo (0,1) e pode ser explicada por outras
variaveis através de uma estrutura de regressao, encontra-se um modelo de regressao beta
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Os autores propoem uma parametrizagao dife-
rente para a distribuicao beta que permite a modelagem da média da resposta envolvendo

também o parametro de precisao. A funcao de densidade beta nessa reparametrizacao tem

a forma
. — (o) po=l1 _ ,\(I-me—1 1 1.1
fy; 1, ) TG —09)" (1—-y) , 0<y<l, (1.1)
emque 0<pu<leo¢>0. Aqui,
E(y) = p
e
_ Vi
var(y) = 1,

em que V(u) = p(1 — p).

Nota-se que uma vez fixada a média da varidvel resposta, p, quanto maior for o valor
que ¢ assume, menor sera a variancia de y. Neste sentido, ¢ pode ser interpretado como um
parametro de precisao do modelo.

Sejam y1, ..., y, varidveis aleatérias independentes, em que cada y;, t = 1,...,n, segue a
densidade em (1.1) com média i e precisao desconhecida ¢. O modelo proposto por Ferrari

e Cribari-Neto (2004) é obtido assumindo que a média de y; pode ser escrita como

k
glpe) =z =m, (1.2)

i=1
em que 3 = (f1,...,0)" é um vetor de parametros de regressao desconhecido (3 € IRF),
T4l, - .., gk SA0 observagoes de k covaridveis (k < n), assumidas fixas e conhecidas e g(-) é

uma fungao estritamente monoétona e duas vezes diferencidvel. Assim, de acordo com este
modelo, temos que u = g () e var(ys) = V(g (m))/(1 + ¢). Ou seja, uma vez que a
variancia da resposta depende de p, mesmo o parametro de precisao sendo constante para
todas as observagoes, as variancias nao sao constantes.

Baseado em (1.1) segue que o logaritmo da func¢ao de verossimilhanca é

0B,0) = b, ¢),
t=1

1 Mais detalhes sobre a distribui¢gdo beta podem ser obtidos ainda em Ospina et. al (2006) e Oliveira (2004,
Capitulo 2).



em que

U, @) = log I'(¢) — log I'(purp) —log I'((1 — i) $) + (g — 1) log ys
+{(1 — ) — 1} 1og(1 — yz).

A funcao escore para ( é dada por

Us(B,¢) = 6X T (y* — u*)

com os t-ésimos elementos de y* e u* dados, respectivamente, por

* Yt x
i =log { — } e 1t = v(id) — V(1 - u)o)

(1.4)

(1.5)

em que () é a funcdo digama, i.e., ¥(z) = dlogI'(z)/dz para z > 0 ¢ X é uma matriz n x k

cuja t-ésima linha é 2] e

T = diag{g'(n1) ", ... ¢ (1n) '}

Adicionalmente, como veremos no préximo capitulo, tem-se que uy = E(y;).

Tem-se ainda, a funcao escore para o parametro de precisao,

Us(B,0) = > ur,
t=1

em que
ue = {pe(ys — pp) +1log(1 — ye) — (1 — pe)d) + ¥ ()},
e a matriz de informacao de Fisher
K K
k=K@ - (17 1)
50 =\ Kop Koo
Em (1.8) tem-se que

Kpp = 60X WX,
em que W = diag{wy, ..., w,}, com
1
wy = ¢Ut )
9'(e)?
sendo que

ve =¥ (o) + (1 = ) @)

Adicionalmente, Kgy = Kgﬁ = X"Tcem que ¢ = (c1,. .., Cn>T7 com

et = o {0 (med) e — V(1 — pu) @) (1 — pae) }
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(1.9)
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(1.11)

(1.12)



sendo 9'(-) a funcao trigama. Finalmente, Ky4 = tr(D), D = diag{d,...,d,}, com

dp = ¥ ()i + ' (1 — pe)d) (1 — ) — ¥’ (). (1.13)

Ferrari e Cribari-Neto (2004) ressaltam que, diferentemente do que acontece em mo-
delos lineares generalizados (McCullagh e Nelder, 1989), no modelo de regressao beta, os
parametros (3 e ¢ nao sao ortogonais. Os autores argumentam ainda que sob condigoes de

regularidade, quando o tamanho da amostra é grande,

(3) ~a ((2) )

aproximadamente, em que B\ e $ sao os estimadores de méaxima verossimilhanca de 3 e ¢,
respectivamente. Adicionalmente, usando expressoes padroes para a inversa de matrizes
particionadas (Rao, 1973, p. 33), Ferrari e Cribari-Neto (2004) obtém K ~! dada por

B B KBB  KBe
em que

1
KPP = 5(XTWX)—l {Ik +

XTTed TP X (XTWX)!
£ } ’
com & = tr(D) — ¢ L TTX(XTWX) X T,
KP? = (K99 = —i(XTWX)—leTc,
£
e K% = ¢71. Aqui, Z;, é a matriz identidade de ordem k.

Os estimadores de maxima verossimilhanca de (3 e ¢, sao obtidos numericamente maximi-
zando-se o logaritmo da funcao de verossimilhanca usando um algoritmo de otimizagao nao
linear, como por exemplo um algoritmo de Newton (Newton—-Raphson, Fisher’s scoring,
BHHH, etc.) ou um algoritmo quasi-Newton (BFGS, etc.).

A modelagem proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004) nao requer transformagao da
resposta, permite interpretagdo dos parametros em termos da varidvel original (sem ser
transformada) e assimetria da distribuigdo da varidvel de interesse, como também diversas
possiveis escolhas para a fungao de ligagao g(-). Por exemplo, pode-se utilizar a especifica¢ao
logistica g(u) = log{u/(1 — p)}, a fungdo probito g(u) = ® (1), em que ®(-) é a funcio de
distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria normal padrao, a ligacdo log-log g(p) =
—log{—log(u)}, entre outras. Para uma comparacao destas e outras fungoes de ligagao, ver
Atkinson (1985, Ch. 7) e McCullagh e Nelder (1989, §4.3.1). Os autores propdem ainda testes
de hipéteses usando a normalidade assintética do estimador de maxima verossimilhanca e

algumas medidas de validagdo do modelo (métodos de diagnéstico).
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Outros pesquisadores tém desenvolvido trabalhos baseados no modelo de regressao beta
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Ospina et. al (2006) estudaram métodos mel-
horados de estimagao pontual e intervalar para o modelo de regressao beta. Oliveira (2004)
apresenta um estudo sobre o comportamento assintético dos estimadores e de testes de
hipétese no modelo de regressao beta. O autor apresenta ainda duas aplicacoes a dados
reais, uma das quais evidencia a vantagem do uso do modelo de regressao beta em com-
paracao ao modelo normal linear quando a variavel resposta é medida de forma continua no
intervalo (0, 1). Segundo o autor: “o ajuste da regressao normal linear pode fornecer valores
preditos fora do intervalo unitario, sendo que o mesmo nao ocorre no modelo de regressao
beta”.

A presente proposta de tese de doutorado objetiva desenvolver varios aspectos de in-
feréncia e diagnodstico para a classe de modelos de regressao beta. No que se refere a técnicas
de diagnéstico, propomos novos residuos, medidas de influéncia global e local. A motivacao
inicial do desenvolvimento de novos métodos de validacao para o modelo de regressao beta
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) foi a obtencao de medidas de diagndstico ca-
pazes de captar a presenca de dispersao varidavel nos dados. O modelo de regressao beta
com dispersao variavel é o segundo objetivo deste projeto. Este trabalho apresentara ainda

intervalos de predicao baseados no método bootstrap.
1.2. Apresentacao dos capitulos

No Capitulo 2 trataremos da andlise de residuos para o modelo de regressao beta com dis-
persao constante. Neste sentido proporemos um residuo ordinario e padronizagoes para este
residuo. Apresentaremos simulagoes de Monte Carlo realizadas com o objetivo de investigar
as distribuigdes empiricas dos residuos propostos por Ferrari e Cribari-Neto (2004) e dos
novos residuos. Ainda naquele capitulo serao apresentadas duas aplicacoes a dados reais e
um exemplo simulado.

No Capitulo 3, dando continuidade a andlise de diagnéstico no modelo de regressao beta
com dispersao constante, desenvolveremos a andlise de influéncia global e local para este
modelo. Propomos uma nova aproximacao para a distancia de Cook e quanto a anélise de
influéncia local desenvolveremos quatro esquemas de perturbacao, alterando as estruturas
da ponderacao de casos, da variavel resposta, de covariaveis individualmente e da dispersao.
As novas técnicas serao ilustradas através de cinco aplicagoes a dados reais.

No quarto capitulo sera apresentada uma extensao do modelo proposto por Ferrari e
Cribari-Neto (2004) para situagdes em que o parametro de precisao ¢ nao é constante para
todas as observagoes. Apesar desta abordagem nao ser inédita, (Paolino, 2001; Smithson e

Verkuilen, 2006; Cuervo e Gamerman, 2004), alguns aspectos mateméaticos ndo foram ainda
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bem explorados. Neste sentido, serao desenvolvidos testes para a hipétese nula Hy : ¢ =
... = ¢n = ¢, sendo ¢ 0 parametro de precisao associado a ¢, t = 1, ..., n. Adicionalmente,
avaliaremos através de estudos de simulacao as propriedades dos estimadores de maxima
verossimilhanca do modelo beta com dispersao variavel, as conseqiiéncias de estimar o modelo
supondo dispersao constante quando de fato ela é variavel e ainda o desempenho dos testes
assintoticos da razao de verossimilhancas, escore e Wald para testar a hipdtese de dispersao
constante. Investigaremos ainda técnicas de diagndsticos no sentido de identificar a dispersao
variavel dos dados.

No quinto capitulo trataremos do problema de diagnéstico para o modelo de regressao
beta com dispersao varidavel. Apesar de ja existirem aplicacoes do modelo de regressao beta
com dispersao variavel, nada foi feito quanto a validacao deste tipo de modelo. Neste sen-
tido, desenvolveremos inicialmente residuos, tornando possivel a construcao de gréficos de
diagnodstico como, por exemplo, graficos normais de probabilidades com envelope simulado.
Em seguida desenvolveremos a analise de influéncia local, considerando trés esquemas de per-
turbacao, a saber: a ponderacao de casos, a perturbacgao da varidvel resposta e perturbagoes
individuais de covaridaveis. Apresentaremos ainda aplicacoes a dados reais.

No sexto capitulo desenvolveremos um procedimento de obtencao de limites de predicao
para o modelo de regressao beta com dispersao constante a partir do método bootstrap
(Efron, 1979). O procedimento terd como base a proposta de Davison e Hinkley (1997) para
modelos lineares generalizados. Apresentaremos uma aplicacao a dados reais para avaliar
o desempenho do procedimento proposto. Por fim, no ultimo capitulo apresentaremos as

consideracoes finais que incluem conclusoes e trabalhos futuros.

1.3. Suporte computacional

A linguagem de programacgao matricial 0x, criada por Jurgen Doornik em 1994, constitui
a plataforma computacional utilizada no desenvolvimento da tese. Esta linguagem per-
mite a implementacao de técnicas estatisticas com facilidade e atende a requisitos como
precisao e eficiéncia, o que tem contribuido para sua ampla utilizagao no campo da com-
putacao numérica. Detalhes sobre esta linguagem de programacao podem ser encontrados
em Doornik (2001). As andlises graficas desta tese foram produzidas utilizando o ambiente
de programacao, analise de dados e construcao de gréficos R em sua versao 2.3.1 que, se

encontra disponivel gratuitamente no endereco http://www.r-project.org.



Capitulo 2

Analise de residuos

2.1. Introducao

Em muitos casos temos conhecimento limitado sobre a relagao entre varidveis envolvidas
em um problema de interesse. Se visualizamos os valores observados de tais varidveis como
os resultados de um experimento devemos ter, entdo, uma ferramenta tedrica, um modelo
matematico, através do qual estas varidveis estejam relacionadas, para atuar como base do
processo gerador de dados. No entanto, todos os modelos sao inevitavelmente simplificagoes,
aproximacoes da realidade. Assim, uma etapa imprescindivel da analise de regressao é a
validacao do modelo, no sentido de avaliar a qualidade desta aproximacao. E é este o
contexto da andlise de diagnéstico.

Em uma direcao, o interesse recai em avaliar possiveis afastamentos das suposicoes ad-
mitidas para o modelo, entre as quais estd a distribuicao de probabilidades dos dados. Em
outra direcao, o interesse recai em investigar a robustez do modelo sob pequenas perturbagoes
nas formulagoes iniciais, no sentido de avaliar a estabilidade dos resultados inferenciais. O
modelo é considerado nao robusto se pequenas perturbagoes na sua constituicao original
implicam em resultados significativamente distintos.

A andlise de diagnéstico teve inicio com a andlise de residuos objetivando detectar pon-
tos mal ajustados ou aberrantes e avaliar indicios de afastamentos das suposicoes sobre
o modelo, entre estas, a adequacao da distribuicao proposta para a variavel resposta. A
analise de residuos pode se basear nos residuos ordindarios e suas possiveis padronizacoes
e nos residuos construidos a partir dos componentes da fungao desvio (vide, por exemplo,
McCullagh e Nelder, 1989, p. 37-39), freqlientemente utilizados em modelos lineares ge-
neralizados. Muitos autores tém apresentado padronizacoes para o residuo componente do
desvio e tém obtido boas aproximagoes pela distribui¢ao normal, a saber: McCullagh (1987),
Williams (1984,1987), Davison e Gigli (1989), Farhrmeir e Tutz (1994), Paula (1995), de
Souza e Paula (2002), entre outros. As técnicas graficas utilizando residuos sao freqiien-
temente adotadas para a analise de diagndstico. O uso de envelopes simulados, por exemplo,
conforme proposto por Atkinson (1981) inicialmente para o modelo de regressao com erros

normais, permite avaliar a qualidade do ajuste do modelo postulado.



Realizamos a seguir uma discussao sobre andlise de residuos no modelo de regressao beta
apresentado no Capitulo 1. Inicialmente apresentaremos dois residuos propostos por Ferrari
e Cribari-Neto (2004). Em seguida, propomos um novo residuo para o modelo de regressao
beta e duas padronizacoes para este residuo.

Através de simulagoes, investigaremos as distribui¢oes empiricas dos dois residuos pro-
postos por Ferrari e Cribari-Neto (2004) e das versdes padronizadas do novo residuo. Adi-
cionalmente, a partir de aplicagoes a dados reais, compararemos as andalises de diagndstico
obtidas a partir da utilizagao destes residuos. Devemos ressaltar que para a definicao dos
residuos estamos considerando o modelo definido em (1.2) com ¢ conhecido. No entanto, na
pratica usaremos a estimativa de méaxima verossimilhanca de ¢ obtida do processo iterativo

conjunto para [ e ¢.
2.2 Residuo ordinario

Podemos definir como residuo uma medida que objetiva identificar discrepancias entre o
modelo ajustado e os dados. Assim, é compreensivel que a maioria dos residuos esteja
baseada na diferenca y; — E/(y\t) Neste sentido foi definido o primeiro residuo ordinario para
o modelo de regressao beta por Ferrari e Cribari-Neto (2004), dado por
Ye — Jit

Vv var (yt) ’
em que fir = g~ (] §) e Vat(ye) = fir(1 = fir) /(1 + 9).

No entanto, respeitado o formato da distribuicao de probabilidade da variavel resposta, é

ry =

(2.1)

mais interessante pensar no residuo como uma fungao r(y;, E(y;)), definicao geral de residuos
proposta por Cox e Snell (1968). E sob este ponto de vista que propomos um novo residuo
para o modelo de regressao beta. Considerando ¢ conhecido, desenvolvemos o processo

iterativo Scoring de Fisher para g dado por

pm+1) — gm) 4 ( Kg?)—lU(m)(g), (2.2)
em que m = 0,1,2,.... denota os passos do processo iterativo que é repetido até que a

distancia entre (3 (m+1) o ﬁ(m) seja menor que um valor de tolerancia especificado, ocorrendo
assim a convergencia do processo. Considerando a funcao escore e a matriz de informacao
de Fisher para ( definidas em (1.4) e (1.9), temos que o processo iterativo em (2.2) é dado
por

ﬁ(m—i—l) _ ﬁ(m) + (XTW(m)X)—lXTT(m) (y* . M*(m))

?
em que os t-ésimos elementos de y* e de p* estao definidos em (1.5), as matrizes T e W estao
definidas em (1.6) e (1.10), respectivamente, e X ¢é uma matriz n x k cuja t-ésima linha é

x} . Vale a pena ressaltar que u* = E(y*).

10



Podemos representar este processo como um processo iterativo de minimos quadra-
dos reponderados dado por Bm+1) — (XTW(m)X)_lXTW(m)z(m), em que z(M = pm) 4
=1 p(m) (y* — u*(m)), comn = (N1,...,m,) = XB. Na convergéncia do processo temos

que

B=(XWX)'X W2 (2.3)
com

s _

z=n+W T(y" —p"), (2.4)

que pode ser interpretado como a solucao de minimos quadrados da regressao linear de
~ ~1/2

z contra X com pesos W em que o residuo ordinéario é dado por r* = W / (z—17) =

~—1/2 ~
W / T(y* — u*). Assim, usando as definigoes de 7" e W dadas em (1.6) e (1.10), respec-

tivamente, propomos um novo residuo para o modelo de regressao beta, que chamamos de

residuo ponderado, definido como
* Sk
* Yt H

T

(2.5)
em que v; é dado em (1.11).
2.3. Residuo ponderado padronizado 1

A anélise do residuo ponderado (2.5) indica que os residuos no modelo de regressao beta
devem se basear na diferenca y; — 1y, ou seja, na diferenga entre o logito da observacao
e a estimativa de méaxima verossimilhanca de seu valor esperado segundo o modelo postu-
lado. Assim, parece razoavel calcular a variancia de y; e verificar sua relagao com o residuo
ponderado.

Um resultado importante é que a densidade beta (1.1) pertence a familia exponencial

biparamétrica canénica. De fato,
f Qe e, @) = exp{n T + 72T = A(T)}(1/ye(1 = wr)),
em que 7 = (71,72) = (e, 9), (T1,T2) = (log{y:/(1 — yr)},log(1 —y1)) e
A(7) = {—logI'(¢) + log I'(u¢¢p) +1og I'((1 — p¢) )}

Assim, temos E(T) = E(yf) = 0A(7)/011 = ¢¥(1ud) — (1 — pe)¢) = i, resultado que ja

haviamos apresentado e

var(Ty) = var(y;) = 0% A(7) /071 = ¢/ (o) + &' (1 = pe) @) = vi;

ver Lehmann e Casella (1998, p. 27). Logo, uma proposta razoavel de residuo padronizado

é considerar a diferenga y; — iy dividida apenas pela raiz quadrada de var(y;), o que conduz
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ao residuo que chamamos de residuo ponderado padronizado 1, dado por

1/2, = Mt
=¢ = \/177: : (2.6)

2.4. Residuo ponderado padronizado 2

Uma outra alternativa de padronizagao para o residuo ponderado se baseia na varian-
cia de z. Podemos reescrever (2.3) como (XTI//I\/X)B = X'Wz. Uma vez que cov(f) =
o~ HXTW X)L, segue que cov(z) ~ ¢~'W . Entao, usando (2.4) obtemos

cov(r*) ~ ¢~ 1T, — HY),

em que

1/2

=W xxTwx) X

(2.7)

¢ a matriz de projecao da solugao de minimos quadrados da regressao linear de z contra X
com pesos W e Z,, é a matriz identidade de ordem n. Desta forma, podemos definir o residuo

ponderado padronizado 2 como

pp _ Ty Ty Yy (2.8)

T 0ok JO-hy

sendo Ay, o t-ésimo elemento da diagonal principal de H*.

No processo de obtencao do residuo ponderado foi feita uma analogia com o método de
minimos quadrados reponderados. No entanto, devemos ressaltar que no modelo de regressao
beta, assim como em modelos lineares generalizados, os pesos “w;” sao determinados pelo
ajuste, o que nao pode ser confundido com o problema de minimos quadrados ponderados,

em que os pesos determinam o ajuste.
2.5. Residuo componente do desvio

Os residuos construidos a partir dos componentes da fungao desvio (McCullagh e Nel-
der 1989) se baseiam na distancia para cada observagao entre o maximo do logaritmo da
funcao de verossimilhanca do modelo saturado e o maximo do logaritmo da funcao de veros-
similhanca do modelo investigado.

Como, para valores grandes de ¢, iy ~ y¢, em que [y é a estimativa de p do modelo
saturado, Ferrari e Cribari-Neto (2004) propdem um residuo componente desvio para o

modelo de regressao beta dado por

o = sign(ye — 70 {20 3) — 6 B} 2.9)
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em que iy = g_l(xIB) ¢ a estimativa de u para o modelo postulado.

Uma vez que a aproximagao ji; ~ y; ¢ valida apenas para valores grandes de ¢, é razoavel
que o residuo componente do desvio definido acima nao seja adequado a situacoes em que
¢ é pequeno. No entanto, como veremos nos exemplos reais, mesmo em situagoes em que
a estimativa de ¢ é superior a 400, para algumas observagoes este residuo nao pode ser
calculado. Constatamos que este problema ocorre devido ao valor negativo da diferenca
Et(yt,a) — Kt(ﬁt@). Para investigar questoes como esta relacionada ao residuo componente
do desvio e para avaliar as distribuicoes dos residuos apresentados nas secoes anteriores,
realizamos simulagoes em cendarios que considerem diferentes valores de ¢, de médias e de

tamanhos amostrais.
2.6. Resultados numéricos (simulagoes)

Realizamos uma simulacao de Monte Carlo com 1000 réplicas, objetivando investigar as
distribuicoes empiricas de alguns dos residuos discutidos na Secao 2.3, a saber: o residuo
componente do desvio; expressao (2.9), o residuo ordindrio padronizado; expressao (2.1), e
os residuos ponderados padronizados 1 e 2; expressoes (2.6) e (2.8), respectivamente.

Consideramos o modelo de regressao beta com

g(pue) = B1+ Poxy, t=1,...,n,

sendo g a funcao de ligacao logito. Consideramos trés distribuigoes de probabilidades dife-
rentes para gerar os valores da covaridvel z4: xy ~ U(0,1), 2y ~ t3 e x4 ~ exp(2) (exponencial
de média 2), devidamente padronizadas. Consideramos ¢ = exp(d) e admitimos § = 2.5 e
d =5, 0 que conduz a ¢ ~ 12 e ¢ ~ 148, respectivamente. No caso em que x; ~ U(0, 1),
consideramos dois cendrios diferentes. No primeiro, utilizamos 31 = 4.0 e 5 = —0.8, o
que conduz a valores da média da variavel resposta proximos de um, mais especificamente,
obtivemos p € (0.96,0.98). No segundo cendrio, os verdadeiros valores dos parametros sao
B1 = —2.5 e B3 = —1.2 e neste caso obtivemos p € (0.024,0.075), ou seja, valores da média
proximos de zero. Quanto a utilizacao da distribuicao t—Student com trés graus de liberdade
(t3), os verdadeiros valores dos parametros sao 1 = 1.21 e 3 = 1.25 e aqui p € (0.05,0.93).
Finalmente, para a distribuicao exponencial tomamos (f; = —1.2 e 2 = —1.3 obtendo
w € (0.04,0.53).

Objetivando confrontar os quantis empiricos dos residuos com os quantis tedricos da
distribuicao normal padrao construimos, graficos normais de probabilidades apresentados
nas Figuras 2.1-2.6. Com relagao ao residuo componente do desvio, avaliamos o comporta-
mento de sua distribuicao para os trés ultimos valores de ¢ e considerando inicialmente dois

tamanhos amostrais (n = 20 e n = 60), Figuras 2.1 e 2.2, respectivamente. Nota-se que para
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¢ = 20, quando os valores de p estao proximos de um ou proximos de zero, mais de 80% das
observagoes nao tém residuos validos, tanto para n = 20 quanto para n = 60 (Figuras 2.1a,d
e 2.2a,d). Quando a precisao aumenta, ¢ = 148 e ¢ = 403, o percentual de residuos nao cal-
culados cai para 45% e 30%, respectivamente (Figuras 2.1b,c,e,f e 2.2b,c,e,f). Nas situagdes
em que as médias nao se encontram concentradas proximas aos extremos do intervalo (0,1) e
mesmo quando ¢ = 403, o percentual de residuos nao calculados ainda é consideravel, cerca
de 25% (Figuras 2.1g-k e 2.2¢g-k). Em todos os casos investigados, a distribui¢ao do residuo
componente do desvio aproxima-se mais da distribui¢ao normal a medida que ¢ aumenta. No
entanto, nos cenarios em que u € (0.96,0.98) e p € (0.025,0.075), mesmo quando ¢ = 403,
a aderéncia a distribuicao normal nao é satisfatoria.

Adicionalmente, ao que parece, o aumento do tamanho amostral nao contribui para que
a distribuicao deste residuo esteja mais proxima da distribuicao normal. Para visualizar
melhor este fato, na Figura 2.3 apresentamos graficos normais de probabilidades quando
fixamos ¢ = 148 e variamos o tamanho amostral considerando n = 40, n = 60 e n = 120.
Cada coluna desta figura representa um tamanho amostral e cada linha um cenario para a
média da resposta. O que podemos notar, como suspeitavamos, é que em todos os cenarios
investigados para a média da resposta, a aderéncia da distribuicao do residuo componente
do desvio a distribuicao normal nao parece melhorar a medida que n aumenta.

Para investigar a distribuicao dos demais residuos fixamos o tamanho amostral em n = 20
e trabalhamos com ¢ = 12 (Figura 2.4), ¢ = 20 (Figura 2.5) e ¢ = 148 (Figura 2.6).
A andlise destas figuras revela que os residuos ponderados padronizados 1 e 2 apresentam
distribuicao consideravelmente proxima da normal padrao, em especial para o valor ¢ = 148,
mesmo em situagoes extremas, quando os valores da média da variavel resposta encontram-
se proximos de um ou de zero. Observa-se, no entanto, que para ¢ pequeno, ¢ = 12 e
¢ = 20, a distribuicao destes residuos apresenta uma pequena assimetria, a direita quando
€ (0.96,0.98) e a esquerda quando p € (0.024,0.075). (Figuras 2.4b,c,e,f e 2.5b,c,e,f).

No que se refere ao residuo ordinario padronizado (Ferrari e Cribari-Neto 2004), nas
situagoes em que p € (0.96,0.98) e u € (0.024,0.075) é necessario que a precisao dos da-
dos aumente para que ocorra uma melhor aderéncia a distribui¢cdo normal (Figuras 2.4a,d,
2.5a,d e 2.6a,d). No entanto, assim como para os outros dois residuos no cendrio em que as
médias nao se concentram proximas aos extremos do intervalo (0, 1), ndo ha evidéncias para
desconsiderar que a aproximacao normal para a distribuicao dos residuos seja adequada.

Um resultado obtido, porém nao apresentado, é que as conclusoes acima sao validas para
os tamanhos amostrais n = 40 e n = 60 e também considerando a fun¢ao de ligagao probito.
Assim, ao que parece, os residuos ponderados padronizados 1 e 2 apresentaram distribuicoes

empiricas mais proximas da normal padrao que as dos demais residuos.
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Figura 2.1. Graficos normais de probabilidades do residuo componente do desvio, n = 20.
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Figura 2.2. Graficos normais de probabilidades do residuo componente do desvio, n = 60.
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2.7. Aplicacgoes

Nesta secao apresentaremos trés aplicagoes, duas delas baseadas em dados reais e uma
baseada em dados simulados. As aplicagbes tém como objetivo comparar o desempenho
dos residuos componente do desvio, ordinario padronizado, ponderado padronizado 1 e pon-
derado padronizado 2, no sentido de identificar possiveis diferengas quanto as conclusoes

obtidas a partir da andlise de diagndstico.
2.7.1. Aplicagao I: dados de gastos com alimentacao

Nesta primeira aplicacao o interesse recai em modelar a proporcao da renda familiar gasta
com alimentacao como funcao da renda total, 2 e o nimero de pessoas no domicilio, x3, em
um total de 38 domicilios de uma grande cidade dos Estados Unidos (Griffiths et al. 1993,
Tabela 15.4). Ferrari e Cribari-Neto (2004) analisaram esses dados utilizando a funcao de
ligacao logito. Nesta aplicacao utilizamos as fungoes de ligagao logito e probito. Na Tabela
2.1 estao apresentados os resultados da estimagao considerando as duas funcoes de ligacao.
Nota-se a partir desta tabela que as estimativas do parametro de precisao para este conjunto

de dados sao praticamente iguais quando comparados os modelos probito e logito.

Tabela 2.1. Resultados inferenciais. Dados de gastos com alimentacao

Parametros Ligacao Logito Ligagdo Probito
Estimativas p—valor Estimativas p—valor
51 -0.622 0.0054 -0.388 0.0042
B2 -0.012 0.0000 -0.007 0.0000
B3 0.118 0.0008 0.069 0.0010
¢ 35.609 35.133

A varidvel resposta neste caso encontra-se no intervalo (0.108,0.562) com mediana igual
a 0.261. As estimativas de ¢ considerando as duas fungoes de ligacao sao préximas de 35;
neste cenario as distribuigoes dos residuos ordinario padronizado, e ponderados padronizados
1 e 2 sao melhor aproximadas pela distribui¢ao normal padrao que a distribuigao do residuo
componente do desvio, o que pode ser comprovado através dos graficos normais de proba-
bilidades com envelopes (Figuras 2.7e-h e 2.8e-h). Adicionalmente, tanto para o modelo
logito quanto para o modelo probito, para aproximadamente 8% das observacoes o residuo
componente do desvio nao pode ser calculado. Apesar deste fato, os graficos dos residuos
contra os indices das observagoes apresentam comportamento semelhante e evidenciam que os
residuos se distribuem aleatoriamente em torno do zero e dentro dos limites (—2,2). Devemos

ressaltar, no entanto, que o grafico que utiliza o residuo ponderado padronizado 2 destaca
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mais observacoes aberrantes que os graficos dos demais residuos, a saber: as observagoes 5,
11 e 20. Com relagao aos graficos normais de probabilidades, nota-se uma leve tendéncia dos
residuos entre —1 e 1 estarem préximos ou acima da banda superior do envelope. Contudo,
nao ha indicios a partir dos demais gréaficos de residuos para desconsiderar que o modelo de
regressao beta seja adequado aos dados. Uma vez que no Capitulo 3 voltaremos a tratar
deste conjunto de dados, complementando a andlise de diagnodstico através da andlise de
influéncia, nao excluiremos os pontos destacados como aberrantes para realizar uma analise

confirmatoria.
2.7.2. Aplicagao II: dados de habilidade de leitura

A segunda aplicagao se refere ao exemplo 3 apresentado por Smithson e Verkuilen (2006). Os
dados foram obtidos de Pammer e Kevin (2004). Trata-se de um estudo sobre a habilidade
em leitura de um grupo de 44 criangas realizado na escola de psicologia da Universidade
Nacional da Australia. Smithson e Verkuilen (2006) consideram a contribuicao relativa da
sensitividade visual (presenca de dislexia) e do QI nao—verbal na habilidade de leitura das
44 criancas. A varidvel resposta é o escore em um teste de habilidade em leitura (y) e
as varidveis independentes sdo a ocorréncia de dislexia (x2) e o escore padronizado de QI
nao—verbal (z3), chamadas daqui em diante de dislexia e QI, respectivamente. A covaridvel
xo assume os valores 1 e —1 indicando se a crianca é ou nao disléxica, respectivamente. A
variavel resposta é obtida apds transformagoes dos dados originais. Originalmente, os escores
do teste de leitura, que denotaremos por %', encontram-se no intervalo [a, ], em que b é o
escore maximo possivel para o teste de leitura e a é o escore minimo possivel. A primeira
transformagao realizada nos dados foi ¥/ = (v — a)/(b — a). Para garantir que a varidvel
resposta pertence ao intervalo aberto (0,1) os autores fazem uma segunda transformagao,
y=[y"(n—1)40.5]/n, em que n é o tamanho da amostra.

Inicialmente os autores consideram um modelo de regressao linear normal em que as
covariaveis sao o escore padronizado de QI , auséncia ou presenca de dislexia e a interacao
entre as duas covariaveis. Os autores suspeitam da possibilidade de variancia nao constante,
o que é confirmado através do teste de Levene. Em seguida, Smithson e Verkuilen (2006)
aplicam a transformacao logito a resposta e consideram um modelo linear com as mesmas
covariaveis anteriores. Neste caso, apenas o efeito de dislexia é significativo. Ao que parece,
os escores de QI trazem pouca ou nenhuma contribuicao para a explicacao dos escores de
leitura. Os autores ainda consideram um modelo de regressao beta com ligagao logito para a
média, com as mesmas covariaveis do modelo normal e chegam ao mesmo resultado anterior,
apenas dislexia se mostra significativa. Smithson e Verkuilen (2006) argumentam que esta

conclusao pode ser enganosa, ja que o efeito das covariaveis na dispersao dos dados nao esta
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sendo considerada. Com base neste argumento, os autores propoem um modelo de regressao
beta em que a média e a dispersao sao modeladas simultaneamente.

Nesta segunda aplicacao realizaremos uma anélise de residuos, usando apenas o residuo
ordinario padronizado e os residuos ponderados padronizados 1 e 2, para um modelo de
regressao beta com dispersao constante ajustado a esses dados. O modelo para a média
considera as covariaveis dislexia, QI e a interacao e a funcao de ligacao logito. Um dos
objetivos da andlise a seguir é identificar se existem indicios da necessidade da modelagem da
dispersao, ou se um modelo de regressao beta com dispersao constante considerando apenas
como covariavel a presenca de dislexia estd adequado aos dados. Os resultados inferenciais

da segunda aplicacao encontram-se na Tabela 2.2.

Tabela 2.2. Resultados inferenciais. Dados de habilidade de leitura

Parametros Ligagao Logito Ligagdo Probito
Estimativas p—valor Estimativas p—valor
51 1.333 0.0000 0.779 0.0000
B2 -0.973 0.0000 -0.554 0.0000
Jo5 0.160 0.2317 0.077 0.2855
Ba -0.218 0.1042 -0.113 0.1188
¢ 11.133 11.162

De acordo com os resultados apresentados na Tabela 2.2 nota-se que tanto no modelo
logito quanto no probito, além do intercepto e da precisao, apenas a covariavel dislexia
é considerada significativa (f2). Apesar deste fato, para efeito da andlise de diagndstico
consideraremos o modelo com as duas covaridveis e a interacao. As estimativas de ¢ dos
modelos logito e probito sao praticamente idénticas e notadamente pequenas. Uma vez que
a dispersao dos dados é alta comparada aos dados da aplicacao I, aproximadamente trés
vezes maior que a dispersao dos dados de gastos com alimentacao, nesta situacao é muito
interessante investigar o ajuste de um modelo de regressao beta. No entanto, deve-se ressaltar
que a varidvel resposta nao se encontra concentrada nos extremos do intervalo (0, 1). De fato,
y € (0.459,0.990) e a mediana de y é 0.706. A mediana do escore de habilidade em leitura
para as criancas nao—disléxicas é 0.990 enquanto que para as disléxicas é 0.609. Dado que
as impressoes sao praticamente idénticas para os modelos logito e probito, na investigacao a
seguir consideraremos apenas o modelo beta logito descrito acima.

O valor baixo da estimativa de ¢, como era de se esperar, interferiu fortemente no
residuo componente do desvio, o que nao havia ocorrido nas aplicacoes anteriores. Neste
caso, para aproximadamente 40% das observacoes nao foi possivel calcular este residuo e

também tornou-se inviavel a construcao do correspondente grafico normal de probabilidades.
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Apesar de nao se tratar de uma situacgdo em que a resposta estd concentrada em um dos
extremos do intervalo (0,1), a alta dispersao dos dados conduz a uma situacdo em que
as distribuigoes dos residuos ponderados padronizados 1 e 2 sao levemente assimétricas a
esquerda. Nota-se que a assimetria a direita relacionada a distribuicao do residuo ordinério
padronizado é consideravelmente acentuada (Figura 2.9d-f). Nesta situagao é possivel notar
diferencas nos graficos dos trés residuos contra os indices das observagoes. Através do grafico
do residuo ordinédrio padronizado seriam destacadas as observacoes 2, 17, 19 e 24 como
aberrantes (Figura 2.9a—c), enquanto os graficos dos residuos ponderados destacam apenas o
caso 8. Salientamos que a andlise confirmatdéria sera realizada no préximo capitulo, quando
complementaremos a anélise de diagndstico usando influéncia local.

E importante notar ainda, a partir da observagao da Figura 2.9, que os graficos normais
de probabilidades com envelopes simulados dos residuos ponderado padronizado 1 e ponde-
rado padronizado 2 evidenciam uma leve falta de qualidade no ajuste do modelo, que pode
estar relacionada a variancia assumida. Essa suspeita é reforcada pelo grafico dos residuos
contra os indices das observagoes, uma vez que ¢ notavel a diferenca entre as dispersoes da
primeira metade e da segunda metade dos dados. Isto provavelmente ocorre porque os dados
se dividem de acordo com a varidvel que indica a presenca de dislexia. Até a observacao
26 estao os casos de pessoas sem dislexia e as observacoes finais referem-se a nao dislexia.
Claramente o grupo de individuos sem dislexia apresenta maior dispersao que o grupo com
dislexia, no que diz respeito aos escores de habilidade de leitura.

Objetivando investigar possiveis relagoes entre as covaridveis e a dispersao, a qual é
assumida constante ao longo das observacoes, construimos graficos dos residuos contra os
valores das covaridveis (Figura 2.10). A partir dessa figura nota-se que, de fato, o grupo
de criancas com dislexia apresenta maior variabilidade quanto a habilidade de leitura que
o outro grupo. Quanto a relagao entre a covariavel QI e a dispersao dos dados, nota-se
que existe maior dispersao para os individuos cuja medida de QI estd entre —1 e 1 que
para aqueles em que a medida de QI se encontram nos extremos (Figura 2.10d-f). Ao que
parece, tanto a covariavel QI quanto a covaridvel dislexia sao importantes para a explicacao

da dispersao dos dados.
2.7.3. Exemplo simulado

Como vimos nas aplicacoes anteriores, ao que parece, os graficos que utilizam o residuo
ponderado padronizado 2 identificam como observacoes aberrantes casos que nao sao de-
tectados pelos graficos que utilizam os outros dois residuos. Simulamos um exemplo com
uma Unica amostra, para investigar melhor este fato. Geramos n — 1 observagoes de uma

covariavel xy ~ U(0,1) e adicionamos um n—ésimo valor a amostra, x, = 3.0, induzindo
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a ocorréncia de uma observacao alavanca. Considerando o modelo de regressao beta com
log[pe /(1 — pg)] = 1+ Poxe, t =1,...,n, 1 = 3.5, fo = —3.4 e ¢ = 403.43 (¢ = exp(J)
e 6 = 6.0), geramos n = 30 valores da variavel resposta y, formando assim um conjunto de

dados que chamaremos de dados corretos.

Alteramos o conjunto de dados corretos, simulando um possivel erro de entrada dos
dados, de forma que o valor da variavel resposta relacionada a z3g = 3.0, y39, fosse uma
réplica de outro valor da resposta presente nos dados. Mais especificamente, escolhemos
o maximo de y;, t = 1,...,29, induzindo a ocorréncia de um ponto alavanca e influente.
Assim, criamos um conjunto de dados mantendo os valores da covaridvel x e com o trigésimo
valor de y alterado. Chamamos este conjunto de dados de “dados com erro”. Ajustamos o
modelo de regressao beta logito a trés conjuntos de dados: o conjunto de dados correto, o
conjunto de “dados com erro” e o conjunto de dados excluindo a observacao 30. Na Tabela
2.3 apresentamos os resultados inferenciais dos modelos considerando esses trés conjuntos.
A variagao percentual apresentada na sexta linha desta tabela representa uma comparacao
entre as estimativas dos parametros do modelo ajustado aos dados sem a observacao 30 e
as do modelo ajustado aos “dados com erro”. Da Tabela 2.3, nota-se que a ocorréncia do
“erro” reduz consideravelmente a estimativa de ¢, aumentando a estimativa da dispersao dos
dados, de forma a acomodar a observacao errada. As estimativas dos coeficientes também
sao seriamente afetadas ao ponto da covariavel nao ser considerada significativa. Na Figura
2.11 apresentamos uma comparacao entre as curvas estimadas através dos dados corretos e
através dos “dados com erro”. Nota-se como a observagao que nao pertence aos conjunto de
dados reais prejudica o ajuste do modelo.

Realizamos uma analise de residuos para o modelo ajustado aos dados com erro, os
dados disponiveis (Figura 2.12). Notamos que sao os graficos relacionados ao residuo pon-
derado padronizado 2 que destacam mais enfaticamente a observacao 30, tanto o grafico dos
residuos contra os indices das observagoes (Figura 2.12c) quanto o gréafico normal de proba-
bilidades com envelopes simulados (Figura 2.12f). Nota-se que, em nenhum dos graficos que
utilizam o residuo ordindrio padronizado, o caso 30 é destacado (Figura 2.12a,d) e que o
grafico do residuo ponderado padronizado 1 contra os indices das observacoes destaca dis-
cretamente essa observacao (Figura 2.12b). Considerando os trés residuos, nota-se que os
graficos normais de probabilidades com envelopes simulados revelam ma qualidade do ajuste
do modelo aos “dados com erro”, uma vez que os residuos nao se encontram distribuidos de
forma aleatdria dentro dos envelopes (Figura 2.12d—f). Voltando a Tabela 2.3, notamos que
a exclusao do caso 30 do conjunto de “dados com erro” conduz a alteracoes importantes no
modelo estimado, de forma que as estimativas dos parametros passam a ser consideravel-

mente proximas as obtidas usando os dados corretos e a covariavel passa a ser significativa.
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Figura 2.9. Graficos de residuos. Dados de habilidade de leitura.
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Figura 2.10. Graficos de residuos. Dados de habilidade de leitura.
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Este exemplo mostra que o uso do residuo ponderado padronizado 2 é mais indicado se o
objetivo é a captacao de casos aberrantes e que adicionalmente exercem uma influéncia des-
proporcional no ajuste do modelo. Quanto a avaliacao da qualidade de ajuste do modelo, os

trés residuos conduzem as mesmas conclusoes.

Tabela 2.3. Resultados inferenciais do exemplo simulado.

Dados Parametros 061 B2 10}
Estimativa 3.505 -3.407 330.166
Corretos
p—valor 0.0000 0.0000
Estimativa 1.633 -0.195 7.720
Com erro
p—valor 0.0000 0.4571
Estimativa 3.524 -3.437 330.284
Sem o caso 30 Variagao% 115.80 1654.50 4177.93
p—valor 0.0000 0.000
o |
< _|
o
© |
o
ol
[%2)
2
3
o
<
o
N
o
. Entrada de dados correta
+ - - Entrada de dados incorreta
o |
o
T T T T T T I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
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Figura 2.11. Curvas estimadas pela regressao beta. Comparacao entre os modelos estima-

dos pelos dados com erro e pelos dados correto.
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Figura 2.12. Gréficos de residuos. Dados incorretos.
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Capitulo 3

Analise de influéncia

3.1. Introducao

Um modelo ajustado é uma representacao suavizada de aspectos essenciais dos dados. No
entanto, aspectos importantes de um modelo podem ser dominados por uma tnica obser-
vacao. Assim, na evolucao dos métodos de diagndstico uma etapa que se mostrou relevante
foi a deteccao de observagoes que exercem um efeito desproporcional no ajuste, podendo
interferir inclusive em resultados inferenciais. Neste contexto, encontram-se a distancia de
Cook (1977), as matrizes de alavanca e as medidas de influéncia local.

A terminologia pontos de alavanca deve-se ao fato de tais pontos exercerem uma in-
fluéncia desproporcional no préprio valor ajustado. Em modelos lineares normais a medida
de alavancagem estd associada a matriz de projecao da solucao de minimos quadrados da
regressdo linear de y contra X, dada por H = X(X'X) !X’ (Hoaglin e Welsch, 1978). De
uma forma geral, como pontuaram alguns autores, tais como Yoshizoe (1991), St. Laurent
e Cook (1992), entre outros, uma medida de alavancagem deve refletir mais diretamente a
influéncia de y; no préprio valor ajustado. Sob este ponto de vista, Wei, Hu e Fung (1998)
propoem uma matriz de alavanca generalizada que pode ser obtida para uma classe mais
ampla que a dos estimadores de minimos quadrados, tais como os estimadores de méaxima
verossimilhanca, estimadores de método dos momentos e até estimadores obtidos sob o en-
foque bayesiano.

A distancia de Cook (1977) visa a medir o impacto de uma observacao particular nas
estimativas dos coeficientes da regressao a partir de sua exclusao do conjunto de dados.
Apesar de ter sido desenvolvida originalmente para modelos normais lineares, aproximagoes
para a distancia de Cook tém sido utilizadas em diversas classes de modelos. Algumas
referéncias sao: Pregibon (1981), Cook e Weisberg (1982), Atkinson (1985), Cook, Pena e
Weisberg (1988), Cordeiro e Paula (1992). A abordagem de delecao individual de casos, em
que se baseia a distancia de Cook, é um exemplo de uma analise de influéncia global.

Apesar de tipicamente a detec¢ao de observagoes (casos) influentes se basear em delegao,
esta é apenas uma das muitas maneiras de perturbar a formulacao dos dados para acessar
influéncia. Pequenas modificagoes dos valores de uma covaridavel, por exemplo, podem revelar

estruturas relevantes nos dados que normalmente nao seriam detectadas por delecao. Uma
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andlise de influéncia mais adequada deve considerar pequenas perturbacoes em diferentes
elementos dos dados como, por exemplo, as covariaveis, o vetor de respostas ou a dispersao
assumida. Este tipo de diagndstico pode ser obtido utilizando o método de influéncia local
desenvolvido por Cook (1986). A anélise de influéncia local, que visa a avaliar conjuntamente
o impacto das observacoes sob pequenas perturbacoes no modelo ou nos dados, representou
um grande avango para a andlise de diagnodstico. Se modificagoes discretas na formulacao
inicial do modelo causam efeitos desproporcionais em determinados resultados, existem fortes
indicios de falta de qualidade no ajuste ou violagao das suposicoes iniciais, sugerindo a
escolha de um modelo mais adequado aos dados. A proposta de influéncia local apresentada
por Cook (1986) tem sido vastamente utilizada na modelagem de regressao. Por exemplo,
Tsai e Wu (1992) investigam influéncia local em modelos auto-regressivos de primeira ordem
e modelos heteroscedésticos, Paula (1996) em modelos préprios de dispersao, Galea, Paula
e Bolfarine (1997), Liu (2000), Galea, Paula e Uribe-Opazo (2003) em modelos elipticos
lineares.

Diante do exposto apresentamos para o modelo de regressao beta definido no Capitulo
1 uma medida de influéncia baseada na delecao de casos e medidas de influéncia local con-
siderando diversos esquemas de perturbacao. Adicionalmente realizamos uma comparacao

entre medidas de alavanca e influéncia local.
3.2. Distancia de Cook

Para determinar a distancia de Cook para o modelo de regressao beta apresentado em (1.2)
consideraremos ¢ conhecido. No entanto, na préatica usaremos a estimativa de maxima ve-
rossimilhanca de ¢ obtida do processo iterativo conjunto para (3 e ¢. Uma vez que supomos
¢ conhecido, temos que o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga para o modelo de regressao

beta depende apenas do vetor de parametros desconhecido, (3, ou seja,

(5) =3 bylym). (3.1)
=1
) = 108T(8) — log T(j6) — o T((1 — ju2)8) + (e — 1) og
+{(1 — ) — 1} log(1 — yy)

e pe =g Hxff).
No esquema de exclusao de observacoes uma medida de influéncia bastante geral moti-

vada pela estatistica da razao de verossimilhancas é dada por

LD; =2 {ét(ﬁ) - &(B(_t))} :
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Note que LD; ¢ calculada para cada observagao, t = 1,...,n, e que {;(3) e (i(3(_y)) sao, res-
pectivamente, o logaritmo da funcao de verossimilhanca avaliada na estimativa de maxima
verossimilhanca de [ para os dados completos e o logaritmo da funcao de verossimilhanca
avaliada na estimativa de maxima verossimilhanca de 5 quando a t-ésima observacao é ex-
cluida do modelo. Essa medida foi apresentada por Cook e Weisberg (1982) como “likelihood
displacement” (deslocamento pela verossimilhanca).

Em geral, nao é possivel obter uma forma analitica para LD; sendo usual utilizar a

seguinte aproximacao por série de Taylor em torno de B :

2{0B) - 6} ~ (- B {— (g;f;gz) } (3 B).

Substituindo — (924(8)/0B08T) por Kz = E{— (9%¢(8)/080BT)} e 3 por E(,t) obtemos

LDy ~ (B— B(—t))TKﬁB(B— B\(—t))' (3.2)

O passo seguinte é obter 5(_t), i.e., obter a estimativa de maxima verossimilhanca de (3

quando a t-ésima observagao é excluida do modelo. Segundo Pregibon (1981) isto corres-

ponde a utilizar um método simples de perturbagao que é uma generalizacao de um dos

métodos usados por Welsh e Kuh (1977). De fato, a exclusao de pontos corresponde ao
método de perturbagao descrito a seguir.

Considere o logaritmo da fungao de verossimilhanga em (3.1) sendo perturbado de forma

que
n
05(8) =) 0uly(pe), (3.3)
t=1
emque & =0oud;=1,¢t=1,...,n. Quando §; = 1, Vt, ndao ha perturbacdao no modelo e

0; = 0 implica que a t-ésima observacao foi excluida. O estimador de maxima verossimilhanga
de (8 serd uma funcao de (d1,...,d,) e pode ser obtido maximizando-se (3.3). De fato, com
base em (3.3) temos que a funcao escore e a matriz de informacao de Fisher para § passam

a ser, respectivamente, dadas por

Us(B) = o X AT (y* — p*)

Kz = X WY2AW2X,

em que A = diag{d1,...,d,}, os t-ésimos elementos de y* e p* estdo definidos em (1.5) e
as matrizes T' e W estao definidas em (1.6) e (1.9), respectivamente. Assim, utilizando o

método Scoring de Fisher temos que o processo iterativo para (3 é dado por
5(m+1) _ B(m) + {XT[W(m)]l/QA[W(m)]1/2X}—1XTAT(m) (y* - “*(m)).
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Pregibon (1981) sugere comegar o processo iterativo acima com o estimador de méxima
verossimilhanga de 3 e terminar apds um passo. Essa aproximagao de um passo gera 55, que
é dado por

Bs =B+ {XTWYV2AWY2X} L XTAT (y* — 7i¥) (3.4)
e que pode ser reescrito como

Bs = (XT WA WYX LT WY2A W2,

em que
c= i+ W Ty -,

com = (7y,...,0,) =X B\ . Podemos interpretar B(; como a solucao de minimos quadrados
da regressao linear de W1/22 contra W1/2X com pesos A. A partir de (3.4) e considerando
0y =0, 0, =1, Vl #t, o que implica na exclusao da t-ésima observacao, segue que

s~ s (X7 /V[7X)_1xt @tl/Qr;f

e R A
em que 7* é o residuo ponderado definido em (2.5) e hj; é t-ésimo elemento diagonal principal
da matriz H* definida em (2.7).

Fazendo as devidas substituigoes em (3.2) obtém-se a distancia de Cook aproximada

para o modelo de regressao beta definido em (1.2), dada por

* * ~x\ 2 * *2 *
LD, ~ (yt _Mt) _ tt ory _ i (PPY2. 3.5
ooy Ty - ioag ) 339)

em que ¥ é o residuo ponderado padronizado 2 definido em 2.8.

Ressaltamos que Ferrari e Cribari-Neto (2004) propéem uma aproximagao para a dis-
tancia de Cook dada por hj,72/[k(1 — h};)?], em que 7; é o residuo ordindrio padronizado
definido em (2.1) e k é o nimero de covaridveis do modelo da média. Em estudos realizados,
mas nao apresentados aqui, constatamos que a aproximacao proposta por Ferrari e Cribari—
Neto (2004), em geral, apresenta comportamento semelhante ao da distancia de Cook definida
em (3.5). No entanto, em cendrios em que a estimativa de ¢ é pequena, digamos, menor
que 20, as duas aproximacoes conduzem a conclusoes diferentes, sendo que as conclusoes
relevantes foram obtidas a partir da distancia de Cook definida em (3.5). Assim, adotamos

a aproximagao definida em (3.5) como a distancia de Cook para o modelo de regressao beta.
3.3. Influéncia local

Para um certo conjunto de dados observados seja ¢(0) o logaritmo da fun¢ao de verossi-

milhancga correspondente ao modelo postulado, em que # é um vetor s x 1 desconhecido.
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Considere agora uma perturbagao neste modelo postulado realizada através de um vetor 9,
em geral n x 1, o qual é restrito a algum sobconjunto aberto D de IR"™. Seja ¢5(6) o logaritmo
da fungao de verossimilhanga do modelo perturbado para um dado § € D. Geralmente £5(0)
pode refletir qualquer esquema de perturbacao bem definido e nao se restringir apenas ao
esquema de ponderacao de casos.

Sejam 0 e 55 os estimadores de maxima verosimilhanca de 6 para o modelo postulado e
para o modelo perturbado, respectivamente. O deslocamento pela verossimilhanga (“likeli-

hood displacement”), que neste caso mais geral é expresso por

LD =2 {5(5) - ﬁ(é})} , (3.6)
pode ser utilizado como métrica para avaliar a influéncia sobre a estimativa de 6 ao se variar
0 através de D. No entanto, avaliar o comportamento de LDgs para todo 6 € D pode ser
invidvel. Neste sentido, Cook (1986) propos estudar o comportamento local de LDj ao redor
do valor y de § que representa a auséncia de perturbacao do modelo postulado, de tal forma
que LDs, = 0. Uma vez que qualquer valor 4 em uma vizinhanca de 0y representa um
incremento em LDs,, este procedimento descreve a sensibilidade de £ (5) com respeito a uma
leve perturbagao introduzida em ¢(6). Para estudar esta sensibilidade Cook (1986) trabalha
com curvaturas normais. O autor sugere avaliar a curvatura do grafico LDs, .1 X a, em
que a € IR e I é uma diregdo de norma igual a um, ou seja, |[I| = 1; esse gréfico é
chamado de linha projetada. Cook (1986) sugere inspecionar a diregao Ip,q, que corresponde
a linha projetada de maior curvatura Cy,q,. Uma descricao mais detalhada do procedimento
proposto por Cook (1986) estd apresentada no Apéndice 3.A, Segao 3.A.1.

Segundo Cook (1986) o vetor I,.,; ¢ a dire¢do unitaria de perturbacao que implica na
maxima mudanca local em LDjs, = 0. Isto corresponde a modificar os elementos mais
influentes dos dados, os quais podem ser identificados pelos componentes de maior valor
absoluto do vetor Ip,,;. Como pode ser visto no Apéndice 3.A, Secao 3.A.1, Cook (1986)
mostra que ao utilizarmos como métrica o deslocamento pela verossimilhanca, a curvatura

normal na dire¢ao de algum vetor I pode ser expressa por
C1(0) = 21" ATV T AL, (3.7)
em que { = 020(0)/0006" e A é uma matriz s x n dada por A =9%(5(0)/0005" , avaliada

em 0 =0 e d =0 Desta forma Chay é 0 maior autovalor da matriz —A™¢ A e Lyur €
um correspondente autovetor de norma igual a um.
E possivel também avaliar a influéncia local apenas para parte do vetor de parametros.

Suponha que possamos particionar o vetor de parametros como 6 = (QT, Qg)T, tal que

i = (?0191 ?:0192)
Coo, L0, )"
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em que Lg9, = 0%(0)/00100], (99, = 0%0(0)/00100), (9,9, = 0*0(0)/06200] e
E9292 = 9%0(0)/00200}. Segundo Cook (1986) se o interesse é calcular a influéncia local

apenas para 61 o afastamento pela verossimilhanca é dado por
LD5;01 =2 {E(é\la é\2) - g(é\l&a \7(515))} )

em que J(615) é uma funcdo que maximiza ¢(#1,02) para cada 6; fixo, /0\15 é obtido da
particao (515,(/9\25)T e U(015,T(015)) é o logaritmo da fungao de verossimilhanga perfilada

para 6. Neste caso, a curvatura normal na direcao do vetor I é dada por

Cra, = |[ITAT(E — i m)AIl,

i (0 0
622_(0 69;92)7

e Iz, neste caso é autovetor de norma igual a um correspondente ao maior autovalor da

matriz — A" (/ -

local apenas para 6s.

em que

— l22)A. O mesmo procedimento pode ser feito para avaliar a influéncia

Uma vez que o vetor I;,q, mostra como perturbar o modelo postulado (o modelo para
d = Jp) no sentido de obter a maior mudanga local no deslocamento pela verossimilhanga,
Cook (1986) propoe inspecionar Ip,q, independentemente do tamanho de Cy,qz, porque isto
pode revelar observacoes que sao simultaneamente influentes. No entanto, podem existir
casos individualmente influentes e que nao sao revelados através da analise dos componentes
de Iaz. Neste sentido, Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem avaliar a curvatura na dire¢do
do t-ésimo individuo, isto é, o vetor em que o t-ésimo componente assume o valor um e os

demais o valor zero. Neste caso, a curvatura normal é dada por
!
Cy =2|Ay 0 Ay,

em que Ay é a t-ésima coluna da matriz A. Uma vez que C} reflete a situagao em que foi
atribuido o maior valor (o valor total) possivel a t-ésima coordenada de I, tal que ||I]] =1,
os autores denotam tal curvatura por influéncia local total do t-ésimo individuo. Também é
possivel calcular a influéncia local total do ¢-ésimo individuo na estimacgao de parte do vetor

0. Por exemplo, se o interesse recai em #; temos que
R .
Cupr = 20 (0 = Em)Ayl.

Lesaffre e Verbeke (1998) argumentam que os componentes de I,q, € as medidas de
influéncia Cy, t = 1, ..., n, contém informacoes diferentes. Os autores mostram que podemos

expressar C; como

Ce=2) Gup, (3.8)
p=1
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em que Cp, p = 1,...,s, sao os autovalores diferentes de zero da matriz —AT(1)7TA, tais

que (1 > (>3 >...20G>CGt1=...=C=0cv, = (vpl,...,vpn)T, p=1,...,s,
correspondentes autovetores ortogonais de norma igual a um, tal que uma base ortonormal

da imagem de —AT(£)71 A é dada pela coluna da matriz

Ul1,-- -, Usl
Uln, - -+, Usn
Assim, Cpaz/2 = G € Ijae = (V11,012, ..., V14, ..., U1,)" . A partir de (3.8) nota-se que

podem existir casos individuais com uma curvatura total C grande sem ter o ¢-ésimo com-
ponente expressivo na direcao I,q, de maxima curvatura. Isto ocorrera com individuos
com um valor expressivo em qualquer autovetor v,, p # 1, correspondente a um autovalor
relativamente grande, digamos (2 ou (3.

Assim, parece razoavel considerar em uma andlise de influéncia o estudo dos compo-
nentes de I, e adicionalmente a medida de influéncia total referente ao t-ésimo individuo,
Cy. Graficos dos componentes de I,,q; contra os indices das observagoes podem sugerir
quais observagoes sao conjuntamente influentes, enquanto os gréficos de C; contra os indices
das observagoes destacam casos individualmente influentes. Lesaffre e Verbeke (1998) apre-
sentam um exemplo em que a medida C} identificou uma observagao como influente, que se
mostrou relevante no ajuste do modelo, que nao foi identificada através do uso dos com-
ponentes de I,,q.. Por outro lado, os componentes de I,,,, podem ser utilizados para
fornecer uma ferramenta de diagndstico extra. Como veremos nas proximas secoes, segundo
Cook (1986), graficos de I, contra os indices das observagoes ou contra covariaveis podem
revelar tendéncias importantes do conjunto de dados. Ressaltamos ainda que Lesaffre e Ver-
beke (1998) sugerem utilizar como ponto de corte nos graficos de Ct, duas vezes o valor médio
desta medida, ou seja, observagoes com Cy maior que 2y | C¢/n podem ser classificadas

como influentes.
3.4. Esquemas de perturbagao

Inicialmente obteremos a expressao do inverso da matriz de informacao observada e em
seguida apresentamos quatro esquemas de perturbagao para o modelo de regressao beta.
Considere o modelo definido em (1.2) e sejam s =k +1e 6 = (67, ¢)". Temos que
=i - (7 ), (39
o3 Lo9
em que Zgg =¢X'TQX, éﬂ¢ = E;ﬂ =X'Tf, e E¢>¢> = tr(D), sendo que @ = diag{q1, ..., qn},

Cco1m

_ / o o g () 1
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e f=(f1,..., fa)", com

fe=Aee — (i — 1)} (3.11)
Os componentes de y* e pu* estdo definidos em (1.5), as matrizes T' e D e os componentes
¢t estao definidos em (1.6), (1.13) e (1.12), respectivamente. A partir de (3.9) e usando a

férmula do inverso de matriz particionada (Rao, 1973, p. 33) obtemos

P (%122 éi;’i)
/ / ’

em que
. 1 XTI X(XTQX)!
¢ 0
com
o=tr(D) — ¢ L fITTX(XTQX) X" T, (3.12)
. . 1
7= () = —— (XTQX)IXTTS,
09
¢ v _ o~ ! e T;, é a matriz identidade de ordem k. Ressaltamos que nas Secoes 3.4.1-3.4.4

~y - . AT~
as quantidades assinaladas com “”” sdo avaliadas em (3 , )" .
3.4.1. Ponderacao de casos

Considere o esquema de perturbacao

(5(8,0) =Y il 8),
t=1

com 0 < & < 1. Para o método de influéncia local discutido anteriormente temos que

So=(1,1,...,1)T e Ay = 00,(0)/86, t = 1,...,n. Assim, da Secio 3.A.2.1 do Apéndice 3.A

segue que
~ A
A= (1), (3.13)
u
em que
& = diag{(y1 —11),- -, (p — Hn)} (3.14)
e @ = (@,...,10,) sendo que T e uy estdo definidos em (1.6) e (1.7), respectivamente.

A ponderacao de casos tem sido o esquema de perturbacao mais utilizado para andlise
de influéncia e pode ser interpretado como uma perturbacao na variancia do t—ésimo caso,
em especial para modelos normais lineares (Thomas e Cook, 1989). Cook (1986), baseado
neste tipo de perturbacgao, utiliza dois exemplos de regressao linear simples para ilustrar o

comportamento de [, na presenca de heteroscedasticidade. O autor conclui que os graficos
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de I,,42 versus valores de covaridveis evidenciam a heteroscedasticidade latente dos dados

auxiliando a identificar que covariaveis devem ser usadas para a modelagem da variancia.

3.4.2. Perturbacgao da variavel resposta

Considere um esquema aditivo de perturbagao da resposta em que y = (y1, .. . ,yn)T é alte-
rado através da adicao de um vetor  de pequenas perturbagoes. Em situagoes em que cada
y; apresenta uma variancia diferente é comum utilizar um fator de escala para padronizar os

componentes de §, por exemplo, a estimativa do desvio padrao de y;, de forma que

yt(0) = yr + des(yr), (3.15)

em que s(y;) = \/{ﬁt(l —7it)}/(1 + ¢)}. Para este tipo de perturbacdo o = (0,0,...,0)" e
da Secao 3.A.2.2 do Apéndice 3.A segue que

oX'TMS
A (? g Y, (3.16)
em que M = diag{m,...,my} com
1
my (3.17)

T —w)y

-~ o~ ~

S, = diag{s(y1),...,5(yn)} e b= (b1,...,b,)" com

b= Y= u)
{1 =y}

Pertubacoes aditivas na variavel resposta estao fortemente relacionadas com o conceito

(3.18)

de alavanca que apresentaremos na Secao 3.5. De fato, ao impor uma mudanca aditiva na
resposta a medida de influéncia local resultante (quando d; | 0), I e, ou Cy pode ser utilizada
para identificar observagoes que exercem forte influéncia no préprio valor ajustado. No caso
normal linear, por exemplo, Schawarzmann (1991) mostra que os vetores I € r =y — Y
sao proporcionais e conduzem as mesmas conclusoes de diagndstico. Emerson, Hoaglin e
Kempthorne (1984) utilizam este tipo de perturbacdo em um estudo sobre alavanca em
andlise de tabelas de contigéncia 2 x 2. Na Secao 3.5 apresentaremos uma comparagao formal
entre medidas de influéncia local baseadas na perturbacao aditiva da resposta e alavanca para

o modelo de regressao beta.
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3.4.3. Perturbacao individual de covariaveis

Thomas e Cook (1990) sugerem modificar a p—ésima coluna da matriz X, z,, p = 2,...,k,
adicionando um vetor d de pequenas perturbagoes ponderado por um fator de escala sz,

desvio padrao da coluna modificada, de forma que
xtp(é) = Typ + 5t3xp' (319)
Neste caso, por exemplo, se p # 2 oup # k

nt(5) =01+ Goxpa + ...+ ﬁp(xtp + 51533:,,) + .+ Bray (3.20)

e pg(8) 6 tal que g(u(8)) = (). Para este tipo de perturbacdo dp = (0,0,...,0)" e da
Secao 3.A.2.3 do Apéndice 3.A, segue que
—054,(B,XQ — PTE
A= < 952, (Bp X" Q )> : (3.21)

~ T~

—Bpsa, S T
em que P é uma matriz k X n de zeros exceto a p-ésima linha, que é composta por uns e os
componentes das matrizez diagonais @) e £ e do vetor f estao definidos em (3.10), (3.14) e
(3.11), respectivamente.

A utilizagao do fator de escala s(zp) permite comparar os valores de Cpq, obtidos ao
perturbar separadamente cada covariavel e assim estabelecer, por exemplo, quais covariaveis
causam maior mudanca local no deslocamento pela verossimilhanca sob a adicao de pequenas
modificagoes em seus valores originais. Ou seja, através deste esquema de perturbagao
é possivel acessar a influéncia individual de cada covariavel no processo de estimacao do
modelo. No entanto, este tipo de perturbacao faz sentido apenas se a covariavel é medida

de forma continua.
3.4.4. Perturbagao no parametro de precisao

Modificaremos a precisao do modelo definido em (1.2) de forma que no modelo perturbado

a precisao nao seja constante ao longo das observacgoes, ou seja,

¢:(0) = /6, (3.22)
t=1,...,n. Neste caso, dp = (1,...,1)" e da Secdo 3.A.2.4 do Apéndice 3.A, segue que
OX'TF
A= 2FTE ) (3.23)
od —u
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sendo que os componentes da matriz diagonal F' e dos vetores u e d estao definidos em (3.11),
(1.7) e (1.13), respectivamente.

A curvatura maxima obtida a partir deste esquema de perturbacao pode ser comparada
com as demais curvaturas dos outros esquemas, ponderacao de casos, variavel resposta e
covariaveis, no sentido de avaliar quao sensivel os dados se mostram em relacao a uma
perturbacao heteroscedéastica. Adicionalmente, a andlise de I,,4, e Cy pode revelar quais

casos contribuem mais para esta possivel sensibilidade.
3.5. Comparagao entre influéncia local e matrizes de alavanca

Para estender o conceito de alavanca, originalmente definido no modelo de regressao normal
linear, para modelos mais gerais, Wei, Hu e Fung (1998) buscaram captar o sentido essencial
deste termo em Estatistica. Baseados no ponto de vista de que uma medida de alavancagem
deve refletir diretamente a influéncia de y; no proprio valor ajustado, os autores propoem a

matriz de alavanca generalizada (“generalized leverage”) para estimadores de 6, dada por

dy
GLyy) = —=,
(9) oyt

em que y é um estimador de y. A proposta de Wei, Hu e Fung (1998) é a mesma da matriz
de alavanca jacobiana (“Jacobian leverage”) desenvolvida por St. Laurent e Cook (1992)
para modelos normais nao lineares.

Os autores mostram que a matriz de alavanca generalizada para é\, estimador de maxima

verossimilhanga de 6, tal que E(y) = p = u(0), é dada por

92 )‘1 92

GlLg =Dy —
o “’( 90007 ) 000yT

avaliada em é\,em que Dy = Op/08" .
Utilizando este resultado Ferrari e Cribari-Neto (2004) obtém no modelo de regressao

beta a matriz de alavanca generalizada para 3 e $ dada por
1
GLgp = GLg + —(bTX(XTQX)*lXTTf (fTTX(XTQX)*lXTTM - bT> :
o
em que
GLg = TX(X'QX)'X"TM,

em que o estd definido em (3.12) e os componentes das matrizes T, @ e M e dos vetores f
e b estao definidos em (1.6), (3.10), (3.17), (3.11) e (3.18), respectivamente. Em geral, nas
analises graficas sao utilizados os elementos da diagonal principal da matriz descrita acima.

Denotaremos esses elementos apenas por alavanca. A partir das expressoes acima é possivel
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estabelecer uma relagao entre influéncia local e a alavanca generalizada. Sob perturbagao

aditiva da resposta (ver Secgao 3.4.2) temos que

.1 1
—2AT0TA . =25,{¢MGLg 4+ -bb" — fTGLg}S,|
0=0.5—=50) y{¢ 8,9 0 [ / ﬂ]} Y09—p
o que demonstra uma forte conexao entre as medidas de influéncia local baseadas no esquema
de perturbacao da varidvel resposta e os elementos das matrizes GLg 4 ¢ GLg. Assim, parece
interessante realizar uma comparagao entre os diagndsticos obtidos através da matriz de

alavanca e da influéncia local.
3.6. Aplicagoes

As aplicacoes a seguir tém como objetivo utilizar a anélise de influéncia para complementar
as analises de residuos realizadas para os modelos de regressao beta ajustados aos dados de
gastos com alimentacao (Griffiths et al. 1993) e aos dados de habilidade de leitura (Smithson
e Verkuilen 2006) apresentadas na Segao 2.7. Em seguida, realizaremos uma anélise de
diagnostico, incluindo analise de influéncia, para modelos de regressao beta ajustados a trés
novos conjuntos de dados. Ressaltamos que para todos os conjuntos de dados ajustamos o
modelo de regressao beta (1.2) considerando as fungoes de ligagao logito e probito e entao
realizamos a andlise de diagnodstico. Nao constatamos diferencas importantes nos ajustes
quanto ao uso das duas funcgoes de ligacao. Assim, apresentaremos aqui as analises de
diagnostico considerando apenas os modelos de regressao beta que utilizam a funcao de
ligagao logito.

Em quatro das aplicagoes construimos os graficos de influéncia local considerando os
quatro esquemas de perturbacao apresentados nas secoes anteriores. Na quarta aplicacao nao
é considerado o esquema de perturbacao da covariavel, uma vez que as covariaveis sao cate-
gorizadas. Na maioria das aplicagoes seguimos a mesma rotina. Inicialmente, apresentamos
uma figura com os graficos dos valores de I,,,4, contra os indices das observagoes. Nessa
figura a primeira coluna se refere a influéncia local avaliada para todo o vetor de parametros
0 = (ﬁT, gb)T, Ipaz:p- A segunda coluna se refere a influéncia local apenas para o vetor 3,
I'inaa;, € a terceira coluna, a influéncia local apenas para @, Ip,qz.¢. Quanto a composigao das
linhas, consideramos na primeira linha o esquema de ponderacao de casos, na segunda linha
o esquema de perturbacao da variavel resposta, na terceira linha o esquema de perturbacao
da covaridvel (caso seja possivel) e na tltima linha o esquema de perturbacao do parametro
de precisao ¢. Em seguida, apresentamos uma figura com os graficos de influéncia local total
C} contra os indices das observacoes, sendo que a primeira coluna se refere a Cy.g, influéncia

local total para todo o vetor de parametros, a segunda coluna se refere a influéncia local
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total apenas para o vetor 3, Cy.3, e a terceira coluna a influéncia local total apenas para
¢, Cty. As disposigoes das linhas dizem respeito aos tipos de esquemas de perturbagao.
O objetivo dos gréaficos de I,q, ¢ avaliar quais observagoes sao conjuntamente influentes,
enquanto o objetivo dos graficos de C é identificar observacoes individualmente influentes,
que eventualmente nao tenham sido destacadas pelos graficos de Iqz-

Adicionalmente, seguimos a proposta de Cook (1986) de utilizar os graficos dos valores
de Inee, considerando o esquema de ponderacao de casos, contra os valores das covariaveis
ou contra os indices das observagoes, para captar possiveis tendéncias nos dados. Temos
interesse especial em identificar se a dispersao dos dados nao é constante ao longo das

observagoes e quais covariaveis devem ser utilizadas na modelagem do parametro ¢.
3.6.1. Aplicacao I: dados de gastos com alimentacao

Esta aplicacao complementa a aplicacao I do capitulo anterior, em que a varidvel respos-
ta, proporcao da renda familiar gasta com alimentacao, é modelada como funcao da renda
total, z9, e do nimero de pessoas no domicilio, x3, através do modelo de regressao beta. Na
Tabela 2.1 (Segao 2.7.2) apresentamos os resultados inferenciais referentes a esse modelo.
Ressaltamos que a estimativa de ¢ é proxima de 35 e a variavel resposta encontra-se no
intervalo (0.108,0.562) com mediana igual a 0.261. No Capitulo 2 haviamos argumentado
que os graficos normais de probabilidades apresentavam uma leve tendéncia dos residuos
entre —1 e 1 estarem acima ou préximos da banda superior do envelope.

Dando continuidade a anélise de diagndstico construimos os graficos da distancia de Cook
contra os valores ajustados e de alavanca generalizada contra os valores preditos (Figura
3.1a,b) e os graficos de influéncia local. Na Figura 3.2 estao apresentados os gréficos dos
valores de I,,q, contra os indices das observacoes e na Figura 3.3 apresentamos os graficos
de influéncia local total C; contra os indices das observacgoes. No esquema de perturbacao
individual de uma covariavel utilizamos a covariavel renda total. Verificamos a partir da
Figura 3.1 que a distancia de Cook destaca os casos 11 e 30, enquanto o grafico de alavanca
destaca os casos 11 e 38. Ja a andlise de influéncia local, a partir de uma visao geral de
todos os esquemas de perturbacao, destaca como conjuntamente influentes as observagoes 5,
11 e 20 (Figura 3.2).

Considerando o esquema de ponderacao de casos e o esquema de perturbacao do para-
metro de precisao, sao destacados como conjuntamente influentes para a estimativa de ( os
casos b, 11, 20, 25, 30, 37 e 38. Quanto a analise da influéncia individual de cada observacao,
Figura 3.3, notamos que os casos 11 e 38 sao destacados como individualmente influentes
para a estimativa de (3, em especial pelo esquema de perturbagao da variavel resposta (Figura

3.3e), indicando que estes casos sdo pontos de alavanca, destacados pelo grafico de alavanca
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generalizada, que se confirmam como influentes. Ja a observagao 20 é consideravelmente
influente para a estimativa ¢ a partir de todos os esquemas de perturbacao investigados.
A Figura 3.3b revela a influéncia individual do caso 30 na estimagao dos coeficientes da
regressao. Ainda sao destacadas como individualmente influentes as observagoes 4, 5 e 37.
Note que o esquema de perturbacao da covariavel renda total foi aquele que apresentou
os menores valores de curvatura na dire¢ao Iy, t = 1,...,n (Figura 3.3g-i). Além disto, os
graficos de I,,q, contra os indices das observagoes baseados nesse esquema de perturbacao
nao destacam enfaticamente qualquer observagao (Figura 3.2g—i). Destacamos ainda a seme-
lhanca entre os graficos de influéncia local total referentes aos esquemas de ponderacao de

casos e pertubagao da precisao (Figura 3.3a—c; 3.3j-k).

Distancia de Cook Alavanca generalizada
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® 11 38
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Figura 3.1. Graficos de distancia de Cook e alavanca generalizada. Dados de gastos com

alimentacao.

Excluimos individualmente os casos 4, 5, 11, 20, 30, 37 e 38, conjuntamente os casos 5, 11
e 20 e conjuntamente os casos 5, 11, 20, 25, 30, 37 e 38. Ressaltamos que as exclusoes individ-
uais dos casos 4 e 37 nao se mostraram relevantes. As variacoes percentuais nas estimativas
dos parametros devido as exclusoes mais expressivas encontram-se na Tabela 3.1. Ao obser-
var essa tabela comprovam-se as assertivas anteriores. O caso 20 influencia mais fortemente
a estimativa de ¢, enquanto o caso 11 influencia mais fortemente as estimativas do intercepto

e do coeficiente da covariavel que representa o nimero de pessoas no domicilio. E notavel a

45



influéncia conjunta das observagoes 5, 11 e 20 no processo de estimagao. Adicionalmente, a
exclusao conjunta dos casos 5, 11, 20, 25, 30, 37 e 38 afeta consideravelmente a estimativa de
¢, mas o impacto nas estimativas dos coeficientes do modelo, quando comparado ao impacto
referente a exclusao dos casos 5, 11 e 20, é mais expressivo, de fato, apenas para o coeficiente
da covariavel renda total. Nenhuma das exclusoes alterou a significancia dos coeficientes do

modelo, nem os sinais das estimativas.

Tabela 3.1. Variacao percentual das estimativas dos parametros retirando observagoes

influentes. Dados de gastos com alimentagao.

Casos B B2 Bs ¢

5 6.76 3.33 8.70 9.72

11 22.56 7.86 24.16 9.86

20 6.89 7.97 2.35 17.39

30 13.17 13.96 8.57 7.46

37 0.48 4.63 12.18 4.68

38 2.42 8.63 13.44 0.51

5, 11, 20 42.74 21.82 42.20 70.99
5, 11, 20, 25, 30, 37, 38 45.50 47.61 15.49 137.10

Voltando & tendéncia relatada no inicio da aplicacao, seguindo sugestao de Cook (1986),
consideramos graficos dos valores de I,,q; obtidos através do esquema de ponderacao de
casos contra os valores das covariaveis renda total e niimero de pessoas no domicilio, Figura
3.4a,b, respectivamente. A andlise dessa figura evidencia que a dispersao de I,,q, é diferente
para cada valor da covaridavel nimero de pessoas no domicilio. De fato, domicilios com 1,
2 e 6 pessoas apresentam componentes de I,,,, bem concentrados. Contudo, em domicilios
com 3 pessoas ja ocorre um caso que se destaca dos demais e quando o ntimero de pessoas é
igual a 4, 5 e 7 a dispersao de I, aumenta consideravelmente. Ao que parece, a dispersao
é influenciada pela covaridvel nimero de pessoas no domicilio. Ja o grafico de I,,4; contra
os valores da covariavel renda total nao evidencia uma relacao entre a dispersao de I,q: €
esta covariavel. Adicionalmente, a Figura 3.4a.b confirma a influéncia conjunta dos casos 5,
11 e 20. Excluimos os casos 5, 11 e 20 e refizemos os dois graficos acima (Figura 3.5a,b). E
possivel notar, no modelo estimado sem essas observacgoes, uma relagao entre a dispersao de
Lnaz € a covariavel renda total de forma que a medida que aumenta o valor da covariavel a
dispersao diminui. No Capitulo 5 ajustaremos a esse conjunto de dados um modelo em que
a média e a dispersao sao modeladas simultaneamente, através das covaridveis nimero de

pessoas no domicilio e renda total.
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Figura 3.2. Graficos de influéncia local. Dados de gastos com alimentacao.
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Figura 3.3. Graéficos de influéncia local total. Dados de gastos
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Figura 3.4. Graficos de influéncia. Dados de gastos com alimentacao.

Investigamos as observagoes 5, 11 e 20 e chegamos a conclusoes interessantes. As tres
observagoes apresentam uma caracteristica comum, a propor¢ao de renda gasta com ali-
mentagao é pequena levando em conta a quantidade de pessoas no domicilio. As observagoes
5, 11 e 20 correspondem a domicilios com 5, 4 e 7 pessoas, respectivamente. A observagao
11, por exemplo, representa um domicilio com sete pessoas, com uma renda familiar 26%
maior que a média da renda familiar de todos os 38 domicilios e que gasta apenas 20% com
alimentacao. Esperava-se que quanto maior o niimero de pessoas no domicilio, maior a pro-
porcao da renda gasta com alimentacao, e isto nao ocorre com os casos 5, 11 e 20. Notamos
que ao excluirmos esses casos a estimativa do coeficiente do niimero de pessoas no domicilio
passa de 0.1185 para 0.1685. E interessante relembrar que no Capitulo 2 apenas o grafico do
residuo ponderado padronizado 2 versus os indices da observagoes destacou conjuntamente

0s casos 9, 11 e 20.
3.6.2. Aplicacao II: dados de habilidade de leitura

Esta aplicagao complementara a analise de residuos realizada no modelo de regressao beta
logito ajustado aos dados de habilidade de leitura (ver Segao 2.7.3.). Os dados sao provi-
nientes do exemplo 3 apresentado em Smithson e Verkuilen (2006). A varidvel resposta é o

escore transformado em um teste de habilidade de leitura aplicado a um grupo de 44 criancas.
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Figura 3.5. Gréficos de influéncia. Dados de gastos com alimentagao excluindo os casos 5,
11 e 20.

As covariaveis utilizadas para modelar a média da resposta sao uma variavel indicadora de
auséncia ou presenca de dislexia (—1: auséncia e 1: presenga) (z32), o escore padronizado
de QI nao—verbal (z3), chamadas de dislexia e QI, respectivamente e a interagao (produto)
entre as duas covariaveis (z4). Os resultados inferenciais do modelo beta logito ajustado a
esses dados estao apresentados na Tabela 2.2. E importante ressaltar que a estimativa de
¢ é consideravelmente pequena, menor que 12. No entanto, y € (0.459,0.990) e a mediana
de y é 0.706. Temos ainda que, a mediana do escore de habilidade em leitura para as
criancas nao—disléxicas ¢ 0.990, enquanto que para as disléxicas é 0.609. Vimos que apenas
a covariavel dislexia era considerada significativa para a explicacao da média. Smithson e
Verkuilen (2006) argumentam que esta conclusao pode ser enganosa, ji que o efeito das
covariaveis na dispersao dos dados nao esta sendo considerado.

Apesar do fato de apenas a covaridavel dislexia ter sido considerada significativa, para
efeito da andlise de residuos realizada na Secao 2.7.3 consideramos o modelo com as duas
covariaveis e a interacao. A analise revelou que a possibilidade da modelagem simultanea
da média e da dispersao sugerida por Smithson e Verkuilen (2006) é bastante razoavel, uma
vez que os graficos dos residuos evidenciam que os individuos com dislexia apresentam maior

dispersao que os individuos sem, no que diz respeito aos escores de habilidade de leitura.
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Ainda foi detectada uma relacao entre a covariavel QI e a dispersao dos dados. A analise de
influéncia que realizaremos a seguir considera o mesmo modelo em que foi realizada a anélise
de residuos do Capitulo 2. Comecamos a andlise a partir dos graficos da distancia de Cook
e de alavanca generalizada (Figura 3.6a,b). Nota-se que a distancia de Cook e a alavanca
generalizada destacam claramente a observagao 8.

Partindo para a analise de influéncia local, construimos os gréaficos de I,,,4, € Cy contra os
indices das observagoes, segundo a rotina descrita no inicio da Secao 3.7 (Figuras 3.7 e 3.8).
Aqui, a covariavel perturbada foi QI. Inicialmente analisaremos a influéncia simultanea das
observagoes (Figura 3.7). A partir dos esquemas de ponderagao de casos e de perturbagao da
precisao, que conduzem a graficos quase idénticos (Figura 3.7a—c; 3.7j-k), nota-se a influéncia
de dois sub—conjuntos de dados na estimativa de (3, em sentidos opostos, {8,9,15,22} e
{6,17,19,23,24}. Nota-se também a influéncia conjunta dos casos 17, 19 e 24 na estimativa
de ¢ (Figura 3.7a—c; 3.7j-k). J& o esquema de perturbacao da resposta (Figura 3.7d-f)
destaca os casos 8, 9, 15 e 22 como conjuntamente influentes para as estimativas de ( e

¢. Segundo a perturbagao da covaridvel QI (Figura 3.7g-i), os casos 8, 9, 15, 22 seriam

destacados.
Distancia de Cook Alavanca generalizada
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i 8 8
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Figura 3.6. Graficos de distancia de Cook e alavanca generalizada. Dados de habilidade

de leitura.
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Quanto a influéncia individual das observagoes, o caso 8 influencia a estimativa de [
considerando todos os esquemas de perturbagao (Figura 3.8), enquanto que influencia a es-
timativa de ¢ apenas através da varidvel resposta e da covariavel QI (Figura 3.8f;i). Note
que o caso 8 é um ponto de alavanca e também influente. O caso 15 também é considerado
influente a partir dos esquemas de perturbacao da covaridvel e da resposta, tanto para a
estimativa de § quanto para a de ¢ (Figura 3.8d-i). Devem ser analisados individualmente
também os casos 6, 17, 19, 22 e 24. De acordo com a discussao acima, excluimos individual-
mente os casos 6, 8, 9, 15, 17, 19, 22, e 24, conjuntamente os casos 8, 9, 15 e 22, os casos 6,
17,19, 23 e 24 e os casos 17,19 e 24. As variagoes percentuais nas estimativas dos parametros
relativas as exclusoes mais relevantes e os p-valores para os testes de significancia associados
aos parametros sao dados na Tabela 3.2.

Nota-se que o caso 8 influencia consideravelmente as estimativas de 33 e de 4 (interagao
entre QI e dislexia). De fato, a covaridvel QI passa a ser quase significante ao nivel de 5% e
a interacgao torna-se significativa a esse nivel. Ressaltamos que as exclusoes individuais das
observagoes 6, 9, 15, 17, 19, 22 e 24 resultam em mudancas inferenciais bem menos expressivas
que a relacionada a exclusao do caso 8, uma vez que a interagao quase é significante, mas a
covariavel QI continua sendo considerada sem importancia para a explicacao do escore em
habilidade de leitura. Por isso nao apresentamos esses resultados aqui.

E notével o impacto da exclusao conjunta dos casos 8, 9, 15 e 22 nas estimativas dos coe-
ficientes do modelo. Quando a observacao 8 é excluida dos dados a estimativa do coeficiente
da variavel QI passa de 0.1607 para 0.266, reforcando a relagao positiva entre a resposta, es-
core em habilidade de leitura, e a covariavel QL. Ou seja, espera-se que quanto maior o escore
de QI nao—verbal, maior o escore em habilidade de leitura. O caso 8 é influente exatamente
porque contradiz essa relagao, uma vez que ele representa uma crianga nao disléxica, com
um escore em habilidade de leitura igual 0.99 (o maior valor possivel) mas com um escore
de QI nao—verbal muito baixo (—0.914). Note que QI varia de —1.745 a 1.856 e apenas 18%
das criancas tém escores de QI nao—verbal inferior a —0.914. Os casos 9, 15 e 22 apresentam
a mesma caracteristica, mas de forma menos acentuada. Assim, quando excluimos os casos
8,9, 15 e 22, a estimativa do coeficiente de QI passa de 0.1607 para 0.4899, realcando a
importancia desta covariavel para a explicacao da habilidade de leitura.

Por outro lado, a exclusao dos casos 6, 17, 19, 23 e 24 conduz a direcao oposta, isto
porque esses casos representam criancas disléxicas, com um escore em habilidade de leitura no
intervalo (0.64,0.73), ou seja, préximos de 0.7 mas com escores de QI ndo—verbal considera-
velmente distintos, entre —0.795 e 0.590. Para esse grupo de observagoes nao fica clara a
relacao entre a resposta e QI . O grafico de influéncia na Figura 3.7a mostra a direcao oposta
dos componentes de I,,4,.9 dos dois conjuntos de dados, {8,9,15,22} e {6,17,19,23,24}.
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Assim, quando excluimos os casos 6, 17, 19, 23 e 24 enfatizamos a influéncia dos casos 8§,
9, 15 e 22 e reforgamos a idéia de que QI nao é significante. Notamos ainda que os casos
17, 19 e 24 influenciam bastante na estimativa de ¢. No entanto, este fato nao interfere nas
estimativas dos parametros relacionados com a média. Ressaltamos que no Capitulo 2 os
graficos dos residuos ponderados padronizados 1 e 2 destacaram como aberrante o caso 8,
que efetivamente mostrou-se decisivo para o ajuste do modelo, enquanto o grafico do residuo
ordinéario padronizado destacou os casos 2, 17, 19 e 24.

Outra informacao importante que obtemos a partir da analise do grafico dos valores de
Iz contra os indices das observagoes, considerando o esquema de ponderagao de casos, é
a diferenga muito evidente entre as dispersoes da primeira (grupo sem dilexia) e da segunda
metade dos dados (grupo com dilexia)(Figura 3.7a). O grafico de Ipqq:¢ (considerando o
esquema de ponderagao de casos) contra os valores da covaridvel dislexia também mostra
essa diferenca (Figura 3.9a). Jd o grafico dos valores de ;4,9 contra os valores da covaridvel
(Figura 3.9b) torna mais evidente a tendéncia apresentada pelo grafico do residuo ponderado
padronizado 2 contra os valores da covaridavel QI (Figura 2.10f). Notamos que os valores de
Lnazp que correspondem aos valores de QI entre (—1,1) estdao muito mais dispersos que

aqueles correspondentes aos valores extremos.
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Figura 3.9. Graficos de influéncia. Dados de habilidade de leitura.
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Tabela 3.2. Variacao percentual das estimativas dos parametros e p—valores retirando

observagoes influentes. Dados de habilidade de leitura.

Parametros b1 B2 Bs Ba ¢
8 5.97 8.43 65.63 48.46 7.71
p—valor 0.0000 0.0000 0.0516 0.0178
8,9, 15 e 22 21.98 31.30 204.75 151.52 51.77
p—valor 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000
17,19 e 24 14.22 18.20 8.38 7.14 58.07
p—valor 0.0000 0.0000 0.1546 0.0559
6,17,19,23 c 24 | 29.53 38.46 52.14 36.84 128.04
p—valor 0.0000 0.0000 0.5315 0.2617

Para finalizar realizamos uma andlise de diagnéstico para o modelo excluindo o caso 8
(Figura 3.10). Consideramos o grafico do residuo ponderado padronizado 2 contra os indices
das observagoes (a), contra os valores de QI (b) e o grafico normal de probabilidades (c).
Em seguida, a partir do esquema de ponderacao de casos construimos os gréficos de Ip,z.0
contra os indices das observagoes (d) e versus os valores das covaridveis dislexia (e) e QI (f).
A principal conclusao obtida a partir da Figura 3.10 é que a diferenca entre as dispersoes dos
dados subdivididos segundo as duas categorias da covariavel dislexia se mantém. E notével
a diferenca entre as dispersoes da primeira e da segunda metade dos dados, através do
grafico dos residuos contra os indices das observagoes e mais claramente através dos gréaficos
de I,,42:0 contra os indices das observacoes. As relacoes entre a dispersao dos dados e as
covariaveis QI e dislexia sao mantidas. Assim, o modelo parece nao muito bem ajustado aos
dados, o que é também evidenciado pelo gréafico normal de probabilidades (Figura 3.10c).

Diante do que discutimos até agora parece razoavel avaliar um modelo de regressao
beta em que a média e a dispersao sejam modeladas simultaneamente considerando como
covariaveis QI e dislexia. De fato, Smithson e Verkuilen (2006) consideram tal modelo e
chegam a conclusao que as covariaveis QI e dislexia sao significantes tanto para o modelo da
média quanto para o modelo da dispersao, enquanto a interagao é significante apenas para
o modelo da média. No Capitulo 5 faremos a analise de diagnéstico desse modelo e entao
veremos se a modelagem da dispersao acomoda os pontos que influenciaram tanto o ajuste
analisado nesta secao.

A partir desta aplicagao foi possivel ainda reforcar as conclusoes apresentadas no Capitulo
2, ou seja, que o uso do residuo ponderado padronizado 2 em gréaficos de diagndstico, entre
os residuos investigados, é o mais indicado se o objetivo é captar pontos mal ajustados e que

sao relevantes para o ajuste do modelo.
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Figura 3.10. Graficos de diagndstico. Dados de habilidade de leitura excluindo o caso 8.



3.6.3. Aplicacao III: dados de ansiedade e estresse

A terceira aplicacao é referente ao exemplo 2 analisado por Smithson e Verkuilen (2006). Os
dados sao de um estudo sobre ansiedade e estresse realizado em um grupo de 166 mulheres
“normais”, ou seja, fora de um quadro clinico patolégico (Townsville, Queensland, Austrélia).
Smithson e Verkuilen (2006) argumentam que é provavel que o individuo sob algum tipo de
ansiedade esteja também sob estresse. No entanto, o contrario nao ¢ verdade. Muitas pessoas
podem experimentar estresse sem estarem ansiosas. Segundo os autores, o estresse pode ser
pensado como uma condicao necessaria mas nao suficiente para que a ansiedade ocorra e,
nesta situagao, um modelo em que a variavel resposta é o nivel de ansiedade e a variavel
independente é o nivel de estresse deve considerar dispersao variavel. Os autores propoem
diretamente um modelo de regressao beta em que estresse é preditor tanto no modelo da
média quanto no modelo da dispersao. Nossa proposta é considerar um modelo de regressao
beta em que apenas a média da varidvel resposta, nivel de ansiedade, seja modelada e
entao realizar uma analise de diagnéstico que justifique a modelagem da dispersao. Assim,
ajustamos a estes dados um modelo de regressao beta com funcao de ligagao logito e além
do intercepto consideramos a covariavel estresse (z2). As estimativas dos parametros deste

modelo bem como os p—valores dos testes de significancia estao apresentados na Tabela 3.3.

Tabela 3.3. Resultados inferenciais. Dados de ansiedade e estresse

Parametros 061 B2 10}
Estimativas -3.479 3.749 11.674
p—valor 0.0000 0.0000

Nota-se que a estimativa de ¢ é muito pequena. Outra questao que torna o cenério
ainda mais critico é o fato dos dados estarem concentrados proximos ao extremo inferior
do intervalo (0,1), y € [0.01,0.69] com mediana de y = 0.04. Considerando o residuo
ponderado padronizado 2, na Figura 3.11 apresentamos o grafico normal de probabilidades
com envelopes simulados e, na Figura 3.12, os graficos dos residuos contra contra os valores
da covaridvel estresse (a), contra os indices das observagoes (b) e contra os valores preditos
(c). Na Figura 3.13, apresentamos o grafico da distancia de Cook contra os valores preditos
e o grafico de alavanca generalizada contra os valores preditos. Os graficos de I,,q. € 08
graficos de C; contra os indices das observacoes sao similares e destacam o caso 89 conside-
ravelmente. Assim, apresentamos na Figura 3.14 apenas os gréaficos de C;. Neste caso, a
covariavel perturbada é estresse. Seguindo a sugestao de Cook (1986) construimos graficos

de Iy4q:9 contra os valores da covaridvel estresse (Figura 3.15).
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Como haviamos constatado em simulagao, neste cendrio a distribui¢ao do residuo pon-
derado padronizado 2 apresenta uma assimetria a esquerda (Figura 3.11). A Figura 3.11
revela ainda uma certa falta de qualidade do ajuste. O grafico do residuo ponderado padro-
nizado 2 contra a covariavel estresse revela uma relacao crescente entre a dispersao dos dados
e os valores da covaridvel (Figura 3.12a). Esta tendéncia é mais evidente no grafico de Ip,q4.0
contra os valores da covaridvel estresse (Figura 3.15a). Considerando o grafico do residuo
ponderado padronizado 2 contra os indices das observagoes, o grafico de alavanca genera-
lizada, o gréafico da distancia de Cook e os gréficos de influéncia local total (Figura 3.14),
temos que o caso 89 é considerado ponto de alavanca e influente. Ao investigarmos essa
observagao notamos que ela representa uma mulher com um nivel de estresse muito alto,
0.65 (note que o nivel de estresse varia de 0.01 a 0.85), com o menor nivel de ansiedade

encontrado nos dados, igual a 0.01.

Residuo ponderado padronizado 2

Percentis normais

Figura 3.11. Grafico normal de probabilidades com envelopes simulados. Dados de an-

siedade e estresse.

No entanto, excluindo esta observacao as alteragoes nas estimativas dos parametros nao
sao relevantes e a relacao entre a covariavel estresse e a dispersao dos dados é ainda mais
evidente (Figura 3.15b). Desta forma, mais uma vez, um modelo de regressao beta em que a
dispersao ¢ modelada parece ser uma boa alternativa, podendo inclusive absorver melhor a
influéncia do caso 89. De fato, Smithson e Verkuilen (2006) ajustam tal modelo e concluem
que a covariavel estresse é significativa tanto para a média quanto para a dispersao. No

Capitulo 5 realizaremos a analise de diagnostico para esse modelo.
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3.6.4. Aplicacao IV: dados de confianca em vereditos

A quarta aplicagao trata do exemplo 1 de Smithson e Verkuilen (2006). Os dados se referem
a um estudo em que 104 estudantes do primeiro ano de psicologia da Universidade Nacional
da Australia simularam vereditos para uma suposta infracao. O interesse recai em modelar
o grau de confianga. Uma possivel covariavel é o tipo de veredito disponivel, que no caso
é dois tipos. O primeiro é o convencional: culpa, absolvi¢ao, duas opgoes. O segundo é:
culpa ou absolvicao ou nao ha provas suficientes para uma conclusao, trés opcoes. Outra
possivel covariavel é a evidéncia de testemunhos contraditorios: conflito no testemunho. O
grau de confianga do jurado em seu veredito é uma taxa percentual [0,100]. Assim, para
trabalhar com uma varidvel resposta no intervalo (0,1) os autores consideram a seguinte

transformacao:
grau x 99

100

Inicialmente, Smithson e Verkuilen (2006) ajustam um modelo normal 2 x 2 sendo y

+ 0.005.

a variavel dependente. Um dos fatores é tipo de veredito e o outro fator é evidéncia de
testemunho contraditorio. O fator tipo de veredito é igual a —1 caso os jurados tenham
duas opgoes de veredito e igual a 1, caso os jurados tenham trés opgoes. Ja o fator 2 é

—1 para ocorréncia de conflito no testemunho e 1 para nao conflito. A partir de agora
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chamaremos a covaridavel indicadora de presenca ou auséncia de conflito, apenas de conflito.
Os autores argumentam que mesmo utilizando a transformagao logito nos dados, os fatores 1
e 2 parecem nao interferir no grau de confianca dos jurados. Em seguida, os autores ajustam
um modelo de regressao beta modelando apenas a média através de tipo de veredito, conflito
e a interacao entre as duas. O resultado foi o mesmo do modelo normal 2 x 2. Ja quando os
autores consideram um modelo de regressao beta com dispersao variavel, as covaridveis tipo
de veredito, conflito e a interacao sao significativos para o modelo da dispersao, enquanto
no modelo da média apenas a interacao mostrou-se significativa.

Nesta aplicacao ajustaremos um modelo de regressao beta utilizando a fun¢ao de ligacao
logito para a média da variavel resposta, grau de confianca do jurado em seu veredito.
Consideraremos um intercepto e como covariaveis tipo de veredito (z3), conflito (z3) e o
produto, interac@o, entre tipo de veredito e conflito (x4) (Tabela 3.4). Realizaremos uma
analise de diagnéstico, incluindo anélise de residuos e andlise de influéncia, para averiguar
a necessidade da modelagem da dispersao defendida por Smithson e Verkuilen (2006) e os
motivos da nao significancia dos coeficientes do modelo ajustado. Antes de ajustarmos o
modelo realizaremos uma breve andlise descritiva para entender melhor os dados. Na Figura
3.16 estao os boxplots do grau de confianga no veredito considerando as covariaveis tipo de

veredito e conflito.

Boxplot da confianga segundo tipo de veredito Boxplot da confianga segundo conflito

e
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Figura 3.16. Boxplots. Dados de veredito.
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Essa figura revela que a mediana do grau de confianca no veredito é um pouco maior para
o grupo com trés opgoes de veredito que para o grupo com duas opgoes; de fato, as medianas
sao iguais a 0.72 e 0.80, respectivamente. Quanto a covariavel conflito, para o grupo sem
ocorréncia de conflito a mediana do grau de confianca é 0.74 e para o grupo com ocorréncia
de conflito a mediana é 0.69. Segundo Smithson e Verkuilen (2006) esperava-se um grau de
confianca no veredito mediano mais expressivo para os grupos com trés opcoes de veredito
e sem ocorréncia de conflito no testemunho. Nota-se ainda a partir da Figura 3.16 que o
grupo com trés opcoes de veredito apresenta maior dispersao que o grupo com duas opgoes

e que o grupo com conflito no testemunho apresenta maior dispersao que o grupo sem.

Tabela 3.4. Resultados inferenciais. Dados de veredito

Parametros 51 B2 B3 Ba o]
Estimativas 0.851 0.075 0.101 0.177 2.698
p—valor 0.0000 0.4565 0.3164 0.0788

A partir da Tabela 3.4 nota-se que a estimativa de ¢ é extremamente pequena. Neste
caso, os dados nao estdo concentrados préximo de zero ou um. De fato, y € (0.005,0.995)
com mediana de y = 0.75, sendo que as proporg¢oes de valores de y iguais a 0.005 e iguais
a 0.995 sao aproximadamente 1.3% é 6.9%, respectivamente. Nesta situacao, a distribuicao
do residuo ponderado padronizado 2 esta melhor aproximada pela normal padrao que no
cenario da aplicacao anterior. Isto porque, apesar da estimativa de ¢ ser a menor, y esta
melhor distribuido no intervalo (0, 1).

Nas Figuras 3.17-3.19 apresentamos graficos de diagndsticos incluindo anéalise de residuos
e de influéncia. Considerando o residuo ponderado padronizado 2, na Figura 3.17 apresenta-
mos os graficos dos residuos contra os valores das covaridveis tipo de veredito (a) e conflito
(b), o grafico dos residuos contra os indices das observagoes (c), o grafico normal de proba-
bilidades com envelopes simulados (d) e os graficos da distancia de Cook (e) e alavanca
generalizada contra os valores preditos (f).

Os graficos do residuo ponderado padronizado 2 contra as covariaveis tipo de veredi-
to e conflito ndo revelam uma grande diferenca entre as dispersoes das categorias (Figura
3.17a,b). O grafico dos residuos contra os indices das observagdes revela a existéncia de
muitas observacoes aberrantes, que sao as mesmas destacadas pelo grafico da distancia de
Cook, os casos 21, 23, 37, 39, 44, 48, 49 e 54. O grafico normal de probabilidades destaca as
observagoes 39 e 44 e o grafico de alavanca destaca adicionalmente o caso 89 (Figura 3.17).
Ainda, é possivel notar a partir do grafico normal de probabilidades com envelopes simulados

uma falta de qualidade do ajuste do modelo.
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Nas Figuras 3.18 e 3.19 encontram-se, respectivamente, os graficos de influéncia local
e de influéncia local total. Ressaltamos que para este conjunto de dados o esquema de
perturbacao da covariavel é invidvel, pois as duas covariaveis sao categorizadas. Analisando
de forma geral os gréaficos de influéncia local e os graficos de diagnodsticos, ao que parece os
casos 39 e 44 sao forte e conjuntamente influentes. Também se destacam como conjuntamente
influentes as observacoes 21, 23, 37, 48, 49 e 54, considerando a grande maioria dos esquemas
de perturbagao. Considerando apenas o esquema de perturbacao da variavel resposta, em
adigado aos casos anteriores, estao os casos 89, 92, 94 e 103 (Figura 3.18d).

De fato, o grafico na Figura 3.18d encerra uma informacao importante, uma vez que rev-
ela as diregoes opostas de influéncia de dois conjuntos de dados {39,44} e {21,23,37,48,49,
54,89,92,94,103}. Segundo a influéncia individual das observagoes medida pela influéncia
local total (Figura 3.19), os casos 39 e 44 devem também ser analisados separadamente. Rea-
lizamos varias combinagoes de exclusoes para as observagoes acima; apresentamos apenas os
resultados referentes as exclusdes mais relevantes (Tabela 3.5).

Nota-se a partir desta tabela que de fato os casos 39 e 44 sao conjuntamente influentes,
em especial para estimativa de 2 (tipo de veredito), a ponto de suas exclusoes implicarem na
quase significancia deste coeficiente (p—valor = 0.058). Maior impacto ocorre ao excluirmos
conjuntamente as observagoes 21, 23, 37, 39, 44, 48, 49 e 54; tanto tipo de veredito, quanto
a interacao passam a ser significativas ao nivel de 5% e conflito no testemunho ¢é significativo
ao nivel de 10%. No entanto, se em seguida ainda excluimos os casos 89, 92, 94 e¢ 103 os
coeficientes voltam a ser ndo—significativos, como no modelo original (esse resultado nao esta
na Tabela 3.5). E interessante notar ainda os efeitos opostos das exclusdes dos conjuntos
{39,44} e {21, 23, 37,48,49,54,89,92,94,103}. Uma questao importante, que pode auxilar a
compreender melhor estes dados, é que no caso das observagoes 39 e 44, o valor da resposta ¢é
y = 0.005, o que implica que o grau de confianga original é igual a 0. J& para os casos 21, 23,
37,48,49 ., 54, 89,92, 94 e 103, y = 0.995, ou seja grau de confianca original igual a 1. Mas sao
as observagoes 21, 23, 37, 39, 44, 48, 49 e 54 as que mais interferem na estimacao do modelo.
Além de serem originalmente zeros ou uns, estas observagoes apresentam comportamentos
que contradizem fortemente a relagao positiva entre as categorias trés opcoes de veredito e
nao conflito com a resposta e a relagao negativa entre as categorias duas opgoes de veredito
e conflito com a resposta. Os casos 39 e 44 representam individuos com a opg¢ao de trés vere-
ditos que presenciaram testemunhos com conflito e apresentam o menor grau de confianga
no veredito 0.005.

Assim, ao que parece, a presenca do conflito interferiu fortemente de forma negativa na
confianca no veredito, anulando inclusive a relacao positiva do tipo de veredito com trés

opgoes. Mas isto nao é o que ocorre com os casos 21 e 23, que representam pessoas com duas
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opcoes de veredito, com conflito no testemunho e com o maior grau de confianca possivel:
0.995. Outra contradicao sao os casos 37, 48 e 49, que apresentam o mesmo perfil dos casos
39 e 44 quanto a tipo de veredito e conflito, mas com o grau de confianca 0.995. Finalmente,
o caso H4 representa uma pessoa que teve apenas duas opgoes de veredito, mas apresenta um

grau de confianga 0.995.

Tabela 3.5. Variacao percentual das estimativas dos parametros e p-valores retirando

observacoes influentes. Dados de veredito.

Parametros 39 e 44 21, 23, 37, 39, 21, 23, 37, 48, 49, 54,
44, 48, 49 e b4 89, 92, 94, 103
% p—valor % p—valor % p—valor
061 22.98 0.0000 9.32 0.0000 -22.13 0.0000
B2 136.22 0.0581 145.11 0.0336 -136.62 0.7726
O3 -78.76 0.8180 57.24 0.0663 56.45 0.0973
B4 -39.34 0.2484 8.60 0.0258 6.59 0.0471
¢ 42.70 94.17 40.04

De acordo com a anélise de diagnostico realizada, nao existem fortes indicios de que um
modelo de regressao beta considerando a modelagem simultanea da média e da dispersao,
em que as covariaveis para os dois modelos sao tipo de veredito, existéncia de conflito, e a
interacao seja adequado para estes dados. De fato, como vimos no inicio da aplicagao, neste
caso apenas a interacao entre tipo de veredito e conflito seria significativa para o modelo da
média. Uma possibilidade mais razoavel seria considerar uma regressao que modelasse mais
adequadamente a ocorréncia de zeros e uns, como por exemplo um modelo de regressao beta

inflacionado com zeros e uns.
3.6.5. Aplicagao V: dados de cloro disponivel

Nesta tltima aplicagao utilizaremos os dados da fragao de cloro disponivel apds semanas de
fabricagao (Draper e Smith 1981, Tabela 10.2). Um certo produto deve ter uma fracao de
cloro disponivel igual a 0.50 no momento de sua fabricacao. E sabido que a fracao de cloro
no produto decai com o tempo. Em oito semanas apds a produgao, antes que o produto seja
consumido, em teoria, ocorre um declinio para o nivel de 0.49. Ajustamos a esses dados um
modelo de regressao beta com dispersao constante em que a variavel resposta é a fracao de
cloro disponivel e a covaridvel é o nimero de semanas apds a fabricagao do produto (Tabela
3.6) e realizamos a andlise de diagndstico para esse modelo (Figuras 3.20-3.22).

Notamos que a distribui¢do postulada para os dados parece adequada (Figura 3.20d).

No entanto, parece haver falta de algum componente nao—linear na parte sistematica do
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Tabela 3.6. Resultados inferenciais. Dados de cloro disponivel.

Parametros 51 B2 ¢
Estimativas -0.043 -0.012 1139.0
p—valor 0.0685 0.0000
Residuo ponderado padronizado 2 Residuo ponderado padronizado 2 Residuo ponderado padronizado 2
+ + +
+ + +
o + + o | + + o | +
= ++ B + = +
+ + +
3 + + 2 + + 3 + +
++ + + + + +
n | u | o |
o ++ o + o +
+ + * + + 7 s +
[ O S = e L S G
s + + ° + + S + ¥
+ ++ + + + +
0 + 0 + o +
? + ? + 3 +
+ + +
+ + +
. .t fo
+ + +
@ + ° + o +
bl + i + < +
+ + + + + +
T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 10 15 20 25 30 35 40 0.38 0.40 0.42 0.44 0.46
indice das observagdes Semanas Valores ajustados

(a) (b) (©)

Residuo ponderado padronizado 2

-2

-3

T T T T T
-2 -1 0 1 2

Percentis normais
(d)

Figura 3.20. Graficos de residuos. Dados de cloro disponivel.
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modelo (Figura 3.20a—c). Os valores de I, contra os indices das observagoes parecem
também formar tendéncias nao-lineares (Figura 3.21a—c). A partir das graficos de I e, € Cy
(Figuras 3.21 e 3.22) destacamos as observagoes 1, 2, 10, 17, 24, 35, 39, 41 e 42. A excluséao
conjunta ou parcial dessas observagoes causa impacto expressivo na estimativa de ¢ e implica
na diminuicao da dispersao dos dados. No entanto, essas observacoes sao pouco influentes

para a estimativa de (o (Tabela 3.7).
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Figura 3.21. Graficos de influéncia local. Dados de cloro disponivel.

Ajustamos outros modelos de regressao beta admitindo fungoes nao—lineares para a co-
variavel semanas. As andlises de diagnodstico desses modelos apontaram para falta de quali-
dade do ajuste, ou ainda, a falta de algum componente nao—linear na parte sistematica.
Para exemplificar, apresentamos na Figura 3.23 os graficos dos residuos contra os indices das
observagoes obtidos a partir dos ajustes de dois modelos em que as covariaveis sao exp(—z2)
(Figura 3.23a) e 22 (Figura 3.23b).

Tabela 3.7. Variacao percentual das estimativas dos parametros e p—valores retirando

observacoes influentes. Dados de cloro disponivel.

Parametros 51 B2 10)
39, 41 e 42 79.5 17.3 22.1
p—valor 0.7088 0.0000
1,2, 10, 17, 24, 35, 39, 41 e 42 27.3 8.2 79.5
p—valor 0.1616 0.0000
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Figura 3.22. Graficos de influéncia local. Dados de cloro disponivel.
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Figura 3.23. Gréficos de residuos. Dados de cloro disponivel. Modelo exp(—z2) (a) e
modelo 23 (b).
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Nao podemos, baseados apenas nas analises graficas, identificar precisamente que com-
ponentes da parte sistematica do modelo, o vetor de parametros (5 ou as covariaveis, ou
ambos, devem ser descritos por fungoes nao-lineares. No entanto, a analise de diagnostico
foi util no sentido de identificar um problema de formulagao do preditor () do modelo que
propomos para os dados. De fato, neste caso temos uma informagao adicional sobre a na-
tureza dos dados. A teoria relacionada ao problema indica que a fracao de cloro disponivel
decai segundo uma fun¢ao nao linear do niimero de semanas apés a fabricagao do produto e
de parametros desconhecidos (Draper e Smith, 1981 p. 276).

A partir das cinco aplicagoes anteriores chegamos a algumas impressoes interessantes.
Primeira, das cinco aplicagoes, trés mostram indicios da necessidade da modelagem da dis-
persao. Nos exemplos de Smithson e Verkuilen (2006) ocorreram situagdes em que a mode-
lagem da dispersao implicou na significancia de coeficientes para o modelo da média, com-
pativel com resultados obtidos a partir da exclusao das observacgoes influentes. Estes fatos
sugerem que o modelo beta com dispersao varidavel, nestes casos, absorveria a influéncia de
tais observacoes e explicaria melhor o comportamento da média. Segunda, a influéncia local
pode ser muito 1util no sentido de identificar a dispersao nao constante dos dados, inclu-
sive indicando quais varidaveis devem modelar a dispersao. Terceira, o residuo ponderado
padronizado 2 é capaz de identificar observacoes aberrantes que através da andlise de in-
fluéncia sao confirmadas como decisivas no ajuste do modelo. Quarta, nao existem ganhos
aparentes em realizar o esquema de perturbacao da precisao, uma vez que o esquema de
ponderacao de casos para o modelo de regressao beta parece refletir a perturbacao na dis-
persao do t—ésimo caso, assim como ocorre no modelo normal linear. Quinta, os gréficos
de influéncia baseados na perturbacao da variavel resposta sao mais eficazes que o grafico
de alavancas. O esquema de perturbacao da resposta destaca pontos que sao alavanca e
efetivamente influentes, enquanto que os graficos de alavanca destacam pontos alavanca que

podem ou nao ser confirmados como influentes.
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Apéndice 3.A

Influéncia local

3.A.1. Introdugao

Como discutido na Capitulo 3, Segao 3.3, Cook (1986) propos estudar o comporta-
mento local de LDj, definido em (3.6), em uma vizinhanca de dg, sendo que LD;s, = 0. O
procedimento proposto por Cook (1986) consiste em avaliar como a superficie geométrica
a(0) = (8, LD;)" desvia-se de seu plano tangente em dg, & medida que § se afasta levemente
de dp, ou seja, quando pequenas perturbagoes sao introduzidas no modelo. Tal descricao
pode ser obtida pelo estudo das curvaturas das secgoes normais da superficie a(d) em do;
que sao chamadas de curvaturas normais. Para definir o que é uma sec¢ao normal da su-
perficie a(d) em dg consideremos o plano tangente a a(d) em dg, 7o, e o vetor que é ortogonal
a T, que chamaremos de 7(7g). Na Figura A.1 apresentamos a curva a(d) = (6, LD;)", o

plano tangente a esta curva em g e o vetor 7(7p). Para esta ilustracdo estamos admitindo
que 0 = (d1,02) . Assim, dp = (Jo1,d02)-

Os planos que contém o vetor normal 7(7y) sdo chamados de planos normais a «(J) em
d9. As seccoes normais em &g sao definidas como as intersecgoes desses planos normais com a
superficie a(d). Consideremos agora um deslocamento ao redor de dy, ou seja, introduziremos
uma pequena perturbacdo no modelo. Escolhemos uma diregao I, tal que |||| = 1 e tomamos
0 = 6o + I. Desta forma, teremos o ponto LDs, 1 # 0. Por esse ponto passa o plano que
contém os vetores I e w(7p) e a intersecgao desse plano com «(d) forma uma secgao normal
(Figura 3.A.2). De fato, cada direcao I escolhida, tal que ||I]| = 1, associada ao vetor 7(7p),
especifica uma seccao normal e define um valor de curvatura normal. Cada se¢ao normal
¢ equivalente ao grafico LDs 147 X a, em que a € IR. Esse grafico é chamado de linha

projetada.

Na Figura 3.A.3 ilustramos o comportamento de duas linhas projetadas LDs .7, X a e
LDs, a1, X a, relacionadas, respectivamente, as direcoes Iy e Io. Uma vez que LDs, = 0,
segue que LDs, .7 tem um minimo local em a = 0. Assim, é possivel notar que a diregao I
¢ a que provoca os maiores deslocamentos pela verossimilhanca, a medida que os valores de
a se afastam de zero. A idéia de Cook (1986) é analisar a diregao I, tal que a linha projetada

resultante apresente a maior das curvaturas normais (Ciuee). Segundo Cook (1986), este
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vetor, denotado por I, indica que valores atribuir aos componentes de d para obter a

maior mudanca local no deslocamento pela verossimilhanca.

LD3
A

LDSOTI-a/ .

LD50+a/ X

Figura 3.A.3. Linhas projetadas LDs 141, X a € LDsy a1, X a.

Cook (1986) mostra que a curvatura normal na dire¢cdo I em que estamos interessados
fica resumida ao mddulo da segunda derivada de LDs 47 com respeito a a, que avaliada em
a = 0 é dada por

Cr = |I"LDsI|,
em que
0?LDg
6 — Wv
avaliada em § = &y e 6 = 6. Note que LDs(+) é uma matriz simétrica e positiva definida.

Pela definicao do deslocamento pela verossimilhanca , segue que

LDs = —2ATi A,

em que R
- 020(0) 8205(0)
(= —= A= ——F
00067 © 96007
avaliada em § = &y. Ressaltamos que estamos considerando § = (d1,...,d,)" e uma vez que

0 um vetor s x 1, temos que A é uma matriz s X n. Finalmente, chegamos a expressao da

curvatura normal em (3.7) definida por Cook (1986) 2, que também pode ser expressa como
Cr=2I"(-F)I,

em que F = ATé_lA; ver Wei (1998, p. 126). Note que —2F = LDy e, portanto, —F é

uma matriz simétrica e positiva definida. Desta forma,

maX{IT(—j-;)I || =1} = max(y;

2 Para detalhes de todo o processo veja de Souza (1999).
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~ . »—1 . .
em que G, t =1,...,n, sdo os autovalores da matriz —AT¢ " A. Isso quer dizer que existem

vetores vy = (Vg1, ..., V), |luel| = 1, t =1,...,n, tais que
—F vy = G
ver Bickel e Doksum (2001, p. 520). Os vetores v, t = 1,...,n, sdo os autovetores nor-

malizados correspondentes aos autovalores da matriz —F . Com base nestas definicoes,
temos que Chuaz/2 = maxi(s = (max © Imaz € 0 autovetor normalizado associado a max;(y,
t=1,...,n,ouseja, Imazr = U¢pas» tal que, ||vg,... || = 1. Na pratica Cook (1986) considera

Cinazr = maxy Ct .

3.A.2. Influéncia local no modelo de regressao beta

No modelo de regressio beta definido em (1.2) temos que 8 = (31,..., Bk, ¢)', entdao A

¢ uma matriz (k+ 1) x n dada por

9%05(0) 9%05(0)
001001 e 00r,001
9%05(0) 9%05(0)
0010082 T 001,032
A= : . : ,
0%05(0) 9%05(0)
00108 "7 00ndPB
9%05(0) 0%05(0)
96,09 " 08,00

~ T~
avaliada em 6 = (3 ,¢)" e 8. Podemos particionar A tal que

A
A= ﬂ),
(A¢

em que Ag = Ag(#,6) é uma matriz k x n e Al; = A;(Q,é) é um vetor n x 1, dados,

respectivamente, por

A P5(8.9)

A -
oJstol)

e =
(0=0,6=00) °T 00087

Y

(6=6,6=5)

~ T ~
ou seja, ambas quantidades avaliadas em 6 = (3 , ¢)" e .
3.A.2.1. Ponderacao de casos

No esquema de ponderagiao de casos temos (5(3,¢) = > ;1 01l (ut, @) e, assim, a t—ésima

coluna de A, t=1...,n, é dada por

L 00(0)  [06(0)  96(0) 9L(0)\'
o0 _( o T OB 99 )

7

Ay

~

0=0




Com base em (1.3), para i = 1,..., k, obtemos

one) 1
95; _¢9’(ut)(yt i ot

0,(0)
96

em que, os t-ésimos elementos de y* e p* sdo dados em (1.5) e g(u¢) estd definida em (1.2).

= ey — ) +1og(1 = ye) — (1 = ) d) +(0)} = s,

Entao, temos que a i—ésima linha de A, i =1,...,k, é dada por

1 1
A; = <¢m(y>f — )z, & (Y2 — p12)w2i, - - -, ¢m(y2 - M:l)xm‘)

9'(12) 6=0
e a (k4 1)-ésima linha é o vetor u' = (uq,... ,un)|,_z Desta forma, podemos escrever

Ag = qAbXTYA’S e Ay = a', em que f, & e u estao definidos na Secao 3.4.1. Assim, a matriz

A fica expressa na forma apresentada em (3.13).
3.A.2.2. Perturbacao da resposta

Com base na defini¢ao da varidvel resposta sob perturbagao aditiva apresentada em (3.15) e
considerando (1.3) temos que o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado
é

n

Us(p, @) = {logT'(¢) — log (1) — log T((1 — p14)$) + (e — 1) log (ys + 1))
t=1

+ [(1 = pe)d — 1] log(1 — y¢ — des(yt)) }-

Obtemos
s(B,¢) sy L s(yt) N N
6y + 0es(ye) (e = 1) 1 —ys — 0es(ye) (1= pe)o = 1]
Assim, parai=1,...,k

0*(5(8, ¢) s 1 xz< s(y) s(yt) )

00,08 g/ (o) N+ 0us(yr) | 1= ye — ors(ur) (3.A1)
1 . s(yt) 7 '
=) " T+ o) (1 — 3 — 0rs()
0?l5(8,9) _ ( s(yt) L s(yt) ) _ s(yt)
06,00 "Nyt osly) L=y —dis()) 1= ye—des(ye) (3.A2)

e = pe)s(yr) — d¢s(ye)?
(ye + 0e5(ye)) (L — yg — 0¢s(ye))
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~ T~
Avaliando as expressdes (3.A1) e (3.A2) em &y = (0,0,...,0)" e § = (B ,¢)" podemos
escrever Ag = (bXTYA’MSy e Ay = ?)TSy, em que M e b estdo definidos na Secao 3.4.2.

Assim, a matriz A fica expressa na forma apresentada em (3.16).
3.A.2.3. Perturbacao individual de covariaveis

Com base na perturbacgao aditiva da p—ésima covariavel, z,, p = 1,...,k, definida em (3.19)
e considerando (1.3), temos que, neste caso, o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga do

modelo perturbado é

ls(p, @) = Y _{logI'(¢) — log I'(114(8)¢) — log T((1 — 414(8))@) + (p4(8)¢ — 1) log(yz)
t=1

+{(1 = e (5))¢ — 1} log(1 — e},
em que p(0) é tal que g(ue(5)) = m4(0), com 1m¢(0) exemplificado em 3.19. Assim, temos que

aggi;(b) = o[((1 — pe(0))d) — ¥(pe(9)9) + y{f]mﬁps%, (3.A3)

em que y* é o logito da resposta e s,, ¢ o desvio padrao de x,. De (3.A3) segue que para
1=1,...,k, comi# p,

0%¢5(8,9)

S0 = — o, L0 (0 10)6) + 0] 1|

PG
q" (1e(9)) 1

T T
em que, para este esquema de perturbagao, p;(0) = ¥(ut(0)¢) — ((1 — e (0))¢). Podemos

(3.A4)

g, {@;‘ 1)

reescrever (3.A4) como se segue:

D, | ST - |
anan e PO g 5) f Tty
em que v¢(8) = ¢ (1 — e ())@) + ' (ue(6)@). Desta forma, obtemos, para i # p
0%l
%@Z@ = — P52, BpT1iq:(6), (3.A5)

em que

_ v " g//<:ut(5)> 1
q(6) = {cb e(0) + (7 — 1 (5))9,(m<5)) } {7 (e (0)}2

Com base em (3.A5) e considerando i = p, segue que

9%l5(3, ) g" (14(9)) } 1 4
96:013; g (ue(8)) J {g' (e (0))32"

., {¢vt(5) (57 - 1(6)) (21p + 8152,)

* * 1
+ ¢su, (Yr — 1t (@)m
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Reescrevendo essa expressao temos que

0%t5(8,9) 1

95,08, ~ Sz, | Bp(@tp + 6t50,)at(6) — (yf — u;‘(é))g/ 6 (3.A6)
Ainda de (3.A3), segue que
82€5<ﬁ7 (b) o " 1
96,00 [U((1 = p1(6)) @) — (e (6)9) + yt]g,(u—t@)ﬁpsxp
+ o[ (1= 1(9))9) (1 — e (9)) — w’(ut(a)qs)m(a)]mgps% =
g/wi((;))ﬁpswp {(yf — 17 (0)) + ' (1 — pe(8))P) (L — p2e(0)) — o' (e (8) ) e (6)] }
que pode ser reescrita como
8265(67 ¢) — 85 1
96,06 =—bp x”ft(é)g’(ut_(é))’ (3.A7)

em que, considerando o esquema de perturbacao da covaridvel xy,
fi(8) = o[ (1e(0) ) 12 (0) — ' (1 — p1e(8)) @) (L — e (0))] = (i — 1 (9)) = c(0) = (y — £ (9)),

com ¢(8) = @[t} (1()P) e (6) — ¥ (1 — p12(0))9) (1 — pue(5))]-

Note que as quantidades que estao em fungao de u(0), de fato, dependem de 7(9) definido
em (3.20). Avaliando as expressoes (3.A4), (3.A6) e (3.A7) em dp = (0,0,...,0)" e 0 =
(BT@)T e considerando que 7(dg) = 7, obtemos Ag = —asxp[BpXT@ — PTE] e Ay =
—Bpsxprf, em que @, P e }\T estao definidos na Secao 3.4.3. Assim, a matriz A fica

expressa na forma apresentada em (3.21).
3.A.2.4. Perturbacao no pardmetro de precisao

Com base na definicao do parametro de precisao sob a perturbacao multiplicativa definida em
(3.22) e considerando (1.3) temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanca do modelo

perturbado é

l5(n, &) = i {logF (%) ~logT (%) ~logT (%) + (%5 _ 1) log(yt)}

{0 )

Assim, temos que

T g [ (5) e (52) = 0= (B2 i+ ot - f;)l@
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Segue de (3.A8) que

P(B9) 6 1
9503  02g'(m) "

i (5) e () 5 ()« Bt (B3 o
g { =i 0) = 5 [ (52 ) = (B222) -},

em que, neste caso, u;(0) = ¢ (ued/t) — ¥ ((1 — pe)9/d¢). Podemos reescrever (A9) como

&l5(5, ¢) _ 9 1
00:03; 62 g'(11¢)

em que, para este esquema de perturbagao,

) = 2 [0 (B2 ) = o (B2 (1= )| - - i)

x4 ft(0) (3.A10)

Com base em (3.A8) temos ainda que

02 0s( _
01 (2) e (5) -0 (152) 0 1)
(0

3-8 ) - ()

que pode ser escrito como

W = —g {Mt(yt — i (0)) =¥ (5—tt) + ¢ <5—t> + log(1 — yt)} 52 ’

em que, neste caso,

)= [t (140) 4 BRr (G500 S (2]

Finalmente, temos que

0*5(8,¢) 1

00,00 5_?[¢dt(5) — u(9)], (3.A11)

com

w(®) =l ~ i @) + o1 — ) v (UL 40 (£)).

- ~ T .0 _ (A T
Avaliando as expressoes (3.A10) e (3.A1l) em ép = (1,1,...,1)" e @ = (0 ,¢)' podemos
.~ T DU
definir Ag = —¢X'TF e Ay = od — 4, em que F e d estdao definidos na Secao 3.4.4.

Assim, a matriz A fica expressa na forma apresentada em (3.23).
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Capitulo 4

Modelo de regressao beta com dispersao variavel

4.1. Introducgao

O modelo de regressao beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) assume que o
parametro de precisao é uma constante na funcao de variancia. Isto implica dizer que a
dispersao (inverso da precisao) é constante para todas as observagdes. No entanto, as per-
das de eficiéncia em usar modelos com dispersao constante, quando na verdade a dispersao
é variavel, pode ser substancial. De fato, a estimacao eficiente dos parametros em uma
regressao depende da modelagem correta da dispersao. Muitos autores tém considerado a
modelagem da dispersao para dados normais. No contexto de modelos lineares generalizados,
Smyth e Verbyla (1999) definem os modelos lineares generalizados duplos que permitem que
a média e a variancia sejam modeladas simultaneamente.

Neste contexto, apresentamos um modelo de regressao beta em que o parametro de dis-
persao varia com as observacoes, havendo assim uma estrutura heteroscedastica. Note-se que
mesmo que ¢ seja constante ao longo das observagoes, as variancias de yi, ..., Yy, Nao serao
constantes, pois dependerao das médias desconhecidas, estas variando de acordo com uma
estrutura de regressao. Assim, o conceito de heteroscedasticidade no presente contexto difere
daquele empregado em modelos lineares normais de regressao, em que, sob homoscedasti-
cidade as variancias condicionais sdo constantes. De fato, segundo Houaiss (2001), homos-
cedasticidade é a propriedade de apresentar a mesma variancia ou dispersao. Em modelos
normais, a medida de dispersao tipicamente utilizada é a variancia, logo as duas medidas
nao se confundem. No entanto, nos modelos da familia exponencial, homoscedasticidade
significa que o parametro de dispersao é o mesmo para todas as observacoes.

Ressaltamos que alguns autores ja apresentaram modelos de regressao baseados na dis-
tribuicao beta em que a média e a dispersao sdo modeladas simultaneamente. Paolino (2001)
e Smithson e Verkuilen (2006) utilizam méxima verossimilhanga para estimar os parametros
dos modelos da média e da dispersd@o. Smithson e Verkuilen (2006) apresentam, adicional-
mente, testes de hipdteses tanto para o modelo da média quanto para o modelo da precisao.
Cuervo e Gamerman (2004) propoem um método bayesiano para estimar parametros de
distribuicoes que pertencem a familias exponenciais biparamétricas e, naquele contexto, os

autores modelam a média e dispersao da distribuicao beta. Neste capitulo apresentamos
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uma extensao do modelo proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) para situagdes em que
o parametro de precisao ¢ nao é constante ao longo das observacoes. A precisao serda mode-
lada em termos de covariaveis e de parametros desconhecidos da mesma forma que a média
condicional. A estimacao conjunta de todos os parametros do modelo sera realizada uti-
lizando méaxima verossimilhanca. Apresentaremos, ainda, expressoes para a funcao escore,
para a matriz de informacao de Fisher e para sua inversa. Adicionalmente, serao apresenta-
dos testes para a hipotese nula de homocedasticidade.

Apesar deste tema nao ser inédito, apresentaremos aqui alguns aspectos ainda nao ex-
plorados na literatura. Considerando como critério de avaliagao as taxas de coberturas
empiricas de intervalos de confianca para a média da resposta, avaliamos através de estudos
de simulagao, ao mesmo tempo, as propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca
do modelo beta com dispersao variavel e as consequiéncias de estimar o modelo supondo dis-
persao constante quando de fato ela é variavel. Avaliamos ainda o desempenho quanto
ao tamanho e quanto ao poder dos testes assintoticos da razao de verossimilhancas, escore
e Wald para testar a hipdtese de dispersao constante. Finalmente, sugerimos técnicas de

diagnosticos no sentido de identificar a dispersao variavel dos dados.
4.2. Definicao e estimagao do modelo

Nesta segao apresentamos uma extensao do modelo de regressao beta (Ferrari e Cribari—
Neto, 2004) em que o parametro de precisao varia ao longo das observagoes. Mais precisa-
mente, em adicao a modelagem da média da variavel resposta, definimos uma estrutura de
regressao para o parametro de precisao.

A partir de agora assumimos que ¥, ..., ¥y, sao varidveis aleatorias independentes, em
que cada y;, t = 1,...,n, segue a densidade em (1.1) com média p; definida em (1.2) e

precisao ¢¢; admitimos ainda que

q

W) =Dz =, (4.1)
j=1
em que v = (71,...,7)" é um vetor de parametros desconhecido (y € IRY), z41,..., 2

sao observagoes de ¢ covariaveis (¢ < n), assumidas fixas e conhecidas e h(:) é uma funcao
estritamente mondtona e duas vezes diferenciavel.

O logaritmo da funcao de verossimilhanca é

0B,y =D Uil r).
=1
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co1m

Ci(pt, dt) = log T'(dr) — log T'(pegr) —log I'((1 — pe)de) + (pegr — 1) log yy

(4.2)
+{(1 = pt)pr — 1} log(1 — ).
Logo, para i =1,...,k, a funcao escore para (3; é dada por
00(B,7) = Ui, 1) dp Oy
B ; Ope  dny OB’ (4.3)
com dpyg/dne = 1/g'(111) e
ol
) — g tog 2 {olyutn) — 0((1 - )6} (1.4
Kt
Definimos
pg = Y (pge) — (1 — pe) ) (4.5)
e, conseqilentemente,
ol( 1
aﬁﬂj Z b (yr — gl(/it)xti’ (4.6)

em que y; é o logito de y;, dado em (1.5). Podemos escrever o vetor Ug(f3,7), funcao escore

de = (f1,... ,ﬁk)T, através da seguinte expressao matricial:

em que

¢ = diag{o1,...,0n} (4.7)

et = (uf, .o’
No contexto em que ¢ varia ao longo das observagoes, a densidade beta (1.1) escrita na

forma da familia exponencial biparamétrica canonica é dada por
f s e, o) = exp{n1 T + T2 — A(T) }(1/y:(1 — y)),
em que 7 = (71,72) = (pudr, o), (T1,T2) = (log{ye/(1 — i)}, log(1 — yr)) e
A(7) = —log I'(¢r) + log I'(1ir¢e) + log I'((1 — put) 1)
Assim, segue que

E(T1) = E(y;) = 0A(7)/01m1 = (e ) — (1 — pe)pe) = pug (4.8)

E(Ty) = E(log(1 — y¢)) = 0.A(7) /09 = —1p(¢) + (1 — 1) di)- (4.9)
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Note que (4.8) é equivalente a E(0¢;(ut, ¢)/Opt) = 0, ou ainda, E(Ug(5,7)) = 0.
Consideremos agora as derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca em relagao

aos parametros que modelam a precisao, v;, j = 1,...,q. Temos que

oL(3, ’Y) =~ Uy, Bt doy 90,
dvj Opy  dv; 0,

(4.10)
t=1

sendo que d¢y/ddy = 1/h/(¢¢). Também,

oty (Mt; ¢t)
olon

=ju [log - P () — V(1 — pa)én)) |+

log(1 —yi) = (1 — pe) @) + ¥ (r)-
Utilizando as defini¢oes de y; em (1.5) e de pf em (4.5) chegamos a

Oy (e, o)
olon

Assim, a funcao escore para cada um dos parametros «; ¢ dada por

(4.11)

= pe(y; — pp) +1og(1 — i) — V(1 — pe)de) + ().

ae{(fy,jv) _ ;[ut(yf — i) +log(1 — ) — V(1 — ) de) + ¢(¢t>]@%

que pode ser expressa como

E a Z i
ayj th’ K
em que

= pe(yy — ) +1og(L —yp) — V(1 — pe)de) + (). (4.12)

A funcao escore para v = (71, ... ,vq)T pode ser expressa em forma matricial como

U’Y(ﬁ7 7) = ZTHG?

em que Z ¢ uma matriz n X ¢ cuja t-ésima linha é th,

H = diag{1/h'(¢1), ..., 1/h (én)} (4.13)

ea=(a,...,ay)". Note que (4.9) é equivalente a E(a) = 0, ou ainda, E(U,(3,7)) =0
Com o objetivo de construir a matriz de informacao de Fisher conjunta dos vetores 3 e
passaremos aos calculos das segundas derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca.

A partir de (4.3) temos que para i,p=1,...,k
(B, 0%(B, ) Z (f%t tts Ht) %) dp Ong
Opu

9698, Ope  dne ) dne 98;"
_Z (3 Celpie, @) dpu +(%t(ﬂt,¢t) 0 %) dpe ity
ou? dny Ope  Opedne ) A
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Uma vez que E(90;(pr, ¢1)/Ow) = 0,
B\ = (P, o) (e
E(Taan) = 2r (™) () o

Uy (e, dr)

De (4.4) segue que

= =GP {0 (ede) + ' (1 = p)en)},

Of
definindo
= ¢t {I//(Mtgbt) + ¢/<< — Mt th } {g )}27 (414)
temos que
0%0(5,7) -
E (W) = — t_zl ¢tWt$ti$tp, (415)

A expressao em (4.15) pode ser escrita em notagao matricial como

626(67 7) . T
E (W) — _XTowXx,

em que W = diag{wy, ..., wy,}.
Adicionalmente, segue de (4.6) que as segundas derivadas de £(/3,v) com respeito a f3; e

vj,parai=1,...,kej=1,...,q, sao dadas por

0%(8,7) _ N ( a1 )d@aﬁt
930, _Za¢t @ilyi )g’(u)x” Ay 0y,

Como
oy ((bt( )g’(lut)xti) = {( —pp) = & [ (pe) e — (1 = pe)de) (1 — )] }
1
- gl(Mt)xti’
chegamos a
aagzgyj tzl {(i O [0 () e — ' (1 — i) ) (1 — )] }
1 1

o () W ()

Uma vez que E(y; — ) = 0 temos

W) _ - 1
E< 0:07; ) ;Ctgl(#t) (g
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que em notacao matricial pode ser escrito como

82€(ﬁ77) _ T
E <W> — _XTCTHZ,

em que C' = diag{cy,...,cp}, com

= ¢ [V (epr) e — ' (1 — pe) o) (1 — pae) ] -

(4.16)

Agora, de (4.10) podemos obter as segundas derivadas de ¢(3,y) com respeito a ; e y;, para

J,l=1,...,q, dadas por
0°U(B,7) _x~ 0 (agt(ﬂmﬁt)%)%%%
o = 09 ¢ AV ) Ay Oy

"N (0% (g, ¢p) A Ole(pe, ) O (dee ) deb
t_zl( 007 Ao, oo T@(d_w»dﬁ e

Mas E(0;(put, ¢t)/0¢t) = 0 e, portanto,
(B, Pl é0)\ (dor®
E E — ;.
( 9750 > Z ( a7 ) (dﬁt) e

Adicionalmente, a partir de (4.11) podemos obter

2
. (%ﬁg@)) = — [V (udn) g + &' (1= pe) ) (1= pe)® = ¢ ()] -

Assim,

92(( - /
E ( 87]%; ) ; () + ' (1= ) o) (1 = ) = ¥/ (60)]

L T a5 AR
RTIEAN

que em notacao matricial passa a ser
2
E w =_-7"D*Z,
Oyoy T
em que D* = diag{d},...,d}}, com

d = [ (s + ¢/ (1= p)oe) (1 — ) — ' (00)] m

Portanto, a matriz de informacao de Fisher é dada por

(4.17)



em que K5y = XToWX, Kt =K*,' =X'CTHZ e K =Z'D*Z.

B By B
No caso em que ¢1 = ... = ¢, = ¢ (homoscedasticidade) tomamos h(¢;) = ¢ para
t = 1,...,n. Portanto, segue que h'(¢;) = 1, Z = (1,1,1,...,1)T e ® = ¢T,. Assim, as

expressoes em (4.14), (4.16) e (4.17) passam a ser, respectivamente,

wp = ¢ [P (ud) + ' (1 — p)¢)] ma

e = ¢ [ () — ' (1 — ) o) (1 — )]

di = [ ()i + ' (1= p) ) (1 = e)* — ' (9)] -

Adicionalmente, considerando as definicoes de T, ¢, d; e D apresentadas no Capitulo 1
chegamos a trés resultados. Primeiro, X' ®WX = ¢X ' WX. Segundo, CTHZ = Tk, e,
portanto, X' CTHZ = X' Tec. Terceiro, df = dy e Z' D*Z = >0, df = > 1, di = tr(D).
Assim, podemos verificar que a matriz de informagao de Fisher do modelo heteroscedéstico
se reduz, como esperado, a matriz de informacao de Fisher do caso homoscedastico, quando
P1=...=¢n=0.

Sob condigoes de regularidade, temos que para tamanhos de amostras grandes, a dis-

tribuicao aproximada conjunta de B\ e 7 é normal (k + ¢) multivariada, de forma que

() -l )

em que
e~ (K D),
com
kB8 = (XTCDWX . XTCTHZ(ZTD*Z)—lzTHTCTX>1,
K8 = (K9 = —K83XTeTHZ(Z D" 2)!
€

K} = (Z'D*2)! {Iq + (ZTHTC’TX)KfﬂXTCTHZ(ZTD*Z)_l} :

Aqui, Z,; é matriz identidade de ordem gq.

Devemos ressaltar que os estimadores de méaxima verossimilhaca de (§ e v sao obti-
dos através de métodos iterativos, tal como o algoritmo quasi-Newton. Os algoritmos de
otimizacao requerem a especificacao de um valor de 6 = (ﬁT, ’yT)T para inicializar o processo
iterativo. No modelo homoscedastico, em que § = (3", ¢)", Ferrari e Cribari-Neto (2004)
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sugerem utilizar como valor inicial de 3 no processo iterativo a estimativa de minimos quadra-
dos ordinarios desse vetor obtida de uma regressao linear em que a variavel resposta é trans-
formada através da fungao de ligacdo g(+). Desta forma, as observagoes da varidvel resposta
transformada sao dadas por @ = (g(y1),...,9(yn))" e o estimador de minimos quadrados
ordindrios é (X ' X)~'X Tw. Adicionalmente, uma vez que var(y;) = (1 — 1)/ (14 ¢), isto

é, ¢ = (1 — py)/var(ys) — 1, o valor inicial para ¢ sugerido pelos autores é

em que ji; é obtido aplicando-se g~ !(+) ao t-ésimo valor ajustado da regressao linear de g(y1),

.y g(yn) em X ie.,

1 ~ 2

e/[(n — k){g'(f1)}]- (4.19)
Aqui, ¢ = w — X(XTX)"'X Tw é o vetor de residuos de minimos quadrados ordinarios de
uma regressao linear com a variavel resposta transformada. Note que a expressdao em (4.19)

esta baseada no fato de que

var(g(ye)) ~ var{g(u) + (ye — )9’ (1)} = var(y){g' (1) }*,

ou seja, var(yy) ~ var{g(ye) Hg'(ue)} .
No modelo beta heteroscedéstico a estimativa inicial para  pode ser a mesma. No que

se refere a ¢1, ..., ¢p, sugerimos os seguintes valores iniciais:

Dado que h(¢:) = 23:1 21574, a estimativa inicial de v pode ser (ZT2)'Z"Tk, em que
k= (h(¢1),...,h(én)".

4.3. Estimacgao intervalar

Através de simulagoes de Monte Carlo avaliamos em amostras de tamanho finito o desem-
penho dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de regressao
beta, considerando que a média e a dispersao sao modeladas simultaneamente. Todo o pro-
cedimento de cédlculo foi programado na linguagem de programacgao matricial 0x (Doornik,
2001). O numero de réplicas de Monte Carlo foi R = 5000.

Decidimos avaliar o comportamento dos estimadores de méaxima verossimilhanca quanto

a estimacao intervalar da média da resposta. Geramos dados com dispersao variavel ao
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longo das observagoes e consideramos dois contextos de estimagao. Primeiro estimamos
o modelo supondo dispersao constante; chamamos este processo de estimacao incorreta.
Em seguida, estimamos o modelo supondo dispersao variavel; chamamos este processo de
estimacao correta. O objetivo é ao mesmo tempo avaliar a qualidade da estimacao intervalar
para a média da resposta no modelo beta com dispersao variavel e quais as conseqiiéncias
do processo incorreto de estimagcao.

Com base em (4.18) e utilizando o método delta podemos construir intervalos de con-
fianca para a média da variavel resposta. Por exemplo, o intervalo de confianca assintotico

de tamanho 95% para a resposta média dado um vetor de covaridveis x, é dado por
<gl (71— 196 ep.(@)), 97" (7+1.96 e.p.(a)>),

em que 7j = 21 3 6 o valor do erro padrao e.p.()) = 1/ (zTKP8z). Se o processo de estimacao
supde um modelo de regressao beta com dispersdo constante K% = KP8 = KPB (5), sendo
KP3(8) a inversa da matriz de informacdo de Fisher de 3 definida em (1.14) avaliada em
0. Se o processo de estimacao se baseia no modelo de regressao beta com dispersao variavel
temos que K% = KJ° (5), sendo K° (@\) a inversa da matriz de informacao de Fisher de
definida em (4.18) avaliada em 6.

Consideraremos
logpt/(1 = p)] = B1 + Pawe (4.20)
e
log () =71 + 722t (4.21)
t = 1,...,n. Para esta investigacao usamos z; = x; € x1....,T, sao obtidos como uma

amostra aleatéria da distribuicdo U(0,1). Definimos uma medida para o grau de hetero-

geneidade da dispersao dos dados como

A = max (¢¢)/ min (¢y), (4.22)
t =1,...,n. Assim, A = 1 indica que a dispersao é constante ao longo das obervagoes.
Consideramos dois cenarios diferentes. No primeiro cenério utilizamos 51 = 4.1 e o = —0.8,

o que conduz a valores da média da varidvel resposta préximos de um, i.e., u € (0.96,0.98).
No segundo cenério, os verdadeiros valores dos parametros sao ;1 = —2.5 e o = —1.2,
que conduzem a p € (0.024,0.075), valores da média préximos de zero. Nos dois cendrios
admitimos 1 = 5.0 e variamos o valor de 2 para obter diferentes valores de A. Desta forma,
fixamos v = —2.5, 9 = —3.5, 72 = —4.5 e 72 = —4.9 0 que conduz a valores A ~ 10, A =~ 27,

AR 66 e A = 109, respectivamente. Consideramos n = 20,40 e 60, sendo que sao geradas
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20 observagoes da variavel xy, que sao replicadas duas e trés vezes, respectivamente, a fim
de se obter os tamanhos amostrais n = 40,60. Este procedimento de replicagao de valores
das covariaveis assegura que o grau de heterogeneidade da dispersao dos dados mantém-se
constante a medida que o tamanho da amostra cresce.

Para a analise de resultados de estimacao intervalar calculamos a taxa de cobertura
empirica de intervalos com nivel de confianca nominal de 95% para a média da resposta, ou
seja, intervalos de confianca assintéticos baseados no quantil 97.5% da distribuicao normal
padrao. Construimos gréficos considerando as diferengas (discrepancias) entre o nivel nomi-
nal e as taxas de cobertura estimadas, segundo a estimagao correta e incorreta. A qualidade
da estimacao pode ser medida pela proximidade das discrepancias do zero.

Na Figura 4.1 estao as discrepancias entre as taxas de cobertura nominal e empirica,
considerando a estimagao correta e incorreta, no cenario em que a média da resposta esta
préoxima de um. A Figura 4.2 considera o cenario em que a média da resposta esta proxima
de zero. As duas figuras apresentam a mesma organizacao; em cada linha é considerado um
valor de A, grau de heterogeneidade da dispersao dos dados, e em cada coluna em valor de
n.

A andlise das Figuras 4.1 e 4.2 revela que quando o modelo é estimado corretamente,
ou seja, considerando que os dados apresentam uma dispersao que varia ao longo das ob-
servagoes, as taxas de cobertura empirica e nominal sao muito proximas e assim as dis-
crepancias ficam préximas de zero, em especial quando o tamanho da amostra aumenta.
No entanto, quando o modelo é estimado supondo dispersao constante quando de fato a
dispersao ¢ variavel, as diferencas entre as taxas de cobertura nominal e empirica sao con-
sideraveis, em especial quando o valor de A aumenta. Adicionalmente, fixando o valor de
A nota-se que a medida que o tamanho da amostra cresce as discrepancias aumentam, e se
afastam de zero. Para um grau de heterogeneidade \ ~ 66 as discrepancias sao proximas de
—80% e quando A\ =~ 109 este valor é préximo do méximo possivel —95%.

A partir destas impressoes podemos concluir que os estimadores de maxima veros-
similhanca para o modelo de regressao beta com dispersao variavel apresentam um bom
desempenho quanto a estimacao intervalar da média da resposta e que estimar o modelo
supondo dispersao constante quando de fato a dispersao é variavel interfere drasticamente
na precisao dos intervalos de confianca para a média. Este argumento justifica a modelagem

da dispersao sempre que houver algum indicio de dispersao nao constante.
4.4. Testes de heteroscedasticidade

Uma vez que estamos considerando a possibilidade de um modelo de regressao beta em que a

precisao depende de covariaveis e de parametros desconhecidos, parece razoavel desenvolver
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testes para verificar quando a hipdtese de dispersao constante é violada. Os testes que
apresentamos se baseiam na consisténcia e normalidade assintotica do estimador de méaxima

verossimilhanca.
4.4.1. Testes da razao de verossimilhancas, escore e Wald

Considere a hipdtese nula de homoscedasticidade, Hy : ¢1 = ... = ¢, = ¢. Testar esta
hipétese equivale a testar

Ho :7v(g-1) =0, (4.23)
)T

em que”y( 1) = (725---,7)", no modelo definido em (4.1) com z;; =1 parat=1,...,n.

Neste contexto a estatistica da razao de verossimilhancas (RV) é
wi=2{¢B.A) - (B},

em que {(f3,7) é o logaritmo da fungao de verossimilhanca e (BTﬁT)T ¢ o estimador de
maxima verossimilhanca restrito de (6T, ’yT)T, obtido pela imposicao da hipdétese nula.

Considere agora U,_1), um vetor coluna ¢ — 1 dimensional contendo os ¢ — 1 elementos
finais da funcdo escore de v e KZ&_l)(q_l) a matriz (¢ — 1) x (¢ — 1) formada das ¢ — 1
tltimas linhas e as ¢ — 1 dltimas colunas da matriz K*~1. Entéo, a estatistica escore para
testar a hipétese em (4.23) pode ser escrita como

- _ _
w2 = U(q—l)vKW U

(g—1)(g—1))~ (¢=1)v’

em que o til indica que as quantidades sao avaliadas no estimador de maxima verossimilhanca
restrito.

A estatistica de Wald para testar a hipdtese em (4.23) é dada por

T = -1
W3 = Y(g-1) (KZ(’;A)(qA)) V(g-1)

~ —1 -1
’}/’y ] ’y’y . . s’ .

em que (K*(qq)(qq)) ¢é igual < K*(qq)(qq)) avaliado no estimador de maxima veros-
similhanca irrestrito e ﬁ\(q_l) ¢ o estimador de méxima verossimilhanca dey,_1).

Sob condigoes usuais de regularidade e sob Hg, w1, wa, w3 convergem em distribuigao para

X%q—l)' Assim, os testes acima podem ser realizados usando valores criticos aproximados

obtidos de quantis da distribuicao X%q—l)'
4.4.2. Resultados numéricos
Para avaliar o desempenho dos testes assintéticos foram calculadas as taxas de rejeicao sob

a hipétese nula e o poder dos testes. Consideramos o modelo de regressao beta descrito em
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(4.20) e (4.21), com z = ¢, sendo que, em adigdo aos cendrios em que a média da resposta
estd proxima de zero ou préxima de um, estamos considerando dois novos cenarios. Consid-
eramos duas outras distribuigoes de probabilidade para gerar os valores da covariavel z, a
saber: a distribuigao lognormal e uma distribuicao assimétrica, a Weibull com parametros
de escala e forma iguais a 1.0 e 0.5, respectivamente. Os valores da covariavel x obtidos
aleatoriamente da distribuicao lognormal objetivam avaliar o impacto da existéncia de pon-
tos de alavanca no comportamento dos testes assintéticos. Para a distribuicao lognormal
os verdadeiros valores dos parametros sao 1 = 2.0 e f3 = —0.6 e aqui u € (0.002,0.87).
Para a distribuigao Weibull tomamos §; = —0.8 e 3 = —1.2 obtendo p € (0.007,0.43).
Consideramos, ainda, n = 20,40 e 60 e os seguintes niveis nominais: o = 0.10,0.05,0.01.

Calculamos as taxas de rejei¢do sob a hipétese nula (y2 = 0.0), variando o valor de ¢.
Uma vez que, neste caso, ¢ = exp(71), tomamos 7 = 2.5, 11 = 3.0, 1 = 4.0 e 77 = 5.0,
o que conduz a ¢ ~ 12, ¢ =~ 20, ¢ ~ 55 e ¢ ~ 148, respectivamente. Os resultados desta
investigacao encontram-se nas Tabelas 4.1-4.4. Em seguida, calculamos o poder dos testes
(72 # 0.0). As simulagoes de poder foram realizadas utilizando valores criticos empiricos
(exatos) obtidos das simulagoes de tamanho, a fim de for¢ar todos os testes a possuirem o
mesmo tamanho. Neste caso, ¢ = exp(71 + y2x¢). Fixamos 71 = 5.0 e calculamos o poder
variando os valores de 3. Desta forma obtemos diferentes valores para A. Consideramos
Yo = —2.5, 72 = —3.5, 72 = —4.5 e 72 = —4.9 0 que conduz a valores A = 10, A = 27, A = 66
e A =~ 109, respectivamente. Para as simulagoes de poder consideramos apenas os cenarios
em que a média da resposta esta concentrada em um dos extremos do intervalo unitario. Os
resultados desta investigacao encontram-se nas Tabelas 4.5 e 4.6.

A analise das Tabelas 4.1-4.4 mostra que, em geral, a medida que o nimero de ob-
servacoes cresce as distorcoes de tamanho dos testes sao reduzidas, em especial no que se
refere ao teste de Wald. De fato, o teste de Wald é consideravelmente liberal quando com-
parado aos outros dois testes. No cendrio em que p € (0.96,0.98) os testes da razao de
verossimilhanacas e escore apresentam desempenhos semelhantes, sendo que o teste RV é
tipicamente liberal enquanto que o teste escore é tipicamente conservador. No cenario em
que u € (0.03,0.08) o teste escore continua rejeitando a hipdtese nula, quando esta é ver-
dadeira, com freqiiéncia menor que o nivel nominal, mas apresenta um desempenho levemente
superior ao teste RV. Apesar do comportamento tipicamente conservador, o teste escore é o
teste que apresenta taxas de rejeicao mais proximas do tamanho assintotico desejado quando
o tamanho amostral é reduzido (n = 20). Nos cenérios das Tabelas 4.1 e 4.2 nao existem
indicios de que o valor de ¢ interfira no desempenhos dos testes.

Com relacao a Tabela 4.3, que representa o cendrio em que as covariaveis seguem dis-

tribuicao lognormal, é interessante notar que os desempenhos dos testes, em geral, sao infe-
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riores aos dos dois cenérios anteriores. O teste de Wald apresenta taxas de rejeicao conside-
ravelmente mais distantes dos niveis nominais. Por exemplo, para n = 20, ¢ = 12 e a
um nivel nominal de 10% a taxa de rejeicao empirica deste teste é de 22%. Em algumas
situagoes, também o teste escore e RV apresentam distor¢oes de tamanho mais expressivas.
O teste escore parece ser o mais prejudicado neste cendrio, uma vez que a tendéncia de
ser conservador é acentuada mesmo quando o tamanho amostral aumenta. Para n = 60 e
quando o nivel nominal é 10% e ¢ = 148 a taxa de rejeicao empirica associada a esse teste
é igual a 6.59%. O que ocorre é que a covariavel gerada a partir da distribui¢ao lognormal
apresenta observagoes fortemente de alavanca. Por exemplo, no cendrio em que n = 60 e
¢ = 148, trés observagoes apresentam valor da covariavel igual a 14.021 enquanto que para
as demais observagoes z; € (0.17,3.69). Os valores de y associados aos valores extremos de «
sao préximos de 0.0016 enquanto que para as demais observagoes y; € (0.45,0.87). De fato,
essas observacoes de alavanca apresentam valor de medida de influéncia local total 100 vezes
maior que as medidas das demais observacoes. Ao que parece os testes sao sensiveis a pontos
influentes. No que diz respeito aos resultados dos testes associados ao ‘modelo Weibull’” as
distorcoes de tamanho sao fortemente acentuadas. Os teste RV e Wald sao consideravel-
mente liberais e o escore consideravelmente conservador. De uma forma geral, no cenério
em que a covariavel segue uma distribuicao fortemente assimétrica, o teste escore mostra-se
mais confiavel, em especial quando o tamanho da amostra é reduzido.

Quanto ao poder dos testes, Tabelas 4.5-4.6, o teste escore apresenta valores inferiores
porém proximos aos do teste da razao de verossimilhangas, especialmente com o aumento
do niimero de observagoes. Assim, ha fortes indicios de que o teste escore é o mais confiavel
entre os trés testes investigados, uma vez que este apresenta resultados satisfatérios tanto
em relacao ao poder quanto no que diz respeito aos tamanhos. Adicionalmente, uma vez
que exige somente o ajuste do modelo homoscedastico, o teste escore é uma opg¢ao muito

atraente.
4.5. Exemplos simulados

Objetivando investigar graficos de diagnéstico adequados para detectar dispersao variavel,
simulamos dois exemplos de uma amostra em que os dados sao gerados com dispersao variavel

e o0 ajuste do modelo é realizado supondo dispersao constante. Nos dois casos, consideramos

log[pe/(1 — )] = 1 + Poxr e log(or) =y + 722, t=1,...,40.

No Exemplo 1 admitimos que 2z = x¢, t = 1,...,40, i.e, cada observacao apresenta
uma precisao diferente. Os valores da covariavel x; sao realizacoes independentes de uma

variavel aleatéria distribuida uniformemente no intervalo (0,1), 51 = 0.8,02 = —2.5, 7 =
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4.5 e 9 = —4.1. Neste cendrio, p € (0.16,0.69), max;¢; ~ 88, mingp; ~ 2 e A ~ 58.
Considerando os conjuntos de dados simulados, inicialmente ajustaremos um modelo de
regressao beta considerando corretamente o modelo para a média da resposta, mas admitindo
dispersao constante ao longo das observagoes. Na Tabela 4.7 apresentamos as estimativas dos
coeficientes e p—valores para esse modelo. Em seguida utilizaremos as medidas de diagnostico
apresentadas nos capitulos anteriores para avaliar a qualidade do ajuste. Finalmente, se exis-
tirem indicios da necessidade da modelagem da dispersao, ajustaremos aos dados um modelo
de regressao beta modelando a média e a dispersao simultaneamente.

Na Figura 4.3 apresentamos graficos de diagndstico para o modelo de regressao beta com
dispersao constante referentes ao primeiro exemplo. Nessa figura, considerando o residuo
ponderado padronizado 2, construimos os graficos de residuos contra os indices das ob-
servagoes (a), contra os valores preditos (b), contra os valores da covaridvel (c) e o grafico
normal de probabilidades com envelopes simulados (d). Em seguida, considerando a medida
de influéncia local I,4,, obtida a partir do esquema de ponderacao de casos, construimos
os graficos de I,q, ¢ contra os indices das observagoes (e), contra os valores preditos (f) e
contra os valores da covariavel (g). Finalmente, consideramos o gréfico da distancia de Cook

contra os indices das observagoes (h).

Tabela 4.7. Resultados inferenciais do Exemplo 1. Modelo supondo dispersao constante

Parametros Estimativas p—valor
51 1.1515 0.00000
B2 -3.6199 0.00000
10) 9.3361

A partir da Tabela 4.7 notamos que a estimativa de 32 esta consideravelmente distante do
valor verdadeiro B2 = —2.5 e que a estimativa de ¢ é muito pequena. Analisando os graficos
na Figura 4.3 notamos que os gréaficos dos residuos contra os valores preditos revelam uma
leve tendéncia decrescente, ou seja, a medida que os valores preditos aumentam a dispersao
dos residuos diminui (Figura 4.3b). Ja o gréafico dos residuos contra os valores da covariavel
apresenta a tendéncia oposta; a medida que o valor da covaridvel aumenta a dispersao
dos residuos também cresce (Figura 4.3c). Essas duas tendéncias sdo mais evidentes nos
correspondentes graficos dos valores de 1,4, ¢ contra os valores preditos e contra os valores
das covariaveis, Figura 4.3f e Figura 4.3g, respectivamente.

No processo gerador dos dados o coeficiente que define a heterogeneidade da precisao (72)

é negativo e a covaridvel z; assume apenas valores positivos. Assim, a medida que os valores
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da covariavel aumentam os valores da precisao diminuem, ou seja, aumenta a dispersao dos
dados. Adicionalmente, uma vez que [ é negativo, temos que também quando os valores
da covaridvel aumentam os valores da resposta diminuem. Assim, se estabelece uma relacao
positiva entre os valores da resposta e a precisao dos dados, ou, por outro lado, uma relacao
negativa entre a resposta e a dispersao. Esta ultima relagao pode ser percebida através do
grafico dos residuos contra os valores preditos e mais nitidamente através do grafico dos
valores de I, ¢ contra os valores preditos.

Logo, as tendéncias evidenciadas sao coerentes e apontam para a natureza dos dados, que
¢ ter dispersao variavel ao longo das observagoes e esta dispersao podendo estar relacionada
com a covariavel x;. Temos também o grafico normal de probabilidades com envelopes
simulados, que mostra a falta de qualidade do ajuste do modelo supondo dispersao constante
(Figura 4.3d). Nota-se ainda nos graficos dos residuos (Figura 4.3a) e de 4,0 (Figura
4.3e) contra os indices das observagoes que a segunda metade dos dados parece estar menos
dispersa que a primeira. Investigando os dados constatamos que a segunda metade dos
dados, em geral, apresenta menores valores da covariavel. As excecoes sao os casos 30, 37 e
39. Quanto as observagoes influentes, destacam-se, considerando todos os graficos inclusive
a distancia de Cook, os casos 3 e 8. Os dois casos apresentam a mesma caracteristica: o
valor da resposta muito pequeno, 0.001 e 0.002, respectivamente. A proxima observacao em
ordem crescente do valor da resposta é o caso 15 em que y15 = 0.01.

Com base nos indicios apresentados nos graficos de diagnésticos, consideramos ajustar
aos dados simulados um modelo de regressao beta em que a média e a dispersao sao mode-
ladas simultaneamente. Consideramos x; a covariavel utilizada nos dois modelos, a ligacao
logito para a média e a funcao logaritmo para a dispersao (Tabela 4.8). Realizamos os testes
da razao de verossimilancas, escore e Wald para testar a hipétese Hy 1y, = 0 e obtemos nos

tres casos p—valores menores que 0.00000.

Tabela 4.8. Resultados inferenciais do Exemplo 1. Modelo supondo dispersao variavel.

Parametros 061 B2 ol Y2 A
Estimativas 0.983 -2.977 4.896 -4.398 78.2
p—valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

A Tabela 4.8 revela que as estimativas dos coeficientes dos modelos da média e da
dispersao estao proximos dos valores verdadeiros. No entanto, nota-se que A é considera-
velmente superestimado. Para finalizar este exemplo seria necessério realizar uma analise de

diagnostico do modelo ajustado apresentado na Tabela 4.8.
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No Exemplo 2 definimos z; = 0, parat = 1,...,20 e 2, = 1, para t = 21,...,40,
ou seja, estamos trabalhando dois sub—conjuntos de dados, cada um com uma precisao
prépria e estimaremos o modelo supondo dispersao constante. Consideramos z; ~ U(0, 1),
01 =0.8,02 = —2.5 e y1 = 5.7. Variamos os valores de 5 no sentido de obter diferentes val-
ores de A\. Admitimos v = —2.3, 79 = —3.3, 79 = —4.2 e 79 = —4.7 0 que conduz a valores
A 10, A = 27, A = 66 e A =~ 109, respectivamente. Pretendemos comparar o comporta-
mento de alguns graficos de diagnosticos a medida que o valor de A aumenta. Construimos
graficos de residuos contra os indices das observacoes, graficos normais de probabilidades
com envelopes simulados e graficos de 4,9 contra os indices das observacoes. Na Figura
4.4 a—c consideramos esses graficos para A ~ 10, na Figura 4.4 d—f para A &~ 27, na Figura
4.4 g-i para A = 66 e na Figura 4.4 j—k para A =~ 109.

Nota-se a partir da Figura 4.4 que, a medida que o grau de heterogeneidade da dis-
persao aumenta, o grafico normal de probabilidades com envelopes simulados evidencia mais
nitidamente a falta de qualidade do ajuste supondo dispersao constante. Adicionalmente,
também fica mais evidente a partir dos graficos dos residuos e de I,,,4, contra os indices das

observacoes, a diferenca entre as dispersoes e da primeira da segunda metade dos dados.

102



Residuo ponderado padronizado 2 Residuo ponderado padronizado 2

~Ff----f-----—-------- +----- + ] I +4--p - --------------1
+ F ++ + N ¥
- _—
R + + . + P +
+ +
o ooy AT e ° T 73 o E et R e -
+ 4+ + + + + + +
- + + - o+
T+ + [ + +
~ Lo t o _______ ~ o _______
) 8t ! +8
o _] [3¢]
' 3+ ! +3
T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
indice das observagdes Valores preditos
(a) (b)
Residuo ponderado padronizado 2 Residuo ponderado padronizado 2
N T -=-=-=-=-=-==-=-=-=-- _'-. 3 e i e
+
- - + . & +
++
o 4+ - -4+ B e e P
+ & 3'# + + + +
< + o+
[ + +
~ .. o
! 8+
o |
' 3+
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Covariavel Percentis normais
(c) (d)
Imax;e Imax;e
o+ 30+ 39 + 4 H+ao
N + N
°© + 37+ e + + +
+ + + + H
3 "*"*';**4"*##*;*’*’#‘**“**'**' ST----- Eh -";ﬁ;-i'*-t;ﬁ—--www"*- -+
N * N *
S + s +
15 + +15
flé - 8+ fT_,’ 13
3+ i
T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
indice das observagées Valores preditos
(e) (f)
Distancia de Cook
Imax;e
39+ T30, © [ 3F
N + +
o + + o |
) ++ e
4 - e +-‘¢ S s
°© " P < 8+
o
S ¥
15+ o 4 15 +
5 7] 30 +
Z,": i 8+ © + s+ + 39 +
+ +
3+ S 4T b b e e 4
T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 10 20 30 40
Cov(ari)ével indice das observagées
9

Figura 4.3. Gréficos de residuos, influéncia local e distancia de Cook. Exemplo 1. log[u:/
(1 — )] = B1+ Paxy e log(or) = v1+y2xe, x ~U(0,1), t = 1,...,40. O modelo é estimado
supondo que ¢ = ¢ para t =1,...,40.
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Figura 4.4. Gréficos de residuos e influéncia local. Exemplo 2. log[us/(1— )] = 81+ Boxy
elog(or) = v1 +y22e, ¢ ~U(0,1), t=1,...,40 e 2y = 0, parat = 1,...,20 e zx = 1, para
t=21,...,40. O modelo ¢ estimado supondo que ¢ = ¢ para t=1,...,n.
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Capitulo 5

Diagnéstico para o modelo de regressao beta com dispersao variavel

5.1. Introducao

No Capitulo 4 apresentamos o modelo de regressao beta com dispersao variavel. Adicional-
mente, apresentamos algumas técnicas no sentido de identificar a necessidade da modelagem
da dispersao. Uma vez ajustado um modelo em que a média e a dispersao sao modeladas
simultaneamente faz-se necessario avaliar a qualidade desse ajuste. Neste capitulo, apre-
sentamos algumas técnicas de diagnodstico para o modelo de regressao beta com dispersao
variavel. Inicialmente, avaliaremos o uso do residuo ponderado padronizado 2 adaptado
a situacao em que a dispersao é modelada. Utilizaremos esse residuo para a construcao
de gréaficos, em especial o grafico normal de probabilidades com envelopes simulados. Em
seguida desenvolveremos medidas de influéncia local. Ressaltamos que apresentaremos ape-
nas as expressoes de A considerando os diferentes esquemas de perturbacao, ver Secoes
5.3.1-5.3.3 ¢ £ para o modelo de regressao beta com dispersao varidvel, ver (5.2). No en-
tanto iremos considerar todas as medidas de influéncia discutidas no Capitulo 3, ou seja,

Inmaz:0> Imaz:8s Imazyys Cre, Cr.p € Cy. Apresentaremos ainda aplicagoes a dados reais.
5.3. Residuo ponderado padronizado 2

No Capitulo 2, apresentamos o residuo ponderado padronizado 2 (ver (2.8)) e constatamos
que este residuo apresenta desempenho superior aos demais residuos investigados, especial-
mente no sentido de identificar observacgoes efetivamente influentes para as estimativas das
médias. Nossa proposta para o modelo de regressao beta com dispersao variavel é considerar
uma adaptacao do residuo ponderado padronizado 2 para a situagao em que o parametro de
precisao é modelado. Desta forma, podemos definir o novo residuo ponderado padronizado
2 como .

IS S (5.1)

Vur(l = hy)

sendo que pf estd definida em (4.5), vy = ¥/ (er) + ' (1 — pe)de) e hjy é o t-ésimo elemento

da diagonal principal de H* que, neste caso, é dada por
H* = (W) 12X (XTow X) 71X (oW)1/2,
em que a matriz ¢ estd definida em (4.7).
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5.3. Influéncia local

Nesta secao, aplicaremos o método de influéncia local discutido no Capitulo 3 ao modelo de
regressao beta com dispersao variavel. Inicialmente, obteremos a expressao do inverso da
matriz de informagao observada e, em seguida, apresentaremos trés esquemas de perturbacao.

Considere o modelo definido em (4.1) e sejam s =k +qe @ = (87,~4")". Temos que

P8, = (ﬁﬂg ﬁj) | (52)
80

em quel gg = X' ®QX, (5, = ZZB = X'"FTHZ ¢ (., = Z"VZ, sendo que ® estd definido
em 4.7, Q = diag{q1,...,¢qn}, com

= ot/ o + 1 = o) + 0 - T L sy
F = diag{f1, ..., )} com
fe=c— (v —nr) (5.4)
¢V = diag{w, ..., v} com
vy = df + ap ) (5.5)

{0 (po) >
Temos que y;, p;, at, ¢; e dy estdo definidos em (1.5), (4.5), (4.12), (4.16) e (4.17), respec-
tivamente, e as matrizes T' e H estao definidas em (1.6) e (4.13), respectivamente. A partir
de (5.2) e usando a férmula do inverso de matriz particionada (Rao, 1973, p. 33) obtemos
e (B 1),
l 14
em que
i (XToQX - X FTHZ(Z'VZ) ' ZTHTF' X) o

E ..,-YB

— (" = i XTFTHZ(ZTVZ)”

(" =(Z"vz)! {Iq +(Z"HTF" X)i XTFTHZ(ZTVZ)—l} .

Aqui, Z, é matriz identidade de dimensao ¢ X g.

1S}

Ressaltamos que nas Secoes 5.3.1-5.3.3 as quantidades assinaladas com sao avali-
~T
adas em (3 ,?T)T. Informamos ainda que os detalhes da obtencao dos resultados apresenta-

dos nessas se¢oes podem ser encontrados no Apéndice 5.A.
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5.3.1. Ponderacao de casos

Considere o esquema de perturbacao

U5(B,7) =D Sele(ps, b),

t=1

com 0 < 9§ < 1. Para o método de influéncia local discutido no Capitulo 3 temos que
So=(1,1,...,1)T e Ay = 90,(6)/86, t = 1,...,n. Assim, da Secio 5.A.2.1 do Apéndice 5.A

segue que .
([ XTOTE
em que
& =diag{(y1 — 1), (yn — Hp)} (5.7)
e
A = diag{ay, ..., a,}, (5.8)

sendo que T e a; estao definidos em (1.6) e (4.12), respectivamente.
5.3.2. Perturbacao da variavel resposta

Consideremos o esquema aditivo de perturbacao da resposta em que

Yt () =yt + des(yr), (5.9)

com s(y;) = \/{ﬁt(l — )}/ (1 + gt)} Para este tipo de perturbacdo &y = (0,0,...,0)" e
da Secao 5.A.2.2 do Apéndice 5.A segue que

B ( XTOTMS, )

= - 5.10
Z'HBS, (5.10)

em que M estd definida em (3.17), S, = diag{s(y1),...,s(yn)} € B = diag{b1, ..., by} com
by definido em (3.18).

5.3.3. Perturbacao individual de covariaveis
Modificaremos a p—ésima coluna da matriz X, x,, p = 2,..., k, de forma que
l‘tp(5) = Ttp + 5tsxp. (511)

Neste caso em que o parametro de precisao e a média da variavel resposta sao modelados

simultaneamente, consideraremos trés cendarios para o esquema de perturbacao individual
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de uma covariavel. Primeiro, X # Z. Segundo, a matriz de regressores para o modelo da
média X e a matriz de regressores para o modelo da precisao Z sao iguais, i.e., X = Z.
Terceiro, X # Z, no entanto, para algum par (p, p’) zyy = T¢p ou 2y = G(24p), sendo G uma
funcao diferenciavel diferente da funcao identidade. Aqui nao consideraremos esquemas de

perturbacgao de covariaveis em que estejam envolvidas apenas na modelagem da dispersao.
5.3.3.1. A matriz Z totalmente diferente da matriz X
Neste caso, por exemplo, se p # 2 ou p # k,

ni(0) = B1 + Boxpo + ... + Bp(xep + 0¢52,) + - - + Brek (5.12)

e p(9) é tal que g(pe(9)) = ne(6). Uma vez que os regressores que determinam a média nao
interferem na precisio, ¢;(6) = ¢;. Para este tipo de perturbacio &y = (0,0,...,0)" e da
Secao 5.A.3.1 do Apéndice 5.A segue que
—50,[3,XT ®Q — POT
A:( szp By CTQMA 5]), (5.13)

em que P é uma matriz k x n de zeros exceto a p-ésima linha, que é composta por uns e os
componentes das matrizes diagonais @ e F estao definidos em (5.3) e (5.4), respectivamente
e &€ estd definida em (5.7).

5.3.3.2. A matriz 7 igual a matriz X
Neste caso, n:(d) pode ser exemplificado segundo (5.12) e
Ue(6) =m +veze2 + ..+ Wp(@tp + 6tSz,) + -+ VT, (5.14)

we(0) é tal que g(ue(8)) = n(0) e ¢(9) é tal que h(py(d)) = ¥4(0). Para este tipo de
perturbacio 8y = (0,0,...,0)" e da Secdo 5.A.3.2 do Apéndice 5.A, segue que

A (5.15)

_ ( —s5,{XT[B,®Q + FTH7,] - P&ﬁg})
—$2,{X"[§,V+ FTHB,) - PHA} )’
em que P é uma matriz k X n de zeros exceto a p-ésima linha que é composta por uns e

V = diag{V1,..., U}, com 14 definido em (5.5) e A esta definida em (5.8).
5.3.3.3. A p'—ésima coluna da matriz Z igual & p—ésima coluna da matriz X

Aqui estamos considerando a situagdo em que algumas covaridveis (ndo todas) que deter-
minam a média também estao envolvidas na modelagem da dispersao e pretendemos per-

turbar tais covaridveis. Ou seja, consideramos que zyy = Ty, para algum par (p,p’), com
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p=2,....,kep =2 ... q Neste caso m;(d) pode ser exemplificado segundo (5.12) e, por
exemplo, se p’ # 2 ou p’ # q,

Vi(0) = 1 +vez2 + ..+ Y (@ap + 6t52,) o A Ve2tg, (5.16)

we(0) é tal que g(pe(9)) = ne(0) e ¢e(d) é tal que h(pi(d)) = ¥4(0). Para este tipo de
perturbacio dg = (0,0,...,0)" e

s, (X[, 30 + FTHA,| — POT
A:< s, {X"[B,®Q + FTH7,] P@TS})’ (5.17)

—su,{ZTFyV + FTHB,) — PHA}
em que P é uma matriz ¢ x n de zeros exceto a p’-ésima linha, que é composta por uns.

5.3.3.4. A p/—ésima coluna da matriz Z é funcao da p—ésima coluna da matriz X

Aqui estamos considerando a situagao em que zyy = G(r4p), comp =2,... . ke ' =2,...,q,
em que G é uma funcgao continua e diferenciavel; se G é a funcao identidade, temos a situacao

tratada na Segao 5.3.3.3. Aqui 7¢(d) pode ser exemplificado segundo (5.12) e, por exemplo,
se p' #2oup' #q,

Ve(6) =71 + 1222 + .o+ VG (T + 0t52,) + -+ Va2tgs (5.18)

we(0) é tal que g(ue(8)) = m(0) e ¢e(9) é tal que h(pi(d)) = ¥4(0). Para este tipo de
perturbacdo §y = (0,0,...,0)" e

B T3 30 4 BPEGA ] — POT

A= ( s [0, ®Q + FTHGCY, |~ D eTe }) , (5.19)
—82,12" [VyGY + FTHp,| — PHAG}

em que P é uma matriz ¢ x n de zeros exceto a p’-ésima linha, que é composta por uns e

G = diag{G'(x1p), .- ., G (np)}, com G'(24p) = dG(wsp)/dxs.

5.4. Aplicagoes

No Capitulo 3 constatamos que, em trés dos cinco conjuntos de dados que analisamos
a modelagem da dispersao era uma possibilidade a se considerar. Neste sentido, ajusta-
mos o modelo de regressao beta com dispersao varidvel a esses trés conjuntos, a saber:
dados de gastos com alimentacao, dados de habilidade de leitura e dados de ansiedade e es-
tresse. Apresentaremos aqui os ajustes e analises de diagnostico referentes aos dois tltimos
conjuntos de dados, uma vez que esses dois exemplos foram apresentados em Smithson e
Verkuilen (2006) utilizando a modelagem da dispersao. Quanto aos dados de gastos com

alimentacao, ressaltamos que ao considerarmos o modelo em que a média e a dispersao
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sao modeladas simultaneamente, através das covariaveis nimero de pessoas no domicilio e
renda total, todas as covariaveis sao consideradas significativas tanto no modelo da média
quanto no modelo da dispersao. Esse resultado foi obtido com base nos testes assintoéticos
da razao de verossimilhancas, escore e Wald. Adicionalmente, notamos que a modelagem
da dispersao ameniza consideravelmente a influéncia dos casos 5, 11 e 20. Assim, apesar de
nao apresentarmos aqui os resultados citados acima, acreditamos que o modelo de regressao
beta em que a média e a dispersao sao modeladas simultaneamente, através das covariaveis
niumero de pessoas no domicilio e renda total, é o mais indicado para os dados de gastos com

alimentacao.
5.4.1. Aplicacao I: dados de habilidade de leitura

Esta aplicacao refere-se aos dados sobre habilidade em leitura analisados nas Secoes 2.7.3 e
3.6.2. Nessas secoes, verificamos que tanto a anélise de residuos quanto a anélise de influéncia
para o modelo de regressao beta ajustado a esses dados apontavam para a necessidade da
modelagem da dispersao. Temos como variavel resposta o escore transformado em um teste
de habilidade de leitura aplicado a um grupo de 44 criangas e como covariaveis uma variavel
indicadora de auséncia ou presenca de dislexia (—1: auséncia e 1: presenga) (x2), o escore
padronizado de QI nao—verbal (x3), chamadas de dislexia e QI, respectivamente, e a interagao
(produto) entre as duas covaridveis (z4). Os resultados inferenciais do modelo beta logito
ajustado a esses dados, apresentados na Tabela 2.2, evidenciam que apenas a covariavel
dislexia é considerada significativa para a explicacao da média.

Seguindo sugestao de Smithson e Verkuilen (2006), e a partir da anélise de diagndstico
realizada nos Capitulos 2 e 3 decidimos ajustar um modelo de regressao beta em que a média
e a dispersao sao modeladas simultaneamente através das mesmas covariaveis: dislexia, QI
e a interacdo (Tabela 5.1). Nota-se que a interacdo nao é significativa para o modelo da
dispersao. Mesmo assim realizamos uma breve analise de diagndstico para esse modelo e
apresentamos aqui apenas o grafico de I,,,4, contra os indices das observagoes, considerando
o esquema da ponderacao de casos, o qual evidencia que a diferenca entre as dispersoes da
primeira e da segunda metade dos dados é mantida (Figura 5.1). Assim, decidimos avaliar
o modelo de regressao beta com dispersao variavel em que as covariaveis para a média sao
T2, T3 € T4 e, para a dispersdo, apenas xg e x3, sem a interagao (Tabela 5.2). Nota-se que a
modelagem do parametro de precisao conduz aos mesmos resultados que aqueles apresentados
devido as exclusoes do conjunto {8,9, 15,22} no modelo de regressao beta com dispersao
constante (Tabela 3.2). Ou seja, tanto a covaridvel QI quanto a interagao sao significativas. A
modelagem de ¢ parece absorver a influéncia desses casos. Ressaltamos ainda que N = 454.71

representa a estimativa do grau de heterogeneidade da dispersao definido em (4.22).
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Tabela 5.1. Resultados inferenciais. Dados de habilidade em leitura (considerando

teracao no modelo da precisao).

a in-

Parametros 061 B2 03 Ba joé! Y2 3 Y4
Estimativa 1.019 -0.638 0.690 -0.776 3.040 1.768 1.437 -0.611
p—valor 0.0000 0.0001 0.0064 0.0025 0.0000 0.0000 0.0045 0.1970
Imax;e
+o+ +
S +
+
+
8ol ek L
g ) ++ - +
817 -
g 9 +
g | +
S + 19
o
$ B + 24
0 10 20 30 40

indice das observacdes

Figura 5.1. Grafico de influéncia. Dados de habilidade de leitura (considerando a interacao

no modelo da precisao).

Tabela 5.2. Resultados inferenciais. Dados de habilidade em leitura

Parametros 51 B2 B3 Ba 9! Y2 V3 A
Estimativa 1.123 -0.742 0.486 -0.581 3.304 1.747 1.229 454.71
p—valor 0.0000 0.0000 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Para avaliar o modelo estimado apresentado na Tabela 5.2 realizamos inicialmente a

analise de residuos. Utilizamos o residuo ponderado padronizado 2 adaptado ao modelo de

regressao beta com dispersao varidvel, apresentado em (5.1). Na Figura 5.2 estao os graficos

dos residuos contra os indices das observagoes (a) e o gréafico normal de probabilidades com

envelopes simulados (b). A partir da Figura 5.2 chegamos a algumas conclusoes interessantes.

Primeira, a observacao 8 nao é mais destacada como aberrante e sim a observacao 28.

Segundo, nao parece haver alguma tendéncia dos residuos contra os indices das observacoes

(Figura 5.2a). Terceiro, nao existem indicios de falta de qualidade de ajuste (Figura 5.2b)

e, se comparamos esse grafico com o respectivo grafico associado ao modelo com dispersao

constante (Figura 2.9f), percebemos que a tendéncia dos residuos entre —1 e 1 estarem

levemente fora da banda superior dos envelopes foi corrigida.
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Figura 5.2. Graficos de residuos. Dados de habilidade de leitura

Em seguida realizamos a analise de influéncia. Na Figura 5.3 consideramos os gréficos de
I nar contra os indices das observagoes. A organizacao das colunas é a mesma do Capitulo
3. A organizacao das linhas apenas nao considera o esquema de perturbacao da dispersao.
Na Figura 5.4 estao os graficos de Cy contra os indices das observagoes. Ressaltamos que a
covariavel perturbada é QI e que o esquema de perturbacao é o descrito na Secao 5.3.3.3,
a segunda coluna da matriz Z é igual a segunda coluna da matriz X, mas as matrizes Z e
X nao sao iguais. Notamos a partir da Figura 5.3a—f que o problema da diferenga entre as
dispersoes da primeira e da segunda metade dos dados é resolvida. Do ponto de vista da
influéncia conjunta ¢é interessante notar que cada esquema de perturbagao destaca conjuntos
diferentes: a ponderagao de casos destaca o conjunto {2,19,24}, a perturbacao da resposta
destaca {8,9,15,22} e a perturbacao da covariavel QI, {28, 32,33} (Figura 5.3).

Ja a Figura 5.4 traz uma informacao importante: a observacao 28 destacada pelos graficos
de residuos, mas discretamente destacada pela medida [,,,, apenas através da perturbacao
da covariavel, é considerada individualmente influente pela medida C}, tanto através da
ponderacao de casos quanto através do esquema de perturbacao da resposta. E notdvel
ainda a influéncia individual dos casos 8 (Figura 5.4d-f) e 32 (Figura 5.4g-i). Consideramos
algumas combinagoes de exclusoes de casos; as mais interessantes estao na Tabela 5.3. A
partir da Tabela 5.3 nota-se que o conjunto {8,9, 15,22} continua sendo influente para as

estimativas dos coeficientes dos dois sub—modelos, o da média e o da dispersao. No entanto,
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essa influéncia é consideravelmente menor que aquela exercida no modelo com dispersao

constante (Tabela 3.2). J& haviamos analisado esse conjunto na Segao 3.6.2 e verificamos

que sao observagoes que contradizem as relagoes estimadas entre as covariaveis e a resposta.

Também é consideravelmente amenizada a influéncia individual do caso 8.
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local. Dados de habilidade de leitura.

Os casos 2, 19 e 24 representam criancas nao disléxicas, com valores de QI nao verbal

relativamente altos, mas com escores de habilidade em leitura muito pequenos quando com-

parados com os escores das demais criangas de mesmo perfil. O caso 24 é o mais atipico,
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apresenta o menor valor da resposta entre as criangas nao disléxicas, 0.646 e um valor de QI
nao verbal igual a 0.59; 42% das criancas nao disléxicas apresentam QI nao verbal inferior
a este valor. A incompatibilidade maior é com o fato de se tratar de criangas sem dislexia,
tanto que a exclusao do conjunto causa uma variacao percentual maior em (o, 38.1%. E
interessante notar que esses trés casos contribuem fortemente para que o grupo sem dislexia
ainda apresente uma dispersao levemente superior ao grupo com dislexia (Figura 5.3). Esse
fato é comprovado a partir da Tabela 5.3, uma vez que a estimativa de vo decai em 17.7%

quando as trés observagoes nao estao presentes nos dados.
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Tabela 5.3. Variacao percentual das estimativas dos parametros e p—valores retirando

observagoes influentes. Dados de habilidade de leitura.

Parametros 51 B2 B3 Ba ol V2 V3 A

8,9, 15 e 22 -17.7 -26.8 32.3 26.4 2.0 -9.8 -15.0 -57.79
p—valor 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002

8 -3.7 -5.6 7.9 6.6 0.1 -0.5 -0.8 -16.61
p—valor 0.0000 0.0000 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

2,19e 24 25.2 38.1 2.8 3.0 14.5 -17.7 29.3 16.40
p—valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

32 -2.9 -8.5 21.2 16.6 3.6 13.9 30.9 265.63
p—valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

28 2.3 0.2 -94 -3.6 4.6 6.7 -9.8 -2.36
p—valor 0.0000 0.0000 0.0010 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

33 0.5 2.5 -8.3 -3.2 -1.0 -3.8 -8.6 -60.82
p—valor 0.0000 0.0000 0.0014 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

O modelo com dispersao variavel permite visualizar trés novas observagoes como influen-
tes: os casos 28, 32 e 33. A influéncia do caso 32 é notadamente maior (Tabela 5.3). Os trés
casos pertencem ao conjunto de criancas disléxicas, ou seja, apresentam o valor da resposta
mais concentrado y € (0.459,0.702). Os casos 28 e 32 representam individuos com o menor
e o terceiro menor valor da resposta, 0.459 e 0.540, respectivamente, entre todas as criancgas.
No entanto, apresentam valores de QI nao tao pequenos, ou seja, que contradizem a relacao
estimada entre essa covariavel e a resposta. O caso 28 tem o valor de QI igual a —0.795,
superior ao QI de 47% das criancas com dislexia. O caso 32 tem QI igual a 0.709, superior a
90% dos valores de QI das criancas disléxicas. J4 o caso 33 apresenta um valor da resposta

maior, 0.572, o que o torna menos influente, apesar do seu alto valor QI nao—verbal, 1.223.

O que torna o caso 32 mais influente é seu valor pequeno da resposta, incompativel
com o valor de QI, tanto que sua exclusao causa o maior impacto entre as estimativas
dos coeficientes do modelo da média em 3, 21.2% e nas estimativas dos coeficientes do
modelo da precisao em 73, 30.9%. As variagbes percentuais nas estimativas de v2 e 73
evidenciam a influéncia que o caso 32 exerce nas estimativas das precisoes das observacoes.
A exclusao desta observacgao implica em um aumento consideravel nas precisoes dos casos que
representam as criangas com dislexia e uma reducao nas precisoes dos casos que representam
as criancas sem dislexia, de forma que a estimativa de A aumenta em cerca de 266% quando
essa observacao € excluida dos dados. Verificamos que as exclusoes dos casos influentes nao

alteram os p—valores referentes aos coeficientes dos modelos da média e da precisao.
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A partir desta primeira aplicacao constatamos que a modelagem da precisao resultou em
ganhos importantes para o modelo de regressao beta que consideramos para explicar o escore
de um teste de habilidade de leitura através das covariaveis dislexia e escore de QI nao—verbal.
Além de evidenciar a importancia da covariavel QI para o modelo da média, a modelagem
da precisao amenizou a influéncia de observacoes atipicas e revelou a existéncias de novas
observacoes que deviam ser examinadas mais cuidadosamente. Ressaltamos a importancia

do esquema de perturbacao da covaridvel que destacou enfaticamente o caso 32.
5.4.2. Aplicacao II: dados de ansiedade e estresse

Nesta aplicagao realizaremos uma analise de diagnoéstico para o modelo de regressao beta
com dispersao variavel ajustado aos dados de ansiedade e estresse analisados inicialmente
na Secao 3.7.3. Estamos seguindo a sugestao de Smithson e Verkuilen (2006). Os autores
argumentam que um modelo em que a varidvel resposta é o nivel de ansiedade e a variavel
independente é o nivel de estresse deve considerar dispersao variavel. De fato, as andlises de
residuos e de influéncia realizadas para o modelo de regressao beta com dispersao constante
na Secao 3.7.3 apontaram para a possibilidade da dispersao dos dados ser dependente da
covariavel estresse. Smithson e Verkuilen (2006) propoem um modelo de regressao beta em
que estresse é preditor tanto no modelo da média quanto no modelo da dispersao. Ajustamos
tal modelo e apresentamos as estimativas dos parametros e respectivos p—valores na Tabela
5.4. Note que a estimativa do parametro que determina a dispersao variavel dos dados (72)
é considerada significativa. Os p—valores apresentados na Tabela 5.4 referem-se a testes de
Wald. No entanto, realizamos também os testes escore e da razao de verossimilhancas para
testar a hipdtese de 72 = 0 e os p—valores foram menores que 0.0000. Apesar da modelagem
da dispersao ser considerada importante, note que a estimativa do grau de heterogeneidade

da dispersao dos dados é consideravelmente inferior a da aplicacao anterior (X = 36.21).

Tabela 5.4. Resultados inferenciais. Dados de ansiedade e estresse

Parametros J631 B2 " Y2 A
Estimativas -4.024 4.941 3.961 -4.273 36.21
p—valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Em seguida realizamos a andlise de residuos e de influéncia para esse modelo. Na Figura
5.5 apresentamos os graficos dos residuos contra os valores da covaridvel estresse (a), contra
os indices das observagoes (b), contra os valores preditos (c), grafico normal de probabilidades
com envelopes simulados (d) e os graficos de influéncia (e-g). Essa figura revela que o caso

89 continua sendo aberrante (Figura 5.5a—c). Os graficos dos residuos versus os valores da
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Figura 5.5. Graficos de diagndstico. Dados de ansiedade e estresse.
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covariavel estresse e contra os valores preditos revelam falta de aleatoriedade. Adicional-
mente, nota-se a partir do grafico normal de probabilidades com envelopes simulados uma
certa falta de qualidade de ajuste. Quando realizamos a anélise de influéncia (Figura 5.5e-g),
notamos que a ponderacao de casos aponta para dois conjuntos em direcao oposta, os con-
juntos {89} e {17,115,141,150} (Figura 5.5e). A observagao 89 é enfaticamente destacada
pelo esquema de perturbagao da varidvel resposta seguida pela observacao 10 (Figura 5.5f).
J& o esquema de perturbagao da covaridvel destaca também o conjunto {17,115,141, 150}
(Figura 5.5g). Na Tabela 5.5 apresentamos as mudangas nas estimativas dos parametros e
respectivos p—valores a partir das exclusoes dos conjuntos de observagoes destacados como

influentes.

Tabela 5.5. Variacao percentual das estimativas dos parametros e p-valores retirando

observagoes influentes. Dados de ansiedade e estresse.

Parametros 51 B2 Y1 Y2 A
89 0.0 1.1 -1.9 -8.0 -24.9
p—valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
17, 115, 141 e 150 8.3 14.7 18.7 40.7 330.9
p—valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

A partir da Tabela 5.5 ficam evidentes as influéncias opostas que os conjuntos {89} e
{17,115,141,150} exercem no processo de estimac¢do do modelo. Enquanto a observagao
89 influencia positivamente a modelagem da dispersao, uma vez que sua exclusao diminui
o grau de heterogeneidade da dispersao, o segundo conjunto influencia negativamente essa
decis@o. De fato, a exclusao do conjunto {17,115,141,150} aumenta consideravelmente a
dispersao dos dados ( a estimativa de 2 passa de —4.273 para —6.0123). No entanto, apesar
do caso 89 contribuir para que a dispersao dos dados seja considerada variavel, sua exclusao
nao muda a significancia da estimativa de 79, ou seja, a modelagem da dispersao continua
sendo valida.

Como vimos no Capitulo 3, o caso 89 de fato representa uma observagao atipica, uma
vez que representa uma mulher com um nivel de estresse muito alto, 0.65 (note que o nivel
de estresse varia de 0.01 a 0.85), com o menor nivel de ansiedade encontrado nos dados, igual
a 0.01. Ja as outras observacoes apresentam caracteristica oposta. Os valores da covariavel
estresse sao pequenos quando comparados aos valores das outras observagoes com o mesmo
valor da resposta. Para exemplicar tomemos o caso 115: o valor da resposta ¢ 0.25 e o da
covariavel é 0.17. As demais observacoes com o valor da resposta igual a 0.25 apresentam

valores da covaridvel entre 0.29 e 0.65.

118



Como visto acima, a modelagem da dispersao amenizou a influéncia do caso 89, e permi-
tiu a identificacao de novas observacoes. No entanto, nao podemos considerar que o ajuste do
modelo aos dados seja adequado (Figura 5.5a—d). Assim, ao que parece, também o modelo
de regressao beta com dispersao variavel nao é adequado para a situagao em que a resposta é
o nivel de ansiedade e o preditor é o nivel de estresse. Esse modelo foi sugerido por Smithson
e Verkuilen (2006), no entanto, os autores nao realizaram uma analise de diagndstico para
verificar a qualidade do ajuste.

No modelo de regressao beta com dispersao variavel, os diversos métodos de perturbacao
considerados revelaram precisamente os casos influentes, apontando para a necessidade de
uma investigacao mais cuidadosa com relagao a algumas observacoes que passariam des-
percebidas. Em um dos exemplos, o método de perturbacao individual de covaridveis, que
neste caso influenciavam tanto a média quanto a precisao, revelou casos nao destacados pela
ponderacao de casos ou pelo esquema da variavel resposta, casos esses decisivos para a com-
preensao do problema estudado. Neste sentido, ressaltamos a importancia dos mecanismos

de diagnéstico para os modelos de regressao beta.
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Apéndice 5.A

Influéncia local (modelo de regressao beta com dispersao variavel)

5.A.1. Introducao

No modelo de regressao beta definido em (4.1) temos que 6 = (31, ..., Bk, V1, - - - ,'yq)T, entao
A é uma matriz (k + ¢) x n dada por

0%05(0) 9%05(0)
0010061 e 001,001
9%05(0) 9%05(0)
0010082 e 001,032
9205(6) 9245(6)
A = | 99196, "7 90ndb
9%45(6) 0*05(0) |
001071 e 00071
9%45(6) 9°45(9)
001072 e 00n,072
9205(6) 9205(6)
9610vg " 00n0vq

~ ~T
avaliada em 0 = (0 ,?T)T e 0p. Podemos particionar A tal que

_(As
2= (20):
em que Ag = Ag(,0) é uma matriz k x n e Ay = A,(6,0) é uma matriz ¢ x n, dadas,

respectivamente, por

_ 9%5(8,9)

_ 0%5(8,9)
Ap = D30T

A —
0=po=sp) 0700

b

(0=0,6=50)

. . . -~ o ~T ~T\T
ou seja, ambas quantidades avaliadas em 6 = (3,7 )" e dp.

5.A.2. Esquemas de perturbagao

5.A.2.1. Ponderacgao de casos

No esquema de ponderagao de casos temos l5(8,7) = > 1 0:le(ps, ¢t) e, assim, a t—ésima

coluna de A, t =1...,n, é dada por
A OL0) (a&w) 4(0) Ou(0) a&(@))T
T o8 opy T 0B T Om T Oy 6=0
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Com base em (4.2), parai=1,...,ke j=1,...,q obtemos

e 1
aﬁz - ¢t9’(#t> (yt Hy )'rt“

ol (6 1
t(0) = At 75—~ %tj,

97 h' ()
em que, y;, 1y € a; sao dados, respectivamente, em (1.5), (4.5) e (4.12), g(u¢) esté definida

em (1.2) e h(¢y) em (4.1). Entdo, temos que a i—¢ésima linha de Ag, i =1,...,k, é dada por

1 * *k 1 ES3 *
A = (¢1—(y1 — W)@, G2———— (Y5 — 13)T2i, - -, Pn

e () v = “Z)xm)

1
gl(ﬂn) 0=0

e a j—ésima linha de A, j = 1,...,¢, é dada por

-~

0=0

A — 1 ) 1 . 1 .
j = (&1m2u, sz@y, s >anmzn])

Desta forma, podemos escrever Ag = XTOTE e Ay = ZTHA , em que &£ e A estao definidos

na Sec¢ao 5.3.1. Assim, a matriz A fica expressa na forma apresentada em (5.6).
5.A.2.2. Perturbagao da resposta

Com base na defini¢ao da varidvel resposta sob perturbagao aditiva apresentada em (5.9) e
considerando (4.2), temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo pertur-

bado é

Us(p, ) = > {log () — log T'(puer) — log T'((1 = pue)bt) + (ehr — 1) log(ye + St (yr))

+ [(1 = pe)pr — 1] log(1 — yr — ts(ye)) }-

Obtemos
8£(5<ﬁ7 7) S(yt) S(yt)
- - = 1- —1].
85t Yy + 6t5<yt) (ﬂt¢t ) 1_ yr — 6t5(yt> [( ﬂt)¢t ]
Assim, parai=1,...,k

#s(B,y) 1 s(yt) s(yt)
96:08; ¢t9/(ﬂt)xn (Z/t + 0¢s(ye) * T—y — (5758(%))
s 1 s(yt)
g () (e +0es(ye)) (L =y — 6¢5(yr))
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eparaj=1,...,q

0%5(8,9) _ y L ( s(yt) s(yt) ) N s(yt)
0010y; W () \ e+ 0es(ye) | 1 —ye — ors(ye) W () "1 —ye — ors(ye)
1 —(ye — 11e)s(ye) — Oes(yr)?

W ()~ (e + 0es(u)) (1 — ye — 0us(wr))
(5.A2)

~ T
Avaliando as expressoes (5.A1) e (5.A2) em & = (0,0,...,0)7 ¢ § = (3 ,7")", podemos
escrever Ag = bdl ?{\Df’MSy e A, = ZTﬁ[BSy, em que M e B estao definidos na Secao 5.4.2.

Assim, a matriz A fica expressa na forma apresentada em (5.10).
5.A.3. Perturbagao individual de covariaveis

A seguir obteremos as matrizes A com base na pertubacao aditiva da p—ésima covaridvel z,,

p=1,...,k, definida em (5.11), considerando (4.1) e os cendrios descritos na Segao 5.3.3.
5.A.3.1. A matriz Z totalmente diferente da matriz X

Neste caso, o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado é

Cs(p, @) = {log T(¢r) — log T'((8)r) — log T(1 — 14(8))e) + (p12(6) b — 1) log(yr)
t=1

+ {(L — p¢(9))pr — 1} log(1 — ye) },

em que (¢(6) é tal que g(ue(5)) = m:(0), com n(d) exemplificado segundo 5.10. Assim, temos

que

0
S = Gl = i ) s By

em que y* ¢é o logito da resposta, pf(6) = ¥((1 — pt(6))pe) — Y(pe(0)e) e sz, € o desvio
padrao de .

(5.A3)

De (5.A3) segue que para i =1,...,k, com i # p,

0%5(5,7)

g"(1e(9)) }
06103;

= —rs, {¢t [0 (1 = p1e(8))de) + &' (e (8) )] + (i — w1y (9)) 7 (1 (0))

1
IO e
em que 47 (6) = (e (8)de) = ((1=p1(5))de). Definindo ve(6) = ' ((1—11(6)) pr) 10" (1t (6) 1)

temos entao que

0%5(5,7)
06103;

9" (1e(0)) 1 B
9 (e(8)) ] {9/ (ue(6)) 3277

— —esa, [m((s) T (5~ 1 9))
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ou ainda,

6265 (ﬁ? 7)
96:03;

= — 152, BpTtiqe(0), (5.A4)

em que

//(Ht((S))] 1
"(1e(9)) ] {g' (1e(0))}*

0(6) = [¢tvt(5) T — 1)

Quando i = p temos que

8265(5 ’7) ’ / * * g//(y’t(é))
T = o, {mw (L= ) + 0" u0)00)] + (7 = i 0 L0 }
1 . 1
X TG )y ot Orsay) = s {‘(y’f Hi <5>)g'<ut<5>>]
Reescrevendo essa expressao chegamos a
2
g = s, |ty + B )a®) ~ G = ) s | (.49

Ainda de (5.A3), segue que, para j = 1,...,q

2
T b1 = 611 — (5160 +

(1 = (O (1 = 1(0) ~ ¥ OO | St sty

que pode ser reescrita como

*s(68,7) 1 v
—85158’)/ = 5p3xpft(5)g/<ut(5)> W (o) g

em que, considerando o esquema de perturbacao da covariavel z,,, f;(0) = ¢;(0)— (y; — i (9)),

com ¢4(6) = @ {¢)" (e (0)p ) () — /(1 = 1(8)) ) (1 — p14(9))}-
Avaliando as expressdes (5.A4), (5.A5) e (5.A6) em Jy = (0,0,...,0)" e 6§ obtemos
Ag = —sgcp[BpXT ?{\)@ — P?{\Dfé’] e A, = —gpspoTﬁ?fI, em que @, P e F estdo definidos

na Sec¢ao 5.3.3.1. Assim, a matriz A fica expressa na forma apresentada em (5.13).

(5.A6)

5.A.3.2. A matriz 7 igual a matriz X

Neste caso, o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado é

n

ls(p,d) =Y _{logT(¢4(8)) — log T(14(8)$4(5)) — log T((1 — p14(8))br)

t=1

+ (e (8)pe(6) — 1) log(yr) + {(1 — pe(9))e(0) — 1} log(1 —yi)},
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em que () e ¢¢(0) dependem de 7:(9) e ¥¢(0), que podem ser exemplificados segundo 5.12
e 5.14, respectivamente. Assim, temos que
OU00) o) — 1 0)) + 1081 — ) — 01— u(8))u(9)) + 6(61(0)) 177y
25, HeONYy — [y g Yt Mt t t h’(,ut(5))% Tp
* * 1
+ 0e(0)(y — 1 (5))m5p3xw

em que, para este esquema de perturbacao, pu;(d) = ¥ (ut(9)de(6)) — Y((1 — pe(0))de(9)).
Definindo a;(6) = 11 (6) (y7 — p4(6)") +10g(1 — y) — (1 — 14(6))$4(0)) + (¢4()) obtemos

Wéfs;w = w@@w +0u0) 0 i 0))

B35, 5.A7
ey e A
De (5.A7) segue que para i =1,...,k, com i # p,

2
a;gfa%j) — {(yf — 1 (0)) + 6¢(8) [ (1 — e(8))de) (1 = p1(6)) — o' (114(8) D¢ (6)) 112.()] }

L1 e ; o e d Wi(0))]  Ppttisa,
TR @ e ~ 600 [0+ 5 — o R o
em que v(6) = ' (1 — p(8))P1(8)) + ' (e (9)Pe(0)). Desta forma, obtemos, para i # p
8*l5(8,7) 1 1 | B Y
90,00; _ft( ) ( (5)) h,(¢t(6>>xt17p5xp ¢t(5)Qt(5) tzﬁp Tp> (5-A8)

em que
B o o9 () 1 _ £
l0) = |01 + 0 = i O) LN | s e 1(0) = o) ~ G~ i),
com c1(8) = 6:0) [0/ ueD)u(6))a(5) ~ ¥/(1 = u(8)n(5))(1 ~ u(8))]. Quando i =,
9245(8,7) _ L
) A

+ ¢e(0) (y5 — ufwﬁms‘”

4

(5.A9)
Neste caso, para calcular as segundas derivadas com relagao ao vetor v também teremos
que considerar j = p e j # p. Assim, com base em (5.A7) para j = 1,..., k, com j # p
temos que
P5(5,7) _ 1 1
— Ttips
a0y g W

[0 @ O0) + 0/~ )01~ ) = (1(0))] i
i M)
t(5){h/( 5 (0))3 tj VpSap-
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Definindo

0506) = [0/ e )@ (0) + 0'((L~ @)1 = m(6) ~ V(O] i
obtemos
PUA) o L L [l W) ],
oy O G W) e | WO O g sy e

Adicionalmente, definindo

vi(0) = di (9) + at(5)%
chegamos a
0*45(8.7) _ 1 PR
00:07; - ft(é)g/(#t((g)) W (4(5)) t0p5z, 1(0) T4 VpSay - (5.A10)

Finalmente, quando 7 = p temos que

azf /8 — (; xr - 68 pS:E
351(5'7’;) ft((s)g/(,ui@)) h’(qﬁi(é))(xtp+5t5mp>ﬁp5$p ve(0)(zep + O ‘”Pw P

(5.A11)

Avaliando as expressoes (5.A8)-(5.A11) em d = (0,0,...,0)" e 6 obtemos Ag =

—sxp{XT[Bpa)@ + ﬁfﬁ]ﬁ\p] — POTE} e A, = —sxp{XTH\pV + F\?ﬁ[@\p] — PHA} em que

Y estd definida na Secao 5.3.3.2. Assim, a matriz A fica expressa na forma apresentada em
(5.15).

5.A.3.3. A p'—ésima coluna da matriz Z igual a p—ésima coluna da matriz X

Neste caso, o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado é

Us(p, 8) =D _{log T(¢1(6)) — log T'(e(6)1(5)) — log T((1 — pt(6)) )
t=1

+ (1e(8)@e () — 1) log(yr) + {(1 — pe(6))pe(6) — 1} log(1 — ye) },

em que (t(0) e ¢¢(0) dependem de 7:(9) e ¥¢(0), que podem ser exemplificados segundo 5.12

e 5.16, respectivamente. Assim, temos que

(%gﬁ(s;’Y) — at((;)mvpfsxp + ¢ (0)(yy — uf(é))mﬂps%. (5.A12)
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Note que a tnica diferenca entre as expressoes (5.A7) e (5.A12) é que na primeira aparece

Yp e na segunda, 7,y. Ocorre o mesmo com a expressao de Ag em (5.15) e a referente ao
esquema de perturbago atual, em que Ag = —s, {XT [B\p DO + F\?ﬁ]%,] — P&)?E},

Quanto as segundas derivadas com relacao ao vetor y temos que para j =1,...,k, com
J# P
0°t5(8,7) 1 1
00t 0 = /i) g'(1e(9)) h/(¢t(5))ztj5p3xp — v4(6) 245y Sy - (5.A13)

e quando 7 = p temos que

s(B,y) 1 1
a5y, " 000 o)

(.Z’tp + 575556;))5})596,9 - yt(a) (xtp + 6tsl’p)7p’5:cp
+ (5);
ag h/(gbt(d))sxp'

No entanto, considerando que xy, = 24y, a expressao anterior pode ser escrita como

05(8,7) L
Gy~ O Ty Wian@y sty = i 0) G + Ot 5,
5);3
+&t( h’((zﬁt((S)) Tp-

(5.A14)
Avaliando as expressdes (5.A13) e (5.A14) em dy = (0,0,...,0)" e 6 obtemos A, =
—sg, {27 [?p/V%—ﬁ’fﬁlﬁp] —PHA} em que P estd definida na Se¢io 5.3.3.3. Assim, a matriz

A fica expressa na forma apresentada em (5.17).
5.A.3.3. A p'—ésima coluna da matriz Z é funcao da p—ésima coluna da matriz X

Neste caso, o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado é

Us(pt,0) =Y {log T'(¢(0)) — log T'(114(8)1(5)) — log T'((1 — 14 (6)) )
t=1

+ (e (8)pe(6) — 1) log(wyr) + {(1 — pe(9))e(0) — 1} log(1 — y1)},

em que i (9) e ¢4(0) dependem de n:(d) e ¥4(0), que podem ser exemplificados segundo 5.12

e 5.18, respectivamente. Assim, temos que

aﬁ(@i:j) = at(é)m%’g/(ﬂp + 08, ) 5z, + G1(0) (U — MZ‘(WW

Com base em 5.A15 chegamos Ag = —smp{XT[Bp DQ + ﬁff[@ﬁp/] — POTE}, em que G
esta definido na secao 5.3.3.4.

Bpse,. (5.A15)

126



Quanto as segundas derivadas com relacao ao vetor v, temos que para j = 1,
J# s
9245(8,7) 1 1

8(5158’}/] - _ft(é) 9’(,%(5)) h/(gbt(é‘))ztjﬁpsxp - Vt(fs)ztj’)/p/g (xtp + (5158%1))8.@1, .

e quando j = p temos que

82&5(677) _ 1 1
050y ) G W o)

— v(8)G(wtp + 0¢Sa, )V G (T + 0tz ) S, + at(6)

g(xtp + 5t3a:p>ﬁp3xp

o
h (¢4(6))

G'(zp + 0¢Sz,) Sz, -

..., k, com

(5.A16)

(5.A17)

Avaliando as expressoes 5.A16 e 5.A17 em 0e 5o = (0,0,...,0)" e considerando que Gz +

SotSz,) = G(xtp) = 24y obtemos Ay = —s, {27 [:y\p/GV + ﬁ?ﬁﬁp] —PHAGY} em

que P esta

definida na Segao 5.3.3.3. Assim, a matriz A fica expressa na forma apresentada em (5.19).
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Capitulo 6

Intervalos de predicao bootstrap para o modelo de regressao beta

6.1. Introducgao

A inferéncia estatistica tradicional foi desenvolvida fundamentalmente em termos da teoria
das probabilidades. No entanto, o cardter matematico da teoria das probabilidades pode
constituir um sério entrave para resultados praticos desejados pela estatistica. Por outro
lado, o processo empirico executado um grande nimero de vezes constitui uma alternativa
para ultrapassar as suposi¢oes matematicas complicadas ou ainda nao muito bem desenvolvi-
das. Os métodos estatisticos computacionais surgiram exatamente a partir da necessidade
de simular a experimentacao diversas vezes, a fim de garantir a confianga nos resultados
fornecidos pela teoria matematica. ‘Bootstrap’ é um método computacional de inferéncia
estatistica introduzido por Efron (1979) capaz de responder a muitas questoes reais sem a
necessidade de exaustivos, complicados e muitas vezes inviaveis calculos analiticos. Efron e
Tibshirani (1993, p. 2) escrevem: “The basic ideas of statistics haven’t changed, but their
implementation has. The modern computer lets us apply these ideas flexibly, quickly, easily,
and with a minimum of mathematical assumptions.”

Bootstrap é um método de estimacao de variancias, intervalos de confianca, p—valores
e outros aspectos de interesse da inferéncia estatistica através de reamostragem direta dos
dados, os quais sao tratados como se fossem a prépria populacao. Tipicamente, este método
fornece aproximacoes para a distribuicao da estatistica de interesse que podem ser consi-
deravelmente mais precisas que as aproximagoes assintéticas de primeira ordem. De fato,
testes de hipotese e intervalos de confianca baseados na teoria assintética convencional, em
alguns casos, podem conduzir a resultados enganosos quando o tamanho de amostra nao é
muito grande. Existem casos extremos de testes que mesmo para 50 observagoes ao nivel
nominal de 5% chegam a rejeitar a hipdtese nula mais de 80% das vezes, sendo esta hipdtese
verdadeira (Davidson e MacKinnon, 2002). Adicionalmente, em algumas situagoes a teoria
assintotica é intratavel e, nestes casos, a inferéncia por bootstrap é justificada e fornece
resultados equivalentes aqueles que seriam obtidos através das aproximacgoes de primeira
ordem. Assim, bootstrap é uma excelente alternativa para os casos em que a teoria assintotica
tradicional nao é viavel e onde, apesar de viavel, nao é muito precisa para os tamanhos de

amostras disponiveis. A aplicacao de bootstrap para modelos de regressao foi estudada em
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detalhes por Wu (1986) e mais recentemente muitos autores tém investigado o uso deste
método em econometria, entre eles Horowitz (1997) Berkowitz e Kilian (2000), Davidson e
MacKinnon (2002) e Monfardini (2003).

Neste capitulo utilizaremos o método bootstrap para obter limites de predicao para
novos valores da variavel resposta com base no modelo de regressao beta com dispersao
constante definido em (1.2). Um exemplo de aplicagao deste método no contexto de regressao
beta é um problema relacionado ao consumo de gas natural. Dada a poténcia nominal dos
aparelhos instalados nos apartamentos ou edifica¢oes, a companhia de gés tem que predizer
a “probabilidade” do uso concomitante de varios aparelhos a gas numa instalagao e, entao
definir a poténcia maxima que deve ser fornecida. Apresentaremos aqui uma proposta de
obtencao de limites de predicao para o modelo de regressao beta baseada no mecanismo do

bootstrap e utilizaremos dados reais para avaliar o desempenho do método proposto.
6.2. O método bootstrap

Considere uma amostra aleatéria © = (x1, ..., z,) de uma varidvel aleatéria populacional X
que apresenta comportamento probabilistico descrito completamente, por exemplo, por sua
funcao de distribuicao acumulada, denotada por IF'.

Sejam 6 = t(FF) uma funcio de IF denominada pardmetro e 6 = S(z) um estimador de 6.
Se IF' é desconhecida, as propriedades distribucionais de gpodem ser obtidas utilizando teoria
assintotica de primeira ordem. No entanto, muitas vezes encontrar a distribuicao assintotica
é tarefa dificil e até mesmo inviavel. A aplicacao de bootstrap, neste caso, consiste em obter,
a partir da amostra original x, um grande nimero de amostras z* = (z7,...,z},), calcular
as respectivas réplicas bootstrap de 5, 0* =S (z*), e, com base na distribui¢ado empirica de
/9\*, estimar a funcao de distribuigao de 0.

Existem duas versoes do método bootstrap que se diferenciam unicamente quanto a
forma de obtencao das amostras. Na primeira versao, a amostra bootstrap z* é obtida de

uma estimativa nao-paramétrica de IF', a funcao de distribuigao empirica da amostra original

x, dada por
— z; <L
n
que atribui probabilidade 1/n a cada valor z;, i = 1,...,n. Afirmar que 2* é uma amostra

aleatéria de IF equivale a dizer que a amostra z* é formada por n observagoes extraidas
aleatoriamente com reposicao da amostra x, que é tratada como se fosse a populagao. Este
¢ o esquema de boostrap nao-paramétrico, que é uma aplicagao direta de um principio deno-
minado “plug in”. Este principio utiliza F no lugar da distribuicao desconhecida popu-

lacional para estimar caracteristicas de interesse da mesma. Se temos que 6 = t(IF), a
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respectiva estimativa “plug in” ¢é 0 = t(f ). A estimativa bootstrap nao-paramétrica de
qualquer caracteristica de IF' é uma estimativa “plug in”, uma vez que todo processo de
estimacao parte das amostras z* extraidas de F. A segunda versao é viavel quando [F’
pertence a uma familia paramétrica dimensionalmente finita e conhecida, IF'-. A obtengao de
um estimador consistente para 7 viabializa uma estimativa paramétrica de IF', representada
por I E importante ressaltar que a existéncia de um modelo paramétrico nao exclui a
analise nao-paramétrica, que pode ser muito util para se avaliar a robustez das conclusoes
obtidas a partir do método paramétrico.

A utilizacdo do método bootstrap se justifica quando a teoria assintotica é intratavel
ou quando, apesar de vidvel, as aproximagoes assintéticas de primeira ordem sao imprecisas
para os tamanhos amostrais disponiveis. Quando, por exemplo, a teoria assintética fornece
uma aproximacao imprecisa para a distribuicao de uma estatistica de teste, as diferencas
entre o nivel empirico do teste (realizado com base em valores criticos assintéticos) e o
nivel desejado (nominal) podem ser substanciais. A aplicacao de bootstrap, neste caso, é
de grande utilidade, uma vez que o método pode reduzir consideravelmente, ou até elimi-
nar, as distorcoes de tamanho de testes estatisticos em amostras finitas. No entanto, nes-
tas circunstancias, em quea distribuicao assintética pode ser obtida, nao se pode esperar
que o método bootstrap forneca aproximagoes mais precisas, a nao ser que a distribuicao
da estatistica em questao seja assintoticamente pivotal, i.e., independente de parametros
desconhecidos. Segundo Horowitz (1994), procedimentos de bootstrap simples fornecem
aproximagcoes melhoradas para a distribuicao de estatisticas assintoticamente pivotais, mas
nao para a distribuicdo de estatisticas que nao apresentam esta propriedade. Beran (1988)
mostra que se a distribuigao assintoética da estatistica, sob a hipdtese nula, é pivotal, entao,
sob algumas condicoes de regularidade, os tamanhos de testes bootstrap apresentam erros
de ordem menor, i.e., que convergem mais rapidamente para zero, que os erros dos testes

baseados na teoria assintética.
6.3. Intervalos de predicao bootstrap

Usualmente o modelo de regressao ajustado a um certo conjunto de dados é utilizado para
predizer novos valores da resposta. Para o modelo de regressao beta definido em (1.2) temos
que x] = (xy1,...,24,) sdo observacdes de k covaridveis (k < n) e y; é o valor observado da
t—ésima resposta t = 1,...,n. Denotamos por (z4+1,...,24k) uma nova observacao dessas k
covariaveis, pertencente ou nao ao conjunto de dados original e por y a respectiva resposta
nao observada. Esse novo valor da resposta pode ser predito por fi; = g_l(ZZ?:l x4if;), em
que fJ; é o estimador de maxima verossimilhanca de (3; obtido com base no conjunto de dados

original. Além da previsao pontual é interessante fornecer limites, usualmente chamados de

130



limites de predicao, baseados em niveis de confiancga; esses limites formarao um intervalo
de predicao, uma estimativa intervalar para a predicao. Para acessar a precisao do ponto
predito e construir o intervalo de predi¢ao utilizamos a distribuicao aproximada do erro de
predicao.

Considere R(y, 1) alguma fungao monétona em y que possui variancia constante ao longo
das observagdes. Suponhamos que a média py e a distribuicao de R(y, ) sdo conhecidas
e que po ¢ o a-ésimo quantil dessa distribuicao. Entao, os limites de predi¢ao, para um
intervalo com nivel nominal 1 — «, sao os valores y /2 € Y4 1_q/2 que satisfazem, respecti-
vamente, R(Y, fi+) = Qa2 € R(Y, +) = ©(1—a/2)- Se p € estimado por i independentemente
de y4 e se R(y+, 1) tem quantis conhecidos, o mesmo método se aplica. Se nao conhecemos
a distribuigao de R(y4, i), a mesma poderia ser aproximada tanto por métodos assintéticos
quanto por métodos de reamostragem. O método bootstrap se enquadra no segundo con-
texto. Este aqui serd utilizado para obter uma aproximagao para a distribuicao de R(y, )
e, assim, fornecer os quantis empiricos utilizados para a obtengao dos limites de predicao. A
fungao R(y, ) corresponde a alguma defini¢ao dos residuos do modelo e o algoritmo boot-
strap utilizard para o processo de reamostragem uma versao padronizada da funcao R(y, i1),
cuja distribuigao tenha variancia aproximadamente constante.

Para o modelo de regressao beta consideraremos

R(y.fi) = S 2
Vot
definicao do residuo ponderado padronizado 1, em que os t—ésimos elemento dos vetores y*,

w* e v estao definidos em (1.5) e (1.11). No processo de reamostragem utilizaremos

RS et U
vr(1 — hyy)

Y

o residuo ponderado padronizado 2 que pode ser considerado uma padronizagao do residuo
ponderado padronizado 1.

Desenvolvemos o método bootstrap para a obtencao de limites de predicao empiricos para
o modelo de regressdao beta com base no método proposto por Davison e Hinkley (1997, p.
340) para modelos lineares generalizados. Considerando B réplicas booststrap e ny predicoes,
sumarizamos a seguir o método bootstrap para a obtencao de limites de predi¢ao empiricos

que propomos para o modelo de regressao beta:

Parab=1,... B:

1. Para cada t = 1,...,n, selecione aleatoriamente 7% a partir de ri”, ... 1.
b)
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2. Forme uma amostra bootstrap (yp, X), tal que
exp([ty + 7"% Ut)
T expi + 1750

Ytb =

, . . ~ ~ ~\ __ DD
é obtido a partir da solugao da equacao R(y, 1) = Ty b

3. Usando (yp, X) encontre [, e ¢p, estimativas bootstrap de 5 e ¢. Em seguida con-
siderando a matriz no X k de novas observacoes X, Bb e &b obtenha fi ;, ﬁi,b Ui b,

neste caso vetores de dimensao ngy.

4. Para cada nova observagao ay = 1,...,no:
a. Selecione aleatoriamente rgi b2 partir de rlfp ... ThP
b. Obtenha
exp(fiy, o+ 70" 7/ Pasb)
Yar b =

1+ exp(ﬁ(’;ﬁb + Tfﬁ,b Vayd)
c. Calcule o erro de predicao simulado

* ~x
ya+7b B 'ua-‘rvb

Ra+,b(ya+,b7 ﬁ:_i_ b) = S )
, V Vai b

em que 4, =10g {Ya, b/(1 — Yay p)}-
Para cada nova observagao ordene os B valores R, , tal que, R, @) < ... < Ray (B)’
obtenha os quantis bootstrap @:u (@/2) = Ray (B(a/2)) © p2+(1—a/2) =Ra. (B(1—ay2)) © €NCON-

tre os limites de predicao

XPlfla; + Py (0 V Vo) eXP(Flay + Fay (1_a/2)V Vasr)
Ya, .1 = PN = € Ya,,8 = P = s
T L exp(in, + 0hy Vi) T L exp(lil, + 9k, eV Par)

~x ~ ~ . % . ~ 1T A -
em que fig, € Ug, sao as quantidades p* e v avaliadas em fiq, = g (xa+ﬁ) e ¢, com a
xL a;-ésima linha da matriz X de novas observacoes, ay = 1,...,n2. Os valores y,. s

€ Yo, 5, sa0 obtidos, respectivamente, como solucao das equacoes R(Ya, ,Ha,) = ©4 (a/2)

e R(Wayslay) = 94 F(a/2) A forma de obtengdo dos quantis que descrevemos acima

caracteriza o método denominado percentil.
6.4. Aplicagcao. Dados de indigéncia

Nesta aplicacao utilizaremos um conjunto de dados reais para avaliar o método bootstrap
proposto na secao anterior, como descreveremos mais adiante. Inicialmente apresentaremos
os modelos que ajustamos a esse conjunto de dados e que validamos através da andlise de

diagnostico desenvolvida nos capitulos anteriores.
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6.4.1. Escolha do modelo

Os dados em questao foram obtidos a partir do ATLAS de Desenvolvimento Humano do
Brasil, produto do Programa das Nagoes Unidas para o Desenvolvimento que tem como
objetivo central o combate a pobreza. O ATLAS permite o acesso a 125 indicadores sociais
e economicos para os 5507 municipios brasileiros e as 27 unidades da Federacao baseados
nas informagoes dos Censos Demogréficos de 1991 e de 2000 do IBGE (Instituto Brasileiro
de Geografia e Estatistica). O conjunto de dados escolhido é formado pelos 645 municipios
do estado economicamente mais importante do Brasil, o Estado de Sao Paulo, e o ano
de referéncia é 2000. Nosso interesse é avaliar em que extensao indicadores relacionados
a educacdo, em especial, a educac¢ao fundamental (criangas até quatorze anos), e condigdes
relacionadas a infancia, como, por exemplo, trabalho infantil e maternidade antes de quatorze
anos, explicam o percentual de indigéncia do municipio.

A variavel resposta é o percentual de indigentes, proporcao de individuos com renda
domiciliar per capta inferior a R$37.75 (1/4 do saldrio minimo em agosto de 2000). Como
covariaveis escolhemos analfabetismo (z2): proporc¢ao de pessoas com vinte e cinco anos
ou mais que nao sabem ler nem escrever um bilhete simples, analfabetismo 7—14 (z3):
proporcao de pessoas entre sete e quatorze anos que nao sabem ler nem escrever um bilhete
simples, maes jovens (z4): percentual de criangas do sexo feminino entre dez e quatorze
anos de idade que ja tiveram filhos, trabalho infantil (z5): percentual de criangas entre
dez e quatorze anos de idade que trabalharam em todos ou em parte dos ultimos doze meses
de 2000 (considera-se o trabalho remunerado ou nao), criangas fora da escola 7-14 (z4):
percentual de criancas entre sete e quatorze anos de idade que nao freqiientam escola e mais
de doze anos de estudo (z7): percentual de pessoas entre dezoito e vinte e dois anos de
idade com doze ou mais anos de estudo. Todas as covariaveis assumem valores entre zero e
um.

Inicialmente consideramos o modelo normal linear, que nao se mostrou adequado aos
dados uma vez que a distribuicao condicional da varidvel resposta é fortemente assimétrica.
Como conseqiiéncia, foram obtidos valores ajustados negativos. Em seguida consideramos
o modelo de regressao beta com ligagao logito. Ressaltamos que a covaridvel maes jovens
nao se revelou significativa para a explicacdo do comportamento da resposta (p—valor igual
a 0.1499), enquanto a covariavel analfabetismo 7-14 se mostrou significativa apenas ao nivel
de 10% (p—valor igual a 0.0710). Realizamos a anélise de influéncia considerando o modelo
completo. Na Figura 6.1 encontram-se os graficos de I,q, em relagao a [ contra os indices
das observagoes; a Figura 6.1a corresponde a ponderagao de casos, a Figura 6.1b corresponde

a perturbacao da covariavel analfabetismo 7-14 e a Figura 6.1c, maes jovens.
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Figura 6.1 Graficos de influéncia. Dados de indigéncia.

Nota-se a influéncia dos conjuntos de observagoes {23, 60, 203, 256, 482} (Figura 6.1b,c) e
{23,60, 61,116,152, 165, 203, 246, 256, 262, 371,482,498} (Figura 6.1a). A exclusao separada
dos dois conjuntos conduz ao mesmo resultado, as covariaveis maes jovens e analfabetismo
7-14 passam a ser significativas ao nivel de 5%. Investigando as observacoes influentes
constatamos que o conjunto {23, 60,203,256, 482} corresponde aos maiores percentuais de
indigéncia de Sao Paulo, superiores a 28%, enquanto que a média do estado é igual a 7.1%,
e todas as observacoes pertencem a microregiao denominada Capao Bonito. Mais especifica-
mente, entre os dez municipios que formam a microregiao de Capao Bonito nove fazem parte
do conjunto maior destacado como influente e que apresentam percentuais de indigéncia

superiores a 20%.

Assim, decidimos investigar a introdugao de uma covaridvel indicadora da regiao de
Capao Bonito (xg) ao modelo inicial (Tabela 6.1). A partir da Tabela 6.1 notamos que a
inclusao da covaridvel indicadora de Capao Bonito revela que as covariaveis analfabetismo
7—14 e maes jovens podem ser importantes para a explicacao da resposta. Realizamos uma
andlise de influéncia para o novo modelo (Figuras 6.2 e 6.3). Notamos, a partir das Figuras
6.2 e 6.3, que tanto o esquema de ponderacao de casos quanto a perturbacgao das covariaveis
destacam um nimero menor de observacoes como influentes. Adicionalmente, as influéncias
dos casos 60 e 256 sao consideravelmente amenizadas e agora destacam-se mais expressiva-
mente os casos 61 e 484. Ainda sao destacadas outras observacoes como influentes, entre elas
os casos 81, 82, 152, 165, 178, 251, 264, 267 e 488. Apresentamos na Tabela 6.2 as exclusoes
mais relevantes. Nota-se que as exclusoes individuais dos casos 61, 256 e 484 conduzem ao

mesmo resultado: a covaridvel maes jovens é significativa ao nivel de 5%.
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Tabela 6.1. Resultados inferenciais para o modelo estendido. Dados de indigéncia.

Parametros 51 B2 33 B4 Bs Be Br Bs )
Estimativas -3.406 5.474 2.868 7.904 -3.521 6.416 -2.753 0.994 78.280
p—valor 0.0000 0.0000 0.0167 0.0515 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
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Figura 6.2. Graficos de influéncia local para o modelo estendido. Dados de indigéncia.
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Figura 6.3. Graficos de influéncia local para o modelo estendido. Dados de indigéncia.

Investigando os casos influentes, notamos que a observacao 61 representa o quarto maior

percentual de indigéncia de Sao Paulo, mas nao pertence a regiao de Capao Bonito. J4 os

casos 256 e 484, apesar de pertencerem a Capao Bonito, sao observagoes em que os valores
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Tabela 6.2. Variacao percentual das estimativas dos parametros para o modelo estendido

e p—valores retirando observacgoes influentes. Dados de indigéncia.

Parametros 51 B2 B3 Ba Bs Bs Br Bs
484 1.4 -0.8 12.2 17.9 -2.2 9.2 -5.0 6.0
p—valor 0.0000 0.0000 0.0071 0.0212 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
256 0.5 -0.5 4.5 0.9 -1.7 3.3 -2.3 -6.9
p—valor 0.0000 0.0000 0.0123 0.0486 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
61 -1.6 -4.2 -3.3 2.2 -7.1 -11.6 5.2 5.0
p—valor 0.0000 0.0000 0.0206 0.0464 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000

das covariaveis contradizem as relacoes estimadas entre as mesmas e a resposta. O caso
256 corresponde ao municipio de Sao Paulo com o maior percentual de indigentes, 42.2%,
mas com valores das covaridveis, em geral, muito préximos da média, o que torna esta
observagao atipica. Ja o caso 484 representa uma contradicao no sentido oposto: apresenta
o maior percentual de criangas fora da escola, 13.5% (a média do estado é 3.2%), o terceiro
maior percentual de analfabetismo entre sete e quatorze anos, 10.2% (a média do estado é
4.5%), um dos maiores percentuais de maes jovens 1.3%, (a média do estado é 0.3%), um
dos menores percentuais de pessoas com mais de doze anos de estudo 1.3% (média do estado
7.3%), mas apresenta apenas o oitavo maior percentual de indigéncia do estado, igual a
27.8%.

A andlise de influéncia revelou a necessidade da inclusao de uma covariavel indicadora
da regiao de Capao Bonito. A introducao da covariavel indicadora amenizou considera-
velmente a influéncia das observacoes permitindo visualizar a importancia das covariaveis
analfabetismo 7-14 e maes jovens para a explicacao da resposta. No modelo com a variavel
indicadora, a nao-significancia ao nivel de 5% da covaridavel maes jovens (Tabela 6.1) estd
sendo mascarada, em especial, pela observacao 484. Desta forma, acreditamos que o modelo
cujas estimativas encontram-se apresentadas na Tabela 6.1 ¢ 1til no sentido de explicar como
a probreza estd relacionada a educacao e a infancia no Estado de Sao Paulo. Deve-se notar,
por exemplo, a influéncia que as covariaveis maes jovens, criancas fora da escola 7-14 e
analfabetismo exercem no percentual de indigentes. Um fato interessante e pouco desejavel
¢ o peso do trabalho infantil sobre a pobreza, uma vez que o modelo ajustado indica que

quanto maior o percentual de criangas trabalhando menor o percentual médio de indigentes.
6.4.2. Método bootstrap

Considerando os dados de indigéncia e com base no modelo ajustado apresentado na Tabela

6.1, avaliaremos o desempenho do método bootstrap de obtencao de limites de predi¢ao. Para
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isso dividimos os dados em dois sub—conjuntos, o primeiro utilizado para estimar o modelo e
o segundo para obter intervalos de predicao. Com o objetivo de cobrir todas as observagoes
tomamos 13 partigoes dos dados. Considerando a seqiiéncia das observacoes formamos 12
conjuntos com 595 observacoes para estimar o modelo e com 50 observacoes para construir os
intervalos de predicao e um conjunto com as 600 observacoes iniciais para estimar o modelo
e as 45 observacoes finais a serem preditas. Esse procedimento permite avaliar como se
comportam os intervalos de predicao sobre todo o conjunto de dados e identificar em quais
circunstancias e por que o desempenho do intervalo é melhor ou pior.

Para avaliar o desempenho dos intervalos de predigao calculamos a “cobertura empirica”
para cada particao. Uma vez que conhecemos os valores da resposta do sub—conjunto uti-
lizado para obter os intervalos de predicao, definimos como cobertura empirica a razao entre
o numero de vezes que o verdadeiro valor da resposta é coberto por seu respectivo intervalo
de predicao e o numero total de observagoes desse sub—conjunto. Consideramos B = 1000
réplicas bootstrap e um nivel nominal igual a 95%. Considerando as 13 particoes, a cobertura
empirica variou de 86% a 100%. Os piores desempenhos se referem as seguintes particoes:
51 F- 100, 251 F4 300, 451 F4 500. As coberturas empiricas dessas particoes foram, re-
spectivamente, 88%, 86% e 90%. Ocorre que nesses trés sub—conjuntos estao algumas das
observagoes detectadas como mais influentes para o modelo ajustado aos dados completos
(Tabela 6.1). Em especial, a pior cobertura esté associada a presenga de quatro observagoes
consideravelmente influentes: as observagoes 256, 251, 264 e 267 (Figuras 6.2b e 6.3). Des-
considerando esses trés sub—conjuntos, a menor cobertura empirica verificada foi 94%.

Na Figura 6.4 apresentamos as curvas de predicao, formadas pelos limites superior e
inferior de predicao e o verdadeiro valor da resposta para cada observacao predita, para os
trés sub—conjuntos: 51 F- 100 (a), 251 =4 300 (b) e 451 F- 500 (c). Essa figura ilustra as
assertivas anteriores, uma vez que a curva de predi¢ao referente ao conjunto que contém a
observagao 256 é a que apresenta o pior desempenho, em geral relacionado a subestimacao
do limite superior do intervalo de predigdo. Com relagdo a particdo 451 - 500 (Figura
6.4b), nota-se que para as observagoes 484 e 488 o limite inferior do intervalo superou o valor
verdadeiro e para a observagao 498 o limite superior foi subestimado. Na Figura 6.4a alguns
limites superiores de predicao sao subestimados; chamamos atencao especial para os casos
61 e 81.

Na Figura 6.5 apresentamos as curvas de predigao para algumas particoes em que as
coberturas empiricas ou estiveram proximas do nivel nominal ou chegaram a 100%. Es-
colhemos as partigoes 151 4 200 (a), 501 4 550 (b), 551 = 600 (c), cujas coberturas
empiricas foram, respectivamente, 94%, 100% e 98%. Apesar da cobertura referente a

particao 151 FH 200 estar proxima do nivel nominal, é notavel a subestimacao dos lim-
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ites superiores de predi¢ao das observagoes 152, 165 e 178 (Figura 6.5a), casos influentes no
modelo com todas as observagoes. Por outro lado, quando as coberturas estao préximas de
100% as amplitudes dos intervalos de predigao sao grandes (Figura 6.5b,c).

Neste capitulo desenvolvemos um procedimento de obtencao de limites de predicao para
o modelo de regressao beta utilizando o método bootstrap proposto por Davison e Hink-
ley (1997) para modelos lineares generalizados. Notamos que o intervalo de predi¢ao boot-
strap tem, em geral, bom desempenho, mas tende a falhar quando usado para prever casos
que seriam considerados influentes se estivessem presentes no conjunto de dados observa-
dos. Devemos ressaltar que o trabalho desenvolvido neste capitulo é apenas o inicio de uma
pesquisa sobre a obtencao de limites de predicao para a classe de modelos de regressao beta.
Inicialmente, vamos investigar uma correcao do erro de predicao através de medidas de in-
fluéncia para melhorar o desempenho do método apresentado na Se¢ao 6.3. Pretendemos
realizar simulagoes de Monte Carlo com o objetivo de avaliar melhor o desempenho dos
métodos desenvolvidos. Pretendemos ainda aplicar outro método de obtencao dos limites de
predigao, por exemplo, o método percentil £ ou o método BC, (“bias-corrected accelerated”),
tanto ao bootstrap tradicional quanto ao bootstrap corrigido pela medida de influéncia. O
método BC,, que no contexto de intervalos de predicao foi proposto por Mojirsheibani and
Tibshirani (1996), tipicamente corrige as distorgoes de tamanho associadas ao método per-

centil.
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Capitulo 7

Consideracoes finais

7.1. Conclusoes

Ao longo dos capitulos anteriores desenvolvemos diversos aspectos de inferéncia e diagnds-
tico para a classe de modelos de regressao beta. Resumimos nos itens a seguir as principais
conclusoes desse trabalho:

1. No Capitulo 2, propomos dois novos residuos para o modelo de regressao beta (Ferrari
e Cribari-Neto, 2004) com base no processo iterativo Scoring de Fisher. Avaliamos nu-
mericamente os desempenhos desses novos residuos e também dos residuos componente
do desvio e ordindrio padronizado propostos por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Os re-
sultados evidenciaram a inviabilidade do residuo componente do desvio e favoreceram os
novos residuos, em especial o residuo ponderado padronizado 2. Além de sua distribuicao
empirica estar mais proxima da distribuicao normal padrao que as dos demais residuos,
o uso do residuo ponderado padronizado 2 é mais indicado se o objetivo é a captagao
de casos decisivos no ajuste do modelo. Quanto a avaliacao da qualidade de ajuste
do modelo, os residuos ordinario padronizado, ponderado padronizado 1 e ponderado
padronizado 2 conduzem as mesmas conclusoes.

2. No Capitulo 3, desenvolvemos para a classe de modelos de regressao beta (Ferrari e
Cribari-Neto, 2004) uma medida de influéncia baseada na delegao de casos (distancia
de Cook) e medidas de influéncia baseadas no método de influéncia local desenvolvido
por Cook (1986). A partir dos resultados obtidos recomendamos medidas de influéncia
local considerando trés esquemas de perturbagao, a saber: a ponderacao de casos, per-
turbacao da resposta e perturbacao individual de covaridveis. A aproximacao para a
distancia de Cook e a alavanca generalizada também podem ser usadas; no entanto, as
medidas de influéncia local, em geral, sao suficientes para identificar observacoes influ-
entes. Adicionalmente, ressaltamos a importancia do uso das medidas de influéncia local
em graficos de diagndstico no sentido de identificar possiveis tendéncias dos dados como,
por exemplo, dispersao variavel ao longo das observagoes.

3. No Capitulo 4, através de estudos de simulagao comprovamos que os estimadores de
méxima verossimilhanga para o modelo de regressao beta com dispersao varidvel (Pao-

lino, 2001 e Smithson e Verkuilen, 2006) apresentam um bom desempenho quanto a
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estimacao intervalar da resposta média e que estimar o modelo supondo dispersao con-
stante quando, de fato, a dispersao é varidvel interfere drasticamente na precisao dos
intervalos de confianga para a resposta média. Avaliamos ainda o desempenho dos testes
assintoticos da razao de verossimilhancas, escore e Wald para testar a hipétese de dis-
persao constante. Nossos resultados favorecem o teste escore, uma vez que este apre-
senta resultados satisfatorios tanto no que diz respeito ao poder quanto em relagao aos
tamanhos. Finalmente, investigando o comportamento de alguns graficos de diagnodstico
verificamos que, a medida que o grau de heterogeneidade da dispersao aumenta, o grafico
normal de probabilidades com envelopes simulados evidencia mais nitidamente a falta
de qualidade do ajuste supondo dispersao constante. Adicionalmente, a diferenca das
dispersoes ao longo das observagoes fica mais evidente nos graficos que utilizam a medida
de influéncia I,,,4, que nos graficos dos residuos.

4. No Capitulo 5, desenvolvemos métodos de diagnéstico para o modelo de regressao beta
com dispersao variavel. Adaptamos o residuo ponderado padronizado 2 para a situagao
em que a dispersao varia ao longo das observagoes. Adicionalmente, desenvolvemos
medidas de influéncia local considerando trés esquemas de perturbacao: a ponderacao
de casos, perturbacao da resposta e perturbacao individual de covariaveis, este tltimo
considerando os diversos cendarios em relacao as covariaveis envolvidas na modelagem da
média e da dispersao. Através de exemplos com dados reais, comprovamos a sensibilidade
da metodologia e a importancia dos diferentes esquemas de perturbacao no sentido de
captar observagoes importantes quanto ao ajuste do modelo aos dados.

5. No Capitulo 6, propomos um método de obtencao de limites de predicao para o modelo
de regressao beta com dispersao constante a partir do método bootstrap. Constatamos
com base em uma aplicacao a dados reais que o método, em geral, tem bom desempenho,
mas é prejudicado quando os casos preditos seriam considerados influentes se m presentes

no conjunto de dados observados.
7.2. Trabalhos futuros

Serao foco de nossas pesquisas futuras:

1. Estender a classe de modelos de regressao beta proposta por Ferrari e Cribari—Neto (2004)
para permitir que a média da variavel resposta seja definida por um preditor nao-linear
envolvendo regressores e parametros de regressao desconhecidos. A estimacao conjunta
de todos os parametros do modelo sera feita por maxima verossimilhanca, devendo ser
obtidas expressoes de forma fechada para a funcao escore, para a matriz de informacao de
Fisher e sua inversa. Serao estudados também mecanismos de diagnéstico e identificagao

de observacoes influentes. Inferéncia via testes de hipoteses assintéticos sera também
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estudada.

. Desenvolver a classe de testes nao encaixados no contexto dos modelos de regressao
beta, em especial o teste J para modelos lineares e o teste P para o contexto nao—
linear propostos por Davidson e MacKinnon (1981) e testes nao encaixados baseados
no método bootstrap (Davidson e MacKinnon, 2002 e Monfardini, 2003). Essa classe
de testes permite a avaliacao de formulacoes mais amplas para o modelo que esta sendo
investigado, uma vez que consideram modelos claramente distintos para as hipéteses nula
e alternativa, ou seja, que nao sao casos particulares um do outro. Pretendemos avaliar
o desempenho dos diferentes testes através de simulacoes de Monte Carlo e aplicar a
teoria desenvolvida a dados reais.

. Desenvolver um esquema bootstrap para obtencao de limites de predigao considerando
uma correcao do erro de predicao através de medidas de influéncia. Investigar os inter-

valos de predicao do tipo BC, e percentil ¢.
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Apéndice A
Dados

A.1. Proporcao da renda familiar total gasta com alimentacao

Tabela A.1. Dados de gastos com alimentagao

Obs Renda Total Numero de pessoas Gastos com alimentacao
1 62.476 1 15.998
2 82.304 5 16.652
3 74.679 3 21.741
4 39.151 3 7.431
5 64.724 5 10.481
6 36.786 3 13.548
7 83.052 4 23.256
8 86.935 1 17.976
9 88.233 2 14.161
10 38.695 2 8.825
11 73.831 7 14.184
12 77.122 3 19.604
13 45.519 2 13.728
14 82.251 2 21.141
15 59.862 3 17.446
16 26.563 3 9.629
17 61.818 2 14.005
18 29.682 1 9.160
19 50.825 5 18.831
20 71.062 4 7.641
21 41.990 4 13.882
22 37.324 3 9.670
23 86.352 5 21.604
24 45.506 2 10.866
25 69.929 6 28.980
26 61.041 2 10.882
27 82.469 1 18.561
28 44.208 2 11.629
29 49.467 5 18.067
30 25.905 5 14.539
31 79.178 5 19.192
32 75.811 3 25.918
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Tabela A.1. Dados de gastos com alimentagao

Obs Renda Total Numero de pessoas Gastos com alimentagao
33 82.718 6 28.833

34 48.311 4 15.869

35 42.494 5) 14.910

36 40.573 4 9.550

37 44.872 6 23.066

38 27.167 7 14.751

A.2. Escore em teste de habilidade de leitura

Tabela A.2. Dados de habilidade de leitura

Obs Escore do teste Dislexia QI

1 0.88386 -1 0.827
2 0.76524 -1 0.590
3 0.91508 -1 0.471
4 0.98376 -1 1.144
5 0.88386 -1 -0.676
6 0.70905 -1 -0.795
7 0.77148 -1 -0.281
8 0.99000 -1 -0.914
9 0.99000 -1 -0.043
10 0.99000 -1 0.907
11 0.99000 -1 0.511
12 0.99000 -1 1.223
13 0.99000 -1 0.590
14 0.99000 -1 1.856
15 0.99000 -1 -0.399
16 0.99000 -1 0.590
17 0.70281 -1 -0.043
18 0.99000 -1 1.738
19 0.66535 -1 0.471
20 0.99000 -1 1.619
21 0.95878 -1 1.144
22 0.99000 -1 -0.201
23 0.73402 -1 -0.281
24 0.64662 -1 0.590
25 0.99000 -1 1.777
26 0.57794 1 -0.083
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Tabela A.2. Dados de habilidade de leitura

Obs Escore do teste Dislexia QI
27 0.64038 1 -0.162
28 0.45932 1 -0.795
29 0.65286 1 -0.281
30 0.60916 1 -0.874
31 0.60916 1 0.313
32 0.54048 1 0.709
33 0.57170 1 1.223
34 0.70281 1 -1.230
35 0.56546 1 -0.162
36 0.53424 1 -0.993
37 0.57794 1 -1.191
38 0.69032 1 -1.745
39 0.54673 1 -1.745
40 0.68408 1 -0.439
41 0.59043 1 -1.666
42 0.62165 1 -1.507
43 0.67159 1 -0.518
44 0.66535 1 -1.270
A.3. Ansiedade e estresse
Tabela A.3. Dados de ansiedade e estresse
Obs estresse Ansiedade
1 0.01 0.01
2 0.29 0.17
3 0.17 0.01
4 0.41 0.05
5 0.21 0.09
6 0.45 0.41
7 0.21 0.05
8 0.01 0.01
9 0.25 0.13
10 0.45 0.01
11 0.21 0.05
12 0.53 0.17
13 0.13 0.01
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Tabela A.3. Dados de ansiedade e estresse

Obs estresse Ansiedade
14 0.17 0.09
15 0.01 0.01
16 0.25 0.05
17 0.05 0.09
18 0.41 0.09
19 0.09 0.05
20 0.01 0.01
21 0.25 0.01
22 0.25 0.01
23 0.29 0.29
24 0.17 0.01
25 0.29 0.01
26 0.25 0.01
27 0.25 0.01
28 0.25 0.01
29 0.09 0.01
30 0.09 0.01
31 0.01 0.01
32 0.25 0.09
33 0.41 0.37
34 0.37 0.05
35 0.25 0.01
36 0.37 0.05
37 0.33 0.29
38 0.21 0.09
39 0.21 0.01
40 0.33 0.25
41 0.17 0.01
42 0.41 0.09
43 0.21 0.01
44 0.37 0.05
45 0.37 0.21
46 0.13 0.01
47 0.13 0.01
48 0.17 0.01
49 0.33 0.13
50 0.29 0.17
51 0.57 0.37
52 0.33 0.01
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Tabela A.3. Dados de ansiedade e estresse

Obs estresse Ansiedade
53 0.01 0.01
54 0.21 0.09
55 0.81 0.57
56 0.05 0.01
57 0.25 0.01
58 0.17 0.13
59 0.25 0.05
60 0.17 0.01
61 0.17 0.01
62 0.33 0.01
63 0.25 0.01
64 0.41 0.09
65 0.41 0.13
66 0.21 0.01
67 0.25 0.01
68 0.29 0.09
69 0.25 0.09
70 0.41 0.37
71 0.09 0.01
72 0.13 0.05
73 0.01 0.01
74 0.09 0.01
75 0.29 0.13
76 0.13 0.01
7 0.85 0.57
78 0.01 0.01
79 0.01 0.01
80 0.29 0.09
81 0.09 0.01
82 0.01 0.01
83 0.01 0.01
84 0.05 0.01
85 0.13 0.01
86 0.01 0.01
87 0.05 0.05
88 0.37 0.01
89 0.65 0.01
90 0.13 0.01
91 0.29 0.13
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Tabela A.3. Dados de ansiedade e estresse

Obs estresse Ansiedade
92 0.01 0.01
93 0.57 0.25
94 0.21 0.01
95 0.29 0.01
96 0.53 0.09
97 0.45 0.13
98 0.25 0.01
99 0.09 0.01
100 0.13 0.05
101 0.17 0.13
102 0.05 0.01
103 0.17 0.09
104 0.21 0.01
105 0.29 0.05
106 0.13 0.01
107 0.21 0.05
108 0.17 0.01
109 0.37 0.09
110 0.09 0.01
111 0.85 0.37
112 0.65 0.25
113 0.21 0.05
114 0.29 0.05
115 0.17 0.25
116 0.65 0.05
117 0.53 0.05
118 0.25 0.01
119 0.17 0.05
120 0.01 0.01
121 0.33 0.01
122 0.25 0.01
123 0.61 0.17
124 0.29 0.29
125 0.85 0.57
126 0.21 0.01
127 0.09 0.05
128 0.01 0.01
129 0.41 0.09
130 0.01 0.01
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Tabela A.3. Dados de ansiedade e estresse

Obs estresse Ansiedade
131 0.29 0.09
132 0.65 0.49
133 0.49 0.45
134 0.17 0.01
135 0.01 0.01
136 0.41 0.01
137 0.37 0.05
138 0.21 0.01
139 0.49 0.17
140 0.05 0.01
141 0.09 0.13
142 0.09 0.01
143 0.37 0.21
144 0.41 0.13
145 0.37 0.01
146 0.05 0.01
147 0.57 0.17
148 0.09 0.01
149 0.13 0.01
150 0.17 0.21
151 0.69 0.13
152 0.85 0.69
153 0.29 0.25
154 0.33 0.01
155 0.09 0.01
156 0.45 0.09
157 0.45 0.13
158 0.21 0.01
159 0.41 0.05
160 0.21 0.01
161 0.05 0.01
162 0.37 0.29
163 0.53 0.25
164 0.65 0.49
165 0.17 0.01
166 0.09 0.01
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A.4. Veredito

Tabela A.4. Dados de veredito

Obs Veredito Conflito Confianca
1 -1.0 -1.0 0.500
2 -1.0 -1.0 0.698
3 -1.0 -1.0 0.797
4 -1.0 -1.0 0.698
5 -1.0 -1.0 0.797
6 -1.0 -1.0 0.896
7 -1.0 -1.0 0.500
8 -1.0 -1.0 0.599
9 -1.0 -1.0 0.748
10 -1.0 -1.0 0.599
11 -1.0 -1.0 0.797
12 -1.0 -1.0 0.698
13 -1.0 -1.0 0.599
14 -1.0 -1.0 0.946
15 -1.0 -1.0 0.500
16 -1.0 -1.0 0.797
17 -1.0 -1.0 0.500
18 -1.0 -1.0 0.599
19 -1.0 -1.0 0.748
20 -1.0 -1.0 0.599
21 -1.0 -1.0 0.995
22 -1.0 -1.0 0.896
23 -1.0 -1.0 0.995
24 -1.0 -1.0 0.599
25 -1.0 -1.0 0.797
26 -1.0 -1.0 0.896
27 1.0 -1.0 0.500
28 1.0 -1.0 0.946
29 1.0 -1.0 0.500
30 1.0 -1.0 0.797
31 1.0 -1.0 0.797
32 1.0 -1.0 0.599
33 1.0 -1.0 0.748
34 1.0 -1.0 0.698
35 1.0 -1.0 0.649
36 1.0 -1.0 0.599
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Tabela A.4. Dados de veredito

Obs Veredito Conflito Confianca
37 1.0 -1.0 0.995
38 1.0 -1.0 0.896
39 1.0 -1.0 0.005
40 1.0 -1.0 0.203
41 1.0 -1.0 0.896
42 1.0 -1.0 0.797
43 1.0 -1.0 0.748
44 1.0 -1.0 0.005
45 1.0 -1.0 0.599
46 1.0 -1.0 0.500
47 1.0 -1.0 0.946
48 1.0 -1.0 0.995
49 1.0 -1.0 0.995
50 1.0 -1.0 0.896
51 1.0 -1.0 0.302
52 -1.0 1.0 0.748
53 -1.0 1.0 0.748
54 -1.0 1.0 0.995
55 -1.0 1.0 0.896
56 -1.0 1.0 0.896
57 -1.0 1.0 0.599
58 -1.0 1.0 0.500
59 -1.0 1.0 0.599
60 -1.0 1.0 0.500
61 -1.0 1.0 0.599
62 -1.0 1.0 0.599
63 -1.0 1.0 0.748
64 -1.0 1.0 0.599
65 -1.0 1.0 0.946
66 -1.0 1.0 0.203
67 -1.0 1.0 0.599
68 -1.0 1.0 0.896
69 -1.0 1.0 0.896
70 -1.0 1.0 0.203
71 -1.0 1.0 0.896
72 -1.0 1.0 0.599
73 -1.0 1.0 0.797
74 -1.0 1.0 0.599
75 -1.0 1.0 0.698
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Tabela A.4. Dados de veredito

Obs Veredito Conflito Confianca
76 -1.0 1.0 0.797
7 -1.0 1.0 0.748
78 1.0 1.0 0.401
79 1.0 1.0 0.698
80 1.0 1.0 0.599
81 1.0 1.0 0.649
82 1.0 1.0 0.896
83 1.0 1.0 0.797
84 1.0 1.0 0.698
85 1.0 1.0 0.698
86 1.0 1.0 0.847
87 1.0 1.0 0.946
88 1.0 1.0 0.797
89 1.0 1.0 0.995
90 1.0 1.0 0.797
91 1.0 1.0 0.797
92 1.0 1.0 0.995
93 1.0 1.0 0.896
94 1.0 1.0 0.995
95 1.0 1.0 0.975
96 1.0 1.0 0.401
97 1.0 1.0 0.500
98 1.0 1.0 0.797
99 1.0 1.0 0.797
100 1.0 1.0 0.896
101 1.0 1.0 0.946
102 1.0 1.0 0.698
103 1.0 1.0 0.995
104 1.0 1.0 0.847
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A.5. Cloro disponivel

Tabela A.5. Dados de cloro disponivel.

Obs Semanas Fracao de cloro Obs Semanas Fracao de cloro
1 8 0.49 22 22 0.41
2 8 0.49 23 22 0.41
3 10 0.48 24 22 0.40
4 10 0.47 25 24 0.42
5 10 0.48 26 24 0.40
6 10 0.47 27 24 0.40
7 12 0.46 28 26 0.41
8 12 0.46 29 26 0.40
9 12 0.45 30 26 0.41
10 12 0.43 31 28 0.41
11 14 0.45 32 28 0.40
12 14 0.43 33 30 0.40
13 14 0.43 34 30 0.40
14 16 0.44 35 30 0.38
15 16 0.43 36 32 0.41
16 16 0.43 37 32 0.40
17 18 0.46 38 34 0.40
18 18 0.45 39 36 0.41
19 20 0.42 40 36 0.38
20 20 0.42 41 40 0.39
21 20 0.43 42 42 0.39
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