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Resumo

Os modelos de regressao beta e beta inflacionados conseguem ajustar adequadamente grande
parte das variaveis do tipo proporcao. No entanto, esses modelos nao sao uteis quando a variavel
resposta nao pode assumir valores no intervalo (0, ¢) e assume o valor ¢ com probabilidade positiva.
Variaveis relacionadas a algum tipo de pagamento limitado entre dois valores, quando estudadas em
relagdo ao seu valor maximo, possuem essas caracteristicas. Para ajustar essas variaveis, introdu-
zimos a distribui¢ao beta inflacionada truncada (BIZUT), que é uma mistura de uma distribuicao
beta com suporte no intervalo (¢,1) e uma distribui¢ao trinomial que assume os valores zero, um
e c¢. Propomos ainda um modelo de regressao para as situagdes em que a varidvel resposta tem
distribuigdo BIZUT. Admitimos que todos os parametros da distribuigdo podem variar em fungao
de variaveis preditoras. Além disso, o modelo permite que o pardmetro conhecido ¢ varie entre
as unidades populacionais. Para esse modelo sdo desenvolvidos diversos aspectos inferenciais, sao
obtidos resultados para as situagoes em que c é variavel e sao conduzidos estudos de simulagao de
Monte Carlo. Além disso, discutimos anélise de residuos, desenvolvemos analise de influéncia local

e realizamos uma aplicacao a dados reais de cartao de crédito.

Palavras-chave: cartao de crédito, estimador de méxima verossimilhanca, modelos inflacionados,

modelos de regressao beta inflacionados truncados, proporgoes, regressao beta.



Abstract

The beta regression model or the inflated beta regression model may be a reasonable choice to
fit a proportion in most situations. However, they do not fit well variables that do not assume values
in the open interval (0,¢), 0 < ¢ < 1 and assume the ¢ value with positive probability. Variables
related to a kind of double bounded payment amount when studied as a proportion of the maximum
payment amount have this feature. For these variables, we introduce the truncated inflated beta
distribution (TBEINF). This proposed distribution is a mixture of the beta distribution bounded in
the open interval (¢, 1) and a trinomial distribution that assumes the values zero, one and c¢. This
work also proposes a regression model where the response variable is TBEINF distributed. The
model allows all the unknown parameters of the conditional distribution of the response variable to
be modeled as functions of explanatory variables. Moreover, the model allows nonconstant known
parameter ¢ across population units. For this model, some inferential aspects are developed, some
results when c is not constant are obtained and Monte Carlo simulation studies are performed. In
addition, residual and local influence analysis are discussed and an application to credit card data

is presented.

Keywords: beta regression, credit card, inflated models, maximum likelihood estimator, propor-

tions, truncated inflated beta regression.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de taxas, razoes e proporc¢oes é comum em diversas areas do conhecimento. Muitas
vezes essas variaveis variam no intervalo (0,1). Frequentemente o objetivo do trabalho é o es-
tudo dessas varidveis em funcao de algumas outras através de um modelo de regressao. Diversas
abordagens podem ser utilizadas nessas situacoes. A utilizacdo de regressao linear normal nao é
adequada, j4 que essas varidveis, por serem limitadas, ndo seguem essa distribuicdo. Além disso,
valores ajustados para essas variaveis através de um modelo de regressao linear nao necessariamente
pertencem ao intervalo (0,1). A forma mais simples de contornar o problema ¢é efetuar uma trans-
formacao na variavel resposta para que ela assuma valores na reta real e ajustar um modelo de
regressao linear para a variavel transformada. Segundo Kieschnick e McCullough (2003) a trans-
formagao mais utilizada para variaveis que assumem valores no intervalo (0,1) é a logito, definida
como ¢g(y) = log[y/(1 —y)]. Ospina (2008, pagina 4) cita diversas outras e Atkinson (1985, Capitulo
7) discute familias de transformagoes que envolvem um pardmetro desconhecido. A utilizacao de
transformagoes tem pelo menos dois inconvenientes. O primeiro é que elas alteram a natureza dos
dados, dificultando assim a interpretacao dos pardmetros do modelo. Além disso, o uso de uma
transformacao nao garante que a nova variavel tenha distribuicao normal e seja homocedastica, que
sao suposi¢oes do modelo de regressao linear normal.

Uma alternativa & transformacao da variavel resposta é o ajuste de um modelo de regressao
nao linear que assume que a varidvel dependente é igual a uma fung¢ao nao linear das varidveis
preditoras e de seus respectivos pardmetros mais um erro suposto normal homocedastico (Hermalin
e Wallace, 1994; Kieschnick e McCullough, 2003). No entanto, a suposi¢ao de que o erro tem
distribuicao normal nao é razoével, j& que nesse caso ele necessariamente esta contido no intervalo
(—=1,1). Uma abordagem mais interessante é a utilizagdo de modelos de quase-verossimilhanga
introduzidos por Wedderburn (1974). Para o ajuste desses modelos ndo é necesséaria a suposi¢ao
de que a variavel resposta tenha alguma distribuicao conhecida. O modelo requer apenas que se
especifique uma relagdo entre a variancia e a média da variavel dependente. Cox (1996) e Papke
e Wooldridge (1996) propuseram modelos de quase-verossimilhanga para o ajuste de variaveis do
tipo proporg¢ao. Diferentemente dos modelos ja citados, nao ha importantes restricoes ao uso desses
modelos de quase-verossimilhanca para o ajuste dessas variaveis. No entanto, segundo Kieschnick

e McCullough (2003), para variaveis respostas do tipo propor¢ao e amostras ndo muito grandes, a
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performance desses modelos parece ser inferior a da regressao beta (que sera discutida a seguir).

Uma forma mais natural de ajustar um modelo de regressao para varidveis que variam no in-
tervalo (0,1) é supor que a variavel resposta tem alguma distribui¢ao conhecida com suporte no
intervalo (0,1). Ja foram desenvolvidos modelos de regressao para variaveis com distribui¢ao beta
(Ferrari e Cribari-Neto, 2004; Paolino, 2001; Kieschnick ¢ McCullough, 2003) e simplex (Jorgensen,
1997a) e proposta uma nova parametrizagao da distribuigdo de Kumaraswamy para o desenvolvi-
mento de modelos de regressao (Mitnik e Baek, 2012). As trés distribuicoes de probabilidade citadas
sao descritas respectivamente em Johnson et al. (1995, Capitulo 25), Barndorff-Nielsen e Jorgensen
(1991) e Kumaraswamy (1980). O modelo de regressao simplex tem a vantagem, em relacao a
regressao beta, de pertencer a classe de modelos de dispersao (Jorgensen, 1997b), que pode ser vista
como uma extensao dos modelos lineares generalizados (McCullagh e Nelder, 1989). Assim a re-
gressao simplex pode utilizar os resultados jé desenvolvidos para essa classe de modelos. No entanto,
em sua versao mais geral, a distribuicao simplex tem o inconveniente de possuir quatro parametros
enquanto a distribuicdo beta tem apenas dois. Além disso, em sua versao com dois parametros, o
modelo de regressao simplex parece nao ser flexivel o suficiente para produzir, em situagoes reais,
um ajuste de qualidade equivalente ao obtido com a regressao beta (Kieschnick e McCullough, 2003;
Miyashiro, 2008). Aprofundaremos a discussao a respeito da regressao beta porque esta tese esta
diretamente relacionada com esse modelo.

Ferrari e Cribari-Neto (2004) desenvolveram a especificagdo mais estruturada e melhor for-
malizada da regressao beta. Para facilitar a interpretacao dos pardmetros do modelo, os autores
propuseram uma reparametrizacao da distribuicao beta de modo que um de seus pardmetros fosse
a média e o outro pudesse ser interpretado como um parametro de precisao. Assim, o modelo supoe
que a distribuicao da variavel resposta é beta e que a resposta média esté relacionada com um predi-
tor linear a partir de uma funcao de ligagao. Com essa especificagao, em varios aspectos, a regressao
beta é semelhante aos modelos lineares generalizados (McCullagh e Nelder, 1989). A distribuigao
beta é bastante flexivel, podendo assumir diversos formatos simétricos e assiméticos, incluindo os
formatos de ‘J’, ‘U’ e ‘J’ invertido. Dessa forma, em geral, pode ser bem razoavel admitir que uma
variavel que assume valores no intervalo (0,1) tem distribuicao beta.

Juntamente com o trabalho de Ferrari e Cribari-Neto (2004), dois outros artigos introduziram
a regressao beta. Paolino (2001) comparou a regressao beta com modelos de regressao linear com
e sem transformagao logito da varidvel resposta. Utilizando dados simulados e reais, ele concluiu
que a regressao beta apresenta vantagens significativas em relagao a regressao linear para o estudo
de variaveis resposta que assumem valores no intervalo (0,1). Kieschnick e McCullough (2003)
compararam a performance de um modelo de regressao beta com ligagao logito com as de diversos
outros modelos usualmente utilizados na pratica a partir de uma variagao do critério de informacao
de Akaike proposta por McQuarrie e Tsai (1998). Em ambos os conjuntos de dados referentes a
estudos de proporcoes, o modelo de regressao beta produziu um ajuste superior aos dos demais,
segundo esse critério.

Apos o artigo de Ferrari e Cribari-Neto (2004), véarios trabalhos relacionados ao modelo de re-
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gressao beta foram desenvolvidos e um pacote no software R foi criado para o ajuste do modelo
(Cribari-Neto e Zeileis, 2010). Ospina et al. (2006) obtiveram estimadores de méxima verossimi-
lhanga dos pardmetros do modelo de regressao beta com corre¢ao do viés (ver também Ospina et al.
(2011)). Ja Espinheira et al. (2008a,b) introduziram novos residuos e medidas de influéncia local.
Para a mesma classe de modelos, Ferrari e Pinheiro (2011) desenvolveram corregdes para pequenas
amostras do teste da razao de verossimilhangas. Andrade (2007) estudou o efeito da especificac¢ao
incorreta da funcao de ligagao em modelos de regressao beta. Miyashiro (2008) comparou os modelos
de regressao beta e simplex em dois conjuntos de dados, observando que em ambos a regressao beta
possibilitou um melhor ajuste. O modelo de regressao beta foi estendido por Smithson e Verkuilen
(2006) para permitir que o parametro de precisdo da distribuigdo beta também varie em funcao de
variaveis preditoras e por Simas et al. (2010), que introduziram uma versao nao linear do modelo.
Cribari-Neto e Souza (2011) desenvolveram testes de hipoteses para os parametros que ajustam a
média da varidvel resposta sem a necessidade de ajustar o pardmetro de precisao. Ja Venezuela
(2008) estendeu o modelo para situagdes em que hé dependéncia entre as observagoes, em um con-
texto de equagoes de estimagao generalizadas (Hardin e Hilbe, 2003), enquanto Souza (2011) e Melo
et al. (2009) propuseram modelos de regressao beta multivariados. O modelo de regressao beta foi
ainda desenvolvido do ponto de vista bayesiano por Branscum et al. (2007).

Em algumas situagoes, a variavel de interesse pode assumir nao apenas valores no intervalo (0, 1)
como também os valores zero ou um ou ambos. Nessas situacoes, o modelo de regressao beta nao
é adequado, ja que a variavel resposta ¢ discreta nos pontos zero e/ou um e continua no intervalo
(0,1). A regressao linear com transformagao logito ou outras transformagoes comumente utilizadas
para dados de proporgoes nao podem ser utilizadas porque nao estao definidas para o valor zero. Ha
transformagoes que estao definidas para o valor zero e um (Piepho, 2003), mas a regressao linear com
essas transformagoes para o ajuste de variaveis que assumem valores no intervalo [0, 1] apresentam
os mesmos problemas ja discutidos para variaveis com suporte em (0,1). A regressao nao linear da
forma discutida anteriormente também nao é recomendada porque a existéncia de valores discretos
tende a acarretar que a distribuicao dos erros seja ainda mais distante da distribuicdo normal. Os
modelos de quase-verossimilhanca podem ser utilizados. No entanto, nas suas versoes propostas
por Cox (1996) e Papke e Wooldridge (1996) eles assumem que varidveis que estdo fortemente
relacionadas com a média dos valores continuos também estao fortemente relacionadas com a chance
de ocorréncia dos valores discretos. Em muitas situagoes, essa suposi¢ao nao é razoavel (Cook et al.,
2008). O modelo de Papke e Wooldridge (1996) foi estendido por Ramalho e Silva (2009) para que
essa suposi¢ao nao seja necesséaria. No entanto, no modelo deles, apenas a chance de ocorréncia do
valor zero e a média dos valores continuos nao estao necessariamente relacionadas com as mesmas
variaveis preditoras. O modelo ainda supde que varidveis que estao fortemente relacionadas com a
média dos valores continuos também estao fortemente relacionadas com a chance de ocorréncia do
valor um.

Um modelo popular entre os econometristas para o estudo de varidveis respostas que estao

limitadas entre dois valores é o modelo tobito duplamente limitado (Maddala, 1986, pagina 161).
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Esse modelo assume que entre zero e um a variavel resposta tem distribuicdo normal truncada.
Devido a essa suposicao, a varidncia da varidvel resposta nao é uma fung¢ao da média. No entanto,
para varidveis limitadas entre dois pontos é mais razoavel admitir que a varidncia decresce & medida
que a média se aproxima dos pontos zero ou um (Cook et al., 2008). O modelo tobito tem ainda
a mesma restricdo ja discutida para os modelos de quase-verossimilhanca. Além disso, o modelo
foi originalmente desenvolvido para dados censurados entre zero e um, o que nao é o caso quando
estamos estudando varidveis resposta que sao uma proporgao.

Uma classe de modelos de regressao para variaveis que assumem valores no intervalo [0, 1] foi
proposta por Lesaffre et al. (2007). No entanto, a classe de modelos proposta por eles pode ser
utilizada apenas quando a varidvel resposta assume exatamente k valores discretos no intervalo
[0, 1], ou quando a variavel dependente é resultado da razao entre uma variavel de contagem e uma
constante conhecida, que pode variar entre as unidades populacionais. Em muitos estudos, a variavel
resposta assume apenas valores no intervalo [0, 1], mas nao pode ser enquadrada em nenhuma dessas
duas situagoes. Assim, é conveniente a obtencdo de um modelo mais geral.

Uma possivel abordagem ¢é utilizar um modelo inflacionado. O termo inflacionado indica que a
massa de probabilidade de alguns pontos é maior do que a suposta no modelo proposto. A maioria
dos trabalhos na area de modelos inflacionados supoe que a distribuicao da variével resposta é uma
mistura entre uma distribuicdo degenerada no zero e uma outra distribuicdo conhecida. Aitchison
(1955) foi o primeiro a sugerir esse tipo de mistura e discutiu a obtencao de estimadores eficientes
quando o interesse é apenas o estudo da distribuicdo de uma variavel desse tipo e nao estuda-la
em funcao de outras varidveis como em um modelo de regressao. O primeiro modelo de regressao
inflacionado foi proposto por Feuerverger (1979) para o estudo de precipita¢oes pluviométricas e
utilizou a distribui¢do gama. Desde entao foram desenvolvidos modelos inflacionados para diversas
distribui¢bes como, por exemplo, Poisson (Lambert, 1992; Ridout et al., 1998), binomial (Vieira
et al., 2000; Hall, 2000), binomial negativa (Greene, 1994) e gaussiana inversa (Heller et al., 2006).

Ospina (2008) introduziu o modelo de regressao beta inflacionado em zero e um. Trata-se de uma
extensao do modelo de regressao beta para situagoes em que a variavel resposta varia no intervalo
[0,1]. O modelo assume que a distribuigao da variavel resposta é beta inflacionada (Ospina e Ferrari,
2010), sendo esta uma mistura de uma distribuigdo beta e uma distribui¢cao de Bernoulli. Nesse
modelo, tanto a média dos valores continuos como a chance de assumir os valores zero e um sao
ajustadas em funcdo de variaveis preditoras. No mesmo periodo, Cook et al. (2008) introduziram
o modelo de regressao beta inflacionado em zero para situagoes em que a variavel resposta assume
valores no intervalo [0,1) e Hoff (2007) propés um modelo de regressao beta inflacionado em um
para problemas em que o suporte da variavel dependente é o intervalo (0, 1]. Em ambos os modelos
assume-se que a varidvel resposta segue uma distribuicao de mistura entre uma distribuicdo beta
e uma distribui¢ao degenerada em um ponto: zero para o primeiro modelo e um para o ultimo.
No trabalho de Cook et al. (2008) foi ainda comparada, utilizando um conjunto de dados reais,
a regressao beta inflacionada no zero, o modelo de quase-verossimilhanca de Papke e Wooldridge

(1996) e o modelo tobito duplamente limitado. Concluiu-se, conforme esperado diante do que ja
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foi discutido, que a regressao beta inflacionada produziu um ajuste bem superior aos dos demais
modelos.

Alguns outros trabalhos relacionados ao modelo de regressao beta inflacionado ja foram desen-
volvidos. Um modelo de regressao nao linear para varidveis resposta com distribuicao beta infla-
cionada em zero ou um foi introduzido por Ospina e Ferrari (2012). Testes de erros de especificag¢ao
e correcoes para pequenas amostras do teste da razao de verossimilhancas foram desenvolvidos por
Pereira (2010).

Os modelos de regressao beta e beta inflacionado conseguem ajustar adequadamente grande
parte das variaveis do tipo proporcao. No entanto, algumas dessas variaveis nao podem ser bem
ajustadas por esses modelos. Isso ocorre, por exemplo, quando a varidvel resposta ndao pode assumir
valores no intervalo (0,c¢). Variaveis relacionadas a algum tipo de pagamento limitado entre dois
valores, quando estudadas em relagao ao seu valor maximo, possuem essa caracteristica. Um exemplo
dessas variaveis que tem grande interesse econémico na area bancaria é o valor pago da fatura
de cartdao de crédito como proporgao do valor total da fatura (valor relativo do pagamento). A
administradora de cartao de crédito estabelece um valor de pagamento minimo e portanto essa
variavel nao pode assumir valores entre (0,c), sendo ¢ um valor conhecido. O valor relativo do
pagamento pode assim assumir os valores discretos zero (em caso de nao pagamento), um (em caso
de pagamento total) e ¢ (em caso de pagamento minimo) ou um valor continuo no intervalo (¢, 1).
Outros exemplos podem ser encontrados na area de previdéncia social. O valor da contribuicao
mensal de um individuo esté limitado entre a contribuicao associada a um salario minimo e um
teto reajustado anualmente pelo Instituto Nacional de Seguridade Social (INSS). Dessa forma, o
valor de contribuig¢ao do individuo ao INSS como proporgao do teto de contribuicao também pode
assumir os valores discretos zero, um e ¢ ou valores continuos no intervalo (¢,1). Os valores dos
beneficios pagos pelo INSS aos idosos que trabalharam na iniciativa privada como proporgao do
beneficio maximo também tém as mesmas caracteristicas, ja que o rendimento de aposentadorias é
igual ou superior ao salario minimo.

Nao se tem conhecimento de nenhum trabalho em que sao ajustados modelos de regressao para
variaveis que assumem valores discretos em zero, um e ¢ ou continuos no intervalo (c,1). Estudos
relacionados ao pagamento do cartdao de crédito geralmente consideram a varidvel resposta como
binéria, com niveis pagou ou nao o valor total da fatura (Hamilton e Khan, 2001; Abdul-Muhmin e
Umar, 2007). A probabilidade do individuo nao pagar a fatura total é assim ajustada através de um
modelo de regressao logistica. Outros trabalhos estimam conjuntamente dois parametros em fungao
de variaveis preditoras (Kim e DeVaney, 2001; Robb e Sharpe, 2009). O primeiro parametro é a
probabilidade do individuo nao pagar a fatura total. O segundo é a esperanga do valor financiado
(valor da fatura que o individuo deixou de pagar) quando o cliente ndo paga a fatura total. As
estimativas s@o obtidas a partir do modelo de dois estagios de Heckman (Maddala, 1983; Dow e
Norton, 2003; Jonsson, 2012). No primeiro estagio é ajustada a probabilidade do cliente nao pagar
a fatura total através de um modelo probito. No segundo estagio estima-se a esperanca do valor

financiado (n&o pago) quando o cliente ndo paga a fatura total. Utiliza-se neste estagio apenas a
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subamostra de individuos que ndo pagaram a fatura total. As estimativas s@o obtidas a partir do
estimador de minimos quadrados ordinarios, tendo como variavel preditora adicional uma funcao
do preditor linear do modelo probito ajustado no primeiro estagio. O modelo de Heckman pode ser
visto ainda como uma alternativa aos modelos inflacionados para varidveis resposta que sao uma
mistura entre uma varidvel degenerada em um ponto e uma outra com alguma distribuicao com
suporte em R*. Uma abordagem diferente foi utilizada por Régis e Artes (2008) que consideraram
que o cartao de crédito tem 5 estados e ajustaram um modelo multi-estado de Markov (Kay, 1986),
que estima a probabilidade de transi¢ao entre eles. Os 5 estados considerados foram: pagou o valor
total da fatura (VRP = 1), financiou uma parte da fatura (¢ < VRP < 1), néo efetuou nenhum
pagamento VRP = 0), default (fatura em atraso ha pelo menos 3 meses) e cartdo cancelado.

Na 4area de previdéncia ha um detalhado trabalho que estima a renda de aposentados norte
americanos a partir de diversas variaveis e estimativas e simulacoes de valores futuros para o estado
civil, a idade de morte e a idade de aposentadoria (Toder et al., 2002). O trabalho foi aperfeigoado
diversas vezes ao longo dos anos, mas nenhuma versao leva em consideracao o fato de que o valor
de aposentadoria publica esta limitado entre dois valores. Moura e Istake (2007) ajustou o valor de
aposentadoria total (ptblica mais privada) de brasileiros e paranaenses utilizando dados da Pesquisa
Nacional de Amostra de Domicilios (PNAD) do ano de 2004 do Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica (IBGE). Foi utilizado um modelo de regressao linear multipla com transformagao
logaritmica da variavel resposta. Como a aposentadoria inclui o beneficio privado, que nao tem
valores minimos e maximos, nao foi necessaria a utilizacao de um modelo que levasse em consideracao

que a variavel resposta era limitada.
1.1 Objetivo e organizagao da tese

O objetivo da tese é desenvolver aspectos de inferéncia e diagnéstico em modelos de regressao
para variaveis que assumem valores em [0, 1], tém probabilidade zero de assumir valores no intervalo
(0,¢) e positiva em zero, um e ¢, com a suposi¢ao que em (¢, 1) sua distribuigao é beta. Denomi-
naremos a distribuicdo de probabilidade dessas varidveis beta inflacionada truncada. Assim, em
outras palavras, o objetivo da tese é desenvolver aspectos de inferéncia para ajustar um modelo
de regressao e realizar o seu diagnoéstico para variaveis resposta que tém distribuicao beta infla-
cionada truncada. O trabalho é uma extensao do estudo de Ospina (2008) e utiliza sua estrutura e
muitos de seus resultados. O modelo a ser desenvolvido serd denominado modelo de regressao beta
inflacionado truncado.

A tese esta organizada da seguinte forma. O Capitulo 2 introduz a distribuigao beta inflacionada
truncada, obtém seu vetor escore e matriz de informagao de Fisher e discute estimagao pontual e
intervalar de seus pardmetros. As propriedades dos estimadores sugeridos também sdo estudadas
utilizando-se dados simulados e uma aplicagdo a dados reais é realizada. O Capitulo 3 apresenta
o modelo de regressdo beta inflacionado truncado. O vetor escore e a informacao de Fisher sao
obtidos e discute-se a estimacdo dos pardmetros por méxima verossimilhanca. S&o apresentados
ainda expressoes para intervalos de confianca e testes de hipdteses para os parametros envolvidos.

O modelo admite que o valor ¢ pode variar entre as unidades populacionais. Assim, também sao
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apresentados trés resultados para um particular modelo de regressao beta inflacionado truncado
quando ¢ é variavel e também é discutida a possibilidade de ¢ ser uma variavel endogena (Stock e
Watson, 2003, Segao 10.1), caso seja incluida como variavel preditora do modelo. Em seguida, sao
feitos estudos de simulagao de Monte Carlo para avaliar a performance dos estimadores apresentados
para o modelo de regressao beta inflacionado truncado. Para finalizar o capitulo, discute-se ainda
selegdo de modelos. O Capitulo 4 discute anélise de residuos e de influéncia local especificas para
o modelo do Capitulo 3. O Capitulo 5 traz uma aplicacdo do modelo desenvolvido neste trabalho
para o pagamento do cartao de crédito utilizando dados reais obtidos de uma institui¢ao financeira.

O Capitulo 6 apresenta as conclusoes da tese e sugestoes para estudos posteriores.



Capitulo 2

Distribuicao beta inflacionada truncada

Neste capitulo sdo apresentadas as distribuigoes beta (Segao 2.1), beta inflacionada (Segao 2.2)
e beta inflacionada truncada (Segao 2.3), com énfase nesta tltima, que é introduzida neste trabalho
e para a qual é sugerida uma extensao na Sec¢do 2.4. Na Secao 2.5 sao feitos estudos de simulacao e

na Segao 2.6 é discutida uma aplicagdo a dados reais para a distribuicao beta inflacionada truncada.
2.1 Distribuicao beta

A distribui¢ao beta tem suporte no intervalo aberto (a,b), a e b nimeros reais conhecidos e
é geralmente parametrizada utilizando-se dois parametros de forma. Nesta parametrizacao, sua

funcao densidade de probabilidade é dada por

Tp+q) (y—a)P'(b—yr*
L(p)T(g)  (b—apret 7

em que I'(.) ¢ a fungdo gama definida como I'(k) = [ " te

de forma. Se a = 0 e b = 1, a distribuigdo assume sua forma padrao, que é a mais utilizada em

f(y;p,q,a,b) = y € (a,b), (2.1)

“tdtep>0eq>0sio os parametros

aplicagoes. Definindo-se p = a +p(b—a)/(p+q) e ¢ = p+q, ou seja, p = [(u — a)/(b — a)]p
eq=[(b—p)/(b—a)le, obtém-se uma parametrizacao alternativa da distribuigdo beta (Ferrari e
Cribari-Neto, 2004) com fun¢ao densidade de probabilidade dada por

. ~ T(9)(y - a)(%)¢*1(b _ y>(’;j—’;)¢>f1
fy; 1, ¢,a,0) = T [(*g:f;) qb} r [(%) ¢} (b— a)o-1

A parametrizagao (2.2) é mais conveniente no estudo de modelos de regressao pois, neste caso, o

, Y€ (ab). (2.2)

parametro p € (a,b) é a média de uma variavel com distribui¢ao beta e ¢ > 0 é um parametro de
precisao.

A distribuicdo beta é bastante conveniente no estudo de variaveis limitadas, pois sua funcio
densidade de probabilidade é bastante flexivel. Dependendo dos valores de i e ¢, (2.2) pode assumir
diversas formas simétricas e assimétricas, como, por exemplo, ‘U’, ‘J’ e ‘J” invertido. Johnson et al.
(1995) e Gupta e Nadarajah (2004) apresentam diversas caracteristicas, propriedades e aplicagoes
da distribui¢do beta padrao com parametrizagao (2.1) e Ospina (2008) apresenta seus momentos

na parametrizagao (2.2). Para quaisquer valores a e b em (2.2), se Y é uma variavel aleatéria com
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distribui¢ao beta, entdo seu momento (em torno do zero) de ordem r (r = 1,2,...) pode ser obtido

recursivamente através de

E(Y") = pu, =E[(Y —a) +Z ZH()aur i (2.3)

em que E[(Y —a)"| = )" (21:_2) ep:(ébb_aa);b, com po=1ep =EY)=p.
1

=

Utilizando-se (2.3), obtém-se que

(p—a)(b—p) V()

VarlY) = =5 =134

(2.4)

em que V(u) = (u—a)(b— p) é a fungao de varidncia da distribui¢ao beta. As provas de (2.3) e
(2.4) estdo no Anexo A.1.

2.2 Distribuicao beta inflacionada

Em algumas areas, ha varidveis de interesse que sao proporcoes que podem assumir os valores
zero e um com probabilidade positiva. A proporcao de 6bitos por causas mal definidas nos mu-
nicipios brasileiros em determinado ano e a proporc¢ao de graos de milho de uma espiga que estao
contaminados com um determinado género de fungo sao exemplos de variaveis com essas caracteris-
ticas. Essas variaveis nao sao absolutamente continuas e portanto nao podem ser ajustadas pela
distribui¢ao beta. Para estudar varidveis que assumem valores no intervalo [0, 1] e tém probabili-
dade positiva de assumir os valores zero e um, Ospina e Ferrari (2010) propuseram a distribui¢ao
beta inflacionada em zero e um (BIZU). Trata-se de uma mistura entre a distribuicao beta e a
distribuicao de Bernoulli. Os autores obtiveram os momentos da distribuic¢go BIZU, sua funcgao
escore, sua matriz de informacao de Fisher e provaram que ela pertence & familia exponencial de
posto completo. Discutiram ainda estimagao por momentos condicionais e maxima verossimilhanca,
desenvolveram estudos de simulacao para estudar a performance dos estimadores obtidos e apre-
sentaram aplica¢bes. A distribuicao de probabilidade que sera introduzida neste trabalho na Segao
2.3 é uma extensao da distribuigao BIZU. Os resultados obtidos por Ospina e Ferrari (2010) podem
ser obtidos a partir dos resultados que serao apresentados na préxima secao. Por esse motivo, nao
serao apresentados nesta secao os resultados da distribuicao beta inflacionada obtidos pelos autores

do artigo.
2.3 Distribuicao beta inflacionada truncada

Nas situacoes em que a variavel de interesse é uma proporgao que nao pode assumir valores em
um determinado intervalo, as distribui¢oes beta, BIZU, BIZ (beta inflacionada no ponto zero) e
BIU (beta inflacionada no ponto um) nao sao adequadas. Conforme discutido no Capitulo 1, esse é
o caso, por exemplo, de varidveis relacionadas a um pagamento limitado entre dois valores, quando

estudadas em funcao de seu valor méximo. Além dos exemplos ji citados no capitulo anterior, o
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valor que um desempregado brasileiro recebe de seguro desemprego como proporg¢ao do valor maximo
e o valor mensal que um bancario paga ao sindicato como proporcao do valor méximo também nao
podem assumir valores em um intervalo (0,c), sendo ¢ € (0,1) um valor conhecido. Todas essas
variaveis podem assumir os valores zero, um e ¢ com probabilidade positiva e qualquer ntiimero real
no intervalo (c,1). Assim, para ajustar essas variaveis é razoavel introduzir uma distribuigao que é
uma mistura de uma distribuicao beta e uma distribuicao discreta. A distribuicao proposta é uma
mistura de uma distribuigao beta com suporte no intervalo (¢, 1) e uma distribuigao trinomial que
assume os valores zero, um e c. KEssa distribui¢ao serd denominada distribui¢ao beta inflacionada

truncada (BIZUT) e sua funcdo densidade de probabilidade ¢ dada por

;

Q7o sey =0
avl sey=1
f(%aa’YOa’Yl,Ma ¢7C) = (25)
a(l =7 — ) sey =c
(1—a)f(y;p, P,c,1) sey € (c,1),

em que « é o parametro de mistura (P(Y € {0,1,¢})); 70 e v s@o os parametros da trinomial
(P(Y =0]Y € {0,1,c}) e P(Y = 1]Y € {0,1,¢}), respectivamente), Y é uma variavel aleatoria
com distribui¢ao BIZUT e f(y; u, ¢, ¢, 1) é a funcdo densidade de probabilidade da distribuigao beta
com vetor de parametros (i, ¢, ¢, 1). Neste caso, o espago paramétrico de « e 7y sdo os intervalos
abertos (0,1),c<pu<1,¢>0e0<y <1—".

Na parametrizagao (2.5) da distribuigao BIZUT é facil perceber que a mesma é uma mistura
entre uma distribuigao beta e uma distribuicao trinomial. No entanto, nessa parametrizagao, a
interpretagdo dos pardmetros vy e 1 nao é tao simples. Assim, neste trabalho sera utilizada uma
parametriza¢do mais conveniente que ¢ obtida definindo-se 6y = ayp, 61 = a1 € 6. = a(l —~v—m1)
e, portanto, a = dg + 01 + d¢, Y0 = 00/ (00 + 1 + dc) e y1 = 01/ (00 + 01 +d.). Dessa forma, propomos

a definicdo a seguir.

Definigao 2.3.1. Seja Y uma varidvel aleatoria com suporte em {0} U [c,1]. Dizemos que Y tem
distribui¢ao beta inflacionada truncada com vetor de pardmetros (do,01,d¢, pt, ¢, ), se sua fungao

densidade de probabilidade € dada por

do sey =0
1 sey=1
f(ys: 00,01, 0c, 1, ¢, ¢) = (2.6)
e sey=c
(1_50_61 _5C)f(y7:ua ¢7C) 1) sey € (Ca]-)v

em que dp, 01 € 0. sao, respectivamente, P(Y =0), P(Y =1) e P(Y =¢), p= E(YY € (¢,1)), ¢
é um pardmetro de precisao, ¢ é um pardmetro conhecido com espago paramétrico no intervalo (0, 1)
e f(y;p, ,c,1) € definida como em (2.2).
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Nesta parametrizacao, dp € (0,1), u € (¢,1), ¢ > 0,0 <9 <1—139p,0< e <1—5p—1 e
a notagao utilizada para a distribuigao serda BIZUT(dg, d1, O¢, i1, ¢, ¢). Pode-se notar que tanto na
parametrizacao (2.5) como na (2.6) ha restrigdes no espago paramétrico relacionadas aos parametros
associados aos pontos em que a variavel é discreta. Em (2.6), por exemplo, 0 < §p+ 1 + 0. < 1. No
entanto, conforme seréd visto posteriormente, isso nao acarreta uma maior dificuldade na estimacao
dos parametros porque esses parametros tém estimadores de méaxima verossimilhanca de forma
fechada que sempre satisfazem as restri¢oes. Quando ¢ — 0 e 6. — 0, a distribuicao BIZUT tende &
distribui¢ao BIZU introduzida por Ospina e Ferrari (2010). A partir de (2.6) pode-se perceber que
a funcao distribui¢ao BIZUT é dada por

F(y; 30, 01, dc, s &, C) - 601[0,00[(y> + 501[0,00[(3/) + 51][1,oo[<y) + (1 - a>F(y; s &, ¢, 1)7 (27)

em que o = dg+91+0. € F(y; u, ¢, ¢, 1) € a fungao distribuigao de uma beta com vetor de parametros
(s @5 ¢, 1).

Os momentos da distribuigao BIZUT podem ser obtidos a partir da varidvel indicadora I 1 o} (Y).
Temos que Y[I{g1,(Y) = 1 tem distribuicao trinomial e YTy 1 (Y) = 0 tem distribuigao beta.
Portanto,

(c"d¢+ 61)/a  com probabilidade o

E(Y"I;0,1,4(Y)) = N (2.8)
Ly com probabilidade 1 — «

Vi com probabilidade «
Var(Y |Io,1,6(Y)) = N (2.9)
Vo com probabilidade 1 — «,
nas quais g, € o momento de ordem r (em torno do 0) da distribuigao beta com vetor de parametros
(11, ¢, ¢, 1) apresentado em (2.3), Vi = Var(Y|I;g.13(Y) = 1) = (2d.(a—08c) 461 (a—61) —2¢8.61) /o
e Vo = Var(Y[lgo 13 (Y) = 0) = [(¢ — ¢)(1 — p)]/(¢ + 1). Utilizando-se (2.8) e (2.9), apos alguns

célculos algébricos (Apéndice A.2), obtém-se

EY") = dd+a+1—-a)u,, r=12,. (2.10)
Var(Y) = aVi+(1—-a)Va+(1-a) [65\/4151 — Vau } (2.11)

Pode-se observar a partir de (2.10) que E(Y') = ¢é. + 01 + (1 — a)p.

A funcgao densidade de probabilidade (2.6) pode ser reescrita como

Flyin) = expln T(y) — A(n)]h(y), (2.12)

em que 7 = (771 12,73 M4 05) T T(y) = (t1(y): t2(y), ts(y),u(y),ts(y))T, 0 = (60,01,0c, 11, 9), m =
log(do/C(6)), n2 = log(61/C(0)), n3 = log(6c/C(0)), ma = [(k—¢)/(1 = )¢, ns = [(1 = p) /(1 = )],
c0)=1[01- 50—51— BINC )]/{F{[( )/ —C)]¢}T{[(1—M)/(l—C)]QS}(l—C)(ﬁ_l}, ti(y) = Loy (v),
ta(y) = Iy (y), t3(y) = L1 (y), ta(y) = log(y —¢) se y € (¢, 1) e 0 caso contrario, t5(y) = log(1—y)
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se y € (¢, 1) e 0 caso contrario, A(n) = —log{T'(ns + n5)/[L(na)T(n5)(1 — )M H=1 4+ (eM 4 ™2 +
e®)'(na +ns)]}, My) = 1/[(y — ¢)(1 —y)] se y € (¢,1) e 1 caso contrario. Além disso, tanto as
estatisticas ¢ quanto os parémetros 7 sao linearmente independentes e o espago paramétrico de 7
contém um retangulo aberto 5-dimensional. Assim, estd provada (Lehmann e Casella, 1998, Secao

1.5) a seguinte proposicao:
Proposigao 2.3.1. A distribuicio BIZUT pertence a familia exponencial de posto completo.

Sejam y1, Y2, . . ., Yn Uma amostra aleatoria de uma distribui¢ao BIZUT(do, 01, dc, i1, ¢, ¢). Entao,
como consequéncia da proposigao (2.3.1), (11,12, 13,14, T5) = Z?:l(tl (yi), ta(yi), ts(yi), ta(yi), ts(yi))
¢é uma estatistica suficiente e completa, em que

T, = Y I ),
=1

T, = > I,
=1

=1

T4 == Z log(y’& - C),
1:y;€(c,1)

T5 = Z log(l — yz)
1:y;€(c,1)

Utilizando-se (2.6), obtém-se que o logaritmo da fungao de verossimilhanga de Y associado a essa

amostra é dado por
1(0) = 1.(0) + 12(0), (2.14)

em que
1 (9) =T lOg((So) + 15 log(él) + T3 log(5c) + (n Ty —T5 — Tg) log(l —d0p — 01 — 50),

,(0) = (n—Ti —Ts—Ts)log F(¢)ﬂ “_C>¢—1] Ty +

| r[(E)er[()Ja-a ) (=
[(;‘é) ¢ — 1] Ts.

Pode-se notar que 1;(6) é fungdo somente dos parametros dp, 01 € 0. e l2(f) é fun¢ao somente de

e ¢. Portanto, (dg,d1,0.) e (1, @) sdo pardmetros separaveis e a estimagao de (dg, d1,0.) pode ser
feita separadamente da estimacgao de (u, ¢) e vice-versa (Pace e Salvan, 1997, pagina 128).
A funcao escore associada a uma amostra de Y é obtida derivando-se (2.14) em relagao a cada

um dos componentes de . Lembrando que a funcao digama é definida como ¥ (j) = dlogI'(j)/0j =
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r (7)/T(j) obtém-se a funcao escore (Us,, Us,,Us,, Uy, Up) em que

Us, = Ti/do—(n—T1—Tr—T3)/(1—«a),
Us, = Ty/ohr—(n—Tr—Tr—T3)/(1 —«a),
Us, = T3/6—(n—Tr—To—T3)/(1 - ), (2.15)
Up = [6/(0=c){(n—Ti = To = T3){op[¢(1 — p) /(1 — )] = plp(p — ) /(1 = )]} + Tu — T5},
Ug = (n=T1—=To=T3){(¢) — [(n—¢)/(1 = )[p(p — ¢) /(1 = ¢)] = log(1 —¢) —

(1 =)/ =)Plp(1 = p) /(L =} + (1 — )/ (1 = )Ty + [(1 = p) /(1 = O] T5.

Resolvendo-se o sistema de equacoes (Us,,Us,,Usc) = (0,0,0), obtém-se que os estimadores de

méxima verossimilhanca de dg, 41 e . sdo respectivamente dados por
do=—, b6 ="2,6.="", (2.16)

Eles sao nao viciados e fungoes da estatistica suficiente e completa e, portanto, sao estimadores nao
viciados de varidncia uniformemente minima (ENVVUM) de g, d1 e O, respectivamente. A partir
de (2.13), pode-se notar que T, T» e T3 tém distribui¢do binomial com parametros (n,dp), (n,d1) e
(n,d.), respectivamente. Logo, a variancia de S k=0,1oucé 0k (1—=0g)/n. O sistema de equagoes
(U,,Uy) = (0,0) nao tem solucdo algébrica. Assim, os estimadores de maxima verossimilhanca de
1 (i) e de ¢ (¢) devem ser obtidos utilizando-se métodos numéricos. Nas Secoes 2.5 e 2.6, seré
utilizado o método quase-Newton BFGS com derivadas analiticas (Nocedal e Wright, 2006, Segao
6.1).

Estimadores de forma fechada de i e ¢ podem ser obtidos, de forma semelhante aos obtidos por
Ospina e Ferrari (2010) para a distribui¢ao beta inflacionada, a partir dos momentos condicionais de
Y dado que Y € (¢,1). A distribuicao de Y|Y € (¢, 1) é beta com vetor de parametros (i, ¢, ¢, 1), ¢
conhecido e, portanto, E[Y|Y € (¢,1)] = pe Var[Y|Y € (¢,1)] = (u—c)(1—p)/(1+¢). Resolvendo-
se o sistema de equagoes

K =y

(u=0)=p)  _ 2«
(1+9) ’

em que §* = 3, conlWi/(n—T1 =T = T3)] e s* = 3, conyllvi =7/ (n = T1 = Tp — T3)],

obtém-se os estimadores

. ~ v —c)(1—-17g*
ieg e =1 5)2( v g (2.17)
Estimadores de forma fechada de E(Y) e de Var(Y) podem ser obtidos substituindo-se p e ¢ por [
e ¢ em (2.10) e (2.11).

A matriz de Informagao de Fisher, K(6), pode ser obtida utilizando-se que, na familia exponen-

cial de posto completo, E[tx(vi)] = 0A(n)/0n; (Lehmann e Casella, 1998, pagina 27). Apoés alguns
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célculos algébricos (Apéndice A.3), obtém-se que

ksoso  kooo, ksps. O 0
ksos: koo kss, 0 0

K(9)= kgogc k515c k(;c(sc 0 0 , (2.18)
0 0 0 kuy ks

em que
k5050 ( —01—9 )/[60(1 - O‘)L k5151 = (1 —dop — 60)/[51(1 - a)]?
kses. = (1=00—061)/[0c(1 — )], kspsy = ksos, = ka5, = (1— )™,

ke = [0/(1 =P (1 = a){¢'[o(n— o)/ (1= )] +¢[o6(1 — u) /(1 = )]},

koo = (1=a){l(p—0)/0 =P [o(n—)/(1 =) +[1—p)/(1 =PV [6(1 - 1) /(1 = )] -
V'(0)},

kup = [6(1—a)/(1 = )? (1~ )¢[o(n—0)/(1 = )] = (1 = w¥'[o(1 — p)/(1 = e)]}

e ¢'(.) é a funcdo trigama definida como '(j) = 0?logT'(j)/0j% = 0v(j)/0j. Pode-se notar em
(2.18) que (dp, 01, 9.) e (u, @) sdo parametros ortogonais e, portanto, os dois vetores de estimadores
de méxima verossimilhanca destes parametros sao assintoticamente independentes (Cox e Reid,
1987).

Pelas propriedades assintoticas do estimador de maéaxima verossimilhanca, \/ﬁ(é - 0) 2
N5(0, K(0)7!) (condigdes de regularidade estao satisfeitas porque a distribui¢io BIZUT pertence
a familia exponencial de posto completo). Dessa forma, para amostras grandes, intervalos de con-
fianga aproximados para cada um dos parametros com coeficiente de confianga de (100 x v)% sao
dados por

IC(Ok; ) = Ok % 2(14) 2 (K% /n)1/2, (2.19)

em que z(14)/2 ¢ o quantil (1 ++v)/2 da distribuigao N(0,1) e k%% ¢ o termo de posicao k da
diagonal de K (#)~! avaliada em 6. Além disso, uma regiao de confianga assintdtica conjunta para
os cinco parametros da distribuicdo BIZUT com coeficiente de confianga de (100 x )% pode ser

escrita (Johnson e Wichern, 2007, pagina 221) como

N —— A

n(6—6) K (8)(0—6) < [5(n — 1)/(n — 5)] Py s, (2.20)

em que F5 ,_5., ¢ o quantil v da distribuicao F' de Fisher-Snedecor com 5 e n —5 graus de liberdade
e I?@) é K(0) avaliada em 0. O intervalo de confianca e a regido de confianca podem ser utiliza-
dos para testar hipdteses relacionadas com os parametros da distribui¢ao BIZUT. A distribuigao
assintotica do estimador de maxima verossimilhanca de qualquer funcao diferencidvel de 6 pode
ser obtida utilizando-se o método delta. No Anexo A.4, como exemplo, é obtida a distribuicao

—

assintotica de E(Y).
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2.4 Variaveis inflacionadas em mais pontos

Os resultados apresentados na Se¢éo 2.3 podem ser estendidos facilmente para as situagées em
que ha um maior ntmero de pontos em que a varidvel é inflacionada. Suponha que uma variavel
X assuma os valores zero, um, ¢ e outros v (inteiro maior que zero) valores adicionais conhecidos
no intervalo (0,c) com probabilidade positiva e qualquer outro ntimero real no intervalo (c,1).
Se admitirmos que a distribui¢do de X é uma mistura de uma distribui¢do beta com suporte no
intervalo aberto (¢, 1) e uma distribui¢do multinomial, entdo sua fun¢ao densidade de probabilidade

em uma parametrizacgao similar a (2.6) pode ser escrita como

(

do sex =0

o1 sex =1
F(@;00,01,0¢, At - o5 Aws 11,9, €) = § e sex =c (2.21)

Ai sex =s;,1=1,2,...,v

| =7)f(zsp1,0,¢,1) sex € (c1),

em que s; sdo valores conhecidos no intervalo (0, c¢) para os quais P(X =s;) >0, \; = P(X = s;)
eT=00+01++D ;1N

Os momentos de X, a estimacao de seus parametros e a informagao de Fisher podem ser obtidos
de forma semelhante a apresentada na Secao 2.3. Os resultados obtidos, em geral, tém mais termos
mas sao bastante similares aos apresentados na segdo anterior. O momento de ordem r (em torno
do 0) de X, por exemplo, ¢ dado por E(X") = ¢"6. 4+ 01 + > i1 8" Ai + (1 — 7). Os estimadores
de maxima verossimilhanca de \; sdo \; = > =11y (x5)/n e os estimadores de do, d1, dc, p1 e
¢ nao sofrem alteragao. Os elementos de matriz de informagao de Fisher associados & \; podem
ser escritos como ky,x, = (1 — 7+ N)/[Ni(1 — 7)), ksox, = ks, = ksox, = ko, iz = (1— )" le
Ex;u = kx;o = 0. Os resultados também sao semelhantes aos obtidos anteriormente mesmo que os

valores s; ndo estejam restritos ao intervalo (0, ¢).
2.5 Estudos de simulacao e comparacao das distribuicoes BIZU e BIZUT

Os estimadores de momentos condicionais (MC) e os estimadores de méxima verossimilhanca
(MV) de pu, ¢, E(Y) e Var(Y) na distribuigao BIZUT foram comparados através de dois estudos
de simulagdo de Monte Carlo. Os estimadores de méxima verossimilhanca de Jy, 61 e . ndo foram
estudados porque eles sao ENVVUM. Para cada caso, foram realizadas 10000 replicagoes e obtidas
estimativas do viés e da raiz do erro quadratico médio (REQM) dos estimadores. Os dois estudos de
simulagao discutidos abaixo e a aplicagao da Segao 2.6 foram desenvolvidos utilizando-se a linguagem
de programacao Ox (Doornik, 2007). Uma boa introducao ao uso do Ox em Estatistica pode ser
vista em Cribari-Neto e Zarkos (2003).

O primeiro estudo de simulagéo foi feito para a distribui¢ao BIZUT com parametros dy = 0,3,
01 =01, 6. =02, p =04, ¢ =2, ¢ = 0,2 e alguns valores de n. A Tabela 2.1 apresenta

—

os resultados. Os estimadores i, E(Y'), Var(Y) e Var(Y) sao ligeiramente viciados em pequenas
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amostras, enquanto os estimadores [i e ]3/(\17) parecem ser nao viciados. No entanto, analisando-se a
REQM, a performance dos estimadores MV parece ser ligeiramente melhor do que a dos estimadores
MC. Em geral, mesmo para amostras pequenas, os estimadores MC e MV de u, E(Y') e Var(Y) tém
uma boa performance. Por outro lado, os estimadores ngS e ¢ superestimam consideravelmente ¢ para
amostras pequenas e ¢ apresenta performance superior a ¢. Conforme esperado, o viés e a REQM
dos estimadores de todos os pardmetros estudados diminui & medida que se aumenta o tamanho da
amostra. E interessante notar que, para o vetor de parametros estudado e amostras pequenas, o
viés de gZ; é consideravelmente grande, mas m), que é fungao de gZ;, é apenas ligeiramente nao

viciado.

Tabela 2.1: Resultados da simulagao da distribuicao BIZUT para alguns valores de n: y = 04, ¢ = 2,
dp=0,3,9,=0,1, . =0,2, c=0,2, E(Y) = 0,3, Var(Y) = 0,098.

n 2 ¢
Viés REQM Viés REQM

p p f f ¢ ¢ ¢ ¢
20 -0,0003 -0,0035 0,0742 0,0727 25870 22729 458107 45,7167
50 0,0000 -0,0015 0,0457 0,0441 0,4090 0,3840 1,1602  0,9719
100 0,0002 -0,0007 0,0318 0,0307 0,1735 0,1665 0,6261  0,5299
500 0,0000 -0,0002 0,0143 0,0137 0,0350 0,0342  0,2327  0,1964
1000 0,0000 -0,0001 0,000 0,0096 0,0146 0,0141  0,1612  0,1361

10000 0,0000  0,0000 0,0032 0,0030 0,0022 0,0022 0,0501  0,0423
n E(Y) Var(Y)

Viés REQM Viés REQM

E(Y) EY) EY) E®) Var(Y) Var(Y) Var(Y) Var(Y)

20 0,0000 -0,0012 0,0710 0,0707 -0,0050 -0,0058 0,0320  0,0319

50 -0,0001 -0,0007 0,0443 0,0440 -0,0018 -0,0022 0,0204  0,0203

100 0,0000 -0,0003 0,0313 0,0311 -0,0008 -0,0010  0,0144  0,0143

500 0,0000 0,0000 0,0141 0,0139 -0,0002 -0,0002 0,0066  0,0065
1000 -0,0001 -0,0001 0,0099 0,0098 -0,0002 -0,0002  0,0046  0,0046
10000 0,0000  0,0000 0,0032 0,0031  0,0000 0,0000 0,0014 0,004

No segundo estudo de simulagao, fixou-se ¢ = 0,2 e n = 100 e executou-se a simulagao para alguns
diferentes valores dos parametros da distribuigao BIZUT (Tabela 2.2). O espago paramétrico de ¢
nao tem um limite superior e, na tabela, é comparada a performance dos estimadores para valores
muito diferentes de ¢. Por essa razio, para uma melhor comparacao dos estimadores de ¢, para esse
pardmetro, a tabela apresenta o viés relativo (viés de ¢/¢) e a REQM relativa (REQM de ¢/¢).
Para todos os valores dos parametros estudados, os estimadores de p, E(Y) e Var(Y') parecem ser
nao viciados ou apenas ligeiramente viciados e qg e ¢ superestimam ¢. Além disso, a performance de
todos os estimadores é melhor quando os valores dos parametros d sdo pequenos do que quando eles
sao grandes. Esse resultado era esperado, ja que, na pratica (veja Segao 2.3), os estimadores de p e

¢ utilizam apenas as observagoes para as quais y; € (¢, 1). A medida que os parametros § crescem, o
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ntmero de observagoes utilizadas para estimar p e ¢ decresce e, em consequéncia, a performance dos
estimadores se reduz. As REQMs de /i e i sdo consideravelmente menores quando ¢ = 100 do que
quando ¢ = 2. Isso é razoavel, ja que & medida que ¢ cresce, a variancia de Y decresce. Além disso,
as performances de ngb e quS sao bem semelhantes quando ¢ = 100, mas o primeiro é superior quando
¢ = 2. Por outro lado, em relagao a performance dos estimadores, o valor de p parece ser menos
importante que os valores de ¢ e dos pardmetros §. Em resumo, os estimadores estudados de p,
E(Y) e Var(Y') apresentam boa performance, qg e gg sao bons estimadores de ¢ apenas para amostras
grandes e, em geral, conforme esperado, os estimadores MV parecem ser ligeiramente superiores aos

estimadores MC.

Tabela 2.2: Resultados da simulagdo da distribuigdo BIZUT para alguns valores de u, ¢, dg, 61, d.: n = 100,
¢=0,2 (s: 6o = 0,075, 6; = 0,025, 6. = 0,050, &;: 6o = 0,3, 6; = 0,1, 6. = 0,2).

Valores dos n 10}
parametros Viés REQM Viés relat. (%) REQM relat. (%)
p p f p ¢ ¢ ¢ ¢

05, =04, =2 0,0000 -0,0003 0,0219 0,0210 3,4907 3,6775 18,9642 16,3079
ds, p = 0,4, » =100 0,0000 0,0000 0,0037 0,0037 3,7220 3,6756 16,8567 16,7500
b5, 1 =06, =2 00001 0,000l 0,0249 0,0239 25823 2,9657 15,6590 14,0930
ds, p=0,6, » =100 0,0000 0,0000 0,0044 0,0044 3,7919 3,8267 16,7634 16,7709
5, =04, ¢=2 00002 -0,0007 0,0318 0,0307 86767 83245 31,3073 26,4972
o;, = 0,4, ¢ =100 -0,0001 -0,0001 0,0055 0,0055 8,2501 8,2402 27,7933 27,6028
5, 1=06,¢=2 -0,0006 -0,0007 0,0367 0,0354 6,5076 7,4273 253738 23,6132
8, 1 =06, =100 0,0000 0,0000 0,0063 0,0063 84845 85580 27,5290 27,5513

Valores dos E(Y) Var(Y)

parametros Viés REQM Viés REQM

E(Y) EY) E() E() Var(Y) Var(Y) Var(Y) Var(Y)

S5, =04 ¢=2 0,0000 -0,0003 0,0238 0,0232 -0,0005 -0,0007 0,0085  0,0083
85, 1 =04, ¢ =100 0,0003 0,0003 0,0153 0,0153 -0,0002 -0,0002 0,0069  0,0069
ds, 0 =0,6, =2 -0,0001 -0,0001 0,0285 0,0278 -0,0007 -0,0009 0,0084 0,0081
85, 1 =0,6, =100 0,0003 0,0003 0,0192 0,0192 -0,0005 -0,0005 0,0084  0,0084
o, w=04, p=2 0,0000 -0,0003 0,0313 0,0311 -0,0008 -0,0010 0,0144 0,0143
8, =04, ¢ =100 -0,0003 -0,0003 0,0288 0,0288 -0,0009 -0,0009 0,0140  0,0140
o, w=0,6, =2 -0,0005 -0,0006 0,0362 0,0360 -0,0016 -0,0018 0,0120  0,0117
8, 1 =0,6, =100 00001 0,0001 0,0331 0,0331 -0,0011 -0,0011 0,0103  0,0103

A Figura 2.1 compara a fungao distribuicdo acumulada (FDA) da distribui¢ao BIZUT com
pardmetros §p = 0,3, 61 = 0,1, u = 0,4, ¢ = 2 e alguns valores de ¢ e §. e a FDA da distribuicao
BIZU com mesma média, mesma varidncia e mesma probabilidade de assumir os valores zero e um.
Pode-se notar que para ¢ = 0,01 e 6. = 0,01, ambas as distribui¢bes tém aproximadamente a mesma
FDA. No entanto, & medida que ¢ e . crescem, a diferenca entre as FDAs das duas distribui¢oes
aumenta rapidamente. O valor de ¢ parece acarretar maior diferenca nas FDAs do que o valor de ..

A diferenga entre as duas FDAs, por exemplo, é maior quando ¢ = 0,3 e . = 0,01 do que quando



CAPITULO 2. DISTRIBUICAO BETA INFLACIONADA TRUNCADA 18

¢ =0,01ed. =0,3. Os graficos sugerem que se um individuo nao notar que P(Y € (0,¢)) =0 e
P(Y = ¢) > 0 e ajustar a distribuigdo BIZU, ele cometerd um erro consideravel. O ajuste obtido

serd razoavel apenas se tanto ¢ quanto . forem bem pequenos.
2.6 Aplicagao

O valor do seguro desemprego no Brasil é uma func¢ao dos trés ultimos salarios do desempre-
gado. Héa alguns requisitos para se ter direito ao beneficio, sendo que um deles é ter recebido salarios
consecutivos nos ultimos 6 meses anteriores & data de demissdo. Cada desempregado elegivel ao
beneficio tem direito a receber entre 3 e 5 parcelas (varia de acordo com o ntimero de meses tra-
balhados nos 3 anos anteriores a data de demissdao) de mesmo valor do seguro desemprego. Se o
desempregado, enquanto recebe o beneficio, obtém um novo emprego, ele perde o direito de receber
as parcelas restantes. O valor do beneficio varia (em reais no ano de 2009) no intervalo fechado
[465,00;870,01]. Muitos desempregados recebem o valor minimo do beneficio e muitos outros re-
cebem o valor méximo. Além disso, as pessoas que nao sdo elegiveis ao beneficio nao recebem
nenhum valor. Portanto, quando deseja-se estudar o valor do seguro desemprego como proporc¢ao
do valor méximo do beneficio, a distribuicdo BIZUT pode ser uma escolha razoével para ajustar a
variavel.

Obteve-se uma amostra de 2322 desempregados do estado da Bahia que receberam a primeira
parcela do seguro desemprego em Maio/2009. Os dados foram fornecidos pelo Ministério do Trabalho
e Emprego do Brasil. Estudou-se a variavel definida como a razao entre o valor da terceira parcela
de desemprego e o valor maximo do beneficio (valor proporcional do seguro desemprego na Bahia,
VPSDBA). Assim, observagoes de valores zero sao referentes a pessoas que perderam direito ao
beneficio, por exemplo, porque obtiveram um novo emprego. Na amostra, os valores zero, um e
¢ = 0,5345 foram assumidos por, respectivamente, 99, 198 e 1210 pessoas. A média e o desvio
padrao amostral para as observagoes no intervalo (¢, 1) foram, respectivamente, 0,7196 e 0,1258. Os
valores no intervalo continuo da variavel variaram entre 0,5346 e 0,9983 e os quartis obtidos foram
respectivamente, 0,6050, 0,7078 e 0,8092. O histograma da variavel no intervalo (¢,1) (Figura
2.2) sugere que a variavel VPSDBA tem distribui¢ao assimétrica positiva no intervalo (0,5345,1).
Utilizando-se os resultados dados na Segao 2.3, obtiveram-se estimativas de méxima verossimilhanga
(MV) e intervalos de confianga para os parametros (Tabela 2.3). A partir da equagao (2.20) obteve-
se ainda uma regido de confianga para os 5 parametros da distribui¢ao BIZUT, que foi omitida por

conter muitos termos.

Tabela 2.3: Estimativas pontual e intervalar (95% de confianga) dos parametros da distribuigdo BIZUT para
a variavel valor proporcional do seguro desemprego na Bahia.

do 1 ¢ [ ¢
Estimativas MV~ 0,0426 0,0853 0,5211 0,7226 2,2250
Limite inferior  0,0344 0,0739 0,5008 0,7142 2,0393
Limite superior  0,0509 0,0966 0,5414 0,7310 2,4107
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Figura 2.2: Histograma para a variavel VPSDBA no estado da Bahia.

O intervalo de confianca e a regiao de confianca obtidos sdo baseados nas propriedades
assintoticas do estimador de maxima verossimilhanca. Para estudar a performance deles em uma
amostra de tamanho 2322, conduziu-se um estudo de simulacao de Monte Carlo com 10000 réplicas.
O estudo foi feito para uma variavel com distribuicao BIZUT e parametros iguais aos estimados
para a varidvel VPSDBA e apresentados na Tabela 2.3. A Tabela 2.4 apresenta estimativas da
probabilidade de cobertura dos intervalos e da regiao de confianca. Pode-se notar que todas as esti-
mativas estao proximas dos coeficientes de confianca. A tabela sugere que os intervalos e regiao de
confianga apresentados em (2.19) e (2.20) tém boa performance se a amostra tem tamanho 2322. A
distribuigao BIZUT foi proposta neste trabalho para ajustar algumas variaveis na area de econome-
tria. Nesta area, geralmente nao hé dificuldade em se obter amostras ainda maiores do que a que
utilizamos neste capitulo. Por esta razao, na préatica, as expressoes (2.19) e (2.20) apresentam boa

performance para estimar os pardmetros e testar hipoteses.

Tabela 2.4: Estimativas da probabilidade de cobertura dos intervalos e regiao de confianga para os pardmetros
da distribui¢ao BIZUT (n = 2322 e os valores dos parametros sao iguais as estimativas apresentadas na Tabela
2.3).

Coeficiente de confianga oo 01 Oc 7 1) Regiao
0,90 0,8940 10,8962 0,9026 0,8971 0,9062 0,8983
0,95 0,9449 10,9472 0,9501 0,9533 0,9507 0,9503
0,99 0,9899 10,9880 0,9919 0,9899 0,9893 0,9906

A Figura 2.3, no grafico a esquerda, traz a funcao distribuicao empirica da variavel VPSDBA

e a FDA da distribuigdo BIZUT com parametros iguais as estimativas de méxima verossimilhanga
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apresentadas na Tabela 2.3. Pode-se notar que ambas as funcgoes distribuicao estao bem proé-
ximas entre si. No entanto, como a distribuicao BIZUT tem um paradmetro para cada um dos
valores discretos que a variavel pode assumir (§p = P(Y = 0), por exemplo), ambas as curvas
sao exatamente iguais no intervalo [0, ¢]. Assim, é mais conveniente estudar a funcdo distribuicao
condicional (P(VPSDBA < z|c < VPSDBA < 1)). O grafico a direita da Figura 2.3 apresenta as
fungoes distribuigdo condicionais empirica e da distribuicao BIZUT. Ao longo de todo o intervalo
(0,5345,1,0000), ambas as curvas nao estao distantes entre si. Para nenhum valor z, a diferenga
entre as duas fungoes distribuigao em x é, em modulo, superior a 0,04. Como a varidvel VPSDBA
obviamente tem probabilidade positiva de assumir os valores zero, um e ¢ e pode assumir qual-
quer valor no intervalo (¢, 1), ela tera distribuigao BIZUT se ela tiver distribuigao beta no intervalo
(c,1). Para testar a hipotese de que a variavel VPSDBA tem distribui¢do beta no intervalo (c, 1),
utilizou-se o teste de aderéncia de Anderson-Darling com método da meia-amostra (Stephens, 1986,
pagina 169). A hipotese de que a variavel VPSDBA tem distribui¢ao beta no intervalo (¢, 1) néao
foi rejeitada (p > 0,10). A Figura 2.3 e o resultado do teste de aderéncia sugerem que é razoavel
ajustar a distribuigdo BIZUT para a variavel VPSDBA.
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Figura 2.3: Funcao distribui¢do para a varidvel VPSDBA.

2.7 Conclusao

Neste capitulo introduzimos a distribuicao BIZUT, que é discreta nos pontos zero, um e c e
continua no intervalo aberto (¢, 1). Foram apresentadas as propriedades da distribuigao, discutidos
métodos de estimacao de seus pardmetros, executados estudos de simulacao e conduzida uma apli-

cacao a dados de seguro desemprego. Os resultados sugerem que a distribuicao BIZUT pode ser
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util no estudo de variaveis do tipo proporgao que ndo podem assumir valores no intervalo (0, ¢).
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Capitulo 3

Modelos de regressao beta inflacionados truncados

Neste capitulo sao introduzidos os modelos de regressao beta inflacionados truncados (RBIZUT).
Na Secao 3.1 sao definidos os modelos RBIZUT, obtém-se o vetor escore e a matriz de informacao de
Fisher e discute-se a estimagao dos pardmetros por méxima verossimilhanca. Intervalos de confianca
e testes de hipoteses para os modelos RBIZUT sao desenvolvidos na Secao 3.2. Algumas questoes
relativas ao modelo RBIZUT com ¢ variavel sdo apresentadas e discutidas na Secao 3.3. Em seguida
(Segao 3.4) sao desenvolvidos estudos de simulagdo de Monte Carlo que avaliam a performance
dos estimadores de méxima verossimilhanca dos parametros dos modelos RBIZUT. Para finalizar o
capitulo, discute-se selecao de modelos de regressao na Secdo 3.5 e as consideragoes finais sao feitas

na Segao 3.6.
3.1 Definigao e estimagao pontual

Nos Capitulos 1 e 2 foram mencionadas algumas variaveis que tém probabilidade positiva de
assumir os valores zero, um e ¢ e podem assumir ainda qualquer valor no intervalo (¢,1). Dessa
forma, é razoével esperar que algumas dessas varidveis, em algumas populagdes, possam ser bem
ajustadas pela distribuicao beta inflacionada truncada. No entanto, é natural imaginar que, em
muitas situagoes, mesmo que a utilizagdo da distribui¢ao beta seja factivel, nem todas as unidades
populacionais sejam identicamente distribuidas. Para os dados utilizados na aplicacdo do Capitulo
2, por exemplo, individuos com curso superior certamente tém maior probabilidade de receber o
valor maximo do seguro desemprego do que aqueles que sequer completaram o primeiro grau. Assim,
para o estudo dessas varidveis, é necesséria a introducao de modelos de regressao beta inflacionados
truncados. Eles assumem que, dadas as varidveis preditoras consideradas, a variavel resposta do
modelo tem distribuigao BIZUT. No modelo proposto neste trabalho todos os cinco parametros
desconhecidos da distribui¢ao BIZUT sao ajustados em funcao de variaveis preditoras. Além disso,
admitimos que o valor ¢ da distribuicao BIZUT, mesmo sendo conhecido, possa variar entre as
unidades populacionais. No exemplo do cartdao de crédito mencionado no Capitulo 1, por exemplo,
o parametro conhecido ¢ para a distribuicao do valor relativo do pagamento varia em funcao da
unidade populacional, j4 que o valor minimo de pagamento como proporcao do valor da fatura nao
é constante para todos os clientes. J& no exemplo da aplicagdo do Capitulo 2, ¢ é constante, ja
que nenhum brasileiro pode receber parcela de seguro desemprego inferior a um salario minimo.

Poderiamos propor um modelo considerando ¢ fixo e uma extensao para a qual fosse permitido que
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c variasse entre as unidades populacionais. No entanto, observou-se que as propriedades dos dois
modelos sao bem semelhantes e o fato de ¢ ser fixo pouco simplifica 0 modelo mais geral. Dessa

forma propomos a seguinte definicao para os modelos de regressao beta inflacionados truncados.

Definicao 3.1.1. Sejam y1,yo, ..., Yy, varidveis aleatdrias independentes, cada uma delas com dis-
tribuicao BIZUT(0;0, i1, Oic, i, @iy ¢;) conforme definido em (2.6), ou seja, com fung¢ao densidade
de probabilidade dada por

dio sey; =0
0; sey; =1
F(Wis 0i0s 0it s Gic, i, dis i) = (3.1)
0; Se Y; = C;
(1 = 6io — dir — Gic) f(yis pis Giy iy 1) se yi € (e, 1),

em que f(yi; i, Giy ¢iy 1) € a fungao densidade de probabilidade de uma varidvel com distribui¢ao beta
e vetor de parametros (u;, ¢, ci, 1), ¢ € (0,1) conhecido. Os modelos de regressao beta inflacionados

truncados (RBIZUT) sao definidos por (3.1) e pelos sequintes componentes sistemdticos:

g1 (Nz‘) =M1
92(9i) = ;2 (3.2)
H(6:0,0i1,0ic) = (Go, Gits Gie),

em que m1 = B, iz = xHP2, Go = ZpYo, G1 = zgm € Ge = Zp7Ye sdo os preditores li-
-
neares, f1 = (Bi1,B21,- -, Bp,1) T, B2 = (B12, 822, Bps2) T, %0 = (10,7200 -5 Ypo0) s N1 =

(V11,7215 - - - ,fypll)T e Ye = (Y1es Y2¢y - - - ,’ypcc)T sao o0s vetores de pardmetros desconhecidos, x;1 =
T _ T _ T _

(311, Tiz1s -+ Tip,1) 5 Tiz = (Ti12, Tiz, -+, Tipy2) 5 Zio = (2i105 220, - - - Zipe0) | » Zi1 = (zi11, Zi21,

oy Zip1) T € Zie = (Ziles Zives -+ + s Zipec) | SG0 constantes que representam os valores das varidveis

preditoras para cada um dos pardmetros da distribuicao BIZUT, g1 e ga sao fungoes de ligag¢do es-
tritamente mondtonas e duplamente diferencidveis de (c;,1) em R e de Rt em R, respectivamente, e
H é uma funcio de ligacdo bijetora duplamente diferencidvel de C em R3, em que C € um subespago
de R3 definido como C = {(8;0,8:1,6ic) : 0 < ;0 < 1,0 < 51 <1 — 60,0 < ;e < 1 — 8;0 — i}

Observe que hé uma tunica funcao de ligagdo abrangendo simultaneamente os parametros d;,
8i1 € 0ic. E necessario definir o modelo desta forma para garantir que a restricio linear 0 < &;0 +
d;1 + 6 < 1 seja atendida. Como &9, d;1 e J;c sdo probabilidades da varidvel resposta assumir
determinados valores, é natural utilizar a mesma funcao H usada na regressao logistica multinomial
(Hosmer e Lemeshow, 2000, pagina 261), ou seja, H(dio,di1,0ic) = (ho(di0, di1, dic), h1(di0, di1, dic),
he(0i0, 0115 6ic)) = (log[dio/ (1= di0 — di1 — ic)], log[di1 /(1 — bio — di1 — bic)], 10g[dic /(1 = bio — di1 — dic)])-
Neste caso, exponenciais dos parametros v podem ser interpretados como acréscimos relativos na
razdo de chances. Assim, por exemplo, exp{y20} ¢ o valor pelo qual ¢ multiplicada a chance de

ocorréncia do valor 0 na variavel resposta (em relagao a ocorréncia de valor no intervalo continuo
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da variavel resposta) quando aumenta-se zgp em uma unidade e mantém-se as demais variaveis
preditoras constantes. Embora a funcao H mencionada seja a mais simples, conforme observou
Ospina (2008) em seu modelo inflacionado nos pontos 0 e 1, a funcdo H pode ser definida até

mesmo de forma genérica, por exemplo, utilizando

dio 0i1 Oic
(50 i1 6:) — )
(51076117620) <h(1_al)7h(1_al)7h<1_az>>7 (33)

em que a; = d;0 + d;1 + d;c € h é uma funcao estritamente monétona e duplamente diferencidvel de

R* em R. Observe que a fungao H utilizada na regressao logistica multinomial corresponde a (3.3)
com h sendo a funcao logaritmica.

No estudo da média de variaveis do tipo proporgao, a razao u/(1—pu) também pode ser vista como
uma chance (Ferrari e Cribari-Neto, 2004). Assim, uma extensao natural da chance para variaveis de
média p limitadas no intervalo (a, b), é arazao (u—a)/(b—p). Logo, uma escolha interessante para a
funcao de ligagao ¢ (.) para o modelo RBIZUT é a extensao natural da ligagao logito para parametros
com espago paramétrico no intervalo (¢;, 1) dada por g1(u;) = log[(p; — ¢;)/(1 — p;)]. Neste caso,
exp{f;1} é a razao entre a chance da variavel resposta quando z;;1 = k + 1 e quando z;j; = k
dado que a variavel dependente assumiu valores no intervalo (¢;, 1) e mantidas as demais variaveis
preditoras constantes. Como gs(.) ¢ uma fungao de RT em R, pode-se utilizar, por exemplo, para o
parametro ¢;, g2(¢;) = log(¢;). De forma similar ao denominado por Ospina (2008), utilizaremos o
termo regressao logistica beta inflacionada truncada (RLBIZUT) para designar o modelo RBIZUT
da Defini¢do 3.1.1 quando g1(u;) = log[(ui — ¢;)/(1 — )], g2(di) = log(¢i) e H(Sio, din, dic) =
(log[dio/(1—di0— i1 —dic)], log[di1 /(1 —di0 — di1 —dic)], log[dic /(1 — i — i1 — dic)] ). Todos os resultados
apresentados nesta segao e na proxima valem para qualquer modelo RBIZUT. Nas situagoes em que
h& uma simplificacao consideravel dos resultados, apresentamos também a versao valida apenas para
os modelos RLBIZUT.

Os modelos RBIZUT podem ser vistos como uma extensao dos modelos de regressao beta infla-
cionados em zero e um (RBIZU) introduzidos por Ospina (2008). Os modelos RBIZUT estendem
os modelos RBIZU em relacao a trés aspectos. O primeiro é que o modelo permite a existéncia de
um terceiro ponto de inflagdo ¢ e que a variavel resposta nao assuma valores no intervalo (0,¢). O
segundo aspecto é que o modelo admite que o suporte da varidvel resposta varie entre as unidades
populacionais. O tltimo é que o modelo admite que o pardmetro de precisao ¢ varie em funcgao
de outras varidveis. Os modelos RBIZUT pertencem ainda & classe dos modelos aditivos generali-
zados para locagao, escala e forma (GAMLSS) introduzidos por Rigby e Stasinopoulos (2005). No
entanto, a biblioteca GAMLSS do software R desenvolvida pelos autores do artigo para ajustar
modelos desta classe ndo pode ser utilizada para o ajuste de modelos RBIZUT. O motivo é que os
modelos RBIZUT possuem 5 vetores de parametros e a biblioteca admite a existéncia de no maximo
4.

A partir da Defini¢ao 3.1.1, obtém-se que o logaritmo da fungao de verossimilhanga dos modelos
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RBIZUT baseada em uma amostra aleatéria contendo n observagoes independentes é dado por

1O) = li(v0, 71, 7e) + l2(B1, B2), (3.4)

em que

l '707717'76 lel 10 zl; zc
(3.5)
l2(B1, B2) = Z Lia(pi> #3)

1y €(cq,1)
li1(0i0, i1, 0ic) = 1I1oy(yi) log dio + Ig1y (yi) log dix + I,y (vi) log dic
+(1 = Ioy(yi) — Ir1y (Wi) — I1e;3 (wi)) log(1 — dio — din — dic),
lio(pi, ¢i) = log — (1 J
ICDREDE

(825 o] oty — 0+ [ (122 1] osta =)

e 00, i1, Oic, Mi € ¢; sdo definidos implicitamente por (3.2). De forma coerente com o que foi

_l’_

observado no Capitulo 2, os vetores de parametros (74,7 ,7.)" e (3{,85 )" sdo separdveis e a

estimagdo de (77,7 ,7. )| pode ser feita separadamente da estimacio de (5], 35 )" e vice-versa.
A fungao escore é obtida derivando-se o logaritmo da funcao de verossimilhanga (3.4) em relagao

a cada um dos parametros do modelo RBIZUT. Apés alguns calculos algébricos (ver Apéndice B.2),

obtém-se que a funcao escore do modelo RBIZUT é dada por

U(0) = (Up(v0,71,7e) ", Uc(B1, B2) ) T, (3.6)

em que

UD(’YO?’YI;'YC) = (U70(70771770)T7 U’Yl (70771170)1—? U’Yc(’y()?fybfyc)—r)—r €

3.7
Uc(B1, B2) = (Us, (B1, 82) ", Us,y (Br,B2) ") T &7

Assim, como consequéncia do fato dos parametros associados & parte discreta e & parte continua
da distribui¢ao BIZUT serem separaveis, os componentes de U(6) correspondentes & g, 71 € Y. S0
funcao apenas dos pardmetros 7o, v1 € Y., enquanto os componentes correspondentes a 31 e [Bo sao
funcao apenas de 31 e Bo.

Para apresentar cada um dos vetores que compoem (3.7), é necessario definir algumas transfor-

magoes de y; e alguns vetores e matrizes. Seja

J = log (yz C’) se y; € (ci, 1)
F =
0 caso contrario
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0 caso contrario.

log }:Cyici se y; € (¢, 1)
vi= { <(yz i ) cont (3.9)

Sob condigoes de regularidade, é provado no Apéndice B.1 que os primeiros momentos condicionais

|

(dado que y; € (¢;,1)) centrais de y e y sao dados por

pi = Eileny) =1) =9 K/il__ccz) d)l} -9 [(11 >

o
W= B i>=1>=w[<11_ ) z}—cw[ ) ]+<1—ci>[log<1—ci>—
V(3)],

v = Vel =0 = | (B22) o] v | (122) (3.10)
ot = Vel = 1) = ¢ | (122 ) o] v dv |(B22) 6] + 0 - crwen

o~ ot anton -0 [(12)a] o [(522) ]

em que ¢(.) é a fungao digama.

Definimos ainda os vetores ysoy = (L{03(¥1),--- ,I{O}(yn))T, vy = Ty (), - ,I{l}(yn))—r,
Yy = ey 1), Iey ) s W) = ey @), Iy ) s v* = (5, oui) T y° =
Wy T = (s i) Ty ot = (k)T e pu® = (..., u8) T e as matrizes diagonais
Ty = diag{0010/9C10, - - .,00n0/0Cno}, Th = diag{9d11/9C11,...,00,1/0Cn1}, Te = diag{dd1./0(1c,

3000/ 0Cne}, Ty = diag{Op1/0mu, - ., Oun/Onn1}, Ty = diag{d¢1/0ma, ..., 0¢n/0nn2}, To1 =
diag{0610/0C11, - . .,00n0/0Cn1}, Tho = diag{dd11/0C10, .. .,00n1/0Cn0}, Toc = diag{dd10/ic; - - -,
0000/ e}, Too = diag{d01c/9C10, - - -, 00nec/OCn0}, Tie = diag{dd11/9C1cy - -, 00n1/0Cnct, Ter =
diag{901./0C11, ..., 00nc/0Cn1}, Ao = diag{1/d10,...,1/0no}, A1 = diag{1/011,...,1/0n1}, Ac =
diag{1/d1¢, .-, 1/0nc}, A(eny = diag{1/(1—a1),...,1/(1—ay)}, ¢* = diag{¢1/(1—c1),..., Pn/(1—
cn)} e c =diag{1/(1 —c1),...,1/(1 —¢,)}. Assim, os vetores que compdem a fungao escore (3.6)

sao dados por

Uso (70,715 7e) = Zg To(Doygoy — Aey¥en) + Zo Tio(Arypy — Aeny¥ien))
+ 70 Teo(Acyier — De)¥(e1))s
Uy, (90,715 7e) = Z7 T (Doygoy — Dieny¥en)) + Z1 Ti(Arypy — Deny¥ien))
+ ZI Ta(Acygey — Dy ¥en))s
Uy (70,715 %) = Z2 Toe(Doygoy — Aeny¥ieny) + Ze Tie(Drygay — Aen)Yien))
+ 2, To(Acyiey — Dey¥Yen))s
U, (B1, B2) = X{ ¢ mdiag(y(e,)) Tu(y" — 1),
Us, (B1, B2) = X3 c*mdiag(y(e1)) Ts[mdiag(u) (y* — pu*) + (y* — u®)],

(3.11)
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em que Zo = (210,---,2n0) s Z1 = (211, 2n1) s Ze = (Z1er- s 2ne) s X1 = (@11, 1) T,
Xo = (212,...,%n2) " e mdiag(.) é o operador que transforma um vetor em uma matriz diagonal.
O componente Up(70,71,7e) do vetor escore definido em (3.7) pode ser escrito de forma mais

compacta utilizando-se matrizes aumentadas. Sejam

To Tw Teo Zp 0 0
T=|Ty Tt TaleZ=|0 2z 0], (3.12)
Toc Tie Te 0 0 Zc

matrizes de dimensao (3n x 3n) e (3n X (pp + p1 + pc)), respectivamente, e seja ya = ((Aoy{o} —
A(c,l)y(c,l))—ra (Aryqy — A(c,l)y(gl))—ra (Acyqey — A(ql)y(al))—r)—r vetor de dimensao 3n. Entao é
imediato que

Up(0,71,7) = Z" Tya. (3.13)

Os componentes do vetor escore Up(70,71,7.) simplificam-se consideravelmente se a fungao de
ligagdo H do modelo (3.2) for a mesma do modelo RLBIZUT. Nesse caso é provado no Apéndice
B.2 que

U’YO (70a Y1, 70) = Z(—)r(y{[)} - 50)7
Uy, (Y071, 7e) = 21 (yg1y — 61), (3.14)
U'Yc (7077177%) = Z;r(y{c} - 5C)7

em que 8o = (810,..,0n0) 5 01 = (511, .., 0n1) " € e = (F1es. .., 0ne)

O sistema de equagdes U(f) = 0 ndo tem solugao algébrica. Por esse motivo, os estimadores
de maxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo RBIZUT devem ser obtidos por métodos
numéricos. Em todos os estudos de simulagdo de Monte Carlo e na aplicagao do Capitulo 5 foi
utilizado o método quase-Newton BFGS com derivadas analiticas (Nocedal e Wright, 2006, Secao
6.1).

Para a utilizacao do método BFGS e da maior parte dos métodos numéricos, é necessario fornecer
valores iniciais para cada um dos pardmetros. De (3.5) pode-se notar que o termo do logaritmo
da funcéo de verossimilhanca correspondente aos vetores de pardmetros §1 e B2 soma apenas as
contribuigoes das observagoes i para as quais y; € (¢, 1). Por esse motivo, a forma mais simples
de obter valores iniciais para Bl e By é criar novos vetores e matrizes que consideram apenas as
observagoes para as quais y; € (¢;,1). Seja m o ntumero de observagoes da amostra para as quais
yi € (¢;,1). Definimos o vetor de observacoes yc = (yic,-..,Ymc) ' que considera do vetor y
apenas as observagoes para as quais y; € (¢;, 1) e as matrizes X1 e X2 construidas a partir de X3
e X7 excluindo-se as linhas correspondentes as observagoes para as quais y; ¢ (¢;, 1). Assim, se por
exemplo, n = 5, ¢; = 0,2 para todo i e y = (0,4,0,2,0,0,7,1) T, temos que m = 2, yo = (0,4,0,7)7,
Xc1 € uma matriz de dimensao (2 xp,) com primeira linha igual & primeira linha de X; e segunda
linha igual & quarta linha de X e X¢2 € uma matriz de dimensao (2 xpg) com primeira linha igual

a primeira linha de X5 e segunda linha igual a quarta linha de Xs.
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Para o vetor de pardmetros (1 sugerimos a utilizacao do mesmo método proposto por Ferrari
e Cribari-Neto (2004). Trata-se de utilizar como valor inicial para 1 os estimadores de minimos
quadrados ordinéarios do modelo de regressao linear tendo como variavel resposta g;(yc) e como
variaveis preditoras aquelas contidas em X¢1. No modelo de Ferrari e Cribari-Neto (2004), ¢ é
constante. Assim, para o vetor de parametros 2 sugerimos uma extensao do que eles propuseram
como valor inicial para ¢ para o caso em que o parametro de precisao varia em funcao das variaveis
preditoras. Seja fi; = g; 1(§z’c) em que Y;c € o valor ajustado para a observagao ¢ na regressao
linear para a variavel transformada g1 (yc) e 7; o residuo ordinario para a observacao i neste mesmo

modelo. Da equagao (2.9), tem-se que Var(y;c) = [(1i — ¢i)(1 — p;)]/(éi + 1) o que implica que

(i — ci)(1 — )

0i = Var(yic)

— 1. (3.15)
Fazendo-se a expansao de Taylor de g;(y;c) em torno de p;, tem-se que

Var(g1 (yic)] & Var[gi (1) + (vic — pi)dh ()] = Var(yic) [ (1)) (3.16)

e portanto
Var(yic) = Var(gi (vic)lg1 (1)) > (3.17)

Em um modelo de regressao linear normal homocedéstico, um estimador nao viciado da variancia
da varidvel resposta é a razao entre a soma de quadrados de residuos e os graus de liberdade
dos residuos. Como no modelo RBIZUT o parametro ¢; da distribuicao de y;c varia em fungao
das variaveis preditoras, um estimador razoavel da Var(y;c) a partir de (3.17) é dado por 57 =

mi2 /{(m — pu)[g](f1s)]*} e assim de (3.15) temos que um estimador inicial de ¢; é dado por

5, 2 (=)= )
g

N~

~ 1. (3.18)

=

Assim, valores iniciais para Bg podem ser obtidos a partir dos estimadores de minimos quadrados
ordinarios de um modelo de regressao linear tendo como variavel resposta (ga(é1), ..., g2(dm)) " e
as variaveis que compoem X9 como preditoras. Se ng da equagao (3.18) for negativo para algum
i (ou mesmo para mais de um), basta substituir o valor negativo por algum valor positivo proximo
de zero antes de ajustar o modelo de regressao linear.

Na situagao em que as observagoes sao independentes e identicamente distribuidas, vimos no
Capitulo 2 que §y = 27, Loy (i) /m, =", Iy (yi)/ne oo =1, Ity (yi) /n sdo ENVVUM
de &g, 01 e d. Assim, pode-se utilizar como valores iniciais de dg, 41 € 9., respectivamente, §19 =
Bo(7y Loy (90) /s S0y Ly () /s S50y Ty () /), 20 = 0, -y Ao = 0, A1 = b (S50 oy (i)
/s iy Ty () /1 200 Tiey (i) /n), 321 = 0, Apy0 = 0, F1e = he(3o1 ) Troy (wi) /s Doy Ty (9i)
/1> Tey (i) /1), F2e = 0, Fp0 = 0.

Podem ainda ser obtidos valores iniciais de 4, 71 € 4. mais proximos dos valores finais se a fungao

de ligagao H puder ser escrita como em (3.3). Para isso, criamos yp, a partir de y da seguinte forma:



CAPITULO 3. MODELOS DE REGRESSAO BETA INFLACIONADOS TRUNCADOS 30

para cada observacao de y, se y; = 0 inclui-se o valor 1 como uma observacao de yp,, se y; € (¢;, 1)
inclui-se o valor 0 como uma observacao de yp, e em caso contrario nao se inclui nenhuma observacao
adicional em yp,. Cria-se ainda Zp, em que sao mantidas de Zy apenas as linhas correspondentes
as observagoes para as quais y; = 0 ou y; € (¢;, 1) e define-se mg como o ntimero de linhas de Zp,.
Assim, se por exemplo, n = 5, ¢; = 0,2 para todo i e y = (0,4,0,2,0,0,7, 1)T, temos que mg = 3,
yp, = (0,1, 0)' e Zp, ¢ uma matriz de dimensao (3 x pp) com primeira linha igual & primeira linha
de Zjy, segunda linha igual a terceira linha de Zj e terceira linha igual & quarta linha de Zy. Sendo
Uip, O valor ajustado para a observacao 7 na regressao linear com variavel resposta yp, e variaveis
preditoras Zp,, entao dio = Ui D, ¢ um estimador de d;0/(dio + (1 — ;). Em consequéncia, (1— Sio) &
um estimador de (1 — (8;0/(6i0 + (1 —4)))) = (1 —as) /(G0 + (1 — ai)) e b0/ (1 — b;0) & um estimador
de d;0/(1 — ;). Assim, o estimador de minimos quadrados ordinérios da regressao linear que tem
como variavel resposta (h(d10/(1 — 610)), -, A(0me0/(1 — dme0))) T e varidveis preditoras contidas
em Zp, ¢ um possivel valor inicial para §9. Se §;p, nao estiver contido no intervalo (0,1) para
algum ¢ (ou mesmo para mais de um), basta substituir o valor obtido por algum valor real proximo
do valor obtido, mas que esteja no intervalo (0, 1), antes de ajustar o segundo modelo de regressao
linear. De forma analoga, obtém-se yp,, Zp,, yp, € Zp, e valores iniciais para 41 e 4.. Nos estudo
de simulagao da Sec¢ao 3.4 foi utilizado o método descrito acima para a obtenc¢ao de valores iniciais
para 9p, 1 € Y. € os valores obtidos foram, em geral, muito préximos dos valores encontrados para
Y0, Y1 € Je apos a convergéncia do método BFGS.

A matriz de informagao de Fisher do modelo RBIZUT ¢ obtida a partir da fungao escore (3.6)
(ver Apéndice B.3) e é dada por

K(G) — KD(’}/O”YlﬂrYC) 0 , (319)
0 Ko (0,715 %es B1, B2)

em que

K’YO’YO K’YO’YI K’YO’Yc

K K
Kp(v0,71:7%) = | Kvivg Ko Koo |+ Ke(0,71, %, B1, B2) = (Kﬁlﬁl Kﬁ1ﬁ2> . (3.20)
B2 B2
K’YC’YO K’Yc"/l K’Yc'Yc = e

Pode-se notar por (3.19) e (3.20) que os vetores de parametros g, 71 € 7. 80 ortogonais a 31 e (2 e,
portanto, os correspondentes estimadores de maxima verossimilhanca destes vetores de parametros

sao assintoticamente independentes. Definindo as matrizes diagonais, W = diag{ws,...,w,}, A =
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diag{ai,...,a,} e B = diag{b1,...,b,}, em que
_ ¢ N (1= —G\

v (720) WIGER) o v [(5=2) o)

o P AN AV N A AW A LAY

R e (= DN C=  (Ce RV

o (MG 2 i L=\ (1= oy

c= (BEE) v (B e () v |(122) 8] - e,

entao as matrizes apresentadas em (3.20) que compoem a matriz de informagao de Fisher sao dadas

por
Kogno = Zg [DoT5 + A TH + AT, 20 + Ay (To + Tio + Te)?] Zo,
Koy = Z1 [AoTE + A T2 + ATA + Aey(Tor + T + Te1)?*) 21,
Koy = Z [DoTh + M TE + AT2 + A1y (Toe + Tie + T0)?) Ze,
Koy = K0 = 24 [DoToTon + A TioTy + AT T

+ A1) (To + Tio + Teo) (Tor + 11 + Te1)] 21,

Y0Ye — K’yT'yo - ZJ[AOTOTOC + A1T10Te + AT Te

+ A(c,l) (TO + Tl() + TcO)(TOc + Tlc + Tc)]Zw
Koy = K = Z) [ATon Toe + A1 T1Tie + AT T,
+ A(c,l) (TOI + Tl + Tcl)(TOc + Tlc + Tc)]Zw

K51/31 = X;—[A(_l )WT;%]XM

1
(c,1)
K5152 = Kﬁzﬁl =X [A(_C,ll)ATNT¢]X

=

(3.22)

Kayp, = X5 [AL BT3)Xo,

Os componentes (3.20) da matriz de informagao de Fisher podem ser escritos de forma mais

simples utilizando-se matrizes aumentadas. Sejam

Qo Qo1 Qoc ~1
- - AT WT A AT, T N
Q=1Qn @ Qi|,C= < (e 1) (e, )™ A ¢> , X = (Xl 0 ) : (3.23)

1 2
oL oL O AWATT, AL BT?
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matrizes de dimensao (3n x 3n), (2n x 2n) e (2n x (py + pg)), em que

Qo = AoTy + A TH + A Tgo + Ay (To + Tio + Teo)?,
Q1= AoTg) + A\ TE + ATH + Ay (Ton + Th + Taa)?,
Qe = AUTOC + A1,1—110 + A T + A(c 1) (TOC + T+ Te 2,

(3.24)
Qo1 = Qo = AToTo1 + A Ti0Th + AT Tey + Ay (To + Tio + Teo) (Tor + 11 + Tea ),
Qoc = Qg = AT0Toe + A1 TioT1e + AT Te + A1) (To + Tio + Teo) (Toc + Tic + Te),
Qe = Q. = AgTo1Toe + AT The + AT Te + Ay (Tor + T + Ter ) (Toe + The + Te),
e seja Z como definido em (3.12). Entao
K Y0, 71, Ve) = ZTQZ,
( 1 c) (3.25)

K (70771770751762) XTCN’X

Caso a fungdo de ligagdo H seja a mesma utilizada no modelo RLBIZUT, no Apéndice B.3

prova-se que os componentes de Kp (70,71, 7.) apresentados em (3.22) simplificam-se para

Koo = Zg diag{d10(1 — 610), - - - , 6n0(1 = 810) } Zo,
Koy = Z{ diag{611(1 — 611), - .., 6n1 (1 = 801)} 21,
Koy, = Z,) diag{01c(1 — 61¢); -, 0ne(1 = 0ne) } Ze 3.26)
Kooy, = K, = Zg diag{—010011, . - ., —6n06n1 } Z1,
Kooy, = K., = Zg diag{—01001c, . . ., —0n06nc } Ze,
Koy = K, = Z) diag{—61101c, ..., —6n10nc} Ze.

3.2 Intervalos de confianca e testes de hipoteses

Intervalos de confianga e testes de hipdteses sobre os parametros do modelo RBIZUT podem ser
obtidos utilizando-se as propriedades assintoticas do estimador de méxima verossimilhanca. Temos

que, sob condigoes de regularidade,
Vil —6) B N, 0,70)) (3.27)

em que J(0) = limy, o K(0)/n, K(0) conforme definido em (3.19) e p = po+p1 +pe+pu+pe. Dessa
forma, para amostras grandes, intervalos de confianga aproximados para cada um dos parametros

com coeficiente de confianga de (100 x )% sao dados por
IC(01;7) = 0 + Z(1+7)/2(]%9k0k)1/27 (3.28)

em que 2(14)/2 ¢ o quantil (1++)/2 da distribuicao N(0,1) e k0% 6 o termo de posicao k da diagonal

de K(0)~! avaliada em 0. Observe que, ao contrario do intervalo de confianga para a distribuigdo
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BIZUT apresentado em (2.19), a expressao do intervalo (3.28) ndo contém explicitamente o tamanho
da amostra n. Isso ocorre porque para a distribuicao BIZUT obtivemos a informacao de Fisher para
uma Unica observagao, enquanto que para o modelo RBIZUT a obtivemos para uma amostra de
tamanho n. Assim, no intervalo de confianga (3.28) o tamanho da amostra é considerado através
de kOror

Uma regiao de confianga assintotica para todos os parametros do modelo RBIZUT com coefi-

ciente de confianga de (100 x )% pode ser escrita (Johnson e Wichern, 2007, pagina 221) como

(0 —0)TK(0)(6 — ) < [p(n—1)/(n— P)|Fpn_psrs (3.29)

em que Fj, ,_p.~ ¢ o quantil v da distribuicao F' de Fisher-Snedecor com p e n — p graus de liberdade
e I?@ é K(0) avaliada em 6. A distribuicao assintotica do estimador de méxima verossimilhanca
de qualquer fungao diferenciavel de 8 pode ser obtida utilizando-se o método delta.

Para testar hipdteses a respeito dos parametros do modelo RBIZUT é necessério definir algumas
particoes de vetores e matrizes. Suponha que temos interesse em testar hipéteses relacionadas a um
subconjunto dos vetores de pardmetros g, V1, Ve, 81 € B2. Assim, esses vetores podem ser escritos
como 0 = (Yo, V50) » M = (Va8 T Ve = (VAo VB T Br = (BhyBh) T e Ba = (Bo Bh) T
em que vag, VAL, YAc, BA1, Bae sdo vetores que contém os pardmetros de interesse de dimensoes,
respectivamente, qo, g1, Ge, qu € Gp € 0 < go < po, 0 < q1 < p1, 0 < ¢c < pe, 0 < g < py e
0 < gy < pg. Dessa forma, as hipéteses do teste sao:

(0) (0)

0 0 0
Ho: v40 = Va9 A1 = Va1 VAc = vﬁlc),ﬁm = ﬁ,(ql)yﬁAQ = ﬁﬁu); (3.30)

H;: violacao de pelo menos uma das desigualdades de Hy,
em que 7,(4?0)’ 71(4;)1), VE?C) , ﬁg)l) e 65?2) sao vetores contendo valores especificos para os pardmetros de
interesse.
A hipétese nula gera as seguintes particoes do vetor escore, das matrizes de varidveis preditoras
e da matriz de informacao de Fisher:

U(Q) = (UT UT UT UT UT UT ’UBTA17U5T51’UﬂTAQ’U5TB2)T’

YA0? TYB0OY T YA1’ T7YB1? T YAc’ T VBe

Zo = (Za0,7ZB0), Z1 = (Za1,ZB1): Ze = (Zac, ZBe), X1 = (Xa1,XB1), Xo = (Xa2,Xp2) e
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K’YAO’YAO K’YAO’YBO K’YAO’YAI K’YAO’YBI K’YAO’YAC K’YAO’YBC O 0 0 O
K"/BO’YAO K’YBO’YBO K’YBO’YAI K’YBO’YBI K"/BO’YAC K’YBO’YBC 0 0 0 0
K’YAl’YAo K’YAl’YBo K’YAl’YAl K’YAl’YBl K’YAI'YAC K’YAI'YBC 0 0 0 0
K"/Bl’YAO K’YBl’YBO K’yBl’yAl K’YBl’YBl K"/Bl’YAc K’YBI'YBC 0 0 0 0

K(@) — K’YAc’YAo K"/AC’YBO K’YAc’YAl K’YAc’YBl K’YAc’YAc K’YAc’YBc 0 0 0 0
K’VBC’YAO K’YBC,YBO K’VBC’YAl K’YBC’YB:[ K’VBC’YAC K’VBCWBC 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 Kp1841 KBaiBp1 KBaiBas KBaiBes
0 0 0 0 0 0 Kgp1841 KBp1881 KBp18a2 KBpi8s2
0 0 0 0 0 0 Kp19841 KBasBpr KBasBas KBashps
0 0 0 0 0 0 Kgp841 KBpaBe1 KBpaBaz KBpaBas
Sejam ainda Uy (0) = (ULO,ULNUL‘C,UKLNU[L?)T,
KNP KITOKT) KWK 0 0 0 0
KR KR KR KR KBEKRE 0 0 0 o
KYP KRR KR K KL KR 0 0 0 o
KPP KB KRY K KR KBE 0 0 0 o
K | P K KR K kg kg o 0 0 o |
K5 K KEY KR KEY KEF 0 0 0 o
o o 0 0 0 0 KK KW KR
0o 0 0 0 0 0 Kpit Kpt KNP KR
o o 0 0 0 0 KPEE KPP KR
o 0 0 0 0 0 K2 KR KREE KR
Ky K KR 00
KK 5 0 o
K% 0) = | K5° K K)e 0 0 |e
o 0 0 K K
0o 0 0 KPrKP
K YA07A0 CYA0YAL VA0V Ac 0 0
K77Aa17A0 KYA1YAL [(YA17 Ac 0 0
[K94(0)] 71 = | K7acva0 gracvar gracvae g 0
0 0 0  KBaBar gBarfaz
0 0 0 KBa28a1 [Ba2Ba2

O vetor Uy (#) pode ser obtido substituindo em U(6), cujos componentes foram apresentados em
(3.11), Zo, Z1, Z., X1 € Xo por Zag, Za1, Z e, X a1 € X A2, respectivamente. A prova desse resultado
pode ser vista no Apéndice B.4.

A partir dos vetores e matrizes definidos, podem-se obter as seguintes estatisticas para o teste

de hipoteses (3.30): da razao de verossimilhancas (Qry ), escore (Qg), de Wald (Qw) e gradiente
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(Qq, Terrell (2002)). Sob Hy, todas elas tem distribuigdo assintética qui-quadrado com ¢ graus de
liberdade, em que ¢ = q, + q1 + qc + qu + q4-

A estatistica da razado de verossimilhancas é dada por
Qrv = 230, 1, Yes B1, B2) — 130, 1, Fes b1, B2)], (3.31)

em que (50,91, Ye, By, Bg) é o logaritmo da fungao de verossimilhanga (3.4) aplicado no estimador
de méaxima verossimilhanga de 6 e (50,71, e, Bl» Bg) é o logaritmo da funcao de verossimilhanca
(3.4) aplicado no estimador de méaxima verossimilhanca restrito de 6 (sob Hp).

[{3a)]

Nas estatisticas seguintes, o simbolo indica que os correspondentes vetores e matrizes devem

W~

ser aplicados no estimador de méxima verossimilhanca e indica que os mesmos devem ser

aplicados no estimador de maxima verossimilhanca sob Hg. A estatistica do teste escore é dada por

Qr = [Ua(0)] K4 (0)UA(0)
= U KA Uno + U KX Us g + U K330 Un gy + U KA Uy

YAO0 YAl YAO
+U) KU, + U, KUy, + U, KU, + U KU, . (3.32)
+0,, KU, + UﬂAlKﬁlﬁlU b+ U4, K Us,, + Ug, K303,
+04, K2 Us,,,
enquanto a estatistica de Wald pode ser escrita como
Qw = [(Ga0 = 7). Gar =74, Gac = 7N T, (Bar = BT, (Baz — ) TIE 4 (0)]
(G40 = 74T Gar = 9D T, Gac = 7D, Bar =8I (Baz = BTV
= (o = 7i0) KA (a0 —7i0) 4 (Fuar — 7)) TR0 (0 vff@
(e = 73D TR (G40 = 50) + (a0 = 74g) TR0 (G =)
+(3a1 — AT R0 (5,4 — A 0) 1 (3, — 4O TR0 (44, — 40 (3.33)
a0 = 150) K (e —40) 4 (an =7 5) TR (e = 5))
(e = Y4 BT Fae = i) + (B BSBNWMM (Bar = B4)
+(Baz — B TR0 (B a0y — BE)) + (Bar — BE) TEOMP12 (B 4y — )
+(Baz — BT K082 (B4 — B

e a estatistica gradiente é dada por

Qc = [Ua0)] [(Bao =YD, Gar = v, Gac = /)T, (Bar = BT, (Baz — BHTTT
= U7, Gao —449) + O, (Bar = 15D + 07, (Bac = 1) + U3, (Bar — BY) (3.34)

+U/3A2( A2 T 6,42)
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3.3 Modelo RBIZUT com c¢ variavel

Um dos aspectos interessantes do modelo RBIZUT é permitir que o parametro conhecido ¢ da
distribuicao BIZUT da variavel resposta varie entre as unidades populacionais. Na préatica, isso
significa que o modelo permite que o suporte da distribuicdo da varidvel resposta varie entre as
unidades populacionais, ja que y; pode assumir valores em {0} U [¢;, 1]. Conforme mencionado na
Secao 3.1, o fato de ¢ variar entre as unidades populacionais néo torna o modelo consideravelmente
mais complexo, em relagao a situagao em que c é fixo. No entanto, alguns aspectos praticos adicionais
devem ser discutidos quando ¢ é variavel. Na Secao 3.3.1 apresentamos alguns resultados para o
modelo RBIZUT com ¢ variavel e na Secao 3.3.2 discutimos que incluir ¢ entre as variaveis preditoras

do modelo pode trazer endogeneidade ao modelo (Stock e Watson, 2003, Capitulo 10).
3.3.1 Resultados para o modelo RBIZUT com c variavel

Em modelos RBIZUT com ¢ variavel, & medida que ¢ cresce, a amplitude do intervalo (¢, 1)
diminui. Portanto, é razoavel imaginar que, mesmo que duas unidades populacionais possuam os
mesmos valores para todas as varidveis preditoras, elas tenham valores diferentes de p caso tenham
valores de ¢ diferentes. Assim, pode ser interessante incluir ¢; ou até mesmo uma funcao de ¢; entre
as variaveis preditoras para p;. Como o espago paramétrico do parametro u; da variavel resposta
é igual a (¢, 1), a funcdo de ligagdo mais simples para p; ¢ a utilizada no modelo RLBIZUT, ou
seja, g1 (i) = log[(ps —¢i)/(1 — p;)]. Para essa fungao de ligagao, apresentaremos e provaremos trés
proposigoes relacionadas ao modelo RBIZUT com c variavel. Antes de apresentarmos as proposicoes,
é necessario definir uma determinada fungao de p;. Sendo y; uma variavel aleatéria com distribuigao
BIZUT(6i0, di1, dic, i, Gi, ¢;), definimos uZR = (i — ¢;) /(1 —¢;). Observe que /J,ZR é a posicgao relativa
de y; no intervalo (c;, 1). Assim, se ul* = 0,4, p; —¢; ¢ igual a 40% da amplitude do intervalo (c;, 1).

Apresentamos a seguir a primeira proposicao, que é provada no Apéndice B.5.

Proposigao 3.3.1. Sejam y1,yo, ..., Yn, varidveis aleatorias independentes, em que y; tem dis-
tribuicao BIZUT(0;0, 01, Oic, iy i, Ci ), ¢; conhecido. Admita que essas varidveis sao ajustadas por
um modelo RBIZUT com fungao de ligacao para p; dada por gi(p;) = logl(ui — ¢i)/(1 — ;)] e
fungao de ligagao para ¢; dada por ga(¢p;) = log(¢;). Se nem ¢; e nem nenhuma fungao de c¢; estao
entre as varidveis preditoras para p e ¢, entdo a varidncia assintotica dos estimadores de mdxima

verossimilhanca dos vetores de pardmetros 81 e B nao € funcao de c;.

Assim, para as fungdes de ligacdo mais simples para p e ¢, ao contrario do esperado, a variancia
assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanca dos vetores de parametros 51 e B2 nao cresce
a medida que aumenta a variabilidade de ¢; entre as unidades populacionais e nao é menor quando
c ¢é fixo do que quando ele é variavel.

As demais proposi¢oes estao relacionadas & inclusdo de uma funcéo de ¢; entre as variaveis

preditoras para p; e também sdo provadas no Apéndice B.5.

Proposicao 3.3.2. Sejam y1,yo,...,Yn, varidveis aleatorias independentes, em que y; tem dis-

tribuicao BIZUT (6,0, 0i1, ic, lis Piy Ci ), Ci conhecido. Admita que essas varidveis sao ajustadas por
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um modelo RBIZUT com fungao de ligagao para p; dada por gi(p;) = log[(pui — ¢;i)/(1 — pi)]. Seja
fe(ei) uma fungao crescente, derivdvel e com dominio que contém o intervalo (0,1). Se incluirmos
fe(ci) entre as varidveis preditoras para o pardmetro p;, entio a equag¢io do modelo RBIZUT para
o para@metro u; pode ser escrita como log[(u; — ¢;)/(1 — w;)] = mix + 7fc(ci), em que 7 € R é um
parametro. Nesse caso, variando-se ¢; (e consequentemente f.(c;)) e mantendo-se as demais vari-
dveis preditoras constantes, tem-se que uﬁ, em relagdo a ¢, €é:

I crescente se T > 0;

II constante se T = 0;

IIT decrescente se T < 0.

Note que, pela Proposicao 3.3.2, se 7 = 0 ou se, equivalentemente, f.(c;) nao for incluida entre
as variaveis preditoras para p;, entao, variando-se ¢; e mantendo-se as demais variaveis preditoras
constantes, u; varia mas a posicao relativa de u; (uﬁ) mantém-se constante. Na prética, se f(¢;) for
significante e/ou se houver interesse em acrescenté-la no modelo, o termo 7 f.(¢;) é incluido em 7;;.
Dessa forma, o modelo RBIZUT continua podendo ser representado como apresentado em (3.2).

A terceira proposicao esta relacionada & variagdo de u; quando se varia ¢;. Na Proposicao 3.3.3

e daqui em diante, exp(.), expl.] e exp{.} sdo representagoes para a fungao exponencial.

Proposigao 3.3.3. Sejam g.(c;) = pi = {c; +exp[nin + 7fe(ci)] /{1 +expnin + 7 fe(ci)]} e gi(j) =
ge(ci +j) — gc(ci). Nas condigoes da Proposicao 3.53.2 e firado 0 < j < 1 —¢;, se fe(c;) € positiva
no intervalo (0,1), entdo 3 n;1 tal que V7, g;(j) > 0.

O que a Proposigao 3.3.3 garante ¢ que se f.(¢;) for incluida entre as variaveis preditoras para
i e fe(c;) for positiva no intervalo (0, 1), entao aumentando-se ¢; e mantendo-se as demais variaveis
preditoras constantes, p; necessariamente cresce para determinados conjuntos de valores das demais
variaveis preditoras. Assim, a Proposigao 3.3.3 apresenta uma restri¢ao do modelo RBIZUT (com
funcado de ligagao para p; do modelo RLBIZUT) quando é incluida uma fungao f.(¢;) positiva no
intervalo (0,1). Na pratica, porém, a Proposi¢cao 3.3.3 nao deve trazer problema ao ajuste de
um modelo RBIZUT. Em geral, mantendo-se as demais variaveis preditoras constantes, parece ser
razoéavel que p; cresga quando ¢; cresce. No exemplo do cartao de crédito mencionado no Capitulo
1, por exemplo, essa hipdtese é bem razoédvel. Se dois clientes de um cartao de crédito tém valores
de pagamento minimo (em relagao ao valor da fatura, ¢;) diferentes, mas sao idénticos em relagao a
todas as demais variaveis preditoras para u;, ¢ natural imaginar que o cliente com maior ¢; apresente
um maior ;. E importante lembrar ainda que o modelo néo restringe o decrescimento de M@R quando
¢; cresce (de acordo com a Proposicao 3.3.2).

Caso, em alguma situacao real, a restricao apresentada na Proposicao 3.3.3 dificulte a obtencao
de um bom ajuste para uma varidvel de interesse, ela pode ser contornada. Para isso, basta incluir
entre as variaveis preditoras para p; uma fun¢ao negativa no intervalo (0,1). Se f.(c;) = log(c;),
por exemplo, for incluida entre as variaveis preditoras para u;, o modelo RBIZUT n&o possui a
restrigdo apresentada na Proposi¢ao 3.3.3. No entanto, em geral, ndo é conveniente utilizar uma

funcao f.(c;) negativa no intervalo (0,1). O motivo ¢ que, nesse caso, p; torna-se decrescente em
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relagdo a 7, ao contrario do que ocorre geralmente em modelos de regressao, dificultando assim a

interpretagao dos resultados.
3.3.2 Endogeneidade

Conforme discutido na Secao 3.3.1, em modelos RBIZUT com ¢ variavel pode ser interessante
incluir ¢ como variavel preditora do modelo. Embora tenhamos discutido na Se¢ao 3.3.1 a inclusao
de ¢ como variavel preditora para p, pode ser importante a inclusao de ¢ em todas as 5 equacoes
do modelo RBIZUT. No exemplo do cartao de crédito mencionado no Capitulo 1, suponha que dois
clientes sao semelhantes em relagao a todas as variaveis preditoras disponiveis, mas para um deles
o valor de ¢ é pequeno e para o outro o valor de ¢ é grande. O primeiro tende a ter maior J. e
menor dy que o segundo, ja que ¢ grande é naturalmente um desincentivo ao pagamento minimo e
tende a aumentar a probabilidade do cliente nao pagar nada, ji que ele precisa ter mais recursos
para efetuar pelo menos o pagamento minimo.

Embora possa ser importante a inclusao de ¢ como variavel preditora em um modelo RBIZUT,
é conveniente avaliar se sua inclusao pode trazer problemas de endogeneidade. Uma varidvel é
endogena quando é correlacionada com o termo de erro do modelo (Stock e Watson, 2003, Secao
10.1). Este é definido como a diferenga entre o valor da variavel resposta e o valor que seria ajustado
pelo modelo se todos os parametros fossem conhecidos. Entre os motivos que podem tornar uma
variavel endogena estao, por exemplo, o fato dela ser medida com erro e causalidade simultanea. Esta
altima ocorre quando nao somente a distribuicdo da variavel resposta varia em fungao da variavel
preditora, mas também o valor da variavel resposta pode afetar o valor da variavel preditora. No
exemplo do cartdo de crédito, dependendo do procedimento adotado pela institui¢do financeira
para definir o valor de ¢, a mesma pode ser ou nao uma variavel endégena devido a causalidade
simultanea. Suponha, por exemplo, que a institui¢do reduza o valor de ¢ para clientes que nos
iltimos 12 meses sempre pagaram o valor total da fatura. Nesse caso ¢ serd uma variavel endégena,
ja4 que o mesmo tende a ser pequeno para observagoes com valor da variavel resposta igual a 1.

Para uma varidvel endogena, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros asso-
ciados a essa varidvel nao sao consistentes. Dessa forma, se ¢ for enddgena e for incluida em todas
as equagoes do modelo RBIZUT, utilizaremos 5 estimadores nao consistentes no ajuste do modelo.
Assim, nesse caso, para o exemplo do cartao de crédito, ndo conseguiremos obter boas estimativas
de, por exemplo, como varia a probabilidade do cliente nao pagar a fatura, quando aumentamos o
valor de ¢ em 0,1 e mantemos o valor das demais variéveis preditoras constantes.

Uma forma de obtencao de estimadores consistentes na presencga de variaveis endogenas é tra-
balhar com variaveis instrumentais (Stock e Watson, 2003, Capitulo 10), que sdo variaveis que sao
correlacionadas com a varidvel endogena, mas que nao sao correlacionadas com o termo de erro do
modelo. Assim, um possivel tema de pesquisa futura pode ser o desenvolvimento de estimadores
consistentes dos parametros do modelo RBIZUT com varidveis preditoras endégenas utilizando va-
riaveis instrumentais.

Como neste trabalho ndo desenvolvemos estimadores consistentes nessas situagdes, caso ¢ seja

uma varidvel endogena, duas estratégias podem ser adotadas. A primeira é nao incluir ¢ entre as
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variaveis preditoras do modelo. Nesse caso, se a associacao entre ¢ e a variavel resposta for forte, o
ajuste do modelo RBIZUT seré satisfatorio apenas se ¢ for definida a partir de outras variaveis ja
presentes no modelo. Outra estratégia é incluir ¢ mesmo sabendo que as estimativas dos parametros
associados & variavel serao obtidas a partir de estimadores que nao sao consistentes. Nesse caso, as
estimativas obtidas dos parametros associados a ¢ nao terao interpretagao prética.

Dentre as variaveis citadas ao longo deste trabalho que possivelmente tém um bom ajuste usando
o modelo RBIZUT, apenas o VRP do cartao de crédito apresenta ¢ varidvel. Além disso, é possivel
que muitas institui¢goes nao usem critérios para definir o valor de ¢ que tornem a variével enddgena.
Mesmo nos casos em que ¢ é endbdgena, é possivel que a nao inclusao de c entre as variaveis preditoras
do modelo nao afete consideravelmente a qualidade do ajuste. O motivo disso é que geralmente
é bem grande o percentual de clientes que apresentam valores pequenos de ¢ e préximos entre
si. Assim, como é razoavel imaginar que uma pequena mudanca no valor de ¢ pouco afete os
pardmetros da distribuicao da variadvel resposta, ¢ tende a nao ser uma varidvel importante do
modelo. Dessa forma, se ¢ for uma variavel endégena e se um percentual grande da populacao
de interesse apresentar valores préximos de ¢, recomendamos a nao inclusao de ¢ como variavel
preditora, ji que isso nao deve afetar consideravelmente a qualidade do ajuste do modelo. Por
outro lado, caso isso nao ocorra e haja indicios de que ¢ seja uma varidvel importante do modelo,
sugerimos o desenvolvimento teérico de estimadores consistentes para os pardmetros do modelo

RBIZUT na presenga de variaveis endogenas.
3.4 Estudos de simulacao

Nesta secao sao apresentados estudos de simulagao de Monte Carlo para avaliar a performance
dos estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros do modelo RBIZUT em diferentes situ-
agoes. Foram conduzidos cinco estudos de simulacao de Monte Carlo. Todos eles foram desenvolvi-
dos utilizando-se a linguagem de programacao Ox. Para cada caso, foram realizadas 5000 replicagoes
e obtidas estimativas do viés e da raiz do erro quadratico médio (REQM) dos estimadores. Nos
cinco estudos, foram considerados casos particulares do modelo RLBIZUT. No entanto, é razoavel
esperar que se tivessem sido escolhidas outras fungoes de ligacao, a maior parte das conclusées
seriam semelhantes. As tabelas contendo os resultados dos estudos de simulacio desta secdo estao
no Apéndice ?77.

O modelo RBIZUT contém cinco vetores de pardmetros e, assim, possui no minimo 5 parametros.
Na pratica, o nimero de parametros do modelo RBIZUT ¢ bem maior. Na maior parte das vezes, o
ajuste preliminar de um modelo RBIZUT contera pelo menos um intercepto e uma variavel preditora
para modelar cada um dos 5 pardmetros da varidvel resposta, resultando em um minimo de 10
pardmetros. Além disso, conforme mencionado na Secdo 2.6, a distribuicdo BIZUT foi proposta
para ajustar algumas variaveis na area de econometria. Nesta area, geralmente nao ha dificuldade
em se obter amostras com milhares de observacoes. Para todas as variaveis citadas nos Capitulos 1 e
2, que possivelmente tém um bom ajuste utilizando um modelo RBIZUT, podem-se obter facilmente
amostras grandes. Assim, em situagoes reais, tanto o namero de pardmetros como o tamanho da

amostra geralmente sao grandes. Por esse motivo, os estudos de simulagao desenvolvidos nesta segao
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nao consideram amostras muito pequenas. Nesta se¢ao, quando for conveniente e a omissao nao
gerar nenhuma davida, nos referimos ao estimador de maxima verossimilhanga simplesmente como
estimador.

Nos 4 primeiros estudos de simulagao, o modelo RLBIZUT possui a seguinte estrutura:

e
log (lf Z) = B11 + Ba1Tiz1 + B31Tiz1
— g
log(¢;) = B12 + Paowioa + P327i32 (3.35)
0; 0; 0;
h ! Jh i Jh < = (710 + 720%i20, Y11 + V212821, Vie + V2cZi2e),
1-— (673 1-— (673 1-— (67

em que h é a fungao logaritmica. O modelo (3.35) é um caso particular de (3.2) com z;j11 = x;12 =
210 = 2i11 = Zi1c = 1 para todo i e, portanto, 811, B12, Y10, V11 € Yic Sao interceptos. No primeiro,
terceiro e quarto estudos de simulacdo foram adotados os seguintes valores para os verdadeiros
valores dos parametros: (17 = -1,0, 821 = 2,5, 831 = -1,7, B12 = 2,5, B2 = 0,9, B30 = -0,9,
Y10 = -0,6, v20 = -1,2, y11 =-1,5, 721 = 1,1, 71 =-0,6 € y2c =-1,1.

Em muitos trabalhos nos quais os modelos de regressao desenvolvidos ajustam mais de um
pardmetro da variavel resposta em funcao de outras varidveis, os estudos de simulacao consideram
variaveis preditoras diferentes para modelar cada um dos pardmetros da varidvel resposta. No
entanto, na pratica, muitas varidveis preditoras sao utilizadas para modelar todos os pardmetros da
variavel resposta. Por esse motivo, nos estudos de simulacao desenvolvidos, x;01 = o2 = 220 =
zio1 = 2ioc. As variaveis preditoras foram geradas independentemente a partir de varidveis aleatérias
com distribui¢do uniforme no intervalo (0,1) e mantidas contantes em todas as replicagdes. Nos
estudos em que n é mantido constante, as variaveis preditoras também foram mantidas contantes
mesmo quando variamos os valores dos pardmetros ou a amplitude do intervalo de variacao de c.
Como Tjo1 = X492 = 2j20 = 221 = Zi2¢, 101 Necessario gerar apenas o1, ;31 € ;32

No primeiro estudo de simulagao, ¢ foi mantido constante e igual a 0,2 e n variou entre 50
e 1000. Com os verdadeiros valores dos pardmetros mencionados anteriormente, tem-se que o
intervalo de variagdo dos parametros associados a distribuigao BIZUT sao: d¢p € (0,082,0,236),
91 € (0,096, 0,332), . € (0,091,0,236), 1 € (0,250,0,854) e ¢ € (4,953,29,964). A Tabela 3.1 apre-
senta os resultados do primeiro estudo de simulacao. Pode-se notar que os estimadores de maxima
verossimilhanca dos pardmetros do vetor 51 parecem apresentar vieses pequenos mesmo para peque-
nas amostras. Porém, os estimadores dos parametros dos vetores 2, 7o, 71 € 7. apresentam vieses
moderados para pequenas amostras. E interessante ressaltar que, em relacdo ao valor verdadeiro, os
vieses dos estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros do vetor S no modelo RLBIZUT
parecem ser menores do que o viés do estimador de méxima verossimilhanca de ¢ na distribuicao
BIZUT (estudado na Segao 2.5). Pode-se perceber também que a REQM parece ser consideravel-
mente menor para os estimadores dos parametros do vetor 81 do que para os estimadores de fs, Yo,
1 € Y. Pode-se notar ainda que, independente do tamanho da amostra, a REQM dos estimadores
de maxima verossimilhanca dos parametros dos vetores 81 e 82 no modelo RLBIZUT parecem ser,

respectivamente, maiores do que a REQM dos estimadores de maxima verossimilhanca de p e ¢ na
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distribuicao BIZUT. Conforme esperado, em geral, o viés e a REQM dos estimadores de todos os

parametros considerados diminui & medida que se aumenta o tamanho da amostra.

Tabela 3.1: Estimativas do viés e da raiz do erro quadratico médio do modelo RBIZUT com c fixo (0,2) obtidas
a partir de estudo de simulagao de Monte Carlo com 5000 réplicas (dp € (0,082, 0,236), 1 € (0,096, 0,332), 6. €
(0,091, 0,236), i € (0,250,0,854), ¢ € (4,953,29,964)).

n  yo=-0,6 Y20 =-1,2 71 =-1,5 v21 = 1,1 Ve = -0,6 Y2. = -1,1

Vies REQM Vies REQM Viées REQM Vies REQM Viés REQM Vies REQM

50 -0,071 0,984 -0,160 2,318 -0,198 1,220 0,197 1,814 -0,040 0,871 -0,178 1,941

70 -0,025 0,735 -0,111 1,524 -0,112 0,844 0,115 1,378 -0,009 0,707 -0,149 1,497

100 -0,013 0,611 -0,092 1,151 -0,079 0,706 0,078 1,028 -0,023 0,603 -0,076 1,106
200 -0,008 0,417 -0,035 0,798 -0,043 0474 0,043 0,736 -0,012 0,418 -0,031 0,790
500 -0,005 0,245 -0,014 0470 -0,008 0272 0,005 0423 0,000 0,242 -0,019 0,459
1000 0,000 0,182 -0,009 0,347 -0,006 0,200 0,008 0,313 0,000 0,178 -0,006 0,339
n B3 =-10 P21 = 2,5 P31 =-1,7 P12 =2,5 P22 = 0,9 P32 =-0,9

Vies REQM Vies REQM Vies REQM Vies REQM Viées REQM Viés REQM

50 -0,011 0,411 0,016 0,570 -0,011 0,491 0,336 1,219 0,084 1,574 -0,143 1,304

70 -0,001 0,318 0,012 0,430 -0,021 0,399 0,199 0,857 0,093 1,167 -0,075 1,115

100 -0,006 0,260 0,014 0,342 -0,012 0,313 0,173 0,675 -0,027 0,788 -0,044 0,766
200 -0,004 0,171 0,006 0,233 -0,001 0,209 0,064 0,401 0,014 0,534 -0,022 0,513
500 0,001 0,107 0,002 0,142 -0,004 0,135 0,024 0246 0,010 0,315 -0,009 0,313
1000 -0,001 0,078 0,002 0,103 -0,001 0,093 0,012 0,170 0,003 0,224 -0,002 0,215

No segundo estudo de simulagdo ¢ é constante e igual a 0,2, n = 500 e variou-se os valores
dos parametros do modelo RLBIZUT. Os verdadeiros valores considerados para os parametros do
modelo, bem como o intervalo de variagao dos paradmetros da varidvel resposta em cada situacao
estao na Tabela 3.2. O primeiro vetor de valores verdadeiros para os parametros foi o utilizado no
primeiro estudo de simulagdo. A partir dele foram obtidos 5 outros vetores de valores verdadeiros
para 6. No segundo vetor, alteramos apenas os valores dos parametros de 81 de forma que o intervalo
de variagao de p reduzisse, mas continuasse contendo o valor 0,6 (ponto médio entre ¢ = 0,2 e 1,0).
No terceiro e quarto vetores consideramos, respectivamente, p préoximo de ¢ e préoximo de 1 e
mantivemos os valores dos vetores de parametros B2, 7o, 71 € Y. constantes. No vetor de parametros
seguinte, aumentamos o intervalo de variagao de ¢ de (4,95,29,96) para (20,09,121,51). No ultimo
vetor de pardmetros, reduzimos o intervalo de variagdo de dp, d1 e d.. Os resultados obtidos sao
coerentes com aqueles observados no segundo estudo de simulagao da Segao 2.5 e sdao apresentados
na Tabela 3.3. O valores de u e de ¢ nao parecem ter relagdo com a performance dos estimadores
de 0, 71 € Ve Isso é razoavel, ja que Kp(7yo,71,7.) apresentado em (3.20) nao ¢ funcdo de f; e fa.
O valor de p parece afetar o desempenho do estimador de 32, mas a ordenagao da performance nao
tem um padrao. Os estimadores dos pardmetros 512 € B2 tém REQM menor quando o intervalo
de variagao de p inclui o ponto 0,6 do que quando ele estd préoximo de ¢ ou de 1. No entanto,
para o estimador de 35 a REQM é maior quando o intervalo de variacao de p inclui o ponto 0,6

(ponto médio entre ¢ e 1) do que quando ele esta proximo de ¢ ou de 1. A REQM dos estimadores
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de (1 parece decrescer & medida que ¢ cresce, j4 que a REQM dos estimadores dos 3 parametros
que compoem 3 decresceram quando o intervalo de variagdo de ¢ passou de (4,95,29,96) para
(20,09, 121,51). Isso era esperado, ja que quando ¢ cresce a varidncia da variavel resposta diminui.
Ao compararmos os resultados para os vetores de pardmetros 1 e 6, pode-se observar ainda que a
reducao do valor de dg, 01 e . parece acarretar uma reducao da REQM dos estimadores de 31 e (s.
Isso é coerente com o resultado da fungao escore para o modelo RBIZUT cujos componentes sao
dados em (3.11). Observando-se Ug, (B1, B2) e Ug, (51, B2), pode-se notar que apenas as observagoes
tais que y; € (¢4, 1) sao utilizadas na estimagao de 1 e B2. Assim, & medida que os parametros da
variavel resposta dg, 61 e d. crescem, o nimero de observagoes utilizadas para estimar e ¢ decresce

e, em consequéncia, a performance dos estimadores se reduz.

Tabela 3.2: Intervalo de variagao dos parametros da variavel resposta e valores dos pardmetros do modelo
de regressao utilizados nos estudos de simulagao de Monte Carlo com c fixo.

Vetores de  Variagao Vetor Variagao Vetor Variagao Vetor
pardmetros do Yo 01 Y1 O Ye
1 (0,082,0,236) (-0,6,-1,2) (0,096,0,332) (-1,5,1,1) (0,091,0,236) (-0,6,-1,1)
2 (0,082,0,236) (-0,6,-1,2) (0,096,0,332) (-1,5,1,1) (0,091,0,236) (-0,6,-1,1)
3 (0,082,0,236) (-0,6,-1,2) (0,096,0,332) (-1,5,1,1) (0,091,0,236) (-0,6,-1,1)
4 (0,082,0,236) (-0,6,-1,2) (0,096,0,332) (-1,5,1,1) (0,091,0,236) (-0,6,-1,1)
) (0,082,0,236) (-0,6,-1,2) (0,096,0,332) (-1,5,1,1) (0,091,0,236) (-0,6,-1,1)
6 (0,044,0,148) (-1,5,-1,3)  (0,054,0,195) (-2,5,1,2) (0,044,0,134) (-1,6,-1,2)
Vetores de  Variagao Vetor Variagao Vetor
pardmetros I 51 10} Bo
1 (0,250, 0,854) (-1,0,2,5,-1,7) (4,95,29,96) (2,5,0,9,-0,9)
2 (0,502,0,698) (-0,2,0,7,-0,3) (4,95,29,96) (2,5,0,9,-0,9)
3 (0,211,0,273) (-3,6,1,3,-0,7) (4,95,29,96) (2,5,0,9,-0,9)
4 (0,974,0,995) (4,1,0,9,-0,7) (4,95,29,96) (2,5,0,9,-0,9)
5 (0,250,0,854) (-1,0,2,5,-1,7) (20,09, 121,51) (3,9,0,9,-0,9)
6 (0,250,0,854) (-1,0,2,5,-1,7) (4,95,29,96) (2,5,0,9,-0,9)

O terceiro estudo de simulacdo é semelhante ao primeiro e os resultados sd@o apresentados na
Tabela 3.4. A tnica alteragao é que no terceiro estudo ¢ varia no intervalo (0,15,0,25). O valor de
¢ para cada observagao foi gerado de forma independente a partir de uma variavel aleatéria com
distribui¢ao uniforme no intervalo (0,15,0,25) e mantido constante em todas as replicagoes. Dessa
forma, em média, o valor de ¢ no terceiro e no primeiro estudo sdo iguais. Comparando-se as Tabelas
3.1 e 3.4, pode-se notar que o viés e a REQM nao parecem se alterar quando passamos de uma
situagdo em que c¢ é fixo para uma em que c¢ é varidvel. Assim, a performance dos estimadores dos
paradmetros do modelo RLBIZUT parece ser semelhante quando ¢ é fixo e quando c¢ é variavel.

No quarto estudo de simulacao, foram mantidos os valores dos pardmetros do primeiro estudo
e, com n = 500, variou-se a amplitude do intervalo de variagdo (AIV) de ¢. Em todas as situagoes

consideradas, gerou-se o valor de ¢ a partir de varidveis aleatérias uniformes em um intervalo cujo
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Tabela 3.3: Estimativas do viés e da raiz do erro quadréatico médio do modelo RBIZUT com c¢ fixo (0,2)
obtidas a partir de estudo de simula¢ao de Monte Carlo com 5000 réplicas (n = 500 e varios diferentes vetores
de parametros)

Vetores de 710 Y20 Y11 Y21 e Y2e
parametros Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM
1 -0,005 0,245 -0,014 0,470 -0,008 0,272 0,005 0,423 0,000 0,242 -0,019 0,459
2 0,002 0,247 -0,020 0,471 -0,012 0,276 0,009 0,429 -0,003 0,239 -0,010 0,459
3 0,003 0,246 -0,023 0,480 -0,009 0,277 0,004 0,426 0,003 0,243 -0,028 0,461
4 20,007 0,248 -0,011 0,478 -0,026 0,280 0,031 0,434 -0,004 0,240 -0,008 0,455
5 0,002 0,246 -0,035 0,474 -0,004 0,275 -0,006 0,431 0,005 0,239 -0,028 0,455
6 0,001 0,291 -0,042 0,590 -0,033 0,344 0,028 0,520 -0,012 0,300 -0,019 0,594
Vetores de B11 Ba1 P31 B12 B22 P32
parametros Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM
1 0,001 0,107 0,002 0,142 -0,004 0,135 0,024 0,246 0,010 0,315 -0,009 0,313
2 0,002 0,097 -0,002 0,121 0,000 0,124 0,023 0,244 0,015 0,307 -0,011 0,317
3 -0,020 0,251 0,012 0,325 0,006 0,206 0,043 0,305 -0,017 0,406 -0,003 0,263
4 0,008 0,312 -0,007 0,490 0,034 0,220 0,034 0,345 -0,004 0,538 0,052 0,238
5 0,000 0,055 0,000 0,073 -0,001 0,070 0,026 0,249 0,014 0,322 -0,018 0,321
6 -0,002 0,087 0,004 0,113 -0,003 0,108 0,021 0,197 0,000 0,253 -0,009 0,249

Tabela 3.4: Estimativas do viés e da raiz do erro quadratico médio do modelo RBIZUT com c¢ variavel
(0,15,0,25) obtidas a partir de estudo de simulagao de Monte Carlo com 5000 réplicas (5 € (0,082, 0,236),4; €
(0,096,0,332), 4. € (0,091,0,236), u € (0,204,0,863), ¢ € (4,953,29,964)).

V1 = -0,6 Y2e =-1,1

REQM Viés REQM
1,122 0,103 1,937
0,702 -0,097 1,504
0,618 -0,049 1,157
0,389 -0,009 0,722

n vy =-0,6 Y20 = -1,2
Viess REQM Viés REQM Viés
20,051 1,067 -0,166 2,088 -0,192
20,028 0,693 -0,125 1,546 -0,125
20,022 0,609 -0,070 1,167 -0,093
20,003 0,385 -0,045 0,747 -0,051
500 -0,004 0,250 -0,009 0,483 -0,015 0,281
1000 -0,005 0,167 -0,002 0,326 -0,012 0,190

n B3 =-10 P21 = 2,5 P31 =-1,7
Viess REQM Vies REQM Vies REQM
20,006 0400 0,017 0,530 -0,018 0,450
20,002 0,284 0,021 0478 -0,025 0,394
-0,002 0,250 0,008 0,343 -0,007 0,282
20,005 0,184 0,012 0,230 -0,006 0,203
-0,001 0,112 0,004 0,148 -0,003 0,129
20,001 0,077 0,003 0,098 -0,002 0,093

Yo1 = 1,1
Viés REQM Viés
0.206 1,713 -0,075
0,130 1,420 -0,032
0,096 1,084 -0,024
0,058 0,703 -0,017
0,014 0,442 -0,005 0,245 -0,008 0,476
0,015 0,300 -0,005 0,166 -0,001 0,322
P12 = 2,5 P22 = 0,9 P32 =-0,9
Viess REQM Vies REQM Vies REQM
0.257 1,209 0,109 1,448 -0,029 1575
0,151 0,851 0,118 1,192 0,003 1,082
0,128 0,603 0,072 0,834 -0,055 0,820
0,070 0402 0,015 0,499 -0,028 0,528
0,023 0,249 0,009 0,319 -0,008 0,310
0,009 0,167 0,006 0,214 -0,004 0,219

y11 =-1,5

REQM
1,220
0,837
0,715
0,463

50
70
100
200

50
70
100
200
500
1000




CAPITULO 3. MODELOS DE REGRESSAO BETA INFLACIONADOS TRUNCADOS 44

ponto médio fosse igual a 0,2, mantendo-se assim a média constante. Para uma amplitude do
intervalo de variacao de ¢ de 0,1, por exemplo, ¢ varia de forma uniforme entre 0,15 e 0,25. Quando
a amplitude do intervalo de variacdo de ¢ é igual a 0, ¢ é fixo. Os resultados sdo apresentados
na Tabela 3.5. As conclusoes sao semelhantes ds obtidas no terceiro estudo. Pode-se notar que o
viés e a REQM de todos os pardmetros parecem se manter constantes independente da amplitude
do intervalo de variagao de c¢. Assim, mesmo que a amplitude do intervalo de variagao de ¢ seja
grande, a performance dos estimadores do modelo RLBIZUT parece ser semelhante quando ¢ é fixo

e quando c¢ é variavel.

Tabela 3.5: Estimativas do viés e da raiz do erro quadratico médio do modelo RBIZUT com c variavel
(com média 0,2) obtidas a partir de estudo de simulacdo de Monte Carlo com 5000 réplicas (n = 500,y €
(0,082,0,236), 6; € (0,096, 0,332), 6. € (0,091,0,236), 1 € (0,063,0,891), ¢ € (4,953, 29,964)).

ALV y10=-0,6 Y20 = -1,2 Y11 =-1,5 yo1 =1,1 Y1e =-0,6 Yo =-1,1
de ¢ Viess REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM
0.00 0,001 0250 -0,020 0483 -0,005 0280 0,004 0445 0001 0248 -0.013 0483
0,01 -0,001 0,248 -0,021 0,485 -0,019 0,279 0,020 0,441 -0,006 0,245 -0,005 0,466
0,05 -0,005 0,248 -0,006 0483 -0,010 0274 0,006 0437 -0,006 0,249 -0,007 0,476
0,10 -0,004 0,250 -0,009 0,483 -0,015 0,281 0,014 0,442 -0,005 0,245 -0,008 0,476
0,20 -0,003 0252 -0,012 0483 -0,013 0279 0,014 0438 0,001 0246 -0,017 0,474
0,40 -0,004 0,247 -0,011 0,483 -0,020 0,281 0,025 0,444 -0,008 0,250 -0,005 0,479
ATV 311 =-1,0 B21 = 2,5 B31 =-1,7 P12 = 2,5 B22 = 0,9 B32 =-0,9
de ¢ Viess REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM
0.00 0002 0111 -0,00I 0148 -0,001 0130 0,033 0248 -0.001 0319 -0,017 0,307
0,01 0,003 0,111 0,000 0,146 -0,005 0,130 0,026 0,245 0,010 0,318 -0,016 0,303
0,05 0001 0,114 0002 0,148 -0,005 0,132 0,020 0242 0,015 0317 -0,003 0,300
0,10 -0,001 0,112 0,004 0,148 -0,003 0,129 0,023 0,249 0,009 0,319 -0,008 0,310
0,20 -0,001 0,108 0,001 0,143 -0,002 0,131 0,028 0246 0,004 02321 -0,008 0,307
0,40 0,002 0,109 -0,001 0,146 -0,004 0,133 0,023 0,246 0,010 0,319 -0,006 0,309

No quinto estudo de simulagao foi feita uma alteragao na estrutura do modelo (3.35). Incluiu-se
fe(ci) = ¢; entre as variaveis preditoras para p;, excluiu-se uma variavel preditora para ¢; alterando-
se os valores dos pardmetros remanescentes e manteve-se inalterada a estrutura relacionada aos
pardmetros d;9, d;1 e ;. da varidvel resposta. Assim, a estrutura do modelo RLBIZUT no quinto

estudo de simulagao é dada por

.
log (ql ul> = B11 + Barziz1 + 31731 + BarTia
- M
log(¢;) = B2 + Boawizn (3.36)
dio i1 dic B
h h h = (710 + 720%i20, Y11 + V21221, Vie + V2cZi2e),
1-— (673 1— (673 1— (673

em que h é a funcao logaritmica, x;41 = ¢;, Ba1 = -5,0, B12 = 1,6, B2 = 1,8 e os valores dos demais

pardmetros sao iguais aos do primeiro estudo de simulagdao. Com a alteracao dos valores de S92 €
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(B922, 0 intervalo de variacao de ¢ manteve-se igual ao do primeiro estudo de simulacao. Neste tltimo
estudo de simulagao, fixou-se n = 500 e variou-se a amplitude do intervalo de variacao de ¢ entre
0,01 e 0,4 com os mesmos critérios utilizados no quarto estudo. Os resultados sdo apresentados na
Tabela 3.6.

Tabela 3.6: Estimativas do viés e da raiz do erro quadréatico médio do modelo RBIZUT com c¢ variavel
(com média 0,2) obtidas a partir de estudo de simula¢do de Monte Carlo com 5000 réplicas (n = 500,y €
(0,082,0,236), 5, € (0,096, 0,332), 6. € (0,091,0,236), u € (0,063,0,891), ¢ € (4,953,29,964)).

AV 70 =-0,6 Y20 = -1,2 Y11 =-1,5 yo1 = 1,1 Yie =-0,6 Y2e = -1,1

de ¢ Vies REQM Vies REQM Vies REQM Vies REQM Viés REQM Viés REQM
0,01 -0,004 0,247 -0,009 0,492 -0,009 0,277 0,005 0,443 0,001 0,240 -0,024 0,480
0,05 -0,003 0,247 -0,009 0492 -0,012 0,272 0,010 0439 0,000 0,242 -0,022 0,469
0,10 -0,005 0,240 -0,006 0,477 -0,019 0,278 0,023 0,444 -0,004 0,240 -0,009 0,471
0,20 -0,004 0,241 -0,014 0471 -0,016 0,282 0,015 0,445 -0,004 0,242 -0,011 0,475
0,40 -0,002 0,241 -0,011 0,474 -0,007 0,274 -0,003 0,438 0,001 0,240 -0,020 0,475
AV B3 =-1,0 fo1 = 2,5 P31 =-1,7 B11 =-5,0 P12 =1,6 Pz = 1,8

de ¢ Viéess REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM Viés REQM
0,01 -0,0562 2,766 0,007 0,182 -0,004 0,141 0,236 13,849 0,017 0,195 0,019 0,329
0,06 0,001 0,561 0,003 0,181 -0,001 0,144 -0,011 2,713 0,013 0,197 0,022 0,334
0,10 0,000 0,293 0,006 0,184 -0,005 0,141 -0,010 1,324 0,012 0,196 0,029 0,330
0,20 0,003 0,199 0,006 0,179 -0,004 0,140 -0,032 0,711 0,012 0,192 0,033 0,330
0,40 -0,006 0,156 0,008 0,178 -0,001 0,142 -0,008 0,381 0,024 0,194 0,010 0,332

Pode-se notar que, mesmo com a inclusao de f.(¢;) = ¢; como variavel preditora para p;, a
performance dos estimadores dos pardmetros g, 71, Y. € f2 nao parece se alterar em fungao da
amplitude do intervalo de variacdo de c¢. A performance dos estimadores dos parametros de [
associados as duas variaveis preditoras que nao sao f.(¢;) = ¢; também nao parecem ser fungao da
amplitude do intervalo de variagao de c. No entanto, as performances do estimador do intercepto
associado a p; e do estimador do parametro associado a f.(¢;) = ¢; parecem variar bastante em
funcao da amplitude do intervalo de variacao de c. Em ambos os casos, a REQM parece decrescer
a medida que a amplitude do intervalo de variacao de ¢ cresce. Em principio isso pode parecer
estranho, jA que quanto maior a amplitude do intervalo de variacao de ¢, menor é a semelhanca
do modelo RLBIZUT com os modelos de regressao usuais. Assim, seria razoavel esperar que a
REQM aumentasse & medida que a amplitude do intervalo de variacdo de ¢ crescesse. No entanto,
vimos nos estudos de simulagao 3 e 4 que os estimadores dos pardmetros do modelo RLBIZUT tém
performance semelhante nas situagdes em que c é fixo e naquelas em que ¢ é varidvel. Desta forma,
o decrescimento da REQM dos estimadores do intercepto associado a u; e do parametro associado a
fe(ei) = ¢; parece ser consequéncia do aumento da dispersao da variavel preditora ¢; & medida que
a amplitude do intervalo de variacao de c cresce. Na regressao linear simples normal com variavel

2

resposta y; com varidncia o<, variavel preditora x; e tamanho de amostra n, por exemplo, mantidos

2

— n A . . L. . .
constantes n, 0% e £ = ), x;/n, a varidncia do estimador de méxima verossimilhanca tanto
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do intercepto quando do parametro associado a x; decresce a medida que Y i (z; — Z)? cresce.
Pelos resultados observados na Tabela 3.6, assim como na regressao linear simples, o aumento da
dispersao de uma variavel preditora para u; parece melhorar a performance tanto do estimador do
pardmetro associado a essa varidavel quanto do estimador do intercepto associado a p;. Pode-se
notar ainda que, para a amplitude do intervalo de variacao de c¢ igual a 0,01, os vieses dos mesmos
estimadores sao bem maiores do que nas demais situagoes. Possivelmente, isso se deve ao fato de ¢;
neste caso ficar préoximo de ser uma constante, o que faz com que os vetores (ajnl, 211, - - - ,xnn)T

e (141,241, - - - ,:L'n41)T fiquem préximos de ser linearmente dependentes.
3.5 Selegao de modelos

Conforme mencionado na Secao 3.1, o modelo RBIZUT pertence a classe dos modelos aditivos ge-
neralizados para locagao, escala e forma (GAMLSS) introduzidos por Rigby e Stasinopoulos (2005).
Essa classe de modelos é bastante ampla contendo inclusive modelos de regressao para varidveis res-
posta que tém distribui¢ées que nao pertencem a familia exponencial. Além disso, a classe admite
modelos em que todos os parametros da distribuigao da variavel resposta sao ajustados em fungao
de variaveis preditoras e os modelos dessa classe podem ter termos fixos, aleatorios e de alisamento.
O modelo RBIZUT pertence & subclasse dos modelos paramétricos GAMLSS que contém apenas
termos fixos. Para a comparacdo de modelos encaixados nessa subclasse, Rigby e Stasinopoulos
(2005) sugerem a utilizagao do teste da razao de verossimilhangas discutido na Secao 3.2. Podemos
fazer ainda essa comparagao utilizando o teste escore, de Wald e gradiente também discutidos na
Segao 3.2. Para a comparagao de modelos nao encaixados, Rigby e Stasinopoulos (2005) sugerem
o uso do critério de informagao de Akaike generalizado, GAIC (Akaike, 1983), que para o modelo
RBIZUT, utilizando a notagao introduzida na Secao 3.1, é dado por

GAIC = —21(6) + hn(n)(po + P1 + Pe + D + Do), (3.37)

em que hy(n) é uma fungdo ndo decrescente e positiva para n > 1 e o melhor modelo é aquele com
menor GAIC. Algumas sugestoes de h,(n) encontradas na literatura sao h,(n) = 2 (AIC, Akaike
(1974)) e hyp(n) =log(n) (BIC, Schwarz (1978)).

Além do GAIC, existem diversas outras sugestoes de critérios para a selecao de modelos. Para
o modelo de regressao beta com dispersao fixa, Giampaoli et al. (2009) compararam, a partir de
estudos de simulagao de Monte Carlo, o AIC e o BIC com 4 outros critérios. Giampaoli et al. (2009)
concluiram que o BIC é o melhor critério no cenario em que os valores dos parametros sdo grandes
e que nao é possivel escolher o melhor critério no cenério em que os valores dos parametros sao
pequenos. Para o modelo de regressao beta com dispersao variavel, Bayer (2011) comparou a partir
de estudos de simulagao de Monte Carlo, alguns critérios existentes com alguns propostos por ele
em diferentes cenarios (valores dos parametros) e abordagens (estratégias de selegao). Bayer (2011)
observou que nao é possivel eleger um critério que seja melhor em todos os cenarios. Uma das
abordagens consideradas por Bayer (2011) é primeiro selecionar o submodelo da média supondo a

dispersao constante e depois, assumindo que o modelo selecionado na etapa 1 seja correto, selecionar
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o submodelo da dispersao. Ele concluiu que essa abordagem tem melhor performance do que a
abordagem de selecionar simultaneamente os dois submodelos e requer a estimacao de um menor
nimero de modelos.

Os trabalhos que comparam critérios de selecao de modelos geralmente consideram que todos os
possiveis modelos serao ajustados e dentre eles sera selecionado o melhor modelo segundo o critério
escolhido. No entanto, na pratica, utilizar esse procedimento é invidvel para o modelo RBIZUT
se o numero de varidveis preditoras disponiveis nao for bem pequeno. Como o modelo RBIZUT
ajusta os b pardmetros desconhecidos da distribuigdo da varidvel resposta em funcao de varidveis
preditoras, se utilizarmos esse procedimento, precisaremos estimar 2°™ modelos, em que m é o
niimero de variaveis preditoras disponiveis. Se m = 5, por exemplo, ji seria necessario estimar mais
de 33 milhdes de modelos. Mesmo utilizando a abordagem proposta por Bayer (2011) e citada no
parigrafo anterior, o nimero de modelos a ser estimado é muito grande.

Para contornar esse problema, existem algoritmos que procuram identificar o melhor sem ajustar
todos os possiveis modelos. O mais simples desses algoritmos é o stepwise e suas variagdes (Kutner
et al., 2004, Secao 9.4), que adiciona e retira variaveis do modelo de forma sequencial até que a
adicao e a retirada de varidveis do modelo nao melhorem sua performance. Tradicionalmente, o
stepwise considera o resultado de algum teste de hipotese para a adigao ou retirada de varidveis do
modelo, mas ele pode ser usado de forma semelhante utilizando-se qualquer critério de selegao de
modelos. Diversos outros algoritmos sao discutidos em Miller (2002, Capitulo 3).

No caso de modelos em que mais de um parametro da distribuicao da variavel resposta é ajustado
em funcao de variaveis preditoras, como é o caso do modelo RBIZUT, o uso de um algoritmo de
selecao de modelos envolve uma escolha adicional. Deve-se decidir se a sele¢ao de varidveis em cada
um dos submodelos deve ser feita de forma simultinea ou se deve selecionar as varidveis de um
submodelo de cada vez. Caso seja utilizada essa tltima abordagem, deve-se decidir ainda qual a
ordem de selecao de variaveis entre os submodelos. Para o modelo de regressao beta com dispersao
variavel pode-se adotar, por exemplo, a sugestao de Bayer (2011) ja discutida de selecionar primeiro
as variaveis do submodelo da média e depois aquelas do submodelo da dispersao. Além do trabalho
dele, nao temos conhecimento de nenhum outro que discute essa importante questao na classe de
modelos GAMLSS.

Na aplicacao do Capitulo 5 consideramos um modelo inicial com todas as variaveis preditoras
disponiveis presentes em cada um dos 5 submodelos. Para a exclusao das varidveis, consideramos
como critério o valor-p do teste de Wald para o pardmetro associado a cada uma das varidveis. A
exclusao das variaveis foi feita até que nenhuma variével tivesse valor-p do teste de Wald para o
parametro associado a ela superior a 0,05 e pudesse ser retirada sem ocasionar um aumento do AIC.
Primeiro excluimos as variaveis dos submodelos que ajustam dg, 61 € d.. Em seguida, excluimos as
varidveis que ajustam ¢ e por ultimo as variaveis que ajustam u. O motivo de termos iniciado pelas
variaveis do componente discreto do modelo é que a variancia assintotica (e assim possivelmente a
varidncia em amostras finitas) dos estimadores de 31 e 82 s@o fungao de 7, 71 € 7., mas a variancia

assintotica dos estimadores de g, v1 € Y. nao sao fungao de B1 e f2. O motivo de termos excluido
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as variaveis que ajustam ¢ antes daquelas que ajustam p deve-se ao fato de que p geralmente é um
parametro de maior interesse que ¢. E importante ressaltar que na aplicacdo do Capitulo 5 cada
variavel foi analisada separadamente em cada um dos submodelos. Assim, uma varidvel pode estar
presente no modelo final em apenas alguns dos 5 submodelos.

Para o leitor interessado em selecao de modelos, uma boa introdugao sobre o assunto pode ser
encontrada em McQuarrie e Tsai (1998). Bayer (2011), Ngoc (2011) e diversos outros introduzem

novos critérios de selecdo de modelos e fazem revisao bibliografica sobre o tema.
3.6 Conclusao

Neste capitulo introduzimos os modelos de regressao beta inflacionados truncados (RBIZUT).
Esses modelos podem ser titeis para o ajuste de varidveis que sao discretas nos pontos 0, 1 e em
um terceiro ponto 0 < ¢ < 1, que pode variar entre as observagoes, e continuas no intervalo (c, 1).
Obtivemos formas fechadas para a funcao escore e matriz de informacao de Fisher, discutimos es-
timacao dos pardmetros por maxima verossimilhanca, apresentamos expressoes para intervalos de
confianga para os pardmetros e testes de hipoteses. Apresentamos ainda alguns resultados para os
modelos RBIZUT com ¢ variavel, conduzimos estudos de simulagao de Monte Carlo e discutimos se-
legdo de modelos e endogeneidade. Dessa forma, com os resultados obtidos neste capitulo, é possivel
o ajuste de um modelo RBIZUT para as diversas variaveis da area de econometria que possivel-
mente podem ter distribui¢ao BIZUT (dadas variaveis preditoras). No Capitulo 5 apresentamos

uma aplicagdo do modelo RBIZUT para dados reais de cartao de crédito.



Capitulo 4
Analise de diagnoéstico

Neste capitulo é discutida anélise de diagnostico para os modelos RBIZUT. Na Se¢ao 4.1 discute-
se analise de residuos e um teste de qualidade de ajuste e na Segao 4.2.1 é desenvolvida anélise de

influéncia local.
4.1 Analise de residuos e teste de qualidade de ajuste

Os resultados apresentados no Capitulo 3 permitem o ajuste de um modelo RBIZUT a um
conjunto de dados reais e a realizagao de analise inferencial usando o modelo obtido. No entanto,
as conclusoes obtidas serdo validas apenas se o ajuste do modelo for satisfatério. Nesta secao,
discutimos analise de residuos e um teste de qualidade de ajuste que permitem avaliar se um modelo
RBIZUT esta bem ajustado.

Os vetores de parametros g, 1 € 7. s&0 separaveis e ortogonais a 31 e #s. Além disso, enquanto
os pardmetros dos primeiros vetores estao relacionados & componente discreta da variavel resposta,
os pardmetros dos demais vetores estao relacionados & componente continua da variavel resposta.
Por esses motivos, é razoavel realizar analise de residuos das observagoes tais que y; € (¢;, 1) sepa-
radamente daquelas tais que y; ¢ (¢;, 1). A distribuicao BIZUT é uma mistura entre a distribuigao
multinomial e a distribui¢do beta. Assim, podem ser utilizados os residuos ja desenvolvidos para os
modelos de regressao beta e para os modelos de regressao multinomial.

Alguns trabalhos sobre residuos para a regressao beta ja foram realizados. No artigo que intro-
duziu a regressao beta, Ferrari e Cribari-Neto (2004) sugeriram o uso do residuo padronizado ou
do residuo deviance para o modelo de regressao beta com dispersao constante. Espinheira et al.
(2008b) introduziram dois residuos para essa mesma classe de modelos. Eles mostraram a partir de
estudos de simulacao que o segundo residuo que eles propuseram, denominado residuo ponderado
padronizado 2, tem distribui¢do mais proxima da normal padrao e identifica melhor observagoes in-
fluentes do que o outro residuo sugerido por eles e que os residuos definidos por Ferrari e Cribari-Neto
(2004). Esse residuo foi estendido para o diagnoéstico de modelos de regressao beta com dispersao
variavel por Ferrari et al. (2011). Corregdes para o residuo padronizado e para o residuo ponderado
padronizado 1 de Espinheira et al. (2008b) foram desenvolvidas para o modelo de regressao beta
com dispersao constante por Anholeto (2010). A partir de estudos de simula¢do, Anholeto (2010)
concluiu que os residuos corrigidos apresentam média mais proxima de zero e varidncia mais proxima

de um do que as versoes originais dos residuos.

49
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Para a analise de diagndstico do componente continuo do modelo RBIZUT sugerimos uma
extensao natural do residuo ponderado padronizado 2. Precisamos propor uma extensao do residuo,
porque a variavel resposta no modelo considerado por Ferrari et al. (2011) assume valores no intervalo
(0,1) e nao no intervalo (¢;,1). Dessa forma, o residuo proposto para anéalise de diagnostico do

componente continuo do modelo é dado por

Ti{C} _ YT : (4.1)
’U;‘(l — hm)

em que y; foi definido em (3.8), pf e v} foram definidos em (3.10), hy; é o elemento (4,%) da matriz

H = I/IA/*I/QXl(XITI/IA/"FXl)*1)(;1/17*1/2 e W* é uma matriz diagonal com elemento (i,7) dado por
{e}

w;(Opi/Oni1)?, w; definido em (3.21). Apesar da expressio de r; ' ser semelhante & proposta por

Ferrari et al. (2011), yF, pf, v e hj; sao diferentes para o modelo RBIZUT, em virtude do suporte

da variavel resposta ser diferente. Dessa forma, para as observagoes tais que y; € (¢, 1), propomos
{c}.

a utilizacao de 2 graficos de diagnostico utilizando r; :

{c}

i

o diagrama de dispersao entre r

e diagrama de dispersao entre r; ’ e fi;. Caso ¢ seja variavel, pode ser mais interessante fazer

{c}

e pft = (i, — ¢;)/(1 — ¢;) para que o suporte da variével

aleatoria do eixo horizontal (ﬂfi) seja 0 mesmo para todas as observagcoes;

e grafico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para TZ»{C} (Atkinson, 1985, Secao

4.2), ja que o residuo nao tem distribuigdo exatamente normal.

{c}

Para a construcao do envelope é necessario considerar que 7;° ¢ definido apenas para as obser-

vagoes tais que y; € (¢, 1). Assim, o grafico de probabilidade meio-normal com envelope simulado
{c}

para r; ’ no modelo RBIZUT ¢ obtido a partir do seguinte procedimento (Ferrari e Cribari-Neto,
2004):

I Gere uma amostra da variavel resposta considerando o modelo RBIZUT ajustado como o modelo
verdadeiro para as observagoes tais que y; € (¢;, 1) na amostra original e considerando o valor de y;
na amostra original para as observagoes tais que y; ¢ (¢;, 1).

IT Ajuste o modelo RBIZUT para a amostra simulada e obtenha o valor absoluto de cada um dos
rl{c} para as observagoes tais que y; € (¢;, 1) e ordene-as em ordem crescente.

ITT Repita os passos I e II k vezes.

IV Considerando os n* = n—3 1" [(I1oy (y:) + 11y (i) + Igc,) (yi)] conjuntos de estatisticas de ordem
contendo k observagoes cada, obtenha para cada conjunto sua média, seu minimo e seu maximo.

V Represente nos graficos esses valores e os valores absolutos dos residuos r;.{c} ordenados no eixo
vertical do grafico e os escores meio normais dados por ®1[(i +n* —1/8)/2n* + 1/2) no eixo hori-
zontal, em que ® é a funcao distribuicao normal padrao.
Na aplicagao do Capitulo 5 utilizamos k = 19 como sugerido por Atkinson (1985).

Os trabalhos de anélise de diagndstico para modelos de regressao multinomiais foram desen-
volvidos para a regressao logistica multinomial. O primeiro trabalho nessa area foi desenvolvido

por Lesaffre e Albert (1989), que estenderam a anéalise de diagndstico para modelos de regressao
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logistica binaria (Pregibon, 1981) para o caso multinomial. Os autores introduziram medidas para
identificar observagoes discrepantes e influentes. Gupta et al. (2008) introduziram outros residuos
sugeridos principalmente quando os pardmetros do modelo sao estimados utilizando o estimador de
minima ¢-divergéncia (Gupta et al., 2006).

Para realizar a anélise de diagnoéstico do componente discreto do modelo RBIZUT sugerimos
considerar que cada uma das observagoes pode assumir 4 diferentes valores: zero, um, ¢; e um
quarto valor, 2 por exemplo, para aquelas observagoes tais que y; € (¢;,1). Procedendo dessa
forma, podemos avaliar simultaneamente nao somente o ajuste do componente discreto do modelo
como o ajuste do pardmetro de mistura «;, que é a probabilidade de y; € (¢;,1). Assim para
todas as observacoes da amostra sugerimos obter o residuo estudentizado para a regressao logistica
multinomial (Lesaffre e Albert, 1989), que é um vetor com 3 posi¢oes para cada uma das unidades

amostrais dado por
T
P (o0 o0 )Ty, 12

v

em que

v <I{0}(yj) - Sz'o’ 1{1}(243‘) - 31‘17 I{ci}(g{i) - 5z‘c> !
0 di1 dic

e M;; é o bloco de dimensao 3 x 3 de posicao ¢ da matriz quadrada M = I — H, ou seja, M;; é uma

matriz de dimensao 3 x 3 que contém as linhas e colunas 3¢ — 2, 3i — 1 e 3¢ da matriz M, em que

H=V'2X(XTVX)"'XTV2 V = diag(Vi, Va, ..., Vi), X = (X0 Xaps-- - X, o),

6i0(1 - (510) —0;00;1 —0;00ic 2;5 o' of
V.= —8;00;1 9i1(1 — 041) —0i10ic , Xio = 0r Zi—li 0"
—di06ic —bi16ic  0ic(1 — i) 07 07 2

As trés posigoes dos vetores se referem, respectivamente, aos valores zero, um e ¢; que podem ser
assumidos por y;. O quarto valor ndo tem uma componente por ser tratado como valor de referéncia.

Para que cada observagao tenha apenas um residuo, pode-se ainda obter (Lesaffre e Albert, 1989)
T
flinh ()70

{d}

] d ~ P . : .
Os residuos r; 7 e rl{ 9 foram propostos para a regressao logistica multinomial e assim, em

principio, s6 poderiam ser usados no modelo RBIZUT quando a fungao de ligagao H fosse composta
{d}

por fungoes de ligagao logito. No entanto, r; ™ e r;{dq} dependem basicamente dos vetores de variaveis
preditoras z;p, z;1 € z;c € das probabilidades ajustadas 5}0, Sil e &-C e assim parece razoavel utilizé-los
para outras fungoes de ligacao.

Para o componente discreto e o parametro de mistura sugerimos os seguintes graficos de analise

de diagnoéstico:

{d0}

i

{d1}

7

{dc}

7

. . . 2 2 2 d .
e diagrama de dispersao entre e 0,0, entre r e 0;1, entre r e 0;c € entre r;{ ¢ Q4
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e grafico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para r {40} rz{dl}, T;«{dc} e r;{dq}.

{dq}

da distribuicdo normal. Além disso, para cada observacao, a distribuicao deles é discreta podendo

O residuo r e cada um dos componentes de r;{d} tém distribuicao assimétrica e bem diferente
assumir apenas 4 diferentes valores e a varidncia ndo é constante. Assim, no diagrama de dispersao
entre r;{do} e 510, por exemplo, nao é esperado que os pontos se distribuam sem nenhum padrao
como geralmente é observado com bons residuos para modelos de regressao para variaveis continuas
quando o modelo estd bem ajustado. Por todos esses motivos, assim como ocorre para residuos de
modelos para variaveis resposta que assumem um ndmero pequeno de valores, a anélise de residuos
do componente discreto do modelo e do pardmetro de mistura no modelo RBIZUT traz menos
informacao a respeito da qualidade do ajuste do que a anéalise de residuos do componente continuo.
Dessa forma, para o componente discreto do modelo e o parimetro de mistura é interessante a
realizacao de um teste de qualidade de ajuste.

Alguns testes de qualidade de ajuste foram desenvolvidos para modelos de regressao com resposta
multinomial. Fagerland et al. (2008) estudaram, utilizando resultados de simulagao, as propriedades
da extensao do teste de Hosmer e Lemeshow (1980), proposto originalmente para a regressao logistica
binaria, para modelos multinomiais. Eles concluiram que a estatistica do teste, sob a hipotese de que
o modelo esta bem ajustado, é bem aproximada pela distribui¢ao qui-quadrado com 3(g — 2) graus
de liberdade, em que g é o namero de grupos utilizados no teste conforme explicado a seguir. Eles
concluiram ainda que o teste necessita de amostras grandes para ter um poder satisfatério. Outros
testes de qualidade de ajuste para modelos multinomiais foram propostos por Osius e Rojek (1992),
Pigeon e Heyse (1999) e Goeman e le Cessie (2006). Conforme ja discutido, para os tipos de variaveis
que podem ser ajustadas pelo modelo RBIZUT, nao ha dificuldade na obtenc¢ao de amostras grandes.
Dessa forma, para testar a qualidade de ajuste do componente discreto do modelo e do paradmetro
de mistura no modelo RBIZUT sugerimos a extensao do teste de Hosmer e Lemeshow (1980) para
modelos multinomiais, ja que é o mais simples dos testes propostos para modelos multinomiais e
possui poder satisfatério para amostras grandes.

O teste sugerido para o modelo RBIZUT pode ser conduzido utilizando o seguinte procedimento:

e Divida as observacoes da amostra em g grupos com (aproximadamente) o mesmo ndimero
de observagoes, utilizando os quantis de &;. Dessa forma, o primeiro grupo contera as n/g
observagbes com menores &;, o segundo grupo contera as n/g observagoes com menores &; €

que nao estao no primeiro grupo e assim por diante.

e Para cada grupo, obtenha Opq, Opo, Ops, Ops, 0 nimero de observagoes no grupo k tais que

yi =0,y =1, y; = ¢; e y; € (¢;, 1), respectivamente.

e Para cada grupo, calcule Ey1, Fro, Fr3, Er4, respectivamente, o valor esperado de observagoes

se 0 modelo estd bem ajustado no grupo k tais que y; =0, y; = 1, y; = ¢; e y; € (¢, 1), que
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podem ser calculados a partir de

By = bio, Bra=» 0, Exgs=> Oic, e Epg =Y (1— i),
% % %

Qp
em que {2 denota os indices das observagoes do grupo k.

e Obtenha a estatistica do teste dada por

g 4
=3 (Ok; — Ex;)* /By, (4.3)

k=1 j=1

e Calcule o nivel descritivo do teste a partir da distribui¢ao qui-quadrado com 3(g — 2) graus

de liberdade.

Fagerland et al. (2008) efetuou estudos de simulagao para g = 8,10 e 12 e nenhum deles apresentou
melhor performance que os demais em todos os cenérios estudados. Na aplicagdo do Capitulo 5
utilizamos g = 10.

Conforme ja discutimos, é razoével realizar separadamente anélise de residuos dos componentes
discretos e continuos do modelo. No entanto, suponha que estamos utilizando rl{c} definido em (4.1)
para avaliar o ajuste da parte continua e que a observacio i apresente um alto residuo. E razoavel
imaginar que, fixado o valor desse residuo, quanto menor P(y; € (¢;, 1)), mais discrepante serd a
observagao i. Assim, para as observagoes tais que y; € (c¢;, 1) seria interessante introduzir uma

{e}

modificacao de 7}~ que considere &;, que é um estimador de P(y; € (¢;,1)). Para o modelo nao
linear de regressao beta inflacionado no 0, Ospina e Ferrari (2012) sugeriram um residuo com essa
caracteristica, a partir do algoritmo scoring de Fisher para estimacgao dos pardmetros que modelam a
média dos valores do componente continuo da varidvel resposta. Para o modelo RBIZUT, o residuo

proposto por eles é dado por

cd y*—ui‘
pledt _ N — (4.4)

em que todas as quantidades sao obtidas conforme definido em (4.1), com excec¢ao dos elementos

de W*, que é utilizado no célculo de h;;, e em (4.4) é uma matriz diagonal com elementos dados

w; (1 — é&;) (O /Onin ).

O residuo 7“{ c} apresenta boas propriedades conforme estudado por Espinheira et al. (2008b) a

partir de estudos de simulagao. Observando-se a expressao de T{Cd} em (4.4), podemos imaginar que,

{c} {cd}

caso a variancia de r; "’ nao varie em fungao de y; entao provavelmente a variancia de r; ' variara.

{ed} 4

Assim, para estudar se r; ' ¢ heterocedastico, conduzimos um estudo de simulacao utilizando-se a
linguagem de programacao Ox. Utilizou-se 5000 replicagoes, n = 500, ¢ variavel gerado a partir de
uma distribui¢do uniforme no intervalo (0,1,0,3) e a estrutura do modelo (3.35) com os seguintes
valores para os parametros: 11 =-1,0, f21 = 2,5, 831 = -1,7, f12 = 2,5, a2 = 0,9, f32 = -0,9, v19 =
-3,0, v20 = -0,5, v11 = -2,0, 721 = 4,0, Y1 = -2,5 € 2, = -0,7. Com esses valores para os pardmetros,

8o € (0,004,0,039),8; € (0,107,0,873),5. € (0,005,0,065),u € (0,157,0,872),¢ € (4,953,29,964).
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Assim como nos estudos de simulacdo do Capitulo 3, x;11 = Tj12 = zi10 = 2il1 = Zile = 1,
Tiol = Tio0 = 220 = Zi21 = Zi2e € as varidveis preditoras foram geradas independentemente a partir
de variaveis aleatorias com distribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1) e mantidas constantes em todas
as replicacoes.

Os resultados do estudo de simulacdo sdo apresentados na Tabela 4.1. Para a obtencdo dos

resultados apresentados na tabela, em cada replicagdo dividimos as observagoes em 4 grupos em

~ N L 1: caA s c cd
fungdo do valor de /LZR e calculamos a média e a variancia de r;-{ Ve 7’2{ Y. Os valores apresentados

na tabela sao as médias dos valores obtidos nas 5000 replicagoes. Conforme esperado, pode-se notar

{ed}

que a variancia de r;

{ed}

%

varia consideravelmente em funcao de ,&ZR. Dessa forma, em graficos de
{cd}

dispersao entre r ;e [Lﬁ é provével que os pontos se distribuam com um padrao

e [i; ou entre r

que sugira a presenga de heterocedasticidade mesmo que o componente continuo do modelo esteja
{c}

bem ajustado. Por outro lado, a variagao da varidncia do residuo r,

{ed}

i

estudadas por Espinheira et al. (2008b), sugerimos o uso de r

em funcao de ﬂf parece

ser bem menor do que a observada para r
{c}

i

Diante do que foi discutido e também das boas
{c} {cd}
(2 (]

para a anélise de diagnoéstico do componente continuo do modelo RBIZUT, mesmo levando-se em
{c}

i

propriedades de r e nao de r

consideragao que r;’ nao ¢ fun¢ao de um estimador de P(y; € (¢;,1)).

Tabela 4.1: Resultados do estudo de simulacao para os residuos r;{c} e r;{Cd}

Residuo Estimativa At € (0,0,0,2] 4F € (0,2,0,4] aff € (0,4,0,6] 4F € (0,6,1,0)

rid Média 0,004 -0,003 0,002 0,002
Variancia 0,988 1,004 0,988 0,929
riedd Média 0,004 -0,004 0,004 0,004
Variancia 1,400 1,833 3,179 4,580

Como r;{Cd} é heterocedastico, seria bastante interessante a obtencao de uma outra modificagao

{e}

i

modificagao de r

de r!™ que considere P(y; € (¢;, 1)), mas seja homocedastica. No entanto, a obten¢ao de uma

cd .o ~ L, . .
Zf{ } com essa carateristica nio é simples. Suponha que «; fosse conhecido e pro-

. . d
puséssemos, por exemplo, um residuo da forma r;{c *}:h(ai)rfc}

Nesse caso, VAR(TZ{Cd*}) = [h(ai)]ZVAR(ri{c}) que seria heterocedastico se (ri{c}) for homocedastico.

Na pratica, «; é desconhecido, mas esse exemplo simples ilustra a dificuldade de obtencao de uma
{c}

i

, sendo h uma fun¢do qualquer.

modificacao de r; "’ que considere P(y; € (c;,1)), mas seja homocedastico.

Também seria interessante a definicao de um residuo que pudesse ser utilizado na anélise de
diagnostico tanto do componente continuo do modelo quanto do componente discreto. Para o
modelo RBIZU, Ospina (2008) sugere o uso de residuos quantis aleatorizados (Dunn e Smyth,
1996). Esse residuo é definido como

i = o7 (wy), (4.5)

em que ¢ é a funcao distribui¢cdo normal padrao e, para o modelo RBIZUT, u; é definido da seguinte
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forma:

Qj

) se y; =0

c) s€ Y; = G

Qj

U; =

(4.6)

!

(0,
(di0
(y 10 ’Ll) 107/’L’Lv¢lacz) 5€ Y; S (Ci) 1)7
(

U(l - 511, 1) sey; =1,

em que F(.) foi definida em (2.7) e U(a,b) é uma variavel aleatoria com distribuigdo uniforme no
intervalo (a,b). Assim, se y; = 0,1 ou ¢;, Z{g } & obtido gerando-se uma variavel aleatéria uniforme
no intervalo especificado em (4.6) e portanto um tnico modelo pode produzir diferentes vetores de
residuos quantis aleatorizados. Se o modelo estiver bem ajustado, r;-{g b tem distribui¢do normal
padrao.

Apesar da distribuicao de r{g }
interessante para o modelo RBIZU, ri{g} nao é util para o modelo RBIZUT. Observando-se (4.5)

e (4.6) pode-se notar que, se y; € (¢;,1), Z{g} ¢ necessariamente maior que ®~1(;9 4 ;). Isso

{g}

ser conhecida se o modelo estiver bem ajustado e ele ser bastante

significa que se y; € (¢;,1) e b0 ndo for pequeno, r;”’ necessariamente nao podera ser ao mesmo
tempo negativo e apresentar um valor grande, em modulo. Isso em geral nao é razoavel. Imaginemos,
por exemplo, que estamos ajustando um modelo RBIZUT para uma variavel definida como a razao
entre o valor recebido de seguro desemprego em setembro de 2011 e o maximo valor do beneficio
naquela data. Suponha ainda que nossa populacao sejam os brasileiros acima de 18 anos que
perderam o emprego em junho de 2011. Para um profissional jovem com curso superior, espera-se
que 52‘0 nao seja tdo pequeno, porque o profissional, por ser jovem, tem uma probabilidade razoavel
de nao ser elegivel ao beneficio por nao ter trabalhado pelo menos 6 meses consecutivos antes de
perder o emprego. Por outro lado, por ele ser bem qualificado, espera-se que fi; esteja proximo de
1, j& que o valor do beneficio esté relacionado com os 3 ultimos salarios do desempregado. Assim,
um profissional com essas caracteristicas que recebesse um valor de seguro desemprego proximo ao
minimo deveria ser considerado uma observagao discrepante. No entanto, como 32-0 nao é pequeno,
{g}

o valor de 7;°” nesse caso nao nos levaria a classificar essa observacao como discrepante.

Conforme foi discutido, nao foi possivel obter um residuo que pudesse ser utilizado na anélise de
diagnoéstico tanto do componente continuo do modelo quanto do componente discreto e nem mesmo
um bom residuo para o componente continuo do modelo que leve em consideracao um estimador
de P(y; € (¢;,1)). Dessa forma, sugerimos que as principais ferramentas de diagnostico para o
modelo RBIZUT sejam rfc} definido em (4.1) para o componente continuo do modelo e o teste de
bondade do ajuste com estatistica Cy definida em (4.3) e estudado por Fagerland et al. (2008) para

o componente discreto do modelo.
4.2 Analise de influéncia local

A andlise de influéncia local é uma método de diagnostico proposto por Cook (1986). Seu
objetivo é verificar se existem observagoes que causam efeitos desproporcionais nos resultados da
analise inferencial, quando pequenas perturbagoes sao incorporadas ao modelo e/ou aos dados do

estudo. Caso haja observagoes com essas caracteristicas, teremos indicios de que o modelo esta mal
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ajustado, ou alguma suposicao do modelo nao é razoavel para o conjunto de dados em analise, ou
pode haver observagoes que foram obtidas de forma incorreta (por erro de digitagdo por exemplo).
Nesse caso, a identificagao dessas observacoes pode tanto auxiliar na escolha de um modelo mais
adequado, como também fornecer informagoes sobre a sensibilidade do modelo a essas perturbacgoes.

Um dos motivos da popularidade desta técnica é que ela pode ser aplicada a qualquer modelo
desde que se tenha a fungao de verossimilhanga. Assim, intmeros trabalhos desenvolveram anélise
de influéncia local para diferentes modelos baseados na proposta de Cook (1986) ou em extensoes
da mesma, sendo que em algumas extensoes nao é necessaria nem mesmo a existéncia da fungao de
verossimilhanga. Citamos alguns trabalhos sobre influéncia local a seguir. Lesaffre e Verbeke (1998)
apresentaram analise de influéncia local em modelos lineares mistos normais e Ouwens et al. (2001)
em modelos lineares mistos generalizados. Galea et al. (1997) desenvolveram andlise de influéncia
local em modelos elipticos lineares. Ja Zhao et al. (1994) propuseram andlise de influéncia local em
modelos lineares generalizados com erros nas variaveis. Alguns trabalhos recentes na érea foram
desenvolvidos por Russo et al. (2009) em modelos nao lineares elipticos para dados correlacionados,
Venezuela et al. (2011) em modelos de equagoes de estimagao generalizadas e Riquelme (2012) em
modelos mistos com erros nas variaveis. Trabalhos de anélise de influéncia local relacionados com
a regressao beta incluem Espinheira et al. (2008a) em modelos de regressao beta com dispersao
constante, Ferrari et al. (2011) em modelos de regressao beta com dispersao variavel, Ospina (2008)
em modelos de regressao beta inflacionados e Venezuela (2008) em modelos de regressao beta para
dados longitudinais.

Seja 1(f) o logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo proposto, em que 6 é o vetor
de pardmetros desconhecidos do modelo com dimensao p. Seja w um vetor de perturbagoes de
dimensao s x 1 restrito a algum conjunto aberto {2 de R®, em que s geralmente é igual a n, que é o
namero de observagoes da amostra. Seja [(0|w) o logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo
perturbado e wp o vetor de nao perturbagao tal que [(0|wp) = 1(0). Cook (1986) propos estudar o
efeito de w sobre 6 a partir do afastamento pela verossimilhanca (likelihood displacement) definido

como

LD(w) = 2{U(6) - 1(4.)}, (4.7)

em que 6 e 0, sao os estimadores de maxima verossimilhanca de 6 para o modelo proposto e para o
modelo perturbado, respectivamente. A ideia da influéncia local consiste basicamente em estudar o
comportamento da fun¢do LD(w) em torno de wg. Para isso, Cook (1986) utiliza curvaturas normais
(Bates e Watts, 1980). O autor sugere avaliar a curvatura do grafico LDy, 144 X @ em que a € Re d
¢ uma dire¢do de norma igual a 1. Cook (1986) mostrou que a curvatura normal na dire¢ao d pode

Ser expressa Ccoimo

Cq(0) = 2|d"ATITAd, (4.8)

em que —I ¢ a matriz de informacao observada para 6 e A é uma matriz de dimensao p X s com
elemento (4,7) dado por Aj; = 9%1(A|w)/d0;0w;, ambas as matrizes avaliadas em 6 = 0 ¢ w = wy.

O autor propoe analisar a dire¢do dmax, direcao correspondente a maior curvatura Cmax. Desta
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forma, Cmax é o maior autovalor da matriz ATIIA e dmax € o correspondente autovetor de
norma igual a 1. Para um determinado esquema de perturbagao, se o componente de posigao ¢
do vetor dmax tiver um valor relativamente grande em relagao aos valores da maioria dos demais
componentes de dmax, entao é possivel que a observacao de posicao i da amostra tenha uma
influéncia desproporcional quando pequenas perturbagoes sdo incorporadas no modelo ou nos dados.
Assim, graficos de dmax em funcao da ordem das observacoes permitem identificar observacoes que

podem ser localmente influentes sob determinado esquema de perturbagao.
4.2.1 Influéncia local no modelo RBIZUT

Baseado no que foi descrito, pode-se notar que é necessaria apenas a obtencao das matrizes [ e A
e do vetor wy para a realizacao de analise de influéncia local em modelos de regressao paramétricos
que contém apenas efeitos fixos e observagoes independentes. No caso do modelo RBIZUT, a matriz

de informagao observada, que é igual a —I foi obtida usando os calculos do Apéndice B.3 e pode ser

K*(O) _ KB(707717FYC) 0 , (49)
0 KE(0,715 Ve, B, B2)

expressa como

em que

K:O’YU K:O’Y 1 K:Yko’)/c * *
* * * * * Kﬁlﬁl KﬁlﬁQ
KD(’YO:’YlafYC) = Kmﬂfyo K’Vl’Yl K’Yl’)/c ) KC(’YO:PylafYC?ﬂlvﬂQ) - K K* ) (410)
* B2 B2
K:‘;C'YO Kj;c'yl K’YC'YC 2 2

K20 = Zo [ASTS + AT, + ALTR + AL, 1) (To + Tho + Teo)* + Afo) Zo,
K3, = 21 [AGT + ATTE + AXTS + Al (Tor + 11 + T)? + A% 21,

KX = Z0[ASTG + ATE 4+ ALT? + A,y (Toe + Tie + 1) + Al Ze,

Kro o= (K2 0" = Zg [A§ToTor + ATTw Ty + Af T T
+ Al (To + Tho + Teo)(Tor + 11 + Tea) + Ag1) 21,

Kro o= (K2 )" = Z [AToToe + AiTioTie + AfTwTe (4.11)
+ A1y (To + To + Teo) (Toe + Tie + Te) + AL ) Ze,

K: o = )" =2 [ATnToc + ATiTie + AT T,
+ Al (Tor + Th + Ter)(Toe + The + Te) + Al ] Ze,

Kj 5 = X{ [AG W + A, 1X0,

ngﬁz = X;[A?:,l)BTg + A%]Xg,

* T T *
Kjp, = Kpp =Xy [ALA T Th]Xo,

Ay = diag{Ioy(y1)/030s - - Lroy (yn) /0np ), AT = diag{Iy(y1) /0%y, [y (yn) /001 ), AF =
diag{[{q}(yl)/(s%c: s 7I{cn}(yn)/5721c}a A?c,l) = diag{[(chl)(yl)v s 7I(cn,1) (yn)}v ASO = diag{ATOO?
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Ahoots ATy = diag{Afyy, ..., A%y} AL = diag{Al,,, ..., AL}, Aj = diag{ATg, ..., A%t}
Afe = diag{Aj, ..., Ancts Al = diag{AHc, AL Azoo = ajy(90i0/0C) +af (0%0i1/9CH) +
a;.(070ic/0CH), Afyy = ajy(976i0 /) + %1(825@'1/a A1) + a5 (0%0ic/0Ch), A, = alp(020i0/9C.) +
af (0%6:1/0C2)+a}, (026 OC2), Njyy = aj(0%6i0/0Ci00¢i ) +az (826i1/0Ci00Cin ) +as,(826ic/ ioDCin ),
Ay = aj(020i0/9Gi00Gic) + a1 (07011 /0Ci00Gic) + a5 (0%0ic/0Gi00Gic), Afy. = ajp(8%di0/ 01 0Gic) +
‘1;"1(825¢1/8Q1aﬁic)+afc(525ic/3Q13Cic), azo = —I1oy(yi)/dio+1 (e, 1) (yi) /(1=i), ajy = =1y (vi) /din+
Loy (i) /(A= ow), ai, = —Liey (yi) [ Oic+ L (e, 1) (Wi) /(=) AL = diag{j(cl,l)(yl)a”'7I(cn,1)(yn)}7
Ay, = diag{A] ..., AL A b0 = dlag{Ald@’ ce AmM)} A* =diag{al, ... a5} Ny = [¢i/(1—
Ci)](yi —m)(azuz/aml)a Nigy = [1/(L—co)l[mily; —pi) +yf —u)(0%¢:1/0n3y), af = [-1/(1—c:)(y; —
7)) = [¢i/ (1= i) {11 = pa) /(1 = ea) @' [@a(1 — ) /(L = )] = [(pi — €5) /(1 = i) 19" [ i (i — ) /(1 — )] }
e demais escalares e matrizes definidos em (3.2), (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) e (3.21).

A matriz A e o vetor wg variam de acordo com o esquema de perturbacao utilizado. Os esquemas
de perturbacao mais utilizados sao: ponderagao de casos, perturbagao da varidvel resposta e per-
turbacao individual de varidveis preditoras. A perturbacdo da variével resposta s6 faz sentido se a
mesma for estritamente continua, ja que nesse caso perturba-se y; de forma que y;(w) = y; + h(w;),
em que geralmente h(w;) = w; ou h(w;) = w;s(y;), sendo s(y;) um estimador do desvio padrao
de ;. Assim, no caso de varidveis resposta que nao sdo estritamente continuas, esse esquema de
perturbagao nao é razoavel, ja que y;(w) pode assumir valores que a variavel resposta nao pode
assumir. Como a varidvel resposta no modelo RBIZUT nao é estritamente continua, consideramos
neste trabalho apenas os seguintes esquemas de perturbacao: ponderacao de casos e perturbacao

individual de variaveis preditoras.
Ponderacgao de casos

O primeiro esquema de perturbacao considerado é a ponderacao de casos, que consiste em

perturbar o logaritmo da funcao de verossimilhanca individual da forma

[(Olo) = sz i (4.12)

em que 0 < w; <1, parai = 1,2,...,n. Das equagoes (3.4) e (3.5) obtém-se que, para o modelo
RBIZUT,
L(Olw) = 11 (70, 715 Yelw) + l2(B1, B2|w), (4.13)

em que

(Y0, 71 Yelw) = wilia (8i0, i1, Bic)
' (4.14)
(B, alw) = Y wilia(pi, ¢4),

iy €(ci,1)

1i1(8i0, 051, 0ic) € lLin(is, ;) definidos em (3.5). Para a ponderacio de casos, wp = (1,1,...,1)" e a

matriz A nesse esquema de perturbagao para o modelo RBIZUT pode ser segmentada de forma que
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A = (Ayy, Ay, A%,Agl,A[gQ)T, em que cada uma das matrizes que compoem A tem n colunas
e niamero de linhas igual & dimensao do correspondente vetor de parametros. No Apéndice C.1,

prova-se que essas matrizes podem ser expressas como

Ay = Z4 (To€o + Tro€1 + Twée),
Ay, = Z] (T + ThEr + T &),
Ay, = Z] (TocEo + Thcr + T.E.), (4.15)
Ap, = Xqug*mdiag( )T\ SA
Ag, = X;c*mdiag( )f g
em que & = diag{—ajy,...,—a}y}, & = diag{—a},,...,—a}}, & = diag{—aj,,...,—a;.}, a,

al, e a;, definidos em (4.11), &, = diag{y; — pf,....y; — pun}, & = diag{m(y7 — pj) + 9§ —
1Sy (Y — pk) + ym — pe ), mdiag(.) é o operador que transforma um vetor em uma matriz

diagonal e as demais matrizes como definidas em (3.11).
Perturbagao individual de variaveis preditoras

As cinco matrizes de variaveis preditoras do modelo RBIZUT podem ser iguais, podem conter
apenas algumas variaveis em comum ou podem ser completamente diferentes. Na pratica, é razoavel
imaginar que o mais comum seja que algumas varidveis estejam presentes em todas as 5 equacoes
do modelo RBIZUT, enquanto outras estejam presentes em apenas uma ou em apenas algumas
das equacoes do modelo. A matriz A para a perturbacao individual de uma varidvel preditora vai
variar em fungao das equagoes do modelo RBIZUT em que a variével esta presente. Consideramos
neste trabalho trés cenarios: perturbacao de uma varidvel preditora presente apenas em uma das
equacoes do componente discreto do modelo, perturbacao de uma variavel preditora presente ape-
nas na equagao para u e perturbagdao de uma variavel preditora presente em uma das equagoes do
componente discreto e na equagao para p. Sem perda de generalidade, assumimos que no primeiro
e no terceiro casos, a variavel perturbada esta presente em Zy. Por motivos semelhantes aos discu-
tidos anteriormente, para a perturbacao da varidvel resposta, a perturbacao individual de variaveis

preditoras s6 é razoével se a varidvel for continua.
Perturbagao de uma variavel presente apenas em 7

Admitamos que a variavel que esta na posigao m de Zy seja perturbada de forma que zjmno(w) =
Zimo + wiSzmo, em que Sz, é o desvio padrao amostral da variavel perturbada. Nesse caso,

wo = (0,0,...,0)" e o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado é dado por

1(0|w) = 11 (70, 71, Yelw) + 12(B1, B2), (4.16)



CAPITULO 4. ANALISE DE DIAGNOSTICO 60

em que

1 (Y0, 7 7elw) =D i (8i0, 61, Biclw),
=1 (4.17)
LB, B) = > Lol i),
1:y;€(cq,1)
com lio(pi, ¢i) definido em (3.5) e li1(di0,di1, dic/w) tendo a mesma expressao de l;1(dip, di1, dic)
definido em (3.5), mas em [;1(;0, 41, dic|w) 0s termos d;9, d;1 € d;c sdo fungdes de w;. Para esse caso,

a matriz A = (A, A,ﬂ,A%)T e prova-se no Apéndice C.2 que seus componentes sao dados por

Ay = SZmo(ﬁmOZoT/(/L + Po//\/B),
Ay, = SzmoAmoZy Ms, (4.18)
A'yc = SZmO:Y\mOZ;rM\%

em que Mp = diag{mi1,...,mn1}, Mo = diag{mqa,...,mp2}, M3 = diag{mis,...,mp3}, My =

diag{mi4, ..., Mna},

— Lo} (1) <35i0>2+ 1113 (wi) <35i1>2+ —I1ey (i) (35ic>2

R A 7o 5% \ o 52 \ 0o
L e ) (861-0 D adic>2 e
(1—a;)? \0Go 9Go O 1007
« 000, 001, Odc
mi2 = —am% —ai 9Cio - aicaci()?
s —I0y (yi) Ddi0 D3y n —I1y(yi) 951 964 . —Iie (Yi) 06 D6
' 6% 9o I 64 OGio G 62 9o i
~Le,1)(i) (060  O0in  DBic\ (b0 01 Ddie .
(1—oy)? <3Cio 0G0 3Ci0> <8Ci1 G 3@1) - Tiob
- —Ii0y(Yi) 98,0 D6i0  — L1y (yi) D61 DS . —Iiey (Yi) 06c Dbie

6% 9Gio Gie 64 00 Iic 62 0G0 0ic
_I(ci,l)(yi) <35¢0 06, a5ic> (35i0 9on 35ic>

N
(1—04)2 \O0Go 0o  9Co) \Oic  0Ge e

10cr

Py é uma matriz pg X n de zeros exceto a linha de posicao m que é composta por uns e as demais

matrizes e escalares estdo definidos em (3.2), (3.11) e (4.11).
Perturbagao de uma variavel presente apenas em X;

Admitamos que a variavel que esta na posi¢ao m de X seja perturbada de forma que z;p1 (w) =
Tim1 + wiSTm1, em que Sz, € o desvio padrao amostral da variavel perturbada. Nesse caso,

wo = (0,0,...,0)T e o logaritmo da funcio de verossimilhanca do modelo perturbado & dado por

l(0|w) = l1(70771570> +l2(317/82|w)7 (419)
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em que

l 707’71770 lel 7,0’ 117 zc)
(4.20)
12(B1, B2|w) = Z Lio (ki @ilw),

1y, €(cq,1)

em que lj1(d0,9i1,0;) foi definido em (3.5) e lja(ui, ¢ilw) tem a mesma expressao de lia(pi, Pi)
definido em (3.5), mas em l;2(p;, ¢;|w) os termos p; e ¢; sdo fungoes de w;. Para esse caso, a matriz

A = (Ag, A52)T e prova-se no Apéndice C.2 que seus componentes sao dados por

Aﬂl = Smml(ﬁleirM\B + Puﬂﬁ),

S (4.21)
Ag, = STmi1Bm1 Xy My,

€ que M5 = dia‘g{m157 s 7mn5}) MG = diag{mlﬁv s 7mn6}7 M7 = diag{ml'?a s 7mn7}7

O >2 0% %
—w; + i — p) =5, se y; € (¢;,1
o () -G s e )
0, caso contrario
¢i a/-%
, se y; € (¢, 1
— 1—02( Nz)aml i € (ciy 1)
0, caso contrario

1 a/% 00 Oi
( MZ)a"?ﬂ Oni2 * 1—c¢

1-—
= T—pi\ | (pi—ci\  [(ri=ci) || Owi 00 . .
e () [(25) o] - (s2) v () o)) e w et
0,

caso contrario

w; definido em (3.21) (ndo confundir com w;), P, uma matriz p, x n de zeros exceto a linha de
posigdo m que é composta por uns e as demais matrizes e escalares estao definidos em (3.2), (3.9)
(3.10) e (3.11).

Perturbagao de uma variavel presente em 73 e X3

Suponha agora que a varidvel preditora perturbada esta presente tanto em Zp quanto em Xj
e que a perturbagao efetuada foi semelhante as dos 2 casos anteriores. Assim, wy = (0,0, ... ,O)T
e A= (A, A A, ABNABQ)T- Sem perda de generalidade, admita que a varidvel perturbada
esteja na posicao m tanto em Zy quanto em X;. Nesse caso, pelo fato dos pardmetros do componente
discreto do modelo serem separéveis dos parametros do componente continuo do modelo, é facil

perceber que os componentes de A sdo iguais aos apresentados em (4.18) e (4.21).
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4.3 Conclusao

Neste capitulo discutimos anéalise de diagnoéstico para os modelos RBIZUT. Para avaliar o com-
ponente discreto do modelo, sugerimos o uso de um residuo e de um teste de qualidade de ajuste
existentes na literatura. Para estudar o ajuste do componente continuo do modelo, propusemos
uma modifica¢do de um residuo proposto por Ferrari et al. (2011). Discutimos e apresentamos um
estudo de simulacao para justificar por que dois residuos que em principio seriam mais interessantes
que os sugeridos nao devem ser usados para os modelos RBIZUT. Desenvolvemos também analise
de influéncia local para o modelo proposto neste trabalho. Dois esquemas de perturbagdo foram

considerados: ponderacgao de casos e perturbacao individual de varidveis preditoras.



Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo, apresentamos uma aplicagdo do modelo RBIZUT para dados reais de cartao de
crédito. Ajustamos um modelo RBIZUT, conduzimos testes de hipoteses de Wald, selecionamos um

modelo final, realizamos anélise de diagnostico e apresentamos as conclusées obtidas.
5.1 Aplicagao a dados reais de cartao de crédito

Um cliente de cartao de crédito recebe mensalmente uma fatura que traz, entre outras infor-
magcoes, o valor total da fatura e o valor de pagamento minimo. Ele pode optar por pagar qualquer
valor entre o total e o minimo, incluindo os 2 extremos. O cliente paga juros na fatura do més
seguinte em funcao do valor financiado, que é a diferenca entre o valor total e o valor pago. Se
dividirmos o valor pago pelo cliente pelo valor total da fatura, obtemos uma varidvel denominada
Valor relativo do pagamento (VRP), conforme mencionado no Capitulo 1. O VRP tem probabili-
dade positiva de assumir os valores 0 e 1, porque muitos clientes nao tem dinheiro suficiente para
pagar nem mesmo o valor do pagamento minimo na data de vencimento da fatura e muitos clientes
pagam o valor total para evitar cobranga de juros. O VRP tem probabilidade positiva de assumir
um terceiro valor que é dado pela razao entre o valor do pagamento minimo e o valor total. Esse
valor, ¢; na notagao que estamos utilizando, varia no intervalo (0,1) e nao é fixo para todas as
observagoes, ja que o valor minimo de pagamento como proporcao do valor total da fatura nao é
constante para todos os clientes de cartao de crédito de uma instituicao financeira. A variavel pode
ainda assumir qualquer valor no intervalo (¢;, 1) e ndo pode assumir valor no intervalo (0, ¢;). Assim,
o VRP é uma distribuigdo com parte discreta e parte continua, sendo discreta nos pontos 0, 1 e ¢;
e continua no intervalo (¢;,1). Dessa forma, em principio, parece razoavel imaginar que, dadas as
variaveis que caracterizam o cliente e seu comportamento de uso do cartao de crédito, o VRP tenha
distribuicao BIZUT.

Nesta sec¢ao ajustamos um modelo RBIZUT para o VRP no cartao de crédito a partir de dados
reais fornecidos por uma instituicao financeira. A amostra disponivel contém 5000 cartoes de crédito
de clientes nao correntistas da instituicao financeira com limite maior ou igual a 500 reais, fatura
de no minimo 100 reais e que tinham o cartao h& pelo menos 3 meses em novembro de 2007 e nao
estavam inadimplentes. O valor ¢ é varidvel com média 0,191, desvio padrao 0,134, minimo 0,05,
primeiro quartil e mediana 0,15 e terceiro quartil 0,2. Algumas poucas observagoes (0,03%) tinham

valor de ¢ igual a 1. Como o nimero de observagoes com essa caracteristica era bem pequeno e

63
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o modelo RBIZUT admite apenas valores de ¢ no intervalo aberto (0,1), consideramos no ajuste
do modelo ¢ = 0,9999 para esses 14 clientes. Devido & necessidade da instituicdo financeira de
manter a confidencialidade de algumas informacoes, a amostra foi gerada de forma que a proporc¢ao
de clientes em cada um dos grupos (nao pagou, pagou o minimo, pagou o valor total e pagou um
valor entre o minimo e total) fosse diferente na amostra e na populagao.

A variavel resposta do estudo € o VRP em novembro de 2007. Na amostra, 4,5% das observagoes
assumiram o valor 0 (ndo pagamento), 10,2% assumiram o valor ¢; (pagamento minimo), 63,0% as-
sumiram o valor 1 (pagamento total) e 22,3% assumiram valor no intervalo (¢;, 1) (pagamento de
valor maior que o minimo e menor que o total). A Tabela 5.1 e a Figura 5.1 apresentam, respec-
tivamente, medidas descritivas e histograma do VRP em novembro de 2007 para as observagoes
com valor da variavel no intervalo (¢;, 1). Pode-se notar que, na amostra, o componente continuo
da variavel resposta tem média 0,535, desvio padrao 0,274, minimo 0,105 e maximo 0,999. Nota-se
ainda que o componente continuo do VRP parece ter distribuicao assimétrica e uma concentragao
relativamente alta em valores préximos de 1. Como o suporte da variavel resposta nao é o mesmo
para todas as observagoes, para uma melhor visualizagdo da frequéncia de cartoes com VRP pro-
ximo a ¢;, para as observagoes com VRP no intervalo (¢;, 1), realizamos também a anéalise descritiva
de uma transformagao da varidvel resposta denominada Valor relativo do pagamento padronizado
(VRPP) e definida como y? = (y; —c;)/(1—¢;) se y; € (ci, 1) e 0 caso contrario (Tabela 5.1 e Figura
5.2). Na amostra, o componente continuo do VRPP tem média 0,418, desvio padrao 0,337, minimo
0,001 e maximo 0,999. Pode-se notar ainda que ha um grande ntimero de observagoes proximas de
0 e 1 e, assim, o componente continuo da varidvel resposta parece possuir uma alta concentragao

em valores bem proximos de ¢; e 1.

Tabela 5.1: Medidas descritivas para o componente continuo das varidveis VRP e VRPP.

Variavel Média D. padrao Minimo Q; Mediana Q3 Maximo
VRP 0,535 0,274 0,105 0,282 0,500 0,769 0,999
VRPP 0,418 0,337 0,001 0,096 0,364 0,706 0,999

As variaveis preditoras incluem informacgoes do cliente (sexo, idade e estado do Brasil em que
reside), informagoes do cartdao de crédito e de seu uso (percentual de utilizagdo do limite, fez ou
nao compra parcelada com juros, tempo que o cliente tem o cartdao) e o VRP do cartdo de crédito
em outubro de 2007. Foram feitas diversas tabelas e graficos nao apresentados aqui relacionando
as variaveis preditoras e fungoes da variavel resposta para estudar a melhor forma de insercao de
cada uma das variaveis independentes em cada uma das equacoes do modelo. A varidvel VRP do
cartao de crédito em outubro de 2007, por exemplo, foi segmentada em 4 varidveis: indicadora de
pagamento em atraso (VRP = 0 em outubro de 2007), indicadora de pagamento minimo (VRP
= ¢; em outubro de 2007), indicadora de pagamento total (VRP = 1 em outubro de 2007) e
VRPP em outubro de 2007. Pelo fato da analise descritiva para as variaveis idade do cliente

e percentual de utilizacdo do limite sugerir possiveis efeitos quadraticos dessas varidveis em pelo
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Figura 5.1: Histograma para o componente continuo da varidvel VRP.
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Figura 5.2: Histograma para o componente continuo da variavel VRPP.

menos uma das equagoes do modelo, essas variaveis foram incluidas no modelo de forma centralizada
(valor observado menos a média amostral) para evitar problemas de multicolinearidade. As tabelas
a seguir apresentam estatisticas descritivas para cada uma das varidveis preditoras, sendo que a
Tabela 5.2 traz as variaveis quantitativas e a Tabela 5.3 traz as qualitativas e o VRP de Outubro
de 2007 segmentado em 4 grupos. Pode-se notar que, na amostra, os clientes tém em média 43,4
anos, sao predominantemente do sexo masculino (55,8%) e 18,6% deles residem nas regioes Norte

ou Nordeste. Pode-se observar também que poucos clientes fazem compras parceladas com juros
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(4,0%) e as médias do percentual de utiliza¢ao do limite e do tempo que o cliente tem o cartao (em
meses) sao respectivamente 32,7 e 51,1. Conforme esperado, as distibui¢oes do VRP e do VRPP

em outubro de 2007 nao parecem ser muito diferentes das mesmas em novembro de 2007.

Tabela 5.2: Medidas descritivas para as variaveis preditoras quantitativas do modelo para a variavel VRP.

Variavel Média  D. padrao Minimo Qi Mediana Q3  Maximo
Idade do cliente 434 12,3 180 340 42,0 520 1050
Perc. de utiliz. do limite 32,7 29,7 0,4 10,6 22,5 45,7 2476
Tempo com o cartdo (meses) 51,1 48,0 3,0 16,0 36,0 73,0 382.0
VRPP em out/2007* 0,441 0,322 0,001 0,152 0,386 0,719 0,999

* Apenas para as observagoes tais que o VRP em Outubro de 2007 pertence ao intervalo (¢;, 1).

Tabela 5.3: Distribui¢ao de frequéncias para as variaveis preditoras qualitativas do modelo para a variavel
VRP.

Variavel Nivel Freq. abs. Freq. rel. (%)
Sexo Feminino 2211 442
Masculino 2789 55,8

Regiao Norte/Nordeste 931 18,6
Outras 4069 81,4

Fez compras Nao 4799 96,0
parceladas com juros Sim 201 4,0
Faixa de VRP Pagamento em atraso 259 5,2
em out /2007 Pagamento minimo 499 10,0
Pagamento total 3194 63,9

Pagamento entre o minimo e o maximo 1048 21,0

O modelo ajustado foi o RLBIZUT conforme definido na Se¢ao 3.1. As variaveis foram sele-
cionadas para o modelo final da forma descrita na Secao 3.5. Em cada equagao do modelo consi-
deramos apenas duas possibilidades para as varidveis indicadoras referentes ao VRP de outubro de
2007: as trés presentes ou todas elas ausentes. Como a instituicao financeira considera o risco do
cliente para a definicao de ¢, preferiu-se nao incluir a mesma como varidvel preditora para evitar
problemas de endogeneidade, conforme discutido na Secao 3.3.2. De acordo com o argumentado na
mesma sec¢ao, a nao inclusao de ¢ como varidvel preditora nao deve prejudicar consideravelmente a
qualidade do ajuste, ja que para 81,3% das observagoes ¢ esta no intervalo [0,05, 0,20].

Obteve-se 0o modelo final e realizou-se analise de diagnodstico conforme discutido no Capitulo 4.
A Figura 5.3 apresenta os graficos do residuo r;{c} descritos na Se¢ao 4.1 para o componente continuo
do modelo final obtido para o VRP. Pode-se notar que o envelope sugere que o ajuste do modelo
é insatisfatorio, ja4 que hd um ntmero bem grande de pontos fora dos limites determinados pelo
envelope. Pela Figura 5.2 pode-se observar que ha um elevado nimero de observagoes da variavel
resposta bem préoximas aos valores ¢; e 1. Assim, uma possivel explicacao para a obtencao de ajuste

insatisfatorio pode ser devido ao VRP possuir uma concentracao em valores préximos de ¢; e 1



CAPITULO 5. APLICACAO 67

maior do que é esperada pelo modelo RLBIZUT.
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Figura 5.3: Graficos de residuos para o componente continuo do modelo RLBIZUT para a varidvel VRP.

Para a instituicao financeira pouca diferenca faz se, dado um valor € pequeno, y; = ¢; ou
¢; < y; < c¢;+e. Também é equivalente para a instituigao se y; =1 ou 1 —e < gy; < 1. O motivo é
que, em ambas as situagoes a diferenga de juros pago pelo cliente é bastante pequena. Em virtude
disso, criamos uma transformacido do VRP que ao mesmo tempo pode ser melhor ajustada pelo
modelo RLBIZUT e ¢é tao tutil para a instituigao financeira quanto o VRP. Denominamos a variavel
de intengao de valor de pagamento relativo (IVRP). Ela é definida como a razao entre a intengao

de valor de pagamento e o valor da fatura, em que o primeiro é definido da seguinte forma:

e Se o valor do pagamento for inteiro e a diferenga entre o valor do pagamento e o valor do
pagamento minimo for menor que 5 reais, entdao a intengao de valor de pagamento é igual ao

valor do pagamento minimo.

e Se o valor do pagamento for inteiro e a diferencga entre o valor do pagamento e o valor da fatura

for menor que 5 reais, entao a intencao de valor de pagamento ¢é igual ao valor da fatura.

e Se a diferenca entre o valor do pagamento e o valor do pagamento minimo for igual a 0,01
ou 0,03 ou 0,1 ou 0,3, entao a intencao de valor de pagamento é igual ao valor do pagamento

minimo.

e Se a diferenca entre o valor do pagamento e o valor da fatura for igual a 0,01 ou 0,03 ou 0,1

ou 0,3, entao a intengao de valor de pagamento é igual ao valor da fatura.
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Nos 2 primeiros casos, é possivel que a intencao do cliente era pagar o pagamento minimo ou total,
mas por conveniéncia (facilidade de troco ou de digita¢ao) ele pagou um valor inteiro. Nos 2 casos
seguintes, também é razoédvel esperar que a intencao do cliente era pagar o pagamento minimo ou
total, mas por erro de digitacao ele pagou um valor préximo disso. Nesse caso, foram escolhidas as
diferencas 0,01, 0,03, 0,1 e 0,3 por questao de posicionamento dos ntimeros em um teclado comum.

A Figura 5.4 apresenta os gréficos de residuos para o componente continuo do modelo final
obtido para o IVRP. Os gréficos sugerem um ajuste satisfatorio para a parte continua do modelo.
No grafico da esquerda os residuos parecem se distribuir sem nenhum padrao, conforme é esperado
quando o modelo estd bem ajustado. Além disso, poucas observagoes tém residuo, em modulo,
superior a 3 e nenhuma tem residuo superior a 4. O ntmero de observagoes com residuo, em
modulo, superior a 3 parece estar de acordo com o que era esperado em termos de frequéncia e
magnitude ao observarmos o grafico & direita, ja que os valores de todos esses residuos estao no

interior do envelope construido.
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Figura 5.4: Gréficos de residuos para o componente continuo do modelo RLBIZUT para a variavel IVRP.

As Figuras 5.5 e 5.6 apresentam os graficos de residuos para o componente discreto e o parametro

de mistura do modelo final obtido para o IVRP. Os graficos dos componentes r {40} rz{dl} e ri{dc}

i )
da Figura 5.5 estao de acordo com o que geralmente é observado em modelos de regressao logistica

. . . ~ d0 dl d . .
multinomial bem ajustados e nenhuma observacao apresenta 7"1{ }, 1 o 19 nuito maior que as

1
. . ~ d0 dl dc
demais. Muitas observacoes apresentam valores bem grandes de r;{ }, 7“;-{ Y ou TZ{ Y No entanto,
o numero de observagdes com essas caracteristicas e os seus respectivos valores parecem estar de

. ‘. . d0 dl d ~ . .
acordo com o que é esperado, ja que os maiores valores de 7“;-{ 4 , 7";.{ e rf °} estdo todos no interior

. d, . ~ .
do envelope apresentado na Figura 5.6. Para o 7‘2{ % ha uma observagao com valor bem maior que
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as demais. No entanto, isso parece nao ser um problema, ji que o valor obtido estd bem distante

dos limites determinados pelo envelope inferior direito da Figura 5.6.
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Figura 5.5: Diagramas de dispersao dos residuos para o componente discreto e o pardmetro de mistura do
modelo RLBIZUT para a variavel IVRP.

Conforme discutido na Segdo 4.1, para avaliar o ajuste do componente discreto do modelo e o
parametro de mistura é mais interessante a realizacao de um teste de qualidade de ajuste do que a
analise de residuos. A Tabela 5.4 traz, para cada grupo, os valores observados e esperados supondo
que o componente discreto do modelo e o parimetro de mistura estejam bem ajustados, conforme

descrito na Segao 4.1. Pode-se notar que as frequéncias estimadas e observadas estao proximas entre
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Figura 5.6: Grafico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para os residuos para o componente
discreto e o pardmetro de mistura do modelo RLBIZUT para a variavel IVRP.

si. Além disso, o valor-p do teste de qualidade de ajuste é 0,101. A Tabela 5.4 e o valor-p sugerem
que a parte discreta do modelo e que o parametro de mistura também foram ajustados de forma
satisfatoria.

A Tabela 5.5 apresenta os resultados do modelo RLBIZUT final para a variavel intencao de
pagamento relativo. Para todas as varidveis os sinais das estimativas dos pardmetros ficaram de
acordo com o que era esperado. Como foram usadas fungoes de ligagoes logaritmica e logito, a

relacao entre as varidveis presentes no modelo e o IVRP de novembro de 2007 podem ser melhor
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Tabela 5.4: Valores observados e esperados em cada decil de 1 — &; no modelo final para a variavel IVRP.

Grupo y=0 y=c y € (ci31) y=1

Obser. Esper. Obser. Esper. Obser. Esper. Obser. Esper.
1 6 5,2 6 9,6 19 21,7 469 463,5
2 2 4,3 7 10,4 25 23,5 466 461,9
3 4 4,5 7 11,5 27 25,7 462 458,3
4 9 5,2 18 13,7 35 29,5 438 451,7
5 8 6,5 15 14,7 41 35,6 436 4432
6 11 8,7 26 20,3 46 46,6 417 4244
7 32 41,1 196 193,9 85 91,7 187 173,3
8 69 64,7 147 150,0 135 154,0 149 1314
9 39 46,5 72 74,7 287 259,1 102 119,6
10 44 37,3 86 81,1 314 326,8 56 54,8

interpretadas a partir de exponenciais das estimativas dos parametros (apresentadas na tltima
coluna da Tabela 5.5) ou de exponenciais de fungoes das estimativas dos pardmetros.

O IVRPP em outubro de 2007 (definido de forma anéloga ao VRPP), bem como as variaveis
indicadoras relacionadas com o IVRP em outubro de 2007 parecem ser bastante importantes no
ajuste do IVRP em novembro de 2007. Essas varidveis sao as tnicas presentes nas 5 equagoes do
modelo e as tinicas presentes na equacao que ajusta o pardmetro de precisao do componente continuo
da distribuicao BIZUT. Pode-se notar ainda que os valores-p dos testes de Wald associados a essas
varidveis sdo, em geral, bem pequenos. Observando-se os sinais das estimativas dos parametros,
conclui-se que, conforme esperado, quanto maior a intencao de pagamento relativo padronizado em
outubro de 2007, maior é a média da intencao de pagamento relativo em novembro de 2007, quando
a intencao do cliente é pagar um valor entre o pagamento minimo e o maximo. Observa-se também
que quanto maior o IVRPP em outubro de 2007, menor é a chance do cliente ter a intencao de
nao pagar nada ou de efetuar o pagamento minimo e maior é a chance dele ter a intencao de fazer
o pagamento total em novembro de 2011 (todas essas chances em relagao a intengao de pagar um
valor maior que o minimo e menor que o méaximo). Estima-se, por exemplo, que a cada aumento
de 0,1 na intengao de pagamento relativo padronizado em outubro de 2011, a chance do cliente ter
a intengao de realizar o pagamento total em novembro de 2011 (em relagao & intengao de realizar
pagamento entre o minimo e o total) aumenta 31% (exp(0,1 x 2,6845) — 1), mantidas as demais
variaveis constantes. Pode-se notar ainda que clientes que apresentaram um determinado padrao
de intengado de pagamento em Outubro de 2011 tém maior chance de ter esse padrao em Novembro
de 2011 do que clientes que tinham uma intencao de pagamento entre o valor minimo e o total em
Outubro de 2011. Por exemplo, estima-se que a chance de um cliente ter a intengao de pagar o valor
minimo em Novembro de 2011 (em relagao a intengao de pagar entre o minimo e total) é 477% maior
entre os clientes que tiveram a intengao de pagar o valor minimo em Outubro de 2011 do que entre

aqueles que tiveram a intencao de pagar um valor pouco superior ao minimo, mantidas as demais
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Tabela 5.5: Modelo RLBIZUT final para a variavel IVRP em Nov/2007.

Equacao Variavel EstimativaBE.P.)  Valor-p  Exp®
W Intercepto -1,4129 0,0800 < 0,0001 0,2434
Pagamento em atraso Out/07 0,9032 0,1373 < 0,0001 2,4675

Inten. de pagamento minimo Out/07 0,1024 0,1378 0,4573 1,1078

Inten. de pagamento total Out/07 2,2708 0,1170 < 0,0001 9,6871

IVRPP Out/07 2,4304 10,1540 < 0,0001 11,3634

Perc. de utiliz. do limite centraliz. (linear) -0,0038 0,0011 0,0006 0,9962

1) Intercepto 1,3403 0,0895 < 0,0001 3,8202
Pagamento em atraso Out/07 -0,5496 0,1555 0,0004 0,5772

Inten. de pagamento minimo Out/07 -0,2556  0,1602 0,1107 0,7745

Inten. de pagamento total Out/07 -0,7487 0,1247 < 0,0001 0,4730

IVRPP Out/07 -0,7432 0,1699 < 0,0001 0,4756

do Intercepto -1,6505 0,2365 < 0,0001 0,1920
Tempo com o cartdo (meses) -0,0082 0,0024 0,0006 0,9918

Pagamento em atraso Out/07 1,2042 0,2634 < 0,0001 3,3341

Inten. de pagamento minimo Out/07 0,9276 0,2681 0,0005 2,5284

Inten. de pagamento total Out/07 0,1907 0,2797 0,4954 1,2101

IVRPP Out/07 -0,6756 0,4549 0,1375 0,5089

Idade do cliente centralizado -0,0121 0,0063 0,0534 0,9880

Perc. de utiliz. do limite centraliz. (linear) -0,0067 0,0042 0,1048 0,9933

Perc. de utiliz. do limite centraliz. (quadratico)  0,0002  0,0000 0,0004 1,0002

e Intercepto -0,5795 0,1566 0,0002 0,5602
Tempo com o cartdo (meses) -0,0039 0,0013 0,0033 0,9961

Pagamento em atraso Out/07 0,3440 0,2183 0,1150 1,4106

Inten. de pagamento minimo Out/07 1,7519 0,1805 < 0,0001 5,7655

Inten. de pagamento total Out/07 0,0094 0,1882 0,9600 1,0094

IVRPP Out/07 -1,8960 0,3807 < 0,0001 0,1502

Regido Norte/Nordeste -0,3367 0,1360 0,0133 0,7141

o1 Intercepto -2,1369 0,1954 < 0,0001 0,1180
Fez compras parceladas com juros -0,6699 0,2022 0,0009 0,5118

Pagamento em atraso Out/07 1,6873 0,2749 < 0,0001 5,4049

Inten. de pagamento minimo Out/07 1,8081 0,2534 < 0,0001 6,0988

Inten. de pagamento total Out/07 4,7385 0,2084 < 0,0001 114,2627

IVRPP Out/07 2,6845 10,2886 < 0,0001 14,6509

Perc. de utiliz. do limite centraliz. (linear) -0,0165 0,0017 < 0,0001 0,9836

Regido Norte/Nordeste -0,4532  0,1125 0,0001 0,6356

(1) Erro padréo; (2) Exponencial da estimativa.
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variaveis preditoras constantes. O parametro de dispersao do componente continuo do IVRP em
Novembro de 2011 diminui & medida que aumenta a inten¢ao de pagamento relativo padronizada em
Outubro de 2011 e é maior para clientes que tiveram a intencéao de pagar um valor pouco superior
ao minimo do que para os demais. E importante ressaltar que, na interpretacao dos parametros
das variaveis indicadoras relacionadas ao IVRP de Outubro de 2011, a comparacao deve ser feita
sempre em relagao aos clientes que tiveram a intengao de pagar um valor pouco superior ao minimo
em Outubro de 2011. Isso deve ser feito porque a interpretagdo sempre é feita considerando-se que
todas as demais varidveis sao mantidas constantes. Duas observagoes s6 tem os valores de todas as
varidveis iguais, com exce¢ao de uma das indicadoras relacionadas ao IVRP de Outubro de 2011,
se 0 IVRPP de Outubro de 2011 for igual a 0. Como isso nao é possivel para clientes que tiveram
a intencao de pagar valor entre o minimo e o maximo, consideramos que o IVRPP é um valor bem
proximo de 0, que ocorre quando a intengao de pagar for um pouco superior ao valor minimo.

As demais varidveis estdo presentes em no méaximo 3 equagoes do modelo. O percentual de
utilizagao do limite é a inica variavel presente na equagao para a média do componente continuo do
IVRP de novembro de 2011 e a tinica presente em pelo menos 3 equagdes que nao esta relacionada
com o IVRP de outubro de 2011. Estima-se que a cada aumento de um ponto percentual na
utilizacao do limite do cartao de crédito, a chance do componente continuo do IVRP diminui em
0,38%, mantidas as demais varidveis preditoras constantes. Assim, se o cliente decidir pagar um
valor maior que o minimo e menor que o maximo da fatura, quanto maior o percentual de utilizagao
do cartao de crédito, menor tende a ser o percentual da fatura pago. Conclui-se ainda que quanto
maior o percentual de utilizagdo do limite, menor é a chance do cliente ter a intencao de pagar o
valor méximo e que o percentual de utilizacao do limite tem um efeito quadratico na chance dele
ter a intenc¢ao de pagar o valor minimo (nos dois casos em relacao a ele ter intengao de pagar um
valor entre o minimo e o maximo). Portanto, quanto mais o cliente gasta com o cartao (em relagao
ao seu limite) mais provavel que ele nao tenha intengao de pagar o valor total e se ele decidir nao
pagar o valor total, maior é em média, o valor que ele deixa para pagar no més seguinte.

O tempo que o cliente tem o cartao e a variavel indicadora de cliente das regioes norte e nordeste
estao presentes em duas equagoes do componente discreto do modelo. Quanto maior o tempo que
o cliente tem o cartao, menor é a chance de ele ter a intengdo de nao pagar nenhum valor ou pagar
o valor minimo (em relagdo a ele ter a intengdo de pagar um valor entre o minimo e o maximo).
Assim, o risco de crédito associado ao cliente e a receita da instituicdo com juros pagos por ele
diminui & medida que aumenta o tempo de experiéncia do cliente com o cartao de crédito. Estima-
se, por exemplo, que a chance do cliente ter a intengao de nao pagar a fatura (em relagao a ele ter
a intengao de pagar um valor entre o minimo e o maximo), diminui 0,82% a cada aumento de um
més no tempo que o cliente possui o cartao, mantidas as demais varidveis preditoras constantes. Ja
os clientes da regioes Norte e Nordeste do Brasil tém menor chance de ter a intengao de pagar o
valor minimo ou o méaximo (em relagao a ele ter a intengdo de pagar um valor entre o minimo e o
maximo) do que os clientes das demais regides do pais.

As variaveis idade do cliente e indicadora de pagamento parcelado com juros estdo presentes
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em apenas uma equagao do componente discreto do modelo. Estima-se que a cada aumento de
1 ano de idade, a chance do cliente ter a intengdo de nao pagar a fatura (em relacao a ele ter a
intengao de pagar um valor entre o minimo e o maximo), diminui 1,2%, mantidas as demais variaveis
preditoras constantes. Estima-se ainda que clientes que fizeram compras parceladas com juros tém
uma chance de pagar o valor total da fatura (em relagao a eles terem a intengao de pagar um valor
entre 0 minimo e o maximo) 49% menor do que clientes que nao fizeram compras parceladas com
juros. Portanto, quanto mais velho o cliente menor o risco de crédito associado a ele e clientes que
aceitam pagar juros em suas compras parceladas tém uma maior probabilidade de decidir pagar
juros também no cartao de crédito.

A tnica variavel analisada que ndo esta presente em nenhum modelo é o sexo do cliente. Dessa
forma, ndo ha indicios de que a distribui¢do da intencao de valor de pagamento relativo varie em

funcao do sexo.
5.2 Conclusao

Neste capitulo ajustamos um modelo RBIZUT para a varidvel VRP a partir de um banco de
dados reais fornecido por uma instituicao financeira. O VRP do cartao de crédito é bastante util
para administradoras de cartoes de crédito, ja que ele permite obter periodicamente medidas de risco
e retorno associadas a cada um dos seus clientes. Para isso, a administradora de cartao de crédito
deve inicialmente ajustar um modelo RBIZUT para o VRP usando uma amostra de seus clientes em
determinado més, de forma semelhante ao que fizemos neste capitulo. Em seguida, utilizando-se as
estimativas dos parametros do modelo obtidas para essa amostra de clientes, a instituicao financeira
pode estimar mensalmente os parametros da distribuicdo BIZUT para cada um dos seus clientes. As
variaveis usadas como preditoras no modelo estao disponiveis 10 dias antes da data do vencimento da
fatura. Portanto, a administradora de cartao de crédito pode estimar, com 10 dias de antecedéncia
ao vencimento, medidas de risco e retorno associadas a cada um dos seus clientes. Por exemplo,
Sig é o estimador de uma medida de risco, porque é um estimador da probabilidade do cliente nao
pagar nenhum valor da fatura. Por outro lado, [(1—&;)(1 — ;) + dic(1 — ¢;)] (valor total da fatura i)
¢é o estimador de uma medida de retorno, porque é um estimador da esperanca do valor financiado
e o cliente paga juros em funcao dessa parte do valor da fatura que ele deixou de pagar em um
dado més. A instituicdo pode ainda ajustar modelos nao para obter medidas de risco e retorno para
cada cliente associadas ao pagamento que ele realizard em 10 dias, mas para obter essas mesmas
estimativas associadas ao pagamento que seré realizado em 6 meses, 12 meses ou qualquer outro
prazo de interesse.

A administradora de cartao de crédito pode ainda ajustar modelos RBIZUT para o VRP para
auxiliar na selecao de possiveis clientes. Muitas vezes, a instituicao possui grandes bancos de dados
de potenciais clientes e deve selecionar aqueles que vao receber uma oferta de cartdo de crédito.
Para alguns tipos de produto, o cliente que sempre paga a fatura total nao é muito rentavel, em
virtude dos programas em que o cliente troca pontos obtidos em func¢ao do gasto no cartao de crédito
por intumeros diferentes produtos ou servigos. Assim, a instituicao financeira pode ajustar modelos

RBIZUT para escolher clientes que ao mesmo tempo tenham uma alta probabilidade de nao se



CAPITULO 5. APLICACAO 75

tornarem inadimplentes e de nao pagarem o valor total de suas faturas. Para isso, a administradora
de cartao de crédito deve utilizar uma amostra de clientes que adquiriram o cartao de crédito da
instituicao e estavam presentes nesse banco de dados de potenciais clientes.

Para o banco de dados disponivel nao foi possivel obter um bom ajuste para o VRP. No entanto,
pdde-se ajustar adequadamente uma transformacgao dessa variavel que é igualmente util para a
instituicao financeira. Além disso, é possivel que o proprio VRP possa ser bem ajustado para
outros segmentos de cartao de crédito da institui¢ao financeira que forneceu os dados ou para dados
de outras administradoras de cartdao de crédito. Assim, acredita-se que a introdugao do modelo

RBIZUT possa ser bastante util na area de cartao de crédito.



Capitulo 6

Conclusao

O objetivo deste trabalho foi desenvolver aspectos inferenciais e de diagnostico para ajustar
variaveis do tipo propor¢ao que nao podem assumir valores no intervalo (0,c¢) e assumem o valor
c com probabilidade positiva. Varidveis com essas caracteristicas podem ser encontradas na &rea
de econometria quando o objetivo é estudar algum tipo de pagamento limitado entre dois valores
em relagao ao seu valor maximo. Alguns exemplos dessas varidveis sao o pagamento do cartao de
crédito em relacao ao valor total da fatura e o valor recebido como seguro desemprego em relagao
ao méaximo valor do beneficio.

Para ajustar essas varidveis, introduzimos inicialmente a distribuicao beta inflacionada truncada
(BIZUT), que é uma mistura de uma distribuigdo beta com suporte no intervalo (¢,1) e uma
distribuicao trinomial que assume os valores zero, um e ¢. Obtivemos os momentos da distribuigao,
o vetor escore e a matriz de informacao de Fisher e provamos que ela pertence & familia exponencial
de posto completo. Ainda discutimos estimacao dos seus pardmetros por méaxima verossimilhanca e
pelo método dos momentos, conduzimos estudos de simulagao de Monte Carlo e apresentamos uma
aplicagao a dados de seguro desemprego.

Em seguida introduzimos os modelos de regressao beta inflacionados truncados (RBIZUT) para
ajustar variaveis que, dadas as variaveis preditoras, tém distribuic¢do BIZUT. O modelo proposto
admite que todos os pardmetros da distribuicdo podem variar em funcao de varidveis preditoras.
Além disso, o modelo permite que o pardmetro conhecido ¢ varie entre as unidades populacionais.
Obtivemos formas fechadas para a fungao escore e a matriz de informagao de Fisher, discutimos
estimacao dos pardmetros por maxima verossimilhanca e apresentamos expressoes para intervalos
de confianga e testes de hipoteses. Obtivemos ainda alguns resultados para os modelos RBIZUT
com ¢ variavel, conduzimos estudos de simulacdo de Monte Carlo e discutimos selecao de modelos
e endogeneidade.

Discutimos também aspetos de diagnoéstico para os modelos RBIZUT. Inicialmente sugerimos
o uso de alguns residuos e um teste de qualidade de ajuste existentes na literatura para avaliar a
qualidade do ajuste de um modelo RBIZUT. Em seguida, desenvolvemos anélise de influéncia local
para essa classe de modelos.

Para finalizar o trabalho, apresentamos uma aplicagdo dos modelos RBIZUT a dados reais de

cartao de crédito e discutimos como os modelos RBIZUT podem ser tteis para instituicoes que
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administram esse produto financeiro. Além das institui¢Oes financeiras, a administracio federal de
diversos paises também pode se beneficiar da introducao dos modelos RBIZUT. Previdéncia publica
e seguro desemprego sao dois beneficios importantes que governos federais costumam conceder, mas
que ao mesmo tempo representam gastos piblicos relevantes. Dessa forma, estudar esses beneficios
a partir dos modelos RBIZUT pode ser interessante tanto para um melhor entendimento desses
gastos pelo governo como para auxiliar na previsao de valores gastos com esses beneficios. Assim,
esperamos que este trabalho possa motivar trabalhos aplicados na 4rea de econometria e também

trabalhos na area de Estatistica como os que sdo citados a seguir.
6.1 Trabalhos futuros

Dentre os estudos relacionados a este trabalho que podem ser desenvolvidos, destacamos:

e Extensao dos modelos RBIZUT para dados longitudinais utilizando equagoes de estimagao
generalizadas ou modelos mistos. As varidveis citadas neste trabalho que possivelmente podem
ser ajustadas utilizando os modelos RBIZUT sao geralmente medidas mensalmente e portanto
é razoavel o ajuste dessas variaveis através de equacoes de estimagao generalizadas ou modelos

mistos.

e Desenvolvimento de modelos RBIZUT nao lineares. O objetivo neste caso seria estender o

modelo proposto neste trabalho para obter melhores ajustes para varidveis de interesse.

e Desenvolvimento para os modelos RBIZUT de um residuo que possa ser utilizado na anélise
de diagnostico tanto do componente continuo do modelo quanto do componente discreto e
de um residuo para o componente continuo do modelo que leve em consideragao um esti-
mador de P(y; € (¢;,1)). O desenvolvimento desses residuos permitiria uma melhor analise
de diagnoéstico em modelos RBIZUT.

e Desenvolvimento de estimadores para os parametros do modelo RBIZUT para situagoes em
que uma ou mais variaveis do modelo sao endégenas. Esse desenvolvimento permitiria incluir
¢ como varidvel preditora do modelo em todas as situagoes em que o valor ¢ varia entre as

unidades populacionais.



Apéndice A
Provas dos resultados do Capitulo 2

Neste apéndice sao apresentadas as provas de alguns resultados apresentados no Capitulo 2.
A.1 Prova dos resultados dos momentos da distribuicao beta

O objetivo é provar que

Tem-se que
Logo,

Utilizando-se a parametrizagao da distribuigao beta dada em (2.1),
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_b=a)Tp+glp+r) ["T+r+q y-—a 0y  yp(ptr—i
= ety T et =00 1(¢+7~_z)'

dy

A variancia da distribui¢do beta é obtida utilizando-se (2.3). Assim

_ (b—a)*p(p+1) | 2a(b—a)p _(b—a)?p® | 2a(b—a)p
E<Y2)7(1)+Q)(p+q+1) p+q +ate BV = (p+q)? p+q e
e, portanto, )
_ (b—a)’pq (p=a)(b—p)
Var(Y)_(p+q)2(p+q+1)_ 1+¢

78



APENDICE A. PROVAS DOS RESULTADOS DO CAPITULO 2 79

A.2 Prova dos resultados dos momentos da distribuicao BIZUT

Os resultados dos momentos da distribuicao BIZUT sao facilmente provados utilizando-se es-

peranca e varidncia condicional e assim
E(Y") = E[E(Y"[L0,,13(Y))] = ¢"dc + 01 + (1 = @) pur.
Tem-se também que
Vi = Var(Y|Ijo .13 (Y) = 1) = E(Y? I3 (V) = 1) — [E(Y|I{o 13 (Y) = 1)]?
= (26 +61)/a — [(cbe + 61)/a)? = (e — 6c) + 81 (o — 61) — 2¢5:01) /o
e utilizando-se (2.8) e (2.9) que

E[Var(Y]I{O7C71}(Y))] =aVi+(1—-a)Va e

Var[E(Y [Ig,61y (V)] = [(¢de + 61)/af®a + p?(1 — @) = [ed + 61 + p(1 — )]

65 +51
\f

= (cbe +01)* (1 /o — 1) + 2 (1 — @) — 2u(cde 4+ 61)(1 — a) = (1 — a) [ —Vapu }

Como Var(Y') = E[Var(Y[{g1;(Y))] + Var[E(Y | [{g.13(Y))], entdo

Var(Y) = aVi + (1 — a)Va + (1 — a) [‘35 + o

Va

A.3 Matriz de informagao de Fisher da distribuicao BIZUT

_f}

Para a obtengdo dos componentes da matriz de informagao de Fisher é necessario o calculo de
E(tx(y)), k =1,2,3,4,5. As estatisticas t1(y), ta(y) e t3(y) tém distribuigao de Bernoulli e portanto
E(t1(y)) = 0o, E(t2(y)) = 61 e E(ts(y)) = d.. Utilizando-se que, na familia exponencial de posto
completo, Blty(y)] = A(n)/dn, lembrando-se que 1(j) = I'(j)/T'(j) e usando-se a definicio de
C(0) apresentada em (2.12), tem-se que

Blta(0)] =250 =~ + 1) +
YOOA

L(na)T(n5)(1 — ¢

L' (na)C(s) (1 — )71 + (e + € + €)1 (14 + 115)
[(na)L(ns) (1 — ¢)mts =1 4 (e + ez + €)' (1 + 175)
n5)(1 — )"+ tlog(1 — c)

mAns—l 4 (e + en2 + em)(ng + n5)

(
)

o L) o
) (R oo
—u }1 ¢)¢~1log(1 — c)

)0 TR
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(1= o)l (@) [(4=5) ¢] + (1 — )T(9) log(1 — ) +al'(9)

w{ (e

) ] ¢<¢>+10g<1—c>} o
_ _ L ()T (n5) (1 — )M B=1 4 (M + ™ + ™) (ng + 15)
Blis(v)) = m = VU ) ¥ T ) (1 — eyt 4 (e & e+ )L s 4 75)
P(n)T(
T () (1 — )T 4 (@ § o 4 om) (s + 175)

75)(1 — &)t log(1 — ¢)
rl(ee) e (=) e o -+ cé%”+
(11:’;) ¢} (1—c)?t + C((G))
(=) | [(122) o] (1 - 0 tog(1 -

Os componentes da matriz de informagao de Fisher sao assim obtidos a partir da equagao kg,p; =
—E[0? log[f (y; ty 60, 61, Oe, 1y @, €)]/00;0;]. A primeira derivada em relagao a cada um dos parametros
pode ser obtida considerando-se (2.15) com uma tnica observagao e, fazendo-se a segunda derivada,

obtém-se as expressoes apresentadas em (2.18).

A.4 Distribuicao assintética do estimador de maxima verossimilhanga de E(Y)

Como /n(f — ) Tt N5(0,K(0)7') e E(Y) = ¢, + 61 + (1 — a)u é uma funcio diferenciével
de 0, entao pelo método delta (Lehmann e Casella, 1998, pagina 61) \/ﬁ(]m —E(Y)) Tt N(0,v)
em que v = B'K(0)"'B e B = (OE(Y) /95y, 0E(Y) /361, 0E(Y)/dd., 0E(Y) /0w, OE(Y)/0¢) T =
(—ps 1 — pyc—p, 1 —,0) 7. Sendo k%% o termo de posigao (i,5) de K(6)~! entdo

Jeo% g0 pdode 0
Y R (R
v = Bl |0 [hdke e o 0 [ B
0 0 0 Kk kHo
0 0 0 ke go?
= p2E%% 4 (1 — p)2E0 4 (¢ — p)?h0% 4 (1 — ) kP — 2u(1 — p) k%% — 2p(c — p)ko0% +
2(1 — p) (e — )k
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Assim, para amostras grandes, um intervalo de confianga aproximado para E(Y) com coeficiente
de confianga de (100 x )% ¢é dado por IC(E(Y);~) = E(Y) £ z(1+7)/2(6/n)1/2, em que ¥ é obtido

substituindo-se em v os parametros #;, por seus respectivos estimadores 6y,.



Apéndice B
Provas dos resultados do Capitulo 3

Neste apéndice sao apresentadas as provas de alguns resultados apresentados no Capitulo 3 e as

tabelas dos estudos de simulagao realizados no mesmo capitulo.
B.1 Momentos de y} e y;

A distribuigdo BIZUT pertence a familia exponencial de posto completo conforme foi provado
no Capitulo 2 e portanto sua fungao densidade de probabilidade pode ser escrita na forma f(y;n) =
exp[n' T(y) — A()]h(y), em que n = (n1,m2,m3,m4,m5) ", T(y) = (t2(), t2(y), t3(y), ta(y), t5(y)) -
Em uma das formas de escrever a funcao densidade de probabilidade da distribuicao BIZUT tem-se
que 0y = pd/(1—c), ns = ¢/(1—c), ta(y) = y; e t5(y) = y; e A(n) = log I'[ns — cns] +log I'[n5 —na] —
log'[(1—¢)ns]+[(1—c)ns—1] log(1—c). Pelas propriedades da familia exponencial de posto completo
(Lehmann e Casella, 1998, pagina 27), E[t;(y)] = 0A(n)/0n; e Cov[ti(y),t;(y)] = 0%A(n)/On:0n;.

Usando esses resultados, obtém-se facilmente os primeiros momentos de y; e y7.
B.2 Obtencgao da funcao escore para o modelo RBIZUT

O termo do vetor escore (3.6) associado a o, pardmetro de posigao j do vetor 7g, é obtido

derivando-se o logaritmo da funcao de verossimilhanca (3.4) em relagao a 7;o. Assim, esse termo é

dado por
8l(9) _ 8l1 707717 76 Zn: alzl 305 117 )
950 9vjo pt 950
_ Z {3li1(5i0,5i1, dic) 060 OG0 n 0l;1(850, 041, 0ic) 0031 OCio n 0li1(8:0, 041, 0ic) Oic OCin }
— ddio IGio 0750 961 IGio 50 Dic dGio 0750
o [T W) ey (wi) 05zo I{l} yi) e, 1)(Wi)] 90a
- 2{[ P e 0 +Z T Tloa | 0G0
— 2ij0
po dic L —a; | 9Go
e

al(o) al(o) )T

U’YO(/‘YOf.yluPYC) - (8'7107” ) 87 0
po

82
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e pode ser escrito na forma matricial como na equagao (3.11). Equivalentemente,

L) _ 0h(vo, %) Zn: 0li1(8:0, 941, 0ic)
6’}/]'1 8"}/]‘1 =1 8'7]’1
_ Zn: {ali1(6i075i1,5i0) 0di0 OCin n Oli1(6:0, 0i1, 9ic) 0651 OCi n Oli1(6:0, 0i1, 0ic) Odic OCi1 }
P 050 0Gi1 01 06i1 0Gi1 01 0djc 0Gi1 01
o [Ty W) e )(wi)] 960 ([ Ty (i) T, )(wi)] 0
B ; { [ Sio  l—a; | 9 gLyt ; 61 l—oa; | 9Ca sty
z”: Teen (yi) B Iie, 1y (yi) 85iczu
— dic L—a; |0¢ "]
ol(0) _ Ol (70,715 7e) _ Zn: Oli1 (040, 641, 0ic)
a'}’jc 6'7]'0 i—1 a'ch
_ i: Oli1 (040, 61, 0ic) D60 Oic . Oli1 (0, 0i1, 0ic) 0031 OGie — Olin(6i0, 041, bic) Obic OGic
P ddio Aic Oje ddi1 Aic Mje Ddic Iic OVje
" Ieov(yi) Lo 1)(yi)] 06 " I (yi) Lo 1)(yi)] 06
N {0}\¥Y R Y i0 _ {13y _ Aesl) Y il
a ;{[ i 1 — oy ] (9Ciczwc}+;{[ 5 1— oy ] 8Ciczwc}+
i I{cl}(yl) . I(Cznl)(yi) 857:62“
i—1 62’0 1—qy 8(@0 e
e os vetores
alL(0) al(6) )T <8l(9) aL(h) > T
U. ) s Ye) — PICII Uc ) sy Ye) = gee ey
71 (70 Y1, 7Y ) (8711 a,_ypll € Uy (’YO Y1, Y ) 8’}/1c a’}/pcc

podem ser escritos na forma matricial conforme

apresentado em (3.11).

Para os casos em que a fungao de ligacdo H é a mesma dos modelos RLBIZUT, os componentes

de Up (0,71, 7e) simplificam-se consideravelmente. Nesse caso,

e5io it ebic
dio = : : —,0;1 = : : — e 0jc = : : :
1 —+ eCzO + eCzl + eCzc 1 + @CzO + e(zl + 64"' 1 + @CzO + @Czl + eCzc
e assim
950 _ eCio(l + eSit + eCic) 9di1 —eSi1tCoi 00ic — eSictCoi

0Cio (1 + ebio 4 ebit + eSic)2” 9¢;g (1 + ebio

—+ eCil =+ eCic)2 ¢ 8(@0 (1 =+ eCiO —+ eCil —+ eCic)2 ’
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Definindo f¢(¢;) = 1 + €% + €St + eSic temos que

+ g{[f{l}(y@-) — e (e, 1) (i) [;j;o)] Zij()}

ey ( (ci,l)(yi)] [f_j;())} Zijo}

[ Zij0 ] Loy () (1 + €51 + eSic) — eCiO(l—I{o}(yi))]}

647,0 z’L]O
ZZ_]O {0} yz fg(Cz)

4
M:

s
Il
—

I
INgE

7

I
M=

> 1
|
{

Il
—

7

I
M=

{2130 I{O} yz - 510)}'

=1

Logo, U,y (70,71,7:) pode ser escrito como na equacdo (3.14). De forma analoga, obtém-se
Uy (70,71, 7) € Uy (70,71, 7¢) para esta particular fungao de ligacdo H.
Para a obtencao de Ug, (81, 2) e Up, (51, f2) utilizamos y; e y? conforme definidos em (3.8) e

(3.9), respectivamente, e suas esperancgas condicionais definidas em (3.10). Assim,

ole) _ Ola(br,Pa2) _ Z Olia(pis ¢i) _ Z {ali2(ﬂia¢i) Opi 3772‘1}
0Bj1 0Bj1 i 0Bj1 ureton) Opi  Onin OBj1

_ ¢ | . L—pi\ | pi—ciy || O
P> 1_6.{w+w{<1_@>@] o |(5=a) o]} gy

i'yi (ci,1) ’

Z Tier 1y (wi) (y3 M)On-lxm

7

e, portanto,

o) aL(o) >T

U61(61762) = <8511>"'765p .
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pode ser escrito conforme apresentado em (3.11). De forma semelhante,

olng)  Ola(pr,B2) Z Olio (s, 9i) Z {3li2(ﬂi,¢>i) 09; 37%2}

IBja 0Bj2 o) 0Bj2 ivretel) 0¢;  Omiz2 0Bj2

= {(1 ) j)‘f’(1}ci>y;+¢(¢i>+(1iici>¢[<lii:§;>¢i]—

1:y;€(cq,1)

<1—Cz> [(1—@) ] log(1 - )};ﬁ;%z

_ Liei1) (:) . 00i
- Z yz ) + yz /1’1]87742 Lij2

7

e, portanto,

alL(0) alL(0) >T
B2’ 65;%2

pode ser representado como produto de matrizes como dado em (3.11).

U (51 0) = (

B.3 Obtengao da matriz de informagao de Fisher

Cada um dos termos da matriz de informacao de Fisher pode ser obtido multiplicando-se por —1
a esperanca matematica da segunda derivada do logaritmo da func¢ao de verossimilhanga (3.6) em
relagdo a cada um dos pardmetros. Para uma melhor organizacao das demonstragoes, em algumas
situagdes, denotaremos ;1 (00, 0i1, 0ic) simplesmente como ;1 e lia(pi, ¢i) como lja. Utilizando-se as

derivadas j& apresentadas na Secao B.2 temos que

o%10) 0*11i(h0,71,7e) _ Zn: %11 (80, 61, bic)
a%’owo a%’o%o i—1 a%‘o%o
N Z ( 962 ICio 0o * 990031 OG0 OVio * 08005 0G0 8710) 0G0 0750
= 8l21 825 0 aCZO 8gzO

+
— 0dio d¢2 910 50
n ( D%y 96i0 0Cio ~ 0%1i 065 OGio  DPlin Bbie 3@‘0) 0d;1 0G0
051040 OCio Oyio D62 Cio o i1 ic Dio Ovio ) DCio Dvjo
- Oli1 0%6;1 OCip OG;
n 1 1 9Gio 9Gio

— 00i1 d¢2 0o 050

n Z ( D?lin 08i0 0Go  0%lin 0671 OCio . D%y Dbic 3@0) 0;c 9Gio
=\ 00icdio 0Gio 0o~ 0dicdin Gio 0o~ B3, 0Gio O ) IGio Do

- al@l a 510 6C’LO 8(@0
— 0dic Oy 0o Ovjo
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Oli1(di0, 041, 0 Loy (i) Lie;1)(vi)
E - E 17 =
(2 05) = (5, )0
Ol 510a61176w o I{l} y’L C“ )(yl) _
£ < 00i1 ) = b ( l—a; ) 0,
alzl i0,0i1, 0 I{cl yz cl, )(yl) _
£ ( 0dic ) £ ( l—a; ) 0
) Uy Y1 7 I 2 C (2 1 1
E<@l1 02 i1 ) _ E( {0}2y - u)<y3>: 7
(9510 510 1 — Ozl) 52‘0 1-— (67
E a2lz an 57,1757,0 - E I{l} yl (cz,l)(yl) N _i _ 1
8(5121 N (5121 1 - 041)2 N (57;1 1-— 041'7
82[ 207 7,17 I{Cl yl (CZ,I) (yl) 1 1
E< 952, ) B E< 1—%)2)__51-6_1—%’
2 I
E 0 lz an 117 E (e, )NYE) yl) _ 1 7
8510511 (1 — al 2 1-— (673
2] I
E 04l il an 217 E (c“l) yz) _ 1 ’
8510516 (1 — Oél 2 1-— (673
Ol (610,001, 0ic) \  _ g L@y _ 1
00i10;c (1— ;)2 1—a;

Assim, o termo (j,1) de K, que compoe a matriz de informagao de Fisher (3.19) é dado por

9l T ( 1 1
= —
8’7;‘0%0) Z \dio 1—oy
1 00,0 9o
8<10 il0

1 357,0
* Z 1_0418CZO

)

T . U W K
8Co " —; 0o " — a; 0G0 lm_ o 70
PR B S S R
o 1—ai) 0Co ™ T 1= a; 00 llo_ ¢ "
T T WS W 7 7

a; 0G0 Sie 1=y ) 0Cio Zlo_ 8Co~?

1 090
Z 23502410 ac 0

0dio

+ 1 <a5,1> 1<85i0>2
aCZO 626 aCZO

85@1

> { :
23502410

1— o
i=1 v

(

9Gio

8CZO }

aCzO
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e, portanto, K, pode ser escrito conforme apresentado em (3.22). De forma equivalente, obtém-se

K, ~, e Ky .. Também utilizando-se as derivadas ja apresentadas na Secao B.2 obtém-se que

21(0)

dvjovi

+

11 (Y05 71, Ye) Zn: 9%1i1(i0, 6i1, Sic)

Assim, o termo (j,1) de Ky, é dado por

dvjon = Ovom
zn: (321i1 80io I | Pl o O | DLy Dby 3Cz‘1> ddip 0Gio
—\ 905 01 Oy 9dindi 01 Oy Ddiodic Ot 01 ) OGio Dvjo
— Ola 961 ¢ 9o
£ 9dio IGioCir I Ijo
- ( lin ddip IGin n Pl 90y AGin | OPlin Bdie aCﬂ) ddi1 AGio
i1 9di16i0 01 Oy 35121 G Oy 00i16ic 0Gi1 Ovin ) OGio Ojo
 Ola 97611 0Ci 9o
9041 9GioGi1 O1 vjo
zn: ( lin 80ip I | 8l 80 a N &lix Ddic 3@1) ddic Gio
“— \ 00icdio 0G1 Oy 0dicbin 9G Oy 937, 0Gin Oy ) i D50
Ol 9*6ic 9Gin 0o
“— 90ic 0GioCi1 Oy D50
z":‘ 1, L N\, 1 O o L 0 3%
— [\ 1—-ai) 9 T 0c ™ T 1 =006 M| 960
[ 1 9 1 1\ 96 1 86 | 00a
+ ; 1o aiﬁzdl + (511 + 1_ 042‘) 6@1%1 + 1—a 8(1-1'2’”_ 6@0%0
[ 1 96 1 06; 1 0bic | 0djc
* ; 11— @Zm 1o a; @Zln * (5z‘c 1— Oéi) G lel_ 9Gio #40
B zn: o {1851'0 00 n 1 06i196a | 1 0bic 35@}
P IO 610 9Ci0 G 611 9Ci0 OG0 DGi0 9Ct
" 1 (060 00 8(5,»(;) < 961 a(sz»c)}
+ i50%i + +
; s { I —a <8<z'0 9Go  9Gio oG 9

e, logo, K4, pode ser escrito conforme apresentado em (3.22). De forma analoga, obtém-se K,

e K’Yl Ve

Assim como na func@o escore, para os casos em que a funcdo de ligacdo H é a mesma dos

modelos RLBIZUT, os componentes de K p (70,71, Ve) simplificam-se significativamente. Nesse caso,

as derivadas de d;9, 0;1 € J;c em relacao & (o calculadas na Secdo B.2 podem ser reescritas como

0dio
9Gio

90 _ o3,
e

= dio(1 — dio) 9

—0i00i1 € S =

—0i00ic-
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Equivalentemente,
:—51‘51‘,7:51' 1—51' € :_5i5ic
G TN i 1 G !
e
0di0 041 0ic
= —0i00ic, - = —0i10ic € —— = dic(1 — dic).
8<ic 0 BC’LC ! ¢ aCzc ( )

Logo, para essa particular funcao H, o termo (j,1) de K-, é dado por

—~ %l S I o 90, Lo 1 5 I o 2
_E — si0zito | —82(1 — 6 6282 4 — 6282 4+ ——62(1 — oy
(; 673'0710) ;’ZJOZ 10 |:510 5ZO( 60) + 5 610511 + éicézo(szc + 1— 510( @ )
= Z zijozi0[0i0(1 — 6i0)% + 62(1 — 6i0)]
i1
= Zzijozilo[5i0(1 — di0)]
i—1

e assim K ~, pode ser escrito conforme apresentado em (3.26). De forma semelhante, o termo (j,1)

de K, ¢ dado por

(—0i00i1)di1 (1 — 6; )}

il

. "L 9%, _ iz 2 {15. (1 — 8i0)(—8:06; )—l—i
. 87j0711 v 1504411 5i0 70 [ 10021 5

" 1 1
+ Z 2i0%il1 {6(—51‘05@)(—@15@) + —0io(1 — ;)01 (1 — ai):|
i1

ic 1—o
n

= > ziozio[—0wdin (1 — 6i0) — Si00in (1 — 61) + 6i00i10ic + Si00in (1 — )]
i—1

n
= Z 2i50%i10[—0i0041]
=1

e K, pode ser escrito conforme apresentado em (3.26). De forma analoga, obtém-se os termos
Ky v Ky, Koy € Ky, para essa particular funcao H.
Para obter os termos da informacao de Fisher que compéem K¢ (0, V1, e, 1, B2) sera utilizada

uma proposi¢ao adaptada de Ospina (2008, pagina 115) apresentada a seguir.

Proposicao B.3.1. Sejam y1,yo, ..., Yyn varidveis aleatorias independentes, em que y; tem dis-
tribuicao BIZUT(6:0, 6i1, Gic, phis $i, ¢i) conforme definido em (2.6) e oy = 8io + 0i1 + Sie. Se F -

(0,1) = R € uma fungao continua, entao

n

E Z Fly) | = Z(l — ) E(F(yi)l (¢, 1) (wi) = 1).

1y, €(cq,1) =1



APENDICE B. PROVAS DOS RESULTADOS DO CAPITULO 3 89

Demonstracao. Seja

() =

0 se y; €{0,1,¢}
Flys) sewy; € (ci,1).

Assim,
E ( > f(m)) = E (ZF*(%)> = E(F* () ZE Wil (yi)]
:y:€(c;,1) = =1
= Z “(Yi)lL(e; 1) (i) = 0)P(L(c, 1) (i) = 0)
( “Willl(e, ) (i) = VP (e, 1) (i) = 1)]
= Z (1 = a)E(F (1) (cz,l)(yl) =1).

Utilizando-se as derivadas apresentadas na Secao B.2 obtém-se que

CRIC) 8252(51,52): Z ?lia (13, di)

Bnbn  9Bubn ivretel) 9851811
_ Z &lin <a,ui >2 Oni O n Olia 0% p1; Onir O
it ou? \onir) 0Bj10Bn  Owi OnA 081061 |
Temos que
& lia i1 iy

87/%2 = —wi, ng = Tij1 € % = Til1,
em que w; foi definido em (3.21). Como, sob condigdes de regularidade, E(9li2/0ui|l (¢, 1)(yi) =
1) = 0, utilizando-se a Proposicao B.3.1 obtém-se que o termo (j,!) de Kz 3, é dado por

— E Z aZli2 E W; <auz>2$ €T
= 0Bj1Bn ) >, wi oy ) iR
1:y;,€(cq,1) iy

‘G(Ci,l)
= o)
e Z(l — Q4 ) <a: ) xijlmill'

Logo, Kp,p, pode ser escrito como foi apresentado em (3.22).
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De forma semelhante,

0°1(0) _ 5252(51,52): Z Lo (i, ¢5)
0Bj2B12 9Bj2B12 yeta) 0Bj2B12

_ Z &liy <3¢z‘ >2 Oni2 Onia n Aliz 9 i Do i
02 \Oniz) 0Bj2 0Bz 0¢i Onk B2 0B |

iy €(ci,1)

Temos que
Plia . Oz Lo Om2
agb? 12 aﬁjQ ij2 ale il2
em que b; foi definido em (3.21). Como, sob condigdes de regularidade, E(9li2 /0|1 (., 1)(yi) = 1) =

0, utilizando-se a Proposi¢ao B.3.1 obtém-se que o termo (j,) de Kg,g, ¢ dado por

%lis 0p; >2
- = bi | =— ij2T;
E ( Z 3 aﬁﬂﬁm) E ( Z <377i2 g2tz

iy €(cq, 2y, €(cq,1)

n al 2
= Z(l_ai)bi (852) Tij2Ti12-

=1

Portanto, Kg,s, pode ser escrito conforme apresentado em (3.22).

De forma anéloga,

d%1(0) _ O%12(B, B2) _ Z O?lio (i, i) _ Z Olin Opi Od; Ona Oz
0651812 0831812 ivreteel) 0651812 iyielod) i Ob; Onin Onig IBj1 OB
Temos que

Pla 1 Yi — L —py i — €
g = e e () o[ (8 o] e (50 o}
bi L —p / 1—py Hi — G / Hi — G
" 1—01'{(1—0@')1/}[(1—Cz‘>¢i]_(1—0i>w[(1—%‘)@”'

Do Apéndice A.3 obtemos ainda que

E(log(yi — ci)l (e (i) =1) = ¢[(‘”‘C">¢i]—w<¢i>+1og<1—ci>,

E(oa(1 - y)llen ) =1) = ¥ [(1‘“?) @] —p(65) +log(1 — c2).

Assim,

p( 2 | (yi)=1) = —a;
D | o)W = 2 ) =

em que a; foi definido em (3.21). Dessa forma, utilizando-se a Proposi¢ao B.3.1 obtém-se que o



APENDICE B. PROVAS DOS RESULTADOS DO CAPITULO 3 91

termo (j,1) de Kg,3, é dado por

Tk Z Plio(pi, d5) | B Z lip Opi O¢i O i

0051812 it 5,uz‘3¢z‘ Oni1 Oniz2 0Bj1 0Pz

n
D*liz Op; 0¢;
= 1— (673 E L5105
Z( ) <8/iz'5¢i O g ! 2

1:y;€(cq,1)

Iy (yi) = 1)

: 87711 87}1 1j1L402-

Logo, Kpg, g, pode ser escrito conforme apresentado em (3.22).
B.4 Obtencao da partigao do vetor escore

O vetor Uy (#) definido na Secao 3.2 e necessario para o calculo das estatisticas escore e gradiente
pode ser obtido substituindo em U(#), cujos componentes foram apresentados em (3.11), Zy, Z1,
Ze, X1 e Xo por Zag, Za1, Lae, Xa1 € Xy2, respectivamente. Nesta secao provaremos que U, ,,
pode ser obtido substituindo Zy por Z 4o em U,,. A prova para os demais termos de U4 (6) é similar.

Sejam

Dy = (dio,--- dno)" = To(Doygoy — Aie,)¥ien))s
Dy = (din,....dn)" =To(Arypy — A )¥en) @
Do = (dics--- dne)" = Teo(Acyier — Do )Y(e,1))-

Entao, das equacoes (3.11) temos que Uy, = ZOTDO + ZJDl + ZS—DC. Como

2110 2210 --- 2nl0

2120 2220 .- Zn20
Zlpo0  *2po0 .-+  Znp0
entao
z110(d1o + di1 + dic) + z210(d2o0 + d21 + dac) + .. . + 2n10(dno + dna + dpe)
_ z120(d1o + di1 + die) + z220(d2o + d21 + dac) + - . . + 2n20(dno + dp1 + dne)
Yo — .
Z1po0(dio + di1 + dic) + zopgo(dao + da1 + dac) + - . . 4 Znpeo(dno + dn1 + dne)

Sem perda de generalidade, suponha que os pardmetros de interesse do vetor g sejam os gg primeiros.
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Nesse caso,
2110 2210 --- Znlo
7T 2120 2220 ---  Zn20
A0 — . . . )
Z1go0  *2qo0 -+  2ngo0

e Z yDo+ ZyD1+ Z oD, ¢ igual a
z110(d1o + di1 + die) + z210(d2o + do1 + dac) + - .. + 2p10(dno + dn1 + dne)
z120(d10 + di1 + die) + z220(d2o + d21 + dac) + - . . + 2n20(dno + dn1 + dne)
21400(d10 + d11 + dic) + 22400(d20 + do1 + dac) + . . . + Zngoo(dno + dn1 + dne)

conforme querfamos demonstrar.

B.5 Prova dos resultados para o modelo RBIZUT com c variavel

=U

92

Nesta secao serao provadas as trés proposigoes apresentadas na Sec¢ao 3.3 para o modelo RBIZUT

com c variavel.

B.5.1 Prova da Proposigao 3.3.1

Com as fungoes de ligagao consideradas nesta proposicao, tem-se que p; = (¢; +€™1) /(1 + eit),
G = e (u;—c)/(1—¢) =e"/(1+em)e (1—p)/(1—c)=1/(1+¢€"), em que 11 e Mo

nio sdo fungdo de ¢;. Tem-se ainda que Ou;/Ona = [(1 — ¢;)e™1]/(1 + emi1)2.

(1 —c)w;(Opi/Oni1)?, em que w; foi definido em (3.21), entdo Kg 5 = Xleiag{wf, wi, ...

Tem-se que

e'li2 2 , ez , eMil o2 (1 B ci)e”il 2
*— 1— o | c)e™
i (1_62') {¢ <1+e”i1>+w (1+em1>}( O‘Z)[(1+em1)2

e'lil ei2 2 e'li2 e'lil e"i2
1_ i - / /
1o [ee] {¥ (o) + (Fram) b

Definindo-se w;
*
s wn }Xl .

que nao ¢ funcao de ¢;. Logo, K3, 3, também nao é fungao de ¢;. De forma equivalente, prova-se

que Kg,3, ¢ Kg, g, nao sao funcao de ¢; e assim estd provada a proposigao.
B.5.2 Prova da Proposigao 3.3.2

Temos que, quando a fungao de ligagao para p; é a utilizada no modelo RLBIZUT,

¢ + eMit+7fe(ci) eMitt+fe(es) _ c;eMirtrfelci)
R 14 enatrfele) — _ 1 + ennt7fe(c:) B et fe(ci)
Hio = 1—¢ - 1—¢ B 1+ enitt7fe(e)”

Assim, se 7 = 0, ul* = exp(n;1)/1 + exp(n:1), que é constante em relacio a ¢;, provando o item II

da Proposigao 3.3.2.
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Temos ainda que

auﬁ em1+‘rfc(ci)7-fé<ci)(1 4 eni1+7fc(ci)) _ em‘1+7'fc(cz')(€T]¢1+ch(ci)7-fé<ci)) Tfé<ci)e77i1+7—fc(ci)

oc; (1+ em1+7fc(ci))2 (1+ em'l-i-ch(Ci))? ’

Como f.(c;) é crescente, f.(c;) > 0. Logo, se 7 > 0, dult/dc; > 0 e se 7 < 0, Oulft/dc; < 0.

Portanto, valem os itens I e III da Proposicao 3.3.2.
B.5.3 Prova da Proposigao 3.3.3

Temos que, quando a fungao de ligagao para p; é a utilizada no modelo RLBIZUT,

ci+7+ ehintrfelciti) o 4 enintrfe(c)

9i(j) = 14+ emntrfeleits) 14 ematriele)

j+ jeni1+7fc(ci) + ¢elin (ech(Ci) _ ech(CHrj)) + eirt7fe(city) _ gmiatrfe(cs)

[1 + eWi1+ch(Ci)][1 + eﬂi1+7'fc(ci+j)]

O denominador de g;(j) é positivo. Portanto, para analisar o sinal de g;(j), basta estudarmos o

sinal do numerador do mesmo que denotaremos por gév (j). Assim,

g;.\’(j) = j+jenatrhele) 4 oemn (e — 1)(e7fele) — eTFeleiti))
= jHet[jerfeled — (1 —¢;)(eTele) — grfeleiti)y),

Como f.(.) é positiva e crescente no intervalo (0, 1), se 7 > 0, entao exp[7 fo(¢;)]| —exp[T fe(ci+7)] <0

e, portanto, gjv(j) > 0. Se 7 < 0 temos que
QJN(]) > ] — i1 (ech(Cz‘) _ ech(Ci+j)) > ] _ emlech(Ci) > ] — et

Assim, para j fixado, existe 7;1 tal que j — €' > 0 e, portanto, existe 7,1 tal que gjv(j) >0V,

Logo, a proposigao 3.3.3 esta provada.



Apéndice C
Provas dos resultados do Capitulo 4

Neste apéndice sao obtidas as matrizes A para os dois esquemas de perturbagdo da anélise de

influéncia local discutida na Secao 4.2.1.
C.1 Obtencao de A para a ponderagao de casos

O termo (4, 7) de A, é dado por 821(0|w)/8v;00w;. Utilizando-se (4.14) e os calculos do Apéndice

B.2 temos que
I 1 Ic Yi i = I i I, i i
ol Z {[ ) e )] 660%0} H (i) (z,n(y)} 851%0}
3%0 — 1 —oa; | O0Go P 1—oa; | 9o

I{cl yz _I(Cz‘71)(yi) 851'02“0
l—a; | 9Go )"

Assim,
P*1(0|w)) I{o} yi) ey (Wi)] 9dio Iay(wi) T, 1)(i)] 98a
7100 T | 0G| o0 T-ar | 0G0
Yj00W; Q; Gio il Q; Gio
I c 7 Io [ 6510
N {1}@/) e () -
5 1-— (673 6@0

e o termo (j,i) de Ay, pode ser escrito conforme apresentado em (4.15). De forma equivalente
obtém-se A, e Ay,
Para a obtencao de Ag, e Ag, também utilizamos (4.14) e os calculos do Apéndice B.2. Tem-se

que
ol(b]w)) ~ & oy Op
aﬁjl = ;wil (Cz,l)(yl)(yl - Mz’)fl‘l]h
5U(6)w)) b o
2oV I () (f — ) B
9B;10w; 1o N W7 — )5 “eign

e assim Ag, pode ser escrito conforme apresentado em (4.15). De forma equivalente, obtém-se Ag, .

94
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C.2 Obtencao de A para a perturbacao individual de variaveis preditoras

No caso da perturbagao de uma varidvel presente apenas em Zp, precisamos obter A/, A, e
A,,. O termo (j,i) de A,, & dado por 021(0|w)/v;jo0w;. Utilizando-se (4.17) temos que, se j = m

NOlw)) = [ 0l (0io(w), 61 (w), Sic(w)) OSio(w) io(w)

o ;{ 06io(w) IGio(w) 5o }+
[ Olit (Si0(w), 611 (w), dic(w)) i1 (w) OCin(w)
;{ D01 (w) IGio(w) o }+
"L (91 (Bi0(w), 0i1(w), Gie(w)) DSi(w) OCin(w)
Z{ 00ic(w) IGio(w) ;o }

i=1

Assim, denotando ;1 (d;0(w), di1(w), dic(w)) simplesmente como I;;(w), tem-se que

Plfw)) (82li1(w) 9di0(w) A¢in(w) N ?li1(w) 061 (w) 8Ci0(w)) 0di0(w) Ao (w)
6%06% (9(5@-20((,0) 8@0(&)) 8&1@' 8(5,‘0(&))(51‘1 (w) 8@0(&)) &ui 8@-0(@ 8’}’]‘0
< 82 11( ) 8(510( ) aCl()(w)> 8510(w) 8@0(0.))
96i0(w)dic(w) Gio(w)  Owi ) Gio(w) D0
8[11( ) 82520( )8@0( )6C20(w) 8[21(0)) 8(510
doio(w) 9ChH(w) Owi  Dyjo  Ddin(w) Ao

_l’_

w) 8*Gio(w)
w) 8’)/3'080)1

— |~

i ( 82l21( ) 8520( ) 8CZO(UJ) 82 zl (w) 8511 (w) aclo(w)> 8511 (w) 8@0(0))
85“( ) ( ) 8@0(&)) &ui 65221 (w) 8@0(0)) 80Ji aczo(w) 87j0
i ( 6%1( ) aéw(w) (9(10((1.))) 8511( )OQO(w)
90i1(w)dic(w) OGio(w)  Owi ) OGio(w)  Ovjo

n Oli1(w) 0%6;1 (w) OCio(w) Oio(w) n Oli1(w) 061 (w) 02Cio(w)
851‘1((,«1) 8 2-20(0.)) awi a’yjo 852‘1((,0) a@o(w) 8%»08%
+ < 82 21( ) 8(510( )8C10(w) + 82l2~1(w) 8(511 (w) aCZU(w)) 8(510((,«)) aCZ()(w)
9bic(w)dio(w) Gio(w)  Owi  Bdic(w)din (w) DGio(w)  Owi ) IGio(w)  Dvjo
(62 i1(w) 90ic(w )5Czo(w)> 9dic(w) Gio(w)
907 (w) 0Go(w)  Ow; ) OGo(w) Do
8121( ) 82(516( ) 8@0(0)) Gg‘lo(w) 8l1~1(w) 8510((4)) 82@0((,0)
651'0((,0) 8(220@;) Owi 8%-0 8616(0.1) 8{10((») 87j08wi ’
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Calculando-se as derivadas e rearranjando-se os termos, obtém-se que
9*1(6)w)) —Toy () ( o(w)>2 Iy (i) (85i1(w)>2
— = 0S2mo(Ziio + wWiSzm —
Dl 0T g @%(w) 9o()) ~ 0Aw) \Go(w)
00ic(w)
)

2
aCZO W }

Icl,U(yz) i0(w) | 06n(w) | 0ie(w))?
(1= a(w))? <a<@o<w> aciowﬁa@o(w))}

ik

{

{I{o} (vi)
{ )

{

IC“ ( z) a 5@0( )

+  7j052mo(Zijo + wiSzmo) Sio(w) 1(— ozz(w)} 9Gih(w)
Iy (yi) Ty (i) | 02651 (w)

+ j052mo(zijo + wiSzmo) gu}(w) - 1(— OLW} 0Go ()
Ien (i) Liein (yi) 82510( )

+ ’}/j()Ssz(Z’ijO —i—(/.)iSZmO) ESZC}(W) 1(_ OL(W)} 8 20(W)

i)

dio(w)  1—ai(w)]) IGo(w
Ty wi) — Tien) (i)

Smo { dir(w) 11— ai(w) }

Lov(y))  Tre (v
Szmo{ W) L)y

_l’_

b Sa {I{ci}(yi) RN, } Dbic

Jic(w) 1 — aj(w)
Pode-se notar a partir das derivadas apresentadas que os 3 tltimos termos sdo iguais a zero se j # m.
Assim, avaliando os pardmetros em seus respectivos estimadores de maxima verossimilhanca e em
w; = 0, pode-se perceber que A, para a perturbagao de uma variavel preditora presente apenas em
Zy pode ser expressa conforme apresentado em (4.18). De forma semelhante, obtém-se A, e A, .
No caso da perturbacao de uma variavel presente apenas em X7, precisamos obter Agl, e Ag,.

O termo (j,7) de Ag, ¢ dado por 9%1(0|w)/0B;10w;. Utilizando-se (4.20) temos que, se j =

A(Olw) iz (11 (w), di(w)) Api(w) it (w)
B 2 { Opi(w) I (w) 9Bj }

i:yie(ci,l)

Se y; ¢ (ci,1), 9*1(0|w)/0Bj10w; = 0. Denotando li2(p;(w), ¢i(w)) simplesmente como ls(w), se
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Yi € (¢i, 1), tem-se que

0?1(0]w) Olin(w) <0m(w) >2 ni1(w) Onir (w) N Ao (w) 0% pi(w) Onsa (w) Ot (w)
8ﬁj1wi Buf(w) 3771'1(00) 8Bj1 8wi 8;@(&1) 37]2-21 (w) (%Ji aﬁjl

+ Olia(w) Opi(w) 82771'1( )
8/@(&)) a7711 ) 85]18001
3 l i . . 82 ;
¢i Opi(w)
+ 1—Ci( i )<3?7¢1(W)>Sxm1'

Pode-se perceber a partir das derivadas apresentadas que o dltimo termo é igual a zero se j # m.
Assim, avaliando os parametros em seus respectivos estimadores de maxima verossimilhanca e em
w; = 0, pode-se perceber que Ag, para a perturbagao de uma variavel preditora presente apenas

em X pode ser expressa conforme apresentado em (4.21). De forma semelhante, obtém-se Ag, .
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