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Resumo

Neste trabalho estendemos os modelos mistos semiparamétricos propostos por
Zhang et al. (1998) para uma classe mais geral de modelos, a qual denominamos
modelos mistos aditivos semiparamétricos com erros de contornos elipticos. Com
essa nova abordagem, flexibilizamos a curtose da distribuicao dos erros possibili-
tando a escolha de distribui¢coes com caudas mais leves ou mais pesadas do que
as caudas da distribuicao normal padrao. Funcgoes de verossimilhanca penalizadas
sao aplicadas para a obtencao das estimativas de maxima verossimilhanca com
os respectivos erros padrao aproximados. Essas estimativas, sob erros de caudas
pesadas, sao robustas no sentido da distancia de Mahalanobis contra observacoes
aberrantes. Curvaturas de influéncia local sao obtidas segundo alguns esquemas
de perturbacao e graficos de diagnéstico sao propostos. Exemplos ilustrativos sao
apresentados em que ajustes sob erros normais sao comparados, através das me-
todologias de sensibilidade desenvolvidas no trabalho, com ajustes sob erros de

contornos elipticos.
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Abstract

In this work we extend the models proposed by Zhang et al. (1998) to a more
general class of models, know as semiparametric additive mixed models with
elliptical errors in order to allow distributions with heavier or lighter tails than the
normal ones. Penalized likelihood equations are applied to derive the maximum
likelihood estimates which appear to be robust against outlying observations in
the sense of the Mahalanobis distance. In order to study the sensitivity of the
penalized estimates under some usual perturbation schemes in the model or data,
the local influence curvatures are derived and some diagnostic graphics are propo-
sed. Motivating examples preliminary analyzed under normal errors are reanalyzed
under some appropriate elliptical errors. The local influence approach is used to

compare the sensitivity of the model estimates.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

E sabido que os modelos estatisticos permitem incorporar relagoes matematicas
existentes entre dados e parametros de interesse. As formas mais simples dessas
relacoes sao a linearidade e a suposicao paramétrica. Os modelos mistos sao um
exemplo de tais modelos e sao considerados uma ferramenta poderosa na modela-
gem estatistica devido a sua flexibilidade para modelar a estrutura de variancia-
covariancia entre e intraunidades amostrais, a sua capacidade de tratar com dados
balanceados como desbalanceados, e a disponibilidade de pacotes confiaveis para o
ajuste desses modelos. Esses modelos sao frequentemente utilizados em pesquisas
relacionadas com esquemas de amostragem longitudinal, espacial e hierarquico, e
caracterizam-se por levar em consideragao uma estrutura linear entre seus com-
ponentes (efeitos fixos e aleatérios) e assumir que os efeitos fixos contribuem de
maneira paramétrica no valor esperado da variavel resposta. Uma extensa teoria
para o caso normal é apresentada em detalhe em Verbeke e Molenberghs (2001).
Porém, diversos trabalhos da literatura mostram que muitas vezes a suposicao
paramétrica imposta sobre os modelos mistos nao é apropriada, principalmente
quando existem covariaveis que podem contribuir de maneira nao paramétrica.
Em tais casos, alguns autores tém proposto quantificar os efeitos dessas covariaveis

através de funcoes arbitrarias. Essa situagao tem motivado o desenvolvimento de



modelos mais flexiveis, como por exemplo, os modelos mistos estocasticos semi-
paramétricos para dados longitudinais e os modelos mistos aditivos generalizados.
Especificamente, os modelos mistos estocasticos semiparamétricos permitem mode-
lar o valor esperado da varidvel resposta através de uma funcao arbitraria do tempo
e de fungoes paramétricas das covariaveis, e flexibilizar a estrutura de variancia-
covariancia incorporando processos estocasticos estacionarios e nao estacionarios
para modelar a correlagao serial (Zhang et al., 1998). Por sua parte, os modelos
mistos aditivos generalizados usam fungoes nao paramétricas aditivas para mode-
lar os efeitos das covariaveis e efeitos aleatorios para modelar a superdispersao e a
correlagao (Lin e Zhang, 1999).

Devido ao evidente surgimento de novos planejamentos para representar feno-
menos cada vez mais complexos, surge a necessidade de construir modelos que
possam levar em consideracao as diversas caracteristicas desses estudos. Neste
trabalho propomos uma nova classe de modelos a qual denominamos modelos mis-
tos aditivos semiparametricos de contornos elipticos. Esses modelos constituem
uma alternativa muito atrativa para explicar a dependéncia das medidas intrauni-
dades amostrais através dos efeitos das variaveis explicativas que podem contribuir
tanto de maneira paramétrica quanto de maneira nao paramétrica. Além disso,
esses modelos tém a flexibilidade de estender a classe dos erros para outras distri-
buicoes elipticas além da distribuicao normal, e acomodar observacoes aberrantes
através de distribuicoes com caudas mais pesadas do que a normal. Portanto, a
principal contribuicao deste trabalho é propor uma nova classe de modelos, de-
senvolver processos de estimacao e inferéncia para os parametros e métodos de
diagnostico.

Embora seja bastante conhecida a robustez das estimativas de maxima verossi-
milhanca dos modelos elipticos paramétricos contra observacoes aberrantes, a ex-
tensao para modelos semiparamétricos ainda nao foi estudada e é um dos objetivos
deste trabalho. Contudo, de forma similar ao caso paramétrico, essa robustez nao
é diretamente estendida quando perturbacoes sao aplicadas no modelo ou nos da-

dos. Assim, estudos de sensibilidade sao importantes e devem ser considerados

Germéan Ibacache Pulgar Universidade de Sao Paulo, Brasil



em modelos de contornos elipticos. Dessa forma, aplicamos a metodologia de in-
fluéncia local aos modelos mistos aditivos semiparametricos de contornos elipticos
para avaliar a sensibilidade das estimativas de maxima verossimilhanca penali-
zada sob algum esquema de perturbacao. No trabalho estendemos as metodolo-
gias apresentadas em Zhu et al. (2003) que tratam modelos lineares parciais com
erros normais. Exemplos ilustrativos sao apresentados em que ajustes sob erros
normais sao comparados, através das metodologias de sensibilidade desenvolvidas

no trabalho, com ajustes sob erros de contornos elipticos.

1.2 Descricao dos objetivos

Os principais objetivos deste trabalho sao: (1) estudar os modelos mistos aditi-
vos semiparamétricos sob a classe das distribuigoes elipticas e (2) aplicar a técnica
de diagndstico de influéncia local (Cook, 1986) nessa nova classe de modelos. Neste
trabalho introduzimos as distribuicoes elipticas nos modelos mistos aditivos se-
miparamétricos assumindo que a distribuicao conjunta do vetor de respostas, dos
efeitos aleatdrios e dos erros aleatorios segue uma distribuicao eliptica. Consequen-
temente, obtemos em forma fechada a distribuicao marginal do vetor de res-postas
e, a partir dessa distribuigao, fazemos inferéncias e diagnéstico no modelo. Dentro

desse contexto, temos os seguintes objetivos especificos:

(i) definir a funcao de verossimilhanga penalizada para os modelos mistos semi-
paramétricos de contornos elipticos e calcular a funcao escore e a matriz de

informacao de Fisher para os parametros envolvidos no modelo;

(ii) propor e implementar em um ambiente computacional um método para es-
timar os coeficientes da regressao, as fungoes nao paramétricas, e os compo-

nentes de variancia do modelo;

(iii) derivar as ferramentas necessdrias para o procedimento de influéncia local,
tais como, a matriz de informacao observada e a matriz de perturbacoes sob

diferentes esquemas de perturbacao;
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(iv) particularizar os resultados descritos em (i)-(iii) para o modelo linear parcial
t-Student univariado e o modelo misto semiparamétrico t-Student multivaria-

do; e,

(v) avaliar a capacidade do método de influéncia local para detectar observagoes

influentes, através de trés aplicagoes com dados reais.

1.3 Organizacao dos capitulos

Este trabalho de tese é organizado da seguinte maneira. O Capitulo 2 visa
descrever as caracteristicas essenciais do modelo misto aditivo semiparamétrico
eliptico. O Capitulo 3 descreve em detalhes a idéia e os elementos fundamen-
tais para construir um procedimento adequado que permita estimar todos os
parametros envolvidos no modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico. Especifi-
camente, definimos o logaritmo da funcao de verossimilhanga penalizada e calcula-
mos a funcao escore e a matriz de informacao de Fisher. A partir desses resultados,
construimos um processo iterativo para estimar os coeficientes da regressao, as
fungoes nao paramétricas, e os componentes de variancia. J& no final do capitulo
discutimos o problema de estimacao dos efeitos aleatorios e do parametro de sua-
vizagao, e a selecao de modelos. O Capitulo 4 traz o desenvolvimento do método
de influéncia local para os modelos mistos aditivos semiparamétricos elipticos que
sao, por sua vez, aplicados nos capitulos seguintes a dados reais. Nesse contexto,
derivamos a curvatura normal considerando diferentes esquemas de perturbagao.
Os Capitulos 5 e 6 particularizam os resultados inferenciais e de diagndstico obtidos
e apresentados nos capitulos anteriores para o modelo linear parcial t-Student uni-
variado e o modelo misto semiparamétrico t-Student multivariado. O Capitulo 7
ilustra os resultados inferenciais e de diagnostico de influéncia local através de trés
aplicacoes a conjuntos de dados reais. Por fim, é apresentada no Capitulo 8 uma
discussao sobre os resultados, as principais conclusoes e as perspectivas futuras

deste trabalho.
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1.4 Distribuicoes de contornos elipticos

A fim de introduzirmos os modelos mistos aditivos semiparamétricos de con-
tornos elipticos, apresentamos nesta secao a classe de distribui¢oes de contornos
elipticos e algumas das principais propriedades tedricas requeridas para o desen-
volvimento do presente trabalho. As distribuicoes de contornos elipticos vém ocu-
pando um importante e crescente lugar na teoria estatistica, e formam uma classe
generalizada de familias de distribuicoes que preservam a estrutura simétrica da
distribuicao normal. De fato, a distribuicao normal é um elemento particular
dessa classe. Além da distribuicdo normal, outros elementos tipicos na classe
das distribuicoes de contornos elipticos sao, por exemplo, a distribuicao normal
contaminada, a distribuicao t-Student e a distribui¢ao exponencial poténcia. Em-
bora o interesse por estas distribuicoes seja relativamente recente, muitas de suas
propriedades tém sido bem estudadas por diferentes autores; veja, por exemplo,
Fang e Zhang (1990), Fang et al. (1990) e Arellano (1994).

Definicao 1.4.1 Diz-se que o vetor aleatdrioy € R" (n > 2) seque uma distri-

buicao de contornos elipticos se sua funcao caracteristica tem a forma

dy(t) = explit’pu} p(t"2t), (1.1)

em que u € R™ denota o parametro de posicao, 3 € R™™ denota o parametro
de escala (matriz simétrica e positiva semidefinida), ¢ : R" — R € uma func¢ao

geradora de fungoes caracteristicas, 1 =+/—1 et € R"™.

Se y tem distribuicao eliptica com fungao caracteristica dada por (1.1), escreve-
mos y ~ El,(u, X, ) ou simplesmente y ~ ¢, (u, ). Note que isto ndo significa
que y tenha uma particular distribuicao eliptica, sé indica que sua distribuicao
pertence a classe de distribuicoes elipticas multivariadas. No caso especifico em
que p = 0 e X = 1,,, a distribuicao de y é denominada de esférica n-variada e
denota-se y ~ S,(¢). A seguir sdo apresentadas algumas das principais proprie-

dades das distribuicoes de contornos elipticos.
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Propriedade 1.4.2 Assuma que'y ~ El,(pn, X, ) com rg(X) = r < n (posto).

Se o wvalor esperado e a variancia do vetor aleatorio y existem, entao

(a) E(y)=n ¢

(b) Var(y) = k 3, em que a constante k > 0 € dada por

de(u)

=290 =2 =37

(1.2)

com ¢(+) sendo a fungdo geradora de fungoes caracteristicas. Em particular, para
a distribui¢ao t-Student, temos que k = v/(v —2) (v > 2), em que v denota os

grau de liberdade da distribui¢ao.

A Propriedade 1.4.2 permite caracterizar os modelos mistos aditivos semipa-
ramétricos de contornos elipticos através dos parametros de posicao e de escala.
Nesse tltimo caso, podemos observar que a matriz de variancia-covariancia do ve-
tor aleatério é definida em termos da constante x que depende diretamente da
distribuicao eliptica em considera¢do. Em particular, se y ~ S, (), entdo k é a

variancia das distribuigoes marginais univariadas, e se y ~ N,,(u, X), entdo k = 1.

Propriedade 1.4.3 Assuma quey ~ EC,(p, 2, ) comrg(X) =r < n. Se B é

uma matriz (n x m) e § € um vetor (m x 1), entao
§+B'y~&0,(6+B"n, B'EB, ). (1.3)

Em particular, se consideramos a particao

(1) (1) DTS 3!
y = Y(Q) p= N(Q) e 3 11 2412 ’ (1.4)
Yy 1 31 X
obtemos as sequintes distribuicoes marginais:

((Z) y(l) ~ Sfm(u(l), 23117 QO) €

(b) y(2) ~ Sf(n_m) (#’(2)7 2227 QO)
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Salientamos que a importancia da Propriedade 1.4.3 baseia-se principalmente
no fato de que uma transformacao linear de um vetor aleatério com distribuicao
eliptica também segue uma distribuicao eliptica. Além disso, podemos observar

que cada elemento do vetor aleatério y tem uma distribuicao marginal eliptica.

Propriedade 1.4.4 Assuma quey ~ El,(p, X, ) com X > 0. Se consideramos
a particao (1.4), temos que

2
(y(l) ‘ yé )) ~ Sem (I’l’l.27 211.27 <Pq(y(()2))) 5 (15)
em que
iy = H(l) + E1222_21<}’(()2) - H(Q)) )
Yo = X - Xp¥n Yy e
ay?)) = & - p?)TsR(yE - p?).
Analogamente,
1
(v | y(() )) ~ Elpy (Mg,l, o1, SOq(y(()l))) ) (1.6)
em que

Ko = N(Z) + 232121711(}’(()1) - N(l)) )
Y1 = g — 22121_11212 e

(ve" = )= (v - p).

Em geral, existem situagoes nas quais o vetor aleatorio y nao necessariamente
possui uma func¢ao densidade. Por exemplo, quando o rg(X) = r (< n) (caso
singular), a fungao densidade nao existe em todo o espaco R". Porém, sempre
é possivel definir a funcao densidade em um espaco de dimensao menor ou igual
ao posto da matriz de escala. No entanto, se o rg(3) = n (caso nao singular), a

funcao densidade existe em relacao a medida de Lebesgue sobre todo o espaco R”.
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Definicao 1.4.5 Assumindo que o rg(X) = n, temos que a fun¢do densidade do

vetor aleatorio y assume a forma

fy(y) = 2172 g(u), (1.7)

em queu = (y —p)'S Ny —p) e g é uma funcio escalar continua e diferencidvel
de R — [0, 00], tipicamente chamada fun¢ao geradora de densidades, que satisfaz

a condicao -
/ ug(u) du < oo . (1.8)
0

Se y tem distribuigao eliptica com densidade dada por (1.7), escrevemos y ~
Eln (1,2, g) ou simplesmente y ~ £4,(u, ). Na Tabela 1.1 sao apresentadas al-
gumas distribuigoes que pertencem a classe das distribuicoes elipticas. Nas figuras
1.1-1.3 sao apresentados os graficos das fungoes densidade e seus correspondentes

contornos, das distribuigoes normal, t-Student e Cauchy multivariadas .

Tabela 1.1: Algumas distribuicoes pertencentes a classe das distribuigoes de con-
tornos elipticos. ¢ é uma constante de normalizacao.

Distribuicao g(u)
Tipo Kotz cu¥ "t exp{—ru®} r,s>0e2N +n>2
Normal cexp{—u/2} u>0
Exponencial Poténcia cexp{—u®/2}
Pearson tipo VII {1+ %}_N N>n/2es>0
t-Student {1+ %}7(V+m)/2 m >0
Cauch {1+ 9}7(%1)/2 s >0
y S
Pearson tipo II c{l — u}m m >0
Logistica cexp{—u}/[1 +exp{—u}]* wu>0

Mistura de escala ¢ JS 2 exp{—u/2t}dG(t) G(1): f.d.a.
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Figura 1.1: Graficos da distribuicao normal bivariada padrao: densidade conjunta
(a) e contornos da densidade (b).

(@) (b)

02 3k

Figura 1.2: Gréficos da distribuigao t-Student bivariada padrao com 4 graus de
liberdade: densidade conjunta (a) e contornos da densidade (b).
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Figura 1.3: Graficos da distribuicao de Cauchy bivariada padrao: densidade con-
junta (a) e contornos da densidade (b).
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Capitulo 2

Modelo misto aditivo semiparamétrico de

contornos elipticos

Neste capitulo introduzimos o modelo misto aditivo semiparamétrico de contor-
nos elipticos. No inicio do capitulo, Secao 1, apresentamos uma discussao sucinta
sobre os principais trabalhos relacionados a esta classe de modelos. Na Secao
2, especificamos o modelo misto aditivo semiparamétrico e listamos alguns casos
particulares. A seguir, na Secao 3, apresentamos o modelo misto aditivo semi-
paramétrico na sua versao matricial. Na Secao 4, definimos os modelos mistos
aditivos semiparamétricos no caso normal. Posteriormente, na Secao 5, definimos
dois enfoques para introduzir as distribuicoes de contornos elipticos no modelo
misto aditivo semiparamétrico. E no final do capitulo, Secao 6, sao apresentadas

algumas das principais conclusoes.

2.1 Introducao

Os modelos mistos aditivos semiparametricos de contornos elipticos emergem
como uma ferramenta poderosa na modelagem estatistica devido a sua flexibilidade
para modelar a estrutura de variancia-covariancia entre e intraunidades amostrais,
modelar a dependéncia das medidas intraunidades amostrais através dos efeitos
das variaveis explicativas que podem contribuir de maneira paramétrica quanto

de maneira nao paramétrica (pelo menos duas varidveis explicativas), & sua ca-
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pacidade de tratar com dados balanceados como desbalanceados, e a flexibilidade
de estender a classe dos erros para outras distribuicoes elipticas além da distri-
buigao normal, permitindo, dessa forma, acomodar observagoes aberrantes através
de distribuicoes com caudas mais pesadas do que a distribuicao normal. Tais mo-
delos sao frequentemente utilizados em pesquisas relacionadas com esquemas de
amostragem longitudinal, espacial e hierarquico.

Alguns trabalhos relacionados com o modelo misto aditivo semiparamétrico
sao descritos a seguir. Hastie e Tibshirani (1986) introduzem o modelo aditivo
no contexto dos modelos lineares generalizados. Nesse modelo, a funcao linear
dos preditores ¢é substituida por uma soma de fungoes arbitrarias que, usualmente,
¢ estimada através de algum procedimento de suavizacao; veja também Hastie
e Tibshirani (1993). Recentemente, Righy e Stasinopoulos (2005) propuseram
uma nova classe de modelos aditivos generalizados, em que a suposicao de familia
exponencial é relaxada e substituida por uma familia de distribui¢oes mais geral.
Uma das vantagens desse modelo é que sua parte sisteméatica permite modelar,
além da sua média, funcoes nao paramétricas.

Lin e Zhang (1999) propuseram o modelo misto aditivo generalizado, o qual
corresponde a uma extensao do modelo misto generalizado tratado por Breslow e
Clayton (1993). Tais modelos sao 1teis na andlise de dados com medidas repetidas
quando a variavel resposta pertence a familia exponencial. Algumas aplicagoes do
modelo misto aditivo generalizado podem ser encontradas em Parise et al. (2001)
e Fahrmeir e Lang (2001). Wang (1998) propoe o modelo misto ndo paramétrico
como uma familia mais geral de modelos nao paramétricos (veja também Gu e
Ma, 2005). Outros trabalhos relacionados aos modelos semiparamétricos podem

ser encontrados em Heckman (1986), Speckman (1988) e Green e Silverman (1994).
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2.2 Especificacao do modelo

Sejay;; (i=1,....,n;5=1,...,m;) a j-ésima medicao associada ao i-ésimo

grupo. O modelo misto aditivo semiparamétrico (MMAS) assume a seguinte forma:
yij = Xz;ﬁ + Zz;bz -+ fl(tlij) + ...+ fs(tsij) -+ €ij (21)

em que X;j, z;; € ty, = (tg e, )T (B =1,...,s) sdo, respectivamente, vetores

17 " imy;
(px1), (gx1)e (m; x1) que contém valores de variaveis explicativas; 8 é um
vetor (efeitos fixos) de parametros desconhecido; b; é um vetor de varidveis latentes
(¢ x 1), comumente denominadas efeitos aleatdrios, que refletem o comportamento
individual do i-ésimo grupo; fr ¢ uma funcao univariada arbitraria ”suave” que
quantifica o efeito da k-ésima varidvel explicativa que contribui de maneira nao
paramétrica sobre a variavel resposta ¥;;; e €;; € um erro aleatério nao observado.

Os efeitos fixos do modelo (2.1) sao usados para modelar o valor esperado de Y;;
e estao representados pelos componentes paramétrico e nao paramétrico, respecti-
vamente, associados ao coeficiente de regressao 3, que pertence a um espaco Eucli-
diano finito dimensional (usualmente RP), e as fungoes fr (k= 1,...,5s), que per-
tencem a um espaco infinito dimensional. Neste caso, as fungoes fr (k=1,...,s)
sao consideradas como parametros com respeito ao valor esperado de ¥;; e no pro-
cesso de estimacao deve-se especificar o espago ao qual pertencem. Essa escolha
tipicamente depende do dominio da func¢ao, de algum conhecimento a priori da
forma da funcao, de restrigoes para garantir a identificabilidade, ou simplesmente
de alguma aplicacao especifica. Por sua parte, os efeitos aleatorios sao incorpora-
dos para modelar a estrutura de variancia-covariancia.

A natureza semiparamétrica do modelo (2.1), com respeito aos modelos pa-
ramétricos e nao paramétricos, oferece maior flexibilidade na modelagem de relagoes
complexas entre a varidvel Y;; e as covaridveis, mantendo uma relacao funcional
linear entre seus componentes. Alguns casos particulares do modelo (2.1) tem

sido estudado por vérios e na maioria desses casos os resultados inferenciais e de

diagnéstico baseiam-se na distribui¢ao normal. Alguns exemplos sao dados abaixo.

Germéan Ibacache Pulgar Universidade de Sao Paulo, Brasil



14

Modelo misto semiparamétrico

Quando s = 1 e ¢; = w(ty;) +¢€;5 (0 = 1,...,n;j = 1,...,m;), com w(t)
sendo um processo estocéstico independente de ¢;;, 0 modelo (2.1) corresponde ao
modelo misto semiparamétrico apresentado por Zhang et al. (1998) e assume a
forma

Yij = XZ;,@ + Zz;bz + f(tij) + ui(tij) + gij s (22)

em que os efeitos aleatorios e os erros aleatorios seguem uma distribuicao normal e
0s processos estocasticos sao definidos como um processo gaussiano. Em particular,
quando b; = 0, o modelo (2.2) reduz-se ao modelo semiparamétrico proposto por
Zeger e Diggle (1994), em que os erros aleatérios seguem uma distribuigdo normal

e 0s processos estocasticos sao definidos como processos gaussianos estacionarios.

Modelo misto nao paramétrico
Quando s = 1 e B = 0, o modelo (2.1) reduz-se ao modelo misto nao pa-

ramétrico proposto por Wang (1998). Nesse caso, o modelo assume a forma
Yij = Zg;bz‘ + f(ti) + €, (2.3)

(t=1,...,n;j = 1,...,m;) em que os erros aleatdrios e os efeitos aleatérios

seguem uma distribuicao normal.

Modelo misto
No caso em que fx() =0 (k=1,...,s), o modelo (2.1) reduz-se ao modelo

misto proposto por Laird e Ware (1982). Nesse caso, o modelo é dado por
Yij = Xz;ﬂ + Zg;bz' + €ij » (2.4)

(t=1,...,n;7=1,...,m;) em que os efeitos aleatérios e os erros aleatérios se-
guem uma distribuigdo normal. Osorio (2006) estende o modelo (2.4) para a classe
de distribuicoes elipticas e desenvolve a técnica de influéncia local. Lindstrom e
Bates (1990) estendem esse modelo para o caso nao linear, e posteriormente Ke e

Wang (2001) introduzem o modelo misto nao linear semiparamétrico.
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Modelo linear parcial
Quandos=1eb; =0 (i =1,...,n), o modelo (2.1) reduz-se ao modelo linear

parcial para dados longitudinais. Nesse caso, o modelo assume a forma

Vij = X8+ f(tiy) + €5 4 (2.5)
(7 =1,...,m;) em que os erros aleatérios seguem uma distribuigdo normal. Note
que param; =1 (i = 1,...,n), o modelo reduz-se ao modelo linear parcial discu-

tido por Heckman (1986), Speckman (1988) e Green e Silverman (1994).

Modelo aditivo
Quando B8 =0eb; =0 (i = 1,...,n), o modelo (2.1) reduz-se ao modelo

aditivo discutido, por exemplo, em Buja et al. (1989). Nesse caso, o modelo é

dado por
S
Yij = Z fk(tk”) + €5, (26)
k=1
(j =1,...,m;) em que ¢; sao erros aleatérios com média 0 e variancia o?. Veja

outros detalhes referentes aos modelos aditivos em Hastie e Tibshirani (1990).

2.3 Representacao matricial

Seja y; = (Y1, ..., Yim,)? 0 vetor aleatério de respostas observadas (m; x 1)
para o i-ésimo grupo (i = 1,...,n;j =1,...,m;). Entao, o modelo (2.1) pode ser

expresso em forma matricial da seguinte maneira:

yi = X;8+Zb;+Nyfi + Nyt + ...+ Nyf, + €

k=1

g;; Z; é uma matriz
T.

ij)

em que X; é uma matriz de planejamento (m; X p), com linhas x
de planejamento (m; x q) associada aos efeitos aleatérios, com linhas z;; f;, é um

vetor de parametros (1, x 1) (efeitos fixos nao paramétricos) definido na forma
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fk<t21> Ck‘l

G Ciry
em que tgg (k=1,...,8; 8 =1,...,1) representam os valores ordenados e dis-
tintos da varidvel explicativa ty,, (i =1,...,n; j =1,...,m;); Ny; é a matriz de

incidéncia (m; X ry) associada ao i-ésimo grupo e k-ésima variavel explicativa, cujo
elemento (7, 8)-ésimo é igual a fungao indicadora I(ty, =t3,) (j =1,...,m;; & =
L...,r1); e € = (€i1,...,6m,) é um vetor de erros aleatérios (m; x 1) nao ob-
servéaveis. Note que a conexao entre os vetores ty, et = (t} ..., tgrk )T recupera-se
através da matriz de incidéncia Ny; (k = 1,...,s), a qual pode ser construida da
mesma forma como é construida a matriz de incidéncia apresentada por Green e

Silverman (1994) na Segao 4.3.1. Veja um exemplo no Apéndice A.

2.4 Modelo normal

No contexto dos modelos mistos classicos tipicamente assume-se uma formulagao
hierarquica em que os erros aleatérios e os efeitos aleatérios sao independentes e
cada um tem distribuicao normal. Analogamente, podemos introduzir um enfoque

hierdrquico para o modelo misto aditivo semiparamétrico (2.7) na forma

¥i | bi ~ Non, (XiB + Ziby + 01 N, Vi)
b; ~ N,(0,D) e (2.8)
€; ~ NmZ(O7VZ> )

em que b; e €; sao independentes. Consequentemente, temos que a distribuicao

conjunta do vetor aleatério (y?, bl €l')T assume a forma

RIS

Yi XiB+ >0 Nify ZDZ' +V, Z,D V,
b, | ~ N 0 : DZ! D 0 :
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em que m; = m; + q + m;. Assim, a inferéncia cldssica é, usualmente, baseada na
fungao de verossimilhanga penalizada (isto serd discutido em detalhe no capitulo

seguinte no contexto das distribuigdes de contornos elipticos) do modelo marginal

yi ~ N, (X,ﬂ + ) Ny, Z;DZ] + Vi) : (2.9)

k=1

Sob o enfoque hierdrquico as matrizes D (¢ X ¢q) e V; (m; x m;) devem ser
matrizes quadradas positivas definidas, uma vez que representam as matrizes de
variancia-covariancia dos vetores aleatorios b; e €;, respectivamente. Por outro
lado, no modelo marginal (2.9) apenas a matriz Z;DZ! +V; deve ser positiva defi-
nida e portanto podemos considerar situacoes em que os componentes de variancia
da matriz D sejam negativos. Em geral, a decisao sobre qual modelo adotar de-
pende diretamente da interpretacao do problema em consideragao. Contudo, a
distribuicao normal, sendo a mais utilizada na modelagem de muitos fendmenos,
tem sido criticada por fornecer estimativas de maxima verossimilhanca sensiveis
a observacoes aberrantes. A fim de acomodar tais observacoes, que eventual-
mente podem ser influentes nas conclusoes finais de um estudo particular, diversos
autores tém sugerido o uso das distribuigoes de contornos elipticos. Essas
distribuicoes, além de permitir estender os modelos ja desenvolvidos sob erros nor-
mais, permitem acomodar as observagoes aberrrantes através de distribuigoes com

caudas mais leves ou mais pesadas do que as caudas da distribui¢ao normal.

2.5 Modelo eliptico

A questao principal, agora, é como definir um modelo misto aditivo semipa-
ramétrico na classe das distribuigoes elipticas. Em geral hé na literatura basica-
mente duas abordagens que tém sido consideradas para o caso paramétrico. Por
um lado, podemos usar uma representacao hierarquica eliptica da mesma forma
que no modelo normal. Nesse caso, o modelo (2.7), definido desde o ponto de vista

hierarquico, supoe que
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yi | bi ~ €, (Xi + Zibi + 50 Nuski, Vi)
b; ~ £6,(0,D) e (2.10)
€; ~ ggml(O,VJ y

em que D (¢ x q) e V; (m; x m;) sdo matrizes de escala positivas definidas,
respectivamente. Porém, a representacao (2.10) tem a desvantagem, em relagao
a representacao hierarquica no caso normal, que a distribuicao conjunta do ve-
tor aleatério (yI, bl el)T

FARE)

nao necessariamente pertence a classe das distribuicoes
elipticas, dificultando, dessa forma, a obtencao da distribuicao marginal de y;.
Para os modelos mistos aditivos semiparamétricos com erros assumindo distri-
buigao t-Student multivariada, podemos considerar a representacao hierarquica
em dois estdgios proposta por Pinheiro et al. (2001). Neste caso, é feita uma
composi¢ao da distribuicao normal e gama para obter uma distribui¢ao t-Student

multivariada; especificamente,

° 1
yi | (bi,vi) ~ Ny, <X1B +Z;b, + Z Nifs, U—VZ) ,
k=1 v

1
bi"l)i ~ ./\[q(O,U—D) €

v, U;
i G _Zu_l 9
(¥ ama(2 2)

em que Gama((y, () denota a distribuigdo gama com parametros (; e (. Essa

representacao hierarquica implica que

S

Yi~ tm, <Xzﬂ + Z Nyify., Z;DZ] + V;, Vi) ;
k=1

em que v; (i = 1,...,n) representa o nimero de graus de liberdade da distri-

buicao t-Student e Inserido nesse contexto, podemos estimar os efeitos fixos e

aleatdrios adaptando o processo de estimagao (baseado no algoritmo EM) proposto

por Pinheiro et al. (2001). Note que no caso da distribuigao t-Student, a repre-
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sentacao hierarquica descrita acima nao apresenta grandes dificuldades analiticas,
enquanto para outras distribuicoes pertences a classe das distribuicoes de contor-
nos elipticos, a obtencao da distribuicao marginal de y; nao é simples e pode ser
necessario utilizar procedimentos de integragao numérica. Uma forma possivel de

fazer frente a essa dificuldade é assumir, inicialmente, que

Yi XiB + > oy Ny Z,DZ! +V,; Z,D V;
by | ~ El: 0 , DZ! D 0

(2.11)
em que m; = m; + ¢+ m;. A representagao (2.11) é bastante conveniente desde o
ponto de vista analitico, porém possui a desvantagem de que os efeitos aleatérios
nao tém a mesma interpretacao dos efeitos fixos como no caso hierarquico. Note
que neste caso os vetores aleatorios b; e €; sao nao correlacionados, mas nao
necessariamente independentes, com excecao do caso normal, e a distribuicao mar-
ginal de y; pode ser obtida sem precisar de métodos de integracao numérica. Com
efeito, usando a Propriedade 1.4.3 apresentada no inicio deste trabalho, podemos
mostrar que os vetores y; (i = 1,...,n) seguem uma distribuigdo marginal na

forma (veja a prova deste resultado no Apéndice B)

cuja funcao densidade associada assume a forma

Folyi) = 2712 g(51) (2.13)

em que g(-) é a fungdo geradora de densidades que satisfaz a condigao (1.8) e
6 = (yi — ) "2 (y; — p;) é a distancia de Mahalanobis, com u; = X;8 +
22:1 N.ifi, sendo o vetor de posicao (m; x 1) e ; = Z,DZI +V,; a matriz de escala
(m; x m;) positiva definida. Vamos, a partir de agora, denominar o modelo definido
por (2.7) e (2.12) modelo misto aditivo semiparamétrico de contornos elipticos ou

simplesmente modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico (MMASE).
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O problema de identificabilidade do modelo MMASE, usualmente gerado pela
superdispersao das fungoes nao paramétricas f (k= 1,...,s) conjuntamente com
os demais parametros, é um aspecto que deve ser considerado com muita atencao.
Na prética, podemos obter a identificabiliade do modelo (a) impondo condigdes
sobre as fungoes fr (k =1,...,s), (b) incorporando condigoes a distribuicao dos
efeitos aleatdrios, ou pela combinacao de (a) e (b). Uma interessante discussao
referente ao problema de identificabilidade no contexto dos modelos mistos nao

lineares semiparamétricos é apresentada por Ke e Wang (2001).

2.6 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo foi apresentado o modelo misto aditivo semiparamétrico na
classe das distribui¢oes de contornos elipticos. Assumindo que o vetor de respos-
tas, o vetor dos efeitos aleatérios e o vetor dos erros aleatérios de cada grupo segue
uma distribuicao conjunta eliptica, derivamos a distribuicao marginal do vetor de
respostas e sua correspondente funcao densidade. Nesse contexto, destacamos o
fato de que o modelo marginal (2.12) preserva a média do modelo hierarquico
(2.11).
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Capitulo 3

Estimacao de maxima verossimilhanca

penalizada

Neste capitulo abordamos o problema de estimacao dos parametros envolvidos no
modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico. A Secao 1 apresenta uma breve
discussao dos principais trabalhos relacionados a estimacao e inferéncia em modelos
semiparamétricos. A Segao 2 define o critério que sera usado para estimar os
parametros do modelo; especificamente, discute-se o método da funcao penalizada
e define-se o logaritmo da func¢ao de verossimilhanca penalizada. As Secoes 3 e 4
contém a fungao escore e a matriz de informacao de Fisher, respectivamente. A
Secao 5 da inicio a apresentagao do procedimento de estimacao dos parametros.
A Secao 6 apresenta uma interessante reparametrizacao do modelo misto aditivo
semiparamétrico. As Secoes 7 e 8 apresentam, respectivamente, uma discussao
sobre os principais procedimentos de estimacao dos parametros de suavizacao e de
selecao de modelos. Por fim, discutimos em linhas gerais na Secao 9 os principais

resultados do capitulo.

3.1 Introducao

O problema de estimagao no contexto dos modelos mistos aditivos semiparamé-
tricos elipticos ainda nao foi discutido na literatura. No entanto, véarios autores

ja consideraram o problema de estimagao para alguns casos particulares. Por
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exemplo, no contexto dos modelos lineares parcias (MLP), Heckman (1986) estima
o coeficiente de regressao e a funcao nao paramétrica baseado no critério da ve-
rossimilhanca penalizada, e mostra que o estimador da funcao nao paramétrica é
uma spline cubica natural; veja também Engle et al. (1986) e Rice (1986). Green
(1987) estima os efeitos paramétricos e os efeitos ndo paramétricos baseados no
critério da verossimilhanga penalizada, e sugere resolver as equacgoes de estimacao
através do processo iterativo de Newton-Raphson ou escore de Fisher. Além disso,
Green estabelece algumas condigoes sobre o modelo para obter a convergéncia do
processo. Speckman (1988) apresenta um método para estimar o coeficiente de
regressao e a func¢ao nao paramétrica baseado em um procedimento de suavizagao
de kernel. Robinson (1988) estuda o problema de estimagao do coeficiente de
regressao e observa que esse estimador é inconsistente quando a funcao nao pa-
ramétrica nao é parametrizada corretamente. Além disso, Robinson propoe um
estimador de minimos quadrados y/n-consistente para o coeficiente de regressao.
Opsomer e Ruppert (1999) propoem um estimador backfitting v/n-consistente para
o coeficiente de regressao do modelo MLP.

Zeger e Diggle (1994) propoem um estimador para a fun¢ao ndo paramétrica
baseado no procedimento de suavizagao de kernel. Por sua parte, Zhang et al.
(1998) derivam o estimador do coeficiente de regressao e da fungao nao paramétrica
a partir da verossimilhanca penalizada, e mostram que o estimador da funcao nao
paramétrica conduz a uma spline cubica natural. Além disso, eles estimam os
componentes de variancia e o parametro de suavizacao simultaneamente usando
a verossimilhanca restrita. Entretanto, os efeitos aleatorios sao estimados através
de estimadores empiricos de Bayes. Lin e Zhang (1999) estimam as fungoes nao
paramétricas a partir do logaritmo da quase-verossimilhanca penalizada e mos-
tram que tais estimadores formam uma spline cubica natural. Além disso, eles
estimam os componentes de variancia e o parametro de suavizagao simultanea-
mente baseados na quase-verossimilhanga marginal. Fahrmeir e Lang (2001) es-
tudam o modelo misto aditivo generalizado desde o ponto de vista bayesiano e

usam o procedimento MCMC para gerar amostras das distribui¢oes a posteriori e
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assim estimar a média a posteriori, as medianas, e as bandas de confianca para os
quartis. Hastie e Tibshirani (1986) usam o algoritmo escore local para ajustar o
componente aditivo de um modelo aditivo generalizado e ilustram tal procedimento
usando dados de respostas binarias e dados de sobrevivéncia; veja também Has-
tie e Tibshirani (1987). Hastie e Tibshirani (1993) estudam os modelos aditivos
generalizados em que os coeficientes de regressao variam suavemente de acordo
com o valor de outras covariaveis, e mostram, baseados no critério de minimos
quadrados penalizados, que os estimadores das funcoes nao paramétricas formam
uma spline ctibica natural. Berhane e Tibshirani (1998) usam o processo iterativo
de Newton Raphson para maximizar a quase-verossimilhanca penalizada e o algo-
ritmo backfitting para estimar as fungoes nao paramétricas em um modelo aditivo.
Recentemente, Rigby e Stasinopoulos (2005) usam o processo de Newton-Raphson
para ajustar um modelo aditivo generalizado para posicao, escala e forma, baseados

no critério da verossimilhanca penalizada.

3.2 Critério da verossimilhanca penalizada

Por simplicidade, neste trabalho, vamos assumir que as matrizes de escala D e
V,; independem dos parametros B efy (k=1,...,s), e que dependem apenas de um
nimero finito de parametros (desconhecidos); isto é, vamos assumir que D = D(A)
e V; = V,(v) sdo matrizes parametrizadas pelos vetores A € R®™ e v € R%,
respectivamente (veja em Hand e Crowder, 1996 e Banerjee e Frees, 1997 algumas
estruturas para a matriz V;. Dessa forma, o vetor de parametros a ser estimado no
modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico serd @ = (87,1, ... 1 AT 41T

cujo espaco paramétrico associado ¢ dado por
e - {0 ER|BEO,f €Op,... £, €0, ACO,yE @7},

em que O3 C R?, O C R™ (k = 1,...,5), Oy C R e ©, C R* deno-
tam, respectivamente, os espagos paramétricos associados com os efeitos fixos pa-

ramétricos, os efeitos fixos nao paramétricos, e os componentes de efeitos aleatérios;
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pr=p4+r+d,comr=>y,_ r,ed =d,+d,. Logo, o logaritmo da fungao de

verossimilhancga pode ser expresso na seguinte forma:

L(®) =Y Li6). (3.1)

em que )
Li(0) = 5 log |%;| + log g(6:) - (3.2)

Em geral, os procedimentos tipicamente utilizados para estimar o vetor de
parametros finito dimensional em um modelo paramétrico, como por exemplo
maxima verossimilhanca, fornecem estimadores com boas propriedades. Contudo,
a aplicagao desse procedimento nao tem gerado resultados andlogos no contexto
semiparamétrico. Porém, diversos autores tém proposto algumas variantes desse
procedimento, tentando obter a identificabilidade dos parametros e boas proprie-
dades dos estimadores. Estritamente falando, a maximizacao direta de (3.1) sem
impor restrigoes sobre as fungoes fi’s pode gerar um super ajuste e fazer com que
(3 seja nao identificdvel; vide, por exemplo, Green (1987).

Um procedimento alternativo baseado no critério da verossimilhanca penalizada
consiste em incorporar uma funcao de penalizagao no logaritmo da funcao de ve-

rossimilhanga L(8), tal que
Lo(6,01,...,05) = L(0) + Y opJ(fi) (3.3)
k=1

em que J(fy) é uma fungao de penalidade (medida de variagao local) imposta
sobre a fun¢ao nao paramétrica, fi, que depende de alguma aplicacao especifica ou
conhecimento a priori, e aj = a*(ay) é um termo que depende do parametro oy, >
0 (k=1,...,s). Os parametros «y, conhecidos por parametros de suavizacao,
regulam a relacao entre a fidelidade dos dados, quantificada por valores grandes
de L(0), e a suavidade ou ondulagao das curvas estimadas, quantificada por valores
pequenos dos termos de penalidade J, = «fJ(fx). Observamos que o termo de

penalizacao Jj age diretamente sobre a suavidade da funcao estimada e penaliza
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funcgoes com curvatura muito acentuada em diversos pontos, suavizando, deste

modo, a estimativa final da funcao alvo fy.

3.2.1 Funcao de penalidade

No contexto semiparamétrico tem-se proposto diferentes funcoes de penalidade;
veja, por exemplo, Good e Gaskins (1971) e Shen (1997). Neste trabalho assumi-

remos que o termo de penalidade é definido por

by,
Jp = 0472/ LD () 2ty (3.4)

em que f,gl) (tg) = %f(tk), ty € [ag, bg], e a funcao fi pertence ao espago de fungoes
k

Sobolev definido por
Wz(l)[ak7bk] = {fk : f,gl) c L?[ay, by, ,51), f,gz), o 15171) abs. cont. } ,

em que

L*[ay, by] = {f : " FAt)dt < oo} :

a
Em particular, para [ = 2, o estimador da fun¢ao nao paramétrica f que
maximiza (3.3) com J dado por (3.4), corresponde a uma spline ctibica natural
com nés ou knots (pontos de descontinuidade na terceira derivada) nos pontos
ty, (8=1,...,7;). De acordo com Reinsch (1967) e Silverman (1985), é possivel

mostrar que a curva estimada fj tem as seguintes propriedades:

(1) fe é um polinémio ctibico em cada intervalo [t s by )

(2) para cada ponto t;,, a curva e suas duas primeiras derivadas sao continuas,

embora possa ser descontinua em sua terceira derivada; e,

(3) em cada intervalo (—o0, ty,] e [ts, ,00) a segunda derivada é zero, de modo

que f ¢é linear fora do dominio dos dados.
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Em geral, qualquer curva que satisfaz (1) e (2) é chamada spline ctibica. Note
também que as propriedades descritas acima nao sao impostas sobre o estimador
da funcao fi, pois elas emergem automaticamente devido a escolha da funcao de
penalidade (3.4) para [ = 2. Nesse caso, Green e Silverman (1994) mostram que o

termo de penalidade (3.4) pode ser expresso através da forma quadratica
e )
/ A2 (6] " dtn = £ Kk (3.5)
a,

em que f,gQ) (tg) = %f(tk) e K; é uma matriz de suavizagao (rp X ry) positiva
definida para a k-ésima variavel explicativa, que depende apenas dos nés. Note que
o termo de penalidade (3.5) mede a ondulacao da func¢ao fi. Em particular, para
k = 1, a matriz de suavizacao, digamos K, tem estrutura dada por K = QR'Q7,
em que Q é uma matriz [nx (n—2)] com entradas ¢;; (1 =1,...,ne j=1,...,n—

1) dadas por

qji-1,5 = hj_,ll )
G, = —hi—hit e
Gy = byt
com g;; = 0 para [i—j| > 0(7,...,n—1). R é uma matriz simétrica [(n—2) x (n—2)]

com elementos r; ;, para i,j € [2,n — 1], dados por

Lig = %(hil—i—hi) 1=1,...,n—1,
1 .
Tiit1 = Tit1i = Bhi i=1,....,n—2 e
r;; =0 para |i —j| > 2, em que h; =t;.; —t; (¢ =1,...,n—1). No caso em que
ta (8 = 1,...,r) correspondam aos valores ordenados e distintos de t;, a matriz
de suavizagao é construida substituindo ty,. .., t, por t{,...,t%. Uma descri¢ao do

procedimento para construir essas matrizes é apresentado no Apéndice A. Maiores

detalhes da teoria spline aplicada a Estatistica em Wegman e Wright (1983).
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3.2.2 Logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada

Seja a fungao L(@) definida pela equagao (3.1), a funcao de penalidade J; da
forma (3.4) com af = —ay/2, e a forma quadrdtica definida pela equagao (3.5).
Entao, o logaritmo da fungao de verossimilhanga penalizada (log-verossimilhanca
penalizada) associado ao modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico pode ser

eXpresso na forma

Lo(0,c) = ZLpi(H,a), (3.6)

em que
1 s

sendo (ag,bg) o intervalo que define o dominio da k-ésima varidvel explicativa e
a = (ay,...,a,)T o vetor de parametros de suavizagao. Note que se ay, for grande,
maior importancia estaremos dando para o critério de suavizacao, e portanto as
curvas serdo mais suaves ou menos onduladas. Agora, se ay, for pequeno (préximo
de zero), estaremos dando mais importancia para a medida da qualidade do ajuste.

Em geral, a funcao de verossimilhanca penalizada pode ser estudada com
propositos de otimizagao estabelecendo condicoes analiticas gerais, tais como con-
tinuidade, convexidade, e diferenciabilidade, sobre a funcao de verossimilhanca e a
funcao de penalidade. Nessa dire¢ao, alguns autores tém mostrado que existe uma
relacao de equivaléncia entre o processo de otimizacao da funcao de verossimilhanca
penalizada e o processo de otimizacao da funcao de verossimilhanca sujeita a
alguma condicao especifica imposta sobre um termo de penalidade; vide, por
exemplo, Schoenberg (1964) no contexto de spline polinomial natural.

Na seguinte secao derivamos a fungao escore penalizada associada ao vetor de

parametros 6. Os calculos envolvidos sao apresentados no Apéndice C.
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3.3 Funcao escore penalizada

Seja a funcao escore penalizada definida por

B 0Ly(0, )

Up(e) 80 9

(3.8)

em que 0Lp(0,)/00 denota a primeira derivada parcial do logaritmo da fungao
de verossimilhanca penalizada em relacao ao vetor 6; especificamente, em relacao

T com 1 =X\ (£ =

aos vetores de parametros 3,f;,...,f, e 7 = (11,72, ..., Ta)
I,....,dy)emm=v l=d +1,...,d" ;7=1,...,d,). Com efeito, assumindo
que a fungao geradora de densidades g¢(-), definida na Segao 2.5, é continua e

diferenciavel, definimos as quantidades
vi(0) = —2W,y(d;) ,

em que

d q'(6:)
1 ) = .

do; ogg(éz) 9(5z‘)

Usando resultados de diferenciacdo de matrizes (vide Magnus e Neudecker,

Wg(éi) =

(3.9)

1988) sobre a equacao (3.6) em relacao aos elementos de €, temos que a fungao

escore penalizada pode ser expressa na forma

Un(0) = Z Up.(0),

em que
U, (0)
Uy, (6)
Up,(0) = : , (3.10)
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sendo as fungoes escore parciais associadas aos efeitos fixos do modelo dadas por

0Ly, (0, )
0. (0 o 11
= u(0)X] B (yi — ),
0Ly, (0, )
bO) = e 12
uio) = 28 (3.12)
_ «
= w(0)NL 27 (yi — ) — f Kty
(k=1,...,5s) e as fungodes escore parciais associadas aos componentes de variancia
dadas por
Ur, ()
Uy, (0) = : , (3.13)
U (0)
em que
0Ly, (0, )
0 (0) = ——— 14
Uz.(6) - (314)

= —% [tf{zflii(f)} —0;(0) (yi — )T 271 (0) 2y — ui)] ;

com 3;(0) = 0%, /0 (i=1,...,n).

As quantidades v;(0) que aparecem nas equagbes acima podem ser interpre-
tadas como pesos e como ¢(d;) é uma funcao positiva e decrescente para quase
todas as distribuicoes que pertencem a classe das distribuicoes elipticas, temos
que v;(0) > 0, com excegao para as distribui¢oes Kotz, Kotz generalizada, e du-
pla exponencial. A Tabela 3.1 mostra as expressoes de v;(0) para algumas dis-
tribuicoes elipticas e podemos observar que no caso da distribuicao t-Student, a
quantidade v;(@) é inversamente proporcional a distancia de Mahalanobis ¢; =
(yi — 1) "2 (yi — ;). Dessa forma, o procedimento de estimagdo tende a atri-
buir pesos pequenos para as observacoes aberrantes. No caso da distribuicao ex-

ponencial poténcia, o parametro ¢ ¢ uma medida de curtose; para —1 < ( < 0 a
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distribuicao tem caudas mais leves do que as da normal e para 0 < ¢ < 1 a distri-
buigao tem caudas mais pesadas. Quando ¢ = 0 recaimos na distribuicao normal,
e portanto esse parametro pode ser visto como um parametro de afastamento da
normalidade. Assim, com o objetivo de acomodar observagoes aberrantes, pode-se
usar 0 < ¢ < 1. Note que tais distribui¢oes conduzem a um processo de estimagao
menos sensivel a observacoes aberrantes em relagao ao modelo normal em que
v;(@) = 1. Esse processo de estimagao serd robusto, no sentido da distancia de
Mahalanobis, quando trata-se de estimar o coeficiente de regressao, e parcialmente
robusto quando trata-se de estimar o componente de variancia e o componente nao
paramétrico. Nesse ultimo caso, a parcialidade deve-se ao termo de penalidade im-
posto sobre a funcao de verossimilhanca que nao é ponderado pelos pesos e que

apenas depende de t) = (t , ... ,tgrk)T (k=1,...,s).

Tabela 3.1: Expressoes das quantidades v; para algumas distribuigoes elipticas.

Distribuicao v;(0) = —2W,(4;)
Normal 1

vitm;
t-Student VZT(Slz X
Exponencial Poténcia ﬁ 6"
Logistica I 2 tanh (%)

1/2

Logistica II 53/2 tanh (6"2 )

Na seguinte secao derivamos a matriz de informacao de Fisher penalizada
associada ao vetor de parametros 6. Essa matriz serd utilizada na construcao do
procedimento de estimacao de @ e na obtencao da matriz de variancia-covariancia
de 6. A prova deste resultado e os calculos algébricos relacionados sao apresen-
tados no Apéndice C. Outros detalhes referentes a estes resultados no caso dos

modelos mistos lineares elipticos, veja Savalli (2006) e Lange et al. (1989).
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3.4 Matriz de informacao de Fisher penalizada

Definamos as quantidades dg, = E(W;(U;)Us) e fo,=E(W2(U;)U}), com U=

1Z:]]? e Z; ~ Spn.(g). A matriz de informacio de Fisher penalizada é definida por

T,(6) _E{%} | (3.15)

em que

PLy(0, )
0000"
denota as segundas derivadas parciais do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca
penalizada em relacao ao vetor 6, especificamente, em relacao aos vetores de
parametros 3, f1,...,f;, e 7. Com efeito, é possivel mostrar que a matriz de in-
formacao de Fisher penalizada (3.15) para o modelo misto aditivo semiparamétrico

eliptico assume a forma bloco diagonal

_ [ Z5e) o
Ip(0)—< 0 I;T(@)) : (3.16)

em que

i) = S.Tie) e
Iy (0) = Y Ij(6)

i=1

sdo matrizes de ordens [(p+ r) X (p + r)] e (d* x d*), respectivamente, sendo

I(6) T0(6) ... TM(6)

Ihre) Ihh(e) ... IhLE

I5°(0) Ip"(0) ... Iy(0)
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uma matriz [(p 4+ r) X (p + r)], com

I,°(0) = —E{%} (3.18)
4d

= 9ixXTy-lx.

)

0Ly, (0, )
oty — _Rpd 1P\ 3.19
o = e ) o
i £,/ Ly, (0, )
Iyv(0) = —E{ER 20
) { 0f,OF 520
o, NT 971N, + 2K k=F
e g2 Nei + TR Ry, -
%?Nzizi_lNk’i /{;;zék/, l{;,/{;/:L...,S,

e Zp7(0) = >, Zp7(0) uma matriz (d* x d*) em que o (7", £*)-ésimo elemento da

matriz Z}, (6) pode ser expresso na forma

0Ly, (0, )
T = —-Eq—————~ 3.21
. = | e .21
bij*z* 4f,. 1) 4
2fg¢

| B {Zflzi BN }
e {ER R E)

em que b; ., = tr{Ei_lEi(j*)}tr{E;lzi(é*)} (55,0 = 1,...,d*). Para algumas
distribuicoes multivariadas pertencentes a classe das distribuicoes elipticas as quan-

tidades dy, e f,, da expressao (3.21) tém uma forma fechada, como é o caso da
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distribuicao normal, t-Student e exponencial poténcia. Para outras distribuicoes,
como a distribuicao normal contaminada e a distribuicao logistica tipo I e II, as
quantidades (integrais) dg, e f,, devem ser calculadas mediante algum método de
aproximacao.

Por outro lado, é possivel mostrar que o vetor de parametros associado aos

componentes de variancia, T, é ortogonal aos vetores de parametros 8 e f;, (k =

1,...,s) associados aos efeitos fixos do modelo, respectivamente, isto é, verifica-se
que
?Lp(0, )
7079y = —EJ P
b (0) { oBorT }
=0 (3.22)
e
P Ly(0, )
Ih7(9) = —E{—2
P ( ) { afk&rT }
= 0. (3.23)
A propriedade de ortogonalidade de 7 com relagaoa Be f, (k= 1,. .., s) facilita

o desenvolvimento do processo iterativo para estimar o vetor de parametros 8. Veja
maiores detalhes a respeito dos resultados (3.22) e (3.23) no contexto paramétrico
em Lange et al. (1989).

Na seguinte secao concentramos nossa discussao no desenvolvimento do pro-

cesso iterativo para estimar o vetor de parametros 6.

3.5 Processo de estimacao

Para nosso proposito de otimizacao vamos supor que o logaritmo da fungao de
verossimilhanga penalizada Ly (6, &) definido por (3.6) é uma fungao convexa e que
satisfaz certas condi¢oes de regularidade; veja em Gu (2002) uma discussao dessas
condicoes de regularidade no contexto de regressao nao paramétrica. Entao, por

analogia com o critério de maxima verossimilhanca, o valor de 8 que maximiza
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Lp(0, ), em todo o espaco paramétrico ©, digamos 5, é chamado estimador de
méxima verossimilhanca penalizada (EMVP) de 6, e satisfaz a seguinte desigual-

dade:

Lp(a, a) > sup Lp(0, o) . (3.24)
0co
Em geral, a existéncia do estimador de maxima verossimilhanca penalizada
tem sido discutida por diversos autores, como por exemplo, De Montricher et al.
(1975), Tapia e Thompson (1978), e Silverman (1982). No caso especifico dos
modelos de regressao nao paramétricos classicos, O’Sullivan et al. (1986) mostram
que se a verossimilhanca penalizada é convexa, entao a existéncia de um tnico
estimador de maxima verossimilhanca da funcdao nao paramétrica sobre o espaco
de fungoes lineares, garante a existéncia do estimador de maxima verossimilhanca
penalizada no espaco de fungoes de Sobolev; veja também Buja et al. (1989).
Em nosso caso, como a fungao Lp(0, ) depende de fi (k = 1,...,s) através
da avaliacao funcional fk(tgg) (8 = 1,...,1%), e fr e Ki, sendo avaliados em
t) = (tgl, e ,tgrk)T, tém dimensoes finitas, temos que, sob certas condigcoes de
regularidade, o estimador de maxima verossimilhanca penalizada de f, sob o
modelo (2.1) existe e é tinico, e corresponde a uma spline ciibica natural que é com-
pletamente determinada pelo vetor finito dimensional t9; ou seja, o estimador de
maxima verossimilhanca penalizada de f; é admissivel em um espaco finito. A van-
tagem de usar suavizacao spline é a possibilidade de reduzir um problema infinito
dimensional a um problema finito dimensional sob o modelo (2.1). Geralmente os
estimadores de méxima verossimilhanga (penalizada) nao podem ser expressos em
forma explicita, e portanto necessita-se de um método iterativo para a obtencao das
raizes das equagoes de maxima verossimilhanga (penalizada) associadas. Nos ca-
sos em que as duas primeiras derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca
(penalizada) existam, com relagdo aos parametros de interesse, os procedimentos
usuais para calcular os estimadores de maxima verossimilhanga (penalizada) estao
baseados em uma expansao de série Taylor em torno de alguma estimativa inicial.
Nesse caso, podemos usar o algoritmo de Newton-Raphson ou algoritmo escore de
Fisher.
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3.5.1 Efeitos fixos

Em geral, para maximizar a verossimilhanca penalizada associada a um modelo
semiparamétrico existem varios procedimentos que podem ser considerados. Por
exemplo, Green (1987) propoe encontrar as solugoes das equagoes de estimagao de
maxima verossimilhanca penalizada de um modelo de regressao semiparamétrico
usando o algoritmo de Newton-Raphson. Hastie e Tibshirani (1990) sugerem ajus-
tar um modelo aditivo generalizado através do algoritmo escore de Fisher. Lin e
Zhang (1999) usam o algoritmo escore de Fisher para ajustar um modelo misto
aditivo generalizado e mostram que os estimadores das funcoes nao paramétricas
podem ser obtidos maximizando a quase-verossimilhanca duplamente penalizada.
Green (1990) propoe maximizar a verossimilhanga penalizada usando o algoritmo
EM penalizado e o algoritmo One-Step-Late (OSL), o qual corresponde a uma versao
modificada do algoritmo EM penalizado (Nychka, 1990). Uma discussao sobre a
variancia do estimador de maxima verossimilhanca penalizada obtido através do
algoritmo EM penalizado pode ser encontrada em Segal et al. (1994). Maiores de-
talhes do algoritmo EM podem ser encontrados em Dempster et al. (1977, 1981),
McLachlan e Krishnan (1997) e Laird et al. (1987).

Baseados nesses resultados, neste trabalho sugerimos adaptar o algoritmo es-
core de Fisher para encontrar solucoes para as equacoes de maxima verossimilhanca
penalizada e ajustar os componentes paramétrico e nao paramétrico mediante a

combinagao dos procedimentos iterativos escore de Fisher e backfitting.

Equacoes de estimacao

Consideremos o logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada associado

ao modelo marginal (2.12),

Ly(0,) = Y Ly(6,a),
i=1

em que Lyp,(0) é dada pela equagao (3.7). Suponhamos que o vetor de parametros

associado aos componentes de variancia 7 e o vetor de parametros de suavizagao
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a sao fixos. Entao, o vetor de parametros a ser estimado é (ﬁT, fl, .. )T cujas

equacoes de maxima verossimilhanca penalizada sao dadas por

n

Up(0) = > u(@X! =7 (vi—p) =0,

i=1

uhe) = > [vi(e)N,{i >y — IJ’i)] —a Kqify =0 e (3.25)
i=1

Uk (0) = [vi(e)NZ; >y — p,z)] —a, K, =0.
i=1

E possivel mostrar que as solugoes para as equagoes de estimagao acima con-
duzem as estimativas de maxima verossimilhanca penalizada, digamos 3 e fj

(k=1,...,s).

Algoritmo escore de Fisher

Assumindo que o vetor de parametros de suavizacao « e a matriz X; sao fixos,
podemos mostrar, usando (3.10) e (3.17), que a (u + 1)-ésima etapa do processo

iterativo escore de Fisher que permite resolver (3.25) é dada pela seguinte equagao

matricial:
Zizl IIE;B(O) Zi:l I§¢f1 (0) te Zizl Igifs (0) CI)O
S ZRAO) YL IRMO) L YL TR () P,
Z?:l I%Zﬁ(e) Z?:l Igsifl (0) e Z?:l Ifjsifs (0) ¢5
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em que @y = BUY — W ¢ H, = f,guﬂ) — f,iu) (k=1,...,s),parau=0,1,2,....
Célculos diretos mostram que os elementos da matriz de informacao de Fisher
e do vetor escore da equacao acima podem ser escritos em uma forma matricial

conveniente. Com efeito, podemos escrever

4d
I,°0) = —EXIS X,
Z Z o
da seguinte forma:
~ 4dy, 4d Ad
—IXTy X, = 2 XTw X, + ...+ —2XIW, X,
=1 T my mp
= XT"W*X ,
em que X = (Xy,...,X,)T e W* = diag (473"11 Wl,...,4i""W ) é uma matriz
(n* x n*), com W; = ;' e n* = >, m;. Analogamente, podemos escrever o
elemento
4d
l’ﬁfk — 9i XTE 1N :
> > Mz
na forma
~ 4d Ad 4d
> EXIE Ny = —2XIWiNg + ..+ —2XIW, Ny,
i—1 my my My
= XTW*N,,
sendo a matriz Ny = (N7,,... N} )7, Similarmente, podemos escrever as matri-

z€es
S NEW N + 2Ky, k=k

’

= S NEW Ny, k#k
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O procedimento é andlogo para os elementos do vetor escore. Nessas condigoes,

podemos escrever a equagao (3.26) na forma

XTW*X XTW*N, . XTW*N, ®,
NTW*X NTW'N; + K, ... NTW*N, ®,
NTW*X NTW*N, . NTW*N, + o, K, ®,
. ()
X*W(y — )

NIW(y — p) — ar Ky

NZW(y - l'l') - assts

em quey = (yI,...,yl)T é um vetor (n* x 1), W = diag(v;y Wy, ...,v,W,,) é
uma matriz (n* x n*), e p = XB + > 7_, Nifi é um vetor (n* x 1). Note que as
quantidades v; = v;(0) (i = 1,...,n) e o vetor u devem ser avaliadas em 8 = 3
ef, = f,gu) (k=1,...,s). Assun, apos algumas manipulacoes algébricas, é possivel

escrever a equacao matricial acima na forma

gl Sp {x( D 4 W )
fl(u.+1) . S, (u w4 {7 @) } | .
g1 S, {x D +W<u>p,<u>}
em que
(XTW*X) 1 XTW* k=0

S, =
(NTW*N;, + o Kp,) " 'NTW* k=1,...,s
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sao matrizes de suavizagao e

I, — W®)y - 3% N« )
y k=1 k

I
@

(w,u+1)
I'ﬁi =

(L = W)y = XBUD — 5 NG 0 =6y

sao residuos parciais que permitem ajustar o componente paramétrico e o compo-
nente aditivo do modelo atualizando a matriz W® = I, — W' W® ¢ o vetor
1™ em cada etapa do processo. Nas expressoes acima podemos observar que tanto
as matrizes de suavizacao quanto os residuos parciais, dependem da distribuicao
eliptica através das quantidades v;(0) e d,,. Note também que, em geral, as ma-
trizes D e V; sao desconhecidas e devem ser estimadas através de algum processo
de estimacao. Da mesma forma, quando o vetor de parametros de suavizacao é
desconhecido, devemos estiméa-lo através de algum método apropriada, como por
exemplo, o método de validacao cruzada generalizada (este topico sera discutido
na segao 3.7). Porém, em alguns casos, o pesquisador escolhe valores especificos

para esses parametros de acordo com a sua conveniéncia.

Algoritmo backfitting

Em geral, resolver a equagao (3.27) de maneira direta ndo é muito apropriado
desde o ponto de vista pratico e portanto sugerimos aproximar sua solug¢ao, como
é usual no ajuste de um modelo aditivo geral, através do algoritmo backfitting
(Gauss-Seidel). Embora o algoritmo backfitting seja uma técnica iterativa que for-
nece dificuldades adicionais no desenvolvimento da teoria assintética, o método
tem sido refinado e estendido para modelos mais complexos; vide, por exemplo,
Green (1985), Stone (1986), Hastie e Tibshirani (1987), e Buja et al. (1989). Geral-
mente, as estimativas finais geradas pelo algoritmo backfitting podem depender dos
valores iniciais das funcoes ou dos critérios de convergéncia estabelecidos. Nesse
contexto, Buja et al. (1989) mostram que o algoritmo backfitting coincide com o
método iterativo de Gauss-Seidel e estabelecem algumas condigoes de regularidade

para garantir a consisténcia das equagoes de estimagao (normais) e a convergéncia
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do algoritmo; veja também outros detalhes em Berhane e Tibshirani (1998) que
mostram que o algoritmo sempre converge quando os suavizadores envolvidos no
processo formam uma spline cubica. No caso de suavizadores simétricos e com au-
tovalores no intervalo [0, 1] que nao apresentam concurvity!, o algoritmo converge
para uma unica solucao, independente dos valores iniciais das funcoes usadas no
processo iterativo. No entanto, se os suavizadores apresentam concurvity, o al-
goritmo converge a alguma solucao da equacgao, e os valores iniciais das fungoes

determinam as solugoes finais do processo.

Tabela 3.2: (u* + 1)-ésima etapa do algoritmo backfitting na (u + 1)-ésima etapa
do processo iterativo escore de Fisher sob o modelo misto aditivo semiparamétrico
eliptico.

(i)  Inicie o processo iterativo com AW = g0 ¢ f,g") = f,go’o), E=1,...,s

(i) Parak=1,...,s1,...,s,...eu"=0,1,2,... calcular

@

P (e — W)y — 375 Nl
ﬁ(qul,u*Jrl) _ SO {r(ﬁu_,u*) I W(u)u(u)} .
) ) = (e W) y - XB I S N

féu—f—l,u*—i-l) =S, {r&u*) +W(“)M(“)} .

(iii) Repita (i) e (ii) até atingir a convergéncia desejada .

LConceito andlogo ao conceito de colinealidade usado na teoria dos modelos lineares
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3.5.2 Componentes de variancia

Assumindo que o vetor de parametros de suavizacao « é fixo, podemos obter
a estimativa de maxima verossimilhanca penalizada de 7 = ()\T, ~T)T através do

seguinte processo iterativo:

) = arg max {Lf) (Bi““), fl(zTLH), U S a)} : (3.28)
em que L¢ (ﬁg”“), fl(lfrl), R i o) denota o logaritmo da fungao de verossi-

milhanca penalizada concentrada de 7 definido por

¢ (glutl) gl u - 1 ~
Lp(/ﬁg— +1)7f1(7—+1)7 s 7fs(7-+1)77-7a) - Z{ - 510g|2ﬂ| + lOgg((Sn)}

i=1

1 - u u
. S
k=1

em que gn. = 6322;157“ com &, = (yi — X80 — Sy Nkiflgz“)) e u =
0,1,.... Note que o subindice 7 foi incorporado para denotar a dependéncia com
respeito ao vetor de parametros 7. A maximizagao de (3.28) pode ser efetuada,
por exemplo, através do algoritmo de quase-Newton, escore de Fisher, EM, ou
secante multivariado. Tais algoritmos conduzem aproximadamente a estimativa
de méxima verossimilhanca penalizada de 7, digamos 7. No caso especifico do

algoritmo escore de Fisher, temos que

R S ORI SHOKE (3.29)
com UL(0) e Z77(0) definidas pelas equacoes (3.13) e (3.21), respectivamente.

3.5.3 Processo iterativo

Finalmente, o processo iterativo conjunto para obter a estimativa de maxima

verossimilhanca penalizada de @ = (8%, fl, ... I, 77)T  baseado no algoritmo

)78 )

escore de Fisher, é dado por
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B+ Sy {r( D) 4 W)
f1(u+1) B S, {rgﬁu‘*‘l) +W(U)IJ’(U)}
fs(qul) S, {rlgu_,qul) _'_W(u)u(u)}

-1

e = O TV ue)®, u=01,

Para iniciar o processo iterativo descrito acima, valores iniciais 3, f,g) (k =
1,...,s) e 7 devem ser fornecidos. Em particular, para os modelos ndo gaussianos
elipticos, podemos considerar as estimativas obtidas a partir do modelo normal

para iniciar o processo.

3.5.4 Efeitos aleatdrios

Em muitas aplicacoes praticas é preciso estimar os efeitos aleatérios. Nesse
sentido, pode-se usar o fato de que a média condicional de b;, dado o valor ob-
servado y;, segue uma distribuicao eliptica. Especificamente falando, a partir da

distribuicao conjunta

Vi XiB + > 5y Ny Z.DZ! +V, Z,D
~ Elimita) : T :
b, 0 DZ D

podemos mostrar, mediante a Propriedade 1.4.4 das distribuicoes elipticas apre-

sentada na Secao 1.4, que a distribuicao condicional de b;|y; é da forma
b; |yi ~ geq{szzgl (yi -XiB-) Nkifk) ,D— szzglziD} . (3.30)
k=1

Veja a prova desse resultado no Apéndice B. Daf segue que, para 3; = Z,DZ! +V;

fixa, o estimador de Bayes empirico dos efeitos aleatérios b; é dado por
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= Dz'x% ! (yi ~X,8 - ZNkz/fk) ;
k=1
em que B,/ﬂ, e ,/fs correspondem as estimativas de maxima verossimilhanca pe-

nalizada. Assim, o vetor de efeitos aleatorios estimados é dado por
b= (b’ . .. b, (3.32)

Para uma revisao do processo de estimacao de b; nos modelos mistos lineares
normais veja Harville (1976, 1977) e Laird e Ware (1982), entre outros; para os
modelos mistos lineares elipticos, veja Savalli et al. (2006); para os modelos mis-
tos semiparamétricos normais veja Zhang et al. (1998) e Fung et al. (2002); e,
finalmente, para os modelos mistos aditivos generalizados veja Lin e Zhang (1999).

Consequentemente, o valor ajustado para o i-ésimo grupo pode ser expresso na

forma

yi = Xl//B\ + Zigi + Z Nki/f\k
k=1

~—1

=V, 2;1 (Xzﬁ + ZNkz/fk) + (Imi - \Afz % )yi .
k=1

Observamos que y; pode ser interpretada como uma média ponderada entre
o perfil da populagao (XZB + >0 N;“?k> e os dados observados y;, com pe-
SOs i\/l 2;1 e (Imi — \A/'Z 2; 1), respectivamente. Note que quando a variabilidade
residual V; é maior do que a variabilidade intraunidades amostrais 3J;, maior
ponderacao serd dada ao perfil ajustado (X,B + > N/ﬂ/f\k> Por outro lado,
quando a variabilidade intraunidades experimentais for maior do que a variabili-

dade residual, maior ponderacao sera atribuida ao valor observado y;.
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3.5.5 Erro padrao

Na teoria paramétrica classica é bem conhecido o fato de que se as estimativas
de maxima verossimilhanca sao obtidas via o algoritmo de Newton-Raphson, escore
de Fisher ou EM, as matrizes de variancia-covariancia assintoticas dessas estima-
tivas podem ser obtidas a partir da inversa da matriz de informacao observada ou
esperada (veja, por exemplo, Lehmann, 1999; Louis, 1982 e Meng e Rubin, 1991).
Da mesma maneira, na teoria nao paramétrica ou semiparamétrica, varios auto-
res tém discutido o problema de estimar as matrizes de variancia-covariancia das
estimativas de maxima verossimilhanca penalizada. No caso especifico do modelo

nao paramétrico classico,

em que t; < ... < t, e o0s ¢ sao erros aleatérios independentes com distribuicao
N (0, ), Wahba (1983) e Silverman (1985) propoem estimar a matriz de variancia-
covaridncia da estimativa de méxima verossimilhanca f = (f(t1),..., f(tn))T usan-

do a matriz de variancia-covariancia a posteriori de f sob o modelo bayesiano
t
f(t)=A+ Bt+a /2 / W(u)du , (3.34)
0

em que A e B sao variaveis aleatérias que tém distribui¢bes uniformes impréprias (a
priori nao informativa) no intervalo (—oo, 00), respectivamente, e YW(u) é um pro-
cesso Wiener padrao?. Da mesma maneira, Zhang et al. (1998) propoem estimar
as matrizes de variancia-covariancia das estimativas de maxima verossimilhanca
penalizada sob o modelo misto semiparamétrico normal, usando as correspondentes
matrizes de variancia-covariancia a posteriori sob o modelo bayesiano (3.34). Con-
tudo, podemos observar que, em ambos os dois trabalhos, as matrizes de variancia-
covariancia das estimativas de maxima verossimilhanca penalizada, ainda que obti-

das a partir das matrizes de variancia-covariancia a posteriori de uma distribuicao

2As vezes alguns autores consideram o modelo bayesiano finito dimensional proposto por
Green e Silverman (1994).
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normal multivariada, correspondem a inversa da matriz de informacao observada
calculada a partir da funcao de verossimilhanca penalizada, uma vez que essa
funcao é tratada como uma verossimilhanca usual; dito de outra forma, as matri-
zes de variancia-covariancia podem ser obtidas a partir das matrizes de segundas
derivadas parciais da verossimilhanca penalizada (Segal et al., 1994).

Motivados pelos resultados desses autores e pelo fato de nods utilizar o algo-
ritmo escore de Fisher para obter as estimativas de maxima verossimilhanca, neste
trabalho sugerimos estimar as matrizes de variancia-covariancia assintéticas dessas
estimativas (o erro padrao) baseados na inversa da matriz de informagao de Fisher
penalizada Z,'(0) definida na Segao 3.15. Dessa forma, a matriz de variancia-

covariancia assintética estimada de 6 é dada por

Cov(6) ~ I;(0) . (3.35)
Em particular,
Cov(B,f) ~ Z00'(@) o

— 1

Cov(7) ~ Iy '(6),
em que f= (/ﬂ, e ,/f:s) denota a estimativa de maxima verossimilhanca penalizada.
No contexto dos modelos lineares parciais, Heckman (1986) prova a consisténcia
e normalidade assintética do estimador do coeficiente de regressao e mostra que
o viés é assintoticamente desprezivel (veja também Green, 1987). Por sua parte,
Zhang et al. (1998) apresentam uma interessante discussao sobre o comportamento
assintotico dos estimadores de maxima verossimilhanca penalizada no caso normal,
e derivam expressoes fechadas para as matrizes de variancia-covariancia desses esti-
madores desde o ponto de vista frequentista e bayesiano. E, recentemente, Durban
et al. (1999) apresentam um método, computacionalmente atrativo, que permite
aproximar o erro padrao da estimativa do coeficiente de regressao no contexto dos

modelos aditivos semiparamétricos; veja também Flanders et al. (2005).
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Na seguinte Secao descrevemos um procedimento para representar o modelo
misto aditivo semiparamétrico como um modelo misto puramente paramétrico
quando os estimadores das fungoes nao paramétricas conduzem a uma spline
cibica. Esse procedimento foi discutido inicialmente por Green (1987) no con-
texto dos modelos semiparamétricos e posteriormente por Zhang et al. (1998) no

contexto dos modelos mistos semiparamétricos gaussianos.

3.6 Modelo misto modificado normal

Quando usamos suavizacao spline para estimar as funcoes nao paramétricas,
existem algumas conexoes com o modelo misto usual (Wang, 1998). Com efeito, de
acordo com Green (1987), Zhang et al. (1998) e Lin e Zhang (1999), os componen-
tes nao paramétricos do modelo (2.7) , f;, (k =1,...,s), podem ser representados

através de uma transformagao linear 1-1 da seguinte maneira:

em que §;, € R? a, € R®»*2 B, = Ly(LIL;,) ™!, Ly € R%*@~2) & uma matriz
de posto completo que satisfaz K;, = LyL] e LIT, = 0, com Ty = (1, t9) €
R™*2. Logo, usando a igualdade fI'Kf;, = ala;, podemos escrever o logaritmo

da fungao de verossimilhanca penalizada (3.6) para o caso gaussiano na forma

n

1< 1 . (BN
Ly(6, o) = cte. — 5 ;lﬂ | 3 | 3 Z(y@' — 1) 2y ) - 5 ;Uk ajay ,

i=1

em que o = 1/ay. Substituindo (3.36) na equacao (2.7), temos que as respostas

observadas sao modeladas da seguinte maneira:

yi=XiB+Zbi+ > <NkiTk6k + NyiBy, ak) +ei, (3.37)

k=1
em que (37,687, ...,8%)7 corresponde ao vetor de parametros associado aos efeitos
fixos domodelo e b, = (b?,... bl al' ... al)T é o vetor de efeitos aleatérios. No-
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temos que a conexao entre o modelo semiparamétrico (2.7) e o modelo misto (3.37)
se estabelece através de um modelo com efeitos fixos e aleatérios puramente pa-
ramétricos. A importancia dessa conexao baseia-se principalmente na possibilidade
de estimar as fungoes nao paramétricas ajustando um modelo paramétrico. Espe-

cificamente, podemos estimar f, da forma
f, = T).0, + By ay, (3.38)

em que ?k ¢ uma combinacao linear das estimativas dos efeitos fixos gk e dos efeitos
aleatérios @y, obtidas pelo ajuste do modelo misto paramétrico (3.37) usando os
métodos de estimacao tradicionais e as ferramentas computacionais ja desenvol-
vidas. Além disso, podemos estimar o parametro de suavizacao incorporando seu
inverso como um componente de variancia extra em no modelo misto modificado
(3.37). Na seguinte secao apresentamos alguns métodos que permitem obter es-
timativas para os parametros de suavizacao. Especificamente, consideraremos o
método de validagao cruzada e o método de validacao cruzada generalizada. Salien-
tamos que esta discussao trata apenas o problema de estimagao desses parametros

para alguns casos particulares do modelo proposto neste trabalho.

3.7 Os parametros de suavizacao

Nas secoes anteriores consideramos os parametros de suavizacao aq, ..., o fi-
xos para fazer inferéncia para as funcoes nao paramétricas fi,..., fs. Porém, na
pratica esses parametros devem ser estimados a partir dos dados. No caso em
que usamos um procedimento de suavizacao spline é usual usar, por exemplo, o
método de validacao cruzada (Wahba e Wold, 1975) ou o método de validacao
cruzada generalizada (Craven e Wahba, 1979; Eubank, 1988). Detalhes referentes
aos métodos usados para estimar os parametros de suavizacao no contexto dos
modelos aditivos podem ser encontrados, por exemplo, em Buja et al. (1989),
Opsomer e Ruppert (1998), Rigby e Stasinopoulos (2005) e Hastie e Tibshirani
(1990), dentre outros.
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3.7.1 Validacao cruzada

Consideremos o modelo nao paramétrico (3.33). Validacao cruzada (VC) é um
método usado para estimar o erro de predi¢cao para um modelo ajustado aos dados.
Tal método, usa parte dos dados para estimar o modelo e o restante para avaliar
se ele é adequado ou nao. De acordo com Green e Silverman (1994), quando a
estimativa da funcao nao paramétrica f é uma spline cibica natural, a expressao

do escore de validacao cruzada é dada por

em que f(a) = H(a)y, sendo y = (v1,...,¥,)" e £(a) = (f(t1,@),..., F(ts,a))"
a estimativa de f, para um valor de « fixo, e h;(«) o i-ésimo elemento diagonal da

matriz H(«), denominada matriz hat ou matriz de influéncia, definida na forma
H(a)= (I, +aQR'Q") ™", (3.39)

sendo as matrizes Q e R definidas na Subsegao 3.2.1. Green e Silverman (1994)
fornecem um algoritmo eficiente para obter os elementos h;;(a) e um procedimento
alternativo para calcular tr{ H(«)} baseado nos autovalores da matriz hat. A
idéia basica de validagao cruzada é escolher o valor de o que minimize VC(a).
Como nao ha garantia de que a fun¢do VC(a) tenha um vinico minimo, cuidados
devem ser tomados com sua minimizagao. Uma rede de procura é, provavelmente,
o melhor caminho a ser seguido. Além disso, qualquer método de minimizagao
que for utilizado envolverd o calculo de VC(«) para um nimero de valores de
« e, por isso, é importante que se utilize um método eficiente para o calculo de
VC(a). Silverman (1984) propoe um método de validacao cruzada aproximado e
mostra, através de um estudo de simulacao, que tal método tem boas propriedades
estatisticas. Hall e Titterington (1987), propoem e comparam dois métodos para
escolher o parametro de suavizagao, o primeiro baseado em uma medida de risco,

e o outro, baseado em uma medida da qualidade do ajuste do modelo.
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3.7.2 Validacao cruzada generalizada

Validacao cruzada generalizada (VCG) é uma forma modificada de validacao
cruzada, e é um método popular para encontrar o parametro de suavizacao. A
idéia basica de VCG ¢é substituir 1 — h;; () pela sua média, 1 — n~'tr{H(a)}.
Assim, o escore de validacao cruzada generalizada é construido por analogia com

validacao cruzada. Dessa forma temos que,

~

VCG(a) = nimlimf o))
(1—n-'tr{H(a)})*

Da mesma maneira que no caso de validacao cruzada, a escolha do parametro de
suavizacao para validacao cruzada generalizada é realizada pela minimizacao do
escore VCG(a). No caso especifico em que todos os h;;(a) sdo iguais, o método
de validacao cruzada generalizada seria idéntico ao método de validagao cruzada.
O’Sullivan et al. (1986) mostra, com base em argumentos assintéticos e resultados
de simulagao, que validacao cruzada generalizada tem um comportamento satis-
fatério desde o ponto de vista do critério do erro quadratico médio ponderado (veja
também Wahba, 1985; Wecker e Ansley, 1983; Wang, 1998 e Kohn et al. 1991).

3.8 Selecao de modelos

Nesta secao trataremos de maneira sucinta a selecao de modelos na classe
de modelos MMASE. Devido a que os parametros do modelo sao estimados via
maxima verossimilhanca penalizada, convém utilizarmos, em analogia com o caso
paramétrico, o critério de informagao de Akaike (AIC) (Akaike, 1974), ou algumas
das suas variantes, como por exemplo, o critério de informagao de Schwarz (SIC)
(Schwarz, 1978); veja também Burnham e Anderson (1998) e Pauler (1998). O
critério de informacao de Schwarz definido na classe dos modelos MMASEs é dado
por

SIC(8) = —2Lyp(0, @) + p*logn | (3.40)
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em que Lp(b\, a) corresponde ao logaritmo da fungao de verossimilhanga penalizada,
definido na equagao (3.6), avaliado na estimativa de maxima verossimilhanga pe-
nalizada de 8, p* = p+r+d* corresponde o niimero total de parametros no modelo,
comr =Y, ryed =dy+d, en denota o tamanho da amostra. Note que
maximizar o logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada é equivalente a
minimizar o critério de informacao de Schwarz. Logo, do ponto de vista pratico,
escolhemos, dentre os modelos considerados, aquele que apresente o menor valor
de SIC(@). O critério de informagao de Schwarz também pode ser utilizado para
escolher os graus de liberdade da distribuigao t-Student (no caso univariado ou
multivariado), e na selecdo dos parametros de suavizacao, sendo escolhida a com-
binacao dos parametros que minimiza o valor de SIC(@). Outos detalhes sobre
o critério de informacao de Schwarz no contexto dos modelos nao paramétricos,
semiparamétricos e aditivos, podem ser encontrados, por exemplo, em Hurvich et
al. (1998), Simonoff e Tsai (1999) e Durban et al. (2003), e Rigby e Stasinopoulos

(2005), respectivamente.

3.9 Conclusoes do capitulo

A contribuicao principal deste capitulo foi o desenvolvimento de um processo
iterativo para estimar os parametros do modelo misto aditivo semiparamétrico
eliptico. Especificamente, a partir do logaritmo da funcao de verossimilhanca
penalizada do modelo marginal, calculamos as funcoes escore e as matrizes de
informacao de Fisher associadas aos parametros do modelo. Usando esses resul-
tados, derivamos o processo iterativo escore de Fisher e backfitting para estimar o
coeficiente de regressao e as fungoes nao paramétricas. O processo iterativo escore
de Fisher também foi proposto para estimar os componentes de variancia e o esti-
mador empirico de Bayes para estimar os efeitos aleatorios. Em analogia com os
modelos paramétricos, sugerimos estimar o erro padrao dos estimadores usando a
matriz de informacao de Fisher. O critério de informacao de Akaike foi proposto

como uma alternativa para a selecao de modelos e os parametros de suavizacao.
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Capitulo 4

Influéncia local baseada na funcao de

verossimilhanca penalizada

Neste capitulo concentramos nossa discussao no desenvolvimento do método de in-
fluéncia local para os modelos mistos aditivos semiparamétricos elipticos. Iniciamos
o capitulo descrevendo alguns dos principais trabalhos relacionados a aplicacao
desta metodologia em modelos paramétricos. A Secao 2 descreve o método de
influéncia local baseado na verossimilhanga penalizada. A Segdo 3 apresenta os
resultados obtidos da derivacao da curvatura normal. Especificamente, a matriz de
informacao observada de Fisher e a matriz de perturbacoes para diferentes esque-
mas de perturbagao. No final, a Secao 4 contém uma discussao sobre os principais

resultados apresentados neste capitulo.

4.1 Introducao

Uma etapa importante na modelagem estatistica é verificar possiveis afasta-
mentos das suposicoes estabelecidas sobre o modelo, bem como a existéncia de
observacoes discrepantes com alguma interferéncia desproporcional sobre os re-
sultados derivados do ajuste do modelo. Na literatura estatistica essa etapa é
conhecida como analise de diagnodstico. Inserido neste contexto, tem-se desenvol-
vido diversos procedimentos para detectar a presenca de observacoes discrepantes.

Dentre as técnicas mais usadas encontra-se a analise de residuos e a eliminacao de

ol
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casos. A andlise de residuos sugere o uso de uma inspecao grafica dos residuos pa-
dronizados. Eliminacao de casos propoe avaliar o impacto de cada observagao sobre
as estimativas da regressao através da retirada individual de cada observacao do
conjunto de dados. Uma observagao ¢ influente se o efeito de exclui-la do conjunto
de dados produz diferencas significativas na analise. Nesse sentido, a distancia
de Cook tem recebido uma atengao especial. A andlise de influéncia baseada nos
residuos e eliminacao de casos foi proposta, inicialmente, para o modelo de re-
gressao paramétrico. Alguns trabalhos relacionados sao os seguintes: Cox e Snell
(1968) apresentam uma forma geral de definir residuos e propdem um método para
encontrar seus dois primeiros momentos; Cook (1977) propoe um importante pro-
cedimento para detectar observacoes influentes baseado na idéia de eliminacao de
casos; Belsley et al. (1980) discutem a padronizagao dos residuos e apresentam
algumas medidas de diagndstico dirigidas a identificacao de dados influentes; Cook
e Weisberg (1982) desenvolvem algumas medidas de diagndstico para o modelo de
regressao baseadas nos residuos e na distancia de Cook; Hawkins (1980) e Rousse-
euw e Leroy (1987) tratam o problema da identificacao de observagdes aberrantes;
Caroni (1987) apresenta andlise de residuos e de influéncia para o modelo linear
multivariado; Paula e Peres (1988) discutem a eliminac¢do de pontos em modelos
lineares generalizados com parametros restritos; Christensen et al. (1992) desen-
volvem a idéia de eliminacao de casos para modelos com efeito misto; Cordeiro e
Paula (1992) estendem a técnica de eliminagao de casos para modelos cuja distri-
buigao nao pertence a familia exponencial; Banerjee e Frees (1997) apresentam um
procedimento de diagnostico de influéncia baseado na eliminacao de observacoes
em modelos lineares longitudinais; Galea et al. (2000) estudam a técnica de eli-
minacao de casos em modelos elipticos multivariado; Zhu et al. (2001) estudam
a técnica de eliminagao de casos para modelos com dados incompletos; e Diaz et
al. (2003) desenvolvem diagndstico de influéncia para o modelo de regressao linear
multivariado eliptico. Veja também outros trabalhos relacionados em Gnanade-
sikan (1977), Polasek (1984), Chatterjee e Hadi (1988), Barnett e Lewis (1994),
Penia (2005) e Tan et al. (2001).
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A andlise de influéncia baseada nos residuos e na técnica de eliminacao de
casos desenvolvida para o modelo de regressao paramétrico, também tem sido es-
tendida para os modelos de regressao nao paramétrico e semiparamétrico. Alguns
trabalhos relacionados sao os seguintes: Eubank (1984) estuda as propriedades da
matriz de alavancas no contexto de regressao nao paramétrica e deriva algumas
medidas de diagnéstico usando suavizacao tipo spline; Silverman (1985) apresenta
uma discussao sobre o uso de residuos em regressao nao paramétrica usando su-
avizagao tipo spline; Eubank (1985) deriva as propriedades de algumas medidas
de diagnédstico para regressao nao paramétrica, baseadas nos pontos de alavanca
e residuos studentizados; Eubank e Gunst (1986) derivam algumas medidas de
diagnostico para a classe de estimadores de minimos quadrados penalizados sob
um ponto de vista bayesiano; Eubank e Thomas (1993) propoem alguns testes e
graficos de diagnostico para detectar heteroscedasticidade em regressao nao pa-
ramétrica usando suavizagao por splines (veja também Gu, 1992); Kim (1996)
estuda residuos, alavanca e algumas distancias tipo Cook usando suavizacao por
spline; Wei (2004) apresenta algumas medidas de diagndstico de influéncia e ro-
bustez para suavizagao por spline; Kim et al. (2002) apresentam algumas medidas
de diagnéstico de influéncia, como funcgoes dos residuos e alavancas para as esti-
mativas do componente paramétrico e nao paramétrico propostas por Speckman
sobre o0 modelo de regressao semiparamétrico (linear parcial). Recentemente, Fung
et al. (2002) apresentam um importante trabalho no qual estendem as medidas de
diagnéstico baseadas nos residuos e na distancia de Cook para as estimativas de
maxima verossimilhanca penalizada sob o modelo linear com efeito misto semipa-
ramétrico normal. As férmulas obtidas para a analise de influéncia apresentadas
por Fung et al. (2002) sao expressoes generalizadas das férmulas desenvolvidas
para os modelos paramétrico e nao paramétrico.

Como alternativa a analise de influéncia baseada na eliminacao de pontos, Cook
(1986) desenvolve um método de diagnéstico mais inovador na érea de regressao,
conhecido como influéncia local. A idéia basica do método de influéncia local é

avaliar a influéncia conjunta das observacoes quando pequenas perturbacoes sao
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introduzidas no modelo ou nos dados, ao invés da avaliacao da influéncia induzida
pela retirada individual ou conjunta dessas observagoes. Se o fato de introdu-
zir uma pequena perturbagao no modelo gera mudancas significativas nos resul-
tados da andlise, entao isso é uma evidéncia de alguma dificuldade. Sugere-se
medir a sensibilidade da analise frente a mudancgas no modelo através de algum
tipo de derivada. Cook propoe usar a curvatura da superficie do afastamento da
verossimilhanga que ¢é essencialmente equivalente a usar a segunda derivada do
afastamento da verossimilhanca. Na atualidade, o método de influéncia local tem
recebido uma atencao especial na comunidade Estatistica envolvida na analise de
diagnostico de influéncia e tem-se intensificado o estudo desse método para diver-
sos modelos estatisticos. Por exemplo, Paula (1993) propoe uma nova medida de
influéncia local para modelos lineares com parametros restritos; Galea et al. (1997)
desenvolvem a técnica de influéncia local para o modelo de regressao linear eliptico;
Lesaffre e Verbeke (1998) nos modelos lineares mistos; Ouwens et al. (2001) nos
modelos lineares generalizados mistos; Pan e Fang (2002) nos modelos de curva
de crescimento; Diaz-Garcia et al. (2003) no modelo de regressao linear multi-
variado eliptico; Villegas (2002) no contexto dos modelos lineares generalizados;
Ibacache (2004) no modelo de regressdo multivariado normal com erros aleatorios
equicorrelacionados; Lu e Song (2006) no modelo com varidveis latentes probito;
Liu (2000) e Liu (2002) no modelo linear eliptico multivariado; Liu (2004) no
modelo de séries de tempo heteroscedastico condicional eliptico; Galea et al. (2005)
no modelo de calibra¢do comparativa t-Student; e Osorio (2006) no modelo linear
misto eliptico. Veja também outros detalhes sobre o método em Billor e Loynes
(1993), Fung e Kwan (1997), Cook (1997), e Poon e Poon (1999). Por outro lado,
o método de influéncia local tem sido também estendido para os modelos nao pa-
ramétricos e semiparamétricos. Por exemplo, Thomas (1991) desenvolve a técnica
de influéncia local para o parametro de suavizacao selecionado pelo método de
validagao cruzada no modelo de regressao nao paramétrico e Zhu et al. (2003) es-
tendem a andlise de influéncia local para as estimativas de maxima verossimilhanca

penalizada derivadas do modelo linear parcial normal univariado.
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4.2 Meétodo de influéncia local

Nesta secao desenvolvemos o método de influéncia local baseado na fungao
de verossimilhanca penalizada. Nosso propdsito é avaliar a sensibilidade das es-
timativas de maxima verossimilhanca penalizada quando introduzimos pequenas
perturbagoes no modelo ou nos dados. Por simplicidade, vamos assumir que o
vetor de parametros de suavizacao, «, é fixo.

Consideremos o modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico (2.12), em que

o logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada é expresso na forma
Lp(G,a) = ZLpz(eaa) ) (41)
i=1

sendo Lyp, (0, ) a contribuicao da i-ésima observagao definida pela equagao (3.7).
Suponhamos que Lp(0, a|w) é uma versao perturbada de Ly(0, &) que depende do
vetor de perturbagoes w = (wy, ..., w,)T de dimensao (nx 1), restrito ao subespago
Euclideano aberto €2 C R", e assumimos que existe um vetor wg de nao perturbagao
que satisfaz Lp(0, ac|wg) = Lp(0, ). Supor ainda que 6 6 a estimativa de méxima
verossimilhanga penalizada obtida ao maximizar Ly(0, a), e /O\W a estimativa de
maxima verossimilhanga penalizada obtida ao maximizar Lp(6, o |w). Uma forma

de comparar 6 e 0, é medir a distancia entre essas estimativas através da funcao

de afastamento da verossimilhanca, definida como

~

DV (w) =2|Lp(0, ) — Lp(6,, )| > 0.

A idéia de influéncia local é estudar o comportamento de DV (w) em torno de
wp. O procedimento consiste em escolher uma direcao unitéaria arbitraria, £, e entao
considerar o grafico de DV (wo+ a £) versus a, para a € R. Esse grafico é chamado
de linha projetada. Note que DV (wq + a £) tem um minimo local em a = 0,
uma vez que DV (wy) = 0. Cada linha projetada pode ser caracterizada através
da curvatura normal C,y(6) em torno de a = 0. Cook considera a dire¢ao £,

correspondente a maior curvatura Cy, . (0). Eventualmente um grafico de indices
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de £,,.. pode revelar as observacoes que sob pequenas perturbacoes exercem uma
notavel influéncia sobre DV (w).

De acordo com Cook (1986), equacao (11), a curvatura normal na dire¢ao £ é

dada por
Co(0) = 216" Ap Ly  Apt]
em que o vetor £ € Qe ||| =1, e
_ 0PLp(6, ) ’
T 0000" g’
e
PLp(0, | w)
Ap - - .
000wT 0-0. w-w,
Note que —Lp = —ﬁp(O) denota a matriz de informacao de Fisher observada pe-

nalizada e Ap = Ap(0) é a matriz de perturbagao penalizada. Cy(0) representa a
curvatura normal sob a estimativa de 8 apés perturbar o modelo Ly(0, o). Eventu-
almente valores grandes da curvatura Cy(0) podem indicar a presenga de uma alta
sensibilidade na estimativa induzida pelas perturbacoes na direcao €. De acordo
com Poon e Poon (1999) podemos usar a curvatura normal conformal (curvatura

invariante sob transformagoes uniformes de escala) definida por

_ Ci(6)
217 AL ALl

B(0) (4.2)
em que || - ||z denota a norma Frobenius definida por ||A|lp = {tr(ATA)}!/?
para uma matriz A. Essa curvatura caracteriza-se por permitir que para qualquer
direcao £ verifica-se 0 < By(f) < 1.

Em certas situagoes estamos interessados em avaliar a influéncia local sobre o

subconjunto de parametros, digamos 01, de 8 = (01T, 0§)T. Nesse caso, usamos

DV (w) = 2|Lp(8, o) — Ly (61, 02(1), a)} ,
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em que 05(601,) denota a estimativa de maxima verossimilhanga penalizada deri-
vada do modelo nao perturbado assumindo que 6, é fixo. De acordo com a particao

do vetor @, podemos particionar a matriz Hessiana na forma

Lp: i:‘Pu T—:‘Plz
LP21 LP22

e, consequentemente, podemos definir uma matriz Gi; da seguinte maneira:

0 O
Gn = -y .
0 LP22

Entao, a curvatura normal para 6; na direcao £, assume a forma
Co(0) = 20" AL{iy" ~ Gujas e,

e a direcao da maior curvatura corresponde ao autovetor associado ao maior au-
tovalor de By = Ag{L; - Gn}Ap. Analogamente, podemos estar interessados

em avaliar a influéncia local sobre @,. Neste caso, definimos uma matriz Goy da

L;! o
G’QQ _ P11 .
0O O

Portanto, a curvatura normal para @, na direcao £, assume a forma

seguinte maneira:

Cu(0) = —207 Ag{tgl _ GQQ}AP ¢,

e a direcao da maior curvatura corresponde ao autovetor associado ao maior au-
tovalor de By = Ag{f;; I GQQ}Ap. Na pratica, a andlise de influéncia local
reduz-se a encontrar o maior autovalor absoluto da matriz B (B; ou By), Cy, .., €
seu correspondente autovetor, £,,,..

Finalmente, seja e;,, um vetor n X 1 cujo ¢—ésimo elemento ¢ igual a 1 e os

restantes elementos iguais a zero. Escobar e Meeker (1992) propuseram estudar a
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curvatura normal na diregdo £ = e;,. De acordo com Escobar e Meeker (1992),

essa curvatura é definida por

em que B = Agig LAp com by; sendo o i-ésimo elemento da diagonal principal da
matriz B, para ¢ = 1,...,n. Essa medida é chamada medida de influéncia local
total da i-ésima observagao. Verbeke e Molenberghs (2000) sugerem considerar a

i-ésima observagao influente se C; > 2C, para C = Y1 | C,/s.

4.3 Derivacao da curvatura

A seguir calculamos a matriz de informacao observada penalizada, —Lp(0),
e a matriz Ap(0) para diferentes esquemas de perturbagao. Consideremos o ve-
tor de parametros de suavizacao, a, fixo, e denotemos as primeiras e segundas
derivadas parciais das matrizes de escala D e V; em relacao aos vetores A e -,
respectivamente, da seguinte forma: D(I) = 9D/9);, D(j,1) = 0°D,;/O\;0\;,
V(1) = 0V;/0vy e V(4,1) = 0*V;/dv;0v.

4.3.1 Matriz de informacao

Sejaf = (ff, ..., f)T. A matriz de informacio observada penalizada associada
ao modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico (a obtengao deste resultado é

descrito em detalhe no apéndice C) assume a forma

~E0(0) = > 1, (0). (4.4

em que
iy, Ly Tp Lp
 0*Lp,(6,0) L L) LY L

jil i 0 - ‘ A: . . . . )
MO o000 T | i
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Ccom
. Ly (0,
o5 _ O Ln0 )’ ) (4.5)
opop” le=o
— ox’s [QW'(EZ)g@T + Wg(&)iz} SX
- f 9 Lp(&“)}
; 4,
Le, OEOET o=’ (4.6)
ONT S {2W5(57)a§f + Wg(j-)iz] S, Nu— %Ky k=K
0*Lyp, (0, ) ‘ B
oot lo=o L ~ ~alant /
INES 2wy (B)EE! + Wy (0S| SNy, kA k
62Lpi(9,a) T /"\ ~ AT LD ~—1 O[k-
a0t | = aNEET 2w GeE! + W, (0088 N - 2R K,
A\ 0 Lp.(O, a) ’
Z 47
" OXOXT lo=0 (1)
2L, - _
%‘M - S, 'Z, [D(])zfzi 'Z.D() —D(],l)] 7'+ &7S 7,
. _

W,G)D(GZTE, G &S, ZD() - Wy BB, + W,(5)

D()ZIS, ZD0) + W,G)DWZIS, ZD ()| 28
. 0*Lyp, (0, )
Y pP; )
4.
Le. IvoyT  lo=p’ (4.8)
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0*Lyp, (0, ) 1, ot a1
e —tr X, V()X V({)-V(j,l
o S VO VO - V()]
+ES WOV OIS, BETS V() - W)V (1)
W, G)VG)S V) + W,E)VOE V)|
. i 9Ly, (6, )
Ly, DBOFT . (4.9)
82Lpi(07a) T 1 T\a T o lat
8/38f]z“ 5 2Xz Ez |:2W (52)€i€i + Wg(dz)zz] Ei Nlcz s
gy O0°Lp,(0,a) ’ sy 0°Lp. (0, ) ’
- ’ 4.1
Ly, OBONT o= P OBONT  lo=d’ (4.10)
aQLp(H a) T -1 -~ T AN AN T/\—l
o 2X: X "(5;)€€; XX Z,D()Z Y. €
S8 oot TS W GEET + W, (0% S ZDG)ZE:
Ly, (6, ) TS PP, ~ala v, nala
: 2X: X ! : 12 V()X ;
0B; ’9:9 e [WQ(CSZ)&Z&Z +Wy(3) Z} 0 VOB &
Lo, Loy,
o ? pl(e;a)‘ I T pl(e;a)} . (4.11)
' ofoX 0= : of oy 0=0
0Ly, (0, o) T i F e o salat ra-la
i = NI}, ! ; il Z,D()Z: Y. E;
afka)\l ‘9:5 ki ¢ |:Wg<52>5152 + Wg(51> Z] 1 ? (~7> 2 [ EZ 9
82Lp.(0,a) T -1 T~ ~T o~ ~—1 ~—1__
—_— = 2N >, ! ; il V()X €
afka’Yj ’915 ki<i |:Wg(5@)€z€z + Wg(éz) Z] i (]) i Ei,
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e (4.12)

i\7> X = |2, V() Z,DNZT
v St VOIE, ZD0)Z! |
L& W)V ()S BE S ZDOZT + W,G)V())

S, ZDOZT +W,G)ZDOZIE, V()| S =

para j = 1,....dy el =1,...,dy, Wy(d;) e W;(0;) avaliadas em 5 = EiTi;lEi,
com & = y; — X, 8 — Y orea Npif.

4.3.2 Matriz de perturbacao

Nesta secao estudaremos quatro esquemas de perturbacao; especificamente,
ponderacao de casos, perturbagao na matriz de escala, perturbagao nas variaveis
explicativas, e perturbacao nas variaveis resposta. Detalhes sobre esses esquemas
de perturbagdo podem ser encontrados em Zhu e Lee (2003), Osorio (2006) e
Osorio et al. (2007). A matriz de perturbagdo penalizada associada ao modelo

misto aditivo semiparamétrico eliptico assume a forma

AJ(0)

AR (0)

_ 0Lp(0, a|w) B :
Avl0) = 50007 0-0. w-w, | AL@) |’ (4.13)

AR(0)

AJ(0)

em que AP(0) = 9?Ly(0, a|w)/0BOw” € RP*™ Al (0) = 9*Lp(0, a|w) /O, 0w
c R* (k= 1,...,5), ANO) = Lp(0, a|w)/ONIwT € RN e AY(0) =

D?Lp(0, a|w)/0yOwT € RY*™ sendo os elementos de cada matriz avaliados em
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0=0cw= wp. Recentemente, Zhu et al. (2007) propuseram corregoes nos esque-
mas de perturbacao utilizados pela metodologia de influéncia local e mostraram
que essas correcoes podem levar a resultados diferentes em estudos longitudinais
desbalanceados. Assim, os resultados que apresentamos neste trabalho apresentam

as propriedades 6timas estudadas por Zhu et al. (2007) apenas no caso balanceado.

Ponderacao de casos

Através deste esquema de perturbacao desejamos avaliar a contribuicao indi-
vidual de cada observagao sob o processo de estimacao. Neste caso, as contri-
buigoes individuais recebem ponderagoes diferentes. Seja w = (wy,...,w,)T com
0 < w; < 1, o vetor de perturbacao, e wy = (1,...,1)T o vetor de nao perturbacao.
Entao, o logaritmo da funcao de verossimilhanga penalizada do modelo (2.12) per-

turbado é dado por

1 S
0 (81 | w sz i — 5 Z Oékngkfk s (414)
k=1
em que L;(0) = —1 log|3;|+log(d;) denota a contribui¢ao individual da i-ésima ob-

servacao no logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga nao penalizada. Diferenciando

Ly(0,a|w) em relagao a 6 e w;, obtemos que

82L3§a%£ ) i = T2WG)XT B Gl
Phab.ale)) = aGNLS R k=)
82Lg§?éz‘w) 63, wemsg Z——tf{z ZDWZ) - W,(6)E s, ZDOZ! £ e
e
0Ly, (0, a|w)

-1 ~—1
=——t N V W,(0,)Ers, V() Z, & .
8%8%- ’6@7 w=wo l”{ } )82 7 (]) i €
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O esquema de ponderacao de casos generaliza a idéia de eliminacao de casos,
fornecendo uma boa aproximacao de diagnodstico global, sem ter que reestimar os
parametros quando uma observacao é excluida do conjunto de dados. Alternati-

vamente, podemos considerar o esquema de perturbacao
Lp(O, (81 | w) = Z wz< i - — Z Oékf kak) s (415)
i=1

e assim avaliar a contribuicao individual penalizada de cada observacao sobre o

processo de estimacgao. Neste caso,

0Ly, (0, a|w)
8fk8wl 0=0, w=wq

— —2W,(5;)NT. 55, a-—;‘—’;LKkﬁ, k=1,...5.

Perturbacao na matriz de escala

Este esquema de perturbacao permite avaliar a influéncia que exercem as ob-
servacoes na estrutura de escala e no vetor dos componentes de variancia. Seja
w = (wy,...,w,)T o vetor de perturbacio com w; > 0, e wy = (1,...,1)T o vetor
de nao perturbacdo. Assumindo w; '¥; no lugar de ;, temos que o logaritmo da

fungao de verossimilhanga penalizada do modelo (2.12) perturbado é dado por

em que L;(0|w) = —3log |3;] + 3 m;logw; +1log g(d;,) representa a contribui¢ao
da i-ésima observacao no modelo perturbado, com d;, = w;e’ le,. Diferenciando

Ly(0,a|w) em relagao a 6 e w;, obtemos que

aQLp,(O a|w) ~ —~ ra-la
i ? — _2 / . ) ) X_ Z )
8/68(/02 9:97 w=wp {Wg(éz) 52 + Wg(él)} ) i €is
0Ly, (0, | w) P
L = —2 / . . N Z
afkauh 0:97 w=wq {Wg(éz) 52 + W ( )} 82 ’
0Ly, (0, | w) ~ A S P . |
6)\1&0@- G:é, w=wo {Wg(éz) 5Z T Wg<5l>} Ei &4 ¢ (l) i i €

Germéan Ibacache Pulgar Universidade de Sao Paulo, Brasil



64

0 Lp, (0, a|w)
8%8%- G:é, w=wo

= —{W!(3) 0+ Wy(5)} eTS V(HE & .

Um esquema de perturbacao alternativo que permite avaliar a interferéncia
das observacoes na matriz de escala dos efeitos aleatérios é considerar D, = w;D.
Dessa forma, a perturbagao na matriz D pode ser analisada como uma perturbacao
na matriz de escala ;. Isso também é vélido para a matriz V;. Veja maiores
detalhes em Osorio (2006).

Perturbacao aditiva na variavel explicativa

O fato de introduzir perturbacoes nas varidveis explicativas pode ter um im-
pacto indesejavel sobre as estimativas. Em particular, Fuller (1987) mostra que
a presenca de erros de medi¢ao nas covariaveis podem gerar uma estimativa para
o coeficiente de regressdo altamente viesado. Seja w; = (wj,... ,wimi)T 0 ve-
tor de perturbacio, e wy = (0,...,0)7 € R™ o vetor de nao perturbacao, com
n* = Z;;l m;. Consideremos X, = X;; + w; a t-ésima coluna da matriz X;, para
t=1,...,p, com X; € R™ e w; € R™. A matriz de planejamento perturbada
fica expressa na forma X;, = X; + with, em que z; € RP denota um vetor com

um 1 na t-ésima posicao e zeros nas demais posicoes. Entao, logaritmo da funcao

de verossimilhanga penalizada do modelo (2.12) perturbado é da forma
Lp(8, | w) = ZL (0]w) ——Zakkakfk,

em que L;(0|w) = —Llog |3;|+log g(di,), com b, = el ey, €4, = €;—2] Bw;.

Diferenciando Ly (0, a|w) em relagdo a 6 e w;, obtemos que

0Ly, (0, a|w) P S DA -
i — AW (5 XIS, g&el's. —9 XTp, — 2
0BOwT g = AWIEIXTS R SE, 2, G)XT 5~ 2E])E
0*Ly, (0, | w) -l o~ T PP

Y = NS {4W!(5,) e8] + 2W,(0,)%:} 3,

afk‘aw@T ’9:@, w=wq ki { ( >€€ + ( ) } i t
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82Lp<0 a‘w> T/\—l T —1 -~ T A~ ~—1~
A — 28l'S ZD(G)ZTS, {W!(5) el + W, (6,)E,) &
3)\1&.0? Lé, w=wo i & (‘7) L { 9( )eel + 9( ) } i Mt
€
0Ly, (0, | w) ra-le a1 ~ . PO DA
— =, %, VX, {2W](0:) €ig; +2W,(6:)%:} B, [,
BT oy = B B VOIR 20 G) 8ET + 20, (005} B

em que B\t denota o t-ésimo elemento do vetor ﬁ Podemos considerar um es-
quema de perturbacao no qual a matriz de planejamento X; seja substituida pela
matriz perturbada X,, = X; + W;, assumindo que W; = (w;;) é uma matriz de

perturbagao (m; x p). Nesse caso, a matriz de nao perturbagao é Wy = 0.

Perturbacao na variavel resposta

Através deste esquema de perturbagao desejamos avaliar a sensibilidade das
estimativas quando sao introduzidas pequenas perturbagoes nos componentes de
cada vetor de respostas. Seja w; = (w1, ..., Wim,)T € R™ o vetor de perturbacdo,
e wy = 0 (€ R") o vetor de nao perturbacio. Consideremos a perturbaciao do
vetor de respostas na forma y;, = y; + w;. Entao, o logaritmo da funcao de

verossimilhanga penalizada do modelo (2.12) perturbado é dado por
(0, 0| w) = ZL (0]w) — —Zakkakfk,

em que L;(0|w) = —% log |X;] +log ¢(8i,), com &, = €L X €4, €1 = Vi — M-

Diferenciando Ly (0, a|w) em relagdo a 6 e w;, obtemos que

0Ly, (0, | w) ra-l A ool
Sk = XIS {aW!(5)eEl + 2w, (0,)ENS,
080T o=, e i X {AW(0)8iE; + 2W,(0:) 213

82Lp.(0 a|w> T/\fl -~ T ~ ~—1
AN = _NLS [4W/'(5) &l +2W,(5,) 53,
8fk8wZT 9:@, wewo ki<i { ( ) + ( ) } i

0Ly, (0, | w) ra-l,, o ro-l ~ . m
— = -, %, ZD(Z; X, {2W!(6;) €€; + 2W, ()X,
a)\law’f Gzé,w:wo ) ) () ) 9 { g( )Eez + ( ) }
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0Ly, (0, a|w)
8’7]‘ awZT Gzé, w=wq

1

= TS VS, 26 8ET + 2, (0055,

4.4 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo foi desenvolvido o método de influéncia local para os modelos
mistos aditivos semiparamétricos elipticos baseados na funcao de verossimilhanca
penalizada. Usando resultados de diferenciacao de matrizes, derivamos a matriz de
informagcao observada de Fisher e as matrizes de perturbagoes. Os esquemas de per-
turbacao abordados neste capitulo foram ponderacao de casos, perturbacao na ma-
triz de escala, perturbagao nas variaveis explicativas, e perturbagao nas variaveis
respostas. Todas essas matrizes assumem expressoes matriciais que tornam rela-
tivamente simples a implementacao computacional do método de influéncia local
para os modelos mistos aditivos semiparamétricos elipticos, em qualquer software

que permita a manipulagao de matrizes.
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Capitulo 5

Modelo linear parcial t-Student univariado

Este capitulo descreve o modelo linear parcial ou semiparamétrico t-eliptico, que
é um caso particular do modelo MMASE. Iniciamos nossa descricao fornecendo al-
guns dos principais trabalhos relacionados com o modelo linear parcial e sua apli-
cabilidade em diferentes areas de pesquisa. Em seguida, especificamos o modelo
e derivamos a funcao escore e a matriz de informagao de Fisher baseados na
verossimilhanga penalizada. Logo, apresentamos o vetor de residuos padronizados
e o método de validagao cruzada generalizada. Finalmente, particularizamos o

método de influéncia local descrito no Capitulo 4 para esta classe de modelos.

5.1 Introducao

O modelo linear parcial ou semiparamétrico (MLP) é uma extensao do modelo
linear classico e caracteriza-se por incluir, além de um componente paramétrico
explicando a variavel resposta, um componente nao paramétrico associado a al-
guma covariavel. Esses modelos tém sido aplicados em diversas areas. No con-
texto de estudos longitudinais, por exemplo, tem-se mostrado que os niveis de
uma variavel resposta dependem do tempo em forma nao paramétrica. Alguns
trabalhos relacionados com os modelos MLPs sao os seguintes. Heckman (1986)
prova a consisténcia e normalidade assintética do estimador do coeficiente de re-

gressao e mostra que o viés é assintoticamente desprezivel. Além disso, Heckman
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mostra que o estimador do coeficiente de regressao e da fungao nao paramétrica
sao estimadores de Bayes quando assumimos uma distribuicao a priori apropriada,
e apresenta uma aplicacao no contexto de andlise de variancia para um esquema
de amostragem balanceado. Rice (1986) estuda alguns critérios de convergéncia e
mostra que o viés do estimador do coeficiente de regressao pode dominar, assintoti-
camente, a variancia sob um esquema de amostragem desbalanceado. Green (1987)
estuda o comportamento assintotico dos estimadores de maxima verossimilhanca
penalizada e fornece defini¢oes apropriadas para a funcao desvio, os graus de liber-
dade, e os residuos. Além disso, apresenta aproximacoes quadraticas para todas
as estatisticas propostas; veja também Green (1985). Speckman (1988) compara
0 viés e a variancia dos estimadores do modelo MLP e propoe um novo estimador
que apresenta um viés assintoticamente de ordem menor; veja também Shiau e
Wahba (1988). Heckman (1988) deriva dois estimadores minimax para o coefi-
ciente de regressao e mostra que cada um desses estimadores apresenta um erro
quadratico médio igual a n~! quando as covaridveis estao altamente correlaciona-
das (nao necessariamente de forma exata). Pitrun et al. (2006) desenvolvem alguns
testes de hipdteses para provar a nao linearidade no modelo MLP. Bianco et al.
(2006) estudam o problema de teste de hipdteses para o coeficiente de regressao e
analisam sua distribui¢ao assintética. Ma et al. (2006) estudam os modelos MLPs
heteroscedasticos e propoem uma familia de estimadores consistentes. Além disso,
eles estudam suas propriedades assintéticas. Liang (2006) estuda alguns aspectos
inferenciais sob o modelo MLP e propoe dois testes para avaliar a linearidade do
componente nao paramétrico. Com relagao ao desenvolvimento de métodos de
diagnéstico, Thomas (1991) propoe uma medida de diagnéstico de influéncia local
para a estimativa do parametro de suavizacao em regressao spline. Kim et al.
(2002) apresentam algumas medidas de influéncia baseadas nos residuos e pontos
de alavanca para detectar observacoes influentes nas estimativas do componente
paramétrico e nao paramétrico sugeridas por Speckman. E, recentemente, Zhu et
al. (2003) estendem a andlise de influéncia local para avaliar a sensibilidade das

estimativas de maxima verossimilhanca penalizada derivadas do MLP gaussiano.
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5.2 Especificacao do modelo

Seja y; (1 =1,...,n) a resposta associada a i-ésima unidade experimental. O

modelo linear parcial (MLP) univariado assume a forma
Yi = x B+ f(t:)+e, (5.1)

em que x; é um vetor (p X 1) de varidveis explicativas, 3 é um vetor (p x 1) de
parametros desconhecidos, f(t) é uma fungao suave duas vezes diferencidvel que
depende da covariavel t, e €1, ..., €, sao erros aleatorios independentes. Em termos

matriciais, o modelo linear parcial pode ser expresso na forma
y = XB+Nf+e, (5.2)

em que y = (V1,...,¥,)T é o vetor de respostas (n x 1), X é uma matriz de

planejamento (n x p) cuja i-ésima linha é x!, N é uma matriz de incidéncia (n x r)

cujo elemento (j,¢)-ésimo ¢ igual a fungao indicadora I(t;) = t2 (i = 1,...,n
: 0 =1,...,7) com t?, ... t? sendo os valores ordenados e distintos de t;, f =
(f(ED), ..., f(t?))T ee=(e,...,6,)7 é um vetor de erros aleatérios (n x 1).

Assumindo que ¢; segue uma distribuigao t-Student univariada com parametro

de posicao 0, parametro de escala ¢, e graus de liberdade v;, temos que

Vi ~ t1(pi, &, v5) (5.3)

cuja funcao densidade é dada por

6 ()

1+v;
Fi) = — (L V¢_1¢_15z’)7( ) )
e (3)
em que I'(-) denota a fungao gama, &; = ¢~ 1(V; —;)?, i = x) B +nl'f, e nl é a
i-ésima linha da matriz de incidéncia N (i = 1,...,n). De acordo com Lange et

al. (1989), temos que
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Ey,) = w (v,>0) e
Var(y;) = V'V_i 5 o (vi>2).

Por simplicidade, vamos assumir que v; = v (i = 1,...,n) é fixo. Dessa forma,
o vetor de parametros a ser estimado no modelo linear parcial t-Student univariado

sera
6= (8"t 9",

cujo espaco paramétrico associado ¢ dado por

e — {OERP* 6€@ﬁ7f€@f,¢€@¢}7

em que O3 C R e ©;f C R" denotam, respectivamente, os espagos associados aos

componente paramétrico e nao paramétrico; O, = R; e p* = p+r + 1. Logo, o

logaritmo da funcao de verossimilhanca de 8 pode ser expresso na forma

L) = Y L), (5.4)

em que

LK@)zlog{%}—%log(b—(V_gl)log{le%}. (5.5)

Como mencionamos no Capitulo 3, a maximizacao direta de (5.4) sem esta-
belecer restricoes para a funcao f pode fazer com que B3 seja nao identificavel.
Para fazer frente a essa dificuldade, consideramos um procedimento alternativo
que consiste em incorporar uma func¢ao de penalidade do tipo (3.5) no logaritmo
da funcao de verossimilhanca L(@). Dessa forma, o estimador da fun¢ao f con-
duz a uma spline cibica natural com nés nos pontos t, ..., t2. Usando o mesmo

critério (veja Segao 3.2.2) temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanca pe-
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nalizada associado ao modelo linear parcial t-Student univariado pode ser expresso

na forma .
Ly(0,a) = Z Ly, (0, ), (5.6)
em que -
a [° 2
L(6.0) = Li6)~ 5 [ [1¥0) a
- Li(O)—%fTKf, (5.7)
f,gz)(t) = %f(t) com t € [a,b], f é uma funcdo que pertence ao espago de

fungoes de Sovolev definido em (3.2.1), a é o parametro de suavizacdo que regula
a qualidade do ajuste e a ondulagao da estimativa de f, e K ¢é a matriz de
suavizacao positiva definida dada pela equagao (2.3) de Green e Silverman (1994).
Dessa forma, o valor de 6 que maximiza Ly(6,«), em todo o espago paramétrico
®, digamos 5, ¢ chamado de estimador de maxima verossimilhanca penalizada
(EMVP) de 0, e satisfaz

Lp(b\a Oé) > sup LP(07 Oé) '
0cO

Na seguinte se¢ao derivamos o procedimento para estimar o vetor de parametros

0 associado ao modelo linear parcial t-Student univariado.

5.3 Processo de estimacao

O problema de estimacao do coeficiente de regressao, 3, e da funcao nao
paramétrica, f, sob o modelo linear parcial, tem sido discutido por véarios autores.
Por exemplo, Heckman (1986) estima o coeficiente de regressao e a fungao nao
paramétrica no modelo MLP baseado no critério da verossimilhanca penalizada, e
mostra que o estimador da funcao nao paramétrica é uma spline ctibica natural;
veja também Engle et al. (1986) e Rice (1986). Green (1987) estima os efeitos
paramétricos e os efeitos nao paramétricos do modelo MLP baseado no critério da

verossimilhanga penalizada, e sugere resolver as equacgoes de estimacao através do
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processo iterativo de Newton-Raphson ou escore de Fisher. Speckman (1988) apre-
senta um método para estimar o coeficiente de regressao e a fung¢ao nao paramétrica
no modelo MLP baseado em um procedimento de suavizacao tipo kernel. Robin-
son (1988) estuda o problema de estimacao do coeficiente de regressao e observa
que esse estimador é inconsistente quando a funcao nao paramétrica nao é para-
metrizada corretamente. Além disso, Robinson propoe um estimador de minimos
quadrados y/n-consistente para o coeficiente de regressao; veja também Opsomer
e Ruppert (1999). He e Shi (1996) consideram o problema de estimagao sob o
modelo MLP baseado em aproximagoes B-spline; veja também He et al. (2005) no
contexto dos modelos MLPs generalizados para dados longitudinais. Hamilton e
Truong (1997) consideram o problema de estimacao sob o modelo MLP baseado
em técnicas de ajuste polinomial local. No contexto dos modelos MLPs para da-
dos longitudinais, He et al. (2002) aproximam a fungdo nao paramétrica usando
regressao spline, e estimam o parametro de regressao e o coeficiente spline através
de estimadores M. E, recentemente, Gannaz (2007) desenvolve um procedimento
de estimacao baseado em uma expansao tipo wavelet da funcao nao paramétrica

do modelo MLP gaussiano; veja também Chang e Qu (2004).

5.3.1 Funcao escore

Assumindo que o logaritmo da funcao de verossimilhanca (5.6) é regular e que
todas as derivadas parciais com relacao a 3, f e ¢ existem, temos que a funcao

escore penalizada para o vetor de parametros @ é dada por

Un(6) — 0L, (0, )

em que
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Uuile) = S XTWly—p).
UL@) = % N'W(y —p) —aKf e (5.9)
Us(0) = —% + %& Y- w)'Wy—mn),

com p = XB + Nf, W = diag{vy,ve,..., 0.}, e v; = 0:(0) = (1 +v)/(v + ).
Como os pesos v; sao inversamente proporcionais as distancias ¢;, as observagoes
com valores grandes para ¢; tendem a receber pesos pequenos no processo de
estimacao. Portanto, as estimativas de maxima verossimilhanca penalizada sob o
modelo MLP t-Student univariado sdo menos sensiveis a observacoes aberrantes

em relacdo ao modelo normal univariado em que v;(0) =1 (i =1,...,n).

5.3.2 Matriz de informacao de Fisher

Particularizando os resultados apresentados na equagao (3.17), temos que a
matriz de informagao de Fisher (p* x p*) para o modelo linear parcial t-Student

assume a seguinte forma bloco diagonal:

9L, (0, a) %) 0
1,(6) = _E{W} - ( 0 I$¢(0)>’ (5.10)

em que

1 [ XTW*X XTW*N
7)) = 5( ) e

NTW*X NIW*N + apK
00 _
1,7(0) = 10 (Bey — 1),
com W*=¢,I,ec, = (r+1)/(r+3). Pode-se mostrar que o vetor de parametros

(B, f) é ortogonal ao parametro de escala ¢; vide Lange et al. (1989).
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5.3.3 Processo iterativo

Suponhamos que os parametros «a e ¢ sao fixos. De acordo com Green (1987)

e os resultados apresentados na Subsecao 3.5.1, as equagoes de estimacao
ule) = 0 e Ul = o.
podem ser resolvidas através do seguinte algoritmo escore de Fisher:
Txx7s Tx7+ W /o) aw 3 (u)
XTW*X X*W*N B -3 [ Up(0)
NTW*X NTW*N + a¢K flt) — ) UL(0) '

Apoés algumas manipulacoes algébricas obtemos

B ) (S0 (e W)
(ut1) | (wutl) | \37(u),, () ’ (5.11)
em que
(XTW*X) 1 XTW* k=0
Sk =

(NTW*N + a¢pK) 'NTW* k=1,
sao matrizes de suavizacao que geram as estimativas de 3 e f,

(I, - W®) y — Nf(w+) 9=

(wutl)
1'19_ =

(L, - W)y —Xg0t =t

sao os residuos parciais que permitem ajustar os componentes paramétrico e nao

paramétrico, respectivamente. Note que,

W = KBl
p = XaW 4 Nfw
ww = 1, - W W® e
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W = diag{o®™, ol ... 0™}

n

em que v\ = (14 v)/(v+6™) e 6 = ¢® " (v, =2, Para resolver (5.11)

7 %

sugerimos usar o algoritmo backfitting descrito na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: (u*+1)-ésima etapa do algoritmo backfitting na (u+ 1)-ésima etapa do
processo iterativo escore de Fisher sob o modelo linear parcial t-Student univariado.

(i)  Inicie o processo iterativo com B = B0 ¢ f() — £0.0),
(i) Para u,u*=0,1,2,... calcular
r(ﬁu_’u*) = (I, — W(“)) y — Nf(wu’) e
Bluttw+l) — g {rgﬁu*) + W(u)u(u)} )
(i) ") = (I, - W)y — Xgutte+h o

flutlu™+1) _ S, {r?ﬁ“*) Jr‘7\7@)“(@} '

(iii) Repita (i) e (ii) até atingir a convergéncia desejada .

Por outro lado, podemos resolver a equacao de estimagao Ug (@) = 0 através

do seguinte processo iterativo:
1
Ut = — Q. (8™, W), (5.12)
n

em que @y (ﬁ(“),f(“)) = (y — p)TW®(y — p™). Assim, o processo iterativo
conjunto para obter a estimativa de maxima verossimilhanca penalizada de 8 =
(BT, 7, )", baseado no algoritmo escore de Fisher, é dado por (5.11)-(5.12). O
processo deve ser iniciado com valores ﬁ(o), £ e ¢ e deve ser repetido até a
convergencia. Para iniciar o processo podemos considerar as estimativas do modelo

normal.
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5.3.4 Erro padrao

Baseados nos argumentos expostos na Subsegao (3.5.5), o erro padrao esti-
mado de 0 pode ser calculado usando a inversa da matriz de informacao de Fisher

penalizada definida na equagcao (5.10), isto é,
Cov(8) ~ I,(6). (5.13)

A partir de (5.10) podemos mostrar, ap6s algumas manipulagoes algébricas,

que a inversa da matriz de informacao de Fisher é dada por

7,'(0) = <I§f_l<0> " )

0 I (8)
em que
. XTW X)) 1 —E
o) = X RNCE
—ET (NTWN + a¢pK)~
Ccom

E = X"WX)"{X"W*N)(N"W*N + agpK)™ ',
We = W' = W'N(N"W*N + ap K)'NTW* e
Wy = W' - WX(XTW*X) ' XTW*.

~

De (5.14) segue que as matrizes de variancia-covariancia assintética de 3 e f

assumem a forma

COVA(B) ~ (XTWX)h e
Cova(f) = (N"WIN+apK)™.

Na seguinte secao calculamos o vetor de residuos e sua correspondente versao

padronizada sob o modelo linear parcial t-Student univariado.
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5.4 Analise de residuos

A andlise de diagndstico baseada nos residuos tem sido o procedimento mais
utilizado para avaliar o ajuste de um modelo e detectar observacoes aberrantes e
potencialmente influentes.

Suponhamos que o parametro de suavizacao, «, o parametro de escala, ¢, e os
pesos v;(0) = (v+m;)/(v+9;) sao fixos (i = 1,...,n). A partir de (5.9), podemos

obter as seguintes equagoes:

(X"™WX)B = X"W(y — Nf)
(N"WN 4+ apK)f = N'W(y —Xg).

Logo, apos alguma algebra, temos que as estimativas de maxima verossimilhanca

penalizada de 3 e f assumem a forma

(X"W, X)"'X"W, y e (5.15)
= (N"WN+ap K)"'N'"W,;y, (5.16)

) @)
|

em que

W, = W - WN(N'WN + a¢ K)"'N'W e
W, = W-WXX"WX) 'XTW .

Agora, substituindo (5.15) e (5.16) em (5.2), e ap6s alguma algebra, temos que

o vetor de valores ajustados y é dado por

—_—

y = E(y) (5.17)
— XB+ Nf
= Hy,

Germéan Ibacache Pulgar Universidade de Sao Paulo, Brasil



78

em que

_ L XT
H=(XN)C <N )W, (5.18)

com

XTWX XTWN
NTWX NTWN+apK |

Em analogia com os modelos lineares os elementos diagonais da matriz H
sao chamados pontos de alavanca e sao comunmente utilizados na construgao de
técnicas de diagnéstico. As propriedades dessa matriz para regressao nao pa-
ramétrica sao discutidas por Eubank (1984). Logo, a partir de (5.17), o vetor de

residuos usual pode ser expresso na forma

—

—E(y) (5.19)
-y
I,-Hy.

e =

< <

—~

Além disso, célculos diretos mostram que a matriz de variancia-covariancia de € é

dada por
Cov(e) = (I, —H)Cov(y)(I,-H)",

em que Cov(y) = k¢ 'L, com k = v/(v—2). Assim, se substituimos ¢ e v;(0) pe-
las suas correspondentes estimativas, isto é, 8 e v; (5), temos uma aproximagcao da
matriz de variancia-covariancia de € e consequentemente uma versao padronizada
desses residuos que assume a forma

o~ €

el = > (520)
Var(/e\l)

em que \//'z;"(/él) ¢ o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz C/(;f(/é) e

denota a variancia da i-ésima observacao.
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Maiores detalhes relacionados a analise de residuos no contexto dos modelos
lineares parciais para dados independentes podem ser encontrados em Green e
Silverman (1994), Kim et al. (2002), e Zhu et al. (2003).

5.5 Validacao cruzada generalizada

Como foi dito na Subsecao 3.2.1, o parametro de suavizacao regula a relacao
entre a fidelidade dos dados e a suavidade da curva estimada, e portanto a escolha
de um valor apropriado para esse parametro é um problema essencial que deve ser
considerado. Baseados em Green e Silverman (1994), Se¢ao 4.4, podemos definir
o escore de validacao cruzada generalizada sob o modelo linear parcial t-Student

na forma

Iy -5I°

(1- n—ltr{ﬁ<a)})2 ’

VCG(a) = (5.21)

em que o vetor de valores ajustados y é definido na equagao (5.17) e a matriz
H(a) = H na equacao (5.18). Consequentemente, escolhemos o valor de a que
minimize o escore VCG(«). Embora o critério de validacao cruzada generalizada
seja um procedimento eficiente para escolher o sob o modelo t-Student univariado,
o mesmo estd condicionado ao fato de que a matriz de escala ¢ e os pesos v;(0)
sao fixos. Na prética, o parametro ¢ e os pesos v;(€) devem ser substituidos pelas

correspondentes estimativas.

5.6 Diagnostico de influéncia local

Nesta secao calculamos a matriz de informacgao observada penalizada —Lp(0)
e a matriz de perturbagdes penalizada A,(8), ambas matrizes definidas por (4.4)
e (4.13), respectivamente. Os esquemas de perturbagao aqui considerados sao
ponderacao de casos, perturbacao do parametro de escala e perturbacao aditiva

na covariavel associada ao componente paramétrico do modelo.
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5.6.1 Matriz de informacao observada

Desde (5.6) temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanga penalizada é

dado por
= Z Lpi(ea O[) 9
i=1

em que a funcdo Ly, (0, ) é definida na equacdo (5.5). A matriz de informagao

observada (p* x p*) para o modelo linear parcial t-Student univariado assume a

forma

) 9*Ly (8, a) Loss Ly, Lo,

—Lp(0) = _W - Lpf@ Lpff Lpf¢ ’
Lp¢6 Lp¢f pr
em que
|

Ly, (0) = ¢X D(@)X |

. 1

Lpﬁf(e) - (bXTD( )N )

.. 2

Lp,,(0) = EXTb ,

. 1

Lo, (0) = —gNTD(a)N ,

.. 2

me(e) — ENTb €

.. 1 1

£r,,(0) = {5 +8Ded~ S e D(v)e} .
com D(a ) = diag(ai,...,a,), b = (by,...,0,)T, D(c) = diag(cy,...,cn), a; =
{Ui — 4W 5 } b = {W + W 2) 52} €, C; = WI(CSZ), € = (y, —,ui),

lrv+1
W) = _§{V+5Z-} ¢
/ 1 v+ 1 .
W((SZ) = é{m}, Zzl,...7n.
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5.6.2 Matriz de perturbacao

A matriz A, (0) (p* xn) para cada esquema de perturbagao é definida na forma

0?Lp(0; )

Ap<0> - 808wT 9:5, w=wo ’

(5.22)
em que 6 é a estimativa de maxima verossimilhanca penalizada e wy o vetor de
nao perturbacdo. A seguir sao apresentadas as expressoes da matriz A, (@) para

os trés esquemas de perturbacao.

Ponderacao de casos

Para avaliar a contribuicao individual das observagoes podemos atribuir dife-
rentes ponderacoes a cada uma delas no logaritmo da funcao de verossimilhanca
penalizada. Com efeito, seja o logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada

para o modelo perturbado definido por

0, a|w) = Zwl (0) — = fTKf (5.23)
em que w = (Wi, ...,wy,)’ éo vetor de pesos, com 0 < w; <1 (i=1,...,n). Nesse
caso, o vetor de nao perturbacio é wy = (1,...,1)T € R". Usando resultados de

diferenciacao sobre Ly (8, «|w) obtemos

82Lp.(0 a|w) 9 R

it 2 it et hadvA = —— W 5@, L X
aﬁawz 9:@, w=wq (b ( )6 X

62Lpi(0,04|w) 9 R

T OM0w  lombum g G)ER e

0*L, (0 1 1 o

M ) SRS W( z) 51 )
8@5&4}, 0=0, w=wq 2(25 Q(b

em que € = Y; —[li, comﬁi:XiTB+niT/f: (i=1,...,n).
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Perturbacao de escala

A perturbacao de escala é introduzida ao considerar y; ~ t; (,ul, Lo, 1/),
que w = (wy,...,w,)T é o vetor de perturbagio, com w; >0 (i = 1,...,n). Nesse
caso, o vetor de nao perturbagio é wy = (1,...,1)T € R" tal que Ly(0,alw) =

Lp(0,«). Usando resultados de diferenciagao sobre Lp(6, a|w) obtemos

0*Ly. (0, o|w 9 RSt N
e I ULO LA ) EE

82L . 0,()5(,‘) 2 PPN . R
% 9=, weco = _8 {W'(6;) 6; + W ()} & n;-r e

1 o~ P
000w oy g DT IO

em que € = Y; — i, Comﬁi:XiTB+niT/f:(i:1,...,n).

Perturbacao na variavel explicativa

Neste esquema o interesse principal é perturbar uma variavel explicativa conti-
nua especifica na forma x;, = x;+w;z (i =1,...,n),em que w = (wy,...,w,)’ éo0
vetor de perturbagao e z4 um vetor (px1) com um 1 na d-ésima posigao e zeros nas
outras posicoes. Nesse caso, o vetor de nao perturbacao é wy = (1,...,1)T € R™.
O logaritmo da fungao de verossimilhanga penalizada para o modelo perturbado é
dado por

Lp(8, a|w) = L(O|w) — % FTKF (5.24)

em que L(-) é dada por (5.4) e avaliada em d;, = ¢ 1(V; —jin)?, com p, =

x!I B +nlf. Usando resultados de diferenciagao sobre Ly (6, a|w) obtemos

0Ly, (0, a|lw PRI 5 .
% 0—b, wmuy $W(5i) P 0; Xi+Z\W(5i){ﬁdXi—Zdei},
0Ly, (0, a|w 9 / A

0*Lyp. (0, a|lw 9 - o
% =6, wewn = ﬁﬁd{QW((s@') 5Z-+2W(5Z-)}e“
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em que ¢ = Y; —f;, com fi; = x:B+nlf (i=1,...,n). Aqui 34 é o d-ésimo

Yi
elemento de B

5.7 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo foi apresentado o modelo linear linear t-Student univariado. A
partir do logaritmo da funcao de verossimilhanga penalizada do modelo calcula-
mos as fungoes escore e as matrizes de informacao de Fisher penalizada associadas
aos parametros do modelo. Baseados nesses resultados, construimos o processo
iterativo escore de Fisher para estimar o coeficiente de regressao e a funcao nao
paramétrica. Os erros padrao das estimativas dos parametros foram estimados
usando a inversa da matriz de informagcao de Fisher penalizada. Definimos o vetor
de residuos padronizados e calculamos sua correspondente matriz de variancia-
covariancia. O problema de estimacao do parametro de suavizacao foi abordado e
sugerimos o critério de validacao cruzada generalizada como um procedimento de
estimacao. Finalmente, particularizamos os resultados de influéncia local apresen-

tados no Capitulo 4 para o modelo linear parcial t-Student univariado.
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Capitulo 6

Modelo misto semiparamétrico t-Student

multivariado

Neste capitulo estudamos o modelo misto semiparamétrico assumindo que a dis-
tribuicao conjunta do vetor de respostas observadas e os efeitos aleatérios segue
uma distribuicao t-Student multivariada. As principais contribuicoes expostas
neste capitulo sdo as expressoes analiticas para a fungao escore (penalizada) e a
matriz de informacao de Fisher (penalizada), o processo iterativo para estimar os

parametros do modelo, e o desenvolvimento do método de influéncia local.

6.1 Introducao

O modelo misto semiparamétrico (MMS) foi proposto por Zhang et al. (1998)
e tem sido aplicado em diversas areas de pesquisa devido a sua flexibilidade para
modelar a estrutura de covariancia intraunidades experimentais através de efei-
tos aleatérios de processos estocasticos, a sua capacidade de tratar com dados
balanceados como desbalanceados, e a sua flexibilidade para modelar os efeitos
das covaridveis que contribuem em forma paramétrica e nao paramétrica sobre
a variavel resposta. Alguns trabalhos relacionados a esta classe de modelos sao
os seguintes. Zeger e Diggle (1994) estudam o viés e a variancia do estimador da
fungao ndo paramétrica obtido através de suavizacao de kernel. Zhang et al. (1998)

propoem uma forma fechada para os estimadores de maxima verossimilhanca pe-
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nalizada do coeficiente de regressao e da funcao nao paramétrica. Além disso, eles
estudam e comparam algumas propriedades tedricas desses estimadores desde o
ponto de vista frequentista como bayesiano. Tais resultados mostram, por exemplo,
que os intervalos de confianca bayesianos para a fun¢ao nao paramétrica apresen-
tam um melhor comportamento em relagao aos intervalos de confianca frequen-
tistas; e que o parametro de suavizacao e os componentes de variancia podem
ser estimados por maxima verossimilhanca restrita em forma simultanea, incorpo-
rando o inverso do parametro de suavizacao como um componente de variancia
extra. Zhang et al. (2000) desenvolvem um teste qui-quadrado para provar a
igualdade de duas fungdes nao paramétricas no modelo MMS gaussiano para da-
dos longitudinais peridédicos. O teste foi aplicado a um conjunto de dados reais
e seu comportamento foi avaliado através de simulagoes. Lin e Zhang (1999) in-
troduzem os modelos mistos aditivos generalizados (MMAGs) e mostram, através
de um estudo de simulacao, que o estimador de quase-verossimilhanca duplamente
penalizada das fungdes nao paramétricas apresentam em geral um bom comporta-
mento. Entretanto, o estimador de quase-verossimilhanca duplamente penalizada
dos componentes de variancia apresentam problemas de viés. Nesse contexto, eles
introduzem algumas modificacoes no procedimento de correcao do viés de Lin e
Breslow (1996) para obter melhores estimadores. O método foi aplicado a um con-
junto de dados reais e seu comportamento avaliado através de simulacoes. Fung
et al. (2002) apresentam uma importante contribuigao, em que estendem as me-
didas de diagnéstico baseadas nos residuos e nas distancias de Cook para detectar
observacoes influentes nas estimativas de maxima verossimilhanga penalizada deri-
vadas de um modelo MMS. E, recentemente, Zhu et al. (2003) estendem a técnica
de influéncia local para esses modelos.

A distribuicao t-Student multivariada tem sido utilizada por varios autores
como alternativa a distribuicao normal, principalmente pelo fato de acomodar
observacoes aberrantes. Diversos trabalhos tém mostrado que os estimadores de
maxima verossimilhanca derivados dessa distribuigao sao menos sensiveis a ob-

servacoes aberrantes em relacao ao caso normal. Alguns trabalhos relacionados
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nessa diregao sdo os seguintes. Maronna (1976) discute o problema de estimacao
de maxima verossimilhanca da média e da matriz de variancia-covariancia sob
erros com distribui¢ao t-Student. Rubin (1983) considera o critério de maxima
verossimilhanca para estimar os parametros associados ao modelo t-Student mul-
tivariado e Little (1988) faz uma extensao desse trabalho. Lange et al. (1989)
estudam alguns aspectos inferenciais do modelo t-Student multivariado com graus
de liberdade desconhecidos, e discutem o uso dessa distribuicao em regressao. Ri-
chardson (1997) estuda o modelo misto (MM) em que a distribuicdo marginal dos
vetores de respostas é t-Student multivariada. Kowalski et al. (1999) compa-
ram alguns aspectos inferenciais da teoria classica e bayesiana no modelo linear
t-Student multivariado. Recentemente, Pinheiro et al. (2001) introduziram os
modelos mistos hierarquicos robustos nos quais os erros e efeitos aleatorios tém

uma distribuicao t-Student multivariada.

6.2 Especificacao do modelo

Seja ¥;; a j-ésima medigao associada ao i-ésimo grupo. O modelo misto semi-

paramétrico (MMS) assume a forma
Yij = Xg;/ﬁ + Ziiji + f(ti;) +€ij , (6.1)

em que X;; e z;; sao, respectivamente, vetores (px1) e (¢x 1) que contém valores de
variaveis explicativas, 3 é o vetor de parametros fixos (px 1), b; é o vetor de efeitos
aleatérios (¢ x 1), f(-) ¢ uma funcao suave univariada, duas vezes diferencidvel, que
e €; ¢ um erro aleatério (1 =1,...,n;5=1,...,m;). O

depende da covariavel t;;,

modelo (6.1) pode ser expresso matricialmente na forma
yi=XiB+2Zb;+ Nt +e, (6.2)

em que y; = (Yi,...,Yim,)? ¢ um vetor aleatério (m; x 1) de respostas obser-

vadas para o i-ésimo grupo, X; é uma matriz de planejamento (m; X p) com
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- T
linhas x;;,

z, £ = (f(t9),.... f(t2))" com t7,...,t) sendo os valores ordenados e distin-

Z; é matriz de planejamento (m; X q) de efeitos aleatérios com linhas

tos dos tempos t;;, N; é uma matriz de incidéncia (m; x r) cujo (j,¥)-ésimo

elemento é igual a fungao indicadora I(t;; = t9) (j = 1,...,my; € = 1,...,7),
e € = (€1,...,€m,)" é um vetor de erros aleatérios nao observdveis (m; x 1).
Fazendo y = (yI,...,yD)T, X = (X¥,... . XO)YT N = (NT,... NOYT Z =
diag{Z,,...,Z,}, b = (bY,... . b)Y e € = (eI,...,€l)T, podemos escrever o

modelo (6.2) compactamente como

y=XOB+Zb+ Nf +e€. (6.3)
Assumindo que,
i X8+ N;f Z,DZ! +¢1,, Z,D V;
b; ~ t(mi+q+mi) 0 ) DZ,T D 0 ,

temos que os vetores aleatorios de respostas observadas y;’s seguem uma distri-

buicao marginal na forma

Yi~ tm, (ll’za Eia Vi) 3 (64)

cuja funcao densidade é dada por

Y

B () ( 5l-)<
y\Yi) = . I+ —
Sy (yi) (e 2 (%) o

em que 6 = (y; — ;)" 271 (y; — ;) é a distancia de Mahalanobis, I'(-) denota
a fungdo gama, v; denota os graus de liberdade, u, = X;8 + N;f é um vetor
(m; x 1), e ; = Z;DZ! + ¢ 1,,, é uma matriz (m; x m;), sendo D = D(X) uma
matriz parametrizada pelo vetor de parametros A = (A1,..., A4, ). De acordo com

Lange et al. (1989), temos que

Germéan Ibacache Pulgar Universidade de Sao Paulo, Brasil



88

Eyi) = n (1>0) €
Var(y;) = V'V_i 5 ¥, (vi>2).

Vamos assumir que os graus de liberdade v; = v (i = 1,...,n) sao fixos. Dessa

forma, o vetor de parametros a ser estimado sera
0= (3", 2", 0)",
cujo espaco paramétrico associado ¢ dado por
e = {9 ERY|BE0sfcO,AE0,6c @¢} ,

em que O3 C R?, ©; C R", ©) C R™ e O4 = R" denotam, respectivamente, os
espagos paramétricos associados com os efeitos fixos do modelo (paramétricos e
nao paramétricos) e os componentes de efeitos aleatorios; e p* = p + g + d + 1.

Logo, o logaritmo da funcao de verossimilhanca de 8 pode ser expresso na forma

L(6) = Z Li(6), (6.5)

em que
1 L (=5*) C1g ()

Como a funcao f é um parametro infinito dimensional, propusemos no Capitulo
3 estimar o vetor de parametros @ baseados no critério de maxima verossimilhanca
penalizada, o qual conduz a um estimador spline cibico natural para f com nds
nos pontos tg (8 = 1,...,7). No caso especifico do modelo misto semiparamétrico
t-Student multivariado, o estimador de maxima verossimilhanga penalizada de 6

maximiza o logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada definido por
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Ly(0,a) = ZLpi(H,oz), (6.7)

em que
a [P 2
Ln(®.c) = (o)== [ [F¥ 0] a
a
= Li(0) - %fTKf, (6.8)
f,gz)(t) = %f(t) com t € [a,b], f é uma funcdo que pertence ao espago de

fungdes de Sovolev definido em (3.2.1), a é o parametro de suavizacao que regula
a qualidade do ajuste e a ondulagao da estimativa de f, e K é a matriz de su-
avizacdo positiva definida dada pela equagao (2.3) de Green e Silverman (1994).
Dessa forma, o valor de 8 que maximiza Lp(0, ), em todo o espago paramétrico O,
digamos 5, é chamado estimador de maxima verossimilhanga penalizada (EMVP)
de 0, e satisfaz

Lp(b\v a) Z sup Lp(ev a) :
0€O

Na seguinte se¢ao, calculamos a funcao escore e a matriz de informacao de
Fisher penalizada para o modelo misto semiparamétrico t-Student multivariado, e

apresentamos um processo iterativo para obter a estimativa de 6.

6.3 Processo de estimacao

A investigacdo neste campo tem gerado varias estratégias para abordar o
problema de estimacao na classe de modelos mistos semiparamétricos. Alguns
autores tem sugerido utilizar os métodos de suavizacao de kernel e suavizagao
spline. Por exemplo, utiliza-se suavizacao de kernel para estimar a funcao nao
paramétrica. Zhang et al. (1998), por sua vez, obtém o estimador do coeficiente
de regressao e da funcao nao paramétrica baseados na verossimilhanga penalizada.
Alids, eles mostram que o estimador da funcao nao paramétrica é uma spline cuibica

natural e que os componentes de variancia e o parametro de suavizacao podem ser
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estimados em forma simultanea usando um modelo misto unificado. No contexto
dos modelos mistos aditivos generalizados, Lin e Zhang (1999) propoem estimar a
funcao nao paramétrica baseados na quase-verossimilhanca penalizada, e os compo-
nentes de variancia e o parametro de suavizagao através da quase-verossimilhanca
marginal. E, no mesmo contexto, Fahrmeir e Lang (2001) propdem o uso de

técnicas bayesianas.

6.3.1 Funcao escore

Seja T = (70, 71,...,7a,) 7, com 19 = &, e = N (0 = 1,...,d)), e v;(0) =
(v +m;)/(v + 6;). Particularizando o resultado apresentado na equacao (3.10),

temos que as funcgoes escore de 3, f e T, respectivamente, sao dada por

OL,(8, )
00

= Z Upz(e) 9

Up(0) =

em que
Uy, (6)
Up,(0) = | UL(0) |, (6.9)
U5, (0)

sendo as fungoes escore parciais associadas aos efeitos fixos do modelo dadas por

Up(0) = u(0)X] S (yi—p) o
T

ULO) = u(0) NS (y: — ) — — Kf (6.10)

n

e as fungoes escore parciais associadas aos componentes de variancia dadas por

Uy'(0)

Uy (0) = Uglz(e) , (6.11)

Uy (0)
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em que
Uy (0) = —% [U"{Eflzi(f)} —v;(0) (yi — )" B0 B (i — I'l'i)] :

com X;(0) = 0%;/0r, (¢ = 1,...,dy). Note que os pesos v;(8) que apare-
cem nas equacoes acima sao proporcionais a distancia de Mahalanobis e por-
tanto as observacoes aberrantes tendem a ter pesos pequenos no processo de es-
timacao. Assim, é de esperar que o estimador de maxima verossimilhanca penali-
zada gerado pelo modelo misto semiparamétrico t-multivariado seja menos sensivel
a observagoes aberrantes em relagao ao modelo misto semiparamétrico normal mul-

tivariado.

6.3.2 Matriz de informacao de Fisher

Baseados nos resultados apresentados na equagao (3.17), temos que a matriz
de informacao de Fisher (p* x p*) para o modelo misto semiparamétrico t-Student

multivariado assume a seguinte forma bloco diagonal:

7.0) — —E{%}
_ (Igf(e) 0 ) (6.12)
0 I7(6)
em que
T(0) = Y Ti0).
sendo i .
Ip(0) = (26((2)) I:((:) ) , (6.13)
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I,°(0) = <7mi+y )X?Zixia

m; +v—+2

Igf(e) = < mi—i-:Z)XiTEiNi,
m; 14

T%(9) = <%)NZTEZNZ~+QK,
m; 14

e Z.7(0) é uma matriz [(d* + 1) x (d* + 1)] em que o (5%, £*)-ésimo elemento pode

Ser exXpresso na forma

1 — v 0%; 0%
7)) = = — =y 6.14
v (0) 2; (mi+1/+2) r{ " Or " Omp (6.14)
1 0%; 0%
— )t 3 tre 37 ;
m; + v+ 2 8’7—]* 87'[*
para 7* =0,1,...,d" e £* =0,1,...,d*. Os vetores de parametros associados aos

efeitos fixos do modelo, 3 e f, sao, respectivamente, ortogonais em relagao ao vetor

de parametros associado aos componentes de variancia 7.

6.3.3 Efeitos fixos e componentes de variancia

Suponhamos que os parametros o e 7 sao fixos. Baseados nos resultados

apresentados na Subsecao 3.5.1, as equagoes de estimagcao
Usi®) =0 e ULH) =0,
podem ser resolvidas através do seguinte algoritmo escore de Fisher:
TW T W gt _ g 8cgy \ @
XTW*X X*W*N B -3 _ Up(0)
NTW*X NTW*N + agpK flutl) _ £ UL(0)

Logo, apds algumas manipulagoes algébricas, obtemos
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g+ Sy {x( ) 4 W )
W) | (wut1) | R () () ) (6.15)
em que
(XTW*X) 1 XTW* k=0
Sk =

(NTW*N + agp K) 'NTW* k=1,
sao matrizes de suavizacao que geram as estimativas do coeficiente de regressao,

3, e da funcao nao paramétrica, f,

(I, — W) y — Nf(u+l) V=7

(L - W)y —Xgh =1,

sao os residuos parciais que permitem ajustar o componente paramétrico e o com-

ponente nao paramétrico do modelo. Note que,

p™ = XBW 4 Nf
W® = I,.- W W®

W* = diag{wlwl, e ,wan} (S
WO = diag{o!"Wy,...,0WW,},

em que v = (m; +v)/(mi + v +2), v = (mi+ )/ +6"), 57 = (yi -
/,I,Z(u))TE;l(yi — [,I,Z(u)), W, =% en*=>" m; Pararesolver (6.15) podemos
utilizar o algoritmo backfitting descrito na Tabela 6.1.

Para resolver a equacao de estimagao UJ(6) = 0 podemos utilizar o seguinte

processo iterativo:

em que L (ﬁg”“), fT(uH), T, a) denota o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga
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penalizada concentrada de 7 definida por

Li (B0 00 1) o 3oL - %h)g ] +log {14015}

i=1
- _CK /f\(qul)T I(?(UJFI)
2 T T )

com g@ = st;lsi, e g = (yi — XiB(T“H) — NifT(uH)). Para maximizar (6.16)

podemos usar o algoritmo escore de Fisher definido por

L) T<u>+{zy(9)<u>} ure)™ . (6.17)

O processo iterativo para estimar 6, definido pelas etapas (6.15)-(6.17), deve
ser iniciado com valores 5(0), £fO ¢ 7 e deve ser repetido até a convergéncia.

Para iniciar o processo podemos considerar as astimativas do modelo normal.

Tabela 6.1: (u*+1)-ésima etapa do algoritmo backfitting na (u+ 1)-ésima etapa do
processo iterativo escore de Fisher sob o modelo misto semiparamétrico t-Student
multivariado.

(i)  Inicie o processo iterativo com B = g0 ¢ f) — £(0.0),
(ii) Para u,u*=0,1,2,... calcular
rgi’u*) = (I, — W(“)) y — Nf(wu) e
/6(u+1,u*+1) - S, {r(ﬁu_,u*) Jr"ﬁ(u)u(u)} .
(i”) r“") = (I, - W)y - Xgurtu+h ¢
flutlu+l) — g, {r?ﬁu*) + W(“)u(“)} .

(i) Repita (i) e (ii) até atingir a convergéncia desejada .
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6.3.4 Erro padrao

O erro padrao estimado de 8 pode ser calculado desde a matriz de variancia-
covariancia assintotica,

Cov(8) ~ T;'(9) .

P

Com efeito, a partir de (6.12) podemos mostrar, apés algumas manipulagoes

algébricas, que a inversa da matriz de informagao de Fisher é dada por

1—1;1(0) — ( I§f71<0> 0 ) ’

0o I ()
em que
. XTW,X) ! E
Iy (6) = ( ) : (6.18)
“ET  (N"W,N+aK)"
com

E = X'WX)"{(X"W*N)(N'W*N +aK)™,
We = W - W'N(N'W*N + oK) 'N"W* e
W, = W' - WX(XTW*X) ' XTW*.

De (6.18) segue que as matrizes de variancia-covariancia assintética de 3 e f

assumem a forma

COVA<B) ~ (XWX)t e

Cova(f) =~ (N"W,N+aK)™".

mg
4 0

padrao das estimativas E ef podem ser calculados usando um procedimento fre-

Sob o modelo normal (assumindo 7 fixo), em que v; = 1 e d,, = 0S erros
quentista ou bayesiano. No caso frequentista, esses erros sao calculados fixando a
funcao f, entretanto no caso bayesiano os erros padrao sao calculados assumindo

distribuicoes a priori para 3 e f. Para o caso frequentista temos que
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Covp(B) = (XTW,X)'X"W, Cov(y) W, X(XTW,X)™! e
Covp(f) = (NTW;N + oK) 'NTW; Cov(y) W;N(NTW;N + aK)™",
em que
W, = W'- W' N(N"W*N + oK) 'N'W* e
W, = W'- WX(XTW*X) ' XTW*
com Cov(y) = diag(X,...,%,). Além disso, é possivel mostrar que o viés de tais

estimadores €, respectivamente,

Viss(8) = (XTW,X)'X"W,Nf e

-~

Viégs(f) = —a(NTW;N + oK) 'Kf .
Note que quando « | 0, Viés(B) 1 0e Viés(/f) | 0. No contexto bayesiano (veja
Zhang et al., 1998), as matrizes de variancia-covariancia de B e f tém uma ex-

pressao mas simples em relagao a obtida pelo procedimento frequentista, isto é,

Covp(B) = (XTW.X)™' e

Covp(f) = (N"WN+aK) .

De acordo com Zhang et al. (1998), a diferenca entre as matrizes de variancia-
covariancia bayesiana e frequentista é semi-positiva definida, e portanto o erro
padrao bayesiano de B efé geralmente maior do que o erro padrao frequen-
tista. Nessa direcao, eles apresentam um interessante estudo de simulacao e ob-
servam, por exemplo, que héa diferengas no calculo do erro padrao da estimativa
do coeficiente de regressao entre o aproveitamento bayesiano e frequentista. E im-
portante mencionar também que os erros padrao frequentista e bayesiano, podem

ser usados na construcao de intervalos de confian¢a (Wahba, 1983).
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6.3.5 Shrinkage e valor ajustado

A propriedade conhecida na literatura como shrinkage no caso dos modelos
mistos com erros normais, pode ser também estendida para os modelos mistos
semiparamétricos com erros t-Student. Com efeito, estimando os efeitos aleatérios

através do estimador empirico de Bayes,

b, = E{b, |y} (6.19)
~—1

- Dz S (vi- XB-Ni) .

em que 3 e f correspondem as estimativas de maxima verossimilhanca penalizada,

temos que o valor ajustado para o i-ésimo grupo pode ser expresso na forma

= 08 (XBAND) + I — 05 )y:.

Salientamos que y; pode ser interpretado como uma média ponderada entre o
~~—1

perfil da populagao (XZB + Ni/f) e os dados observados y;, com pesos ¢ 3, e

~ a1
(Imi > ), respectivamente.

6.4 Analise de residuos

A analise de residuos tem sido o primeiro procedimento de diagndstico sugerido
para detectar observacoes aberrantes e avaliar a adequagao do ajuste do modelo
proposto. Nesta secao, definimos dois tipos de residuos padronizados no contexto
dos modelos mistos semiparamétricos t-Student multivariado; especificamente, o
residuo marginal, associado aos efeitos fixos do modelo, e o residuo condicional,
associado aos efeitos fixos e aleatorios do modelo. Maiores detalhes da definicao
desses residuos no contexto dos modelos mistos paramétricos, podem ser encon-
trados, por exemplo, em Verbeke e Molenberghs (2001). Para definir os residuos

marginal e condicional, é conveniente derivar uma solucao em forma fechada para
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as estimativas do coeficiente de regressao e da fungao nao paramétrica. Suponha-
mos que «, X; e v;(0) = (v +m;)/(v + 6;) sdo fixos (i = 1,...,n). A partir de

(6.10), é possivel obter as seguintes equagoes:

(XT™WX)B = X'W(y — Nf)
(NTWN + oK) f = N'W(y - X3).

Logo, apds alguma algebra, temos que as estimativas de maxima verossimilhanca

penalizada de 3 e f assumem a forma

(XTW. X) ' X"W, y e (6.20)
= (NT"W;N + oK) 'N"W; y, (6.21)

)
|

em que

W, = W-WNN'WN + oK) 'N'W e
W, = W-WX(X"WX)'XTW .

Maiores detalhes com respeito ao problema de estimacao do coeficiente de regressao
e da funcao nao paramétrica no modelo misto semiparamétrico normal podem ser

encontrados em Zhang et al. (1998) e Fung et al. (2002).

6.4.1 Residuo marginal

Substituindo (6.20) e (6.21) em (6.3), e apds algumas manipulacoes algébricas,
podemos definir o vetor de residuos marginal, associado aos efeitos fixos do modelo,

a partir de

—_—

E(y) (6.22)
= XB+Nf

= Hy,

<)
Il
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em que

_ L XT
H=(XN)C <N )W, (6.23)

com

XTWX XTWN
N”WX N'WN +aoK |

Assim, o vetor de residuos parcial pode ser expresso na forma

—
en = y—E(y) (6.24)
y-—y
= (I-—H)y.
A matriz H é equivalente & matriz de alavancas definida para os modelos lineares.
Em analogia com esses modelos, os elementos diagonais de H sao chamados pontos
de alavanca e desempenham um papel importante na construcao de técnicas de
diagnostico para os modelos nao paramétricos e semiparamétricos. Note que todos
os pontos de alavanca associados aos efeitos fixos do modelo estao relacionados
diretamente com a matriz H. As propriedades dessa matriz para regressiao nao

paramétrica sao discutidas por Eubank (1984) e sua aplicacdo na construcao de

técnicas de diagndstico para os modelos MMS ¢é estudada por Fung et al. (2002).

6.4.2 Residuo condicional

A partir de (6.19) temos que o vetor de efeitos aleatérios estimados é dado por
b = (Bf, cee BZ)T Baseados nesse resultado, podemos definir o vetor de residuos

condicional, associa-do aos efeitos fixos e aleatérios do modelo, a partir de

—

y = E(y|b) (6.25)
= XB+Nf+7Zb
= Hy,
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em que H = I, —¢W +¢WH, com n* = Y | m; e H definida na equagio (6.23).

Assim, o vetor de residuos condicional pode ser expresso na forma

& = y—E(y|b) (6.26)
i

-y

E importante lembrar que os residuos apresentados acima estao condiciona-
dos no sentido de que «, X; e v;(0) sao fixos (i = 1,...,n). Na pratica, esses

parametros sao substituidos pelas suas respectivas estimativas.

6.4.3 Residuos padronizados

Célculos diretos mostram que a matriz de variancia-covariancia de €, e €.,

respectivamente, é dada por

Cov(en) = (I,-—H)Cov(y)(L,- —H)" e
Cov(e.) = (I,- —H)Cov(y)I,- — H)",

em que Cov(y) = rdiag(Wy,..., W,)), com k = v/(v — 2). Se substituimos 3;
e v;(0) pelas suas estimativas, isto é 3; e v;(0), obtemos uma aproximacao da
matriz de variancia-covariancia de €,, e €.. Assim, podemos definir uma versao

padronizada dos residuos marginais e condicionais da seguinte maneira:

-~

e

e, = ——= e (6.27)
Var(ey,)

e €

eCl = Tl/\, (628)
Var(e,,)
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em que \//a\r(anl) (\7a\r(€cl)) é o l-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

Cov(en) (Cov(e.)) e denota a variancia da [-ésima observagao, para [ = 1,...,n"*
en* =" my Os primeiros m; elementos do vetor €, correspondem as ob-

servacoes do primeiro grupo, e assim por diante. A andlise de diagnostico baseada
nos residuos marginal e condicional deve considerar os pesos v;(8)’s pois, eventu-
almente, podem existir observacoes aberrantes que apresentem um peso pequeno
no processo inferencial, nao representando, portanto, um problema relevante na
analise. Outros detalhes relacionados a andlise de residuos sao discutidos por Ver-
beke e Molenberghs (2001) e Nobre (2003) para os modelos mistos normal, Savalli
(2006) para os modelos mistos elipticos, Fung et al. (2002) para os modelos mistos
semiparametricos normal, e Kim et al. (2002) e Zhu et al. (2003) para os modelos

lineares parciais com dados independentes.

6.5 Validacao cruzada generalizada

Como foi dito na Subsecao 3.2.1, o parametro de suavizagao regula a relagao
entre a fidelidade dos dados e a suavidade da curva estimada, e portanto a escolha
de um valor apropriado para esse parametro é um problema essencial que deve ser
considerado. Baseados em Green e Silverman (1994), Segao 4.4, podemos definir o
escore de validacao cruzada generalizada para os modelos mistos semiparamétricos

t-Student multivariados na forma

Iy =3I

VOGO = T e

, (6.29)

em que o vetor de valores ajustados y é definido na equagao (6.22) e a matriz
H(«) = H na Subsegao 6.4.2. Consequentemente, escolhemos o valor de o que
minimize o escore VCG(«). Note que o critério de validacao cruzada generalizada
esta condicionado ao fato de que a matriz de escala 3; e os pesos v;(60) sao fixos. Na
pratica, a matriz X; e os pesos v;(0) devem ser substituidos pelas correspondentes

estimativas.
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6.6 Qualidade do ajuste: distancias transformadas

Como uma forma de avaliar os ajustes dos modelos normal e t-Student mul-
tivariados construiremos os gréaficos das distancias transformadas sugeridos por
Little (1988) e Lange et al. (1989). Para o caso normal multivariado, temos que a

distancia de Mahalanobis,

6 = (yi — )" (yi — 1) (6.30)

~—1

com X; = Z;DZI +¢ 1,,,,, segue uma distribuicao X2, eque 5 = (yi—i2:)'E, (yi—
1;) também segue, assintoticamente, a mesma distribuicao de ¢; (i = 1,...,n).
Logo, usando a aproximacao de Wilson-Hilferty (veja Galea, 1995), temos que as

distancias transformadas

oo LBm)* = (1= 52)}

: (6.31)

seguem aproximadamente uma distribuicdo normal padrao (: = 1,...,n). Para
o modelo t-Student multivariado, temos que F; = §;/m; segue uma distribuicao
Fmiw)- Além disso, E = S\Z /m; tem assintoticamente a mesma distribuicao de F;
(1 =1,...,n). Analogamente ao caso normal, usando a aproximacao de Wilson-

Hilferty temos que as distancias transformadas

o (- g)BP - (- 50)

1 9m;

Im;
: 6.32)
1 - 1/2 (
2 2/3 2
{GRF"+ (%)}
seguem aproximadamente uma distribui¢do normal padrao (i = 1,...,n). Graficos

normais de probabilidade das distancias transformadas dEN} e dzm podem ser utili-
zados para avaliar os ajustes dos modelos normal e t-Student multivariado. Note

que m; corresponde ao nimero de medigoes associadas a i-ésima unidade amostral.
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6.7 Diagnostico de influéncia local

Nesta secao apresentamos a matriz de informacao observada penalizada —Lp(0)
e a matriz de perturbagoes penalizada Ap(@). Os esquemas de perturbagao aqui
considerados sao ponderacao de casos, perturbacao na matriz de escala, per-
turbacgao aditiva na covariavel associada ao componente paramétrico do modelo, e

perturbacgao na variavel resposta.

6.7.1 Matriz de Informacao observada

Desde (6.5) temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanga penalizada é

dado por

Lp(6,0) = > Lp,(6,0),
=1

em que a funcdo Ly, (0, ) é definida na equacdo (6.8). A matriz de informagao

observada penalizada é dada por

E(0) = > £ (0). (6.33)

com
aQL (0 Oé) Lpllz LP12Z LP13Z
0, (0) = “0 = | B B Eow |
0= T
LP13Z LP23Z Lpss,;
em que
9Ly (0 . o
Loy, = a;}; ﬂ’Ta) — 2 XIS, 2w (G)eE! + W(é,)zl] s X,
o=
9%Lyp. (0 - L o
Lp221 = 81;'28<f7:a> 0—6 =2 N?Zz 1 2 W,((Sz)eie;‘r + W(éz)zz} 21‘ 1Nz - % K7
Lp12 i = 8géf’j‘ ) 915 - 2 XZTEZ 2Wl(52)€i€;r + W(dl)zl] Ez NZ 9
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i _ 0%Lp,(0,0)

P T 9rarT lo—g

. 0*Lyp, (0, )

bewe = “9garm s
i _ 0%Lp,(0, )

Pl Of0TT o=

cujos elementos sao, respectivamente, da forma

T = (3 [Bus S0 30.0])

~—1
~T
+¢€; X

i

82Lp,<0 O{) T/\—l ~ T A~ 1 ~—1
AN = 2X'3%. |[W/(§)eie; +W(5)Z:|X, X)X, &
S o TS WGeE + WS R0)S, e
[§
—— = 2N, X '(6;)€:€; )X 2 ()X, &
otor, " WG s WEIR|E R0 E
com

=355} o =iy

~

que as matrizes (7)) = 0%,;/07,, B(l) = 0%,;/0r ¢ X(3,() = 9%;/07,07, sdo
avaliadas em 6 = 0 (7,0=0,...,dy).
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6.7.2 Esquemas de perturbacao

A matriz Ap(@) para cada esquema de perturbagao é definida na forma

8°Ly(0, )

Ap<0> - 808wT 9:5, w=wo ’

(6.34)
em que 0 é a estimativa de maxima verossimilhanca penalizada e wy o vetor de
nao perturbacdo. A seguir sao apresentadas as expressoes da matriz A, (@) para

os trés esquemas de perturbacao abordados neste capitulo.

Ponderacao de casos

Se nosso objetivo é avaliar a contribui¢ao individual das observagoes, podemos
atribuir diferentes ponderacoes a cada uma delas no logaritmo da funcao de ve-
rossimilhanca penalizada. Neste caso, o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca

penalizada para o modelo perturbado é dado por

0, a|w) = Zwl (0) — = fTKfT (6.35)
em que w = (Wi, ...,w,)’ éo vetor de pesos, com 0 < w; <1 (i=1,...,n). Nesse
caso, o vetor de nao perturbacio é wy = (1,...,1)T € R". Usando resultados de

diferenciacao sobre Ly (0, «|w) obtemos

0Ly, (0, alw) o al
—3a. = -2 WX &
0B0w; 00, wewo W(6)X; ¥, &,
82Lp.(0 a‘w) R .
BT = AW()NT S, 5
0w, o6, w—wo (6;)N; X, € e
0Ly, (0, aw) 1 a-le S
it A St ihad hadv = —trX X _ A SIS SRS
aT]awi 0=0, w=wo 2 r{ ! (‘7)} W(él)el i (]) i €is

com X(7) avaliadaem0:§(i:1,...,n e1=0,...,dy).
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Perturbacao na matriz de escala

A perturbacao na matriz de escala é introduzida ao considerar

Yi ~ o, (g, w0y 2, v) (6.36)

em que w = (wi,...,wy)t, comw; >0 (i =1,...,n). Nesse caso, o vetor de nao
perturbagao é wy = (1,...,1)T € R™ tal que Lp(0, o|w) = Lp(6, ). Apos algumas

manipulacoes algébricas obtemos

aQLp.(O,QAw) N e
I S D — _2 / X E
8,38&)2 0=0, w=wp {W (5 ) 5 + W( )} Ez )
0? Ly, (0, a|w) A N el
Rt 0 it Bt bl - _9 1SN S N NTSS -
8f8w2 G:é7 w=wo {W (52) 51 + W((SZ)} 7 7 €; €
8’7']8(,02‘ 9:@, w=wo {W (5 ) 5 + W< )} E (j) €

com X(7) avaliadaem@za(izl,...,n e1=0,...,dy).

Perturbacao na variavel explicativa

Aqui o interesse principal é perturbar uma variavel explicativa continua es-
pecifica na forma x;, = X; + w;, em que X; corresponde a [-ésima coluna da
matriz X; e w; é um vetor (m; x 1) de perturbagdes. Nesse caso, o vetor de nao
perturbagio é wy = (0,...,0)" € R, com n* =Y m;, e o logaritmo da fungao

de verossimilhanca penalizada para o modelo perturbado é dado por

Lo(8, a|w) = L(0]w) — % FIKET

em que

L(O|w) = ZL (Olw),

sendo L;(0|w)  log {1+V‘15- }_(MTW), Siw = €L B ei, €1 = yi — XiwB — Nif

e X;, = X; +w;2z!. Usando resultados de diferenciagao sobre Lp(8, a|w) obtemos
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02 L, (0, a|w) ~ ~n ~ ~ _
R S Rl — AW'(5: XTE AATE 9 XT B -
8ﬁ8wZT ’9@, w=wo w (5l) v €i€ ﬁl + W(5 ){ ﬁl ZI€; } 7
0*Ly, (0, aw) ro-l ~ e PO
T = NS, {(aW'(5) &l + 2W(5,) %)%,

8f8wZT ’9:@, w=wq ¢ ¢ { ( ) + ( ) } i l €

~—1 - ~—1 o~~~ A~
= €IS, 2=, {2W(0) e + 2w (5,)T) =,
AT sy = TS EOE 2GR +2WB)R) B5,
com X(j) avaliada em 6 = 0 (t=1,...,n ey)=0,...,d\). Aqui 2z; denota um
vetor (p x 1) com um 1 na [-ésima posi¢ao e zeros nas outras posigoes. B\l é o

[-ésimo elemento (3.

Perturbacao na variavel resposta

Através deste esquema de perturbacao desejamos avaliar a sensibilidade das
estimativas quando sao introduzidas pequenas perturbagoes nos componentes de
cada vetor de respostas. Seja w; = (W1, - .., Wim,)T € R™ o vetor de perturbacao,
e wy = 0 (€ R") o vetor de nao perturbacio. Consideremos a perturbacio do
vetor de respostas na forma y,;, = y; + w;. Entao, o logaritmo da funcao de

verossimilhanga penalizada do modelo (2.12) perturbado é dado por
= Q@
Lp(0, | w) = Z;Li(0|w) - §fTKf,

em que L;(0|w) = —% log |3;| +1log ¢(6i), com 0y, = €L X i, €10 = Viw — M-

Diferenciando Lp(0, a|w) em relacao a 6 e w;, obtemos que

1

0Ly, (0, a|w) ra-l o~ PO
. ’ = XX 4 UERAY 2 3
3ﬁaw;f 6:@7 w=wq ¢ v { w (5Z)€Z€Z + W(5 ) } i
0Ly, (0, a|w) ra-l o £ & el
e = —NTS. {4W'(5) &l + 2W (5,)%;
3f3wZT 6:@7 w=wo v v { ( ) € €Z + ( ) } 7 €
0Ly, (0, | w) ra " a1
- = FSSG)E, 2w el + 2w (5)5,)5,
aTJasz 0=0, w=wo € () { ( )88 + ( ) } i)
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com X(7) avaliadaem0:§(i:1,...,n e1=0,...,dy).

6.8 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo foi apresentado o modelo misto semiparamétrico t-Student mul-
tivariado. Assumindo que o vetor de respostas e o vetor dos efeitos aleatérios de
cada grupo segue uma distribuicao conjunta t-Student multivariado derivamos a
distribuicao marginal do vetor de respostas observadas. A partir do logaritmo da
funcao de verossimilhanca penalizada do modelo marginal calculamos as funcoes
escore e as matrizes de informacao de Fisher penalizada associadas aos parametros
do modelo. Baseados nesses resultados, construimos o processo iterativo escore de
Fisher para estimar o coeficiente de regressao e a funcao nao paramétrica. Os
componentes de variancia e os efeitos aleatorios foram estimados através do algo-
ritmo escore de Fisher e a estimativa empirica de Bayes, respectivamente, e os erros
padrao das estimativas dos parametros mediante a inversa da matriz de informacao
de Fisher. Dois tipos de residuos padronizados foram definidos e consequentemente
estudamos algumas de suas propriedades. Também consideramos o problema de
estimacao do parametro de suavizacgao e sugerimos o critério de validacao cru-
zada generalizada como um procedimento de estimacao razoavel. Finalmente,
particularizamos os resultados de influéncia local apresentados no Capitulo 4 para

o modelo misto semiparamétrico t-Student multivariado.
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Capitulo 7
Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacoes dos modelos dicutidos nos capitulos
anteriores. Trés conjuntos de dados reais sao utilizados para ilustrar a metodologia

de influéncia local nos modelos mistos aditivos semiparamétricos elipticos.

7.1 Dados AFP

Nesta se¢ao discutimos uma aplicacao que envolve um conjunto de dados reais
fornecidos pela Superintendéncia de AFPs do Chile, em que as variaveis resposta
correspondem as rentabilidades mensais da administradora de fundos de pensoes
Cuprum, registradas durante o periodo de janeiro de 1990 a dezembro de 2003.
A variavel explicativa corresponde a rentabilidade do indicador macroeconomico
IPSA. Inicialmente, poderiamos ajustar um modelo linear simples para examinar
o efeito das mudancas no valor do IPSA sobre as rentabilidades. A Figura 7.1a
mostra o diagrama de dispersao entre essas duas variaveis e como resultado, po-
demos observar fortes indicios de uma tendéncia linear, com algumas observacoes
mostrando um comportamento atipico. Como as rentabilidades foram registradas
através do tempo, uma alternativa atrativa seria considerar um modelo que per-
mita modelar a dependéncia da rentabilidade com relagao ao tempo. A Figura 7.1b
mostra o diagrama de dispersao das rentabilidades contra o tempo (meses) indi-

cando que tal dependéncia pode ser representada em uma forma nao paramétrica.
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Figura 7.1: Diagrama de dispersao: rentabilidades da AFP Cuprum contra as
rentabilidades do IPSA (a), rentabilidades contra o tempo (b).

7.1.1 Modelo proposto

Consideraremos o seguinte modelo semiparamétrico:
Vi=x 0+ f(t:) + e, (7.1)

em que Y; denota o valor observado da rentabilidade no tempo t;, xX; denota a
rentabilidade do IPSA no mesmo periodo, § é o parametro associado ao coefici-
ente de regressao que determina o incremento no valor da rentabilidade quando o
I[PSA aumenta uma unidade, f é uma fungao arbitraria que depende do tempo e
que usualmente é estimada através de um processo de suavizacgao, e €¢; € um erro

aleatério (1 = 1,...,168). O modelo (7.1) pode ser expresso na forma
y = X3+ Nf +e€, (7.2)

em que y é um vetor (168 x 1) que contém as respostas observadas, X é um vetor
(168 x 1) cujos elementos correspondem aos valores da variavel explicativa x, N

¢ uma matriz de incidéncia (168 x 168) que, neste caso, é igual a uma matriz
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identidade, f é um vetor (168 x 1) cujos componentes correspondem a avalia¢ao
funcional de f(-) nos valores da varidvel explicativa t que pertencem ao conjunto
{ti1 = 1,ty = 2,...,t16s = 168}, e € representa um vetor de erros aleatérios
(168 x 1). Usualmente, assume-se que os erros aleatérios sao nao correlacionados
através do tempo e que seguem uma distribuicao normal. Porém, é sabido que as
estimativas de maxima verossimilhanca derivados do modelo normal sao sensiveis
a observacoes aberrantes. Nesse caso, uma alternativa é assumir um modelo de
caudas mais pesadas para acomodar tais observacoes. Em virtude disso, vamos
supor que o valor observado da rentabilidade no tempo t; (i = 1,...,168) segue

uma distribui¢ao na forma,

Vi~ EO (% B+ f(ti) , ) .

. : , T
Dessa forma, o vetor de parametros a ser estimado é 8 = (ﬁ,fT,gb) . A fim
de avaliar e comparar a sensibilidade das estimativas de maxima verossimilhanca
penalizada a observacoes aberrantes, vamos considerar as distribuicoes normal e

t-Student.

7.1.2 Ajustando os modelos normal e t-Student univariado

Os modelos foram ajustados usando a verossimilhanga penalizada sob erros
normal e t-Student. O parametro de suavizacao « foi estimado através do método
de validagao cruzada generalizada que, sob o modelo linear parcial com erros nor-
mais e ¢ conhecido, é @ = 100. Utilizando o critério de informacao de Schwarz
descrito na Secao 3.8 para escolher os graus de liberdade da distribuicao t-Student,
obtivemos v = 4; veja a Tabela 7.1. Os erros padrao dos estimadores do coefi-
ciente de regressao, da funcao nao paramétrica e do parametro de escala, foram
calculados a partir da matriz de informacao de Fisher penalizada. Os resultados
dos ajustes sao apresentados na Tabela 7.2. Devido a alta dimensao do vetor f, as
estimativas e os erros padrao sob o modelo normal e t-Student nao sao apresenta-
das. Os ajustes nao paramétricos para ambos os modelos sao exibidos na Figura
7.2.
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Tabela 7.1: Valores estimados do logaritmo da funcao de verossimilhanca
penalizada e do critério de informacao de Schwarz sob o modelo t-Student para
diferentes graus de liberdade ajustado aos dados de AFP.

v —2L,(0,4) SIC(9)

617,34 14884
61526  1486,3
601,82 14729
600,34  1471,4
600,98 14721

CU R W N~

Tabela 7.2: Estimativas de méaxima verossimilhanca penalizada para os modelos
normal e t-Student com v = 4 graus de liberdade ajustados aos dados de AFP.

Normal t-Student
Pardmetro Estimativa  E.P.  Lp(6,a) Estimativa E.P. Ly(0,a)
6] 7,924 1,961 -315,32 7,752 1,876 -300,17
P 2,433 0,045 1,193 0,121

Da Tabela 7.2 podemos notar que as estimativas do coeficiente de regressao sao
similares entre os dois modelos ajustados. Porém, o erro padrao de B sob o0 modelo
t-Student é menor do que o erro padrao obtido sob o modelo normal, indicando
que o modelo com caudas mais pesadas parece fornecer estimativas mais precisas
para o coeficiente de regressao. Com relagao ao parametro de escala dos modelos,
temos que as estimativas sao diferentes entre os modelos ajustados e que o erro
padrao de QAﬁ sob o modelo normal é menor do que o erro padrao sob para o modelo
t-Student. Porém, tais resultados nao sao comparaveis.

Como uma forma de avaliar os ajustes dos modelos normal e t-Student cons-
truiremos os graficos das distancias transformadas sugeridos por Little (1988) e
Lange et al. (1989) no contexto multivariado e que podem ser particularizados di-
retamente para o caso univariado. Baseados nos valores de Lp(a, @) e nos graficos

normais de probabilidade das distancias transformadas apresentados na Figura
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7.3, temos que o modelo t-Student com 4 graus de liberdade parece apresentar
um ajuste mais adequado em relagao ao modelo normal. Salientamos que esses
graficos sao compardveis se a distancia transformada for normal para ambos os
modelos.

normal

t-Student

Rentabilidade AFP Cuprum
Rentabilidade AFP Cuprum

L L L L L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tempo Tempo

Figura 7.2: Graficos dos ajustes nao paramétricos (linha continua) aos dados de
AFP sob o modelo normal e t-Student com v = 4 graus de liberdade.

Distancia transformada
Distancia transformada

L L L L L 6

0 o
N(0,1) N(@©.1)

Figura 7.3: Graficos normais de pobabilidade para a distancia transformada sob
os modelos normal (a) e t-Student (b) ajustados aos dados de AFP.

7.1.3 Detectando observacoes aberrantes

Para detectar observacoes aberrantes observamos os graficos de indices das
i —ii)?

distancias entre o valor observado ¥; e o seu valor ajustado ¥;, digamos ¢; = ¢
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Como resultado, a Figura 7.4 revela que sob os modelos normal e t-Student as
observacoes 22, 23, 52 e 105 aparecem como possiveis observacoes aberrantes,
com um forte destaque para a observacao 105. A Figura 7.4c mostra o gréfico
dos pesos estimados contra as distancias gz sob o modelo t-Student. Como é
possivel observar, as observagoes 22, 23, 52 e 105 receberam pesos menores no
processo de estimacao. Isso indica que as estimativas de maxima verossimilhanca
penalizada apresentam algumas sinais de robustez, no sentido da distancia gi,

contra observacoes aberrantes.
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Figura 7.4: Graficos de indices para a distancia 6; sob os modelos normal (a) e
t-Student (b) ajustados aos dados de AFP, e entre os pesos estimados e a distancia

J; sob o modelo t-Student (c).
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7.1.4 Diagnéstico de influéncia

Para detectar observacoes influentes e avaliar a sensibilidade das estimativas
de maxima verossimilhanca penalizada de 3, f e ¢ sob alguns esquemas de per-
turbagao, apresentamos os graficos de indices da medida de influéncia local total
para ponderacao de casos, perturbacao de escala, e perturbacao na variavel expli-
cativa IPSA. A representacao grafica de C;(0) foi omitida, pelo fato de apresentar
um comportamento similar aos graficos obtidos da analise de influéncia local para
f. Por simplicidade, condicionamos nossa andlise de influéncia local assumindo
que o parametro de suavizagao € fixo. Porém, é possivel que exista algum grau de

sensibilidade nos resultados a mudancas nesse parametro; vide Zhu et al. (2003).

Ponderacao de casos

Nas Figuras 7.5, 7.6 e 7.7 sdo apresentados os graficos de indices de C;([3),
Ci(f) e Ci(9), para os modelos normal e t-Student. Tais Figuras indicam que sob
o modelo normal a observacao 22 é a mais influente em B seguida das observacoes
2, 23, 49, 105 e 107 que exercem uma influéncia moderada. Agora, sob o modelo t-
Student, observamos que a observacao 51 é a mais influente seguida das observacoes
2,26, 98 e 107. E possivel observar também que, sob o modelo normal, a observacao
105 ¢é altamente influente em fe g/g, mas, sob o modelo t-Student, nao aparecem

observagoes exercendo influéncia relevante.

normal t=Student

51
o 98
105 *
o2} ] 02} 26

107 p2 M

A q .e .
3 ot . U .', . o
. .
. . . 3 ", oot
PRI 3 o ) NI VR Uk L PP Ll X PO SO 3 )
07 1200 160 20 W 50 100 0120 20 160
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Figura 7.5: Gréficos de indices de C; para a sob ponderacao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.
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Figura 7.6: Gréficos de indices de C; para f sob ponderacao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.
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Figura 7.7: Gréficos de indices de C; para gg sob ponderacao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.

Perturbacao de escala

Os graficos de indices de C;(3), Ci(f) e Ci(¢) para os modelos normal e t-
Student, assumindo um esquema de perturbacao de escala, sao apresentados nas
Figuras 7.8, 7.9 e 7.10. A partir dessas figuras podemos observar que os graficos
de influéncia local total sob o modelo normal e t-Student tém um comportamento
similar aos obtidos para ponderacao de casos, exceto que sob o modelo t-Student
nao ha observagoes exercendo influéncia relevante. Portanto, tais comentarios sao

validos para este esquema de perturbacao.
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Figura 7.8: Graficos de indices de C; para B sob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.
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Figura 7.9: Graficos de indices de C; para f sob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.
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Figura 7.10: Gréficos de indices de C; para gg sob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.
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Perturbacao no IPSA

Nas Figuras 7.11, 7.12 e 7.13 sao apresentados os graficos de indices de C;(/3),
Ci(f) e Ci(¢), para os modelos normal e t-Student, no caso em que a varidvel
explicativa é perturbada em forma aditiva. Tais figuras revelam que sob o modelo
normal a observacao 105 é a mais influente em B\ e é;, enquanto que sob o modelo
t-Student nao aparecem observagoes influentes. Além disso, é possivel observar
que sob o modelo normal nao héa observacoes influentes em f, mas, sob o modelo

t-Student, as observacgoes 1 e 168 tém uma influéncia mais acentuada.
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Figura 7.11: Graficos de indices de C; para B sob perturbacao do IPSA para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.
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Figura 7.12: Graficos de indices de C; para f sob perturbagao do IPSA para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.
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Figura 7.13: Graficos de indices de C; para gg sob perturbagao do IPSA para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de AFP.

Com o objetivo de comparar os resultados de influéncia local, na Figura 7.14

apresentamos os graficos de indices dos residuos padronizados, dos pontos de ala-

vanca, das distancias de Cook para B, e da medida DFIT para f

Residuo padronizado

Distancia de Cook

(2)

(b)

168

© 025 2 4
g . 167
% 104 .
S et
0.15 M °
S e ae o o . .°
01t Wt Nae Lo I v o f ]
RO U PO oS ol W 1 A0t et
105
20 a0 o0 8o 100 120 140 160 o 20 40 60 80 100 120 140 160
indice indice
(c) (d)
14
105
12 .
22
.
A
osf
i =T
23 49 x :
2 B .
os| .
.
.
.
.
* . * o o
I’ “ec o
A 2o s LY P - .
2 ) 50 Ed 100 20 40 T60 - o
Indice Indice

Figura 7.14: Graficos de indices: residuos padronizados (a), pontos de alavanca

(b), distancias de Cook para 3 (¢) e medida DFITS para 13 (d), referentes ao ajuste
do modelo normal aos dados de AFP.
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Como resultado, podemos observar a analise de diagnostico de eliminacao de
casos apresentados na Figura 7.14 concordam com os obtidos por influéncia local.
As expressoes das medidas de eliminacao de casos utilizadas acima sao dadas em
Fung et al. (2002) no contexto dos modelos mistos semiparamétricos gaussianos,
e podem ser facilmente particularizadas para os modelos lineares parcias; veja
também Eubank (1985) e Kim (1996). De acordo com Fung et al. (2002) é
conveniente fazer o diagnostico condicionando a estimacao do parametro de escala
e do parametro de suavizacao a todo o conjunto de dados. Na pratica é possivel
que mudancas em éﬁ\ e @ devido a exclusdao de uma observacao tenham um efeito

adicional nas estimativas de 3 e f.

7.1.5 Analise confirmatodria

A seguir, é apresentada a analise confirmatéria obtida reajustando o modelo
(7.1) sem as observagoes 22, 23, 52 e 105 para avaliar o impacto nas estimativas
de B e ¢. Os valores apresentados entre parénteses correspondem as mudancas
relativas (impacto percentual) na estimativa do parametro, quando eliminamos a
correspondente observacao. Aqui, B(I) e 8(1) denotam respectivamente, as estima-
tivas de maxima verossimilhanca penalizada de (3 e ¢ obtidas apds a eliminagao da
observacao I. Na Tabela 7.3 observamos que a maior variagao percentual na esti-
mativa de maxima verossimilhanca penalizada de  é obtida sob o modelo normal.
Essa variacao atinge um maximo quando eliminamos a observacao 22. Porém, sob
o modelo t-Student, a variacao é menor quando eliminamos a mesma observacao.
Observamos ainda, que a maior variacao percentual na estimativa de maxima ve-
rossimilhanca de ¢, sob o modelo normal, atinge um maximo quando eliminamos
a observagao 105. Ja para o modelo t-Student, essa variagao é bem menor quando
eliminamos a mesma observacao. Ao observar o conjunto de dados notamos que
as observacoes 23, 52 e 105 correspondem aos menores valores das rentabilidades
(negativas), enquanto as observagoes 22 e 49 correspondem aos maiores valores das
rentabiliades (positivas) recebidas pela AFP. E evidente que tais observagoes tém

um comportamento atipico.
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Tabela 7.3: Mudancas relativas (em parénteses) nas estimativas de maxima veros-

similhanca penalizada para os modelos normal e t-Student com v = 4 graus de
liberdade ajustados aos dados de AFP.

normal t-Student
L 1) 20 ) 20
7,02 243 7.75 1,19
22 8,87 2.32 7,58 1,12
(11,94)  (4,55)  (2,23) (5,67)
23 7,14 2,26 7,58 1,12
(9,84) (6,91)  (2,25) (6,38)
52 8,27 2.30 7.97 1,12
(441)  (540)  (2:84) (6,43)
105 8,61 1,94 771 1,22
(8,63)  (20,20)  (0,54) (2,61)

Finalmente, a partir dos resultados de influéncia local descritos acima, pode-
mos concluir que as observacgoes que exercem maior influéncia na estimativa de (3
nao necessariamente tém o mesmo grau de influéncia na funcao estimada de f.
Por exemplo, para ponderacao de casos, as observacoes 22 e 105 sao altamente
influentes em B e J?, respectivamente. Além disso, notamos que a estimativa de f,
derivada do modelo com erros t-Sudent, apresenta uma importante sensibilidade
quando perturbamos a covariavel IPSA. Por sua parte, a estimativa do coeficiente
de regressao sob o modelo t-Student também mostra-se sensivel quando atribuimos

diferentes ponderacoes as observacoes.

7.2 Dados de glucose

Em um estudo médico foram aplicados diferentes testes padrao de tolerancia
a glucose a 20 pacientes obesos. Os dados correspondem as medigoes de fosfato
inorganico no plasma, obtidas a partir de amostras de sangue para cada paciente,
registradas as 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 3; 4 e 5 horas apds a aplicacao oral de uma dose

de glucose padrao; veja Apéndice D. A varidvel resposta foi medida em mg/dl. Os
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dados foram reportados por Zerbe (1979) e analisados por diferentes autores. Por
exemplo, Reinsel (1984) ajusta esses dados a um modelo de curva de crescimento
com efeitos aleatérios e sugere modelar a resposta média de cada paciente através
de uma funcao linear por partes com ponto de mudanga as duas horas (veja Figura
7.15a). Chi e Reinsel (1989) fazem uma analise desses dados através do ajuste de
um modelo com efeitos aleatorios e erros AR(1). Mais recentemente, Pang e Fang
(2002) realizam estudos de sensibilidade utilizando os procedimentos de eliminacao
de casos e influéncia local em modelos de curva de crescimento com erros normais.
Para ilustrar a aplicabilidade de tais resultados eles propoem modelar os dados
descritos acima através de um modelo de curva de crescimento, assumindo um po-
linomio de segundo grau. Nessa andlise, eles confirmam a presenca de observacoes

aberrantes e influentes; ver Keramidas e Lee (1995).

7.2.1 Modelo proposto

A partir da Figura 7.15 onde sao apresentados os perfis individuais de cada
paciente, temos indicios de que os niveis de fosfato inorganico no plasma, apds
da aplicagao oral da dose de glucose, muda através do tempo em uma forma que
torna dificil modelar sua tendéncia usando uma funcao paramétrica simples. Nesse
caso, sugerimos analisar este conjunto de dados usando o seguinte modelo misto
nao paramétrico:

Yij = f(tij) + bi + €55, (7.3)

em que Y;; representa a j-ésima medicao de fosfato inorganico no plasma do i-ésimo
paciente no tempo t;; (i = 1,...,20;5 = 1,...,8), f(-) é uma funcdo arbitraria
que depende do tempo, b; denota o efeito aleatério do i-ésimo paciente, e €;; é um

erro aleatério dentro do paciente. O modelo (7.3) pode ser escrito na forma

em que y; é um vetor (8 x 1) para as respostas do i-ésimo paciente, N; = Ig é uma

matriz de incidéncia (8 x 8), onde Ig denota uma matriz identidade (8 x 8), f é um
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vetor (8 x 1) cujos componentes correspondem a avaliagdo funcional de f(-) nos
valores dos tempos que pertencem ao conjunto t' = { t{ =0, t§ =05, ..., t2 =5

}, Z; é a matriz de planejamento (8 x 1) para os efeitos aleatérios dada por
T
zi = (1111111 1)

e €; representa o vetor de erros aleatérios (8 x 1). Assumindo que,

; f NZZT + o1 \Z;
~ 568 3 )
b; 0 A ZT A

temos que o vetor de respostas associado ao i-ésimo paciente (i = 1,...,20) segue

uma distribuicao marginal na forma,

Sob essa suposicao, o vetor de parametros a ser estimado é 8 = (f7, \, ¢)T. Com o
propésito de comparar o ajuste do modelo (7.3) para alguns membros da familia das
distribuicoes elipticas, vamos considerar especificamente as distribuicoes normal e

t-Student multivariadas.
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Figura 7.15: Graficos de perfis (a) e das médias (b) de fosfato inorganico no plasma.
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7.2.2 Ajustando os modelos normal e t-Student multivariado

O modelo (7.3) assumindo uma distribuigdo normal e t-Student multivariada,
respectivamente, foi ajustado usando a verossimilhanga penalizada correspondente.
O parametro de suavizacao @ = 0,105 foi estimado através do método de validacao
cruzada generalizada assumindo normalidade. Os graus de liberdade da distri-
buigao t-Student foram escolhidos mediante o critério de informagao de Schwarz
obtendo-se v = 7; veja Tabela 7.4. Os erros padrao do estimador do componente
nao paramétrico e do componente de variancia foram calculados a partir da ma-

triz de informacao de Fisher penalizada. O resumo dos ajustes é apresentado na

Tabela 7.5.

Tabela 7.4: Valores estimados do logaritmo da funcao de verossimilhanca
penalizada e do critério de informacao de Schwarz sob o modelo t-Student multi-
variado para diferentes graus de liberdade ajustado aos dados de glucose.

v —2Lp(0,a) SIC()

1 232,56 262,52
2 22226 252,22
3 218,50 248,45
4 216,80 246,76
5 215,98 245,95
6 215,62 245,58
7 215,48 245,45
8 215,50 245,46

Da Tabela 7.5 podemos notar que as estimativas do componente nao paramé-
trico sao, em termos gerais, bastante similares entre os modelos ajustados. Porém,
como os erros padrao de f sob o modelo t-Student multivariado sio menores que
os erros padrao obtidos sob o modelo normal, temos indicios de que o modelo
com caudas mais pesadas gera estimativas mais precisas para o componente nao
paramétrico. Com relacao aos demais parametros, temos que as inferéncias para os

componentes da escala sao similares entre os modelos, porém nao sao comparaveis.
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Tabela 7.5: Estimativas de méaxima verossimilhanca penalizada para os modelos
normal e t-Student multivariado com v = 7 graus de liberdade ajustados aos dados
de glucose.

Normal t-Student

Pardmetro Estimativa  E.P.  Lp(0,&) Estimativa E.P. Ly(6, @)

A 0,355 0,120  -110,92 0,297 0,112 -107,75
® 0,163 0,020 0,120 0,022
f(t1) 4,530 0,161 4,496 0,145
flta) 4,140 0,163 4,110 0,146
f(t3) 3,782 0,164 3,780 0,146
f(ta) 3,476 0,164 3,490 0,146
f(ts) 3,200 0,162 3,216 0,145
f(te) 3,374 0,160 3,403 0,144
f(t7) 3,700 0,159 3,736 0,143
f(ts) 4,015 0,160 4,047 0,144

Para avaliar os ajustes dos modelos construiremos os graficos das distancias
transformadas sugeridos na Se¢ao 6.6. Baseados nos valores de Lp(a, Q) e nos
graficos normais de probabilidade das distancias transformadas apresentados na
Figura 7.16, temos que o modelo t-Student multivariado com 7 graus de liberdade

parece apresentar um ajuste mais adequado com relacao ao modelo normal.

normal t—Student

Distancia transformada
Distancia transformada
:

R T awe
Figura 7.16: Graficos normais de probabilidade das distancias transformadas sob

os modelos normal e t-Student com 7 graus de liberdade ajustados aos dados de
glucose.
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A Figura 7.17 mostra os valores ajustados obtidos a partir do modelo com efeito
aleatério nao paramétrico (7.3) para os 20 pacientes (i = 1,...,20),y; = f+7Z:b; |
em que /l;l ¢é o estimador empirico de Bayes com todos os parametros substituidos
pelas suas estimativas de maxima verossimilhanca penalizada derivadas do modelo
t-Student. Em termos gerais, essa figura indica que as predicoes ajustadas para
cada perfil do paciente sao razoaveis quando consideramos um modelo que incor-
pora um efeito aleatorio para modelar a estrutura de covariancia do paciente e
um componente nao paramétrico para modelar o efeito do tempo. Chi e Reinsel
(1989) obtém resultados similares aos nossos, em que consideram um componente
de efeitos aleatérios e uma funcgao linear por parte, com ponto de mudanca as
duas horas, para modelar a tendéncia do tempo. Além disso, eles incorporam um
processo autorregressivo AR(1) na modelagem do tempo. Nesse contexto, as con-

tribuigoes de Zeger e Diggle (1994) e Zhang et al. (1998) podem ser consideradas.
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Figura 7.17: Gréfico de perfis ajustados (—) sob o modelo t-Student com 7 graus
de liberdade para os 20 pacientes do estudo de dados de glucose (da esquerda para
a direita).
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7.2.3 Detectando observacoes aberrantes

Pang e Fang (2002) constatam que sob erros normais ha observagdes aberrantes
e influentes no conjunto de dados de glucose. No intuito de detectar observacoes
aberrantes, apresentamos na Figura 7.18(a-b) os graficos de indices das distancias
de Mahalanobis ajustadas 25\1 e das distancias modificadas E = 25\2 /my;, respectiva-

mente, para os modelos normal e t-Student multivariados.

(2) (b)

17
.

Distancia de Mahalanobis
.
Distancia modificada

; 10
indice Indice

Peso
.

Distancia

Figura 7.18: Graficos de indices para a distancia 8; sob os modelos normal (a)
e t-Student (b) ajustados aos dados de glucose, e entre os pesos estimados e a
distancia J; sob o modelo t-Student (c).

Como resultado identificamos o paciente 17 como uma possivel observacao
aberrante quando ajustamos um modelo normal. A Figura 7.17c mostra o grafico
dos pesos estimados contra S\Z sob o modelo t-Student. Como é possivel obser-
var, a observacao 17 recebe um peso menor no processo de estimacao. Isso indica
que es estimativas de maxima verossimilhanca penalizada apresentam algumas si-
nais de robustez, no sentido da distancia de Mahalanobis gl-, contra observacoes

aberrantes.
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7.2.4 Diagnéstico de influéncia

A fim de identificar observacoes influentes e de avaliar a sensibilidade da es-
timativa de maxima verossimilhanca penalizada de f, A e ¢ a tais observagcoes,
apresentamos os resultados obtidos da andlise de influéncia local. Utilizamos a
medida de influéncia local total, C;, e dois esquemas de perturbagao: ponderagao
de casos e perturbagdo de escala. A representacao grifica de C;(0) foi omitida,
devido a similaridade dos resultados com aqueles obtidos na analise de influéncia

local parcial.

Ponderacao de casos

Nas Figuras 7.19, 7.20 e 7.21 sao apresentados os graficos de indices de C;(f),
C;(\) e Ci(¢) para os modelos normal e t-Student com 7 g.l., para o caso em
que atribuimos diferentes ponderacoes as observacoes. Como resultado é possivel
notar que as observacoes 6, 7, 11 e 17 aparecem como observacoes influentes nas
estimativas de maxima verossimilhanca penalizada da funcao nao paramétrica e
dos componentes de variancia sob o modelo normal. Observamos também que a
observacao 17 é mais influente em relacao as outras observacoes. Ja para o modelo
t-Student nao observa-se nenhuma observacao exercendo influéncia de forma rele-

vante.

normal t=Student

17
.

o 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20

. 10
Indice Indice

12 14 16 18 20

Figura 7.19: Graficos de indices de C; para f sob ponderacao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de glucose.
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Figura 7.20: Graficos de indices de C; para X sob ponderagao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de glucose.
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Figura 7.21: Graficos de indices de C; para 8 sob ponderacao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de glucose.

Perturbacao de escala

Nas Figuras 7.22, 7.23 e 7.24 apresentamos os graficos de indices C;(f), Ci(\)

e Ci(¢) para os modelos normal e t-Student com 7 g.l.. Podemos notar que as

observagoes 6, 7, 11 e 17 aparecem como observacoes influentes nas estimativas de

maxima verossimilhanca penalizada da funcao nao paramétrica e dos componentes

de variancia obtidos sob o modelo normal. Note que uma vez mais a observacao

17 apresenta a maior influéncia perante as demais observacoes. Para o modelo

t-Student podemos observar que os graficos de influéncia local total nao revelam

a presenca de observacoes influentes nas estimativas.
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Figura 7.22: Graficos de indices de C; para fsob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de glucose.
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Figura 7.23: Gréficos de indices de C; para X sob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de glucose.
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Figura 7.24: Gréficos de indices de C; para ngS sob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados de glucose.
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Como jé foi mencionado no inicio, Pan e Fang (2002) ajustaram a esses dados
um modelo de curva de crescimento assumindo normalidade e consequentemente
discutiram alguns procedimentos para detectar observagoes discordantes e influ-
entes. Nessa andlise encontraram a observacao 30 (para nés 17) como fortemente
discordante e influente, coincidindo, desta forma, com os nossos resultados de
influéncia local. Uma revisao da base de dados mostra que tal paciente tem o pri-
meiro e segundo valor de entrada relativamente grande, mas os restantes diminuem
rapidamente e voltam a crescer apos duas horas da aplicacao oral da dose de glu-
cose. E evidente que a tendencia no tempo dessas medicoes sao diferentes em
relacao a maioria dos dados, como ¢é observado a partir da Figura 7.15.

A partir dos resultados de diagndstico de influéncia local total apresentados
acima, temos que as estimativas da funcao nao paramétrica e do componente de
variancia para o modelo normal apresentam uma importante sensibilidade quando
atribuimos ponderacoes diferentes as observagoes e quando perturbamos a matriz
de escala. Além disso, podemos observar que tais estimativas derivados do modelo
t-Student com 7 g.l. sao robustos, no sentido da distancia de Mahalanobis, con-
tra observacoes aberrantes, uma vez que a observacao 17, identificada com uma
distancia grande sob o modelo normal multivariado, recebeu um peso pequeno no

processo de estimacao sob o modelo t-Student multivariado.

7.3 Dados de pressao ocular

Estes dados foram reportados em um estudo médico realizado com 30 pacientes
com o objetivo de descrever o comportamento da pressao ocular do olho direito e
do olho esquerdo em um dia especifico. Esse conjunto de dados foi analisado por
alunos da carreira de engenharia em FEstatistica da Univesidade de Valparariso,
Chile. As variaveis resposta correspondem as medigoes da pressao ocular dos
pacientes registradas em intervalos de tempo de trés horas; isto é, as 6, 9, 12, 15,
18, 21 e 24 horas; veja Apéndice E. O sexo e idade foram incluidas no estudo como
covariaveis. Em alguns pacientes, apenas foi possivel medir a pressao ocular em um

dos olhos. Nesta aplicagao consideraremos todos os pacientes aos quais foi possivel
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medir a pressao ocular do olho esquerdo, obtendo-se um total de 29 pacientes. As
variaveis sexo e idade nao serao consideradas em nossa andlise. A Figura 7.25
mostra os perfis individuais dos pacientes. A forma dessas curvas sugere que as
medigoes da pressao ocular poderiam ser modeladas de maneira razoavel usando

um modelo com efeitos aleatorios e um componente nao paramétrico.
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Media dos 29 pacientes
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6 9 12 15 18 21 24 6 9 12 15 18 21 24
Tempo (horas) Tempo (horas)

Figura 7.25: Graficos de perfis (a) e das médias (b) da pressao ocular do olho
esquerdo.

7.3.1 Modelo proposto
Em virtude do exposto acima, sugerimos analisar este conjunto de dados usando
o seguinte modelo misto nao paramétrico:

Vij = f(tij) + b + €5, (7.5)

em que Y;; representa a j-¢ésima medigao da pressao ocular do i-ésimo paciente no
tempo t;; (i =1,...,29;7=1,...,7), f é uma funcdo arbitraria que depende do
tempo, b; denota o efeito aleatorio do i-ésimo paciente incorporado para modelar

a estrutura de covariancia, e €;; ¢ um erro aleatério. Em termos matriciais temos
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em que y; é um vetor (7 x 1) para as medig¢oes do i-ésimo paciente, N; = Iy é uma
matriz de incidéncia (7 x 7), onde Iy denota uma matriz identidade (7 x 7), f é um
vetor (7 x 1) cujos componentes correspondem a avaliacao funcional de f(-) nos
valores dos tempos que pertencem ao conjunto t® = {t{ =6, ..., t3 =24 } Z, é

a matriz de planejamento (7 x 1) para os efeitos aleatérios dada por
T
Zi:(1111111>,

e €; representa o vetor de erros aleatorios (7 x 1). Assumindo que,

~ g£7 ) )
b 0 AZT A

temos que o vetor de respostas associado ao i-ésimo paciente (i = 1,...,29) segue

uma distribuicao marginal na forma,
yi~ El(E,NZZ] +917) .

Neste caso, o vetor de parametros a ser estimado é dado por @ = (f1 X\, ¢)T. As
distribuicoes normal e t-Student serao usadas para comparar a sensibilidade das

estimativas de maxima verossimilhanca penalizada para este conjunto de dados.

7.3.2 Ajustando os modelos normal e t-Student multivariado

O modelo (7.5) sob as distribuigdes normal e t-Student multivariadas, res-
pectivamente, foi ajustado usando o critério da verossimilhanca penalizada. O
grau de suavizacao a = 4,3 foi estimado através do critério de validagao cruzada
generalizada sob normalidade. Os graus de liberdade da distribuicao t-Student
foram calculados através do critério de informagao de Schwarz obtendo-se v = 9;
veja Tabela 7.6. Os erros padrao do estimador do componente nao paramétrica e
do componente de variancia foram estimados a partir da matriz de informacao de

Fisher penalizada. Como resultado, temos os ajustes descritos na Tabela 7.7.
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Tabela 7.6: Valores estimados do logaritmo da funcao de verossimilhanca
penalizada e do critério de informacao de Schwarz sob o modelo t-Student para
diferentes graus de liberdade ajustado aos dados sobre pressao ocular.

v —2Lp(0,4) SIC(0)

1 992,86 1023,20
2 977.84  1008,10
3 972,20  1002,50
4 969,44 999,75
5 968,02 998,33
6 967,28 997,58
7 966,38 997,19
8 966,70 997,01
9 966,66 996,96
10 966,70 996,99

Da Tabela 7.7 podemos notar que as estimativas do componente nao pa-
ramétrico sao, em termos gerais, similares entre os dois modelos ajustados. Porém,
como os erros padrao de f sob 0 modelo t-Student sio menores do que 0s erros
padrao obtidos para o modelo normal, temos indicios de que o modelo com caudas
mais pesadas gera estimativas mais precisas para o componente nao paramétrico.
Em relacao aos parametros associados ao componente de variancia, temos que
as inferéncias sao diferentes entre ambos os modelos, particularmente os valores
das estimativas. Porém nao sao comparaveis. Concluimos, também, baseados nos
valores de Lp(a, @), que o modelo t-Student com 9 graus de liberdade apresenta um
ajuste adequado, como também parece indicar a Figura 7.26 onde sao apresentados

os graficos normais de probabilidade.

7.3.3 Detectando observacoes aberrantes

A fim de explorar se hé observagoes discrepantes no conjunto de dados (usando
o mesmo critério adotado na Subsegao 7.2.3), apresentamos na Figura 7.27(a-b)
os gréaficos de indices das distancias de Mahalanobis ajustadas g@ e das distancias

modificadas E = 3\1 /m;, respectivamente, para os modelos normal e t-Student.
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Como resultado dessa andlise, notamos que os pacientes 3, 26 e 28 mostram-se
como observacoes aberrantes quando ajustamos um modelo normal. Para o modelo

com caudas mais pesadas nao aparece nenhuma observacao discordante.

Tabela 7.7: Estimativas de maxima verossimilhanca penalizada para os modelos
normal e t-Student com v = 9 graus de liberdade ajustados aos dados sobre pressao
ocular.

Normal t-Student

Parametro Estimativa  E.P.  Lp(0,a) Estimativa E.P. Ly(0, Q)

A 6,265 1,839 -486,53 5,602 1,797 -483,33
0] 5,116 0,548 3,976 0,584
f(t1) 21,058 0,645 20,574 0,582
f(t2) 19,552 0,780 19,162 0,630
f(ts) 19,037 0,897 18,751 0,667
f(ta) 18,636 0,831 18,273 0,646
f(ts) 18,565 0,623 18,343 0,561
£(te) 18510 0,573 18,218 0,521
f(t7) 18,198 0,623 17,793 0,567

normal t-Student

Distancia transformada
. \
Distancia transformada
. \

” L L L L L L L L . L L L L L L L L
-25 -2 -15 -1 -05 05 1 15 2 25 -25 -2 -15 -1 -05 05 1 15 2 25

0 0
N(0,1) N(0.1)

Figura 7.26: Graficos normais de Probabilidades das distancias transformadas sob
os modelos normal e t-Student com 9 graus de liberdade ajustados aos dados sobre
pressao ocular.
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Figura 7.27: Gréficos de indices para a distancia 8; sob os modelos normal (a) e
t-Student (b) ajustados aos dados sobre pressao ocular, e entre os pesos estimados
e a distancia d; sob o modelo t-Student (c).

7.3.4 Diagnéstico de influéncia

A seguir apresentamos os resultados da andlise de influéncia local para iden-
tificar observagoes influentes e avaliar a sensibilidade das estimativas de maxima
verossimilhanca penalizada de f, A e ¢ contra tais observagoes. A medida de in-
fluéncia local total C; e os esquemas de ponderacao de casos e perturbacao de
escala sao considerados. Os graficos de indices de C;(€) sao omitidos devido a
semelhanca de tais resultados com os obtidos na analise de influéncia local parcial.

Vamos supor que o parametro de suavizagao ¢ fixo.

Germéan Ibacache Pulgar Universidade de Sao Paulo, Brasil



137

Ponderacao de casos

Nas Figuras 7.28, 7.29 e 7.30 sao apresentados os graficos de indices de C;(f),
C;(\) e Ci(¢) para os modelos normal e t-Student com 7 g.l., para o caso em
que atribuimos diferentes ponderacoes as observacoes. Os graficos de influéncia
revelam que as observagoes 3, 26 e 28 mostram-se influentes nas estimativas de
maxima verossimilhanca penalizada da funcao nao paramétrica e do componente de
variancia, sob o modelo normal. Para o modelo t-Student nao observa-se nenhuma

observacao exercendo influéncia de forma relevante nas estimativas de f, A e ¢.

normal t—Student

3 26 28 |
. . 12

s s
Indice Indice

Figura 7.28: Graficos de indices de C; para ]? sob ponderacao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados sobre pressao ocular.
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Figura 7.29: Graficos de indices de C; para X sob ponderagao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados sobre pressao ocular.
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normal t=Student
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Figura 7.30: Graficos de indices de C; para gg sob ponderacao de casos para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados sobre pressao ocular.

Perturbacao na matriz de escala

Nas Figuras 7.31, 7.31 e 7.31 apresentamos os gréficos de indices C;(f), Ci(\)
e C;(¢) para os modelos normal e t-Student com 7 g.l.. Podemos notar que as
observacoes 3, 26 e 28 emergem como observagoes influentes nas estimativas de
maxima verossimilhanga penalizada de f, A e ¢. Para o modelo t-Student, os
graficos de influéncia nao revelam a presenca de observacoes influentes sobre as

estimativas.

normal t—Student

3 26 28
. . 1

s
Indice

Figura 7.31: Gréaficos de indices de C; para fsob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados sobre pressao ocular.
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Figura 7.32: Gréficos de indices de C; para \ sob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados sobre pressao ocular.
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Figura 7.33: Gréficos de indices de C; para gg sob perturbacao de escala para os
modelos normal e t-Student ajustados aos dados sobre pressao ocular.

Ao observar a base de dados notamos que o paciente 26, por exemplo, tem um
valor de entrada alto, mas os valores restantes da pressao ocular diminuem abrup-
tamente. Além disso, observamos que as medicoes inicial e final da pressao ocular
do paciente 28 tém um valor relativamente grande quando comparadas com as
medigoes dos demais pacientes. Isto indica, portanto, um comportamento atipico
de tais observagoes. A partir dos resultados de diagnédstico de influéncia local to-
tal obtidos nesta aplicacao, temos que a estimativa de MVP de f, A e ¢ sob o
modelo normal mostra uma sensibilidade maior quando atribuem-se ponderacoes
diferentes as observagoes e se perturba a matriz de escala. Temos ainda, que as

estimativas derivadas do modelo t-Student com 9 g.l. sao robustas, no sentido
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da distancia de Mahalanobis, contra observagoes aberrantes, uma vez que as ob-
servacoes 3, 26 e 28, que tinham uma distancia relativamente grande sob o modelo

normal, recebem pesos pequenos no processo de estimagao.

7.4 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo apresentamos trés aplicagoes com dados reais para ilustrar a
aplicabilidade do modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico juntamente com
método de influéncia local. A medida de influéncia local total foi utilizada para
identificar observacoes influentes e avaliar a sensibilidade das estimativas de MVP
do coeficiente de regressao, da funcao nao paramétrica e dos componentes de
variancia. Dos resultados obtidos na primeira aplicacao observamos que sob o
modelo normal as observagoes que tém uma grande influéncia na estimativa do
coeficiente de regressao, nao necessariamente tém o mesmo grau de influéncia na
estimativa da funcao nao paramétrica e vice versa. Também observamos que a
estimativa de MVP do parametro de escala sob o modelo t-Student univariado é
menos sensivel a observagoes aberrantes. Os resultados obtidos na segunda e ter-
ceira aplicagoes mostraram que a estimativa de MVP da funcao nao paramétrica
e dos componentes de variancia sob o modelo normal multivariado sao altamente
sensiveis sob a presenca de observacoes aberrantes. Para o modelo t-Student mul-
tivariado, observa-se que as estimativas sao robustas no sentido da distancia de
Mahalanobis. Essas aplicagoes confirmam que o método de influéncia local logra
identificar observagoes que tém um comportamento atipico quando ajustamos um
modelo misto semiparamétrico de contornos elipticos. Finalmente, é importante
lembrar que em tais aplicagoes condicionamos nossa analise de influéncia assu-
mindo que o parametro de suavizacao é fixo e, portanto, é possivel que ocorra al-

gum grau de sensibilidade nos resultados a mudancas no parametro de suavizacao.

Germéan Ibacache Pulgar Universidade de Sao Paulo, Brasil



Capitulo 8

Consideracoes finais

8.1 Discussao

Nesta tese estudamos uma nova classe de modelos denominada modelos mistos
aditivos semiparamétricos elipticos. Essa classe torna possivel a analise de dados de
experimentos relacionados a fendomenos em que precisa-se modelar a dependéncia
das medidas intraunidades amostrais, modelar os efeitos das covariaveis que con-
tribuem de maneira paramétrica e nao paramétrica sobre a variavel resposta, e
estender a modelagem estatistica a outras distribuicoes elipticas além da distri-
bui¢ao normal, o que é muito importante dado o carater dinamico da modelagem
de fenomenos cada vez mais complexos. Do ponto de vista tedrico, nossas princi-
pais contribuicoes sao a proposta de um novo modelo estatistico que generaliza o
modelo misto semiparamétrico gaussiano, a obtencao de um procedimento para es-
timar os parametros do modelo, e o desenvolvimento do método de influéncia local
para detectar observacoes influentes e avaliar a sensibilidade das estimativas sob
esta nova classe de modelos. Do ponto de vista pratico, as principais contribuicoes
sao a aplicabilidade dos modelos MMASE a conjuntos de dados reais, a obtengao
de evidéncias empiricas da robustez, no sentido da distancia de Mahalanobis, das
estimativas de MVP geradas desde distribui¢oes com caudas mais pesadas do que
as caudas da normal e, alids, a obtengao de evidéncias empiricas que revelam a

capacidade do método de influéncia local para detectar observacoes influentes.
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8.2 Implementacao computacional

Nesta tese o processo iterativo baseado no algoritmo de escore de Fisher e
backfitting para estimar o coeficiente de regressao, as fungoes nao paramétricas, e
os componentes de variancia sob o modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico,
foi implementado no software MATLAB. A estrutura bloco-diagonal da matriz de
informacao de Fisher facilita o desenvolvimento desse método iterativo, ao permitir
estimar os parametros associados aos efeitos fixos do modelo (paramétricos e nao
paramétricos) e os parametros associados aos componentes de variancia usando
processos iterativos independentes. A analise de diagnéstico de influéncia local

também foi implementado computacionalmente usando o software MATLAB.

8.3 Perspectivas de trabalhos futuros

A primeira perspectiva de trabalho futuro esta relacionada com os esquemas de
amostragem longitudinal. Tipicamente, em estudos longitudinais as observacoes
de uma mesma unidade experimental sao realizadas de forma sistematica, isto é,
sequencialmente ao longo do tempo, e portanto deve-se considerar a correlacao
serial das observacoes de uma mesma unidade experimental. Na pratica, os dados
relacionados a estudos longitudinais sao frequentemente nao balanceados ou in-
completos, isto é, quando para algumas unidades experimentais nao ha observacao
da resposta em uma ou mais ocasioes ou as unidades experimentais nao tém a
mesma matriz de planejamento, e o nimero de observagoes para cada unidade é
relativamente maior em algumas delas. Nesses casos, é conveniente considerar mo-
delos que possuam a capacidade de acomodar a natureza nao balanceada dos dados
longitudinais e uma estrutura de variancia-covariancia concorde com o critério de
parcimonia. Em virtude disso, podemos considerar modelos que além de incorpo-
rar um componente de efeitos aleatorios, incorporem também erros aleatorios que
sigam um processo de série de tempo autoregressivo de ordem 1. Nesse contexto,
Chi e Reinsel (1989-1991) derivam um procedimento de estimagdo de maxima ve-

rossimilhanca baseados no método de escore de Fisher para o modelo com efeitos
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aleatdrios e erros autoregressivos de ordem 1. Além disso, desenvolvem um teste
escore para avaliar a presenca de autocorrelagao nos erros aleatorios. No contexto
dos modelos mistos elipticos paramétricos, Cao e Lin (2009) também consideram
erros autoregressivos de ordem 1 e desenvolvem alguns métodos de diagnéstico e
teste de hipotese para avaliar a presenca de autocorrelagao nos erros aleatorios. Na
mesma diregao, Zhang et al. (1998) propoem flexibilizar a estrutura de variancia-
covariancia incorporando processos estocasticos estacionarios e nao estacionarios
para modelar a correlacao serial intraunidades experimentais.

A segunda perspectiva de trabalho futuro tem relacao com aquelas situagoes nas
quais a relacao linear nao é adequada devido a existéncia de uma interpretacao
fisica que relaciona os dados e parametros. Nesse caso, é necessario incorporar
relacoes mais elaboradas, apesar da complexidade resultante dessas suposicoes.
Tais situacoes tém motivado o desenvolvimento de modelos mais complexos, como
por exemplo, os modelos mistos nao lineares (MMNLs) e os modelos mistos nao
lineares semiparamétricos (MMNLSs). Os modelos MMNLs sao uma extensao dos
modelos MMLs e tém sido explorados nos ultimos anos devido a sua flexibilidade
para lidar com dados relacionados a medidas repetidas ou dados longitudinais em
situagoes nas quais o valor esperado da variavel resposta é nao linear tanto nos efei-
tos fixos quanto nos efeitos aleatérios. Nesse contexto, Lindstrom e Bates (1990)
propoem estimadores para os parametros combinando os estimadores de minimos
quadrados para os modelos de efeitos fixos nao lineares e os estimadores de maxima
verossimilhanca para os modelos mistos lineares. Alternativamente, Vonesh e Car-
ter (1992) propoem um modelo MMNL em que os efeitos fixos sdo nao lineares
enquanto os efeitos aleatérios sao lineares, e propoem estimar os parametros do
modelo através de um procedimento de minimos quadrados generalizados. Outros
trabalhos relacionados com os modelos MMNLs sao apresentados, por exemplo, em
Pinheiro e Bates (1995), entre outros. Por sua parte, os modelos MMNLSs introdu-
zidos por Ke e Wang (2001) sdo uma extensao dos modelos MMNLs e dos modelos
mistos nao paramétricos (MMNSs) propostos por Wang (1998), e caracterizam-se

principalmente devido ao fato de que o valor esperado da variavel resposta depende
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dos efeitos fixos e aleatérios, e da funcao nao paramétrica, em forma nao linear.
Eles aproximam a verossimilhanca marginal e a verossimilhanca penalizada base-
ados no método de Laplace, e utilizam suavizacao spline para modelar as funcoes
nao paramétricas. Além disso, desenvolvem intervalos de confianca bayesianos
aproximados para as fungoes nao paramétricas baseados em uma formulacao baye-
siana do modelo MMNLS.

A terceira perspectiva de trabalho futuro que merece um destaque especial tem
relacao com a inclusao do parametro de suavizacao como parte da analise de
diagnéstico de influéncia local (Thomas, 1991). Nesta tese, a inferéncia estatistica
e a analise de influéncia local sob os modelos mistos aditivos semiparamétricos
elipticos foi condicionada assumindo que os parametros de suavizacao sao fixos.
Eventualmente, a andlise de diagndstico poderia apresentar algum grau de sensibili-
dade se sao introduzidas algumas perturbagoes nos parametros de suavizacao. Por-
tanto, a busca de um esquema de perturbacao que permita perturbar o parametro
de suavizacao e as covariaveis que contribuem de maneira nao paramétrica sobre
a resposta, também deve ser investigada (Zhu et al., 2007).

Finalmente, uma quarta perspectiva de trabalho futuro é considerar o desenvol-
vimento de outros aspectos inferenciais sob esta classe de modelos, tais como o
desenvolvimento de testes de hipdteses e intervalos de confianca. Nesse contexto,
podemos propor, por exemplo, testes para os componentes de variancia e testes
para avaliar a hipotese de linearidade das funcoes nao paramétricas; veja, por
exemplo, Hardle et al. (1998), Pitrun et al. (2006), Bianco et al. (2006), Liang
(2006), ¢ Lombardia e Sperlich (2008).
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Apéndice A

Matrizes de incidéncia e suavizacao

A.1 Construcao das matrices

Apenas para ilustrar a forma de construir uma matriz de incidéncia a partir de

um conjunto dados, consideremos o modelo de regressao nao paramétrico classico

Vi = f(t:) + e,

em que os valores da covaridvel t; (i = 1,...,9) sdo apresentados na Tabela A.1.

Tabela A.1: Descricao dos valores da variavel t; para o modelo de regressao nao

paramétrcio classico.

it gty
1 063 1 0,63
2 0,63 2 0065
3 0,63 3 0,66
4 065 4 0,69
5 065 5 0,71
6 0,66
70,69
8 0,71
9 0,71
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Escrevendo o modelo em termos matriciais temos que
y =Nf+e€,

€m que 'y = (y17 e 7y9)T7 € = (617 ey 69)T7 f = (f(t(l))7 CII) f(tg))T L0g07 oS
elementos da matriz de incidéncia, N, sao obtidos na forma

(L) = I =1)=1
(1L5) = I(th=19)=0
(9.1) = I(tg=1) =0
9.5) = I(tg=19) =1.

Nessas condigoes, a matriz de incidéncia (9 x 5) assume a forma

Z

I
S O O O O O = =
O O O O = = O O O
o O O = O O O o O
oS O = O O O o o O
_ = O O O O O o O

Além disso, temos que as matrizes Q (5 x 3) e R (3 x 3) sao, respectivamente,
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dadas por
50 0 0
—150 100 0 0,01 0,0017 0O
Q= 100  —133,3333 33,3333 e R=1 00017 0,0133 0,005
0 33,3333 —83,3333 0 0,005 0
0 0 50

Dessa forma, a matriz de suavizacao K é obtida calculando
K=QR'Q".

A.2 Programas em linguagem MATLAB

Calculo da matriz N

fori=1:n

forj=1:r
if (1) = ()
N(i,j) =1;
elseif t(1) = t°(j)
N (i, j)=0;
end

end

end

Caélculo da matriz Q

fori=1:(r—1)
h(i) = t°(i + 1)-t°(3);
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end
fore=1:r
forj=2:(r—1)
if abs (1 —j) < 2
q(j —1,7) = h71(j — 1);
q(j,j) = -h=*(j = 1)-h1(j);
q(j +1,5) = A1 (5);
elseif abs (i — j) >=2
q(i. j) = 0;
end
end

end

Q=Q(1:r2:(r—1))

Caélculo da matriz R

fori=2:(r—2)
for j=2:(r—2)
if abs (i — j) < 2
r(i,i) = (1/3) % (h(i — 1) + h(7));
r(i,i+ 1) = (1/6) * h(i);
r(i+1,7) = (1/6) = h(1);
elseif abs (i — j) >=2
r(i,j) =0;
end
end
end
R=R2:(r—1),2:(r—1));
K=Qinv(R)*Q’;
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Apéndice B
Prova de alguns resultados

Neste apéndice apresentamos as provas de alguns dos principais resultados relacio-
nados com os modelos mistos aditivos semiparamétricos elipticos. Especificamente,
provamos que (a) y; possui uma distribuicdo marginal eliptica e que (b) b; |y; tem

uma distribuicao condicional eliptica.

B.1 Prova de (2.12)

Consideremos a distribui¢ao conjunta

Yi XiB + > oy Ny Z,DZ] +V,; Z,D V,
by | ~ &l 0 , DZ! D 0 ,
€ 0 Vi 0 Vi

em que m; =m; + ¢+ m;. Além disso, consideremos a seguinte particao:

(1)
V-—<yi ) m_ o <2>_<bz‘>
1 (2) ) Yi - YZ ) yz - 9
Y €;

pl” (1) - %) 0
;= pf@) Com =X+ Y Nufe o = 0]

k=1
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r Fin T
T T A )
iy T

D o0
Ty, =Z,DZ] +V,; | I‘m:(ZiD VZ') e Fi22:<0 v )

em que

De acordo com a Propriedade 1.4.3,
6 +B'v; ~ &l (6 + By, B'T,B) . (B.1)

Para BT = (I,,,0) € R™*™ ¢ § = 0 € R™, em que I,,, é uma matriz

identidade (m; X m;) e 0 é uma matriz nula (m; X ¢;), com ¢; = m; + ¢, temos que

§+B'v, =y,
d + By, K
BTFZB - Fill .

Daqui segue que y; ~ Elp,, (p;, Tin1). <

B.2 Prova de (3.30)

Consideremos, agora, a distribuicao conjunta

Vi XiB 4 -1 Niify Z,DZI +V; Z,D
~ Sﬁ(?ﬂrﬂ]) 5 T .
b, 0 DZ! D

Além disso, consideremos a seguinte particao:
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(1) s
n;, = H ; H(I) =XiB+ ZNkifk ; H(~2) =0,
4 [_1,(2) 1 1
7 k=1

e
Lip Ty
T, - ;1 12 ’
i Tz
em que
i = ZiDZZT +V, , Tie=72D e Tpp=D.
De acordo com a Propriedade 1.4.4,
Y 1 ¥6") ~ ELo (121, B21) (B.2)
em que

2 _ 1 1
oy = p? 4 DIy} (yé) - p ))

. 0+Dﬁff(%”—Xﬂ—§:Nm0 e
k=1
Y1 = I‘i22_ri2lr;ﬁril2

= D-DZ/%'ZD,

com ¥; = Z;DZ + V;. Daqui segue que b;|y; ~ 5£q(l-1’2.17 222,1). <
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Apéndice C
Derivadas da log-verossimilhanca penalizada

Neste apéndice apresentamos os calculos das derivadas de primeira e segunda or-
dem do logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada do modelo misto aditivo
semiparamétrico eliptico. Esses cdlculos envolvem alguns resultados sobre dlgebra

e diferenciagao de matrizes que podem ser encontrados, por exemplo, em Magnus
e Neudecker (1988).

C.1 Derivadas de primeiro ordem

No modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico (2.12) o logaritmo da fungao

de verossimilhanca penalizada é dado por

Lp(6,0) = > Ly, (0, cx), (C.1)
=1
em que
1 S
Ly, (6, ) = Li(6) — o > af{ Kif (C.2)
k=1

com L;(0) definida pela equacio (3.2) e 8 = (87, fF,... f7 AT 4")T. Usando

’) T8 )

resultados de diferenciacao de matrizes temos que,

0Ly(0, ) " 0Ly, (0, )
— e Zi&e . (C.3)

i=1
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Com efeito, derivando (C.2) com relacao a 3 e fj, temos que

_ Ologg(d;)
= 98
_ J(6) o€l O[el % ei]
- g(6) 0P Oe;
= (&) X2 e
e
0Ly, (0, ) OLi(0) a0 (£ K fr] (©5)
ofy, ofy 2n ofy '
_ Ologg(di) oy
N of,  n Koty

g 6;) 0T 0[elstei]  ay

g(él) 8fk 882‘

V) NES e - Ky, k=15,
n

em que €; =y; — X;8 — > o Npfy e v(d;) = —2Wy(5;), com W,(6;) = g'(%)

9(d:) *

Usando a notacio X;(€) = 9%;/0\ e X;(3) = 9%;/d,, e derivando (C.1) com

relagao a A e v obtemos que

8Lpi(9’ a)
OAg

9L;(0)
O\
10log |%;|  0dlogg(d;)
2 AN )Y

(C.6)

1 1 r 057
_gtr{Ei 22(5)} + Wg((sz) o 8)\( €;

1 . 0
— {7 (Y — W (5) el T ==L vt g,
2 r{ 7 ( )} Wg( )E’L 7 a)\z 1 €

1 e 1< _
2 {tr{zi 20} — () ef B0 B e
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e
OLp,(0,0) _ OLi(6) )
0v, 0v,

_ _10log|%i| | Ologyg(di)
2 0Oy 0v,

I Ry Sy N

- —§tr{2i EZ(j)}—FWg((S,) E; o, €
1 0

= ——tr{Z713( W,(6) el =7 =2
2 r{ (2 } ) KA 87.] 7

= e(Ers0) v L B S0 B e

paral =1,...,dyejy=1,...,d,.

C.2 Derivadas de segunda ordem

Usando resultados de diferenciagao de matrizes temos que a matriz de segundas

derivadas em relacao a 8 é dada por

0Lp(0, o) Z(‘?Lpl (0, a)

C.8
00007 0006" (C.8)

i=1
Usando a notacio D(¢) = dD/dN, e V,(j) = 0V,;/0,, e derivando (C.4)
com relacao a 3, fi, A e v, respectivamente, temos que as matrizes de segundas

derivadas parciais sao dadas por

Ly (0,0)  O[v(6) XIS e
oposT oB"
- 0 52‘ az‘
- Xz [ 20 ) 0]

= xI's! [— 20 () eiel B X — v(5)) XZ]

= oxXTy ! {2Wé(6i) eiel + W, (5:) zi] > X,
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0Ly, (0, ) _ 9 [v(6;) XTIzt g
2BOfT ofT
_ 0 v(6;) 0e;
= XI'slle, ’ 5; .
i i {6 arr )afg]

= XTIz - 20/(0) iel B Ny - v(61) N

= Xyt [QW;((SZ-) eiel +W,(5) z:i] >INy, k=1,...s,

OLp,(6,a) 0 [v(6;) XTx: 1 &)
0B N B o\
1 O W,(8;) ox!
— _oxT|y-1 g ) ( .
= -2X; [El 23 + Wy(ds) D ] €

_ _2Xf[—W;(éi)z;lsisfz;lzil')w)z’{z;l
—W,(6:) S 2, D(0) ZT 2.—1} €;

2

= X'yt [Wg’,(éi)sl- el + W, (5:) z:i] > 12, D)2 e, (=1,....dy,

e
O?Lp,(0,a) 0 [0(6;) X'yt &
080, 0,
5; >t
0, 0,
= —QXZT [ — W;(éz) 2;182‘ EZTEZ-_l Vz(]) 2;1
~W, )BTV T e
= QX?El-_l [Wé(é,) € EZT + Wg(él) 2@] Ei_l Vl(j) €, J=1...,dy.
Da mesma maneira, derivando (C.5) com relacdo a fj, A e 7, respectivamente,
temos que as matrizes de segundas derivadas parciais, para k, k' = 1,...,s, { =

1,...,dyey=1,...,d,, sao dadas por
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QN%;EZ_l |:2W£,(51) g; EZT + Wg(éz) 22} 21_1 Ny — % K,
9Ly, (6,00) _

T
OFOE] e . By
INE ! [2Wh(60) evel + Wy(6) 3] 7 N

Ly, (0,a) 0 [v(6;) NES ¢

ofoN, I\

L OW,(&) ox!

1 g\t ) 7 .

P T, T Weld) |
_ _QN}Q[—W_;(ai)zgleiefz:;lzib(e)zfzgl

= —2NT [2

7

—W, ()= Z, D) Z! 2—1} €

k=k

k4K

= ONLE Wy eiel + Wy () B =7 2 DO 2 e

0*Ly, (6, ) 0 [v(6:) NEE &)
01,07, 0,
1 0 Wy(3) 6251] ‘.

= —2NTZ-[2— T W (8
k 7 (97] g( ) 8’}/]

= —oN% [ — W) (6:) 5 eiel B Vi(n) B!

—Wy(6) BT V() =7 e

2

= oNj3! [W;(éi) gie] + Wy(d:) Ei] Vi) e

!

Usando a notacao [")(E*,f) = 0’D/ON:0N € \"/Z-(]*,j) = 0*V,;/0y,0y,, e

derivando (C.6) e (C.7) com relacdo a A e =, respectivamente, obtemos, para

Crr=1,...;dyeyg 5 =1....d

<y Wy
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PLp,(0,c) 1 o{=T'ZD(OZT} — v(6) e =71 DO ZL 37 ¢
1 3[U{2glzib(€) Z?}} 8[Wg(5i) el $1 7, D027 5t Ez}
2 Oder - ONp-

1 ) ) .
= St 212D 212, D) - D¢, 0) )} ZT
+ el =72 W00 D) 2T = eiel T ZD() - Wy () D, 0)

+ Wy(6) D(E) 2T =71 Z,D(0) + W, (6,) DO 2] 7 2,D(0)| 20 =7 e

0 Ly,(6, 1) L o[ {STV0)) —o(6) €T 57 Vi) S e
07,07, 2 07,
1 a[tf{zfle(J) }] d [Wg(éi) el = vi() Bt 52]
-2 vy B 0y,

1 _ . * — ° *
= Gtr = VGO ETTV0) - Vit )}
+ el B [Wa0) Vi) B el 57V ) - W) V(s )

+ Wy(6:) Vi(3) B Vi) + We(6:) Vi) 27 V(") | B e

Finalmente, derivando (C.6) com relacao a -y, obtemos, para ¢ = 1,...,d, e
J=1,...,d,,
9Ly (6, ) | Ou{Z7'Z DO 2L} — o(s) eF 57 ZD(0) 2T 37 &
07,0 2 v,
olu{=7'Z DOzl Y| oW, el =7 ZiDO 2 = €
0v, 0,

1 . )
_ §tr{2ilvi(])2;1ZiD(€)ZiT}
+el o7t [W;(éi)vi(]) S eie] 712D Z]

+ Wy(6:) Vi) ;7 ZiD(OZT + Wy(6) ZiD(O) ZT 71 V,()) | B e

7
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C.3 Matriz de informacao de Fisher penalizada

Nesta secao mostramos como obter a matriz de informacao de Fisher penalizada
sob o modelo misto aditivo semiparamétrico eliptico, apresentada na Sec¢ao 3.15. A
seguir, apresentamos alguns resultados prévios necesséarios para obter essa matriz.
Tais resultados podem ser encontrados, por exemplo, em Lange et al. (1989) e
Fang et al. (1999). Fazendo

5@' = TE-_1€Z‘
- TE 1/22 1/2€Z

= P!P;
= |IPi]*, (C.9)

em que P; = 2;1/2&, temos que

my
B(W,(00P?) = -5,

B(W206) IPi?) = dy,
B(W206) IPilI*) = fo.
P7 P;
E C—-||P;]] = -t{C} e
(HP 1Pl )
PT P, PT P; 1
E —C —F IP:]|| = ————(2tr{CE} +
(HPZ-H [P0l Pl TP ) )

tr{C}tr{E}) :

em que C e E sao matrizes (h x h).
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C.3.1 Prova de (3.18)
De (C.4) e (C.9) temos que

OLp,(0,c) 0Ly, (0)
o op
= —2W,(5) XTx;Pm P e

)

= —2W,(6,) XT= PP,

e, consequentemente,

OLp,(0,) Ly, (0)
a5, a5,
= —2W,(6) x}, ;P

T s . . . .~
em que x;, denota a j-ésima coluna da matriz de planejamento X;. A partigao

da matriz de informacdo de Fisher penalizada referente a 3, ¢ 8, (5,4 =1,...,p)

para o i-ésimo grupo ¢ dada por

358¢ o o 82Lpi(07 a)
Y A C))
I T )
aﬁ] 85[

em que
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OLy,(0) DLy, (0 e e
55() 55i) = (=200 % =) (- 2w () % = )
J
= AW2(6,) PTE Px;xy, 5P,
2 S A r-1/2 Pi
=AW [P
1] s 1P|
[§
OLy,(0) DLy, (0) , ,
E : ! P; E< 4WW 52 P;||" x
( a2 e 260 Pl
| S 7172 Pi
Bl 2 XX X 1P|
(nP [ ||Pi||>'
(am2(6) [P = g 5 )
ol b (w2 [P
4 * 1 x* 2 2
—x;, T B(WEG) [P
Ad,,
i, RS
Assim,
Ad,, .
Ig;ﬁz(e) = m‘?l ME 2]7 (ClO)

e, portanto, a matriz de informacao de Fisher penalizada referente a 3 sera dada

por

" 4d

0) = > —=X[%'X;. (C.11)

i=1
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C.3.2 Prova de (3.19)

e (C.4) temos que

e, consequentemente,

Ly, (0,0) O [0Ly,(6)

oBofT afg{ 0 }
0Ly, (6)
optr

82Lpi<07a) _ aQLPz<0>
93,0Ck, 9B3,0C,

A particao da matriz de informacao de Fisher penalizada referente a 3, e (,

5 (9)

(g=1,...,p,0=1,...,
em que
9B, Ok,

rrek=1,...,s) para o i-ésimo grupo é dada por

o 2Ly

- BT s, )

_ g - %6
G )

B aﬁ] aCke

_ 0Ly (8) 9L, (8)]

CEUAES E AIEIACEA S

(= 2w, (0 mi B 2P ) (= 2w, (6) x, =Py
AW2(5;) PTS 0 ;;M b il o
r-1/2 Pi

2 2 z 1/2 ko k -
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aﬁ] aCke

||Pz||> = E{4W92(5i) P> x

Pl i) —12 Ps
Bl = nke, S Ll
(nPin e Sl
1 _ _
= E(4W5<5i> e R ”2})

1 —1/2¢—1/2_ %

= ot =S i B (46 PP
4 1

= —x;) 5"y B(WE0) [Pi)?)

my

T ;. . . RPN . .
em que nj;, corresponde a /-ésima coluna da matriz de incidéncia Ny;. Assim,

4d i+l =1 %
mj X 2 ", (C.12)

% (9) =

7

e, portanto, a matriz de informacao de Fisher penalizada referente a 3 e f;, sera

dada por

n

Ad,
Ady yryoiN, (C.13)

)

T} (6) =

i=1

C.3.3 Prova de (3.20)

Por simplicidade, consideremos a seguinte notacao:

fk<t21> Ckl
£y : = : : kK =1,...,s.

felth,,) Chr,

Caso para k = k'
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De (C.5) e (C.9) temos que

OLp, (0, ) Ly, (0) i O(fIK,f)

—1/253-1/2 QA 8(fkTkak)
! ! ! n afk

= oW, (5) NLx /?p, - =& Zxk2EH)
WQ((SZ) ki< ? n afk )

= —2W,(8;) NL.Z

e, portanto,

OLp,(0,0)  OLp,(0) ay O(FKyfy)

Ik, O, n Ik,

T —1/2

T . . . c 1A . .
em que ny,, corresponde a j-ésima coluna da matriz de incidéncia Ny;. Daqui segue

que

Ly (0,0) _ PLp,(0) 00" (f7 K fy)
Ok, OCk, G, 0Ck,  n O0Ck,0Ck,

Logo, a particao da matriz de informacao de Fisher penalizada referente a (, e (g,

(9,0=1,....r,ek=1,...,s) para o i-ésimo grupo é dada por

Ok, OCk, n - OCk,0Ck,
i 9L, (6) OLy, (6) L O (FTKfr)

OC,  OCk, n OCk,0Ck,

0Ly, (60) DLy, (0) 15 ay, O (T Kfr)
E{E< I,  OCk, ”PZ”> } + n o 0,0,
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em que
8%12;0) 8%2;0) ( — 2W,(5;) nf, B, 7P, ) ( — 21, (5) n;fzz;mpi)
= AW;(6) PIE; njni, =P,
=) PP o g
2] ” ]
€

E OLp,(0) 0Ly, (0)
OC,  OCk,

1P I|> = E{4W92(5i) 1P ])* %

PZT —12 nt. —12 P

- E(Wi(@) |P; ||2—tr{2‘”2 Mz‘”?})

1 _
= u{a e S g fR (7 6) |P?)

7 kzg
i

4 v 1 .
= — 0= g B (W) [Pi?)

4dg¢ e
= m it 27 Ny,
Assim,
Gy G Adg, 1o .o O (7K
)77 (0) = : DIy —_—— C.14
p; ( ) m; Dy kzg n agkjagkl ) ( )

e, portanto, a matriz de informacao de Fisher penalizada referente a f), sera dada

por

" 4d,,
Iy (0) = D UNGST N+ oKy (C.15)

i=1 v

Caso para k # k'
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Neste caso, devemos notar que (k, k' =1,...,s)

aQLPz'(Hua) o 82[/132(0)
ofofL Of,off

82Lpi<07a) _ aQLPz<0>
9y, I, G, 0,

De aqui segue que

E aQLPz' (07 a) _ E 82Lpi (0)
G, OCk, Ik, 0Cry |
Logo, o procedimento para obter a particao da matriz de informacao de Fisher

penalizada referente a (x, e ( (9,0 = 1,...,rp e k = 1,...,s) para o i-ésimo

Gy Cper
grupo, isto é, Ipij k“(@), ¢ analogo ao procedimento descrito para o caso k = k.

A partir desse resultado, podemos obter diretamente Ig“f‘“’ (0).
C.3.4 Prova de (3.22) e (3.23)
Seja 7 = (A, A1) = (11,72, ..., 7a-)7, com d* = dy +d... De (C.7) e (C.9)

0Ly, (0, ) 0Ly, (0)
or, or,

1 . .
= —étr{2;12i(])} — Wy(&) el ;71 2:(9) B e

-2 p.

2

1 : 125
— _§tr{2;12i(3)} — Wy(6;) PT 3, )
Daqui segue que

82Lpi<07 a) aQLPz<0>
oT,07 oT,07 )
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Logo, a particao da matriz de informacao de Fisher penalizada referente a 7, e 7

(9, =1,...,d") para o i-ésimo grupo é dada por

Ty T4 82[’ i 0,(1
Iy6) ~ F —%)
J
B %Ly, (0)
= Bl - 87']87'4>
or, oty

- E{E( 20080

= E{E(A1+A2+A3+A4“|Pi“>}

= E{E(Al‘HPiH) +E(Ao|[Pi]]) + E(As[[Pi]) +E(A4\||Pi||)} )

em que

OLp,(0) OLp,(8) 1 o1y 13y
or, omn (BT RO) e {0

2

1 . o )
+§tr{2;12i(j)}wg(5z’)PiTEi 125 (0)512p,

~1/2p.

1 L o

SIS0} W (0)PTE8() %,
2 Tv—1/2% -1/2 Tev—1/2¢ -1/2

W (6)P; X TR (0)%; PP R TR (0)X, TP,

= A1 +Ay+ A3+ Ay,

B(A||P.)) = itr{Z;lzi(j)}tr{Zi_lEi(ﬁ)}
bije

4 Y
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E(A||P;) = %tr{Eilﬁli(])}Wg(éi)E(PiTE-_l/QZ-(6)2_1/2

Pl 1) —12 P
s SHTA) >p
1P| [l

= %u«{zglz (7) YW, (6 ||P||2—t (=778 0%77)

)

1 _
= Su{SUEO)IW6)IP E(

1)

(2

E(As[|[Pill) = E(A[Pill) .

B(AIP) = W2@)E(PTS*Si() PRS0 P,

)

= WAOIPIE (i [2 0=
Pi Pl o124 pe-12] Pi '
BT 5 S 0n )
WZ(0:)|IPil* 124 C1e 12
. m{m{zi PS()E7 (0 +
tr{Zil/QZi(j)EiUQ}tr{Eil/QZi(ﬁ)Eilﬂ}}
 WZO)IP . 1e
- m(m—+[ H{SUE ) (S50} +
260 { 278, () B, (ﬁ)z‘l/z}}
WP, g gy gt
- S [bZﬂJer (S728,0)5 S0 }}.

Finalmente,
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Z7(6) = B{B(A|Pi]) + E(4s|IIPi]) + E(As]|Py]]) + E(As][P]) |
_ {E AP } E{ (Ao 1P }
{E Ag|IP3]1) } E{ (Ag|IP4]] }

em que
bi,,
E{E(AlIPi)} = =,

E{B(4:|IP)} = o-te{E7E0) (= L0 e{W,6) 1P}

_ %Wtr{zilzi@)}tr{z;z JYE{W, 611}
= e { WP
iy
bZ;z
- T

B{E(4|IP)} = B{E()IP)} .

e{E(aIPd)} = E{ZQ(Z)E)H }{biﬂjLQtr{E;l/sz(J)E '3 (6)2_1/2}}

# . T —1/2 1 ~1/2
s 72 [bw +2tr{ 2V () B (0)E; }} ,
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Logo, apds algumas manipulagoes de algebra, obtemos que

b

i 4f,.
IT(TIZ — Wt Gi -1

2f9i —1s, -1y,
C.3.5 Prova de (3.22) e (3.23)
A partir de

82Lpi(07 a) _ aQLPz' (0)
003,07 n 003,07
= _2Wg(5z‘) X:]TEi_lziO)Ei_l €i,

temos que

0Ly, (0, )
B]Tl _ _ P; U
B0 = E< 05,07 )

0*Ly,(0)
E{E< T pom HPiH) }

0B, oty

Da mesma maneira podemos obter que

Cey T 0L (0,
T0"(0) = E(—W). (C.16)
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Apéndice D

Dados de fosfato

Tabela D.1: Medigoes de fosfato inorganico no plasma obtidas a partir de amostras
de sangue de 20 pacientes obesos, registradas apos da aplicagao oral de uma dose
de glucose padrao (mg/dd).

Tempo (em horas)
Paciente 0 05 1 15 2 3 4 5
1 13 33 3 26 22 25 24 34
2 5 49 41 37 3,7 41 47 49
3 46 44 39 39 37 42 48 5
4 43 39 31 31 31 31 36 4
5 31 31 33 26 26 19 23 27
6
7
8

48 5 29 28 22 31 35 36
37 31 33 28 29 36 43 44
54 4,7 39 41 28 37 35 3.7
9 3 25 23 22 21 26 32 35
10 49 5 41 37 37 41 47 49
11 48 43 47 46 4,7 37 36 39
12 44 42 42 34 35 34 39 4
13 49 43 4 4 33 41 42 43
14 51 4,1 4,6 4,1 34 42 44 49
15 48 46 4,6 44 41 4 38 38
16 42 35 38 36 33 31 35 39
17 66 6,1 52 41 43 38 42 48
18 36 34 31 28 21 24 25 35
19 45 4 37 33 24 23 31 33
20 46 44 38 38 38 36 38 38
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Apéndice E

Dados pressao ocular

Tabela E.1: Medigoes da pressao ocular do olho esquerdo de 20 pacientes
registradas em intervalos de tempo de trés horas.

Tempo (em horas)
Paciente 6 9 12 15 18 21 24
1 22 18 17 15 17 18 16
2 20 18 19 17 16 18 14
3 22 25 21 29 27 21 19
4 200 23 23 18 24 18 19
5 24 24 21 24 21 17 17
6
7
8

21 18 19 17 18 17 16
22 20 20 22 22 18 19
28 22 19 19 20 20 23

9 15 18 16 16 18 15 17
10 25 19 22 20 20 18 20
11 25 23 20 22 23 20 23
12 23 22 22 20 22 20 22
13 17 21 19 18 18 18 17
14 19 16 15 16 16 16 17
15 21 13 18 16 18 18 22
16 22 17 20 18 18 19 20
17 15 14 14 14 14 13 17
18 17 16 14 15 16 16 14
19 18 20 18 16 17 20 13
20 17 17 15 19 13 16 13
21 15 14 14 14 14 17 15
22 17 19 18 16 20 18 14
23 22 18 24 19 20 21 20
24 27 24 23 23 20 23 27
25 24 16 22 16 14 20 16
26 30 21 16 18 18 18 21
27 17 22 20 20 20 18 15
28 30 24 24 20 22 22 30
29 17 22 22 20 20 14 16
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