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Resumo

Cerqueira, A. Teste de hipoteses para grafos aleatdrios com aplicagao a neurociéncia.

Dissertacao - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

Recentemente, a teoria de grafos aleatérios vem sendo aplicada para modelar interagbes neu-
rais do cérebro. Enquanto as propriedades dos grafos aleatérios vem sendo vastamente estudadas
na literatura, o desenvolvimento de métodos de inferéncia estatistica para essa classe de objetos
tem recebido menos atencao. Nesse trabalho propomos um teste de hipoteses nao paramétrico para
testar se duas amostras de grafos aleatorios provém da mesma distribuigdo de probabilidade. Nos
provamos como computar de maneira eficiente a estatistica do teste e estudamos o desempenho do
teste em dados simulados de grafos. A principal motivacao deste trabalho é a aplicagdo do teste

proposto em dados de eletroencefalograma.

Palavras-chave: teste de hipoteses, grafos aleatorios, dados de eletroencefalograma.
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Abstract

Cerqueira, A. Test of hypotheses on random graphs with application in neuroscience.

Dissertacao - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

The theory of random graphs has been successfully applied in recent years to model neural
interactions in the brain. While the probabilistic properties of random graphs has been extensively
studied in the literature, the development of statistical inference methods for this class of objects
has received less attention. In this work we propose a non parametric test of hypotheses to decide
if two samples of random graphs are originated from the same probability distribution. We show
how to compute efficiently the test statistic and we study the performance of the test on simulated
data. The main motivation of this work is to apply this test to analyze neural networks constructed

from electroencephalographic data.

Keywords: test of hypotheses, random graphs, electroencephalographic data.
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Capitulo 1

Introducao

As redes que descrevem interagoes entre individuos ou componentes de um sistema vem sendo
vastamente estudadas pela comunidade cientifica. O foco das pesquisas esté relacionado & aplicacoes
da teoria estatistica em redes reais, sendo essas sociais, biologicas ou de informagao. Essas redes de
interagoes podem ser representadas por meio de grafos, onde os objetos de estudo e suas interagoes
sao representados pelos vértices e arestas do grafo, respectivamente.

Um grafo consiste em um conjunto (V, A) em que V é o conjunto de vértices e A é o conjunto de
arestas formado por pares ordenados (grafo direcionado) ou ndo ordenados (grafos ndo direcionados)
de vértices.

As redes de informagao podem ser representadas e estudadas por meio de grafos, por exemplo,
em sistemas de internet os computadores e roteadores podem ser descritos por vértices do grafo e os
cabos ou conexoes wireless por arestas. As redes presentes na internet também podem ser estudadas
por meio da estrutura de grafos, onde as paginas e os hiperlinks representam os vértices e arestas
dos grafos, respectivamente.

As redes sociais descrevem as interacoes presentes entre individuos, sendo elas as redes de
citagOes em artigos cientificos, redes de interagdo econdémica ou comercial e interagoes de amizade.
Os estudos envolvendo redes sociais tém recebido grande atengdo da comunidade cientifica em
estatistica, pois o modelo mais utilizado para descrever esse tipo de rede é o modelo Exponencial
para grafos. Esse modelo é vastantamente estudado no ponto de vista estatistico, tanto referente
ao problema de estimacao dos pardmetros quanto para a simulagao do modelo.

As reacoes quimicas presentes em uma célula, a predacao entre animais e as interacoes neurais
sao exemplos de redes biologicas que podem ser descritas por meio de grafos (Newman, 2010). As
redes neurais sao o foco do estudo realizado neste trabalho.

Para compreender a estrurura de redes de informagao, sociais ou biolégicas, do ponto de vista
estatistico, é possivel inferir caracteristicas dos grafos que descrevem essas redes, selecionar modelos
probabiliticos que descrevam dados provenientes de redes, comparar grafos e predizer fungoes a
partir dos grafos (Caimo e Friel, 2011).

A partir de dados provenientes de Eletroencefalograma (EEG) ou de ressonancia magnética
funcional (fMRI) é possivel representar as interagoes cerebrais por meio de grafos. Primeiramente,
defini-se o conjunto de vértices do grafo, que pode ser tomado como o conjunto de eletrodos para
dados provenientes de EEG ou regides do cérebro para dados de fMRI. A matriz de associagdo do
grafo pode ser obtida através de medidas de associagao entre pares de vértices do grafo e, a partir

de um valor limiar dessa matriz, a matriz de adjacéncia do grafo é determinada (Bullmore e Sporns,
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2009).

No trabalho de Wang et al. (2010) foram estudados dados de fMRI de pacientes que sofreram
derrame cerebral por meio de grafos. Esses estudos mostraram evidéncias de mudancas nas intera-
¢oes das redes cerebrais durante a recuperacao dos pacientes que sofreram derrame cerebral, uma
vez que os grafos construidos a partir de dados de fMRI desses pacientes apresentam diferentes
caracteristicas ao longo de sua recuperagao.

Dessa forma, uma vez que os grafos referentes a um determinado conjunto de dados cerebrais
(sendo eles provenientes de fMRI ou EEG) sao obtidos hé interesse em verificar se os grafos apresen-
tam diferencas significativas, ou seja, se as interagoes cerebrais apresentam diferencas para diferentes
estimulos ou situacgoes.

Nos trabalhos Wang et al. (2010), Fraiman et al. (2014) e Wu et al. (2012) a partir dos grafos
obtidos sao utilizadas propriedades locais e globais desses grafos, como coeficiente de agrupamento
e tamanho do caminho do grafo, para analisar as diferencas entre eletrodos, ou regioes do cérebro,
para diferentes condigoes dos individuos em estudo.

Na literatura, um método utilizado para estudar as propriedades dos grafos obtidos & partir de
dados reais é comparar a distribuicao de uma propriedade do grafo predefinida com a distribuicao
dessa mesma propriedade para grafos com distribuicdo de Erdds-Rényi. Dito isso, o coeficiente
de agrupamento e a menor distancia entre dois vértices do grafo sao propriedades vastamente
estudas, pois essas duas propriedades sao importantes para avaliar se os grafos em estudo apresentam
caracteritica de redes de mundo pequeno. Essas propriedades sao discutidas mais extensivamente

no Capitulo 2.

1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho é propor um novo método para analisar amostras de grafos aleato-
rios. Para isso, propromos um teste de hipoteses nao paramétrico para testar se duas amostras
de grafos aleatérios sao provenientes de uma mesma distribuicao de probabilidade sobre grafos.
Para uma tnica amostra de grafos deseja-se testar se essa amostra é proveniente da distribuicao de
probabilidade especificada pela hipétese nula.

Esta dissertacao também tem como objetivo aplicar o teste de hipoéteses proposto em dados
de eletroencefalograma para comparar as interagoes cerebrais de individuos que sao submetidos a

diferentes estimulos visuais.

1.2 Organizagao do trabalho

Inicialmente, no Capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos relacionados a teoria de grafos.
Além disso, os principais modelos de grafos aleatérios e os estudos realizados para esses modelos
sao discutidos nesse Capitulo.

No Capitulo 3 é proposto um teste de hipéteses ndo paramétrico para uma amostra de grafos
para testar se a distribuicao da qual a amostra de grafos foi extraida é a mesma distribuicao
definida na hipo6tese estatistica. O teste de hipdteses para verificar se duas amostras de grafos
foram originadas da mesma distribuigao também é proposto nesta dissertagdo. Ainda nesse Capitulo,

alguns resultados assintoticos referentes a estatistica do teste sdo apresentados e provados.
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Para verificar o desempenho dos testes de hipoteses propostos nesta dissertacao sao utilizados
grafos simulados dos modelos de Erdds-Rényi e Exponencial e os resultados do poder do teste e das
taxas de rejeicao do teste sao apresentados no Capitulo 4.

No Capitulo 5 o teste de hipoteses ¢é utilizado para duas amostras de grafos obtidas a partir de
dados de eletroencefalograma de individuos que foram submetidos & diferentes estimulos visuais.
O teste de hipoteses é utilizado para testar se a distribuicao das amostras de grafos obtidas para
cada estimulo sao iguais, ou seja, se as interagoes presentes entre os eletrodos sao as mesmas para
diferentes estimulos.

Por fim, no Capitulo 6 sao feitas as consideragoes finais a respeiro dos resultados obtidos nesta

dissertagao e os possiveis trabalhos futuros a serem desenvolvidos.



4

INTRODUCAO

1.2



Capitulo 2

Modelos de grafos aleatoérios

Este capitulo introduz a defini¢do de grafo e os conceitos de grau, caminho, caminho geodésico
e coeficiente de agrupamento. Na Secao 2.2 é feita uma revisao dos principais modelos de grafos

aleatorios abordados e estudados na literatura.

2.1 Grafos

Um grafo consiste em um par (V,A) em que V é o conjunto de vértices e A é o conjunto de
arestas que conectam pares de vértices. Quando dois vértices sao conectados por uma aresta, ou
seja, para i,j € V temos que (7,j) € A, eles s@o ditos vértices adjacentes.

As arestas de um grafo podem ser direcionadas ou nao direcionadas. No primeiro caso, o conjunto
A é um conjunto de pares ordenados, ou seja, se existe uma aresta de 7 para j ndo implica a existéncia
de uma aresta de j para i, assim (4,5) # (J, 7). No segundo caso, o conjunto A é um conjunto de
pares nao ordenados, ou seja, (i,) = (j,4). A aresta que conecta um vértice a ele mesmo damos o
nome de lago.

Quando A C V x V & um conjunto de pares ndo ordenados sem a existéncia de lagos dizemos
que o grafo é simples. Por outro lado, se A é um conjunto de pares ordenados temos um digrafo.

Os grafos que possuem vértices conectados por mais de uma aresta, chamadas arestas multiplas,
sao ditos multigrafos. Neste caso, o conjunto A é chamado de multiconjunto de pares nao ordenados.
Quando A é um multiconjunto de pares ordenados os grafos sdo chamados de multidigrafos.

A representacao gréfica destes tipos de grafos pode ser observada na Figura 2.1. Os grafos presen-
tes ao longo dessa dissertagao foram construidos utilizando o programa R (R Development Core Team
, 2008) e os pacotes gRbase (Dethlefsen e Hgjsgaard, 2005) e igraph (Csardi e Nepusz, 2006).

Nesta dissertacao, todos os grafos possuem o conjunto de vértices V' finito, onde |V| = N e
G(V) é a colegao de todos os grafos simples com o conjunto de vértices V.

Um grafo g pode ser representado por sua matriz de adjacéncia X, que indica o conjunto de

arestas existentes entre pares de vértices. No caso de grafos simples essa matriz é determinada por

X { 1, se os vértices ¢ e j sao adjacentes
ij =

0, c.c

ondeXij:ineXii:0,para1§i<j§N.
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(a) Grafo simples com 6 vértices e 9 (b) Digrafo com 5 vértices e 6 arestas
arestas. direcionadas.

Figura 2.1: Representagao dos grafos.
Observe que para grafos sem lagos os elementos da diagonal da matriz de adjacéncia X sao
todos iguais a zero. Além disso, quando A é um conjunto de pares nao ordenados X é simétrica.

Exemplo 2.1.1. Considerando o grafo representado na Figura 2.1(a), sua matriz de adjacéncia é

dada por:

= = O O O O
—_ O = = O O
O = = O = O
S = O = = O
— O R R O
O R OO =

2.1.1 Definicoes

Dado um grafo simples, o grau de um vértice é definido como o nimero de vértices adjacentes

a esse vértice, ou seja, o nimero de arestas conectadas a este vértice. Analiticamente, temos que

gr(i) = inj (2.1)
1<j

Por exemplo, considerando o grafo da Figura 2.1(a), a sua sequéncia de graus é (2,3,3,3,4,3).
A sequéncia dos graus de um grafo é uma informagao importante a respeito do grafo, porém apenas
com essa sequéncia, algumas vezes, nao é possivel identificar a estrutura do grafo. Para exemplificar
essa afirmagao tome como sequéncia de graus de um grafo com 4 vértices a sequéncia (2,1,1,2).
Observe pela Figura 2.2 que dois grafos possuem a sequéncia de graus dada. Na Secao 2.2 serad
introduzido o modelo de grafos que baseia-se nas sequéncias de graus dos vértices.

Um caminho em um grafo é uma sequéncia de vértices de modo que os pares de vértices conse-
cutivos dessa sequéncia estdao conectados por uma aresta. Assim, o tamanho de um caminho é igual
ao numero de vértices pertencentes ao caminho.

O menor caminho possivel entre dois vértices é chamado de caminho geodésico. A partir do
conceito de caminho pode-se definir a distancia geodésica [;; entre os vértices ¢ e j como sendo

o tamanho do menor caminho entre eles. A distAncia média do vértice i com relagdo a todos os
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Figura 2.2: Grafos construidos a partir da sequéncia de graus (gr(1), gr(2), gr(3),gr(4)) = (2,1,1,2).

vértices do grafo é dada pela Equagao 2.2.

1
L= >l (2.2)

A distancia geodésica média entre todos os vértices do grafo é dada pela Equagao 2.3 como a

média da distancia média de cada vértice do grafo.

1 Y 1
l:N;li:N? ool (2.3)

1<i<j<N

O didmetro de um grafo é definido como a maior distancia geodésica entre quaisquer dois pares
de vértices do grafo.

O conjunto de vértices de alguns grafos pode ser dividido em subconjuntos de modo que nao
exista nenhum caminho entre pares de vértices de subconjuntos distintos e que exista pelo menos
um caminho entre pares de vértices pertencentes ao mesmo subconjunto. Esses tipos de grafos sao
chamados de grafos desconexos e, seus subconjuntos sao ditos de componentes do grafo. Exemplos

de grafos desconexos com nimero distinto de componentes podem ser vistos na Figura 2.3.

At
©) O
&

©
5

(a) Grafo desconexo com dois compo- (b) Grafo desconexo com trés componentes.
nentes.

Figura 2.3: Exemplos de grafos desconexos.

Em algumas aplicacoes de grafos héa interesse de estudar a propriedade de transitividade, ou
seja, se i e j sdo adjacentes e ¢ é adjacente a k entdo j e k sdo adjacentes. A transitividade de um
grafo pode ser obtida por meio da probabilidade de vértices adjacentes a um determinado vértice

serem adjacentes entre si.
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Nas aplicagoes da teoria de grafos em redes sociais a transitividade é uma propriedade impor-
tante, pois é mais provavel que amigos do mesmo individuo sejam amigos entre si.

Considere um grafo simples em que o vértice i é adjacente a k; vértices do grafo. Entre os k;
vértices adjacentes a i podem existir no méximo w arestas, ou seja, quando todos os k; vértices
sao adjacentes entre si. Definimos o coeficiente de agrupamento local como a razao de arestas que

realmente existem entre os k; vértices como

2{xjp cxj; =1, 2 = 1 e xj, = 1}

Ci= k(1 — k)

(2.4)

Assim, o coeficiente de agrupamento de um grafo simples é dado pela Equagao (2.5) como a

média dos coeficientes de agrupamento locais do grafo.
|
=% Z (2.5)

2.2 Modelos de grafos aleatoérios

Um grafo é dito aleatério se sua estrutura for originada a partir de um processo aleatorio. Assim,
pode-se definir um conjunto de parametros do grafo que sera fixo enquanto os outros parametros
sao definidos de modo aleatoério. Dito isso, os grafos que sao estudados nesta dissertagao possuem o
nimero de vértices fixados e todos os outros pardmetros serao aleatérios, como exemplo, a existéncia
de arestas entre dois vértices. A distribuicdo de probabilidade de um grafo aleatério g sera denotada

por 7(g).
Denotaremos por X;; a variavel aleatoria que indica se os vértices i e j sao adjacentes, dada por

1, se os vértices ¢ e j sao adjacentes
Xij =
0, cc.

A matriz de adjacéncia do grafo aleatério serd denotada por X. Dado um grafo observado
denota-se por X a matriz de adjacéncia desse grafo e z;; a existéncia de aresta entre os vértices i e
j.

Detota-se por x_;; a matriz de adjacéncia de um grafo sem considerar o par de vértices (4, j).
Se em um grafo x;; = 1 ou z;; = 0 a sua matriz de adjacéncia sera denotado por X;; ou X,
respectivamente.

Os principais modelos de grafos aleatorios encontrados na literatura sao apresentados nas pro-

ximas segoes.

2.2.1 Erdés-Rényi

A teoria de grafos aleatoérios foi introduzida por Paul Erdés e Alfréd Rényi, onde os primeiros
estudos de grafos com um numero fixado de vértices e de arestas foram realizados. Nos trabalhos
Erdss e Rényi (1959) e Erdss e Rényi (1960) foram introduzidos dois modelos de grafos aleatorios
que, posteriormente, ficaram conhecidos como modelos de Erdds-Rényi.

No primeiro modelo considera-se o niimero de arestas m fixado e um grafo é escolhido aleaté-
riamente e com mesma probabilidade dentre os ((;22)) grafos que possuem N vértices e m arestas.

Esse modelo também é conhecido na literatura como modelo G(n,m).
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O segundo modelo, que é mais usual, consiste em todos os grafos em que as arestas sdo escolhidas
independentemente com probabilidade p. Note que neste modelo o nimero de arestas do grafo é

uma varidvel aleatéria e sua esperanca é dada por (1;/ ) p. Dessa forma, para que o grafo tenha em
m

N

(3)

Para formalizar o segundo modelo considere que o grafo g é uma colegao {X;;:1<i<j <N}

média m arestas devemos tomar p = . Esse modelo também ¢é conhecido como modelo G(n, p)

e por modelo de Bernoulli.

de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, onde P(X;; = 1) = p para

0 < p < 1. Assim, se ggp é um grafo com NN vétices e possui m arestas, temos que

P(G = go) =p"(1—p)N ™.

No estudo de grafos aleatérios, além da presenca de arestas ser uma variavel aleatoria temos
que todas as outras varidveis associadas com o grafo também sao aleatérias, como por exemplo, o
grau dos vértices.

Para estudar a distribuigdo do grau dos vértices de um grafo aleatério considere pr como a
probabilidade de um vértice escolhido ao acaso no grafo g ter grau k. Dado um grafo com N

vértices seguindo o modelo de Erdds-Rényi, é facil ver que

N -1 e
pk=< . >pk(1—p)N =k,

Quando aumenta-se o valor de N a distribui¢ao do grau do grafo converge para a distribuigao
de Poisson com pardmetro Np. Porém, nao sdo em todos os modelos de grafos aleatérios que esta

propriedade é verificada. Esse topico sera discutido na Secao 2.2.4.

2.2.2 Condicionalmente Uniforme

Muitas vezes deseja-se estudar grafos aleatérios que possuem determinada caracteristica, como
por exemplo, grafos com o nimero de arestas fixado, grafos com caminhos pequenos ou grafos
desconexos com um nimero pré-estabelecido de componentes. Assim, para extrair as informagoes
desejadas dos grafos podem-se utilizar diferentes propriedades: grau dos vértices, nimero de arestas,
de componentes e de tridngulos do grafo.

Dizemos que a distribui¢do de um grafo é condicionamente uniforme se os grafos que satisfazem
um conjunto de propriedades fixado tém a mesma probabilidade de serem escolhidos e os demais
possuem probabilidade 0. Como a distribuigao dos grafos é uniforme, condicionada a um conjunto

predefinido, para este modelo temos que

L¢s(x)=s}

PX =xI8(x) =5) = - g(x) =]

onde, X ¢é a matriz de adjacéncia do grafo e S(x) é o vetor de propriedades do grafo.

Exemplo 2.2.1. Deseja-se calcular a probabilidade de que um grafo com 4 vértices tenha 2 tridngu-

los, ou seja, S1(x) = > wijxjprr;. Como o mimero de grafos com 4 vértices e 2 tridngulos € igual
1<j<k

a 16, temos

_ Ysiw=2

P(X = af$ () =2) = ~12
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2.2.3 Distribuicao livre de escala

O trabalho de Albert et al. (1999) a respeito de redes de internet produziu resultados importan-
tes para a aplicagao da teoria de grafos aleatorios em redes reais. Nesse trabalho, redes de internet
foram estudadas através de sua representacao como um grafo orientado, de modo que os documentos
presentes na Web sao os vértices do grafo e os links presentes entre esses documentos sao as arestas
direcionadas. A partir do grafo, definiu-se a probabilidade de um vértice ter k arestas de saida p,
e ter k arestas de entrada p,:“.

Diferentemente do resultado anterior no qual para grafos do modelo de Erdés-Rényi a distribui-
¢ao de probabilidade dos graus dos vértices converge para a distribuicao de Poisson na medida em
que o numero de vértices do grafo aumenta, nesse trabalho de redes reais de internet obtiveram que
a distribuicao dos graus do grafo segue a lei de poténcia.

A distribuicao do grau dos vértices segue a lei de poténcia se para algum « valer que

P = Ck™™ (2.6)

A distribuicao dos graus de um grafo que segue a lei de poténcia apresenta assimetria & direita
e cauda mais longa e pesada do que a distribuicao de Poisson, indicando que a probabilidade de
obter vértices com muitas arestas para a distribuicdo que segue a lei de poténcia é maior do que
quando considera-se a distribuicao de Poisson.

Os grafos em que a distribuigdo do grau segue a lei de poténcia sao chamados de grafos livres

de escala, uma vez que a lei de poténcia é invariante por escala, ou seja,

pak = C(ak) ™ =Ca k™" x Ck™ = py, (2.7)

Outra propriedade importante da lei de poténcia é que em escala logaritmica resulta em uma
fungao linear, Equagao 2.8, tornando-se assim um meio de identificagdo da existéncia da lei da

poténcia na distribuicao dos graus do grafo.
In(py) = —adn(k) + In(C) (2.8)

2.2.4 Distribuicao do grau fixada

A partir dos estudos que comprovaram que em dados de redes reais a distribuicao dos graus de
um grafo segue a lei de poténcia, no trabalho de Newman et al. (2001) sdo propostos grafos com
distribuicao do grau dos vértices fixada.

Para descrever este modelo, considere um grafo com um ntmero finito de vértices N em que a
distribuicao do grau dos vértices seja pg, ou seja, a probabilidade de um vértice ter grau k é pg. Seja
g1, --.,gnN varidveis independentes de modo que P(g; = k) = pg, assim essas variaveis representam
a sequéncia de graus do grafo aleatério. Pode-se pensar que ¢ é um vértice do grafo com g; arestas

emergindo deste vértice. Para obter todos os grafos que possuem essa sequéncia de graus basta
N

adicionar as arestas ao grafo respeitando o grau de cada vértice. Note que se > g; for impar a
i=1

probabilidade de selecionarmos um grafo com a sequéncia de graus dada é zero.

Exemplo 2.2.2. Considere um grafo com 5 vértices nomeados e fixados com a sequinte sequéncia de

graus (3,1,2,2,2). Na Figura 2.4, obtemos 6 possiveis grafos em que o vértice 1 tem grau 3, o vértice
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2 tem grau 1 e 0s outros vértices tem grau 2. Assim, a probabilidade de selecionarmos um grafo com

a sequéncia de graus dada € por P{(gr(1),gr(2),9r(3),gr(4),9r(5)) = (3,1,2,2,2)} = %.

Figura 2.4: Grafos construidos a partir da sequéncia de graus (gr(1),gr(2),gr(3),gr(4),gr(5)) =
(371727 2’ 2)

2.2.5 Exponencial

O modelo de grafo aleatorio exponencial é abordado na literatura principalmente pela sua vasta
aplicacao em dados de redes socias. Isso deve-se ao fato de que nesse modelo assume-se que o
numero de vértices do grafo é fixo e a existéncia de arestas entre pares de vértices depende de
toda a estrutura da rede. Dito isso, imagine uma rede de amizade entre alunos de uma turma
de estatistica, nesse caso, cada vértice do grafo representa um individuos da turma e as arestas
representam as relagoes de amizade existentes entre os alunos. A relagao de amizade entre Joao e
Maria pode influenciar na relagdo entre Joao e Alice, principalmente se o primeiro relacionamento
for amoroso. Ou ainda, as relagoes de amizade entre Carlos e Pedro e Pedro e Manuel podem
influenciar na exiténcia de amizade entre Carlos e Manuel. Para mais detalhes sobre a aplicacao de
grafos aleatorios exponenciais o leitor pode consultar Robins et al. (2007).

Cada parametro do modelo Exponencial corresponde a uma configuragao do grafo e essas con-
figuragoes representam as caracteristicas estruturais do grafo. Dessa forma, o modelo de grafo
aleatorio exponencial é dado por

exp(6”S(x))

PX =) = = (2.9)

em que, 0 é o vetor de parametros do modelo, S(x) é o vetor de estatisticas do grafo x e z(8) é
a constante de normalizacao.
Note que o termo exponencial presente na Equacao 2.9 é responsavel pelo nome do modelo.

A constante de normalizagao do modelo sera denotada por z(8) para ressaltar a sua dependéncia
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do vetor de pardmetros do modelo. Dada pela Equagao 2.10, a constante de normalizagao é a soma

sobre todos os possiveis grafos que possuem N vértices. Para grafos simples, tem-se que x é o
N

conjunto de todas as matrizes simétricas com N linhas e colunas, totalizando assim 2(3) possiveis

grafos.

2(0) =) exp(67S(x)) (2.10)

XEX
Na tabela 2.1 encontram-se alguns exemplos de estatisticas que podem ser usadas para definir

o modelo de grafo exponencial.

Tabela 2.1: Ezemplos de estatisticas utilizadas para descrever grafos simples.

Parametro | Representagao Estatistica
arestas 2 Tij
1<j
2-estrelas @ . Z LijTik
1<j<k
@
()

Z T T4k T5]

3-estrelas o
1<j<k<l
triAngulo @ DL TijTikThi
i<j<k

No modelo de Erdés-Rényi, descrito na Secao 2.2.1, a existéncia de arestas entre os pares de
vértices do grafo sao varidveis aleatorias com distribuicao de Bernoulli com pardmetro fixo p. Esse

modelo pode ser representado pelo modelo Exponencial, descrito na Equagao 2.9, tomando p =
exp(0)

—————eédad
T+ cxp(0) e é dado por

exp (9;:%)
P(X =x) = -0 (2.11)

De fato,
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) = ) =TT PO L
P(X=x) = HP(XZ]_x”)_H[mz]1+€$p(9)(1 :Uw)l—i—eacp(ﬁ)
1<) 1<)
exp | 0 zij
B i<j 1
N > @i > (1—ij)

(I +exp(0))<r (14 exp(d))~

exp | 0 xij;
i<y

(1 + exp(9))(2)

(2.12)

Os trabalhos encontrados na literatura associados ao modelo de grafo aleatorio Exponencial fre-
quentemente estao relacionados com a inferéncia estatistica dos pardmetros do modelo. Os métodos
tradicionais de inferéncia, como por exemplo, o0 método de maxima verossimilhanca nao é apropri-
ado para redes com muitos vértices, pela dificuldade de calcular a constante de normalizacao dada
por 2.10.

Os trabalhos recentes apresentam métodos de estimagao a partir de métodos de Monte Carlo
baseados em cadeias de Markov (MCMC) que simulam a distribui¢ao do grafo aleatério a partir
de um conjunto inicial de parametros e a cada iteracdo o conjunto de parimetros é atualizado
com base na comparacao da distribuicdo do grafo aleatério com o grafo observado. Para detalhes
dessa construgao o leitor pode consultar Snijders (2002) e para uma abordagem bayesiana consultar

Caimo e Friel (2011). O método de simulacao de grafos Exponenciais sera discutido no Segao 4.1.2.

2.2.6 Mundo Pequeno

Um dos fendmenos vastamente discutidos e estudados na literatura é o efeito de Mundo Pequeno

em redes reais!

, em termos da teoria de grafos ocorre quando as distancias entre os vértices da rede
é pequena.

Na década de 1960, o psicOlogo americano Stanley Milgram se interessou por estudos de redes
sociais e com o objetivo de quantificar o tamanho do caminho entre dois individuos na rede propos
um experimento, conjuntamente com outros pesquisadores, que nos dias de hoje é conhecido como
experimento de Mundo Pequeno.

No experimento de Mundo Pequeno um total de 96 pacotes foram enviados para pessoas se-
lecionadas aleatériamente da lista telefénica da cidade de Ohama, no estado de Nebraska. Cada
pacote continha uma copia do passaporte de um amigo de Stanley que morava em Boston, no es-
tado de Massachusetts. Além disso, os pacotes contiam as instrugoes de que o passoporte deveria
ser entregue para o dono, porém néao diretamente. A pessoa que recebeu o pacote deveria reinvia-lo
para algum amigo, que faria o mesmo procedimento até que o passaporte fosse entregue para seu
verdadeiro dono.

Dos 96 pacotes que foram distribuidos, 18 chegaram no destino final. Com as informagoes desses

18 caminhos completos, o valor que Milgram obteve para o tamanho médio do caminho de um

!conhecido em inglés por Small-World networks.
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individuo do estado de Nebraska para seu amigo em Massachusetts foi 5.9. Esse resultado deu
origem a ideia de "seis graus de separacao", em que quaisquer duas pessoas do mundo estao ligadas
por no maximo seis amigos em comum.

Porém, existem algumas criticas relacionadas a aproximagao desse resultado. Utilizou-se nesse
experimento apenas um "alvo” localizado em Boston, além disso as pessoas que receberam os
pacotes, ou seja a origem dos caminhos, pertenciam a mesma cidade. O valor obtido é na verdade
um limitante superior da distancia obtida, pois nao existem garantias de que o caminho tomado ¢
o menor caminho entre todos os possiveis.

Por fim, alguns criticos argumentam que muitos pacotes nao foram entregues, o que, por hipé-
tese, pode ter ocorrido por terem se perdido devido a caminhos longos que foram tomados. Assim,
os caminhos completos sao uma amostra viesada do experimento e podem representar os caminhos
que possuem tamanhos menores que a média de todos os caminhos. Para mais detalhes sobre este
experimento e outros que foram feitos posteriormente o leitor pode consultar Newman (2010).

Ao leitor que se interessar pela simulacdo de grafos aleatérios com propriedades de mundo
pequeno, ou seja, com coeficiente de agrupamente alto e distancia geodésica pequena recomenda-se
a leitura de Watts e Strogatz (1998).



Capitulo 3
Teste de hipo6teses para grafos aleatorios

Neste capitulo sdo apresentados os testes de hipdteses nao paramétricos para amostras de grafos
proposto e utilizado ao longo desta dissertacao. Alguns resultados assintoticos da estatistica do teste

também sao apresentados e provados nas proximas segoes.

3.1 Teste de hipo6teses

3.1.1 Introducao

Uma revisao introdutoria sobre teste de hipoteses é abordada nesta segao, como forma de fami-
liarizar o leitor sobre o contetido discutido ao longo dos préximos capitulos.

Qualquer afirmagao feita a respeito da funcao de probabilidade de uma ou mais varidveis alea-
térias ou a respeiro da populagao da qual a amostra em estudo foi extraida é chamada de hipotese
estatistica. A hipotese estatistica que seré testada é chamada de hipotese nula e serd denotada ao
longo deste texto por Ho. A hipotese alternativa, denotada por Hy, é a conclusdo do teste quando
a hipotese nula é rejeitada.

Dada uma amostra X = (X3,...,X,), o teste de hipoteses para decidir se Hy sera rejeitada é
construido com base em uma fungdo 7' = T'(X) dessa amostra. Essa fun¢io 7T'(X) é chamada de
estatistica do teste.

A regido critica, ou regido de rejeicao, do teste de hipoteses, denotada por R, é o subconjunto
de valores, definidos a partir da estatistica do teste, que levam & rejeicao de Hg. O valor limite de
R é chamado de valor critico do teste.

Ao realizar o teste de hipéteses e decidir se rejeita-se ou nao rejeita-se a hipotese nula é possivel
que essa decisao nao esteja correta, existindo assim dois erros possives de ocorrer em um teste de
hipoteses: erro tipo I e o erro tipo II. O erro tipo I ocorre quando decide-se por rejeitar Hy quando
Hy é realmente verdadeira e o erro de nao reijeitar Hy sendo que Hy é falsa é chamado de erro tipo

II. Um esquema desses erros pode ser visto na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Possiveis erros de decisao que podem ocorrer em um teste de hipdteses.

Hy verdadeira Hy falsa
Nao rejeitar Hy | Decisao correta Erro tipo II
Rejeitar Hy Erro tipo 1 Decisao correta

15
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O nivel de significAncia do teste é a probabilidade de rejeitar Hy dado que Hg é verdadeira. Esse
nivel pode ser fixado quando o teste de hipoteses for realizado como medida de controlar os erros
que podem ser cometidos na tomada de decisao do teste. O nivel de significincia seré denotado pela
letra grega a.

A funcao poder do teste estéa relacionada com a probabilidade de rejeicdo da hipétese nula, em
relacao as hipoteses testadas. O valor calculado pelo poder do teste, dado que a hipotese alternativa
é verdadeira, representa a probabilidade de que rejeitar Hy quando H; é verdadeira, ou seja, quando
mais proximo de 1 for este valor maior é a probabilidade de que a decisao tomada nao esteja errada.
A equagao (3.1) representa a fungao poder de um teste de hipoteses em que 6 é o pardmetro a ser

testado.

0(0) =P(T(X) € RIH;) (3.1)

Um teste de hipoteses é dito consistente se sua fungao poder, determinada sob a hipotese
alternativa, tender a 1 na medida em que o tamanho da amostra estudada crescer. Quando o poder
de um teste de hipéteses for maior do que o poder de qualquer outro teste realizado, sob as mesmas
hipdteses e com o mesmo nivel de significAncia, o teste é dito teste mais poderoso. O poder do teste

de hipoteses é afetado de algumas formas, como:

e Quando aumentamos o nivel de significAncia do teste a regiao de rejeicao do teste torna-se

maior, com isso a probabilidade de rejeitar Hg aumenta, aumentando assim o poder do teste.
e Quando o tamanho da amostra cresce o poder do teste também cresce.

e Quanto maior for a diferenca entre o valor “real” do pardmetro e o valor testado maior sera o

poder do teste.

A estrutura e os principais conceitos de um teste de hipoteses foram descritos até esse ponto,
porém a tomada de decis@do de reijeitar ou ndo Hg é feita para nivel de significancia « fixado. O
pesquisador interessado na tomada de decisao pode se questionar a respeito do valor fixado para o
nivel de significAncia do teste. Dessa forma, o pesquisador pode questionar-se: dada a amostra em
estudo, qual o valor minimo de a que pode ser escolhido de modo que a hip6tese nula seja rejeitada?

Para responder essa pergunta utiliza-se o nivel descritivo do teste, também conhecido como
p-valor. O p-valor, denotado por @, é definido como a probabilidade, dado que Hy é verdadeira, de
obter valores da estatistica do teste extremos com relagao ao valor obtido pela amostra. Assim, a

hipotese nula deve ser rejeitada se o > @, para algum nivel de significancia a.

3.1.2 Testes paramétricos e nao paramétricos

Os testes de hipoteses podem ser classificados em paramétricos e ndo paramétricos. As principais
diferencas entre estes dois tipos de testes sdo discutidas nesta secgéo.

Os testes paramétricos baseiam-se em pardmetros populacionais, como por exemplo, quando
ha interesse em testar valores para a média ou desvio padrao da populacao. Para este tipo de
teste é normal que o pesquisador faga algumas pressuposicoes a respeito da populagao em estudo,
assumindo assim que a distribuicdo dos dados em estudo segue algum modelo especifico, em geral,

o modelo adotado é o modelo Normal.
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Por outro lado, para testes nao paramétricos nao é necessario assumir qualquer hipdtese a
respeito da distribui¢ao dos dados. Os testes nao paramétricos, em geral, tem como objetivo testar
a aderéncia de modelos aos dados coletados, a indepéndencia entre duas amostras e aleatoriedade
dos dados. Com isso, esse tipo de teste pode ser utilizado em dados qualitativos, ao contrario dos
testes paramétricos. Porém, a desvantagem dos testes nao paramétricos é que quando as hipoteses
sobre a distribuicao dos dados é verdadeira eles nao sao tao poderosos quanto a outra classe de
testes.

Para mais detalhes sobre os principais testes paramétricos e nao paramétricos o leitor interessado
pode consultar (Gibbons e Chakraborti, 2010).

3.2 Teste de hipbéteses nao paramétrico para grafos

3.2.1 Definicoes

O teste de hipoteses para grafos proposto nessa dissertacao é uma adaptagao do teste de hipo-
teses proposto em (Busch et al., 2009) para arvores aleatorias. Dessa forma, as definigoes utilizadas
na construcao do teste de hipoteses para arvores foram adaptadas para o caso de grafos e sao
apresentadas nesta Secao.

Primeiramente, é necessario definir uma medida de distancia entre dois grafos. Como os grafos
estudados sdo grafos simples é intuitivo pensar em uma medida que considere as diferengas de

arestas presentes entre os grafos.
Definicao 3.2.1. Dados dois grafos g1 e g2, a distdncia entre g1 e go € definida por
d(g1,92) = Z(leg - 9512]')2 (32)
1<J

Como o teste de hip6teses proposto é para amostras de grafos é necessario definir um valor que

mensure a discrepancia entre um grafo para uma amostra de grafos.

Definicao 3.2.2. Dado um grafo g e uma amostra de grafos g = (g1,...,9n), definimos a discre-

pancia entre g e g por

1 n
dg(9) =~ > d(g,9) (3.3)
k=1
A partir de uma amostra de grafos é possivel determinar o niimero médio de arestas presentes
entre pares de vértices, como descrito pela Definigao 3.2.3.

Definigao 3.2.3. Dados um par de vértices (i,7) e uma amostra de grafos g = (g1,...,9n), defini-

mos o numero médio de conexdes entre os vértices (i,j) por
R R,
9(,7) = — >l (3.4)
k=1

3.2.2 Teste de hipdteses para uma amostra tinica de grafos

Nesta Se¢ao é construido um teste de hipéteses nao paramétrico para uma Unica amostra de
grafos, com o objetivo de testar se a distribuicao de grafos da qual a amostra observada foi extraida

é a mesma distribuicao estabelecida pela hipotese estatistica. Portanto, deseja-se testar
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Hy:7m=mng
Hy : 7 # m

A estatitica do teste de hipoteses baseada em Busch et al. (2009) é dada pela Definigao 3.2.4.

Defini¢ao 3.2.4. Dada uma amostra aleatoria de grafos g = (g1,...,9n) definimos a estatistica
W(g) = max |§ — oD 3.5
(9) = max. 13,(0) ~ oD(9) (35)
onde

mD(g) = Y d(g,¢")mo(g)
g'eG(V)

A estatistica W é o maximo de g € G(V') da diferenca absoluta entre a discrepéancia do grafo g

e a amostra g e da distancia média de todos os grafos pertencentes a G(V') ao grafo g em relagao

a distribuigdo mg. Assim, espera-se que para pequenos valores dessa estatistica existam evidéncias

de que as amostras de grafos possuem a mesma distribuicao. Com isso, a regiao critica do teste

baseado na estatistica W ¢é definida para um nivel de significancia «, onde ¢(;_,) ¢ 0 quantil de

ordem 1 — « da distribuicao de W, como

R = {w Tw > Q(l—a)} (3.6)

Note que o calculo da estatistica W nao é trivial computacionalmente, pois para amostras de
grafos com V vértices tem-se que |G(V)| = 2(3). Mostraremos nesta dissertagdo como computar o
valor de W de forma eficiente. A partir da Proposicao 3.2.1, tem-se que nao é necesséario explorar
todo o espaco de grafos G(V') para o calculo da estatistica W, basta calcular para cada par de
vértices (7, j) a diferenga absoluta entre o nimero médio de conexdes da amostra e a esperanga da

variavel X;; sob Hy.

Proposicao 3.2.1. Dada uma amostra de grafos g = (g1, ..., gn) vale que

Wi(g) = Z 19(i,j) — Ex, [XZJ”

1<j

Demonstragao. Para maximizar |Dg(g)| = [0g(g9) — moD(g)| em G(V') basta maximizar Dg(g) e
—Dg(9)-
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Dam:=6¢n—mmm=%§)mgm— > dlg.g')mole)

k=1 g’ eG(V)
S 3 S M) R
k=1 i<j g eG(V) 1<J
. Lij l] - .%'f] / / /
- T[S, S B ST S ) (- 4
i<j k=1 k=1 g'eG(V)
= > @iy~ 224800 5) + 80 5) —wiy Y mol) —2wy Y @i+ Y 4l
1<j g eG(V) g eG(V) g’ eG(V)

= 22%’]’ Z i;mo(g') — 8(i,5) | +aiy [ 1 Z mo(g') | +8&(i,5) + Z 3;m0(9")

i<j g'€G(V) g €G(V) g €G(V)

Como > mo(g)=1e > aymo(g) = Er[Xij] segue que
g'eG(V) g'eG(V)

Dg(g) = Z 225 (Ero [Xi5] — 8(1, 7)) + 84, 7) + By [Xi5]
= D (80, 7) = B [Xy]) (1 — 2245) (3.7)

i<j

A matriz de adjacéncia do grafo ¢* que maximiza Dg(g) é dada por

, 1<i<j<|V|

*_{17g@ﬁ<EmMm

0, c.c.
Analogamente, a matriz de adjacéncia do grafo g** que maximiza —Dg(g) é

, 1<i<g<|V]

*x { 17 g(laj) > Ewo[Xij}
iy

€T
0, c.c.

Agora, basta provar que |Dg(g*)| = |Dg(g**)|. De fato,

De(g) = > (EBn[Xil =85 — Y. (BnlXi] —8(i,5)) = —Dglg™)
i<j i<j

Por fim, pela equagao (3.7) segue que
W(g) = Dg(g") = Y (81, 5) — Eno[Xi) (1 = 223;) = > (&4, 5) — By [ X)) 15
1<J 1<J

onde



20 TESTE DE HIPOTESES PARA GRAFOS ALEATORIOS 3.2

Iij_{ " , 1<i<ji<|V]

Portanto,

W(g) = 18(i, j) — Bxy [ Xi]]

1<j
O
Para uma amostra aleatoria de grafos mostraremos que a distribuicdo da estatistica do teste

W, sob Hg, converge para a soma do médulo de varidveis aleatérias Normais quando o tamanho da

amostra cresce, como descrito na Proposi¢ao 3.2.2.

Proposigao 3.2.2. Considere uma amostra independente de grafos g = (g1,...,9n). Tome p;j =
P(X;; =1) eYij =9(i,7) — Exy[Xsj]. Sob a hipdtese nula Hg vale que

Yi D
Wi =Wl o f
i<j pij(l_pij) n—roo
n

N(0,1) (3.8)

Demonstragao. Para cada par de vértices i e j fixados temos que X', X2, ..., X[‘j sao indepen-

1J0 “rig0
dentes e identicamente distribuidas, onde ij ~ Ber(pij;).
Pela Proposigao 3.2.1, temos que
n xk
—_— . 1
W(g) =D [8(i,) — Eng[Xij] = > > = — B [Xyg] (3.9)
i<j i<j lk=1
Como Er,[X;;] = pij segue pelo Teorema Central do Limite que
> nlj — Pij
k=1 D, N(0,1) (3.10)
pii(1 = pig) "7
n
Fazendo Y;; = g(i,7) — Exy[Xij], segue o resultado.
O
Exemplo 3.2.1. Considere uma amostra independente de grafos g = (g1,...,gn) do modelo Ex-

ponencial dado pela equacao 2.9. Deseja-se verificar se essa amostra de grafos seque o modelo

Ezxponencial para um dado pardmetro 8y. Desse modo, as hipdteses do teste sao

H0:0:00
H, : 6 +# 6,

Para calcular pij = P(X;; = 1), sob Hy, fazemos
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T_ij
1
= a2 | 05> S
Z( 0) T—ij 1<J

Observe que os valores de p;j dependem da constante de padronizac¢io do modelo z(8g). Como
essa constante, dada pela Equacao 2.10, € uma soma sobre todos os grafos com N vértices, torna-se
computacionalmente invidvel o seu cdlculo para grafos com muitas arestas.

Este teste serd abordado novamente na Secdao 4.2, onde seu desempenho serd estudado a partir

de dados simulados.

3.2.3 Teste de hipdteses para duas amostras de grafos

Dadas duas amostras de grafos, deseja-se testar se essas amostras provém de uma mesma dis-

tribuicao. Supondo que as amostras tém distribuicoes 7 e 7/, respectivamente, temos interesse em

Hy:m=n'
Hy:m#7

Para o teste de hipoteses para duas amostras de grafos a estatistica W é definida como o maximo

testar

em g € G(V) da diferenga absoluta da distancia média do grafo g a cada uma das amostras de

grafos g, e gy, como descrito em 3.2.5.

Definigao 3.2.5. Dadas duas amostras de grafos g, = (g11,---,91n) € go = (921, --,G2m) de

tamanhos n e m, respectivamente, definimos a estatistica
W (g1, 92) = max |dg,(g) — dg,(9)| (3.12)
9€G(v)

A regido critica do teste de hipoteses para duas amostras é igual para o teste de uma amostra,
como descrito por (3.6).

Também foi provado, Proposigao 3.2.3, que nao é necessario explorar todo o espago de grafos
G(V) para calcularmos a estatistica W do teste para duas amostras de grafos, basta calcular para

cada par de vértices a diferenca absoluta entre o niimero médio de conexdes para cada amostra.

Proposicao 3.2.3. Dadas duas amostras de grafos g = (g11,---,91n) € go = (921, - - -, g2m) vale

que

W91, 92) Z 191(i,7) — 92(4, 5|
1<j

Demonstragao. Para maximizar |dg, (9) —dg,(9)| = [Dg,,¢.(9)| em G(V') basta maximizar Dy, 4,(g)
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e _D91,92 <g>

Dy, g, (g) =

1< 1 &
Og, (9) = 0g,(9) = — > d(9. 91x) > d(g, gu)
k=1 =1
IR BT RN B AR,
n 1] (¥ m %] 1)
k=1 i<j =1 i<j
1< 1 &
Z [ Z [lejk — 2x1k$1j + l‘zj:| - = Z { 2t _ 2x21xm + xu}
iy L' k=1 ma=

Z [—224(8, (i, ) — 82(3,5)) + &1 (i) — (i, )]
> (1= 21i) (816, 5) — Bo(i, ) = Y (1 — 2245) Dg, g, (i, §)

i<j 1<j

Como g € G(V), segue que (1 —2z;;) € {-1,1}, 1 <i<j<|V|.
Segue da equacao (3.13) que o grafo ¢’ que maximiza Dy, 4,(¢g) é dado por

Por outro lado, o grafo ¢” que maximiza

A L, DEI:EQ(Z'M]')gO 1<i<j<|V|
0, c.c. ’ a a

1] ’

1, Dg & (i,7 0
x//:{ ’ g17g2(17j)> 1§2<]S|V|

0, c.c.

Agora, basta mostrar que |Dg, 4,(9")| = |Dyg,,9.(¢")|. De fato,

Do) == 2 Damd+ 2 Damlii)=-Dasnls)
i<y 1<j
D§1,§2(i,j)<0 D§1,§2(i,j)>0

Pela equagao (3.13) temos que

em que

W(g1,82) =

Portanto,

Z(l —2X75)(81(4,7) — 82(i, 7)) ZIU 81(i,7) — 82(4,4))
i<j i<j

1 - — . . — . .

! 1, (i,j) —8(i,5)) >0

W(g:, 82) Z|g1 i,J) — 82(i, )|
1<J

—Dy, ¢-(g) tem como matriz de adjacéncia

3.2

(3.13)

O

Nessa dissertagao provamos na Proposicao 3.2.4 que a distribuigao de W, sob Hg, converge para

a soma do moédulo de varidveis aleatorias Normais quando o tamanho das amostras crescem.

Proposicao 3.2.4. Considere duas amostras aleatorias independentes de grafos g, =

e gy =(921,---,92m). Tome pjj =P(X;; =1) eYj; =9,(4,7) —

(9115 -
95(i,7). Sob a hipdtese nula Hy vale

’gln)
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que

Yi; D
W(gi,g) =Y [Vl onde :

= \/pij(l — Pij) [ + } e

n m

Demonstragao.
Dadas as amostras g, = (g11,---,91n) € 8 = (g21,---,92m), para 1 < i < j < |V| tem-se

que Xt ... X! 530 identicamente distribuidas com distribuicdo Ber(p;;). Sob Hy, segue que
1] 1] G J g

ijl, e szij também sao identicamente distribuidas com distribuigdo Ber(p;;).

Fixado o par de vértices (7,7), 1 <i < j < |V], segue que

> — Pij > — DPij
k= T D, N@O1) e =T D, N(,1)
pij(1 —pi) mee pij(1 —pi) ™7
n m

Fazendo Yj; = g, (i, j) — 8(¢, j) segue que

Yij D
\/pij(l — Pij) [n + } e

m

Pela proposicao (3.2.3) temos que W(gy,8,) = > |Yijl-
1<j
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Capitulo 4
Simulacoes

Neste capitulo é apresentado o estudo do desempenho do teste de hipoteses proposto nesta
dissertacao via simulagoes. Além disso, comparacgoes com outros testes de hipoteses encontrados na
literatura sao feitas com o objetivo de ampliar as discussoes dos resultados obtidos para o teste de
hipoteses proposto. Os programas utilizados nas simulac¢oes foram implementados no programa R

e os principais programas podem ser encontrados no Apéndice A.

4.1 Simulacao de grafos aleatérios

As amostras de grafos aleatorios utilizadas no estudo do desempenho do teste de hipoteses
proposto sao obtidas via simulacao. Entre os modelos de grafos aleatérios apresentados no Capitulo
2 dois recebem maior enfoque, sendo esses o modelo de Erdds-Rényi e o modelo Exponencial. Nesta

Secao é discutida a simulacao de grafos aleatérios desses modelos.

4.1.1 Modelo de Erdés-Rényi

No modelo de Erdds-Rényi a probabilidade de existir uma aresta entre dois vértices do grafo
¢ fixada e independente das outras arestas, ou seja, dado um grafo g com N vértices temos
que {Xjj <icj<n sdo varidveis independentes e identicamente distribuidas com distribuigao de
Bernoulli(p). Portanto, para simular um grafo do modelo de Erdés-Rényi com parametro p basta

que as variaveis {X;jh<icj<n sejam simuladas da distribuicao de Bernoulli(p).

Exemplo 4.1.1. Deseja-se simular um grafo com 4 vértices do modelo de Erdds-Rényi com pard-
metro p = 0.35. Para isso, as entradas da matriz de adjacéncia do grafo sao simuladas a partir da

distribuicao de Bernoulli(0.35), totalizando assim (;1) varidveis simuladas. O resultado obtido foi

0 0 0 1

0 010
X =

01 01

1 01 0

25
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4.1.2 Modelo Exponencial

Para obter uma amostra de grafos do modelo Exponencial pode-se utilizar métodos de simu-
lagdo de Monte Carlo baseados em cadeia de Markov, conhecidos pela sigla MCMC. O objetivo
desse método é construir um algoritmo de simulagdo de uma cadeia de Markov cuja distribuicao
estacionaria é a distribuicao da qual deseja-se simular.

E discutida nesta Secdo a aplicacdo dos principais algoritmos do método MCMC para simulacio
de grafos do modelo Exponencial, conhecidos como amostrador de Gibbs e Metropolis—Hastings.
Para mais detalhes sobre o método MCMC de simulagao o leitor pode consultar Gamerman e Lopes
(2006).

O amostrador de Gibbs é um algoritmo em que a cada iteragao é selecionado, aleatériamente,
um par de vértices (4, j) do grafo e é decidido se X;; = 1 ou Xj;; = 0 de acordo com as probabilidades
condicionais do grafo aleatorio. Sendo A(S(x));; = S(x;;) — S(x;;), as probabilidades condicionais

sao dadas por

- o x P(Xt =x
IP(XZ] _ 1’X_Z‘j _ X_Z'j) _ P(Xz] 17X—Z] X—z]) _ - (+Zj Zj)_ _ (41)
P(X_ij = x—ij) P(X5; = x3;) + P(X;; = x;5)
exp(07S(x})) _ exp(0TA(S(x))y5)

exp(07S(x)) + exp(07S(x;;)) 1+ exp(67A(S(x));;)

As iteragoes para simular um grafo Exponencial utilizando o amostrador de Gibbs sio descritas

abaixo.

1. Tome uma matriz de adjacéncia inicial x(©)

Na k-ésima iteragao faca:

2. Selecione aleatoriamente um par de vértices (,j) do grafo

3. Decida se ng) =1 ou ng)

dada pela Equagao 4.1.

(k=1)

= 0 de acordo com a distribui¢ao condicional de X,’fj dado X

No algoritmo de Metropolis-Hastings, na k-ésima iteracio uma nova matriz de adjacéncia x*)

é determinada e x*~1) ¢ substituida por x*) com probabilidade dada por

min <1, P(X(k) - X(k)) ) (4.2)
P(

A cada iteracao a nova matriz de adjacéncia é escolhida trocando o valor de x;;, para algum
par de vértices (i, 5) escolhido aleatériamente. Dessa forma, como a matriz proposta x(%) difere da

matriz anterior x(¥—1) por apenas uma aresta no par de vértices (i, j), segue que

[p(X(k) = x(®)

ST — iy = OIS S = ep(0TASCN)) ()
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Os passos para a construcao do algoritmo sado descritos abaixo

1. Tome uma matriz de adjacéncia inicial x(©)

Na k-ésima iteracao faca:
2. Selecione aleatoriamente um par de vértices (i, j) do grafo

3. Aceita-se a mudanca desse vértice com probabilidade dada pelas Equagdes 4.2 e 4.3.

Observe que para os dois algoritmos nao é necessario o célculo da constante de padronizagao
do modelo. Porém, alguns estudos experimentais desenvolvidos por Snijders (2002) mostraram que
dependendo do parametro do modelo e do grafo inicial x(©) os algoritmos podem tomar um longo
tempo até convergirem para a distribuicao do modelo.

Para simular as amostras de grafos Exponenciais estudadas nesta dissertacao foi utilizado o
pacote ergm, Handcock et al. (2013) e Hunter et al. (2008), do programa R. Neste pacote, os
grafos sao simulados utilizando o algoritmo de Metropolis-Hastings e para as simulac¢oes dos grafos

utilizados nesta dissertacao foi tomado o valor de burn-in igual a 100000.

4.2 Teste de hipoteses para uma tnica amostra de grafos

Para avaliarmos o desempenho do teste de hipoteses para uma amostra de grafos foi utilizado o

modelo Exponencial dado por 4.4.

exp(0151(x) + 0252(x))

P(X =x) = 2(0)

(4.4)

onde
S1 (X) = in]‘ (S SQ(X) = Z LijL kL
i<j i<j<k
Note que nesse modelo as estatisticas S1(x) e Sa(x) representam, respectivamente, o namero de
arestas e de tridngulos do grafo cuja matriz de adjacéncia é dada por x. Por isso, este modelo sera
chamado de modelo aresta-tridngulo para facilitar o entendimento e leitura desta dissertagao.

Dessa forma, para uma amostra de grafos do modelo Exponencial tem-se interesse em testar

{ Hy: 0 =6, (45)

H1:07é00

4.2.1 Distribuicao empirica de W

Os estudos de simulacao abordados neste capitulo sdo baseados na distribuicdo empirica da
estatistica W, proposta no Capitulo 3, que é obtida a partir de amostras aleatorias simuladas de
modelos de grafos aleatorios.

Para realizar qualquer estudo que avalie o desempenho do teste proposto é necessario determi-
narmos sua regiao critica para um nivel de significancia fixado. Para isso, a distribuigao empirica de
W é obtida sob a hipo6tese nula. No caso do teste, descrito na Secao 3.2.2, para uma tnica amostra
de grafos a distribuicdo empirica de W é obtida assumindo que a amostra de grafos tem distribuicao

7’ estabelecida em Hy.
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Para determinarmos a distribuicdo de W pode-se utilizar dois métodos de simulacgao. O pri-
meiro método é baseado no método de simulagao via Monte Carlo. O método de Monte Carlo é
muito utilizado para determinar aproximagoes para integrais e para probabilidades a partir de um
ntmero elevado de simulagoes de variaveis aleatorias. Para mais detalhes desse método o leitor pode
consultar Casella e Robert (2005).

Os passos para a construcao da distribui¢ao de W utilizando o método de Monte Carlo, sob Hy,

sao apresentados abaixo.

1. Simule uma amostra de grafos do modelo Exponencial g = (g1,...,¢g,) com parametro 6
2. Calcule a estatistica W(g)

3. Repita os passos 1 e 2 um numero fixado S de vezes

O segundo método consiste na utilizacdo do resultado obtido na Proposi¢do 3.2.2, em que a

distribuicao de W pode ser obtida através dos seguintes passos
1. Seja pij = IP)(X” = 1|H0)

2. SimuleY;jNN(O,p”(p”))paralgiSjSN
n

w

. Fagaw = X |Yy|
1<J

4. Repita os passos 2 e 3 um numero fixado S de vezes

Para construir a regido critica do teste definida em (3.6) fixa-se um nivel de significancia «
e calcula-se o valor de q(;_q) de modo que P(W > q_o)|Ho) = a. Como a distribuicio de W
nao é conhecida utiliza-se a sua distribuigdo empirica para obter o quantil de ordem (1 — «) da
distribuigao, determinando assim q(_q).

A distribuigdo de W obtida utilizando os dois métodos descritos acima estao representadas na

Figura 4.1.

4.2.2 Poder do teste de hipoteses

Um meio de avaliar o desempenho do teste de hipoteses proposto é através de sua fungao poder.
Como apresentado na Segao 3.1.1, ha interesse em verificar se o teste de hipdteses proposto nesta
dissertagao é consistente, ou seja, quando a funcgao poder, obtida sob Hi, tender a 1 na medida que
o tamanho da amostra cresce.

O poder do teste de hipoteses foi determinado utilizando o método de Monte Carlos e foi
estudado para grafos gerados pelo modelo Exponencial aresta-triangulo. Nesse caso, a fun¢ao poder

do teste para um nivel de significancia o é dada por

©(0) = P(rejeitar Ho[Hy) = P(W > q1_q)|0 # 00) (4.6)
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Figura 4.1: Distribuicao empirica da estatistica W, sob Hy, utilizando o modelo Exponencial descrito por
4.4 para g = (0.3,0.08). A figura da direita foi obtida utilizando o método de Monte Carlo e na figura da
esquerda utilizou-se o método baseado na Proposi¢ao 3.2.2.

Os passos para obter o poder do teste via simulacao sao descritos abaixo.

1. Determinar a distribuigao de W, como descrito em 4.2.1, e obter q(1_q)
2. Simule uma amostra de grafos exponenciais g com parametro 6
3. Calcule w(g)

Repita os passos (2) e (3) S vezes

{w: w(g) > q1-al|
S

4. Faga p(61) =

Para o modelo Exponecial aresta-triangulo o poder do teste de hipoteses foi computado utili-
zando a hipotese nula em que 6y = (0.3,0.08) e grafos com 6 vértices. Diferentes amostras foram
obtidas variando o valor do pardmetro 6 referente & estatistica Si, que representa o ntmero de
arestas do grafo. Pode-se observar, Figura 4.2, que o poder do teste é maior para amostras com

mais grafos e torna-se pequeno para valores de 8 proximos ao valor desse parametro sob Hy.

4.2.3 Taxas de rejeicao

Outro meio de avaliar o desempenho do teste proposto é através das taxas de rejeicdo. As taxas
de rejeicao referem-se a proporcao de vezes que o teste de hipoteses rejeitou Hg para diferentes
amostras de grafos geradas de uma mesma distribuigao.

As taxas de rejeicdo do teste, para um nivel de significAncia «, sdo obtidas utilizando o método

de Monte Carlo utilizando os passos descritos abaixo.
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Figura 4.2: Poder do teste de hipdteses para uma amostra de grafos do modelo Exponencial aresta-tridngulo

para 6g = (0.3,0.08) e 6; = (6,0.08).

1. Determinar a distribuigao de W, como descrito em 4.2.1, e obter q(1_q)
2. Gere uma amostra de grafos g com distribui¢ao 7/
3. Calcule w g = w(g)

4. Rejeite a hipotese nula com nivel a se wyps > q(1—a)

Repita os passos acima um ntmero S de vezes

{wobs : Wobs > q1-a}|
S

5. Calcule a taxa de rejei¢ao para cada nivel fazendo

Para o modelo aresta-tridangulo foram determinadas as taxas de rejeigdo do teste proposto, para
as hipoteses descritas em (4.5), com 6y = (0.3,0.08) e para amostras de grafos com parametro
0 = (0.8,0.07) e 8 = (—0.9,0.07). Pela Tabela 4.1, observa-se que as taxas de rejeigdo para a
amostra originada da distribui¢do aresta-tridngulo com parametro 8 = (0.8,0.07) sdo maiores para
amostras maiores e para grafos com mais vértices. Além disso, no caso em que 8 = (—0.9,0.07) a
hipétese nula sempre foi rejeitada. Esse fato pode ser justificado ao analisar a Figura 4.3, pois é
possivel verificar as diferencas entre amostras de quatro grafos do modelo aresta-tridngulo com os

pardmentro em estudo.
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Tabela 4.1: Taxas de rejeicao do teste proposto para uma amostra de grafos do modelo aresta-tridngulo,
em que na hipdtese nula 6y = (0.3,0.08).

n=15 n=35
Vértices | o | 6 =(0.8,0.07) 6 =(-0.9,0.07) || & = (0.8,0.07) 6 =(—0.9,0.07)
0.1 0.673 1 0.984 1
6 0.05 0.54 1 0.970 1
0.01 0.350 1 0.887 1
0.1 0.773 1 0.997 1
7 0.05 0.660 1 0.991 1
0.01 0.426 1 0.968 1

4.3 Teste de hipoteses para duas amostras de grafos

4.3.1 Distribuicao empirica de W

Para determinar a distribuicao da variavel W, sob a hipotese Hy, para o teste de hipoteses para
duas amostras de grafos é utilizado o método Bootstrap. Esse método é um método de reamostragem
que consiste em obter a estimativa de alguma funcao da distribuicao de probabilidade de uma
variavel aleatéria a partir de uma amostra extraida dessa distribuigdo. Para mais detalhes sobre
esse método o leitor pode consultar Efron e Tibshirani (1994).

Os passos para a simulagao da distribuicao empirica de W, sob Hy, sao elencados abaixo para

duas amostras g, = (g11,---,91n) € 8 = (921, - - -, Gim)-

1. Reamostre (¢7;,...,91,) de (gi1,---,91n, 9215 - - G1im)

2. Reamostre (g31,--.,95,) de (g11,---,91n, 921, - - -, gim)

3. Calcule a estatistica W(g}, g3)

W

. Repita os passos 1, 2 e 3 um ntmero fixado S de vezes

O valor critico, para um nivel de significancia «, é obtido utilizando o quantil de ordem (1 — «)
da distribuigao empirica de W.
4.3.2 Taxas de rejeigao do teste

Estudos do desempenho do teste proposto em dados simulados de grafos aleatérios sao apre-
sentados nesta Secdo e, para isso, assume-se que a distribuicdo empirica de W seja obtida como

descrito na Segao 4.3.1.
A taxa em que o teste de hipdteses proposto rejeita a hipotese nula para um nivel de significAncia

« ¢é calculada utilizando o método de Monte Carlo como descrito nos passos abaixo.
1. Gere duas amostras de grafos aleatorios g; e g,, com distribuigoes 7 e 7/
2. Calcule w g = w(g,82)

3. Rejeite a hipotese nula com nivel a se wypg > g1-a)

W

. Repita os passos acima um nimero S de vezes
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Figura 4.3: Amostra de quatro grafos, por linha, do modelo Exponencial aresta-tridngulo com pardmetro

6 = (0.3,0.08), 6 = (0.8,0.07) 6 = (—0.9,0.07).

[{wobs : Wobs > @1-a}|
S

5. Calcule a taxa de rejeicao para cada nivel fazendo

Com o objetivo de verificar se o teste rejeita a hipotese nula na medida em que a diferenca
entre os parametros do modelo de Erdds-Rényi das duas amostras aumenta computou-se as taxas
de rejeicao do teste fixando o valor do pardmetro do modelo da primeira amostra e variando o
pardmetro da segunda amostra. Além disso, afim de avaliar a influéncia em que o tamanho da
amostra e o nimero de vértices dos grafos podem ter na decisao do teste, variou-se os tamanhos das
amostras e o namero de vértices dos grafos simulados. Com base na Tabela 4.2, pode-se observar
que na medida em que o namero de vértices e o tamanho das amostras aumentam a taxa de rejeicao
do teste também aumenta. Além disso, quando a diferenca entre os parametros do modelo néo é
muito grande, no caso é igual a 0.1, é necesséario que o tamanho das amostras e o ntimero de vértices
do grafo sejam grandes para que a taxa de rejeicao aumente.

Para comparar os resultados obtidos para o teste de hipéteses proposto nesta dissertacao,
estudou-se o desempenho de outro teste, o teste de hipéteses para duas proporc¢oes. Nas simu-
lagGes, como sabemos que os grafos gerados sdo do modelo de Erdds-Rényi, ou seja, as variaveis
aleatorias {X;j}1<i<j<n que representam a existéncia de arestas entre os dois vértices sao indepen-
dentes e tém distribuicao de Bernoulli, pode-se utilizar o teste de hipéteses para comparacao de
duas proporgoes por aresta. Dessa forma, para um grafo com N vértices temos um total de (‘2/)
testes. Assim, como sdo utilizadas comparacoes multiplas é necessério utilizar a correcdo de Bon-

ferroni em que rejeita-se a hipétese nula se o p-valor do teste for menor que 7, onde k é o niimero
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Tabela 4.2: Tazas de rejeicao do teste proposto para duas amostras de grafos do modelo de Erdds-Rényi,
com a primeira amostra de tamanho n e pardmetro 0.3 e sequnda amostra com tamanho m e pardmetro
variando entre 0.2, 0.5 e 0.75.

n=25e m=17 n=35 e m=27 n=45 e m=37
Vértices | « 0.2 0.5 0.75 0.2 0.5 0.75 0.2 0.5 0.75
0.1 | 0.3037 0.7716 1 0.441 0.9238 1 0.5628 0.9754 1
4 0.05 | 0.1949 0.6656 1 0.3144 0.8702 1 0.4405 0.9534 1
0.01 | 0.072 0.4594 1 0.1382 0.7153 1 0.2284 0.8600 1
0.1 | 0.451 0.9682 1 0.6542 0.9983 1 0.8090 1 1
6 0.05 | 0.3177 0.9344 1 0.5230 0.9958 1 0.7024 0.9996 1
0.01 | 0.1234 0.8344 1 0.2757 0.9757 1 0.4803 0.9983 1
0.1 | 0.5964 0.9979 1 0.8331 1 1 0.9474 1 1
8 0.05 | 0.4735 0.9942 1 0.7516 1 1 0.904 1 1
0.01 | 0.2241 0.9972 1 0.5403 0.9996 1 0.7433 1 1

total de testes. Para este estudo adotou-se

8]

(

Na Tabela 4.3, sao apresentadas as taxas de rejeicao utilizando comparagoes multiplas para

amostras de grafos do modelo de Erdds-Rényi. Observando as taxas de rejeicdo obtidas utilizando

testes de comparagoes miiltiplas e o teste proposto observa-se que o teste proposto teve melhor

desempenho, ou seja, as taxas de rejeicao calculadas para o teste proposto foram maiores do que

para os testes miiltiplos. Com isso, o teste proposto torna-se mais vantajoso uma vez que é necessario

realizar um tnico teste de hipéteses para obter um resultado tao bom quanto ao realizar miltiplos

testes de hipoteses.

Tabela 4.3: Tazas de rejeicao dos mailtiplos testes para duas amostras de grafos do modelo de Erdds-Rényi,
com a primeira amostra de tamanho n e pardmetro 0.3 e sequnda amostra com tamanho m e pardmetro
variando entre 0.2, 0.5 e 0.75.

n—25 e m—17 n=35 e m—27 n—45 e m—37
Vértices | « 0.2 0.5 0.75 0.2 0.5 0.75 0.2 0.5 0.75
0.1 | 0.2207 0.5885 0.9996 || 0.2938 0.7495 1 0.4005 0.8727 1
4 0.05 | 0.1192 0.4066 0.9963 || 0.1933 0.6521 1 0.2526 0.7652 1
0.01 | 0.0175 0.1903 0.9486 0.04 0.3516 0.9985 | 0.075 0.4727 1
0.1 | 0.1872 0.7207 1 0.3554 0.858 1 0.4813 0.9711 1
6 0.05 | 0.0955 0.5103 1 0.1686 0.7509 1 0.2847 0.9105 1
0.01 | 0.0093 0.2176 0.9925 || 0.0417 0.4514 1 0.085 0.6343 1
0.1 | 0.1705 0.8085 1 0.3691 0.9449 1 0.5346 0.9887 1
8 0.05 | 0.0842 0.641 1 0.188 0.8688 1 0.3024 0.9518 1
0.01 | 0.0126 0.3053 0.9996 || 0.0371 0.4586 1 0.0884 0.6859 1

Entretanto, nem sempre o teste proposto apresenta melhores resultados do que o teste de com-

paracoes miultiplas. Considere que a distribui¢do m segue o modelo de Erdds-Rényi com parametro

p e a distribuicao 7’ é dada por

MXU:U:{

P’
P,

i=1,j=2

Cc.C

(4.7)

Note que no modelo descrito por (4.7) a distribuigao de 7’ difere de um modelo de Erdés-Rényi
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por apenas uma aresta, ou seja, a probabilidade de existir uma aresta para um par de vértices
fixado do grafo é diferente nestes dois modelos. A partir desse novo modelo seré possivel verificar se
o teste proposto nesta dissertagao rejeita Hg quando a distribuigdo das duas amostras difere apenas
em um par de vértices.

Pelas Tabelas 4.4 e 4.5 nota-se que para amostras geradas do modelo de Erdés-Rényi e do modelo
descrito por (4.7) os testes de comparagoes multiplas apresentaram taxas de rejeigdo maiores do
que as taxas obtidas utilizando o teste proposto. Esse fato é importante na avaliacdo do teste de
hipoteses proposto, uma vez que, com esse resultado é possivel observar que o teste proposto nao
¢ adequado para amostras de grafos com pequenas diferengas em sua distribuicdo. Essa discussao
serd abordada novamente nos estudos do poder do teste, na Secao 4.3.3.

Tabela 4.4: Tazas de rejeicio do teste proposto para duas amostras de grafos. A primeira amostra de

tamanho n é do modelo de Erdds-Rényi com pardmetro 0.3 e sequnda amostra com tamanho m € do modelo
descrito por (4.7) com pardmetro p' assumindo valores 0.3 e 0.8.

n—=25e m—=17 n—=35 e m—=27 n—=45 e m—=37
Vértices | « 0.3 0.8 0.3 0.8 0.3 0.8

0.1 | 0.1267 0.4519 || 0.1241 0.5454 || 0.1393 0.6863

4 0.05 | 0.0634 0.3045 || 0.0651 0.3871 || 0.069 0.5193
0.01 | 0.0113 0.1151 || 0.0138 0.148 || 0.0101 0.2097

0.1 | 0.1004 0.2641 || 0.0895 0.3897 || 0.1174 0.4381

6 0.05 | 0.0387 0.1465 || 0.0402 0.2355 || 0.0565 0.2887
0.01 | 0.0047 0.0237 || 0.0063 0.0621 || 0.0094 0.0906

0.1 | 0.0907 0.1389 || 0.0747 0.2201 || 0.0966 0.2847

8 0.05 | 0.0333 0.0631 || 0.0264 0.1051 || 0.0434 0.1513
0.01 | 0.0036 0.0057 || 0.0026 0.0215 || 0.0043 0.0314

Tabela 4.5: Tazxas de rejei¢cao dos maltiplos testes para duas amostras de grafos. A primeira amostra de
tamanho n € do modelo de Erdds-Rényi com pardametro 0.3 e segunda amostra com tamanho m € do modelo
descrito por (4.7) com pardmetro p’ assumindo valores 0.3 e 0.8.

n=25e m=17 n=35 e m=27 n=45 e m=37
Vértices | « 0.3 0.8 0.3 0.8 0.3 0.8

0.1 | 0.123 0.6278 || 0.1257 0.8235 || 0.1460 0.9298

4 0.05 | 0.0655 0.5114 || 0.0773 0.7489 || 0.0831 0.8779
0.01 | 0.0095 0.2583 || 0.0188 0.5219 || 0.0216 0.7198

0.1 | 0.1013 0.5167 || 0.1122 0.7365 || 0.1261 0.8697

6 0.05 | 0.0453 0.3867 || 0.05692 0.6395 || 0.0614 0.7965
0.01 | 0.007 0.1833 || 0.0141 0.4191 || 0.0124 0.6201

0.1 | 0.0982 0.4226 || 0.1062 0.6578 || 0.1157 0.8272

8 0.05 | 0.0502 0.3256 || 0.0565 0.5572 || 0.0565 0.7379
0.01 | 0.0099 0.1487 || 0.0095 0.3449 || 0.0127 0.5749

A taxa em que o teste rejeita a hipdtese nula foi estudada para grafos em que os pares de vértices
sao independentes. Para avaliar o caso em que a existéncia de aresta entre pares de vértices depende
das demais arestas utiliza-se o modelo Exponencial. O modelo Exponencial com parametro 8 =
(61, 02) utilizado é dado pela Equacao 4.8, onde as estatisticas Sp e So representam, respectivamente,

o numero de arestas e o numero de 2-estrelas no grafo. Para simplificar, esse modelo sera chamado
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de modelo aresta-2estrelas.

P(X = x) = 2B 5 (:()O;L P252(x) (4.8)

onde
Si(x) = inj e Sa(x) = Z TijTik
i<j i<j<k

Nas simulacdes, o pardametro da primeira amostra é fixado e igual a ' = (0.3,0.07). Na tabela
4.6 foram registradas as taxas de rejeicao do teste proposto para duas amostras de grafos, sendo o
parametro da primeira amostra fixado e igual a ' = (0.3,0.07) e o pardmetro da segunda amostra
6? ¢ tomado variando apenas o pardmetro 6? referente A estatistica S;. Pela tabela, observa-se que
para 62 = (0.8,0.07) as taxas de rejeigao foram menores, principalmente para grafos com numero
pequeno de vértices, do que quando tomado 6% = (—0.9,0.07). Uma possivel explicagdo para esse
fato pode ser observada na Figura 4.4, uma vez que para amostras de grafos exponenciais com os

parametros em estudo é possivel notar, visualmente, as diferencas e semelhancas em suas estruturas.

Tabela 4.6: Tazas de rejeicio do teste proposto para duas amostras de grafos do modelo Exponencial
aresta-2estrelas, com a primeira amostra de tamanho n e paraémetro ' = (0.3,0.07) e segunda amostra com
tamanho m e pardmetro 6.

n—=25e m—17 n=45 e m=37
Veértices | a | 82 =(0.8,0.07) 6% =(-0.9,0.07) || 6* = (0.8,0.07) 6% = (—0.9,0.07)
0.1 0.338 0.991 0.648 1
4 0.05 0.219 0.978 0.529 1
0.01 0.063 0.876 0.294 1
0.1 0.487 1 0.838 1
6 0.05 0.328 1 0.746 1
0.01 0.106 1 0.498 1
0.1 0.64 1 0.955 1 1
8 0.05 0.465 1 0.898 1
0.01 0.171 1 0.75 1

4.3.3 Poder do teste de hipoteses

Primeiramente, o comportamento das distribuicoes empiricas de W, sob Hy e Hy, foi estudado.
A Figura 4.5 representa a sobreposi¢cao das distribui¢Ges empiricas da estatistica W, sob Hg e Hy,
para duas amostras de grafos do modelo de Erdds-Rényi. Visualmente é possivel notar que o poder
do teste de hipdteses aumenta quando aumenta-se o tamanho das amostras de grafos, pois observa-
se que para tamanho de amostras maiores, Figura 4.5(b), os histogramas estao mais distantes do
que para amostras com tamanhos menores, Figura 4.5(a).

Para analisar o poder do teste de hipoteses para duas amostras de grafos g; e g, seguindo o
modelo de Erd&s-Rényi com parametros p e g, respectivamente, apenas o pardmetros p sera fixado.

A partir da regiao critica definida por (3.6), para um nivel de significancia « fixado, a fun¢ao poder
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Figura 4.4: Amostra de trés grafos, por linha, do modelo Exponencial aresta-2estrelas com pardmetro 8 =

(0.3,0.07), 6 = (0.8,0.07) ¢ 8 = (—0.9,0.07).

é dada por

o(q) =P(W(g1,82) > qi—o)|H1) = P(W (g1, 82) > q-a)lg # p) (4.9)

A funcao poder é estimada pelo método de Monte Carlo seguindo os passos abaixo.

1.

2.

Obtenha a distribuigao empirica de W, sob a hipétese nula, como descrito em (4.3.1)

Determine a regiao critica do teste para um nivel de significincia a obtendo o quantil g;_,

de ordem (1 — «) da distribuigao empirica de W

Simule uma amostra g; da distribui¢ao 7 e outra amostra g, da distribui¢ao =’

. Calcule w(g,85)

. Repita os passos 3 e 4 um ntmero fixado S de vezes

’{w : w(g17g2) > QI—a}’

. Faca ¢(q) = <
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(a) Amostras geradas com tamanho n=20 e m=15. (b) Amostras geradas com tamanho n=60 e m=>55.

Figura 4.5: Distribuicao empirica da estatistica W, sob a hipdtese nula e alternativa, para duas amostras
de grafos Erdds-Rényi com 5 vértices e pardmetros p=0.7 e ¢=0.55.

Inicialmente, a funcao poder do teste foi estudada para diferentes tamanhos amostrais. Na
Figura 4.6, nota-se que o poder do teste é préximo de 1 na medida em que a diferenca entre os
pardmetros das duas amostras aumenta e assume valores proximos de zero quando essa diferenca é
pequena. O teste torna-se mais poderoso tanto quando o tamanho das amostras cresce, Figura 4.6,
quanto quando aumenta-se o nimero de vértices dos grafos, Figura 4.7.

Para o modelo descrito em (4.7) o poder do teste de hipoteses proposto foi calculado para
diferentes valores de p’. Pela Figura 4.8 ¢ possivel observar que para amostras do modelo de Erdés-
Rényi e do modelo de Erd&s-Rényi com uma aresta de diferenga é necessario que o tamanho das
amostra seja grande para que o poder do teste seja proximo de 1. Dessa forma, dependendo do
tamanho das amostras o teste de hipoteses proposto pode nao ser adequado para avaliar amostras
de grafos com pequenas diferencgas, pois a probabilidade de cometer o erro tipo 11, aceitar Hy quando

H; é verdadeira, é grande para tamanhos de amostras pequenos.
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Figura 4.6: Poder do teste obtido para amostras de grafos com & vértices do modelo de Erdds-Rényi. A
primeira amostra possui paraémetro firado igual a 0.7 e a sequnda amostra possui o pardmetro q varidvel.
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(a) Amostras geradas com tamanho n=20 e m=14. (b) Amostras geradas com tamanho n=50 e m=44.

Figura 4.7: Poder do teste obtido para amostras de grafos do modelo de Erdds-Rényi. A primeira amostra
foi gerada pelo modelo com parametro fixado e igual a 0.7 e o pardmetro q da sequnda amostra varidvel.
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Figura 4.8: Poder do teste obtido para amostras de grafos com & vértices do modelo de Erdds-Rényi com
uma aresta de diferenca. A primeira amostra possui parametro fizrado igual a 0.7 e a sequnda amostra possui
o pardmetro de apenas um par de vértices p’ varidvel.
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Capitulo 5
Aplicacao

Até este ponto foram discutidos alguns resultados teéricos obtidos para o teste de hipdteses pro-
posto nesta dissertacao e o seu desempenho em dados simulados de grafos aleatérios. Neste capitulo
sao apresentados os resultados obtidos utilizando o teste de hipoteses para dados de eletroencefa-

lograma.

5.1 Dados

Eletroencefalograma (EEG) ¢ uma técnica utilizada para medir a atividade neural através do
monitoramento de sinais elétricos do cérebro. Esses sinais sao captados utilizando eletrodos fixados
no escalpo dos individuos. O EEG possui boa resolucao temporal, porém, em comparacao com
outras técnicas, sua resolucao espacial é inferior. Isso deve-se ao fato dos eletrodos capturarem
sinais elétricos de populacoes de neurdnios proximas.

Os dados de EEG analisados nesta dissertacao foram primeiramente analisados em Saunier et al.
(2013). O estimulo utilizado no experimento é composto por 10 pontos luminosos brancos, em um
fundo preto, que representam 10 marcadores do corpo humano (cabega, ombro, cotovelo, méao, qua-
dril, joelho e tornozelo). A animagdo desses pontos luminosos permite a visao de um individuo
caminhando.

O estimulo tem duragao de 5200ms e é composto por 3 fases diferentes: a fase visivel (0 -
1600ms) representa o individuo caminhando, a fase de oclusao (1600ms - 3900ms) em que os pontos
luminosos desaparecem permitindo a visao de que o individuo desaparece por tras de uma parede
e a fase de reaparecimento (3900ms - 5200ms) em que o individuo torna-se visivel novamente e
continua caminhando.

O outro estimulo que foi utilizado no experimento consiste na modificagdo da posi¢ao dos pontos
luminosos brancos, fazendo com que a animacgao perca a impressao de um individuo caminhando.
Esse estimulo ser4 chamado de movimento nao biolégico. Os estimulos utilizados no experimento
podem ser observados na Figura 5.1.

A atividade do EEG foi registrada utilizando BrainNet BNT 36 (EMSA) que consiste em vinte

Ag/AgCl eletrodos distribuidos no escalpo do individuo como representado na Figura 5.2.
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Visivel Oclusido Reaparecimento
1 1

Ly Tempo
0 1600 3900 5200  (ms)

Figura 5.1: Estimulo utilizado no experimento e suas trés fases: visivel (0 - 1600ms), oclusdao (1600ms -
3900ms) e reaparecimento (3900ms - 5200ms). A figura superior representa o estimulo para o movimento
bioldgico e a inferior o movimento nao bioldgico.

Figura 5.2: Representa¢io da posi¢ao dos eletrodos no escalpo do individuo.

Para investigar a resposta cerebral ao estimulo, Figura 5.1, cada individuo assistia a animagao
25 vezes enquanto o sinal obtido através do EEG era registrado. A partir dessas repeti¢oes, foram
obtidas as curvas dos potenciais relacionados a eventos' (ERP) que correspondem ao sinal médio
das repetigoes obtido para cada eletrodo. Com o objetivo de comparar as propriedades do ERP para
o estimulo biologico e nao biologico em Saunier et al. (2013) foram realizados testes de hipoteses
pareados t, para comparacao de médias, entre as condicGes para cada eletrodo. Observe que nessa
abordagem os eletrodos sao estudados separadamente, com isso é possivel identificar em quais
eletrodos os sinais obtidos pelo EEG apresentam diferencas.

Em estudos posteriores do mesmo conjunto de dados, Fraiman et al. (2014) propos a utilizagao
de grafos de interagoes para estudar as diferencas entre as condigoes biologico e nao biologico. Para
isso, determinou-se a matriz de correlagdo de Spearman 3; entre os eletrodos para cada janela
temporal [t,t + 333ms]. Dessa forma, para cada série temporal do par de eletrodos e} e eg, com

t € {1,2,...,T} a correlagao de Spearman é calculada, pela Equagao (5.1), através da correlagao

!do inglés, event related potencials
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de Pearson entre os postos z; e yz, com z¢,y¢ € {1,2,...,T}, das sérires €} e e7, respectivamente.

pij:\/
t

Para a construgao dos grafos de interagoes foi fixado o niimero de arestas presentes nos grafos.

M=

(zt — %) (Yt — 9)

o~
Il

1

(5.1)

T

(e —2)% > (% — 9)?

1 t=1

M=

Assim, para um nimero fixado de arestas, por exemplo 30 arestas, foi definido que para os 30 pares de
eletrodos com maior valor absoluto de correlagédo existiria uma aresta no grafo de interagoes. Para a
analise dos grafos para as diferentes condi¢oes foram estudadas as propriedades globais e nao globais
desses grafos, como por exemplo, tamanho do menor caminho, coeficiente de agrupamento. Essas
propriedades foram descritas na Secao 2.1.1. Observe que nessa metodologia também é possivel
distinguir para quais pares de eletrodos as duas condigoes estudadas apresentam diferengas. Os
resultados obtidos em Saunier et al. (2013) e Fraiman et al. (2014) serao discutidos na Se¢ao 5.3,
juntamente com os resultados obtidos nesta dissertacao.

Nas anélises realizadas nesta dissertacao foram utilizadas as correlagoes obtidas em Fraiman et al.
(2014) para fases visivel e oclusdo das condigdes biologico e nao biologico. O ntimero de individuos

e repeticoes do experimento sao dados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Numero de repeti¢oes do experimento.

Individuo 1123|456 | 7| Total

Biolégico 1112321 21|23 |15| 18| 132
Nao biologico | 15 | 19 | 21 | 23 | 24 | 16 | 24 | 142

Biologico 14 1711923 |23 |17 |19 | 132
Nao biologico | 17 | 19 | 18 | 22 | 20 | 19 | 22 | 137

Visivel

Oclusao

Como a matriz de correlagdo de Spearman ¥; entre os eletrodos foi determinada para cada
janela temporal [t,t + 333ms]|, para valores de ¢ variando a cada 16.66ms, obteve-se um total de
80 janelas para a fase visivel e 100 janelas para a fase oclusao. Como essas janelas sao sobrepostas,
optou-se por tomar janelas disjuntas para cada fase para as andalises. As janelas selecionadas e o

intervalo de tempo dessas janelas em ms estdao descritas na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Janelas temporais em ms.

J1 J21 J41 Jﬁl J81
Visivel | [1.7, 335] [335, 668.3] | [668.3, 1001.7] | [1001.7, 1335] -
Oclusao | [1601.7,1935] | [1935,2268.3] | [2268.3,2601.7] | [2601.7,2935] | [2935,3268.3]

5.2 Construcao dos grafos de interacgoes

A partir da matriz de correlagio de Spearman, utiliza-se um critério para a construgdao dos
grafos de interagoes entre eletrodos. Esse critério pode ser tomado fixando o niimero de arestas do
grafo ou adotando um valor limiar, onde para pares de eletrodos com correlacao maior que esse

valor assume-se a existéncia de aresta no grafo. Os grafos obtidos dependem do critério que sera
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tomado e nesta dissertagao optou-se por adotar o critério de um valor limiar para a construgao dos
grafos de interagoes.

Primeiramente, para cada par de eletrodos serd tomado um valor limiar distinto que considere
a caracteristica da curva de correlagoes ao longo das janelas temporais desse par de eletrodos.

Além disso, serao definidos valores limites distintos para as fases visivel e olcusao. Para com-
preender essa escolha observe pela Figura 5.3 que as fases visivel e oclusao apresentam valores
grandes de correlag@o entre o par de eletrodos Pz e Oz. Se fosse tomado um valor limite igual para
as duas curvas de correlagao, por exemplo 0.8, os grafos construidos por volta da trigésima janela
temporal nao teriam arestas entre os pares de eletrodos Pz e Oz para a fase de oclusao e teriam
para a fase visivel. Porém, ao considerar apenas a curva da fase de oclusao o valor das correlagoes
por volta da trigésima janela sdo proximos ao valor maximo das correlagoes de todo o intervalo
temporal. Assim, ao considerar apenas a curva de correlagdo da fase de oclusdo para determinar o
valor limiar, os grafos construidos para as janelas temporais por volta da trigésima janela teriam
arestas para esse par de eletrodos. Portanto, ao adotar um valor limite igual para as duas fases

é possivel que as diferengas entre os grafos para a fase visivel e oclusao sejam induzidas por essa

escolha.
o |
[Te]
9
o
[Te]
S -
MW visivel
o | B ocluséo
o T T T T I
0 20 40 60 80

Figura 5.3: Correlagdes ao longo das janelas temporais entre os eletrodos Pz e Oz para a primeira repeti¢io
do experimento durante as fases visivel e oclusao do movimento bioldgico realizado no individuo 1.

Por fim, ao analisar a curva de correlagdo para a fase visivel em diferentes repeticoes do ex-
perimento observa-se, Figura 5.4, grandes diferencas entre essas curvas. Desse modo, optou-se por
determinar um valor de corte diferente para cada repeticao do experimento, considerando assim as

caracteristicas da curva de correlagao.
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Figura 5.4: Correlagoes ao longo das janelas temporais entre os eletrodos Pz e Oz para a fase visivel para
a primeira e quinta repeticao do experimento realizado no individuo 1.

Até este ponto, definiu-se que os valores limites tomados para a construgao do grafo de interagoes
entre os eletrodos serao tomados para cada individuo, par de eletrodos, repeticao do experimento
e para cada uma das fases visivel e olcusdao. Agora, é necessario definir como esse valor limite sera
adotado.

Com o objetivo de utililizar a caracteristica da curva de correlagdo ao longo das janelas temporias
para definir um valor limiar para a construcao dos grafos e estabelecendo que valores absolutos altos
de correlacao correspondem a existéncia de arestas no grafo foi escolhido utilizar o primeiro e terceiro
quartil das correlagoes para selecionar os valores limites.

Porém, o valor do primeiro e terceiro quartil ndo sao suficientes para determinar os valores
limiares. Observe nas duas figuras superiores da Figura 5.5 que ao determinar o valor do primeiro
quartil, por volta de zero, o grafo teria aresta entre o par de eletrodos F7 e T6 mesmo que para esse
par as correlagbes sejam pequenas em valor absoluto. O contrario ocorre nas figuras inferiores, uma
vez que o terceiro quartil assume valor negativo e pequeno. Para evitar esses problemas ao utilizar
apenas o primeiro e terceiro quartil defini-se uma constante ¢ de modo que o grafo terd uma aresta
para valores de correlagao que sejam pelo menos maiores em valor absoluto que c¢. Na Figura 5.5
foi tomado ¢ = 0.3.

Para cada individuo e cada uma das fases visivel e oclusao sera fixado um par de eletrodos (i, j)
(1 <i < j < 20), uma repetigdo r do experimento e uma janela temporal J (para a fase visivel
J e{1,...,80} e para oclusao J € {1,...,100}).

Assim, sendo ¢ e ¢35 o primeiro e terceiro quartil das correlagoes (pzj’-‘h, pzj’-h, ey pz]’.JM),
correspondentes ao par de eletrodos (7, j) e repeti¢ao r, definimos
1, se pl! > max(c,¢5") ou p’ < min(—c¢, ¢{"™)
XT,J _ ) pij - » 43 pij = » 41 5.9
i (5.2)

0, cc.

Portanto, para cada fase do experimento a matriz de adjacéncia do grafo de interagoes para a

janela J e repeticdo r sera dada pela matriz X"/ = (Xir]?‘])lgiqggo.
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Figura 5.5: Correlagoes entre os eletrodos F7 e T6 das 100 janelas temporais da terceira repeticdo do expe-
rimento para a fase da oclusio do movimento bioldgico. As figuras da esquerda correspondem aos individuos
1 e 2 e as linhas horizontais o primeiro e terceiro quartil da série de correlagdes. As figuras da direita
correspondem aos mesmos individuos e as linhas horizontais correspondem ao valor limite tomado como o
mdximo entre 0.3 e o terceiro quartil e o minimo entre -0.3 e o primeiro quartil.

As amostras de grafos utilizadas serao obtidas para cada fase e janela temporal J, sendo com-
postas pelas matrizes de adjacéncia dos grafos de todos os individuos e repetigoes para a janela
J.

As médias dos valores absolutos das correlacoes para todas as repeti¢gdes e janelas temporais
sao dadas na Tabela 5.3. Observe que todos os valores médios sao menores que 0.5 e por isso foram
escolhidos os seguintes valores para a constante ¢ para determinar os grafos: 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7 e
0.8.

Para cada valor da constante ¢ e para cada janela temporal selecionada os grafos para as di-
ferentes fases foram construidos. Para o movimento biol6gico foram obtidas amostras de grafos de
tamanho 132 para as fases visivel e oclusdo. Foi obtida uma amostra de tamanho 142 para a fase
visivel e tamanho 137 para a fase de oclusao para o movimento nao biologico.

O namero médio de arestas dos grafos presentes nas amostras para as diferentes fases do ex-
perimento e constantes ¢ pode ser encontrado na Tabela 5.4. Note que pelo método utilizado para
definir a existéncia de aresta entre dois vértices o conjunto de arestas dos grafos obtidos utilizando

a constante ¢; contém o conjunto de arestas dos grafos obtidos utilizando ¢z, para ¢; < co. Por isso,
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o numero médio de arestas dos grafos é maior para valores de constantes menores.

Tabela 5.3: Média do valor absoluto das correlacées.

Individuo 1 2 3 4 6 7 8 Média

Visivel Biologico 0.381 | 0.440 | 0.511 | 0.473 | 0.480 | 0.466 | 0.412 | 0.395
Nao biologico | 0.393 | 0.429 | 0.518 | 0.449 | 0.453 | 0.457 | 0.407 | 0.388

Oclusio Biologico 0.363 | 0.420 | 0.500 | 0.461 | 0.452 | 0.459 | 0.424 | 0.385
Nao biologico | 0.362 | 0.420 | 0.505 | 0.442 | 0.468 | 0.450 | 0.416 | 0.383
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Tabela 5.4: Média do numero de arestas das amostras de grafos construidos utilizando a constante ¢ para

as janelas temporais selecionadas.

Janela

c | 1 [ 21 [ 4 | 61 | 81

0.3 | 40.45 | 33.30 | 33.65 | 30.19 | -

0.4 | 36.21 | 29.60 | 29.77 | 26.59 | -

Visivel - Biologico | 00 | 3123 | 2341 | 25,54 | 22.85 | -
0.6 | 25.62 | 20.51 | 20.36 | 1822 | -

0.7 | 18.77 | 14.73 | 14.71 | 12.65 | -

081064 7.9 | 826 | 657 | -

0.3 | 33.78 | 34.07 | 33.06 | 35.43 | 30.73

0.4 | 29.61 | 29.73 | 29.15 | 31.18 | 26.46

Oclusio - Biologico | 00 | 2307 | 2547 | 24.57 | 26.55 | 22.20
0.6 | 19.94 | 20.36 | 19.56 | 21.24 | 17.43

0.7 | 13.89 | 14.33 | 13.85 | 15.43 | 12.47

0.8 | 747 | 771 | 7.18 | 8.67 | 6.89

0.3 | 41.77 | 37.47 | 32.56 | 33.60 | -

0.4 | 36.98 | 33.13 | 28.26 | 290.30 | -

» . |05|31.37 2856 | 23.38 | 24.20 | -
Visivel - Nao Biolégico | ¢ | o4 73 | 9312 | 18.40 | 18.70 | -
0.7 [ 17.21 | 16.23 | 12.74 | 12.65 | -

08| 914 | 849 | 655 | 636 | -

0.3 | 37.85 | 36.08 | 33.71 | 32.66 | 33.46

0.4 | 33.31 | 31.77 | 29.59 | 28.17 | 29.38

Oclusio - Nio Biologico | 00 | 2309 | 27:04 | 2491 | 23.50 | 25.01
0.6 | 21.93 | 21.20 | 19.52 | 18.28 | 19.56

0.7 | 14.93 | 14.63 | 13.97 | 12.69 | 13.40

08| 741 | 7.33 | 7.37 | 6.90 | 7.03

5.3 Resultados do teste de hipoteses para grafos e discussao

A partir dos grafos construidos tem-se interesse de verificar se as interagoes entre os eletrodos

descritas por esses grafos sao semelhantes quando os individuos sao submetidos a diferentes estimulos

visuais. No caso desse experimento hé interesse em estudar as condi¢oes bidlogico e nao bioldgico.

Também optou-se por estudar as fases visivel e oclusao dentro de cada condicgao.
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Portanto, deseja-se testar se as amostras de grafos obtidas para diferentes estimulos provém
de uma mesma distribuicao sobre grafos. Nesse caso, nenhuma hipotese a respeito da distribuicao
das amostras é assumida, assim o teste de hipoteses nao paramétrico para duas amostras de grafos

proposto nesta dissertagao foi utilizado.

5.3.1 Teste de hipdteses para as condigoes biologico e nao biolégico

Primeiramente, o teste de hipdteses foi utilizado para uma amostra de grafos da fase visivel e
outra amostra para a fase oclusao, para as quatro janelas temporais selecionadas, como descrito na
Tabela 5.2. Assim, foram realizados quatro testes de hipoteses para cada condigdo do experimento
(biologico e nao biolégico).

O p-valor obtido em cada teste de hipoteses realizado para amostras de grafos das condigoes
biologio e nao biologico estao descritos na Tabela 5.5. Para a fase visivel, o p-valor obtido para o
teste realizado para as amostras de grafos das janelas temporais 1 (entre 1.7 ms e 335 ms) e 41 (entre
668.3 ms e 1001.7 ms) foram pequenos, em relagao aos demais valores, para os diferentes valores da
constante ¢, indicando assim diferenca entre as condigbes para essas janelas. Para o intervalo final
da fase de oclusao o p-valor obtido foi pequeno, principalmente para a janela temporal 81 (entre
2935 ms e 3268.3 ms).

Tabela 5.5: P-valor do teste de hipdteses para amostras de grafos das fases visivel do movimento bioldgico
e nao bioldgico e para amostras de grafos para a fase oclusao para o movimento biolégico e nao bioldgico. Os
valores em megrito correspondem a p-valor<0.10 e em vermelho a p-valor<0.05

Biologico e nao biologico Janela
c 1 21 | 41 | 61 81
0.3 0.1842 | 0.4639 | 0.0723 | 0.4606 -

0.4 | 0.0899 | 0.6914 | 0.0373 | 0.7074 -
0.5 | 0.1014 | 0.6621 | 0.0295 | 0.5910 -

Visivel 0.6 | 0.0781 | 0.5470 | 0.0437 | 0.6122 -
0.7 | 0.0915 | 0.5578 | 0.0836 | 0.5448 -
0.8 | 0.0373 | 0.6539 | 0.1819 | 0.4467 -
0.3 | 0.7434 | 0.8548 | 0.2557 | 0.1682 | 0.0251
04| 06241 | 0.9157 | 0.4173 | 0.1200 | 0.0117
N 0.5 | 0.8227 | 0.8816 | 0.3764 | 0.1292 | 0.0185
Oclusao

0.6 | 0.9421 | 0.9028 | 0.3456 | 0.0778 | 0.0433
0.7 09706 | 0.8289 | 0.4190 | 0.0441 | 0.0542
0.8 0.7486 | 0.2685 | 0.4036 | 0.1252 | 0.0851

No trabalho Saunier et al. (2013) foram encontradas diferencas significativas entre o movimento
biolégico e nao bioldgico para a fase visivel no eletrodo T6 no intervalo temporal de 167 ms & 245
ms e no intervalo entre 430 ms e 950 ms na regiao centro-parietal (eletrodos C3, Cz e Pz). Observe
que esses intervalos temporais estao contidos nos intervalos temporais em que o p-valor do teste
de hipdteses realizado para a fase visivel foi pequeno. Como discutido nesse trabalho, as diferengas
obtidas no intervalo temporal da fase visivel que precede a fase de oclusdo sugere um processo
preditivo da chegada da oclusao.

Para a fase de oclusao foram encontradas diferengas significativas nos eletrodos C3, Cz, Pz e

02 no intervalo temporal de 2495 ms a 3585 ms, no eletrodo T6 no intervalo entre 2560 ms e 3600
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ms e no eletrodo T5 no intervalo entre 2340 ms e 2955 ms. Observe novamente que a maior parte
desdes intervalos estao contidos nas janelas 61 e 81 (entre 2601.7 ms e 3268.3 ms) em que o p-valor
do teste de hipoteses foi pequeno, em comparagao as outras janelas temporais.

Com o objetivo de resumir os resultados obtidos nesta dissertacao e no trabalho de Saunier et al.
(2013), na Figura 5.6 estao destacadas as janelas temporais em que os testes de hipdteses rejeitaram
a hipotese nula, no caso do teste proposto, de os grafos provenientes das condigoes biologico e nao

biolégico provém da mesma distribuicao.

visivel oclusdo

)

17 335 6683 10017 1335

“ I ‘ 1 [
Figura 5.6: As janelas temporais destacadas em verde representam as janelas em que o teste de hipdteses
proposto rejeitou a hipdtese nula. As janelas temporais em vermelho representam as janelas em que fo-

ram encontradas diferencas significativas entre os eletrodos em Saunier et al. (2013). As janelas em cinza
representam as regioes que nao foram testadas.

601.7 1935 2268.3 2601.7 2935 3268.3 3500 ms
| |

Vale ressaltar que o teste de hipoteses proposto e utilizado nao discrimina em qual eletrodo a
diferenca entre as condigOes para as janelas temporais selecionadas é significativa. Assim, para com-
preender melhor os resultados obtidos com o teste de hipdteses e para comparar com os resultados
obtidos nas analises realizadas anteriormente, foram obtidos grafos selecionando as 30 arestas mais
frequéntes nas amostras de grafos. Esse critério foi adotado para que fosse tomado o mesmo niimero
de arestas para as duas amostras de grafos.

Dessa forma, nesse novo grafo a existéncia de uma aresta entre dois eletrodos indica que esta
aresta esta entre as 30 arestas mais frequéntes da amostra de grafos. Uma vez que o nimero médio
de arestas das amostras de grafos obtidos a partir das constantes ¢ = 0.7 ¢ ¢ = 0.8 é menor que
20 arestas (ou seja, 10% do ntimero possivel de arestas) foram consideradas apenas as amostras de
grafos obtidos utilizando como constante ¢ os valores 0.3, 0.4, 0.5 e 0.6.

Na Figura 5.7 estao representados os grafos com as 30 arestas mais frequentes nas amostras de
grafos da janela 1 da fase visivel. Nao é possivel notar diferenca na presenca de arestas no eletrodo
T6, como foi observado em Saunier et al. (2013). Porém, é possivel observar para o movimento nao
biolégico as arestas mais frequéntes pertencem a regiao frontal enquanto para o movimento biolégico
as arestas pertencem a regido occipital. Ao analisar a janela 41, Figura 5.8, nota-se que entre as
30 arestas mais frequentes para o movimento nao bioldégico muitas arestas estdo conectadas aos
eletrodos temporais, principalmente aos eletrodos T5 e T6. Para o movimento biolégico percebe-se

que muitas arestas estao conectadas aos eletrodos O1, O2 e Oz.
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Figura 5.7: Grafos obtidos selecionando as 30 arestas mais frequentes das amostras de grafos da janela 1
da fase visivel para o movimento bioldgico (arestas em azul) e nao bioldgico (arestas em laranja). As arestas
em preto sao as arestas em comum nas duas condigoes.

Figura 5.8: Grafos obtidos selecionando as 30 arestas mais frequentes das amostras de grafos da janela 41
da fase visivel para o movimento bioldgico (arestas em azul) e nao bioldgico (arestas em laranja). As arestas
em preto sao as arestas em comum nas duas condicoes.
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Em Fraiman et al. (2014) foram encontradas diferencas significativas (p-valor < 0.05/20) quando
comparadas as propriedades locais dos grafos (grau, centralidade e coeficiente de agrupamento) para
o0 movimento biologico e nao biologico. No eletrodo F7 foram obtidas diferengas com relagao ao grau
e centralidade dos grafos no perfodo de 100 ms & 750 ms. Com relagao ao coeficiente de agrupa-
mento foram obtidas diferencas no eletrodo P3 no intervalo de 150 ms a 550 ms e no eletrodo
02 de 500 ms & 850 ms. Por fim, no intervalo de 350 ms a 700 ms foram encontradas diferengas
no grau do vértice do grafo referente ao eletrodo Pz. Ao comparar esses resultados com os grafos
obtidos selecionando as 30 arestas mais frequentes nas amostras de grafos temos na Figura 5.7 que
o eletrodo F7 possui muitas arestas para o grafo do movimento nao biolégico no intervalo de 1.7 ms
4 385 ms e o eletrodo P3 possui poucas arestas para o movimento biolégico e nenhuma aresta para
o nao biolégico. Nota-se pela Figura 5.8 que o eletrodo O2 possui muitas arestas para o movimento
biolégico no intervalo de 668 ms & 1001.7 ms.

Para a fase de oclusao ao analisar as duas janelas temporais proximas ao fim dessa fase (janela
61 e 81 referente ao intervalo de 2601.7 ms a 3268.3 ms) nota-se que para a janela 61, Figura 5.9,
muitas arestas estao conectadas ao eletrodo F8 e F7 para o movimento nao biolégico. Pela Figura
5.10, é possivel observar que as 30 arestas mais frequentes nas amostras de grafos para o movimento
biologico estao presentes na regiao frontal e, por outro lado, para o movimento nao biologico as

arestas estao presentes na regiao occipital.

Figura 5.9: Grafos obtidos selecionando as 30 arestas mais frequentes das amostras de grafos da janela
61 da fase oclusao para o movimento bioldgico (arestas em azul) e nao bioldgico (arestas em laranja). As
arestas em preto sio as arestas em comum nas duas condi¢oes.
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Figura 5.10: Grafos obtidos selecionando as 30 arestas mais frequentes das amostras de grafos da janela

81 da fase oclusio para o movimento bioldgico (arestas em azul) e nao bioldgico (arestas em laranja). As
arestas em preto sao as arestas em comum nas duas condigoes.
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5.3.2 Teste de hipoteses para as fases visivel e oclusao

Por fim, o teste de hipoteses foi realizado para comparar as fases visivel e oclusao para as
condigoes biolégico e nao biologico. Pela Tabela 5.6 é possivel observar que tanto para o movimento
biologico quanto para o nao biologico na janela temporal 1 (referente ao intervalo de 1.7 ms a 335
ms na fase visivel e 1601.7 ms & 1935 ms na fase oclusao) os p-valores obtidos foram pequenos para
todas as constantes ¢ tomadas. Essa diferenga no periodo inicial das duas fases pode estar associada
a presenca de potenciais evocados na fase visivel e sua auséncia na fase de oclusao. Potencial evocado
é um potencial elétrico que surge como resposta a um estimulo apresentado ao individuo, no caso
desse experimento ao estimulo visiual. Em geral, esse potencial pode ser registrado no intervalo de
333 ms apods o estimulo visual.

Novamente na Tabela 5.6 os p-valores para a janela temporal 61 (referente ao intervalo de 1001.7
ms & 1335 ms na fase visivel e de 2601.7 ms & 2935 ms na fase de oclusdao) foram pequenos para
a fase visivel comparados aos valores obtidos para a fase de oclusao. Esse resultado pode indicar a
presenga de processos preditivos da chegada de oclusao quando o individuo é submetido ao estimulo

que simula o movimento biol6gico do caminhar de um sujeito.
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Tabela 5.6: P-valor do teste de hipdteses para amostras de grafos das fases visivel e oclusao para o mo-
vimento bioldgico e nao bioldgico. Os valores em negrito correspondem a p-valor<0.10 e em vermelho a
p-valor<0.05

Janela
c 1 [ 21 [ 4 61

0.3 | 0.0059 | 0.4444 | 0.2322 | 0.0106
0.4 | 0.0030 | 0.5836 | 0.2675 | 0.0204
0.5 | 0.0019 | 0.4294 | 0.1984 | 0.0278
0.6 | 0.0035 | 0.3827 | 0.3037 | 0.0563
0.7 | 0.0019 | 0.4352 | 0.4513 | 0.0548
0.8 | 0.0013 | 0.5340 | 0.5022 | 0.1338

0.3 | 0.0024 | 0.7959 | 0.0407 | 0.6918
0.4 | 0.0016 | 0.8777 | 0.0802 | 0.5380
0.5 | 0.0016 | 0.8278 | 0.1249 | 0.6673
0.6 | 0.0014 | 0.6362 | 0.2222 | 0.5629
0.7 ] 0.0023 | 0.6046 | 0.1686 | 0.3582
0.8 | 0.0066 | 0.5784 | 0.2959 | 0.3360

Biolégico

Nao Biolégico

Para facilitar a compreensao de quais regides o teste de hipoteses rejeitou a hipotese de que
a distribuicao de probabilidade dos grafos obtidos para a fase visivel e oclusao sao diferentes, na
figura 5.11 as regides em laranja representam o intervalo temporal em que o teste entre as fases
visivel e oclusao rejeitou a hipotese nula para a condigao biologico. Ja a regidao em azul representa
o intervalo temporal em que a hipdtese nula foi rejeitada para a condi¢ao nao biologico para o teste

entre as fases visivel e oclusao.

Biologico
1.7 335 668.3 1001.7 1335 1600 ms
Tl 1 1 1 1 1 Ny Tt
H } 4 4 . 4 > visivel
1935 2268.3 1601.7 2935 3268.3 3900 ms
LL 1 1 [ ] 1 1 ' -1
> oclusdo
Nao Biologico
1. 35 668.3 1001.7 1335 1600 ms
1 1 1 1 LY 1<
4 4 . 4 > visivel
5 2268.3 1601.7 2935 3268.3 3900

ms
} } } } l—— oclusdo

Figura 5.11: As janelas temporais destacadas em verde representam as janelas em que o teste de hipd-
teses proposto rejeitou a hipdtese nula. As janelas temporais em vermelho representam as janelas em que
foram encontradas diferencas significativas entre os eletrodos em Saunier et al. (2013). As janelas em cinza
representam as regioes que nao foram testadas.

Na Figura 5.12, referente ao movimento biologico, é possivel observar que algumas das 30 arestas
mais frequentes nas amostras de grafos na fase de oclusao estao conectadas aos eletrodos Th, F4,
02 e Ol. Ja para a fase visivel as arestas mais frequentes sdo praticamente as mesmas para as

diferentes constantes ¢ tomadas. Para o movimento nao biologico as arestas mais frequentes estao
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concentradas na regiao frontal para a fase visivel e para a fase de oclusao algumas arestas estao
concentradas na regiao temporal e occiptal. E possivel observar pela Figura 5.14 que muitas das
arestas mais frequentes da amostra de grafos para a fase visivel do movimento bioldgico estao

conectadas ao eletrodo T6.

Figura 5.12: Grafos obtidos selecionando as 30 arestas mais frequentes das amostras de grafos da janela 1
das fases visivel (arestas em azul) e oclusdo (arestas em vermelho) para o movimento bioldgico. As arestas
em preto sao as arestas em comum nas duas fases

Figura 5.13: Grafos obtidos selecionando as 30 arestas mais frequentes das amostras de grafos da janela
1 das fases visivel (arestas em azul) e oclusio (arestas em vermelho) para o movimento nao bioldgico. As
arestas em preto sdo as arestas em comum nas duas fases.
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Figura 5.14: Grafos obtidos selecionando as 30 arestas mais frequentes das amostras de grafos da janela 61
das fases visivel (arestas em azul) e oclusao (arestas em vermelho) para o movimento bioldgico. As arestas
em preto sGo as arestas em comum nas duas fases.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertagao foi feita uma revisao bibliografica sobre grafos aleatérios apresentando os
principais modelos de grafos aleatorios com o conjunto de vértices fixado. Com o objetivo principal
de realizar testes de hipdteses a respeito das distribuicbes de amostras de grafos aleatorios sem
considerar propriedades locais e globais desses grafos foi proposto um novo teste de hipdteses nao
paramétrico. Nesse teste deseja-se testar a hipdtese de que duas amostras de grafos provém da
mesma distribuicdo de probabilidade sobre grafos e no teste para uma tnica amostra de grafos
deseja-se testar se a distribuigdo da qual a amostra foi originada é a mesma que a distribuigao
especificada na hipotese nula.

Provamos como computar de maneira eficiente a estatistica do teste de hipoteses e provamos
que a distribuicao dessa estatistica, tanto no teste para uma tdnica amostra quanto no teste para
duas amostras, converge para a soma do médulo de variaveis aleatérias normais na medida em que
o tamanho da amostra cresce.

O desempenho do teste de hipoteses foi estudado a partir de amostras de grafos simuladas dos
modelos de Erdos-Rényi e Exponencial. E importante ressaltar que os grafos Exponenciais foram
simulados a partir de um pacote disponivel no programa R que utiliza o método de Metropolis-
Hastings. A convergéncia para a distribuicdo desejada desse método é discutida na literatura e
depende tanto do pardmetro do modelo quanto do grafo inicial tomado. Como nesta dissertagao
os grafos simulados eram formados por no maximo 8 vértices, totalizando no maximo 28 possiveis
arestas, foi tomado o valor para o burn-in da simulagao igual a 100000. Apesar disso, é importante
destacar que nao ha indicios de que a convergéncia para a distribuicao desejada foi de fato verificada.

Nos estudos do desempenho do teste de hipéteses prosposto obteve-se que as taxas em que o
teste rejeita a hipotese nula, quando ela é falsa, aumenta na medida em que o tamanho da amostra
e o nimero de vértices dos grafos aumenta. O mesmo ocorre quando estuda-se o poder do teste
de hipoteses que aproxima-se do valor 1 na medida em que o tamanho da amostra e o ntmero
de vértices dos grafos aumenta. Porém, ao tomar amostras de grafos do modelo de Erdos-Rényi e
outra do mesmo modelo mudando apenas a probabilidade de ocorréncia de uma aresta obtemos
taxas de rejeicdo pequenas. Ao estudar o poder do teste verificamos que é necessario amostras de
grafos grandes (maiores que 80 grafos) para que o poder se aproxime de 1.

Dessa forma, comprovamos que para amostras “pequenas’ de grafos com diferencas presentes
na ocorréncia de algumas arestas o teste de hipdteses proposto nao é adequado. Além disso, o teste
de hipoteses proposto para duas amostras de grafos nao é adequado quando o nimero médio de

conexoes para pares de vértices dessas amostras sao iguais.

o7
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Os resultados tedricos do teste de hipOteses apresentado nessa dissertacao dependem da dis-
tancia entre grafos que foi definida na Segao 3.2.1. Como um trabalho futuro é possivel estudar as
propriedades do teste de hipoteses construido a partir de diferentes distancias entre grafos. Com
isso, é possivel estudar se os novos testes construidos seriam adequados nos casos mencionados
acima.

O teste de hipodteses foi utilizado para determinar diferengas nas interagoes neurais, descritas
por meio de grafos originados a partir de dados de Eletroencefalograma, de individuos que foram
submetidos a dois estimulos visuais diferentes. Como resultado foi obtido que a distribuicao das
amostras de grafos para o movimento bioldgico e nao biolégico sdo diferentes na fase visivel no
intervalo de 1.7 ms & 335 ms (p-valor < 0.1) e no intervalo de 668.3 ms a 1001.7 ms (p-valor <
0.05). Para a fase oclusao foram encontradas diferengas no intervalo de 2935 ms & 3268.3 ms (p-valor
< 0.05).

Em Saunier et al. (2013) foram analisadas as curvas de potenciais relacionados a eventos de
cada eletrodo das condigbes biologico e nao biologico e em Fraiman et al. (2014) as propriedades
locais dos grafos de interagoes para as duas condigoes foram testadas. Os intervalos de tempo, ou
os subintervalos de tempo, em que alguns eletrodos apresentaram diferencas entre o movimento
biologico e nao biolégico desses trabalhos estdao contidos, ou contém, os intervalos descritos acima
em que o teste de hipéteses proposto nessa dissertagao rejeita a hipdtese nula.

Com base nos intervalos de tempo em que o teste de hipdteses rejeita a hipotese de que a
distribuicao dos grafos para o movimento bioldgico e nao bioldgico é a mesma é possivel dizer que a
diferenca obtida no intervalo que precede a fase de oclusao sugere um processo preditivo da chegada
da oclusdo. Além disso, as diferencas obtidas no intervalo final da fase de oclusao sugerem também
um processo preditivo, porém nesse caso para o ressurgimento da animagao.

Ao analisar o grafo obtido selecionando as 30 arestas mais frequentes das amostras de grafos
nota-se que para o intervalo temporal que precede o ressurgimento dos pontos luminosos (2935 ms a
3268.3 ms) as arestas estdo concentradas na regiao frontal, responsavel pelo pensamento abstrado,
para o movimento biologico e estao concentradas na regiao occipital para o movimento nao biolégico.
Ao contrario, na fase inicial do experimento (1.7 ms & 335 ms) as arestas estao concentradas na
regiao frontal para o movimento nao biolégico que indica a atividade de abstragao realizada pelos
individuos o estimulo visual.

E importante ressaltar que, ao utilizar o teste de hipoteses proposto nesse trabalho, nao é possivel
discriminar em quais eletrodos as diferengas entre os estimulos é significativa. Porém, é possivel
determinar em quais intervalos de tempo os grafos de interagoes dos estimulos nao sao originados
da mesma distribuicao realizando apenas um tnico teste de hipoteses ao invés de realizar um teste

de hipoteses para cada par de eletrodos (190 testes de hipdteses no total!).
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A.1 Programas em R
Programa para calcular a estatistica W para uma amostra de grafos.

#amostra: matriz contendo a amostra; cada linha linha da matriz contém a
diagonal superior da matriz de adjacéncia de um grafo da amostra

# n:tamanho da amostra

# p: prob. de existir uma aresta entre pares de vértices do grafo
calculow <- function (amostra,p) {

n <— dim(amostra) [1]

g <- wvector|()

g <- apply(amostra, 2, sum)
g <- g/n

D<-g-p

W

<— sum(abs (D))

return (w)

Programa para calcular a estatistica W para duas amostras de grafos.

#famostral: matriz contendo a amostra 1; cada linha linha da matriz contém a
diagonal superior da matriz de adjacéncia de um grafo da amostra
# n:tamanho da amostral
# m:tamanho da amostra?
calculow <- function (amostral, amostra2) {

n <- dim(amostral) [1]

m <— dim(amostra?) [1]

gl <- apply(amostral, 2, sum)

g2 <- apply(amostra2, 2, sum)

gl <- gl/n

g2 <- g2/m

D <- gl —-g2

w <— sum(abs (D))

99



60 APENDICE A

return (w)

Programa para gerar uma amostra de grafos Exponenciais aresta-triangulo.

#Este cdédigo gera uma amostra de grafos do tipo exponencial
#m:tamanho da amostra
#v: numero de vértices do grafo
fteta: vetor de paramétros do modelo
#amostra: matriz com m linhas e v*(v-1)/2 colunas, onde cada linha
representa a diagonal superior da matriz de adjacéndia do grafo
require (ergm)
require (gdata)
amostra.exp <-— function(m,v,teta) {
num <— v* (v-1)/2
amostra <- matrix (nrow=m, ncol=num)
for(i in 1l:m) {
#g.use: o grafo que serd usadado para gerar a amostra
g.use <- network (v,density=0.1,directed=FALSE)
#g.sim: o grafo simulado
g.sim <- simulate (~edges+triangles,nsim=1,coef=teta,basis=g.use,
control=control.simulate (MCMC.burnin=100000,MCMC.interval=1000))
matriz <- as.matrix.network (g.sim)
#salvar apenas a diagonal superior do grafo simulado
amostrali,] <- upperTriangle (matriz, diag=FALSE)
}

return (amostra)

Programa para gerar uma amostra de grafos Exponenciais aresta-2estrelas.

#Este cdédigo gera uma amostra de grafos do tipo exponencial
#m:tamanho da amostra
#v: numero de vértices do grafo
fteta: vetor de paramétros do modelo
#amostra: matriz com m linhas e v (v-1)/2 colunas, onde cada linha
representa a diagonal superior da matriz de adjacéndia do grafo
require (ergm)
require (gdata)
amostra.exp <- function (m,v,teta) {

#n. de pares de vértices

num <- vx(v-1)/2

amostra <- matrix (nrow=m, ncol=num)
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for(i in 1l:m) {
#g.use: o grafo que serd usadado para gerar a amostra
g.use <- network (v,density=0.1,directed=FALSE)
#g.sim: o grafo simulado
g.sim <- simulate (~edges+kstar (2),nsim=1,coef=teta,basis=g.use,
control=control.simulate (MCMC.burnin=100000,MCMC.interval=1000))
matriz <- as.matrix.network(g.sim)
#salvar apenas a diagonal superior do grafo simulado
amostrali,] <- upperTriangle(matriz, diag=FALSE)
}

return (amostra)

Programa para gerar uma amostra do modelo Erdos-Rényi.

#Este cdédigo gera uma amostra de grafos do modelo de Erdos-Rényi
#m: tamanho da amostra
#v: numero de vértices do grafo
#amostra: matriz com m linhas e v*(v—-1)/2 colunas, onde cada linha
representa a diagonal superior da matriz de adjacéndia do grafo
amostra <- function (m,p,v) {

num<— (vxv-v) /2

amostra <— matrix (nrow=m,ncol=num)

for(l in 1l:m) {

amostrall,] <- rbinom(num,1,p)
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