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Resumo

Processos K comegaram a ser estudados nos anos 50 como uma fonte de contraexemplos e
de comportamento patolégico. Recentemente descobriu-se que eles sao um limite de escalas para
modelos de armadilha, fato que voltou a trazer certa atencao para eles.

Nesse trabalho vamos adotar uma abordagem construtiva, usando-a para mostrar a propriedade
forte de Markov e calcular as taxas de transicao e o gerador infinitesimal.

Palavras-chave: processos K, estados instantaneos, gerador infinitesimal.
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Abstract

K Processes were studied in the 50’s as a source of counter examples and of pathological beha-
viour. It is now know that they are a scaling limit for Trap Models, which led attention back to
them.

In this work, we will adopt a constructive approach, using it to show the strong Markov propriety,
calculate the transition rates and the infinitesimal generator.

Keywords: K processes, instantaneous states, infinitesimal generator.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracgoes Preliminares

Estudaremos uma familia de processos markovianos em tempo continuo sobre um espaco de
estados enumeravel. A primeira mengao desse tipo de processos foi dada por Kolmogorov (1951).
Seu objetivo era dar um exemplo de um processo que tivesse um estado com taxa de saida infinita.

Kendall e Reuter (1956) estudaram mais a fundo o exemplo de Kolmogorov, encontrando equa-
¢oes forward e backward para as probabilidades de transigao.

Anos mais tarde, Reuter (1969) mostrou que apenas a matriz de taxas desse processo ¢ suficiente
para caracterizar as probabilidades de transi¢cao do exemplo de Kolmogorov. Ele também introduziu
a nao homogeneidade.

Os autores desses artigos abordaram o processo de uma maneira analitica. Em particular nenhum
deles deu uma construgao explicita para o processo estudado, se apoiando em teoremas de existéncia.

Recentemente, Fontes e Mathieu (2008) revisitaram esse tipo de processo com a motivagao de
que eles aparecem como limite de escala para Modelos de Armadilha. A maneira como abordamos
o processo foi muito inspirada nesse trabalho e, em especial, a construcao apresentada é uma
adaptagao da construgao deles.

Nos estudamos uma familia de processos que iremos chamar de Processos K nao homogéneos,
que é uma extensao natural dos processos estudados neste ultimo artigo. A extensdo vem do fato de
darmos um peso para cada estado. Uma defini¢gdo precisa do que sao estes pesos serd apresentada
no Capitulo 2.

A adicao de pesos resultou em um comportamento inesperado. Existem Processos K nao ho-
mogéneos que nao apresentam a propriedade de Feller. Iremos explicitar sobre quais condigoes isso
acontece na Se¢ao 4.3. Apesar disso, essa familia possui propriedades que permitem que trabalhemos

quase como se estivéssemos com processos de Feller.

1.2 Contribuicoes
As principais contribuicoes deste trabalho sao as seguintes:

e Apresentamos os Processos K ndo homogéneos de maneira construtiva, numa abordagem que

- até onde sabemos - nao aparece em outros textos.
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e Calculamos explicitamente a matriz de taxas do Processo K. Assim fornecemos uma maneira
de ligar nossa construgao, quando ¢ > 0, com os textos dos anos 50 e 60 citados anteriormente

que nao usa a teoria das formas de Dirichlet.

e Encontramos o gerador infinitesimal no caso homogéneo para ¢ = 0.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 vamos construir o Processo K ndo homogéneo e apresentar algumas definigoes
bésicas.

O Capitulo 3 vai nos fornecer ferramentas para trabalhar. Nele vamos apresentar uma maneira
de aproximar processos K por processos markovianos de Saltos e provar a propriedade forte de
Markov.

No Capitulo 4 vamos focar nas probabilidades de transicao. Mostraremos que elas sao fungoes
continuas no tempo e calcularemos suas derivadas na origem. Isso nos permitiré encontrar a medida
invariante do processo. Aprofundando um pouco mais no calculo de taxas de transi¢do, exibiremos
o gerador infinitesimal do processo no caso homogéneo.

Por fim mostraremos um resultado relativo a dimensao de Hausdorff do tempo em que o processo

passa no infinito.



Capitulo 2

Construcao do processo

2.1 Definicoes

Tomemos N* = {1,2,3,...} A esse conjunto adicionaremos um novo simbolo, que denotaremos
por co. Chamaremos esse novo conjunto de N*.

O Processo K serda um processo estocastico em tempo continuo, cujo espago de estados sera N*,
Chamaremos os elementos de N* de estados ou sitios do processo.

Como parametros do processo, teremos uma familia de nimeros reais estritamente positivos,
{7z, Az : © € N*}, além de uma constante ¢ € [0,00). Para um estado x € N*, podemos interpretar
v, como o tempo médio para o processo sair de & enquanto que A, vai controlar a taxa com que o
processo tende a entrar em x. O pardmetro ¢ controla o tempo em que o estado fica em oo.

Seguindo Fontes e Mathieu (2008), iremos definir o Processo K através de uma construcao.
Para tanto consideremos um espago de probabilidade que admita as seguintes familias de variaveis

aleatorias independentes:

e {N, : z € N*}: processos pontuais de Poisson independentes, onde N, tem taxa A\, para cada

z € N*,

o {To} U {TF 2z eN* n=1,23,...}: varidveis aleatorias exponenciais de média 1.

Para t > 0, denotaremos por N(t) o nimero de marcas do processo de Poisson /V; no intervalo
[0,¢], marcas essas que iremos denotar por 0 < of < 0§ < ....

Agora podemos definir um processo estocastico auxiliar, que seré nossa principal ferramenta para
trabalhar com o Processo K. Para t > 0 e y € N*, sob a convencao que v, = 0 e 22:1 YLy =0,

definimos:

Na(t)
T(t) :=TYt) = 3To+ Y, >, %Ti+ct (2.1)

zeN n=1

Vamos impor algumas restricdes sobre nossos parametros:

Z AeVe < 400 (2.2)
reN*
D Ae=0 (2.3)
reN*



4 CONSTRUCAO DO PROCESSO 2.3

A primeira fara com que I' seja quase certamente (g.c.) finita para todo ¢t € R, enquanto que a
segunda fard com que o conjunto {o¥ : z € N*, i > 1} seja denso em R. Veremos na Segao 2.2 que
o Processo K sem essa segunda condicao ¢é bastante simples.

Denotaremos o Processo K com condicio inicial y € N* por X¢. Ele é definido para um instante

t > 0 por:

Y, se t < ,1p
X(t)=X!(t) =42, sel¥(of—)<t<T¥(0?) para algum i (2.4)
00, caso contrario.

Para que essa definigao faga sentido o limite a esquerda I'(6¥ —) deve existir. Isso sera estabele-
cido na Proposigao 3.3.

Omitiremos a condicao inicial ou o pardmetro ¢ das notacées quando estes puderem ficar su-
bentendidos.

Essa construgao nos da um acoplamento de Processos K com parametros (Ay, vz )zen* para toda

condigao inicial y e todo ¢ = 0.

2.2 Visualizacao do Processo

Unicamente para essa segdo suporemos que », s Ay < 00. Veremos que o Processo K com
essa suposicao é bastante simples. Usaremos essa simplicidade para explicar como nossa construgao
funciona. No resto do texto é assumido (2.3), que é exatamente o oposto.

A sobreposicao de todos os processos de Poisson {N; : x € N*} é um processo de Poisson de taxa
D et Az- Assim podemos ¢.c. enumerar as marcas desse processo, denotando-as por o1 < g2 < .. ..

O grafico da funcao I', fora das marcas o1,09,..., ¢ uma reta de inclinagao ¢ e, nas marcas,
essa funcao dé saltos de tamanho ~, T}, para algum z e algum ¢. A Figura 2.1 ilustra uma possivel
realizacao de I'.

Uma maneira de enxergar o Processo K é olhar para o eixo das ordenadas do grafico de I'. Se
projetarmos um ponto ¢t desse eixo no grafico e ele “cair” em um salto da I', isso significa que no
instante ¢ o processo esta no estado x cujo processo de Poisson gerou esse salto; caso contrario o
processo esta no 0.

Com essa visualizacao, é facil perceber que o Processo K é um processo markoviano de saltos.

Caso ¢ > 0, iniciando em um estado y, o processo permanece nesse estado um tempo exponencial
de média v,. Passado esse tempo ele pula para o o0 onde permanece um tempo exponencial de
média m, que é o tempo que demora para encontrarmos outra marca de um processo de

Poisson. Depois disso escolhemos um novo estado y com probabilidade T e reiniciamos o

)
zeN*¥ Az’
procedimento.

Caso ¢ = 0, o processo permanecerd em cada estado x um tempo exponencial de média v, e

. A .
escolhe pular para um novo estado y com probabilidade Ziy Nesse caso o c0 nunca é visitado.

zeN¥ Az
Vale até mesmo que X*(0) # oo g.c. . De fato, para cada y € N*, P(X®(0) = y) = T Ay

zeN* Az’



2.3 TOPOLOGIA SOBRE O ESPACO DE ESTADOS )
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Figura 2.1: Um exemplo de realiza¢io de T' quando Y, s Ay < 0.

2.3 Topologia sobre o espago de estados

Sera ttil para alguns resultados munirmos N* de uma topologia. Para isso considere a seguinte
métrica:

: (2.5)

para z,y € N*, sob a convencao de que % = 0.
Essa métrica induz uma topologia bastante natural, onde todo x € N* é um ponto isolado, e
uma sequéncia converge ao o0 nessa topologia se ela divergir para infinito da maneira usual.
Notemos que uma fungdo f : N* — R é continua se e somente se f(00) = lim, o f(z).
Vale ainda que essa métrica é completa e gera uma topologia compacta. Assim temos boas

propriedades para trabalhar.
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Capitulo 3

Propriedades basicas do Processo K

Nesse capitulo estabeleceremos resultados que serao ferramentas bésicas para trabalhar com o
Processo K durante o resto da dissertacao.
Apresentaremos uma maneira de aproximar o Processo K por processos markovianos de salto,

bem como provaremos que o Processo K é fortemente markoviano.

3.1 Observagoes gerais

Nessa se¢ao apontaremos vérias observagoes sobre o Processo K, que serao usadas a exaustao

em segoes subsequentes.
Proposigao 3.1. I" € q.c. estritamente crescente.

Demonstragio. Como estamos supondo que Y, s+ Az = 00, entdo o conjunto das marcas dos pro-
cessos de Poisson é ¢.c. densa em RT. Em outras palavras, quase certamente, para todo 0 < s < t,
teremos que existe um x € N* e 4 > 1 tal que s < 07 < t. Dessa forma, usando a definigao de I,

temos que:
L(t) —T(s) = 7, Ty > 0. O

Proposicao 3.2. Com probabilidade 1, T'(t) € finito para todo t = 0.

Demonstrac¢ao. Usando o Teorema da Convergéncia Monétona, podemos calcular:

E[TY(t)] =~y +t Z AzYz +ct <0
zeN*
Assim para cada t > 0 fixo, temos que I'(#) é quase certamente finito. Tomando uma sequéncia
t, — o0 quando n — o, temos que P(n)_{I'Y(t,) < oo} n {I" & crescente}) = 1. Assim para
realizagoes dentro desse evento, temos que I'(t,) < oo para todo n, e assim para cada ¢t = 0

arbitrario podemos escolher um n tal que ¢,, > t. Dessa maneira I'(t) < I'(¢,) < co. O

Proposigao 3.3. A funcao I' € quase certamente cadlag, isso €, continua a direita e tem limites a

esquerda.

Demonstracao. Fixemos uma realizagdo de I' onde ela seja crescente e limitada em compactos.
Vamos pedir ainda que cada processo de Poisson N, x € N*, seja localmente finito. Tais realizacoes

tém probabilidade 1.
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O fato de I' ser crescente e limitada em compactos ji estabelece diretamente a existéncia dos
limites & direita e & esquerda. Agora resta mostrar a continuidade & direita.

Para isso fixemos um ¢ = 0 arbitrario. Para s > 0 temos:

«(t+s)
L(t+s)— =cs+ Z Z ’ymTf.
zeN* (=N, (t)+

Para cada z, como N, é localmente finito, vale que N, (t+s) = N,(t) para s pequeno o suficiente.
Dessa forma cada termo da série em x converge a zero. Encarando essa soma como uma integral

sobre uma medida de contagem e usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, concluimos que:

lim T’ —I'(t) =0.
lim (t+s) (t)=0 O

T

Proposicao 3.4. Para todot > 0,7 > 1 e x € N* vale que I'(t), I'(o]

*) e I'(0f—) sao varidveis

aleatorias com distribuicdo absolutamente continua em relagdo o medida de Lebesgue.

Demonstragao. Primeiramente fixemos um ¢ > 0 e mostraremos que I'(¢) tem distribuigdo absolu-
tamente continua em relacao & Lebesgue.

Fixemos um boreliano A arbitrario que tenha medida de Lebesgue zero. Vamos mostrar que
P(T(t)e A) =

Para cada n € N*, vale que:
n
P (Z Y. TF € A) =0,
i=1

ja que as T sao variéveis aleatorias continuas e independentes.

Dessa forma vale que:

Nx(t) 0 n _,\I ()\ t)
P> wIfeA]= ZP(Z%TgeA> —
i=1 n=0 i=1 ’

=T{0 e A}e !

Assim se denotarmos por v a distribuicao de ; -, vazml(s) 72 T;* e denotarmos por A + s o

conjunto A transladado por s, teremos que:

NE(t) N(t)
P Z Z YT € A =Ju(ds)P Z nTleA—s
reN* =1 1=1

Observemos que 0 € A — s se e somente se s € A, dessa forma a expressio acima vale v(A)e Mt

Utilizando indugéo, concluimos que para todo n € N*, vale que:

N=(t) n N2 (t)
P Z Z%TxeA —exp{ tZ)\:C}P Z Z’yfoeA

zeN* =1 z>n =1
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Como ), .+ Az = 00, tomando valores de n cada vez maiores, concluimos que:

N2 (t)
P> Y wnIredl|=o

zeN* =1

Observando a defini¢ao de I', concluimos a primeira parte dessa proposigao:
P(I(t)e A) =0.

Fixado i > 1 e € N*, se denotarmos por g7 a densidade de uma distribuicdo gamma de

parametros A; e i, que é a lei de o, teremos que:

N* (o)
Z Z v:Tf +cof € A :J Z nyZTZeA—cs g5 (s)ds.
z#x =1 z#ET j=1

Usando argumentos anélogos aos que usamos para provar que I'(¢) é uma variavel continua,
concluimos que a probabilidade que esté sendo integrada vale zero, e portanto a integral também
vale zero.

Por construgao, observamos que:

N=(af)
IY(o7) = vTo + Z YT} + Z Z 7T} + cof
7=1 z#r g=1
i—1 N#(oF)
TY(0f=) =T+ 2. %Iy + Y D) %TF +cof.
Jj=1 z#x  j=1

Dessa forma tanto I'(¢7) quanto I'(0f —) sao somas de variaveis aleatorias continuas e indepen-

dentes, sendo portanto também continuas. ]
Proposigao 3.5. Para todo y € N* et > 0, vale que XY(t + v, 1)) = X (t).

Demonstragao. Fixemos um y € N* e observemos que I'Y(s) = I'“(s) + ~, 77 para todo s > 0.
Fixada uma realizagdo do processo, suponha que X®(t) = z € N*; assim existe um i > 1 tal
que I'?(6¥—) <t < I'®(0}). Dessa forma, somando 7,T¢ aos termos dessa desigualdade, temos
que IY(o7—) <t + v, T <T¥(o}). E portanto XY (¢ + v, 1Y) = x.
Com raciocinio analogo, chegamos que se XY(t + v, T¢) = x € N*, entao X®(t) = x. De onde

concluimos a igualdade desejada. O
Proposigao 3.6. O Processo K € quase certamente cadlag.

Demonstracao. Iremos mostrar que o processo iniciado no o é cadlag, o que ird mostrar que o
processo é cadlag para qualquer condigao inicial, visto que, iniciando em g, iremos permanecer em
y até v, T}, e depois continuaremos como uma copia do processo iniciado no .

Fixemos uma realizagdo do processo, 7' > 0 e € > 0 arbitrarios. Seguindo Billingsley (1999),
vamos mostrar que existem 0 = top < t; < ... < ty = T tais que w(t;_1,t;) < € para todo i =
L,...,N,onde w(A) = sup; 4 d(X*(t), X“(s)) para A < R. Lembrando que estamos trabalhando

com a métrica (2.5) sobre N*.
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Tomemos um m € N* tal que diam{z € N* : z > m} = m < ¢, onde diam(A) é o diAmetro do
conjunto A.
Agora tomemos S7 < ... < Sy uma ordenacao dos conjunto {07 : x < m, i > 1, I'(c7) < T'}.

Finalmente fixemos N = 2M +1se '(Syy) <T e N = 2M se I'(Syr) = T. Tomemos tg = 0, ty =T
eparat=1,...,M:

Se t € [I'(S;—),T'(S;)), temos que X (t) é constante, enquanto que se t e [I'(Si—1),T'(Si—)),
temos que X (t) > m. Assim a variagao nesse intervalo ¢ menor ou igual & -~ < €. O mesmo ocorre

nos intervalos [tg,t1) e [tn—1,tN). O

Proposicao 3.7. (X(t))t=0 € q.c. continuo fora de {I'(0),I'(¢¥—),T'(0F) : © € N*}.

)

Demonstra¢ao. Tomemos ¢t um ponto de descontinuidade de X. Como X é cadlag, entao existe um
e > 0 tal que d(X(t),X(t—)) > €. Fixemos um T > t e tomemos 0 = ty) < t; < ... <ty =T
como na demonstragao da Proposicao 3.6. Se t ¢ {to, ..., tn}, entao existe um i tal que t € (t;,¢;+1).
Assim temos que w(t;, ti+1) = d(X (), X(t—)) > €, o que contraria a nossa escolha de {to,...,tn}.

Assim temos que t = t; para algum 7. Como os t;’s sempre foram escolhidos do conjunto proposto,

temos que eles sao os tinicos candidatos possiveis para pontos de descontinuidade. O
Corolario 3.8. Qualquert > 0 € quase certamente um ponto de continuidade do processo K.

Demonstra¢ao. Mostramos que o conjunto dos pontos de pontos de descontinuidade do processo
estd contido em {I'(0),I'(c7—),T'(c7) : © € N*}.

7

Observando a Proposic¢ao 3.4, concluimos que todo t > 0 é ¢.c. um ponto de continuidade do

processo. O

3.2 Aproximacgoes

Nessa se¢ao vamos introduzir o que chamaremos de processos truncados, que serdo processos
markovianos de saltos que irao convergir para o Processo K original.

Primeiramente, para n € N* e y € {1,...,n,00}, vamos definir:

n z(t
(1) := 1M (£) = 4, Tp + Z D T + et
z=1 i=1
O processo truncado em n € N*, com estado inicial y € {1,...,n, 0} sera:

Y, se t < v,10
XO(t) = XpM(t) =, se Fg’(n)(Uf—) <t<1%™ (oF) para algum 4

00,  caso contrario.

Proposigao 3.9. O processo X™ ¢ cadlag e markoviano.
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Demonstra¢do. Quando truncamos o processo K, ele se comporta de maneira anédloga ao caso
analisado na Secdo 2.2, assim processo X (™ & um processo Markoviano de saltos, construido para

ser continuo & direita. O

Construimos {X (”)}neN* e X num mesmo espaco de probabilidade. Assim é natural perguntar

se X(™ converge para X de alguma forma.
Teorema 3.10. X®(")(e) converge para X®(e) q.c. na métrica de Skorohod quando n — 0.

A métrica de Skorohod é uma métrica sobre o espago das trajetorias cadlag que permite pequenas

distorgoes temporais. Como referéncia recomendamos Billingsley (1999) e Ethier e Kurtz (1986).

Demonstracao. Essa demonstragao foi adaptada diretamente do Lema 3.11 de Fontes e Mathieu
(2008).

A Proposigao 5.3 do Capitulo 3 de Ethier e Kurtz (1986) nos diz que uma sequéncias de trage-
torias cadlag (z,) converge para outra tragetoria cadlag x se e somente se para todo T' > 0 existir

uma sequéncia de fungoes A, : [0,00) — [0, 00) bijetoras, crescentes e Lipschitz continuas tais que:

lim sup d(z,(t),z(M(2))) =0

n=P0 0gt<T
lim sup |\, (t) —t| =0.
n=0 0gt<T
Vamos mostrar que essa propriedade é vilida quase certamente.
Como o processo sempre se inicia no o0, nao vamos mais carregar esse indice na notacao.
Fixemos uma realizagao do processo e um 7" > 0. Para cada natural m, considere 6, := diam{x €
1

N*:2>m} = 757+ Tome ainda 0 = Sg* < ST* < ... uma ordenagao de {0} U {of : & < m,i > 1}.

Considere ainda, para cada n > m:

L™ := min {z >1:T™(5m) > T} .
O conjunto {7 : x > m,i > 1} é denso; assim, para n suficientemente grande, r)( =) >
(™ (S para todo i < L™

Para esses valores de n, definimos A" : [0,00) — R da seguinte forma:

m IS, —)=T(5™) _1(n) gm (n)(qgm (n)(gm _
L(S™) + F<n>(sﬁ%f—)—r(n>(5?) [t =T (SM)]  se TM(SM) <t <TW(SM,—)
An(t) = Y T(Sm, =) =T (S, )+t se TO(SIm, —) <t <TM(SP1)
I( ’an)—r(”)( )+t set>F(")(S’L"W)

Para entendermos o que motivou essa defini¢ao, observemos que para ¢ = 0,... L, temos que:

AR(rm(Sm—)) = T(S"~)

7

AT (Sm) = T(S™),

7

enquanto que nos pontos interiores interpolamos A" de maneira linear. Depois de F(”)( ), dei-

xamos A" evoluir de maneira linear com coeficiente 1, ja que isso nao terad mais importancia.
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Como T'(t) = T'™(t) para todo n € N*, temos que A™(t) > t. Usando a linearidade por partes,
o fato de que I'(0¥) = (0¥ —) + 7, TF e T™)( Fm) > T, teremos que:

)

sup |AT(t) —t| < max {D(S7) — ™ (SM)}.
0<t<T O<i<Ly
Essa quantidade converge quase certamente a zero se mantivermos o m fixo e jogarmos o n para

infinito. Assim para cada m existe um n,, tal que para n = n,, vale que:

sup |[A(t) —t| < Om.
O<t<T
Podemos tomar a sequéncia (n,,)m>1 de modo que ela seja crescente. Agora vamos “inverté-la”,

isso é, para cada n em Z N [n;_1, n;), definimos m,, = i. Teremos que:

sup AN (t) —t| < O, -

0<t<T

Observemos que m,, vai ao infinito quando n — o ja que n,, é finito para cada m fixado.

Por construcio, t € [['™(Sm—), T(™(S™)) se e somente se A7 (t) € [[(SI—),T(S™)). Assim,
para cada z € {1,...,m}, temos que X (A™(t)) = z se e somente se X ™) (t) = z. De onde concluimos
que:

supd (XOG(1), X (1)) < 6.

o<t<T

Tomando A\, = A})'", concluimos que:

n—ao0

sup | An(t) — t| =0
o<t<T
sup d(X (M (1)), XM (1) 2250 O

0<t<T

Corolario 3.11. Para todo y € N*, todo T > 0 e quase toda trajetdria do processo, existe uma

sequéncia de fungoes Ny, : [0,00) — [0,00) continuas e bijetoras tais que:

An(t) =t
sup [N (t) —t] < sup [AP(t) =t =50 (3.1)
te[0,T7] te[0,T7]
sup d(XV(NS (1)), XV (£) < sup d(X*(Aau(t)), XM () == 0.
o<t<T 0<t<T

Dessa forma, temos que Xv(n) converge q.c. para XY na métrica de Skorohod, sendo essa con-

vergéncia uniforme em y.

Demonstragao. Fixado um 7' > 0, tomemos A, : [0,00) — [0,00) como na demonstracdo do

Teorema 3.10. Elas sao func¢bes continuas crescentes tais que quase certamente:

An(t) =t
sup |An(t) —t| =550
o<st<T
sup d(X®(Ma(1)), XM (1)) 2255 0.

0<t<T
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Tomemos A’ = A\, e para y € N* definimos:

t, se t < v,T;
(1) = 0
YTo + M (t — v, T0), set =T

Sabemos pela Proposicao 3.5 que o processo iniciado em um y € N* permanece em y até o
instante v,7Tp. Depois disso ele serd uma coépia do processo iniciado no o0. Dessa forma forma

concluimos (3.1). O

3.3 Propriedade de Markov

O objetivo dessa secao é provar que o Processo K é markoviano. Nossa estratégia sera mostrar
que a propriedade de Markov se mantém quando tomamos os limites dos processos truncados
introduzidos na Secao 3.2.

Note que nem sempre o limite de processos markovianos é um processo markoviano. Para de-
monstrar que essa propriedade é mantida, vamos usar diversas propriedades da nossa construgao,
em particular da convergéncia dos processos truncados uniformemente na condigao inicial.

Uma dificuldade introduzida ao aceitar pesos nao homogéneos é a de que o processo pode nao
ser de Feller. Isso acontece porque podem existir estados y “grandes”, onde 7, também é grande;
assim iniciar o processo nesses estados é diferente de iniciar no co. Mostraremos isso com detalhes
na Secao 4.3.

Vamos contornar esse problema usando o fato que esses estados onde v, é grande sao visitados
com probabilidade baixa. Essa ideia sera formalizada pela Proposicao 3.12.

De forma intuitiva, se (z,,) ¢ uma sequéncia de estados que converge um estado para x em N*
e estes estados de fato podem ser visitados pelo Processo K em um tempo finito, entao W:(x,)
converge para ¥y (z), onde ¥y é o semigrupo de transi¢ao definido abaixo. Usaremos esse tipo de

ideia no lugar da propriedade de Feller.

Definigao 3.1. Denotaremos por (Vi)i~o o semigrupo de transicao do Processo K, isso €, para
t>0ef:N* > R:

Ui f(x) = E[f(X*(1))]

Proposicao 3.12. Seja Vi := Ugepo{ X (s)}\{0} o conjunto de estados visitados pelo processo até

E'Yx<ooa

zeVy

o instante t. Entao:

quase certamente para todo t > 0.

Demonstracao. Primeiramente fixemos um ¢ > 0 arbitrario.

Denotemos por V/ = {z € N* : N*(t) > 1}. Quase certamente vale que:

Z YT <T(t) < o0.

4
zeVy

Se denotarmos por v a distribui¢ao de V/ sobre o conjunto das partes de N*, como V/ s6 depende
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dos processos de Poisson {N? : x € N*} e como esses sao independentes de {T}" : x € N*}, temos

que:

1="P Z%Tf<oo

!
zeV]

= jP (Z VT < oo) v(dV)

zeV

Portanto, para v quase todo V' < N* vale que P(}, .y 717 < ) = 1. Fixado um V desses,
teremos que ), V» < 90, j& que uma soma de varidveis aleatorias exponenciais independentes é
finita g.c. se e somente se a soma de suas médias convergir - ver Teorema 2.3.2 de Norris (1998).

Com isso concluimos que para v quase todo V vale que Y .\, 7> < o, ou seja, Zmth’ Yy < OO
qg.c. .

Agora fixemos uma sequéncia (¢,), com t, /" c0. Com probabilidade 1 vai valer que Z%Vt’n Yo <
o para todo n.

Notemos que V/ < V/ sempre que ¢ < s. Para qualquer ¢t > 0, existe um n tal que ¢, > ¢, e
portanto:

M wRTf< Y wWIf <o
zeV/ zeV/,

Voltando a trabalhar com V;, notemos que se s < t, entao V; S V;. Observemos ainda que, por
construgao, V' = Vp().

Agora fixemos uma realiza¢ao do processo, onde I'(t) — o quando t — o e ervt/ Vo < OO
para todo t. Pelo argumento anterior tais realizagbes tém probabilidade 1. Nelas, para um ¢ > 0

arbitrario, vai existir um s > 0 tal que I'(s) > ¢. Dessa forma:

Z’Y:c< Z ’Y:c:Z%v<OO~

zeVy zEV(s) zeV!
De onde concluimos o que desejavamos. O

Proposicao 3.13. Para f : N* — R continua e t,s > 0 fizados arbitrariamente, vale que q.c. :

lim W, f(X™(1)) = U, f(X(1)) (3.2)

n—ao0

Demonstracao. Usando o Coroléario 3.8, temos que t é g.c. um ponto de continuidade do processo
original. Assim, como X converge ¢.c. para X na métrica de Skorohod, ele também converge
pontualmente nos pontos de continuidade de X. Portanto X (t) — X (t) ¢.c. quando n — 0.

Vamos fixar agora uma dessas realizacdes e denotar por y,, = X (t) e y = X (t). Vamos separar
em dois casos.

O primeiro admite que existe um ng tal que y, = y para todo n > ng. Nesse caso (3.2) é
evidente.

O segundo caso é o contrario do primeiro, isso é, para todo ng existe um n > ng tal que y, # y.
Como ¥y, — vy, entdo concluimos que y nao é um ponto isolado; como o dnico ponto que néo é
isolado em N* & o 00, concluimos que y = 0.

Vamos ignorar os indices n onde y,, = 00, visto que neles a igualdade em (3.2) é trivial.
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Tomemos um r > 0 tal que T (r—) > t e ' = I'(r). Se um estado = € N* foi visitado por
um processo truncado X (™ até o instante ¢, entdo I'™ (g% —) < t. Como I'™ & nao decrescente em
n, entdo of < r. Ja que I'(e) é crescente, valera que I'(o7—) < I'(r) = t’. Portanto se z € N* foi
visitado por um processo truncado, entao x € Vy.

Dessa forma, usando a Proposigao 3.12 e o fato de que y,, — 00, concluimos que vy,,, — 0 quando
n — 0.

Se tomarmos um n suficientemente grande teremos que 7,7y < s. Dessa forma usando a

Proposicao 3.5 teremos que:

W f(o0) = Waf(yn) = BE[f(XP(s)) — f(X*(5))]
= E[f(X*(s)) = F(XP(s = 7, T0))]

Pelo Corolario 3.8, s é ¢g.c. um ponto de continuidade de X* e, como 7,7y converge a zero,
temos que a quantidade dentro da esperanca acima converge quase certamente & zero. Como f é
continua - e, portanto, limitada - o Teorema da Convergéncia Dominada nos garante que a esperanca

também converge a zero. O
Teorema 3.14. O Processo K é um processo markoviano.

Demonstracdo. Fixamos m > 1,11 <to <...<tmi1 € fi,..., fme1 : N* — R fungles continuas.
Como X (™ & markoviano, se denotarmos por ¥™ o semigrupo de transiciao do processo truncado,

teremos que:

E AKX ). fn X (b)) fons1 (X (b)) | (3.3)
= E[ A (00) . (XD ), st (X (E)

O Coroléario 3.8 nos garante que q.c. t,...,tyt1 s80 pontos de continuidade do processo e, como
a convergéncia na métrica de Skorohod garante a convergéncia pontual nos pontos de continuidade,
temos que fi(X ™ (t;)) — fi(X(t;)) q.c. ja que f; é continua, i = 1,...,m + 1.

Temos ainda que f1,... fi,+1 sdo limitadas porque sao func¢oes continuas num espago compacto.
Assim, usando o Teorema da Convergéncia Dominada, teremos que a parte da esquerda de (3.3)

converge para.

E [fl(X(tl)) s fm(X(tm))fm+1(X(tm+1))] :

Agora vamos estimar a parte da direita por:

E [fl (X(n) (tl)) s fm(X(n) (tm))\:[]tm+1_tmfm+1(X(n) (tm))] + €n. (3-4)

Usando a Proposic¢ao 3.13, temos que a parte da esquerda de (3.4) converge para:

E[fu(X(t)) - fn (X (m)) Wt 1t 1t (X (tm)) ] -

Resta mostrar que ¢, — 0. Para simplificar a notacao, vamos denotar por s = t;,41 —tm, t =t
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e ¢ = fm+1- Usando o fato de f1,..., fi, serem limitadas, teremos que:

eal < C|E [ 29X (1)) = wag(x)(1))]

9

onde C' é uma constante positiva.

Como a parte interna dessa esperanca pode ser dominada por 2||g||, se mostrarmos que ela con-
verge quase certamente para zero, seguird do Teorema da Convergéncia Dominada que a esperanga
também converge a zero.

Com o0 mesmo argumento que usamos na demonstragao da Proposi¢ao 3.13, temos que existe

um ¢ > 0 tal que X (t) € Vy para todo n. Dessa forma:

Irg( XM (1) — Ueg(X™(1))| < sup |¥39(y) = Lag(y)|
YEVy

A Proposicao 3.12 nos garante que, para quase todo Vy, a condi¢dao da Proposicao 3.15 é satis-
feita. Portanto a quantidade acima vai & zero q.c. .

Dessa forma podemos concluir que:

E[f1(X(t1)) - fin (X (tm)) frnr 1 (X (Emr1))] = E[f1(X(t2)) - fin (X () W1 =t s 1 (X (E))]
O

Proposigao 3.15. Seja A < N* tal que
lim sup{vy, :z€ A ex>n} =0,
n—aoo
s0b a convengio de que sup & = 0. Tomemos ainda f : N* — R continua e t > 0. Nessas condicoes:

sup [U2 £ (y) — U f(y)] =255 0, (3.5)
yeA

onde U™ denota o semigrupo de transicio de X™.

Demonstrag¢io. Mostremos primeiramente que cada “termo” de (3.5) converge para zero, ou seja,

mostremos que ¥} f(y) — ¥, f(y) quando n — oo para qualquer y € A fixado.

WP ly) — Wif(y) = B[ X0 0) - F(X(0)] (3.6)

O Corolario 3.8 nos garante que ¢ é ¢.c. um ponto de continuidade de X¥, assim X% (") (t) —
XY(t) g.c. quando n — oo e, como f é continua, concluimos que f(X¥™(t)) — f(X¥(t)) ¢.c. .

Mas f também ¢ limitada e assim considerando o Teorema da Convergéncia Mondtona conclui-
mos que (3.6) converge a zero quando n — .

Com isso o caso em que A é finito é trivial; portanto vamos supor que A é infinito.
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Tomemos )}, como no Corolario 3.11 para um 7' > t qualquer. Vale que:

sup |7 £(y) — W ()] = sup [ [ (X200 (1)) — Fxv(0) (3.7
yeA yeA

< sup[E[ £ 0) = Sx 0 )|

+sup [E[f(XY(A(2))) — fF(XY(2)]]
yeA
Vamos tratar os dois termos dessa soma separadamente.

Por (3.1), temos que para todo y, quase certamente:

d(XV (1), XYM (1) < sup d(X M (s), XP(A7(s)) =25 0. (3.8)
s€[0,T]
Como f é uma fungado continua em um espaco compacto, ela é uniformemente continua. Isso é,
para todo € > 0, existe um 6, > 0 tal que se d(x,y) < d entdo |f(z) — f(y)| <e.

Dessa forma, fixado um € > 0 arbitrario, teremos que:

sup [E | (X0 (8)) = Fx7 (1) ||

yeA

< sup [B [ (F(X"0(0) = FXPOL0))) HAX (1), XY (0) < |

yeA

+ 2| sup P (d(X* (1), XYL (1)) > o)
yeA

<e+2|f|P ( sup d(X© M (), XP(AZ(s)) = 5€> .
s€[0,T]

Essa ultima quantidade converge para ¢ quando n — oo devido a (3.8). Como € foi escolhido
arbitrariamente, concluimos que o primeiro termo de (3.7) converge a zero.

Para calcular o segundo termo, notemos que aquela quantidade, para cada y € A fixado vai &
zero, ja que t ¢ g.c. um ponto de continuidade do processo e A}, (t) — t quando n — 0. Dessa forma

. ~ . —00
existe uma sequéncia (k,) tal que k,, ~——> oo onde:

max [E[f(X¥(A5(1)) — f(X@))]] =50,

yeA

Agora vamos tomar 9, = \/ sup{yz : * € A e > k,}. Por hipotese, temos que d,, — 0. Notemos
1
ainda que sup{P(y,Tp > 0p) :y € A,y > k,} = e = — 0 quanto n — 0.
Como &, — 0, vamos apenas considerar n suficientemente grande, de forma que 8, <t < A}, (¢).

A segunda desigualdade vale de acordo com (3.1). Usando a Proposi¢ao 3.5 e separando nos casos
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Yo < 0pn € vyTh = 0y, teremos que:

sup [E [f(XY(AR (1)) = F(XP(@0)]]

Yed
< sup E[[f (XA () = vT0)) — f(XT( — 7o) L{ryTo < 6n} (3.9)
Yed

+ 2| f|| sup P(v,To > dy).
y>kn
yeA
Nos escolhemos d,, de forma que o segundo termo dessa soma vé & zero quando n — 0. Podemos

dominar o primeiro termo por:

E|sup sup [f(XT(N(E) —s)) = F(XZ(t = s))|
y>kn 0<s<6p
yeA
A variavel sobre a qual estamos tomando esperanga é dominada por 2| f||. Portando se mostrar-
mos que ela converge ¢.c. para zero, valera que sua esperanga também vai a zero.
Fixado um € > 0, tomemos €’ > 0 tal que d(z,y) < ¢ implique que |f(z) — f(y)| < €; isso existe
por causa da continuidade uniforme de f.
Como t é g.c. um ponto de continuidade de X®, existe um €’ tal que se |s| < €”, entao
AXP X2 < 5 ) )
Assim se tomarmos ng tal que para todo n > ng, 0, < G € supgcs<r [N (8) — 5| < &, teremos

que, para todo y € N* e s < 6,

ML) = s =t < IAL() =t + |s| < sup [AT(r) = 7|+ [s| <€
re[0,T]

[t—s—t|=|s| <€
Portanto temos que:
A(XPN(t) —8), XP(t —5)) S dA(XP(NL(E) — 8), XP(t)) + d(XP(t), XP(t —s)) < €.
De onde finalmente concluimos que quase certamente para todo n > ng:

sup sup |FXEN(E) ~ ) — FX(t =) <

Como ¢ foi tomado arbitrariamente, concluimos que essa quantidade vai a zero q.c. . O

3.4 Propriedade Forte de Markov

Um resultado cléssico - ver, por exemplo, Fristedt e Gray (1997) - diz que um processo de Feller
markoviano é fortemente markoviano. J4 comentamos que o Processo K ndo homogéneo pode nao
ser de Feller, mas ele goza de algumas propriedades que irao possibilitar demonstrar a propriedade

forte de Markov de forma analoga & maneira pela qual a demonstramos para processos de Feller.
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Para cada ¢ > 0, vamos denotar por F; a o-algebra gerada por {X(s) : s € [0,¢]}. Chamamos
a familia {F; : t = 0} de filtragdo minima associada ao processo X. Vamos denotar ainda por F a

o-algebra do espaco de probabilidades onde estamos trabalhando.

Definicao 3.2. Dizemos que uma varidavel aleatoria positiva T € um tempo de parada em relagdo a

uma filtragao (Fi)i=o0 quando {T <t} € Fy para todo t > 0.

Definicao 3.3. A o-dlgebra associada a um tempo de parada T serd denotada por F, e € definida
por:

Fr={AeF:An{r<t}eF Vt=0}.

Definicao 3.4. Dizemos que um processo estocdstico € fortemente markoviano quando:
P(X(t+7)eA)= JdP(X(T) — ) P(XV(1) € A),

para todo t > 0, A boreliano e T tempo de parada q.c. finito.

Intuitivamente, um processo estocastico é fortemente markoviano se a sua distribuicdo depois

de um tempo de parada nao depender do que aconteceu antes desse tempo de parada.
Teorema 3.16. O Processo K é fortemente markoviano.

Demonstragio. Fixada uma f : N* — R continua e 7 um tempo de parada sobre (Ft)t=0 g.c. finito.

Vamos mostrar que quase certamente:
ELf(X(7 + 8)|F7] = Ve f(X (7)), (3.10)
Para cada h > 0, denotemos por:
=inf{t >7:t=kh,keN}.

Observemos que 75, < t se e somente se 7 < |t|p, onde |t];, := max{kh < t: k€ N} Assim
{rn < kh} € F|y), S Fi e portanto 7, ¢ um tempo de parada para a filtragio (Ft)i=0. Notemos
ainda que 7 < Th<T—|—h Assim 7, é ¢.c. finito e 7, — 7 ¢.c. quando h — 0.

Como em tempo discreto a propriedade de Markov é equivalente & propriedade forte de Markov,

entao teremos que para todo h > 0 e k € N vale que:
E[f(X(7h + kR))|F7,] = Win f (X (75)).
Fixemos um ¢ > 0 e tomemos h = t/k, reescrevendo a expressao acima teremos que:
E (X (m + 1) Fr,] = U f(X(70)). (3.11)

Vamos mostrar agora que para todo h > 0, . < F,. Para isso tomemos um A€ Fr eumt >0

arbitrarios. Como {7 < t} < {7, < t}, entao:

An{m <tl=An{r <t} n{m <t}
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Observemos agora que A n {T < t} € F; porque A € F,, enquanto que {1, < t} € F; porque 7,
é tempo de parada. Assim concluimos que A n {7, < t} € F; e, como isso vale para todo t, entao
Ae F,,.
Usando a defini¢ao de esperanca condicional em (3.11), teremos que para todo evento B € F, <
Fr:
E[f(X(mn +t){B}] = E[¥,f(X(7))[{B}]. (3.12)

Agora iremos fazer h N\, 0 através de “divisores” de t.
Como f é uma fungdo continua e como X é um processo continuo & direita e 7, \, 7 quando
h ™\, 0, entao f(X(ry +1t)) — f(X(T +1)) g.c. , e como f é limitada, entdo a parte da esquerda de
(3.12) converge para:
E[f(X(r + )I{BY],

quando h Y\ 0.
Consideremos que tenhamos mostrado que Wy f(X (7)) — V. f(X(7)) g.c. quando h N\ 0. Com

isso, ja que Wy f é limitada, teremos que a parte da direita de (3.12) convergira para:
B0 f(X(7){B}].
Dessa forma, para todo B € F., valerd que:
E[f(X (7 +8){B}] = E[¥:f(X(7)){B}].
Como V¥, f(X (7)) é mensuravel em F., concluimos que:
E[f(X(r + )| Fr] = Wi f(X(7)),

que é exatamente (3.10).

Portanto s6 resta mostrar que:
A\0
(X (7)) 5 W (X(7)). (3.13)

E exatamente nesse ponto que nossa demonstracio vai divergir da demonstracio classica. Se
nosso processo fosse de Feller, entao W, f seria uma funcao continua e essa convergéncia seria evi-
dente. Para contornar esse problema, vamos usar a Proposicao 3.12 de maneira parecida a que
fizemos quando queriamos mostrar a propriedade de Markov simples.

Fixemos uma realizagio do processo onde >, .y, 7z < o0 para todo t, 7 < w0 e X(7) — X(7)
quando h — 0. Tais realizacoes tém probabilidade 1.

Tomemos uma sequéncia h, \, 0 arbitraria. Vamos mostrar que:
Uy f(X (7h,)) =2 Ui f (X (7). (3.14)

Se isso valer para toda sequéncia h,, entdo concluiremos (3.13). Sem perda de generalidade
podemos olhar apenas para as sequéncias onde h,, < 1 para todo n.
Se existir um ng tal que n > ng implica que X (7,,,) = X (7), entao (3.14) é evidente.

Assim vamos supor o contrario, ou seja, que para todo ng existe um n > ng tal que X (73,,) #
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X (7). Dessa forma concluimos que X (7) ndo é um ponto isolado de N*. Como o é o tinico ponto
que néo ¢é isolado na topologia de N*, entdao X (7) = 0.

Vamos denotar por y, = X (73, ). Desconsideraremos os indices n onde y,, = o0, ja que neles a
igualdade em (3.14) é 6bvia.

Como h, < 1le T, <7+ h, vale que y, € V;11 para todo n. Assim concluimos que ~,, — 0
através da Proposicao 3.12 ja que y, — .

Se tomarmos um n grande o suficiente, de forma que ~,, Ty < t, usando a Proposicao 3.5,

teremos que:
FXT() = F(X (1) = FI(XP() = F(XP(E =, To))-

Esta quantidade vai a zero g¢.c. porque vy, To — 0 ¢.c. quando n — o0, t é ¢g.c. um ponto de
continuidade do processo e f é uma funcao continua.

Como f é limitada, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada, concluiremos que:

Uy f(o0) — U f(yn) = E[F(XP(t)) — f(XY ()] =255 0. 0
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Capitulo 4

Probabilidades de transicao

Nesse capitulo nos concentraremos em problemas ligados as probabilidades de transicao do
Processo K. Primeiramente trataremos de problemas relacionados & continuidade das mesmas, para
depois calcularmos suas derivadas na origem. Isso nos permitird calcular a medida invariante do
processo. Por fim exibiremos o gerador infinitesimal no caso homogéneo e fecharemos o capitulo

estudando a dimensao de Hausdorff do tempo em que o Processo K passa no infinito.

4.1 Continuidade das probabilidades de transicao

Para deixar a nossa notagao menos carregada, vamos introduzir a seguinte definicao para x,y €
N* et > 0:
Pay(t) := P(X*(t) = y).

Denotaremos ainda por P(t) a “matriz” cujas entradas sejam pyy(t).
Nessa secao vamos estudar a continuidade dessas fungoes. Comegaremos com uma caracterizagao

bésica das mesmas.

Proposicao 4.1. Para todo z,y,z € N* et,s > 0 vale que:
1. pey(t) =0

2. ) paylt) =1

yeN*
3. pxy(t +s) = Z pr(t)pZy(S)
2eN*

4. Day(®) € uma fungao Lebesgue mensurdvel.

Demonstracao. Os trés primeiros itens sao consequéncia direta da definicao de p,, e da proprie-
dade de Markov do processo. Para o quarto, consideremos X*(") como na Seco 3.2 e definiremos
Py (t) := P(X x,(n) (t) = y). Observemos que Pyy € Lebesgue mensuravel porque X (1) 6 um processo
markoviano de saltos.

Fixado z € N* e y € N*, notemos que fy(z) := I{z = y} é uma funcio continua e todo ¢t > 0
fixado é ¢.c. um ponto de continuidade de X*. Assim podemos usar o Teorema 3.10, junto com o

Teorema da Convergéncia Dominada, para concluir que py, (t) n=e, Day ().

23
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Assim, como limite de fun¢oes mensuraveis também é uma fungéo mensurével, teremos que para
todo x € N* e y € N*, p,,, ¢ uma funcdo mensurével.
Por fim, temos que pyo(t) = 1 — ZyeN* Pay(t). Assim pgyo € limite de fungdes mensuraveis, e

portanto também mensuravel. O
Proposicao 4.2. Para todo =,y € N*, Day(®) € uma funcao continua em (0,00).

Demonstragao. Esse é um dos itens do Teorema 1 da primeira segao da parte II (pg. 120) de Chung
(1967). O

Proposigao 4.3. Para x € N*,

li t)=1. 4.1
tl\I,%pm( ) (4.1)
Demonstra¢ao. Como x € N*, temos que:
Paal(t) = P(1eTE > t) = ¢ 3 % 1, 0
Proposigao 4.4. Caso ¢ > 0, vale que:
li t)=1. 4.2
tl\z%poooo( ) (4.2)

Demonstracao. Consideremos a fungao:

o(t) = L I{X*(s) = oo}ds.

Pela construgao do processo, temos que 6(t) = c¢=(t), onde Z(t) ¢ a inversa de I'°(¢).
Como I'(t) é g.c. finito para todo t, entdo Z(t) > 0 g.c. . Portanto E[0(¢)] > 0. Usando o

teorema de Fubini obtemos que:

E[0(t)] — J Do (5)ds

0

Assim obtemos que o conjunto dos ¢ > 0 onde Py (t) > 0 tem medida de Lebesgue positiva.
Em particular existe um s > 0 tal que pyoo(s) > 0. Fixemos tal s.

Tomemos uma sequéncia arbitraria (t,), onde ¢, \, 0 € popo(t,) convirja para um nimero real
u quanto n — 00. Se mostrarmos que u = 1, seguird que o limite dado em (4.2) existe e vale 1.

Usando as proposicoes 4.1 e 4.2, obteremos que:

poooo(s) = Ji_{rolopoooo(s + tn) = nll—r>r<>lo Z poox(s)pxoo(tn)
zeN*

Pela Proposigao 4.3, se x € N* entdo pyo(tn,) — 0 quando n — 0. Cada termo dessa soma é

menor ou igual & pe,(s), que é somavel em z. Assim usando o Teorema da Convergéncia Dominada,

concluimos que:

poooo(S) = poooo(s)u-
Ja que pypoo(s) > 0, concluimos que u = 1. O

Proposicao 4.5. Caso ¢ = 0, para todo x € N* e t > 0, temos que Proo(t) = 0.
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Demonstracao. Essa demonstragao é uma adaptacao direta do Lema 3.15 de Fontes e Mathieu
(2008).

Para m € N* definimos:
¢
O (t) == f I{X(s) =m}ds
0

Estamos interessados em estimar 6(t) := 0 (t). Para isso notemos que 6,,(t) é decrescente em

m. Dessa forma, se = for a funcio inversa de '™, teremos que:

=(t)
eoo(t) < em(t) = 2 Z Vxﬂz~
r=m =1
Como 0,,(t) < t, essa série em x converge. Assim temos que lim,—,q 0, (t) = 0 ¢.c. e, portanto,
0(t) = 0 g.c. . Dessa forma também vale que E[f(t)] = 0. Agora usando o teorema de Fubini,

teremos:
0-E Mtn{xg%s) _ oo}ds]
= Lt P{X{(s) = w}ds

¢
= J Do (8)ds
0

Dessa forma concluimos que poo(t) = 0 para Lebesgue quase todo ¢. A continuidade de pooop
nos diz que pyo(t) = 0 para todo t > 0.

Agora tomemos um x € N* arbitrario. Condicionando no valor de «,Ty e usando a Proposi¢ao

3.5 teremos que:

t
1 _s
Paoo(t) = J Do (t — s)—e 1= ds.
0 Ve

Portanto para todo ¢ > 0 vale que pz(t) = 0. O

4.2 Matriz Q

Nessa se¢ao vamos calcular a matriz de taxas de transicao do Processo K. Vamos defini-la pelo

limite: P — 1
= lim —2 ~
Q o

onde I é a matriz identidade.
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Vamos mostrar que, para o caso ¢ > 0, essa matriz vale:

_1 1
" 0 0 "
_1 . 1
0 V2 0 V2
_1 1
Q= 0 0 73 73
A1 A2 A3 . _gp
C (& C
Enquanto que no caso ¢ = 0, teremos:
_1
" 0 0
_1
0 -2 0
_1
Q= 0 0 73
0 0 0 —0

Proposicao 4.6. Sejam x,y € N*, x # y, vale que:

tim Pt _
N0t '
Demonstracao.
ty 1 1 s
Py (1) = J P(X*(t) = y|v.To = s)—e 1=ds
t t Jo YV
1t 1 s
= J P(X®(t—s)=y)—e 7wds
t Jo YV
1 t
< — | Pooy(t — s)ds
| pate=9)
1 t
= — | pooyl(s)ds.
| pesto
Como pey(t) — 0 quando ¢\ 0, entao a quantidade acima também converge a zero. O
Proposigao 4.7. Para x € N*, vale que:
t)—1 1
lim pim( ) = ——
t\.0 t Ya

Demonstracao.
t

1 _ s
pealt) = POSTS > )+ | POC(0) = sy = 5)—c Fds
0 T

_t t 1 _s
=e —|—f Pooy(t —s)—e = ds
0 Yz

Fazendo contas anélogas as da Proposigao 4.6, podemos mostrar que o segundo termo dessa soma,
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dividido por ¢, vai para zero quando t N\, 0. Tratando o primeiro termo obtemos:

t

e 7 —1 £ 1

t Ya
Dessa forma:
i pxx(t) —1 o 1
im ———— = ——.
t\0 t Yz
O
Proposigao 4.8. Para x € N* vale que:
Pooz(t) e gee>0
lim ———= =< ¢
U o sec=0
Demonstracao.
ty 1_(,"
pexll) _1p (| re(or-) <t < 17(07))
t t i=1

_Pamw%»<t<F%ﬁ»+1p<
t t

{T%(of—) <t < F”(Ufﬂ)

LCs

_ P(rw(aj"—) <t) P(F‘”(ftf%) st) %p (U (T°(0"—) <t < r%ﬁ)}) (4.3)

1=2

Agora vamos mostrar que o segundo termo dessa soma vai a zero quando t N\ 0.

Ny(of)

= *P ’)/$T1 + Z Z ’YyTy + CO'l < t
y#r i=1

P(I'*(cf) < t)
t

Ny(o?)

7P YWIF+ Y, ) wWTY <
y#r i=1

//\

Ny(a7)

y#r =1 RE

Ny (o)

Z Z WI) <t—s|ds

y#r i=1

//\

Ny(o?)

= ZZVyTy < s |ds

y#xr i=1

Quando s — 0, a probabilidade dentro da integral converge para zero pela Proposi¢do 3.4.
Portanto o segundo termo de (4.3) converge a zero.

Agora notemos que, como I' é ndo decrescente e 0] < of parai > 2, entdo I'°(0]) < ' (07 —)
e, assim, o evento no terceiro termo de (4.3) estd contido no evento do segundo termo. Como

mostramos que o segundo termo vai a zero, teremos que o terceiro também iré.
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Resta calcular o limite do primeiro termo. Ao fazer isso estaremos também calculando o limite
desejado.

Faremos isso usando o Teorema Tauberiano, que relaciona o comportamento a funcao de distri-
buicao de uma variavel aleatoria positiva perto do zero com o comportamento de sua transformada
de Laplace no infinito. Seguiremos o enunciado do TeoremaXIII.5.1 de Feller (1971).

O primeiro passo é calcular a transformada da Laplace ¢ de I'°(of—). Podemos calculé-la para

um u = 0:

o(u) :=E [e_urw(”%_)]
N¥(at)

=FE |exp{ —u caf—i—Z Z Yy

y#xr i=1
NY(t)

:J E [exp{ —u ct—i—Z Z I} ApeNetdt
0 y#x i=1

NY(2)

Q0
:J e Yt E | exp _UZ Z QT kg ApeNetde.
0

y#x i=1

Vamos nos concentrar na esperanga que aparece na expressao acima. Usando a independéncia
dos Processos de Poisson e das exponenciais envolvidas e o Teorema da Convergéncia Dominada,

concluimos que ela vale:

N¥(t)

HE exp i —u Z o kg

YF#x i=1

T[S E lexp {_uZWyTy}] 0"

y#x n=0
ef)\yt()\yt)n
n!

- H Z (E [exp{—U’YyT%}])n

y#x n=0

Iy ()

y#T

Ayt
= H e_’\yt exp {y }
1+ uyy,

y#

vy
= exp{—ut Z 1 +U’Yy}

Yy#x
Voltando & expressao original, obteremos que:

o0
_ —uct —)\mt
o(u) = L e exp { —ut Z n U”Yy} dt

y#

-1
= Az ()\ +uc—|—u21+yz7fy> .
y

y#u
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Por enquanto vamos nos concentrar no caso ¢ > 0. Para u,v > 0 teremos que:

Uy,
$luv) Ao tuct Dy Thoy

ou) A, +uve+ ), Wl

Y7 14+uvyy
A AyYy
. f +c+ Zy;ém 14+uryy
- Az vAyyy
u + e+ Zy;é:r 1+uvyy

Notemos que quando u vai ao infinito, os termos de cada uma das somas vai a zero monotona-
mente com wu; assim usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, teremos que:

lim o) = 1

s ) v

Com isso verificamos a condigdo do Teorema Tauberiano, de onde obtemos que:

0~k
i PEZ <0
N0 (%)
(1)

;= converge para ’\7”” quando t N\, 0, teremos mostrado o

Dessa maneira, se mostrarmos que

nosso resultado.

() 1 c 1 A
= [ Np + = E -
t t" x4_t + t1+ 2%

-1
Aw T
t

y#T

Novamente cada termo da soma vai a zero monotonamente quanto t N\, 0, assim pelo Teorema
N . . o(%
da Convergéncia Monétona, teremos que limg o (tf) = )‘—CI

Para tratar o caso ¢ = 0 observemos que nossa construgao do Processo K permite que acoplemos

varias versoes do processo, com c diferentes em um mesmo espaco de probabilidade. Basta usar os
mesmos processos de Poisson e varidveis exponenciais para todos eles. Assim vamos colocar um
indice ¢ em I'?Y para denotar com qual valor de ¢ estamos trabalhando.

X

Notemos que, para todo y € N*, T'Y é crescente com c¢ e, portanto, P(I'*(cf—) < t) ¢ mondtona

em c. Dessa forma teremos que, para todo ¢ > 0:

Py (of—) < P(T®(0%-) < -
lim inf (5" (o1 -) t)zliminf (L (o) t)z)\—.

t\0 t t\0 t c

. P
Tomando ¢ > 0 cada vez menores, concluiremos que

Proposigao 4.9.
t)—1
lim pioooo( ) = —o0.
t\0 t

Demonstracao. O caso ¢ = 0 é trivial em vista da Proposicao 4.5. Assim vamos supor que ¢ > 0.
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Para todo n € N*, teremos que:

pesl1=1 _ g peell) 5 pastt) (49
reN* z=1

Usando a Proposigao 4.8, obtemos que a parte da direita converge para — >." Az quantidade

z=1 ¢

essa que vai para —o0 quando n — 00. Como a desigualdade (4.4) vale para todo n, concluimos que:

-1
i Pe®) =1 .
t\0 t

Proposigao 4.10. Para x € N*, vale que:

hmpmo(t): 7 sec>0

N 0 sec=0.

Demonstra¢ao. Novamente o caso ¢ = 0 é trivial em vista da Proposi¢ao 4.5. Assim vamos supor

que ¢ > 0.
Prr L[ POH() = sy = ) e
t t Jo e
- % j:poooo(t - s)’ylme_jwds
_ fy:iLtpww(s)ewids.

A Proposigao 4.4 nos diz que pyo(t) N0, 1, de onde concluimos que:

Pao(t) o 1 .
t Ya

4.3 Propriedade de Feller

Uma observagao interessante que fizemos sobre Processos K nao homogéneos é que eles podem
nao ser de Feller. Depois de calcular as taxas de transicao, finalmente temos ferramentas para
especificar explicitamente quando isso acontece.

Dizemos que um processo markoviano é de Feller se seu semigrupo ¥, apresentado na Definicao

3.1 levar fungbes continuas em fungoes continuas.
Proposicao 4.11. Sdio equivalentes:
1. 1 =
ity 22 = 0
2. O Processo K é um processo de Feller.

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos mostrar que se v, — 0 quando x — o0, entdao o Processo K
é de Feller.
Fixemos um ¢ > 0 e uma f : N* — R continua. Queremos mostrar que W;f é uma fungao

continua, isso é, que ¥, f(y) — ¥ f(0) quando y — 0.
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Notemos que:
Uy f(o0) = Wi f(y) = E[f(X™()) — FIXY())].

Como a quantidade dentro da esperanga é limitada por 2| f|, entao, se mostrarmos que ela vai
quase certamente a zero, seguiréd pelo Teorema da Convergéncia Dominada que a esperanga também
ird a zero.

Como v, — 0, entao v,Ty — 0 g.c. . Assim, tomando y suficientemente grande, teremos que

Yy To < t. Portanto usando a Proposicao 3.5, teremos que:
FIXT() = f(X(1) = F(XT(1) = FXT(t = 7y To))-

O Corolério 3.8 nos garante que t é quase certamente um ponto de continuidade do processo,
assim X*(t — v,Tp) UnicN's ©(t) g.c. e, como f é continua, concluimos que a quantidade acima
converge a zero ¢.c. .

Agora vamos mostrar que se 7, nao converge para zero quando x — 00, entao o processo nao é
de Feller.

Se 7, nao convergir a zero, entdo existe um ¢ > 0 e uma sequéncia crescente (y,), tal que
Yy, > 0 para todo n.

Por absurdo, vamos supor que o processo seja de Feller. Assim teremos que para todo y € N* e

t > 0 vale que pgy(t) — pooy(t) quando z — co. Usando a Proposicao 3.5 teremos que:

t t

1 _.s 1

Pyny(t) = | ——€ v pooy (t — 8)ds < 5f Pooy (t — s)ds.
0 Yyn 0

Tomando limite n — oo obteremos:

1 t
Pooy(t) < 5J Pooy(t — s)ds

0

1 t
= 5J Pooy(8)ds.

0

Como Py (t) — 0 quando t N\ 0, concluiremos que:

'
pooi() A

o que contradiz a Proposicao 4.8. O

4.4 Medida invariante

O objetivo dessa se¢do é mostrar que a seguinte distribuicao de probabilidade é uma medida

invariante para o Processo K:

QY g g e N¥
m(x) = et Lyers Auy (4.5)

c
—_ 3y se xr = 00
CF2yenk AyYy

Proposicao 4.12. O Processo K tem uma tunica distribuicao invariante.
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Demonstrac¢ao. Fixemos um ntimero real h > 0 e consideremos uma cadeia de Markov em tempo
discreto (Y¥"),=o dada por YY" = X¥(nh).

Fixado um estado y € N*, definamos M = min{i > 1: 7/ > h}. M ¢é uma variavel aleatoria
com distribui¢ao geométrica com probabilidade de sucesso dada por 67%. Observemos que X} =
para todo t € [T¥(c%,—),T¥(0%,—) + wT};) e, como v, T¥ > h, existe um multiplo de h nesse
intervalo. Assim se nh for esse multiplo, vai valer que yyh = y. Dessa maneira a esperanca de
tempo de retorno a um estado em (Y;,) é finita.

Para todo z € N* e y € N* vale que P(Y;"" = y) > 0. Temos ainda que P(Y;"" = o0) > 0 se
¢ > 0, enquanto que P(Yf’h = ) = 0 para ¢ = 0. Assim a cadeia é irredutivel no caso ¢ > 0 e,
no caso ¢ = 0, temos que N* é uma classe de comunicagao fechada, enquanto que oo é um estado
transiente.

Em todo caso, para cada escolha de h, existe uma tnica medida de probabilidade uj tal que

para todo n = 1:

pn(y) = D (@) PP =y) = Y pp(z)P(X"(nh) = y)

TeN* reN*

Fixando um inteiro m > 1 e um ntmero real h > 0, temos que:

pa(y) = Y, pa()P(YR" = y)

zeN*
> un(@)P(X7(mh) = y)

zeN*

2 (@) P = ).

xeN*

I

Portanto pp é uma medida invariante para (Yn"mh)ngo e, como ela é tnica, teremos que up =
Hmh-
Assim concluimos que pj, = p1 para todo A > 0 racional. Fixado um h > 0 irracional, tome

uma sequéncia de numeros racionais (hy,) que convirjam para h. Teremos que:

>0 m(@) Pyt =y)

reN*
= > (@) PX"(hn) = y)

zeN*

Z M1 (x)pzy(hn)-

zeN*

11 (y)

Cada termo dessa soma é dominado por (), que tem soma 1. Assim usando a Proposigao 4.2

e o Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos que:

Z M1 (x)pxyal)

xeN*

> i) P =y).

xeN*

p(y)

Dessa forma 1 ¢ uma probabilidade invariante para (Y;, ’h)n e, como a probabilidade invariante
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é Tnica, concluimos que p; = pp para todo h > 0. ]

Proposicao 4.13. A probabilidade 7 definida em (4.5) é a medida invariante do Processo K, caso

c> 0.

Demonstra¢do. Seja p a dnica probabilidade invariante do nosso processo que encontramos na

Proposigao 4.12. Para todo t > 0, vale que:

@ — Z M(x)pwy(w

Rearranjando os termos, teremos que para todo y € N*:

GO L L N WE L)
zeN*\{y}

As Proposicoes 4.7 e 4.8 nos fornecem os limites dos dois primeiros termos, enquanto que a
Proposigao 4.6 nos garante que p”"yT(t) converge a zero quando t \, 0 para cada = € N*\{y}.
Levando em conta que pyy(t) < P(I*(0]—) < t) < P(I*(o{—) < t), quantidade essa que nao
depende de x. Na demonstracao da Proposi¢ao 4.8 mostramos que %P(FOO (0} —) < t) converge para
’\Ty quanto t N\, 0. Portanto, para t¢ suficientemente pequeno, teremos que existe uma constante H
Py (t)

que nao depende de z, tal que == < H para todo = € N*\{y}.

Como p(x) é soméavel em x, o Teorema da Convergéncia Dominada nos garante que:

Pay(t) N0
NIE LI
zeN*\{y}

Assim obtemos que, para cada y € N*:

Adicionando a restricao de que ), i« pt(z) = 1, obteremos um sistema de equacdes cuja uma

tnica solugao ¢ a m dada em (4.5). O

Lema 4.14. Para todo t > 0 e y € N*, vale que:

0
X2t <5 X3 ()

Demonstragao. Observe que T'¥(t) — T§(t) = ct O .

Pela Proposigao 4.5, temos que P(X{(t) = o) = 0.

Ainda sabemos que I'{(c¥—) ¢ uma variavel aleatoria continua. Assim P(I'{j(c¥—) =t) = 0.

Dessa forma vamos fixar uma realizagao do processo onde X{(t) = x < w0 e T'j(6F—) # t para
todo x € N* e ¢ = 1. Tais realizagdes tém probabilidade 1.

Agora ha duas possibilidades. A primeira é que t < 7,Tp. Nesse caso teremos que para qualquer

c =0, vale que XY = y. Assim a convergéncia é trivial.
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A segunda possibilidade é que ¢ > v,Ty. Nesse caso, existe um i > 1 tal que I'fj(c¥—) <t <
I'Y(c¥). Portanto para ¢ > 0 pequeno o suficiente, teremos que I'¥(07—) < t < I'Y(c¥) e assim

XY(t) = z. 0

Proposicao 4.15. A probabilidade © definida em (4.5) é a medida invariante do processo K, caso
c=0.

Demonstragiao. Vamos denotar a probabilidade definida em (4.5) por 7
)

4.
Mostramos na Proposicio 4.5 que para todo y € N*, P(X¥(t) = o0) = 0. Assim é trivial verificar
que 0 = mo(20) = X ey mo(y) P(XY(t) = o0).

A partir de agora fixemos um z € N* arbitrario. Vamos mostrar que:

mo(z) = Y mo(y)P(XE(t) = ).

yeN*

Observemos que f;(y) = I{y = z} é uma fungdo continua e limitada. Dessa forma, pelo Lema
4.14, obtemos que f,(XZ(t)) o0, f2(XY(t)) g.c. para todo y € N*.

Assim aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada concluimos que:
c\\0
P(XY(t) = x) = E[fo(XY ()] —> E[f2(X5(1))] = P(X{(t) = x).

Como T, é invariante para (X?), teremos que para todo x € N* e t > 0:

Observando (4.5), notamos que m.(y) o0, mo(y) para todo y € N* e que 7.(y) < mo(y) para todo
y € N* e ¢ > 0. Dessa forma podemos tomar o limite ¢ N\, 0 e usar o Teorema da Convergéncia

Dominada para obter que:

mo(z) = Y, mo(y)P(XF(t) = x).

yeN*

De onde concluimos que mg € uma medida invariante para o Processo K no caso ¢ = 0. O

4.5 Gerador infinitesimal

O gerador infinitesimal é muitas vezes usado no estudo de processos estocasticos para garantir
a existéncia do processo estudado. Descrevem-se as taxas de transicao por meio de uma expressao
e argumenta-se, geralmente usando o teorema de Hille-Yosida, que existe um processo com essa
expressao como gerador.

Nos estamos indo na diregao oposta. J& temos uma constru¢ao do nosso processo e queremos
saber como ¢é o seu gerador.

Por simplicidade, vamos nos limitar ao caso homogéneo, isso é, A, = 1 para todo z € N*.

O exemplo K1 de Kendall e Reuter (1956) é o nosso Processo K homogéneo, com ¢ = 1 e

vz = 1/az41. Nesse artigo eles calcularam o gerador infinitesimal, A, de tal processo. Seu dominio
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é o conjunto das funcdes f : N* — R tal que lim,_, o w existe e vale )« [f(0) — f(2)],

série essa que tem que convergir absolutamente. Em fungoes f desse dominio, o gerador vale:

LR L N
Af(x) = Yz
7 D) = f(0)] sex=co.
yeN*

Nos vamos tratar apenas do caso ¢ = 0.
O primeiro passo sera definir a classe de fungoes sobre a qual definiremos o gerador. Essa classe
tem que ser pequena o suficiente para que o gerador esteja bem definido, mas rica o suficiente para

que ele caracterize o semigrupo. A classe adotada sera:

@={fec: S @) — f@) <0, ) (fle) - flo0)) =0, lim LE (%)

T—0
TeN* TeN* T

existe} , (4.6)

onde C é o conjunto das funcdes de N* em R continuas.

Definigao 4.1. O gerador infinitesimal A é uma fun¢io A : 9D — C, definida através do limite:

oW
Af_gl\i%fv (4.7)

onde W € o semigrupo de transi¢ao apresentado na Definigdo 3.1.

Agora vamos mostrar nas proposicoes 4.16 e 4.17 que esse limite de fato existe e calcular o seu

valor.

Proposigao 4.16. Para f € ® e x € N*, vale que:

o Y/ @) = F@) _ J(0) — [ (@) (4.8
t\0 t Yz

Demonstragao. Esse resultado vale para toda f € C. Nao facilitarA em nada nos restringir a ©.
Assim vamos fixar uma f € C e x € N* arbitrarios.

Para um € > 0 fixado arbitrariamente vamos mostrar que:

Vif(z) = f(x) _ f(0) = f(z) €

lim sup < (4.9)
N0 13 Ve

lim inf 2/ @) = @)  f(e0) = f(@) — € (4.10)
t\0 t Ve

de onde conclui-se (4.8) imediatamente.

Agora observemos que:

\I/t xIr) — T a:yt
el (0 = 1) >=y§* £ — Flayy 22
= Y U - s

yeN*\{a}
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Como f € C, podemos tomar um m € N* tal que m > x e f(y) < f(o0) + € para y > m. Com
base na Proposi¢ao 4.6 concluimos que cada termo da série acima converge para zero quanto t ™\ 0.
Portanto:

Vif(x) =

. t ) T Pay(t)
1u~tn\s(;1p — = 111?\%1;) y;ﬂ [f(w) = F()] =%

< [f(0) - f(x) + limsup 3 Lov®)

N0 S, L

= [f(0) — f(z) + €] limsup 1 - P(X*(t) <m)

t\,0 t
= /() = f(@) + ] ansup 1—11%@) _ y;n pm;(t)
Y#T

Agora usando a Proposigao 4.7, verificamos que o primeiro termo da expressao acima converge
para %, enquanto que o segundo converge para zero pela Proposigao 4.6. Dessa forma concluimos
x

(4.9). A expressao (4.10) pode ser demonstrada de forma analoga. O
Proposigao 4.17. Para f € ®, vale que:

Wi f(0) = f() f(o0) = f(z)

lim = lim (4.11)
t\0 t T Yz
Demonstragdo. Fixemos uma h € ® arbitraria. Vamos denotar por h(z) = h(z) — h(), além

disso vamos definir L = lim, o —h(2)/7s, limite que existe pela definicio de . Sem perda de
generalidade vamos supor que L > 0.

Por toda essa demonstragao, vamos supor que y; = 72 = 7, para todo x > 2. Nao perdemos
generalidade ao fazer essa suposicao porque basta trocar 1 e 2 no nosso argumento pelos estados
que tém v méaximo. Tais estados existem porque v, — 0 quando x — 0.

Outra notagao que usaremos sera:

0!
P<:):>(t) _ Z Z 'YyTiZ

zeN*\{z} =1

NZ(t)
U R Y Y

zeN*\{z,y} i=1
Para um € > 0 fixado arbitrariamente, vamos mostrar que:

U, h(o0) — h(o0)

lim sup <L+e (4.12)
N0 t

lim inf LU0 = M) S (4.13)
N0 t

de onde concluiremos (4.11) imediatamente.
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Agora vamos comecar a fazer as contas de fato.

Uyh(o0) = h(oo) = > h(x)P(XP(t) = )

reN*

= 2 h(z)P (X®(t) = = pela 1% vez)
reN*

+ Z h(z)P (X®(t) = = nao pela 1% vez)
reN*

O Lema 4.18 nos diz que o segundo termo, dividido por t converge para zero quando t N\, 0,
assim podemos nos concentrar apenas nas primeiras visitas. Usando o fato de que ), s« h(z) =0,

podemos escrever o primeiro termo da expressao acima como:

Z h(z) [P (X®(t) = x pela 1* vez) — P (X™(t) = 1 pela 1 vez)]
reN*
= Z h(z) [P (X™(t) = z pela 1* vez) — P (X®(t) = 1 pela 1% vez)]. (4.14)

z>1

Agora podemos escrever:

P (X(t) = 2 pela 1* vez) = P (X*(t) = z pela 1° vez,0f < o7})
+ P (X*(t) = z pela 1° vez,0{ > o}),

e com base nisso reescrever (4.14) como:

Z h(z) [P (X*(t) = z pela 1° vez,0f < of) — P (X*(t) = 1 pela 1% vez,of < o7)] + ¢ (4.15)

r>1

Para mostrar que < — 0 quando ¢\, 0, note que:

‘Ett Z \h(z)|P (X*(t) = x pela 1* vez, 0] > 1) (4.16)
$>1

+ Z |h(z)|P (X (t) = 1 pela 1% vez, o} > o) (4.17)
a:>1

Para dominar (4.16), note que I'<1*>(¢%) domina estocasticamente I'<!"*> (¢%). Dessa forma:

P(I=t=(of) < t, T < 1)
1 —et/m
t

~+ | =

1
;P (X*(t) =  pela 1% vez,0{ > o1) <

< P(I<1?>(0?) < t)
P(r=<'?>(o?) < 1)
! '

S

Essa tltima quantidade nao depende de x e vai a zero quando t N\ 0. Dessa forma concluimos
que (4.16) converge a zero quando t N\ 0.

Para controlar (4.17), notemos que se X (t) = 1 e o1 > 0¥ entfio o processo passou por 1 e por z
até o instante t. Como 1 > 7., usando a propriedade de falta de memoéria da exponencial nos o’s,
obtemos que a probabilidade de termos passado por 1 e por x é menor ou igual & probabilidade do

processo ter passado por x pelo menos duas vezes. Dessa forma, usando o Lema 4.18, concluimos



38 PROBABILIDADES DE TRANSICAO 4.5

que (4.16) converge a zero quando t \ 0.

Voltando a trabalhar com (4.15), notemos que, condicionado em {o¥ < o1}, 0¥ tem distribuicio
exponencial de média 1/2. Ainda vale que I'<1:¥>(e) & independente de {of,o]}. Assim se S for
uma v.a. exponencial de média 1/2 independente de todo o processo, teremos que a distribuigao de
'<L#>(4%) condicionada em of < o} sera igual a distribuigao de T'<1*>(S).

Notemos que X (t) = x pela primeira vez se e somente se I'S*7 (0]) < t < IS (07) + v, I7.

Levando em conta todas as consideragOes anteriores, se denotarmos por f, a densidade de

<L#>(8) e por F, a sua funcdo de distribuicio, podemos escrever (4.15), a menos do ¢, por:

,Zh ffx -5 —e "fl)ds
:_7211 jfm 1—e Ws>ds (4.18)

r>1

+ - Zh Jfgg l—e

x>1

) ds (4.19)

Para controlar (4.19), podemos escrever:

Zh me 1—e ?;1)

x>1

1 _t=s
|fo E 1—6 ﬂﬂ)ds

ZE
g_

Observemos que cada termo dessa série converge para zero quando t \, 0, enquanto que eles sao
dominados por |h(z)|/y1, que é somavel. Assim, usando o Teorema da Convergéncia Dominada,
concluimos que (4.19) dividido por ¢ converge para zero quando ¢\ 0.

Fazendo uma integracao por partes, obtemos que (4.18) é igual a:

3 2O me o]

2 =1 0

Como F,(t) — 0 quanto ¢ N\, 0, temos que cada termo da série acima dividido por ¢ converge
para zero quando t N\, 0. Assim podemos nos preocupar apenas com a cauda da série. Para isso
tomemos um m > 2 tal que — (x) < L + € sempre que x > m.

Como 72 > 7,, entdo ['<h o domlna estocasticamente I'<12>. Dessa forma F,(t) < Fy(t).

Com todas essas consideracoes, podemos escrever:

U,h(0) — h F. _t=s
lim sup — () (OO) < (L + €)limsup — f 2() 2 e % ds
0

NG t N0 2
_t=s
e = |ds
2

2
>
m t—s
+ Z e“/z] ds
r=3

Tr>m

1 (tF
= (L + ¢)limsup — f 2(5)
no tJo 2

t

1
— (L +¢€)limsup —
o o
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O segundo termo dessa soma vale zero ja que Fy(s) — 0 quando s N\, 0 e a soma dentro da

integral ¢é finita. Resta calcular o primeiro termo. Para isso vamos definir:

d(t) := J:F22(S) 2+ Z et%vs] ds.

>2
Vamos mostrar que ®(¢) = ¢. Faremos isso calculando a transformada de Laplace de ® e a
identificando com a da identidade.

Notemos que ® é a convolugao de duas outras fungoes; assim vamos calcular a transformada de

Laplace delas. Para um 8 > 0 fixado, usando integracao por partes, podemos calcular a transformada
de Laplace da primeira por:

Yo, 17 s
foe St 2BL e 7 fa(t)dt

= 55E [exp(=Br <12 ()}

-1
_ 1 B
B (2+§21+B%> '

Enquanto que a segunda iré valer:

[Fen [Hze—:m]dt:;@fexp{_(m;)t}dt

x>2

Multiplicando as duas, obteremos que:

o 1
f e Po(t)dt = —
0

B
Agora identificamos essa transformada de Laplace com a da identidade, ja que:
o0
1
te Pldt = —.
J, =

Dessa forma podemos concluir que:

g — 1
lim sup th(o) = h(0) < (L + €) limsup —®(¢)
N0 t ot

=L +e.

Com isso mostramos (4.12). Podemos mostrar (4.13) de forma anéloga, mas em vez de usar que
I'<b#> domina I'<12> | usaremos que I'<!> domina I'<1:*>. Também teremos que inserir = 2 na

soma que define P. O
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Lema 4.18. Para h € ®, vale que:

lim — Z |h(x) — h(00)|P (X * passou mais que 1 vez por x até o instante t) = 0. (4.20)

Demonstra¢ao. Novamente vamos supor, sem perda de generalidade, que 1 = v, para todo = € N*.
Vamos também denotar por f(z) = |h(xz) — h(c0)|.
Usando o fato que I'<*> (%) domina estocasticamente T'<1> (1) e que I'<!> tem incrementos

estacionarios e independentes, podemos estimar:

P (<" (0%) < t) < P (I~ (03) < 1)

=P <exp{—r<1>t((7%)} > e—1>
B e i )

el 10}

-~ {2 [‘t]_}2

—e (1 + ) tzy’yy>

Ty
et t+ vy

Observemos que o evento {X® passou mais que 1 vez por x até o instante ¢} estd contido
no evento {I'<*>(03) < t, v, I7 < t}. Assim usando a estimativa acima e o fato que I'S*>(03) ¢é

independente de T}, obtemos que:

1 — 7t/’Yz
- Z f(z)P (X*(t) = x nao pela primeira vez) < cte Z l Z f(z e

IEN* yeN* t+ Ty reN*

Se denotarmos por A; = {z € N* : v, > t}, podemos escrever a quantidade acima por:

1 — e_t/'Yx

~ 1_6—t/%_ Yy

zeN* yeN* TEA:

1 — e_t/’}’z

+

Z Ty Z flx

yeN* t+ Ty r¢ Ay
Vamos mostrar que os dois termos convergem a zero quando ¢ \ 0.
Para o primeiro termo notemos que, para cada t > 0 fixado, A; é um conjunto finito mas a

sua cardinalidade vai para o infinito quando ¢ N\, 0. Observemos também que, como h € ®, entao

f(x) /v, converge; assim essa quantidade é limitada por uma constante. Se denotarmos por #A4; a
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cardinalidade de A;, poderemos escrever:

1_ —t/va f(x
s ) St ) s

yeN* - Ty TEA yeAL TEA;

—2
< cte (2 ;y> nyy
yEAt ’Yy

-2
= cte ( #At> #At

N0,

< cte —
# Ay

Com isso concluimos que o primeiro termo de (4.21) converge a zero quando ¢ N\ 0.
Vamos tratar agora o segundo. Como @ converge, entdo essa sequéncia é limitada. Assim
xr

f(x) < cte v,. Juntando isso ao fato de que 1 — et < 1 podemos escrever:

-2
1 — et

Yy Z f < Z Yy Y
> < cte 1z (4.22)
g LW | A, el ¢

771’ é limitado. Nesse caso

¢ facil ver que o denominador de (4.22) diverge quando ¢ Y\, 0. Dessa forma a expressao acima

Agora vamos separar em 2 casos. O primeiro ocorre quando Zm A,

converge para zero quanto t N\ 0.

O segundo ocorre quando ng A, 4% vai para o infinito quanto ¢ ™\, 0.

Quando y ¢ A, vale que 7, < t e, consequentemente, t:@ > g—{; Portanto podemos dominar
T

(4.22) a menos da constante por:

(;27;,> Z%t\O_ -

ygEAL x¢ Ay

Teorema 4.19. A funcio A, definida nas proposicoes 4.16 e 4.17 € um gerador infinitesimal que

caracteriza o semigrupo ;.

Demonstragao. Seguindo Liggett (1985), munindo C da norma do supremo, vamos mostrar que:
1. A leva fungées de ® em C;
2. © é denso em C.
3. A imagem de I — A é densa em C, onde I é a identidade.

O item 1 é evidente de (4.8) e (4.11).

Para o item 2, tomemos uma g € C e € > 0 arbitrarios e vamos encontrar uma f € ® tal que
I —gll <e

Como g é continua, existe um ng tal que |g(x) — g(0)| < €/2 para = > ng. Fixemos tal ny.
Vamos definir f(x) = g(x) para = < ng.

Agora tomemos um m tal que =| 3" (g(z) —g(0))| < €/2 e, para ng < < ng+m, definamos

f(@) = g(0) — L300 (g(x) — g(0)).
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Para z > ng + m ou x = o, tomemos f(z) = g(0).
Como f(x) = f() para x > ng+m, entao f é continua, limy_, w =0e) oy |f(x)—
f(00)| < 00. Vale ainda que:

Portanto f € ©. Ainda sup,.5+ |f(z) — g(x)| < € por construgao. Assim concluimos que © ¢
denso em C.

Resta mostrar o item 3. Para isso vamos mostrar que a imagem de I — A é o conjunto das
funcoes continuas.

Tomemos uma g € C e vamos encontrar uma f € ® tal que f — Af = g.

Observemos que | < o e g é limitada. Assim a constante L abaixo est4 bem definida:

reN* 1+'y

L:=_<Z 11&:%) 2 e [9(z) — g(0)].

reN* reN* 1+ T

Com base nela, vamos definir:

9(00) - L se r = o0
(@) = N
1+7 [Y29(x) + g(o0) — L]  caso contréario.

Com base nessa defini¢ao, observamos que:

fa) = f0) _g@)—g®) | L

Ve 1+ I+

Usando a defini¢do de L, podemos calcular:

D) = fo) < )]

o) =g + 3 gl <o

TeN* reN* 1 + Yz 2EN* + Yz
ZN [f(@) = F(0)] = ZN o 9@ — g0 + ZN —
Ya o
= 3y ) el = 3 e low) — ()l =0

Observando (4.6), concluimos que f € D.

Para verificar que f — Af = g, observe que para z € N*:

fo0) = Af(0) = g(e0) = L — (L) = g(e0)
F(@) = Af(@) = —— [rog(a) + g(o0) — L] - (_g(aa) —g(0) L )

1+, 1+, 1+
_ %e9(@)  9(@)
Lty 147

= g(z) O
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4.6 Tempo no infinito

Na demonstracao da Proposicao 4.4 mostramos que, no caso ¢ > 0, o tempo que 0 processo
passa no infinito tem medida de Lebesgue positiva quase certamente.

Usando a Proposicao 4.5, podemos mostrar que a medida de Lebesgue do tempo em que o
processo passa no infinito vale zero quase certamente no caso ¢ = 0.

Nessa secao expandiremos um pouco o caso ¢ = 0. Especificamente apresentaremos uma maneira
de calcular a dimensao de Hausdorff do tempo em que o processo passa no infinito. Para o restante
dessa secao, consideraremos sempre que ¢ = 0.

Em vista da Proposicao 3.5, vamos considerar somente o Processo K iniciado no oo, visto que o
conjunto dos instantes onde o processo esta no infinito ao iniciar em um estado y é igual ao mesmo

conjunto do processo iniciado em c0 mas transladado.

Definigao 4.2. Vamos denotar por R a imagem de T'®. Isso é:
R:={t=>0:35>0 tal que T*(s) = t}.
Proposigao 4.20. Para quase toda realizacdo do processo, vale que:
R={t=>0:X(t) = oo}

Demonstra¢dgo. Vamos fixar uma realizagdo do nosso processo onde I' é estritamente crescente,
cadlag, limitada em compactos e limy_,o I'(t) = o0.

Nessas realizagoes, tome um ¢ € R. Assim existe um (tGnico por I' ser crescente) s = 0 tal
que I'(s) = t. Por absurdo, vamos supor que X (t) = = < o0. Assim existe um ¢ > 1 tal que
I'(of—) <t <T(oF). Portanto I'(s) < I'(¢¥). Como T & crescente, concluimos que s < o7, de onde
concluimos que I'(67 —) > I'(s) = t, o que contraria a hipotese.

Agora tomemos um ¢ > 0 tal que X (¢) = c0. Definamos s = inf{r > 0 : I'(r) > t¢}. Usando
a defini¢do do infimo e o fato de I' ser crescente e cadlag, concluimos que I'(s—) < t e I'(s) > t.
Agora, por absurdo, suponhamos que I'(s) > ¢. Assim teremos que I'(s—) < t < I'(s). Como os
pontos de descontinuidade de I' correspondem as marcas dos processos de Poisson, teremos que
existe um o7 = s, de onde concluimos a contradicdo de que X (t) = x # 0. Portanto, como néao

pode acontecer que I'(s) > ¢, teremos que I'(s) =t e assim t € R. O

Proposicao 4.21. Se denotarmos por R o fecho de R, Teremos que:
R=Ru{l(s—):s>0}

Demonstra¢ao. Novamente consideremos as realizagoes onde I' é cadlag, crescente e limitada em
compactos.

Fixado um s > 0 vamos mostrar que I'(s—) € R. Para isso tomemos uma sequéncia, (s, )n>1 tal
que s, /" s. Por definicdo, temos que I'(s,,) € R para todo n e I'(s,) — I'(s—). De onde concluimos
que I'(s—) € R.

Agora tomemos um t € R\R. Por definigio existe uma sequéncia (t,), € R tal que t, — t.

Como t, € R, existe s, tal que I'(s,,) = t,.
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Notemos que (s,,) é limitada, assim existe uma subsequéncia de (s,,) que seja convergente. Assim,
sem perda de generalidade, vamos supor que (s,) seja convergente e denotar seu limite por s.
Como s, — s, I'(sp) — t e I é cadlag, entdo temos que t € {I'(s),I'(s—)}. J& que estamos

supondo que t ¢ R, seque que t = I'(s—). O
Proposigao 4.22. ﬁ\R € quase certamente enumerdvel.

Demonstrag¢ao. O conjunto dos pontos onde I' nao é continua é {¢¥ : z € N*, ¢ > 1}. Assim temos

que R\R < {['(¢7—) : x € N*, i > 1}, que é um conjunto enumerével. O

Proposicao 4.23. I'® € um subordinador, isso é, um processo que toma valores em [0,0), iniciado

em zero, crescente, continuo a direita, que tem incrementos estaciondrios e independentes.

Demonstracao. Ja mostramos que I' é crescente e continua & direita, e basta olhar para a definicao
para ver que I'?(0) = 0.
Tomemos F; a o-algebra gerada por {I'(s) : s € [0,t]} e repare que para t,s > 0:

N (t+s)
D(t + s) =, 2 %T“f
zeN* =N (¢

Agora usando o fato das {T* : © € N*, i > 1} serem independentes e identicamente distribui-
das e os processos de Poisson terem incrementos estacionérios e independentes, teremos que essa

quantidade ¢ independente de F; e tem a mesma distribuigao que I'(s) — I'(0). O

Proposicao 4.24. O expoente de Laplace de I'{’ € dado por:

Blu)=u Y] AaVa

e 14 uy,

Isso €, para u = 0, teremos que:

E [exp {~ul (1)}] = exp {~t®(u)}

Agora temos ferramentas para calcular a dimensao de Hausdorff de R. Mas antes vamos intro-
duzir brevemente o que é a dimensao de Hausdorff de um conjunto.

Para um € > 0 e um boreliano A vamos denotar por Z.(A) a familia de todas as coberturas de
A por um numero enumeravel de intervalos de comprimento menor que e.

Para um p > 0, € > 0 e um boreliano A, definimos:

mP(A) ;= inf 1(1))?, 4.23
A) = 33(1) (423)

onde 1(I) é o comprimento do intervalo I.
Quando diminuimos €, diminuimos o niimero de coberturas possiveis, assim o infimo aumenta.

Portanto o limite de (4.23) quando € \, 0 existe e assim faz sentido definir:

m?(4) i~ lim mf(A).
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E possivel mostrar que m”(e) é uma medida sobre os borelianos de R, medida essa que chamados
de medida de Hausdorff de dimensdo p. A medida de Hausdorff de dimensdo 1 é a medida de
Lebesgue.

Também vale que se m?(A) = 0, entdo m? (A) = 0 para todo p' > p e, se m?(A) > 0, entdo
m? (A) = oo para todo p' < p.

Definigao 4.3. Definimos a dimensao de Hausdorff de um boreliano A como:
dimg(A) =sup{p >0:mf(A) < oo} =inf{p > 0:m’(A4) = 0}.
Teorema 4.25. Para todo t > 0, vale que quase certamente:

) i _ .. log®(u)
0 o¢}
dimg (R* n [0,t]) = dimg (R* n [0,t]) = h;n inf logu

(4.24)

Demonstracao. A primeira igualdade vem do fato de um conjunto enumeravel néo alterar a dimen-
sao de Hausdorff de um conjunto, enquanto que a segunda é o Corolario 5.3 de Bertoin (1999),

traduzido para a nossa notacao. O

Proposicao 4.26. Supondo que sup,eyx Ay < 00 e que existam um § > 0 e um ng € N* tal que

Vo < =0 para todo x > ng, vai valer que:

lim inf log ®(u) < 1 .
u—0  logu 1+6

(4.25)

Demonstra¢ao. Tomemos H > 0 tal que A\, < H para todo z € N*. Assim teremos que para alguma

constante C':

T gp—

1 c 1 H
e

WiHs 140
>
Fam)
ul+

Agora vamos nos concentrar na quantidade dentro dos colchetes. Para isso vamos fazer a mu-

danca de varidveis v = u1+ . Se tomarmos v inteiro maior que ng e agruparmos os termos da série

entre multiplos de v, obteremos:

c 1 H 5
;+;Z $1+6 7+Z 1+5 UOOC/’
r>ng (5) y= 1y

onde C’ é uma constante positiva.
Como u tender para o infinito é equivalente & v ir para o infinito e como o limite seguindo v

inteiro é um limitante superior para liminf, teremos que:
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log ® 1 log C'
lim inf 0g & (u) < 4+ lim inf o8
u—o  logu 1+0 u—wo logu
1
= —, O
1+9

Proposigao 4.27. Supondo que infyenx Ay > 0 e que existam um § > 0 e um ng € N* tal que

Yo = 2= (9 para todo x > ng, vai valer que:

logCD(u)> 1
u—w  logu ~ 146

(4.26)

Demonstra¢ao. Tomemos H > 0 tal que A\, = H para todo x € N*. Dessa forma:

IO p—

2eN* Uy +1
H
> ),

1+6 :
xr>n
0 <xl) +1
wI+d

Portanto, tomando u > ng, e agrupando a série em somas sobre os inteiros que estao entre os

multiplos de u, teremos que:

H
(D<U1+5) > =
1;0 () +1

o> (5
a0
H
= [UJ ygl y1+§ + 1

Dessa forma:

log ®(u) - 10g[u1741réj N 1 i H
logu ~  logu logu = ylto +1°

Como essa série é convergente, ao fazer u — o0 o segundo termo desapareceré, enquanto que o

. . e, . 1 . i
primeiro ird convergir para 15, de onde concluimos que:

log ® 1
liminf 2820 5 1 O
u—00 log u 1+9
Corolario 4.28. Supondo que inf en+ Ay > 0 € SUp ey Ax < 00 vale que:
log ® 1 -
liminf 2220 o _ (i gup 1287 (4.27)
u—0  logu r—o logx
log ® 1 -
liminf 282 5 _ (fiying 2802 (4.28)
u—0  logu z—c0  logx

sob a convengdao que —ﬁ =0e—5- = +oo.
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Demonstra¢dgo. Como estamos supondo que inf ey A, > 0, entdo limg, .47, = 0 por causa de
(2.2). Portanto:

1
lim sup 087z <0
r—o  logx

A parte da esquerda de (4.27) é a dimensao de Hausdorff de um conjunto que tem medida de
Lebesgue zero. Assim (4.27) é evidente quando limsup,_, ., lffgz: > —1.
Quando esse lim sup é estritamente menor que —1, podemos tomar § > 0 tal que:

1m sup
r—00 ogx

< —(1+9). (4.29)
Pela defini¢ao do limite superior, para todo € > 0, existe um ng € N* tal que para todo z > ng:

log 7z
log

< —(1+49) +¢,

o que implica que, v, < g~ (1+d—¢) para x > ng.

Dessa maneira, usando a Proposigao 4.26, concluimos que para todo € € (0,6), vale que:

lim inf log @ (u) < - )
u—co  logu 14+0—c¢

Como € > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que:

lim inf 282 1
u—n  logu 1+0

log vy
logx

Quando limsup,,_, > —o0, entao podemos tomar § de forma que (4.29) valha com igual-

dade, de onde concluiremos (4.27).

log v
logx

Por fim, caso limsup,._,, = —o0, entdo podemos tomar § arbitrariamente grande, de onde

concluiremos: oo ®
lim inf R ()

u—0  logu

< 0.

Para mostrar (4.28), notemos que inf en+ Az > 0 junto com (2.2) implica que:

A partir daqui podemos proceder de maneira andloga, usando a Proposigao 4.27, para mostrar

(4.28). O
Coroléario 4.29. Supondo que infyeyx Ay > 0, SUP ey Ax < 00 € limg o0 lfogglz exista, entao:
log 1 !
lim inf 222 _ <hm 08 %“") (4.30)
u—co  logu z—w logx

Demonstracao. Esse Corolario é uma consequéncia direta do Corolario 4.28. O
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Capitulo 5

Conclusoes

Nessa dissertagao fizemos um estudo razoavelmente completo sobre os Processos K nao homo-
géneos. Usamos uma abordagem construtiva e buscamos ao méaximo manter nossos argumentos em
nivel elementar, sem abusar de teorias sofisticadas.

Para estudos futuros, podemos sugerir:

e Calcular o gerador no caso nao homogéneo. Além das dificuldades 6bvias em generalizar nossos
argumentos, o fato do processo poder nao ser de Feller introduz uma dificuldade adicional de
nao podermos enxergar o semigrupo de transi¢gao como um operador sobre as fungoes continuas

de N*.

e Encontrar uma férmula mais especifica para a dimensao de Hausdorff do tempo em que o

processo passa no infinito. Nos apenas apresentamos cotas para (4.24).
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