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Resumo

Processos K começaram a ser estudados nos anos 50 como uma fonte de contraexemplos e
de comportamento patológico. Recentemente descobriu-se que eles são um limite de escalas para
modelos de armadilha, fato que voltou a trazer certa atenção para eles.

Nesse trabalho vamos adotar uma abordagem construtiva, usando-a para mostrar a propriedade
forte de Markov e calcular as taxas de transição e o gerador infinitesimal.
Palavras-chave: processos K, estados instantâneos, gerador infinitesimal.
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Abstract

K Processes were studied in the 50’s as a source of counter examples and of pathological beha-
viour. It is now know that they are a scaling limit for Trap Models, which led attention back to
them.

In this work, we will adopt a constructive approach, using it to show the strong Markov propriety,
calculate the transition rates and the infinitesimal generator.
Keywords: K processes, instantaneous states, infinitesimal generator.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Considerações Preliminares

Estudaremos uma família de processos markovianos em tempo contínuo sobre um espaço de
estados enumerável. A primeira menção desse tipo de processos foi dada por Kolmogorov (1951).
Seu objetivo era dar um exemplo de um processo que tivesse um estado com taxa de saída infinita.

Kendall e Reuter (1956) estudaram mais a fundo o exemplo de Kolmogorov, encontrando equa-
ções forward e backward para as probabilidades de transição.

Anos mais tarde, Reuter (1969) mostrou que apenas a matriz de taxas desse processo é suficiente
para caracterizar as probabilidades de transição do exemplo de Kolmogorov. Ele também introduziu
a não homogeneidade.

Os autores desses artigos abordaram o processo de uma maneira analítica. Em particular nenhum
deles deu uma construção explícita para o processo estudado, se apoiando em teoremas de existência.

Recentemente, Fontes e Mathieu (2008) revisitaram esse tipo de processo com a motivação de
que eles aparecem como limite de escala para Modelos de Armadilha. A maneira como abordamos
o processo foi muito inspirada nesse trabalho e, em especial, a construção apresentada é uma
adaptação da construção deles.

Nós estudamos uma família de processos que iremos chamar de Processos K não homogêneos,
que é uma extensão natural dos processos estudados neste último artigo. A extensão vem do fato de
darmos um peso para cada estado. Uma definição precisa do que são estes pesos será apresentada
no Capítulo 2.

A adição de pesos resultou em um comportamento inesperado. Existem Processos K não ho-
mogêneos que não apresentam a propriedade de Feller. Iremos explicitar sobre quais condições isso
acontece na Seção 4.3. Apesar disso, essa família possui propriedades que permitem que trabalhemos
quase como se estivéssemos com processos de Feller.

1.2 Contribuições

As principais contribuições deste trabalho são as seguintes:

• Apresentamos os Processos K não homogêneos de maneira construtiva, numa abordagem que
- até onde sabemos - não aparece em outros textos.
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2 INTRODUÇÃO 1.3

• Calculamos explicitamente a matriz de taxas do Processo K. Assim fornecemos uma maneira
de ligar nossa construção, quando c ą 0, com os textos dos anos 50 e 60 citados anteriormente
que não usa a teoria das formas de Dirichlet.

• Encontramos o gerador infinitesimal no caso homogêneo para c “ 0.

1.3 Organização do Trabalho

No Capítulo 2 vamos construir o Processo K não homogêneo e apresentar algumas definições
básicas.

O Capítulo 3 vai nos fornecer ferramentas para trabalhar. Nele vamos apresentar uma maneira
de aproximar processos K por processos markovianos de Saltos e provar a propriedade forte de
Markov.

No Capítulo 4 vamos focar nas probabilidades de transição. Mostraremos que elas são funções
contínuas no tempo e calcularemos suas derivadas na origem. Isso nos permitirá encontrar a medida
invariante do processo. Aprofundando um pouco mais no cálculo de taxas de transição, exibiremos
o gerador infinitesimal do processo no caso homogêneo.

Por fim mostraremos um resultado relativo à dimensão de Hausdorff do tempo em que o processo
passa no infinito.



Capítulo 2

Construção do processo

2.1 Definições

Tomemos N˚ “ t1, 2, 3, . . .u A esse conjunto adicionaremos um novo símbolo, que denotaremos
por 8. Chamaremos esse novo conjunto de sN˚.

O Processo K será um processo estocástico em tempo contínuo, cujo espaço de estados será sN˚.
Chamaremos os elementos de sN˚ de estados ou sítios do processo.

Como parâmetros do processo, teremos uma família de números reais estritamente positivos,
tγx, λx : x P N˚u, além de uma constante c P r0,8q. Para um estado x P N˚, podemos interpretar
γx como o tempo médio para o processo sair de x enquanto que λx vai controlar a taxa com que o
processo tende a entrar em x. O parâmetro c controla o tempo em que o estado fica em 8.

Seguindo Fontes e Mathieu (2008), iremos definir o Processo K através de uma construção.
Para tanto consideremos um espaço de probabilidade que admita as seguintes famílias de variáveis
aleatórias independentes:

• tNx : x P N˚u: processos pontuais de Poisson independentes, onde Nx tem taxa λx para cada
x P N˚.

• tT0u Y tT
x
n : x P N˚, n “ 1, 2, 3, . . .u: variáveis aleatórias exponenciais de média 1.

Para t ě 0, denotaremos por Nxptq o número de marcas do processo de Poisson Nx no intervalo
r0, ts, marcas essas que iremos denotar por 0 ă σx1 ă σx2 ă . . . .

Agora podemos definir um processo estocástico auxiliar, que será nossa principal ferramenta para
trabalhar com o Processo K. Para t ě 0 e y P sN˚, sob a convenção que γ8 “ 0 e

ř0
n“1 γxT

x
n “ 0,

definimos:

Γptq :“ Γyc ptq “ γyT0 `
ÿ

xPN

Nxptq
ÿ

n“1

γxT
x
n ` ct (2.1)

Vamos impor algumas restrições sobre nossos parâmetros:

ÿ

xPN˚
λxγx ă `8 (2.2)

ÿ

xPN˚
λx “ 8 (2.3)

3



4 CONSTRUÇÃO DO PROCESSO 2.3

A primeira fará com que Γ seja quase certamente (q.c.) finita para todo t P R`, enquanto que a
segunda fará com que o conjunto tσxi : x P N˚, i ě 1u seja denso em R. Veremos na Seção 2.2 que
o Processo K sem essa segunda condição é bastante simples.

Denotaremos o Processo K com condição inicial y P sN˚ por Xy
c . Ele é definido para um instante

t ě 0 por:

Xptq “ Xy
c ptq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

y, se t ă γyT0

x, se Γyc pσxi ´q ď t ă Γyc pσxi q para algum i

8, caso contrário.

(2.4)

Para que essa definição faça sentido o limite a esquerda Γpσxi ´q deve existir. Isso será estabele-
cido na Proposição 3.3.

Omitiremos a condição inicial ou o parâmetro c das notações quando estes puderem ficar su-
bentendidos.

Essa construção nos dá um acoplamento de Processos K com parâmetros pλx, γxqxPN˚ para toda
condição inicial y e todo c ě 0.

2.2 Visualização do Processo

Unicamente para essa seção suporemos que
ř

xPN˚ λx ă 8. Veremos que o Processo K com
essa suposição é bastante simples. Usaremos essa simplicidade para explicar como nossa construção
funciona. No resto do texto é assumido (2.3), que é exatamente o oposto.

A sobreposição de todos os processos de Poisson tNx : x P N˚u é um processo de Poisson de taxa
ř

xPN˚ λx. Assim podemos q.c. enumerar as marcas desse processo, denotando-as por σ1 ă σ2 ă . . ..
O gráfico da função Γ, fora das marcas σ1, σ2, . . ., é uma reta de inclinação c e, nas marcas,

essa função dá saltos de tamanho γxT xi , para algum x e algum i. A Figura 2.1 ilustra uma possível
realização de Γ.

Uma maneira de enxergar o Processo K é olhar para o eixo das ordenadas do gráfico de Γ. Se
projetarmos um ponto t desse eixo no gráfico e ele “cair” em um salto da Γ, isso significa que no
instante t o processo está no estado x cujo processo de Poisson gerou esse salto; caso contrário o
processo está no 8.

Com essa visualização, é fácil perceber que o Processo K é um processo markoviano de saltos.
Caso c ą 0, iniciando em um estado y, o processo permanece nesse estado um tempo exponencial

de média γy. Passado esse tempo ele pula para o 8 onde permanece um tempo exponencial de
média c

ř

xPN˚ λx
, que é o tempo que demora para encontrarmos outra marca de um processo de

Poisson. Depois disso escolhemos um novo estado y com probabilidade λy
ř

xPN˚ λx
, e reiniciamos o

procedimento.
Caso c “ 0, o processo permanecerá em cada estado x um tempo exponencial de média γx, e

escolhe pular para um novo estado y com probabilidade λy
ř

xPN˚ λx
. Nesse caso o 8 nunca é visitado.

Vale até mesmo que X8p0q ‰ 8 q.c. . De fato, para cada y P N˚, P pX8p0q “ yq “
λy

ř

xPN˚ λx
.



2.3 TOPOLOGIA SOBRE O ESPAÇO DE ESTADOS 5
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Figura 2.1: Um exemplo de realização de Γ quando
ř

xPN˚ λx ă 8.

2.3 Topologia sobre o espaço de estados

Será útil para alguns resultados munirmos sN˚ de uma topologia. Para isso considere a seguinte
métrica:

dpx, yq “

∣∣∣∣1

x
´

1

y

∣∣∣∣ , (2.5)

para x, y P sN˚, sob a convenção de que 1
8
“ 0.

Essa métrica induz uma topologia bastante natural, onde todo x P N˚ é um ponto isolado, e
uma sequência converge ao 8 nessa topologia se ela divergir para infinito da maneira usual.

Notemos que uma função f : sN˚ Ñ R é contínua se e somente se fp8q “ limxÑ8 fpxq.
Vale ainda que essa métrica é completa e gera uma topologia compacta. Assim temos boas

propriedades para trabalhar.
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Capítulo 3

Propriedades básicas do Processo K

Nesse capítulo estabeleceremos resultados que serão ferramentas básicas para trabalhar com o
Processo K durante o resto da dissertação.

Apresentaremos uma maneira de aproximar o Processo K por processos markovianos de salto,
bem como provaremos que o Processo K é fortemente markoviano.

3.1 Observações gerais

Nessa seção apontaremos várias observações sobre o Processo K, que serão usadas à exaustão
em seções subsequentes.

Proposição 3.1. Γ é q.c. estritamente crescente.

Demonstração. Como estamos supondo que
ř

xPN˚ λx “ 8, então o conjunto das marcas dos pro-
cessos de Poisson é q.c. densa em R`. Em outras palavras, quase certamente, para todo 0 ď s ă t,
teremos que existe um x P N˚ e i ě 1 tal que s ă σxi ă t. Dessa forma, usando a definição de Γ,
temos que:

Γptq ´ Γpsq ě γxT
x
i ą 0.

Proposição 3.2. Com probabilidade 1, Γptq é finito para todo t ě 0.

Demonstração. Usando o Teorema da Convergência Monótona, podemos calcular:

E rΓyptqs “ γy ` t
ÿ

xPN˚
λxγx ` ct ă 8

Assim para cada t ě 0 fixo, temos que Γptq é quase certamente finito. Tomando uma sequência
tn Ñ 8 quando n Ñ 8, temos que P pX8n“1tΓ

yptnq ă 8u X tΓ é crescenteuq “ 1. Assim para
realizações dentro desse evento, temos que Γptnq ă 8 para todo n, e assim para cada t ě 0

arbitrário podemos escolher um n tal que tn ą t. Dessa maneira Γptq ă Γptnq ă 8.

Proposição 3.3. A função Γ é quase certamente càdlàg, isso é, contínua à direita e tem limites à
esquerda.

Demonstração. Fixemos uma realização de Γ onde ela seja crescente e limitada em compactos.
Vamos pedir ainda que cada processo de Poisson Nx, x P N˚, seja localmente finito. Tais realizações
têm probabilidade 1.

7



8 PROPRIEDADES BÁSICAS DO PROCESSO K 3.1

O fato de Γ ser crescente e limitada em compactos já estabelece diretamente a existência dos
limites à direita e à esquerda. Agora resta mostrar a continuidade à direita.

Para isso fixemos um t ě 0 arbitrário. Para s ą 0 temos:

Γpt` sq ´ Γptq “ cs`
ÿ

xPN˚

Nxpt`sq
ÿ

i“Nxptq`1

γxT
x
i .

Para cada x, como Nx é localmente finito, vale que Nxpt`sq “ Nxptq para s pequeno o suficiente.
Dessa forma cada termo da série em x converge à zero. Encarando essa soma como uma integral
sobre uma medida de contagem e usando o Teorema da Convergência Monótona, concluímos que:

lim
sŒ0

Γpt` sq ´ Γptq “ 0.

Proposição 3.4. Para todo t ą 0, i ě 1 e x P N˚ vale que Γptq, Γpσxi q e Γpσxi ´q são variáveis
aleatórias com distribuição absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue.

Demonstração. Primeiramente fixemos um t ą 0 e mostraremos que Γptq tem distribuição absolu-
tamente contínua em relação à Lebesgue.

Fixemos um boreliano A arbitrário que tenha medida de Lebesgue zero. Vamos mostrar que
P pΓptq P Aq “ 0.

Para cada n P N˚, vale que:

P

˜

n
ÿ

i“1

γxT
x
i P A

¸

“ 0,

já que as T xi são variáveis aleatórias contínuas e independentes.
Dessa forma vale que:

P

¨

˝

Nxptq
ÿ

i“1

γxT
x
i P A

˛

‚“

8
ÿ

n“0

P

˜

n
ÿ

i“1

γxT
x
i P A

¸

e´λxtpλxtq
n

n!

“ It0 P Aue´λxt

Assim se denotarmos por ν a distribuição de
ř

xě2

řNxpsq
i“1 γxT

x
i e denotarmos por A ` s o

conjunto A transladado por s, teremos que:

P

¨

˝

ÿ

xPN˚

Nxptq
ÿ

i“1

γxT
x
i P A

˛

‚“

ż

νpdsqP

¨

˝

N1ptq
ÿ

i“1

γ1T
1
i P A´ s

˛

‚.

Observemos que 0 P A´ s se e somente se s P A, dessa forma a expressão acima vale νpAqe´λ1t.
Utilizando indução, concluímos que para todo n P N˚, vale que:

P

¨

˝

ÿ

xPN˚

Nxptq
ÿ

i“1

γxT
x
i P A

˛

‚“ exp

#

´t
n
ÿ

x“1

λx

+

P

¨

˝

ÿ

xąn

Nxptq
ÿ

i“1

γxT
x
i P A

˛

‚

ď exp

#

´t
n
ÿ

x“1

λx

+

.
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Como
ř

xPN˚ λx “ 8, tomando valores de n cada vez maiores, concluímos que:

P

¨

˝

ÿ

xPN˚

Nxptq
ÿ

i“1

γxT
x
i P A

˛

‚“ 0.

Observando a definição de Γ, concluímos a primeira parte dessa proposição:

P pΓptq P Aq “ 0.

Fixado i ě 1 e x P N˚, se denotarmos por gxi a densidade de uma distribuição gamma de
parâmetros λx e i, que é a lei de σxi , teremos que:

P

¨

˝

ÿ

z‰x

Nzpσxi q
ÿ

j“1

γzT
z
j ` cσ

x
i P A

˛

‚“

ż 8

0
P

¨

˝

ÿ

z‰x

Nzpsq
ÿ

j“1

γzT
z
j P A´ cs

˛

‚gxi psqds.

Usando argumentos análogos aos que usamos para provar que Γptq é uma variável contínua,
concluímos que a probabilidade que está sendo integrada vale zero, e portanto a integral também
vale zero.

Por construção, observamos que:

Γyc pσ
x
i q “ γyT0 `

i
ÿ

j“1

γxT
x
j `

ÿ

z‰x

Nzpσxi q
ÿ

j“1

γzT
z
j ` cσ

x
i ,

Γyc pσ
x
i ´q “ γyT0 `

i´1
ÿ

j“1

γxT
x
j `

ÿ

z‰x

Nzpσxi q
ÿ

j“1

γzT
z
j ` cσ

x
i .

Dessa forma tanto Γpσxi q quanto Γpσxi ´q são somas de variáveis aleatórias contínuas e indepen-
dentes, sendo portanto também contínuas.

Proposição 3.5. Para todo y P N˚ e t ě 0, vale que Xypt` γyT
y
0 q “ X8ptq.

Demonstração. Fixemos um y P N˚ e observemos que Γypsq “ Γ8psq ` γyT
y
0 para todo s ě 0.

Fixada uma realização do processo, suponha que X8ptq “ x P N˚; assim existe um i ě 1 tal
que Γ8pσxi ´q ď t ă Γ8pσxi q. Dessa forma, somando γyT

y
0 aos termos dessa desigualdade, temos

que Γypσxi ´q ď t` γyT
y
0 ă Γypσxi q. E portanto Xypt` γyT

y
0 q “ x.

Com raciocínio análogo, chegamos que se Xypt ` γyT
y
0 q “ x P N˚, então X8ptq “ x. De onde

concluímos a igualdade desejada.

Proposição 3.6. O Processo K é quase certamente càdlàg.

Demonstração. Iremos mostrar que o processo iniciado no 8 é càdlàg, o que irá mostrar que o
processo é càdlàg para qualquer condição inicial, visto que, iniciando em y, iremos permanecer em
y até γyT

y
0 , e depois continuaremos como uma cópia do processo iniciado no 8.

Fixemos uma realização do processo, T ą 0 e ε ą 0 arbitrários. Seguindo Billingsley (1999),
vamos mostrar que existem 0 “ t0 ă t1 ă . . . ă tN “ T tais que wrti´1, tiq ă ε para todo i “
1, . . . , N , onde wpAq “ supt,sPA dpX

8ptq, X8psqq para A Ď R. Lembrando que estamos trabalhando
com a métrica (2.5) sobre sN˚.
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Tomemos um m P N˚ tal que diamtx P sN˚ : x ą mu “ 1
m`1 ă ε, onde diampAq é o diâmetro do

conjunto A.
Agora tomemos S1 ă . . . ă SM uma ordenação dos conjunto tσxi : x ď m, i ě 1, Γpσxi q ď T u.

Finalmente fixemos N “ 2M`1 se ΓpSM q ă T e N “ 2M se ΓpSM q “ T . Tomemos t0 “ 0, tN “ T

e para i “ 1, . . . ,M :

t2i´1 “ ΓpSi´q

t2i “ ΓpSiq.

Se t P rΓpSi´q,ΓpSiqq, temos que Xptq é constante, enquanto que se t P rΓpSi´1q,ΓpSi´qq,
temos que Xptq ą m. Assim a variação nesse intervalo é menor ou igual à 1

m ă ε. O mesmo ocorre
nos intervalos rt0, t1q e rtN´1, tN q.

Proposição 3.7. pXptqqtě0 é q.c. contínuo fora de tΓp0q,Γpσxi ´q,Γpσ
x
i q : x P N˚u.

Demonstração. Tomemos t um ponto de descontinuidade de X. Como X é càdlàg, então existe um
ε ą 0 tal que dpXptq, Xpt´qq ą ε. Fixemos um T ą t e tomemos 0 “ t0 ă t1 ă . . . ă tN “ T

como na demonstração da Proposição 3.6. Se t R tt0, . . . , tNu, então existe um i tal que t P pti, ti`1q.
Assim temos que wrti, ti`1q ě dpXptq, Xpt´qq ą ε, o que contraria a nossa escolha de tt0, . . . , tNu.

Assim temos que t “ ti para algum i. Como os ti’s sempre foram escolhidos do conjunto proposto,
temos que eles são os únicos candidatos possíveis para pontos de descontinuidade.

Corolário 3.8. Qualquer t ą 0 é quase certamente um ponto de continuidade do processo K.

Demonstração. Mostramos que o conjunto dos pontos de pontos de descontinuidade do processo
está contido em tΓp0q,Γpσxi ´q,Γpσ

x
i q : x P N˚u.

Observando a Proposição 3.4, concluímos que todo t ą 0 é q.c. um ponto de continuidade do
processo.

3.2 Aproximações

Nessa seção vamos introduzir o que chamaremos de processos truncados, que serão processos
markovianos de saltos que irão convergir para o Processo K original.

Primeiramente, para n P N˚ e y P t1, . . . , n,8u, vamos definir:

Γpnqptq :“ Γy,pnqc ptq “ γyT0 `

n
ÿ

x“1

Nxptq
ÿ

i“1

γxT
x
i ` ct.

O processo truncado em n P N˚, com estado inicial y P t1, . . . , n,8u será:

Xpnqptq “ Xy,pnq
c ptq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

y, se t ă γyT0

x, se Γ
y,pnq
c pσxi ´q ď t ă Γ

y,pnq
c pσxi q para algum i

8, caso contrário.

Proposição 3.9. O processo Xpnq é càdlàg e markoviano.
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Demonstração. Quando truncamos o processo K, ele se comporta de maneira análoga ao caso
analisado na Seção 2.2, assim processo Xpnq é um processo Markoviano de saltos, construído para
ser contínuo à direita.

Construímos tXpnqunPN˚ e X num mesmo espaço de probabilidade. Assim é natural perguntar
se Xpnq converge para X de alguma forma.

Teorema 3.10. X8,pnqp‚q converge para X8p‚q q.c. na métrica de Skorohod quando nÑ8.

Amétrica de Skorohod é uma métrica sobre o espaço das trajetórias càdlàg que permite pequenas
distorções temporais. Como referência recomendamos Billingsley (1999) e Ethier e Kurtz (1986).

Demonstração. Essa demonstração foi adaptada diretamente do Lema 3.11 de Fontes e Mathieu
(2008).

A Proposição 5.3 do Capítulo 3 de Ethier e Kurtz (1986) nos diz que uma sequências de trage-
tórias càdlàg pxnq converge para outra tragetória càdlàg x se e somente se para todo T ą 0 existir
uma sequência de funções λn : r0,8q Ñ r0,8q bijetoras, crescentes e Lipschitz contínuas tais que:

lim
nÑ8

sup
0ďtďT

d pxnptq, xpλnptqqq “ 0

lim
nÑ8

sup
0ďtďT

|λnptq ´ t| “ 0.

Vamos mostrar que essa propriedade é válida quase certamente.
Como o processo sempre se inicia no 8, não vamos mais carregar esse índice na notação.
Fixemos uma realização do processo e um T ą 0. Para cada naturalm, considere δm :“ diamtx P

sN˚ : x ą mu “ 1
m`1 . Tome ainda 0 “ Sm0 ă Sm1 ă . . . uma ordenação de t0u Y tσxi : x ď m, i ě 1u.

Considere ainda, para cada n ą m:

Lmn :“ min
!

i ě 1 : ΓpnqpSmi q ě T
)

.

O conjunto tσxi : x ą m, i ě 1u é denso; assim, para n suficientemente grande, ΓpnqpSmi`1´q ą

ΓpnqpSmi q para todo i ă Lmn .
Para esses valores de n, definimos λmn : r0,8q Ñ R` da seguinte forma:

λmn ptq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ΓpSmi q `
ΓpSmi`1´q´ΓpSmi q

ΓpnqpS
pmq
i`1´q´ΓpnqpSmi q

“

t´ ΓpnqpSmi q
‰

se ΓpnqpSmi q ď t ď ΓpnqpSmi`1´q

ΓpSmi`1´q ´ ΓpnqpSmi`1´q ` t se ΓpnqpSmi`1´q ď t ď ΓpnqpSmi`1q

ΓpSmLmn q ´ ΓpnqpSmLmn q ` t se t ą ΓpnqpSmLmn q

Para entendermos o que motivou essa definição, observemos que para i “ 0, . . . Lmn , temos que:

λmn pΓ
pnqpSmi ´qq “ ΓpSmi ´q

λmn pΓ
pnqpSmi qq “ ΓpSmi q,

enquanto que nos pontos interiores interpolamos λmn de maneira linear. Depois de ΓpnqpSmLmn q, dei-
xamos λmn evoluir de maneira linear com coeficiente 1, já que isso não terá mais importância.
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Como Γptq ě Γpnqptq para todo n P N˚, temos que λmn ptq ě t. Usando a linearidade por partes,
o fato de que Γpσxi q “ Γpσxi ´q ` γxT

x
i e ΓpnqpSmLmN

q ě T , teremos que:

sup
0ďtďT

|λmn ptq ´ t| ď max
0ďiďLmn

tΓpSmi q ´ ΓpnqpSmi qu.

Essa quantidade converge quase certamente a zero se mantivermos o m fixo e jogarmos o n para
infinito. Assim para cada m existe um nm tal que para n ě nm vale que:

sup
0ďtďT

|λmn ptq ´ t| ă δm.

Podemos tomar a sequência pnmqmě1 de modo que ela seja crescente. Agora vamos “invertê-la”,
isso é, para cada n em ZX rni´1, niq, definimos mn “ i. Teremos que:

sup
0ďtďT

|λmnn ptq ´ t| ă δmn .

Observemos que mn vai ao infinito quando nÑ8 já que nm é finito para cada m fixado.
Por construção, t P rΓpnqpSmi ´q,Γ

pnqpSmi qq se e somente se λmn ptq P rΓpSmi ´q,ΓpS
m
i qq. Assim,

para cada x P t1, . . . ,mu, temos que Xpλmn ptqq “ x se e somente se Xpnqptq “ x. De onde concluímos
que:

sup
0ďtďT

d
´

Xpλmn ptqq, X
pnqptq

¯

ď δm.

Tomando λ̃n “ λmnn , concluímos que:

sup
0ďtďT

|λ̃nptq ´ t|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0

sup
0ďtďT

dpXpλ̃nptqq, X
pnqptqq

nÑ8
ÝÝÝÑ 0

Corolário 3.11. Para todo y P sN˚, todo T ą 0 e quase toda trajetória do processo, existe uma
sequência de funções λyn : r0,8q Ñ r0,8q contínuas e bijetoras tais que:

λynptq ě t

sup
tPr0,T s

|λynptq ´ t| ď sup
tPr0,T s

|λ8n ptq ´ t|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0 (3.1)

sup
0ďtďT

dpXypλynptqq, X
y,pnqptqq ď sup

0ďtďT
dpX8pλnptqq, X

8,pnqptqq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Dessa forma, temos que Xy,pnq converge q.c. para Xy na métrica de Skorohod, sendo essa con-
vergência uniforme em y.

Demonstração. Fixado um T ą 0, tomemos λn : r0,8q Ñ r0,8q como na demonstração do
Teorema 3.10. Elas são funções contínuas crescentes tais que quase certamente:

λnptq ě t

sup
0ďtďT

|λnptq ´ t|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0

sup
0ďtďT

dpX8pλnptqq, X
8,pnqptqq

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.
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Tomemos λ8n “ λn e para y P N˚ definimos:

λynptq “

$

&

%

t, se t ă γyT0

γyT0 ` λnpt´ γyT0q, se t ě γyT0

Sabemos pela Proposição 3.5 que o processo iniciado em um y P N˚ permanece em y até o
instante γyT0. Depois disso ele será uma cópia do processo iniciado no 8. Dessa forma forma
concluímos (3.1).

3.3 Propriedade de Markov

O objetivo dessa seção é provar que o Processo K é markoviano. Nossa estratégia será mostrar
que a propriedade de Markov se mantém quando tomamos os limites dos processos truncados
introduzidos na Seção 3.2.

Note que nem sempre o limite de processos markovianos é um processo markoviano. Para de-
monstrar que essa propriedade é mantida, vamos usar diversas propriedades da nossa construção,
em particular da convergência dos processos truncados uniformemente na condição inicial.

Uma dificuldade introduzida ao aceitar pesos não homogêneos é a de que o processo pode não
ser de Feller. Isso acontece porque podem existir estados y “grandes”, onde γy também é grande;
assim iniciar o processo nesses estados é diferente de iniciar no 8. Mostraremos isso com detalhes
na Seção 4.3.

Vamos contornar esse problema usando o fato que esses estados onde γy é grande são visitados
com probabilidade baixa. Essa ideia será formalizada pela Proposição 3.12.

De forma intuitiva, se pxnq é uma sequência de estados que converge um estado para x em sN˚

e estes estados de fato podem ser visitados pelo Processo K em um tempo finito, então Ψtpxnq

converge para Ψtpxq, onde Ψt é o semigrupo de transição definido abaixo. Usaremos esse tipo de
ideia no lugar da propriedade de Feller.

Definição 3.1. Denotaremos por pΨtqtą0 o semigrupo de transição do Processo K, isso é, para
t ą 0 e f : sN˚ Ñ R:

Ψtfpxq “ E rfpXxptqqs

Proposição 3.12. Seja Vt :“ YsPr0,tstXpsquzt8u o conjunto de estados visitados pelo processo até
o instante t. Então:

ÿ

xPVt

γx ă 8,

quase certamente para todo t ą 0.

Demonstração. Primeiramente fixemos um t ą 0 arbitrário.
Denotemos por V 1t “ tx P N˚ : Nxptq ě 1u. Quase certamente vale que:

ÿ

xPV 1t

γxT
x
1 ď Γptq ă 8.

Se denotarmos por ν a distribuição de V 1t sobre o conjunto das partes de N˚, como V 1t só depende
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dos processos de Poisson tNx : x P N˚u e como esses são independentes de tT x1 : x P N˚u, temos
que:

1 “ P

¨

˝

ÿ

xPV 1t

γxT
x
1 ă 8

˛

‚

“

ż

P

˜

ÿ

xPV

γxT
x
1 ă 8

¸

νpdV q

Portanto, para ν quase todo V Ď N˚ vale que P p
ř

xPV γxT
x
1 ă 8q “ 1. Fixado um V desses,

teremos que
ř

xPV γx ă 8, já que uma soma de variáveis aleatórias exponenciais independentes é
finita q.c. se e somente se a soma de suas médias convergir - ver Teorema 2.3.2 de Norris (1998).

Com isso concluímos que para ν quase todo V vale que
ř

xPV γx ă 8, ou seja,
ř

xPV 1t
γx ă 8

q.c. .
Agora fixemos uma sequência ptnq, com tn Õ8. Com probabilidade 1 vai valer que

ř

xPV 1tn
γx ă

8 para todo n.
Notemos que V 1t Ď V 1s sempre que t ď s. Para qualquer t ą 0, existe um n tal que tn ą t, e

portanto:
ÿ

xPV 1t

γxT
x
1 ď

ÿ

xPV 1tn

γxT
x
1 ă 8

Voltando a trabalhar com Vt, notemos que se s ă t, então Vs Ď Vt. Observemos ainda que, por
construção, V 1t “ VΓptq.

Agora fixemos uma realização do processo, onde Γptq Ñ 8 quando t Ñ 8 e
ř

xPV 1t
γx ă 8

para todo t. Pelo argumento anterior tais realizações têm probabilidade 1. Nelas, para um t ą 0

arbitrário, vai existir um s ą 0 tal que Γpsq ą t. Dessa forma:

ÿ

xPVt

γx ď
ÿ

xPVΓpsq

γx “
ÿ

xPV 1s

γx ă 8.

De onde concluímos o que desejávamos.

Proposição 3.13. Para f : sN˚ Ñ R contínua e t, s ą 0 fixados arbitrariamente, vale que q.c. :

lim
nÑ8

ΨsfpX
pnqptqq “ ΨsfpXptqq (3.2)

Demonstração. Usando o Corolário 3.8, temos que t é q.c. um ponto de continuidade do processo
original. Assim, como Xpnq converge q.c. para X na métrica de Skorohod, ele também converge
pontualmente nos pontos de continuidade de X. Portanto Xpnqptq Ñ Xptq q.c. quando nÑ8.

Vamos fixar agora uma dessas realizações e denotar por yn “ Xpnqptq e y “ Xptq. Vamos separar
em dois casos.

O primeiro admite que existe um n0 tal que yn “ y para todo n ą n0. Nesse caso (3.2) é
evidente.

O segundo caso é o contrário do primeiro, isso é, para todo n0 existe um n ą n0 tal que yn ‰ y.
Como yn Ñ y, então concluímos que y não é um ponto isolado; como o único ponto que não é
isolado em sN˚ é o 8, concluímos que y “ 8.

Vamos ignorar os índices n onde yn “ 8, visto que neles a igualdade em (3.2) é trivial.
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Tomemos um r ą 0 tal que Γp1qpr´q ą t e t1 “ Γprq. Se um estado x P N˚ foi visitado por
um processo truncado Xpnq até o instante t, então Γpnqpσx1´q ď t. Como Γpnq é não decrescente em
n, então σx1 ă r. Já que Γp‚q é crescente, valerá que Γpσx1´q ă Γprq “ t1. Portanto se x P N˚ foi
visitado por um processo truncado, então x P Vt1 .

Dessa forma, usando a Proposição 3.12 e o fato de que yn Ñ8, concluímos que γyn Ñ 0 quando
nÑ8.

Se tomarmos um n suficientemente grande teremos que γynT0 ă s. Dessa forma usando a
Proposição 3.5 teremos que:

Ψsfp8q ´Ψsfpynq “ E rfpX8psqq ´ fpXynpsqqs

“ E rfpX8psqq ´ fpX8ps´ γynT0qqs

Pelo Corolário 3.8, s é q.c. um ponto de continuidade de X8 e, como γynT0 converge à zero,
temos que a quantidade dentro da esperança acima converge quase certamente à zero. Como f é
contínua - e, portanto, limitada - o Teorema da Convergência Dominada nos garante que a esperança
também converge à zero.

Teorema 3.14. O Processo K é um processo markoviano.

Demonstração. Fixamos m ě 1, t1 ă t2 ă . . . ă tm`1 e f1, . . . , fm`1 : sN˚ Ñ R funções contínuas.
Como Xpnq é markoviano, se denotarmos por Ψn o semigrupo de transição do processo truncado,

teremos que:

E
”

f1pX
pnqpt1qq . . . fmpX

pnqptmqqfm`1pX
pnqptm`1qq

ı

(3.3)

“ E
”

f1pX
pnqpt1qq . . . fmpX

pnqptmqqΨ
n
tm`1´tmfm`1pX

pnqptmqq
ı

O Corolário 3.8 nos garante que q.c. t1, . . . , tm`1 são pontos de continuidade do processo e, como
a convergência na métrica de Skorohod garante a convergência pontual nos pontos de continuidade,
temos que fipXpnqptiqq Ñ fipXptiqq q.c. já que fi é contínua, i “ 1, . . . ,m` 1.

Temos ainda que f1, . . . fm`1 são limitadas porque são funções contínuas num espaço compacto.
Assim, usando o Teorema da Convergência Dominada, teremos que a parte da esquerda de (3.3)
converge para:

E rf1pXpt1qq . . . fmpXptmqqfm`1pXptm`1qqs .

Agora vamos estimar a parte da direita por:

E
”

f1pX
pnqpt1qq . . . fmpX

pnqptmqqΨtm`1´tmfm`1pX
pnqptmqq

ı

` εn. (3.4)

Usando a Proposição 3.13, temos que a parte da esquerda de (3.4) converge para:

E
“

f1pXpt1qq . . . fmpXptmqqΨtm`1´tmfm`1pXptmqq
‰

.

Resta mostrar que εn Ñ 0. Para simplificar a notação, vamos denotar por s “ tm`1´ tm, t “ tm
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e g “ fm`1. Usando o fato de f1, . . . , fm serem limitadas, teremos que:

|εn| ď C
∣∣∣E ”

Ψn
s gpX

pnqptqq ´ΨsgpX
pnqptqq

ı∣∣∣ ,
onde C é uma constante positiva.

Como a parte interna dessa esperança pode ser dominada por 2‖g‖, se mostrarmos que ela con-
verge quase certamente para zero, seguirá do Teorema da Convergência Dominada que a esperança
também converge à zero.

Com o mesmo argumento que usamos na demonstração da Proposição 3.13, temos que existe
um t1 ą 0 tal que Xpnqptq P Vt1 para todo n. Dessa forma:∣∣∣Ψn

s gpX
pnqptqq ´ΨsgpX

pnqptqq
∣∣∣ ď sup

yPVt1

|Ψn
s gpyq ´Ψsgpyq|

A Proposição 3.12 nos garante que, para quase todo Vt1 , a condição da Proposição 3.15 é satis-
feita. Portanto a quantidade acima vai à zero q.c. .

Dessa forma podemos concluir que:

E rf1pXpt1qq . . . fmpXptmqqfm`1pXptm`1qqs “ E
“

f1pXpt1qq . . . fmpXptmqqΨtm`1´tmfm`1pXptmqq
‰

.

Proposição 3.15. Seja A Ď N˚ tal que

lim
nÑ8

suptγx : x P A e x ą nu “ 0,

sob a convenção de que supH “ 0. Tomemos ainda f : sN˚ Ñ R contínua e t ą 0. Nessas condições:

sup
yPA

|Ψn
t fpyq ´Ψtfpyq|

nÑ8
ÝÝÝÑ 0, (3.5)

onde Ψn denota o semigrupo de transição de Xpnq.

Demonstração. Mostremos primeiramente que cada “termo” de (3.5) converge para zero, ou seja,
mostremos que Ψn

t fpyq Ñ Ψtfpyq quando nÑ8 para qualquer y P A fixado.

Ψn
t fpyq ´Ψtfpyq “ E

”

fpXy,pnqptqq ´ fpXyptqq
ı

(3.6)

O Corolário 3.8 nos garante que t é q.c. um ponto de continuidade de Xy, assim Xy,pnqptq Ñ

Xyptq q.c. quando nÑ8 e, como f é contínua, concluímos que fpXy,pnqptqq Ñ fpXyptqq q.c. .
Mas f também é limitada e assim considerando o Teorema da Convergência Monótona concluí-

mos que (3.6) converge à zero quando nÑ8.
Com isso o caso em que A é finito é trivial; portanto vamos supor que A é infinito.
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Tomemos λyn como no Corolário 3.11 para um T ą t qualquer. Vale que:

sup
yPA

|Ψn
t fpyq ´Ψtfpyq| “ sup

yPA

∣∣∣E ”

fpXy,pnqptqq ´ fpXyptqq
ı∣∣∣ (3.7)

ď sup
yPA

∣∣∣E ”

fpXy,pnqptqq ´ fpXypλynptqqq
ı∣∣∣

` sup
yPA
|E rfpXypλynptqqq ´ fpX

yptqqs| .

Vamos tratar os dois termos dessa soma separadamente.
Por (3.1), temos que para todo y, quase certamente:

dpXy,pnqptq, Xypλynptqq ď sup
sPr0,T s

dpX8,pnqpsq, X8pλ8n psqq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0. (3.8)

Como f é uma função contínua em um espaço compacto, ela é uniformemente contínua. Isso é,
para todo ε ą 0, existe um δε ą 0 tal que se dpx, yq ă δε então |fpxq ´ fpyq| ă ε.

Dessa forma, fixado um ε ą 0 arbitrário, teremos que:

sup
yPA

∣∣∣E ”

fpXy,pnqptqq ´ fpXypλynptqqq
ı∣∣∣

ď sup
yPA

∣∣∣E ”´

fpXy,pnqptqq ´ fpXypλynptqqq
¯

ItdpXy,pnqptq, Xypλynptqq ă δεu
ı∣∣∣

` 2}f} sup
yPA

P
´

dpXy,pnqptq, Xypλynptqq ě δε

¯

ď ε` 2}f}P

˜

sup
sPr0,T s

dpX8,pnqpsq, X8pλ8n psqq ě δε

¸

.

Essa última quantidade converge para ε quando n Ñ 8 devido à (3.8). Como ε foi escolhido
arbitrariamente, concluímos que o primeiro termo de (3.7) converge à zero.

Para calcular o segundo termo, notemos que aquela quantidade, para cada y P A fixado vai à
zero, já que t é q.c. um ponto de continuidade do processo e λynptq Ñ t quando nÑ8. Dessa forma
existe uma sequência pknq tal que kn

nÑ8
ÝÝÝÑ 8 onde:

max
yďkn
yPA

|E rfpXypλynptqqq ´ fpX
yptqqs| nÑ8ÝÝÝÑ 0.

Agora vamos tomar δn “
a

suptγx : x P A e x ą knu. Por hipótese, temos que δn Ñ 0. Notemos
ainda que suptP pγyT0 ą δnq : y P A, y ą knu “ e´

1
δn Ñ 0 quanto nÑ8.

Como δn Ñ 0, vamos apenas considerar n suficientemente grande, de forma que δn ă t ď λynptq.
A segunda desigualdade vale de acordo com (3.1). Usando a Proposição 3.5 e separando nos casos
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γyT0 ă δn e γyT0 ě δn, teremos que:

sup
yąkn
yPA

|E rfpXypλynptqqq ´ fpX
yptqqs|

ď sup
yąkn
yPA

E |rfpX8pλynptq ´ γyT0qq ´ fpX
8pt´ γyT0qqs ItγyT0 ă δnu| (3.9)

` 2}f} sup
yąkn
yPA

P pγyT0 ą δnq.

Nós escolhemos δn de forma que o segundo termo dessa soma vá à zero quando nÑ8. Podemos
dominar o primeiro termo por:

E

»

—

–

sup
yąkn
yPA

sup
0ďsďδn

|fpX8pλynptq ´ sqq ´ fpX8pt´ sqq|

fi

ffi

fl

.

A variável sobre a qual estamos tomando esperança é dominada por 2}f}. Portando se mostrar-
mos que ela converge q.c. para zero, valerá que sua esperança também vai a zero.

Fixado um ε ą 0, tomemos ε1 ą 0 tal que dpx, yq ă ε1 implique que |fpxq´ fpyq| ă ε; isso existe
por causa da continuidade uniforme de f .

Como t é q.c. um ponto de continuidade de X8, existe um ε2 tal que se |s| ă ε2, então
dpX8t , X

8
t`sq ă

ε1

2 .
Assim se tomarmos n0 tal que para todo n ą n0, δn ă ε2

2 e sup0ďsďT |λ
8
n psq ´ s| ă

ε2

2 , teremos
que, para todo y P sN˚ e s ď δn:

|λynptq ´ s´ t| ď |λ
y
nptq ´ t| ` |s| ď sup

rPr0,T s
|λ8n prq ´ r| ` |s| ă ε2

|t´ s´ t| “ |s| ă ε2.

Portanto temos que:

dpX8pλynptq ´ sq, X
8pt´ sqq ď dpX8pλynptq ´ sq, X

8ptqq ` dpX8ptq, X8pt´ sqq ă ε1.

De onde finalmente concluímos que quase certamente para todo n ą n0:

sup
yąkn
yPA

sup
0ďsďδn

|fpX8pλynptq ´ sqq ´ fpX8pt´ sqq| ă ε.

Como ε foi tomado arbitrariamente, concluímos que essa quantidade vai a zero q.c. .

3.4 Propriedade Forte de Markov

Um resultado clássico - ver, por exemplo, Fristedt e Gray (1997) - diz que um processo de Feller
markoviano é fortemente markoviano. Já comentamos que o Processo K não homogêneo pode não
ser de Feller, mas ele goza de algumas propriedades que irão possibilitar demonstrar a propriedade
forte de Markov de forma análoga à maneira pela qual a demonstramos para processos de Feller.
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Para cada t ě 0, vamos denotar por Ft a σ-álgebra gerada por tXpsq : s P r0, tsu. Chamamos
a família tFt : t ě 0u de filtração mínima associada ao processo X. Vamos denotar ainda por F a
σ-álgebra do espaço de probabilidades onde estamos trabalhando.

Definição 3.2. Dizemos que uma variável aleatória positiva τ é um tempo de parada em relação à
uma filtração pFtqtě0 quando tτ ď tu P Ft para todo t ą 0.

Definição 3.3. A σ-álgebra associada à um tempo de parada τ será denotada por Fτ e é definida
por:

Fτ “ tA P F : AX tτ ď tu P Ft @t ě 0u .

Definição 3.4. Dizemos que um processo estocástico é fortemente markoviano quando:

P pXpt` τq P Aq “

ż

dP pXpτq “ yqP pXyptq P Aq,

para todo t ą 0, A boreliano e τ tempo de parada q.c. finito.

Intuitivamente, um processo estocástico é fortemente markoviano se a sua distribuição depois
de um tempo de parada não depender do que aconteceu antes desse tempo de parada.

Teorema 3.16. O Processo K é fortemente markoviano.

Demonstração. Fixada uma f : sN˚ Ñ R contínua e τ um tempo de parada sobre pFtqtě0 q.c. finito.
Vamos mostrar que quase certamente:

E rfpXpτ ` tq|Fτ s “ ΨtfpXpτqq, (3.10)

Para cada h ą 0, denotemos por:

τh :“ inf tt ě τ : t “ kh, k P Nu .

Observemos que τh ď t se e somente se τ ď ttuh, onde ttuh :“ maxtkh ď t : k P Nu Assim
tτh ď khu P Fttuh Ď Ft e portanto τh é um tempo de parada para a filtração pFtqtě0. Notemos
ainda que τ ď τh ă τ ` h. Assim τh é q.c. finito e τh Ñ τ q.c. quando hÑ 0.

Como em tempo discreto a propriedade de Markov é equivalente à propriedade forte de Markov,
então teremos que para todo h ą 0 e k P N vale que:

E rfpXpτh ` khqq|Fτhs “ ΨkhfpXpτhqq.

Fixemos um t ą 0 e tomemos h “ t{k, reescrevendo a expressão acima teremos que:

E rfpXpτh ` tqq|Fτhs “ ΨtfpXpτhqq. (3.11)

Vamos mostrar agora que para todo h ą 0, Fτ Ď Fτh . Para isso tomemos um A P Fτ e um t ě 0

arbitrários. Como tτ ď tu Ď tτh ď tu, então:

AX tτh ď tu “ AX tτ ď tu X tτh ď tu.
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Observemos agora que AX tτ ď tu P Ft porque A P Fτ , enquanto que tτh ď tu P Ft porque τh
é tempo de parada. Assim concluímos que A X tτh ď tu P Ft e, como isso vale para todo t, então
A P Fτh .

Usando a definição de esperança condicional em (3.11), teremos que para todo evento B P Fτ Ď
Fτh :

E rfpXpτh ` tqqItBus “ E rΨtfpXpτhqqItBus . (3.12)

Agora iremos fazer hŒ 0 através de “divisores” de t.
Como f é uma função contínua e como X é um processo contínuo à direita e τh Œ τ quando

hŒ 0, então fpXpτh ` tqq Ñ fpXpτ ` tqq q.c. , e como f é limitada, então a parte da esquerda de
(3.12) converge para:

E rfpXpτ ` tqqItBus ,

quando hŒ 0.
Consideremos que tenhamos mostrado que ΨtfpXpτhqq Ñ ΨtfpXpτqq q.c. quando hŒ 0. Com

isso, já que Ψtf é limitada, teremos que a parte da direita de (3.12) convergirá para:

E rΨtfpXpτqqItBus .

Dessa forma, para todo B P Fτ , valerá que:

E rfpXpτ ` tqqItBus “ E rΨtfpXpτqqItBus .

Como ΨtfpXpτqq é mensurável em Fτ , concluímos que:

E rfpXpτ ` tqq|Fτ s “ ΨtfpXpτqq,

que é exatamente (3.10).
Portanto só resta mostrar que:

ΨtfpXpτhqq
hŒ0
ÝÝÝÑ
q.c.

ΨtfpXpτqq. (3.13)

É exatamente nesse ponto que nossa demonstração vai divergir da demonstração clássica. Se
nosso processo fosse de Feller, então Ψtf seria uma função contínua e essa convergência seria evi-
dente. Para contornar esse problema, vamos usar a Proposição 3.12 de maneira parecida à que
fizemos quando queríamos mostrar a propriedade de Markov simples.

Fixemos uma realização do processo onde
ř

xPVt
γx ă 8 para todo t, τ ă 8 e Xpτhq Ñ Xpτq

quando hÑ 0. Tais realizações têm probabilidade 1.
Tomemos uma sequência hn Œ 0 arbitrária. Vamos mostrar que:

ΨtfpXpτhnqq
nÑ8
ÝÝÝÑ ΨtfpXpτqq. (3.14)

Se isso valer para toda sequência hn, então concluiremos (3.13). Sem perda de generalidade
podemos olhar apenas para as sequências onde hn ď 1 para todo n.

Se existir um n0 tal que n ą n0 implica que Xpτhnq “ Xpτq, então (3.14) é evidente.
Assim vamos supor o contrário, ou seja, que para todo n0 existe um n ą n0 tal que Xpτhnq ‰
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Xpτq. Dessa forma concluímos que Xpτq não é um ponto isolado de sN˚. Como 8 é o único ponto
que não é isolado na topologia de sN˚, então Xpτq “ 8.

Vamos denotar por yn “ Xpτhnq. Desconsideraremos os índices n onde yn “ 8, já que neles a
igualdade em (3.14) é óbvia.

Como hn ď 1 e τh ă τ ` h, vale que yn P Vτ`1 para todo n. Assim concluímos que γyn Ñ 0

através da Proposição 3.12 já que yn Ñ8.
Se tomarmos um n grande o suficiente, de forma que γynT0 ă t, usando a Proposição 3.5,

teremos que:

fpX8ptqq ´ fpXynptqq “ fpX8ptqq ´ fpX8pt´ γynT0qq.

Esta quantidade vai a zero q.c. porque γynT0 Ñ 0 q.c. quando n Ñ 8, t é q.c. um ponto de
continuidade do processo e f é uma função contínua.

Como f é limitada, utilizando o Teorema da Convergência Dominada, concluíremos que:

Ψtfp8q ´Ψtfpynq “ E rfpX8ptqq ´ fpXynptqqs
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.
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Capítulo 4

Probabilidades de transição

Nesse capítulo nos concentraremos em problemas ligados às probabilidades de transição do
Processo K. Primeiramente trataremos de problemas relacionados à continuidade das mesmas, para
depois calcularmos suas derivadas na origem. Isso nos permitirá calcular a medida invariante do
processo. Por fim exibiremos o gerador infinitesimal no caso homogêneo e fecharemos o capítulo
estudando a dimensão de Hausdorff do tempo em que o Processo K passa no infinito.

4.1 Continuidade das probabilidades de transição

Para deixar a nossa notação menos carregada, vamos introduzir a seguinte definição para x, y P
sN˚ e t ą 0:

pxyptq :“ P pXxptq “ yq.

Denotaremos ainda por P ptq a “matriz” cujas entradas sejam pxyptq.
Nessa seção vamos estudar a continuidade dessas funções. Começaremos com uma caracterização

básica das mesmas.

Proposição 4.1. Para todo x, y, z P sN˚ e t, s ą 0 vale que:

1. pxyptq ě 0

2.
ÿ

yPsN˚
pxyptq “ 1

3. pxypt` sq “
ÿ

zPsN˚
pxzptqpzypsq

4. pxyp‚q é uma função Lebesgue mensurável.

Demonstração. Os três primeiros itens são consequência direta da definição de pxy e da proprie-
dade de Markov do processo. Para o quarto, consideremos Xx,pnq como na Seção 3.2 e definiremos
pnxyptq :“ P pXx,pnqptq “ yq. Observemos que pnxy é Lebesgue mensurável porqueXx,pnq é um processo
markoviano de saltos.

Fixado x P sN˚ e y P N˚, notemos que fypzq :“ Itz “ yu é uma função contínua e todo t ą 0

fixado é q.c. um ponto de continuidade de Xx. Assim podemos usar o Teorema 3.10, junto com o
Teorema da Convergência Dominada, para concluir que pnxyptq

nÑ8
ÝÝÝÑ pxyptq.

23
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Assim, como limite de funções mensuráveis também é uma função mensurável, teremos que para
todo x P sN˚ e y P N˚, pxy é uma função mensurável.

Por fim, temos que px8ptq “ 1 ´
ř

yPN˚ pxyptq. Assim px8 é limite de funções mensuráveis, e
portanto também mensurável.

Proposição 4.2. Para todo x, y P sN˚, pxyp‚q é uma função contínua em p0,8q.

Demonstração. Esse é um dos itens do Teorema 1 da primeira seção da parte II (pg. 120) de Chung
(1967).

Proposição 4.3. Para x P N˚,
lim
tŒ0

pxxptq “ 1. (4.1)

Demonstração. Como x P N˚, temos que:

pxxptq ě P pγxT
x
0 ą tq “ e

´ t
γx

tŒ0
ÝÝÑ 1.

Proposição 4.4. Caso c ą 0, vale que:

lim
tŒ0

p88ptq “ 1. (4.2)

Demonstração. Consideremos a função:

θptq “

ż t

0
ItX8psq “ 8uds.

.
Pela construção do processo, temos que θptq ě cΞptq, onde Ξptq é a inversa de Γ8ptq.
Como Γ8ptq é q.c. finito para todo t, então Ξptq ą 0 q.c. . Portanto Erθptqs ą 0. Usando o

teorema de Fubini obtemos que:

Erθptqs “
ż t

0
p88psqds

Assim obtemos que o conjunto dos t ą 0 onde p88ptq ą 0 tem medida de Lebesgue positiva.
Em particular existe um s ą 0 tal que p88psq ą 0. Fixemos tal s.

Tomemos uma sequência arbitrária ptnq, onde tn Œ 0 e p88ptnq convirja para um número real
u quanto nÑ8. Se mostrarmos que u “ 1, seguirá que o limite dado em (4.2) existe e vale 1.

Usando as proposições 4.1 e 4.2, obteremos que:

p88psq “ lim
nÑ8

p88ps` tnq “ lim
nÑ8

ÿ

xPsN˚
p8xpsqpx8ptnq

Pela Proposição 4.3, se x P N˚ então px8ptnq Ñ 0 quando n Ñ 8. Cada termo dessa soma é
menor ou igual à p8xpsq, que é somável em x. Assim usando o Teorema da Convergência Dominada,
concluímos que:

p88psq “ p88psqu.

Já que p88psq ą 0, concluímos que u “ 1.

Proposição 4.5. Caso c “ 0, para todo x P sN˚ e t ą 0, temos que px8ptq “ 0.
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Demonstração. Essa demonstração é uma adaptação direta do Lema 3.15 de Fontes e Mathieu
(2008).

Para m P sN˚ definimos:

θmptq :“

ż t

0
I tX80 psq ě mu ds

Estamos interessados em estimar θptq :“ θ8ptq. Para isso notemos que θmptq é decrescente em
m. Dessa forma, se Ξ for a função inversa de Γ8, teremos que:

θ8ptq ď θmptq “
ÿ

xěm

Ξptq
ÿ

i“1

γxT
x
i .

Como θmptq ď t, essa série em x converge. Assim temos que limmÑ8 θmptq “ 0 q.c. e, portanto,
θptq “ 0 q.c. . Dessa forma também vale que Erθptqs “ 0. Agora usando o teorema de Fubini,
teremos:

0 “ E
„
ż t

0
I tX80 psq “ 8u ds



“

ż t

0
P tX80 psq “ 8u ds

“

ż t

0
p88psqds

Dessa forma concluímos que p88ptq “ 0 para Lebesgue quase todo t. A continuidade de p88
nos diz que p88ptq “ 0 para todo t ą 0.

Agora tomemos um x P N˚ arbitrário. Condicionando no valor de γxT0 e usando a Proposição
3.5 teremos que:

px8ptq “

ż t

0
p88pt´ sq

1

γx
e
´ s
γx ds.

Portanto para todo t ą 0 vale que px8ptq “ 0.

4.2 Matriz Q

Nessa seção vamos calcular a matriz de taxas de transição do Processo K. Vamos definí-la pelo
limite:

Q “ lim
tŒ0

P ptq ´ I

t
,

onde I é a matriz identidade.
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Vamos mostrar que, para o caso c ą 0, essa matriz vale:

Q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´ 1
γ1

0 0 ¨ ¨ ¨ 1
γ1

0 ´ 1
γ2

0 ¨ ¨ ¨ 1
γ2

0 0 ´ 1
γ3

¨ ¨ ¨ 1
γ3

...
...

...
. . .

...
λ1
c

λ2
c

λ3
c ¨ ¨ ¨ ´8

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Enquanto que no caso c “ 0, teremos:

Q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´ 1
γ1

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ´ 1
γ2

0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 ´ 1
γ3

¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

. . .
...

8 8 8 ¨ ¨ ¨ ´8

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Proposição 4.6. Sejam x, y P N˚, x ‰ y, vale que:

lim
tŒ0

pxyptq

t
“ 0.

Demonstração.

pxyptq

t
“

1

t

ż t

0
P pXxptq “ y|γxT0 “ sq

1

γx
e
´ s
γx ds

“
1

t

ż t

0
P pX8pt´ sq “ yq

1

γx
e
´ s
γx ds

ď
1

tγx

ż t

0
p8ypt´ sqds

“
1

tγx

ż t

0
p8ypsqds.

Como p8yptq Ñ 0 quando tŒ 0, então a quantidade acima também converge à zero.

Proposição 4.7. Para x P N˚, vale que:

lim
tŒ0

pxxptq ´ 1

t
“ ´

1

γx

Demonstração.

pxxptq “ P pγxT
x
0 ą tq `

ż t

0
P pXxptq “ y|γxT0 “ sq

1

γx
e
´ s
γx ds

“ e
´ t
γx `

ż t

0
p8ypt´ sq

1

γx
e
´ s
γx ds

Fazendo contas análogas às da Proposição 4.6, podemos mostrar que o segundo termo dessa soma,
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dividido por t, vai para zero quando tŒ 0. Tratando o primeiro termo obtemos:

e
´ t
γx ´ 1

t

tŒ0
ÝÝÑ ´

1

γx
.

Dessa forma:
lim
tŒ0

pxxptq ´ 1

t
“ ´

1

γx
.

Proposição 4.8. Para x P N˚, vale que:

lim
tŒ0

p8xptq

t
“

$

&

%

λx
c se c ą 0

8 se c “ 0

Demonstração.

p8xptq

t
“

1

t
P

˜

8
ď

i“1

tΓ8pσxi ´q ď t ă Γ8pσxi qu

¸

“
P pΓ8pσx1´q ď t ă Γ8pσx1 qq

t
`

1

t
P

˜

8
ď

i“2

tΓ8pσxi ´q ď t ă Γ8pσxi qu

¸

“
P pΓ8pσx1´q ď tq

t
´
P pΓ8pσx1 q ď tq

t
`

1

t
P

˜

8
ď

i“2

tΓ8pσxi ´q ď t ă Γ8pσxi qu

¸

(4.3)

Agora vamos mostrar que o segundo termo dessa soma vai a zero quando tŒ 0.

P pΓ8pσx1 q ď tq

t
“

1

t
P

¨

˝γxT
x
1 `

ÿ

y‰x

Nypσx1 q
ÿ

i“1

γyT
y
i ` cσ

x
1 ď t

˛

‚

ď
1

t
P

¨

˝γxT
x
1 `

ÿ

y‰x

Nypσx1 q
ÿ

i“1

γyT
y
i ď t

˛

‚

“
1

t

ż t

0
P

¨

˝

ÿ

y‰x

Nypσx1 q
ÿ

i“1

γyT
y
i ď t´ s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γxT
x
1 “ s

˛

‚

1

γx
e
´ s
γx ds

ď
1

γxt

ż t

0
P

¨

˝

ÿ

y‰x

Nypσx1 q
ÿ

i“1

γyT
y
i ď t´ s

˛

‚ds

“
1

γxt

ż t

0
P

¨

˝

ÿ

y‰x

Nypσx1 q
ÿ

i“1

γyT
y
i ď s

˛

‚ds

Quando s Ñ 0, a probabilidade dentro da integral converge para zero pela Proposição 3.4.
Portanto o segundo termo de (4.3) converge à zero.

Agora notemos que, como Γ8 é não decrescente e σx1 ă σxi para i ě 2, então Γ8pσx1 q ď Γ8pσxi ´q

e, assim, o evento no terceiro termo de (4.3) está contido no evento do segundo termo. Como
mostramos que o segundo termo vai a zero, teremos que o terceiro também irá.
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Resta calcular o limite do primeiro termo. Ao fazer isso estaremos também calculando o limite
desejado.

Faremos isso usando o Teorema Tauberiano, que relaciona o comportamento a função de distri-
buição de uma variável aleatória positiva perto do zero com o comportamento de sua transformada
de Laplace no infinito. Seguiremos o enunciado do TeoremaXIII.5.1 de Feller (1971).

O primeiro passo é calcular a transformada da Laplace φ de Γ8pσx1´q. Podemos calculá-la para
um u ě 0:

φpuq :“ E
”

e´uΓ8pσx1´q
ı

“ E

»

–exp

$

&

%

´u

¨

˝cσx1 `
ÿ

y‰x

Nypσx1 q
ÿ

i“1

γy

˛

‚

,

.

-

fi

fl

“

ż 8

0
E

»

–exp

$

&

%

´u

¨

˝ct`
ÿ

y‰x

Nyptq
ÿ

i“1

γyT
y
i

˛

‚

,

.

-

fi

flλxe
´λxtdt

“

ż 8

0
e´uct E

»

–exp

$

&

%

´u
ÿ

y‰x

Nyptq
ÿ

i“1

γyT
y
i

,

.

-

fi

flλxe
´λxtdt.

Vamos nos concentrar na esperança que aparece na expressão acima. Usando a independência
dos Processos de Poisson e das exponenciais envolvidas e o Teorema da Convergência Dominada,
concluímos que ela vale:

ź

y‰x

E

»

–exp

$

&

%

´u

Nyptq
ÿ

i“1

γyT
y
i

,

.

-

fi

fl

“
ź

y‰x

8
ÿ

n“0

E

«

exp

#

´u
n
ÿ

i“1

γyT
y
i

+ff

e´λytpλytq
n

n!

“
ź

y‰x

8
ÿ

n“0

pE rexp t´uγyT
y
1 usq

n e
´λytpλytq

n

n!

“
ź

y‰x

e´λyt
8
ÿ

n“0

1

n!

ˆ

λyt

1` uγy

˙n

“
ź

y‰x

e´λyt exp

"

λyt

1` uγy

*

“ exp

#

´ut
ÿ

y‰x

λyγy
1` uγy

+

.

Voltando à expressão original, obteremos que:

φpuq “

ż 8

0
e´uct exp

#

´ut
ÿ

y‰x

λyγy
1` uγy

+

λxe
´λxtdt

“ λx

˜

λx ` uc` u
ÿ

y‰x

λyγy
1` uγy

¸´1

.
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Por enquanto vamos nos concentrar no caso c ą 0. Para u, v ą 0 teremos que:

φpuvq

φpuq
“

λx ` uc`
ř

y‰x
uλyγy
1`uγy

λx ` uvc`
ř

y‰x
uvλyγy
1`uvγy

“

λx
u ` c`

ř

y‰x
λyγy

1`uγy

λx
u ` vc`

ř

y‰x
vλyγy

1`uvγy

.

Notemos que quando u vai ao infinito, os termos de cada uma das somas vai a zero monotona-
mente com u; assim usando o Teorema da Convergência Monótona, teremos que:

lim
uÑ8

φpuvq

φpuq
“

1

v
.

Com isso verificamos a condição do Teorema Tauberiano, de onde obtemos que:

lim
tŒ0

P pΓ8pσx1´q ď tq

φp1
t q

“ 1

Dessa maneira, se mostrarmos que φp 1
t
q

t converge para λx
c quando t Œ 0, teremos mostrado o

nosso resultado.

φp1
t q

t
“

1

t
λx

˜

λx `
c

t
`

ÿ

y‰x

1

t

λxγx
1` γx

t

¸´1

“ λx

˜

tλx ` c`
ÿ

y‰x

λxγx
1` γx

t

¸´1

.

Novamente cada termo da soma vai a zero monotonamente quanto t Œ 0, assim pelo Teorema
da Convergência Monótona, teremos que limtŒ0

φp 1
t
q

t “ λx
c .

Para tratar o caso c “ 0 observemos que nossa construção do Processo K permite que acoplemos
várias versões do processo, com c diferentes em um mesmo espaço de probabilidade. Basta usar os
mesmos processos de Poisson e variáveis exponenciais para todos eles. Assim vamos colocar um
índice c em Γyc para denotar com qual valor de c estamos trabalhando.

Notemos que, para todo y P sN˚, Γyc é crescente com c e, portanto, P pΓ8c pσx1´q ď tq é monótona
em c. Dessa forma teremos que, para todo c ą 0:

lim inf
tŒ0

P pΓ80 pσ
x
1´q ď tq

t
ě lim inf

tŒ0

P pΓ8c pσ
x
1´q ď tq

t
“
λx
c
.

Tomando c ą 0 cada vez menores, concluiremos que P pΓ80 pσ
x
1´qq

t

tŒ0
ÝÝÑ 8.

Proposição 4.9.

lim
tŒ0

p88ptq ´ 1

t
“ ´8.

Demonstração. O caso c “ 0 é trivial em vista da Proposição 4.5. Assim vamos supor que c ą 0.
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Para todo n P N˚, teremos que:

p88ptq ´ 1

t
“ ´

ÿ

xPN˚

p8xptq

t
ď ´

n
ÿ

x“1

p8xptq

t
. (4.4)

Usando a Proposição 4.8, obtemos que a parte da direita converge para ´
řn
x“1

λx
c , quantidade

essa que vai para ´8 quando nÑ8. Como a desigualdade (4.4) vale para todo n, concluímos que:

lim
tŒ0

p88ptq ´ 1

t
“ ´8.

Proposição 4.10. Para x P N˚, vale que:

lim
tŒ0

px8ptq

t
“

$

&

%

1
γx

se c ą 0

0 se c “ 0.

Demonstração. Novamente o caso c “ 0 é trivial em vista da Proposição 4.5. Assim vamos supor
que c ą 0.

px8
t
“

1

t

ż t

0
P pXxptq “ 8|γxT0 “ sq

1

γx
e
´ s
γx ds

“
1

t

ż t

0
p88pt´ sq

1

γx
e
´ s
γx ds

“
e´t

γx

1

t

ż t

0
p88psqe

s
γx ds.

A Proposição 4.4 nos diz que p88ptq
tŒ0
ÝÝÑ 1, de onde concluímos que:

px8ptq

t

tŒ0
ÝÝÑ

1

γx
.

4.3 Propriedade de Feller

Uma observação interessante que fizemos sobre Processos K não homogêneos é que eles podem
não ser de Feller. Depois de calcular as taxas de transição, finalmente temos ferramentas para
especificar explicitamente quando isso acontece.

Dizemos que um processo markoviano é de Feller se seu semigrupo Ψt apresentado na Definição
3.1 levar funções contínuas em funções contínuas.

Proposição 4.11. São equivalentes:

1. lim
xÑ8

γx “ 0

2. O Processo K é um processo de Feller.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que se γx Ñ 0 quando x Ñ 8, então o Processo K
é de Feller.

Fixemos um t ą 0 e uma f : sN˚ Ñ R contínua. Queremos mostrar que Ψtf é uma função
contínua, isso é, que Ψtfpyq Ñ Ψfp8q quando y Ñ8.
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Notemos que:
Ψtfp8q ´Ψtfpyq “ E rfpX8ptqq ´ fpXyptqqs .

Como a quantidade dentro da esperança é limitada por 2}f}, então, se mostrarmos que ela vai
quase certamente à zero, seguirá pelo Teorema da Convergência Dominada que a esperança também
irá a zero.

Como γy Ñ 0, então γyT0 Ñ 0 q.c. . Assim, tomando y suficientemente grande, teremos que
γyT0 ă t. Portanto usando a Proposição 3.5, teremos que:

fpX8ptqq ´ fpXyptqq “ fpX8ptqq ´ fpX8pt´ γyT0qq.

O Corolário 3.8 nos garante que t é quase certamente um ponto de continuidade do processo,
assim X8pt ´ γyT0q

yÑ8
ÝÝÝÑ X8ptq q.c. e, como f é contínua, concluímos que a quantidade acima

converge a zero q.c. .
Agora vamos mostrar que se γx não converge para zero quando xÑ8, então o processo não é

de Feller.
Se γx não convergir a zero, então existe um δ ą 0 e uma sequência crescente pynqn tal que

γyn ą δ para todo n.
Por absurdo, vamos supor que o processo seja de Feller. Assim teremos que para todo y P N˚ e

t ą 0 vale que pxyptq Ñ p8yptq quando xÑ8. Usando a Proposição 3.5 teremos que:

pynyptq “

ż t

0

1

γyn
e
´ s
γyn p8ypt´ sqds ď

1

δ

ż t

0
p8ypt´ sqds.

Tomando limite nÑ8 obteremos:

p8yptq ď
1

δ

ż t

0
p8ypt´ sqds

“
1

δ

ż t

0
p8ypsqds.

Como p8yptq Ñ 0 quando tŒ 0, concluiremos que:

p8yptq

t

tŒ0
ÝÝÑ 0,

o que contradiz a Proposição 4.8.

4.4 Medida invariante

O objetivo dessa seção é mostrar que a seguinte distribuição de probabilidade é uma medida
invariante para o Processo K:

πpxq :“

$

&

%

λxγx
c`

ř

yPN˚ λyγy
se x P N˚

c
c`

ř

yPN˚ λyγy
se x “ 8

(4.5)

Proposição 4.12. O Processo K tem uma única distribuição invariante.
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Demonstração. Fixemos um número real h ą 0 e consideremos uma cadeia de Markov em tempo
discreto pY y,h

n qně0 dada por Y y,h
n “ Xypnhq.

Fixado um estado y P N˚, definamos M “ minti ě 1 : γyT
y
i ą hu. M é uma variável aleatória

com distribuição geométrica com probabilidade de sucesso dada por e´
h
γy . Observemos que Xy

t “ y

para todo t P rΓypσyM´q,Γ
ypσxM´q ` γyT

y
M q e, como γyT

y
M ą h, existe um múltiplo de h nesse

intervalo. Assim se nh for esse múltiplo, vai valer que Y y,h
n “ y. Dessa maneira a esperança de

tempo de retorno à um estado em pYnq é finita.
Para todo x P sN˚ e y P N˚ vale que P pY x,h

1 “ yq ą 0. Temos ainda que P pY x,h
1 “ 8q ą 0 se

c ą 0, enquanto que P pY x,h
1 “ 8q “ 0 para c “ 0. Assim a cadeia é irredutível no caso c ą 0 e,

no caso c “ 0, temos que N˚ é uma classe de comunicação fechada, enquanto que 8 é um estado
transiente.

Em todo caso, para cada escolha de h, existe uma única medida de probabilidade µh tal que
para todo n ě 1:

µhpyq “
ÿ

xPsN˚
µhpxqP pY

x,h
n “ yq “

ÿ

xPsN˚
µhpxqP pX

xpnhq “ yq

Fixando um inteiro m ě 1 e um número real h ą 0, temos que:

µhpyq “
ÿ

xPsN˚
µhpxqP pY

x,h
m “ yq

“
ÿ

xPsN˚
µhpxqP pX

xpmhq “ yq

“
ÿ

xPsN˚
µhpxqP pY

x,mh
1 “ yq.

Portanto µh é uma medida invariante para pY ‚,mhn qně0 e, como ela é única, teremos que µh “
µmh.

Assim concluímos que µh “ µ1 para todo h ą 0 racional. Fixado um h ą 0 irracional, tome
uma sequência de números racionais phnq que convirjam para h. Teremos que:

µ1pyq “
ÿ

xPsN˚
µ1pxqP pY

x,hn
1 “ yq

“
ÿ

xPsN˚
µ1pxqP pX

xphnq “ yq

“
ÿ

xPsN˚
µ1pxqpxyphnq.

Cada termo dessa soma é dominado por µ1pxq, que tem soma 1. Assim usando a Proposição 4.2
e o Teorema da Convergência Dominada, concluímos que:

µ1pyq “
ÿ

xPsN˚
µ1pxqpxyphq

“
ÿ

xPsN˚
µ1pxqP pY

x,h
1 “ yq.

Dessa forma µ1 é uma probabilidade invariante para pY ‚,hn qn e, como a probabilidade invariante
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é única, concluímos que µ1 “ µh para todo h ą 0.

Proposição 4.13. A probabilidade π definida em (4.5) é a medida invariante do Processo K, caso
c ą 0.

Demonstração. Seja µ a única probabilidade invariante do nosso processo que encontramos na
Proposição 4.12. Para todo t ą 0, vale que:

µpyq

t
“

ÿ

xPsN˚
µpxq

pxyptq

t

Rearranjando os termos, teremos que para todo y P N˚:

0 “ µp8q
p8yptq

t
` µpyq

pyyptq ´ 1

t
`

ÿ

xPN˚ztyu
µpxq

pxyptq

t
.

As Proposições 4.7 e 4.8 nos fornecem os limites dos dois primeiros termos, enquanto que a
Proposição 4.6 nos garante que pxyptq

t converge à zero quando tŒ 0 para cada x P N˚ztyu.
Levando em conta que pxyptq ď P pΓxpσy1´q ď tq ď P pΓ8pσy1´q ď tq, quantidade essa que não

depende de x. Na demonstração da Proposição 4.8 mostramos que 1
tP pΓ

8pσy1´q ď tq converge para
λy
c quanto t Œ 0. Portanto, para t suficientemente pequeno, teremos que existe uma constante H
que não depende de x, tal que pxyptq

t ď H para todo x P N˚ztyu.
Como µpxq é somável em x, o Teorema da Convergência Dominada nos garante que:

ÿ

xPN˚ztyu
µpxq

pxyptq

t

tŒ0
ÝÝÑ 0.

Assim obtemos que, para cada y P N˚:

0 “ µp8q
λy
c
´ µpyq

1

γy
.

Adicionando a restrição de que
ř

xPsN˚ µpxq “ 1, obteremos um sistema de equações cuja uma
única solução é a π dada em (4.5).

Lema 4.14. Para todo t ą 0 e y P sN˚, vale que:

Xy
c ptq

cŒ0
ÝÝÑ
q.c.

Xy
0 ptq

Demonstração. Observe que Γyc ptq ´ Γy0ptq “ ct
cŒ0
ÝÝÑ 0.

Pela Proposição 4.5, temos que P pXy
0 ptq “ 8q “ 0.

Ainda sabemos que Γy0pσ
x
i ´q é uma variável aleatória contínua. Assim P pΓy0pσ

x
i ´q “ tq “ 0.

Dessa forma vamos fixar uma realização do processo onde Xy
0 ptq “ x ă 8 e Γy0pσ

x
i ´q ‰ t para

todo x P N˚ e i ě 1. Tais realizações têm probabilidade 1.
Agora há duas possibilidades. A primeira é que t ă γyT0. Nesse caso teremos que para qualquer

c ě 0, vale que Xy
c “ y. Assim a convergência é trivial.
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A segunda possibilidade é que t ě γyT0. Nesse caso, existe um i ě 1 tal que Γy0pσ
x
i ´q ă t ă

Γy0pσ
x
i q. Portanto para c ą 0 pequeno o suficiente, teremos que Γyc pσxi ´q ă t ă Γyc pσxi q e assim

Xy
c ptq “ x.

Proposição 4.15. A probabilidade π definida em (4.5) é a medida invariante do processo K, caso
c “ 0.

Demonstração. Vamos denotar a probabilidade definida em (4.5) por πc
Mostramos na Proposição 4.5 que para todo y P sN˚, P pXyptq “ 8q “ 0. Assim é trivial verificar

que 0 “ π0p8q “
ř

yPsN˚ π0pyqP pX
yptq “ 8q.

A partir de agora fixemos um x P N˚ arbitrário. Vamos mostrar que:

π0pxq “
ÿ

yPsN˚
π0pyqP pX

y
0 ptq “ xq.

Observemos que fxpyq “ Ity “ xu é uma função contínua e limitada. Dessa forma, pelo Lema
4.14, obtemos que fxpX

y
c ptqq

cŒ0
ÝÝÑ fxpX

y
0 ptqq q.c. para todo y P sN˚.

Assim aplicando o Teorema da Convergência Dominada concluímos que:

P pXy
c ptq “ xq “ ErfxpXy

c ptqqs
cŒ0
ÝÝÑ ErfxpXy

0 ptqqs “ P pXy
0 ptq “ xq.

Como πc é invariante para pXy
c q, teremos que para todo x P N˚ e t ě 0:

πcpxq “
ÿ

yPsN˚
πcpyqP pX

y
c ptq “ xq.

Observando (4.5), notamos que πcpyq
cŒ0
ÝÝÑ π0pyq para todo y P sN˚ e que πcpyq ď π0pyq para todo

y P N˚ e c ą 0. Dessa forma podemos tomar o limite c Œ 0 e usar o Teorema da Convergência
Dominada para obter que:

π0pxq “
ÿ

yPsN˚
π0pyqP pX

y
0 ptq “ xq.

De onde concluímos que π0 é uma medida invariante para o Processo K no caso c “ 0.

4.5 Gerador infinitesimal

O gerador infinitesimal é muitas vezes usado no estudo de processos estocásticos para garantir
a existência do processo estudado. Descrevem-se as taxas de transição por meio de uma expressão
e argumenta-se, geralmente usando o teorema de Hille-Yosida, que existe um processo com essa
expressão como gerador.

Nós estamos indo na direção oposta. Já temos uma construção do nosso processo e queremos
saber como é o seu gerador.

Por simplicidade, vamos nos limitar ao caso homogêneo, isso é, λx “ 1 para todo x P N˚.
O exemplo K1 de Kendall e Reuter (1956) é o nosso Processo K homogêneo, com c “ 1 e

γx “ 1{αx`1. Nesse artigo eles calcularam o gerador infinitesimal, A, de tal processo. Seu domínio
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é o conjunto das funções f : sN˚ Ñ R tal que limxÑ8
fpxq´fp8q

γx
existe e vale

ř

xPN˚rfp8q ´ fpxqs,
série essa que tem que convergir absolutamente. Em funções f desse domínio, o gerador vale:

Afpxq “

$

’

’

&

’

’

%

fp8q ´ fpxq

γx
se x P N˚

ÿ

yPN˚
rfpyq ´ fp8qs se x “ 8.

Nós vamos tratar apenas do caso c “ 0.
O primeiro passo será definir a classe de funções sobre a qual definiremos o gerador. Essa classe

tem que ser pequena o suficiente para que o gerador esteja bem definido, mas rica o suficiente para
que ele caracterize o semigrupo. A classe adotada será:

D “

#

f P C :
ÿ

xPN˚
|fpxq ´ fp8q| ă 8,

ÿ

xPN˚
pfpxq ´ fp8qq “ 0, lim

xÑ8

fpxq ´ fp8q

γx
existe

+

, (4.6)

onde C é o conjunto das funções de sN˚ em R contínuas.

Definição 4.1. O gerador infinitesimal A é uma função A : DÑ C, definida através do limite:

Af “ lim
tŒ0

Ψtf ´ f

t
, (4.7)

onde Ψ é o semigrupo de transição apresentado na Definição 3.1.

Agora vamos mostrar nas proposições 4.16 e 4.17 que esse limite de fato existe e calcular o seu
valor.

Proposição 4.16. Para f P D e x P N˚, vale que:

lim
tŒ0

Ψtfpxq ´ fpxq

t
“
fp8q ´ fpxq

γx
(4.8)

Demonstração. Esse resultado vale para toda f P C. Não facilitará em nada nos restringir à D.
Assim vamos fixar uma f P C e x P N˚ arbitrários.

Para um ε ą 0 fixado arbitrariamente vamos mostrar que:

lim sup
tŒ0

Ψtfpxq ´ fpxq

t
ď
fp8q ´ fpxq ` ε

γx
(4.9)

lim inf
tŒ0

Ψtfpxq ´ fpxq

t
ě
fp8q ´ fpxq ´ ε

γx
, (4.10)

de onde conclui-se (4.8) imediatamente.
Agora observemos que:

Ψtfpxq ´ fpxq

t
“

ÿ

yPsN˚
rfpyq ´ fpxqs

pxyptq

t

“
ÿ

yPsN˚ztxu

rfpyq ´ fpxqs
pxyptq

t
.
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Como f P C, podemos tomar um m P N˚ tal que m ą x e fpyq ă fp8q ` ε para y ą m. Com
base na Proposição 4.6 concluímos que cada termo da série acima converge para zero quanto tŒ 0.
Portanto:

lim sup
tŒ0

Ψtfpxq ´ fpxq

t
“ lim sup

tŒ0

ÿ

yąm

rfpyq ´ fpxqs
pxyptq

t

ď rfp8q ´ fpxq ` εs lim sup
tŒ0

ÿ

yąm

pxyptq

t

“ rfp8q ´ fpxq ` εs lim sup
tŒ0

1´ P pXxptq ď mq

t

“ rfp8q ´ fpxq ` εs lim sup
tŒ0

»

—

–

1´ pxxptq

t
´

ÿ

yďm
y‰x

pxyptq

t

fi

ffi

fl

Agora usando a Proposição 4.7, verificamos que o primeiro termo da expressão acima converge
para 1

γx
, enquanto que o segundo converge para zero pela Proposição 4.6. Dessa forma concluímos

(4.9). A expressão (4.10) pode ser demonstrada de forma análoga.

Proposição 4.17. Para f P D, vale que:

lim
tŒ0

Ψtfp8q ´ fp8q

t
“ lim

xÑ8

fp8q ´ fpxq

γx
(4.11)

Demonstração. Fixemos uma h P D arbitrária. Vamos denotar por h̄pxq “ hpxq ´ hp8q, além
disso vamos definir L “ limxÑ8´h̄pxq{γx, limite que existe pela definição de D. Sem perda de
generalidade vamos supor que L ě 0.

Por toda essa demonstração, vamos supor que γ1 ě γ2 ě γx para todo x ą 2. Não perdemos
generalidade ao fazer essa suposição porque basta trocar 1 e 2 no nosso argumento pelos estados
que têm γ máximo. Tais estados existem porque γx Ñ 0 quando xÑ8.

Outra notação que usaremos será:

Γăxąptq “
ÿ

zPN˚ztxu

Nzptq
ÿ

i“1

γyT
z
i

Γăx,yąptq “
ÿ

zPN˚ztx,yu

Nzptq
ÿ

i“1

γyT
z
i .

Para um ε ą 0 fixado arbitrariamente, vamos mostrar que:

lim sup
tŒ0

Ψthp8q ´ hp8q

t
ď L` ε (4.12)

lim inf
tŒ0

Ψthp8q ´ hp8q

t
ě L´ ε, (4.13)

de onde concluiremos (4.11) imediatamente.
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Agora vamos começar a fazer as contas de fato.

Ψthp8q ´ hp8q “
ÿ

xPN˚
h̄pxqP pX8ptq “ xq

“
ÿ

xPN˚
h̄pxqP pX8ptq “ x pela 1a vezq

`
ÿ

xPN˚
h̄pxqP pX8ptq “ x não pela 1a vezq

O Lema 4.18 nos diz que o segundo termo, dividido por t converge para zero quando t Œ 0,
assim podemos nos concentrar apenas nas primeiras visitas. Usando o fato de que

ř

xPN˚ h̄pxq “ 0,
podemos escrever o primeiro termo da expressão acima como:

ÿ

xPN˚
h̄pxq rP pX8ptq “ x pela 1a vezq ´ P pX8ptq “ 1 pela 1a vezqs

“
ÿ

xą1

h̄pxq rP pX8ptq “ x pela 1a vezq ´ P pX8ptq “ 1 pela 1a vezqs . (4.14)

Agora podemos escrever:

P pX8ptq “ x pela 1a vezq “ P
`

X8ptq “ x pela 1a vez, σx1 ă σ1
1

˘

` P
`

X8ptq “ x pela 1a vez, σx1 ą σ1
1

˘

,

e com base nisso reescrever (4.14) como:

ÿ

xą1

h̄pxq
“

P
`

X8ptq “ x pela 1a vez, σx1 ă σ1
1

˘

´ P
`

X8ptq “ 1 pela 1a vez, σ1
1 ă σx1

˘‰

` εt (4.15)

Para mostrar que εt
t Ñ 0 quando tŒ 0, note que:

ˇ

ˇ

ˇ

εt
t

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1

t

ÿ

xą1

|h̄pxq|P
`

X8ptq “ x pela 1a vez, σx1 ą σ1
1

˘

(4.16)

`
1

t

ÿ

xą1

|h̄pxq|P
`

X8ptq “ 1 pela 1a vez, σ1
1 ą σx1

˘

(4.17)

Para dominar (4.16), note que Γă1,xąpσx1 q domina estocasticamente Γă1,2ąpσ2
1q. Dessa forma:

1

t
P
`

X8ptq “ x pela 1a vez, σx1 ą σ1
1

˘

ď
1

t
P pΓă1,xąpσx1 q ď t, γ1T

1
1 ď tq

ď P pΓă1,2ąpσ2
1q ď tq

1´ e´t{γ1

t

ď
P pΓă1,2ąpσ2

1q ď tq

γ1
.

Essa última quantidade não depende de x e vai a zero quando t Œ 0. Dessa forma concluímos
que (4.16) converge a zero quando tŒ 0.

Para controlar (4.17), notemos que se Xptq “ 1 e σ1
1 ą σx1 então o processo passou por 1 e por x

até o instante t. Como γ1 ě γx, usando a propriedade de falta de memória da exponencial nos σ’s,
obtemos que a probabilidade de termos passado por 1 e por x é menor ou igual à probabilidade do
processo ter passado por x pelo menos duas vezes. Dessa forma, usando o Lema 4.18, concluímos
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que (4.16) converge à zero quando tŒ 0.
Voltando a trabalhar com (4.15), notemos que, condicionado em tσx1 ă σ1

1u, σx1 tem distribuição
exponencial de média 1{2. Ainda vale que Γă1,xąp‚q é independente de tσx1 , σ1

1u. Assim se S for
uma v.a. exponencial de média 1{2 independente de todo o processo, teremos que a distribuição de
Γă1,xąpσx1 q condicionada em σx1 ă σ1

1 será igual à distribuição de Γă1,xąpSq.
Notemos que X8ptq “ x pela primeira vez se e somente se Γăxąpσx1 q ď t ă Γăxąpσx1 q ` γxT

x
1 .

Levando em conta todas as considerações anteriores, se denotarmos por fx a densidade de
Γă1,xąpSq e por Fx a sua função de distribuição, podemos escrever (4.15), a menos do εt, por:

1

2

ÿ

xą1

h̄pxq

ż t

0
fxpsq

´

e
´ t´s
γx ´ e

´ t´s
γ1

¯

ds

“´
1

2

ÿ

xą1

h̄pxq

ż t

0
fxpsq

´

1´ e
´ t´s
γx

¯

ds (4.18)

`
1

2

ÿ

xą1

h̄pxq

ż t

0
fxpsq

´

1´ e
´ t´s
γ1

¯

ds (4.19)

Para controlar (4.19), podemos escrever:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

t

ÿ

xą1

h̄pxq

ż t

0
fxpsq

´

1´ e
´ t´s
γ1

¯

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

xą1

|h̄pxq|

ż t

0
fxpsq

1

t

´

1´ e
´ t´s
γ1

¯

ds

ď
ÿ

xą1

|h̄pxq|
Fxptq

γ1
ds.

Observemos que cada termo dessa série converge para zero quando t Œ 0, enquanto que eles são
dominados por |h̄pxq|{γ1, que é somável. Assim, usando o Teorema da Convergência Dominada,
concluímos que (4.19) dividido por t converge para zero quando tŒ 0.

Fazendo uma integração por partes, obtemos que (4.18) é igual à:

´
1

2

ÿ

xą1

h̄pxq

γx

„
ż t

0
Fxpsqe

´ t´s
γx ds



.

Como Fxptq Ñ 0 quanto t Œ 0, temos que cada termo da série acima dividido por t converge
para zero quando t Œ 0. Assim podemos nos preocupar apenas com a cauda da série. Para isso
tomemos um m ą 2 tal que ´ h̄pxq

γx
ă L` ε sempre que x ą m.

Como γ2 ě γx, então Γă1,xą domina estocasticamente Γă1,2ą. Dessa forma Fxptq ď F2ptq.
Com todas essas considerações, podemos escrever:

lim sup
tŒ0

Ψthp8q ´ hp8q

t
ď pL` εq lim sup

tŒ0

1

t

ż t

0

F2psq

2

ÿ

xąm

e
´ t´s
γx ds

“ pL` εq lim sup
tŒ0

1

t

ż t

0

F2psq

2

«

2`
ÿ

xą2

e
´ t´s
γx

ff

ds

´ pL` εq lim sup
tŒ0

1

t

ż t

0

F2psq

2

«

2`
m
ÿ

x“3

e
´ t´s
γx

ff

ds
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O segundo termo dessa soma vale zero já que F2psq Ñ 0 quando s Œ 0 e a soma dentro da
integral é finita. Resta calcular o primeiro termo. Para isso vamos definir:

Φptq :“

ż t

0

F2psq

2

«

2`
ÿ

xą2

e
´ t´s
γx

ff

ds.

Vamos mostrar que Φptq “ t. Faremos isso calculando a transformada de Laplace de Φ e a
identificando com a da identidade.

Notemos que Φ é a convolução de duas outras funções; assim vamos calcular a transformada de
Laplace delas. Para um β ą 0 fixado, usando integração por partes, podemos calcular a transformada
de Laplace da primeira por:

ż 8

0
e´βt

F2ptq

2
dt “

1

2β

ż 8

0
e´βtf2ptqdt

“
1

2β
E
“

expt´βΓă1,2ąpSqu
‰

“
1

β

˜

2`
ÿ

xą2

βγx
1` βγx

¸´1

.

Enquanto que a segunda irá valer:

ż 8

0
e´βt

«

2`
ÿ

xą2

e
´ t
γx

ff

dt “
2

β
`

ÿ

xą2

ż 8

0
exp

"

´

ˆ

β `
1

γx

˙

t

*

dt

“
2

β
`

ÿ

xą2

γx
1` βγx

“
1

β

˜

2`
ÿ

xą2

βγx
1` βγx

¸

Multiplicando as duas, obteremos que:
ż 8

0
e´βtΦptqdt “

1

β2
.

Agora identificamos essa transformada de Laplace com a da identidade, já que:
ż 8

0
te´βtdt “

1

β2
.

Dessa forma podemos concluir que:

lim sup
tŒ0

Ψthp8q ´ hp8q

t
ď pL` εq lim sup

tŒ0

1

t
Φptq

“ L` ε.

Com isso mostramos (4.12). Podemos mostrar (4.13) de forma análoga, mas em vez de usar que
Γă1,xą domina Γă1,2ą, usaremos que Γă1ą domina Γă1,xą. Também teremos que inserir x “ 2 na
soma que define Φ.
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Lema 4.18. Para h P D, vale que:

lim
tŒ0

1

t

ÿ

xPN˚
|hpxq ´ hp8q|P pX8passou mais que 1 vez por x até o instante tq “ 0. (4.20)

Demonstração. Novamente vamos supor, sem perda de generalidade, que γ1 ě γx para todo x P N˚.
Vamos também denotar por fpxq “ |hpxq ´ hp8q|.

Usando o fato que Γăxąpσx2 q domina estocasticamente Γă1ąpσ1
2q e que Γă1ą tem incrementos

estacionários e independentes, podemos estimar:

P pΓăxąpσx2 q ď tq ď P
`

Γă1ąpσ1
2q ď t

˘

“ P

ˆ

exp

"

´
Γă1ąpσ1

2q

t

*

ě e´1

˙

ď e E
„

exp

"

´
Γă1ąpσ1

2q

t

*

“ e

"

E
„

´
Γă1ąpσ1

1q

t

*2

“ e

˜

1`
ÿ

yą1

γy
t` γy

¸´2

ď e

¨

˝

ÿ

yPN˚

γy
t` γy

˛

‚

´2

Observemos que o evento tX8 passou mais que 1 vez por x até o instante tu está contido
no evento tΓăxąpσx2 q ď t, γxT

x
1 ď tu. Assim usando a estimativa acima e o fato que Γăxąpσx2 q é

independente de T x1 , obtemos que:

1

t

ÿ

xPN˚
fpxqP pX8ptq “ x não pela primeira vezq ď cte

¨

˝

ÿ

yPN˚

γy
t` γy

˛

‚

´2
ÿ

xPN˚
fpxq

1´ e´t{γx

t
.

Se denotarmos por At “ tx P N˚ : γx ą tu, podemos escrever a quantidade acima por:

˜

1`
ÿ

yą1

γy
t` γy

¸´2
ÿ

xPN˚
fpxq

1´ e´t{γx

t
“

¨

˝

ÿ

yPN˚

γy
t` γy

˛

‚

´2
ÿ

xPAt

fpxq
1´ e´t{γx

t
(4.21)

`

¨

˝

ÿ

yPN˚

γy
t` γy

˛

‚

´2
ÿ

xRAt

fpxq
1´ e´t{γx

t
.

Vamos mostrar que os dois termos convergem a zero quando tŒ 0.
Para o primeiro termo notemos que, para cada t ą 0 fixado, At é um conjunto finito mas a

sua cardinalidade vai para o infinito quando t Œ 0. Observemos também que, como h P D, então
fpxq{γx converge; assim essa quantidade é limitada por uma constante. Se denotarmos por #At a
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cardinalidade de At, poderemos escrever:

¨

˝

ÿ

yPN˚

γy
t` γy

˛

‚

´2
ÿ

xPAt

fpxq
1´ e´t{γx

t
ď

˜

ÿ

yPAt

γy
t` γy

¸´2
ÿ

xPAt

fpxq

γx

ď cte

˜

ÿ

yPAt

γy
2γy

¸´2

#At

“ cte

ˆ

1

2
#At

˙´2

#At

ď cte
1

#At

tŒ0
ÝÝÑ 0.

Com isso concluímos que o primeiro termo de (4.21) converge a zero quando tŒ 0.
Vamos tratar agora o segundo. Como fpxq

γx
converge, então essa sequência é limitada. Assim

fpxq ď cte γx. Juntando isso ao fato de que 1´ e´t{γx ď 1 podemos escrever:

¨

˝

ÿ

yPN˚

γy
t` γy

˛

‚

´2
ÿ

xRAt

fpxq
1´ e´t{γx

t
ď cte

¨

˝

ÿ

yPN˚

γy
t` γy

˛

‚

´2
ÿ

xRAt

γx
t
. (4.22)

Agora vamos separar em 2 casos. O primeiro ocorre quando
ř

xRAt
γx
t é limitado. Nesse caso

é fácil ver que o denominador de (4.22) diverge quando t Œ 0. Dessa forma a expressão acima
converge para zero quanto tŒ 0.

O segundo ocorre quando
ř

xRAt
γx
t vai para o infinito quanto tŒ 0.

Quando y R At, vale que γy ď t e, consequentemente, γx
t`γx

ě
γy
2t . Portanto podemos dominar

(4.22) a menos da constante por:

˜

1

2

ÿ

yRAt

γy
t

¸´2
ÿ

xRAt

γx
t

tŒ0
ÝÝÑ 0.

Teorema 4.19. A função A, definida nas proposições 4.16 e 4.17 é um gerador infinitesimal que
caracteriza o semigrupo Ψt.

Demonstração. Seguindo Liggett (1985), munindo C da norma do supremo, vamos mostrar que:

1. A leva funções de D em C;

2. D é denso em C.

3. A imagem de I ´A é densa em C, onde I é a identidade.

O item 1 é evidente de (4.8) e (4.11).
Para o item 2, tomemos uma g P C e ε ą 0 arbitrários e vamos encontrar uma f P D tal que

}f ´ g} ă ε.
Como g é contínua, existe um n0 tal que |gpxq ´ gp8q| ă ε{2 para x ą n0. Fixemos tal n0.

Vamos definir fpxq “ gpxq para x ď n0.
Agora tomemos um m tal que 1

m |
řn0
x“1pgpxq´gp8qq| ă ε{2 e, para n0 ă x ď n0`m, definamos

fpxq “ gp8q ´ 1
m

řn0
x“1pgpxq ´ gp8qq.
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Para x ą n0 `m ou x “ 8, tomemos fpxq “ gp8q.
Como fpxq “ fp8q para x ą n0`m, então f é contínua, limxÑ8

fpxq´fp8q
γx

“ 0 e
ř

xPN˚ |fpxq´

fp8q| ă 8. Vale ainda que:

ÿ

xPN˚
pfpxq ´ fp8qq “

n0
ÿ

x“1

pfpxq ´ fp8qq `
m
ÿ

x“n0`1

pfpxq ´ fp8qq

“

n0
ÿ

x“1

pgpxq ´ gp8qq `m

˜

´
1

m

n0
ÿ

x“1

pgpxq ´ gp8qq

¸

“ 0.

Portanto f P D. Ainda supxPsN˚ |fpxq ´ gpxq| ă ε por construção. Assim concluímos que D é
denso em C.

Resta mostrar o item 3. Para isso vamos mostrar que a imagem de I ´ A é o conjunto das
funções contínuas.

Tomemos uma g P C e vamos encontrar uma f P D tal que f ´Af “ g.
Observemos que

ř

xPN˚
γx

1`γx
ă 8 e g é limitada. Assim a constante L abaixo está bem definida:

L :“ ´

˜

ÿ

xPN˚

γx
1` γx

¸´1
ÿ

xPN˚

γx
1` γx

rgpxq ´ gp8qs .

Com base nela, vamos definir:

fpxq “

$

&

%

gp8q ´ L se x “ 8
1

1`γx
rγxgpxq ` gp8q ´ Ls caso contrário.

Com base nessa definição, observamos que:

fpxq ´ fp8q

γx
“
gpxq ´ gp8q

1` γx
`

L

1` γx

xÑ8
ÝÝÝÑ L.

Usando a definição de L, podemos calcular:

ÿ

xPN˚
|fpxq ´ fp8q| ď

ÿ

xPN˚

γx
1` γx

|gpxq ´ gp8q| `
ÿ

xPN˚

γx
1` γx

|L| ă 8

ÿ

xPN˚
rfpxq ´ fp8qs “

ÿ

xPN˚

γx
1` γx

rgpxq ´ gp8qs `
ÿ

xPN˚

γx
1` γx

L

“
ÿ

xPN˚

γx
1` γx

rgpxq ´ gp8qs ´
ÿ

xPN˚

γx
1` γx

rgpxq ´ gp8qs “ 0.

Observando (4.6), concluímos que f P D.
Para verificar que f ´Af “ g, observe que para x P N˚:

fp8q ´Afp8q “ gp8q ´ L´ p´Lq “ gp8q

fpxq ´Afpxq “ 1

1` γx
rγxgpxq ` gp8q ´ Ls ´

ˆ

´
gpxq ´ gp8q

1` γx
´

L

1` γx

˙

“
γxgpxq

1` γx
`

gpxq

1` γx
“ gpxq
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4.6 Tempo no infinito

Na demonstração da Proposição 4.4 mostramos que, no caso c ą 0, o tempo que o processo
passa no infinito tem medida de Lebesgue positiva quase certamente.

Usando a Proposição 4.5, podemos mostrar que a medida de Lebesgue do tempo em que o
processo passa no infinito vale zero quase certamente no caso c “ 0.

Nessa seção expandiremos um pouco o caso c “ 0. Especificamente apresentaremos uma maneira
de calcular a dimensão de Hausdorff do tempo em que o processo passa no infinito. Para o restante
dessa seção, consideraremos sempre que c “ 0.

Em vista da Proposição 3.5, vamos considerar somente o Processo K iniciado no 8, visto que o
conjunto dos instantes onde o processo está no infinito ao iniciar em um estado y é igual ao mesmo
conjunto do processo iniciado em 8 mas transladado.

Definição 4.2. Vamos denotar por R a imagem de Γ8. Isso é:

R :“ tt ě 0 : Ds ě 0 tal que Γ8psq “ tu .

Proposição 4.20. Para quase toda realização do processo, vale que:

R “ tt ě 0 : Xptq “ 8u

Demonstração. Vamos fixar uma realização do nosso processo onde Γ é estritamente crescente,
càdlàg, limitada em compactos e limtÑ8 Γptq “ 8.

Nessas realizações, tome um t P R. Assim existe um (único por Γ ser crescente) s ě 0 tal
que Γpsq “ t. Por absurdo, vamos supor que Xptq “ x ă 8. Assim existe um i ě 1 tal que
Γpσxi ´q ď t ă Γpσxi q. Portanto Γpsq ă Γpσxi q. Como Γ é crescente, concluímos que s ă σxi , de onde
concluímos que Γpσxi ´q ą Γpsq “ t, o que contraria a hipótese.

Agora tomemos um t ě 0 tal que Xptq “ 8. Definamos s “ inftr ě 0 : Γprq ą tu. Usando
a definição do ínfimo e o fato de Γ ser crescente e càdlàg, concluímos que Γps´q ď t e Γpsq ě t.
Agora, por absurdo, suponhamos que Γpsq ą t. Assim teremos que Γps´q ď t ă Γpsq. Como os
pontos de descontinuidade de Γ correspondem às marcas dos processos de Poisson, teremos que
existe um σxi “ s, de onde concluímos a contradição de que Xptq “ x ‰ 8. Portanto, como não
pode acontecer que Γpsq ą t, teremos que Γpsq “ t e assim t P R.

Proposição 4.21. Se denotarmos por sR o fecho de R, Teremos que:

sR “ RY tΓps´q : s ą 0u.

Demonstração. Novamente consideremos as realizações onde Γ é càdlàg, crescente e limitada em
compactos.

Fixado um s ą 0 vamos mostrar que Γps´q P sR. Para isso tomemos uma sequência psnqně1 tal
que sn Õ s. Por definição, temos que Γpsnq P R para todo n e Γpsnq Ñ Γps´q. De onde concluímos
que Γps´q P sR.

Agora tomemos um t P sRzR. Por definição existe uma sequência ptnqn P R tal que tn Ñ t.
Como tn P R, existe sn tal que Γpsnq “ tn.
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Notemos que psnq é limitada, assim existe uma subsequência de psnq que seja convergente. Assim,
sem perda de generalidade, vamos supor que psnq seja convergente e denotar seu limite por s.

Como sn Ñ s, Γpsnq Ñ t e Γ é càdlàg, então temos que t P tΓpsq,Γps´qu. Já que estamos
supondo que t R R, seque que t “ Γps´q.

Proposição 4.22. sRzR é quase certamente enumerável.

Demonstração. O conjunto dos pontos onde Γ não é contínua é tσxi : x P N˚, i ě 1u. Assim temos
que sRzR Ď tΓpσxi ´q : x P N˚, i ě 1u, que é um conjunto enumerável.

Proposição 4.23. Γ8 é um subordinador, isso é, um processo que toma valores em r0,8q, iniciado
em zero, crescente, contínuo à direita, que tem incrementos estacionários e independentes.

Demonstração. Já mostramos que Γ é crescente e contínua à direita, e basta olhar para a definição
para ver que Γ8p0q “ 0.

Tomemos Ft a σ-álgebra gerada por tΓpsq : s P r0, tsu e repare que para t, s ą 0:

Γpt` sq ´ Γptq “
ÿ

xPN˚

Npt`sq
ÿ

i“Nptq`1

γxT
x
i .

Agora usando o fato das tT xi : x P sN˚, i ě 1u serem independentes e identicamente distribuí-
das e os processos de Poisson terem incrementos estacionários e independentes, teremos que essa
quantidade é independente de Ft e tem a mesma distribuição que Γpsq ´ Γp0q.

Proposição 4.24. O expoente de Laplace de Γ80 é dado por:

Φpuq “ u
ÿ

xPN˚

λxγx
1` uγx

.

Isso é, para u ě 0, teremos que:

E rexp t´uΓ80 ptqus “ exp t´tΦpuqu .

Agora temos ferramentas para calcular a dimensão de Hausdorff de R. Mas antes vamos intro-
duzir brevemente o que é a dimensão de Hausdorff de um conjunto.

Para um ε ą 0 e um boreliano A vamos denotar por IεpAq a família de todas as coberturas de
A por um número enumerável de intervalos de comprimento menor que ε.

Para um ρ ą 0, ε ą 0 e um boreliano A, definimos:

mρ
ε pAq :“ inf

IPIεpAq

ÿ

IPI
plpIqqρ, (4.23)

onde lpIq é o comprimento do intervalo I.
Quando diminuímos ε, diminuímos o número de coberturas possíveis, assim o ínfimo aumenta.

Portanto o limite de (4.23) quando εŒ 0 existe e assim faz sentido definir:

mρpAq :“ lim
εŒ0

mρ
ε pAq.



4.6 TEMPO NO INFINITO 45

É possível mostrar quemρp‚q é uma medida sobre os borelianos de R, medida essa que chamados
de medida de Hausdorff de dimensão ρ. A medida de Hausdorff de dimensão 1 é a medida de
Lebesgue.

Também vale que se mρpAq “ 0, então mρ1pAq “ 0 para todo ρ1 ą ρ e, se mρpAq ą 0, então
mρ1pAq “ 8 para todo ρ1 ă ρ.

Definição 4.3. Definimos a dimensão de Hausdorff de um boreliano A como:

dimHpAq “ sup tρ ą 0 : mρpAq ă 8u “ inf tρ ą 0 : mρpAq “ 0u .

Teorema 4.25. Para todo t ą 0, vale que quase certamente:

dimHpR8 X r0, tsq “ dimHp sR8 X r0, tsq “ lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
. (4.24)

Demonstração. A primeira igualdade vem do fato de um conjunto enumerável não alterar a dimen-
são de Hausdorff de um conjunto, enquanto que a segunda é o Corolário 5.3 de Bertoin (1999),
traduzido para a nossa notação.

Proposição 4.26. Supondo que supxPN˚ λx ă 8 e que existam um δ ą 0 e um n0 P N˚ tal que
γx ď x´p1`δq para todo x ą n0, vai valer que:

lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ď

1

1` δ
. (4.25)

Demonstração. Tomemos H ą 0 tal que λx ď H para todo x P N˚. Assim teremos que para alguma
constante C:

Φpuq “
ÿ

xPN˚

λx
1
uγx

` 1

ď C `
ÿ

xąn0

H
x1`δ

u ` 1

“ u
1

1`δ

»

—

—

—

–

C

u
1

1`δ

`
1

u
1

1`δ

ÿ

xąn0

H
ˆ

x

u
1

1`δ

˙1`δ

` 1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Agora vamos nos concentrar na quantidade dentro dos colchetes. Para isso vamos fazer a mu-
dança de variáveis v “ u

1
1`δ . Se tomarmos v inteiro maior que n0 e agruparmos os termos da série

entre múltiplos de v, obteremos:

C

v
`

1

v

ÿ

xąn0

H
`

x
v

˘1`δ
` 1

ď
C

v
`

8
ÿ

y“1

H

y1`δ ` 1
vÑ8
ÝÝÝÑ C 1,

onde C 1 é uma constante positiva.
Como u tender para o infinito é equivalente à v ir para o infinito e como o limite seguindo v

inteiro é um limitante superior para lim inf, teremos que:
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lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ď

1

1` δ
` lim inf

uÑ8

logC 1

log u

“
1

1` δ
.

Proposição 4.27. Supondo que infxPN˚ λx ą 0 e que existam um δ ą 0 e um n0 P N˚ tal que
γx ě x´p1`δq para todo x ą n0, vai valer que:

lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ě

1

1` δ
. (4.26)

Demonstração. Tomemos H ą 0 tal que λx ě H para todo x P N˚. Dessa forma:

Φpuq “
ÿ

xPN˚

λx
1
uγx

` 1

ě
ÿ

xąn0

H
ˆ

x

u
1

1`δ

˙1`δ

` 1

.

Portanto, tomando u ą n0, e agrupando a série em somas sobre os inteiros que estão entre os
múltiplos de u, teremos que:

Φpu1`δq ě
ÿ

xąn0

H
`

x
u

˘1`δ
` 1

ě
ÿ

xěu

H
`

x
u

˘1`δ
` 1

ě tuu

8
ÿ

y“1

H

y1`δ ` 1
.

Dessa forma:

log Φpuq

log u
ě

logtu
1

1`δ u

log u
`

1

log u

8
ÿ

y“1

H

y1`δ ` 1
.

Como essa série é convergente, ao fazer uÑ 8 o segundo termo desaparecerá, enquanto que o
primeiro irá convergir para 1

1`δ , de onde concluímos que:

lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ě

1

1` δ
.

Corolário 4.28. Supondo que infxPN˚ λx ą 0 e supxPN˚ λx ă 8 vale que:

lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ď ´

ˆ

lim sup
xÑ8

log γx
log x

˙´1

(4.27)

lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ě ´

ˆ

lim inf
xÑ8

log γx
log x

˙´1

, (4.28)

sob a convenção que ´ 1
´8

“ 0 e ´ 1
0´ “ `8.
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Demonstração. Como estamos supondo que infxPN˚ λx ą 0, então limxÑ8 γx “ 0 por causa de
(2.2). Portanto:

lim sup
xÑ8

log γx
log x

ď 0.

A parte da esquerda de (4.27) é a dimensão de Hausdorff de um conjunto que tem medida de
Lebesgue zero. Assim (4.27) é evidente quando lim supxÑ8

log γx
log x ě ´1.

Quando esse lim sup é estritamente menor que ´1, podemos tomar δ ą 0 tal que:

lim sup
xÑ8

log γx
log x

ď ´p1` δq. (4.29)

Pela definição do limite superior, para todo ε ą 0, existe um n0 P N˚ tal que para todo x ą n0:

log γx
log x

ď ´p1` δq ` ε,

o que implica que, γx ď x´p1`δ´εq para x ą n0.
Dessa maneira, usando a Proposição 4.26, concluímos que para todo ε P p0, δq, vale que:

lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ď

1

1` δ ´ ε
,

Como ε ą 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluímos que:

lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ď

1

1` δ

Quando lim supxÑ8
log γx
log x ą ´8, então podemos tomar δ de forma que (4.29) valha com igual-

dade, de onde concluiremos (4.27).
Por fim, caso lim supxÑ8

log γx
log x “ ´8, então podemos tomar δ arbitrariamente grande, de onde

concluiremos:
lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
ď 0.

Para mostrar (4.28), notemos que infxPN˚ λx ą 0 junto com (2.2) implica que:

lim inf
xÑ8

log γx
log x

ď ´1.

A partir daqui podemos proceder de maneira análoga, usando a Proposição 4.27, para mostrar
(4.28).

Corolário 4.29. Supondo que infxPN˚ λx ą 0, supxPN˚ λx ă 8 e limxÑ8
log γx
log x exista, então:

lim inf
uÑ8

log Φpuq

log u
“ ´

ˆ

lim
xÑ8

log γx
log x

˙´1

(4.30)

Demonstração. Esse Corolário é uma consequência direta do Corolário 4.28.
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Capítulo 5

Conclusões

Nessa dissertação fizemos um estudo razoavelmente completo sobre os Processos K não homo-
gêneos. Usamos uma abordagem construtiva e buscamos ao máximo manter nossos argumentos em
nível elementar, sem abusar de teorias sofisticadas.

Para estudos futuros, podemos sugerir:

• Calcular o gerador no caso não homogêneo. Além das dificuldades óbvias em generalizar nossos
argumentos, o fato do processo poder não ser de Feller introduz uma dificuldade adicional de
não podermos enxergar o semigrupo de transição como um operador sobre as funções contínuas
de sN˚.

• Encontrar uma fórmula mais específica para a dimensão de Hausdorff do tempo em que o
processo passa no infinito. Nós apenas apresentamos cotas para (4.24).

49
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