
Análise de dados categorizados
com omissão em variáveis
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Resumo

Nesta tese apresentam-se desenvolvimentos metodológicos para analisar dados com omissão e

também estudos delineados para compreender os resultados de tais análises.

Escrutinam-se análises de sensibilidade bayesiana e clássica para dados com respostas catego-

rizadas sujeitas a omissão. Mostra-se que as componentes subjetivas de cada abordagem podem

influenciar os resultados de maneira não-trivial, independentemente do tamanho da amostra, e que,

portanto, as conclusões devem ser cuidadosamente avaliadas. Especificamente, demonstra-se que

distribuições a priori comumente consideradas como não-informativas ou levemente informativas

podem, na verdade, ser bastante informativas para parâmetros inidentificáveis, e que a escolha do

modelo sobreparametrizado também tem um papel importante.

Quando há omissão em variáveis explicativas, também é necessário propor um modelo marginal

para as covariáveis mesmo se houver interesse apenas no modelo condicional. A especificação incor-

reta do modelo para as covariáveis ou do modelo para o mecanismo de omissão leva a inferências

enviesadas para o modelo de interesse. Trabalhos anteriormente publicados têm-se dividido em duas

vertentes: ou utilizam distribuições semiparamétricas/não-paramétricas, flex́ıveis para as covariáveis,

e identificam o modelo com a suposição de um mecanismo de omissão não-informativa, ou empregam

distribuições paramétricas para as covariáveis e permitem um mecanismo mais geral, de omissão

informativa. Neste trabalho analisam-se respostas binárias, combinando um mecanismo de omissão

informativa com um modelo não-paramétrico para as covariáveis cont́ınuas, por meio de uma mistura

induzida pela distribuição a priori de processo de Dirichlet.

No caso em que o interesse recai apenas em momentos da distribuição das respostas, propõe-se uma

nova análise de sensibilidade sob o enfoque clássico para respostas incompletas que evita suposições

distribucionais e utiliza parâmetros de sensibilidade de fácil interpretação. O procedimento tem,

em particular, grande apelo na análise de dados cont́ınuos, campo que tradicionalmente emprega

suposições de normalidade e/ou utiliza parâmetros de sensibilidade de dif́ıcil interpretação.

Todas as análises são ilustradas com conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Análise de sensibilidade; Dados faltantes ou incompletos; Identificabilidade; Inter-

valos de ignorância e de incerteza; MAR, MCAR e MNAR; Mecanismo de omissão não-informativa e

informativa; Modelos de seleção e de mistura de padrões; Processo de Dirichlet; Sobreparametrização.
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Abstract

We present methodological developments to conduct analyses with missing data and also studies

designed to understand the results of such analyses.

We examine Bayesian and classical sensitivity analyses for data with missing categorical responses

and show that the subjective components of each approach can influence results in non-trivial ways,

irrespectively of the sample size, concluding that they need to be carefully evaluated. Specifically,

we show that prior distributions commonly regarded as slightly informative or non-informative may

actually be too informative for non-identifiable parameters, and that the choice of over-parameterized

models may drastically impact the results.

When there is missingness in explanatory variables, we also need to consider a marginal model

for the covariates even if the interest lies only on the conditional model. An incorrect specification

of either the model for the covariates or of the model for the missingness mechanism leads to biased

inferences for the parameters of interest. Previously published works are commonly divided into two

streams: either they use semi-/non-parametric flexible distributions for the covariates and identify

the model via a non-informative missingness mechanism, or they employ parametric distributions for

the covariates and allow a more general informative missingness mechanism. We consider the analysis

of binary responses, combining an informative missingness model with a non-parametric model for

the continuous covariates via a Dirichlet process mixture.

When the interest lies only in moments of the response distribution, we consider a new classical

sensitivity analysis for incomplete responses that avoids distributional assumptions and employs

easily interpreted sensitivity parameters. The procedure is particularly useful for analyses of missing

continuous data, an area where normality is traditionally assumed and/or relies on hard-to-interpret

sensitivity parameters.

We illustrate all analyses with real data sets.

Key words: Sensitivity analysis; Incomplete or missing data; Identifiability; Ignorance and uncer-

tainty intervals; MAR, MCAR and MNAR; Informative and non-informative missingness mechanism;

Selection and pattern-mixture models; Dirichlet process; Overparameterization.
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Prado, Rosana Francisco Alves, Saskia Litière, Sebastião Pinho, Silvia Emiko Shimakura, Silvia

Lopes de Paula Ferrari, Silvio Teruo Watanabe, Stela Valeska Kretchetoff, Susana Miyuki Okaze

Tomazela, Tatiana Salomão Miamoto, Thiago Vasques Moretti, Thomas Woerly, Victor Fossaluza,

Victorine Broekmans e Willy Nielsen Patané.
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5 Análise de sensibilidade clássica para a estimação de momentos em dados com

omissão 67

5.1 Dados de faculdades americanas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.2 Caso univariado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.3 Caso multivariado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.4 Avaliação dos intervalos de incerteza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.5 Discussão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6 Considerações finais 83

6.1 Contribuições e conclusões deste trabalho . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.2 Sugestões de temas para pesquisas futuras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Referências bibliográficas 87
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Caṕıtulo 1

Introdução

A análise de dados categorizados é um dos campos da análise multivariada que visa estudar

métodos espećıficos para descrição e inferência estat́ıstica baseadas em variáveis naturalmente dis-

postas em categorias ou categorizadas a partir de variáveis cont́ınuas. Como no processo de coleta

de informações, especialmente em estudos longitudinais, algumas observações planejadas podem não

ser obtidas, esses dados omissos ou faltantes (missing) também requerem metodologia especializada

para a sua análise. Diversos autores têm abordado esse assunto. Em particular, Poleto (2006) consi-

derou técnicas estat́ısticas para a análise de dados categorizados com omissão em variáveis respostas.

Neste trabalho, desenvolve-se metodologias para analisar dados com omissão, procurando compre-

ender melhor sua influência nos resultados das análises e considerando especialmente situações em

que há omissão tanto nas variáveis respostas quanto nas variáveis explicativas. Especificamente, as

contribuições dividem-se em:

1. Mostra-se que, independentemente do tamanho da amostra, análises de modelos sobreparametriza-

dos requerem maior cuidado tanto na especificação das distribuições a priori, porque distribuições

consideradas não-informativas ou levemente informativas podem na verdade ser bastante informa-

tivas, quanto na adoção de modelos sobreparametrizados parcimoniosos, porque não há informação

amostral para justificar a redução da dimensão dos modelos estruturais e, se as suposições não

representarem a verdade, podem levar a conclusões equivocadas.

2. Propõe-se uma análise semiparamétrica bayesiana para respostas binárias sempre observadas com

uma covariável cont́ınua sujeita a omissão informativa e ilustra-se que a mistura induzida pelo

processo de Dirichlet é suficientemente flex́ıvel para acomodar uma certa variedade de distribuições

para a covariável e que se pode realizar também diversas suposições para os mecanismos de omissão

evitando, assim, vieses nas inferências de interesse.

3. Deriva-se uma análise de sensibilidade clássica para a estimação de momentos em dados com

omissão evitando a utilização de suposições de normalidade para as respostas e possibilitando que

se empregue parâmetros de sensibilidade de fácil interpretação, como médias, desvios padrões e

correlações, ou funções deles, como a de relacionar médias não-observadas a quantis das distri-

buições observadas.

1



2 Introdução

Um exemplo de dados categorizados com omissão é apresentado na Tabela 1.1. Ele é oriundo

de um estudo prospectivo do Departamento de Saúde dos Estados Unidos, em que mães grávidas,

fumantes ou não, foram acompanhadas até ao parto e os seus recém-nascidos foram classificados

conforme o peso fosse < 2.5 kg ou ≥ 2.5 kg (Baker, Rosenberger & DerSimonian, 1992). O objetivo

do estudo foi avaliar a associação entre o hábito de fumo da mãe e o peso do recém-nascido. Por

razões desconhecidas, de 57 061 pares de mães/recém-nascidos, apenas 93% foram completamente

categorizados. Não há informação sobre o peso do recém-nascido, hábito de fumo da mãe ou ambos

para, respectivamente, 4%, 1% e 2% da amostra.

Tabela 1.1: Frequências observadas do Collaborative Perinatal Project.

Mãe Peso do recém-nascido (kg)
fumante < 2.5 ≥ 2.5 omisso

sim 4 512 21 009 1 049
não 3 394 24 132 1 135

omisso 142 464 1 224

Outras situações em que estat́ısticos aplicados se deparam com dados omissos são (Vach, 1994):

i. Entrevistas e preenchimentos de questionários, em que a não-resposta (non-response) é uma

causa t́ıpica de dados faltantes. Isso pode acontecer devido à falta de conhecimento da resposta,

como quando o entrevistado é questionado sobre doenças de sua infância, recusa intencional,

principalmente em questões embaraçosas como consumo de álcool ou drogas, atividades sexuais

ou renda, ou indecisão sobre o assunto.

ii. Estudos longitudinais, em que pacientes abandonam (drop out, attrition) ou não comparecem

às consultas em alguns dos instantes previstos. As razões podem ser mudança de endereço,

ineficiência do tratamento, impressão de cura, surgimento de efeitos colaterais, morte, etc.

iii. Estudos retrospectivos, em que informações são geralmente obtidas de documentos, como regis-

tros hospitalares. A incompletude desses documentos também pode gerar dados omissos. Em

estudos prospectivos, a inclusão de novas unidades experimentais pode perdurar por vários anos.

Durante esse peŕıodo, novos fatores de risco podem ser descobertos, o que pode fazer com que

se decida coletar informações adicionais. As unidades que ingressaram antes dessa decisão terão

resultados omissos para essas variáveis.

iv. Casos em que a mensuração de uma variável é muito cara e, por isso, restrita a um subconjunto

de todas as unidades experimentais.

v. Estudos bem planejados e conduzidos, em que acidentes ocorrem. Um tubo de ensaio pode

quebrar, um questionário pode ser perdido, um exame pode ser esquecido, a imprecisão de um

instrumento pode ser descoberta muito tarde, etc. Cada acidente pode gerar um valor omisso.

vi. Casos em que informações estão limitadas a um subconjunto das alternativas, diferentemente

dos casos tradicionais em que a resposta de uma variável é ou não observada. O respondente de
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um inquérito pode ficar indeciso com relação a duas ou mais opções, pode haver dúvida quanto

à classificação de uma resposta entre duas categorias subjacentes, um registro pode ter sido

preenchido dubiamente e ter sua resposta confundida entre algumas das alternativas, etc.

Em virtude das inúmeras possibilidades de se encontrar dados com omissão, não se deve estranhar

que Wilks (1932) já discutisse as dificuldades que dados faltantes causam no processo de inferência

estat́ıstica. O aumento cont́ınuo de interesse cient́ıfico sobre o tema nas últimas décadas pode ser

observado pelo número crescente de artigos, pelo aparecimento de cada vez mais livros espećıficos

(Rubin, 1987; Schafer, 1997; Vach, 1994; Allison, 2001; Little & Rubin, 2002; Groves, Dillman, Eltinge

& Little, 2002; Van Der Laan & Robins, 2002; Särndal & Lundström, 2005; Tsiatis, 2006; Molenberghs

& Kenward, 2007; Daniels & Hogan, 2007; Tan, Tian & Ng, 2010) e até mesmo pela ampliação da

quantidade de livros de outros assuntos que passam a incluir um ou mais caṕıtulos especializados

(e.g., Särndal, Swensson & Wretman, 1991; Halloran & Berry, 1999; Korn & Graubard, 1999; Levy &

Lemeshow, 1999; Lindsey, 1999; Verbeke & Molenberghs, 2000; Harrell, 2001; Diggle, Heagerty, Liang

& Zeger, 2002; Hagenaars & McCutcheon, 2002; Srivastava, 2002; Twisk, 2002; Chambers & Skinner,

2003; Fleiss, Levin & Paik, 2003; Fitzmaurice, Laird & Ware, 2004; Gelman & Meng, 2004; Lehtonen

& Pahkinen, 2004; Congdon, 2005, 2006; Molenberghs & Verbeke, 2005; Weiss, 2005; Gelman & Hill,

2006; Hedeker & Gibbons, 2006; Paulino & Singer, 2006; De Leeuw & Meijer, 2008; Fitzmaurice,

Davidian, Verbeke & Molenberghs, 2008).

Quando existem dados omissos, uma abordagem simples e por isso largamente empregada é a

de realizar uma análise convencional utilizando apenas as unidades experimentais em que todas as

variáveis foram observadas, denominada análise de casos completos (ACC, complete case analysis).

Quando o interesse momentâneo recai apenas sobre as distribuições marginais (univariadas ou biva-

riadas), a ACC pode desperdiçar muita informação. Nestas circunstâncias, pode ser mais indicado

utilizar todas as unidades experimentais que tiveram respostas observadas para a variável (ou para

as duas variáveis); esta abordagem é chamada de análise de casos dispońıveis (ACD, available case

analysis)1. Para a Tabela 1.1, por exemplo, a ACC utiliza 93% das unidades experimentais, enquanto

que a ACD referente ao hábito de fumo da mãe abrange 97% (= 93% + 4%) das respostas.

Métodos estat́ısticos espećıficos desenvolvidos para lidar com o problema de dados com omissão

podem ser grosseiramente agrupados em três classes.

1. A extensão dos métodos tradicionais de estimação em pesquisas de levantamento de dados (sur-

veys), com a utilização de pesos. A maior parte dos livros de amostragem apresenta caṕıtulos

sobre o assunto; uma revisão mais abrangente é apresentada em Särndal & Lundström (2005),

enquanto que uma introdução pode ser encontrada em Little & Rubin (2002, Seção 3.3).

2. A adoção de procedimentos de imputação de dados para, de alguma forma, substituir os dados

faltantes por estimativas com o intuito de utilizar os métodos tradicionais para a análise de

1Os softwares estat́ısticos costumam realizar a ACC como padrão. Em alguns casos, análises exploratórias podem
ser realizadas tanto com ACC quanto com ACD e, geralmente, são designadas listwise e pairwise, respectivamente.
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dados completos. Little & Rubin (2002, Cap. 4) revisaram as abordagens mais utilizadas, como

a imputação de médias incondicionais ou condicionais ou o sorteio de valores de distribuições

preditivas de modelos expĺıcitos ou impĺıcitos para os dados faltantes. Em estudos longitudinais,

a substituição dos dados omissos pelo último valor observado (last observation carried forward) é

também muito comum, embora esta prática esteja sendo largamente combatida, conforme indicam

Molenberghs & Kenward (2007).

As abordagens de imputação de um único valor (single imputation) para cada dado omisso não

levam em conta a incerteza que se tem dos valores faltantes. Para contornar esse inconveniente, o

método de imputação múltipla (multiple imputation) consiste na substituição de cada dado omisso

por dois ou mais valores, seguida da análise de cada conjunto de dados completado e, finalmente,

da combinação das inferências por meio de ajustes especiais (Rubin, 1987; Schafer, 1997; Little &

Rubin, 2002). Embora algumas das abordagens descritas até aqui pareçam simples, as suposições

sob as quais esses procedimentos ad hoc fornecem análises válidas nem sempre ficam claras.

3. A alternativa adotada neste trabalho, considera explicitamente um mecanismo gerador dos da-

dos omissos, i.e., mecanismo de omissão (missingness mechanism) no processo de modelagem

probabiĺıstica e estrutural (Little & Rubin, 2002; Molenberghs & Kenward, 2007). Inferências

frequentistas, verossimilhancistas ou bayesianas podem ser utilizadas para tirar conclusões ape-

nas sobre o fenômeno de interesse, somente estabelecendo quais foram as suposições inclúıdas

no mecanismo de omissão, e/ou pode-se tratar de questões sobre o processo gerador dos dados

faltantes.

No Caṕıtulo 2, revisam-se alguns conceitos e termos da modelagem de dados com omissão sob os

diferentes paradigmas inferenciais, evidenciando-se que os modelos probabiĺısticos para dados com

omissão são, em geral, sobreparametrizados. Por esta razão, no Caṕıtulo 3 escrutinam-se análises de

sensibilidade bayesiana e clássica com modelos sobreparametrizados para o caso de respostas cate-

gorizadas sujeitas a omissão. No Caṕıtulo 4, propõe-se metodologia para analisar respostas binárias

com variáveis explicativas cont́ınuas sujeitas a omissão. No Caṕıtulo 5, deriva-se uma nova análise

de sensibilidade clássica para respostas incompletas quando o interesse recai apenas em momentos

da distribuição das respostas. No Caṕıtulo 6, resumem-se as principais contribuições e conclusões

obtidas e sugerem-se alguns temas para pesquisas futuras.

A notação e os acrônimos utilizados são apresentados na primeira vez em que aparecem em

cada um dos caṕıtulos, para que estes possam ser lidos independentemente. Com exceção do pacote

computacional OpenBUGS (Lunn, Spiegelhalter, Thomas & Best, 2009) que se usa no Caṕıtulo 4

para obter amostras das distribuições a posteriori, todos os demais cálculos da tese foram efetuados

no ambiente estat́ıstico R (R Development Core Team, 2010). Para a análise da convergência das

distribuições a posteriori nos Caṕıtulos 3 e 4 utilizou-se, respectivamente, os pacotes boa (Bayesian

output analysis, Smith, 2007) e coda (convergence diagnosis and output analysis, Plummer, Best,

Cowles & Vines, 2006), do R.



Caṕıtulo 2

Conceitos de modelagem de dados com omissão

No caṕıtulo anterior introduziram-se as principais classes de procedimentos para lidar com dados

incompletos. Neste caṕıtulo revisa-se a modelagem de dados com omissão com o intuito de apresentar

um panorama da literatura sobre esta temática. A natureza categorizada das variáveis respostas

é evidenciada no uso de somatórios, que seriam substitúıdos por integrais no caso de respostas

cont́ınuas. Poleto (2006, Cap. 1) apresenta uma introdução similar, particularizada para o caso de

duas variáveis respostas dicotômicas.

2.1 Notação e terminologia

Suponha que, para cada uma de n unidades experimentais, planeja-se obter o resultado de J

variáveis ou de uma mesma variável medida em J ocasiões, Yij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , J . Então, para

a i-ésima unidade, pode-se agrupar as informações no vetor Yi = (Yi1, . . . , YiJ)′. Adicionalmente,

definem-se as variáveis aleatórias

Rij =

{
1, se Yij é observado,

0, em caso contrário.

Agrupam-se estes indicadores de dados observados1 no vetor Ri = (Ri1, . . . , RiJ)′, com dimensão

igual à de Yi. Pode-se subdividir Yi em duas partes, Yo
i e Ym

i , de maneira que Yo
i contenha os

componentes observados, {Rij = 1}, e Ym
i inclua os omissos, {Rij = 0}.

O vetor Yi de observações planejadas é designado por dados completos (complete data). Esse

seria o vetor observado se não houvesse omissão. O processo gerador do vetor Ri é chamado de

mecanismo de omissão. Os dados completos juntamente com os indicadores de dados observados,

(Yi,Ri), são designados por dados totais (full data). Os dados totais são observados apenas quando

todos os componentes de Ri são iguais a 1. Nos outros casos, observa-se apenas (Yo
i ,Ri), chamados

de dados observados (observed data). Para deixar evidente que parte dos dados totais está em

1Note-se que essas variáveis não contemplam as formas de omissão menos comuns descritas no item (vi) da página 2,
em que há informação ou censura parcial. Esses casos podem ser inclúıdos definindo categorias adicionais para Rij .
Modificações similares permitem que se trate adicionalmente de erros de classificação (Soares, 2004).

5
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falta, alguns autores preferem designá-los por dados ampliados (augmented data).

Cada configuração de {Ri, i = 1, . . . , n} define um padrão de omissão. Destaque especial é

dedicado ao padrão de omissão monótono (Rubin, 1974), em que as variáveis Yij são ordenadas

em Yi, numa mesma disposição para todo i, de tal maneira que os vetores Ri de todos os indiv́ıduos

são divididos em dois grupos, os primeiros com elementos iguais a 1 e os últimos com elementos iguais

a 0; por exemplo, para J = 3 podeŕıamos ter Ri ∈ {(1, 1, 1)′, (1, 1, 0)′, (1, 0, 0)′, (0, 0, 0)′}. Sob este

padrão, Rij = 1 indica que pelo menos a sequência Yi1, . . . , Yij foi observada e Rij = 0 indica que a

sequência Yij , . . . , YiJ está omissa. Este costuma ser o padrão de omissão mais comum em estudos

longitudinais, em que os indiv́ıduos são observados até um determinado instante, mas em virtude

de algum motivo acabam abandonando-o (drop out, attrition). Essa é a motivação para se chamar

o escalar Di = 1 +
∑

j Rij de indicador (do instante) de abandono, que pode substituir o vetor Ri

sem perda de informação. Algumas vezes, pode ser mais conveniente utilizar o indicador alternativo

Ti = Di − 1, que indica o número de observações obtidas.

No que segue, realizações de variáveis aleatórias são representadas pelas suas letras minúsculas

correspondentes, e.g., yij e yi para Yij e Yi, respectivamente.

2.2 Fatorações

Para levar em conta o mecanismo gerador dos dados omissos bem como o processo de men-

suração/categorização dos dados completos, um ponto de partida é a função de probabilidade con-

junta dos dados totais

f(yi, ri|θ,ψ), (2.1)

em que θ é o vetor de parâmetros relacionados com a distribuição marginal do processo de men-

suração/categorização e ψ é o vetor que inclui parâmetros associados à distribuição marginal do

mecanismo de omissão e também parâmetros associados à dependência entre Yi e Ri. Embora os

parâmetros possam também depender de variáveis explicativas Xi, estas são suprimidas para simpli-

ficar a notação. Neste caṕıtulo, supõe-se que as variáveis de Xi são sempre observadas.

Modelos obtidos por meio da fatoração

f(yi, ri|θ,ψ) = f(yi|θ)f(ri|yi,ψ) (2.2)

são chamados de modelos de seleção (SeM, selection models); o primeiro termo é a função de

probabilidade marginal do mecanismo de mensuração/categorização e o segundo é a função de pro-

babilidade do processo de omissão condicional aos resultados. Essa nomenclatura, com origem na

área econométrica (Heckman, 1976, 1979), se deve ao fato de f(ri|yi,ψ) poder ser encarada como um

mecanismo individual de autosseleção das componentes de Yi observadas ou não, condicionalmente

aos seus valores.
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Outra opção de fatoração, nomeadamente

f(yi, ri|θ,ψ) = f(yi|ri,θ,ψ)f(ri|ψ), (2.3)

especifica um modelo condicional para o processo de mensuração/categorização dados os padrões

de omissão e um modelo marginal para o mecanismo de omissão (Glynn, Laird & Rubin, 1986;

Little, 1993). A designação de modelos de mistura de padrões (PMM, pattern-mixture models)

justifica-se pelo fato de a distribuição marginal dos dados completos resultar numa mistura das

distribuições condicionais aos diferentes padrões de omissão, i.e.,

f(yi|θ,ψ) =
∑
ri

f(yi|ri,θ,ψ)f(ri|ψ). (2.4)

As ideias oriundas das duas fatorações podem ser combinadas nos modelos de mistura de

conjuntos de padrões (pattern-set mixture models) por meio de

f (yi, ri|θ,ψ) = f
(
yi

∣∣∣r(1)i ,θ,ψ
)
f
(
r
(2)
i

∣∣∣yi, r(1)i ,θ,ψ
)
f
(

r
(1)
i

∣∣∣ψ) (2.5)

após subdividir as variáveis indicadoras de omissão em duas partes, i.e., Ri = (R
(1)
i ,R

(2)
i ), por

exemplo, com R
(1)
i = (Ri1, . . . , Rij)

′ e R
(2)
i = (Ri,j+1, . . . , RiJ)′ (Little, 1993; Little & Rubin, 2002).

Os modelos de parâmetros compartilhados (SPM, shared-parameter models), por sua vez,

consideram um vetor de efeitos aleatórios ou latentes, bi, para cada unidade experimental, do qual um

ou mais componentes são compartilhadas pelos processos de mensuração/categorização e de omissão,

juntamente com uma das fatorações apresentadas (Wu & Carroll, 1988; Wu & Bailey, 1988, 1989).

Por exemplo, ao utilizar SeM, a fatoração toma a forma

f(yi, ri|θ,ψ,bi) = f(yi|θ,bi)f(ri|yi,ψ,bi). (2.6)

Em muitas situações, supõe-se que Yi e Ri são condicionalmente independentes, dados os efeitos

aleatórios bi, caso em que tanto a utilização da fatoração SeM quanto PMM leva a

f(yi, ri|θ,ψ,bi) = f(yi|θ,bi)f(ri|ψ,bi). (2.7)

Os parâmetros compartilhados de bi podem ser encarados como traços latentes governando ambos

os processos de mensuração/categorização e de omissão.

Por fim, utilizando a partição dos dados completos com componentes Yo
i e Ym

i , a fatoração

f (yi, ri |θ,ψ ) = f (ymi |yoi , ri,θ,ψ ) f (yoi |ri,θ,ψ ) f (ri |ψ ) (2.8)

é uma extensão bastante natural de PMM, sendo utilizada em algumas situações para obtenção de



8 Conceitos de modelagem de dados com omissão

distribuições a posteriori (Paulino, 1988; Paulino & Pereira, 1992, 1995; Soares & Paulino, 2001;

Soares, 2004). O primeiro termo do segundo membro de (2.8) é denominado de modelo de imputação

para os dados faltantes a partir dos dados observados e desempenha um papel fundamental na etapa

de imputação da abordagem de imputação múltipla (Rubin, 1987).

2.3 Mecanismos de omissão

Nas próximas subseções apresentam-se definições de mecanismos de omissão sob as três principais

fatorações introduzidas.

2.3.1 Modelos de seleção

Três famı́lias de mecanismos de omissão, discutidas por Rubin (1976), desempenham um papel

fundamental neste contexto. Esses mecanismos são mais facilmente expressos por meio da fatoração

SeM, baseando-se no segundo fator do segundo membro de (2.2) e atentando-se para a distinção do

que foi ou não observado, ou seja,

f(ri|yi,ψ) = f(ri|yoi ,ymi ,ψ). (2.9)

Sob um mecanismo de omissão não-informativa ou aleatória (MAR, missing at random),

a probabilidade de um resultado estar em falta é condicionalmente independente do valor omisso,

dados os resultados observados, i.e.,

f(ri|yi,ψ) = f(ri|yoi ,ψ). (2.10)

Essa nomenclatura advém do fato de os dados omissos poderem ser extrapolados a partir dos dados

observados sem qualquer influência do mecanismo de omissão, conforme indicado pelo modelo de

imputação

f(ymi |yoi , ri,θ,ψ) =
f(yoi ,y

m
i , ri|θ,ψ)

f(yoi , ri|θ,ψ)
=

f(yoi ,y
m
i |θ)f(ri|yoi ,ymi ,ψ)∑

ymi
f(yoi ,y

m
i |θ)f(ri|yoi ,ymi ,ψ)

MAR
=

f(yoi ,y
m
i |θ)f(ri|yoi ,ψ)∑

ymi
f(yoi ,y

m
i |θ)f(ri|yoi ,ψ)

=
f(yoi ,y

m
i |θ)

f(yoi |θ)
= f(ymi |yoi ,θ) (2.11)

que deixa de depender dos padrões de omissão sob MAR.

Um caso particular do mecanismo MAR é o mecanismo de omissão completamente aleatória

(MCAR, missing completely at random), em que a probabilidade de uma resposta não ser observada

independe dos resultados (observados e faltantes), levando a

f(ri|yi,ψ) = f(ri|ψ). (2.12)
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Os mecanismos que não são MAR são chamados de mecanismos de omissão informativa ou

não-aleatória (MNAR, missing not at random). Nesses casos, a probabilidade de um resultado

estar em falta depende de algum modo das respostas não observadas. Consequentemente, a função

de probabilidade (2.9) depende de ymi e também pode depender de yoi .

Como as inferências baseiam-se no que é observado, o foco das inferências verossimilhancistas

recai sobre a função de verossimilhança dos dados observados, em que a contribuição da i-ésima

unidade é dada por

L(θ,ψ|yoi , ri) ∝ f(yoi , ri|θ,ψ), (2.13)

com

f(yoi , ri|θ,ψ) =
∑
ymi

f(yi, ri|θ,ψ). (2.14)

Sob um mecanismo MAR (2.10), a função de probabilidade é simplificada para

f(yoi , ri|θ,ψ) =
∑
ymi

f(yi|θ)f(ri|yoi ,ψ)

= f(yoi |θ)f(ri|yoi ,ψ), (2.15)

e, sob o seu caso particular MCAR (2.12), ela é reduzida para

f(yoi , ri|θ,ψ) = f(yoi |θ)f(ri|ψ). (2.16)

Portanto, as verossimilhanças sob os mecanismos MAR e MCAR se fatoram em duas partes, em

que uma depende apenas do processo de mensuração/categorização e a outra, do mecanismo de

omissão. Por conseguinte, se θ e ψ forem funcionalmente não-relacionados (ou distintos), no sentido

de o espaço paramétrico de (θ′,ψ′)′ ser o produto dos espaços paramétricos de θ e ψ, tanto sob o

mecanismo MAR quanto sob o MCAR, inferências sobre θ baseadas unicamente na verossimilhança

podem ser realizadas utilizando apenas o primeiro termo do lado direito de (2.15) e (2.16). Como

o mecanismo de omissão é ignorado nesses casos para se fazer inferências sobre θ, muitas vezes

chama-se o mecanismo MAR de mecanismo de omissão ignorável. Esse mecanismo de omissão

também pode ser ignorado para a realização de inferências bayesianas sobre θ se, adicionalmente, as

distribuições a priori de θ e ψ forem independentes.

Contudo, como o mecanismo MAR depende do que é observado, a distribuição dos dados ob-

servados continua a depender de ψ mesmo após ser condicionada nos padrões de omissão obtidos,

i.e.,

f(yoi |ri,θ,ψ) =
f(yoi |θ)f(ri|yoi ,ψ)∑
yoi
f(yoi |θ)f(ri|yoi ,ψ)

. (2.17)

Por esse motivo, o mecanismo MAR não pode ser ignorado para se fazer inferências frequentistas sobre

θ. Por outro lado, sob a suposição MCAR, ri é uma estat́ıstica suficiente parcial (S-suficiente) para
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ψ2, ou equivalentemente, ancilar parcial (S-ancilar) para θ (Lindsey, 1996). Portanto, pelo prinćıpio

generalizado da condicionalidade (Basu, 1977) pode-se analisar os dados com base na função de

probabilidade f(yoi |θ), que não inclui o parâmetro perturbador (nuisance) ψ, sem incorrer em perda

de informação relevante sobre o parâmetro de interesse, θ. Consequentemente, sob o mecanismo

MCAR, os dados observados podem ser analisados como se os padrões de omissão tivessem sido

fixados pelo planejamento amostral e o processo de omissão é também ignorável sob o ponto de

vista das inferências frequentistas sobre θ. Neste contexto, quando se pretende utilizar o método

da máxima verossimilhança e a teoria assintótica convencional, o mecanismo MAR ainda pode ser

ignorado se a matriz de informação de Fisher for substitúıda pela matriz de informação observada

de f(yoi |θ) na obtenção da matriz de covariância assintótica do estimador de θ e nas estat́ısticas de

teste de Wald e score de Rao (Kenward & Molenberghs, 1998).

A análise de casos completos (ACC) utiliza apenas as unidades experimentais que não tiveram

dados omissos, ou seja, condiciona os dados observados ao padrão de omissão ri = (1, 1, . . . , 1)′. O

resultado (2.17) permite antever que essas inferências sob o mecanismo MAR continuam a depender

de ψ, sendo, assim, inapropriadas para fazer inferências apenas sobre θ. Portanto, apenas sob o

mecanismo MCAR, o condicionamento realizado pela ACC permite ignorar o mecanismo de omissão.

Na prática, isso quer dizer que as inferências obtidas numa ACC são, em geral, enviesadas se o

verdadeiro mecanismo de omissão for MAR e são sempre não-enviesadas se for MCAR. Contudo,

as inferências obtidas sob o mecanismo MCAR são, em geral, mais eficientes do que as obtidas

na ACC, pois a última estratégia desconsidera as informações das unidades amostrais parcialmente

observadas. Poleto, Singer & Paulino (2011a) ilustram essa perda de informação quando há interesse

em se comparar a precisão de testes diagnósticos e mostram que mesmo num caso em que o mecanismo

MCAR é plauśıvel, as conclusões obtidas na ACC, e outras análises que não levam em conta toda

a informação dispońıvel, podem ser equivocadas. Além de exemplificar esse fato, Poleto, Singer &

Paulino (2011b) apresentam exceções em que, para algumas funções paramétricas de interesse, os

estimadores obtidos na ACC podem ser (1) consistentes sob um mecanismo MAR e (2) tão eficientes

quanto os do verdadeiro mecanismo MCAR.

Sob um mecanismo MNAR, a função de probabilidade dos dados observados não pode ser fatorada

em duas partes, como nos mecanismos anteriores, conforme evidenciado em

f(yoi , ri|θ,ψ) =
∑
ymi

f(yi|θ)f(ri|yoi ,ymi ,ψ). (2.18)

Logo, sob qualquer das três abordagens inferenciais para θ o mecanismo MNAR é um mecanismo

de omissão não-ignorável. Além disso, enquanto os modelos MAR e MCAR são identificáveis, os

modelos MNAR mais gerais são inidentificáveis. Assim, inferências frequentistas e verossimilhancistas

2Suficiente para ψ para cada valor de θ (i.e., suficiente espećıfica para ψ) e ancilar para θ para cada valor de ψ
(i.e., ancilar espećıfica para θ).
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só podem ser realizadas após a inclusão de suposições sobre as partes dos dados observados e omissos

de que o mecanismo de omissão depende, deixando, assim, o modelo identificável. Tais requisitos

não são exigidos sob a ótica bayesiana, que viabiliza a análise sem a inclusão de qualquer restrição

estrutural no mecanismo de omissão embora, em geral, requeira a utilização de distribuições a priori

próprias. É de se esperar, todavia, que os dados observados não sejam suficientes para atualizar

toda a informação a priori, o que implica que certas funções paramétricas continuem, a posteriori,

dependentes apenas da distribuição a priori escolhida (Paulino, 1988; Paulino & Pereira, 1992, 1995;

Walker, 1996; Soares & Paulino, 2001; Soares, 2004; Jiang & Dickey, 2008).

Em análises clássicas de dados categorizados com omissão, modelos MNAR saturados podem

não ter ajustes perfeitos e isto está associado à obtenção de estimativas de ψ na fronteira do espaço

paramétrico (Baker & Laird, 1988), embora isto também possa ocorrer no caso de modelos estruturais

reduzidos (Smith, Skinner & Clarke, 1999). Além disso, modelos MNAR saturados também podem ter

seus parâmetros inidentificáveis conforme indica Glonek (1999). Molenberghs, Goetghebeur, Lipsitz

& Kenward (1999), Clarke (2002) e Clarke & Smith (2004) também discutem essas patologias. Por

meio de um estudo de simulação, Poleto et al. (2011b) mostraram que, tanto no caso de as estimativas

de ψ estarem na fronteira do espaço paramétrico quanto no caso de falta de identificabilidade, os

estimadores de máxima verossimilhança são enviesados, embora com viés menor do que aquele obtido

sob a ACC se o mecanismo MNAR proposto for verdadeiro. Esses autores também mostraram que a

obtenção de estimativas na fronteira do espaço paramétrico não é um ind́ıcio de que o mecanismo de

omissão seja falso e, dependendo da estrutura para o mecanismo de omissão, pode ainda ocorrer com

probabilidade razoável para amostras grandes (e.g., probabilidade de 18% para n = 10 000). Vários

dos trabalhos citados neste parágrafo também chamaram a atenção para as dificuldades de se obter

convergência nos processos iterativos que visam maximizar a função de verossimilhança nas situações

em que as estimativas de ψ estão na fronteira do espaço paramétrico. Em alguns destes casos, se os

algoritmos de otimização não inclúırem restrições, pode-se obter estimativas negativas ou maiores do

que um para as probabilidades! Estas dificuldades computacionais não ocorrem quando se utiliza a

fatoração PMM ao invés da fatoração SeM.

Em estudos longitudinais com padrão de omissão monótono é razoável admitir que um abandono

não depende de valores futuros. Diggle & Kenward (1994) exploraram esta ideia, que no contexto da

fatoração SeM pode ser traduzida por

f (ti = s |yi1, yi2, . . . , yiJ ,θ,ψ ) = f (ti = s |yi1, yi2, . . . , yi,s+1,θ,ψ ) , ∀s. (2.19)

Kenward, Molenberghs & Thijs (2003) chamaram este mecanismo de omissão não-dependente do

futuro (MNFD, missing non-future dependence) porque num estudo longitudinal (2.19) traduz a

suposição de que a probabilidade de se observar apenas os s primeiros instantes de tempo depende

apenas dessas s respostas observadas e da primeira omissa, mas não das demais J−s−1 que também

não foram observadas. O mecanismo MNFD por si só não traduz um modelo identificável, embora
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seja um modelo MNAR mais reduzido que o MNAR geral (sem qualquer restrição); detalhes serão

discutidos na próxima seção.

2.3.2 Modelos de mistura de padrões

Embora as famı́lias de mecanismos de omissão discutidas por Rubin (1976) sejam mais facilmente

expressas por meio da fatoração SeM, vários autores têm utilizado a fatoração PMM como alternativa.

Os mecanismos de omissão são, neste caso, especificados majoritariamente utilizando o primeiro

fator do segundo membro de (2.3), i.e., f(yi|ri,θ,ψ). Note-se que ao obter a distribuição dos dados

observados a partir de (2.8), nomeadamente

f (yoi , ri |θ,ψ ) =
∑
ymi

f (ymi |yoi , ri,θ,ψ ) f (yoi |ri,θ,ψ ) f (ri |ψ ) = f (yoi |ri,θ,ψ ) f (ri |ψ ) ,

fica evidente que o modelo de imputação, i.e., a distribuição dos dados faltantes condicionalmente

aos dados observados, é o termo para o qual não há informação amostral. Logo, funções de (θ,ψ) que

estejam presentes apenas nesse componente não aparecerão na verossimilhança dos dados observados.

Numa ótica bayesiana, se estas funções paramétricas forem independentes a priori das demais, elas

não terão suas distribuições a priori atualizadas; em caso contrário, a atualização será induzida

apenas pela dependência suposta a priori entre essas funções e as que aparecem na verossimilhança

(Scharfstein, Daniels & Robins, 2003).

Tal como na fatoração SeM, os modelos mais gerais são inidentificáveis e, portanto, inferências

clássicas só podem ser realizadas após a inclusão de restrições identificadoras. Com esta finalidade,

Little (1993, 1994) incorpora tais restrições igualando os parâmetros de padrões com alguma omissão

inestimáveis a (funções de) parâmetros que descrevem as distribuições das unidades completamente

categorizadas. Por exemplo, nas restrições de valores omissos (oriundas) de casos completos (CCMV,

complete case missing values), informações indispońıveis são tomadas por empréstimo dos casos

completamente categorizados, ou seja, podem ser definidas como

f (ymi |yoi , ri = s,θ,ψ ) = f
(
ymi
∣∣yoi , ri = (1, 1, . . . , 1)′,θ,ψ

)
, ∀s 6= (1, 1, . . . , 1)′, (2.20)

em que as subdivisões yoi e ymi do segundo membro são iguais às do primeiro; no caso do padrão de

omissão monótono, essas restrições podem ser equivalentemente expressas por3

f (yij |yi1, yi2, . . . , yi,j−1, ti = s,θ,ψ ) = f (yij |yi1, yi2, . . . , yi,j−1, ti = J,θ,ψ ) , j = s+1, s+2, . . . , J.

(2.21)

Para ficar mais clara a equivalência entre (2.20) e (2.21), note-se que, para J = 3, se tem (veja a

3Obviamente, caso se deseje utilizar o indicador Di ao invés de Ti, basta substituir ti por di − 1 nas expressões
correspondentes.
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Tabela 2.1: Distribuições condicionais identificáveis vs. inidentificáveis da fatoração PMM (num padrão de
omissão monótono com J = 3) indicadas, respectivamente, a esquerda/acima e a direita/abaixo da linha que
cruza a tabela.

f (yj |y1, y2, . . . , yj−1, t = s)
t = s r yo ym j = 1 j = 2 j = 3

3 (1,1,1) (y1, y2, y3) ∅ f (y1 |t = 3) f (y2 |y1, t = 3) f (y3 |y1, y2, t = 3)
2 (1,1,0) (y1, y2) yi3 f (y1 |t = 2) f (y2 |y1, t = 2) f (y3 |y1, y2, t = 2)
1 (1,0,0) y1 (yi2, yi3) f (y1 |t = 1) f (y2 |y1, t = 1) f (y3 |y1, y2, t = 1)
0 (0,0,0) ∅ (yi1, yi2, yi3) f (y1 |t = 0) f (y2 |y1, t = 0) f (y3 |y1, y2, t = 0)

Obs.: por simplicidade, os parâmetros e o ı́ndice i foram omitidos das expressões.

Tabela 2.1), por exemplo,

f (yi2, yi3 |yi1, ri = (1, 0, 0)) = f (yi2, yi3 |yi1, ti = 1) =

f (yi2 |yi1, ti = 1) f (yi3 |yi1, yi2, ti = 1)
CCMV

= f (yi2 |yi1, ti = 3) f (yi3 |yi1, yi2, ti = 3) =

f (yi2, yi3 |yi1, ti = 3) = f (yi2, yi3 |yi1, ri = (1, 1, 1)) ,

em que, por simplicidade, se omitiu os parâmetros das expressões. Para padrões de omissão não-

monótonos, esse esquema de identificação é mais facilmente aplicável do que outros esquemas, apre-

sentados a seguir. Além disso, ele é talvez mais razoável nos casos em que a maior parte das unidades

amostrais é completamente categorizada e apenas poucas apresentam cada um dos demais padrões

de omissão. Contudo, essas unidades com informações completas podem estar “distantes” em algum

sentido dos padrões com omissão, especialmente nos casos em que o abandono ocorre nos primeiros

instantes. Por esse motivo, Verbeke & Molenberghs (2000) sugerem que pode ser mais adequado to-

mar a informação emprestada de algum outro padrão de omissão mais próximo, ou mesmo de todos

em que há informação sobre a variável omissa; no primeiro caso, as restrições de valores omissos de

casos vizinhos (NCMV, neighboring case missing values) são expressas por

f (yij |yi1, yi2, . . . , yi,j−1, ti = s,θ,ψ ) = f (yij |yi1, yi2, . . . , yi,j−1, ti = j,θ,ψ ) , j = s+1, s+2, . . . , J,

(2.22)

enquanto que no último, as restrições de valores omissos de casos dispońıveis (ACMV, available case

missing values) são dadas por

f (yij |yi1, yi2, . . . , yi,j−1, ti = s,θ,ψ ) = f (yij |yi1, yi2, . . . , yi,j−1, ti ≥ j,θ,ψ ) , j = s+1, s+2, . . . , J.

(2.23)

Thijs, Molenberghs, Michiels, Verbeke & Curran (2002) derivaram uma estratégia computacio-

nal prática para incorporar as restrições ACMV, notando que uma expressão geral para restrições

identificadoras que tomam informações faltantes emprestadas de padrões em que estas tenham sido
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observadas é

f (yij |yi1, yi2, . . . , yi,j−1, ti = s,θ,ψ ) =
J∑
k=j

ωjkf (yij |yi1, yi2, . . . , yi,j−1, ti = k,θ,ψ ) , (2.24)

j = s + 1, s + 2, . . . , J , em que
∑J

k=j ωjk = 1. Devido à utilização de distribuições observáveis para

identificar distribuições não-observáveis, Kenward et al. (2003) chamaram esta famı́lia de restrições

de “Interior”; ela engloba CCMV, quando ωjJ = 1 e demais ωjk’s iguais a zero, NCMV, quando

ωjj = 1 e demais ωjk’s iguais a zero, e abrange ACMV, quando

ωjk =
f (ti = k |ψ ) f (yi1, yi2, . . . , yi,j−1 |ti = k,θ,ψ )∑J
l=j f (ti = l |ψ ) f (yi1, yi2, . . . , yi,j−1 |ti = l,θ,ψ )

.

Molenberghs, Michiels, Kenward & Diggle (1998) mostraram que as restrições ACMV são a

contrapartida do mecanismo MAR em padrões de omissão monótonos, mas que com padrões de

omissão como o da Tabela 1.1 equivaleriam ao mecanismo MCAR. Uma importante implicação deste

resultado em padrões de omissão monótonos é que outras restrições pertencentes à famı́lia “Interior”

que não sejam a ACMV traduzem mecanismos MNAR. Apesar da equivalência, Kenward et al. (2003)

chamam a atenção de que modelos MAR e ACMV podem não apresentar os mesmos resultados

quando há variáveis explicativas, pois elas são incorporadas de diferentes formas nas fatorações SeM

e PMM, resultando em diferentes modelos para Yi.

O resultado (2.11) em conjunto com as expressões (2.8) e (2.3) evidencia que, nos PMM, as

suposições do mecanismo MAR traduzem-se em

f(yi|ri,θ,ψ) = f (ymi |yoi ,θ ) f (yoi |ri,θ,ψ ) . (2.25)

Como ψ não é ignorável para se fazer inferências sobre o processo de mensuração/categorização sob

as restrições equivalentes à MAR na fatoração PMM, conclui-se que a ignorabilidade do mecanismo

MAR é uma caracteŕıstica particular da fatoração SeM. Em compensação, as expressões (2.2), (2.3)

e (2.12) indicam que a independência entre Yi e Ri sob o mecanismo MCAR leva a que ele seja

igualmente expressável na fatoração PMM, ou seja,

f(yi|ri,θ,ψ) = f(yi|θ). (2.26)

Kenward et al. (2003) mostraram que o mecanismo MNFD (2.19), no caso do padrão de omissão

monótono, é equivalente às restrições de valores omissos não-futuros (NFMV, non-future missing
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values), para a fatoração PMM, expressas por

f (yij |yi1, . . . , yi,j−1, ti = s,θ,ψ ) = f (yij |yi1, . . . , yi,j−1, ti ≥ j − 1,θ,ψ ) , j = s+ 2, s+ 3, . . . , J.

(2.27)

Contudo, MNFD/NFMV não são suficientes para obter modelos identificáveis. Note-se, por exemplo,

no caso das restrições NFMV, que cada um dos padrões de omissão continua com uma distribuição

inidentificável, nomeadamente

f (yi,s+1 |yi1, . . . , yi,s, ti = s,θ,ψ ) . (2.28)

Ou seja, a distribuição da resposta faltante “atual” condicionalmente às respostas anteriores perma-

nece irrestrita. Por esta razão, a famı́lia NFMV contém membros fora da famı́lia “Interior”. Por

outro lado, a famı́lia NFMV exclui membros como CCMV e NCMV. Contudo, a escolha de (2.28)

com mesma forma funcional de (2.27) leva à ACMV, mostrando que existe uma interseção entre

as duas famı́lias. Kenward et al. (2003) sugerem que (2.28) pode ser facilmente especificada com

restrições do tipo CCMV ou NCMV ou pode ser utilizada numa análise de sensibilidade, conforme

se descreve na Seção 2.4.

2.3.3 Modelos de parâmetros compartilhados

Recentemente, alguma atenção tem sido dedicada também à fatoração SPM. Por esta razão,

há interesse em se estabelecer conexões entre suposições do mecanismo de omissão inclúıdas nessa

fatoração, na SeM e na PMM. Descrevem-se, portanto, os principais resultados apresentados por

Creemers et al. (2009), que se debruçam sobre o caso (2.7), em que existe independência condicional

entre os mecanismos de mensuração/categorização e de omissão dados os efeitos aleatórios. Como,

em geral, ocorre em modelos com efeitos aleatórios, admite-se que bi segue alguma distribuição

indexada por parâmetros inclúıdos no vetor ξ. Uma vez que os efeitos aleatórios não são observados,

a distribuição dos dados observados, neste caso, é obtida após integração de bi, ou seja,

f(yoi , ri|θ,ψ, ξ) =
∑
ymi

∫
f(yi, ri|θ,ψ,bi)f(bi|ξ)dbi.

No caso de bi ser discreto, a integral é substitúıda por um somatório, resultando num modelo de

mistura ou de classes latentes.

Por simplicidade, os parâmetros são omitidos na notação empregada no desenvolvimento a seguir.

Além disso, convém reescrever o primeiro termo do segundo membro de (2.7) utilizando a partição dos

dados completos e indicar quais vetores de efeitos aleatórios pertencem a cada distribuição conforme

evidenciado em

f(yi, ri|bi) = f(yoi |boi ,bomi ,bori ,b
omr
i )f(ymi |yoi ,bmi ,bomi ,bmri ,bomri )f(ri|bri ,bori ,bmri ,bomri ), (2.29)
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em que os ı́ndices o, m e r nos subvetores bi’s indicam que os efeitos aleatórios estão associados,

respectivamente, às distribuições de yoi , ymi dado yoi e ri, bi = (boi
′,bmi

′,bri
′,bomi

′,bori
′,bmri

′,bomri
′)′

e os 7 subvetores de bi são mutuamente independentes. Utilizando (2.11), Creemers et al. (2009)

mostram que um membro da famı́lia (2.29) é MAR se, e somente se,∫
f(yoi |boi ,bomi ,bori ,b

omr
i )f(ymi |yoi ,bmi ,bomi ,bmri ,bomri )f(ri|bri ,bori ,bmri ,bomri )f(bi)dbi∫

f(yoi |boi ,bomi ,bori ,b
omr
i )f(ri|bri ,bori ,bmri ,bomri )f(bi)dbi

=

∫
f(yoi |boi ,bomi ,bori ,b

omr
i )f(ymi |yoi ,bmi ,bomi ,bmri ,bomri )f(bi)dbi∫

f(yoi |boi ,bomi ,bori ,b
omr
i )f(bi)dbi

. (2.30)

Intuitivamente, um caso especial que satisfaz (2.30) é obtido ao se omitir os efeitos aleatórios bomi ,

bmri e bomri , responsáveis pela dependência entre os dados observados e faltantes; especificamente,

f(yi, ri|bi) = f(yoi |boi ,bori )f(ymi |yoi ,bmi )f(ri|bri ,bori ). (2.31)

Creemers et al. (2009) exemplificaram um modelo não incluso em (2.31) que satisfaz (2.30). Além

disso, notando que (2.19) pode ser encarada como uma definição de um mecanismo MAR (em estudos

longitudinais com padrões de omissão monótonos) com a sequência (em j) de yij ’s deslocada, esses

autores estabeleceram que um membro da famı́lia (2.29) é MNFD se, e somente se,

∫
f(ypi |b

p
i ,b

pf
i ,b

pt
i ,b

pft
i )f(yfi |y

p
i ,b

f
i ,b

pf
i ,b

ft
i ,b

pft
i )f(ti = s|bti,b

pt
i ,b

ft
i ,b

pft
i )f(bi)dbi∫

f(ypi |b
p
i ,b

pf
i ,b

pt
i ,b

pft
i )f(ti = s|bti,b

pt
i ,b

ft
i ,b

pft
i )f(bi)dbi

=

∫
f(ypi |b

p
i ,b

pf
i ,b

pt
i ,b

pft
i )f(yfi |y

p
i ,b

f
i ,b

pf
i ,b

ft
i ,b

pft
i )f(bi)dbi∫

f(ypi |b
p
i ,b

pf
i ,b

pt
i ,b

pft
i )f(bi)dbi

, (2.32)

em que o ı́ndice r foi substitúıdo por t para representar os efeitos aleatórios associados à distribuição

de ti, ypi = (yi1, yi2, . . . , yi,s+1)
′ e yfi = (yi,s+2, yi,s+3, . . . , yiJ)′ denotam, respectivamente, as variáveis

do “passado e presente” e do “futuro” e os ı́ndices o e m atribúıdos aos efeitos aleatórios foram

substitúıdos por p e f seguindo a mesma lógica. Logo, todos os efeitos aleatórios com ı́ndices o e

m foram substitúıdos por p e f , respectivamente, com exceção dos efeitos aleatórios associados à

primeira variável faltante na sequência (o “presente”), yi,s+1, que estavam agrupados nos bi’s com

ı́ndice m e agora estão inclúıdos nos bi’s com ı́ndice p. Realizando o mesmo tipo de deslocamento

em (2.31), obtém-se a subclasse

f(yi, ti|bi) = f(ypi |b
p
i ,b

pt
i )f(yfi |y

p
i ,b

f
i )f(ti|bti,b

pt
i ), (2.33)

que satisfaz (2.32) e possui uma forma mais intuitiva. Por fim, o mecanismo MCAR é obviamente

obtido ao se omitirem todos os efeitos aleatórios que seriam compartilhados por duas ou mais distri-
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buições, i.e., bomi , bori , bmri e bomri , resultando em

f(yi, ri|bi) = f(yoi |boi )f(ymi |yoi ,bmi )f(ri|bri ). (2.34)

2.3.4 Resumo e outras abordagens

Analogamente ao que foi apresentado por Creemers et al. (2009), ilustra-se na Figura 2.1 a

miscelânea de definições de mecanismos de omissão e acrônimos descritos nesta seção, bem como as

relações entre famı́lias de modelos.

NCMV (2.22)∗ CCMV (2.21)∗/(2.20)
⊂ ⊂

ACMV (2.23)∗ ⊂ Interior (2.24)∗

l∗ ⊂
PMM (2.3) : MCAR (2.26) ⊂ MAR (2.25) ⊂ NFMV (2.27)∗ ⊂ MNAR geral

l l l l
SeM (2.2) : MCAR (2.12) ⊂ MAR (2.10) ⊂ MNFD (2.19)∗ ⊂ MNAR geral

l l l l
SPM (2.29) : MCAR (2.34) ⊂ MAR (2.30) ⊂ MNFD (2.32)∗ ⊂ MNAR geral

⊂ ⊂
(2.31) ⊂ (2.33)∗

Figura 2.1: Relações entre famı́lias de modelos nas fatorações de modelos de seleção (SeM), modelos de mistura
de padrões (PMM) e modelos de parâmetros compartilhados (SPM); MCAR: missing completely at random,
MAR: missing at random, MNAR: missing not at random, ACMV: available case missing values, NCMV:
neighboring case missing values, CCMV: complete case missing values, NFMV: non-future missing values,
MNFD: missing non-future dependence; ⊂ e suas versões rotacionadas indicam quais modelos estão aninhados
entre si em cada fatoração, l denota a equivalência entre os modelos de diferentes fatorações e ∗ enfatiza a
utilização do padrão de omissão monótono.

O investimento nas definições de mecanismos de omissão para as fatorações PMM e SPM equi-

valentes às da fatoração SeM se deve ao fato de que a terminologia de Rubin (1976) é largamente

empregada na literatura. Contudo, cabe ressaltar que essa preferência não é unânime. Por exemplo,

Lindsey (1999, pp.363-372) defende que as distinções feitas por Rubin são inadequadas para estudos

com medidas repetidas e Vansteelandt & Robins (2007) argumentam que a suposição MAR raramente

é razoável para padrões de omissão não-monótonos em estudos longitudinais. Além disso, Mouchart

(2007) desenvolve um arcabouço para o estudo de dados faltantes e defende que as definições de

ignorabilidade, conforme apresentadas por Rubin, requerem cuidado particular que depende da es-

pecificidade da aplicação.
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2.4 Análises de sensibilidade

Apesar das simplificações convenientes obtidas sob um mecanismo MAR, os estudos não costu-

mam fornecer justificativas para a sua completa adoção, uma vez que os motivos para as omissões são

variados e, em geral, dif́ıceis ou imposśıveis de serem especificados. Por essa razão, há interesse de

se considerar afastamentos em relação à suposição MAR. Esta tarefa torna-se obtusa devido à falta

de informação amostral caracteŕıstica dos dados com omissão, que não permite, por exemplo, que se

distinga um mecanismo MAR saturado de outro MNAR saturado por meio de critérios estat́ısticos,

pois ambos podem ser perfeitamente ajustados aos dados observados. Além disso, as diferentes su-

posições que fundamentam esses mecanismos de omissão podem trazer resultados discrepantes para

o processo de mensuração/categorização. Esses comentários ficam patentes no trabalho de Molen-

berghs, Beunckens, Sotto & Kenward (2008), que estabelecem uma estratégia de como obter ajustes

de modelos MAR a partir de ajustes de modelos MNAR, em que ambos terão o mesmo grau de

ajustamento aos dados observados. Por esses motivos, as análises de sensibilidade são úteis para

contornar os problemas associados à falta de informação.

A análise de sensibilidade clássica mais comum, aqui apelidada de informal, costuma ser a de

propor diferentes estruturas identificáveis plauśıveis (embora subjetivas), MAR e MNAR, para o me-

canismo de omissão e, em seguida, verificar a estabilidade das inferências de interesse e a razoabilidade

dos valores esperados estimados para os dados totais. Kenward, Goetghebeur & Molenberghs (2001)

mostram que a análise de sensibilidade informal pode levar a conclusões equivocadas. Tanto nesse

trabalho quanto em Molenberghs, Kenward & Goetghebeur (2001) e Vansteelandt, Goetghebeur,

Kenward & Molenberghs (2006), os autores sugerem uma alternativa, aqui chamada de formal, que

possibilita a utilização de modelos sobreparametrizados por meio da realização de repetidas análises

de sensibilidade.

Por outro lado, no paradigma bayesiano, a eliciação dos hiperparâmetros e a tradicional análise

de sensibilidade das distribuições a priori merecem uma maior cautela para mecanismos de omissão

que não tenham qualquer restrição imposta, devido às funções paramétricas que continuam, a pos-

teriori, dependentes apenas da distribuição proposta a priori. Contudo, a informação a priori não

atualizada é ainda menos restritiva do que as alternativas que admitem estruturas identificáveis para

o mecanismo de omissão, uma vez que a primeira desempenha um papel estocástico, enquanto que

as últimas têm uma natureza determińıstica.

Kenward et al. (2001) e Molenberghs et al. (2001) também ressaltaram que o intervalo para o

melhor-pior caso (best-worst case interval), segundo o qual se alocam as unidades omissas a categorias

que produzam casos extremos para as inferências de interesse, apesar de ter grande amplitude, é

um método relativamente simples, bastante informativo e um ponto de partida honesto para uma

modelagem cautelosa. No entanto, a análise de sensibilidade formal clássica e os métodos bayesianos

que não impõem restrições no mecanismo de omissão devem gerar intervalos com menores amplitudes.
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No Caṕıtulo 3, investigam-se e comparam-se as análises de sensibilidade bayesiana e formal

clássica em modelos sobreparametrizados. Poleto (2006) ilustra a construção do intervalo para o

melhor-pior caso e a realização de análises de sensibilidade clássicas informal e formal com diversos

exemplos.

Van Steen, Molenberghs, Verbeke & Thijs (2001) e Jansen, Molenberghs, Aerts, Thijs & Van Steen

(2003) seguem outra vertente de análise de sensibilidade, utilizando o método de diagnóstico de in-

fluência local (Cook, 1986) incluindo perturbações na verossimilhança de um mecanismo MAR na

direção de mecanismos MNAR em dados ordinais e binários, respectivamente. Pequenas perturbações

em alguma resposta que provoquem variações desproporcionais nos resultados sugerem que ela prova-

velmente contribui de uma maneira particular para as conclusões. Contudo, pesquisas em torno dessa

ferramenta continuam a ser realizadas em análises de dados com omissão com respostas cont́ınuas e

categorizadas (para uma revisão, veja Molenberghs & Kenward, 2007, Cap. 22 e 23). As respostas

que se destacam por dirigir as conclusões para um mecanismo MNAR podem ser responsáveis não

apenas devido ao verdadeiro mecanismo de omissão, mas também por causas associadas ao processo

de mensuração/categorização. Similarmente, é posśıvel que unidades experimentais que se desviem

da massa de dados por serem geradas por um mecanismo MNAR não sejam detectadas por meio

desse método. Por isso, é necessário tomar cuidado para se avaliar a maneira exata com que as

unidades experimentais ressaltadas nessa abordagem afetam as conclusões.

Todas as análises de sensibilidade discutidas até aqui utilizam as fatorações SeM e PMM. Creemers

et al. (2010) propõem uma análise de sensibilidade sob a fatoração SPM.





Caṕıtulo 3

Modelos sobreparametrizados para a

análise de dados categorizados com respostas omissas

e suas implicações inferenciais

Modelos que levam em consideração o processo gerador dos dados incompletos são, em sua forma

mais geral, sobreparametrizados e inidentificáveis. Paulino & Pereira (1994) apresentam uma exce-

lente revisão de inidentificabilidade em estat́ıstica e discutem suas consequências em análises clássicas

e bayesianas. Neath & Samaniego (1997) e Gustafson (2005) também apresentam discussões interes-

santes sob o ponto de vista bayesiano, enquanto Daniels & Hogan (2007) especializam-se em dados

longitudinais com omissão. Para levar a cabo inferências clássicas, a estratégia mais comum para su-

perar a inidentificabilidade é considerar restrições identificadoras que permitam que o modelo reflita

algum mecanismo gerador dos dados faltantes. Em virtude de as suposições subjacentes serem em

geral inverificáveis, estat́ısticos usualmente realizam uma análise de sensibilidade “informal” baseada

em um conjunto de modelos identificáveis plauśıveis (mas subjetivos), mesmo que tais modelos ainda

não sejam capazes de refletir algum mecanismo de omissão mais complexo de interesse. Uma alterna-

tiva mais formal, que se chama aqui de análise de sensibilidade clássica, envolve a realização de

análises de sensibilidades repetidas com diferentes modelos sobreparametrizados para os quais valores

especificados são fixados para os parâmetros inidentificáveis (veja e.g., Nordheim, 1984; Copas & Li,

1997; Scharfstein et al., 1999; Vansteelandt et al., 2006). Esses caminhos podem ser desnecessários

sob a ótica bayesiana porque o uso de distribuições a priori próprias desbloqueia o processo inferencial

(Paulino & Pereira, 1995). Entretanto, uma vez que os dados não contêm informação para atualizar

a distribuição a priori para todos os parâmetros, deve-se ter cuidado adicional na sua eliciação. De

fato, a inidentificabilidade pode estar escondida sob as distribuições a priori propostas e isso pode

criar um falso senso de precisão se não houver cautela em suas escolhas.

Molenberghs et al. (2001) afirmam que uma maior sobreparametrização produz uma maior in-

certeza, enquanto que modelos muito parcimoniosos podem errar o modelo verdadeiro. Na prática,

entretanto, estes e outros autores (e.g., Daniels & Hogan, 2007, Cap. 10) usualmente propõem

21
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reduções na dimensão dos modelos adotados e consideram apenas alguns poucos parâmetros em suas

análises de sensibilidade. Mantendo isso em mente, o primeiro objetivo deste caṕıtulo é ilustrar que

tais reduções de dimensão precisam ser levadas a cabo com grande prudência para evitar conclusões

enganosas. Como a utilização de modelos sobreparametrizados reduzidos é uma prática muito co-

mum nas análises de sensibilidade clássicas, escrutina-se essa questão apenas sob esta abordagem,

embora consequências similares também sejam esperadas sob o ponto de vista bayesiano.

Ao considerar análises bayesianas de dados categorizados incompletos, Paulino & Pereira (1992,

1995) e Forster & Smith (1998) claramente indicam que resumos a posteriori dos parâmetros de

interesse são dependentes da distribuição a priori. Soares & Paulino (2001) também observam isto,

mas erroneamente acreditam que as implicações desta dependência devem ser moderadas para grandes

amostras, dado que os dados atualizam algumas funções dos parâmetros de interesse. De fato, Neath

& Samaniego (1997) concluem:

Bayesian analysis cannot be used with impunity in estimating non-identifiable parameters.

. . . Because posterior estimates of non-identifiable parameters are strongly influenced by

prior modelling, even as the sample size grows without bound, it is important to use the

utmost care in applying and interpreting Bayesian analysis in such settings.

Recentemente, Tian et al. (2003) e Jiang & Dickey (2008) consideraram ńıveis maiores de sobre-

parametrização em dados categorizados (possibilitando erros de classificação, além de omissão) sem

esclarecer que os parâmetros de interesse são inidentificáveis e sem contabilizar adequadamente a

dependência das distribuições a priori correspondentes. Assim, o segundo objetivo deste caṕıtulo

é mostrar que uma dependência considerável da distribuição a priori permanece para parâmetros

inidentificáveis mesmo em análises com tamanhos de amostra imensos e com distribuições a priori

consideradas não-informativas ou levemente informativas. Concretiza-se esse objetivo analisando

exemplos simples com respostas categorizadas com omissão, embora a essência das conclusões seja

extenśıvel tanto para respostas cont́ınuas com omissão quanto para outras áreas da estat́ıstica em que

a inidentificabilidade é uma preocupação, como aquelas de erros de classificação e de mensuração.

Revisam-se as estratégias bayesiana e clássica para a análise de dados categorizados incompletos

na Seção 3.1. Exploram-se e comparam-se as duas abordagens usando dados simulados na Seção 3.2

e reanalisando na Seção 3.3 os dados do Collaborative Perinatal Project exibidos na Tabela 1.1. No

primeiro caso, examinam-se os efeitos de um padrão de omissão monótono sobre parâmetros identi-

ficáveis e inidentificáveis com dados de amostras com tamanhos variando de pequeno a grande (e.g.,

40 a 4 000 000). No segundo caso, mostra-se que as conclusões das análises podem mudar depen-

dendo das escolhas dos componentes subjetivos das abordagens bayesiana e clássica. Na Seção 3.4,

conclui-se o caṕıtulo com uma breve discussão.
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3.1 Abordagens inferenciais

Paulino & Pereira (1992) desenvolveram uma solução bayesiana baseada em modelos de omissão

irrestritos para análise de dados categorizados incompletos quando os padrões de omissão podem ser

estruturados em partições do conjunto de categorias. Exemplos desses padrões são aqueles gerados

por classificações incompletas em subtabelas marginais como na Tabela 1.1. Tal requisito foi relaxado

por Paulino & Pereira (1995), que consideraram padrões de censura mais gerais. A abordagem desses

autores serve de base para a Seção 3.1.1, onde se esboça o problema, se define a notação e se especifica

a verossimilhança; além disso, as distribuições a priori de Paulino & Pereira (1995) também servem

como ponto de partida para a identificação de distribuições a priori e a posteriori discutidas na

Seção 3.1.2. Na Seção 3.1.3, revisa-se a análise de sensibilidade clássica de Vansteelandt et al.

(2006). Finalmente, na Seção 3.1.4, discutem-se as diferenças entre as duas abordagens e algumas

posśıveis extensões.

3.1.1 Descrição do problema, notação e verossimilhança

Considere-se uma amostra aleatória de tamanho n, em que cada uma das unidades é classificada

em uma categoria de resposta r com probabilidade θr, r = 1, . . . , R, e R corresponde ao número de

combinações dos ńıveis das variáveis respostas. Por várias razões atribúıveis a mecanismos de censura

ou omissão, pode ser posśıvel observar apenas as frequências de unidades em subconjuntos não-vazios

C de {1, . . . , R}, que se denominam classes de respostas. Em particular, a resposta para uma unidade é

completamente categorizada (na categoria r) ou completamente omissa se C = {r} ou C = {1, . . . , R},
respectivamente. Supõe-se que unidades com resposta na categoria r são observadas na classe C com

probabilidade λC(r). Supõe-se também que não há erro de classificação, i.e., λC(r) = 0 sempre que

r /∈ C. Tomando Po como a união das classes de respostas que não contêm omissão e Pm como a

união das que possuem algum grau de omissão, segue que P = Po ∪ Pm abrange todos os padrões

de resposta posśıveis. Da mesma forma, os dados podem ser resumidos no vetor N = (N′o,N
′
m)′, em

que No = (nC , C ∈ Po)′ = (nr, r = 1, . . . , R)′ empilha as frequências das observações completamente

categorizadas e Nm = (nC , C ∈ Pm)′ inclui as frequências das observações com omissão parcial ou

completa. Sejam θ = (θr, r = 1, . . . , R)′, o vetor de probabilidades marginais de categorização, o

parâmetro de interesse e λ = (λ′r, r = 1, . . . , R)′, o vetor de probabilidades condicionais de omissão,

em que λr = (λC(r), C ∈ Pr)′ e Pr = {C ∈ P : r ∈ C} contém as classes de respostas que incluem

a categoria r. Note-se que as restrições naturais são
∑R

r=1 θr = 1 e
∑
C∈Pr λC(r) = 1, r = 1, . . . , R.

Consequentemente, segundo o modelo multinomial, a função de verossimilhança para (θ′,λ′)′ é

L(θ,λ|N) ∝
∏
C ∈ P

(∑
r ∈ C

θrλC(r)

)nC
=

R∏
r=1

(
θrλr(r)

)nr × ∏
C ∈ Pm

(∑
r ∈ C

θrλC(r)

)nC
.

Esta parametrização é conhecida como modelo de seleção (Glynn et al., 1986; Little & Rubin, 2002).

Alternativamente, podem-se considerar as probabilidades conjuntas µ = {µCr}, em que µCr = θrλC(r),
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ou ainda uma versão da parametrização do modelo de mistura de padrões (Paulino & Pereira, 1995)

que é conveniente para identificar funções paramétricas para as quais a amostra não contém in-

formação. Sejam γo =
∑R

r=1 µrr a probabilidade de uma unidade ser completamente observada e

γC =
∑

r∈C µCr a probabilidade de observar a classe de resposta C, C ∈ Pm. Do mesmo modo, sejam

αo = (αr(o), r = 1, . . . , R)′, com αr(o) = µrr/γo, as probabilidades condicionais das categorias de

resposta r = 1, . . . , R dada uma observação completa, e αC = (αr(C), r ∈ C)′, com αr(C) = µCr/γC ,

denotam as probabilidades condicionais de pertencer a cada uma das categorias inclúıdas na classe

de resposta C dada essa categorização parcial, C ∈ Pm. Então, a função de verossimilhança de (γ,α),

em que γ = (γo, γC , C ∈ Pm)′ e α = (α′o,α
′
C , C ∈ Pm)′, é expressa como

L(γ,α|N) ∝ γnoo
∏
C ∈ Pm

γnCC ×
R∏
r=1

αnrr(o) ×
∏
C ∈ Pm

(∑
r ∈ C

αr(C)

)nC
, (3.1)

em que no =
∑R

r=1 nr. Uma vez que as restrições naturais são γo +
∑
C∈Pm γC = 1,

∑R
r=1 αr(o) = 1,

e
∑

r∈C αr(C) = 1, C ∈ Pm, fica claro que os parâmetros {αr(C), C ∈ Pm} na verdade não aparecem

em (3.1) e, por esta razão, não há informação amostral para eles. Na notação das probabilidade

condicionais (λC(r), αr(o) e αr(C)), indica-se explicitamente dentro de parênteses os ı́ndices dos termos

sobre os quais se está condicionando.

Para ilustrar os conceitos e a notação introduzidos até o momento, volta-se para os dados apre-

sentados na Tabela 1.1, em que se substitui o ı́ndice r por dois ı́ndices, nomeadamente, i = 1, 2, para

indicar as mães fumantes e não-fumantes, respectivamente, e j = 1, 2, para indicar o peso do recém-

nascido < 2.5 e ≥ 2.5 kg, respectivamente. Então, as classes de respostas C associadas ao dados

da Tabela 1.1 são dispostos na Tabela 3.1 e, consequentemente, No = (4 512, 21 009, 3 394, 24 132)′

e Nm = (1 049, 1 135, 142, 464, 1 224)′ são as frequências correspondentes às classes de respostas em

Po =
{
{11}, {12}, {21}, {22}

}
e Pm =

{
{11, 12}, {21, 22}, {11, 21}, {12, 22}, {11, 12, 21, 22}

}
, respec-

tivamente. Tomando, por exemplo, ij = 11, segue que θ11 denota a probabilidade marginal de ca-

tegorização na categoria de resposta 11, λ11 = (λ{11}(11), λ{11,12}(11), λ{11,21}(11), λ{11,12,21,22}(11))
′ é o

vetor de probabilidades condicionais de se observar as classes de respostas C = {11}, {11, 12}, {11, 21}
e {11, 12, 21, 22} dado que a unidade pertence à categoria de resposta 11, µ{11,12}11 denota a proba-

bilidade conjunta de se observar uma unidade na categoria de resposta 11 e classificada na classe de

resposta {11, 12}, α11(o) denota a probabilidade condicional de se observar uma unidade na catego-

Tabela 3.1: Classes de respostas associadas aos dados da Tabela 1.1.

Mãe Peso do recém-nascido (kg)
fumante < 2.5 ≥ 2.5 omisso

sim {11} {12} {11, 12}
não {21} {22} {21, 22}

omisso {11, 21} {12, 22} {11, 12, 21, 22}



3.1 Abordagens inferenciais 25

ria de resposta 11 dada uma observação completa e α11({11,12}) denota a probabilidade condicional

de selecionar uma unidade da categoria de resposta 11 dado que se observou a classe de resposta

{11, 12}.

3.1.2 Abordagem bayesiana

O uso de distribuições a priori próprias no paradigma bayesiano prontamente permite que se

obtenham inferências válidas até mesmo para modelos inidentificáveis. A questão aqui recai na

escolha de tais distribuições a priori. Discute-se algumas alternativas baseadas no trabalho de Paulino

& Pereira (1995). Estes autores enfatizaram que admitir uma distribuição a priori (DPri) de Dirichlet

com hiperparâmetros {aCr} para µ, i.e.,

DPri 1 : µ ∼ D({aCr}),

é equivalente a supor-se

DPri 1 :

{
θ ∼ D(a+r, r = 1, . . . , R), em que a+r =

∑
C∈Pr aCr,

λr ∼ D(aCr, C ∈ Pr), r = 1, . . . , R,

com todas as variáveis aleatórias mutuamente independentes, e também a admitir-se

DPri 1 :


γ ∼ D(ao, aC+, C ∈ Pm), em que ao =

∑R
r=1 arr e aC+ =

∑
r∈C aCr,

αo ∼ D(arr, r = 1, . . . , R),

αC ∼ D(aCr, r ∈ C), C ∈ Pm,

com todas as variáveis aleatórias mutuamente independentes. A distribuição a posteriori de µ, e

também a de θ, podem ser expressas como distribuições de Dirichlet generalizadas (i.e., uma mistura

finita de distribuições Dirichlet), definidas em Dickey (1983) e sem forma fechada simples; Tian et al.

(2003) seguem este caminho. Por outro lado, a parametrização do modelo de mistura de padrões leva

a γ|N ∼ D(ao + no, aC+ + nC , C ∈ Pm), αo|N ∼ D(arr + nr, r = 1, . . . , R), αC |N ∼ D(aCr, r ∈ C),
C ∈ Pm, com todas as variáveis aleatórias mutuamente independentes. A partir dáı, Paulino &

Pereira (1992, 1995) usam a relação θr = γo αr(o) +
∑
C ∈ Pr∩Pm γC αr(C) para obter a média e a

matriz de covariância de θ|N. Usando também λr(r) = γoαr(o)/θr e λC(r) = γCαr(C)/θr, C ∈ Pr,
Soares & Paulino (2001) empregam métodos de simulação de Monte Carlo que facilmente permitem

que se realizem inferências sobre funções de (θ,λ). Mesmo sabendo que a distribuição a priori

de {αC , C ∈ Pm} não é atualizada pelos dados, eles (equivocadamente) acreditam que as posśıveis

implicações de dependência da distribuição a priori na distribuição a posteriori de (θ,λ) deveriam

ser brandas para grandes amostras, uma vez que γ e αo são atualizados.

O especialista não é livre para fazer julgamentos individuais acerca dos parâmetros que possuem

um maior significado (θ e λ) com a DPri 1, porque uma vez que os hiperparâmetros {aCr} tenham
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sido escolhidos para a distribuição a priori de λ, os hiperparâmetros da distribuição a priori de θ são

automaticamente definidos como {a+r =
∑
C∈Pr aCr}. Como essa conexão entre os hiperparâmetros

não é geralmente justificável na prática, Soares & Paulino (2007) e Jiang & Dickey (2008) adotam a

DPri 2 :

{
θ ∼ D(br, r = 1, . . . , R),

λr ∼ D(aCr, C ∈ Pr), r = 1, . . . , R,

com todas as variáveis aleatórias mutuamente independentes; tanto esses autores quanto Tian et al.

(2003) também consideram erros de classificação na sua estratégia de modelagem. Jiang & Dickey

(2008) trabalham com a resultante distribuição a posteriori de Dirichlet generalizada, enquanto

Soares & Paulino (2007) usam um algoritmo de ampliação de dados em cadeia (Tanner & Wong, 1987)

para obter uma amostra da distribuição a posteriori, em que os dados ampliados são as frequências

hipotéticas m = {mCr} de unidades com a categoria de resposta r e classificadas na classe de resposta

C. Com exceção do caso em que não há dados com omissão (mrr = nr), essas frequências são não-

observáveis, sabendo-se apenas que
∑

r∈CmCr = nC , C ∈ Pm. Dado (θ,λ) e N, as frequências

{mCr, r ∈ C} são distribúıdas multinomialmente com parâmetros nC e αC(θ,λ), C ∈ Pm; além disso,

θ|m ∼ D(br + m+r, r = 1, . . . , R), em que m+r =
∑
C∈Pr mCr, e λr|m ∼ D(aCr + mCr, C ∈ Pr),

r = 1, . . . , R, com todas as variáveis aleatórias mutuamente independentes. Consequentemente,

o algoritmo proposto por Soares & Paulino (2007) consiste em se gerar amostras alternadamente

dessas distribuições. Apesar de a amostra não conter informação alguma sobre {αC , C ∈ Pm}, suas

distribuições a priori e a posteriori não são mais as mesmas nesse caso, porque γ, αo e {αC , C ∈ Pm}
já não são mutuamente independentes a priori e esta dependência leva a uma aprendizagem indireta

entre esses parâmetros, conforme Scharfstein et al. (2003) apontam.

A DPri 2 parece ser suficientemente flex́ıvel para representar informação eliciada por especialistas

ou obtida em dados históricos. Contudo, quando tal informação não pode ser obtida, como em

muitos casos aplicados, a questão é: que distribuição a priori pode ser considerada não-informativa?

Escolhas naturais correspondem a fixar todos {br} e {aCr} iguais a 1, 0.5 ou algum valor pequeno,

como 0.1. A primeira opção leva a distribuição a priori de Bayes-Laplace, i.e., a distribuições

uniformes nos simplex correspondentes. A segunda escolha assemelha-se à distribuição a priori de

Jeffreys no caso de dados completos. A terceira é ainda mais difusa, na direção da distribuição a

priori de Haldane, que não pode ser utilizada porque a inidentificabilidade não permite que se usem

distribuições a priori impróprias para todos os parâmetros, fixando todos {br} e {aCr} iguais a 0.

Se a DPri 1 for considerada, as escolhas correspondentes são ainda menos claras porque as conexões

entre os hiperparâmetros não permitem, por exemplo, que se empreguem os mesmos valores para os

hiperparâmetros de θ e {λr}.

O problema é que a distribuição a priori de Jeffreys não pode ser calculada para modelos ini-

dentificáveis, porque a matriz de informação de Fisher é singular. Num contexto diferente, Wang &

Ghosh (2000) contornaram o problema com a seguinte estratégia:
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i. escolhem-se alguns parâmetros inidentificáveis que tornam os demais condicionalmente identi-

ficáveis,

ii. especifica-se uma versão condicional da distribuição a priori de Bayes-Laplace para os parâmetros

inidentificáveis selecionados dados os parâmetros condicionalmente identificáveis,

iii. calcula-se a função de verossimilhança marginal correspondente aos parâmetros condicionalmente

identificáveis e

iv. obtém-se a distribuição a priori marginal de Jeffreys para os parâmetros condicionalmente iden-

tificáveis.

Apesar de não existir uma escolha única, uma opção é considerar θ e, para cada classe C ∈ Pm,

um λC(r), r ∈ C, no conjunto de parâmetros condicionalmente identificáveis, e os outros λC(r),

C ∈ Pm, no conjunto de parâmetros inidentificáveis; os parâmetros {λr(r)} podem ser obtidos por

meio das restrições naturais, e por isto são também considerados condicionalmente identificáveis. Da-

dos os parâmetros condicionalmente identificáveis, a distribuição a priori de Bayes-Laplace para os

parâmetros inidentificáveis selecionados é uma distribuição uniforme no espaço obtido pelo produto

direto dos simplex “reduzidos” de λr, r = 1, . . . , R, gerados ao se fixarem os parâmetros condicio-

nalmente identificáveis. Apesar de esta rota poder ser levada adiante, é mais simples mudar para

a parametrização do modelo de mistura de padrões desde que se creia que a suposição de inde-

pendência entre (γ,αo) e {αC , C ∈ Pm} seja razoável. Como os espaços paramétricos de (γ,αo) e

{αC , C ∈ Pm} não são relacionados, a suposição de independência entre eles leva à mesma função de

verossimilhança marginal (3.1) sob qualquer distribuição a priori para {αC , C ∈ Pm}. A distribuição

a priori marginal de Jeffreys é então γ ∼ D(R/2, {0.5, C ∈ Pm}) e αo ∼ D(0.5, r = 1, . . . , R), com as

variáveis aleatórias mutuamente independentes. Ela encaixa-se no figurino da DPri 1 com arr = 0.5,

r = 1, . . . , R, e
∑

r∈C aCr = 0.5, C ∈ Pm. Para completar a especificação da DPri 1, uma escolha

natural é aCr = 0.5/#C, C ∈ Pm, em que #C é a cardinalidade da classe C. Pode-se também quebrar

as conexões entre os hiperparâmetros da DPri 1 e considerar a

DPri 3 :


γ ∼ D(R/2, {0.5, C ∈ Pm}),
αo ∼ D(0.5, r = 1, . . . , R),

αC ∼ D(cCr, r ∈ C), C ∈ Pm,

com todas as variáveis aleatórias mutuamente independentes. Com a DPri 3 há mais flexibilidade

para se usar a distribuição a priori de Bayes-Laplace (cCr = 1), uma análoga à distribuição a priori de

Jeffreys (cCr = 0.5) ou distribuições a priori ainda mais difusas (e.g., cCr = 0.1) para esses parâmetros

inidentificáveis. Scharfstein et al. (2003) apresentam razões pelas quais a suposição de independência

supracitada pode não ser adequada na prática, mas isso não parece ter impacto em análises com

distribuições a priori não-informativas. Da mesma forma que na DPri 1 com essa parametrização,

obtêm-se as distribuições a posteriori facilmente, levando a γ|N ∼ D(R/2 + no, 0.5 + nC , C ∈ Pm),

αo|N ∼ D(0.5+nr, r = 1, . . . , R), αC |N ∼ D(cCr, r ∈ C), C ∈ Pm, todas mutuamente independentes.
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3.1.3 Análise de sensibilidade clássica

Considere-se novamente os dados da Tabela 1.1 e a notação apresentada no último parágrafo da

Seção 3.1.1, mas, por simplicidade, admita que o hábito de fumo da mãe foi sempre observado, ou

seja, que a última linha da Tabela 1.1 foi exclúıda. Sob qualquer das parametrizações consideradas

naquela seção, há 7 parâmetros não funcionalmente relacionados, mas apenas 5 frequências observadas

dado que o total, n, está fixado. Por essa razão, qualquer modelo com mais do que 5 parâmetros é

sobreparametrizado. Algumas alternativas para abordar esta questão são discutidas a seguir.

Kenward et al. (2001) e Molenberghs et al. (2001) diferenciam dois tipos de incertezas estat́ısticas:

imprecisão estat́ıstica e ignorância estat́ıstica. A primeira é causada por não se observar a população

inteira, e é usualmente quantificada por erros padrões e regiões de confiança. A última é devida a

deficiências do processo observacional; e.g., quando algumas respostas estão em falta e/ou podem

ser classificadas ou medidas com erro. À medida que o tamanho da amostra tende para infinito, a

magnitude da imprecisão estat́ıstica decresce para zero, mas a da ignorância estat́ıstica pode per-

manecer inalterada. No caso em foco, a ignorância estat́ıstica está relacionada com a distribuição

das classes de resposta censuradas em relação às categorias de resposta apropriadas. Uma vez que

não é posśıvel realizar inferências frequentistas para modelos inidentificáveis, uma forma usual de se

contornar o problema é a de primeiro fixar valores para alguns dos parâmetros inidentificáveis de tal

forma que os demais sejam condicionalmente identificáveis e, posteriormente, repetir a análise para

diversos conjuntos desses valores avaliando a sensibilidade das inferências. No exemplo do parágrafo

anterior, dado que se atribua um valor fixado para ω = (λ{11,12}(11), λ{21,22}(21))
′, pode-se estimar

θ e os outros {λC(ij)} como uma função de ω e também obter regiões de confiança a 100(1 − α)%

para eles. Depois de se repetir a análise para um conjunto Ω de valores para os parâmetros de

sensibilidade, ω, os autores propõem que se use o intervalo de estimativas pontuais dos parâmetros

estimáveis como uma estimativa para a região de ignorância (que quantifica a ignorância estat́ıstica)

e, por sua vez, que se use a união das regiões de confiança a 100(1−α)% como uma estimativa para

a região de incerteza a 100(1− α)% (que mede a incerteza estat́ıstica).

Vansteelandt et al. (2006) apresentam definições apropriadas de consistência para a região de

ignorância e de cobertura para a região de incerteza. As regiões estimadas são chamadas de Região

de Ignorância Estimada (RIgE) e Região de Incerteza Estimada (RInE). Para um parâmetro estimável

escalar β de interesse, sejam ωl e ωu os valores em Ω que correspondem, respectivamente, aos limites

inferior e superior do intervalo de ignorância, de modo que a região de ignorância é denotada por

ri(β,Ω) = [β(ωl), β(ωu)] = [βl, βu]. Diz-se que a RIgE, r̂i(β,Ω) = [β̂l, β̂u], é fracamente consistente

para o verdadeiro β0 = β(ω0), se a convergência em probabilidade de β̂ = β̂(ω) para β = β(ω) ocorre

para todos os ω ∈ Ω. É claro que sempre se faz a suposição que ω0 ∈ Ω. Regiões de incerteza para

β0 com ńıvel de incerteza 100(1− α)% são definidas de três formas diferentes:

i. RInE fortes cobrem β(ω) simultaneamente para todos ω ∈ Ω com uma probabilidade de pelo

menos 100(1− α)%,
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ii. RInE ponto a ponto cobrem β(ω) uniformemente sobre ω ∈ Ω com uma probabilidade de pelo

menos 100(1− α)%,

iii. RInE fracas têm uma sobreposição esperada com a região de ignorância com uma probabilidade

de pelo menos 100(1− α)%.

Os autores também fornecem algoritmos para construir essas RInE, todos com a forma usual [β̂l −
cα∗/2 êp(β̂l), β̂u + cα∗/2 êp(β̂u)], em que β̂l e β̂u são obtidos de estimadores consistentes e assintotica-

mente normais de βl e βu e êp(β̂l) e êp(β̂u) são obtidos de estimadores consistentes dos erros padrões

de β̂l e β̂u. Para RInE fortes, o valor cŕıtico cα∗/2 é o percentil 100(1−α/2)% da distribuição normal

padrão. Este tipo de intervalo é usado por Kenward et al. (2001) e Molenberghs et al. (2001), entre

outros. Para RInE ponto a ponto, cα∗/2 é a solução de

min

[
Φ(cα∗/2)− Φ

(
−cα∗/2 −

β̂u − β̂l
êp(β̂u)

)
,Φ

(
cα∗/2 +

β̂u − β̂l
êp(β̂l)

)
− Φ(−cα∗/2)

]
= 1− α,

em que Φ denota a função de distribuição acumulada da normal padrão. Para RInE fracas, cα∗/2 é

a solução de

α =
êp(β̂l) + êp(β̂u)

β̂u − β̂l

∫ +∞

0
z ϕ(z + cα∗/2) dz + ε,

em que ϕ é a função de densidade da normal padrão e ε é o termo de correção

ε =

∫ +∞

(β̂u−β̂l)/êp(β̂u)
ϕ(z + cα∗/2) dz −

êp(β̂u)

β̂u − β̂l

∫ +∞

(β̂u−β̂l)/êp(β̂u)
z ϕ(z + cα∗/2) dz+∫ +∞

(β̂u−β̂l)/êp(β̂l)
ϕ(z + cα∗/2) dz −

êp(β̂l)

β̂u − β̂l

∫ +∞

(β̂u−β̂l)/êp(β̂l)
z ϕ(z + cα∗/2) dz

que pode ser fixado igual a zero a não ser que o tamanho da amostra seja pequeno e/ou houver pouca

ignorância sobre β. RInE fortes são RInE ponto a ponto conservadoras, que por sua vez, são RInE

fracas conservadoras. Quando há muita ignorância sobre β e o tamanho da amostra é grande, RInE

ponto a ponto aproximam-se de RInE fortes. A escolha entre as três versões de RInE depende de

qual é a definição mais apropriada para a região de incerteza e de qual é o grau de conservadorismo

desejado. As três RInE serão aplicadas nas análises das Seções 3.2 e 3.3.

A dimensão do parâmetro de sensibilidade pode crescer substancialmente com a dimensão da

tabela. Em tais casos, devido à carga computacional e à complexidade da escolha de Ω, é comum

consider-se modelos sobreparametrizados parcimoniosos para realizar análises de sensibilidade. Nes-

ses casos, a inclusão de restrições é usualmente executada depois de uma reparametrização de λ,

conforme ilustrado nas próximas seções.
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3.1.4 Diferenças entre as abordagens bayesiana e clássica e extensões

Muitas cŕıticas aos métodos bayesianos baseiam-se essencialmente na escolha subjetiva da dis-

tribuição a priori. Tais cŕıticas podem também ser aplicadas às análises de sensibilidade clássicas,

devido às escolhas subjetivas dos valores utilizados para o parâmetro de sensibilidade e do modelo

sobreparametrizado.

O conjunto Ω dos valores posśıveis para os parâmetros de sensibilidade pode cobrir uma grade

detalhada de: (i) todo o espaço paramétrico de ω ou (ii) apenas uma “extensão plauśıvel” eliciada por

especialistas, se a ignorância com relação ao processo gerador dos dados faltantes não for completa. A

última alternativa, considerada por Vansteelandt et al. (2006) num cenário simples, pode soar como

uma distribuição a priori para o parâmetro de sensibilidade, mas na verdade ela apenas restringe

o espaço paramétrico e não faz qualquer júızo probabiĺıstico com respeito a valores mais ou menos

prováveis. Esse esforço para eliminar cautelosamente ignorância desnecessária é bem-vindo, mas

não será explorado extensivamente aqui. Isso também pode ser realizado por meio das distribuições

a priori na abordagem bayesiana e, da mesma forma, pode apenas ser aplicado a parâmetros que

tenham significado prático.

Modelos sobreparametrizados parcimoniosos simplificam o problema sob um ponto de vista com-

putacional, mas têm a desvantagem de restringir a atenção a essas famı́lias particulares de modelos

arbitrários. Dependendo das funções paramétricas que se investigam, a análise de sensibilidade resul-

tante pode ser afetada de formas impreviśıveis como se mostra nas próximas seções. Por essa razão,

a menos que esses modelos também traduzam crenças de especialistas, pode ser mais razoável usar

os modelos de omissão irrestritos (ou não-paramétricos) da Seção 3.1.1. Para isso, pode-se usar a

estratégia descrita no último parágrafo da Seção 3.1.2, i.e., dividir (θ,λ) em parâmetros condicio-

nalmente identificáveis e inidentificáveis selecionados para serem respectivamente empregados como

parâmetros estimáveis e de sensibilidade; adicionalmente, pode-se usar {log(λC(r)/λr(r)), C ∈ Pr∩Pm}
em vez de λr para incorporar mais facilmente as restrições naturais e também simplificar a tarefa de

trabalhar com Ω no espaço euclidiano em vez de em simplex. Uma alternativa é usar (γ,αo) como

parâmetros estimáveis e {αC , C ∈ Pm} como parâmetros de sensibilidade. A região de ignorância

correspondente, também chamada de não-paramétrica ou de limites de melhor-pior caso em tal con-

texto, é previsivelmente muito mais extensa, mas um ponto de partida sensato para uma modelagem

cautelosa, conforme defendem Kenward et al. (2001).

Modelos reduzidos, sobreparametrizados ou não, podem também ser considerados sob a abor-

dagem bayesiana, mas as distribuições a priori e/ou algoritmos descritos na Seção 3.1.2 necessitam

modificação. Por exemplo, para ajustar modelos log-lineares para θ, seguindo a proposta de Bedrick,

Christensen & Johnson (1996), Soares & Paulino (2007) usaram as distribuições a priori induzidas

pela DPri 2 para os parâmetros do modelo log-linear e então condicionaram-nas relativamente aos

parâmetros supostos iguais a zero. As ideias de amostragem em fatia de Neal (2003) são empregadas

em um dos passos do algoritmo de ampliação de dados em cadeia para se obter uma amostra da
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distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo log-linear. A amostragem em fatia também é

usada por Soares (2004) para se obter uma amostra da distribuição a posteriori dos parâmetros de

modelos de omissão reduzidos (e.g., modelo de omissão aleatória: λC(r) = τC(C),∀r ∈ C). Para superar

a dif́ıcil tarefa de se trabalhar com distribuições a priori que levam em conta ambas as restrições

naturais e do modelo, ele usa ideias de Walker (1996) e penaliza a distribuição a priori do modelo

irrestrito na direção do modelo postulado.

Resumindo, ambas as abordagens têm algum grau de subjetividade, mas esta é uma caracteŕıstica

inevitável nas análises de dados incompletos que se deve controlar cuidadosamente, conforme apon-

tam Molenberghs et al. (2001). A escolha de uma rota particular de análise de sensibilidade é uma

questão de facilidade de implementação ou adequação ao contexto do problema, ou ainda de alguma

preferência pessoal. Por exemplo, Scharfstein et al. (2003) insatisfazem-se por não obter um único

resumo com a região de ignorância da estratégia clássica, enquanto Vansteelandt et al. (2006) não

utilizam a maquinaria bayesiana por considerarem que as distribuições a priori acabam eliminando

os valores extremos que são obtidos em intervalos de ignorância e de incerteza. Nas seções subse-

quentes, mostra-se que as médias a posteriori podem alterar-se facilmente com pequenas mudanças

das distribuições a priori, mesmo para tamanhos de amostra grandes. Por essa razão, crê-se que a

região de ignorância clássica é uma alternativa interessante. Apesar disso, as conclusões da aborda-

gem bayesiana não devem ser obtidas de médias, mas de regiões ou intervalos de credibilidade, que

refletem tanto a ignorância quanto a imprecisão estat́ıstica e, consequentemente, evitam o dilema de

se ter que escolher entre as versões de RInE da abordagem clássica. Usar um modelo sobreparametri-

zado reduzido e/ou limitar a extensão de Ω pode ofuscar extremos ainda mais do que a ponderação

bayesiana, mas todos esses efeitos podem ser contornados, seja usando um modelo sobreparametri-

zado irrestrito, seja tentando cobrir todo o espaço paramétrico de ω ou ainda usando distribuições a

priori difusas.

3.2 Estudo de simulação

3.2.1 Descrição das análises

Para explorar e comparar as abordagens bayesiana e clássica, consideram-se conjuntos de dados

simulados com tamanhos n = 40, 400, 4 000, 40 000 e 4 000 000, todos com as mesmas frequências

relativas exibidas na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Frequências relativas dos dados simulados.

Y1 \ Y2 1 2 omisso

1 0.05 0.35 0.05
2 0.05 0.40 0.10

Novamente, substitui-se o ı́ndice r pelos ı́ndices, i, j, para indicar, respectivamente, os valores

posśıveis de Y1 e Y2, que podem ser iguais a 1 ou 2. Nessa configuração de padrão de omissão
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monótono, como Y1 é sempre observado, suas probabilidades marginais (e.g., θ2+) são identificáveis.

Entretanto, a diferença entre as probabilidades marginais de Y1 e Y2 (e.g., θ+2 − θ2+), a razão de

chances (RC = θ11θ22/[θ12θ21]), ou seu logaritmo, são inidentificáveis, porque eles não podem ser

expressos apenas em função dos parâmetros identificáveis γ e αo. Uma comparação dos resultados

para esses dois conjuntos de funções paramétricas para tamanhos de amostra crescentes fornece uma

ńıtida distinção entre casos em que as análises são afetadas apenas por imprecisão estat́ıstica ou,

adicionalmente, por ignorância estat́ıstica.

Sob uma perspectiva bayesiana, consideram-se as distribuições a priori não-informativas menci-

onadas na Seção 3.1.2, nomeadamente, tanto aquelas com todos os hiperparâmetros fixados em 1.0,

0.5 e 0.1 nas DPri 2 e 3, quanto a sugestão feita para se completar a especificação da distribuição a

priori de Jeffreys encaixada na DPri 1, que aqui, induz a DPri 3 com {cCij = 0.25}. Também se em-

pregou a DPri 3 com {cCij = 0.001}. Para contemplar distribuições a priori levemente informativas,

considera-se a DPri 2 com os hiperparâmetros

(b11, b12, b21, b22) = (0.1, 0.3, 0.1, 0.5),

(a{11}11, a{11,12}11) = (0.6, 0.4), (a{12}12, a{11,12}12) = (0.8, 0.2),

(a{21}21, a{21,22}21) = (0.7, 0.3), (a{22}22, a{21,22}22) = (0.8, 0.2),

e também outra versão com todos os valores multiplicados por 10. Como os hiperparâmetros de cada

distribuição (θ e {λij}) somam 1 e 10, rotula-se essas distribuições a priori de Inf1 e Inf10, respec-

tivamente. Além disso, chama-se essas distribuições a priori de levemente informativas, porque elas

não assumem probabilidades iguais e também porque os parâmetros de precisão das correspondentes

distribuições de Dirichlet são pequenos quando comparados com tamanhos de amostra n ≥ 400. Em

primeiro lugar, combina-se esses hiperparâmetros para {bij} com {aCij = 0.5}, e depois, inversa-

mente, usam-se os valores de {aCij} com {bij = 0.5}, de forma que se podem comparar ambos os

casos com {bij = aCij = 0.5} e avaliar a mudança das distribuições a priori de θ e λ separadamente.

As médias a priori resultantes para θ2+, θ+2 − θ2+ (= θ12 − θ21) e log RC são, respectivamente, 0.5,

0.0 e 0.0, para as distribuições a priori não-informativas, e 0.6, 0.2 e > 0.5, para as distribuições a

priori informativas. Os resumos a posteriori para esses parâmetros são exibidos nas Tabelas 3.3, 3.5

e 3.7. Métodos usuais de diagnóstico foram empregados para se avaliar a convergência das cadeias

nas análises baseadas na DPri 2 (Heidelberger & Welch, 1983; Geweke, 1992; Raftery & Lewis, 1992).

Para todas as distribuições a priori e tamanhos de amostra, as magnitudes dos erros de Monte Carlo

são menores do que a precisão dos valores apresentados nas tabelas. Concordando com Agresti &

Min (2005) relativamente a uma posśıvel mudança de conclusão ao se analisar 1/RC em vez de RC

com intervalos de maior densidade a posteriori, utilizam-se intervalos de credibilidade (IC) centrais.

Reparametrizando λ como

logito
(
λ{ij}(ij)

)
= φ0 + φ1(i− 1) + φ2(j − 1) + φ3(i− 1)(j − 1), i, j = 1, 2,
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consideram-se três modelos sobreparametrizados para a análise de sensibilidade clássica. Os Mo-

delos A e B são, respectivamente, obtidos com as restrições φ3 = 0 e φ2 = 0; os parâmetros de

sensibilidade correspondentes são ω = φ2 e ω = φ3. O modelo irrestrito, com parâmetros de sensi-

bilidade ω = (φ2, φ3), é rotulado de Modelo C. Embora φ2 e φ3 admitam qualquer valor real, usa-se

pragmaticamente Ω = [−20; 20] para os Modelos A e B e Ω = [−20; 20]2 para o Modelo C. As

grades são constrúıdas com incrementos de 0.1 e 1, respectivamente. Aumentar a extensão de Ω não

altera os resultados, que são dispostos nas Tabelas 3.4, 3.6 e 3.8. RInE fracas não foram calculadas

para θ2+ uma vez que não há ignorância sobre este parâmetro. Para este parâmetro identificável,

é interessante notar que as RInE ponto a ponto coincidem com as RInE fortes, correspondendo aos

intervalos obtidos por meio da usual distribuição normal assintótica, e também que a RIgE fica redu-

zida a uma estimativa pontual. Apresentam-se os resultados usando a versão exata das RInE fracas

(i.e., calculando ε), mas comparam-se esses resultados aos obtidos considerando ε = 0 e notam-se

diferenças desprezáveis (< 0.01 para log RC e < 0.001 para θ+2 − θ2+) para as RInE resultantes

sob todos os modelos com n > 40 ou sob os Modelos A (para θ+2 − θ2+) e C (para ambas funções

paramétricas) com n = 40.

3.2.2 Resultados

O efeito das distribuições a priori nos resumos a posteriori de θ2+ praticamente desaparece

para n ≥ 400 (Tabela 3.3). Ademais, as médias e os IC coincidem, respectivamente, com as RIgE

(pontuais) e as RInE para tais tamanhos de amostra (Tabela 3.4). Esses resultados usualmente

encontrados em análises de parâmetros identificáveis não são compartilhados pelos obtidos para

parâmetros inidentificáveis (θ+2 − θ2+ e log RC).

As médias, desvios padrões (DP) e IC a posteriori para θ+2 − θ2+ e log RC variam substancial-

mente para as diferentes distribuições a priori (Tabelas 3.5 e 3.7). A dependência relativamente à

distribuição a priori foi também exibida por Forster & Smith (1998) e Soares & Paulino (2001), mas

o fato de o ńıvel de dependência permanecer praticamente inalterado para n ≥ 4 000 é alarmante.

Apesar de as flutuações das médias a posteriori não serem muito grandes quando comparadas com os

correspondentes DP, as análises de sensibilidade das distribuições a priori sugerem que não se deve

confiar muito neste único resumo. Ao lidar com ignorância estat́ıstica, há sempre um conjunto de

distribuições (ampliadas) não-observáveis compat́ıvel com a distribuição que se pode observar. Dis-

tribuições a posteriori apontam na direção de um ou outro subconjunto dependendo da distribuição

a priori escolhida. Sintetizar demais neste cenário de falta de informação pode ser inadequado.

Acredita-se que é mais apropriado considerar IC.

Para esses parâmetros inidentificáveis, os DP a posteriori não tendem mais para zero conforme

o tamanho de amostra cresce. Pelo contrário, eles repousam em patamares que são drasticamente

diferentes dependendo da distribuição a priori. Essas diferenças são mais impressionantes para as

distribuições a priori comumente consideradas como não-informativas. Obviamente, não há nada
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de errado em se usar distribuições a priori sugeridas por um especialista. Não obstante, quando se

busca uma distribuição a priori realmente não-informativa, não há escolha óbvia, mas acredita-se que

uma escolha adequada certamente deve ter os hiperparâmetros muito menores do que os valores 0.5

ou 1.0 usualmente escolhidos para a famı́lia Dirichlet. Repetiram-se as análises baseadas na DPri 3

com distribuições a priori cada vez mais difusas e os resultados estabilizaram-se para n = 4 000 000

apenas para valores dos hiperparâmetros menores do que 0.001. Com o mesmo esṕırito, deve-se ter

em mente que as distribuições a priori usualmente consideradas levemente informativas podem na

verdade modificar distribuições a posteriori para qualquer tamanho de amostra.

Distribuições a priori com todos os hiperparâmetros menores do que 1.0 conduzem a densidades

a posteriori multimodais para θ+2 − θ2+ e log RC quando n ≥ 4 000 (veja na Figura 3.1 algumas

densidades a posteriori obtidas a partir da DPri 3). O mesmo comportamento é observado para

θ, quando n ≥ 400, e para λ, independentemente do tamanho de amostra (resultados não apresen-

tados). Essa multimodalidade pode não ser surpreendente, levando em consideração as densidades

beta em forma de U adotadas como distribuições a priori para os parâmetros inidentificáveis. Con-

tudo, no caso de dados cont́ınuos, Scharfstein et al. (2003) apontam que isso também pode ocorrer

quando distribuições a priori informativas para θ e λ não são simultaneamente ‘compat́ıveis’ com os

dados observados; eles sugerem que, nesses casos, os especialistas reavaliem suas crenças reduzindo

a quantidade de informação de uma dessas distribuições a priori. Crê-se, aqui, que a unimodalidade

não deve ser esperada para densidades a posteriori de parâmetros inidentificáveis. Pelo menos para

as análises consideradas neste caṕıtulo, a multimodalidade pode ser mais comum que o usual, dado

que a distribuição a posteriori de θ pode ser escrita como uma mistura finita de distribuições Dirich-

let. Por conseguinte, essa é uma caracteŕıstica inerente que deve ser tomada em consideração e não

simplesmente evitada.

Os resultados da inferência clássica usando o (parcimonioso) Modelo A coincidem com aqueles

baseados no (irrestrito) Modelo C para θ+2 − θ2+, mas não para log RC (Tabelas 3.6 e 3.8). Isto

mostra que para funções paramétricas diferentes, modelos de omissão sobreparametrizados podem

afetar as inferências de várias formas. Por exemplo, no caso da RC, obviamente a presença da

interação entre Y1 e Y2 no modelo de omissão é mais importante do que a presença do efeito principal

de Y2. Isso leva ao (ad hoc) Modelo B não-hierárquico. A RIgE para log RC baseada no Modelo B

é consideravelmente mais extensa do que aquela resultante do Modelo A, mas seu limite superior

ainda está muito distante daquele obtido com o Modelo C. Por outro lado, o limite inferior da RIgE

para θ+2 − θ2+ baseado no Modelo B também está distante dos correspondentes obtidos com os

Modelos A e C. Os intervalos mais estreitos obtidos sob os Modelos A e B são bem-vindos, mas

apenas se estes modelos fizerem sentido para os especialistas. Em caso contrário, eles podem gerar

conclusões equivocadas.

Comparações entre as abordagens bayesiana e clássica fazem sentido apenas quando restringidas

às distribuições a priori menos informativas e ao Modelo C. Os IC são, em geral, próximos das RInE
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ponto a ponto nos casos em que os hiperparâmetros se aproximam de zero. A diferença entre os dois

intervalos decresce à medida que se aumenta o tamanho de amostra.

É natural buscarem-se modelos de omissão mais parcimoniosos, uma vez que levam a inferências
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Figura 3.1: Densidades a posteriori de θ+2 − θ2+, (a) e (b), e de log RC, (c) e (d), usando a DPri 3, γ ∼
D(2, 0.5, 0.5), αo ∼ D(0.5, 0.5, 0.5, 0.5), αC ∼ D(cCij , ij ∈ C), C ∈ Pm, com {cCij = 0.25} em (a) e (c), e
n = 4 000 em (b) e (d).
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mais precisas. O chamado modelo de omissão aleatória (MAR, de missing at random) é usualmente o

foco de atenção, não apenas porque em muitos problemas faz sentido supor que a ocorrência de dados

faltantes depende apenas dos dados observados, mas também pela ignorabilidade de λ do ponto de

vista de inferências verossimilhancistas ou bayesianas sobre θ, quando ambos os tipos de parâmetros

não são relacionados funcionalmente ou a priori (Rubin, 1976). No caso desta seção, o modelo MAR

pode ser obtido sob as restrições λ{11,12}(11) = λ{11,12}(12) e λ{21,22}(21) = λ{21,22}(22). Comparar

as distribuições a posteriori destes parâmetros individuais como em Soares & Paulino (2001) pode

erroneamente apontar para uma rejeição da hipótese MAR, ao passo que as diferenças entre esses

parâmetros indicam um retrato mais justo. Isso fica claro na Figura 3.2, onde se dispõem diagramas

em caixa (box plots) dos valores sorteados a posteriori dos parâmetros, e diferenças entre eles, com

base na DPri 2 com os hiperparâmetros correspondentes às distribuições a priori mais informativas

e com n = 4 000 000. O modelo MAR não é rejeitado a posteriori para quaisquer das distribuições

a priori e tamanhos de amostra. A avaliação da hipótese MAR também pode ser conduzida com

a abordagem clássica se λ for transferido para o conjunto de parâmetros estimáveis. Contudo, não

é posśıvel distinguir entre modelos MAR e não-MAR apenas com base na informação presente nos

dados, conforme mostram, por exemplo, Molenberghs et al. (2008). Não obstante, distinções podem

ocorrer se distribuições a priori mais informativas ou faixas mais estreitas para Ω forem utilizadas,

e/ou modelos reduzidos forem adotados.
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Figura 3.2: Diagramas em caixa de alguns parâmetros de λ a posteriori, e diferenças deles, para a DPri 2,
θ ∼ D(b11, b12, b21, b22), λij ∼ D(aCij , C ∈ Pij), ij = 11, . . . , 22, com n = 4 000 000. Inf10: {bij} = (1, 3, 1, 5),
{aC11} = (6, 4), {aC12} = (8, 2), {aC21} = (7, 3), {aC22} = (8, 2).
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Pelas mesmas razões porque a hipótese MAR não pode ser aceita ou rejeitada com base nos

resultados presentes, não se pode afirmar se há uma associação entre Y1 e Y2 ou não. Na prática,

não-rejeições são usualmente tomadas como evidência a favor da hipótese nula. O uso de testes de

hipóteses sem análise do poder para diferentes alternativas pode não ser considerado um procedimento

condenável em análises de modelos identificáveis regulares quando se espera que o poder do teste

seja alto. Todavia, isto é mais perigoso quando a hipótese envolve parâmetros inidentificáveis. Por

definição, testes obtidos via RInE têm poder muito baixo para grande parte das alternativas que

pertencem à região de ignorância, independentemente do tamanho da amostra. Da mesma forma,

IC baseados em distribuições a priori para os quais hiperparâmetros têm os valores próximos de

zero também são geralmente inúteis para rejeitar a hipótese se a alternativa está dentro do intervalo

de ignorância não-paramétrico. Esses intervalos mais amplos oferecem proteção contra suposições

inverificáveis, mas necessitam de uma avaliação cuidadosa.

Apesar de se ter tratado de uma série de questões importantes para análises de modelos ini-

dentificáveis, a rejeição da homogeneidade marginal (ou simetria) e demais conclusões inferenciais

permanecem inalteradas para todas as distribuições a priori e modelos considerados. Na próxima

seção, apresenta-se um diferente cenário motivador.

3.3 Reanálise dos dados do Collaborative Perinatal Project

Reanalisam-se os dados da Tabela 1.1 nos moldes da seção anterior. Para considerar modelos so-

breparametrizados parcimoniosos na análise de sensibilidade clássica, constroem-se modelos condici-

onais considerados por Fay (1986) em que, como sugerido por Molenberghs et al. (1999), os elementos

de λ são primeiro reparametrizados por ψ1(ij), a probabilidade de observar o hábito de fumo ma-

terno, ψ21(ij), a probabilidade condicional de observar o peso do recém-nascido dado que o hábito de

fumo materno é observado, e ψ20(ij), a probabilidade condicional de observar o peso do recém-nascido

dado que o hábito de fumo materno está em falta. Estas probabilidades são também condicionadas

ao hábito de fumo materno e ao peso do recém-nascido. Em segundo lugar, reparametrizam-se os

parâmetros ψ como

logito
(
ψ1(ij)

)
= φ10 + φ11(i− 1) + φ12(j − 1) + φ13(i− 1)(j − 1),

logito
(
ψ21(ij)

)
= φ20 + φ21(i− 1) + φ22(j − 1) + φ23(i− 1)(j − 1),

logito
(
ψ20(ij)

)
= φ30 + φ31(i− 1) + φ32(j − 1) + φ23(i− 1)(j − 1).

Finalmente, consideram-se modelos reduzidos com a imposição das seguintes restrições

Modelo 1 : φ1l = φ2l = φ3l = φl, l = 1, 2, 3,

Modelo 2 : φ21 = φ31, φ22 = φ32, φ13 = φ23 = φ33 = 0.
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Esses modelos possuem, respectivamente, 9 e 10 parâmetros não redundantes quando combinados com

θ. Como há apenas 8 frequências observadas (dado que o total, n = 57, 061, é fixado), os Modelos 1

e 2 possuem, respectivamente, 1 (φ3) e 2 (φ11 e φ22) parâmetros de sensibilidade, enquanto o modelo

irrestrito tem 7 parâmetros deste tipo. Conduz-se a análise de sensibilidade clássica com o modelo de

omissão irrestrito conforme descrito na Seção 3.1.4. Os resultados obtidos por meio das abordagens

bayesiana e clássica são dispostos, respectivamente, nas Tabelas 3.9 e 3.10.

Tabela 3.9: Médias, desvios padrões (DP) e intervalos de credibilidade (IC) centrais a 95% a posteriori para
RC.

DPri Hiperparâmeters Média DP IC 95%

3 {cCij = 0.001} 1.49 0.40 [0.85; 2.40]
3 {cCij = 0.1} 1.48 0.35 [0.90; 2.27]
3 {cCij}= ∗ 1.47 0.33 [0.93; 2.19]
3 {cCij = 0.5} 1.45 0.26 [1.02; 2.01]
3 {cCij = 1.0} 1.44 0.21 [1.09; 1.89]
2 {bij = aCij = 0.1} 1.48 0.35 [0.90; 2.28]
2 {bij = aCij = 0.5} 1.46 0.26 [1.03; 2.02]
2 {bij = aCij = 1.0} 1.46 0.21 [1.10; 1.90]

∗ cCij = 0.125, se C = {11, 12, 21, 22}, e cCij = 0.25, em caso contrário.
DPri 3: γ ∼ D(2, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5), αo ∼ D(0.5, 0.5, 0.5, 0.5),

αC ∼ D(cCij , ij ∈ C), C ∈ Pm.
DPri 2: θ ∼ D(b11, b12, b21, b22), λij ∼ D(aCij , C ∈ Pij), ij = 11, . . . , 22.

Tabela 3.10: RIgE e RInE fortes, ponto a ponto e fracas a 95% para RC usando estimativas de máxima
verossimilhança.

Modelo Ω RIgE Forte Ponto a ponto Fraca

1 [− 3; 3] [1.06; 2.04] [1.01; 2.14] [1.02; 2.12] [1.07; 2.02]
1 [− 5; 5] [0.94; 2.23] [0.90; 2.33] [0.91; 2.32] [0.96; 2.19]
1 [−10; 10] [0.89; 2.32] [0.84; 2.45] [0.85; 2.43] [0.90; 2.28]
2 [−10; 10]2 [1.10; 1.73] [1.06; 1.81] [1.07; 1.80] [1.11; 1.73]

Irrestrito [−10; 10]7 [0.82; 2.50] [0.79; 2.61] [0.79; 2.59] [0.84; 2.44]

Modelos 1, 2 e irrestrito possuem, respectivamente, 1, 2 e 7 parâmetros de sensibilidade.

Além da discussão anterior, nota-se que mesmo o IC baseado na distribuição a priori menos

informativa (DPri 3 com {cCij = 0.001}) está agora mais próximo da RInE fraca do que a RInE

ponto a ponto para os resultados obtidos com o modelo de omissão irrestrito. O problema aqui é

a possibilidade de obter diferentes conclusões dependendo das escolhas subjetivas em cada uma das

abordagens. A menos que alguma informação a priori sugira que é razoável restringir inferências

para o Modelo 2 ou para o Modelo 1 com Ω = [−3; 3], ou usar uma distribuição a priori informativa

(ou aquelas “não-informativas” para as quais os hiperparâmetros tenham valores ≥ 0.5), não se pode

concluir se o hábito de fumo da mãe e o peso do recém-nascido estão associados ou não. Essas
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conclusões são diferentes das de Baker et al. (1992), que conduzem uma análise de sensibilidade

informal baseada em 9 modelos identificáveis que reforçam suas crenças numa associação significativa.

Kenward et al. (2001) apresentam outro exemplo em que uma análise de sensibilidade informal que

leva a conclusões consistentes é enganadora, mas é interessante notar que isto pode ocorrer quando

o tamanho de amostra é tão grande quanto n = 57 061 e a proporção de dados com omissão é tão

pequena quanto 7%.

3.4 Discussão

No esforço de se incluir aspectos relevantes de um problema em sua análise estat́ıstica, pode-se

frequentemente chegar a modelos inidentificáveis. Exploraram-se abordagens bayesiana e clássica

de análise desses modelos especializados no caso de respostas categorizadas com omissão. Ambas

as metodologias fornecem respostas sensatas se uma atenção meticulosa for dedicada às escolhas

subjetivas e se houver uma compreensão clara dos pontos fortes e das limitações das análises. Em

caso contrário, pode-se obter conclusões equivocadas.

A questão primordial para compreender análises de modelos sobreparametrizados relaciona-se

com a distinção entre dados observados e não-observados, ou com o que se pode ou não aprender do

estudo. À primeira vista, simplificar o modelo tornando-o identificável parece ser uma boa decisão

que direciona o analista para o que se pode aprender do estudo e o previne de ter que lidar com

a parte obscura não-observável. De fato, até certo grau, inferências obtidas destes modelos são

muito menos incertas, mas se baseiam em suposições subjacentes inverificáveis. Assim, os modelos

identificáveis acabam por ser uma forma extrema e subjetiva de se lidar com a ignorância sobre os

dados não-observáveis.

No processo de se lidar com a ignorância estat́ıstica, realizando análises de modelos inidenti-

ficáveis, novas questões apareceram. Particularmente, concluiu-se que tamanhos de amostra maiores

não aumentam o conhecimento sobre parâmetros inidentificáveis quando a imprecisão estat́ıstica já é

suficiente pequena. Assintoticamente, intervalos de credibilidade e de incerteza cobrem o intervalo de

ignorância. Por essa razão, os primeiros intervalos são inúteis se houver interesse em se distinguir va-

lores dos parâmetros que pertencem ao intervalo de ignorância. Como consequência, se a alternativa

pertence ao intervalo de ignorância, o poder dos testes já não tendem mais para um à medida que o

tamanho da amostra cresce. Esta é a razão pela qual é inadmisśıvel considerar uma não-rejeição de

uma hipótese como sua aceitação, em geral. Isto deve ser sempre esclarecido em qualquer relatório

que envolva esse tipo de análise.

Uma estratégia objetiva é a de se usar modelos de omissão irrestritos, distribuições a priori difusas

nas análises bayesianas ou tentar cobrir todo o espaço paramétrico do parâmetro de sensibilidade

sob a abordagem clássica. Apesar de este ser um ponto de partida razoável que, em muitos casos,

pode ser a única alternativa, acredita-se que uma análise mais apropriada deve incorporar toda a

informação dispońıvel. Isto pode ser atingido seguindo a rota oposta, i.e., considerando distribuições
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a priori informativas ou faixas de valores plauśıveis para os parâmetros de sensibilidade e/ou modelos

de omissão reduzidos. O objetivo deste caṕıtulo é apenas ilustrar que tais informações adicionadas

devem ser avaliadas com cautela, porque escolhas arbitrárias podem ter um impacto significativo nos

resultados.

Sob a perspectiva bayesiana, mostrou-se que distribuições a priori usualmente consideradas como

não-informativas ou levemente informativas (e.g., fixando os valores dos hiperparâmetros das distri-

buições Dirichlet iguais a 0.5 ou 1.0) podem na verdade adicionar informação substancial, indepen-

dentemente do tamanho de amostra. Além disso, modelos sobreparametrizados reduzidos podem

também afetar os resultados consideravelmente. Embora tais modelos também possam ser utilizados

em análises bayesianas, eles são mais frequentemente adotados na abordagem clássica, principalmente

pela dificuldade de se lidar com muitos parâmetros de sensibilidade. Na reanálise do Collaborative

Perinatal Project, por exemplo, consideraram-se apenas 3 valores, {−10, 0, 10}, para cada um dos 7

parâmetros de sensibilidade, resultando em 37 = 2 187 combinações. Usar uma grade tão grosseira

poderia ter gerado um intervalo de ignorância ainda menor do que os obtidos com modelos de omissão

reduzidos, mas não foi dif́ıcil, para essa tabela de contingência particular, identificar as configurações

que levam a inferências extremas para a razão de chances e, como consequência, pode-se confirmar o

intervalo de ignorância do modelo irrestrito.

Como os intervalos de credibilidade obtidos com distribuições a priori difusas ficaram, de certa

forma, próximos dos intervalos de incerteza obtidos com modelos de omissão irrestritos, a abordagem

bayesiana pode oferecer vantagens sobre a análise de sensibilidade clássica quando (a) há informação

a priori para ser incorporada ou (b) nenhuma informação a priori está dispońıvel, mas há interesse

de se obter resultados para um modelo de omissão irrestrito com uma alta dimensão do parâmetro

de sensibilidade. Neste caso, contudo, as distribuições a priori difusas (próprias) são convenientes

para se evitar a obtenção de intervalos de credibilidade muito estreitos, mas estes intervalos podem

ainda ser um pouco menos amplos do que os intervalos de incerteza fraca que seriam obtidos com a

metodologia clássica.

Embora a DPri 2 seja a mais apropriada para incorporar informação a priori, as cadeias geradas

pelo método de amostragem de Gibbs tornam-se altamente autocorrelacionadas conforme o tamanho

de amostra cresce e os valores dos hiperparâmetros aproximam-se de zero. O tempo computacional

que se leva para executar algumas das análises varia de horas a semanas, dependendo se n ≤ 4 000,

n = 40 000 ou 4 000 000. Entretanto, pode-se usar o método ordinário de Monte Carlo com a DPri 3

e conduzir análises para quaisquer valores de hiperparâmetros em alguns minutos. Por essa razão,

quando não há informação a priori, sugere-se usar a distribuição a priori marginal de Jeffreys para os

parâmetros identificáveis com os valores dos hiperparâmetros da distribuição a priori dos parâmetros

inidentificáveis próximos de zero.

Quando se tenta incorporar informação dispońıvel sobre o mecanismo gerador dos dados com

omissão, não só covariáveis podem ser úteis, mas também as justificativas para os dados faltantes



44
Modelos sobreparametrizados para a análise de dados categorizados com respostas omissas

e suas implicações inferenciais

podem facilitar a tarefa de se incluir certas suposições, como MAR ou não-MAR, para algumas

unidades amostrais. Em estudos longitudinais, o tempo geralmente é um fator adicional importante.

Quando o padrão de omissão é monótono, pode ser razoável assegurar que as respostas das unidades

que abandonaram o estudo não dependem dos valores futuros não-observados (Diggle & Kenward,

1994; Kenward et al., 2003), levando a um modelo sobreparametrizado mais parcimonioso do que o

irrestrito.



Caṕıtulo 4

Análise bayesiana semiparamétrica de

respostas binárias com uma covariável cont́ınua

sujeita a omissão informativa

Em diversos estudos, dados omissos ocorrem em pelo menos algumas variáveis explicativas. Nes-

ses casos, para não ter que excluir as unidades amostrais ou as variáveis que contêm dados faltantes

da análise, além de se modelar o mecanismo de omissão, se este não puder ser ignorado, é necessário

especificar um modelo para a distribuição marginal das variáveis explicativas1 (X) mesmo se o inte-

resse recair somente na distribuição condicional das variáveis respostas (Y) dado X. Quando todas

as variáveis de X são categorizadas e o número de combinações dos ńıveis dessas variáveis for bem

menor que o número de unidades amostrais, pode ser razoável supor que X siga uma distribuição

multinomial2; esta e outras estratégias de modelagem semelhantes foram estudadas por Ibrahim

(1990), Gibbons & Hosmer (1991), Vach & Schumacher (1993), Lipsitz & Ibrahim (1996), Lipsitz,

Parzen & Ewell (1998), Horton & Laird (1999), Satten & Carroll (2000) e Horton & Laird (2001)

sob suposições de omissão ignorável e análises admitindo omissão não-ignorável foram propostas por

Vach & Blettner (1995), Vach (1997), Ibrahim, Lipsitz & Chen (1999), Lipsitz, Ibrahim, Chen &

Peterson (1999) e Paik (2004). Nos casos em que alguma variável explicativa é cont́ınua, pode não

existir informação a priori sobre algum modelo paramétrico plauśıvel. Por esta razão, alguns autores

adotaram modelos semiparamétricos/não-paramétricos para X após identificar um modelo com a

suposição de omissão ignorável (Chen & Little, 1999; Chen, 2002, 2004, 2009; Zhang & Rockette,

2005, 2006, 2007; Zhao, 2009). Outra vertente seguiu um caminho oposto, considerando modelos

paramétricos para X e mecanismos de omissão informativa (Lipsitz, Ibrahim, Chen & Peterson,

1999; Huang, Chen & Ibrahim, 2005; Stubbendick & Ibrahim, 2003, 2006; Miranda & Rabe-Hesketh,

2010). Uma excelente revisão sobre análise de modelos lineares generalizados com covariáveis omissas

1Ou pelo menos especificar a distribuição condicional das variáveis explicativas que possam estar em falta dadas as
variáveis explicativas que são sempre observadas.

2Supondo também que a distribuição condicional de Y dado X siga um produto de distribuições multinomiais, a
análise da distribuição multinomial resultante para a distribuição conjunta de (X,Y) pode ser realizada utilizando a
teoria descrita em Poleto (2006) com o aux́ılio do conjunto de subrotinas computacionais Catdata implementado para
o ambiente estat́ıstico R (dispońıvel em http://www.poleto.com/missing.html).

45
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é apresentada por Ibrahim, Chen, Lipsitz & Herring (2005).

Suposições incorretas, quer para o mecanismo de omissão quer para a distribuição das covariáveis,

podem gerar inferências enviesadas para a distribuição condicional das respostas dadas as covariáveis.

Neste caṕıtulo pretende-se utilizar uma distribuição flex́ıvel para X juntamente com análises de

sensibilidade para o mecanismo de omissão, informativa ou não. Chen (2004) comenta que sua

metodologia pode ser estendida para casos de omissão não-ignorável. Contudo, não se segue essa via

aqui porque como sua abordagem já é computacionalmente intensiva no caso de omissão ignorável,

talvez seja inviável realizá-la repetidamente, como é necessário na alternativa clássica de análise de

sensibilidade qualificada de “formal” nos últimos caṕıtulos. Então, por pragmatismo, adota-se a

abordagem bayesiana para a análise de sensibilidade do mecanismo de omissão; esse enfoque lida

com a falta de identificabilidade do modelo por meio de distribuições a priori próprias. Além disso,

utiliza-se um modelo não-paramétrico para X baseado numa mistura por processo de Dirichlet. Uma

abordagem bayesiana não-paramétrica similar foi utilizada por Scharfstein et al. (2003) para o caso

de uma variável resposta cont́ınua com omissão. Por simplicidade, restringe-se aqui ao caso de apenas

uma covariável cont́ınua omissa, embora na última seção se comente sobre posśıveis extensões para

o caso multivariado.

Na Seção 4.1, apresenta-se um conjunto de dados reais que será utilizado para ilustrar os métodos

descritos nas seções seguintes. Na Seção 4.2, introduz-se a abordagem bayesiana não-paramétrica

com processo de Dirichlet para o caso de análise de dados completos. Na Seção 4.3, estende-se o

modelo para contemplar também o mecanismo gerador dos dados omissos. Na Seção 4.4, realiza-se

um estudo de simulação para avaliar o desempenho do método proposto. Na Seção 4.5, analisa-se o

conjunto de dados da Seção 4.1. Na Seção 4.6, conclui-se o caṕıtulo com uma breve discussão.

4.1 Dados de embolia pulmonar

Wicki et al. (2001) analisaram dados de 1 090 pacientes que se apresentaram consecutivamente

ao pronto-socorro do Hospital Universitário de Genebra com suspeita cĺınica de embolia pulmonar,

i.e., bloqueio da artéria pulmonar ou de um de seus ramos. O objetivo do estudo foi criar um escore

que indicasse a probabilidade de pacientes terem essa doença cardiovascular com base em exames

e outras informações facilmente obtidas. Por simplicidade, considera-se aqui apenas algumas das

variáveis explicativas do modelo final apresentado por esses autores.

O indicador de presença de embolia pulmonar (variável resposta) bem como quatro variáveis ex-

plicativas (idade, ocorrência anterior de embolia pulmonar ou trombose venosa profunda, realização

de cirurgia recente e pulsação arterial) foram observadas para todos os pacientes, enquanto as duas

variáveis que indicam presenças de determinadas caracteŕısticas no raio-X do tórax (atelectasia lami-

nar e elevação da hemicúpula diafragmática) estavam em falta para apenas um paciente. Por outro

lado, a pressão parcial de gás carbônico (PaCO2), obtida da gasometria arterial realizada a partir de

um exame de sangue, estava omissa para 103 (9%) pacientes.
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Na Figura 4.1, apresentam-se o histograma de PaCO2 e estimativas de densidades pelo método do

núcleo gaussiano baseadas nos dados observados e em valores sorteados das distribuições preditivas
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Figura 4.1: Histograma da pressão parcial de gás carbônico (PaCO2), em kPa, e estimativas de densidades pelo
método do núcleo gaussiano baseadas (a) nos dados observados e (b)-(d) em 50 000 valores amostrados das
distribuições preditivas a posteriori obtidas a partir de ajustes dos modelos (b) não-paramétrico, (c) normal e
(d) gama.
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a posteriori obtidas a partir dos ajustes do modelo não-paramétrico da Seção 4.2 e dos dois modelos

paramétricos que obtiveram os melhores ajustes dentre as famı́lias normal, log-normal e gama. Nota-

se que os dados observados parecem ser mais bem acomodados pela densidade preditiva a posteriori

do modelo não-paramétrico do que pelas densidades correspondentes dos modelos paramétricos. O

mesmo resultado é evidenciado a partir da estat́ıstica de Kolmogorov-Smirnov que, na comparação da

distribuição emṕırica dos dados observados com as distribuições a posteriori de uma nova observação

dos modelos não-paramétrico e paramétricos normal, log-normal e gama, produzem, respectivamente,

os valores 3.4%, 6.1%, 6.8% e 5.7% (valores-p 0.207, 0.002, <0.001 e 0.004).

4.2 Modelos não-paramétricos para variáveis cont́ınuas completas

Seja Xi, i = 1, . . . , n, uma amostra aleatória de tamanho n com função de distribuição F . Nos

métodos paramétricos usuais, supõe-se uma forma conhecida para F , indexada por um parâmetro de

dimensão finita especificado a priori, embora geralmente desconhecido. Com o objetivo de enfraque-

cer as suposições, permitindo maior flexibilidade na modelagem e robustez contra má-especificação

de F , consideram-se modelos não-paramétricos. Apesar da ideia que o termo incute, o seu emprego

não significa que os modelos são completamente desprovidos de parâmetros; em vez disso, indica

que o número e a natureza dos parâmetros são variáveis e determinados de alguma forma pelos

dados, podendo chegar até a pertencer a um espaço paramétrico de dimensão infinita. Revisões

de alguns métodos não-paramétricos sob os paradigmas bayesiano e clássico são apresentadas por,

respectivamente, Müller & Quintana (2004) e Scott (1992).

Uma maneira de flexibilizar a forma de F é empregar medidas de probabilidade aleatórias (MPA),

que são distribuições de probabilidade sobre o espaço de medidas de probabilidade. Ferguson (1973)

introduziu o processo de Dirichlet (Dirichlet process, DP) como uma MPA. Admitir que F segue um

DP, simbolicamente, F ∼ DP (α, F0), significa que para qualquer partição mensurável A1, . . . , AM do

espaço amostral, o vetor de probabilidades [F (A1), . . . , F (AM )] segue uma distribuição de Dirichlet

com vetor de parâmetros [αF0(A1), . . . , αF0(AM )], em que α é um parâmetro de precisão e F0 é uma

distribuição de referência sobre o espaço amostral mensurável. Tendo em conta a parametrização

indicada, F0 é a esperança a priori de F e à medida que α cresce há uma maior concentração a priori

de F em torno de F0, até o caso extremo de que α −→ ∞ indica que se supõe F igual a F0; por

outro lado, valores pequenos de α (e.g., < 5) permitem, em geral, que F se afaste consideravelmente

de F0 (Congdon, 2006, p.201). Dadas n observações independentes e identicamente distribúıdas, a

distribuição a posteriori é F |(x1, . . . , xn) ∼ DP (α+ n, F1), em que F1 = (αF0 + nFn)/(α+ n) e Fn

é a função de distribuição emṕırica das observações.

A simplicidade das propriedades do DP e a facilidade de obtenção da distribuição a posteriori

tornam o uso deste modelo atrativo. Contudo, o DP gera quase certamente uma distribuição discreta,

o que é uma propriedade indesejável em muitos casos. Uma maneira simples de remover essa restrição

para gerar uma MPA compat́ıvel com distribuições absolutamente cont́ınuas é a de admitir-se que
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Xi segue uma distribuição absolutamente cont́ınua dado o valor de um parâmetro espećıfico e, por

sua vez, que todos esses parâmetros sejam uma amostra aleatória de um DP, ou seja,

Xi|θi
ind.∼ Fθi , i = 1, . . . , n, (4.1)

(θ1, . . . , θn)|G i.i.d.∼ G, G|(α,G0) ∼ DP (α,G0). (4.2)

Com esta abordagem, uma maior flexibilidade na modelagem foi introduzida ao se supor que os

parâmetros {θi} seguem uma distribuição a priori do tipo DP centrada em G0, ao invés da abordagem

usual de supor diretamente que estes parâmetros seguem uma distribuição paramétrica G0 (Walker,

Damien, Laud & Smith, 1999). A nomenclatura de “mistura por processo de Dirichlet” (Dirichlet

process mixture, DPM) se deve ao fato de a formulação hierárquica (4.1)-(4.2) implicar que se está

admitindo que a distribuição marginal para Xi é uma mistura, i.e.,

f(xi) =

∫
f(xi|θi)dG(θi), G|(α,G0) ∼ DP (α,G0). (4.3)

Não se deve confundir esse modelo com o de “mistura de processos de Dirichlet” (mixture of Dirichlet

processes, MDP), sugerido por Antoniak (1974), pelo fato de esse ser uma mistura paramétrica

induzida por distribuições impostas sobre parâmetros do DP, assim, encarados como hiperparâmetros.

Da mesma forma que o DP, a MDP gera quase certamente uma distribuição discreta, enquanto que

a DPM, considerando ou não distribuições a priori para parâmetros do DP, produz distribuições

absolutamente cont́ınuas.

A definição construtiva do DP, apresentada por Sethuraman (1994), mostra que G|(α,G0) ∼
DP (α,G0) pode ser representado por

G(A) =

∞∑
j=1

pjδθj (A) (4.4)

para qualquer subconjunto mensurável A do espaço dos valores dos {θj}, em que

p1 = V1, pj = Vj

j−1∏
k=1

(1− Vk), j > 1, Vj
i.i.d.∼ Beta(1, α), j = 1, 2, . . . , (4.5)

δθj (A) é a medida de Dirac, isto é, tem massa igual a um se θj ∈ A e tem massa nula em caso

contrário, e

θj
i.i.d.∼ G0, j = 1, 2, . . . (4.6)

(Walker et al., 1999). Esse resultado é muito útil, pois permite delinear algoritmos eficientes para o
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ajuste do modelo DPM, uma vez que possibilita reescrever (4.3) como

f(xi) =

∞∑
j=1

pjf(xi|θj), i = 1, . . . , n. (4.7)

O procedimento (4.5) de construção dos pesos aleatórios {pj} da mistura é chamado de quebra-vara

(stick-breaking). Note-se que
∑∞

j=1 pj = 1.

Na prática, contudo, por simplicidade, costuma-se truncar a mistura (4.7) em M componentes

(veja, e.g., Ishwaran & James, 2002), o que equivale a aproximar o DP (α,G0) por um processo de

Dirichlet truncado (TDP), denotado por TDP (α,G0,M). Neste caso, para obter os pesos p1, . . . , pM ,

geram-se variáveis Vj ∼ Beta(1, α), j = 1, . . . ,M − 1, e fixa-se VM = 1.

A escolha de M é uma questão primordial na abordagem por distribuição a priori de TPD.

Primeiramente, pode-se recorrer ao limite M = n, pois no máximo ter-se-ia o caso em que cada

unidade xi da amostra poderia estar associada a um θj diferente em (4.7). Em segundo lugar, como

muitas vezes o valor exato da variável cont́ınua acaba arredondado pelo instrumento de medição ou

pelo processo observacional, o número de valores distintos presentes na amostra costuma ser muito

inferior a n e, então, por racioćınio análogo ao anterior, não faz sentido supor que M exceda esse

número. No estudo de embolia pulmonar, por exemplo, dos 987 valores observados de PaCO2 há 243

valores distintos. Por fim, mesmo que todos os valores sejam distintos, Antoniak (1974) mostra que

(i) o DP naturalmente propicia um agrupamento dos {θi}, supondo que observações muito próximas

correspondam a um mesmo valor de θj , (ii) uma distribuição a priori para α induz uma distribuição

a priori para o número de valores distintos de {θi}, denotado por M∗, e (iii) para n grande,

E(M∗|α) ∼= α ln
(

1 +
n

α

)
, (4.8)

Na Tabela 4.1, apresentam-se alguns valores para E(M∗|α), variando α e n na expressão (4.8). A

dependência entre M∗ e α é patente em (4.5) uma vez que à medida que o valor de α decresce, as

distribuições {Vj} concentram-se mais em valores distantes de zero e, por conseguinte, tende-se a ter

uma menor quantidade de pesos que não são tão próximos de zero.

Tabela 4.1: Número médio de grupos distintos, E(M∗|α), obtido com (4.8), variando α e n.

α\n 1 000 10 000 30 000 50 000

2 12.4 17.0 19.2 20.3
3 17.4 24.3 27.6 29.2
5 26.5 38.0 43.5 46.1
8 38.7 57.1 65.8 69.9

10 46.2 69.1 80.1 85.2

West (1992) e Escobar & West (1995) apresentam análises fixando α = 1, mas este último
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trabalho bem como os de Escobar & West (1998) e Ishwaran & James (2002), dentre outros, sugerem

a utilização da distribuição a priori

α|(λ1, λ2) ∼ Gama(λ1, λ2), (4.9)

em que Gama(λ1, λ2) denota uma distribuição gama com parâmetro de forma λ1 e parâmetro de

escala λ2, de tal maneira que a média é λ1/λ2. Seguindo a sugestão de Ishwaran & James (2002),

em todas as análises deste caṕıtulo utilizam-se os hiperparâmetros λ1 = λ2 = 2, que concentra a

larga maioria (da ordem de 98%) dos valores de α entre 0 a 3, permitindo assim que G se afaste

consideravelmente de G0.

A distribuição a posteriori de M∗ pode ser utilizada para avaliar o truncamento do DP, i.e., se

foi realizado com um valor muito baixo para M . Assim, se o quantil 97.5% a posteriori de M∗ estiver

muito próximo de M , é razoável que se aumente o valor de M ; por outro lado, se o quantil de M∗

estiver muito distante de M , pode-se diminuir o valor de M sem prejudicar a aproximação do DP

pelo TDP e ainda obter resultados com velocidade maior, uma vez que, quanto maior o valor de M ,

maior é o esforço computacional. A distribuição a posteriori de α e a expressão (4.8) podem auxiliar

a escolha do novo valor. Na análise da variável PaCO2 do estudo de embolia pulmonar, por exemplo,

o quantil 97.5% da distribuição a posteriori de M∗ foi igual a 11, um valor muito menor do que o

M = 20 empregado; como o quantil 97.5% da distribuição a posteriori de α foi um pouco menor

do que 2, utilizando os resultados da Tabela 4.1 pode-se reduzir M para um valor próximo de 13.

Não é por acaso que a distribuição a posteriori de α não se afasta muito da distribuição a priori,

mesmo com esses tamanhos de amostra consideráveis; Leonard (1996) discute posśıveis problemas de

identificabilidade de α, principalmente se os valores observados não contiverem empates.

O caso mais frequente na literatura de DPM é o de se supor uma distribuição normal3 para F .

West (1992) explora conexões entre o caso normal via DPM e técnicas de estimação de densidades

pelo método do núcleo gaussiano (Silverman, 1986). Escobar & West (1995) apresentam um dos

primeiros trabalhos que possibilitam a implementação computacional de um amostrador de Gibbs

para DPM e, por isso, popularizaram a abordagem. Contudo, nesses trabalhos iniciais, os esquemas

de amostragem via método de Monte Carlo baseado em cadeia de Markov (Markov chain Monte

Carlo, MCMC) integram o DP, utilizando a sua representação na forma de urna de Pólya (Blackwell

& MacQueen, 1973), uma vez que não é posśıvel sortear valores exatos do DP. A estratégia seguida

neste trabalho não integra o DP, aproximando-o pelo TDP, conforme discutido por Ishwaran & James

(2002) e Congdon (2006, pp.201-207). Essa é uma opção pragmática, pois a versão de (4.7) truncada

em M componentes pode ser facilmente implementada nos pacotes computacionais do projeto BUGS

(Bayesian inference Using Gibbs Sampling), cujas principais versões são o WinBUGS e o OpenBUGS

(Lunn et al., 2000, 2009), este último, de código aberto, possibilitando que se obtenham amostras das

3Um modelo mais simples, com estrutura Poisson-gama, pode ser encontrado em Escobar & West (1998) e Congdon
(2006, p.205), em que Fθi em (4.1) é Poisson(θi) e G0 em (4.2) é Gama(λ1, λ2).
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distribuições a posteriori de interesse. Nessas abordagens computacionais, geralmente introduzem-se

variáveis latentes (s1, . . . , sn) que indicam quais observações correspondem a um mesmo valor de θj ,

j = 1, 2, . . .. Isso possibilita reescrever a versão truncada de (4.7) como o modelo hierárquico

Xi|θsi
ind.∼ Fθsi , i = 1, . . . , n,

P (si = j) = pj , j = 1, . . . ,M, i = 1, . . . , n,

p1 = V1, pj = Vj

j−1∏
k=1

(1− Vk), j = 2, . . . ,M,

Vj
i.i.d.∼ Beta(1, α), j = 1, . . . ,M − 1, VM = 1,

θj
i.i.d.∼ G0, j = 1, . . . ,M.

Ishwaran & James (2001) mostram que o amostrador de Gibbs tem as seguintes caracteŕısticas.

1. Os elementos de (θ1, . . . , θM ) são condicionalmente independentes dadas as demais variáveis e a

distribuição condicional completa de θj é proporcional a g0(θj)
∏
{i:si=j} f(xi|θj), em que g0 é a

função de densidade da distribuição G0.

2. Os elementos de (V1, . . . , VM−1) são condicionalmente independentes dadas as demais variáveis e

a distribuição condicional completa de Vj é Beta(1 + aj , α + bj), em que aj =
∑n

i=1 I(si = j),

bj =
∑n

i=1 I(si > j) e I() denota a função indicadora, assumindo o valor 1 quando a condição

explicitada entre parênteses for satisfeita e resultando o valor 0 em caso contrário.

3. Os elementos de (s1, . . . , sn) são condicionalmente independentes dadas as demais variáveis e cada

um dos si é atualizado a partir da distribuição P (si = j) ∝ pjf(xi|θj), j = 1, . . . ,M .

Uma revisão dos avanços computacionais descrevendo esses e outros algoritmos para se fazer inferência

em DPM é apresentada por Griffin & Holmes (2010).

Seguindo West (1992), considere-se a versão mais simples do modelo normal univariado

Xi|µi, V
ind.∼ Normal(µi, V ), i = 1, . . . , n, (4.10)

(µ1, . . . , µn)|G i.i.d.∼ G, G|(α,G0) ∼ DP (α,G0), (4.11)

em que Normal(µi, V ) denota a distribuição normal com média µi e variância V . West (1992) admite

que G0 é Normal(µ0, τV ), o que se denota aqui por

G0|(µ0, τ, V ) = Normal(µ0, τV ), (4.12)

fixando um valor para µ0 e adotando as distribuições a priori

V −1|(s0, S0) ∼ Gama(s0/2, S0/2), (4.13)
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τ−1|(w,W ) ∼ Gama(w/2,W/2), (4.14)

em que S0/s0 é o palpite a priori para V e s0 mede a crença a priori neste palpite. West (1992)

não menciona como escolher w e W , mas numa análise utiliza w = 2 e W = 10, dizendo resultar

numa distribuição a priori aproximadamente difusa. Além disso, alerta que em geral não há muita

informação sobre τ na amostra, mas que a distribuição a priori especificada para τ é necessária da

mesma forma que a escolha subjetiva do parâmetro de suavização nos métodos tradicionais de núcleo.

Por fim, diz que valores grandes de τ favorecem um número maior de modas para a distribuição

preditiva a posteriori de X. Escobar & West (1995) consideram o caso heterocedástico, i.e., em que

cada Xi em (4.10) pode ter uma variância diferente, Vi, e adotam a distribuição a priori

µ0|(a,A) ∼ Normal(a,A), (4.15)

com A−1 −→ 0. No exemplo que analisam, primeiro avaliam a distribuição do número de modas

induzida sob diferentes valores de τ e, em seguida, utilizam os hiperparâmetros w = 1 e W = 100

que consideram compat́ıveis com suas crenças.

Ishwaran & James (2002) também contemplam os casos de variâncias heterogêneas e homogêneas.

No último, ao invés de (4.12), supõem

G0|(µ0, τ) = Normal(µ0, τ), (4.16)

ou seja, que a variância da distribuição de referência de µi independe, a priori, da variância de Xi.

Ao invés de utilizar a distribuição a priori (4.14), sugerem que se fixe o valor de τ de forma que

(4.16) cubra valores que se acredita que {µi} podem ter, sugerindo que uma boa escolha é igualar
√
τ a quatro vezes o desvio padrão dos dados. Com relação à distribuição a priori para V , após

comparar os resultados de (4.13), utilizando valores pequenos para s0 e S0 (e.g., s0 = S0 = 0.02),

com os obtidos sob

V |T ∼ Unif [0, T ], (4.17)

em que Unif [0, T ] denota uma distribuição uniforme cont́ınua no intervalo [0, T ], tomando T igual

à variância dos dados, concluem, para o caso heterocedástico, que a distribuição a priori gama pode

ser informativa em certas situações, mesmo com hiperparâmetros considerados não-informativos, o

que acaba suavizando os dados de forma inadequada (pouco ou muito), e, assim, sugerem que a

distribuição a priori uniforme pode ser mais interessante.

Devido à dificuldade de se escolherem os hiperparâmetros de (4.14) ao utilizar a distribuição

de referência (4.12) e pela possibilidade de (4.13) ser mais informativa do que se imagina para a

distribuição de referência (4.16), utilizam-se neste trabalho as sugestões de Ishwaran & James (2002)

com a distribuição a priori uniforme para V . Não se consideram aqui versões heterocedásticas para

evitar uma sobreparametrização ainda maior, uma vez que além de a amostra não conter muita
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informação sobre α, os modelos informativos mais gerais para o mecanismo de omissão já sofrem de

problemas de identificabilidade.

4.3 Modelo semiparamétrico para respostas binárias com uma variável explicativa

sujeita a omissão informativa

Sejam Yi uma resposta binária sempre observada, Xi uma covariável cont́ınua potencialmente

omissa e Ri o indicador de observação de Xi, ou seja, Ri = 1 se Xi é observada e Ri = 0 se Xi é

omissa, i = 1, . . . , n. Apesar de o interesse recair apenas na distribuição condicional de Yi dado Xi,

é necessário considerar um modelo para Xi, uma vez que não se quer desprezar a parcela da amostra

para a qual Xi está omissa. Ao admitir que o mecanismo que gera os dados faltantes pode depender

dos valores não observados, deve-se também propor um modelo para Ri.

Utilizando a fatoração de modelos de seleção, propõe-se o modelo

Ri|(Yi, Xi, δ0, δ1, δ2, δ3)
ind.∼ Bern(θi), logito(θi) = δ0 + δ1Xi + δ2Yi + δ3XiYi, i = 1, . . . , n, (4.18)

Yi|(Xi, β0, β1)
ind.∼ Bern(πi), logito(πi) = β0 + β1Xi, i = 1, . . . , n, (4.19)

Xi|(µi, V )
ind.∼ Normal(µi, V ), i = 1, . . . , n, (4.20)

em que Bern(θi) denota a distribuição de Bernoulli com probabilidade de sucesso θi, e sugerem-se

as distribuições a priori

δj |(µδj , σδj )
ind.∼ Normal(µδj , σδj ), j = 0, 1, 2, 3, (4.21)

βj |(µβj , σβj )
ind.∼ Normal(µβj , σβj ), j = 0, 1, (4.22)

(µ1, . . . , µn)|G i.i.d.∼ G, G|α,G0,M ∼ TDP (α,G0,M), (4.23)

V |T ∼ Unif [0, T ], (4.24)

α|(a, b) ∼ Gama(λ1, λ2), (4.25)

G0|(µ0, τ) = Normal(µ0, τ), (4.26)

µ0|(a,A) ∼ Normal(a,A), (4.27)

todas mutuamente independentes.

Os valores dos hiperparâmetros fixos dessas distribuições a priori serão indicados nas aplicações

das próximas seções. Note que o modelo (4.18)-(4.20) não permite por si só obter a verossimilhança

dos dados observados, mas apenas a verossimilhança dos dados completos, que é justamente o que

os pacotes computacionais do projeto BUGS necessitam. Nesses pacotes, os dados em falta são

indicados como “NA” e são tratados como variáveis latentes. Assim, em uma das etapas do esquema

de amostragem via método MCMC, o algoritmo sorteará um valor para o dado faltante da sua

distribuição condicional dadas as demais variáveis (observadas e não-observadas). Com relação ao
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DP, em cada iteração do MCMC o algoritmo sorteará (1) µ0, (2) µj , j = 1, . . . ,M , i.e., os M valores

distintos de {µi}, (3) α, (4) V , (5) Vj , j = 1, . . . ,M − 1 (para obter p1, . . . , pM ) e (6) quais dos µj ,

j = 1, . . . ,M serão alocados para cada um dos µi, i = 1, . . . , n.

Diz-se que o modelo é semiparamétrico, uma vez que emprega a abordagem não-paramétrica

da seção anterior para o modelo marginal de Xi e modelos paramétricos convencionais para as

distribuições condicionais de Yi dado Xi e de Ri dado Yi e Xi.

O mecanismo de omissão (4.18) é informativo, pois considera que a probabilidade de se ter

covariáveis em falta pode depender de seus valores não observados. Por outro lado, se for acrescentada

a restrição

MAR : δ1 = δ3 = 0, (4.28)

o mecanismo de omissão passa a ser não-informativo e ignorável sob o ponto de vista de inferências

bayesianas para β0 e β1, uma vez que se supõe independência a priori entre (δ0, δ2) e os demais

parâmetros. Uma subclasse do modelo MAR é o mecanismo de omissão completamente aleatória que

pode ser imposto pela restrição

MCAR : δ1 = δ2 = δ3 = 0. (4.29)

É importante destacar que no caso em foco, de omissão em variáveis explicativas, não é só sob

o mecanismo MCAR que, em geral, a análise de casos completos (ACC) produz inferências não-

enviesadas para β0 e β1, mas também sob qualquer mecanismo que não dependa da resposta Yi,

como

MNARred : δ2 = δ3 = 0. (4.30)

A ACC de dados gerados sob o mecanismo de omissão informativa (4.30) resulta em inferências

enviesadas para a distribuição marginal de Xi, mas não para a distribuição condicional de Yi dado

Xi. Contudo, na ACC não é necessário propor um modelo para Xi se o interesse for apenas na

distribuição condicional de Yi dado Xi.

4.4 Estudo de simulação

Consideram-se as seguintes distribuições para a variável explicativa

XN ∼ Normal(12, 32), (4.31)

XL ∼ Log−normal(2.45, 0.2462), (4.32)

XC = 0.8×XC1 + 0.2×XC2, XC1 ∼ Unif [8, 12], XC2 ∼ Log−normal(2.79, 0.6422), (4.33)

em que Log−normal(µ, σ2) denota a distribuição log-normal e µ e σ são, respectivamente, a média e

o desvio padrão da variável na escala logaŕıtmica. A média e o desvio padrão de XL e XC coincidem

com os parâmetros correspondentes de XN , embora suas densidades sejam bem diferentes, conforme

pode-se verificar na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Densidades das distribuições normal (XN ), log-normal (XL) e combinação linear (XC) de uma
uniforme e uma log-normal.

Com o objetivo de avaliar o impacto de resultados obtidos sob diferentes suposições distribucionais

para a covariável, gera-se uma amostra deX de tamanho n = 10 000 para cada uma das 3 distribuições

(4.31), (4.32) e (4.33); em seguida, para cada valor gerado sob cada uma das covariáveis, gera-se Y

sob (4.19) com β0 = 6 e β1 = −0.5 e, por fim, gera-se R sob (4.18) com δ0 = −3, δ1 = 0.5 e

δ2 = δ3 = 0; posteriormente, ajusta-se o modelo semiparamétrico da seção anterior e os modelos

paramétricos normal e log-normal para os conjuntos de dados gerados a partir de cada uma das

covariáveis XN , XL e XC . Nos casos paramétricos normal e log-normal, o modelo não-paramétrico

(4.20) é substitúıdo, respectivamente, por

Xi|µ0, τ
i.i.d.∼ Normal(µ0, τ), i = 1, . . . , n, (4.34)

Xi|µ0, τ
i.i.d.∼ Log−normal(µ0, τ), i = 1, . . . , n, (4.35)

e, em ambos, as distribuições a priori (4.23)-(4.26) são substitúıdas por (4.14), com escolhas para

os hiperparâmetros associadas a distribuições consideradas vagas, i.e., A grande (106 e 103 para,

respectivamente, os casos normal e log-normal) e w pequeno (2 para ambos os casos). No caso do

modelo semiparamétrico, os hiperparâmetros de (4.23)-(4.27) foram escolhidos conforme descrito na

Seção 4.2. Em todos os modelos, adotaram-se distribuições a priori vagas para δj e βj , utilizando

os hiperparâmetros µδj = µβj = 0 e σδj = σβj = 103, j = 0, 1. Além disso, supôs-se sempre a

estrutura correta para o mecanismo de omissão, i.e., δ2 = δ3 = 0, para que as únicas variantes sejam
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a distribuição utilizada para gerar a covariável e a distribuição adotada para a covariável na análise.

Na Tabela 4.2, apresentam-se resumos das distribuições a posteriori de β0 e β1. Em todas as análises,

as magnitudes dos erros de Monte Carlo foram menores do que a precisão dos números apresentados

nas tabelas. Métodos usuais de diagnóstico foram utilizados para avaliar a convergência das cadeias

de Markov geradas relativas a β0 e β1 (Heidelberger & Welch, 1983; Gelman & Rubin, 1992; Geweke,

1992; Raftery & Lewis, 1992). Não houve razões para suspeitar da convergência das cadeias obtidas

nas análises desta seção e da seguinte. Contudo, algumas dessas análises chegaram a durar vários

dias porque foi necessário espaçar as cadeias em até 500 valores e optou-se por gerar 10 cadeias, cada

uma com até 5 000 valores após o espaçamento.

Na Tabela 4.2, nota-se que os resumos das amostras obtidas das distribuições a posteriori de

ambos os parâmetros são muito próximos quando se comparam os resultados obtidos com o modelo

não-paramétrico para a covariável e os correspondentes modelos paramétricos verdadeiros, quer com

a distribuição normal, quer com a log-normal; nestes casos, os intervalos de credibilidade contêm os

verdadeiros valores, o que não ocorre nas análises sob modelos paramétricos incorretos para XN e

XL. Por outro lado, no caso de XC , apenas os intervalos de credibilidade da análise com o modelo

não-paramétrico para a covariável contiveram os verdadeiros valores de β0 e β1.

Um dos motivos para se considerarem modelos MNAR sob a restrição (4.30) é que, neste caso,

como a ACC não leva a inferências enviesadas para β0 e β1, pode-se utilizar os correspondentes

resultados para comparar com os obtidos sob os modelos propostos, que adicionalmente incluem um

modelo para a omissão e outro para a covariável. Os resultados obtidos com a ACC (Tabela 4.3) são

muito próximos dos obtidos na Tabela 4.2 com os modelos paramétricos corretos e com o modelo não-

paramétrico para a covariável. Isso é um ind́ıcio, por exemplo, de que o fato de os valores verdadeiros

de β0 e β1 estarem próximos, respectivamente, dos limites superior e inferior das análises de XC com

o modelo não-paramétrico para a covariável deve ser uma consequência dos valores gerados para

esse único conjunto de dados que foi analisado e não é uma deficiência do modelo e/ou método

inferencial, uma vez que um resultado similar foi obtido na ACC. As semelhanças supracitadas entre

os resultados de referência e a metodologia proposta sinalizam que o modelo não-paramétrico parece

ser suficientemente flex́ıvel para acomodar uma certa variedade de distribuições para a covariável e,

desta forma, evitar que se obtenham vieses nas inferências para o modelo condicional de interesse

quando se adota um modelo paramétrico incorreto para a covariável. Contudo, tais conclusões devem

ressalvar as devidas proporções, uma vez que como não foi viável realizar um estudo de Monte Carlo,

por limitação de tempo, optou-se por analisar um único conjunto de dados com amostra grande e,

assim, não se sabe como seriam os resultados de tais análises repetidas para conjuntos de dados

variados.

A outra razão para se considerar a restrição (4.30) é que como ela é suficiente para identificar

o modelo, evita-se num primeiro momento, lidar com posśıveis problemas causados por inidentifi-

cabilidade. Com o objetivo de se explorar esta questão, repete-se o estudo de simulação utilizando
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Tabela 4.2: Médias, desvios padrões (DP) e intervalos de credibilidade (IC) centrais a 95% a posteriori para
β0 e β1 das análises de todos os dados dispońıveis.

Distr. da Covariável β0 β1
Gerada Suposta Média DP IC 95% Média DP IC 95%

Normal 6.22 0.15 [5.93; 6.51] −0.515 0.012 [−0.538; −0.491]
XN Log-normal 6.37 0.14 [6.09; 6.66] −0.525 0.012 [−0.549; −0.502]

Não-Param. 6.21 0.15 [5.92; 6.51] −0.514 0.012 [−0.538; −0.491]
Normal 5.06 0.13 [4.82; 5.32] −0.428 0.011 [−0.449; −0.407]

XL Log-normal 6.01 0.14 [5.73; 6.29] −0.501 0.012 [−0.525; −0.478]
Não-Param. 6.00 0.14 [5.71; 6.28] −0.500 0.012 [−0.524; −0.477]
Normal 4.72 0.12 [4.49; 4.96] −0.395 0.010 [−0.416; −0.375]

XC Log-normal 5.08 0.13 [4.83; 5.34] −0.425 0.011 [−0.447; −0.404]
Não-Param. 5.78 0.15 [5.49; 6.08] −0.481 0.013 [−0.505; −0.456]

Valores Verdadeiros β0 = 6.00 β1 = −0.500

Tabela 4.3: Médias, desvios padrões (DP) e intervalos de credibilidade (IC) centrais a 95% a posteriori para
β0 e β1 das análises de casos completos.

Distribuição Gerada β0 β1
para a Covariável Média DP IC 95% Média DP IC 95%

XN 6.22 0.15 [5.93; 6.52] −0.515 0.012 [−0.539; −0.492]
XL 6.02 0.14 [5.74; 6.30] −0.502 0.012 [−0.525; −0.479]
XC 5.83 0.15 [5.54; 6.12] −0.484 0.012 [−0.509; −0.460]

Valores Verdadeiros β0 = 6.00 β1 = −0.500

δ0 = −6, δ1 = 0.5, δ2 = 1 e δ3 = 0.5 para gerar valores para R e considerando o modelo (4.18) sem

aplicar as restrições utilizadas anteriormente. Nos ajustes de modelos inidentificáveis em análises de

dados categorizados com respostas incompletas, notou-se (veja Caṕıtulo 3) que para se constatar a

convergência foram necessárias cadeias muito maiores do que as que seriam requeridas em ajustes de

modelos identificáveis, tais como de um modelo MAR; observou-se também que o cenário agrava-se

ainda mais à medida que os tamanhos de amostra ficam maiores e que se consideram distribuições a

priori mais vagas. Sendo assim, optou-se por, primeiramente, diminuir o tamanho de amostra para

n = 1 000, o que também possibilita a utilização de valores menores para M , reduzindo sensivel-

mente o tempo computacional, e, em segundo lugar, utilizar distribuições a priori mais concentradas

para δj , j = 1, 2, 3, i.e., com σδj = 1. Vale a pena destacar que o único trabalho encontrado que

considerou processos de Dirichlet na análise de dados cont́ınuos incompletos, embora no contexto de

MDP e não DPM, foi o de Scharfstein et al. (2003), em que os autores exploram duas vertentes de

análises: ora utilizando valores altos para o parâmetro de precisão do DP (α = 10 000), o que na

prática equivale a se adotar a distribuição paramétrica de referência, com distribuições a priori vagas

para os demais parâmetros, ora empregando um valor baixo para o parâmetro de precisão (α = 1) e

uma distribuição a priori ainda mais informativa do que as aqui adotadas para o parâmetro inidenti-
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ficável4 do mecanismo de omissão (i.e., com média da distribuição a priori normal diferente de zero

e desvio padrão igual a 0.25). Além disso, embora eles sugiram que se use a abordagem de Gelman &

Rubin (1992) para avaliar a convergência, não mencionam ter aplicado tal critério em suas análises

e, pelo contrário, empregam uma análise informal, verificando visualmente se as estimativas para as

densidades a posteriori dos parâmetros de interesse para diferentes valores fixados do parâmetro ini-

dentificável parecem estar próximas das esperadas sob distribuições normais. Embora esses autores

não relacionem as escolhas das distribuições a priori com a falta de identificabilidade do modelo e/ou

com a dificuldade de se avaliar a convergência das cadeias, as escolhas que fizeram estão em linha

com os comentários antecipados neste parágrafo. Para ter uma ideia da sensibilidade da escolha da

média dessas distribuições a priori mais concentradas, nas análises a seguir, considerou-se primeiro

µδj = 0 e depois µδj = 1, para j = 1, 2, 3. Com a intenção de contemplar casos em que o palpite a

priori não está muito equivocado, mas também pode não acertar em cheio no valor verdadeiro dos

parâmetros, note-se que para ambas as distribuições a priori os valores verdadeiros de δj , j = 1, 2, 3,

estão contidos em regiões com valores das densidades a priori não muito baixos, embora os valores

verdadeiros dos parâmetros sejam em geral diferentes das médias a priori. As demais escolhas dos

hiperparâmetros foram realizadas conforme descrito nos parágrafos anteriores.

Ao confrontar as Tabelas 4.4 e 4.5, observa-se que apesar de os resumos a posteriori dependerem

das distribuições a priori, esperavam-se maiores variações dos resultados; elas foram mais acentuadas

nos casos em que os desvios padrões a posteriori são maiores. Os resultados obtidos com o modelo não-

paramétrico para a covariável foram próximos dos correspondentes ao modelo paramétrico verdadeiro

no caso da distribuição XN , mas um pouco mais distantes no caso da distribuição XL. Para esta

distribuição, estranha-se também o fato de os desvios padrões a posteriori obtidos com o modelo não-

paramétrico serem menores do que os obtidos com os modelos paramétricos, contradizendo o esperado

de que há uma certa perda de eficiência para compensar o ganho de flexibilidade dos modelos não-

paramétricos. Assim como antes, os intervalos de credibilidade contêm os valores verdadeiros dos

parâmetros β0 e β1 apenas nos casos em que se especificaram modelos paramétricos corretamente ou

se empregaram modelos não-paramétricos para a covariável. Ressalta-se mais uma vez que embora

os resultados sejam muito espećıficos de análises baseadas num único conjunto de dados para cada

caso, eles sinalizam que o modelo não-paramétrico pode ser uma alternativa viável para os casos em

que não há informação sobre a forma distribucional da covariável. Por fim, a Tabela 4.6 ilustra os

resultados equivocados que seriam obtidos com ACC; as diferenças entre as médias a posteriori e os

valores verdadeiros dos parâmetros ocorrem nas mesmas direções das obtidas nas análises em que se

supuseram distribuições paramétricas incorretas para as covariáveis.

4Como o mecanismo MAR gera um modelo identificável, o modelo (4.18)-(4.20) é condicionalmente identificável
dado que valores para (δ1, δ3) são fixados. Contudo, similarmente ao que foi visto no Caṕıtulo 3, o modelo também é
condicionalmente identificável dado que se fixem valores para outros 2 parâmetros como (δ2, δ3).
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Tabela 4.4: Médias, desvios padrões (DP) e intervalos de credibilidade (IC) centrais a 95% a posteriori para
β0 e β1 das análises de todos os dados dispońıveis com hiperparâmetros µδj = 0, j = 1, 2, 3.

Distr. da Covariável β0 β1
Gerada Suposta Média DP IC 95% Média DP IC 95%

Normal 6.94 1.00 [5.14; 9.07] −0.566 0.076 [−0.725; −0.426]
XN Log-normal 9.37 0.68 [8.08; 10.74] −0.707 0.053 [−0.816; −0.607]

Não-Param. 6.97 1.04 [5.12; 9.17] −0.567 0.079 [−0.732; −0.424]
Normal 8.87 0.84 [7.23; 10.53] −0.720 0.066 [−0.850; −0.592]

XL Log-normal 6.55 0.94 [4.99; 8.66] −0.543 0.074 [−0.709; −0.417]
Não-Param. 5.90 0.77 [4.58; 7.58] −0.493 0.062 [−0.629; −0.384]
Normal 9.47 0.69 [8.15; 10.85] −0.768 0.056 [−0.879; −0.662]

XC Log-normal 8.63 0.73 [7.21; 10.08] −0.707 0.059 [−0.823; −0.593]
Não-Param. 8.55 1.35 [5.41; 10.51] −0.680 0.095 [−0.828; −0.457]

Valores Verdadeiros β0 = 6.00 β1 = −0.500

Tabela 4.5: Médias, desvios padrões (DP) e intervalos de credibilidade (IC) centrais a 95% a posteriori para
β0 e β1 das análises de todos os dados dispońıveis com hiperparâmetros µδj = 1, j = 1, 2, 3.

Distr. da Covariável β0 β1
Gerada Suposta Média DP IC 95% Média DP IC 95%

Normal 6.73 1.00 [4.96; 8.92] −0.550 0.077 [−0.715; −0.412]
XN Log-normal 9.33 0.68 [8.07; 10.71] −0.705 0.053 [−0.813; −0.606]

Não-Param. 6.78 1.08 [4.90; 9.18] −0.553 0.082 [−0.732; −0.408]
Normal 8.73 0.86 [7.07; 10.43] −0.711 0.067 [−0.842; −0.581]

XL Log-normal 6.35 0.88 [4.84; 8.24] −0.528 0.070 [−0.677; −0.405]
Não-Param. 5.72 0.72 [4.42; 7.23] −0.479 0.059 [−0.600; −0.372]
Normal 9.46 0.69 [8.12; 10.83] −0.767 0.056 [−0.878; −0.660]

XC Log-normal 8.61 0.74 [7.19; 10.06] −0.705 0.059 [−0.822; −0.592]
Não-Param. 8.21 1.52 [5.08; 10.47] −0.660 0.108 [−0.827; −0.428]

Valores Verdadeiros β0 = 6.00 β1 = −0.500

Tabela 4.6: Médias, desvios padrões (DP) e intervalos de credibilidade (IC) centrais a 95% a posteriori para
β0 e β1 das análises de casos completos.

Distribuição Gerada β0 β1
para a Covariável Média DP IC 95% Média DP IC 95%

XN 9.42 0.66 [8.16; 10.76] −0.712 0.051 [−0.816; −0.614]
XL 10.17 0.69 [8.86; 11.57] −0.777 0.055 [−0.888; −0.673]
XC 9.17 0.65 [7.92; 10.49] −0.703 0.053 [−0.810; −0.601]

Valores Verdadeiros β0 = 6.00 β1 = −0.500
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4.5 Análise dos dados de embolia pulmonar

Para analisar os dados da Seção 4.1 foram ajustados algumas dezenas de modelos, dentre os quais

opta-se por apresentar os resultados para aquele especificado por

Ri|(δ0, δ1, δ2, LNi, LPi)
ind.∼ Bern(θi), logito(θi) = δ0 + δ1LNi + δ2LPi, i = 1, . . . , n, (4.36)

Yi|(β0, {Xji, βj , j = 1, . . . , 7}) ind.∼ Bern(πi), logito(πi) = β0 +

7∑
j=1

βjXji, i = 1, . . . , n, (4.37)

em que Yi é o indicador de embolia pulmonar, X1i, . . . , X7i denotam as variáveis explicativas (i) in-

dicador de realização de cirurgia recente, (ii) indicador de ocorrência anterior de embolia pulmonar

ou trombose venosa profunda, (iii) indicador de atelectasia laminar no raio-X do tórax, (iv) indi-

cador de elevação da hemicúpula diafragmática no raio-X do tórax, (v) idade, em dezenas de anos,

(vi) pulsação arterial, em centenas de batimentos por minuto (bpm) e (vii) pressão parcial de gás

carbônico (PaCO2), em kPa, Ri é o indicador de observação de PaCO2 (X7i) e

LNi =

{
LCi, se LCi < 0,

0, caso contrário,
(4.38)

LPi =

{
LCi, se LCi > 0,

0, caso contrário
(4.39)

LCi = logito(πi)− logito(π̂), (4.40)

em que π̂ é a estimativa da prevalência de embolia pulmonar do hospital suposta conhecida.

Wicki, Perneger, Junod, Bounameaux & Perrier (2001) mencionam que PaCO2 estava em falta

para alguns pacientes porque a gasometria arterial não foi realizada ou foi executada enquanto os

pacientes estavam respirando oxigênio. Perrier (comunicação pessoal) afirma que isso ocorreu para

pacientes que estavam muito pouco doentes ou tão doentes que necessitavam da administração de

oxigênio. Contudo, não foi registrado em qual dos dois casos os pacientes com dados de PaCO2

faltantes seriam classificados. Os comentários de Perrier sugerem que é razoável supor que a proba-

bilidade de se observar PaCO2 (θi) pode (i) ser máxima para pacientes com probabilidade de embolia

pulmonar (πi) próxima da prevalência de embolia pulmonar (π) e (ii) diminuir, à medida que a pro-

babilidade de embolia pulmonar fica mais distante da prevalência. Tendo isto em vista, a regressão

segmentada (4.36) permite que θi decaia com velocidade diferente à medida que πi −→ 0 e πi −→ 1

e, assim, espera-se que δ1 > 0 e δ2 < 0. O único paciente para o qual havia informações sobre o

exame de raio-X do tórax omissas não foi utilizado nas análises.

Conforme as seções anteriores, além de (4.36) e (4.37), necessita-se também especificar um modelo

para X7i. Poder-se-ia adotar um modelo condicional para X7i dadas as demais variáveis explicativas.

Contudo, em análises preliminares, apenas a pulsação arterial e a ocorrência anterior de embolia



62
Análise bayesiana semiparamétrica de respostas binárias com uma covariável cont́ınua
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Tabela 4.7: Médias, desvios padrões (DP) e intervalos de credibilidade (IC) centrais a 95% a posteriori para
as análises de todos os dados de embolia pulmonar.

Modelo Não-Paramétrico Modelo Normal
Parâmetros Média DP IC 95% Média DP IC 95%

intercepto −2.476 0.642 [−3.727; −1.192] −2.506 0.641 [−3.780; −1.261]
cirurgia recente 1.375 0.268 [ 0.852; 1.903] 1.381 0.269 [ 0.856; 1.912]
embolia anterior 1.080 0.177 [ 0.735; 1.429] 1.081 0.177 [ 0.736; 1.430]
raio-X - EHD 0.590 0.189 [ 0.221; 0.962] 0.592 0.189 [ 0.221; 0.965]
raio-X - AL 0.706 0.187 [ 0.339; 1.070] 0.706 0.187 [ 0.337; 1.073]
idade (×10 anos) 0.268 0.046 [ 0.179; 0.359] 0.270 0.046 [ 0.183; 0.361]
pulsação (×100 bpm) 1.158 0.331 [ 0.508; 1.809] 1.171 0.327 [ 0.527; 1.811]
PaCO2 −0.405 0.101 [−0.609; −0.209] −0.404 0.100 [−0.600; −0.208]

Modelo Log-normal Modelo Gama
Parâmetros Média DP IC 95% Média DP IC 95%

intercepto −2.530 0.630 [−3.761; −1.301] −2.480 0.651 [−3.728; −1.189]
cirurgia recente 1.380 0.269 [ 0.853; 1.912] 1.380 0.268 [ 0.854; 1.908]
embolia anterior 1.081 0.177 [ 0.735; 1.430] 1.081 0.177 [ 0.737; 1.431]
raio-X - EHD 0.590 0.189 [ 0.219; 0.960] 0.592 0.190 [ 0.223; 0.963]
raio-X - AL 0.706 0.186 [ 0.338; 1.071] 0.707 0.187 [ 0.342; 1.073]
idade (×10 anos) 0.270 0.046 [ 0.183; 0.362] 0.270 0.045 [ 0.182; 0.359]
pulsação (×100 bpm) 1.163 0.332 [ 0.511; 1.811] 1.166 0.330 [ 0.523; 1.807]
PaCO2 −0.398 0.098 [−0.597; −0.207] −0.409 0.103 [−0.614; −0.214]

EHD: elevação da hemicúpula diafragmática, AL: atelectasia laminar.

Tabela 4.8: Médias, desvios padrões (DP) e intervalos de credibilidade (IC) centrais a 95% a posteriori para
a análise de casos completos dos dados de embolia pulmonar.

Parâmetros Média DP IC 95%

intercepto −2.585 0.672 [−3.901; −1.273]
cirurgia recente 1.512 0.293 [ 0.943; 2.086]
embolia anterior 1.087 0.187 [ 0.724; 1.453]
raio-X - EHD 0.591 0.201 [ 0.198; 0.990]
raio-X - AL 0.732 0.200 [ 0.343; 1.126]
idade (10 anos) 0.288 0.048 [ 0.195; 0.384]
pulsação (100 bpm) 1.221 0.352 [ 0.538; 1.914]
PaCO2 −0.429 0.102 [−0.631; −0.231]

EHD: elevação da hemicúpula diafragmática, AL: atelectasia laminar.

pulmonar ou trombose venosa profunda ajudaram a explicar a variabilidade de PaCO2, mas, mesmo

assim, muito fracamente, uma vez que não se observaram associações não-lineares nas análises des-

critivas (i.e., gráficos de dispersão) e obteve-se um coeficiente de determinação de apenas 1% no

ajuste de um modelo linear. Logo, adotaram-se os modelos marginais em vez de condicionais para

X7i. Foram considerados os modelos paramétricos normal, log-normal e gama além do modelo não-

paramétrico. Empregaram-se distribuições a priori conforme descrito nas últimas seções; as médias e
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Figura 4.3: Estimativas de πi (probabilidade de embolia pulmonar), obtidas a partir das médias a posteriori
de {βj}, e das estimativas de θi (probabilidade de se observar PaCO2), obtidas a partir das médias a posteriori
de {δj}, calculadas para os dados observados.

variâncias das distribuições normais adotadas para βj , j = 0, . . . , 7, e δj , j = 0, 1, 2 foram todas iguais

a, respectivamente, 0 e 103. Apresentam-se resumos das distribuições a posteriori de βj , j = 0, . . . , 7,

para tais análises na Tabela 4.7 e, na Tabela 4.8, para a análise de casos completos utilizando apenas

o modelo (4.37).

Com exceção do parâmetro associado à variável PaCO2, os desvios padrões a posteriori para

os demais parâmetros são em geral bem menores nas análises que incluem todos os dados do que

na análise de casos completos. Na Figura 4.3, as estimativas de θi (probabilidade de se observar

PaCO2) obtidas a partir das médias a posteriori de δ0, δ1 e δ2 no modelo não-paramétrico e de

estimativas de πi (probabilidade de embolia pulmonar), calculadas para os dados observados, ilustram

que a probabilidade de se observar PaCO2 é bem maior para pacientes com alta probabilidade de

embolia pulmonar do que para os que possuem uma baixa probabilidade. De qualquer forma, o

fato de a probabilidade de observar PaCO2 ser menor tanto para casos em que a probabilidade de

embolia pulmonar é menor ou maior do que a prevalência faz com que a associação entre a existência

de embolia pulmonar e os valores de PaCO2 seja menor do que para modelos que não embutem

tais suposições; note-se, por exemplo, a diferença entre as médias a posteriori da análise de casos

completos e das análises que incluem todos os dados dispońıveis. Apesar de as análises da Seção 4.1

terem indicado que os modelos paramétricos não se ajustam tão bem aos dados observados quanto

o modelo não-paramétrico, isto parece não se ter propagado nas análises desta seção, uma vez que
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as diferenças entre as medidas-resumos das distribuições a posteriori são muito pequenas. Assim,

crê-se que qualquer dessas análises é mais indicada do que a análise de casos completos, uma vez

que, ao embutir suposições sobre os dados faltantes, as primeiras devem fornecer resultados menos

enviesados sobre a associação entre embolia pulmonar e PaCO2, além de propiciarem resultados mais

precisos sobre as demais associações.

4.6 Discussão

Este caṕıtulo debruçou-se sobre a modelagem de respostas binárias no caso em que uma variável

explicativa pode ter omissão informativa. Mostrou-se que a abordagem bayesiana com um modelo

não-paramétrico via mistura por processo de Dirichlet para a covariável cont́ınua é uma alternativa

viável para evitar posśıveis vieses causados nas inferências de interesse oriundos da escolha de uma

distribuição paramétrica incorreta. Uma série de extensões podem ser consideradas, conforme se

descreve a seguir.

Em primeiro lugar, duas ou mais variáveis explicativas cont́ınuas podem sofrer omissão. Isto deve

ser contemplado tanto no modelo para o mecanismo de omissão quanto no modelo para as variáveis

explicativas. Ambos podem ser especificados com distribuições multivariadas ou com um produto

de distribuições condicionais univariadas. No caso do mecanismo de omissão, alguns autores (e.g.,

Lipsitz & Ibrahim, 1996; Ibrahim et al., 1999) sugerem uma preferência pela última estratégia, ou

seja, utilizar um produto de distribuições de Bernoulli em vez de distribuições de Bernoulli multiva-

riadas. No caso do modelo para as variáveis explicativas, acredita-se também que talvez as misturas

por processo de Dirichlet unidimensionais, como apresentadas por Ishwaran & James (2002), se-

jam um caminho mais fácil de se seguir do que, por exemplo, a versão multivariada do modelo

não-paramétrico considerada por Escobar & West (1995), que utilizam uma distribuição normal mul-

tivariada juntamente com distribuições a priori normal multivariada e Wishart invertida. Além disso,

a modelagem de Escobar & West (1995) constitui uma extensão do caso univariado descrito por West

(1992) que, conforme discutido na Seção 4.2, apresenta algumas dificuldades quanto à escolha dos

hiperparâmetros.

Em segundo lugar, pode existir interesse em se considerar outras distribuições para as respostas,

além de casos multivariados. Não se acredita que a utilização destas outras distribuições forneça uma

grande dificuldade adicional àquela que se obteria ao utilizá-las em análises de casos completos.

Em terceiro lugar, algumas das variáveis respostas podem estar sujeitas à omissão. Estes casos

podem ser tratados modelando também os indicadores de observação destas variáveis.

Em quarto e último lugar, apesar de a mistura por processo de Dirichlet ser a análise bayesi-

ana não-paramétrica mais empregada na literatura, pode-se querer avaliar outras alternativas não-

paramétricas/semiparamétricas para a distribuição das covariáveis como a distribuição a priori de

árvore de Pólya, que constitui uma generalização do processo de Dirichlet, resultando numa medida

de probabilidade aleatória compat́ıvel com distribuições cont́ınuas. Paddock (2002) utilizou este tipo
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de distribuição a priori na análise de respostas com omissão ignorável. O uso deste tipo de distri-

buição a priori gera distribuições preditivas com descontinuidades, o que pode ser indesejável em

algumas situações.

Provavelmente os maiores desafios quanto a aplicabilidade da modelagem deste caṕıtulo, com

ou sem as extensões supracitadas, são os casos em que as suposições sobre a omissão informativa

geram modelos inidentificáveis e o tamanho da amostra for muito grande e/ou as distribuições a

priori sobre todos os parâmetros forem muito vagas. Estas situações fazem com que as amostras das

distribuições a posteriori obtidas pelo método MCMC fiquem muito autocorrelacionadas, exigindo

cadeias muito longas para que seja posśıvel detectar a convergência e também para que se obtenha

erros de Monte Carlo suficientemente pequenos para se garantir a precisão desejada nas inferências

de interesse. Particularmente, estes cenários, já observados no Caṕıtulo 3, agravam-se com tamanhos

de amostras grandes nas análises deste caṕıtulo, porque a aproximação do processo de Dirichlet pela

sua versão truncada necessita um maior número de componentes. Possivelmente, os outros esquemas

de MCMC descritos na revisão de Griffin & Holmes (2010) podem atenuar esse problema.





Caṕıtulo 5

Análise de sensibilidade clássica para a

estimação de momentos em dados com omissão

Em praticamente todos os problemas com dados faltantes requerem-se suposições inverificáveis

por critérios estat́ısticos, como omissão aleatória (MAR), para identificar modelos estat́ısticos apro-

priados. Tais suposições são usualmente questionáveis e estat́ısticos geralmente tratam do problema

por meio de análises de sensibilidade. Especificamente para dados cont́ınuos, Rubin (1977), Little

(1994), Little & Wang (1996) e Daniels & Hogan (2000) propõem análises de sensibilidade sob su-

posições de normalidade, enquanto Rotnitzky, Robins & Scharfstein (1998), Scharfstein, Rotnitzky

& Robins (1999) e Rotnitzky, Scharfstein, Su & Robins (2001) usam métodos de ponderação pelo in-

verso da probabilidade (IPW, inverse probability weighted) no contexto de modelos semiparamétricos

para propósitos similares. Revisões de algumas dessas e outras abordagens são apresentadas em

Daniels & Hogan (2007, Cap. 9 e 10), Molenberghs & Kenward (2007, Cap. 19-25) e Fitzmaurice,

Davidian, Verbeke & Molenberghs (2008, Cap. 18, 20 e 22).

Apesar de tais desenvolvimentos metodológicos serem úteis em muitas situações, há casos em

que a sua aplicação se afigura dif́ıcil. Para evitar tais dificuldades, deriva-se uma abordagem simples

para estimar médias, desvios padrões e correlações. Adota-se a parametrização do modelo de mistura

de padrões (Glynn et al., 1986; Little & Rubin, 2002) e empregam-se as médias, desvios padrões e

correlações inidentificáveis, ou funções deles, como parâmetros de sensibilidade. Essa estratégia

é parecida com a adotada por Daniels & Hogan (2000), embora aqui não se suponha qualquer

distribuição paramétrica para as respostas. Acredita-se que, em muitas aplicações, pode ser mais fácil

eliciar informação sobre esses parâmetros de sensibilidade do que sobre as funções de viés de seleção

usadas por Rotnitzky e colegas. Ao invés de métodos IPW, estimam-se os parâmetros identificáveis

por meio de seus análogos amostrais.

Na Seção 5.1, apresenta-se o conjunto de dados que se utiliza para ilustrar os métodos descritos

no restante do caṕıtulo. Introduzem-se as ideias com o caso univariado na Seção 5.2 e considera-

se a extensão multivariada na Seção 5.3. Avaliam-se os intervalos de incerteza empregados nas

inferências na Seção 5.4. Na Seção 5.5, discutem-se as vantagens e desvantagens da abordagem

67
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proposta relativamente aos demais métodos mencionados nos parágrafos anteriores.

5.1 Dados de faculdades americanas

O U.S. News & World Report’s Guide to America’s Best Colleges 1995 coletou dados de estu-

dantes de 1 302 faculdades e universidades americanas baseados em mais de 30 variáveis abrangendo

caracteŕısticas como admissão, custos, infraestrutura e desempenho. Allison (2001) considerou a

estimação de médias, desvios padrões e correlações para sete dessas variáveis sob suposições de nor-

malidade e MAR usando o algoritmo EM. Para a nossa exposição é suficiente enfocar apenas cinco

delas, nomeadamente, GRADRAT (razão entre o número de graduandos do último ano e o número

de alunos matriculados quatro anos antes ×100), CSAT (média combinada das notas nas provas ver-

bal e de matemática do Scholastic Assessment Test), ACT (média dos escores obtidos no American

College Testing), RMBRD (custo anual total com alojamento e alimentação, em milhares de dólares)

e um indicador de faculdades públicas e particulares. Para uma das faculdades o valor registrado

para o GRADRAT é 118 e, portanto, foi considerado omisso. O indicador de tipo de administração

da faculdade (público/particular) foi a única variável sem valores omissos; as outras quatro variáveis

foram observadas simultaneamente para apenas 23% das faculdades e cada variável teve de 8% a

45% de valores faltantes. Há interesse em responder-se a duas questões:

i. faculdades públicas e particulares têm médias e desvios padrões de CSAT diferentes?

ii. GRADRAT, CSAT, ACT e RMBRD são correlacionados linearmente entre si?

Exibem-se estat́ısticas descritivas nas Tabelas 5.1 e 5.2. Como o levantamento dos dados abrangeu

todas as faculdades americanas que satisfizeram os critérios do estudo, os dados compõem toda a

população investigada e, portanto, calculam-se e discutem-se os erros padrões e intervalos de confiança

e de incerteza com fins meramente ilustrativos.

Tabela 5.1: Estat́ısticas descritivas para CSAT.

Administração CSAT observado CSAT em falta
da faculdade Freq. (%) Média DP Freq. (%) Média DP

pública 251 (0.53) 945.3 107.5 219 (0.47) ? ?
particular 528 (0.63) 978.8 129.2 304 (0.37) ? ?

Nota: ? denota valores não-observados, e DP, desvio padrão.

5.2 Caso univariado

Sejam Yi a resposta da i-ésima unidade do estudo e Ri a variável indicadora que assume o valor

1 se Yi é observado e 0, em caso contrário, i = 1, . . . , n. Na estrutura de modelos de mistura de

padrões, a distribuição conjunta (Yi, Ri) é fatorada como o produto da distribuição marginal de Ri e

a distribuição condicional de Yi dado Ri. Como o interesse recai apenas nos momentos de Yi, usa-se a
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abordagem de modelos de mistura de padrões e propriedades de esperança condicional para escrever

µ = E(Yi) = E[E(Yi|Ri)] = γ1µ(1) + γ0µ(0), (5.1)

σ2 = Var(Yi) = E[Var(Yi|Ri)] + Var[E(Yi|Ri)]

= γ1σ
2
(1) + γ0σ

2
(0) + γ1(µ(1) − µ)2 + γ0(µ(0) − µ)2, (5.2)

em que γr = P (Ri = r), µ(r) = E(Yi|Ri = r) e σ2(r) = Var(Yi|Ri = r), para r = 0, 1.

Pode-se estimar γ1 (γ0 = 1−γ1), µ(1) e σ(1) pelas suas contrapartidas amostrais, i.e., a proporção

de unidades observada, γ̂1, e a média e o desvio padrão amostrais das respostas observadas, µ̂(1)

e σ̂(1). Entretanto, ω = µ(0) ou ω = (µ(0), σ(0)) também são necessários para estimar µ ou σ,

respectivamente, e ambos µ(0) e σ(0) não são identificados pelos dados observados. Por conseguinte,

é útil recordar que a incerteza estat́ıstica é uma combinação de imprecisão estat́ıstica e ignorância

estat́ıstica (vide Seção 3.1.3). No caso que se discute aqui, a ignorância estat́ıstica está relacionada

com a média e o desvio padrão das unidades não-observadas. Fixando um valor ωS para ω, pode-se

calcular γ̂1, µ̂(1) e σ̂(1) e usando (5.1) e (5.2), pode-se obter uma estimativa não-enviesada µ̂(ωS) de

µ(ωS) e uma estimativa consistente σ̂(ωS) de σ(ωS). Como isso permanece válido para qualquer ωS ,

pode-se realizar uma análise de sensibilidade, obtendo estimativas e regiões de confiança para o alvo

percorrendo um conjunto de valores Ωω que se espera conter o verdadeiro valor para o parâmetro de

sensibilidade ω. Na Seção 3.1.3, descrevem-se a Região de Ignorância Estimada (RIgE) e as Regiões

de Incertezas Estimadas (RInE) forte, ponto a ponto e fraca que serão utilizadas no restante deste

caṕıtulo.

Para dados categorizados com omissão, o conjunto Ωω pode cobrir uma grade detalhada de todo

o espaço paramétrico de ω, mas para dados cont́ınuos, essa estratégia é claramente inexeqúıvel;

e.g., note-se em (5.1) que µ̂(µ(0)) −→ ∞ conforme µ(0) −→ ∞ independentemente de 0 < γ̂1 < 1

e µ̂(1). Consequentemente, como não é posśıvel realizar a análise sem uma cuidadosa avaliação

de Ωω, o analista dos dados deve procurar alternativas de parametrizações para os parâmetros de

sensibilidade e selecionar aquela que possibilite a eliciação mais facilmente executada. Por exemplo,

ao invés de utilizar µ(0) como parâmetro de sensibilidade, pode-se preferir usar α, β ou p, em que

µ(0) = α + µ(1), µ(0) = βµ(1), principalmente para variáveis positivas, e µ(0) = F−1(1) (p), o p-ésimo

quantil da distribuição das unidades observadas. A variância do estimador de µ depende de qual

parâmetro de sensibilidade é usado, e.g., para os primeiros três casos, tem-se

Var[µ̂(µ(0))] =
γ1σ

2
(1)

n
+
γ1(1− γ1)(µ(1) − µ(0))2

n
, (5.3)

Var[µ̂(α)] = σ2(1)E

(
1

n1

)
+
γ1(1− γ1)α2

n
, (5.4)

Var[µ̂(β)] = σ2(1)

[
β2E

(
1

n1

)
+

2β(1− β)

n
+
γ1(1− β)2

n

]
+
γ1(1− γ1)µ2(1)(1− β)2

n
, (5.5)
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em que n1 =
∑n

i=1Ri denota o número de unidades observadas.

Uma vez que não se pode realizar uma análise sensata se todas as respostas estiverem omissas,

i.e., se n1 = 0, poder-se-ia ter calculado (5.3)–(5.5) admitindo que n1 segue uma distribuição binomial

positiva (Stephan, 1945) ao invés da distribuição binomial com parâmetros n e γ1. Entretanto, as

alterações requeridas para tais propósitos geram fórmulas desnecessariamente mais complicadas que

só melhoram a precisão nos casos em que nγ1 é pequeno. Aproximações simples para o primeiro

momento negativo da distribuição binomial positiva são discutidos, por exemplo, por Grab & Savage

(1954) e Mendenhall & Lehman (1960). Emprega-se aqui E(1/n1) ∼= 1/(nγ1+1−γ1), que geralmente

tem precisão de pelo menos dois d́ıgitos decimais se nγ1 > 10 (Grab & Savage, 1954). Todavia,

comparar (5.3)–(5.5) é mais fácil utilizando a aproximação mais grosseira 1/nγ1; conclui-se, então,

que as seguintes relações valem para n grande:

Var[µ̂(µ(0))] < Var[µ̂(α)] ≤ Var[µ̂(β)], if β ≤ β1 or β ≥ 1, (5.6)

Var[µ̂(µ(0))] ≤ Var[µ̂(β)] < Var[µ̂(α)], if β1 < β ≤ β2 or β3 ≤ β < 1, (5.7)

Var[µ̂(β)] < Var[µ̂(µ(0))] < Var[µ̂(α)], if β2 < β < β3, (5.8)

em que β1 = (−1 − γ1)/(1 − γ1), β2 = (−γ41 − γ1)/(1 − γ1) e β3 = (γ41 − γ1)/(1 − γ1). Como

β1 < β2 < β3 < 0 e β é geralmente positivo, (5.8) dificilmente ocorrerá na prática.

Usando expressões assintóticas para variâncias e covariâncias de estat́ısticas de ordem (Sen, Singer

& Pedroso de Lima, 2009, p.223), obtém-se

Var [µ̂(p)] ∼=
γ1σ

2
(1)

n
+

p(1− p){
f(1)
[
F−1(1) (p)

]}2 [γ1 − 2

n
+ E

(
1

n1

)]
+
γ1(1− γ1)

[
µ(1) − F−1(1) (p)

]2
n

+
2

n

[
E

(
1

n1

)
− 1

n

]
k∑
j=1

pj(1− p)
f(1)
[
F−1(1) (pj)

]
f(1)
[
F−1(1) (p)

] +

n1∑
j=k+1

p(1− pj)
f(1)
[
F−1(1) (p)

]
f(1)
[
F−1(1) (pj)

]
 , (5.9)

em que f(1) denota a densidade das unidades observadas, pk < p < pk+1 e pj = j/n1 + o(n
−1/2
1 ),

j = 1, . . . , n1, tal que 0 < p1 < p2 < . . . < pn1 < 1, e.g., pj pode ser igual a (j − 0.5)/n1 ou a uma

das outras três definições discutidas por Hyndman & Fan (1996) que satisfaçam sua Propriedade 5;

supõe-se também que f(1) e F(1) são cont́ınuos em F−1(1) (p) e em F−1(1) (pj), j = 1, . . . , n1, e que

f(1)
[
F−1(1) (p)

]
> 0 e f(1)

[
F−1(1) (pj)

]
> 0, j = 1, . . . , n1.

A Figura 5.1 retrata as ráızes quadradas das estimativas de (5.3)–(5.5) e (5.9) para os dados da

Tabela 5.1, obtidas por substituição dos parâmetros pelos seus análogos amostrais; f(1) em (5.9) é

substitúıda por uma estimativa da densidade obtida pelo método do núcleo gaussiano (Silverman,

1986). Os quatro eixos horizontais indicam equivalências entre os quatro parâmetros de sensibilidade

para estimar µ; por exemplo, p = 0.25, β ∼= 0.92, α ∼= −75 e µ(0) = 870 levam ao mesmo valor
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para a estimativa µ̂ para faculdades públicas, mas a diferentes estimativas do seu erro padrão. Os

erros padrões obtidos quando µ(0) é escolhido como parâmetro de sensibilidade são menores do que

aqueles baseados nos outros parâmetros de sensibilidade porque como α, β e p relacionam a média

não-observada com a média observada ou com o quantil da distribuição observada, essas abordagens

incluem mais incerteza sobre µ(0) do que a suposição de que µ(0) é conhecido. Por esta razão, quando

há um palpite plauśıvel para Ωµ(0) , µ(0) tem a vantagem sobre outros parâmetros de sensibilidade de

gerar um estimador mais preciso para µ. Os espaços paramétricos de α e β não são limitados (assim

como µ(0)) e as precisões das suas estimativas não são tão diferentes, sugerindo que estes parâmetros

de sensibilidade podem ser igualmente escolhidos exclusivamente com propósitos interpretativos.

O parâmetro de sensibilidade p, por outro lado, tem um espaço paramétrico limitado e a análise

correspondente pode apenas fornecer respostas razoáveis se houver crença de que o mecanismo de

omissão não é tão “extremo” ao ponto de a média da distribuição não-observada poder ser menor do

que o mı́nimo (ou maior do que o máximo) valor observado.
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Figura 5.1: Estimativas dos erros padrões para µ̂ de CSAT usando µ(0), α, β ou p como parâmetro de
sensibilidade para faculdades (a) públicas e (b) particulares.

Examinando a estimação de σ em (5.2), além de se empregar σ(0) como parâmetro de sensibili-

dade, pode-se alternativamente trabalhar com λ, em que σ(0) = λσ(1). Quer com
(
µ(0), σ(0)

)
como

parâmetro de sensibilidade ou quer com qualquer outra parametrização, uma maneira simples de se

obter uma estimativa para a variância de σ̂ é empregar o bootstrap não-paramétrico1 (Efron & Gong,

1983). Como na discussão anterior, espera-se que Var[σ̂(σ(0))] < Var[σ̂(λ)] quando σ̂(σ(0)) = σ̂(λ),

1Sempre que se empregar neste caṕıtulo o bootstrap para estimar erros padrões, geram-se 2 000 réplicas da estat́ıstica.
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para qualquer parametrização empregada para µ(0). Por exemplo, fixando σ0 = 134.3 ou λ = 1.25

para faculdades públicas, ambos com µ(0) = 870, α ∼= −75, β ∼= 0.92 ou p = 0.25, obtém-se a mesma

estimativa para σ (126.4), mas as estimativas para os erros padrões de σ̂ são iguais a 2.6, 5.5, 2.3, 5.2,

2.3, 5.1, 2.9, 5.8, respectivamente, ao empregar-se (µ(0), σ0), (µ(0), λ), . . ., (p, λ). Apesar de não se ter

uma explicação de por que os erros padrões são um pouco maiores quando se empregar µ(0) do que

os obtidos usando α e β, a principal conclusão neste caso é que a parametrização para o parâmetro

de sensibilidade de µ(0) parece ter menos impacto no erro padrão de σ̂ do que a parametrização de

σ(0).

Uma forma de avaliar a questão (i) da Seção 5.1 é por meio das funções paramétricas µ(PAR) −
µ(PUB) e σ(PAR)/σ(PUB). Como não se tem oportunidade de se obter informação de especialistas,

prefere-se usar a parametrização (p, λ) a qual se especula que

1. a média de CSAT para ambas faculdades públicas e particulares que não informaram o CSAT

podem estar entre os quantis 20% e 50% das distribuições observadas de CSAT e

2. os desvios padrões de CSAT para faculdades que não reportaram o CSAT podem estar no intervalo

compreendido entre 0.80 a 1.25 vezes os correspondentes desvios padrões para faculdades que o

informaram.

Primeiramente, considera-se parâmetros de sensibilidade individuais para cada ńıvel de administração

de faculdade, Ωp(PUB)
= Ωp(PAR)

= [0.2; 0.5] e Ωλ(PUB)
= Ωλ(PAR)

= [0.80; 1.25], e, em seguida,
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Figura 5.2: Estimativas e intervalos de 95% de confiança para µ(PAR)−µ(PUB) com (a) um parâmetro de sen-
sibilidade para cada ńıvel de administração de faculdade, p(PUB) e p(PAR) e (b) um parâmetro de sensibilidade
comum, p, para ambas faculdades públicas e particulares.
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Tabela 5.3: RIgE e RInE a 95% para µ(PAR) − µ(PUB) e σ(PAR)/σ(PUB) para CSAT.

Parâmetro Par. Sens.a RIgE RInE Fraca RInE Ponto a Ponto RInE Forte

µ(PAR)−µ(PUB)
individual [−6.1; 72.9] [−10.4; 77.2] [−21.6; 88.2] [−24.6; 91.2]

comum [ 26.5; 41.0] [ 13.5; 53.7] [ 10.8; 56.2] [ 7.9; 59.1]
σ(PAR)

σ(PUB)

individual [0.93; 1.54] [0.91; 1.58] [0.84; 1.69] [0.83; 1.71]
comum [1.16; 1.24] [1.06; 1.34] [1.05; 1.35] [1.03; 1.37]

aParâmetros de sensibilidade individuais e comuns para os ńıveis de administração de faculdade.

simplifica-se o modelo para o caso em que os parâmetros de sensibilidade são iguais para ambos

ńıveis de administração de faculdade, ou seja,, p = p(PUB) = p(PAR) e λ = λ(PUB) = λ(PAR), e

consequentemente, Ωp = [0.2; 0.5] e Ωλ = [0.80; 1.25]. Retratam-se estimativas e intervalos de

confiança para µ(PAR) − µ(PUB) na Figura 5.2. Interessantemente, como a função de distribuição

emṕırica é uma função em escada, µ̂(PAR)−µ̂(PUB) é uma função monótona quando p(PUB) e p(PAR) são

empregados, mas é uma função não-monótona quando apenas p é usado. Esta falta de monotonicidade

não teria sido observada se µ(0), α ou β tivesse sido empregado. Apresentam-se as RIgE e as RInE para

ambas funções paramétricas na Tabela 5.3. Se houvesse crença de que os parâmetros de sensibilidade

são iguais para os dois ńıveis de administração das faculdades, concluir-se-ia que a média e o desvio

padrão de CSAT para faculdades particulares são maiores do que os valores correspondentes obtidos

para faculdades públicas. A mesma conclusão seria obtida com a comumente empregada análise

de dados completos, que é válida sob a suposição de µ(0) = µ(1) e σ(0) = σ(1) para cada ńıvel de

administração de faculdade, fornecendo estimativas e intervalos de 95% de confiança para µ(PAR) −
µ(PUB) e σ(PAR)/σ(PUB) iguais a, respectivamente, 33.5 [16.2; 50.8] e 1.20 [1.07; 1.34]. Contudo, como

não se tem informação que sustente qualquer dessas fortes suposições, confia-se nos resultados que

empregam um conjunto de parâmetros de sensibilidade para cada ńıvel de administração de faculdade,

embora eles não permitam concluir se há uma diferença entre as médias ou entre os desvios padrões

de faculdades públicas e particulares. Reduções no número de parâmetros de sensibilidade devem ser

conduzidas com cautela para não se correr o risco de excluir o verdadeiro modelo subjacente; veja

também a discussão da Caṕıtulo 3 no contexto de dados categorizados incompletos.

5.3 Caso multivariado

Seja Yi = (Yi1, . . . , YiJ)′ em que Yij denota a j-ésima resposta da i-ésima unidade do estudo, i =

1, . . . , n, j = 1, . . . , J . Além disso, defina-se um vetor de indicadores de resposta Ri = (Ri1, . . . , RiJ)′

com Rij = 1 se Yij é observado e Rij = 0 em caso contrário. As relações (5.1) e (5.2) são então as

versões univariadas de

µ =
∑
r∈R

γrµ(r), (5.10)
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Σ =
∑
r∈R

γrΣ(r) +
∑
r∈R

γr(µ(r) − µ)(µ(r) − µ)′, (5.11)

em que µ = (µ1, . . . , µJ)′ = E(Yi), Σ = Cov(Yi), γr = P (Ri = r), R contém todos os valores

observados de r = (r1, . . . , rJ)′, µ(r) = (µ1(r), . . . , µJ(r))
′ = E(Yi|Ri = r) e Σ(r) = Cov(Yi|Ri = r).

Frequentemente, prefere-se trabalhar com correlações, ψjk(r) = Corr(Yij , Yik|Ri = r), ao invés de co-

variâncias, σjk(r) = Cov(Yij , Yik|Ri = r), j 6= k, e por conseguinte escreve-se Σ(r) = Dσ(r)
Ψ(r)Dσ(r)

,

em que Dσ(r)
denota uma matriz diagonal com os elementos de σ(r) na diagonal principal, σ(r) =

(σj(r), j = 1, . . . , J)′, σ2j(r) = Var(Yij |Ri = r) e Ψ(r) = Corr(Yi|Ri = r); as definições corresponden-

tes de variâncias, covariâncias e correlações incondicionais seguem analogamente.

Na versão tetravariada da Tabela 5.2, há 16 padrões de omissão e 136 parâmetros inidenti-

ficáveis para estimar µ e Σ usando (5.10) e (5.11); dentre estes parâmetros de sensibilidade, há

32 médias, 32 desvios padrões e 72 correlações, conforme indicado pelos valores não-observados

na Tabela 5.2. Para J = 10 variáveis sujeitas à omissão, há 2J = 1 024 padrões de omissão

potenciais que geram 44 800 parâmetros inidentificáveis: J × 2J−1 = 5 120 médias, 5 120 desvios

padrões e
∑J−1

j=0

(
J
j

) [(
J
2

)
−
(
j
2

)]
= 34 560 correlações. O desafio aqui não é apenas de que o número

de parâmetros de sensibilidade cresce exponencialmente dependendo dos padrões de omissão e do

número de variáveis, mas também que há opções adicionais de parametrização. Por exemplo, no

caso tetravariado, ao invés de usar µ1(0,r2,r3,r4), r2, r3, r4 = 0, 1, como parâmetros de sensibilidade

para estimar µ1, pode-se preferir empregar outros parâmetros de sensibilidade que são funções des-

tes parâmetros inidentificáveis, nomeadamente, µ1(1,r2,r3,r4), r2, r3, r4 = 0, 1, ou ainda usar outras

opções, como quantis da distribuição de Yi1 condicionalmente a Ri = (1, r2, r3, r4), para alguns

valores de r2, r3, r4. Outra alternativa é usar todos os dados dispońıveis da j-ésima variável, ou

seja, a média µj(1) ou o quantil da distribuição de Yij condicionalmente a Rij = 1, Fj(1), e.g.,

µ1(0,r2,r3,r4) = α1(0,r2,r3,r4) +µ1(1), µ1(0,r2,r3,r4) = β1(0,r2,r3,r4)µ1(1) ou µ1(0,r2,r3,r4) = F−1j(1)(p1(0,r2,r3,r4)).

Analogamente, e como na seção anterior, há também a possibilidade de se considerarem reparame-

terizações da forma σ1(0,r2,r3,r4) = λ1(0,r2,r3,r4)σ1(1), em que σ2j(1) = Var(Yij |Rij = 1).

O limite inferior (superior) do intervalo de ignorância para cada função paramétrica de interesse

pode ser obtido minimizando (maximizando) a função correspondente com relação aos parâmetros

de sensibilidade apropriados. No caso tetravariado, por exemplo, quando o alvo é a média µj , as

otimizações são realizadas sobre apenas as 8 médias inidentificáveis de {µj(r)} e, para os desvios

padrões, elas são efetuadas com relação às 8 médias inidentificáveis de {µj(r)} e aos 8 desvios padrões

inidentificáveis de {σj(r)} (16 parâmetros de sensibilidade). Para cada correlação, o número de

parâmetros de sensibilidade a serem empregados na otimização aumenta para 44 (16 médias, 16

desvios padrões e 12 correlações). Portanto, na prática, todos os 136 parâmetros de sensibilidade

seriam utilizados simultaneamente apenas se o alvo fosse alguma função espećıfica de (µ,σ,Ψ).

Por causa do grande número de alternativas de parametrização que podem ser combinadas para

um conjunto de variáveis, calcula-se a variância de µ̂ apenas para o caso em que os parâmetros



76 Análise de sensibilidade clássica para a estimação de momentos em dados com omissão

de sensibilidade são os elementos inidentificáveis de µ(r). Primeiramente, note-se que, com alguma

álgebra, (5.10) e (5.11) podem ser convenientemente reescritos em formulação matricial, útil para

implementação computacional, nomeadamente,

µ = γ ′∗µ(∗),

Σ = γ ′∗Σ(∗)(1P ⊗ IJ) + γ ′∗S(∗)(1P ⊗ IJ),

em que γ∗ = γ ⊗ IJ , γ = (γr, r ∈ R)′, ⊗ denota o produto de Kronecker, IJ representa uma matriz

identidade de posto J , µ(∗) = (µ′(r), r ∈ R)′, Σ(∗) e S(∗) são matrizes diagonais em blocos com

blocos iguais a Σ(r) e S(r) = (µ(r) − µ)(µ(r) − µ)′, r ∈ R, respectivamente, 1P denota um vetor

P × 1 com todos os elementos iguais a 1 e P representa o número de padrões de omissão, i.e., a

cardinalidade de R. Ao empregar como parâmetros de sensibilidade os componentes inidentificáveis

de µ(r), empilhados no vetor µIN, a matriz de covariância de µ̂ é especificada como

Cov
[
µ̂(µIN)

]
=

1

n
γ ′∗Σ

I
(∗)(1P ⊗ IJ) +

1

n
µ′D[(Dγ − γγ ′)⊗ (1J1′J)]µD,

em que µD = (Dµ(r)
, r ∈ R)′ e ΣI

(∗) é obtido de Σ(∗) por substituição dos parâmetros inidentificáveis

por 0. Ao considerarem-se outras parametrizações para os parâmetros de sensibilidade, recorre-se ao

bootstrap não-paramétrico para obter estimativas para os erros padrões de µ̂, σ̂, Ψ̂ e funções deles.

Para avaliar a questão (ii) da Seção 5.1, as conjeturas arbitrárias sobre os parâmetros inidenti-

ficáveis são que

1. as médias não-observadas de GRADRAT e das outras variáveis podem variar, respectivamente,

entre os quantis 30%–50% e 20%–50% das correspondentes distribuições observadas,

2. os desvios padrões não-observados de todas as variáveis podem estar entre 0.80 e 1.25 vezes os

desvios padrões das correspondentes distribuições observadas e

3. as correlações lineares não-observadas de (a) RMBRD vs. as outras três variáveis podem variar

de 0.0 a 0.5, (b) GRADRAT vs. CSAT e GRADRAT vs. ACT podem estar entre 0.2 e 0.8 e

(c) CSAT vs. ACT podem variar de 0.5 a 1.0.

As reparametrizações subjacentes empregadas para os parâmetros de sensibilidade são

µj(r) = F−1j(1)(pj(r)) e σj(r) = λj(r)σj(1), ∀r tal que rj = 0, e as suposições sugeridas são

1. Ωpj(r) é = [0.3; 0.5] para j = 1 e = [0.2; 0.5] para j = 2, 3, 4, ∀r tal que rj = 0,

2. Ωλj(r) = [0.80; 1.25], ∀j, r tal que rj = 0,

3. Ωψjk(r) , ∀r tal que rj = 0 e/ou rk = 0, é (a) = [0.0; 0.5] para j = 1, 2, 3, k = 4, (b) = [0.2; 0.8]

para j = 1, k = 2, 3, e (c) = [0.5; 1.0] para j = 2, k = 3.

Na Tabela 5.4, exibem-se estimativas para os intervalos de ignorância e de incerteza para médias,

desvios padrões e correlações das quatro variáveis. Conclui-se que as variáveis de cada par são
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positivamente correlacionadas (linearmente); as magnitudes das correlações, contudo, são dif́ıceis

de se avaliar, devido à ignorância causada pelos dados faltantes. Conforme esperado, os intervalos

são mais extensos para pares de variáveis que tiveram simultaneamente mais dados omissos (vide

Tabela 5.2). Análises de casos completos e de casos dispońıveis também apontam para associações

positivas entre as variáveis, mas como elas não consideram a incerteza causada pelos dados faltantes,

seus intervalos de confiança a 95% (não apresentados) são muito mais estreitos que qualquer das

RInE.

Tabela 5.4: RIgE e RInE a 95% para médias, desvios padrões (DP) e correlações de GRADRAT (G), CSAT (C),
ACT (A) e RMBRD (R).

Variável Parâmetro RIgE RInE Fraca RInE Ponto a Ponto RInE Forte

GRADRAT
Média [59.6; 60.3] [58.8; 61.1] [58.7; 61.2] [58.5; 61.4]

DP [18.7; 19.3] [18.3; 19.7] [18.1; 19.9] [18.0; 20.0]

CSAT
Média [926.7; 963.6] [924.4; 965.8] [918.9; 971.1] [917.4; 972.5]

DP [114.7; 146.0] [112.8; 148.3] [108.7; 153.3] [107.6; 154.7]

ACT
Média [21.16; 22.07] [21.17; 22.06] [21.08; 22.15] [21.06; 22.16]

DP [2.43; 2.95] [2.38; 3.01] [2.31; 3.10] [2.28; 3.13]

RMBRD
Média [3.75; 4.09] [3.73; 4.11] [3.69; 4.15] [3.68; 4.17]

DP [1.09; 1.38] [1.08; 1.40] [1.04; 1.44] [1.03; 1.46]
G×C Corr. [0.37; 0.69] [0.38; 0.69] [0.35; 0.71] [0.34; 0.72]
G×A Corr. [0.31; 0.66] [0.31; 0.66] [0.28; 0.69] [0.28; 0.69]
G×R Corr. [0.24; 0.52] [0.24; 0.52] [0.22; 0.55] [0.21; 0.55]
C×A Corr. [0.59; 0.95] [0.60; 0.95] [0.57; 0.97] [0.57; 0.97]
C×R Corr. [0.11; 0.55] [0.12; 0.54] [0.08; 0.57] [0.07; 0.58]
A×R Corr. [0.05; 0.46] [0.06; 0.46] [0.02; 0.49] [0.02; 0.50]

5.4 Avaliação dos intervalos de incerteza

Para construir RInE, Vansteelandt et al. (2006) supõem que os valores dos parâmetros de sensibi-

lidade que correspondem aos limites inferior e superior do intervalo de ignorância são independentes

dos dados observados. Essa suposição é satisfeita quando o alvo é a média, mas ela pode não ser

satisfeita para desvios padrões e correlações. Considere-se, por exemplo, o alvo σ no caso univariado

da Seção 5.2 e admita que Ωσ(0) = [σL(0);σ
U
(0)] e Ωµ(0) = [µL(0);µ

U
(0)] são especificados. Depois de subs-

tituir os parâmetros identificáveis em (5.2) pelas suas contrapartidas amostrais, note-se que σL(0) e

σU(0) são os valores de σ(0) no conjunto Ωσ(0) que, respectivamente, minimiza e maximiza σ̂(µ(0), σ(0))

independentemente dos dados e de µ(0). Contudo, como

arg min
µ(0)∈Ωµ(0)

σ̂(µ(0), σ(0)) =


µL(0), se µ̂(1) < µL(0),

µU(0), se µ̂(1) > µU(0),

µ̂(1), em caso contrário,
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arg max
µ(0)∈Ωµ(0)

σ̂(µ(0), σ(0)) =

{
µU(0), se (µ̂(1) − µU(0))

2 > (µ̂(1) − µL(0))
2,

µL(0), em caso contrário

claramente dependem dos dados por meio de µ̂(1), a suposição é violada. Observa-se entretanto

que, para este caso espećıfico com apenas dois padrões de omissão, a suposição é satisfeita para

desvios padrões se o parâmetro de sensibilidade for trocado de µ(0) por α ou β. Para as diferenças

de médias e as razões de desvios padrões consideradas na Seção 5.2, a suposição é satisfeita quando

há um conjunto de parâmetros de sensibilidade para cada ńıvel de administração de faculdade e,

adicionalmente para a razão de desvios padrões, se a parametrização com α ou β for empregada; em

caso contrário, a suposição é violada.

Vansteelandt et al. (2006) apresentam outro exemplo em que a suposição falha e, por conseguinte,

obtêm estimativas bootstrap para avaliar a probabilidade de cobertura dos intervalos de incerteza.

Seguindo suas ideias, reamostra-se o conjunto de dados e repetem-se as análises B = 5 000 vezes. As

estimativas das probabilidades de cobertura são:

1. para a RInE forte, a proporção das B RInE fortes que contêm a RIgE da análise original;

2. para a RInE ponto a ponto, o mı́nimo entre a proporção das B RInE ponto a ponto que contêm

o limite inferior da RIgE da análise original e a proporção correspondente que contém o limite

superior;

3. para a RInE fraca, a média dos B comprimentos das intersecções entre as RInE fracas e a RIgE

da análise original dividida pelo comprimento dessa RIgE.

Avaliam-se também as coberturas para os casos em que os erros padrões e os intervalos de incerteza

são estimados em escalas transformadas, para os quais se espera que a normalidade assintótica,

suposta para a construção das RInE, seria uma boa aproximação; posteriormente, as RInE são

transformadas de volta para as escalas originais. Considera-se a função logito para a média de

GRADRAT, o logaritmo tanto para a média de RMBRD quanto para todos os desvios padrões

e para a razão dos desvios padrões e a transformação-z de Fisher para todas as correlações, i.e.,

0.5 log[(1 + ψjk)/(1− ψjk)].2

Apresentam-se as estimativas de cobertura das RInE para as análises multivariadas e univariadas

consideradas nas seções anteriores nas Tabelas 5.5 e 5.6. Para a análise multivariada (Tabela 5.5), as

escalas transformadas não fazem com que as RInE fiquem mais próximas do ńıvel nominal de 95% e,

em alguns casos, os resultados são até piores do que os obtidos na escala original. Por outro lado, a

cobertura para as RInE da razão de desvios padrões (Tabela 5.6) é muito melhor na escala logaŕıtmica

quando não se considera a redução no número de parâmetros de sensibilidade. Com exceção das RInE

ponto a ponto e forte para a média de RMBRD, para as correlações de GRADRAT e CSAT vs. ACT

2Essas RInE não são apresentadas porque diferem por zero ou apenas uma única unidade do último d́ıgito dos
resultados apresentados para as escalas originais nas Tabelas 5.3 e 5.4 e, assim, não alteram qualquer das conclusões.
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e para a razão de desvios padrões, as coberturas não são tão distantes de 95%. As RInE fracas são

em geral muito mais próximas do ńıvel nominal do que as outras duas alternativas. É interessante

notar que, embora Vansteelandt et al. (2006) afirmem que a RInE fraca, contrariamente às RInE

ponto a ponto e forte, não podem geralmente ser estimadas em escalas monotonamente transformadas

enquanto retêm o ńıvel de cobertura original, para estas análises as coberturas das RInE fraca são,

em geral, mais próximas do ńıvel nominal nos casos para os quais a escala transformada também

melhora a cobertura das RInE ponto a ponto e forte.

Tabela 5.5: Estimativas bootstrap de cobertura (×100) para RInE a 95% de médias, desvios padrões (DP) e
correlações de GRADRAT (G), CSAT (C), ACT (A) e RMBRD (R) para as análises da Tabela 5.4.

Variável Parâmetro
RInE Fraca RInE Ponto a Ponto RInE Forte

original transf.a original transf.a original transf.a

GRADRAT
Média 93.9 94.3 93.6 94.1 93.5 93.9

DP 94.8 94.7 94.4 94.6 94.7 94.4

CSAT
Média 95.0 94.4 94.2

DP 95.6 95.4 95.0 95.1 96.0 95.4

ACT
Média 95.3 95.7 96.8

DP 95.0 94.7 93.6 93.5 94.7 93.8

RMBRD
Média 93.6 93.7 88.6 88.5 89.8 89.8

DP 94.7 94.6 92.8 93.5 94.0 93.8
G×C Corr. 95.8 95.9 96.4 95.4 96.8 95.8
G×A Corr. 93.7 94.0 89.7 90.7 91.7 90.8
G×R Corr. 94.9 95.1 94.3 93.8 94.4 94.4
C×A Corr. 95.1 96.4 86.4 82.0 90.8 86.5
C×R Corr. 95.5 95.7 95.8 95.8 95.8 95.8
A×R Corr. 95.9 96.1 94.2 94.0 96.4 96.4

aEscalas transformadas: logito para a média de GRADRAT, logaritmo para a média de RMBRD

e todos os DP e transformação-z de Fisher para todas as correlações.

Tabela 5.6: Estimativas bootstrap de cobertura (×100) para RInE a 95% de µ(PRI) − µ(PUB) e σ(PRI)/σ(PUB)

de CSAT para as análises da Tabela 5.3.

Parâmetro Par. Sens.a Escala RInE Fraca RInE Ponto a Ponto RInE Forte

µ(PRI) − µ(PUB)
individual original 94.5 93.2 92.7

comum original 95.0 94.3 93.5

σ(PRI)

σ(PUB)

individual
original 92.6 82.5 85.0

logaritmo 94.7 94.3 94.3

comum
original 94.4 94.2 94.5

logaritmo 94.7 94.2 94.6
aParâmetros de sensibilidade individuais e comuns para os ńıveis de administração de faculdade.
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Tabela 5.7: Estimativas bootstrap de cobertura (×100) para RInE a 95% de µ(PRI) − µ(PUB) e σ(PRI)/σ(PUB)

de CSAT.

Parâmetro Par. Sens.a Escala RInE Fraca RInE Ponto a Ponto RInE Forte

µ(0) original 95.0 95.1 95.3

µ(PRI) − µ(PUB)
α original 95.0 94.6 94.9
β original 95.0 94.6 94.8
p original 94.5 93.2 92.7

(µ(0), σ(0))
original 93.7 83.1 84.8

logaritmo 94.9 94.4 94.8

(µ(0), λ)
original 92.9 82.7 85.1

logaritmo 94.8 94.6 94.7

(α, σ(0))
original 93.7 81.5 84.2

logaritmo 94.8 94.1 94.2

(α, λ)
original 92.9 82.6 84.7

σ(PRI)

σ(PUB)

logaritmo 94.8 94.5 94.6

(β, σ(0))
original 93.7 81.5 84.1

logaritmo 94.8 94.1 94.2

(β, λ)
original 92.9 82.7 84.7

logaritmo 94.8 94.6 94.6

(p, σ(0))
original 93.2 81.4 83.7

logaritmo 94.5 94.2 93.7

(p, λ)
original 92.6 82.5 85.0

logaritmo 94.7 94.3 94.3
aUm destes parâmetros de sensibilidade para cada ńıvel de administração de faculdade.

Na Tabela 5.7, mostram-se as estimativas de cobertura para as RInE correspondentes à análise

univariada variando as parametrizações para o caso de um conjunto de parâmetros de sensibilidade

para cada ńıvel de administração da faculdade. Os conjuntos de valores para os parâmetros de sen-

sibilidade são escolhidos de tal forma que as RIgE coincidam com as correspondentes da Tabela 5.3.

Ao comparar os resultados das Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7, não há uma evidência clara de que as cober-

turas estão mais próximas do ńıvel nominal quando os valores dos parâmetros de sensibilidade que

correspondem aos limites inferior e superior do intervalo de ignorância são independentes dos dados

observados. De fato, os resultados podem ser mais influenciados pela qualidade da aproximação nor-

mal para as distribuições dos estimadores, que por sua vez dependem da escolha da parametrização

do parâmetro de sensibilidade. Para ambas as funções paramétricas na Tabela 5.7, as coberturas de

todas as RInE são as mais próximas do ńıvel nominal para µ(0), as mais distantes de 95% para p

e muito similares para α e β. Para σ(PRI)/σ(PUB), as coberturas estão um pouco mais próximas do

ńıvel nominal quando σ(0) é escolhido em detrimento de λ para as RInE fracas quando se emprega

µ(0), α, β ou p, e também para as RInE ponto a ponto obtidas na escala original com µ(0); os papéis

de σ(0) e λ invertem-se para todas as RInE fortes e para as outras RInE ponto a ponto.
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5.5 Discussão

Modelos de seleção e modelos de mistura de padrões são provavelmente as estruturas mais comuns

na modelagem de dados incompletos. No caso univariado, Scharfstein, Daniels & Robins (2003)

mostraram que a suposição

logito P (Ri = 0|Yi = y) = constante + q(y) (5.12)

sob o modelo de seleção, em que q é a chamada função de viés de seleção, é equivalente à restrição

f(0)(y) = f(1)(y)
exp[q(y)]∫∞

−∞ exp[q(s)]f(1)(s)ds
, ∀y, (5.13)

sob o modelo de mistura de padrões. Além da interpretação direta dessas expressões, eles também

observaram que, se q(y) = δ log(y), por exemplo, segue de (5.12) que exp(δ) é a razão de chances

de omissão entre indiv́ıduos que diferem por uma unidade de log(y); de (5.13), conclui-se que δ > 0

(< 0) indica que a distribuição de Yi para respostas faltantes é mais (menos) fortemente ponderada

na direção de valores grandes de Yi do que a distribuição de Yi para respostas observadas. Esses

discernimentos são fundamentais para levar a cabo uma análise de sensibilidade. Todavia, tanto a

forma funcional de q(y) quanto a faixa de valores considerados para δ são dif́ıceis de se avaliar.

Quando o alvo de inferência é a média, o desvio padrão, a correlação ou alguma função deles, pode-

se empregar suas contrapartidas inidentificáveis como parâmetros de sensibilidade. Estes parâmetros

de sensibilidade são mais fáceis de se eliciar do que as funções de viés de seleção porque as primeiras

são diretamente relacionadas com os parâmetros de interesse. Entretanto, há conexões entre ambas as

estratégias; por exemplo, para uma q(y) especificada, pode-se usar (5.13) para calcular os resultados

correspondentes para µ(0), α, β, p, σ(0) e λ considerados na Seção 5.2.

Algumas dessas ideias de parametrização foram previamente consideradas na literatura. Por

exemplo, Rubin (1977) usa (5.1) para desenvolver uma solução bayesiana supondo normalidade e

Daniels & Hogan (2000) consideram um modelo de mistura de padrões de distribuições normais

multivariadas em que a identificação do modelo é realizada por meio de b(d) = µ(d) − µ(d+1) e

C(d) = Σ
1/2
(d) Σ

−1/2
(d+1), d = 1, . . . , J , em que d = 1 +

∑J
j=1 rj é o indicador de abandono e b(d) e C(d)

são, respectivamente, vetores e matrizes pré-especificados. Neste caṕıtulo estendeu-se esses resulta-

dos eliminando a suposição de normalidade e permitindo uma maior flexibilidade na identificação

do modelo. Primeiro, não se consideraram apenas diferenças absolutas de médias de padrões de

omissão mas também diferenças relativas e a possibilidade de relacionar médias não-observadas com

quantis das distribuições observadas. Segundo, substitúıram-se as funções de matrizes de covariância

de dif́ıcil eliciação pelas diferenças relativas de desvios padrões e pelas correlações. Terceiro, no caso

multivariado, mostrou-se que uma média (ou um desvio padrão) inidentificável pode ser relacionada

com uma (um) identificável não apenas em casos de um único padrão de omissão mas também em
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casos com conjuntos de padrões de omissão em que a variável correspondente é observada. Com

essas alternativas, é mais fácil extrair informação de especialistas ou de dados históricos e, conse-

quentemente, produzir análises de sensibilidade mais plauśıveis. Quando o interesse recai apenas

em funções das médias, uma vantagem desta abordagem é que não é necessário especificar valores

para parâmetros de sensibilidade de desvios padrões (e correlações), ao contrário de Daniels & Hogan

(2000) que têm que identificar as distribuições normais multivariadas e, como consequência, mos-

tram que os desvios padrões a posteriori das funções das médias são influenciados pela escolha desses

parâmetros de sensibilidade. Todavia, uma desvantagem da abordagem apresentada aqui é que não

há uma forma de se fixar os parâmetros de sensibilidade num valor que corresponda à suposição

MAR.



Caṕıtulo 6

Considerações finais

Apesar da vastidão de trabalhos que se debruçam sobre a análise de dados com omissão, não existe

uma abordagem universalmente aceita e, provavelmente, nunca existirá. O campo deve continuar

a expandir-se exponencialmente, porque além de os modelos que continuam a ser propostos para

análises de conjuntos de dados completos necessitarem de desenvolvimentos adicionais e possuirem

particularidades que devem ser estudadas para serem utilizados em análises de dados com omissão,

também as escolhas realizadas para se fazer inferências são em geral mais abundantes e muito mais

controversas nas análises de dados faltantes. Resume-se as principais contribuições e conclusões deste

trabalho na Seção 6.1 e descreve-se algumas sugestões de temas para pesquisas futuras na Seção 6.2.

6.1 Contribuições e conclusões deste trabalho

Mostrou-se que os modelos sobreparametrizados e parâmetros inidentificáveis, obtidos em uma

série de campos da estat́ıstica, possuem as seguintes especificidades:

• não é apenas o uso de um modelo identificável incorreto que pode levar a inferências de interesse

equivocadas; a adoção de modelos sobreparametrizados parcimoniosos errados também é um

fator que precisa ser levado em consideração;

• distribuições a priori têm um impacto muito maior nas inferências sobre parâmetros inidenti-

ficáveis e, por isso, escolhas usualmente consideradas não-informativas ou levemente informa-

tivas podem na verdade ser mais informativas do que se imagina;

• consequentemente, inclusões de informação, seja por meio do modelo estrutural ou das distri-

buições a priori, devem ser cautelosamente contempladas e nunca encaradas arbitrariamente;

• a incerteza estat́ıstica, seja ela medida pelo comprimento do intervalo de incerteza da inferência

clássica ou pelo desvio padrão a posteriori ou tamanho do intervalo de credibilidade da in-

ferência bayesiana, não desaparece à medida que o tamanho da amostra tende para infinito;

• os testes de hipóteses têm um poder muito baixo em certas situações sendo, portanto, inad-

misśıvel considerar a não-rejeição de uma hipótese como sua aceitação para qualquer tamanho
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de amostra;

• as cadeias de distribuições a posteriori geradas via métodos de Monte Carlo baseados em cadeias

de Markov tornam-se altamente autocorrelacionadas à medida que o tamanho de amostra cresce

e as distribuições a priori são mais difusas, fazendo com que seja mais dif́ıcil constatar a

convergência e garantir a precisão desejada nas inferências de interesse.

Quando variáveis explicativas também sofrem omissão, necessita-se especificar um modelo para

elas mesmo que se tenha interesse apenas no modelo condicional das variáveis respostas dadas es-

tas covariáveis. Explorando o caso de respostas binárias, mostrou-se que escolhas distribucionais

incorretas para o primeiro modelo podem fazer com que se obtenha resultados enviesados para o

último e que isto pode ser evitado ao utilizar-se um modelo não-paramétrico bayesiano via mistura

por processo de Dirichlet para as covariáveis. Apesar da flexibilidade desta abordagem e da possibi-

lidade de combiná-la com modelos de omissão informativa e não-informativa, o enfoque empregado

de se aproximar o processo de Dirichlet por sua versão truncada pode ser inviável para tamanhos de

amostra muito grandes (e.g., n > 10 000).

Não é raro que o interesse de uma análise recaia apenas em momentos de uma distribuição. Nesse

contexto, apresentou-se uma nova análise de sensibilidade clássica para a estimação destes parâmetros

quando há respostas incompletas unindo duas ideias que até o momento apareciam separadamente na

literatura estat́ıstica: (i) evitar a adoção de suposições sobre a forma distribucional paramétrica das

respostas e (ii) empregar parâmetros de sensibilidade de fácil interpretação diretamente relacionados

com os parâmetros de interesse. Essa abordagem é principalmente atrativa na análise de dados

cont́ınuos ao evitar a recorrente suposição de normalidade. Explorou-se algumas alternativas de

parâmetros de sensibilidade, dentre as quais se destaca a que relaciona a média dos dados não-

observados com quantis da distribuição dos dados observados, dado que esta estratégia não parece

explorada na literatura.

6.2 Sugestões de temas para pesquisas futuras

Algumas possibilidades de extensões para a análise bayesiana semiparamétrica já foram elencadas

na Seção 4.6. Tais sugestões também podem ser enfocadas sob o ponto de vista clássico.

Zhang (2010) propõe que se use uma abordagem de verossimilhança perfilada para representar

e interpretar a evidência estat́ıstica em análises de dados incompletos sem utilizar suposições inve-

rificáveis. Seria interessante investigar como os resultados dessas análises se comparam com os das

análises bayesianas e das análises de sensibilidades clássicas de Vansteelandt et al. (2006) exploradas

no Caṕıtulo 3.

Poleto, Singer & Paulino (2011c) estenderam a modelagem de Paulino (1991) referente à dis-

tribuição multinomial para a distribuição produto de multinomiais possibilitando a inclusão de

variáveis explicativas sempre observadas na análise de respostas com ou sem omissão em tabelas
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de contingência. Estes autores utilizaram a abordagem de máxima verossimilhança para o ajuste

de modelos estritamente lineares e log-lineares e a metodologia de mı́nimos quadrados generalizados

para o ajuste de modelos funcionais lineares mais gerais. Os resultados foram desenvolvidos em

formulação matricial adequada para a implementação computacional, realizada com a construção de

uma biblioteca para o pacote estat́ıstico R com a finalidade de facilitar o traçado destas inferências.

Extensão e implementação similares podem ser realizadas para as análises bayesianas descritas no

Caṕıtulo 3. Em ambos os paradigmas inferenciais pode-se também contemplar casos de omissão nas

variáveis explicativas.

Com relação às abordagens clássicas, quando é muito dif́ıcil trabalhar com a verossimilhança,

como no caso de dados correlacionados, pode ser mais fácil modificar quer a verossimilhança quer

as equações de estimação para o traçado de certas inferências. Quando há dados com omissão,

tais análises em geral necessitam correções para resultarem em inferências consistentes se o meca-

nismo não for completamente aleatório. Um trabalho importante sobre este assunto é o de Robins,

Rotnitzky & Zhao (1995), em que se propõe uma ponderação para as equações de estimação genera-

lizadas que, juntamente com as extensões e refinamentos de trabalhos posteriores, permitem traçar

inferências não apenas em mecanismos de omissão aleatória, mas também naqueles com omissão

informativa. No caso de omissão aleatória, desenvolveram-se estimadores que possuem uma atraente

propriedade denominada “robustez dupla”: eles são consistentes tanto se o modelo para o mecanismo

de omissão ou o modelo para os dados completos forem corretamente especificados (mas não neces-

sariamente se ambos estiverem incorretos). Para mais detalhes, veja a revisão de Rotnitzky (2008).

Molenberghs, Kenward, Verbeke & Birhanu (2011) adaptam essas ideias para efetuar correções em

pseudo-verossimilhanças sob omissão ignorável. Há campo para estender muitos desses trabalhos

para casos com omissão informativa; também frequentemente não são contempladas análises de sen-

sibilidade.
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Plummer, M., Best, N., Cowles, K. & Vines, K. (2006). CODA: convergence diagnosis and output
analysis for MCMC. R News 6(1), 7–11. 4

http://dx.doi.org/10.1111/1467-9876.00217
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9574.00075
http://dx.doi.org/10.1214/aos/1056562461
http://dx.doi.org/10.1214/aos/1056562461
http://dx.doi.org/10.1093/biomet/89.3.529
http://dx.doi.org/10.1111/j.0006-341X.2004.00174.x
http://dx.doi.org/10.1080/03610929208830937
http://dx.doi.org/10.1007/BF02589044
http://dx.doi.org/10.1093/biomet/82.2.439
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Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade de São Paulo. 84

R Development Core Team (2010). R: A Language and Environment for Statistical Computing. Vienna.
URL http://www.R-project.org. 4

Raftery, A. E. & Lewis, S. M. (1992). How many iterations in the Gibbs sampler? Em J. M. Bernardo,
J. O. Berger, A. P. Dawid & A. F. M. Smith, eds., Bayesian Statistics 4. Oxford: Oxford University Press,
763–773. 32, 57

Robins, J. M., Rotnitzky, A. & Zhao, L. P. (1995). Analysis of semiparametric regression models for
repeated outcomes in the presence of missing data. Journal of the American Statistical Association 90,
106–121. 85

Rotnitzky, A. (2008). Inverse probability weighted methods. Em G. Fitzmaurice, M. Davidian, G. Verbeke
& G. Molenberghs, eds., Longitudinal Data Analysis. Boca Raton: Chapman & Hall, 453–476. 85

Rotnitzky, A., Robins, J. M. & Scharfstein, D. O. (1998). Semiparametric regression for repeated
outcomes with nonignorable nonresponse. Journal of the American Statistical Association 93, 1321–1339.
67

Rotnitzky, A., Scharfstein, D., Su, T.-L. & Robins, J. M. (2001). Methods for conducting sensitivity
analysis of trials with potentially nonignorable competing causes of censoring. Biometrics 57, 103–113. doi:
10.1111/j.0006-341X.2001.00103.x. 67

Rubin, D. B. (1974). Characterizing the estimation of parameters in incomplete-data problems. Journal of
the American Statistical Association 69, 467–474. 6

Rubin, D. B. (1976). Inference and missing data. Biometrika 63, 581–592. doi: 10.1093/biomet/63.3.581. 8,
12, 17, 39

Rubin, D. B. (1977). Formalizing subjective notions about the effect of nonrespondents in sample surveys.
Journal of the American Statistical Association 72, 538–543. 67, 81

Rubin, D. B. (1987). Multiple Imputation for Nonresponse in Surveys. New York: Wiley. 3, 4, 8

Satten, G. A. & Carroll, R. J. (2000). Conditional and unconditional categorical regression models with
missing covariates. Biometrics 56, 384–388. doi: 10.1111/j.0006-341X.2000.00384.x. 45

Schafer, J. L. (1997). Analysis of Incomplete Multivariate Data. Boca Raton: Chapman & Hall / CRC. 3,
4

Scharfstein, D. O., Daniels, M. J. & Robins, J. M. (2003). Incorporating prior beliefs about selection
bias into the analysis of randomized trials with missing outcomes. Biostatistics 4, 495–512. doi: 10.1093/bi-
ostatistics/4.4.495. 12, 26, 27, 31, 37, 46, 58, 81

http://dx.doi.org/10.1080/02664763.2010.491860
http://dx.doi.org/10.1007/s11222-009-9143-x
http://www.R-project.org
http://dx.doi.org/10.1111/j.0006-341X.2001.00103.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.0006-341X.2001.00103.x
http://dx.doi.org/10.1093/biomet/63.3.581
http://dx.doi.org/10.1111/j.0006-341X.2000.00384.x
http://dx.doi.org/10.1093/biostatistics/4.4.495
http://dx.doi.org/10.1093/biostatistics/4.4.495
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