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Resumo

Um dos aspectos regulatorios fundamentais para o mercado imobilidrio no Brasil sdo os li-
mites para obten¢do de financiamento no Sistema Financeiro de Habitacdo. Esses limites
podem ser definidos de forma a aumentar ou reduzir a oferta de crédito neste mercado, al-
terando o comportamento dos seus agentes e, com isso, o pre¢co de mercado dos iméveis.
Neste trabalho, propomos um modelo de formagdo de precos no mercado imobilidrio bra-
sileiro com base no comportamento dos agentes que o compdem. Os agentes vendedores
tém comportamento heterogéneo e sdo influenciados pela demanda histérica, enquanto que
os agentes compradores t€ém o seu comportamento determinado pela disponibilidade de cré-
dito. Esta disponibilidade de crédito, por sua vez, € definida pelos limites para concessao de
financiamento no Sistema Financeiro de Habitac@o. Verificamos que o processo markoviano
que descreve preco de mercado converge para um sistema dinamico deterministico quando o
nimero de agentes aumenta, e analisamos o comportamento deste sistema dindmico. Mos-
tramos qual é a familia de varidveis aleatérias que representa o comportamento dos agentes
vendedores de forma que o sistema apresente um preco de equilibrio ndo trivial, condizente
com a realidade. Verificamos ainda que o preco de equilibrio depende nao s6 das regras de
concessdo de financiamento no Sistema Financeiro de Habita¢do, como também do preco
de reserva dos compradores e da memoria e da sensibilidade dos vendedores a alteragdes
na demanda. A memdria e a sensibilidade dos vendedores podem levar a oscilacdes de pre-
cos acima ou abaixo do preco de equilibrio (tipicas de processos de formagao de bolhas);
ou até mesmo a uma bifurcacdo de Neimark-Sacker, quando o sistema apresenta dinamica

oscilatoria estavel.

Palavras-chave: mercado imobilidrio, Sistema Financeiro de Habitacdo, agentes hetero-
géneos, processos markovianos, sistemas dindmicos nao-lineares, bifurcacdo de Neimark-

Sacker.
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Abstract

One of the fundamental regulatory aspects for the housing market in Brazil are the limits for
obtaining a residential mortgage loan within the Sistema Financeiro de Habitacdo. These
limits can be defined so as to increase or reduce credit supply in this market, changing its
agents’ behavior and, therefore, the housing market price. In this work we propose a pricing
model for the brazilian housing market based on the behavior of its agents. Sellers have
heterogeneous behavior and are influenced by the historical demand, while buyers’ behavior
is determined by credit availability. The availability of credit is, in its turn, defined by the
regulatory limits for obtaining a residential mortgage loan. We have verified that the Markov
process which describes the market price converges to a deterministic dynamical system as
the number of agents increase, and we have analysed the behavior of this emerging system.
We show which family of random variables may represent the behavior of sellers so that the
system has a nontrivial equilibrium price, consistent with reality. We have also verified that
the equilibrium price depends not only on the regulatory limits for obtaing a loan, but also
on buyers’ reserve price and on sellers” memory and sensitivity to changes in the demand.
Sellers’ memory and sensitivity to changes in the demand can result in price oscillations
above or below the equilibrium level, which is typical in bubble formation processes; or

even in a Neimark-Sacker bifurcation, when the price has a stable oscillatory dynamics.

Keywords: housing market, regulatory limits on mortgage loans, heterogeneous agents,

Markov processes, nonlinear dynamic systems, Neimark-Sacker bifurcation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Modelos de agentes e 0 mercado imobiliario

Os modelos de aprecamento de ativos financeiros normalmente se baseiam no principio de
ndo-arbitragem, na hipdtese de eficiéncia dos mercados, ou usam equivaléncia de fluxos
esperados para avaliar o valor do ativo. Ocorre que, no mercado imobilidrio, onde os agentes
sao predominantemente individuos negociando as casas onde moram, essas hipdteses nao

sdo atendidas [1, 2, 3], por diversos motivos que serdo discutidos a seguir.

Em primeiro lugar, os custos de transacdo no mercado imobilidrio sdo muito altos. No caso
do Brasil, uma transagdo de venda de imével custa ao vendedor cerca de 6% sobre o valor
da venda a titulo de comissd@o do corretor de iméveis. H4, ainda, o imposto sobre a renda e
proventos de qualquer natureza (IR) incidente sobre a valorizagdo do imével vendido, cuja
aliquota é de 15%'. O IR incide sobre a diferenca entre o valor nominal pelo qual o imével
foi adquirido e o valor nominal pelo qual foi vendido, sujeito a fatores de redu¢ao definidos
no art. 39, §1° da Lei 11.196/2005 [5]. E possivel demonstrar que esses fatores de reducdo
foram definidos de forma a resultar, em geral, em bases de calculo maiores que aquelas que

seriam obtidas usando-se a diferenca entre os valores reais de venda e de compra.

Por outro lado, se o individuo pretende vender o seu imével para comprar outro, poderd ser
beneficiado pela hipdtese de isencdo de IR prevista no art. 39 da Lei 11.193/05: se os recursos
obtidos com a venda do imével forem integralmente utilizados na compra de outro imével
em até 180 dias apds a venda, os ganhos obtidos com a venda serdo isentos de IR. Eventual
diferenca positiva entre o valor do imével vendido e do imdvel adquirido serd tributada. Este
beneficio s6 pode ser utilizado uma vez a cada 5 anos, pois o seu objetivo ndo € viabilizar

arbitragem ou especulacdo com imdveis, mas apenas a troca de iméveis pelas familias com

I'A aliquota é definida na Instrugdo Normativa SRF n° 84/2001 [4].



finalidade de moradia. Apesar da isen¢do de IR, na operacao de compra, o individuo pagard o
imposto sobre a transmissdo de bens iméveis (ITBI)?, os emolumentos do cartério de registro
3

de imdveis” e, caso o imdvel seja financiado, também as taxas cobradas pela instituicdo

financeira (IF) que fard o financiamento.

A arbitragem entre aluguel e propriedade € dificultada pela legislacdo tributaria, j4 que um
individuo que pretende vender o seu imdvel para alugar outro terd que pagar o IR sobre a
valorizagdo do imdvel vendido, mas ndo terd direito a abater da base de cdlculo do IR os

custos que terd com o aluguel.

Além dos altos custos de transa¢do no mercado imobilidrio, e da assimetria na tributagao,
os bens negociados nesse mercado sdo, a0 mesmo tempo, um investimento € um bem de
consumo para as familias [7]. Para representar essas duas caracteristicas, alguns modelos
consideram que a propriedade do imdvel € equivalente ao servigco de moradia que ele (po-
tencialmente) presta ao seu proprietdrio. Porém, por ser um bem de consumo, as escolhas
dos individuos entre consumir ou ndo esse bem, ou quanto consumir, € idiossincratica. Além
disso, a escolha sobre quanto consumir depende da natureza do imével: individuos que mo-
ram em imoveis alugados tém preferéncias de consumo diferentes de individuos que tém a
propriedade do im6vel onde moram. Este fato foi comprovado por Gleaser e Gyourko [2],
que discutem como as hipéteses de indiferenca entre localizacdo dos imdveis e entre aluguel

ou compra ndo sao vélidas para o mercado imobilidrio.

Ainda, a hipdtese de ndo-arbitragem entre aluguel e propriedade ndo € vélida neste mercado
porque os individuos tém preferéncia por possuir, e ndao alugar, o imével onde moram, ja que
a propriedade do imodvel oferece um hedge contra as variagdes no preco do aluguel e contra
o risco de o proprietdrio do imdvel requerer a sua desocupacao, forcando o locador a buscar
outro imével. Essa aversdo ao risco também € uma caracteristica idiossincratica, como foi
observado por Sinai e Souleles [8], que utilizaram um modelo de regressdo para estimar o
prémio de risco de variacdo no preco do aluguel que estaria embutido no preco dos iméveis
nos Estados Unidos, concluindo que o valor deste prémio depende de fatores como a idade
do individuo, o tempo que o individuo espera permanecer no imével, o comprometimento da
sua renda com moradia, além de fatores ndo diretamente relacionados ao risco, como renda,

grupo étnico, ocupacgdo, idade e estado civil.

O mercado imobilidrio é ainda caracterizado pela rigidez de precos quando hé tendéncia

de reducao dos precos. Deste fato resulta que, diferentemente do que ocorre com ativos

20 1TBI é um imposto municipal incidente sobre a venda de iméveis cuja aliquota, no municipio de Sdo
Paulo, é atualmente de 3%.

30s emolumentos sdo definidos pela legislacdo estadual e podem ou nio ser progressivos com o valor do
imével. A titulo de ilustragdo, o registro da escritura de um imével de R$700 mil custa, no estado de Sdo Paulo,
R$3.358, 40 [6], o que corresponde a 0, 48% do valor do imével.

2



financeiros, a liquidez diminui quando os precos apresentam tendéncia de queda. Essa ca-
racteristica foi observada empiricamente por Stein [9] usando dados dos Estados Unidos, e
por Ortalo-Magné e Rady [10] usando dados do Reino Unido.

Essas peculiaridades do mercado imobilidrio dificultam o uso de modelos tradicionais de
formacao de precos. Assim, o uso de um modelo baseado em agentes heterogéneos intera-
gentes neste trabalho terd como objetivo reproduzir a dindmica dos precos neste mercado,
que € complexa, a partir da modelagem do comportamento dos seus agentes, bem mais sim-

ples.

1.1.1 Funcionamento do mercado fora do Brasil

A maior parte dos trabalhos sobre a formagdo de precos no mercado imobilidrio propdem
modelos de regressao, como o proposto por Netto et al. [11], ou modelos deterministicos
para formacao de precos, como por exemplo o modelo proposto por Dieci et al. [12]. Alguns
modelos utilizam agentes que podem assumir um entre dois tipos de estratégia, e usam o
conceito de preco fundamental baseado na hipétese de ndo-arbitragem entre aluguel e pro-
priedade do imével [13, 14]. Contudo, como ja foi discutido na Secdo 1.1, a hipétese de
nao-arbitragem entre aluguel e propriedade ndo € aplicavel ao Brasil por questdes tributa-
rias, e estd sujeita a muitas restricdes mesmo em outros paises devido as preferéncias dos

agentes pela propriedade em detrimento do aluguel, como foi discutido na se¢do 1.1.

Sommervoll et al. [15] propdem um modelo baseado em agentes heterogéneos para a for-
macao de precos no mercado imobilidrio. Nesse modelo, a hip6tese de ndo-arbitragem entre
aluguel e propriedade do imdvel ndo € usada, e todos os agentes usam a mesma estratégia,
porém com componentes aleatérios que os distinguem entre si. O mercado € construido
como um leildo, em que os compradores dao lances (bids) e os vendedores decidem por re-
alizar a venda quando o maior lance recebido for maior que o seu preco de reserva. A cada
instante, os valores das transagdes realizadas sd@o usados para compor o indice de precos

daquele instante, I;.

Os compradores sdo agentes heterogéneos que definem o seu preco de reserva maximizando
uma funcdo utilidade que depende do consumo de moradia e de outros bens, e da expecta-
tiva de valorizagdo futura do imével, U = ¢; + h; + a; (r) v/hy, em que h; é a quantidade
consumida de moradia, c; é a quantidade consumida de outros bens, r € a taxa esperada de
valoriza¢do dos iméveis e «; (r) > 0 é uma fungio tal que «; (0) = 0. A primeira parte da
funcdo utilidade, h;, representa o aspecto “bem de consumo” da moradia, enquanto que a

segunda parte, o; (1) v/hy, representa o aspecto “investimento”.

Os compradores estao sujeitos também a uma restricao orcamentéria Y = p.c; + ppihe, €m

que Y € arenda dos agentes, py; € o preco de uma unidade de moradia e p.; € o preco de uma
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unidade de outros bens. Com essa utilidade, os compradores definem o seu preco de reserva,

Dr» para consumir uma unidade de moradia.

Os compradores também fazem uma previsao do valor do imével no préximo instante, se-
gundo a fungdo u; (I;_1 + Al;_1), em quem Al, = I, — I; 1 e u; é uma varidvel aleatéria
(VA) com distribui¢do uniforme e E (u;) = 1. O valor do bid dado por cada comprador é o

minimo entre o pre¢o de reserva, p;,, € o valor previsto para o indice no préximo instante:

Bldl = min {pzt,ui ([t,1 + Ajtfl)}

Portanto, os compradores sao heterogéneos quanto ao peso dado a expectativa de valoriza¢ao
do imével, «; (r), e também quanto ao multiplicador da varia¢do, u;, mas ndo sdo hetero-
géneos quanto as preferéncias de consumo. Além disso, a renda dos compradores, Y, € a

mesma para todos os agentes.

A restri¢do de crédito aos compradores, quando € incluida no modelo, considera o limite de
renda dos compradores, mas ndo as restricoes sobre um percentual minimo de entrada no
financiamento. Em relac@o aos valores de entrada, os autores atribuem uma distribuicdo ao

valor de riqueza inicial de que cada comprador dispde:

~

0, z <0
P _ %, z=0
&)= Lx+1) O<z<1
2 ) —
1, z>1

Ve

Como sera discutido na Se¢do 1.2.2, o percentual minimo de entrada no financiamento tem
efeito muito significativo no risco da operagdo do ponto de vista da IF que faz o financia-
mento, além de ser também uma restricao para obtencao do financiamento no caso do Brasil.
Por isso, no modelo proposto neste trabalho, a riqueza e a renda inicial dos compradores

serdo tratadas de outra forma.

Os vendedores sdao agentes com prego de reserva homogéneo al;, com 0 < a < 1 constante.
A cada instante, caso um vendedor ndo consiga realizar a venda, i.e., ndo receba um bid
maior que o seu preco de reserva, ele reajusta o seu preco de reserva para um valor menor,
a™I;, com n o nimero de vezes em que nao houve bid maior que o preco de reserva. A regra

de reajuste também é a mesma para todos os vendedores.

A dinamica dos precos € obtida por meio de simulagdes. Os autores obtiveram dinamicas
de precos ciclicas, com comprimento de onda e amplitude dependentes dos valores dos pa-
rametros usados. Porém, o trabalho nao mostra se € possivel ocorrer outras situacdes, como

pontos de equilibrio estaveis, ou dindmicas instdveis, a depender dos valores dos parametros.
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1.1.2 Funcionamento do mercado no Brasil

O modelo de Sommervoll et al., descrito na Secao 1.1.1, utiliza algumas hipdteses que ndo se
aplicam ao mercado brasileiro. Em primeiro lugar, a hipétese de renda constante ndo € valida,
pois cada familia tem uma renda diferente, o que limita o valor que pode ser financiado por
ela. Além disso, a restricao quanto ao valor de entrada do financiamento imobilidrio também
¢ fundamental, tanto por ser um critério para a obtencdo do financiamento pelas familias,

como também por ser um fator determinante para a defini¢do do risco da operagao.

A estrutura do mercado em leildo também ndo reflete corretamente a realidade brasileira. No
Brasil, o mercado imobilidrio funciona como um leildo reverso, i.e., cada vendedor anuncia
o seu imdvel por um valor fixo (ask), e os compradores encaminham propostas de valores
proximos, porém menores, do que o valor anunciado pelo vendedor. Caso os vendedores
percebam que a demanda por iméveis estd diminuindo, podem ajustar o pre¢o dos seus imo-
veis para baixo, a depender da pressa que t€m para realizar a venda. Na situacio contrdria,

caso percebam um aumento da procura por iméveis, podem pedir valores maiores.

Por essas caracteristicas, a dindmica do mercado brasileiro se assemelha, do ponto de vista
dos vendedores, ao funcionamento da bolsa de valores. Num sistema de bolsa, os vende-
dores registram as ordens no livro de ofertas e realizam a venda caso existam ordens de
compradores por valores maiores, sendo que as transagdes, quando ocorrem, sio fechadas
pelo valor de ask. Silva [16] propde um modelo de agentes para o livro de ofertas em que o
valor de ask dos agentes fundamentalistas € dado por uma soma de duas varidveis aleatdrias

com distribui¢do normal, mas com parametros diferentes:

P, = fi + 1,

com f; ~ N (fu, o) representando o preco fundamental do papel e y; ~ N (pr, 0,) re-
presentando a paciéncia do agente em esperar para realizar a venda. O conceito de paciéncia
do agente em esperar para realizar a venda representando as idiossincrasias dos vendedores

serd aplicado no modelo deste trabalho.

No presente trabalho, propomos um modelo para a formacao de pre¢os no mercado imo-
bilidrio que traz alguns elementos do modelo proposto por Sommervoll et al. [15], porém
adaptado a realidade do mercado brasileiro, que funciona de maneira similar ao proposto por
Silva [16]: os vendedores sao heterogéneos na pressa que tém em realizar a venda. Os aspec-
tos relacionados ao crédito e a heterogeneidade da renda e do patrimonio dos compradores

também sao tratados de forma a representar as caracteristicas do mercado brasileiro.
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1.2 O financiamento imobiliario no Brasil

O funcionamento do mercado imobilidrio depende significativamente das regras de financia-
mento a ele aplicaveis. Isso acontece porque o valor dos imdveis € normalmente muito maior
do que a riqueza das familias e, por isso, elas dependem da disponibilidade de financiamento

para entrar nesse mercado [10].

Os imdveis destinados a moradia e as operagdes de financiamento imobilidrio representam
um valor muito alto em relagdo ao patrimdnio e a renda das familias. Por isso, tipicamente
esses financiamentos tém prazo muito longo. No Brasil, as taxas de juros reais* praticadas no
mercado de crédito de taxas livres® a pessoas fisicas sdo muito altas, encontrando-se em torno
de 40%a.a. [17]. Operacdes de crédito a essas taxas € com prazos muito longos se tornam
invidveis, no sentido de que as familias ndo teriam renda suficiente para suportar as parcelas
resultantes de tais operagdes. Por isso, o financiamento imobilidrio recebe um tratamento
regulatdrio especifico, com o objetivo de viabilizar operagdes e incentivar o crescimento do
setor. Os principais meios usados para viabilizar essas operacdes sao os direcionamentos
obrigatdrios de recursos captados pelas IFs em depdsitos de poupanga e dos recursos do

Fundo de Garantia por Tempo de Servico (FGTS), que serdo brevemente descritos a seguir.

1.2.1 Direcionamento obrigatorio da poupanca

O custo de captagio das IFs depende de varios fatores, dentre os quais a taxa Selic®. A taxa
que um banco cobrard do cliente numa operagao de crédito serd o seu custo de captacdo
somado ao spread bancério, o que, no Brasil, resulta em taxas muito altas. Para reduzir a
taxa das operagdes de financiamento imobilidrio, o governo, por meio do Conselho Moneté-
rio Nacional (CMN), determina o direcionamento obrigatério dos depdsitos da poupanca ao

crédito imobiliario.

Em 1861, um decreto do Imperador Dom Pedro II instituiu a Caixa Econdmica Federal e
Monte de Socorro, autorizada a operar a caderneta de poupanga e o penhor. Este decreto

também definia que a taxa de remuneragdo dos depdsitos da poupanga seria de 6% [19].

A taxa de juros real é a taxa de juros nominal descontada a inflacio.

0 mercado de taxas livres ndo inclui as operagdes com recursos direcionados como, por exemplo, opera-
coes de crédito rural e de crédito imobilidrio no ambito do SFH, sendo que estas tltimas serdo discutidas nesta
se¢ao.

A taxa Selic é taxa de juros bésica no Brasil, cuja meta é definida pelo Comité de Politica Monetdria e,
em setembro de 2015, estava fixada em 14, 25% ao ano. Ela é formada pela média das taxas das operagdes
compromissadas de um dia cursadas no Selic, com lastro em titulos publicos federais, conforme definido na
Circular BCB 3.671/2013 [18].



Hoje, a poupanca € uma modalidade de captacdo de depdsitos a prazo operada pelas ins-
tituigdes que fazem parte do Sistema Brasileiro de Poupanga e Empréstimo (SBPE’), cujo
principal agente é a Caixa Econdmica Federal (CEF). A taxa de remuneragdo dos depdsi-
tos de poupanga continua sendo muito baixa: 8,57% a.a., contra 14, 25% a.a. da taxa Selic
(meta) em 18 de setembro de 20158, Portanto, ela é uma fonte de captacdo muito barata para

as IFs.

Em contrapartida ao baixo custo de captagdo, as IFs integrantes do SBPE devem obrigatoria-
mente direcionar parte dos recursos dessa captacdo a operacdes de financiamento imobilidrio

com taxa de juros maxima de 12% a.a.’, definida pela Resolu¢do CMN 3.932/10 [21].

Esse direcionamento € dito obrigatério porque, caso nao seja feito, ou seja, se a IF ndo reali-
zar o volume de operagdes de financiamento imobilidrio correspondente as suas captagdes de
poupanga, a diferenca ndo pode ser usada para realizar operagdes a taxas de mercado (supe-
riores a 12% a.a.), e deve ser recolhida ao Banco Central do Brasil (BCB), com remuneragio

de apenas 80% da taxa de captagéo da poupanga.

1.2.2 O Sistema Financeiro de Habitacao

O Sistema Financeiro de Habitacao (SFH) estd definido no art. 1° do regulamento anexo a Re-
solugdo CMN 1.980/93: “[i]ntegram o Sistema Financeiro da Habitacido (SFH), na qualidade
de agentes financeiros, os bancos multiplos com carteira de crédito imobilidrio, as caixas
econdmicas, as sociedades de crédito imobilidrio, as associacdes de poupanca e empréstimo,
as companhias de habitacdo, as fundacdes habitacionais, os institutos de previdéncia, as
companhias hipotecdrias, as carteiras hipotecarias dos clubes militares, as caixas militares,

os montepios estaduais e municipais e as entidades de previdéncia complementar”.

A Resolucdo CMN 3.932/10 diferencia os financiamentos imobilidrios entre aqueles feitos no
ambito do SFH e aqueles feitos a taxas de mercado. A diferenca entre eles sdo as restrigdes
aplicdveis aos financiamentos no ambito do SFH, que ndo se aplicam aos financiamentos

imobilidrios a taxas de mercado, a saber'’:

* taxa maxima de juros de 12% ao ano;

70 art. 2° do regulamento anexo a Resolu¢do CMN 1.980/93 [20] define que “[o] sistema brasileiro de
poupancga e empréstimo (SBPE) € integrado pelos bancos miltiplos com carteira de crédito imobilidrio, pelas
caixas econdmicas, pelas sociedades de crédito imobilidrio e pelas associagdes de poupanca e empréstimo”.

8Maiores informacdes sobre as regras de remuneracdo da poupanga se encontram na secio A.1.

9 A regra completa sobre o direcionamento dos recursos da poupanca é apresentada na seg¢io A.2.
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e razdo entre o valor financiado e o valor do imével, i.e., loan to value (LTV) maximo de
80%, ou de 90% se o financiamento for contratado usando o Sistema de Amortizagdes
Constantes (SAC) e

« valor maximo do imével financiado de R$650 mil'!.

Além dessas restri¢des, a Lei 8.692/93 estabelece que os saldos devedores dos financiamen-
tos no ambito do SFH serdo reajustados a TR € que o comprometimento maximo de renda

mensal com o pagamento do financiamento deve ser de 30% [22] .

Em relacdo as operacdes no ambito do SFH, as IFs t€m liberdade para cobrar taxas de ju-
ros menores que a maxima definida na resolug@o, assim como adotar limites de LTV e de

comprometimento de renda mais restritivos que os maximos definidos na legislacao.

Note que as condi¢Oes para que um financiamento possa ser feito no ambito do SFH tém,
por um lado, o objetivo de facilitar a obtencao de financiamento para as familias, garantindo
taxas de juros mais baixas, principalmente para aquelas que estdo comprando o primeiro
imével (impondo um limite méximo ao valor do imével a ser financiado). Por outro lado,
a imposicao de limites mdximos de LTV e comprometimento de renda tem como objetivo

garantir a qualidade crediticia das operacdes originadas nessas condigdes.

Diversos trabalhos apresentam evidéncias empiricas de que valores maiores de LTV estdo
associados a maior risco de inadimpléncia das operagdes e a perdas maiores nas operagoes
de financiamento imobilidrio. Campbell e Dietrich [23] analisaram dados de 2,5 milhdes
de contratos de financiamento imobilidrio, nos Estados Unidos, segurados pela Mortgage
Guaranty Insurance Corporation, e observaram que a incidéncia de default esta significa-
tivamente relacionada tanto ao LTV original da operacdo como também ao current loan to
value (CLTV), indicando que financiamentos com potencial para amortizacao negativa tam-
bém tém risco maior de default. Este fato estd empiricamente consistente com a distingao
feita nas regras do SFH entre operacdes feitas pelo sistema Price (LTV maximo de 80%), que
tém potencial de amortiza¢do negativa, e aquelas feitas pelo SAC (LTV méaximo de 90%), em

que isso ndo acontece.

Quigley e Order [24], usando dados de 300.000 contratos de financiamentos imobilidrios ori-
ginados entre 1976 e 1980 nos Estados Unidos, comprados pela Federal Home Loan Mort-
gage Corporation (Freddie Mac), estimaram a curva de sobrevivéncia dos contratos para
(@) LTV < 81%, (b) 81% < LTV < 90% e (c) LTV > 90% e mostram que as operagoes com

LTV maior sdo significativamente mais arriscadas.

Wong et al. [25], usando dados do mercado de crédito imobilidrio de Hong Kong, obser-

varam que valores maiores de CTLV estdo associados a maior probabilidade de default nas

exceto no DF e nos estados de SP, RJ, MG, onde o valor maximo é de R$750 mil.



operacdes de financiamento imobilidrio. Qi e Yang [26], usando dados histéricos de segura-
doras de crédito imobilidrio nos Estados Unidos, concluiram que o principal fator associado

a perdas maiores dada a ocorréncia de inadimpléncia € o CLTV da operacgdo.

1.2.3 Fundo de Garantia do Tempo de Servico (FGTS)

O FGTS € um fundo, hoje regido pela Lei 8.036/90 [27], que constitui uma espécie de “pou-
panca forcada” dos trabalhadores. A CEF € o agente operador do fundo. Tém direito ao
FGTS os trabalhadores com contratos regidos pela Consolidacdo das Leis do Trabalho (CLT),
trabalhadores avulsos e diretores nao empregados. A principal fonte de recursos do FGTS sdo
os depositos feitos pelos empregadores nas contas vinculadas dos empregados, a aliquota de
8% sobre os rendimentos do trabalho. Esses recursos sdo remunerados a taxa extremamente

baixa de 3% a.a., e corrigidos pela TR.

Em geral, os titulares dessas contas vinculadas (os trabalhadores) ndo podem movimentar
as contas, o que justifica a definicdo de “poupanca forcada”. Os recursos guardados nessas
contas podem ser movimentados pelos titulares apenas nas situagdes listadas no art. 20 da
Lei 8.036/90, dentre as quais listamos apenas aquelas que sao relevantes para o financia-

mento imobilidrio a pessoas fisicas:

* pagamento de prestacdes de financiamentos feitos no ambito do SFH (inciso V);
* amortizacdo ou liquidacdo de financiamentos feitos no ambito do SFH (inciso VI) e

* compra de imével que poderia ser financiado no ambito do SFH, ainda que o financia-

mento ndo ocorra (inciso VII).

Por ser uma poupancga forgada, e pela existéncia dessas hipdteses em que esses recursos po-
dem ser usados para comprar um imével, os depdsitos que os trabalhadores t€ém na sua conta
vinculada do FGTS se tornam uma importante fonte de recursos para dar entrada (downpay-

ment) na compra do imovel.

Note que, nas trés situagdes listadas, o uso dos recursos do FGTS para a compra de um imdvel
estd restrito aos casos em que as caracteristicas do imdvel e do seu financiamento (se houver)
os colocam no ambito do SFH. Assim, as regras de financiamento de imdveis no ambito SFH
sdo relevantes nao so pelas suas taxas de juros reduzidas (ver subsecdo 1.2.1), mas também
pela disponibilidade de recursos para dar como entrada no financiamento imobilidrio, ja que
os imdveis que nao se enquadram nesses limites ndo podem ter o downpayment oriundo dos

recursos poupados em conta vinculada do FGTS.

9



1.2.4 Carteira hipotecaria e outros limites

Nas Secoes 1.2.1 e 1.2.3, vimos que, do ponto de vista do comprador, é interessante que o

financiamento seja feito no ambito do SFH, por varios motivos, a saber:

* taxas de juros menores que a dos financiamentos a taxas de mercado e

* possibilidade de utilizar os recursos poupados em conta vinculada do FGTS como en-

trada do financiamento.

No entanto, as IFs podem, ainda, realizar financiamentos imobilidrios a taxas de mercado
(ndo sujeitas, portanto, as regras do SFH). Tais operacdes seguem as disposi¢des da Lei
9.514/1997 [28], que trata do Sistema de Financiamento Imobilidrio (SFI), € compdem a
chamada carteira hipotecdria. Os recursos da conta vinculada do FGTS ndo podem ser utiliza-
dos pelos mutudrios nesse tipo de financiamento imobilidrio. Essas operacdes recebem uma
fracdo muito pequena do direcionamento da poupanga (no maximo 13% — ver secdo A.2),
mas podem também ser feitas com outros tipos de captagdo, sem direcionamento obrigatd-
rio. Nessas operacOes, os limites impostos para LTV, comprometimento de renda, e valor
maximo do imével financiado, se houver, serdo definidos na politica de concessao de crédito

definida pela IF, e variam entre as institui¢des.

As IFs impdem ainda outros limites, como o limite de idade do comprador e o limite de prazo
médximo'? do financiamento, tanto para operag¢des no Ambito do SFH como para operacdes a
taxas de mercado. O limite de prazo méaximo do financiamento tem impacto direto no valor

das prestacdes, influenciando fortemente a disponibilidade de crédito para a populacao.

Por terem prazo longo, as operacdes de financiamento imobilidrio criam uma perspectiva de
relacionamento muito longo entre o cliente e a IF que fez a operagdo. Por isso, apesar das
taxas pouco atraente, mesmo IFs privadas algumas vezes optam por trabalhar nesse mercado.
Ainda assim, observamos na Tabela 1.1 que, no Brasil, 75, 7% do total de crédito imobilidrio
no Brasil é detido pela CEF, e esse percentual aumenta para 82, 3% quando considerados
a CEF e o Banco do Brasil, também controlado pela Unido. A CEF €, portanto, 0 maior
agente operador do SFH do Sistema Financeiro Nacional (SFN), e os limites por ela pratica-
dos acabam sendo o paradigma para as demais IFs que pretendem realizar operagdes nesse

mercado.

2Até 1997, o art. 4°, IIT do Regulamento Anexo 4 Resolu¢do CMN 1.980/93 limitava o prazo méximo dos
financiamentos no ambito do SFH em 20 anos. Essa restri¢ao foi revogada pela Resolu¢do CMN 2.458/97.
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Tabela 1.1: Percentual do volume de financiamento imobilidrio no SFN na data-base
margo/2015.

percentual do volume total de

IF ou conglomerado i ) g
financiamento imobilidrio

CEF 75,66%
Banco do Brasil 6,66%
Itaa 6,01%
Santander 5,04%
Bradesco 4,03%
HSBC 1,22%
Banrisul 0,59%
APE Poupex 0,21%
Citibank 0,16%
BRB 0,11%

Fonte: Elaborag¢do prépria a partir de relatério do DW-SCR de dados do documento 3040,

disponivel em https://www3.bcb.gov.br/informes/relatorios?lingua=pt.

1.3 Justificativa

O modelo proposto neste trabalho tem o objetivo de descrever a dindmica de pregos no
mercado imobilidrio no Brasil. Os precos dos imdveis estdo diretamente relacionados ao
crédito imobilidrio, em dois sentidos: a disponibilidade de crédito imobilidrio € determinante
na formag¢do de precos no mercado imobilidrio porque os imdveis representam uma fracao
muito significativa do patrimonio das familias, e elas dependem do crédito para entrar nesse
mercado; e, no sentido contrdrio, a qualidade crediticia dos financiamentos imobilidrios é
afetada pelo preco dos imdveis, ja que s@o os proprios imoveis dados em garantia de tais

operagoes.

Como ja foi discutido na se¢do 1.2, o direcionamento obrigatdrio dos recursos da poupanca
representa a principal fonte de recursos utilizada pelas IFs no financiamento imobilidrio.
Considerando que no minimo 80% dos recursos direcionados devem ser utilizados em ope-
racdes no Ambito do SFH, e ainda, que mais de 75% do financiamento imobilidrio (em valor
de ativos) se encontra na CEF, as regras do SFH e aquelas definidas na politica interna de
concessdo de crédito da CEF sdo determinantes para a disponibilidade de crédito no pais. O
modelo tratard, portanto, das condi¢des de financiamento do SFH, devido a sua relevancia

para o crédito imobilidrio brasileiro.

O comportamento dos compradores no modelo serd bastante simples: os compradores tentam
comprar um imével sempre que tiverem recursos proprios ou crédito suficiente, sujeitos a sua
restricao de renda e de riqueza aplicada aos limites de financiamento no SFH. Sua expectativa
€ modelada por seu preco de reserva, que vai se adaptando ao nivel de precos observado. Os

vendedores definem o valor pelo qual anunciardo seu imével de acordo com a sua pressa, com
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o nivel de precos observado e também com a sua percep¢ao sobre a situacdo do mercado.
Veremos que, com esta construcdo, o preco de equilibrio do mercado emerge como fungao

dos seguintes fatores:

* as caracteristicas dos compradores, a saber, sua distribui¢do de renda e riqueza e preco

de reserva;

* as caracteristicas dos vendedores, i.e., sua pressa, memoria e sensibilidade a situacio

do mercado;

* a propor¢do de compradores e vendedores que, no modelo, representa a disponibili-

dade relativa de imoveis;

* as condicdes para obtencao de financiamento no ambito do SFH.

Assim, o modelo mostra como mudancas nas condi¢des de financiamento alteram o preco
de equilibrio. Porém, diferentemente dos modelos lineares normalmente usados neste tipo
de modelagem, este modelo terd uma dindmica ndo linear de segunda ordem. Assim, com
ele é possivel nao s6 obter o preco de equilibrio, mas também a dindmica da convergéncia
do preco, i.e., o caminho que o preco ird percorrer até o valor de equilibrio, quando ocorre
uma mudanga nas condi¢des do mercado. Essa dindmica de segunda ordem permite que
alteracoes nas condi¢des do mercado facam com que o prego fique acima (ou abaixo) do
preco de equilibrio durante a convergéncia, o que caracteriza a formacao de bolhas. Além
disso, a ndo-linearidade do modelo permite ainda o surgimento de uma dinamica oscilatéria
estdvel para o preco, quando o preco oscila mesmo sem haver modificag@o nas condi¢des do

mercado.
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Capitulo 2
Definicao do modelo

O modelo de formagdo de precos no mercado imobilidrio proposto neste trabalho sera cons-
truido partindo do comportamento dos agentes compradores e dos agentes vendedores para
obter a dindmica do preco de mercado dos imdveis. O objetivo do modelo é mostrar como
mudancas nas varidveis do SFH afetam a dindmica do preco de mercado e o preco de equili-

brio.

2.1 Definicao do mercado

O modelo proposto neste trabalho € a tempo discreto. O preco de mercado dos iméveis, no

instante ¢ € N, serd definido como a média do valor das transacdes ocorridas no instante ¢:

1 &
P, = ;ZT,@, (2.1.1)
t =1

em que P; é o preco de mercado no instante ¢, n; € o nimero de transacdes ocorridas no

)

instante ¢ e Tgk € o valor pelo qual foi fechada a k-ésima transagdo no instante ¢.

O estoque S de imdveis € constante no tempo. O mercado é formado por C' + V' agentes,
sendo C' compradores e V' vendedores, e esses nimeros sdo constantes ao longo do tempo.
Ao realizar uma compra, o agente comprador se torna vendedor, enquanto que o vendedor

se torna comprador.

Nem todos os agentes que possuem imdvel t€m inteng¢do de vendé-lo, porque muitos pre-
tendem apenas consumir o servico de moradia que o seu imdvel proporciona, € ndo estdo
negociando seu imével. Para tratar esses proprietarios que nao tém intencdo de vender o

imovel, introduzimos a Hipétese 1.
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Hipétese 1. Vamos considerar que todo proprietdrio é um potencial vendedor, no sentido de
que aqueles proprietdrios que ndo querem vender seu imovel estardo dispostos a vendé-lo

apenas por valores muito acima do preco de mercado. Assim, vamos considerar S = V.

Num dado instante de tempo ¢, cada vendedor ¢ anuncia seu imével no mercado por um preco
idiossincrético, Agl), que serd definido na secdo 2.3. Esse valor do antincio depende da pressa

do vendedor, do preco de mercado no instante anterior € também da demanda histdrica.

J4 os compradores tém um prego de reserval, que é o valor maximo que aceitam pagar pelo
imoével. Para entrar no mercado no instante ¢, o comprador precisa conseguir 0s recursos
correspondentes ao seu preco de reserva. Esses recursos podem ser oriundos da riqueza do
proprio comprador ou de financiamento. Caso consiga os recursos, o comprador entrard no
mercado e tentard comprar um imoével de preco menor ou igual ao seu preco de reserva. Se
nao conseguir, ele fica fora do mercado. Note que o comprador nao pode entrar no mercado
com um valor menor que o preco de reserva para fechar uma transacdo, mesmo que tenha um

valor menor disponivel para realizar a compra. Isso nos leva a formular a seguinte hipdtese:

Hipétese 2. Um comprador que, no instante t, conseguir menos recursos do que o seu preco

de reserva, ficard fora do mercado naquele instante.

Obviamente, a Hipétese 2 simplifica o comportamento dos compradores pois, na realidade,
se houver imdveis anunciados por menos que o preco de reserva dos compradores, um com-
prador que consegue recursos em valor inferior ao preco de reserva pode encontrar um imével
dentro da sua disponibilidade de recursos, e ndo fica obrigatoriamente fora do mercado. A

formulacdo do comportamento dos compradores serd detalhado na se¢do 2.2.

Uma transacio ocorre quando um comprador que entrou no mercado encontra um vendedor
que anunciou por um valor menor ou igual ao preco de reserva do comprador. Ela serd sem-

pre fechada pelo valor anunciado pelo vendedor, e nao pelo prego de reserva do comprador:

Hipétese 3. Quando ocorre uma transacdo, ela é sempre fechada pelo valor anunciado pelo

vendedor que participou daquela transacdo, e ndo pelo preco de reserva do comprador.

No momento em que as transacdes sdo fechadas, pode ocorrer uma de duas situacdes:

'A definicdo de preco de reserva pelo lado da demanda é consistente com a premissa de que o mercado
funciona como um leildo reverso. Por isso, sdo os compradores, € ndo os vendedores, que estabelecem o limite
de preco (neste caso, maximo) pelo qual aceitam fechar transagc@o. Por simplicidade, chamaremos este limite
de preco apenas de “preco de reserva” ou “preco de reserva dos compradores”. E importante néo confundi-lo
com a defini¢@o usual de preco de reserva, aplicdvel ao sistema de leildo comum e que denota o valor minimo
pelo qual o vendedor aceita vender o bem, e que ndo serd utilizada neste trabalho.
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1. H4 mais compradores que entraram no mercado do que vendedores que anunciaram
por valores menores que o preco de reserva: nesse caso, todos os vendedores que
anunciaram por menos que o preco de reserva dos compradores fechardo transacgdo, e

alguns compradores que entraram no mercado nio conseguirdo comprar imével.

2. Ha mais vendedores que anunciaram por valores menores que o preco de reserva do
que compradores que entraram no mercado: nesse caso, todos os compradores que
conseguiram entrar no mercado conseguirdo comprar um imével, mas alguns vende-
dores que anunciaram por valores menores que o preco de reserva dos compradores nao
conseguirdo fazer a venda. Esses compradores escolherdo o vendedor, dentre aqueles
que anunciaram por menos que o seu prego de reserva, de forma aleatdria, i.e., todos os
vendedores que anunciaram por valor menor que o preco de reserva dos compradores
tém igual probabilidade de fecharem uma transagdo, independentemente do valor do

anuncio.

No instante ¢, todos os agentes tém informagao sobre o valor do preco de mercado e sobre
a demanda no passado, de forma agregada. Sdo essas as informagdes que os vendedores
utilizacdo para definir o valor do antdncio e que os compradores utilizagdo para definir o seu
preco de reserva no instante ¢. Esta caracteristica serd fundamental para obter as propriedades

do modelo, e pode ser resumida na seguinte hipétese:

Hipétese 4. No instante t, os agentes ndo tém acesso as informagdes sobre o comportamento
dos demais no instante t. As unicas informagcoes disponiveis aos agentes no instante t sdo o

preco de mercado e a demanda passados.

Nas se¢Oes seguintes, vamos mostrar, de forma detalhada, o comportamento dos agentes
compradores (Sec¢ao 2.2), dos agentes vendedores (Secdo 2.3), e como o pre¢o € formado a

partir das transacdes (Secdo 2.5).

2.2 Compradores

Ha C compradores no mercado. Cada comprador j, j = 1,...,C, tem uma renda Yy V)
e uma riqueza W), Vamos considerar que a renda Y') e a riqueza W) sdo varidveis

aleatérias ndo negativas, com densidade conjunta fy w (y, w).

Hipétese 5. Os vetores aleatorios (Y(j ) WU )), j=1,...,C, sdo independentes.

Em cada instante ¢ € N, os compradores t€ém todos 0 mesmo preco de reserva igual a bP; 1,

com b > 0 constante. Os compradores podem usar o valor do preco de mercado de instantes
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passados para apurar o seu preco de reserva porque, pela Hipdtese 4, o preco de mercado
apurado no passado estd disponivel a todos os agentes. O pardmetro b representa o quanto a
mais (ou a menos, se b < 1) os compradores estdo dispostos a pagar no instante ¢ em relagdo

ao preco de mercado que foi apurado no instante anterior.

Lembramos que cada comprador tenta obter o valor do seu preco de reserva, bP,; i, para
comprar o imével. Caso consiga, ele terd até bP,_; para comprar um imével; se ndo conse-

guir, pela Hipétese 2, ficard fora do mercado.

Assim, o bid de cada comprador, i.e., o valor que o comprador j tem disponivel no intervalo

t para comprar um imével é

, bP;_;, se jobtém os recursos
o)y Y . 22.1)
0, c.c.

Seja J EJ ) uma varidvel aleatéria indicadora se o comprador 7 obtém ou ndo os recursos para

entrar no mercado:

) 1, se 7 obtém os recursos
J,V = (2.2.2)
0, c.c.
De (2.2.1) e (2.2.2), temos que
BY =P, JY. (2.2.3)

Para obter a funcao de distribui¢cdo de ng ) | P;_,, precisamos conhecer as condi¢des sob as
quais o comprador consegue 0s recursos para entrar no mercado. Essas condi¢des dependem

da renda e da riqueza do comprador, e sdo descritas a seguir.

2.2.1 Condic¢oes para obter os recursos para compra

O comprador j pode usar recursos proprios para fazer a compra ou obter parte dos recursos
por meio de um financiamento. Ele usard toda a sua riqueza W) para fazer a compra 2 vista
ou dar entrada no financiamento, e usard a sua renda Y /) para pagar as prestacdes do financi-
amento. Contudo, caso ele necessite de financiamento, i.e., se a sua riqueza W ) for menor
que o seu preco de reserva, terd que satisfazer os requisitos do SFH (ver Secdo 1.2.2) para
obter o financiamento. Essas condicdes devem ser atendidas simultaneamente e dependem

da renda e da riqueza do comprador j. Sdo elas:
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1. limite maximo do valor do imével financiado (Py.x)

th—l S Pmax; (224)
2. limite maximo de LTV (R)
bP,_, — WU
- <R 2.2.5
P, < R; (2.2.5)

3. limite maximo da fracdo de comprometimento da renda do comprador com o paga-

mento das prestacdes mensais do financiamento (p)

. 1 .
(th_l — W(J)> <r + —) < pY V) =
T

T+1/T

WP, — WU < 2y | = . (2.2.6)
P

1
k
em que r € a taxa de juros mensal do financiamento e 7 é o prazo maximo de financi-

amento em meses.

Hipétese 6. Vamos relaxar a condicdo (2.2.4) e considerar no modelo apenas as condi-

coes (2.2.5) e (2.2.6) para obtengdo de financiamento.

Sob a Hipétese 6, se as condi¢des (2.2.5) e (2.2.6) forem atendidas pelo comprador j, ou se

a sua riqueza for maior ou igual ao seu preco de reserva, temos J §J ) = 1, ou seja:

(1-R)WP,y <WY ebP,, — WU <1yl
JV =1 = ou . (2.2.7)
w9 > P,

Note que, quando Y9 > 0,a condicdo w9 > bppP,_, (compra a vista) j4 estd incluida
na condicio (2.2.6), sobre o comprometimento de renda. Como as varidveis Y ¥) foram

definidas como ndo negativas, temos que

) ) . 1 )
P (Jﬁ” =1|P, = p) =P ((1 ~Rbp<WDebp—WwWW < EYU)) . (228

A Figura 2.2.1 mostra a regido correspondente as restricdes (2.2.5) e (2.2.6). Note que a

Regido I corresponde aos casos em que os compradores obtém financiamento para entrar no
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regido | regiao I
kbP_14. ! (financiado) (recursos proprios)

(1—R)bP,_, bP_, w

Figura 2.2.1: Regido de integragdo para obter PP (J ij ) = 1).

mercado e a Regido Il corresponde aos casos em que os compradores dispdem dos recursos
para entrar no mercado sem a necessidade de financiamento. A regido em branco sdo os casos

em que os individuos ficam fora do mercado, por insuficiéncia de renda ou de patrimonio.

Como as varidveis aleatérias YV) e W) &m distribui¢do conjunta fy (y, w), calculamos
P (Jij) =1 Pt_1> integrando fy (y,w) sobre a regido cinza da Figura 2.2.1. Assim, a
probabilidade em (2.2.8) é dada por:

. bP;_1 0o
P (Jgj) =1 Pt—l) Z/ / fyw (y, w) dydw+
( k

17R)th_1 (th_lfw)

—|—/ / fy,W (y,w) dydw (2.2.9)
bP:i_1 JO

Note que P (J 9 ) =1 | Pt,l) ¢ funcdo de P, 1, do parametro b e também dos parametros &
e IR, que dependem das regras de concessdo de financiamento vigentes. Vamos entdo definir
afungio g (P;_; b, k, R) = P (JS‘) —1] PH):

Definicao 1. A probabilidade de o comprador j obter os recursos para entrar no mercado no
instante ¢, dado o preco de mercado no instante anterior, é dada pela fungdo g (P,_1; b, k, R),

calculada conforme (2.2.9).

Fato 2. Partindo da definicdao da varidvel aleatoria J ,Ej ) dada em (2.2.2), sabemos que J ,Ej ) |

P, _, tem distribuicdo de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a g (Py_1;b, k, R):

J9 | P,y ~ Bernoulli (g (Py_1:b,k, R)).
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A Figura 2.2.1 permite analisar graficamente o que acontece com a probabilidade de su-
cesso g (Py_1;b, k, R) quando o preco ou os pardmetros do SFH variam, e assim verificar a

consisténcia construtiva do modelo. Note que:

1. Quando P;_; aumenta, a drea das Regides I e II diminui. Portanto, g (P;_1;b,k, R) é
nao-crescente em relacdo a P, ;. De fato, com o aumento dos precos, menos compra-

dores terdo renda ou patrimonio suficientes para entrar no mercado.

2. Se R aumenta, a area da Regido I aumenta. Assim, g (P;_1;b, k, R) é ndo-decrescente
em relacdo a R. Lembramos que, pela condi¢do (2.2.5), um aumento em R corres-
ponde a um relaxamento nas regras de concessdo de financiamento na forma de um
LTV maximo maior, de forma que mais compradores terdo condi¢des de entrar no mer-

cado.

3. Quando o pardmetro k£ aumenta, a drea da Regido I diminui, ou seja, g (P;_1;b, k, R)
¢ ndo-crescente em relag@o a k. Pela condi¢do (2.2.6), um aumento em k corresponde
a um aumento das restricdes na concessao de financiamento, na forma de aumento
na taxa de juros r, redu¢do no prazo maximo de financiamento 7 ou redu¢do no per-
centual de comprometimento de renda maximo p. Neste caso, como esperado, menos

compradores conseguirdo entrar no mercado.

2.2.2 Compradores potenciais

Como ficard claro na Se¢do 2.5, para calcular a funcdo de demanda relativa e para obter
a distribui¢do do preco de mercado, serd necessario conhecer a distribui¢do do nimero de
compradores potenciais no instante {. Os compradores potenciais sdo todos aqueles que
conseguiram recursos para entrar no mercado no instante . Considere, entdo, a seguinte

definicdo:
Definicao 3. Um comprador j é considerado um comprador potencial no instante ¢ quando

consegue obter 0s recursos para entrar no mercado no instante ¢, ou seja, quando J ,ﬁf )= 1.

Usando esta definicdo, o nimero de compradores potenciais no instante ¢ € dado por

NP =g (2.2.10)

J=1

Para saber qual € a distribui¢do (condicionada ao passado) do nimero de compradores poten-

ciais, observe que, do Fato 2, a varidvel J §J ) condicionada ao preco no instante anterior tem
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distribuicdo de Bernoulli com probabilidade de sucesso g (P;_1;b, k, R). Além disso, pela
Hipoétese 5, os vetores aleatérios (Y(j), W(j)>, j = 1,...,C, sdo independentes. Como
a probabilidade de sucesso g (P;_1;b, k, R) depende apenas de P, ; e da distribui¢do de
(Y(j), W(j)>, sabemos entao que:

Fato 4. As varidveis J El), oo d Ec), sdo condicionalmente independentes dado P;_.

Com este fato, temos que o nimero de compradores potenciais condicionado ao passado
¢ uma soma de C' varidveis aleatdrias com distribui¢do de Bernoulli com probabilidade de

sucesso g (P;_1; b, k, R). Assim, temos que:

Fato 5. A distribui¢cdo condicional do niimero de compradores potenciais é

NgB) | P;_1 ~ Binomial (C, g (P;_1;b,k, R)).

~ I B ~
Entdo, a esperanga e a varidncia de NV ,§ ) | P;_, sdo dadas por

s () =E [N§B> | PH} = Cg(Pi_1;b,k, R), 2.2.11)

o2 (t) = Var (N§B> | Pt_1> = Og(Pi1;b,k,R) (1 —g(Pry;b,k,R)).  (2.2.12)

2.3 Vendedores

Os vendedores anunciam seus imoveis por um valor que depende da sua pressa, e também do
preco de mercado no instante anterior e da fun¢do de demanda relativa também no instante
anterior. Enquanto a pressa € caracteristica idiossincratica de cada vendedor, o preco de

mercado e a fun¢do de demanda relativa estdo disponiveis a todos os agentes.

H4 V' vendedores no mercado. No instante de tempo ¢ € N, cada vendedor 7,7 =1,...,V,

anuncia seu imével por

AY = aDp, A, 2.3.1)

em que P, ; € o preco de mercado apurado com base nas negocia¢des em ¢ — 1, conforme

definido em (2.1.1), a® é uma varidvel aleatéria nio negativa com funcio de distribuicio
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mais pressa menos pressa fora do mercado

vendem apenas por valores muito
acima do pre¢o de mercado

Figura 2.3.1: Densidade hipotética de a(¥.

U, e A; é uma funcido de demanda relativa que serd definida posteriormente. Assim como
o preco de mercado apurado no passado, o valor da fun¢do de demanda relativa apurada no

passado também estd disponivel aos vendedores no instante ¢.

A varidvel aleatéria a(?, cuja distribuicdo é W, representa a pressa do vendedor em vender o
imovel. Se o vendedor estiver disposto a vender o imével por menos que o preco de mercado
disponivel, i.e., tem mais pressa em realizar a venda, entdo a® < 1. Se estiver disposto a
vender apenas por um valor maior que o pre¢o de mercado, i.e., tem menos pressa, entao
a™ > 1. A Figura 2.3.1 ilustra essas situacdes sobre uma densidade hipotética para a(¥.
O mesmo conceito foi usado por Silva [16] para modelar o comportamento dos agentes na

dinadmica de um livro de ofertas da bolsa (ver Secdo 1.1.2).

2.3.1 Distribuicao do valor dos antincios

Lembramos que, pela Hipdtese 4, os agentes s6 tém disponivel no instante ¢ informagdes
sobre o preco de mercado no passado e sobre a funcdo de demanda relativa no passado.
No caso dos vendedores, a equagdo (2.3.1) define que esses agentes utilizam tanto o preco
de mercado como a func@o de demanda relativa no instante imediatamente anterior. Para

simplificar a notacdo, usaremos a seguinte defini¢ao:
Definicdo 6. As informagdes disponiveis aos agentes vendedores no instante ¢ + 1 s@o o

vetor aleatério [Py, A].

Vamos agora calcular a distribui¢do condicional de Agi) | Py, Ay _q:
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1 x
Pi_1Ap 1 w( Pt—lTAt—l )

Figura 2.3.2: Densidade hipotética de Agi) quando a liquidez aumenta e diminui.
Fato 7. A distribui¢do condicional de A,Ei) | P,y 1 €

P (Agi) <z Pt—laAt—l) = P(a"P 1A < | Py A y)

—Pla"<—2 | P, A,
<a ~ PtilAtil ‘ t—1, t 1)
xr
_og(—2 ). 23.2)
(Pt—1At—1)

A Figura 2.3.2 mostra o que ocorre com a densidade de Agi) quando a funcio de demanda
relativa aumenta e quando diminui. Quando A; ; > 1 (maior demanda relativa), entdo a
massa em valores mais altos de Agi) fica maior, ou seja, os vendedores passam a anunciar
seus iméveis por valores maiores. Por outro lado, quando A;_; < 1 (menor demanda re-
lativa), a massa em valores mais altos de Agi) fica menor, ou seja, os vendedores passam a

anunciar seus imoveis por valores menores.

2.3.2 Vendedores potenciais

Assim como foi feito na Se¢@o 2.2 para os agentes compradores, vamos agora definir guem
e quantos sao os vendedores potenciais. Isso serd importante para definir a fun¢ao demanda
relativa e para calcular a distribuicao condicional do pre¢o de mercado. Para isso, lembramos

que os compradores tém um preco de reserva de bP;_;. A existéncia de um preco de reserva

22



dos compradores significa que, no instante ¢, estes agentes nao aceitam pagar mais do que
bP,_, por um imével. Assim, num dado instante ¢, um vendedor que anuncie por mais do
que bP;_; certamente ndo conseguird vender o seu imdvel, pois ndo ha qualquer comprador
disposto a pagar o preco por ele anunciado. J4 o vendedor que anuncia o seu imével por
valor menor ou igual ao preco de reserva dos compradores pode, potencialmente, realizar

uma venda. Esta constatacdo nos leva a seguinte defini¢ao:

Defini¢cao 8. Um vendedor i € considerado um vendedor potencial no instante ¢ quando pode,
potencialmente, realizar uma venda, ou seja, quando Agi) < OP;_;. De forma equivalente,

definimos a variavel indicadora

t )
0, c.c.

e o vendedor ¢ é considerado um vendedor potencial se, e somente se, 1 ,EZ) = 1.

J4 sabemos quem sdo os vendedores potenciais. Agora, vamos responder a outra questao:
quantos sao os vendedores potenciais? Para isso, precisaremos calcular a probabilidade de o

vendedor ¢ ser um vendedor potencial. Usando o Fato 7, temos:

Fato 9. A probabilidade condicional (ao passado) de o vendedor i ser um vendedor poten-

cial é

(10 =1 PryAcy) =P (AP <bP 1 | PoyA)
(a07)
Atflptfl

b
_ ,
<At—1>

I
S

ou, em outras palavras,

~ b
Il(f) | Py, A1 ~ Bernoulli (111 (A )) )

t—1

Como I §” = 1 se, e somente se, ¢ € um vendedor potencial, entdo o nimero vendedores

potenciais no instante ¢ é
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\%4
A i
NV =31,

i=1

Lembramos que, pela Hip6tese 4, no instante ¢ os agentes tém informacdo apenas sobre
o preco de mercado passado e sobre a funcdo de demanda relativa passada, mas ndo t€m
informacao sobre as decisdes dos demais agentes no préprio instante £. Assim, as varidveis
aleatorias 1 §”, R | §V> ndo sdo independentes, pois os vendedores utilizam, no instante ¢,
informacdes sobre as decisdes dos demais agentes no passado, disponiveis a cada um de
forma agregada por meio das variaveis P; | e A, ;. Mas, condicionado ao passado, temos

o0 seguinte:

21 ~ - .
Fato 10. As varidveis 1 1(5 ), R § ﬁv) sdo condicionalmente independentes dado A;_1.
Usando os Fatos 9 e 10, sabemos que o nimero de vendedores potenciais, condicionado ao

passado, € uma soma de V' varidveis aleatorias independentes com distribuicao de Bernoulli

com probabilidade de sucesso W (i) Assim, temos o seguinte:

Fato 11. A distribuicdo condicional do niimero de vendedores potenciais é

NgA) | A;_1 ~ Binomial (V, v (Atb1)) .

~ T A ~
Entdo, a esperanga e a varidncia de NV 1(5 ) | A;_1 sdo dadas por

b
pa(t) =E [Ngf” | AH] — VU ( Atl) : (2.3.3)

b b
o2 (t) == Var (N,ﬁA) | AH) VY ( Atl) (1 — < Aﬂ)) . (2.3.4)

2.4 Funcao de demanda relativa A,

A funcao de demanda relativa € fundamental para o modelo. Junto com o preco de mercado,
ela é a informacao resumida sobre o passado que os vendedores utilizam para modificar o seu
comportamento em fun¢do de mudangas ocorridas no mercado. Ela representa a percepcdo
que os vendedores tém sobre o mercado: seu valor € maior quando o mercado estd num

“bom” momento e € menor quando estd num “mau’” momento.
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Lembramos que o vendedor ¢ anuncia seu imével por Agi) = aDP, A, ;. Assim, a
funcdo de demanda relativa deve ser definida de forma a ser sempre maior que 0, j4 que
um antncio por valor negativo ndo tem significado na realidade. Além disso, para que os
vendedores respondam corretamente a mudancas na demanda, ela deve ser e tal que, quando
nao ocorrem mudangas, seu valor seja igual a 1; quando a demanda diminui, deve ser menor

que 1; e, quando a demanda aumenta, deve ser maior que 1.

Também € desejdvel que a funcdo de demanda relativa dependa também do passado, de
forma a representar a memoria de longo prazo dos vendedores sem perder a caracteristica

markoviana do processo.

Considerando essas caracteristicas, utilizaremos o seguinte:

Definicao 12. Definimos a funcdo de demanda relativa como

. A
Ap = (Ar1)® exp {m (NgB) - N,EA))} , 2.4.1)

com « € [0, 1) o parAmetro de memoria dos vendedores e A > 0 o parAmetro de sensibilidade

a demanda dos vendedores.

A memoria dos vendedores é representada por o € [0,1). Note que, quando o = 0, os
vendedores tém memoria apenas do instante imediatamente anterior, i.e., ao definir o preco
do antncio no instante ¢, consideram apenas a diferenca entre compradores e vendedores
potenciais ocorrida em ¢ — 1. Se @ > 0, entdo os vendedores consideram também essa

diferenca no passado mais distante, embora com peso menor do que a do passado recente.

O parametro A > 0 representa a sensibilidade dos vendedores varia¢cdes na demanda: quanto
maior o seu valor, mais rdpida € a resposta dos vendedores ao excesso ou escassez de de-
manda observado. Esse pardmetro pode suavizar ou amplificar o efeito que a variagdo na
demanda tem sobre os valores dos antincios dos vendedores: quando A > 1, o efeito do ex-
cesso de demanda sobre a varidvel aleatéria Agi) serd amplificado; e quando 0 < A\ < 1, esse
efeito € suavizado. Assim, quanto maior for o valor de A\, mais intensamente os vendedores

ajustam seus anuncios (para valores maiores) em resposta a aumentos na demanda.

2.4.1 Rigidez dos precos na tendéncia de queda

E interessante lembrar que um dos fatos estilizados observados no mercado imobilidrio € o

de que os precos apresentam rigidez para baixo, resultando em aumento da liquidez quando
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ha tendéncia de aumento nos precos e de reducdo da liquidez quando hé tendéncia de dimi-
nui¢do dos precos [10, 9]. Ao definir a funcdo de demanda relativa como uma exponencial
da diferenca entre o nimero de compradores € o nimero de vendedores, como em (2.4.1),
obtemos um comportamento dos vendedores mais sensivel a aumentos do que a reducdes na

demanda. Isso acontece porque a fungao

d

Il (6)\:13) = \e®

dx

€ crescente em x, o que significa que, quando o nimero de compradores potenciais diminui,
a mudanca no valor de A, é mais fraca do que quando o nimero de compradores potenciais
aumenta. Como os vendedores alteram os valores dos seus antincios em func¢io de A, eles

responderdo mais lentamente a uma reducdo do que a aumento na demanda.

2.5 Niumero e valor das transacoes

Nas Secdes 2.2 e 2.3, vimos como se comportam os compradores e os vendedores, € como
esse comportamento determina o nimero de compradores e de vendedores potenciais e a
distribuicdo do valor dos antincios em cada instante. Em seguida, vimos na Sec¢do 2.4 como
¢ definida a funcao de demanda relativa, que € a varidvel usada pelos vendedores para ajustar

o valor dos seus andncios.

Nesta secdo, vamos obter a distribui¢do (condicionada ao passado) do valor das transagdes
T,(fk) ocorridas no instante ¢, € do nimero de transa¢des ;. Lembre-se de que o preco de

, 1 & . .
mercado no instante ¢ € dado por P; = —ZTgk), ou seja, ele € a média das transagdes
ny
k=1
ocorridas naquele instante. Assim, para saber qual serd a dinamica dos pregos, precisamos
entdo obter a distribuicdo do valor das transacdes Tgk) e do nimero de transacdes 1;, 0 que
serd feito nas se¢Oes 2.5.1 e 2.5.2. A distribuicio do pre¢o ndo pode ser calculada de forma
explicita mas, no Capitulo 3, obteremos um resultado que nos permitird analisar a dindmica

do preco mesmo sem obter a sua distribuicao.

2.5.1 Nuamero de transacoes

Nesta se¢do, vamos obter a distribuicdo do nimero de transacdes que ocorrem no instante ¢.

A cada instante, os vendedores anunciam seus iméveis nas condi¢cdes descritas na Secao 2.3
e os compradores tentam obter recursos para entrar no mercado, nas condi¢des descritas

na Secdo 2.2. Ja definimos que os compradores que conseguem 0S Tecursos para entrar no
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mercado s@o os compradores potenciais, e os vendedores que anunciam por menos que o

preco de reserva dos compradores sdo os vendedores potenciais. Num dado instante ¢, ha
B .. A . .

N ,E ) compradores potenciais e IN ,E ) vendedores potenciais, € ja mostramos nos Fatos 5

e 11 que as suas distribui¢des condicionais sdo

NP | P,_; ~ Binomial (C, g (P;_1;b, k, R)),

N | A,_; ~ Binomial (v, v < Af 1)) .

Lembramos que uma transacao ocorre quando um comprador que entrou no mercado, i.e.,
um comprador potencial, encontra um vendedor que anunciou por menos que o seu preco de
reserva, i.e., um vendedor potencial. Num dado instante de tempo ¢, pode ocorrer uma de

duas situacoes:

A B). 14 . - ..
1. N ,E ) S N ,E ): h4 mais vendedores potenciais do que compradores potenciais. Neste
caso, todos os compradores que entraram no mercado conseguirdo fechar uma transa-

~ . . ~ . (B)
cdo, ou seja, o numero de transacdes serd n, = IN; ’; ou

2. N §A> <N IEB): ha menos vendedores potenciais do que compradores potenciais. Nesta
situacdo, alguns compradores com os recursos para comprar nao poderao fazé-lo, mas
todos os vendedores potenciais fardo a venda. Neste caso, o nimero de transacdes sera
n,=N iA).

Assim,

n, = min {NgA), N§B>} . 2.5.1)

Na se¢do 3.3, vamos precisar da expressao que nos dé a distribuic@o de n, para obter a dina-
mica dos precos de mercado. Antes de calcular essa distribui¢do, porém, vamos introduzir a

seguinte notagcdo para a probabilidade condicionada ao passado:

Py () = P(' | PtflaAt71>

A distribuicao de n; (condicionada ao passado), que € o minimo entre duas binomiais con-

dicionalmente independentes, pode ser representada pela seguinte expressao:
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Fato 13. A distribuicdo condicional de n; é dada por

Piy(ny=n)=P_, (NIEA) = n) +P;_q (NﬁB’ = n)
— I[Dt_l (NIEA) = ’I’L> I[Dt_l NgB) S n)

P (N,ﬁB) - n> P, , (NY” <n-— 1) (2.5.2)

Demonstracdo. Ver apéndice B.1. U

2.5.2 Valor das transacoes

Na sec¢do anterior, obtivemos a distribui¢@o (condicionada ao passado) do niimero de transa-
¢oes que ocorrem no instante t. Agora, vamos calcular a distribuicao do valor das transa-

coes. Mas, para fazer isso, precisaremos de uma nova hipdétese:

Hipétese 7. A distribuicdo da pressa dos vendedores é ndo nula para valores positivos de
a', ou seja, ¥ (z) > 0Vz > 0.

Esta hipdtese garantird que, mesmo para valores grandes de A;_;, a probabilidade de haver

algum vendedor potencial no instante ¢ € positiva, como fica claro na seguinte observacao:

Observagdo 14. Note que, no instante ¢, o nimero de vendedores potenciais N ,ﬁ"‘) | Ay é
uma binomial com probabilidade de sucesso igual a ¥ (i) . Assim, como W € ndo decres-
cente, a nio observancia da Hipétese 7 significa que existe um A9 tal que, V A,_; > AW,
o nimero de vendedores potenciais em ¢ serd uma binomial com probabilidade de sucesso
nula, o que corresponde a zero vendedores potenciais com probabilidade 1 no instante ¢; e,
além disso, que o nimero de transagdes, n; = min {N ,§A>, N ,EB) }, também serd zero com
probabilidade 1.

Para obter a distribuicdo do valor das transa¢des, lembramos que Tgk) € o valor da k-ésima
transac¢do fechada em ¢, e que as transacgdes sao fechadas pelo valor anunciado pelo vendedor,
Agi), e nao pelo preco de reserva do comprador. Apenas os vendedores que anunciam por
valores menores ou iguais a bP,; | podem potencialmente ser escolhidos por um comprador
para fechar a transacao, i.e., sdo vendedores potenciais. Os demais vendedores estdo fora do
mercado, no sentido de que nenhum comprador tentard comprar o seu imével no instante ¢.
Assim, os valores Tgk) das transagdes serdo sorteados dentre os valores de Agi), 1=1,...,V,
tais que Agi) < bP;_,, conforme a Figura 2.5.1.

)

Observe, na Figura 2.5.1, que os valores de Tgk sdo sorteados apenas da regido cinza da

curva. Da cauda da curva, correspondente aos anincios maiores que o preco de reserva dos
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densidade de Agi) | Pe—1,A¢—1

valores de Tgk) sédo proprietarios nesta regiao
sorteados desta regiao nunca fecham transagéo
(b)

Figura 2.5.1: Valores das transagdes, T,gk).
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compradores, ndo serdo sorteados quaisquer valores de transag¢do, porque os compradores
ndo aceitam pagar mais do que o seu preco de reserva. Assim, fica claro que a densidade dos

k . s . . !
valores de Tg ) serd apenas a regido cinza, excluida a cauda, e normalizada pela sua érea.

Entdo, a distribuicdo condicional de Tgk) ¢ dada pela distribui¢do condicional

]P (Tgk) S X | Ptflu At,l) = ]P)tfl (Agl) S x | AEZ) S th,1>

]Pt—l (AEZ) S T e AEZ) S th_1>
= , . (2.5.3)
Py (A <P, )

Note que, para que a distribuicdo dada por (2.5.3) esteja bem definida, o seu denomina-
dor deve ser diferente de zero. Lembramos que a distribui¢do condicional de Aii) ¢ dada

por (2.3.2) e, portanto,

Py (A <Py ) =W ( Af_l) .

Assim, a Hipotese 7 garante que este denominador € maior que zero qualquer que seja o

valor de A, ; e, portanto, a distribui¢io de Tgk) estd bem definida, e pode ser calculada.

Proposicao 15. Sob a Hipotese 7, a distribui¢do (condicionada ao passado) de Tgk) é dada
por

1, xr > th,1

P (Tgk) <u| Pt—laAt_1> = (o) <bP,,
—~Pid) o <P,

\P(Ail)

(2.5.4)

Demonstracdo. Ver apéndice B.2. U

A Figura 2.5.2 ilustra uma distribui¢do de Agi) e a distribuicdo de Tgk) resultante. Observe

)

T k) . ~ ) o -
que a curva da distribuicao de Tg ¢ uma versdo “achatada”, na direcdo horizontal, da curva

da distribuicdo de Aii), de forma a chegar a 1 quando = = bP;_;.

Um resultado importante sobre a varidvel Tg ) que serd usado mais adiante € o seguinte:

Corolario 16. A varidvel Tgk) | P;_1, A1 tem todos os momentos finitos.

Demonstracdo. Observe que, pela distribuicao dada em (2.5.4), o suporte da varidvel Tgk) |

P, 1, A, 4 é ointervalo finito (0, bP;_1]. Logo, todos os seus momentos sdo finitos. O
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distribuigao de A" !

bP;_q

Figura 2.5.2: Distribuicdo de A\” e de T .
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Capitulo 3

Analise do modelo

No Capitulo 2, definimos o modelo de agentes para o mercado imobilidrio. Neste capitulo,
vamos estudar o modelo e observar quais sdo as suas caracteristicas emergentes. Para fazer
1$s0, vamos primeiro mostrar que, quando o nimero de agentes aumenta, 0 processo estocds-
tico (P, A;) converge para um sistema dindmico deterministico. Isso serd feito na Se¢éo 3.2.
Em seguida, conhecendo as equagdes do sistema dinamico, podemos obter as condicdes de
estabilidade e convergéncia do preco de mercado, e como ocorre essa convergéncia. Isso

serd feito na Secao 3.3.

A construcdo do modelo e a sua formulagdo foram apresentadas detalhadamente no Capi-
tulo 2. Mas, para facilitar o entendimento a partir de agora, antes de prosseguir, vamos

apresentar uma descri¢do resumida do processo na Secdo 3.1.

3.1 Descricao resumida do modelo

O modelo estudado neste trabalho € um processo de Markov a tempo discreto formado pelo
par (P, A;), em que P, é o preco de mercado dos iméveis e A; é uma fun¢do de demanda

relativa, e cujo espacgo de estados € o conjunto R, x R, .

Dado o passado, P; e A, sdo independentes. Portanto, para descrever o processo, bastaria
obter o kernel para ambos. Porém, o kernel para P, e para /A, nao podem ser obtidos expli-
citamente'. Entdo, para descrever o processo, precisaremos usar algumas das equagdes da

sua formulagao, que apresentamos no Capitulo 2.

'O kernel aproximado para A; pode ser obtido. De fato, a distribui¢io da varidvel A; | Py_1, A4
converge para uma lognormal, mas este resultado nao foi explicitamente usado no trabalho.
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O preco de mercado P, € apurado como sendo a média das transacdes Tgk):

R,
P,=—SN 1"

O kernel de Tgk) ¢ dado por

. 1, x > th,1
Pt_l (Tg ) = :E) - \Ij<Pt—1zAt71)

b 7
W(Atﬂ)

I’Sth_l'

O niimero de transag¢oes n, € dado por ; = min {N ,§A>, N ,§B> }, em que N §A) € o nimero

)

de vendedores potenciais e N iB € o niimero de compradores potenciais. O kernel de N iA)

e o kernel de N EB) também sdo conhecidos, pois

NgA) | P;_1,A; 1 ~ Binomial (V, v (Af—1))

N | P;_1, A1 ~ Binomial (C, g (P;_1;b,k, R)),

lembrando que V' e C sao o nimero de vendedores e de compradores, b é o pardmetro que da
o precgo de reserva dos compradores, W € a distribuicao que descreve a pressa dos vendedores,

k e R sdo parametros do SFH.

A fungdo g (-) representa a probabilidade de um comprador conseguir recursos para entrar

no mercado, e é dada por

bP;

o(Pib,k, R) = / / Fraw (9, w) dydw + / / Fraw (g, w) dyduw,
(1-R)bP; Jk(bPy—w) vP, Jo

em que fyw (y,w) é a densidade conjunta de renda e riqueza, com suporte em R, x R,.

Finalmente, a fun¢do de demanda relativa € definida como

A
Ay = A | exp [7‘/ —C (N,EB) — NgA)>} .

3.2 Convergéncia em namero de agentes

Nesta se¢do, vamos descobrir que o processo (P, A;) converge para um sistema dindmico

deterministico quando o ndmero de agentes aumenta. Este resultado serd obtido separada-
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mente para A\, e para P, nas Secdes 3.2.1 e 3.2.2. E possivel separar os dois processos

porque, pela Hipétese 4, P, e A, sdo condicionalmente independentes dado o passado.

3.2.1 Distribuicao da funcao de demanda relativa

A funcdo de demanda relativa foi definida na Se¢do 2.4. Nesta se¢do, vamos obter o resultado
da convergéncia da fun¢do de demanda relativa A; a um valor deterministico ¢; quando o
nimero de agentes aumenta, similar a uma Lei dos Grandes Numeros. Como ficara claro na

Secdo 3.3, este resultado nos possibilitard obter a dinamica do preco e o prego de equilibrio.

Ocorre que a fungdo A;, como definida em (2.4.1), € um produto de varidveis aleatdrias,

enquanto que a funcio

log Ay = alog Ay +

ERT (NgB) _ fo") (3.2.1)

¢ simplesmente uma soma, o que torna esta ultima representacdo mais conveniente. As-
sim, para obter a convergéncia de A;, vamos calcular a esperanga e a variancia de log A, |
P, ;,A, ;. Em seguida, vamos obter a convergéncia de logA; | P, 1,/A; 1 quando o

nimero de agentes aumenta.

Para simplificar a notacdo, utilizaremos a simplificacdo g, 1 = g (P;_1;b, k, R). Também

vamos usar a seguinte defini¢ao:

Definicao 17. A razdo entre o nimero de vendedores e o nimero de compradores serd de-

notada por

V= —. 3.2.2)

Lema 18. A esperanga e a varidncia condicionais da varidvel log A, | Py_1, A1 sdo dadas

por, respectivamente,

1 v b
=alog A,_ —_— ] — N\ 2.
pr = alog t1+)\<1+ygt1 1+o (Atl)), (3.2.3)
22 1 v b b
2 = —g; 1 (1 — g U 1-U . (324
Ut V + C 1 + I/gt 1 ( gt 1) + 1 + v At_l At_l ( )
Demonstragdo. Ver apéndice B.3. U

Usando o resultado do Lema 18, podemos agora verificar que a varidavel log A, | Py_1, Ay
converge para o valor da sua esperanca quando o nimero de agentes aumenta. Este resultado

€ apresentado no seguinte teorema:
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Teorema 19. Seja n =V + C' o niimero total de agentes e considere que a razdo V/C = v
é constante. Entdo

P
log Ay | P, Ay m s

com p; dado por (3.2.3) e onde o simbolo LN significa convergéncia em probabilidade.
n—o0

Demonstragdo. Lembrando que log Ay = alog Ay + &35 +v

sequéncia de varidveis aleatérias X ,,,n = 1,2, ... tais que

(N EB) - N ,EA)>, considere a

X, = alogA; 1+

A (B) (4)
N® _ N )
C+V ( t t
A
= alogA i +5 (Vi — N

Como X ,, = log A, a esperanga e a variancia de X, sdo dadas pelo Lema 18:

E[Xn] =

1 v b
= log A 1 — v
«log t1+>\(1_'_ Ot—1 1+0 (Atl))

Var (X,) = o>

n

22 1 v b b
= V+CL+ g1 (1 — g 1)+1+V\II<AH) <1—\D<AH)>}

M1 v b b
o [1+Vgt_1(1 “oe) 1+V\D (At—l) (1 v <At—1))}

Sabemos que A > 0 é um parametro finito. Além disso, sabemos também que g; 1 €

v (ﬁ) sdo probabilidades e, portanto, estdo no intervalo [0, 1]. Como, por hipdtese do

teorema, v é constante, temos entdo que

lim Var (X,,) = lim o2 = 0.

n—oo n—o0

Usando a desigualdade de Chebyshev?, sabemos que,

Ve >0, P(|X, ,th|>€)§

m|3w

ZVer, por exemplo, [29]: “If X is a random variable with finite mean x and variance o2, then for any value
2

E>0.P(X —pul > k) < 5
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Como lim o2 = 0, usando o Teorema do confronto?®, temos que
n—o0

Im P (| X, — | >¢)=0Ve >0,

n—oo

ou seja, X, LN - O

Assim, quando o nimero de agentes aumenta, a variavel log A; | P;_1, A;_; converge para
uma varidvel aleatdria degenerada no valor da sua esperanga, i.e., converge para um valor

deterministico.

3.2.2 Prec¢o de mercado

1 «—
Lembramos que o preco de mercado no instante ¢ € dado por P, = —ZTgk). J4 co-
ny
k=1

nhecemos a distribui¢do de Tgk) | P;_1,A; 1, que é dada por (2.5.4), e sabemos, pelo
Corolério 16, que a sua esperanga € a sua variancia sio finitas. Sabemos também que
n, = min {N iA), N iB)} ¢ aleatorio, e sua distribui¢do ndo pode ser escrita de forma expli-

cita.

Observe que o preco de mercado num dado instante é simplesmente a média das transacdes
ocorridas naquele instante. Aparentemente, seria possivel aplicar o Teorema Central do Li-
mite para obter a distribui¢do assintética de P, | Py;_1,A; ;. Porém, como o niimero de
elementos da soma que compde P, também é aleatdrio, ndo é possivel usar diretamente o
Teorema Central do Limite para obter a distribui¢ao assintéticade P; | Py, A;_1. Também

por este mesmo motivo, ndo podemos usar a Lei Forte dos Grandes Niimeros neste caso.

Mas, como veremos nesta se¢do, nem tudo estd perdido: € possivel obter a convergéncia em
probabilidade de P, | P, _1,A;_; para a sua esperanga condicional, num resultado similar
a Lei Forte, mesmo com n,; aleatério. E, para fazer isso, vamos precisar dos resultados
apresentados a seguir, comecando pela esperancga e pela varidncia de P; | P;_1, Ay 1. Mas,

antes disso, introduziremos a seguinte notagao:
Eq[]=E[|Pi1,A 4],

Vary_q (+) = Var (- | Pi_1, A1) .

Lema20. E,_, [P,] = E,_, [T,ﬁ’“)}.

3Teorema 4, péagina 198 de [30]: “Sejam X € R, f,g,h : X — R, a € X’'. Se, paratodoz € X, z # a,
for f (z) < g (z) < h(x) e, além disso, tivermos lim f (x) = limh () = L, entéo limg (z) = L”
r—a r—a r—a
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Demonstracdo. Ver apéndice B.4. U

Como a distribuicao de Tgk) | P,_1,/A; 1 é conhecida e dada por (2.5.4), podemos agora

usar o Lema 20 para calcular o valor da esperanca (condicionada ao passado) do preco de

mercado:

Teorema 21. A esperanca do preco de mercado é dada por

Ei 1 [Pt = buyp (Ai—1) Piq,

com by (A) = b— W(l%) frw (Ai) de.

Demonstragdo. Ver apéndice B.5. U

A funcdo
b
bop (D) =0 — %/ v (Ai) dg, (3.2.5)
v(g) o A&

que relaciona a esperanca do preco no instante atual com o preco no instante anterior, sera
muito importante na andlise da dinamica do sistema. Este ponto serd discutido na Sec¢ao 3.3.

Mas, por enquanto, ela é apenas a funcdo que dé a esperanga de P, | P;_1, A;_;.
Para chegar ao resultado de convergéncia desta se¢do, porém, precisaremos, ainda, conhecer
a varianciade P, | P;_1, Ay 1:

1
Lema 22. Var, , (P;) = Var,_ (Tﬁ’“’) B [—]

Ty
Demonstragdo. Ver apéndice B.6. U
Um outro lema serd necessario para obter a convergéncia de P; | P;_1,/A;; quando o

nimero de agentes aumenta:

Lema 23. Sejan =V + C o niimero total de agentes e considere que a razdo V/C = v é

constante. Entdo .
lim Et—l [—:| = 0.
n—o0 nt
Demonstragdo. Ver apéndice B.7. U

Assim como foi feito para A; | P, 1, A;_; no Teorema 19, vamos agora obter uma propri-
edade assintética de P; | P, 1, /A, 1, que nos permitird analisar a dindmica do sistema em

questdo. Para isso, vamos usar os Lemas 22 e 23.
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Teorema 24. Seja n =V + C' o niimero total de agentes e considere que a razdo V/C = v
é constante. Entdo
P
P, | Py, A1 —— buyp (D) Py
n—o0

Demonstragcdo. Primeiramente, lembramos do resultado do Teorema 21, que nos d4 a espe-

ranga de P, | P,_1,A;_1, aqui denotada por 7;:

ne = Eiy [Pt] = f)\p,b (Atq) P, .

Agora, pelo Lema 22, a variancia de P, | P;_1, A;_1, aqui denotada por gf, ¢ dada por

1
¢ = Var,_; (P;) = Var,_, (Tgk)> | DFEY {—} )

ny

Usando o Lema 23, e lembrando que, pelo Corolario 16, Var; (Tgk)> < 00, temos que

1
lim gtz = Var,_; (Tgk)> lim E; 4 <—>

n—o0 n—o0 nt
= 0.

Pela desigualdade de Chebyshev, sabemos que,

2
2

Ve >0, By (Pr—m| >2) <2

Como lim ¢> = 0, usando o Teorema do confronto, temos que
n—o0

lim ]Pt—l (|Pt - 'I’]t| Z 5) =0 Ve > 0,
n—o0

. P
ou seja, Py —— ;. U
n—o0

3.3 Dinamica dos precos

Nesta se¢@o, vamos analisar a dinamica dos precos usando os resultados obtidos nos Teore-
mas 19 e 24, sobre a convergéncia de A; e de P; quando o nimero de agentes ¢ grande. Este
resultado de convergéncia é similar ao obtido por Prado [31] Dawid [32]. Essa convergén-
cia é o que nos permitird analisar a dindmica do processo P; a partir do sistema dinamico

deterministico a que o processo converge.
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Usando entdo os Teoremas 19 e 24, para um nimero grande de agentes, o processo € aproxi-

mado pelo seguinte sistema dinamico:

Pt = Pr—1bwp (0¢-1)
log 9 = arlog 1 + A (H%g (P10, k, R) — 150 (%)) ’

com p; e J; os valores deterministicos para os quais os processos P; e A; convergem quando

(3.3.1)

o nimero de agentes aumenta.

Esse sistema de equacdes a diferencas é homogéneo de segunda ordem, mas € nao-linear.
Portanto, a sua solucao nao pode ser obtida de forma exata por meio das técnicas ja conheci-
das aplicaveis a sistemas lineares. Porém, vamos estudar o seu comportamento nos valendo

de suas caracteristicas especificas.

A primeira equacdo nos dd a tendéncia dos precos a cada instante em fun¢do do estado
anterior, € a segunda nos da o comportamento da demanda. Na secdo 3.3.1, vamos analisar
como os pregos se comportam a depender da forma de by (). Em seguida, na segdo 3.3.2,

vamos obter as condi¢des sob as quais existe um preco de equilibrio e qual € o seu valor.

3.3.1 Tendéncia do preco de mercado

O preco de mercado € descrito pela seguinte equacgao a diferencas:

bt = b\I/,b (5t—1)pt—1,

com by (0) =b— q,<1i> fob U (i) d¢ (ver Teoremas 21 e 24).

Observe que, quando by 5 (d;—1) > 1, 0 preco no instante ¢ serd maior que o prego em ¢ — 1.
Da mesma forma, se by 5 (6;—1) = 1, o prego nio se altera e, se hy, (6;—1) < 1, o preco ird

diminuir.

Para ilustrar como uma mudanga em J; pode modificar a tendéncia dos precos, note que a

condigdo de aumento do preco, hy, (6:—1) > 1, pode ser reescrita da seguinte maneira:

b ! § ’ £
(b—1)V (E) > /O 7 <5t—_1> d§+/1 7 <5t—_1> de. (3.3.2)

Esta situagdo € ilustrada na Figura 3.3.1. Quando a drea da regido I € maior que a drea da
regido II, o preco aumenta. Quando as duas dreas sdo iguais, o preco fica estdvel e, se a drea

da regido I for menor que a da regido II, o preco ird diminuir. As mudang¢as na demanda
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Q)

1 b x
(a) A;—1 = 1 e estabilidade dos precos.

0

1 b x
(b) A;_1 < 1 faz a tendéncia dos pregos mudar para redugao.

Figura 3.3.1: Condi¢do para haver tendéncia de aumento do preco.

podem inverter essa tendéncia. Por exemplo, se J; 1 < 1, entdo uma tendéncia de aumento
do preco pode ser revertida para uma tendéncia de reducdo. Por outro lado, um aumento na
demanda pode levar a uma tendéncia de aumento do prec¢o, ou intensifica-la caso a tendéncia

jé fosse de aumento.

Vamos agora estudar o comportamento de hy , () para responder a seguinte questdo: existe

um valor de 5" para o qual o pre¢o de mercado é estdvel? Ou, em outras palavras, existe

5cr1’tico tal que b\Il,b (5cn’tico) =12

A resposta a essa questdo depende do comportamento dos compradores (representado pelo
parametro b), e também das caracteristicas dos vendedores (representados pela distribuicao
V). Nas proposi¢des a seguir, mostraremos que, dependendo do comportamento dos com-
pradores, o preco de mercado sempre ird diminuir, independentemente dos valores que o,

assuma. Sob certas condi¢des, porém, verificaremos que o preco no instante ¢ pode aumen-

41



bu.p (9)

5 (=) Seritico gerdtico 5‘(+)

<) =p<1 geriico ocorre nesta regido §>6H) =p>1

Figura 3.3.2: A fungdo by 4 (0), quando b > 1 e lim fg’((x)) =c> 7.
x—0 2\

tar ou diminuir, dependendo do valor de ¢;_;.

A Figura 3.3.2 ilustra os resultados que serdo obtidos nas Proposicdes 26 e 27, e também o
resultado do Corolario 28, que garante a existéncia de um §°iticc ¢ [5(’), 5(”} sob o qual o
preco fica estdvel. As proposi¢des mostram que, na dire¢do de d pequeno (demanda fraca),
o preco ird diminuir, enquanto que na dire¢do de ¢ grande (demanda forte), o prego ird
aumentar. Entre as duas situacdes, existird (pelo menos) um valor de 4 para o qual a fungdo

bwp (§) cruza o valor 1, ou seja, existe um 6 que estabiliza o prego.

Proposicao 25. Compradores excessivamente pessimistas (b < 1).

Quando b < 1, by, (0) < 1 qualquer que seja o valor de > 0, ou seja, ndo existe nenhum

valor de demanda que reverta a tendéncia de queda do preco.

Demonstragdo. De (3.2.5), a condigdo para que o preco diminua, hy, (d) < 1, pode ser

Jo ¥ (§) de
v (3)

Pela Hipotese 7, U (z) > 0V a > 0. Assim, o primeiro lado dessa desigualdade estd definido

reescrita como

>b—1. (3.3.3)

e é sempre maior que zero quando b > 0, ou seja,

Jo W (5) de
v (3)

Comob <1<« b—1<0,adesigualdade (3.3.3) é sempre satisfeita para b < 1. 0J

>0,VA>0,b>0.
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Quando os compradores sdao pessimistas (b < 1), a Proposicao 25 nos mostra que, fixados
os parametros do sistema e dado um preco inicial maior que zero, o preco de mercado ird
apenas diminuir com o decorrer do tempo, até chegar a zero. Obviamente, essa dindmica
ndo € verificada na realidade. Precisamos verificar outras situagdes nao triviais, que serao

apresentadas nas proposi¢des 26 e 27.

Antes de apresentd-las, precisaremos de uma nova hipétese, a saber:

Hipoétese 8. A varidvel aleatéria a'¥) é continua.

Vamos denotar a funcio densidade de a”) por v (z).

Proposicao 26. Demanda fraca resulta em reducdo do preco.

Sob a Hipétese 8, existe um valor de demanda 6\ tal que by 4, (0) < 1 para todo § < 57,
ou seja, existe uma demanda suficientemente fraca que resulta em redugcdo do preco de

mercado.

Demonstracdo. Ver apéndice B.8. U

Proposicao 27. Demanda forte resulta em aumento do preco.

Sob a Hipotese 8, se b > 1 e se V for tal que hH(l)%(;)) =c> ﬁ, entdo existe um valor
T—r
de demanda 6% tal que bup(6) > 1 para todo § > W), ou seja, existe uma demanda

suficientemente forte que resultard em aumento do preco de mercado.
Demonstragdo. Ver apéndice B.9. U

A Proposi¢do 26 nos mostra que, mesmo quando b > 1, existe algum valor de demanda
suficientemente fraca capaz de reverter o aumento do preco. Ja a Proposi¢do 27 nos garante
que, se ¥ for uma distribuicdo tal que 9161_% %(5)) =c> ﬁ, existe algum valor de demanda
suficientemente forte capaz de reverter a queda do preco. Quando essas duas situacdes — de
reducgdo ou de aumento do preco — sao possiveis, a dindmica do pre¢o dependera da dinamica

da prépria demanda.

Corolario 28. Sob a Hipotese 8, se b > 1 e se liné %(;)) =c> ﬁ, entdo existe um valor de
T—r
demanda 6" no intervalo [67), 0] tal que by, (6°) = 1, ou seja, existe 51 > 0

tal que o preco de mercado fica estdvel em relacdo ao preco no instante anterior.

Demonstragdo. Decorre trivialmente das proposi¢des 26 e 27 e da aplicagdo do Teorema do

Valor Intermedidrio* a fungdo by 4 (9). O

4“Teorema do Valor Intermedidrio [30]: “Seja f : [a,b] — R continua. Se f (a) < d < f (b) entilo existe
c€ (a,b)talque f (c) =d”
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O exemplo a seguir ilustra uma aplica¢do da Proposicao 27 e do Corolério 28 a uma distri-

buicdo VU especifica.

Exemplo 29. Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢cao de Dagum de parametros o >
0, 8 > 0e~ > 0. O suporte dessa varidvel é R, e sua funcdo de distribuicdo acumulada e

funcdo densidade sdo dadas por [33]

—al Y
V() = |14 (%) ] , (3.3.4)
ay
ay | %
b(x) = [( >§ﬁ>lr+1. (3.3.5)
x % +
Note que
ay
@ _ o (3) (5) ’Y
lim = limzx 1+ (=
a—0 W () 20" [(E)QHFH B
B
] :L,a'yﬁfcw o e\
= B gy )
— lim ay ﬁ*a’Y 207 [l‘_a (l,a +5a)}’7
z—0 (xaﬁ—a+1)7+l
= av.

Se a'” ~ Dagum (o, 3,7), usando o Coroldrio 28, podemos garantir que existird um §etic© >

0 tal que by, (6°M) = 1 quando os parAmetros « e 7 satisfazem a desigualdade

1 1
ay> - ——&b>—+1.
b—1 ary

Lembramos que o pardmetro b representa o quanto os compradores estdo dispostos a pagar a
mais pelos imdveis do que o preco de mercado do instante anterior. Assim, para valores de
b préximos de 1, notamos que o produto oy deverd ser grande para que a desigualdade seja
satisfeita, garantindo a existéncia de uma demanda que produza aumento e estabilidade do

preco de mercado.

Mais um exemplo, agora numérico, ilustra o comportamento da fungéo by 4 (6).

Exemplo 30. Considere novamente a funcdo de distribuicdo de Dagum, dada por (3.3.4),
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com 0s seguintes valores para os seus parametros:

= 14,549
= 0,9
= 5,0186

A Figura 3.3.3 mostra o comportamento da funcao by, () para diversos valores do pardme-
tro b. Lembre-se de que o parametro b é o que define o preco de reserva dos compradores.

Sobre este grafico, observe que

1. quando b = 1, temos a curva vermelha, que representa o caso da Proposi¢do 25,
quando os compradores sao excessivamente pessimistas. Nesta situagcdo, note que
by (0) fica abaixo de 1 para todo 6, ou seja, ndo ha um valor de demanda que produza

estabilidade dos pregos;

1
2. quando b = 1 + —, temos a curva azul escura, que se aproxima de 1 quando 0

oy
aumenta. Esta situacao ilustra a situacdo descrita na Proposicao 27, em que vimos que
lnré mf((”ﬁ)) = ay > ;45 ¢ condigdo suficiente para que by, (§) > 1 para algum valor
T—r

valor de §. Quando b = 1 + %, a condigdo ndo ¢ atendida, e observamos que by 5 (9)
se aproxima de 1 mas nio cruza este limiar’;

1 . _—
3. quando b > 1 4+ —, temos as curvas verde e azul clara. Nestes dois casos, a condicio
o)

v
suficiente estabelecida na Proposi¢do 27 € atendida e, como era esperado, observamos

que by p (9) cruza o 1;

4. o valor de 6°® (aquele em que a fungdo hy 5 (§) = 1) é diferente para cada valor de b
escolhido, ou seja, ele depende do parametro b. E ainda, dependendo do valor de b, o
§ettice pode ser maior, menor ou igual a 1, sendo este tltimo caso ilustrado pela curva

verde;

5. para valores de § grandes, a fungdo by, (J) se aproxima de b: o valor exato desse

o, ) . e o 22 (x)
limite é dado por (B.9.1), ou seja, 5lggob\p’b (0) = by, ¢ = lnré S TOR

No caso deste

exemplo, ¢ = a7y, o que nos da 6lim hop (9) =~ b.
—00

No Exemplo 30, observamos que 6°"® é nico, e seu valor diminui quando b aumenta. Po-
rém, observe que o Coroldrio 28 nos garante a existéncia de um 6°° tal que by, (6°°) =
1, mas ndo nos garante que este valor € Unico em geral. A proposi¢do a seguir nos da a

condigio para que 61U seja tnico:

>Na Proposi¢io 27, mostramos que hm I\;f((:';) = ary > =7 € condigdo suficiente para que o limiar de 1 seja

ultrapassado, mas ndo que é condi¢do necessarla Porém, neste caso especifico, observamos que, nas situacdes
em que a condi¢do ndo € atendida, o limiar realmente ndo foi ultrapassado.
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Figura 3.3.3: Griéfico da fungédo by, (§) para U (z) = [1 + (%) a] e varios valores de b.

Proposicao 31. Sob a Hipotese 8, se b > 1 e se VU for tal que

1.1 =  —
PNV (2) T bho1

2. [T (¢)de < 2u)

zp(x) )
ey
entdo o valor 5 tal que by 5, (6°™) = 1 existe e é tinico.

Demonstragdo. Ver apéndice B.10. U

3.3.2 Preco de equilibrio

Lembramos que o sistema dinamico para o qual converge o processo € descrito pelas seguin-
tes equacdes a diferencas:
Pt = pr-1bwp (0-1) (3.3.6)

1 v b
] —alogb i+ N ——a(p_1:b. k. R) — ) 3.7
og 6 = alog 01 + <1+V9(pt 1;0,k, R) T <5t_1)> (3.3.7)

Se o sistema dinamico descrito por (3.3.6) e (3.3.7) tiver um ponto de equilibrio (assintoti-

camente estdvel), (p*, §*), ele serd tal que [34]

Pt —pi—1 =10
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(St —(St,1 == 0

quando t — oo.
Da equagao (3.3.6), temos que

Pt —DPi—1 =0 buy (04—1) =1loup, =p_1 =0.

A solugdo trivial p* = 0 ndo nos interessa. Assim, 6* deve ser tal que

by (5%) = 1. (3.3.8)

Na sec¢do 3.3.1, vimos que, quando b > O e hm m\;}b((m)) = ¢ > 71, o Coroldrio 28 nos garante

que existe um valor de demanda que pode produz1r a estabilidade no preco de mercado. Ou

seja, ele garante que existe um 0* = §°°, E ainda, se fom V(&) dE < %, a Proposi-
¥(a)

¢do 31 nos garante que este 5 ¢ dnico.

Garantida a existéncia de §* = 6, a existéncia do preco de equilibrio (diferente de zero)

depende também da equacao (3.3.7), o que nos leva a seguinte proposi¢ao:

1+1/)( a)

Proposicao 32. Se log §<rifico + s (ﬁ) > 1, entdo ndo existe preco de equili-

brio além da solugdo trzvzal p*=0.

Demonstracdo. A equacdo (3.3.7) nos d4, de forma implicita, o valor de p*:

)
g (1—a)10g5*=1+%<g(p bk, R) — vT <5ﬂ))
()

N 1+v)(1—a)
& g(ribk Ry =T

1
log6* = alogd* + A <—g (p*;b,k, R) —

log 3 +v¥ (3.3.9)

Note que a fungdo g (p; b, k, R) é uma probabilidade. Portanto, a sua imagem é o conjunto

[0, 1]. Por isso, se os valores dos parimetros v, o e A forem tais que

1 1— b
( _'_V))\( O{) 10g5*+1/\p (5) > 1’
nao havera nenhum valor de p que seja solugdo de (3.3.9). U
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Deste resultado cabe ainda uma interpretacdo muito importante: quando os parametros sao

tais que vale a desigualdade

(14+v)(1—a)
A

b
log 0 4+ v (ﬁ) > 1,
entao ndo existird preco de equilibrio baixo o suficiente para resolver a equagao (3.3.9), pois
o pre¢o mais baixo possivel, que € zero, produz g;_; = 1 e, portanto, nao € solucdo para a

equacao.

.

A Proposi¢do 31 nos garante a existéncia de um §* = §°® gnico. J4 a Proposi¢do 32 nos
garante a existéncia de um p* de equilibrio dado 6* = §ri®, Mas nos resta, ainda, verificar

se este ponto equilibrio ndo trivial € tnico. Para isso, precisaremos da seguinte hipdtese:

Hipotese 9. Na regido R, x R, a densidade conjunta de renda e riqueza fyw (y,w) € ndo

nula em quase toda parte.

Com esta hipétese, temos o seguinte resultado sobre a existéncia e unicidade do ponto de

equilibrio nao trivial:

Proposicao 33. Se VU for tal que

. x(x) 1
1.1 = —

mlir(l) N\ (I‘) € b—1
2[5 W (€)de < 25

e os parametros v, a, A e b forem tais que

1+v)(1—a)
A

. b
log 5crmco + v (5cr1’tico) S 1’

com 5" tal que by, (0°™°) = 1, e ainda, se a densidade de renda e riqueza atender a
Hipdtese 9, entdo o ponto de equilibrio ndo trivial (p*, §*) existe e € vinico. Além disso, ele

serd dado por

5* — 5crt’tico’ b\I/,b (5crt’tico) — 1’ (3310)
1 1—
p* — gfl (( + V))\( Oé) lOg §* + vl (%)) ’ (3.3.11)

comg~' (-) a inversa de g (p; b, k, R) em p.

Demonstracdo. A Proposicdo 31 nos garante que, se ¥ atender as condigdes (1) e (2), entdo

o valor de § no ponto de equilibrio serd tnico e dado por §* = §eritico,
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Além disso, sabemos que p no ponto de equilibrio € dado implicitamente por (3.3.7) para

0y = 0;_1 = 0%, ou seja,

* * 1 *. v b
1%5_4u%5+A<1+Vﬂpﬁ%J@—1+VW<&>)@
1 1—
b ) = () a>10g5*+,,\1,(5_ﬁ).

Mas a condig¢do sobre fyw (y, w) garante que g (p; b, k, R) serd monotdnica decrescente em

. Assim, um v , 0 valor , S€ existir, sera unico,
Assim, dado um valor de 0*, o valor de p*, se existir, serd unico, e dado por

o (U000 g (1),

3.3.3 Autovalores no ponto de equilibrio

Sistemas dindmicos de primeira ordem t€ém apenas um autovalor, o que limita o tipo de di-
namica que eles podem originar. Como o sistema dinamico dado por (3.3.1) é de segunda
ordem, ele pode ter solu¢des oscilatérias, estaveis ou instaveis. E, sendo nao linear, pode
ainda apresentar bifurcagcdes [35, 34]. As caracteristicas da resposta do sistema dindmico
podem ser obtidas dos autovalores da sua matriz jacobiana calculada no ponto de equilibrio
analisado. No caso de sistemas lineares, esses autovalores sdo suficientes para se obter a
solugdo exata do sistema. Em sistemas ndo lineares, ela dard a aproximacao do seu compor-

tamento na vizinhanga do ponto de equilibrio.

Nesta secdo, vamos entdao obter os autovalores da matriz jacobiana calculada no ponto de

equilibrio (p*, 0*) que foi obtido na Proposi¢do 33, i.e.,

5* _ 5cr1’tico’ h\II,b (5cr1’tic0) — 1’
pF=g! <(1 + y))\(l —a) log 6* + vV (5—1)*)) )

Com os autovalores, saberemos de qual tipo é o ponto de equilibrio (p*, 6*).

Proposicao 34. Os autovalores do sistema dindmico no ponto de equilibrio (p*,¢*), dado
por (3.3.10) e (3.3.11), sd@o dados por

A+ /A —4(A+E)

5 (3.3.12)

4!
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Yo = 5 , (3.3.13)

com ) )

1%
A= —A — 33.14
ot o 1+ uw (5*) ( )
e

E=—p5g (p)h (6). (3.3.15)
Demonstracdo. Ver apéndice B.11. O

Ja sabemos quais sdo os autovalores da matriz jacobiana no ponto de equilibrio (p*,d*), o
que nos permitird saber qual € o comportamento do sistema dados os seus pardmetros. Como

o sistema € discreto e nao linear, sabemos que [36, 35]
1. o ponto de equilibrio (p*, 6*) serd estdvel quando |y;| < 1, i = 1,2;

2. se os autovalores forem complexos conjugados, o sistema serd subamortecido;

3. quando os autovalores sdo complexos conjugados com |7y;| < 1 e, ao modificar o valor
de um pardmetro do sistema, observa-se |y;| = 1, entdo ocorre uma bifurcagio do tipo

Neimark-Sacker.

Usando o resultado da Proposi¢@o 34, vamos entdo analisar os autovalores do ponto (p*, §*)

para verificar quando este ponto de equilibrio € estavel, e se ocorrem bifurcagdes.

O primeiro resultado interessante sobre a estabilidade do ponto de equilibrio € o seguinte:
Proposicio 35. Se os autovalores vy, e o forem reais, o ponto de equilibrio (p*, d*) € instd-
vel.

Demonstracdo. Ver apéndice B.12. O

Pela Proposic¢ao 35, sabemos entdo que, para que o ponto de equilibrio (p*,0*) seja esta-
vel, € necessario que os autovalores sejam complexos conjugados. Além disso, a condi¢ao

suficiente para que este ponto seja estavel € dada pela proposicao a seguir:

Proposiciao 36. O ponto de equilibrio (p*,0*) € assintoticamente estdvel se, e somente se,
A+E<L

Demonstragdo. Ver apéndice B.13. U
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A Proposic¢ao 36 nos dd a condicao sobre os parametros para que o ponto de equilibrio nio
trivial seja assintoticamente estavel. Além disso, lembrando também da Proposi¢ao 35, sabe-
mos que, na condi¢do de estabilidade, temos dois autovalores complexos conjugados dentro
do circulo unitério, e isso ocorre quando A + = < 1. Assim, quando o sistema for estavel,
a sua resposta serd sempre subamortecida. Nos exemplos de simulagao do Capitulo 4, essas

oscilagdes podem ser claramente observadas.

Além disso, lembramos que o valor de §* € a solu¢@o da equagdo by, (§) = 1 e, portanto, de-
pende apenas de W e do parAmetro b dos compradores. Entdo, como A = o + %Aﬁw (5%),
observamos que quando o parametro «« (memoria dos vendedores) aumenta, o valor de A au-
menta, levando o sistema a uma condi¢do mais proxima do limiar da estabilidade. O mesmo
vale para os parametros A (sensibilidade dos vendedores) e v (propor¢ao entre o nimero de
vendedores e de compradores). Obviamente, quando o = 1, i.e., 0os vendedores tém memoria

infinita, o sistema € instdvel, o que ja era esperado.

Jé a andlise do parimetro = € mais complicada, pois depende da forma de g’ (p), b, (9) e do
proprio ponto de equilibrio (p*, §*). Porém, podemos obter um limite mais restritivo sobre

os valores dos parametros «, A e v necessario para que ocorra estabilidade, a saber:

Corolario 37. Se
b v

—\
a+5* 1+v

v(5) > 1

entdo o ponto de equilibrio (p*, d*) € instdvel.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 36, sabemos que A + = > 1 = (p*,*) é instavel. Lem-
bramos que A = a + 5%)\1%”@/) (%) e que = = —p*6*g’ (p*) b’ (6*). Note que p*,0* > O e
que, pela Hipétese 9, g’ (p) < 0Vp > 0. E ainda, pela condi¢do 2 da Proposic¢do 33, temos

que b’ (6) > O0Vo > 0. Portanto, = > 0 qualquer que seja o ponto (p*, 6*). Assim,

A>1=A+Z=>1= (p*,0") éinstavel.

O

Sabemos que o sistema € estdvel apenas quando os seus autovalores sdo complexos conju-
gados e que, ao aumentar o valor dos parametros «, A e v, esses autovalores se aproximam
do circulo unitdrio. Quando os parametros s@o tais que os autovalores se encontram sobre
o circulo unitdrio, surge uma bifurca¢do de Neimark-Sacker [35]. Nesse tipo de bifurcacao,
que s6 € possivel em sistemas de ordem maior ou igual a dois, o sistema passa a apresentar
resposta oscilatéria ndo amortecida estdvel. Esse comportamento s6 ocorre em sistemas nao
lineares: em sistemas lineares, a resposta oscilatéria ndo amortecida que surge quando os

autovalores sdo complexos com médulo um € sempre instdvel. Assim, temos o seguinte fato:

51



Fato 38. Quando A + = = 1, o sistema apresenta uma bifurcacdo de Neimark-Sacker, e sua

resposta serd oscilatoria ndo amortecida estdvel.

O comportamento dessas oscilagdes estaveis serd ilustrado no Capitulo 4. No retrato de fase,
ela aparece como um ciclo-limite que atrai as trajetorias iniciadas na sua vizinhanca, inclu-
sive aquelas no seu interior. E interessante notar que, no modelo para o mercado imobilidrio
proposto por Sommervoll et al. em [15], os resultados obtidos por simulag@o sdo dindmicas

oscilatérias ndo amortecidas e estaveis®.

3.3.4 Vendedores e compradores potenciais no equilibrio

Na Secao 3.3.2, vimos o que acontece com o preco de mercado no equilibrio. Agora, que-
remos saber o comportamento das varidveis [N ,EA) | IBt,l e N §B> | 13&1 . Observe que os
Teoremas 19 e 24 garantem a convergéncia de P, | 1315—1 ede A | 1315—1 quando o nimero
de agentes aumenta. Porém, as varidveis IN ﬁA) | 1315,1 e N IEB) | 1315,1 continuam aleatdrias
mesmo quando o nimero de agentes aumenta, pois suas variancias sao dadas por (2.2.12)
e (2.3.4). Mas, na situacdo de equilibrio, em que o sistema se converge para o seu ponto de

equilibrio (p*, 0*), obtemos um resultado sobre a distribui¢io dessas duas varidveis:
Proposicao 39. Quando o sistema converge para o ponto de equilibrio (p*, 0*),

11—«
A

B, [Nﬂ —E,_, [N§A>] - (V + C)log (5%) . (3.3.16)

Demonstracdo. No equilibrio, 6; = §;_; = 0*. Usando o resultado do Teorema 19, sobre a

convergéncia de A, | 1315—1, basta aplicar o operador E;_; [] em (3.2.1). [

Corolario 40. Se 6* = 1, entdo, no equilibrio,

By [N§A>] —F,, [N§B>] .

Demonstracdo. Basta substituir 6* = 1 em (3.3.16). [

0s autores ndo obtém resultados de convergéncia do processo, nem apresentam simulacdes do processo
para diversos valores dos parametros, de forma que ndo foi possivel verificar se o sistema teria outro tipo de
resposta, como por exemplo convergéncia a um ponto de equilibrio estavel ndo trivial, a depender dos valores
dos parametros.
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Capitulo 4
Simulacao

Nos Capitulos 2 e 3, apresentamos o modelo de formagao de precos no mercado imobilidrio
e analisamos o seu comportamento. Neste capitulo, apresentamos alguns exemplos obtidos
por meio de simulagdes. Por meio dessas simulacdes, serd possivel verificar os resultados
obtidos no Capitulo 3, além de observar os efeitos que mudangas nos parametros do SFH tém

sobre a formacao do preco de mercado.

4.1 Distribuicao de renda e riqueza

O primeiro passo para realizar uma simulagcdo do modelo € encontrar a distribui¢io conjunta
de renda e riqueza dos agentes. No Brasil, a distribui¢do (marginal) de renda é amplamente
disponivel e estudada na literatura [37, 38]. Porém, a distribuicdo (marginal) de riqueza,
muito mais concentrada que a distribuicdo de renda, s6 foi estimada pela primeira vez por
Avila em 2014 [39], usando dados da Receita Federal do Brasil, e o proprio autor do tra-
balho ressalta diversas limitacdes sobre os resultados obtidos para esta distribuicdo. Porém,
lembramos que o nosso modelo utiliza a distribuicdo conjunta de renda e riqueza, que nao

foi ainda estimada até a elaboragdo deste trabalho.

Por causa desta limita¢do na disponibilidade da distribuicdo conjunta de renda e riqueza no
Brasil, a simulagao do modelo foi feita usando uma densidade paramétrica tedrica para as
variaveis Y e II/. Nao foi possivel usar a distribuicdo real porque, para o Brasil, esses dados

ainda nao sdo disponiveis.

A distribui¢do escolhida foi uma lognormal bivariada com a seguinte parametrizacao [40]:

1 1 1 (
2royow /1 — p? yw 2(1—p?)

frw (y,w) = A? —2pAB + BQ) g
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com A = v—uy o p— w—pw
gy ow

4.2 Vendedores

Para a distribui¢do que caracteriza o comportamento dos vendedores,V, foi usada a distri-

bui¢do de Dagum com a seguinte parametrizacao [33]:

-

U(x|a,pB,y)= |1+ <%>_a

Essa distribui¢do € interessante para a simulacdo por diversos motivos:

1. o seu suporte € R, : como ela representa o valor pelo qual o vendedor anuncia o seu
imovel (ajustada pelo preco de mercado e pela demanda no instante anterior), valores

negativos nao tém sentido na realidade. Além disso, ela também atende a Hipdtese 7;

2. condig¢d@o da Proposicao 27: no Exemplo 29, mostramos que a distribui¢do de Dagum

atende a condicdo da Proposi¢ao 27 quando ay > b—l;

3. ntmero de parametros: € razoavel supor que a moda dessa distribuicao serd 1, pois isso
significa que a maior parte dos vendedores anuncia por valores proximos ao preco de
mercado no instante anterior (ajustado pela percep¢ao que eles tém sobre a demanda).
Por ter trés parametros, essa distribuicdo nos permite fixar o valor da moda e nos
resta ainda dois graus de liberdade para obter parametros que atendam a condicio da

Proposi¢ao 27;

4. flexibilidade: a parametrizagdo da distribui¢do de Dagum a torna muito flexivel, pro-

duzindo 6timos ajustes a diversos tipos de conjuntos de dados.

Note que ndo ha disponivel, para a simulagdo que sera feita neste trabalho, uma estimativa
de W utilizando os dados de antincios reais. Embora seja possivel realizar esta estimacao, ela
estd fora do escopo deste trabalho. Assim, a escolha dos parametros para realizar a simulacao
serd feita usando duas outras hipdteses: uma sobre a moda da distribuicdo, e outra sobre o

valor do ¢ no equilibrio.

Pela construcao do modelo, considerando que os valores dos antincios dos vendedores € dado
por Agl) = aWP,_ 1A, 4, é razoavel supor que a maior parte dos vendedores anunciara seus

imoveis por valores proximos ao preco do instante anterior. Isso equivale a supor que a moda
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da distribuiciio de a(® é 1, e faremos esta hipétese na simulagio. Esta hipétese impde uma
ay—1 ) o
a+1

2

condi¢do sobre os pardmetros da distribuicdo W: como a sua moda é dada por 3 (

os parametros «, ( e v devem satisfazer a equacao

ay—1 l/a_
ﬁ<a+1) =1. 4.2.1)

A hipétese sobre o valor do ¢ no equilibrio, junto com (4.2.1), definird o valor dos parametros

da distribuicao W.

4.3 Estabilidade de precos quando 6* = 1

No modelo deste trabalho, a distribuicdo W € “exdgena”, e precisa ser obtida com base nos
dados reais dos antncios. Porém, a sua estimativa ndo esta disponivel, e uma das possibili-
dades para definir os seus parametros para a simulagdo € escolher os seus valores de forma a
que o equilibrio ocorra quando 6 = 1. Este ndo € o caso geral, mas nos servird para definir

os parametros que serdo usados na simulacao.

Para fazer isso, lembramos que o valor de § no equilibrio é um ¢* que satisfaz a equa-
¢do (3.3.8), i.e., hy (0*) = 1. Supondo que 6* = 1, os pardmetros «, e v devem ser tais

que

1

b
b_\If—(b)/o U (£)de = 1. 4.3.1)

A Tabela 4.1 mostra os valores dos parametros usados na simulacao.

Nesta primeira simula¢do, usamos como condi¢ao inicial do sistema

Py =85
AOZO,Q

O resultado dessa simulacao estd apresentado na Figura 4.3.1. Note que o preco converge
para um valor um pouco abaixo de 100, e que A, converge para 1, como era esperado pela

forma como os parametros foram definidos.

Note ainda que, no equilibrio, os processos se tornam estaciondrios. Além disso, observamos

)

., . A B . L. ~
que as varidveis IN ,§ Je N ,§ ficam estaciondrias (mas ndo degeneradas) e que, neste caso,

suas esperangas sao iguais. Lembrando do Coroldrio 40, temos que, quando 0* = 1, entdo
By [N§B>] —E [N§A>] .
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Tabela 4.1: Pardmetros da simulagdo para equilibrio com 6* = 1.

V =12.000
a=0,6
A=1
vendedores o = 11,519
distribui¢do ¥ 8 =0,9
v =15,0186
compradores N = 120.000
b=1,1
py = —0,11157 oy = 1,2686
distribuicdo conjunta de renda e riqueza | puw = 2,4064 oy = 1,0857
pyw = 0,5
R=0,6
regras para obten¢ao de financiamento r =0,0072 am.
7 =360 meses Lk =0,033259
p=30%
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100
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60 \ \ \ \

0 50 100 150 200
t

(a) Realizagdo de P,
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0 50 100 150 200
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0.9 095 1 1.05 141 115 12 125
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@) Py x Ay

Figura 4.3.1: Simulacio do modelo para os parametros da Tabela 4.1.



E ainda, lembrando que, no equilibrio,

E, [N§B>] = Cg (p";b,k, R)

B [NEA)} — VU (53) ,

entdo g (p*; b, k, R) = vV (5%), como havia sido calculado em (3.3.9).

4.4 Caso geral: estabilidade dos precos quando 6~ # 1

Nesta sec@o, usamos a mesma distribui¢cdo W que foi usada anteriormente, i.e., « = 14, 549,
8 =0,9evy =>5,0186. Porém, o parametro dos compradores serd b = 1,05, e ndo 1, 1 como
no caso anterior. Ou seja, agora os compradores estdo dispostos a pagar apenas 5% a mais
do que o pre¢o de mercado apurado no instante anterior. A equagdo para §* continua sendo

a mesma.

hop(6%) = 1.

Como os parametros da distribuicdo ¥ sdo av = 14,549, 5 = 0,9 e v = 5,0186 e, agora,
temos b = 1,05, a equacdo para 0* se reduz a
1 b
. —
b } 0

STl e

Resolvendo esta equacdo numericamente em 9, obtemos 0* = 1, 04818. Este serd o valor de

0 no equilibrio, como serd verificado na simulacao.

A Tabela 4.2 mostra os parametros que foram usados nesta simulagdo. O ponto inicial per-

manece o mesmo da simulacdo anterior:

Py =85
AO - 0, 9
A Figura 4.4.1 mostra as realizagdes dos processos P;, A;, N ,EA) e N iB) nesse caso. De

fato, observamos que os pregos se estabilizam com E; [N EB)] > By [N §A>] . Isso esta

consistente com o resultado da Proposicao 39, a saber:

By [NﬁB)} . [NY‘)] = I_TO‘ (V + C)log (5%).
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Tabela 4.2: Pardmetros da simulagdo para equilibrio com 6* # 1.

V' =12.000
a=0,4
A=1
vendedores o = 14,549
distribuigdo ¥ /=09
v =5,0186
compradores A
b=1,05

py = —0,11157 oy =1,2686
distribuicdo conjunta de renda e riqueza | puw = 2,4064 oy = 1,0857

pyw = 0,5
R=0,6
regras para obten¢ao de financiamento r =0,0072a.m.
7 =360 meses &k =0,033259
p=30%

Como ¢* > 1, entdo 152 (V + C)log (6*) > 1 = B4 [NEB)] > B [NgA)}

4.5 Memoria dos vendedores e sensibilidade a demanda

Nesta se¢do, vamos mostrar os resultados da simulag@o para valores diferentes de memoria
dos vendedores («) e de sensibilidade a demanda (). Usando os parimetros da Tabela 4.3,
simulamos o processo variando o valor de A e variando o valor de a. O ponto inicial nessas

simulacdes foi

Py =100
A(]:l

Os resultados da simulagdo estdao apresentados nas Figuras 4.5.1 € 4.5.2.

Observe na Figura 4.5.1 que, quando a memoria dos vendedores é maior, o preco de mer-
cado ultrapassa o preco de equilibrio antes de convergir. Este comportamento € tipicamente
observado em sistemas de segunda ordem. Na realidade, este efeito pode ser interpretado da
seguinte forma: ao perceber um aumento na demanda, os vendedores aumentam 0s precos.
Porém, a sua memoria maior os faz manter este comportamento por mais tempo, mesmo
quando a demanda atual ja diminuiu. Isso faz com que o preco de mercado aumente acima

do preco de equilibrio, para s6 entdo diminuir.
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Figura 4.4.1: Simulacdo do modelo para os parametros da Tabela 4.2.

Tabela 4.3: Parametros da simulag@o para valores diferentes de memoria de sensibilidade a

demanda.
V =12.000
a = 14,549
vendedores distribuicio ¥ B8=0,9
v =15,0186
compradores N = 120.000
b=1,05
wy = —0,11157 oy = 1,2686
distribuicdo conjunta de renda e riqueza | puw = 2,4064 oy = 1,0857
pyw = 0,5
R=0,6
regras para obten¢do de financiamento r =0,0072 am.
7 =360 meses k =0,033259
p=30%
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Figura 4.5.1: Simulagdo com A = 1 e vdrios valores de a.

100

90

80

Py

70

60

50
0 50 100 150 200 250

Figura 4.5.2: Simulagdo com o = 0 e vdrios valores de .

60



140

130

120

110

P,

100

90

80

70 \ \ \ \
0 50 100 150 200 250

Figura 4.6.1: Efeito de uma flexibilizacdo nas condi¢des para obtencdo de financiamento
sobre o preco de mercado.

4.6 Efeito de uma mudanca nas regras de financiamento

Quando as regras para obtencdo de financiamento no SFH sdo modificadas, pode haver en-
trada ou saida de compradores potenciais do mercado. Isso porque, se as regras forem fle-
xibilizadas, mais individuos conseguirdo financiamento para se tornarem compradores po-
tenciais, enquanto que se essas regras se tornarem mais severas, entdo menos individuos

conseguirdo financiamento.

Para verificar como o preco de mercado responde a uma mudancga nessas regras, simulamos
o processo da mesma forma como foi feito na Sec¢do 4.4. Porém aqui, quando ¢ = 100, o LTV
¢ aumentado de 0, 6 para 0, 7. Isso cria um aumento instantdneo no nimero de compradores
potenciais, e faz com que o preco de mercado se estabilize num novo patamar, como pode ser
visto na Figura 4.6.1. Como era esperado, o novo pre¢o de equilibrio € maior que o anterior,
consistente com o aumento de demanda criado pela flexibilizacdo dos limites de concessao

de financiamento.

4.7 Comparacao entre a aproximacao (p;, d;) e a realizacao
de (Pt, At>

Nesta se¢do, vamos comprar o processo (P;, AA;) com a sua aproximagdo deterministica

(p¢, 0;) obtida no Capitulo 3. Lembramos que o sistema deterministico a que converge o
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Figura 4.7.1: Comparacdo entre (Py, A¢) e (pt, 6t).

processo quando o nimero de agentes aumenta € descrito pelas seguintes equagdes:

e = Pi—1bwp (6-1)
logd; = alogd;_1 + 1%,, g(pe—1;0,k, R) — vV (5£>]

Usando os mesmos parametros da Tabela 4.2, com v = 0, 1 e condi¢do inicial

p0:100
do =1

obtivemos os resultados da Figura 4.7.1. Para comparar com o processo, incluimos nos

gréficos trés realizacdes com a mesma parametrizacdo e as mesmas condi¢des iniciais.

4.8 Bifurcacao de Neimark-Sacker

Na Secdo 3.3.3, calculamos os autovalores do sistema deterministico para o qual converge o
sistema no ponto de equilibrio (p*, §*). O valor dos autovalores é fundamentar para verificar
se o ponto de equilibrio € estavel ou instdvel, e se ocorre algum tipo de bifurca¢do. Sabemos
que, para alguns valores dos pardmetros, o ponto (p*, §*) é estdvel e que, para outros valores,
se torna instavel. Além disso, quando os autovalores sdo tais que |v;| = 1, i = 1,2, ocorre
uma bifurcacdo de Neimark-Sacker: acima desses valores, o sistema apresenta um ciclo
limite estdvel. Nesta se¢cdo, vamos mostrar como os autovalores se modificam quando os

parametros sdo alterados e como o sistema se comporta quando ocorre a bifurcagao.
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A=04 —
A=07 —
A=1 /

Figura 4.8.1: Root locus dos autovalores para « € [0, 1] e vdrios valores de \.

4.8.1 Rootlocus

Primeiramente, vamos visualizar como evoluem os autovalores do sistema quando os pa-
rametros « ¢ A (a memoria e a sensibilidade dos vendedores) sdo modificados. Para isso,

fizemos um root locus, que estd apresentado na Figura 4.8.1.

Observe que, quando o valor de o aumenta, os autovalores se afastam cada vez mais da
origem em direcao ao circulo unitario até cruzd-lo. No cruzamento, ocorre a bifurcacao de
Neimark-Sacker. Valores diferentes de A ndo modificam essencialmente a forma do root
locus nem o ponto onde ocorre a bifurcagdo, mas deslocam a curva dos autovalores. Em
outras palavras, para o mesmo valor de «, valores maiores de A colocam os autovalores mais

préximos do circulo unitério.

4.8.2 Dinamica do preco e retrato de fase

O efeito do surgimento da bifurcacio € alterar o comportamento do sistema na estabilidade.
Antes da bifurcag@o, o ponto (p*,0*) é estdvel, e as trajetérias iniciadas na sua vizinhanga
convergem para esse ponto. Apds a bifurcagcdo, surge uma Orbita estdvel para onde con-
vergem as trajetdrias iniciadas na sua vizinhanca, incluindo aquelas iniciadas no interior do
ciclo. Para ilustrar esse comportamento, simulamos o sistema com parametros que nos dao
autovalores fora do circulo unitdrio. Os parametros gerais usados nesta simulacdo sao aque-

les da Tabela 4.3. Entdo, fixamos o = 0,4 e calculamos numericamente o valor A que nos
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da || =1, i = 1,2. Note que este valor tem que ser obtido numericamente da solug¢do da
equacao
A+==1,

comA =a«a+ %AHLVQ/J (6%) funcdo de A e = = —p*§*g’ (p*) b’ (6*) também funcado de A,

pois p* é fungdo de \. Para os pardmetros usados, o valor de A que nos dé |y;| = 1 é
)\bifurc — 1’ 26.

A Figura 4.8.2 mostra o pre¢o para diversos valores de A:

e para A < \Pr¢ o gistema converge para o ponto de equilibrio;

» quando ) se aproxima de AP, essa convergéncia ao ponto de equilibrio vai ficando

mais lenta;

 quando A = AP surge um ciclo-limite, e a resposta do sistema se torna oscilatéria

estavel em torno do ponto de equilibrio, sem contudo convergir a ele;

e para A > AP quanto maior for A\, maior é amplitude das oscilacdes estdveis no

equilibrio.

A Figura 4.8.3 compara o retrato de fase do sistema quando A < \Pifure, N — )\bifurc ¢
A > APifure - Observe que, apés o surgimento da bifurcacdo, valores maiores de A produzem

Orbitas maiores (que correspondem as amplitudes maiores observadas na Figura 4.8.2).

Finalmente, a Figura 4.8.4 ilustra como o sistema € atraido para a 6rbita estavel apds o
surgimento da bifurcagdo, mesmo quando o sistema € iniciado num ponto no interior da
6rbita. O ponto (p*,6*) = (115,15, 1,0482) estd marcado no grifico com um X, e os

pontos iniciais das trajetdrias estdo marcados com um e.
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Figura 4.8.2: Dinamica do preco quando ocorre a bifurcacio.
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Figura 4.8.3: Retrato de fase quando ocorre a bifurcacao.
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Figura 4.8.4: Orbita estdvel com v = 0,4 e A = 1, 3.
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho, construimos um modelo baseado em agentes para a formag¢ao de precos no
mercado imobilidrio. Diferentemente dos modelos de regressdao, em que se supde uma dina-
mica conhecida para o preco e buscam-se fatores que possam ‘“‘explicar” o comportamento
observado da série de dados, nos modelos baseados em agentes o sistema € construido de
baixo para cima, usando as caracteristicas idiossincraticas dos agentes para obter o compor-

tamento agregado do sistema.

No modelo deste trabalho, os agentes vendedores anunciam seus imdveis segundo a sua
pressa, e sdo influenciados pelo preco e pela demanda no instante anterior. Ja os agentes
compradores tentam obter 0s recursos para entrar no mercado sujeitos as restricdes impos-
tas pelas regras de financiamento imobilidrio, notadamente aquelas aplicdveis aos financia-
mentos no ambito do SFH. Os compradores t€ém um preco de reserva comum que também
depende do preco no instante anterior. Assim, a demanda por iméveis € influenciada pelas
regras vigentes de financiamento, j4 que regras mais duras resultardo em menos compradores
no mercado. J4 as transacdes sdo fechadas pelo preco anunciado pelo vendedor, e ndo pelo
preco de reserva do comprador (que € o mesmo para todos os agentes compradores). O preco

de mercado € entdo apurado como sendo a média das transagdes ocorridas em cada instante.

Mostramos que o modelo assim construido resulta em um processo markoviano que con-
verge para um sistema dindmico ndo-linear de segunda ordem quando o nimero de agentes
¢ grande. Essa convergéncia nos possibilitou obter as caracteristicas da sua dinAmica em
funcdo dos parametros utilizados. Encontramos as condi¢des sob as quais existe um preco
de equilibrio ndo trivial (i.e. diferente de zero) e obtivemos as caracteristicas da dinamica do
sistema em funcdo dos seus parametros. Quando o preco de equilibrio ndo trivial € estavel,
os seus autovalores sdo complexos conjugados, o que leva a uma dindmica subamortecida:
durante a convergéncia, a resposta do sistema € oscilatéria, de forma que o preco passa do

valor de equilibrio (para cima ou para baixo) até que ocorra a convergéncia. Além disso,
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encontramos uma bifurcacao de Neimark-Sacker: quando o valor de alguns parametros au-
menta, surge uma Orbita estdvel em torno do ponto de equilibrio, que atrai as trajetérias na
sua vizinhanca. Nesta situacdo, no equilibrio o preco nio converge para um valor fixo, mas

oscila entre um valor maximo e um minimo.

Pela sua constru¢do, o modelo consegue reproduzir a dinamica que € esperada dos precos
quando ocorrem mudangas nas regras de financiamento: regras mais flexiveis resultam em
aumento de pregos, enquanto regras mais duras resultam em diminui¢do. Portanto, ele pode
ser utilizado para prever o comportamento dos precos quando da mudanca de tais regras. E
possivel calcular ndo s6 o preco de equilibrio para o qual o sistema convergird, mas também
a trajetéria que o preco seguird até que ocorra a convergéncia, que pode nao ser monotdnica.
Para isso, porém, serd necessdrio fazer a estimac¢ao do modelo. Tanto a distribuic@o de renda
e riqueza dos agentes (compradores) como a distribui¢do dos antncios (dos vendedores) po-
dem ser medidas. O pardmetro de prego de reserva dos compradores e a fung¢do de demanda
relativa nao podem ser medidos diretamente, mas foi observado no modelo que estas varia-
veis estdo associadas, em conjunto, a definicdo do ponto de equilibrio do sistema, que pode
também ser medido. Embora tenha uma interpretacdo real, a funcdo de demanda relativa
emerge do modelo apenas como uma varidvel interna que dd ao sistema a sua dinamica de

ordem 2.

Em relacdo aos agentes compradores, o modelo utilizou a Hipétese 2, que define que os
compradores s6 poderdo entrar no mercado se conseguirem recursos suficientes para cobrir
o seu preco de reserva. Ou, em outras palavras, os compradores que conseguem apenas
recursos em valor menor que o seu preco de reserva sdo excluidos do mercado. Contudo,
sabemos que, na realidade, os individuos que conseguem recursos em valor menor que o
preco de reserva entram no mercado mesmo assim, com possibilidade de adquirir apenas
imoéveis mais baratos. Assim, de fato os vendedores que anunciam por valores menores t€ém
probabilidade maior de realizarem as transagdes do que outros vendedores que anunciam por
valores maiores. H4 que se verificar, portanto, o efeito que a exclusdo desses compradores

tem no modelo considerando a distribuicdo real de renda e riqueza dos agentes.
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Apéndice A

Poupanca

A.1 Taxa de remuneracao

A poupanga teve a sua remuneragdo fixada em 6% a.a. em 1861 pelo decreto de Dom Pedro II
que criou a CEF. Até 2012, a taxa de remuneracdo dos depésitos da poupanga permaneceu
em 0, 5% a.m. + TR, com rendimentos isentos de imposto de renda. A taxa referencial (TR)
¢ um indexador da poupanga definido na Lei 8.177/91 [41], que fica préximo ou € igual a
zero (ver Figura A.1.1). Ao longo dos anos 1990 e 2000, a taxa de juros livre de risco no
Brasil foi muito mais alta que a taxa de remuneracdo da poupanca (ver Figura A.1.1), de
forma que este investimento era utilizado apenas por pequenos aplicadores. Até que, em
2012, a taxa livre de risco caiu a patamares historicos muito baixos, € a taxa de remuneragdo
da poupanca, sobre a qual ndo incide imposto de renda, tornou-se atraente também para
investidores maiores, como fundos investimento. Para evitar que a divida pudblica migrasse
para a poupanga, criando distor¢des no mercado, em 2012 foi publicada a Lei 12.703, que
alterou o art. 12, II da Lei 8.177/91, definindo uma nova a regra de remuneracao mensal dos

depdsitos de poupanca:

0,5% + TR, se taxa Selic > 8,5% a.a.

70% taxa Selic + TR, caso contrario.

Com essa alteragdo, conseguiu-se evitar que a poupancga se tornasse uma opg¢ao atraente
para grandes investidores mesmo quando a taxa Selic ficasse em valores baixos, mantendo o

beneficio de isenc¢do de imposto de renda sobre os rendimentos da poupanga.
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Figura A.1.1: Taxa Selic, TR e remuneragdo da poupanga.

A.2 Encaixe compulsério e direcionamento obrigatorio

Os depdsitos, tanto a vista quanto a prazo, estdo sujeitos a encaixe compulsorio no BCB, ou
seja, a cada real captado pela IF, alguns centavos devem ser recolhidos ao BCB e ndo podem
ser usados para realizar operacdes. O encaixe compulsério é o mecanismo que permite ao
BCB determinar qual serd o multiplicador bancdrio na economia e €, portanto, um importante
instrumento de politica monetéria. Cada tipo de depdsito tem regras especificas de encaixe
compulsdrio, e essas regras sao modificadas constantemente para acomodar os objetivos de

politica monetéria definidos pelo governo.

No caso da poupanca, em agosto de 2015, o art. 1° do regulamento anexo a Resolucdo
CMN 3.932/10 define que 24, 5% dos recursos captados devem ser recolhidos em encaixe
compulsorio ao BCB. Esse encaixe é remunerado a taxa definida no art. 7° da Circular BCB
3.093/02 [42]:

0,617% + TR, se taxa Selic > 8,5% a.a.

70% taxa Selic + TR, caso contrario.

Note que, quando a taxa Selic estd acima de 8, 5% a.a., essa remuneragdo é um pouco maior

que a taxa de captacdo, de 0,5% + TR.

Além desse encaixe, a resolugdo determina um encaixe adicional de 5, 5% das captagdes, que

€ remunerado a taxa Selic [43], muito maior que o custo da captacdo (em 18 de setembro de
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2015, o custo de captagio da poupanga era de apenas 8, 57% a.a., contra 14, 25% a.a. da taxa
Selic).

Apenas 5% dos recursos captados por poupanga podem ser aplicados livremente pela IF. O
restante, i.e., 65% dos recursos, deve ser aplicado em financiamentos imobilidrios. Desses
65%, no minimo 80% deve ser aplicado em financiamentos no A4mbito do SFH e os 20%

restantes podem ser aplicados em financiamentos imobilidrios a taxas livres.

A Resolugao CMN 3.932/2010 permite também que o direcionamento obrigatério dos recur-
sos da poupanca seja cumprido com outros tipos de ativos além dos financiamentos imo-
bilidrios. Os ativos que sdo considerados equivalentes aos financiamentos imobilidrios no
ambito do SFH para fins de cumprimento da exigibilidade de direcionamento obrigatério da
poupanca estdo listados no art. 2° do Regulamento Anexo a Resolu¢do CMN 3.932/2010, e os
ativos que sao considerados equivalentes aos financiamentos imobilidrios a taxas livres para
fins de cumprimento da exigibilidade estdo listados no art. 3°. A principal dessas equivalén-
cias sao os depositos interfinanceiros imobilidrios, cujo objetivo é permitir que institui¢des
que optem por nao realizar operacdes de financiamento imobilidrio disponibilizem os recur-

sos para que a CEF (ou outra IF integrante do SBPE interessada) possa realizar as operacoes.

Finalmente, em 2015, os recursos da poupanga disponiveis no sistema financeiro para re-
alizar operagdes de financiamento imobilidrio tornaram-se escassos, por diversos motivos
que nao serdo discutidos aqui. Para aumentar um pouco a disponibilidade de recursos dis-
poniveis para o financiamento imobilidrio, a Circular BCB 3.757/2015 permitiu utilizar até
18% do encaixe compulsério de 24, 5% dos depdsitos de poupanga em novas operagdes de

financiamento imobiliario no Ambito do SFH.
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Apéndice B

Demonstracoes

B.1 Demonstracao do Fato 13

Para obter essa expressio, basta notar que
P, 1 (ng>n) =P, (min {NgA),NgB)} > n)
—P, (N§A> >n, NP > n> . (B.1.1)

Como, pela Hipétese 4, as varidveis [N §A> e N ,EB) sdo condicionalmente independentes dado

o passado, entdo (B.1.1) se reduz a
]P)t,1 (nt > n) = Pt,1 (NEA) > n) Pt,1 (NEB) > n) .
Entao,

P,y (nt < n) =1-P (nt > n)
_1-P,, (N§A> > n) P, , (N§B> > n)
:]P)t,1 (NgA) S n) + Pt,1 (NgB) S n) - ]P)t,1 (NgA) S n) ]P)t,1 (NgB) S n) .
(B.1.2)
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Finalmente, calculamos P, _; (n, =n) =P, (n; <n)—P;_; (n; <n — 1) usando (B.1.2)

para obter, apds alguma dlgebra,

B.2 Demonstracao da Proposicao 15

Para calcular a distribuicdo expressa em (2.5.3), observamos que hé duas possibilidades para

o numerador:

1. 2> bP, — (AS‘) < p) N (Af’ < bPH) =AY <P,
Neste caso, temos

P, (Tt < x) - - —1.
Py (Atl < th—l)

2. < bOP;y 4 = (Aii) < p) N (Af) < th—1) = Af’ <uz:

Neste caso, usando (2.3.2), temos

Py (A(i) < :E)

]P)t,1 (Tgk) S .’L‘) =
Py (A 0Py

o v (Pt 1A 1) \I]( P fAt 1)
o bPy_y b
v (Pt 1A¢— 1) v (At 1)

Assim, obtemos a seguinte distribui¢do condicional de T,Ek):

) 1, T > th_l
P, (T F < :L’) = g = )
¢ ¢ (Pt—lAt—l> x < thfl

\I/(Atb—1> ’
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B.3 Demonstracao do Lema 18

Primeiro, vamos calcular p; = E[logA; | P;_1,/A;1]. Lembrando que log A; é dado

por (3.2.1), temos que

=E |alog A/
Lt {aog t1+V—|—C’

(N =NV | P, AH]
=alog Ay 1+

+

o i = (B[N Py ac | B[N | Py acl). (B3.1)

Substituindo (2.2.11) e (2.3.3) em (B.3.1), temos

A b
e = alog A1 + Vo (Cgt1 - Vv (Atl)) ) (B.3.2)

Finalmente, substituindo (3.2.2) em (B.3.2), temos

1 v b
=alogA,_ —q — 4 )
pe = alog t1+)\<1+ygt1 1+0 (Atl))

Agora, vamos calcular o7 := Var (log A; | Py_1, As_1):

o2 = Var (a log A + (Nl(eB) - NgA)> | Pt—laAt—l)

V+C

2
(m) Var (N,§B> ~NW | Pt_l,At_l) (B.3.3)

) (B)

Lembramos que as varidveis IN iB) e N 1(5’4 nao sdo independentes mas, pela Hipotese 4, IV,
e N EA) sao condicionalmente independentes dado o passado. Usando este fato em (B.3.3),

temos

0% = (Vic)z [Var (N§B> | Pt_l,At_1> + Var (N§A> | Pt_l,At_l)} . (B34

Substituindo (2.2.12) e (2.3.4) em (B.3.4), temos

2
: A
t

e 2 fomama v () (v ()] @as
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E, finalmente, substituindo (3.2.2) em (B.3.5), temos

A2 1 y b b
2 — (1 =g, ] 1—-U
I vanel kv Ul S ey <At_1)< (AH))]

B.4 Demonstracao do Lema 20

Usando a propriedade basica da esperanga condicional' [44], temos

E, 1 [P] = Ei{EB.[P:|n]}

= ZEt_l[Pt|'n/t:n]]P>(nt:n)
n=0

[e’) 1 ne
- S [ o]
n=0 t =1

= ZEt_l |:Tl(5k):| P ('n,t = TL)
n=0

B.5 Demonstracao do Teorema 21

Vamos usar o resultado que relaciona a esperanca de uma varidvel aleatéria ndo negativa
com a sua distribui¢io acumulada® [44]. Da Proposi¢io 15, sabemos que a distribuigdo de
T | P,_y, A, é dada por

1, xr > th,1

P(T(k)gx P,,A—>: 7] N .
) | Pro1, Ay M, x < bP;_4

(s5)

'E{E[X | Y]} =E[X].
2“Se X [uma VA] tomar somente valores ndo negativos, ou seja, X (w) > 0Vw € €, entdo Fx (z) = 0
paraxz < 0Oe

E(X):/OOO - Fy (x)]dx:/ooo]P’(X > 2)da.”
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Lembrando que, pelo Lema 20, E; | [P;] = E; [Tgk)] , temos que

bP; 1\ (#>
E, 1 [P)] = / 1_Pt‘—1At‘1 dr
0

¥ ()

bP L /bPH v ( v ) d (B.5.1)
= ] -_— xZ. D
- \1;( b ) 0 P, A,

A

Fazendo a substitui¢do de varidvel Pf_l = ¢ em (B.5.1), temos
1 b 3
Ea[P) = bPy———— | U P, yde
JERTANCE

b
- b‘ﬁlb)/o v(am)®

t—1

B.6 Demonstracao do Lema 22

Usando a propriedade basica da variancia condicional® [44], temos

Vart,l (Pt) = Et,1 [Vart,l (Pt ‘ nt)] + Val't,1 (Et,1 [Pt | nt])
= Et—l [Vart_l (Pt | 'n,t)] + Vart_l (Et—l [Tik)i|> . (B61)

Como E;_; [Tﬁk)} € uma constante (dado o passado), entdo Var; (Et,l [T’Ek)]) = 0. En-

tao, resta-nos calcular

1 &
Var,_y (Py | m;) = Var,_; (; ZTgk) | nt)
b =1

1 LA
— n_%\/arH <Z T | nt> . (B.6.2)

k=1

sz s e k ~ ..
Mas, pela Hipdtese 4, sabemos que as varidveis Tg k= 1,...,mn; sdo condicionalmente

independentes dado o passado. Portanto, a equacdo (B.6.2) se reduz a

1
Vart_l (Pt | nt) = Pntvart_l (Tgk) | nt>

t

1
— Var, (Tﬁ’“) . (B.6.3)
ny;

3Var (Y) = E[Var (Y | X)] + Var (E[Y | X]).
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Substituindo (B.6.3) em (B.6.1), temos

1
Vart,1 (Pt) = Et,1 |:—Val't1 (Tgk)>:|

ny

1
= Var,_; (Tgk)) E;_; [—} .
n;

B.7 Demonstracao do Lema 23

1 .
Vamos mostrar que E {— tende a zero quando o nimero de agentes aumenta, ou seja, que
ny

1
lim Et,1 |:—:| = 0,
n

n—oo

comn =V + C o nimero de agentes.

Para isso, vamos usar dois resultados apresentados em [45]:

Teorema. Seja X uma varidvel aleatoria com suporte em N. Entdo X + € > 0 quase

certamente para todo ¢ > 0. Defina a transformada

Gx (2) =E[z""'],0<z< 1.

Entdo

e[ [orere

Corolario. Seja X ~ Binomial (n,p). Entdo

1 1 n+1
E{X+J ~ o LT

Vamos agora calcular a transformada de n; | P;_1, Ay_1:

min{V,C}

Gu(z)= Y B (ny =)

=0
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Usando o Fato 13, temos

min{V,C} min{V,C}
Gu(t)= D 2Py (NgA) = x) D i (NgB) _ x)
=0 =0
min{V,C}
— Y e [Pt_l (N§A> _ x) P, , <N§B> < a;> +P,_, (N§B> _ x) P, , (Nﬁ"‘) <z-— 1)] .
=0

Sem perda de generalidade, vamos considerar o caso V' < (. Entdo, a transformada de

n; | Py_1, A1 é dada por
Gn (2) = Gy (2) + Gy (2) = h(2), 2 €[0,1]

onde
\%

Gy (2) = Zz““lﬂ”t,l (N,gB) = :c) < Gnw (2), Vz €0,1]

=0
h(z)>0,Vze€][0,1].

Logo, encontramos um limitante para o valor de G, (z), para todo z € [0, 1], e também para

a sua integral neste intervalo:

Gn (2) < Gnwy (2) + Gy (2), V2 € [0, 1]
= / Gn(2)dz < / Gy (2 dZ—i—/ Gy (2

Usando o teorema de [45], que relaciona a esperanga da reciproca com a integral da sua

transformada, temos que

(B.7.1)

1 1
E1[ :|§E1 —— | Tt B | —5—
Tt T T NI b1 T NP

Ainda, os Fatos 5 e 11 nos mostram que N( | Pi1,Ap 1 e N | P, , A, sdo
binomiais com parametros (V L ( ~ )) (C,g—1). Usando o coroldrio de [45], temos

que
1 1 b V+1
Ny +1 W(&)(V+1) t—1
c
1 1 C+1
E, _ [1— 1— g }
U N® 1| T aa el Te
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Assim, temos que

= 0. (B.7.2)

m} > 0. Como vale a desigualdade (B.7.1), e os

limites superiores sdo dados por (B.7.2), aplicamos o Teorema do Confronto para obter

Como n; > 0 quase certamente, E; [ L

1
lim E,_ = 0.
ey |

B.8 Demonstracao da Proposicao 26

Vamos mostrar que existe um 5 tal que, para todo § < 5, by (0) < 1. Para isso, basta

mostrar que
limh\lj’b (5) = 0,

6—0
pois, pela defini¢do de limite, isso significa que, Ve > 0, 367 > 0 tal que § < 67 =

hep (6) < €; e tomando € = 1, a desigualdade ¢ satisfeita.

Vamos entdo calcular (lsir%hq,,b (0). Lembramos que hy 4 (&) é dado por (3.2.5):
_)

b (6) zb—ﬁ/obxp (%) d€.

Fazendo a substituicdo y = £/§ na integral acima, temos

5 b/s
s (6) = b — W/ W (y) dy.

Considere agora a fungéo

oo (1) = vy [ vy

Vamos definir

fz) = @1@ /Ox\I' (v) dy (B.8.1)



de forma que

Bup (g) =b[l— f(z)]. (B.8.2)

Vamos agora calcular lim f (x):
T—00

Usando a regra de L’Hopital e o Teorema Fundamental do Célculo, temos

1 T
S fz) = lm T /0 ¥ (y)dy
L U ()
= T ) (B.8.3)

Como V ¢ funcdo de densidade acumulada, lim ¥ (z) = 1. Além disso, ¢ (x) é fungdo

T—r00
densidade e, portanto, integravel. Assim, sabemos também que lim z) () = 0. Com
T—00
isso, (B.8.3) se reduz a
lim f (z) = 1.

T—r00
Observe que %irréb%b (0) = lim by (%) Finalmente, usando (B.8.2), temos que
— T—00

b
hmf]\y,b(é) = xh_,IEob‘I’vb <;)

6—0
. [1 - hmf(x)}

T—00
= O’

0 que conclui a prova.

B.9 Demonstracao da Proposicao 27

Vamos mostrar que existe um §(*) tal que, para todo § > §(*), temos by (6) > 1. Para que

isso seja verdade, € suficiente mostrar que
lim b\I/,b (5) =L>1,
d—00

pois, pela defini¢do de limite, isso significa que, Ve > 0, 36 > 0 tal que 6 > 6H) =
hop(6) > L —e;etomandoe = L — 1 > 0, a desigualdade € satisfeita.
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Considere a fun¢ao definida em (B.8.2):

com f (2) = ks 0 (y) dy.

Vamos calcular lim f (z):
z—0

) ) 1 v
tin (@) = lim—s [ W)y

Usando a regra de L’Hopital e o Teorema Fundamental do Célculo, temos

i = lim L ’
limf(z) — 1 | vwa

z—0 x—)OJj‘\IJ (Jj‘)
lim ¥ (z)
P (@) + 20 (@)
1
= lim———
=0z (x)
14+  (2)
1

. xp(z)’
1+i1ir(l)\ll(x)

Usando a hipétese da proposi¢do, temos que lim v ()
z—0 U (:L')

= ¢. Assim,

) 1
gl:_)rréf(:c) Cl4c

Como lim by, (§) = limby s (£), usando (B.8.2), temos que
d—r00 z—0 z

pses® = s (%)
= o[-l )

(i)
1+c¢

c
= b . B.9.1
1+c¢ ®.5.1
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1
Note que, pela hipétese da proposi¢ao, ¢ > T Mas

1
c>—— S bc—c>1be>14+ce b €
b—1 1+c

> 1,

ou seja, lim by 4 (0) > 1.
§—00

B.10 Demonstracao da Proposicao 31

A condigo (1) da proposi¢do garante a existéncia e um 6 tal que by (6°) = 1 (ver
Corolario 28). Resta-nos, entdo, mostrar que, sob a condi¢do (2), esse gerttico & yinico. Para
fazer isso, vamos calcular a derivada da funco by, () em relagdo a x e verificar em que

condi¢des ela é maior que zero.

Por ser um célculo muito longo, vamos usar o artificio de calcular primeiro a derivada da

)]

funcdo

Temos entao

s (L) == |- @0 @) F @ @)+ 0 ) [ e+ 00 @) ¥ )
[~ @@ ) [Cv©d ]

b
X

L\Ifl(x)z (¥ (@) + 2y () /O‘I’ (€) d¢ — 1] _

Usando a regra da cadeia, podemos agora calcular a derivada de by, (2):

d b dhyy ()
qp e (0) = =5
b? 1

@ e (w1,

w3 |2V (z)?
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Observe que —b% /2% < 0 Vz > 0. Assim,

() > 06— (U (@) + v (@) [ W(Od—1<0

2V (z)? )
= tfww+mwnlwmﬁ<1
@/ ﬁ%ﬁm>
@/ 13111 x(w(z”

V(x)

Portanto, se fogﬁ U (&) de < wm Va > 0, entdo by, (6) € monotdnica crescente para todo
(o).

0 > 0, o que garante a umcldade de geritico

B.11 Demonstracao da Proposicao 34

Para facilitar a notacao, vamos definir o vetor

e o mapa do sistema dinAmico

2, = F (xtfl) ] ’
Fy (%—1)
com
Fi(p,d) = phuy (9) (B.11.1)
’ A v b
Fy (p,d) = 0%exp <H—Vg(p)—)\1+1/\1! (5)) ) (B.11.2)



A matriz jacobiana do sistema é dada por

8F1 8F1
8p 96
) a0 (9) P 0)
B 5aeﬁ(g(p)_”‘1’(§))g'(p) eTro9() (aéa_le_AH%W(%)—i-éae_)‘l*” (#)2 2\ (§)>
bxp,b(5) Ph(p,b(é) (B.113)
= 1 b . (B.11.
R o) 350.0) (0t Do)

Lembrando que o ponto de equilibrio (p*, 6*) é dado por (3.3.10) e (3.3.11), sabemos que

by (57) = 1 (B.11.4)
€ 1 1 b
g(p*) _ ( _CY)>\( +V> 10g5*+7/‘1’ (5*) . (B.11.5)

Vamos entdo calcular F; (p*, §*) substituindo (B.11.4) e (B.11.5) em (B.11.2):

By (p,8%) = (3)° erto (TN et () At (3)

_ (5*)0 e(l—a) log 6*
=0".

A matriz jacobiana calculada em (p*, 6*) se reduz entdo a

J( 5) 1 p*h(I/b(d*)
p*, %) = , 1 b
Fy (p*,0%) g (p*) 5 (p*,0%) <a+ >

b

5* ( ))

B 1 Zb9 h\I/b(é*) (B.11.6)
5g' (p*) a—i‘g 11}/15(5%) . o

Os autovalores de J (p*, §*) s@o a solugdo da seguinte equagdo em ~:
det [vI — J (p*,0%)] =0, (B.11.7)
com [ a matriz identidade.
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Entdo, substituindo (B.11.6) em (B.11.7), a equagdo caracteristica fica

b v b b v b
2 - I TS X v W Ay SN * —
~ fy[a+—5*>\1+yz/1 <—5*)] + [a+5*>\1+yw <5*) p*6*g (p*) by, (67)| =0.

Para simplificar a notacdo e a andlise, vamos definir

b v b
A= — —
“r 5*>\1 +1/w <5*>

E=—p'dg (p7) by, (07).

Na nova notacao, a equagao caracteristica serd
v —Ay+ (A+E) =0,

que € simplesmente uma equacgao de segundo grau em -, e cujas solug¢des sao dadas por

A+ /A2 —4(A+E)

T 5

A /A —4(A+E)
— 5 _

V2

B.12 Demonstracao da Proposicao 35

Na Proposicdo 34, obtivemos os autovalores do sistema, que sao dados por

A+ /AN —4(A+E)
— . ,
A /A —4(A+E)
— 5 :

7

V2

com A = o+ £ (§) e E = —p*o*g (p*) by, (6%).
Note que A > 0 para quaisquer valores dos parimetros, pois ¢ (z) > 0. Como g(-) é
monotonica decrescente em p (pela Hipétese 9), entdo g’ (p*) < 0 qualquer que seja o
ponto de equilibrio. Além disso, sob a condi¢do (2) da Proposi¢dao 31, também sabemos

que by, (6) > 0 para todo 6 > 0. Assim, = > 0 qualquer que seja o ponto de equilibrio.
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Os autovalores serdo reais se, e somente se,

A*—4(A+Z)>0
A2 — 4N — 42 > 0.

Observe agora a Figura B.12.1, que representa a fungdo f (A) = A? — 4A — 4=. Como

A > 0eZ > 0, dado um valor de =, esta fung¢do é maior ou igual a zero se, e somente se,

A>24+2V14+E.
A% —4A — 42
pélos imaginérios
A\ . :
AN _ Polos reais
2-2y/1+2 2+2V/1+E A
Figura B.12.1: Gréfico da fungdo f (A) = A? — 4A — 4=, para = > 0 fixo.
Portanto,
AP—4(A+2) >0 A>2+2V1+E
Entdo, sabemos que
VA2 —4(A+E)eRSA>2+2V1+5Z,
ou seja,
HERSA>242VI+E i =1,2. (B.12.1)

Para mostrar que os autovalores serem reais implica instabilidade, observe que

A>242V1I+E=A>4+6,A% > 16+ e,
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com €y > €; > 0. Assim,

vERSA>24+2V/1+E
= A>446,A2>16+¢

S 4+ /16
- 2

=M = =>4

Como o ponto de equilibrio s6 € estdvel se todos os autovalores tiverem mddulo menor

que 1 [35], quando os autovalores sdo reais o sistema € instavel.

B.13 Demonstracao da Proposicao 36

A Proposic¢ao 35 nos d4 uma condigdo necessaria para que o ponto de equilibrio (p*, §*) seja
estavel: que os autovalores sejam complexos conjugados. Mas sabemos que o sistema sé é

estdvel se os autovalores tiverem médulo menor que 1.

Quando os autovalores sdo complexos conjugados, seu médulo é dado por

A A(ATE) A
1 1
:%\/A2+4A+4E—A2

= VIGTD

=VvA+E.

|%'| =

Portanto, o ponto (p*, 6*) é estdvel apenas quando A + = < 1.
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