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Resumo

A Teia Browniana radial

Introduzimos uma familia de trajetorias aleatdrias coalescentes com certo tipo de comportamento
radial a qual chamaremos de Teia Poissoniana radial discreta. Mostramos que o limite fraco na
escala difusiva desta familia é uma familia de trajetorias aleatorias coalescentes que chamaremos
de Teia Browniana radial. Por fim, caraterizamos o objeto limite como um mapeamento continuo

da Teia Browniana restrita num subconjunto de R2.

Palavras-chave: Teia Browniana, limite de escala, convergéncia fraca.
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Abstract

The Radial Brownian Web

We introduce a family of coalescing random paths with certain kind of radial behavior. We call
them the discrete radial Poisson Web. We show that under diffusive scaling this family converges
in distribution to a family of coalescing random paths which we call radial Brownian Web. Finally,
we characterize the limiting object as a continuous mapping of the Brownian Web restricted to a
subset of R2.

Keywords: Brownian Web, scaling limit, weak convergence.
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Capitulo 1

Introducao

Inicialmente vamos fazer uma descricao informal e simplificada do modelo e dos resultados. No
capitulo 2 fazemos o detalhamento necessério e enunciamos nosso resultado de forma precisa. Con-
sidere n circuferéncias em R? com centro na origem e raios n,n — 1,n — 2, ..., 1 respectivamente.
Sobre cada circunferéncia consideremos um processo de Poisson de taxa 1 independente dos de-
mais. Cada ponto de Poisson de cada circunferéncia se liga linearmente ao ponto mais préximo
da circunferéncia interior seguinte -quando nao houver tal ponto, entao procuramos um ponto na
circunferéncia interior seguinte- e assim sucessivamente até a origem. Nesta forma, obtemos uma
familia de curvas poligonais -que chamaremos momentaneamente de “caminhos”- ligando os pontos
de Poisson a origem. Veja a Figura 1.1 para uma representacao esquematica de uma realizagao do

modelo.

O objetivo deste trabalho a grosso modo é obter o limite de escala para uma subfamilia desta
familia de curvas numa escala difusiva onde a direcao radial cumpre o papel do tempo, e a direcao

angular cumpre o papel do espaco.
A familia de curvas limite esté relacionada com a Teia Browniana por meio de uma transformacao.

A motivacao deste trabalho é a Arvore geradora radial de Bacelli e Bordenave [8]. Aquele modelo é
também uma familia de curvas poligonais conectando pontos de um processo de Poisson no disco de
raio n (mais um ponto na origem), de tal forma que cada ponto P se conecta ao ponto de Poisson
mais proximo no disco aberto com centro na origem e cuja fronteira contém P, sucessivamente até a
origem. Este modelo apresenta dependéncia, em particular falta de Markovianidade das trajetérias,

que dificulta sua analise.

O ponte em comum com nosso modelo é a componente radial. Um segundo objetivo, é entender o

efeito de essa componente em nosso modelo.

A tese esta dividida da seguinte forma. No capitulo 2 fazemos uma breve descrigao da Teia Brow-



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

niana [!] para introduzir um objeto que chamaremos a Teia Browniana restrita (TBR) de uma
forma natural. A TBR resulta sendo uma restricao da Teia Browniana sobre conjuntos da forma
R x [r, s], com —oco < 1 < s < co. No capitulo 3 fazemos uma descrigao formal de nosso modelo, que
chamaremos Teia Poissoniana radial discreta (TPRD), mostramos algumas propriedades impor-
tantes e enunciamos de forma sucinta o teorema principal deste trabalho. No capitulo 4 estudamos
familias de trajetérias, que chamaremos de “aproximacoes” a nosso modelo, que ajudam a enten-
der o efeito da componente radial assim como também a encontrar o limite fraco na escala difusiva
da TPRD. Finalmente, no capitulo 4 desenvolvemos todas as ferramentas para provar o teorema
principal assim como a prova mesma do teorema, isto é, a convergéncia fraca na escala difusiva da

TPRD a um mapeamento continuo da TBR.

Figura 1.1: Descricao



Capitulo 2

A Tela Browniana restrita

Como anticipamos na introdugao, a Teia Browniana tem um papel muito importante neste trabalho.
Definiremos um objeto chamado Teia Browniana restrita, que pode se pensar como uma restrigao

da Teia Browniana em conjuntos da forma R X [r,s] com —oo <7 < s < o0.

A continuagao faremos uma breve descricao da Teia Browniana, para logo introducir a Teia Brow-

niana restrita de forma mais natural.

2.1 Caracterizagao e convergéncia a Teia Browniana

Seja (@2, p) a compactificacio de R? pela métrica p dada por

tanh(z;)  tanh(zo)
1+ |ty 1+ |t

P ((:L’l, tl) , (l‘g, tg)) = V \tanh(tl) — tanh(tg)]. (2.1)

R pode ser pensado como a imagem de [—00, 0] X [—00, 00| pela fungao

tanh
(1.1) ~ (®(z, ), 0(1) = (2@ ) (2.2)
1+ |t
Para ty € [—o0, 00| seja C[ty] o conjunto das fungoes f de [tg, 00] a [—o0, 00] tais que ®(f(t),t) é
continua. Com isso, definimos
II = Utoe[—oo,oo}c[t()] X {to}, (2.3)

sendo que (f,%p) € II representa um caminho em R’ comecando em (f(to),t0). Para (f,t0) € 11,
denotamos por f a funcao que estende f a todo [—00, 00| definindo f(t) = f(to) para t < ty. Assim,

definimos
d((f1,t1), (f2,12)) = Sup R(f1(t),t) — D(f2(t), 8)| V [T (t1) — (ta)]. (2.4)

Nestas condigoes, (II,d) é um espago métrico completo separavel.
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Seja agora H o conjunto dos subconjuntos compactos de (II,d), com dy; a métrica de Hausdorff

induzida, i.e.,
dy (K1, K3) = sup inf d(g1,92)V sup inf d(g1,92)- (2.5)
g1eK; 92€K2 ge Ko 91€K1

Temos entao que (H, dy) é também um espago métrico completo separdvel.
Seja Fy a o-algebra associada a métrica dy.

Teorema 2.1.1 Eriste uma varidvel aleatéria W com valores em (H,Fy) cuja distribuicdo estd

univocamente determinada pelas trés propriedades a sequir:

1. Para qualquer ponto deterministico (x,t) € R? existe, quase certamente, um tinico caminho

We comecando em (x,t).

2. Para qualquer nimero deterministico n e (x1,t1), ..., (Tn, tn) € R? a lei conjunta de Wy, 4, ...,

Wa, t. € a lei de movimentos Brownianos coalescentes (com constante de difusdo unitdria).

3. Para qualquer subconjunto denso enumerdvel D de R?, quase certamente, W € o fecho em
(H, Fy) de {Wy : (x,t) € D}.

Dando continuidade, mostraremos uma forma de construir a teia Browniana. Seja (Q2, F,P) o
espago de probabilidade onde esta definida uma familia independente e identicamente distribuida

(ii.d.) de Movimentos Brownianos. Seja D = {(z;,t;),j > 1} um subconjunto denso de R? e
Wj(t) =Ty + Bj(t - tj),t > tj (26)

um caminho Browniano come¢ando em x; no instante ¢;.

Agora, especificando regras de coalescéncia, construimos caminhos Brownianos coalescentes a partir
da familia de caminhos {W;};>1. Quando dois caminhos se encontram pela primeira vez, coales-
cem em um caminho, que é aquele do movimento Browniano com o menor indice. Os caminhos

coalescentes serao denotados por Wj, j > 1. Formalmente, definimos
Wy = Wi, (2.7)

e para j > 2, tomamos Wj a aplicac@o de [tj,00) em R definida da seguinte forma. Seja

7; = inf{t >t; : W;(t) = W;(t) para algum 1 < i < j}, (2.8)
I, = min{l <i<j:W;(r;) = Wi(rj)} (2.9)

o primeiro instante quando W; encontra algum caminho W; com 7 < j, e a menor etiqueta entre

tais caminhos. Definimos agora



2.1. CARACTERIZACAO E CONVERGENCIA A TEIA BROWNIANA 5

Wj(t) = Wj(t), SetjﬁtﬁTj
= W[j<t), Set>7'j (2.10)

A seguir definimos W(D), o esqueleto da teia Browniana, comecando do conjunto D da seguinte

forma:

Definigao 2.1.1 Seja W(D) o fecho em (I, d) de W(D). W(D) € o objeto ao qual chamaremos

teta Browniana.

A teia Browniana WW(D) possui uma série de propriedades apresentadas na seguinte proposicio.
Proposicao 2.1.1 W(D) possui as sequintes propriedades.

1. Quase certamente é um subconjunto compacto de (11, d)

2. Quase certamente, W(D) = limy,_ Wk(D), sendo que o limite é tomado em H.

3. A distribuicdo de W(D) independe de D e de seu ordenamento.

4. W(D) satisfaz as propriedades 1 € 2 do Teorema 2.1.1; i.e., suas distribui¢oes finito dimen-
stonais correspondem as distribuicoes de movimentos Brownianos coalescentes. Mais ainda,

também satisfaz a propriedade 3 do Teorema 2.1.1.

5. Quase certamente, para todo € > 0 e para todo 0 = (f,tg) € W(D), existe um caminho
0. = (g,th) no esqueleto W(D) tal que g(s) = f(s) para todo s > to + €.

Daremos agora um critério de convergéncia para varidveis definidas em (#H, F3). Tal critério envolve

uma varidvel aleatéria de contagem definida a seguir.

Definigao 2.1.2 Dado ty € R,t > 0,a < b e uma varidvel aleatoria (H,Fy)-valuada, X, seja
Ny (to, t;a,b) o nimero de pontos distintos em R x {tg+t} atingidos por caminhos em x que também

cruzam o segmento [a,b] x {to}.

Teorema 2.1.2 Suponha que Xy, Xs, ... sao varidveis aleatdrias com valores em (H,Fy) com ca-
minhos que nao se cruzam. Se as condicoes a sequir sdo validas, entdo a distribuicao p, de X,

converge a distribuicao iy da teia Browniana standard.

e (I) Para qualquer y1,Yy2,...,Yym € D deterministicos, em que D é um subconjunto (deter-
ministico e arbitrdario) denso e enumerdvel de R?, existem 03", ...,05™ € X, tais que O}, ..., 05"
convergem em distribuicdo a movimentos Brownianos coalescentes (com constante de difusdo

1) comegando em yi,Y2, ..., Ym -
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e (B1) Vt>0,limsup, . Supq t)er2 Hn(nx, (to ta,a +€) > 2) — 0 quando € — 0+;

o (By) Vit>0,ellimsup, SUD(q,10)ck? Hn (N, (to, t;a,a + €) > 3) — 0 quando € — 0+

2.2 Teia Browniana restrita

Sejam 7,5 € R com r < s e A, s = Rx [r, s]. Seja A, s a compatificagio de A, s pela métrica p dada

por:

tanh(z;)  tanh(zg)

— V | tanh(¢1) — tanh(zo)|. 2.1
T T L |V tanh(n) — tanh(is) (2.13)

p((z1,t1), (x2,t2)) =

A, s pode ser pensado como a imagem de [—o0, 00| X [r, s] pela fungao

(2,1) ~ (B(z, 1), V(1)) = <ti‘ﬁf),tanh(t)> : (2.14)

Para tg € [r, s] seja Cy s[to] o conjunto das fungdes f de [to, s] em [—o0, 00| continuas. Definimos

Hr,s = U CT,S[tO] X {tO} (215)

to€r,s]

sendo que (f,t) € II, s representa um caminho em A, ; comegando em (f(to), to) (tal caminho é um
ponto no caso ty = s). Denotamos por f a funcao que estende f a todo [r, s] definindo f(t) = f(to)

para r <t < ty. Assim, definimos

drs((f1,11), (fart2)) = sup sup [®(fi(1),) — D(f2(0), )] V[V (t1) — W(t2)]. (2.16)

r<t<s t

Nestas condicoes, (II, s, d, s) é um espago métrico completo separavel.

Seja agora H,, o conjunto dos subconjuntos compactos de (II, s, d ), com dy, , a métrica de

Hausdorff induzida, i.e.,

dy, (K1, K2) = sup inf d;s(g1,92) V sup inf d,s(g1,92). (2.17)
g1€K1926K2 gQGKQ.gleKI

Temos entdo que (Hr,s,dy,,) é também um espago métrico completo separavel.
Seja Fy, . a o-algebra associada a dyy, .

A continuagdo vamos a usar a Teia Browniana para caraterizar e dar criterios de convergéncia a

Teia Browniana restrita.
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Sejam 7, s € R fixos, com r < s. Seja

HE = {J € H : Existe (f,to) € J com tg € [r,s]}.

Isto é, 7:[;? é o subconjunto de H formado pelas familias de trajetérias compactas que tem pelo
menos uma trajetoria saindo de Am. E claro que é um conjunto fechado de H, portanto, 7:[;? é um

espaco métrico completo separavél.

Consideremos o seguinte mapeamento T de H; em H, ,

T(K) = {(f,to) € K restrita ao conjunto A, s : to € [r, s} (2.18)

Isto é, T(K) é o conjunto de trajetérias de K que comegam em pontos de flr,s restritas ao conjunto
Ay

Se K € H?, consideremos o conjunto K’ = {(f,t9) € K : to € [r, s]}, segui que K’ é um subconjunto
fechado de K e portanto é um subconjunto compacto de trajetorias. Logo, é ficil ver que o conjunto
formado pelas trajetérias de K’ restritas ao conjunto A, é compacto, isto é, T(K) = T(K') é

compacto. Portanto ¥ esta bem definida.

A continuidade de T segue também naturalmente, pois se (K,)2°; é uma sequéncia em 7:[ﬁ tal que

K, — K, entao claramente T(K,) — T(K).

Teorema 2.2.1 Eziste uma variavél aleatéria W, s com valores em (Hrs, SH..) cuja distribuigdo

estd univocamente determinada pelas trés propriedades a sequir:

1. Para qualquer ponto deterministico (x,t) € A, s existe, quase certamente, um tunico caminho

Wyt comecando em (z,t).

2. Para qualquer nimero deterministicon e (x1,t1), ..., (Tn, tn) € Ay s a lei conjunta de Wy, 4., ..., Wy

Tlvtn

¢ a lei de movimentos Brownianos coalescentes (com constante de difusao unitdria).

3. Para qualquer subconjunto denso enumerdvel D de A, s, quase certamente, Wr,s é o fecho em
(Hrs, 8n,.,) de {Wqy @ (x,t) € D},

Prova: Do Teorema 2.1.1 temos que W &€ 7:[7? quase certamente, o resultado segue da continuidade
de ¥ e o Teorema 2.1.1. ]

Observagao 2.2.1 Caso (z,t) = (z,s), entao Wy s pode se pensar como um movimento Browniano

comegando em (x,s) e finalizando em (x,s) (um ponto).
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A varidvel aleatéria V_Vm serd chamada de Teia Browniana restrita.
O teorema a seguir fornece critérios para verificar a convergéncia para a Teia Browniana restrita.

Dado tg € [r,s], t > 0, a < b e M uma varidvel aleatéria assumindo valores em (H; s, S, )
seja nam(to, t; a,b) varidvel aleatdria que assume valores em {0, 1,2, ...} representando o nimero de
pontos distintos em R x {tp+t} que s@o alcangados por caminhos de M que também tocam pontos

em [a,b] X {to}, definimos naq(to,t;a,b) =0 se tg +t > s.

Teorema 2.2.2 Suponha que X1, Xa, ... sdo varidveis aleatorias com valores em (Hr s, §n, ) com
caminhos que nao se cruzam. Se as condigcoes a sequir sao vdlidas, entdo a distribuicdo p, de X,

converge a distribui¢ao pyy, . da teia Browniana restrita.

e (I) Para qualquer yi1,y2,....Yym € D deterministicos, em que D é um subconjunto (deter-
ministico e arbitrdrio) denso e enumerdvel de A, s, existem 03, ..., 00" € X, tais que 603, ..., 00"
convergem em distribuicdo a movimentos Brownianos coalescentes (com constante de difusao

1) comegando em y1,Y2, ..., Ym.-
e (B1) Vt>0,limsup, . SUuP(q 1)eA, , Hn(nx, (to;t;a,a+€) > 2) = 0 quando € — 0+;

e (B2) Vt>0,etlimsup, SUDP(q,t0)eA,., P (N, (to; t;a,a +€) > 3) — 0 quando € — 0+

Ideia da prova: O fato dos caminhos nao se cruzarem, somado a condicao (I) garantem que
a sequéncia (X)), ¢é justa. As condigbes (B;) e (I) garantem que todo limite subsequéncial
X de {A,} (com distribui¢ao py), e para qualquer ponto deterministico (z,t) € A, s, existe px
quase certamente ao menos um caminho comegando de (z,t) (que é um ponto no caso (z,t) =
(z,s)). Também que a distribuigdo dos caminhos comecando desde subconjuntos finitos de D
sao movimentos Brownianos coalescentes (alguns caminhos podem ser simplesmente pontos). Isto
mostra que X contem ao menos os caminhos da Brownian Web restrita VVT, s

As condigoes (B1) e (Bz) juntas implicam que E[nx(to,;a,b)] < E[nys(to,t;a,b)] = 1+ % para
todo to € [r, s],t > 0,a,b € R, o qual pelo Teorema 4.6 em [!] implica que X ndo contem caminhos

extras aqueles de V_Vm. ]



Capitulo 3

Teia Poissoniana radial discreta

3.1 Descricao detalhada do modelo

Para obter o resultado de convergéncia fraca da familia de curvas de nosso modelo é conveniente
realiza-las num espaco apropriado, em que a familia limite também esteja contida. Por isto, intro-
duziremos algumas restri¢oes a definicao anterior. A primeira se refere ao fato que na escala difusiva
que consideraremos, faz sentido incluir apenas caminhos poligonais iniciando numa regiao angular
de ordem +/n, levando em conta a regiao radial de ordem n. Nossa familia entao serdao aqueles
caminhos poligonais iniciando em pontos de Poisson de um retangulo de lado maior de ordem n, ao
longo da diregao radial e lado menor de ordem /n (de fato um pouco mais do que isto) excluindo
a origem. Uma segunda restricao é que é desejavel que tais caminhos sejam trajetorias -isto é,
que sejam estritamente monotonas na regiao radial- o que nos fard modificar um pouco a definicao
de caminhos, restringido-os a regiao retangular mencionada acima. Esta segunda restricao nao in-
troduz uma modificagdo importante na medida em que os caminhos originais iniciando em pontos
do retangulo sao trajetdérias simultaneamente com alta probabilidade. Chamaremos a familia de

curvas desta definicdo mais precisa de Teia Poissoniana radial discreta (TPRD).
Vamos as definiges. Sejam o € (0,1) e 6 € (1/4,1/3) fixos. Seja z = (z,y) € R? — {(0,0)}.

Definimos ., como sendo igual ao angulo entre os vetores z e —j = (0,—1) e seja 0, = sgn(x)0,.

Para n € N considere os conjuntos

B, = BX* .= {z € R x [-n,—na] : ‘éz‘ < n6/271/2/2} (3.1)

Ay = AX = {z €R x [-n,—na] : ‘éz‘ < n5_1/2/2} . (3.2)
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onde A,, é o retdngulo que mencionamos acima.

Observacao 3.1.1 O fato de ter 6 € (0,1/3) implica que com alta probabilidade, nossa familia
de curvas poligonais sao trajetorias e o fato de ter § > 1/4 e a € (0,1) implica que com alta

probabilidade, a familia de curvas estd contida no intA,, como mostraremos posteriormente.

Para n € N, sejam k, = [n(1 —a)] e A} = [-5(n — k), 5(n — k)] para k = 0,1,...,k,. Seja
Tt AR = flz, a seguinte fungao bijetiva (flz = Jin(A})),

Jem(r) = (n— k) <sin (n i k) ,— cos (n i k)) . 0<k<ky+1. (3.3)

Observagao 3.1.2 Ser,s € A} entdao os pontos Jy (1), Jpn(s) € fl}g sao tais que o comprimento
do arco de circunferéncia em A7 determinado por eles € igual ao comprimento do intervalo de-
terminado por r,s (ver Figura 3.1). Isto € consequéncia do seguinte, HNJM(T,) = ﬁ,é]kn(s) =
—2, com a norma euclideana || Jyn(r)|| = [[Jen(s)|| = n — k e lembrando que dngulo x raio =

comprimento do arco, temos que o comprimento do arco determinado por Ji (1), Jkn($),

(n— k) x (nik—nik>':|r—s\.

Seja (P])]O‘;0 uma sequéncia de processos de Poisson independentes de taxa 1 em R. Seja P’ =
P, N Ay, o conjunto de pontos do processo Py sobre Ay, k =0,1,....,k, + 1 e seja pro= Jen(PL),

isto é, os pontos que o processo P, induz sobre flz pela funcao Ji,, k=0,1,..., k,.

Dizemos que 15,:‘ é um processo de Poisson de taxa 1 em flz no sentido da funcao Jy, sobre P
Sejam

up (+) = (n—k) (sin <n5_1/2) , — COS <n5_1/2)> e up(—)=(n—k) (sin (—n6_1/2> , — COS (n5_1/2>>

(3.4)
para k=0,1,....k, + 1.

Definigdo 3.1.1 Seja || - | a métrica euclideana em R?. Para z; € A} N A, sejam

2k(+) == arg ming g llzi — 2|, (3.5)



3.1. DESCRICAO DETALHADA DO MODELO 11

O
[ @ 0 % —o - n-k
Zn-k) e G
Jk.n(s)
JealD (0
Figura 3.1: JJ!
v(zx) == arg minée{uhl(—k),ual(—)}sz -z, (3.6)
B(zg) := arg minéeﬁ,&l”zk —Z|| se existir ou  B(zx) = v(zk) caso contrdrio (3.7)
e

Gr: AP x AP [0,7(n — k)] onde Gp(zt,22) = |J,;71L(z,i) - J,;i(z,%ﬂ (3.8)

para k =0,1,...,k,. (Ver Figura 3.2). Note que pela observagio 3.1.2 Gi(z},23) é simplesmente o

comprimento do arco de circunferéncia determinado pelos pontos z,ﬁ, z,z em Aj.

Note que P {arg min; s, |z — Z|| = Py(zk)} = 0, isto é, a probabilidade que um ponto de Poisson
k+1

esteja sobre a fronteira de A, é 0.

Seja k € (0,1/2 — §) fixo. Dado z € P,? N By, com 0 < k < k, definimos 8%(zx) = 2z e
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Figura 3.2: Pontos especiais

/B](Zk) = /B(/Bj_l(zk)) para‘j = 1727 sy kn —k _] Seja’

J(zx) = max{j : B (z) € An NPy A Grgi (B (z) (+), B (21)) < 0"}

se tal 7 € N existir, caso contrario J(zx) = 0.

Informalmente, J(zx) nos diz até qual circunférencia acontecem os eventos “bons”, isto é, nao temos
saltos muito “longos” e continuamos interpolando no int.A,,. Depois de J(zj) vamos ligar o ultimo

ponto a fronteira de A,, de um jeito adequado como veremos agora.

Seja £ a trajetoria obtida por interpolagao linear dos pontos

{2k, B (21)s s B7C9) (21), (0,00} se J(zg) + k= ky + 1

ou

{Zka Bl(zk)? ey ﬁj(zk)(zk)a’7(5(](%)(216))7 (0, 0)} se J(Zk;) +k<k,+1

restrita ao conjunto R x [—n, —na].

Considere,
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-na

Figura 3.3: Teia Poissoniana radial discreta

&= Ukn {ggk L€ PN Bn} (3.9)

o conjunto de todas as trajetorias coalescentes que saem desde B, restritas ao conjunto R x

[-n, —na]. Ver Figura 3.3

3.2 Propriedades da Teia Poissoniana Radial Discreta.

Apresentaremos as propriedades do conjunto de trajetorias aleatérias €™ e além disso vamos mostrar
porque as modificagoes feitas a TPRD restritas as trajetorias comecando de B, nao sao muito

importantes.
Propriedades de &£
1. PEg" =0 iv] =0,

2. Existe Ny € N deterministico tal que Vn > Ny, {" € H_y, _na, isto é, £ é um conjunto

compacto de trajetérias em R x [—n, —na| para todo n > Ny,
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3. IP’[ sup ‘Jf’fjﬂBn

>n t.v| =0,
0<k<kn

4. Com alta probabilidade, de cada conjunto flz N B, sai pelo menos uma trajetoria.

5. O evento {Ull:io U, eprnB, U;?fkj_l {G;(B7 (2 (+), B77%(2n)) > n“}} nao acontece infi-

nitas vezes e

6. P Uy Usc s, Ut 1B (2) & int Ay} o] =0,

Observagao 3.2.1 As propriedades 5 e 6 de £ nos dizem precisamente que as modificacoes feitas
nao sao muito importantes. Também, que com alta probabilidade, as trajetorias de £ ficam no

interior do conjunto A,.

Prova das propriedades de £".

b
Z]P {15]-” NB, = @]
=0
i
S P [Pj N [=n®27 2 (n — ), 012 (n - §)] = 0
=0
b
S e )
=0
8_2an5/2+1/2

P¢" = 0]

IN

IN

<
Pelo Lema de Borel-Cantelli obtemos P[¢" = i.v] = 0. O
2. H_p —na denota o conjunto de subconjuntos compactos de trajetérias em R x [—n, —na| com a
métrica definida em 2.17.

E claro que § € H_p _pa, portanto ¢ suficiente mostrar que dado " # () todas as trajetérias
aleatérias que pertencem a &" estao formadas por interpolacao linear de pontos cujas segundas

componentes sao estritamente crescentes.
Dado u € R?, denotamos por u(2) a segunda componente de .

Dado " # (), seja &z, € " e suponhamos sem perda de generalidade que k = 0. Temos que &7

(20 € 156"” N B,,) esta formada por interpolacao linear dos pontos
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{20,8'0), s 870 (20), (0,0)} s J(20) = i +1

ou

{20, 8" (20), s BT (20),7 (879 (20) ) , (0,0)} s J(20) < hin +1

restrita ao conjunto R x [—n, —na].

Dado que 37(20)(zy) € intA, entdo (ﬁ‘] (ZO)(Z())) por definicao tem segunda componente estrita-
mente maior que a segunda componente de 57 (ZO)(Z()) € intA,. Assim, para mostrar que £” é uma

trajetéria é suficiente mostrar que dado J(zp) > 0, ocorre que

20(2) < B'(20)(2) < ... < B7E0 7 (20)(2) < BT (20)(2).

Logo, se J(zy) > 0, temos para j =1, ..., J(20)

900 = ~(n — foos () (3.10)

n—j

<nd71/2/2 e além disso |r; — rj_1| < n*.

T
onde ‘ g

Assim, para j = 1,2,..., J(20)

F(0)(2) = F7 (z0)(2) = —(n—j)cos (n_ j) +(n—j+1)cos <n—]+1>

o -1 B T Tj-1
= =i oo (5274 ) e (25) |+ (72559)

Logo, do Teorema do valor médio,

F0)2) = #7H0)(2) = (n—j)sin(ay) (n e j) + cos (n_]H)

(3.11)

Ti—1
n—j+1

para algum o; entre e nr—jj Portanto Jcg > 0 que nao depende de n, z,j tal que
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(n—J)rj-1—(n—j+1r
(n—Jj)(n—j+1)
(n—g)rj1—(n—j+1r;
(n—j+1)
m—j+Drja—(n—j+rj—rja
(n—j+1)
n—7j+ 1'

§-1/2,,6-1/2

IN
Q
=
S
|
s
L
i

(n=dpsin(e) (15 - )

n—j—l—l_n—j

= colay]

= colallrj—1 —rj| + coloy]

< con‘s_l/Qn"€ + con

cgnd—1/2 s -1

+ Con2

(3.12)

Note que § € (1/4,1/3) e & € (0,1/2—9), seja Ny € N suficientemente grande tal que cond=1/2+% 4
con® 1 < 1/3 e cos (n5*1/2) > 1/2. Portanto, de (3.11) e (3.12) obtemos que, para n > Np,

B(20)(2) = B (2)(2) > 0, para j = 1,..., J(z0).

Assim, a sequéncia {(20)(2), 8'(2)(2), ..., 37*0)(29)(2)} é estritamente crescente. Portanto, ¥n >

No, &2 € C[(20)2, —na]. Logo, Vn > No, £" € H_p —na- O
3.
kn
P [ sup ‘P,gmzs’n > n] < N P Bl > 1)
0<k<kn prd
kn -
= ZIF’ PN [—(n —k)nd/*712 (n — k)n‘s/zflm]‘ > n}
k=0
Fn
< ZP P, [_n5+1/2’n5+1/2]) > n}
k=0
kn
= ZIP’ Pyn [—n5+1/2,n5+1/2]‘ > n] (3.13)
k=0

Seja Ny, = {|Py N [-not1/2 n®t1/2]| > n}, entdo
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P[N,] = P [ypom [—nd+1/2 o +1/2)) 5 n}
n
= P> Ti< 2n5+1/2] (3.14)
i=1
com (T;)1<i<n varidveis aleatérias i.i.d exponenciais de taxa 1. Portanto, M, = Y .| T; tem

distribuicgdo Gamma de parametros n e 1. Isto é, tem funcao de densidade de probabilidade

2fn—l
ot
fan () =e = t>0.
Assim,
- 5+1/2 TR,
P T <2 = Tt
g <o / T
9pd+1/2)(n—1) 2n0+1/2
(TL)'/ e tdt
(n—1) 0
(2n9+1/2)(n=1)
(n—1)!

Da aproximacao de Stirling (n — 1)! = /27w(n —1) (”gl)n_l, obtemos para n suficientemente

grande

n
P> T < 2n5+1/2] < cpe” ", (3.15)
=1

onde ¢y, c1 sao constantes positivas que nao dependem de n.
Logo, de (3.13), (3.14) e (3.15) obtemos,

IP’[ sup ‘P,? ] < Tan (3.16)

0<k<kn

Pelo Lema de Borel-Cantelli P [ sup ’]5,? i.v] =0. O
0<k<ky,
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kn,
P lggnmﬂmgny:o] < zp[ypjﬂmsm:m
J:

kn
Z@fQ(nij)n6/2fl/2
j=1
kn
_ 5/2+41/2
§ e 2am
j=1
_ 5/2+41/2
e 2an )

IN

IN

IN

n

Portanto, com alta probabilidade de cada (A’g) sai pelo menos uma trajetoria e com alta probabi-
lidade para cada ponto de saida z € 15,? N By, B (z) € Proj=0,1,.. kn+1—k. O

5. Sejam Uy 1= {Ufo U s, UG8 (2)(4), B775()) > m"} | e

D8 = {0 g, Ui G (B @) (+), 874 =) > )} para k=0,1, k.

kn,
P[U,] <) P[Dy]. (3.17)
k=0

Logo, seja Vi, := {|PF N B,| <n}N{P} #0,k=0,1,...k,}. Entdo

PIDY] = P[D)|Va]P[Va] + P[D; |V IP[Vs]
< PDY|V;] + PIVE]

n

Agora, P[D2|V,,] < n?k,e™™ < nde ™ e da Propriedade 3 de £, segue

PV < PErNB,| >n]+PEk0<k<k,: PP=10
n 0 k
kn,
< coeT 4y PR =)
=0
S COe—c1n+n€—2an
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Logo, P[DY] < cande ™", 3 > 0.
Analogamente se prova que,

P[DF] < con®e™" para k=0,1,..., ky. (3.18)

Logo, de (3.17) e (3.18), obtemos que

PlU,] < conte ™",

O resultado segue do Lema de Borel-Cantelli. O

6. Sejam R, := {Uilal U, ch.nB, U?gkﬂ{ﬁj(zk) ¢ intAn}} e

M= {U,, cpym, Ut 19 (20) ¢ int A} |

para k=0,1,....k, — 1.
Logo, seja W, := {0 < | Py N B,| < n}. Temos que

PIMy] = PMy|Wo]P[W,] + P[M, | WP[W)
< PIMy W]+ PW)

(3.19)

Dado z; € ]5,? N A, e lembrando que P" = Jin(P}}) concluimos que z;, pode ser representado da

2= (n—k) (sin (;jkk) , — cos <n€_’€k>> , (3.20)

S n5—1/2/2.

seguinte forma:

Ez
onde e, € P’ e | =&

Dado zy € ]-:’O” N By, seja bo(zo) = 520. Definimos indutivamente

3 x
argmin,cp, |bj—1(20) — T_j‘

b;(z0) = i =1,2, 0 Ky + 1. (3.21)

n—j

D argmingep

Note que dado bj_l(Z()), bj(Z()) — j—l(ZO) = TJ Seja §j(20) = bj(Z()) — bj_l(Z()),
F=1,2, 0k + 1.
Logo, o evento {#?(z9) ¢ intA, para algum j,1 < j <k, + 1} esta contido no evento
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bo(z0) + Y _ si(20)
i=1

sup >nd7Y2/2% U DY
1<j<hn+1

onde DY) = {Uzoepmgn UG (8771 (20) (+), B (20)) > nn)}}.

Agora, como |by(z0)| = |6, < n%?~1/2/2. Temos que para n suficientemente grande
J 51/ J nd—1/2
sup |bo(z0) + ZQ(ZO) >n12/28 C sup Z%(Zo) > :
1<j<kn+1 = 1<j<kn+1 | S5

Seja gj = argminxepj]x\, j=1,..k,+ 1. Assim,

. J & nd—1/2 o
PM,)|W,] < nP P|D
el Wl = 1<i<hnt1 ;”_i SR
kn+l [| J , §—1/2]
<) P an_lz >”4 +nP[DY]
j=1  Lli=1 i
vl 1] J 5—1/2] kn+1 J 5—1/2
E; n &; n 0
S e e RS P[Zn—i > " |+ (DY)
j=1 Lli=1 J j=lvn]+1 =1
n—|vn] n6—1/2 kn+1 i ] cs n5—1/2
< Tl A P s PIDO
< nlvn] x |Vnle +n Y D> | R
j=lvn]+1 L=l
n—|vn] n5—-1/2 kint1 7 ne; an5_1/2
< vl 4 ! 0
< nlvnl x [vVnle +n > P Zn_i > 1 +nP[DY]
j=lvn]+1 L=l
s kn+1 _Clj(nﬁ—l/Q)Q
< nfem" 4q Z e : +nP[DY]  (co,c1 > 0).
i=lvn]+1
(3.22)

kn,
A ultima desigualdade é consequéncia da desigualdade de Bernstein para Martingais, onde ( %a) -
1=

é a sequéncia Martingal em relagao a filtracao F; = o(eo, €1, ...,&;) e de (3.18), obtemos

PIMO|W,] < n2e=" 4 p2e=can® V2 4 copden™ 5 e (1/4,1/3). (3.23)
De (3.19) e (3.23), obtemos
P[Mg] < n26700n‘5 + 7126762”25_1/2 + 6371467"& + IP)[WTCL] (3‘24)

Além disso, P[W¢] = P[| Py N B,| = 0] + P[|P} N B,| > n]. Da propriedade 3 de £ obtemos
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PWS] < e e < cge™ T
] < < .
Portanto de (3.24),
P[M°] < n2e=0n’ 4 p2e=e2n® V2 4 oot 4 e TP < opnte ™" (c7 > 0). (3.25)
Analogamente, mostramos que
P[MF] < ernte™, k=0,1,...k, — 1 (3.26)
Logo,
kn—1
PR, < > P[My] < emne™™
k=0
Por fim, do Lema de Borel-Cantelli segue que
P[R, iv]=0.
como queriamos demonstrar. O

3.3 Enunciado do Teorema principal

O principal resultado neste trabalho é mostrar que £” na escala difusiva converge fracamente para

um mapeamento continuo da Teia Browniana restrita (em R x [0,1/a — 1]).

Sejam F, ;=R x [-1,—a] e G4 :==R x [0,1/a — 1]. Seja ¢ : F,, — G, a seguinte homeomorfismo

k)

/
IR T 1
t)y=(—,——].
vt <t’+17 t’+1>

Parar,s € R, r < s, H, s representa o conjunto formado por subconjuntos compactos de trajetérias

Assim

que saem de pontos em R X [r, s] restritos ao mesmo conjunto com a métrica definida em (2.17).

Seja T : H_1,—a — Ho,1/a—1 definida por
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T(G) ={((f ), )} sw).0e0 (3:27)

e seja
THF) ={@ (O} 0 .0er -

Para F € H_,, —na, definimos

e [F] = {(f(t) t) (F(0),1) € J-“}. (3.28)

Note que €"[F| € H_1,—q-

O resultado principal deste trabalho é a convergéncia fraca na escala difusiva de £ para um
mapeamento continuo da Teia Browniana restrita (ver 2.2) em R x [0,1/a — 1]. Segue o enunciado

formal do Teorema principal.

Teorema 3.3.1 Seja No € N como na Propriedade 2 de &,, considere a sequéncia (§")n>nN, €m

H—n,—na- Entio, (§")n>nN, € uma sequéncia em H_1 _q €

"] 25 T Wotja1):

n—oo



Capitulo 4

Aproximacoes do modelo

Seja £" = €"[¢"], para mostrar o Teorema 3.3.1, é necessario construir um conjunto de “apro-

ximagoes” a £". As ideias de cada aproximagao, a grosso modo, sao:

e para a primeira aproximacao, fazemos uma projecao adequada de todos os pontos de Poisson
de cada trajetoria de £, identificamos os pontos projetados de cada trajetoria e construimos
uma nova trajetéria dada pela interpolagao linear de tais pontos, assim, temos uma nova

familia de trajetorias com a propriedade desejada.

e a ideia para a segunda aproximagao é que as modificagoes feitas a TPRD nao acontecem com

alta probabilidade, nesse sentido pode-se dar “liberdade” ao comportamento do angulo

e ¢ finalmente a ideia para a terceira aproximacao é que sin(z) ~ x para x suficientemente

pequeno.

4.1 Primeira aproximacao.

Seja z, € ]5,? NA,, para 0 < k < k,, + 1, definimos:
. €z
h(zg) == (n— k) <Sln <n—kk> ,—1) : (4.1)
Isto é, h(zg) é a projegao do ponto zj sobre a linha reta R x {n — k}.

Sejam

n

[y :=T% .= {z:zepﬁ e |0.] <n’12/2 para algum k,OSkSkn+1} e (4.2)

T, :=T%%:={h(z):z€,}. (4.3)

n

23
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Seja p é a métrica de Hausdorff induzida pelos subconjuntos compactos de R?. Definimos p(f, ()) = 0.

Definigdo 4.1.1 Para A C R?, seja E™(A) := {(

Sk

%, ) C(x,y) EA}.

Lema 4.1.1 p (E”(Fn),En(fn)) < 1—cos(n’~1/2/2).

Prova: Se I'), = () entdao E™(I',) = E™(T';,) = 0 assim p (E”(Fn), E"(f‘n)) = 0.

Se I',, # 0, seja z € T'y,, logo

€, €,
. <
z=(n—k) <s1n <n k) , — COS <n k)) para algum k < k,,,

€z

Py <n 1/ /2 Porlanto,
h(z) = ( — k‘) sin -1
n n - k ’ )

1B () - B (Dl =" 1 oos (50 )] <1 - costud122)

onde €, € 15,? e

Assim,

Dado z;, € P,? N B,,, lembremos que é’;k ¢é a trajetéria obtida por interpolagao linear dos pontos

{281 0), e 87D (20), 0,00} se (1) + k= b + 1

ou

{208 0). s 8769 (1), 7 (870 (20)) (0,00} s () k< -1

restrita ao conjunto R x [—n, —na].

Definimos 5;,;” como a trajetéria obtida de interpolar linearmente os pontos

{h(zk), h(BY(2)),s oons (B‘](Zk)(zk)) (0, 0)} se J(z) +k=kn+1

ou
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{h(zk), h(B (2)), oy P (BJ(Zk)(zk)> h <’y (Mm(zk))) ,(0,0)} se J(z) 4k < ko + 1

restrita ao conjunto R x [—n, —na].

Definimos,

ghn .= { In: o€ Ben Bn} (4.4)

0<k<kn

Isto é, €™ é o conjunto de trajetérias coalescentes onde cada trajetéria é identificada com exata-

mente uma trajetéria de £ restritas ao conjunto R x [—n, —na].

Sejam

€ri=en(E") e M= en(Ehn) (4.5)

isto é, as correspondentes familias de trajetorias aleatérias coalescentes re-escaladas.

Lema 4.1.2 Ezxiste Ny € N deterministico tal que para todo n > Ny temos que é”,él’" €ceH_1-a-

Prova: 51’” € H_1_o para todo n € N por construcao e pela propriedade 2 de £", existe um
Ny € N deterministico tal que §~ € H_1,—o para todo n > Nj. ]

Lema 4.1.3 dﬂflﬁa(én,él’”) £ 0.

n—oo
Prova: Segui da observacao 3.2.1, do fato que a interpolacao dos pontos é de tipo linear e o Lema

4.1.1. U

Lembrando que nosso objetivo é encontrar o limite fraco de £", do lema anterior temos que é

suficiente conhecer o limite fraco de &1
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4.2 Segunda aproximacao

Agora nosso objetivo é encontrar o limite fraco de &7, com isso em mente, vamos a construir
um conjunto de trajetérias aleatérias coalescentes que chamaremos 2™ com a propriedade que a
distancia entre ela e £ em H_1,— Vvai para zero quase certamente e portanto elas terao o mesmo

limite fraco.
Sejam

An::{ min |P NnB, \>0}
1<5<kn,

By := {Uilo Yeeppns, U?ik:-i-l (G (B () (), 8(2)) > nn}}c’

Cn = {Ukn 1UzeP"mBn U] k+1 {8(2) ¢ An }}

e D, =A,NB,NC,. Entao §~2’" terd as seguintes propriedades
(a) Dado D, £ = g2 e
(b) dyy-a (M, E2m) 25

TL‘)OO

Vamos construir agora o conjunto de trajetérias 52’”. Dado z; € 15,? NB,, 0 <k <k, temos que

2z, = (n—k) (Sin (nejck) ) — €08 (neick))

5/2-1/2 /5

€z
onde Jy n(€z,) = 2k, €, € P e |5

675%]3’ definimos indutivamente

SeJa bo(Zk)

3 X
argmingep,  1bj-1(2k) — 7=i=¢

n—j—k

)

bj(zk) =

D argming ¢ p. +k| x|

para j =1,2,....k, — k+ 1. Note que dado bj_1(2x), temos que b;(2x) — bj_1(zx) = oy

Seja j(z) = bj(z) — bj—1(2x) para j =1,2, ..., k, —k+ 1.

Seja 53,;” a trajetdria aleatéria determinada pela interpolacao linear dos pontos,
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) 8 (Ol Gt |

restrita ao conjunto R x [—1, —al.
Seja

g£2n .- {3,;” L2, € PN Bn} (4.6)

0<k<kn
Observagao 4.2.1 é’l’”]l{Dn} = §~2’"I[{Dn}.

Lema 4.2.1 dq.[_lﬂ_a(glvn,é?’") 25%0.

n—o0

Prova: Das propriedades 4,5 e 6 obtemos que P[DS] — 0. O lema segui da observacao 4.2.1. 0

n—oo

4.3 Terceira aproximacao

Precisamos de uma tltima aproximacio ao conjunto de trajetérias £” que chamaremos £ tal que
a distancia em H_; _, entre £21 e €37 vai para zero em probabilidade e novamente isto implica

que o limite fraco terd que ser o mesmo.

Dado z € ]5,? N B,, seja éﬁ’,j‘ a trajetdria aleatéria obtida por interpolagao linear dos pontos,

(o (e ()

restrita ao conjunto R x [—1, —a]. Seja

F3mo._ ) #3n, PN
g . {gzk Lo € P mBn}nggkn (4.7)

Seja pr (2, y) = SUP{_(n—k) /n<t<—a} [T() —y(@)], Yo,y € C[=(n—k)/n, —a] para k = 0,1,.... k, + 1.
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Lema 4.3.1 dy_, __(£2™, &) 250,
’ n—oo
Prova: Como cada trajetéria de é 3n ¢ identificada com exatamente uma trajetéria de 52’”, mostrar

que

dHfl,fa (é?’n? ég,n) i) O

n—00

é equivalente a mostrar o seguinte:

2.n ¢£3.n
Z YOSz

Ve > 0,Plexiste z;, € PPN B, tal que p( ) > e para algum k,0 < k < k,,] — 0

n—oo

Seja € > 0 fixo, logo

Plexiste z;, € P,f N By, tal que py(E2™ éfl;”) > e para algum k,0 < k < k]

ZE )
Z Y SZE

kn
< ZIP’[existe 2 € 15,? N B, tal que pg( 2n 3’") > €.
k=0

(4.8)

Agora, se z, € ]5,? N B, é tal que px (ég,;n, égkn) > ¢, entao necessariamente a distancia entre algum
dos pontos identificados tem que ser maior que €/2 pois a interpolagao é de tipo linear. Isto é, o
evento

Zk YOSz

{existe 21 € PPN B, tal que pg (€57, 57) > e}
esta contido no evento
n—k—j n—k—j

bi(ak) = = sinby(21))

existe z, € PPN B, tal que sup
{ ! 0<j<ha—k+l]l VR

> 6/2} .

Plexiste zj, € ]5,? N B, tal que pk(~2’” ~3’") > e para algum k,0 < k < k,| <

ZE ) ™2k

Assim, de (4.8),

kn

Z P |existe z; € ]5,? N B, tal que sup
— 0<j<ka—k+1| VT

mbj(zk) — Wsin@j(zw)‘ > 6/2] =
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kn, ki
ZIP’ existe 2, € P’ N By, tal que sup nmrRTd |bj(z) —sin(b;(z))| > €/2| <
pRars 0<j<hn—ktl V7
kn, n ok
Y P lexiste z, € PPN By tal que  sup T \/m|b;(z) — sin(b;(2))] > ¢/2
k=0 0<j<kn—k+1 n
kn
ZIP’ existe z; € P’ N B, tal que sup  Vnlbj(z) —sin(bj(2))| > /2| <
k=0 0<j<kn—Fk+1
kn
ZIP’ existe z; € P’ N B, tal que sup  |bj(z) —sin(bj(2))| > n~1%¢/2| .
k=0 0<y<kn—k+1
Usando que |sin(z) — 2| < C|z|> com C > 0, obtemos
kn
Z]P’ existe z; € PJ' N B, tal que sup  |bj(z) —sin(b;(2))] > n"%e/2] <
k=0 0<y<kn—k+1
kn
ZP existe z; € P’ N B, tal que sup |bj(z)|3 > con %e/2| <
k=0 0<y<kn—k+1
kn
ZIP’ existe z; € P’ N B, tal que sup bj(2)| > (coe/2)" /316
P 0<j<hn—k-+1
para alguma constante cg > 0, lembrando que
j
bj(zk) =bo(zk) + > _i(zk), J =1, kn—k+1
i=1
e que |bo(z1)| < n¥/271/2/2 ¢ § € (1/4,1/3), obtemos que,
Plexiste z, € P* N B, tal que py( zk”, o) > epara algum k,0 < k < k] <
kn
ZIP existe z € Py’ N B, tal que sup Zg, (zk) 606/2)1/3 1/6/2 )
—0 0<j<kn—k+1
Sejam CF := {existe z € Jf’;? N B, tal que sup Zqz 2K)| > cret/ /6} parak =0,.... k,.
0<j<kn,—k+1

Logo,
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kn
Plexiste z;, € P* N B, tal que pk(z;cn, E’};”) > e para algum k,0 < k < k,] < ZP[CZ?] (4.9)
k=0

Seja W2 = {O < |PPNB,| < n}, entao

P[Cy] = PICIWRIPW,] + P[CR (W) JPI(W,)°]
< P[CH|Wy] +P[(W,)°]
(4.10)
Agora,
P(W)] = PPN Bu| = 0]+ P[P 1 Byl > n]
= T L PP N B, > ).
(4.11)
De (3.16) e (4.11) segue que existe uma constante cy > 0 tal que
P{(W0)] < cpe™*"? (4.12)
Além disso,
. J
P[COWY] = P | existe 29 € Py N B, tal que  sup Zgj(zo) > e BT VO WO (4.13)
0<j<kn+1 |5
Lembrando que g;(2) 2 w para j = 1,2, ..., k, + 1, obtemos que

n—=j

J

P[Ch[Wy] < nP [ sup m—

0<j<kn+1

S 6161/3n—1/6]
=1

kn+1

;o1 sdo iid com ey 2 arg mingep, ||, também como 6 € (1/4,1/3) temos que para n

onde (&)

suficientemente grande clel/ 3p=1/6 5 o1/ 2, entao para n suficientemente grande temos que

J
€

n—j

P[Ch[Wy] < nP [ sup
0<j<kn+1

> nd~Y 2] (4.14)
i=1

de (3.22) e (4.14) segue que
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PICOIWE] < n x (ne™" 4 ne=ean™ 1) = pZeean’ 4 p2emean® 12, (4.15)
Assim, de (4.10), (4.12) e (4.15) obtemos
P[Cg] S n26_03n5 + nze_n2671/2 + c2e_n§/2+1/2 S 656_n2671/2'
Analogamente se pode mostrar que
P[C*] < cse ™ parak =0,1,... Ky + 1. (4.16)
Logo, de (4.11) segui que
Plexiste z; € P N By, tal que pk(ff;f, E’,’c") > e para algum k,0 < k < k,] <
Fn & 5
cs ZeinQ —1/2 S c5nein2 —1/2’
k=0
o resultado segue do fato que 6 € (1/4,1/3).
(I

4.4 Convergéncia de uma unica trajetéria

Vamos mostrar agora a convergéncia de uma unica trajetéria de £3". Isto é importante pois
mostrard que com as propriedades da Teia Browniana restrita, a transformacao que precisamos é
aquela mostrada no Teorema 3.3.1.

Lembremos que B,, := {z € R x [-n,—na] : |0,| < n5/2*1/2/2}, assim E"[B,]| = {(%, %) D(my) € Bn},

¢é facil mostrar a seguinte observacao.
Observagao 4.4.1 U | E"[B,] =R x [-1, —a]

Lema 4.4.1 Dado (xo,tp) € R x [=1, —q] fizo, temos que

P inf
2| n(14t0) ) EF( (1449 B

Zn(1+tg)]

&, (0) = (5007750)H > 2nd/271/2 i.v] =0. (4.17)

Prova: Seja (xo,tp) € R x [-1, —a]. Para n suficientemente grande obtemos:
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(Vo — n’, v/nxo + n®) C (—n* V20 — [n(1 + to)]], 0?2 V2[n — [n(1 + to)]]) (4.18)

Seja " = (xo, —M>, logo

n
n 1
|7 = (zo, o)l < . (4.19)

De (4.18), (4.19) e do fato que JL (1++t0)] n<£z\_n(1+t0)j (0)) € Pln(14ty)) segue que

gztn(1+to)j( ) — <x0,to)H > 2716/21/2} C {Ptn(lﬂo)J N (vVnxzo —nd, v/nxg +n’) = @}

{ inf
Zn(1+t0)] €[ (1—ty)) B

assim,
P|  inf gn 0~ (xo,to)H o od2172| < gnd
2€Pn(1+t9))MBn ’
O lema segue do Lema de Borel-Cantelli. O

Vamos mostrar agora a convergéncia fraca para uma trajetéria saindo de um ponto em R x [—1, —a/]

Teorema 4.4.1 Dado (xo,tp) € R X [—1, —a] fizo, existe uma sequéncia 52&1“0” € 53’” tal que

D o
i ot <t0+cB[9(t)}>7 em Clto, —al, (4.20)

onde para t fizo, Blg(t)] 2N N(0,9(t)), {Blg(t)]}iety,—a) € um processo com incrementos indepen-

t 1 g 1 1
dentes, ¢ = \/2Var[arg mingep, |z]] e g(t) = fto zde = g — por-
Prova: Se t) = —a, a prova segue do lema anterior, isto é, terfamos convergéncia quase certa para

um ponto.

Vamos fazer a prova para & = (0, —1) para qualquer outro ponto a demonstragao é anédloga. Do
lema anterior é suficiente com encontrar a convergéncia em distribuicao da sequéncia de trajetérias

aleatérias obtidas por interpolacao linear dos pontos,

kn+1
{(0,-1)} {( ngl ) —— )} (4.21)
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arg mine p, ||

restrita ao espago R x [—1, —a], onde ¢; = . Pelo Teorema A.0.2 temos que a sequéncia

n—

converge fracamente ao processo

(0(1—15)3 [11t—1] ,t—l), em C[0,1—al,

que € igual em distribuicao ao processo

<ctB [‘1‘—1] ,t>, —-1<t< —a.

Observagao 4.4.2 No teorema anterior, se mostra como deve ser a transformagdo que precisamos,
toda vez que ela tem que mapear o objeto limite anterior, num movimento Browniano saindo de

algum ponto.

4.5 Transformagao adequada.

Agora trabalharemos com a Teia Browniana restrita (ver 2.2). Nosso objetivo é mostrar que

existe um homeomorfismo 7' de H_1 o em Hg/n—1 tal que T[E3m] 3)1/% 1/a—1 € portanto
’ n—00 ’

& 2T "Wo1/a-1)-

Considere o homeomorfismo 7" de H_1 o em Hg 1 /q_1, como em (3.27).

Lembremos que é)’k" ¢é a trajetéria aleatéria obtida por interpolacao linear dos pontos

{<n oL N - /<:> | (n —s 3 Jrbs (1), _”—’;—j>k"_k+l} (4.22)

n =1

Portanto, T(égk") é a trajetéria cujos pontos de interpolacao devida a T sao

{(Jﬁbdz@,#),(\/ﬁbj(zk),_ 7% )Zlkﬂ} (4.23)

Do Teorema 4.4.1, dado (zo,%p) € R x [—1, —a] existe uma sequéncia ggﬁ(uton € &3 tal que

on oy fm p[1 L .
Rzt {5+ B[]} em cto—ol (@24
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Logo, do Teorema do mapeamento continuo

F3.n D, (%o L _
T[£ZLn<1+to>J] e <to b [lt\ \t0|] "t 1), em Clto,—al.
Seja t = ‘71| — 1, entao
&3, D Lo / / / /
Tmaﬂrumﬂ — <u]+cB[t—¢@,t>, em C[ty,1/a—1].

/1
comto—w—l.

Vamos a denotar a T[€3"] como

Y™ = T[e3M. (4.25)

Assim, temos o seguinte lema,

Lema 4.5.1 Dado (z(,t() € R x [0,1/a — 1] existe uma sequéncia Yo 4y €Y tal que

Vopay 2o (hteBlt—t],¢), em Clth1ja—1]

! !
T0:t0)  n—soo

Observacao 4.5.1 Seja my, = %k e B, = [-n%2" Y (n—k),n 2N (n—k)] x {my}, 0 < k < k, +1.

n
Sejam (Rk)z’:{l processos de Poisson independentes em R, Rp com taza ”—\/_ﬁk Dado v € Fy,

k=1,2,.., k,, denotamos por

1k

ut = argminveRkHX{mkH}Huva (4.26)

e indutivamente,

uw* = arg min jud ~1F — | (4.27)

’UERk+j X{mk+j} |

k

onde u"F =w ej=1,..k, —k+1. Entdo, seja A trajetoria aleatdria obtida de interpolar

0s pontos
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{u,ul’k, ...,uk"_k“}

usando T, isto é, logo de interpolar linearmente os pontos {T~(u), T~ (ul),..., T~ (ubr=F+1)}
denotamos (como um abuso de notagdo) a trajetoria restrita ao conjunto R x [—1, —a] como 5%f1(u)

e Yol = T[{N%Z(u)]. Seja

P = V0T e Ul B 0 (R x (mi) (4.28)

seque que ynT 2yn,
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Capitulo 5

Prova do teorema principal

Para mostrar o Teorema 3.3.1, precisamos provar que Y7 (YT 2 T[€3"]) converge em dis-
tribuicao & Teia Browniana radial restrita, isto 6, Y™ satisfaz as condicdes (1), (B1) e (Bz) no

Teorema 2.2.2. Para esta finalidade, usaremos dois lemas da seccao seguinte

5.1 Tempo de Coalescéncia

Sejam (Qr)32, processos de Poisson em R independentes, Q) com taxa % para k=0,1,....k, €

para Qi com k > k, taxa % Considere o subconjunto de pontos em R? formado por URZ @k X

(k).

k

Dado um ponto u = (ug, k) € R x {k}, seja @' = arg min,eq, . x{k+1} v — v|| e indutivamente

ik . i 1k .
Ut =argmingeq,, L x (kg lETF vl j =12,

k = . Seja X" a trajetéria obtida de interpolar linearmente os pontos {u, ab*, ..., a7, ..},

onde 4%

Sejam u,w € R x {0} com u = (u1,0),w = (w1,0) e u; < v;. Considere X", X" e para t > 0,

Suponhamos que w; — u; = 1. Definimos

7:=min{t > 0: Z; = 0}. (5.2)

37
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Proposicao 5.1.1 Existe uma constante C' > 0 , tal que Pt > t] < %

Prova: Como {Z;(u,v),t > 0} é um Martingal nio negativo em L2, pelo Teorema de representagio
de Skorohod existe um movimento Browniano com coeficiente de difusao 1 comecando em 1 e tempos

de parada 0 = Ty, Ty, T5, ... satisfazendo:

19

Zy = B[T}] (5.3)

onde 0 = Ty, Ty, T5, ... sao tais que

T, = inf{s > Ti_1 : Bls] = B[T;-1] ¢ (Un(B(Ti-1)), Vi(B[Ti-1])) }, (5-4)

onde {(U(r),Vi(r)),t > 1,7 € [0,00)} é uma familia de vetores aleatérios independentes e no
presente caso, para todo 7 > 0, £, > ky, (Uy(r), Vi(r)) 2 (Uy (), Vi () € (U(r), Vi(r)) € [=1,0) x
(0,00) q.c.

Seja 7' :=inf{t > 0: B[t] = 0}. Temos que T > t se e somente se 7/ > T}, logo

Plr > t] = Pl > Ty]. (5.5)

Dado ¢ > 0 por determinar, seguindo as ideias em [2], temos que

Pl > T, = P{r' >T}n{T>ct}]+P{r > T} N {T, < ct}]
Pl

> ct] + P[{7' > T3} N {T; <t}]
€o

IN

< \% +P{7 > T} N {T; < st}]
(5.6)
onde ¢y = ¢p(s) € (0,00). Agora, dado A > 0 por determinar
P{r > T} n{Ti <<t}] < PHr > T} n{e Mt > et
= PH{IT_iLz,50) > 0} N {e Tt > e Y]
= P[I_ Iz M > e
< E[ Iz, s0pe ] (5.7)

Note que, T, = S i (Ti — Ti—1) = >.i_, Si(Zi—1) onde (Si(r),i € N,r > 0) sdo varidveis aleatérias

independentes, entanto para r > 0, (S;(r),7 € N) nao sao identicamente distribuidas. Entao,
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EMM_ Iiz-0e ] = E

¢
ITi_ 17,0} €xp {—A Z Si(Zi-1) }]
=1

t—1
= E|E (Hf;%H{ZZ>O} exp {—A Z S’L(Z’L—l)} ]I{Zt>0} exp {_)\St(Zt—l)}
1=1

)

t—1
-0 7, 50p exp {)\ Z Si(Zi—1) H
i1

Iy supE [H{Zpo}e_/\si(zi_l)\ziq = T]
r>0

IN

SupE [H{Zt>0}6—ASt(Zt71)|Ztil — ',":| ]:E
>0

IN

(5.8)
onde {F;} é a sigma algebra gerada por Zy, Z1, ..., Z.

Note que E []I{Zt>0}e*)‘sf*1(zt*1)]Zt_l =r] <P[Z; > 0|Z;—1 = 7). Istoé,E []I{Zt>0}e*)‘st*1(zt*1)]Zt_l =]
¢é limitado superiormente pela probabilidade do evento de nao coalescéncia no nivel ¢ dado que a

distancia entre os processos no nivel ¢t — 1 foi de r. Assim,

sg%E []I{Zpo}e*”l(%l)yzt_l =r| < SEE)P[Zt >0|Z1 =7 =P[Z >0Z_1 =10].  (5.9)

Devido a invariancia por translagao dos processos de Poisson temos que 0 < r; < ro implica que
P[Z; > 0| Z;—1 = ] < P[Z; > 0|Z;—1 = 19], isto justifica a igualdade no lado direito de (5.9).

Definigao 5.1.1 Dado z € R fizo, seja p(x) = arg mingeq, |y — x|.
Seja B := {p(0) # p(10)}, devido a invariancia por translagao dos processos de Poisson temos que

IP)[B] = P[Zt > O|Zt71 = 10}

Agora, considere o evento

C ={[[-10,0] N Q| = 0} N {[(0,10) N Q[ = 1} N {|[10,20] N Q| = 0}

Claramente C' C B°¢. Seja k; a taxa do processo Q.

P[C] = e *20e 105,10 > e7%0a10 = ¢ > 0.

pois k; € [a,1]. Note que ¢y ndo depende de ¢t. Lembrando que P[B] = P[Z; > 10|Z;—1 = 10],
obtemos que P[Z; > 0|Z;—1 =10] <1 —¢p = c1 < 1. De (5.9),
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sup E |I; 7wy M|z =1 < < 1 (5.10)
r<10

Agora, queremos mostrar que existe uma constante co < 1 que nao depende de t tal que

sup E [e*/\st(r)] < cy. (5.11)
r>10

De aqui para o frente consideremos unicamente o caso r > 10.

A estratégia para mostrar (5.11) é escolher adequadamente um conjunto R, tal que

E [e7%0)] < PI(UL (1), V(1) € Reg)(1 — ale0)) + aleo)

onde a(ep) e P[(Ue(r), Vi(r)) € Re,) € (0,1) nao dependem de ¢, 7.

Seja € > 0 dado, considere os conjuntos A, := (—¢,0) x (0,00) e Be := [—7,0) x (0,¢).
Seja F'(z) = P[Z; — r < x|Z;—1 = r]. Em [0] pag 403, temos que:

P((Uy(r), Vi(r)) € A U B,] // (v — u)dF* (u)dF* (o)
(u,w)EAUB.
// (v — u)dF*(u)dF*(v) // (v —u)dF'(u)dF'(v) (5.12)
(u,v)€(—€,0)x (0,00) (u,v)€[—7,0)%x(0,¢)
onde ¢ = ¢(r) = f (—u)dF*(u) = [;° vdF"(v), note que ¢ < oo pois os incrementos séo devidos ao

ponto do processo de P01sson mais perto assim a distribuicao tem cauda exponencial.

E / / (v — w)dF" (u)dF* (v)
C (u,v)€(—€,0)%x(0,00)

=2 / / vdF (u)dF* (v / / (—u)dF* (u)dF*(v)
c (u,v)€(—€,0)%x(0,00) (u,v)€(—€,0) % (0,00)

1 1
< / AF* () + / (—u)dF'(u) = Pl—¢ < Zy—7 < 0[Zy_1 = 1]+ / (—u)dF* (u)
(—€,0) € Jug(—e,0) c (—€,0)

Portanto,

1// (v —u)dF'(u)dF'(v) <P[—e < Zy —r < 0|Z;_1 = 7] + < (5.13)
(u,v)€(—€,0) % (0,00) c

C
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Analogamente,

1// (v — wdF' (W)dF' (v) <P0 < Zy — 1 < €| Zy = 1] + <. (5.14)
c (u,w)€[—7,0)x(0,€) c

Assim, de (5.12), (5.13) e (5.14) temos que

2
P{(U,(r), Vi(r)) € AcUB] <Pl—e < Zy — 1 < €| Zs_1 = 1] + —. (5.15)
c
De novo, pela invariancia por translacao dos processos de Poisson
Pl—e<Z;—r<elZi1=r]=P—e<p(r) —p(0) —r < ¢ (5.16)

Lembremos que r > 10. Considere os eventos, C := {[—10/4,10/4] N Q; # 0} e Cy := {[-10/4 +
r,r+10/4] N Q; # 0} portanto,

Pl—e <p(r) —p(0) —r <e < Pl
= P[—e¢

IN

(r) = p(0) — r < €|C1 N Co]P[C N Co] + P[C1° U Cof

p
p(r) =p(0) = < e]C1N Cal(1 — ™) + [1 = (1 — 7).

IA

Dado C1 N Cy, p(r) e p(0) ficam independentes, assim

P[—e < p(r) — p(0) —r < €|C1 N O] < P[|[—€/2,¢/2] N Q¢| > 1].

Portanto

Pl—e <p(r) —p(0) —r <e|C1 NCy] <1 —e " (5.17)
Assim de (5.15),(5.16) e (5.17) segue que

S;ll%P[(Ut(T), Vi(r)) € AcUB] < (1-— e—kt6>(1 _ 6—5m)2 +1-(1- 6_5'“)2] + %

Dado que k; € [a, 1], obtemos

sup PIUH (). V(1)) € A UBJ < (1= ) (1= *P + 1= (1= ™)+ 2 (518)

Lembrando que ¢ = ¢(r) = fET(—u)dFt(u) = ;S vdF'(v), note que ¢ depende do nivel ¢ e de r,
mais para valores de r superiores a 10 (de fato maior que qualquer constante positiva fixa), ¢ pode
ser limitada inferiormente por uma constante que nao depende de ¢ e tampouco depende de r.

Vejamos,
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c= /000 vdF (v)

v

/Oo vdF* (v)

1
P[Zt -7 > 1|Zt_1 = 7"].

v

(5.19)

De novo, pela invariancia por translacao temos que

P[Zy —r 2 1|Zy = r] = Plp(r) = p(0) = 7 +1]
Lembrando que r > 10. Considere o evento, D = {|[1,-2]N Q¢ =1} N {|[-1,10|N Q¢ =0} N
{|[r = L, 7] N Q| = 1}. Note que D C {p(r) — p(0) > r + 1}, portanto

B(Z, 7> 1Zp1 = 1] > B[D] = e ()% 2 = &5 ()? > ¢ a2, (5:20)

De (5.18) e (5.20) obtemos,

sup P[(U:(r), Vi(r)) € AcU B < (1= )1 = e [1 = (1= 7))+ o
Seja €g su;icientemente pequeno tal que
(1—e ) (1—e )2 +[1— (1—e ™) + 263213 — eale0) < 1
Assim,
sup P[(Us(r), Vi(r)) € Aey U Bey| < ca(ep). (5.21)

r>10

Agora, para r > 10,

E[lizs0e ] <E {eﬂst(r)}

S E [e_ASt(r)H{(Utyw)eAeoUBEO}:| +E |:€_)\St(T)H{(Ut,Vt)E(AEOUBSO)C}:|

=E [E (67)\57&(T)H{(Ut,Vt)GAGOUBeO} (Ue(r), Vt(ﬂ))} +E {E <€7A5t(r)ﬂ{(Ut,w)e(AeouBEO)c}) (Ue(r), Vt(ﬂ))}

< P[(U(r), Vi(r)) € Aqy U B + E [E (e_ASt(r)H{(Uz,Vt)E[—n—eo)X[eo,oo)}) (Ui(r), W(T)))} .

Dado (U, Vi), Si(r) é o tempo de parada de B definido por (Ug(r), Vi(r)), portanto se
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T, :=1inf{t > 0: B[t] ¢ (—e€o,¢€0)} de [6] pag 400, temos que

E[e "] < P[(Uy(r), Vi(r)) € Ay U Bey] + Ele ] P[(Uy(r), Vi(r)) € (Aey U Bey )]

< B{UL(r) V() € A U B+ s 1= BIUH(), () € A U By

1 1
= P Vi) € A 0Bl (1= e )+ e

Logo de (5.21) obtemos

1 > n 1
V2Xep) cosh(v/2\ep)

sup Ele 5] < sup P[(Ui(r), Vi(r)) € Aey U Bg,] (1 -
cosh(

r>10 r>10

1 1
ci(e 1-— + .
< alw) ( cosh(V/ 2)\60)) cosh(v2\ep)
(5.22)
Seja c3 := c3(€ep) = ca(€o) (1 - cosh(\l/ﬁeo)) + cosh(\l/ﬁeo) < 1esejacy=cyleg) =c3(eg) Ve <1
Entao de (5.22) e (5.10) obtemos

sup E []I{Zt>0}e_’\st(zt*1)|Zt,1 = r} <c e
r<10

sup E [H{Zpo}e_)‘st(z‘f*l”Zt_l = r} <cs.
r>10
Assim,
supE []I{Zt>0}e*)‘5t(zt—l)|2t_1 = r] <y <1
>0
Note que ¢4 € (0,1) unicamente depende de €y, por tanto é claro que:
E |Izoope 54012, =1 5.23
puax supld {1z~ [Zici=71| < (5.23)

Entao de (5.7) e (5.8) segue que

Pir >4 < ) 4 [equ

Vit

Seja ¢ > 0 tal que e’0¢y = ¢5 < 1. Note que ¢5 depende de €p, 5o unicamente, logo

co (<o)

Vi

Plr > t] < + (es(€0,0))".
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Como c5 € (0, 1), existe cg = cg(€o,50) tal que (c5)t < %, entdao tomando ¢y = ¢7(€g,<0) = co V cg,
obtemos que

Plr > 1] < (5.24)

cr
Vit
O

Lema 5.1.1 Vk € N, Vu,v € R x {k}, tal que vi —u1 = 1. Se Z; := Zy(u,v) = X, — X}, e

T :=min{t > k : Z; = 0}, temos que eziste uma constante positiva C, tal que

P[Tk > t]

<<

Prova: Na proposigao anterior mostramos que P[ry > t] < % onde C era uma constante positiva

que nao dependia do nivel 0 e tampouco do nivel t. O lema segue do teorema anterior e do fato

que as taxas dos processos envolvidos ficam em [a, 1].
O

Lema 5.1.2 Seja u = (2,0) e v = (y,0) com x < y. Entdo,

Cly—=)
Vit

Prova: Se y — x <1 o resultado segue do lema anterior. Seja y — x > 1, note que

P[Zi(u,v) > 0] < (5.25)

{Zu(u,0) > 0} < {U T {2(((2) +4,0), (L) +1+ 1)) > 0}}.

Portanto,

y]—lz)-1
P[Zy(u,0) > 0] < > PZ((lz]+,0),(lz] +i+1) > 0]
=0
= ((y-l - LxJ - 1)P[Zt((0’0)7 (170)) > 0]

< 2(y — 2)PZ((0,0), (1,0)) > 0]

Onde usamos o fato da invariancia por translacao dos processos de Poisson para obter a igualdade

acima. Do lema anterior segue o resultado. O
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Da observacao 4.5.1, nosso objetivo final é mostrar a convergéncia em distribuicao a Teia Brow-
niana de Y™7. Lembremos que as trajetérias de YT tem tempos de salto nao homogéneos e os
incrementos das trajetérias por nivel sao independentes mais nao i.d, isto explica de alguma forma
porque todas as nossas limitantes tem sido uniformes, isto é, nao dependem do nivel pois no futuro

serd fortemente usado.

5.2 Condigao (I)

As ideias para mostrar que a familia de trajetérias Y™ satisfaz a condicdo (I) do Teorema 2.2.2
sao basicamente as mesmas ideias em [2], existen diferencias de tipo tecnico devido a que os tempos
de salto nao sao homogéneos, as trajetorias estao restringidas num retangulo e além disso, as

distribui¢oes dos incrementos por nivel sao independentes mas nao identicamente distribuidas.

Teorema 5.2.1 Sejam (yo, o), (Y1,51), -, (Yk, Sk) k + 1 pontos diferentes em R x [0,1/a — 1) tais

que s < 81 < ... < sp e ses;_1 =8; para algum i, 1 =1,....k, entao y;—1 < y;. Entao,

vl =0,k 2w ® =01,k 5.26
{

(y0,50)’ n—o00

onde W9 sdo movimentos Brownianos caolescentes com constante de difusio positiva

V/2E[(arg minge p, |2])2], e comencando em {(yo, 50), (Y1,51), -, (Yk, k) } Testritos ao conjunto R x
0,1/ — 1].

Observagao 5.2.1 Como um abuso de notagao escrevemos Y(Z;)Zo)’ pois o ponto (Yo, So) ndo per-

tence (em geral) a algum nivel do processo, mais dado que VT 2 yn ¢ o Lema 4.5.1, isto nao

representa problema.

A demonstracao ¢é dividida em trés passos.

Passo 1.

Para k = 0 o resultado segue do Lema 4.5.1.

Paso 11

Vamos considerar o caso k> 1esg=s51=..=sp e y;—1 < y; paratodoi=1,2,..., k.
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Provaremos o caso sp = 0, pois a prova é andloga para qualquer ponto de [0,1/a — 1).
Para k = 1, pela invariancia por translagao dos processos de Poisson ¢ suficiente considerar o caso

de dois trajetorias comegando de (0,0) e (y1,0).

Vamos supor sem perda de generalidade que estamos trabalhando num espago de probabilidade tal

que

y ) 4o g (5.27)

(¥1,0) n—oo

A seguinte proposicao implica o resultado no caso k = 1 e é a ferramenta principal para os outros

Casos.

Proposigao 5.2.1 A distribuicdo condicional de Y( T) dado Y( o) converge quase certamente a
distribuicao de W dado WO,

Sejam
K = {(\le,nxz) (21,22) € YnT } 1=0,1 (5.28)
(¥i,0)
Portanto,
ED) = Vg + Y S0, 1< < ky (5.29)
h=1

para i = 0,1. Onde Sh , 0 < h <k, + 1 sao independentes e S}(j’n) L2 arg min, ¢, [7/. ((Qh)],ilo

sao processos de Poisson em R independentes de taxa Th)

A idéia da prova em [2] é aproximar K, e K, antes que eles estejam perto (uma distancia
da ordem de nY, v < 1/2) por caminhos independentes e mostrar que depois daquele evento
eles coalescem rapidamente. A nossa idéia varia um pouco devido a estarmos trabalhando em

[0,n(1/a — 1)], a idéia é a seguinte:

Aproximar K, e K, antes que eles estejam perto (uma distancia da ordem de n?, v < 1/2)
por caminhos independentes. Se o tempo em que eles estejam perto satisfaz que e menor que
n(1/a—1)—nf, com B(y) < 1 entdo eles coalescem rapidamente, se o tempo é maior entdo a escala

difusiva resolve o problema.

Consideremos agora copias independentes de S,(Li’n) parai = 0,1. Sejam {S,gi’n), 0<h<k,i=0, 1}
&(in)

o e . D .
varidveis aleatérias independentes tais que S, = argmin, g, |7|.

Seja v € (0,1/2) fixo, lembrando que I}, = n"—_’ﬂc para k = 0,1,...,k, + 1 definimos as seguintes
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variaveis aleatorias:

) _

§(im)

, caso contrario,

(1 . . .
Definamos agora, K7(1), 1 = 0,1 como o processo que interpola os seguintes pontos usando a a

transformacao T,

k
D 1y) = vy, + Z G, (5.30)
h=
k=1,2,...,k, + 1, restritos ao conjunto [0,n(1/a — 1)].
Consideremos
Fo = min{ly, : KW (1) — KM (1) <307} Ak (5.31)
e
7 = min{ly, : KWW (1) — KM (1) <307} Ak (5.32)

i)

e seja f(,(L , 1 =0,1 o processo que interpola os seguintes pontos usando a transformagao T,

- (1) .
(i Krn(lk), se (I < 7
Kg) (Tn) + Zi:g(m S}(L ), caso contrario
k=1,2,...,k, + 1, restritos ao conjunto [0,n(1/a — 1)] onde g(7,) = n@%nn e
& (i,m) g}(LOJL), sei1 =0
5= glom
S, seid=1.

Lema 5.2.1 Seja A, := {S,(j’") = 8™ =12, ki =0, 1} entio

P[AS  ia] = 0. (5.33)

Prova do Lema 5.2.1
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kn kn
= 2ZIP’HS,(€17TL)\ >nl] =2 Z:e*nTik”7 < 2ne ",
k=1 k=1

O Lema segue de Borel-Cantelli. O

Corolario 5.2.1 Considere o evento B, = {KS)(Z;@) = K,(Li)(lk);k =1,2,.. ki = 0,1} entdo
P[BS iw] = 0.

Prova do Corolario 5.2.1. Imediata do lema anterior e (5.30). O

(1)

Observagao 5.2.2 Da construcdo dos processos temos que INQSO) e Ky’ sao processos independentes
(@) D o6 o
e Ky, =Ky, 1=0,1.

Sejam € (2v,1) e 12 = min{ly, : I > Iy, —nP}. Isto é, 1260 primeiro nivel dos processos cuja

distancia até o nivel final é menor que nP.

Lema 5.2.2 P[K\"(s) > K\ (5), 7, < 5 < 7 + 08, {7, < 15} — 0.

n—oo

8 8
Prova do Lema 5.2.2. Seja k2 € N tal que 18 = %’:ﬁ isto & kb = %. Portanto,
n—~Kkn Nin

P KD () > KO(), 7 < 5 < 40, {7 < 1)

kb
= ZIP’ [Kr(Ll)(s) > K,(lo)(s),Tn <s<mT,+ n’B;Tn = lj}
j=1
ki
<> B [KO(s) > KO (s),70 < 5 < 70 4+ 07l = )] Blry = 1]
j=1

E f4cil ver que existe C(a) > 1 tal que Vk, k = 0,1, ..., k,, temos que

1 S lk+1 — lk S C(Ck) (5.34)

Além disso, P [K}(Ll)(s) > K}SO)(S), Tn <8< Th+ n5’ T = l]} esta limitada superiormente pela pro-
babilidade de ter dois pontos fixos a uma distancia [3nY] no nivel I; e nao coalescer depois de um
tempo n”. De (5.34) temos que o processo deve percorrer pelo menos |C(a)~'n”| niveis sem ter

coalescéncia. Portanto de maneira andloga ao Lema 5.1.2 obtemos que:
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3InY
P |:Kr(zl)(5) > Kéo)(s)ﬂ-n § S S Tn —|—7”L’B Tn = lj:| S CL
[C(a)~1nf]
Agora, esta limitante é valida para todo j = 1,2, ..., kzg Portanto,
¥
P [KS)(S) > K,(lo)(s),Tn <5< 14 0P, {mn < lﬁ}} < CL'
[C () n?]
Como € (2v,1) segue o lema. O

Corolario 5.2.2 Sejam Z,(f) = {(“71 “”2> (z1,20) € fﬂ(f)} entao

120 85 o,

n—o0

2. (79, Z0) 2y (1O w0 onde WO 2

n—0o0

WO, e wWO® e Wl sqo independentes.
3. A distribui¢ao condicional de { 70 (t),t < %"} dado Z\" converge quase certamente a {W(O) (t),t < 7'}
dado W), onde 7 = inf{t > 0: WO 1t) = WO} A{1/a —1}.
Prova do Corolario 5.2.2.
1. segue imediatamente de (5.27), (5.28) e o Corolario 5.2.1.
2. segue do ponto 1, da Observagao 5.2.2 e do Lema 4.5.1.

3. Seja Z(LO), tal que Z(LO) L ZT(LI) e

(2. Z10) = (w0, w) (5.35)

onde (W) w1) 2 (WO W), Definimos,

T i=min{ly/n : ZW (e /n) — ZO (I /n) < 307 V23 A {1/a — 1}

Fi=inf{t>0: WO@) = WD)} A{1/a—1}

, ) _ g
E suficiente mostrar que 7,, — 7. Isto segue de:
n—oo

o P[inf{t>0: WO =WwW(#)} =1/a — 1] = 0 (imediato),
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o P [Ve >0, WO (t) > W (t) para algum ¢ < 7 + 6| T<1l/a— 1] = 1 ( pela propriedade forte

de Markov, a indepéndencia dos processos junto com a Proposi¢ao B.0.3).

e o seguinte resultado deterministico

Resultado. Sejam f,,gn, f,g fungoes de [0,1/a — 1) em R continuas tais que f(0) < ¢(0) e
T=inf{t >0: f(t) =g(t)} € (0,1/a—1) e vale que Vé > 0, existe t € [T, T+ ] N[0,1/a — 1] com
f(t) > g(t). Também temos que

sup [fn(t) = f@)] — 0 e sup |gn(t) —g(t)] — 0.
0<t<(T+1)A{1/a—1} n—00 0<t<(T+1)A{1/a—1} n—00
Sejam T, = inf{t > 0: g,,(t) — fu(t) < a,} donde a, > 0e a, — 0. Entao, T,, — T. O
n—o0 n—oo

Definimos Z,(li) = {(%, %) Dz, a0) € K#)} = }7(2;%), 1=0,1.

Corolario 5.2.3 A distribuicdo condicional de {27(10) (t),t < %"} dado Z,gl) converge quase certa-
mente & de {W©) ¢t <7} dado WO,

Prova do Corolario 5.2.3. segue do Corolario 5.2.1 e 3 do Corolario 5.2.2. g

Corolério 5.2.4 {Zr(LO),t > %“} converge em probabilidade a {WM(t),t > 1}.

Prova: O Corolario 5.2.2 nos diz que uma vez os caminhos se encontram a uma distancia menor
que 3n” e o tempo em que acontece isto esta separado uma distancia n® com § € (27v,1) do ultimo
nivel, eles coalescem rapidamente. Agora para tempos a escala difusiva resolve o problema. Entao

¢é suficiente mostrar que Ve > 0,

P [ max (KD (1 +1,) — KO +1,)) > e\/ﬁ} — 0 (5.36)

0<i<n® n—oo
onde maxg<;<,s (Kq(zl)(l +7) — K (l+7))=0sel+ 7, > k.
Agora, dado 7, = [}, o evento {maxoglgna (Kr(Ll)(l + ) — K I+ 7)) > e\/ﬁ} é dominado esto-

casticamente pelos incrementos de um processo comeca do nivel I; cujos pontos iniciais tem uma

distancia igual a 3n® pela desigualdade de Doob para Martingais nao negativas temos que:

3n?

Tn :lj] < Jen

P { max (KWW +7,) = KO +7,)) > ev/n
0<I<nf
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Prova da Proposicao 5.2.1. segue dos Corolarios 5.2.3 e 5.2.4. g

Consideremos agora o caso k > 1. E suficiente mostrar que

E[fo(Z3)).-fi(Z)] — Elfo(WD)... fir(W®)) (5.37)

para todo fo, ..., fr € Cp(II; /et ,R) 0 espaco de todas as fungbes continuas limitadas de Hl/a Le

R. Logo,

E(fo(Z\).-fu(ZP)] = E{f1<Z£1>>E[fo<Z£°>>fz<Z£2>>...fk<Z£ﬁ>>|Z£3>]}
= E{A(ZDEo(Z) ZDEf(2D)... fu( 2 2V)}

pois dado Zy(Ll), ZT(LO) e (Z7§L2), ...,Z,(Lk)) sao independentes. Como Z,(Ll) 2% w entao por inducgao

n— oo
temos que

E(fo(Zi)|ZV] == Elfo(W )W)

Elfo(ZP)--fu(Z)1Z50] =5 Blfa(W ). (W) W]

Lembrando que as funcoes f;,7 = 0,1, ..., k sdo limitadas, pelo Teorema da convergéncia dominada

temos que

E { 71(Z0)ELfo20) ZOIEL(282) - fi( 20 2]}
2 B{no! WO WO f(W®)... (W E) ]}
:E{fl(W(l))E[fo(W(O))fz(W@))...fk(w(k))|W(1)]}

= E[A(WD) fo(WD) fo (WD) (WP,

Assim segue (5.37).
Paso III. Caso geral.

A prova é andloga a prova em [2] pag 14. g
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5.3 Condicao B;.

Mostrar a condigao B; do Teorema 2.2.2 para nosso modelo é equivalente a V¢ € (0,1/a — 1),
lim sup sup P[nynr(to, t;a,a4€) > 2] — 0. (5.38)
n—00  (a,tg)€Rx[0,1/a—1] =04
Sejat € (0,1/a— 1) e € > 0 fixos, seja ry(t) := max{k cE < 1ja—1 —t} e my = .. Logo,

pela invariancia por translacao no espago (5.38) é equivalente a

limsup sup Py, r(mg,t;0,e) > 2] — 0. (5.39)
n—00  0<k<r,(t) e—04

Seja K" := {(\/ﬁ:rl,mvg) D (x1,x9) € ?”’T}. segue que, para k =0, ..., 7, (¢)

P[UYTL,T (mk7 t; 0, 6) > 2] = P[UK" (lk7 nt; 0, \/ﬁﬁ) > 2]

Note que como nao hé cruzamento de trajetérias o evento {ngn(lx,nt;0,/ne) > 2} é dominado
pelo evento de duas trajetérias comegando desde os pontos (0,1x) e (y/ne,ly) visitar pelo menos

LC(a)*lntJ niveis e ndo coalescer, analogamente ao Lema 5.1.2, segue que para k =0, ..., 7, (t)
ev/n €
———=C —.
C(a)~Int Vi
Isto implica (5.39). O

5.4 Condicao B,.

Lema 5.4.1 Sejam e > 0 fizo e Seja Ay, := {|Qr N [0,ey/n]| € [Sey/n, %6\/5]} parak =1,2,..., k.
Entao, lim sup,, o, SUpy<j<,, P[Ag] = 0.

Prova: Note que A{ implica que |Q; N [0,ey/n]| < Zey/n ou |Qx N [0,ey/n]| > 2ey/n. Agora,

a
|Qr N [0,ey/n]| < Sey/n implica que o nimero de pontos do processo @, em [0, ey/n] é menor do

que Sey/n, isto é o ponto niimero [%e\/ﬁ] é maior que €/n. Entao,

[geva]
P[IQen[0,evill < Sevn| <P Z T, > ev/n

onde (Tl)L%f\/ﬂ € [a,1]. Portanto,

sao variaveis aleatorias i.i.d com 77 exponencial de taxa ”Tfk
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pela lei dos grandes desvios P Z!:%f\/ﬂ T; > ey/n| tem decaimento exponencialmente réapido para

zZero.

O evento |Qx N [0, ey/n]| > %6 n implica que a quantidade de pontos do processo em [0, ey/n] é

: 2e
maior do que Ee\/ﬁ, portanto

2 eyl
PIQkn [0 vl > eVl <P S Ti<evi
=1

2e
Seja M,, = ZL“l vl T;, segue que M, é uma variavel aleatéria Gamma com parametros [%e\/ﬁ],
—. Logo usando a formula de Stirling e a mesma idéia que na prova da propriedade 3 de £",

obtemos que P[M,, < €y/n] tem decaimento exponencialmente rdpido para zero.

Do anterior concluimos que P[Af] tem decaimento exponencialmente rdpido para zero. Isto vale

para todo k= 0,1, ..., k, assim segue o lema. ]

Para mostrar a condi¢ao By de Teorema 2.2.2 temos que provar que V¢ € (0,1/a — 1),

¢ im sup sup P[0y nr(to, t;a,a+€) > 3] — 0. (5.40)
n—=00  (a,to)eRx[0,1/a—1] €04

Isto é equivalente a

e limsup sup P[nynr (Mg, t;0,€) > 3] —> 0. (5.41)
n—00  0<k<rp(t) e—04

segue que, para k =0, ..., 7, (t)

P[1ynr (M, t;0,€) > 3] = Plngn (g, nt; 0, Vne) > 3.

Dado Ay = {|Qo N [0, ey/n]| = m € [a/2e4/n, %e\/ﬂ}, sejam 1, X9, ..., Ty, 0S8 pontos do processo e

seja

Ny = No(T1, T2, ooy Tiy) = {KG(tn) : 1 <j <m}|

Logo,

Pl (0,180, v/me) > 3| Ag] = Pl > 3] (5.42)
ev/n c [a 2

B f], tomamos os

Agora o seguinte unicamente pode acrescentar a probabilidade, como o1 o

A

pontos y; = i%, para i = 0,1,2,...,m. Assim a distancia entre tais pontos nao pode ser maior
2

que 2, seja
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{Z(] = 0, 21522y ++e5 B2ms R2mM+1 — 6\/7;}

o conjunto de pontos ordenado de menor a maior devido & uniao dos z; ‘s e y; ’s. Seja K a trajetéria

comecando desde o ponto z;.

Se 1y > 3, entdo existe um 1 < j < 2m tal que K;_1(tn) < K;(tn) < Kopm41(tn). Portanto do
Lema B.0.4

2m
Plnp >3] < > P[K; 1(tn) < Kj(tn) < Koy (tn)]
j=1

= lim Z]P’ 1(tn) < Xr(tn) < X5 q(tn)]

7”—>0+

= lim Z/ L(tn) < X7 (tn) < X501 (tn)|X] = 7]u iz (dm)

r—04

~ lim Z / L (1) < X ()| = wPL (1) < 04 (00) X = g, (d)

7‘—>0+

A ultima igualdade usamos o fato que dado X; =, X}Ll(tn) < X;(tn) e f(}"(tn) < X§m+1(tn)

sao independentes.

Agora na Proposigao B.0.2 vimos que P[f(]’-;l(tn) < X;(tn)pz'; = m| é crescente em 7 e ]P’[f(}" (tn) <
Xgm +1(tn)|)~(; = 7] é decrescente em 7, logo usando a desigualdade FKG para p ¢, (dm), obtemos
J

que
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2m
Pl 23 < lim Y [ BUE (o) < X (em)| X = alug (am)
j=111}
< [ B (t0) < Ky a5 = g, ()
H; J
2m
— lim > PR () < X ()P (tn) < K, (tm)
j=1
2m
= Y P[K; 1(tn) < K;(tn)|P[K;(tn) < Komy1(tn)]
=1
JQm
< ) P a(tn) < K;(tn)[P[Ko(tn) < Kom1(tn)]
j=1
< 2mP[K o) (tn) < K(2/a,0)/P[Ko(tn) < Komy1(tn)]

ee
< 45\/@?[}((0,0)@7&) < K@/a,0) (tn)|P[Ko(tn) < Kopmy1(tn)].

Ko,0)(tn) < K(2/a,0)(tn) implica que comegindo a uma distancia 2/« no nivel k& = 0, depois de

C(a)~n niveis visitados nio temos coalescencia, logo sabemos que

[2/a]

P[K 0.0 (1) < K(3/e.0)(tn)] < —l
[K(0,0)(tn) (2/a,0)(tn)] Clo) i

e analogamente

P[Ko(tn) < Kopmy1(tn)] < %

Assim, P}, > 3] < C(a,t)e?, onde C(a,t) > 0. De (5.42), temos que
P[nn (0, nt; 0, v/ne) > 3] < Ca, t)e? + PAS).
Analogamente, mostramos que para k = 1,2, ..., 7,(t)

Pngn (I, nt; 0, v/ne) > 3] < Cla, t)e? + PAj7].

Portanto,

sup  Plngn (lk, nt;0,v/ne) > 3] < C(a, 1) +  sup  PlA]].
0<k<rn(t) 0<k<rn(t)

Do Lema 5.4.1, segue que

limsup sup  P[ngn(ly, nt; 0, v/ne) > 3] < C(a, t)e2. (5.43)
n—00 0<k<rn(t)
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De (5.43) segue a condicao Bj. O

5.5 Prova do Teorema principal

Agora temos todas as ferramentas para provar o Teorema 3.3.1, ouseja

€""] 25 T Woi/a_1)- (5.44)

n—0o0

Lembremos que £" = €"[¢"]. Dos Lemas 4.1.3, 4.2.1 e 4.3.1 obtemos que

dy .\ . (é”,?v”) ) (5.45)

n—o0

Temos que T[€3"] = Y™ 2 ynT o que Y™ satisfaz as condicoes (I), (B1) e (B2) no Teorema 2.2.2,

assim V7 2 W, 1/a—1, logo (5.44) segue de (5.45) e o Teorema do mapeamento continuo.
n—o00 ’



Apéndice A

Convergéncia em distribuicao

Sejam k > 0 fixo e D = Dy j) o espago das funcoes z : [0, k] — R continuas a direita e com limite

a esquerda:
o Para 0 <t <k, z(t) = lim,_,;+ x(s) e

e Para 0 <t <k, lim,_,;— z(s) = z(t—) existe.

Seja A" a familia de fungdes continuas, estritamente crescentes A : [0, k] — [0, k] tais que A(0) =0

e A(k) = k. Seja A o conjunto de fungdes Lipschitz A € A’ tais que

log (A =20) ’ <.

v(A\) = esssup |log X' (t)| = sup -

s>t>0

Para x,y € Dy ), define-se

d(z,y) = inf [’Y(/\) v Sup |lz(t) — y(A(t))ll :

Para medidas de probabilidade P sobre (D, D), (D é a o-dlgebra de Borel induzida por d) denotamos
por Tp o conjunto de pontos t em [0, k| para os quais a projegao m; é continua salvo em um conjunto
de pontos de P-medida O.

Note que os pontos 0 e k pertencem a Tp.

Teorema A.0.1 Seja (X")0°,, X € Dy ). Suponha que para todo subconjunto finito de pontos,
{t1,t2,....,t;} C Ty, temos que

n n D
(X7 X0 25 (Xiyso X)), (A1)

n—00 J
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que

Xi — Xjog —5 0 (A.2)
6—0

e que, parar < s<tn>1,6>0,a>1/2 e F continua e ndo decrescente sobre |0, k|

E[IX7 — XPPIXE = X P) < [F() - F(r)]e. (A.3)

Entio X* 25 X em Dig -
n—00 [0:4]

Prova: Ver [1] pag 142. O

Proposicao A.0.1 Paran =1,2,..., seja {Y,(k),k =0,1,2,...} um processo discreto que assume

valores em R, seja o, > 0, e definimos

X{* = Yau(lant]) (A.4)

Zi" = Yo(lant]) + (ant — lant])(Ya(lant] + 1) = Ya(lant])) (A.5)
para todo t € [0,k]. Note que X" tem trajetérias em Dy e Z" tem trajetorias em Cpyy. Se

an — 00 e X € um processo com trajetorias em Cig g, entdo
n—oo

X" = X em Doy Zn = X em C[0,] (A.6)

n—oo

Prova: Ver [5] pag 149. O

Sejam « € (0,1) fixo e seja f(t) = (1 —t), para t € [0,1 — ]. Seja B um movimento Browniano

Standard comecando em 0. Considere o processo

(B[t',t), t'e [O, é — 1} (A.7)
Entéio
(B[t’],t’)z(B[f(lw—l],f(lﬂ—Q, 0<t<l—a (A.8)

e considere o mapeamento continuo 77 : Cjg 1 /1] — Cj0,1-q] tal que
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<B{f(1t)—1] g) 1)@(#@)3[%-1},0, 0<t<1-a. (A.9)

Com ¢ > 0. Seja g(t) = ﬁ 1 e X o processo definido por

Xt =cf(t)B[g(t)], te][0,1—q] (A.10)

Observagao A.0.1 O processo X € obtido usando um mapeamento continuo de um movimento

Browniano standard em Cjg1/q—1]-

Sejam {P; } °, uma sequéncia de processos de Poisson em R independentes de taxa 1.
Seja ¢; = argmingep |z] € k(o) = kn = [n(1 —a)].
Sejam Y, (0) = 0 e Y, (k) = fu(k) 25 Vne; para k = 1,2, ..., k,, onde f,(k) = 2=£,

=1 n—j> n

Seja

X' =Yy(|nt)),0<t<1-a (A.11)

Lema A.0.1 Sejam (X") como em (A.11), X como em (A.10) com ¢ = /2E[e%]. Suponha que
para todo subconjunto finito, {t1,ts,...,t;} C [0,1 — a], temos que

(Xfl,...,Xt ) — (X, ey Xt). (A.12)

n—o00 7

Entao, X™ Dy X em Dip1-a-

n—oo

Prova: Do Teorema A.0.1 temos que mostrar que
D
X1 — Xi—as 25 0. (A.13)
6—0
equeparar < s<t,n>1,>0,v>1/2e F continua e ndo decrescente sobre [0,1 — a],

E[IXY — X727 = XPPP) < [F(1) - F(r). (A.14)

(A.13) segue da observacao A.0.1 e do fato que o movimento Browniano B é continuo em 1/a — 1.

2 Y parat € [0,1— o], onde X = 0. Assim, X}' = fo(|nt])X}". Entio

Seja X' = >
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XP =X = | fallns )XY — fullnr )X
= [fa(lns]) ?—fn(LnSJ)X"Jrfn(LnSJ)X? — fallnr ) X7
= |fallns)(XE = X7) + X (fallns]) = fu(lnrD)P
< 20fullns))PIXT = XI1P + 20X Plfa(lns]) = fullnr])]?
< opp - e (L) e
2
< axp- e (L)
(A.15)
andlogamente
2
B e T G s (A16)
Note que se t —r < 1/n entao |ns| = |nt] ou |[ns] = |nr| e portanto
E[IX7 — X72Xp — X2 = 0. (A17)
Suponhamos entao que t —r > 1/n. De (A.15) e (A.16) temos que
X7 = XPPIX = X < (1) + (1) + (1) + (IV), (A.18)

onde

(1) = 4X7 — XPIRP - K0P,
(11) = (L”” “”"J) Xn - XPPIRTP,

<HI>=4(L”” “””“J) X - XnPIoP

vy = (Pl o

Agora, por independéncia



E[(I)] = 4E[X}
el R
< 4 !
{“%H [n =)
[ns)
< 4(E[e])? x

IA
N
—~
=
™
=N
=
[\
QI
N

- XPPEIXT - X7

[nt]

j=

3 nE[e7]

X .
} {jLnsJ+1 [n =3P }

Lnt)

Z ( 04)2

n
|ns]+1
n

[nt] —

IN
o
~—
=
[0
g
e
Q|
B~
7 N N
—
S
i
|
—
3
=
| —

como t —r > 1/n, entdo

)(

)

E[(I)] < 4(E[e2]) 20 x 4(t — r)? = C1(t — )%

Como t —r > 1/n e da desigualdade de Holder obtemos

2
E[(II)] = 4(WJ‘M) E(X7 — XPRIR0

n

< 16(t —1)? {EHX? - Xﬁl“]}

agora,

Lns)

1/2

[engyy}”

CEATNEID Pic= B P
=1 = [
1<ij<Ins)
TL3E 4 n4 E 21\2
e

onde Cy > 0 constante que depende de a e de E[e2], E[e}]. Analogamente,

E[IX? - X7 < .

De (A.20), (A.21) e (A.22) temos que
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(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)
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E[(II)] < C3(t —r)*. (A.23)

Como t — r > 1/n, analogamente

E[(II])] < C3(t — )% (A.24)

De novo, usando que t — r < 1/n, a desigualdade de Holder e os mesmos argumentos anteriores

obtemos

E[(IV)] < Cy(t — 7)?

dado |t — r| < 1, entao

E[(IV)] < Cu(t — )2 (A.25)

e (A.17), (A.18), (A.19) e (A.23), (A.24), (A.25) obtemos que

E[IXy — X2 P1X] = XT1°) < Os(t 1),

com 3 =1,v=1e F(t) = /Cst segue o Lema. O

Lema A.0.2 As distribui¢oes finito dimensionais do processo X" em (A.11), convergem fraca-

mente as distribuicoes finito dimensionais do processo X em (A.10), com ¢ = \/2E[e3].

Prova: Seja t € (0,1 — a] fixo. Temos que X}* = f,,(|nt]) X", onde

Lnt]
fn(m):m o X?:Z\FEJ'

n

Sejam Y, = ‘fa’“ para k =1,2,...,ky, 7, = [nt]. Logo note que,

Tn
XP =) Yo
j=1
Entao

nE|[(e1)?] S
E[Ynk] = O, O'?Lk = VaT[Ynk] = W (§] Si = Zaij

assim, s2 = >y "E(Eﬁ)j] > tE[(g1)?] = Cp > 0. Entdo, seja e > 0 fixo,
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Tn

1
?E nkH{|Ynk|25"5ﬂ < Cl ZE |: {\aj|>" s e}:| (Cl - 1/00)
j=1°n
< Cl% Z]E {(5J)2H Sn—j ]
n— 7y ot {lajl_ﬁsne}
< o0 iE ()21
_ n 2
= [TL _ TnPTnE |:(€1) H{51|Zwm€}:|
(A.26)
Temos que
n |nt| 1
C Ty = A.27
= )2 tE[(e1)?][n — [nt]]* n—oo E[(e1)?](1 1) (A.27)
— /G 94, (A.28)
\/ﬁ 0 n— 00 {‘ 1|>7= THFG}n—wo )
de (A.26), (A.27), (A.28) e o Teorema da convergéncia dominada, obtemos que
Z SE [YVLy,lzsne] —20.
da condicao de Lindenberg, obtemos:
T Yo
1Y o, N(0,1). (A.29)
Sn n—oo
Como s2 ZWJ nli[ 5]1]2 = 2E[e ]E]Wf i 11]2 = portanto
t 1 )
2E ———dx =2E t A.
2 22856 [ e = 256 0) (A30)
Logo de (A.29), (A.30) e o Teorema de Slutski,
- >t Ynj p 2
z;yn] = SnTn?o ZE[el]N(ng(t))'
j
Isto é,
X N 2E[e2]N(0,9(t)) (A.31)

n—o0

como f,(|nt]) — (1 —1t) = f(t), de (A.31), usando de novo o Teorema de Slutski, obtemos:

n—oo
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X7 = fallnt)) X7 =5 cf(ON(0, g(¢): (A.32)

com ¢ = /2E[¢2].

Sejam 0 < s < t < 1 fixos, vejamos que

(X2, XP) = (cf (s)N(0, 9(s)), cf ()N (0, 9(1)) (A.33)

n—oo

Consideremos o vetor aleatério

(X2 X7 = X2) = (fallns) X, fullnt))XF = fullns)) X2
= (fallns) X2, ful |t (X7 = X)) + (0, X2 (fallnt]) = fulL0s)))):

Logo analogamente ao caso anterior e devido a independéncia das componentes do vetor, obtemos

(flns X2 At~ ) 2 (efMi0.00s (0, =)
= (cf(s)N1(0,9(s)), cf (£)N2(0, g(t) — 9(5)))
(A.34)
com Np, N, independentes.
Também,
(0, X2 (fa([nt]) = fa(lns]))) n%o (0, (f(£) = f(s))eN1(0,9(s))) - (A.35)

Portanto, de (A.34),(A.35) temos que:

(X7, X' = XT) = (cf (5)N1(0, 9(5)), ¢f ()N (0, g(£) — 9()))+ (0, [£ (1) = F()]N1(0, g(5)))- (A.36)

n—0o0

Assim de (A.36), e a indepéndencia de N, No obtemos
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(X& X)) = (X XP —XT)+(0,X7)
Dy (ef(s)N1 (0. 9(s)). e (DIN2(0, 9(t) — g(5))) + (0.7 (1) — F(s)| N2 (0. g(s))
+(07 Cf(S)Nl (07 g<3>))
(cf(s)N1(0,9(s)), cf(t)N2(0, g(t) — g(s))) + (0, cf (t)N1(0, g(s)))
= (cf(s)N1(0,9(s)), cf (t)N3(0, g(t)))
(A.37)
Analogamente se mostra que dados m € Ne 0 <t < ... <t, <1 fixos, temos que
(Xtria sty Xglm)n%o(cf(tl)Nl(()?g(tl))a o Cf(tm)Nm(O7g(tm))) (A'BS)
de (A.38) segui o resultado. O

Lema A.0.3 Sejam X" como em (A.11), X como em (A.10) com ¢ = \/2E[e3] , entio X™ 2 x

n—oo

em D[O,l—oc]'
Prova: Segue do Teoremas A.0.1 e os Lemas A.0.1 e A.0.2. g
Teorema A.0.2 Seja X™ o processo em (A.11), X o processo em (A.10) com ¢ = /2E[¢7].
Considere o processo em Cly1_q) definido por

Zit = Yo(Int]) + (nt — [nt])(Ya([nt] +1) = Yo([nt])), te€[0,1—a] (A.39)
Entao

Zn 25X em Clpy_a)- (A.40)

n—oo

Prova: Segue da Proposicao A.0.1 e o Teorema anterior. (]
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Apéndice B

Alguns resultados

Seja (Qk),’:lo processos de Poisson independentes. Suponha que Q) tem taxa ”Tfk com Qy = /nRy.
Seja r > 0 fixo, consideremos o conjunto Z, := {rk : k € Z}. Para k = 0,1,2, ..., ky, definimos
Ey = Ey(r) =Z, x {lx}, lx = % e F = Uﬁ’;OEk. Dizemos que um ponto z = (14,1;) € E), para
algum j € Z esta aberto se Qi N [rj,r(j + 1)) # 0 e esta fechado caso contrario. Portanto, se pj, é
a probabilidade de z; estar aberto temos que:
. . . . _n=k

P =PlRrN[rjr(G+1) #0 =1-PQrN[rjr(j+1)=0l=1—€ =" (B.1)
Seja Q™" = (w(z),z € F) uma familia de varidveis aleatérias Bernoullis independentes tais que
no nivel [, tem parametro py, para k = 0,1,2,...,k,. Consideremos uma segunda familia, I' =

(v(zk), 2k € Ex)o<k<k,—1 de varidveis aleatérias independentes Bernoulli’s de parametro 1/2.
Para z, = (ak, ) € Ey, (k < kn) seja hy(z) = argmingep, [z — 2'|| e w(hi(z)) = 1. Se existem
dois vértices mais préximos a z no nivel seguinte, entdo a ligacdo serd a seguinte, se v(zx) = 1
fazemos hy(z) igual ao ponto da direita e se v(zx) = 0 fazemos hg(zx) igual ao ponto da esquerda.
Seja h(z) = 21, e indutivamente, para k < j < k, — k seja
. . - .

W (z) = argminiep, (W00 () = 2 A w(h(z)) = 1. (B.2)

Considere G, = (V,€) o grafo orientado com vértices V = E e elos € = {(u, hj.(u)) 1 u € Ek}:lo-

Dado a € R, sejam m,(a) =1 |2] e X! o caminho de G, comecando do ponto (m,(a),0).

Dado a € [—nd/2+1/2 pd/241/2] gn .— {(\/ﬁml,nmg) : (z1,22) € Y/(Z’/T\/ﬁo)}‘ Escrevemos Y(Z’/I:/ﬁ,o)

como um abuso de notagao, pois quase certamente o ponto (a/y/n,0) ¢ Ry.
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Observe agora que os incrementos de K sao devidos aos processos de Poisson @ = /nRj com
taxas "T_k, k=0,1,2,.... k.
Sejat € (0,1/a — 1) fixo. Seja II}, o espago de estados de X. Considere a seguinte ordem parcial

=< sobre II},. Dados 7,7, € I, dizemos que

m <y < mp(le) — 71 (ls) < mo(l) — mo(ls), (B.3)

para todo |nt] >k > s> 0.

Proposicao B.0.2 Sejam n{, ) € 1:[2 tais que ] < m,. Entao, para x < a <y

PIXL (L)) < Xo(Le))| X = 75 < PIXL () < X () )| X7 = 5] (B.4)

PIX] (Uney) > Xo (e )| X = 71] > PLX] (Lne)) > Xo (L) )| XG = 5] (B.5)

Prova: Se m,(x) = m,(a) entido X’ = X! e portanto para toda realizacio 7" de II, segui que

PIX7 (L)) < Xo(lpe))| X =7 =0

o qual mostra (B.4). Se m,(x) < m,(a) entao veja [2] pagina 8. Analogamente se prova (B.5).

Observagao B.0.2 A prova em [?] apresenta um tnico argumento diferente, isto é, para fazer
0s acoplamentos e o0s argumentos de dominacdo estocastica em nosso caso nos movimentamos r
unidades a direita ou v unidades a esquerda enquanto que em [’] se movimentam 1 unidade a

direita ou 1 unidade a esquerda.

Lema B.0.4 Seja a € [—n®/?t1/2 n8/21/2] fizo. Entio

Xi(k) =5 K2l (B.6)

T—>0+

para k =0,1,.... k.

Prova: Como m,(a) =1 |%| entio m,(a) =1 |%] @ assim X" (0) q—';> KJ(0).
r—04 r—04

Definimos, My, = |KJ(I) — X} (Ix)| para 0 < k < k, e seja By o evento My > r mais M; < r para
2 < j < k. Entado,
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kn,
P Lg’%n M, > r} =P[M; > 1] + ;;P[Bk]. (B.7)

Seja gy a probabilidade de ter dois pontos diferentes em w,v € Z, x {l.}, equidistantes de (0,l}),
comu = (ug,l), v=(v,l) eur < vy tais que w(u) = w(v) =1 ew(z) = 0 para todo z = (21,1x) €

Zy % {li,} com uy < z1 < wvy. Pela invariancia por transla¢ao temos que

P[Ml > ’f‘} < qr1 € ]P’[Bk] < Qk.r- (BS)

seque de (B.7) e (B.8) que

P[lgﬁx Mk>r} qur

Agora, qi, converge quando r — 04 a probabilidade de ter dois pontos consecutivos do processo de

Poisson Qy, equidistantes a origem, portanto g, —0> 0. Logo,
r—U4

P[ max Mk>r] — 0,
1<k<kn r—0.4

ou equivalentemente

Teorema B.0.3 Sejam U,V waridveis aleatorias que assumem seus valores em (S1,S1) e (S2, &2)
respectivamente. Seja ¢ uma fungdo mensurdvel sobre (S x So, 51 ® G2) que assume valores reais.

Se U é & mensurdvel, c(V') e & sao independentes, e E[p(U, V)] < oo, entdo temos que:

Ele(U,V)|&] = h(U) onde h(u) :=E[p(u, V)].

Prova: Ver [7] pag. 27

Proposi¢cao B.0.3 Seja W(t) um movimento Browniano comegando em zero. Se T =inf{t > 0:
W (t) > 0}, entdo P[r = 0] = 1.

Prova: Ver [0] pdg 38/. O
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Observagao B.0.3 A Proposicio B.0.3 implica que o movimento Browniano comecando desde a

origem atinge (0,00) imediatamente e analogamente atinge (—oo,0) imediatamente.
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