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Resumo

Em analise de dados que apresentam certo grau de assimetria a suposicao que as ob-
servacoes seguem uma distribuicao normal, pode resultar ser uma suposicao irreal e a
aplicagao deste modelo pode ocultar caracteristicas importantes do modelo verdadeiro.
Este tipo de situagao deu forca a aplicacao de modelo assimétricos, destacando-se entre
estes a familia de distribuigoes skew-symmetric, desenvolvida por Azzalini (1985). Neste
trabalho nés apresentamos uma segunda proposta para a andlise de dados com presenca
importante de assimetria e/ou curtose, comparado com a distribui¢do normal. Nés apre-
sentamos e estudamos algumas propriedades dos modelos a-poténcia e log-a-poténcia,
onde também estudamos o problema de estimacao, as matrizes de informacao observada
e esperada de Fisher e o grau do viés dos estimadores mediante alguns processos de
simulacao. Nos introduzimos um modelo mais flexivel que o modelo a-poténcia do qual
derivamos o caso bimodal desta distribuicao e introduzimos os modelos bimodal simétrico
e assimétrico a-poténcia. Posteriormente nés estendemos a distribuicao a-poténcia para
o caso do modelo Birnbaum-Saunders, estudamos as propriedades deste novo modelo, de-
senvolvemos estimadores para os parametros e propomos estimadores com viés corrigido.
Também introduzimos o modelo de regressao a-poténcia para dados censurados e nao cen-
surados e para o modelo de regressao log-linear Birnbaum-Saunders; aqui nés derivamos
os estimadores dos parametros e estudamos algumas técnicas de validacao dos mode-
los. Por ultimo nés fazemos a extensao multivariada do modelo a-poténcia e estudamos
alguns processos de estimagao dos parametros. Para todos os casos estudados apresentam-
se ilustracoes com dados ja analisados previamente com outras suposicoes de distribuigoes.
Palavras Chaves: estimacao de maxima verossimilhanca, matriz de informacao de Fisher,

teste de razao de verossimilhanca, distribuicao assintotica.



Abstract

In data analysis where data present certain degree of asymmetry the assunption of
normality can result in an unreal situation and the application of this model can hide
important caracteristics of the true model. Situations of this type has given strength to
the use of asymmetric models with special emphasis on the skew-symmetric distribution
developed by Azzalini (1985). In this work we present an alternative for data analysis
in the presence of significant asymmetry or kurtosis, when compared with the normal
distribution, as well as other situations that involve such model. We present and study
of the properties of the a-power and log-a-power distributions, where we also study the
estimation problem, the observed and expected information matrices and the degree of
bias in estimation using simulation procedures. A flexible model version is proposed for
the a-power distribution, following an extension to a bimodal version. Follows next an
extension of the Birnbaum-Saunders distribution using the a-power distribution, where
some properties are studied, estimating approaches are developed as well as corrected
bias estimator developed. We also develop censored and uncensored regression for the
a-power model and for the log-linear Birnbaum-Saunders regression models, for which
model validation techniques are studied. Finally a multivariate extension of the a-power
model is proposed and some estimation procedures are investigated for the model. All
the situations investigated were illustrated with data application using data sets previally
analysed with other distributions.

Keywords: maximum likelihood estimator, Fisher information matrix, likelihood ratio

test, asymptotic distribution.
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Capitulo 1

Introducao

1.0.1 Motivacao

Em aplicagoes relacionadas com diversas areas cientificas, por exemplo, biologia, ciéncias
médicas, economia, entre outras, os processos inferenciais tém sido considerados sob a
suposicao da distribuicao normal. Quando os dados sao provenientes de distribuicoes com
caudas mais ou menos pesadas que da distribuicao normal ou ainda assimétricas, estes
processos inferenciais sob normalidades sao inadequados, mesmo acontecendo quando se
tém presenca de valores atipicos. Ante este tipo de situagoes, muitos autores tém usado
transformacoes de varidveis para alcancar normalidade ou pelo menos simetria dos da-
dos, chegando muitas vezes a resultados satisfatorios. Esta técnica como uma alternativa,
também apresenta algumas dificuldades, por exemplo a interpretagao dos resultados com
a variavel transformada e ainda mais quando se tém uma transformacao diferente para

cada variavel(veja Azzalini et al., 1999).

Ainda, quando a classe das distribuicoes elipticas é uma boa alternativa para o afasta-
mento da distribuicao normal, esta nao é adequada quando a distribuicao das observagoes
é assimétrica. Portanto, é de interesse estudar distribuicoes que sejam menos sensiveis que
a distribuicao normal a certos desvios das suposicoes consideradas, mas que contenham

esta como un caso especial, e que possam acomodar valores praticos de assimetria e cur-
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tose.

Neste contexto, nas duas ultimas décadas, tem sido observado um interesse crescente na
literatura estatistica pelas familias de distribuicoes flexiveis capazes de modelar diferentes
graus de assimetria e curtose. Diferentes trabalhos tém sidos publicados neste contexto,
com resultados iniciais dados em Birnbaum (1950), Lehmann (1953), Roberts (1966) e
O’Hagan e Leonard (1976) entre outros. Mais recentemente Azzalini (1985), Fernandez e
Steel (1998), Mudholkar e Hutson (2000), Gupta et al. (2002), Arellano-Valle et al. (2004-

2005), Gémez et al. (2007) também tém contribugoes importantes.

Uma familia mais geral que a normal e que pode acomodar valores praticos de assime-
tria é a familia denominada normal assimétrica (skew-normal). Esta surgiu dos trabalhos
de Roberts (1966) e O’Hagan et al., (1976), mais foi Azzalini (1985) quem introduziu
formalmente esta distribuicao e estudou suas propriedades. Além disso, esta distribuigao
¢ uma extensao da distribuicao normal para modelar a estrutura assimétrica presente nos
dados, no entanto esta apresenta problemas pois sua matriz de informacao é singular,
quando o parametro de assimetria é igual a zero, também observamos problemas na es-

timagao do parametro que controla a assimetria.

Apb6s Azzalini (1985), outros tipos de distribui¢oes assimétricas foram introduzidas
nesta area, entre estes temos: skew-t, skew-slash, skew-exponencial poténcia, etc. Du-
rrans (1992) num contexto hidrolégico introduz a distribuicdo de estatisticas de ordem
fraciondrias. Este modelo foi estudado por Gupta et al., (2008), e posteriormente, Pewsey
et al., (2010) mostrou que sua matriz de informagao é nao singular quando o parametro
que controla a assimetria é igual a um, caso contrario a normal assimétrica de Azzalini,

com matriz de informacao singular quando o parametro de assimetria é igual a zero.

Azzalini (1985), desenvolveu a estrutura geral para a fungao de densidade de probabilidade
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assimétrica, skew-symmetric, a qual é dada por
p(z:A) =2f(2)G(Az), 2z, A€R, (1.1)

onde f é uma funcao de densidade de probabilidade (fdp) a qual é simétrica ao redor de
zero, G é uma funcao de distribuicdo cumulativa (fda) absolutamente continua também
simétrica ao redor de zero e A é um parametro de assimetria. Assim, para f = ¢ e G = @,
a funcao de densidade e de distribuicao da normal padrao, respectivamente, se obtém a

chamada distribui¢ao normal assimétrica, a qual denotamos por Z ~ SN(A), cuja fdp é
o(z;A) =2¢0(2)P(N\z), z€R. (1.2)

A densidade (1.2) foi extensamente estudada por Azzalini (1985), Henze (1986), Chiogna
(1997) e Pewsey (2000).

1.0.2 Modelo a-Poténcia

No entanto, Lehmann (1953) prop6s um modelo probabilistico cuja distribui¢ao cumu-
lativa, F, é a poténcia racional de outra funcao de distribui¢ao cumulativa continua e
diferenciavel F'; na literatura este é conhecido como modelo de alternativas de Lehmann.
Este modelo é dado por

Fr(z;a) ={F(2)}*, z€eR, (1.3)

onde F' é uma funcao de distribuicao e o é um nimero racional. Em termos gerais esta
distribuicao é gerada a partir da distribuicao do maximo na amostra. Este modelo tem
sido discutido amplamente por Lehmann (1959), Gupta (1998) e Arnold (2004). Durrans
(1992) num contexto hidroldgico deriva este modelo como uma distribui¢ao de estatistica
de ordem fracionaria, que nés chamamos de distribuicao a-poténcia, com fungao de

densidade de probabilidade
or(za) = af(){F(z)}* !, z€R, aeR, (1.4)

onde o € RT e F' é uma funcao de distribuicao absolutamente continua com funcao de

densidade de probabilidade f = dF. Nés a denotamos por Z ~ AP(«). Este novo modelo
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dé origem a familia de distribui¢oes a-poténcia a qual é uma alternativa as familias de
distribuigoes que tém um alto grau de assimetria e/ou curtose.

Nao entanto, Durrans (1992) considera o caso onde F' = ®, a fungao de distribuicao
da normal padrao e que nés chamamos a classe de distribuigoes a-poténcia normal

assimétrica, cuja fungao de densidade é dada por

p(z;0) = ag(2){®(2)}*"",  z€R, (1.5)

onde ¢ e ® sdo como acima e « é um parametro de forma. Se denota por Z ~ PN («).
Nota-se que para o = 1, este modelo contém a distribuicao normal e para a = 2 contém a
fungao de densidade da distribui¢do normal assimétrica de Azzalini do modelo (1.2) para
A=1.

A funcao de distribuicao de Z no modelo (1.5) é dada por:
Fr(z;a) ={P(2)}*, zeR. (1.6)

O gréafico da Figura 1.1 mostra a distribuicao PN para alguns valores do parametro a.
Nota-se como o parametro « afeta a localizacao, a dispersao, a curtose e a assimetria da
distribuicao.

Uma generalizagao dos resultados em Durrans (1992) foram apresentados por Eugene
et al. (2002) motivado pela distribuigao de estatisticas de ordem. Jones (2004) também
considerou este modelo como uma distribuicao derivada a partir de estatistica de ordem.
Propriedades desta distribuicao para poténcias inteiras sao estudadas por Gupta e Gupta

(2004) e Gupta et al. (2008).

Caso Localizagao-Escala

Se Z ~ AP(«a), entdo a extensao de localizagdo-escala de Z, X = £ +nZ, onde £ €

R e neR" tém funcao de densidade de probabilidade dada por

p(z:6,m,a) = f]‘f (‘”f) {F <“’;5> }a_l, z€R. (1.7)

Usamos a notacao X ~ AP(£,n, «), onde € é o parametro de localizagao e 1 é o parametro
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Figura 1.1 Densidade ¢(z; ), para valores a iguais a 7 (linha continua), 2 (linha tracejada), 1

(linha de pontos) e 0.5 (linha de pontos e tracejada,).

de escala.
Para F' = ® temos a particularizacao de localizacao-escala da distribuicao a-poténcia
normal assimétrica, a qual denotamos por X ~ PN (£, n, a).

Neste trabalho nds apresentamos algumas extensoes do modelo (1.4), para alguns casos
ainda nao estudados na literatura, o qual é o principal objetivo desta tese. Definimos os

seguintes pontos como objetivos especificos do trabalho.

Estender a distribuicao log-normal para o caso da distribui¢ao a-poténcia.

Estender o modelo a-poténcia para o caso de dados com distribui¢ao bimodal.

Estender a distribuicao generalizada de Birnbaum-Saundera para o caso da dis-

tribuicao a-poténcia.

Estender os modelos de regressao linear e nao linear sob normalidade, assumindo

que os erros seguem uma distribuicao a-poténcia.
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e Estender o modelo de regressao log-linear Birnbaum-Saunders, assumindo que os

erros seguem uma distribuicao senh-poténcia normal.

e Estender os modelos de regressao para dados censurados sob normalidade, assu-

mindo que os erros seguem uma distribuicao a-poténcia normal assimétrica.

e Discutir o modelo de mistura discreta-continua para o caso Bernoulli - distribuicao

log-a-Poténcia normal assimétrica.

e Estender o modelo a-poténcia para o caso multivariado.

1.0.3 Organizacao da Tese

A presente tese esta dividida em oito capitulos. No capitulo 2 apresentamos algumas das
propriedades do modelo a-poténcia, também desenvolvemos a distribuicao log-a-poténcia
normal assimétrica e suas propriedades estatisticas. Nés estudamos alguns métodos de
estimacao, encontramos a fungao escore e as matrizes de informacao observada e espe-
rada de Fisher. Finalmente fizemos um pequeno estudo de simulacao e uma ilustragao
para dados sobre um estudo de contaminacao ambiental, em Santiago do Chile, conside-
rados por Balakrishnan et al. (2009). Nds terminamos este capitulo introduzindo o modelo
poténcia-skew-normal. No capitulo 3 apresentamos o modelo a-poténcia flexivel e intro-
duzimos o modelo bimodal a-poténcia para os casos simétrico e assimétrico. Estudamos
os estimadores dos parametros por maxima verossimilhanca e as matrizes de informagcao
observada e esperada. No capitulo 4 apresentamos a extensao do modelo generalizado de
Birnbaum-Saunders para o caso da distribuicao a-poténcia. Nds estudamos suas princi-
pais propriedades estatisticas e alguns métodos de estimagao; encontramos a fungao escore
e as matrizes de informacao observada e esperada de Fisher, também fazemos correcao
do viés dos estimadores. Por 1ltimo, fizemos um estudo de simulacao e uma ilustracao
para os dados analisados por Birnbaum e Saunders (1969b). No capitulo 5 apresentamos
o modelo de regressao a-poténcia normal assimétrico e o modelo senh-normal a-poténcia.

Nos desenvolvemos os estimadores de maxima verossimilhanca e de momentos, encon-
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tramos as matrizes de informacao, apresentamos algumas simulacoes e uma ilustragao
para cada modelo estudado. No capitulo seis nés introduzimos as variaveis censuradas e
truncadas para a distribuicao a-poténcia normal assimétrica, estudamos os modelos para
o caso de dados censurados, o modelo tobit e 0 modelo de mistura discreta-continua. Nos
desenvolvemos os estimadores de maxima verossimilhanga, encontramos a matriz de in-
formagao observada, apresentamos algumas simulagoes e uma ilustracao para cada modelo
estudado. No capitulo sete nés consideramos a extensao do modelo a-poténcia ao caso
multivariado a partir de distribuicoes condicionais; estudamos os estimadores de maxima
verossimilhanca e pseudo verossimilhanca. Finalmente consideramos uma ilustragao onde
se mostra as vantagens do modelo a-poténcia normal assimétrico bivariado frente ao mo-
delo normal bivariado. Por ultimo o capitulo oito contém algumas conclusoes gerais do

trabalho e alguns tépicos de trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Distribuicao Log-a-Poténcia. Modelo

Poténcia- Skew-Normal.

2.1 Motivacao

A distribuicao log-normal tem sido muito utilizada em anéalise de dados de sobrevivéncia
bem como em situagoes de tempo de falha de isolamento elétrico (Nelson e Hahn, 1972)
e estudos de cancer de pulmao (Whittemore e Altschuler, 1976). Assim, uma varidvel
aleatéria Y é dita ter uma distribuigdo log-normal se a variavel Z = log(Y) tem dis-
tribuicao normal com média x e variancia o?.

Uma de suas aplicacoes mais importantes esta na area da quimica pela lei fundamental
da geoquimica, enunciada por Ahrens (1954), ”a concentragdo de um elemento quimico
tém distribuicao log-normal”. Em muitas destes situagoes, a assimetria da distribuicao
assim como sua curtose estao acima o abaixo do esperado com a distribuicao log-normal,
razao pela qual precisa-se pensar em modelos mais flexiveis que modelem tais desvios,
para estes dois parametros, em modelamento de dados positivos.

Como uma generalizagao da funcao de distribui¢ao log-normal para o caso da familia
de distribui¢oes normal assimétrica, Mateu-Figueras et al. (2003-2004) estudam a dis-
tribuicao univariada log-normal assimétrica, de parametros &, 7 e A, cuja funcao de den-
sidade ¢ dada por:

e(y;&mA) = n%cb (%) {<I> (AM) } , yeRT (2.1)
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Tabela 2.1 Comportamento da moda da distribuicao PN

o 0.25 0.50 0.75 1.25 1.5 1.75 2.0 3.0 5.0

Moda -1.3744 -0.6120 -0.2390 0.1728 0.3067 0.4162 0.5060 0.7652 1.0615

onde £ € R, n € RT, com ¢ e ®, como definidas anteriormente. Esta distribuicao igual
que a normal assimétrica de Azzalini (1985), tem matriz de informacao singular o qual é
uma desvantagem em processos inferenciais.

Agora nés vamos estudar a distribuicao log-a-poténcia como uma extensao do caso da
distribuicao AP, a qual é uma segunda alternativa para modelar dados positivos, mas

primeiro vamos estudar algumas propriedades da distribuicao AP.

2.2 Propriedades da Distribuicao AP e PN

1.Se Z ~ PN («) entao a moda da distribigao de Z é a solugao da equagao: (o —1)®(z) —
2¢(z) =0 ou (a—1)h(z) — 2z =0, onde h(z) = :i’((j)) é a taxa de risco inversa da normal

padrao. A Tabela 2.1 mostra que a tnica moda é uma funcao decrescente de a.

2. Se Z ~ AP(a) entdo, Y = —Z ~ AP(«)

3. Se Z ~ AP(«), os momentos da varidvel Z nao tem uma forma fechada. Uma mudanga

de variavel permite escrever o n-ésimo momento da variavel Z como
1
E(Z") = a / P ()] u (2.2)
0

onde F~1 ¢ a funcao inversa de F. Esta esperanca concorda com a esperanca da expressao

[F~1(2)]" de uma varidvel aleatéria com distribui¢ao beta de parametros o e 1.

4.Se Z ~ PN(«) onde a é um nimero inteiro positivo maior que um, entao os momentos
de Z podem ser estudados a partir dos momentos da varidvel aleatéria beta-normal (veja

Gupta e Nadarajah, 2004) para o caso especial § = 1. Assim, para o caso de localizagao
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- escala X = &+ nZ, nés temos que

E(X") = agnkz; <k) ( > {a_ol <O‘ - 1) s + (—1)’“1,€,a_1} .

onde, I;x = [;° 2'p(2){1 — ¢(2)}F = Qk\l/ﬂ I exp <—§> erfck (\%) dz,ondeerfc(x) =
\/%7 f;o exp(—t?)dt, ¢ a fungao de erro (veja Prudnikov et al., 1990). Se n = 1, temos que

E(X §+an{§ (O‘_.1>5j+1+$5a},

com &; = [[{1—@(2)Hdz = 55 [ erfd (i) Portanto, de acordo com os resultados

obtidos por Prudnikov et al. (1990) temos os seguintes casos especiais, veja Tabela 2.2:

Tabela 2.2 Momentos da varidvel aleatoria PN

«Q 2 3 4 5

B(Y) £+ €+7% (ol cylungp

Ruben(1954) desenvolveu os primeiros dez momentos da variavel aleatéria PN. Durrans
(1992), apresenta uma reproducdo parcial da Tabela destes momentos e onde os termos

Oi(a), Po(a) e P3(wr) sdo a média, a variancia e o viés da distribuigao PN («).

2.3 Distribuicao Log-a-Poténcia

Definigao 2.3.1. A waridvel aleatdria positiva Y, com suporte em RY, tem uma dis-
tribuicao univariada log-a-poténcia de parametro o, se a varidvel transformada Z =

log(Y') tem uma distribuicao AP de parametro c.

Se Y tem distribui¢ao univariada log-a-poténcia de parametro «, denotamos por Y ~
LAP(a). A funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria Y com dis-

tribuicao LAP de parametro « é

oly; ) = %f(log<y>>{F<log<y>>}al, y € RY, (2.3)
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onde F' é uma funcao de distribuicao absolutamente continua e diferencidvel com funcao

de densidade de probabilidade f = dF. A funcao de distribuicao de Y fica
Fr(y;a) = {F(logy)}*, yeR". (2.4)

De acordo com (2.4), pode-se utilizar o método de inversdo para gerar uma variavel
aleatéria com distribuicdo LAP(«). Desta forma, se U é uma variavel aleatéria uniforme

em (0,1) entdo a varidvel aleatéria Y = e (U

tem distribuicao LAP de parametro a.

Para F' = ® nds temos a distribuicao log-a-poténcia normal assimétrica, a qual é
denotada LPN («). A Figura 2.1 mostra a forma da funcéo de densidade da distribuicao
LPN para valores a de 0.75, 1, 2 e 7. Neste grafico pode-se observar como o parametro
a afeta a forma da distribuicao. Assim, para a = 1, caso log-normal, a curtose é maior
que para o = 2, caso log-normal assimétrica, mesmo acontecendo para o = 7. Enquanto,
que para a = 0.75 a curtose é maior que para o caso o = 1. Também podemos observar
que a assimetria da distribuicao muda quando o aumenta ou decresce. Portanto, a afeta

a assimetria e a curtose da distribuigao, além também a localizacao e da variancia.

0.8

0.6
1

#(z,0)
0.4

0.2

Figura 2.1 Densidade LPN para o = 0.75 (linha de pontos e tracejada), 1 (linha de pontos), 2

(linha tracejada), 7 (linha continua,).
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Uma das aplicagoes da distribuicao log-normal é para explicar o comportamento de
dados de tempos de sobrevivéncia. Entre as funcoes matematicas mais usadas para explicar

o tempo de sobrevivéncia estao a fungao de sobrevivéncia S(t) = 1 — F\(t), onde F(t) é

a fungao de distribuigdo cumulada, a funcao de densidade de probabilidade f(t) = —%&t)
e a fungao de risco r(t) = % Estas trés definicoes sao matematicamente equivalentes.

Para o modelo LPN as fungoes de sobrevivéncia e risco sao, respectivamente,

af®(log(t))}*~" — {P(log(t))}
1 —{®(log(t))}* ’

S(t) =1 —{@(log(t))}* e r(t) = rn(t)

onde rn(t) é a fungao de risco da distribui¢do log-normal. Porem, de acordo com Gupta
et al. (1997), para o caso log-normal, temos que r(t) cresce inicialmente até atingir o
maximo e entao decresce até zero quando t atinge infinito. Este comportamento pode ser
verificado na Figura 2.2, onde também podemos concluir que a fungao de risco é uma
funcao nao crescente do parametro «. Entretanto, a funcao de taxa de risco acumulado e

o indice de risco invertido sao respectivamente,
H(t,a) = —1log[S(t)] e R(t) = aRpn(t),

onde Rpn(t) é a fungao de risco inverso da distribui¢ao log-normal; ou seja, a taxa de

risco inversa de T é proporcional a taxa de risco inverso da distribuicao log-normal.

2.3.1 Estimagao por Maxima Verossimilhanga (EMYV)

Apresentamos agora a estimacao do parametro da distribuicao LPN pelo método de
méaxima verossimilhanca. Assim, seja uma amostra aleatéria de tamanhon, Y = (Y1,...,Y,),

da distribuigdo LPN(«), a fungao de log-verossimilhanga para o dado Y fica dada por:

n

£(05Y) = nflog(a) = v2r] 3" log() — 5 Y- (log(ui))* + (& — 1) Y log{(log())}

Entao a fungao escore definida como a derivada de ¢(a;Y) com respeito « é:

Ua) = ) 1 1S og{@(og(u),
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Figura 2.2 A fungdo de risco r(t), para valores o de 0.75 (linha continua), 1 (linha tracejada),
1.5 (linha de pontos) e 2 (linha de pontos e tracejada).

portanto, o estimador de maxima verossimilhanca de « fica dado por:
a=—n/> log{®(log(y:))}.
i=1

Nota-se que este estimador é fungao da estatistica suficiente e completa para o, T(Y) =

o log{®(log(y;))}. Assim,
0*(;Y) n

a2 ¥
e conclui-se que a variancia assintética de & é a?/n.
Agora, a varidvel aleatéria V = — 3" | log{®(log(y;))} ~ Gamma(n,1). Assim, & tem

distribuigao como a da variavel aleatéria W = 57 para n > 2. Logo,

. 1 n
E(&) = nakE (V) =

Portanto, um estimador nao viesado de « é

. n—1,
e = Q.
n
Da mesma forma temos que
2
2
Var(a) = n > o EQM(4) = — 7T 2

(n—12n-2)" n—Dn-2""
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onde Var e EQM denotam a variancia e o erro quadratico médio. Portanto, quando n — oo
entdo E(&) — a e EQM (&) — 0, implicando a consisténcia assintética do estimador. Por

ultimo ndés temos que

o? o?

Var(a.) = — > pt

onde %2 é a cota inferior de Cramer-Rao de &. Mesmo assim, —2a Y | log{®(log(y;))} ¢
uma quantidade pivotal para a, porém um intervalo de 100(1 — §)% de confianca para «

é

X%n,J/Q X%n,lfé/Q
=235 log{®(log ()} =231, log{®(log(y:))} |-
2.3.2 Momentos da Distribuicao LPN

O r-ésimo momento da variavel aleatéria Y com distribuicdo LPN («) é dado por:

E(Y") =a /0 fexp (n® ()] 2. (2.5)

Entretanto, os primeiros quatro momentos centrais de Y, i, = E(Y — E(Y))", podem ser

calculados das expressoes
fy = o — i3, pis = p3 — Bpapn + 25 e piy = pa — Apspn + Opiopsy — 3443
portanto, a variancia e os coeficientes de variacao, assimetria e curtose sao dados por:
0* =Var(Y) = ji, OV = Vo2 [E(Y), \/Br = is/[1iz]* e B = pia/[tiz)*.

Um pequeno estudo de simulacao leva a obtencao dos intervalos para os parametros
definidos acima para « entre zero e 1000. Os resultados foram obtido no pacote estatistico
R e as estatisticas foram obtidas numericamente mediante a funcao ”integrate” a qual cal-
cula integrais simples. Na Tabela 2.3 mostra-se o intervalo de valores da média, variancia
e dos coeficientes de variagao, assimetria e curtose. Na Figura 2.3 nota-se como o grau da
assimetria e da curtose decrescem quando o aumenta. Mesmo assim temos que o CV é
uma funcao decrescente do parametro «, assim nds percebemos que para pequenos valo-
res de o a variagao relativa é muito grande. Nos também estudamos o comportamento da

média, a qual foi totalmente crescente no intervalo de «, mesmo para a variancia.
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Tabela 2.3 Descricdo da assimetria e a curtose no Modelo LPN Para 0 < o < 1000

Estatistica ~ Média ~ Variancia  Assimetria Curtose CV(%)

Minimo 0.28 0.74 3.09 27.37 43.13

Maximo 27.37 139.40 13.18 517.00  305.96

Figura 2.3 Variancia, CV(%), coeficientes de assimetria e curtose da varidvel LPN («).

2.3.3 Caso Localizacao-Escala

Seja X ~ LPN(&,n,a), onde £ € R é o parametro de localizacao e n € RT é o parametro
de escala. Entao, a transformacao X = log(Y') leva ao caso de localizagao - escala para
o modelo log-a-poténcia normal assimétrico, cuja funcao de densidade pode ser escrita
como:

p(y; &, a) = %d) <%) {@ (%) }a_l, y € RY. (2.6)

Usamos a notagao Y ~ LPN(§,n, ). De (2.6) conclui-se que LPN(a) = LPN(0, 1, a).

Proposigao 2.3.2. Para qualquer o € R, a varidvel aleatoria Y ~ LPN(&,n, «), ndo

tem funcao geradora de momentos.

De fato: O caso a = 1, corresponde ao caso da distribui¢ao log-normal a qual nao tem

funcao geradora de momentos. Agora, fazendo h,(y) = %etycb(log(y)){q)(log(y))}a_l, nos
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temos que

M(t) = /000 ho(y)dy, 1y € RT.

Assim, pelos resultados dados em Lin e Stoyanov (2009) e as propriedades do infimo e do

supremo, nés temos que J, = fooo ho(y)dy = 0o para todo a € RT.

2.4 Inferéncia no Modelo LPN(¢, 7, «)

2.4.1 Estimacao pelo Método dos Momentos

Para o caso localizacao - escala temos que a média (i), a variancia (02) e o coeficiente de

assimetria (1/(;) sdo dados por

p=E+n®i(a), 0> =na(a) e /B = g = O3(a).

Portanto, pode-se obter estimadores de momentos para os parametros do modelo a, £ e n
b . . d ~ . 2 . .
substituindo nas expressoes anteriores u, 02 e \/[3; por seus respectivos momentos amostrais
U, s> e v/by; enquanto que os valores de ®;(a), Py(a) e P3(c) podem ser obtidos inte-
grando numéricamente. Assim, inicialmente precisamos estimar o parametro « da equagao
nao linear obtida ao igualar os coeficiente de assimetria amostral e populacional. Estimado
este parametro, podemos obter por integragao numérica ®;(a), e Po(a); com as quais se

pode obter os estimadores de momentos de £ e 7.

2.4.2 Estimadores de Maxima Verossimilhanca (EMYV)

Equacoes de Maxima Verossimilhanga

Para uma amostra aleatéria de tamanhon, Y = (Y1, ...,Y,)’, dadistribuicao LPN (&, n, «),

a fungao de log-verossimilhanca para @ = (£, 71, @)’ dado Y fica dada por:

n

0(6;Y) = nflog(er) —log(n) — (1/2)log(2m)} — Y log(y:) — > z7/2+

=1 i=1

+(—1) Zlog{@(zi)}, (2.7)
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onde, z; = (log(y;) — £)/n. Entao, a fungdo escore definida como a derivada parcial
de primeira ordem de (2.7) com respeito £, n e a, pode ser escritas como U(0) =
(U),U(n),U(a)). Assim, usando a notagdo como em Pewsey et al. (2010), nds temos

que:
U€) =n{z—(a =@} /0. Uln) =-n{l—22+(a—1)zw}/n e Ula) =n{a+1/a},

onde w; = ¢(z;)/P(z) e u; = log{P(z;)}.
Assim, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros &£, 7 e a obtém-se re-
solvendo o sistema de equagoes precedente. Logo, fazendo os escores iguais a zero obtemos

que as solucoes destes satisfazem as equagoes:
Z=(a—1w, 1-22=(1—-0a)zZw e a=—1/7,

onde z = Y " | z/n, 22 = Soriz/n, W= Yr wi/n, TW = Y. zw/n e

2.4.3 Método do Percentil Elemental

Um terceiro método de estimagao para os parametros da distribuicao LPN pode ser de-
senvolvido usando o método do percentil elemental proposto por Castillo e Hadi (1995) e
adaptado para o caso de distribui¢oes exponenciadas por Castillo et al. (2005). O método
é uma aplicacao da teoria de estimacao de parametros e quantis de distribuicoes de
variaveis aleatérias continuas. Assim, seja Y = (Y1, Ys, ..., ¥,,)’ uma amostra aleatéria da
distribuigao LPN, Fg(y;0). O método obtém os estimadores em dois passos. O primeiro
passo é como segue. Como a distribuicao LPN tem trés parametros, entao os estimadores
sao baseados em trés estatisticas de ordem distintas, entao, seja [ = {i,j, 7} com i < j <
r € {1,2,...,n} os indices destas trés estatisticas de ordem. Igualando os quanties tedricos

e amostrais da distribuicao LPN nés obtemos o sistema de equacgoes

Yim = €XPp [S + 00 (Pl | L Yin = exp €+ DT (PN e Yo = exp [€ + 0D (PY)]
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onde p;, = 7. Eliminando § e n deste sistema de equagoes, nés obtemos a seguinte
equacao para «

B (yj:n ) p—1 (p%f) -1 (pyl-;/f) (ym ) -1 (pjl/:) _p-1 (p}.{,‘f‘)
w(a) = == _ _

Yrin Yrn

A solugao desta equagdo permite obter uma estimativa, &, de « baseada nas trés ob-
Servacoes Yin, Yjn € Yrp (conjunto elemental). Substituindo este estimador em duas das

trés equagoes anteriores, se obtém os estimadores de £ e 7,

log <5—’;> ) e
U (pzn m) — o1 (pr:nm>

Agora nés podemos obter estimadores eficientes e robustos para &, 7 e a usando estatisticas

de ordem como se mostra a continuacgao. Selecionamos um numero pre-especificado N de
subconjuntos elementais, cada uns de tamanho trés, selecionados aleatoriamente. Para
cada uns destes subconjuntos elementais nés obtemos uma estimativa elemental do parametro
0 = (&, 1n,a), que nds denotamos por él, ég, e 0. Estes estimativas elementais podem ser
combinadas a través de alguma funcao robusta para obter uma estimativa final de 6.
Exemplos de fungoes robustas inclui a mediana (MED) ou também uma média podada
(Rousseeuw, 1984).

Geralmente a variancia destes estimadores é obtida por meio de métodos de reamostragem

como jackknife ou também bootstrap (Efron, 1979; Diaconis e Efron, 1983).

2.4.4 Matriz de Informagao Observada

Os elementos da matriz de informacao observada, denotados por jee, jue, - - - Jaa, SA0
menos a segunda derivada parcial da fungao de log-verossimilhanca com respeito cada

uns dos parametros. Entao, depois de algumas simplificacoes algébricas tem-se que:
Jee = n{l—i— (a—1) [F+%}}/nz, Tne :n{QE—i- (a—1) [W#—%—@}}/nz,

jaﬁznm/n7 jm]:n{?)?—l—(oz—l) [2%_%_22102}}/7727

Jon =NZW[N € jJoo = n/a?.
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onde zkwi = " 2Fw! /n. Entao, a partir das fungdes escores e a matriz de informagio
observada podem-se obter as estimativas dos parametros por métodos numéricos iterati-
vos. Se os EMV existem, dadas as relagoes Z = (a — 1w, 1 =22 = (1 —a)zw e o = —1/7,

os elementos da matriz de informacao observada avaliada nos EMV ficam dados por:
Jag = nz/ (& — 1), jay = n{l + 22 + (@—1) [%—i—z?w?] } /i,

joa=n (1=22) /@ = V)i, joa = n/a*

2.4.5 Matriz de Informagao Esperada

Os elementos da matriz de informagcao esperada sao os valores esperados dos correspon-

1

dentes elementos da matriz de informacao observada. Denotam-se n™" vezes seus valores

DOI g, ing, - - -  laa- Assim, fazendo af; = £ (Zij) parak =0,1,2,3e 7 = 1,2 obtém-se:
ige = {1+ (a — 1) [agy, +afy]} /0%, ine = 205 + (a — 1) [a], + a3y — agy] /77,

lag = a’61/777 Uy = {3@0 — 1+ (a—1)[a + az — 2a7,]} /7727 oy = aiy/n, faa = 1/0‘2'

Estas expressoes sao calculadas numéricamente pois nao tém forma fechadas. Entao,
para estudar a singularidade ou nao singularidade da matriz de informacao esperada, é
suficiente verificar a existéncia da matriz inversa na fronteira de a = 1. Logo, para a = 1

se obtém o modelo log-normal com matriz de informacao esperada dada por:

1/772 0 aél/ﬁ
0 2/772 aiy/n
ag1/n aiy/n 1

cujo determinante é [2 — [(a};) + 2(aj;)]]/n* # 0, e entao a matriz de informagao de
Fisher é nao-singular. Portanto, pela distribuicao assintética do estimador de maxima
verossimilhancga temos que, 6 L Nj (0,];1(0)). Assim, concluimos que o estimador de
maxima verossimilhanca ¢é assintoticament consistente e com distribuicao normal, onde a

matriz de covariancias é a inversa da matriz de informacgao de Fisher.
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2.4.6 Estimacao por Verossimilhanca Perfilada

As vezes as inferéncias sobre um determinado modelo envolvem alguns mas nao todos
os parametros do modelo. Os parametros envolvidos sao chamados parametros de intere-
sses, enquanto que os demais se dizem sao parametros de incomodo. Suponha que nossos
parametros de interesses sejam descritos pelo vetor 7 e aqueles de incomodo, sejam ex-
pressos pelo vetor ¢. Muitas vezes é possivel fazer a inferéncia sobre 7 baseados numa
funcao de verossimilhanca marginal ou de verossimilhanca condicional. Mas s6 em certos
casos ¢ possivel ter tais funcoes. Considere-se uma pseudo-verossimilhanca que nao re-
quer tais verossimilhangas e pode ser utilizada quando o modelo envolve parametros de
incomodo, ¢. Esta verossimilhanca pode ser obtida substituindo o vetor paramétrico ¢
por uma estimativa consistente na verossimilhanca original, comumente a estimativa de
maxima verossimilhanga, para valores fixados de 7. A funcao resultante é chamada de
funcao de verossimilhanca perfilada e depende somente dos parametros de interesse. Essa
funcao de verossimilhanca nao é uma verossimilhanca genuina e algumas propriedades
basicas da funcao de verossimilhanca podem nao ser validas para a verossimilhanca per-
filada. Entre estas temos que a funcao escore pode nao ter média zero e a informacao
observada pode apresentar vicio, mas também possui propriedades interessantes que a
fazem parecer como una verossimilhanga verdadeira. (para outras propriedades vide Seve-
rini et al., 2000). Nosso objetivo agora é encontrar os estimadores do vetor de parametros
0 = ({,n,«a) = (7',¢), do modelo LPN, por maxima verossimilhanga perfilada, onde o
parametro de interesse é 7 = (£,71)’, da mesma forma como Gupta et al. (2008) fizeram
com a distribui¢ao normal generalizada.

Sendo T = (£,n)" o parametro de interesse e ¢ = « o parametro de incomodo, a fungao
de verossimilhanca perfilada para 7 é definida por

LP(T) = sup L<0)7

~—~
0T

onde 6|7 denota todos os valores de 0 tais que 7(0) = 7. Denotamos o logaritmo da fungao

de verossimilhanca perfilada por [,(7) e a fungao escore perfilada, por u,(7) = azg_g;r)' O
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ponto do méximo de L, (7) é denotado por 7,. A matriz de informacao observada perfilada

¢ definida da mesma forma que a matriz de informacao. Definimos,

onde qgr é a estimativa de maxima verossimilhanca de ¢ para 7 fixado. Agora apresenta-
mos os resultados obtidos para a distribuicao LPN. Assim, fixados £ e 7, a estimagao de
maxima verossimilhanga para o parametro « resulta no estimador, como fungao de £ e 7,

dado por
n

n log(y;)— ’
X log [@ (=)

entdo, substituindo &(&,n) em (2.7) temos que

fp(f,n)——n{ < ZIO { (%)D—%log(%)}—nlog(n)

n

15 () Fuo (5]

Conseqilientemente, as estimativas de maxima verossimilhanca perfilada para & e 7,
& e 1), sao as solugoes, geralmente por métodos numéricos, das equagoes nao lineais

up(§) =0 e uy(n) =0, onde

_n i1 Vi
e [él(%ﬂ sz Z ’

n S zw; 1 & 1 < n
Uy(n) = L +—Zziwi+—2zi2——
NS log [ (M)} n = n= 1

O fraco desempenho de £,(6) que leva a estimativas inconsistentes e ineficientes, em alguns
casos pode ser explicado pelo fato desta funcao nao constituir uma tentativa de aprox-
imagao para verossimilhangas marginal e condicional genuinas. Barndorff-Nielsen (1983)
propoe uma verossimilhanga perfilada modificada a qual é invariante sob reparametrizacgoes
da forma (7,¢) — (7,¢(7,¢)) onde ¢ é uma funcdo de 7 e ¢. (Para maiores detalhes

sobre esta proposta veja Severini, 1998). Assim, a func¢do de verossimilhanga perfilada
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modificada de Barndorff-Nielsen é dada por

oor| 1. =12
Lpn(r) = |ZE| joslr dr)| T Ly(m),
¢
onde ‘ g;' é a matriz de derivadas parciais de ¢ com respeito a ¢, Joo(T,0) = —0%1/000¢ é

a matriz de informacao observada para ¢ quando 7 é fixo e L,(T) é a funcdo de verossim-
ilhanga perfilada para 7. Pela estrutura matematica da quantldade 5 d> , esta na maioria
das situagoes é de dificil obtencao ou até mesmo impossivel. Assim, Severini (1998) obtém
uma aproximacao para a funcao de verossimilhanca perfilada modificada de Barndorff-

Nielsen. Esta expressao é dada por

. 1.
Ton(T) = 6,(7) + 5 10g |jso(m. 7)| = log |1s(7, 67:7,0)

onde I(T, ¢;To, P0) = Exy 60 {ls(T,9)ls(T0, o)’} é a matriz de covariancias da derivada
da log-verossimilhanca e (7, ¢) = 0¢/J¢. Dado o complexo que pode resultar o calculo
da esperanca anterior, uma aproximacao alternativa, a qual pode ser facilmente calculada,

com o mesmo erro de aproximagao foi proposta por Severini (1999) e é dada por
) 1 _ . L
Lo (T) = 6,(7) + 5108 oo (7, 67)| ~ log | [s(7, 673 7,6)]

onde I4(7, ¢; 70, do) = > {fg)(f,(b)ﬁg)(fo,gbo)’} e (5(6) = (60 9), W)(H)) sendo
a funcao escore da j-ésima observacao (vide Cysneiros, Cribari-Neto e Araijo, 2008). Para

a distribuicao LPN a log verossimilhanga perfilada modificada de Barndorff-Nielsen é

NG 1

Con(&m) = 6,(&n) +log | Z—1— —— (2.9)
3 I(ag,n7£7n;a7€7n)
onde
W n 1 log(y:) — log(y:) — &
mmnwm:AﬁnAZmFG&L%%pDﬂ@i
Qen  QgnQi—] n U]

s ovs o (249)] 2 [+ (24=1) .

com &g ,, o estimador de a sob a log verossimilhanca perfilada e £, 7) e & sao os estimadores

de maxima verossimilhanca de &, 7 e a.
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Outra aplicagao importante da verossimilhanca perfilada sao os testes de hipoteses.
Assim, para testar Hy : 7 = 0 contra 7 # 0 nds podemos usar as estatisticas de razao de

verossimilhanca perfilada ou de méxima verossimilhanca perfilada modificada,
LRp = Q{EP(%) — gp(T)} ou LRBN = 2{631\7(7’;) — KBN(’T)}.

as quais sob condicoes de regularidades satisfeitas seguem uma distribuicao x? com k

graus de libertade, onde k é a dimensao do vetor 7.

2.5 Resultados Numéricos: estimacao

O objetivo é comparar, através de simulacao, o desempenho dos estimadores de maxima
verossimilhanca, é, maxima verossimilhanca perfilada, 0 , € maxima verossimilhanca perfi-
lada modificada, 5, dos parametros que indexam a distribuicao LPN. Esta verossimilhanca
perfilada é obtida para o casso onde o parametro de interesse é 7 = (£, n)’. Para isso foram
calculados medidas de qualidades para a estimagao pontual como viés e a raiz do erro
quadrético médio (/EQM). Para a geragao das sequéncias de nimeros pseudo-aleatdrios
com distribuicao LPN foi usado o método de inversao. As simulacoes foram feitas usando
a fungao optim(”L-BFGS-B”) do pacote estatistico R.

Se formula um experimento de simulagao de Monte Carlo baseado em 5.000 replicas
considerando os tamanhos amostrais n = 20, 60, 100. Os valores verdadeiros considerados
para os parametros foram: o« = 0.75,1.25,1.75, 2.0, £ = 2.0,4.0, 8.0 e para o parametro de
escala atribui-se, sem perda de generalidade, um tnico valor n = 1.0.

Os resultados mostram, veja as Tabelas A.1 e A.2, que o viés e \/EQM para cada
um dos estimadores estudados decrescem quando o tamanho de amostra ¢ maior, ou
seja que os estimadores sao assintoticamente consistentes. Geralmente para a > 1 o es-
timador de méaxima verossimilhanca de £ apresenta um viés positivo ou seja que este
superestima o valor do verdadeiro parametro, enquanto que o estimador pelo método de
maxima verossimilhanca perfilada apresenta um viés negativo, subestimando o valor do
parametro. Mesmo assim, os estimadores de maxima verossimilhanga e maxima verossim-

ilhanca perfilada modificada também apresentam viés negativo para o parametro n. Em
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geral, o viés dos estimadores de méxima verossimilhanca perfilada e modificada apresen-
tam modulos menores ao do estimador de méaxima verossimilhanca para o parametro 7.
Quanto ao parametro a, nds concluimos que o estimador de méaxima verossimilhanca ¢é
menos viésado e mais eficiente que os estimadores de maxima verossimilhanca perfilada e
modificada; além disso, o viés do estimador de méxima verossimilhanca é negativo para
os valores maiores de a. Nos também concluimos que os estimadores de maxima verossim-
ilhanga perfilada e modificada do parametro & é menos eficientes, maior /EQM, que os

estimadores de maxima verossimilhanca.

2.5.1 Ilustracao

Os dados na seguinte ilustragao foram considerados por Balakrishnan, Leiva, Sanhueza
e Cabrera (2009), num estudo de contaminacao ambiental, em Santiago de Chile, uma
das cidades mais contaminadas ambientalmente no mundo. Os dados correspondem a
concentracao de diéxido de enxofre no ar em certo horario do dia, variavel Y, observada em
uma estacao de monitoramento localizada na cidade de Santiago. Uma analise descritiva

de Y e log(Y) sao dadas na tabela 2.4. Os altos valores dos coeficientes de assimetria e

Tabela 2.4 Estatisticas descritivas para as varidveis Y e log(Y').

Varidvel n  media varidncia /by ba

Y 744 2.9260  4.0604  4.3213 37.5707
log(Y) 744 0.9226 0.2762 0.4099 3.7611

curtose para o log(Y'), com respeito ao da distribuigao normal (0 e 3 respectivamente),
sao uma forte justificativa para acreditar que uma distribuicaio LPN pode apresentar
melhor ajuste. Mesmo assim, os coeficientes de assimetria e curtose da variavel aleatéria
Y sao muito distintos que os esperados para o modelo log-normal (1.8714 e 39.4568,
respectivamente). Para uma maior justificativa, nés levamos a cabo o teste de hipéteses

paramétrico de log-normalidade do tipo

Hy:a=1 contra Hy:a#1,
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Tabela 2.5 Estimativas (erro padrao) dos parametros das distribuicoes LN e LPN.

Modelo log-Nomal Modelo LPN
Parametro estimativa(Erro padrao) Parametro estimativa(Erro padrao)
Loglik -2753.666 Loglik -2751.538
’ 0.9226(0.0192) ¢ 0.5171(0.0553)
o? 0.2759(0.0143) 7 0.6867(0.0466)
a 2.0891(0.1039)

mediante a estatistica de prova

~

A= 0
lrpN(0)

Os resultados obtidos levam a —2log(A) = 4.256, o qual é um valor maior que o valor
critico da distribuicao qui-quadrado, com um grau de liberdade, ao nivel 5%, Xif)% =
3.8414. Portanto, o modelo LPN apresenta um melhor ajuste para modelar os dados
de concentragao de diéxido de enxofre na cidade de Santiago do Chile. As estimativas
de méxima verossimilhanca dos parametros para os modelos log-normal(LN) e LPN, com
erros padrao em parenteses obtidos a partir da matriz de informacao observada, sao dados

na Tabela 2.5, mesmo assim, um grafico da situagao é dado pela Figura 2.4.

2.5.2 Modelo Poténcia-Skew-Normal

Diversas generalizagoes do modelo (1.3) foram dadas. Balakrishnan (2002), propoe a

familia de fungdes de densidade de probabilidade (a > 0, A € R)
p(z A a) = k(X a) [@(X2)]" " 4(2), z€R, (2.10)

a qual para A = 1 é a funcao de densidade de Durran e para a = 2 se obtém a normal
assimétrica de Azzalini.

Gupta e Gupta (2004), definem a func¢ao de densidade de probabilidade da distribuigao
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densidade
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Figura 2.4 Histograma da varidvel Y e modelos ajustados LN (0.9226,0.2759) (linha tracejada)
e LPN(0.5171,0.6867,2.0891) (linha continua).

normal assimétrica generalizada por

P(){P(A2)}"
Cu(A)

onde n € ZT, X € Re Cy(N) = [ ¢(2){P(A\2)}"dz. Assim, para n = 1 se tem a

o(z;A) = z € R, (2.11)

distribuigao (1.2) de Azzalini e para A = 1 temos a distribuigao (1.5) de Durrans.

Uma desvantagem dos modelos (2.10) e (2.11) é a constante de normaliza¢ao a qual na
maioria dos casos apresenta problemas nos processos de maximizacao para a estimacao
dos parametros do modelo os quais sao maiores para o caso de localizacao e escala. Basea-
dos nas caracteristicas dos parametros de forma a e A de modelar assimetria e curtose
nos modelos de Durrans e Azzalini, respectivamente, nds propomos agora uma terceira
alternativa para a generalizagao dos dois modelos. Assim, nés definimos o modelo poténcia-

skew-normal, cuja funcao de densidade é dada por
ban(2) = agr(2) {®r(2)}*", 2€R, A€R e acRF, (2.12)

onde
ox(z) = 20(2)P(\2), D)\ (2) = /_Z P (t)dt.

Nés a denotamos PSN(A,«). No modelo (2.12), se a = 1, entdo ¢n—11(2) = @(2z;N),
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a normal assimétrica de Azzalini, enquanto que se A = 0 entdo ¢, r—0(2) = ¥(z;a), a
normal generalizada de Durrans. Mesmo assim este novo modelo contém a distribuicao
normal para o caso especial @ =1 e A =0, isto é Po—1.=0(2) = ¢(2). Se @ = 2 entdo
temos um tipo de distribuicao skew-skew, enquanto se A = 1, entao temos um modelo
poténcia-poténcia. Os graficos (a) e (b) na Figura 2.5 mostram que simultaneamente os
parametros o e A afetam a assimetria e a curtose da distribuicao, com o qual se obtém

um modelo mais flexivel que os obtidos por Azzalini (1985) e Durrans (1992).

0.6
0.6

0.3 0.4 05
0.4 05

0.3

0.2
0.2

Figura 2.5 Grdfico da distribuicao PSN. (a) A\ = 0.70 e a = 0.50 (linha de pontos e tracejada),
1.0 (linha de pontos), 2.0 (linha tracejada) e 5.0 (linha continua). (b) o = 0.5 e A =-0.70 (linha
de pontos e tracejada), 0 (linha de pontos), 1 (linha tracejada) e 1.75 (linha continua).

Se Z ~ PSN(A,«), os momentos da varidavel Z nao tem uma forma fechada, mas
através de uma mudanca de variavel o r-ésimo momento da variavel Z pode escrever-se

B(Z) = a /0 @ (=) 2 d, (2.13)

onde (13;1 ¢ a funcao inversa de ®,. Esta esperanca ¢é igual a esperanca da expressao
[®%(2)]" de uma variavel aleatéria com distribuicio beta de parametros a e 1.

Para alguns valores de A e valores de a entre 0.1 e 100, temos que os coeficientes de
assimetria e curtose, \/B1, B2, para Z ~ PSN(), a) estdao no intervalo [-1.4676,0.9953)

e [1.4672,5.4386] respectivamente, os quais contem os intervalos para os modelos skew -
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normal, (-0.9953,0.9953) e [3,3.8692) respectivamente, e PN, [-0.6115,0.9007] e [1.7170,4.3556],
respectivamente. Isto mostra que o modelo poténcia-skew-normal contém maior assimetria
negativa e além disso contem distribuigoes que sao mais platictrticas e/ou leptocurticas,
que os modelos de Azzalini e Durrans. Estas duas propriedades sao uma grande vantagem

do modelo PSN frente aos modelos skew-normal e PN.

2.6 Caso Localizacao-Escala

Se Z ~ PSN()\ a), a extensao ao caso localizagao-escala segue da transformacao X =

£+ nZ, onde £ €R e neRT. Entdo temos que a densidade de X fica:

¢a,/\($§fa77) = Q¢A($§f77i»/\70‘) {@/\(I;g’n)}a—l ) r € R (2]‘4)

onde

ba(w:6m) = 20 (‘” - 5) ® (x”” - 5) L () = / o (t: €, ).
n n n —00

Usamos a notacao X ~ PSN(&,n, A\, «), onde £ é o parametro de localizacao e n é o
parametro de escala. Assim nés temos que PSN (A, a) = PSN(0,1,\, «).
Para uma amostra aleatéria X = (X3, Xo, ..., X;,)’ com X; ~ PSN(&,n, A\, «), a fungao

de log-verossimilhanga de 8 = (£, 1, A\, a)’ é dada por:

n

((6,X) = nlog(a) — nlog(n) — % D+ D log{O0z)} + (a = 1) ) _log {®a(=)},

=1

onde z; = xn—g Os elementos da funcao escore sao:
1 < A= 0(Az) a-—1
Ul =- 2 — — -n ;
© " ; U ; D(Az) U
no 1 A= (A7) a—1¢
Umn)=——+-— zf—— Z — Zi;
) Ul n; n; ®(Az)  m ;
U0 = ix o(\z) \/?(a — 1) X”: ¢ (VI+N2)
= Te(M) TIHA = By(z)

Ula) = g n Zlog{qn(zi)}.
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Os estimadores de maxima verossimilhanga do vetor 8 = (£, 1, A, @) podem ser obtidos

vV 22
g((i’?) e wy = (;s(%z\))’ obtemos os

a partir de métodos numéricos iterativos. Para w =

elementos da matriz hessiana (H) dados por:

0%0(6,X) n Z )\2 -
— = - Az;w; — w?,
852 =1
9%0(0,X) M a N, AL a—1
—— ZiwW; — — Ziw; + — w; + n—; -—,
o< n? Z n? ; "’ ; Uk ; Uk
0%(6,X) 1 < 9%0(6,X) n
A - i — N2 22w, — Azw?] A\
ONOE . D [ = Mzt = Azu] DadE 7’

i=1

2 ? 2
U i=1 i=1 =1 i=1 U i=1

920(8,X 3n 5 2\ N & 22 & -1y
—5 " n

520(6, X)
aA—an——-ZWﬁ—z it 3 Z w?,

0%0(6,X) 22\(a — 1)
a)\Q Zz )‘zlwl—i_w) \/7 1+)\2 ZwM
- 1 A 1 1
—2a—1 —\/— 2y + ————w?,
(a >Z[ Vor T ™ e |

i=1

520(0,X) 0%0(0,X) \/5 I 020(0,X) n
dadn _"Z o dadN %1+A2;w”’ T 02 o

«

Os elementos da matriz de informagao esperada(/o(#)) podem ser encontrados a partir
da matriz hessiana como Ip(f) = —H. Chamando a;; = E(ZIWF) e aj\ = E(Z/WYF)
nos escrevemos os elementos da matriz de informacao esperada de Fisher, definidos e

denotados da mesma forma que no modelo LPN, como

, A3 A2 , 2 A3 A2 A a—1
leg = 7 + Fan + FCLOQ’ e = ?aw + ﬁam + Fau - ?alo T
1 .1 1
A= [am - /\26121 - /\a12} ) lag = — Iy = — [(111 - )\2(131 - >\Cl22] )
Ul n n
. 1+3 2\ +)\3 +)\2 2@—1 ; 1a
iy = —— + —Q0 — —a —a — 9y — a0, = —@10,
m 7 20 =yt s Ty 10 o =
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AV \/§2A(a—1) ﬂﬁ( - ﬂf 1
I = Aa A2 — A\ =5 @ —(a— ——a — 5
A\ 31 22 T (11 )2 01,A - o 112 21, T (14 A2)2 02,A | »

. \/5 1 . 1
Tarx =\ —T—=001.), aa = o5
A Tl 4 a2 oA a?

Para o =1 e A = 0 e com base na aproximacao de fungoes obtidas por Chaibub-Neto e

Branco (2003), £ \/(I)(:;EIZ;(Z)} ~ \/ﬁéw 735 €XP (—2(;—22/4)) nés obtemos a seguinte matriz de

informacao esperada

1 21 1

o0 E

0 n% 0 0
Ir(0) = 21 g 2 1|

T™n s 2

1 1

o0 b

cujo determinante é |Iz(0)| = 82’—:”%, portanto a matriz de informagao esperada é nao sin-

gular. Entao, pela distribuicao assintética do estimador de maxima verossimilhanga temos
A A _ . , . .. .

que, 6 ~ N, (0, I F1(0)). Assim, concluimos que o estimador de méxima verossimilhanca

¢ assintoticamente consistente, com distribuicao normal onde a matriz de covariancias é

a inversa da matriz de informacao de Fisher.

2.7 Ilustracao

Na seguinte aplicacao nés usamos os dados relacionados com as 1150 medigoes da altura
em intervalos de uma micra do tambor dum rolo, na ampla pesquisa sobre a rugosidade da
superficie dos rolos. Os dados estao disponiveis em http://lib.stat.cmu.edu/jasadata/laslett.
A Tabela 2.6 mostra algumas estatisticas descritiva dos dados, onde /b, e by sdo os coe-

ficientes de assimetria e curtose amostrais.

Tabela 2.6 FEstatisticas descritivas para altura de rolo

n Média Variancia /by b

1150 3.535 0.650 -0.986 4.855

De acordo aos valores de assimetria e curtose nés propomos um modelo assimétrico. Assim,

ajustamos os modelos PN, skew-normal e PSN. As estimativas de méxima verossimilhanca
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para os modelos em questao sao dados na Tabela 2.7, com erros padrao (entre parénteses)
calculados a partir da matriz de informacao observada para cada modelo, respectivamente.
Assim, temos que o modelo PSN se ajusta melhor aos dados de altura do rolo. Um grafico
dos modelos ajustados é apresentado na figura 2.6. Mesmo assim, o grafico Q-Q "plot” para
os trés modelos é apresentado na Figura 2.7; este gréafico foi obtido dos quantis amostrais
e os tedricos obtidos a partir da funcao de distribuicao com as estimativas dos parametros.
Para uma justificativa mais forte nés fazemos os dois testes de hipoteses paramétricos de

nao diferenca dos modelo PN e skew-normal contra o modelo PSN. Assim, nés temos
Hypp :A=0 contra Hj;: A#0 e Hyp:a=1 contra Hyp:a#1

mediante o uso das estatisticas de teste

A1 = M e AQ = M
lpsn(6) lpsn(0)
Os valores calculados destas estatisticas levam que: —2log(A;) = 54.442 ¢ —2log(Ag) =

26.324, os quais sao valores muito maiores que o valor da distribui¢ao qui-quadrado, com

um grau de liberdade, ao nivel 5%.

Tabela 2.7 Estimativas (erro padrao) dos parametros das distribui¢oes PN, SN e PSN.

Modelo PN Modelo SN Modelo PSN
Parametro estimativa estimativa estimativa
Loglik -1085.241 -1071.362 -1058.200
¢ 4.5495(0.0572) 4.2503(0.0284) 3.9939(0.0522)
n 0.1982(0.0279) 0.9694(0.0304) 5.0493(0.1417)
A - -2.7864(0.2529) -12.4238(0.3567)
Q@ 0.0479(0.0156) - 10.2356(0.4016)

IME-USP



ILUSTRACAO 32

0.4

0.2

0.0

Figura 2.6 Densidades: PN(4.5495,0.1982,0.0479) (linha tracejada),
SN (4.2503,0.9694, —2.7864) (linha de pontos) e PSN(3.9939,5.0493, —12.4238,10.2356)

(linha continua).

Figura 2.7 Grdfico Q-Q "plot”(a) PN, (b) SN e (¢) PSN.
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Capitulo 3

Distribuicoes PN Flexivel e Bimodal

3.1 Motivacao

No capitulo (1) nés introducimos os modelos skew-symmetric e a-poténcia e como casos
especiais os modelos skew-normal (SN) e poténcia normal assimétrico (PN). Estes duas
familias de densidades tem a desvantagem que as distribui¢oes sao unimodal. As vezes
a distribuicao dos dados apresentam um comportamento bimodal e estes modelos nao
sao 6ptimos para os respectivos ajustes. Alguns modelos tem sido implemetados neste
contexto, entre estes, a mistura de distribuicoes normais ou normais assimétricas, mas
alguns destes modelos apresentam complicadas implementacoes computacionais e para
alguns casos os processos de estimagao dos parametros do modelos apresentam problemas
de identificabilidade. Portanto, é de interesse estudar distribuicoes assimétricas que sejam
mais flexiveis que os modelos SN e PN, para modelar comportamentos bimodais dos dados,
além disso que nao sejam misturas de distribuigoes e que seus processos de estimacao sejam
simples de implementar.

O seguinte lema é dado por Azzalini (1985), o qual apresenta um resultado fundamental

para o desenvolvimento de modelos assimétricos e simétricos unimodal e bimodal.

Lema 3.1.1. Sejam fy uma funcao de densidade de probabilidade simétrica ao redor

de zero e G uma funcao de distribuicao tal que G’ existe e é uma func¢ao de densidade
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simétrica ao redor de zero, entao
f2(50) = 2/5(2)G(A2),  zeER, (3.1)
¢ uma funcgao de densidade para qualquer A € R.

Lema 3.1.2. Seja g uma funcgao de densidade de probabilidade simétrica ao redor de zero
e G sua funcao de distribuicao cumulativa tal que G’ existe e € uma funcgao de densidade

simétrica ao redor de zero, entao
f2(z:0) = 29(2)G(w(z)),  z€R, (3.2)
¢ uma funcgao de densidade para qualquer fun¢do impar w(z).

Lema 3.1.3. Seja f uma funcao densidade de probabilidade simétrica ao redor de zero, F
sua respectiva fungdo de distribuicdo cumulativa e G uma funcdo de distribuicao absolu-

tamente continua tal que G’ é simétrica ao redor de zero. Entao
9(z A, 0) = csf(lz] +0)G(Xz), 2, A0 €R, (3.3)
é a fungio densidade da varidvel aleatéria Z e c;' = (1 — F(4)).

Demostragao:  vide Gémez et al. (2009).

Goémez et al. (2009), estuda a distribui¢ao skew-normal-flexible com fungao de densidade

de probabilidade dada por
f(z:X,0) = cs0(|2] + 0)®(Az), (3.4)

onde ¢ é um numero real e cs ¢ uma constante de normalizagao. Eles demostram que para

d < 0 o modelo (3.4) é bimodal. Este é denotado por SNF(A, ).

Neste capitulo considera-se uma extensao ao modelo a-poténcia normal assimétrico
flexivel com a inclusao de um parametro adicional no modelo PN, com o qual pode-se
obter um modelo unimodal ou bimodal assimétrico. Além disso, também se definem os
modelos bimodal simétrico e o assimétrico para o caso da distribuicao a-poténcia, baseados

nos trabalhos de Kim (2005) e Arnold (2009), respectivamente.
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3.2 Distribuicao PNF

Um dos resultados mais importante desta secao é que a partir da familia de densidades

PNF, pode-se obter densidades bimodais.

Definicao 3.2.1. A wvaridvel aleatoria 7 seque a distribuicao a-poténcia normal as-
simétrica flexivel de parametros o e 0, se sua funcao de densidade de probabilidade é

dada por
o(z;0,0) = k(a, 0)é(|z| +6){P(2)}* 1, 2,0 €ER, a€RT, (3.5)

onde
1

1
k(a,d) = kas = l\/ 27rgb(5)/ u® "t exp{—0 ‘@_l(u)’}du ,
0
¢ uma constante de normalizacao.

Se a variavel Z segue o modelo a-poténcia normal assimétrica flexivel, usamos a notagao

7 ~ PNF(a,6).

3.2.1 Propriedades

Para a familia de distribuicoes PNF temos as seguintes propriedades.

Proposicio 3.2.2. Se Z ~ PNF(a, ), entdo

Loglz;a=1,6=0) = ¢(2).

2. p(z;0,6 = 0) = ad(){P(2)}*"" — PN(a).

3. p(zia=2,6 = 0) = 26(2){®(2)} — SN(\ = 1), a normal assimétrica com A = 1.
Joo(zia = 2,8) = es6(|2] + 6){®(2)} — SNF(L,5), SNF de Gémez et al. (2009).

3.3 Distribuicao PN Bimodal

Proposicao 3.3.1. Seja Z ~ PNF(«,6), se § # 0 entdo a fun¢do de densidade PNF

nao € diferencidvel em Z=0.
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Demostragao: Note que

Lim.—orp(20,6) = (1/2)° 2k 56/(0) R/;_wl g}

+
Vor o 2
de onde conclui-se que a funcao de densidade da distribuicao PNF nao é diferenciavel em

7=0 quando ¢ # 0.

Lim.a-(z10,0) = (1/2)"has0(0) | “ =+ ]

Proposicao 3.3.2. Seja Z ~ PNF(a,9), se 6 < 0 entdo a variqvel aleatdria Z é bimodal.

Demostragao: Igualando a zero a derivada com respeito a Z da fungao de densidade
de probabilidade com distribui¢ao a-poténcia normal assimétrica flexivel, obtemos:

1. Se Z < 0 entao, segue a solucao

¢(21)
=(a—1 .
2z = (« )CID(zl) +0
2. Se Z > 0 entao, segue a solugao
¢(22)
29 = (« )q)(22> J

Agora, se a — 17, 2 € R™ ese a — 17, 2p € RT. Logo, z; e 29 sdo pontos modais

distintos. Portanto, Z é uma variavel aleatéria bimodal.

Corolario 3.3.3. Seja Z ~ PNF(«,0). Sea=1 e § <0 entao a varidvel aleatéria Z é

simétrica bimodal.

Demostragao: Se o = 1 entdo ¢(z;a,6) = kos¢(|]2] + ) e como ¢ é uma funcao

simétrica, segue-se que Z ¢ uma variavel aleatéria simétrica bimodal.

A Figura 3.1 mostra a forma da funcao de densidades PNF para valores a de 0.75, 1.0,
1.25, 1.75 e para ¢ de -0.75 e 0.75. Neste grafico pode-se observar que para 6 = —0.75,
Figura (a), a densidade é bimodal e com diferentes graus de assimetria em cada caso. Para
a Figura (b) observa-se que se 6 = 0.75 > 0, as densidades somente apresentam distintos

grau de assimetria de acordo ao valor do parametro a.
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lensidade
02 03 0.4
03 0.4 05 0.6 0.7

0.2

01

0.0
0.0

Figura 3.1 Densidade p(z;a,d) para o = 0.75 (linha de pontos e tracejada), 1 (linha de pontos),
1.25 (linha tracejada), 1.75 (linha continua). (a) 6 = —0.75 e (b) § = 0.75.

3.4 Momentos da Distribuicao PNF

Defini¢ao 3.4.1. Seja Z ~ PNF(«,d). Entao, para r = 0,1,2,3,...,n. define-se os

r-ésimos momentos incompletos de Z por:

MZ(Z)—/ yo(y;a,8)dy, e uf(Z)—/ Y o(y; a, 8)dy

—00

e o r-ésimo momento de Z por:
pr=E(Z") = p, (Z) + 1, (Z).
O préximo resultado apresenta uma expressao para o calculo dos momentos.

Proposigao 3.4.2. Seja Z ~ PNF(«,d), o r-ésimo momento da varidvel aleatoria Z,

i = E(Z") pode-se escrever como:

pr = (r = D ptr—2(0) + 6kas [11,-1(0) — 171 (0)] +
+ (a0 — 1)1:%5/0 [0 ()] ¢ [|o7 (v)| + 6] v 2dw. (3.6)

Os momentos centrais, (i, = E(Z — E(Z))", para r = 2,3,4 podem ser calculados das

expressoes:

flo = piy — 13, pis = pz — Bpapny + 207 e gy = pa — Apgpn + Gpgpd — 3y
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Consequentemente, a variancia e os coeficientes de assimetria e curtose sao dados por:
0’ = Var(Z) = pia, Vb1 = /13/[,112]3/2 e By = ﬂ4/[ﬂ2]2-
3.4.1 Caso Localizagao - Escala

Considera-se agora a extensao ao caso de localizacao-escala para a distibuicao PNF.

Definicao 3.4.3. Seja Z ~ PNF(«,6), com a € RT e § € R. A familia de distribui¢oes
PNF, com pardmetro de localizacdo £ € R e parametro de escala n € RT, € definida como

a distribuicao da varidvel aleatoria X =& +nZ cuja fungdo de densidade é:

a—1
p(z;€m, a,6) = k;’ad) ('x;ﬂ +5> {cb (xT—g)} , xER (3.7)

Se X segue o modelo (3.7), usamos a notacao X ~ PNF(&,n, a,9).

3.5 Inferéncia no Modelo PNF

Agora apresentamos os estimadores de maxima verossimilhanga, a matriz de informagcao
observada e a matriz de informacao esperada para a e 0 no caso padrao e do vetor

0 = (&,m,a,6) no caso de localizagao-escala.

3.5.1 Caso Padrao

Para uma amostra aleatéria de tamanho n, Z = (73, ..., Z,)’, da distribuicao PN F'(«, ),

a funcao de log-verossimilhanga para @ = («,d)’ dado Z fica dada por:

2

=1

£0:2) = n {log(kas) — log(V2) } = 3 3™ (1 + 07 + (e = )Y log {2(z)}, (39
entao os elementos da func¢ao escore sao
Ua) =n {—Mh(a, 5) + a} . U@®)=n {\/ﬁg(a, 5) — T - 5} , (3.9)
onde,

h(c, d) = ¢(0)k(a, 5)/0 2*ogzexp{—6[07'(2)|} dz, w= Zuz/n,
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1
0

g(a,0) = d)(é)k(a?é)/ (}@’1(2)‘ + 5) 22 Lexp {—(5 ‘@’l(z)” dz e m = Z |zi| /n.

Fazendo as derivadas descritas acima iguais zero, obtemos que a solugao da fungao escore

satisfaz as equacoes:
T =V2rh(a,d) e § =V2mg(a,68) — |2|.

Aqui com um processo numérico iterativo pode-se resolver estas equacoes. O nosso préximo
passo é obter a matriz de informagao de Fisher para («,d). Os elementos da matriz de

informacao observada (j,,) sao:

jaa =n [_Ala(a7 6) + AQa(aa 5)] 5 jéoc = n[_\/ﬁAla(S(O‘a 5) + A2o¢5(a7 5)]7

Jos = n[—Ars(a, 6) + Ags(c, 0) + 1],

onde
([ 0Ologk(a,d) 2 _ [ 0Ologk(a,9) 2
A1a(06,5) = (T) ) AM(@,(S) = T )
ks ks
Aza(a,é) = kI(OZ,(;)W, AQ(S(O[,é) = k(oz,cS)W,
- dlog(k(a, ) B 0%k 5
Ala(s(Oé,(S) = g(a,5) <a—a s AQQJ(OZ,(;) = k(@,(;)m

Neste caso os elementos da matriz de informacao esperada ina, tas, i5a, 55 S0 N~ vezes

os valores esperados dos correspondentes elementos da matriz de informacao observada.

3.5.2 Caso Localizacao-Escala

Para uma amostra aleatéria de tamanho n, X = (X3, ..., X,,), da distribuicao PN F (£, 1, o, §),

a fungao de log-verossimilhanca para @ = (£, 7, «, )" dado X fica dada por:

n

£0;X) = nflog(kas) — log(n) —log(VaR)} — 5 322 = 207 =53 Jail +

i=1

+(a—1) Zlog{@ (z)}, (3.10)

-1
onde z; = 9“77_5 e kogs= [\/%qb(é) fol 2> lexp{—d |¢>*1(z)|}dz} .
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Entao, os elementos da funcao escore ficam dados por

1 z”: 2 + 0 z”: sinal(z;) —
i i

Un)=—— + Z Zz,smal 2i) Wi,
U(a) = —V2mnh(a, §) + Zlog{fb ;) —n{—\/gh(a,é) +E}
e
U(8) = V2rng(a,d) — Z|z,|—n5—n{\/_g(a5) M—é},
onde u; = log{®(z)}, w; = i(( )) eu = Yy . ,u;/n, sinal é a funcdo definida por:
sinal(z) = —1 se z < 0, sinal(z) = 0 se z = 0 e sinal(z) = 1 se z > 0. As fungoes g

' z
e h sao como foram definidas acima. Segue-se que as solugoes das equacoes dos escores

satisfazem:
§ = V2mg(a, ) — |2, (a —1)(zw) + 1 = 22 + dzsinal(z),
7 = V2rh(a, ), Z + dsinal(z) = (a — 1),
onde,
Y Y |zi| /m, ?:izf/n, m:izzwz/n
i=1

3.5.3 Matriz de Informacao Esperada

= z) temos que:

Para uma observagao (z;
1 2

li(6; 2) = log(k(a, 9)) —log(n) —log V2m} — o (|2| + )" + (a — 1) log {®(2)},  (3.11)
onde z = (z — &) /n. Entdo, menos as segundas derivadas da func¢ao (3.11) com respeito
a0s parametros sao

Jée = = [1 +(a—1)(zw+ w2)] , Jag = Jse = ——sinal(z),
n n n
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; 1
Jne = 2 {sinal(2) (2] + 6) + 2 + (a = 1) [w + 20® — w] },

» 1
Ty = o [—1 + 2sinal(z) (|z| + 0) z + 2° — (a — 1) (22w — 2°w® — 2°w)],
42w ; z . .
o = S oy = meinal@) = ~Aa(0,0) 4 Agn(a ),

jga - [_ \ 27TA1045(Q7 5) + Aga(;(Oé, 5)]7 .](Zsé - _A15(a7 6) + A25(Oé, 6) + ]-7

onde A1y, Asy, Ats, Ags, Ajas € Agys sdo dados como na secao (3.5.1). Logo, dado que
zsinal(z) = || e |z| sinal(z) = z, além disso, E(sinal(Z)) = pg (§) — po (€) e E(|Z]) =
pi (&)—pq (€) entdo, chamando ige, igy, - . . , iss 0s valores esperados da matriz de informagao

observada e fazendo ay; = E{Z*WJ} para k =0,1,2,3 e j = 0,1,2 se obtém:

TN
lege = % [1 + (Oé — 1>(Cl11 + GOQ)} ) lag = %7 lse = _Ho (5) Ho (£>,

Ui

Ing = % {6(ug (€) = g (€)) + 2010 + (v = 1) (a1 + @12 — a1) }

by = % [—1 4260 (&) — 17 (€)) + 3azo — (@ — 1) (2a11 — ass — as1)]
=y = IO R 0,6) + B(un(a, )
i(;a = [—\/%E(Alag(a, 5)) + E(A2a5<04, (5))], i55 = —E(Aw(a, 5)) -+ E(A25(a, 5)) -+ 1,

onde os ai; podem ser calculados numéricamente pois nao tem forma fechada.

3.6 Ilustracoes

Caso 1. A seguinte aplicacao correspondem 70 observacoes de precipitacao em cidades dos
EUA. Os dados encontram-se na base zCO2 da biblioteca base/R-ex do pacote R. Uma
andlise descritiva dos dados se encontra na tabela 3.1.

Os valores dos coeficientes de assimetria e curtose justificam um modelo do tipo PN,
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Tabela 3.1 FEstatisticas descritivas para a varidvel precipitacdo.

n média variancia vb1 ba

70 34.8799 185.1023 -0.2846 2.6166

além disso, o grafico do histograma dado na figura 3.2 também suporta um modelo bi-

modal. Assim, um teste de hipotese para
Hy:6=0 contra Hy:6#0,

mediante o uso da estatistica
Cpn(0)
A=)
lrpn(0)

leva a

—2log(A) = 458.9966,

o qual é um valor maior que o valor critico da distribuicao qui-quadrado, com um grau de
liberdade, ao nivel 5%, X%,5% = 3.8414. Portanto, o modelo PNF bimodal pode ser usado
para modelar os dados de precipitacao em cidades dos EUA. A tabela 3.2 apresenta
as estimativas dos parametros, com erros padrao em parenteses, para os dois modelos.
Finalmente, um grafico do modelo estimado, junto com os modelos normal e PNF sao
apresentados na figura 3.2.

Caso 2. A seguinte aplicacao corresponde as 1150 observagoes do conjunto de dados
"roller” estudados anteriormente no modelo PSN.

Para os modelos PN e PNF, temos que este iltimo modelo se ajusta melhor aos dados

de altura do rolo (veja tabela 3.3).

3.7 Extensoes Bimodal a-Poténcia

Nesta secao nés estudamos duas novas familias de distribui¢coes com base na distribuicao
a-poténcia. O primeiro modelo corresponde a uma extensao direita do modelo de Du-

rrans(1992), com o qual se logra modelar dados com distribui¢ao simétrica bi-modal,
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Tabela 3.2 Estimativas (erro padrao) dos parametros das distribuicoes PN e PNF bimodal.

Modelo PN (0) Modelo PN F(0)
Parametro estimativa(Erro padrao) Parametro estimativa(Erro padrao)
Loglik -281.4556 Loglik -51.2172
¢ 48.8494(9.4578) ¢ 24.1084(1.7386)
0 8.3079(3.8857) 0 9.5079(0.6786)
a 0.2376(0.2964) a 1.4576(0.1519)
5 11.5255(0.1363)

0.03
1

densidade
0.02
|

0.01
1

N

Figura 3.2 Varidvel precipitagio (linha de pontos e tracejada) e Distribui¢oes:
N (34.8799,185.1023) (linha de pontos), PN (48.8494,8.3079,0.2376) (linha tracejada) e
PNF(24.1084,9.5079,1.4576, —1.5255) (linha continua).

enquanto que o segundo modelo contém um novo parametro que o faz mais flexivel que
o primeiro modelo pois se obtém distribui¢oes bimodais assimétricas. Os dois modelos
estudados contém a distribui¢ao normal como um caso particular.

Diversas extensoes para o modelo skew-normal de Azzalini(1985) foram estudadas para

o caso bimodal. Kim (2005) introduz o modelo two-pieces skew-normal model, com fungao
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Tabela 3.3 Estimativas (erro padrao) dos pardametros das distribuicoes PN e PNF.

Modelo PN Modelo PNF
Parametro estimativa(Erro padrao) Parametro estimativa(Erro padrao)
Loglik -1085.241 Loglik 763.193
13 4.5495(0.0847) 13 3.6880(0.0096)
0 0.1982(0.0432) 0 2.0510(0.0883)
o} 0.0479(0.0240) o 0.6284(0.1008)
5 2.9219(0.1547)

0.6 0.8
1

densidade
0.4

0.2

0.0

Figura 3.3 Densidade da wvaridvel altura do rolo (linha de pontos e tracejada) e Dis-
tribuicoes: N(3.5347,0.4221) (linha de pontos), PN (4.5495,0.1982,0.0479) (linha tracejada) e
PN F(3.6880,2.0510,0.6284,2.9219) (linha continua,).

de densidade
f(z:A) = exop(2)@(Alz]), (3.12)
onde A é um numero real e ¢, é uma constante de normaliza¢do. Para A > 0, Kim (2005)

demostra que o modelo (3.12) é bimodal. Usamos a notagao TN ().

Arnold et al. (2009) estudam um modelo que chamam the extended two-pieces skew-normal
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model, o qual tem funcao de densidade de probabilidade dada por

f(z A, B) = 200(2)@(A|2])2(52), (3.13)

onde e A sdo numeros reais e ¢, ¢ uma constante de normalizacao. Este é um modelo
bimodal assimétrico para certos valores de A e 3. Arnold et al. (2009) demostram que a
matriz de informacao de Fisher do modelo é singular para A = § = 0, isto é, para o caso

da distribui¢ao normal.

3.7.1 Modelo Bimodal Simétrico a-Poténcia

Com base nos modelos de Durrans (1992) e de Kim (2005), nés definimos a fungao de den-
sidade de probabilidade para uma nova familia de distribui¢oes bimodais, a qual chamamos

de familia bimodal a-poténcia. A funcao de densidade é dada por:
o(z;a) = aca f(2) {F (]2}, z € R, (3.14)

onde a € RT, F é uma funcao de distribui¢do absolutamente continua com funcao de

densidade de probabilidade f = dF' simétrica ao redor de zero e ¢, = % ¢é a constante

de normalizac¢do. Usamos a notagdo BSP(«).

Resultado 1. Se Z ~ BSP(«), entdo o modelo (3.14) é simétrico.

Resultado 2. Se Z ~ BSP(«a), entdao —Z ~ BSP(«).

Resultado 3. Se Z ~ BSP(«a), entao a fungao de densidade de Z nao é diferenciavel em
Z=0.

Prova: de fato, os dois primeiros resultados sao 6bvios. Para o resultado 3, temos que
Lo(za) = —2¢(2)0(|2]) + (o — 1)§|¢2(z) a qual nao existe em z=0, de modo que a

densidade (3.14) nao é diferenciavel em z=0.

Resultado 4. Se Z ~ BSP(«a), entao a funcao de distribuigao de Z é dada por:

Folsiay— 4 T TR sz <0,

a—1 o
%+22a_1{{F(z)} —2% , sez>0.
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O método de inversao pode ser usado para gerar amostras com distribuicao BSP de
parametro a. Assim, se U ~ u(0, 1), a distribuigao da varidavel Z ~ BSP(«) é
—F (1= 2(1 = 27U)Ve, para U < 1/2,
FL@ @202 - 1)U -2"")N+1)"", para U >1/2,

J =

onde F'~! ¢ a funcao inversa de F.

Para uma amostra aledtoria Z = (Zy, Zs, ..., Z,)" de tamanho n da distribui¢cao BSP, a

fungao de log-verosimilhanca de o dada Z ¢ dada por

U, Z) = nlog(a) + nlog(cy) + i log(f (2 (a—1) Z log(F'(|z]))

i=1

Assim, a funcao escore é dada por:

12
Ua) =2 — Og ZZF 12i]),

de modo que o estimador de maxima verossimilhanca ¢é a solugao da equagao nao linear

U(a) = 0. Além disso, para n — o0,
V(@ —a) 2 N(0,0),

onde
1

nla=2+ 222> —1)-2(log 2)?]

Momentos da Distribuicao BSP

Os momentos de uma varidvel aleatéria com distribuicao BSP sao fungdes do momento

incompleto
m(2)=aco [ 5@ (FQDYdn, r=0.12... .15
Resultado 5.

Se Z ~ BSP(«) entdo o r-ésimo momento da variavel Z é dado por

0, se r é impar,
E(Z") =
241,(0), ser é par.
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3.7.2 Caso Localizacao-Escala

Seja Z ~ BSP(«a), com « € RT. A familia de distribui¢oes com parametros de localizagao-

escala é definida como a distribuicao de X = {+nZ para{ € Ren > 0. A correspondente

funcao de densidade ¢ dada por
T — € a—1
—D} CreR (3.16)

a 2071 x—§
plestme) = 772a—1f( 1 ){F( U

onde £ é o parametro de localizacao e n é o parametro de escala. Usamos a notagao

BSP(&,m,«), e em particular, BSP(«a) = BSP(0,1, «).

Inferéncia

Para uma amostra aleatéria de tamanho n, X = (X1, Xs,..., X,,)’, de uma distribuigao

BSP(£,m, «), a fungao de log-verosimilhanga de 8 = (£,7, @)’ dada X é dada por:

0(0;X) = nlog(a) + nlog(c,) — nlog(n) + i log(f(z)) + (a—1) Z log(F(|z]))
onde z; = Ti= y (f') existe, a funcio escore
é dada por:
010 = = 3 + S St 7,
0= 3 T S
Ul =2 = B2 S g2 ()
P

Os estimadores de méaxima verosimilhancga sao obtidos por métodos numéricos iterati-

VOS.

3.7.3 Matriz de Informacao Observada

Assumindo que a segunda derivada de f (f”) existe e fazendo w; = %, S; = %

G . P
ti= L ev = 52,

denotamos por jee, Jne, -5 Jaas Sa0 dados por:

Jﬁﬁ—: {(U —t)+(a—1) [W—E]},

obtemos que os elementos da matriz de informacao observada, que
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R — -1
ne = —%(ﬁ—i— t—v?) — n2 5 [sinal(z)|z!w2 — sinal(z)|z|s — sinal(z)w] :
Ui n
- 1l —
Jom = —% — % [2%—1— 2%t — 221}2] —n= 5 [2]z|w + 225 — z2w2] :
n n n

Jag = —;smal(z)w, Jan = 5|z|w, Jaa =1 [ 4+2%(2% — 1) *(log 2)?]

F_1ywm 4 .2 __ 1N\ 2 2,02 — 1\ 2,02
onde £ = =371 1, v2 =" 07, 22w = 2T iy

Matriz de Informacao Esperada

Counsiderando:

ar; =E{Z"(f(1ZD/F(12))V},  ap; =E{UZI(F(12))/F(Z))'}
ay; = E{sinal(2)|Z1*(F(1Z))/F(12))’},  af =E{sinal(2)(f(|12])/F(|1Z]))'},
bij = E{Z*(f'(1ZD/F(12))’}, by = E{sinal(Z)|Z]*(f'(1Z])/F(1Z]))’},
ay =E{ZNF(2)/F(2))). d=EL2(f(12))/£(12]))},
para k = 0,1,2,3 ¢ j = 1,2, temos que os elementos da matriz de informacdo esperada

sao dados por:

e = 3 [(co2 — do) + (a = 1)(ao2 — bo)], e = Rt dy — cop + 7 lagy + b1 — aiy] |
Uy = R [2¢11 + dy — 20 — R [2a}, + by — a],
: 1 sokok . 1 * . -2 -2 2
tag = _;]al ) lan = ;CLH’ loo = ° F 2(1(2& - 1) (log 2> :
Em geral as esperancas nas expressoes anteriores se calculam usando métodos de inte-
gragao numérica. Quando o = 1, entao p(x;&,n, 1) = % (x), a funcdo de densidade do
modelo de localizagao-escala, assim, a matriz de informacao se reduz a
(co2 — do) /1 (cor + dv — co2) /n? ai™ /n
I0) = | (cor+d1—co2)/n*  —(1+2c11+dy —c22)/n? aiy/n
ay™ /n aiy/n 1+ 2(log 2)?

onde as caracteristicas desta matriz dependem da funcao f. Esta matriz de informacao é
importante no processo de maximizacao numérica da funcao de log-verosimilhanca pelos
métodos de Fisher e Fisher escore. Também esta matriz sera importante para a obtencao
da distribuigao assintética (normalidade) do estimador de méxima verosimilhanga do vetor

de parametros do modelo.

IME-USP



MODELO BIMODAL PN 49

3.8 Modelo Bimodal PN

Para F' = ®, a funcdo de distribui¢do da normal padrao, em (3.14) obtemos a funcao de

densidade de probabilidade
o(z;a) = acad(2) {O(|2])}* 7, z € R, (3.17)

onde a@ € R', a qual chamamos de funcao de densidade bimodal poténcia normal e a
denotamos por BPN(«a). Para a = 1 temos ¢, = 1 e assim, chegamos ao caso da dis-

tribuicao normal.

Resultado 6. Se Z ~ BPN(«a) entao sua fungao de densidade ¢ unimodal para o < 1 e
bimodal para o > 1.

Prova:

De fato, derivando ¢(z; ) com respeito z e igualando a zero, obtemos que os pontos onde

acontecem os maximos e minimos sao as solugoes das equagoes
219 (2])
¢(2)

Assim, para qualquer o € R™ a primeira equacao tem uma unica solucao z=0, enquanto

acazd(2) {®(|2)}* =0 ou a—1=

que a segunda equacao nao tem nenhuma solucao quando o < 1; tem a solugao z = 0
para a = 1, o caso da normal, e, dado o valor absoluto, tém duas solucoes quando
a > 1. Portanto, concluimos que a densidade (3.17) é bimodal. A Figura 3.5 mostra o

comportamento da funcao de densidade (3.17) para distintos valores de a.

3.8.1 Momentos

De acordo com o caso geral, os momentos de uma varidvel aleatéria com distribuicao BPN

sao funcoes do momento incompleto

1(Z) = ac, / T o) (W)Y dy,  r=0,1,2,... (3.18)

e o r-ésimo momento da variavel Z é dado por

0, se r é impar,
E(Z") =
241,(0), ser é par.
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05
I

0.4
I

ity
0.3
I

0.2
I

0.1

0.0
I

Figura 3.4 Grdfico da distribuicao BPN (a) o = 0.25 (linha de pontos), 0.75 (linha descontinua)
e 1.0 (linha continua) (b) o = 1.25 (linha de pontos), 1.75 (linha descontinua) e 2.25 (linha

continua,).

Assim, E(Z) = E(Z?3) = 0. Para r > 2 temos a seguinte férmula recursiva para o calculo

dos momentos pares de Z:

10:(0) = (r — Dpar_s(0) + e — ea / T Le(Vat) {1}t

0

Depois de intensos célculos algébricos temos
) a-1, 1 (1 ot
= QCq | —F— X7\ 3 s
H Var L Var \2
— (v —2 N“a?—a—4
115(0) = aca {(O‘ No=2) ) o (5 w}

w0 = |2 (5) "+ 2 ()

co(a — 1)(a = 2)(a — 3)
12my/2m

114(0) = 3p2(0) + ym

()] )

cac(a — 1)(a — 2) Flﬁ (a—3)(a—4>[4]
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onde
fo P(v22) {®(2)}*~ 2dz, I = fo d(V32) {®(2)}*~ Sdz, Iy = fo d(v22) {®(z )}a_4dz
el = [ ¢(V5z) {®(z )} 0 dz.

Portanto, a variancia, o coeficiente de assimetria e o coeficiente de curtose sao dados,

respectivamente, por:

o =Var(Z) = 2(0), V/Bi=0 e [y =

Para o = 1, temos 12(0) = 1/2, 02 = Var(Z) =1 e 33 = 3, que coincidem com o caso
da distribuicao normal padrao. A Figura seguinte mostra o comportamento da variancia
e o coeficiente de curtose da distribuicao BPN para valores de a entre 0.1 e 10. Como
podemos ver, a variancia é uma funcao crescente do parametro de forma a enquanto que

a curtose é funcao decrescente deste parametro.

25

variance
2.0
i
kurtosis

15

1.0

Figura 3.5 Comportamento da: (a) variancia e (b) curtose, da distribuicio BPN («).

3.8.2 Caso Localizacao-Escala

Seja Z ~ BPN(a), com a € R*. A familia de distribuigdes com parametros de localizagao-

escala é definida como a distribuicao de X = {+nZ para { € Ren > 0. A correspondente
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funcao de densidade é dada por

a—1 .
s =425 o

onde £ é o parametro de localizacao e n é o parametro de escala. Usamos a notagao

n

x_—§’>}“" v €R, (3.19)

BPN (£, n,«). Novamente segue que BPN(a) = BPN(0,1, o).

3.8.3 Inferéncia

Assim como no caso geral, encontramos agora os estimadores de maxima verosimilhanca
para os parametros do modelo BPN. Para uma amostra aleatéria X = (X3, X, ..., X,,)
da distribuigao BPN(§,n, «), a funcao de log-verosimilhanca de 8 = (£, 71, «)’ dado X é

dada por:

0(0;X) = nlog(a) + nlog(c,) — nlog(n —i—Zlog (z:)) + (a—1) Zlog (|zi]))

onde z; = £

=
o,
I
| —
NE
N
Q
|
—_
H‘M:
v,
~.
S
S
=
N
idpS

n 1w
Uln) = =2+ =322 -

log 2
Ua) = n_ %% — + Zlog 2D (|2])]-

a 1-2
=1

Mesmo como no caso geral, os estimadores de maxima verosimilhanca sao obtidos por

métodos numeéricos iterativos.

3.8.4 Matriz de Informacao Observada

Assim como no caso geral, para F' = & temos que os elementos da matriz de informacgao

observada sao dados por:

. n+ a—1
Jege = S5 TN
133 772 772

[W—W],
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2 -1
o = —TQLE—}- n2 5 [—sz — sinal(z)z?w + sinal(z)w} ,
n Ui
3 —1
Iy = —% + —222 +ns 5 [—2|z|w + 22w? 4+ |z|3w} ,
Ui n

Jag = —;smal(z)w, Jan = ;|z|w, Jaa =n [ 4+2%(2% — 1) *(log 2)?] ,

onde®w = 237w w2 =137 w?zw=13" sy, sign(z)zw = L3 sinal(z)ziw;,...

79
2,2 _ 1xwm 2 2
Zw_nZz‘:lziwz"

Matriz de Informacao Esperada

Considerando:

ay; =E{Z"(6(2)/2(1Z))/'},  ay; = E{Z|"(6(2)/2(|2)))'}

ay; = E{sinal(2)Z"(6(2)/2(|1Z]))'}.

temos que os elementos da matriz de informagao esperada sao dados por:

ige = — [1+ (a — 1)(ao2 — a7})], ine = —a10 + —5— lagy — a3 — ana,
n n n

. 3 a—1., .
gy = —? + ﬁagg + 7 [(131 + a9o — 2&11] s

' - - L. : —2 —2 2

lag = ——0y ban = —aqy; laag = O "+ 201(204 - ]‘) (log 2) :

n n
Quando «a = 1, entao p(z;¢,n,1) = % (z), a fungao de densidade de localizagao-escala

da normal, assim, a matriz de informagao esperada se reduz a

1/n? 0 agt/n
1(0) = 0 2/n? aiy/n
afi/m  ai/n 14 2(log2)?

cujo determinante é |1(0)| = #[2 +4(log2) — ai? — 2a3?] = %, entao concluimos que

a matriz de informagao de Fisher do modelo é nao singular, para o caso especial de uma
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distribuicao normal. A submatriz superior de tamanho 2x2 é a matriz de informacao da

distribuicao normal. Para n grande temos que,
A A _1
0_>N3(07](0) )7

concluimos que @ é assintoticamente consistente e com distribui¢do normal onde I(0)~!

¢ a matriz de covariancias para grandes amostras.

3.9 Modelo Bimodal Assimétrico

O modelo (3.14) proposto anteriormente representa uma nova alternativa para dados que
apresentam bi-modalidade, mas este modelo s6 pode ser aplicado em situacoes com bi-
modalidade simétrica. Um segundo modelo mais flexivel que o modelo (3.14), pois modela
dados com bi-modalidade assimétrica é apresentado agora com base no modelo de Arnold
et al. (2009), para a distribuigao skew-normal e que é conhecido como the extended two-
pieces skew-normal model (ETN). Assim, nés agora introduzimos a versao do modelo de
Arnold et al. (2009), para a distribuigado a-poténcia, como a funcdo de densidade dada

pela expressao:
o(z;a) = 2ac, f(2) {F(|2)}* " G(82), z € R, (3.20)

onde a € R™, 8 € R, F é uma funcao de distribuicao absolutamente continua com fung¢ao

de densidade de probabilidade f = dF' simétrica ao redor de zero, G é uma funcao de

distribuicao absolutamente continua e simétrica ao redor de zero e ¢, = % é uma
constante de normaliza¢do. N6s denotamos por T'Pf(3, ).

Evidentemente esta funcdo é uma densidade pois dado que fy = acaf(2) {F(|z)}*"
¢ uma funcdo continua e simétrica ao redor de zero, entao pelo lema (3.1.1) podemos
concluir que (3.20) é uma funcao de densidade de probabilidade.

Também é claro que o modelo (3.14) é um caso particular da densidade (3.20) quando
G = 0. Neste trabalho nés vamos dar énfase no caso F' = G = &, com [ # 0, o qual vamos

denominar ”‘modelo bimodal poténcia-normal assimétrico”’.
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3.9.1 Modelo bimodal Poténcia-Normal Assimétrico

O modelo bimodal poténcia-normal assimétrico é um caso especial do modelo (3.20)

tomando F' = G = ®. Portanto, sua fungao de densidade de probabilidade é dada por

o(z:8,0) = 200,6() {O(A)}" 1 0(82),  z€R, (3.21)

onde o € Rt e # € R. Usamos a notacaio BPNA((3,«). A figura (3.6) mostra o compor-

tamento da fungao de densidade (3.21) para distintos valores de « e 3.

density
0.3
1

Figura 3.6 Grdfico da distribuicio BPNA (a) « = 1.75 e 8 = 0.25 (linha de pontos), o = 2.25
e f =0, (linha descontinua) o = 2.75 e f = 0.75 (linha continua) (b) @ = 1.25 e § = —0.25
(linha de pontos), « = 0.5 e § =1 (linha descontinua) « =4 e =2 (linha continua).

Derivando a funcao de densidade com respeito a variavel Z, temos que a derivada de

©(z; B, «) é igual a zero quando

2066(:) {0(D) 2 =0 ou a1 =[5 2 {1—@;‘12@31

B8 (82)
= 5(Bz)

Este modelo contém uma grande variedade de familias ja conhecidas na literatura dos

Assim, quando o > 1 e para valores de (3 tais que [1 — ] > (0, o modelo é bimodal.

modelos simétricos e assimétricos uni ou bimodais, como enunciado nos seguintes resul-

tados.
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Resultado 7. Se Z ~ BPNA(8, a) entdo: 1) BPNA(0, ) = BPN(a)), 2) BPNA(0,1) =
N(0,1), 3) BPNA(3,1)=SN(8) e 4) BPNA(B,2) = ETN(1,3).

3.9.2 Momentos

Nao existem expressoes explicitas para os momentos de uma variavel aleatoria com dis-
tribuicao BPNA, assim, nds temos que o r-ésimo momento da variavel Z ~ BPNA(f3, «)

se pode expressar como

), se r é par,
E(Z7) - pr () p

2:“’7“(67 Oé) - Mr(a)a seré impar,

onde

(@) = 2acq, /000 Zo(2) {P(2)}* Nz e p (B, a) = 2ac, /000 Zo(2) {P(2)}* 7 B(B2)dz.

Assim, se obtém que os momentos de Z sao a soma de 2¢,, vezes os momentos incompletos
positivos de uma varidvel PN e de uma variavel BPNA. Mediante uma mudanca de varidvel
nos temos que

1 1

(@)t dt e p (B, ) :2aca/ (DL (1)]"D(BD(2)) ™ dt.

1/2

oo |

1/2
3.9.3 Caso Localizacao-Escala

Se Z ~ BPNA(f,«), entdo o caso de localizacao-escala do modelo BPNA é obtido a
partir da transformacao X = £ +nZ, onde £ € R é um parametro de localizacao e n > 0 é
um parametro de escala. Finalmente a familia de localizagao-escala da distribuicao BPNA

¢ dada pela densidade
20, [ —&
o(z;€,n, B, 0) = p ¢( ){CP(

3.9.4 Inferéncia

n

x_g')}a_lq><ﬁx_€), reR. (3.22)

Suponha que temos uma amostra aleatéria de tamanho n, X = (X7, Xs, ..., X,,)" da dis-

tribuicdio BPNA(&,n, 5, ), a fun¢ao de log-verosimilhanca de 8 = (£, 7, 3, )" dada X
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pode ser escrita como
0(0;X) = nlog(a)+n log(ca)—nlog(n)—i-zlog(gb(zZ (a—1) Zlog (12) —i—Zlog (B21)),
i=1

equacoes de verosimilhancga sao dadas por

onde z; = %

1 a—1~ . o(lz]) B~ o(82)
U - — 7 lz -
€)= 25+ = D s gE s =0 55,
Ui — " 1 - ) -1 2 i¢<|zi’)_§ . i(b(BZi) _
() n+n;% T G Ty e

n

log 2
Z ﬁzl ) 20 e Ula) = > 1fg2a+;10g[2¢<|zi|>1=o

Métodos numéricos iterativos, tipo Newton-Raphson, tém que ser usados para encontrar

as solugoes do sistema de equacoes anterior.

3.9.5 Matriz de Informacao Observada

Os elementos da matriz de informagao observada sao dados por:

2

n o a-—1 [W—W] —|—n% [ﬁz—m+w_%]’

jee = 5 +n
133 0> >

2n a—l[

Jng = —5Z + n—p— | —2w? — sinal(z)2*w + sinal(z)w} + n% [52:52101 + Bzw? —wy| |
n n n

. B = R L s v
Wy — n— | 22wy + zwi| Jag = 77szg'rz(z)w,
n

, n
Jpe = —
n

) n+3n2+ o
Jm = —— + —=% n
m ? ?

-1
[—2|z|w + 22w? 4+ \z|3w} — éz_wl
n
+ n% [52231111 + Bz2w? — Qz_wl] :
n

Jon = E[Zwl — 2wy — B22wi],  Jan = 5|Z|wv Jas = n[BzPw + 2*wi],
Jop =0, Joa=n[a7?+2%(2" = 1)"*(log2)*],

onde

= ¢(B2)/P(Bz), w1 = % 22;1 Wi, w_% = % ZZ’L:I w%iv W=+ ZZ’L:I Wi w? = % Z?:l w?,

W = %Z?:l ziw;, sign(z)zw = %Z?:l sign(z;) ziw,..., 22w? = 1 Zl L 22w
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Matriz de Informacao Esperada

Considerando:
ar; = B{Z*(0(2)/0(12)))’},  ai; = E{|Z]"((2)/2(|Z]))’},

ay; = E{sinal(2)Z*(¢(2)/@(|Z)))'}.  awy =E{Z*(¢(8Z)/2(3Z))},
os elementos da matriz de informacao esperada podem ser expressados como:

1 3? 1

ige = = 1+ (a—1)(age — aj7)] + F[ﬁalll + ai0z), lpg = ;‘“01 - ?[ﬁanl +ang),

Ine = ?alo + 7 lagy — a5y — a2 + ?[526121 + Baiiz — aio1),

. 1 . 1 16 . 1,
tag = —E% ) 18y = Ealll - ?[ﬁaliﬂ + ﬁa122]7 lan = Ealla

. 3 a—1., . 16}
Uy = T + ?020 + R laz, + ax — 2a7;] + ?[5261131 + Baize — 2a111],

ips = Paiz + aizs, tap = 0, faa = @24+ 2%(2* —1)"?(log 2)%.

Novamente, as esperancas nas expressoes anteriores sao calculadas usando métodos de
integracao numérica. Quando o = 1 e § = 0 entao ¢(x;&,n,0,1) = %(b(x), a funcao de

densidade de localizacao-escala da normal e a matriz de informacao se reduz a

0 V2 agi/
0

1(9) = 0 2/n? ajy/n
e 0 2 0
=/ /7
agi/n - aii/n 0 1+ 2(log 2)?
com |[I(8)] = —ﬁ = 0290 - (. Portanto, a matriz de informacdo do modelo é
i n

nao singular, para o caso especial da distribuicao normal, isto é, as filas da matriz de
informagcao sao linearmente independentes, contrario ao caso da matriz de informacao do
modelo em Arnold et al. (2009), onde as filas da matriz de informagao sdo dependentes,

para o caso especial da distribuicao normal. Novamente podemos notar que a submatriz
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superior de tamanho 2x2 é a matriz de informacao da distribuicao normal. Assim, para

n — 00 temos que,

é i N4(07 ](9)_1)7

e concluimos que 6 é assintoticamente consistente e com distribuigao normal onde 7(6)!

¢ a matriz de covariancias dada pela inversa de Ip.

3.9.6 Estudo de Simulacao

Agora nés apresentamos alguns resultados sobre o parametro «, usando o método de
méaxima verosimilhanga, baseados com as amostras aleatérias da distribuigao BP N («)
geradas usando o algoritmo descrito a seguir

Geragao de variaveis aleatérias Z ~ BPN(«) :
1. Seja U ~ u(0,1).
2. Se U < L entio Z = —&~' (1 —2(1 —27*)U)"*,
3. Caso contrdrio, Z = &1 (27%(2(2% — 1)(U — 271)) + 1)/,

onde ®~! corresponde & inversa da distribuicao acumulada da normal.

Geram-se diferentes amostras aleatérias BPN, para diferentes valores de a. Todas as
simulagoes foram realizadas para cinco diferentes tamanhos amostrais, n = 100, 200, 500,
1000 e 1500. Na Tabela 3.5, descreve-se a média e a /EQM das estimativas usando o
método de maxima verosimilhanca. As estimativas estao baseadas em 1000 repetigoes.
Os resultados mostram que gerando com « < 1 as estimativas melhoram para tamanhos
amostrais grandes, enquanto que para valores de a > 1.5, de acordo com a tabela 3.5, as
estimativas foram muito boas mesmo para tamanhos amostrais pequenos. Notamos que
quando o tamanho da amostra aumenta, a média atinge ao valor do parametro, enquanto

que a v/ EQM diminui, o qual garante a consisténcia do estimador.
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3.10 Ilustracao

Para ilustrar a flexibilidade do modelo BPN usamos uma base de 500 dados com a variavel
Z = PesoECO o qual é o peso ecografico (antes de nascer) medido em gramo. Os es-
tatisticos descritivos desta varidvel sdo: Z = 3210.356, S; = 834.092, v/b; = 0.071 e
by = 2.068. Usando a livraria bbmle do pacote R se obtém as seguintes estimativas para
os modelos normal, TN e BPN, respectivamente. Para comparar os modelos normal, TN
e BPN, usamos o critério de Informacao de Akaike (AIC) (Akaike, 1974). De acordo com
este critério (veja Tabela 3.4 e figura 3.7), o modelo BPN apresenta melhor ajuste que os

modelos normal e TN a distribuicao da variavel Peso ecografico.
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Tabela 3.4 Estimativas (erro padrao) para os parametros dos modelo Normal, TN e BPN.

Parametro Normal TN BPN

& 3205.486(37.459)  3207.581(26.083) 3208.728(21.138)
n 837.578(26.694)  772.907(25.782)  662.196(21.733)
o’ 3.731(0.354)

A 1.773(0.540)

AIC 8148.282 8109.672 8088.22

lensidade

Figura 3.7 Histograma para a varidvel Peso ecogrdfico, (em gramo) antes de nascer. Densidades
ajustadas por mdzima verosimilhanga : N(é\, 1) (linha de pontos), TN(g, 7, /A\) (linha tracejada)
e BSP(£,7,@) (linha continua).
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Tabela 3.5 EMV e /EQM para o parametro o no modelo BPN.

n =100 n = 200 n = 500 n = 1000 n = 1500
a(VEQM) a(VEQM) a(vVEQM) a(VEQM) a(vVEQM)

0.2
0.5
0.8
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0
5.5
6.0
6.5
7.0
7.5
8.0
8.5
9.0
9.5
10.0
10.5
11.0

0.5744(0.3103)
0.8172(0.3294)
1.1061(0.3572)
1.2658(0.3563)
1.5102(0.5166)
2.0307(0.5250)
2.5232(0.5437)
3.0316(0.5507)
3.5175(0.5855)
4.0228(0.6141)
4.5549(0.6290)
5.0526(0.6525)
5.5376(0.6626)
6.0447(0.7334)
6.5461(0.7465)
7.0782(0.7687)
7.5359(0.7971)
8.0555(0.8678)
8.6065(0.9055)
9.0368(0.9414)
9.6064(0.9913)
10.0528(1.0801)
10.5481(1.0780)
11.1058(1.1754)

0.4672(0.2165)
0.7496(0.2313)
1.0250(0.2396)
1.2154(0.2457)
1.5052(0.3608)
2.0121(0.3558)
2.5059(0.3786)
2.9885(0.4011)
3.4920(0.3985)
4.0203(0.4156)
4.5172(0.4347)
5.0131(0.4464)
5.5098(0.4831)
6.0015(0.5073)
6.5482(0.5366)
7.0330(0.5788)
7.5323(0.5734)
7.9986(0.5838)
8.4998(0.6101)
9.0030(0.6668)
9.5436(0.6804)
10.0404(0.7128)
10.5654(0.7582)
11.0372(0.7942)

0.3764(0.1401)
0.6708(0.1419)
0.9537(0.1421)
1.1398(0.1447)
1.5045(0.2375)
2.0033(0.2337)
2.5016(0.2440)
3.0034(0.2417)
3.5056(0.2558)
4.0025(0.2691)
4.5145(0.2695)
5.0164(0.2984)
5.5022(0.3057)
5.9992(0.3183)
6.4957(0.3395)
6.9889(0.3453)
7.5019(0.3557)
8.0169(0.3592)
8.4918(0.4085)
9.0085(0.4281)
9.5325(0.4283)
10.0184(0.4662)
10.5266(0.4698)
10.9927(0.5025)

0.3174(0.0960)
0.6209(0.1001)
0.9106(0.0973)
1.1118(0.1008)
1.5078(0.1582)
1.9968(0.1620)
2.5007(0.1688)
3.0013(0.1706)
3.4978(0.1801)
4.0074(0.1822)
4.4983(0.1921)
4.9991(0.2057)
5.4938(0.2131)
6.0004(0.2243)
6.5137(0.2300)
7.0053(0.2431)
7.5181(0.2585)
8.0106(0.2680)
8.4993(0.2840)
9.0125(0.2927)
9.5089(0.3131)
10.0090(0.3283)
10.5032(0.3487)
11.0129(0.3605)

0.3032(0.0738)
0.6016(0.0815)
0.8956(0.0795)
1.0920(0.0833)
1.4977(0.1320)
1.9996(0.1379)
2.5056(0.1349)
2.9978(0.1429)
3.5029(0.1457)
4.0071(0.1523)
4.5006(0.1567)
5.0028(0.1684)
5.5101(0.1716)
5.9950(0.1842)
6.5123(0.1988)
6.9824(0.1990)
7.5150(0.2086)
8.0082(0.2213)
8.5066(0.2360)
9.0129(0.2474)
9.5116(0.2528)
10.0014(0.2562)
10.5111(0.2773)
11.0076(0.2710)
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Capitulo 4

Modelo Birnbaum-Saunders a-Poténcia

4.1 Motivacao

Nés agora apresentamos uma generalizagao da distribuicao Birnbaum-Saunders para o
caso de distribuicoes assimétricas. Esta generalizacao esta baseada na incorporagao de
um novo parametro «, o que torna mais flexivel a curtose e a assimetria da distribucao.
Com esta generalizacao obtemos densidades que tém caudas mais o menos pesadas que os
casos classicos e por outro lado este novo modelo tém densidades cuja assimetria é mais ou
menos pronunciada que a da densidade da BS obtida a partir de uma distribui¢ao normal.
Este novo modelo é motivado primeiro porque contém a distribuicao BS obtida de um
modelo normal, além disso também a BS generalizada estudada por Diaz-Garcia e Leiva-
Sanchez e um caso particular da BS eliptica assimétrica de Vilca-Labra e Leiva-Sanchez.
Segundo, a partir de um ponto de vista pratico, esta nova generalizacao é baseada na
procura de distribuicoes mais flexivel de forma que estas se adaptem melhor a dados de
fadiga de vida e também pode ser usada em outras situacoes de grande interesse pratico.
Além disso, algumas das propriedades da BS classica podem ser estendidas ao novo mo-

delo proposto.

A distribui¢do de Birnbaum-Saunders (BS) foi proposta por Birnbaum e Saunders
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(1969), e tem sido bastante utilizada para modelar processos de fadiga, a qual é um dano
estrutural que ocorre quando um material é exposto a flutuagoes de estresse e tensao.
Varias generalizacoes e extensoes da distribuicao BS foram proposta nos tltimos anos.

A distribuigao generalizada de Birnbaum-Saunders (GBS) foi proposta por Diaz-Garcia
e Leiva-Sanchéz (2005) a partir de distribuigdes de contornos elipticos e é muito utilizada
para modelar distribuicoes flexiveis de vida com diferentes graus de assimetria e curtose
em processos uni e bimodais. O objetivo dessa proposta foi a busca de distribuicoes de vida
com altos graus de assimetria ou que cresgcam mais rapidamente e que possuam caudas
com menor ou maior curtose do que a distribuicao de BS no caso normal. Uma revisao
mais extensa da GBS foi feita por Sanhueza, Leiva e Balakrishnan (2008). Recentemente,
Vilca-Labra e Leiva-Sanchez (2006), obtiveram uma maior generalizagdo desenvolvendo
a distribuicao BS mediante o uso de distribuicoes elipticas assimétricas. Barros, Paula e
Leiva-Sanchez (2007) tém alguns desenvolvimentos no caso de modelos de regressao log-
Birnbaum-Saunders no caso generalizado. Outra caracteristica muito importante desta
distribuicao é a robustez na estimacao de seus parametros, o que foi estudado em Barros,
Paula e Leiva-Sanchez (2008). Considera-se agora a extensao do modelo PN ao caso da

distribuicao BS.

Definicao 4.1.1. Uma varidvel aleatoria T seque a distribui¢ao de Birnbaum-Saunders

se T € da forma

b [)\Z+ VN2 | (4.1)

4
onde Z ~ N(0,1), A > 0 é o parametro que controla a forma da distribui¢cao e 3 >0 € o

parametro de escala e a mediana da distribuicdo, que denotamos por T ~ BS(\, 3).

Proposicao 4.1.2. Se T' ~ BS(\, 3), entdo a funcao de densidade de probabilidade de T

€ dada por

fr(t) = %em’p [—2%2 <% + g — 2)1 ﬁ;(—t\/%ﬁ) t>0. (4.2)

Esta distribuicao torna-se assimétrica quando o parametro de forma \ cresce e simétrica,
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em torno de (3, quando A estd préximo de zero. A funcao de distribuicao cumulativa de

T ~ BS(A, 3), é dada pela expressao

Fr(t) = ®(ay),

ar = a;(A <\/7 \/7) (4.3)

A média e a variancia da distribuicao sao, respectivamente, dadas por

onde

2

E(T) = 3 (1 + %) e Var(T) = (\3)® (1 + ZA?) |

Proposigao 4.1.3. Se T'~ BS(A, ), entao

ol

Demostragao:  Vide Johnson et al. (1995).

Seja T = (1, Ts, ...,T,,)T uma amostra aleatéria da distribuicao Birnbaum-Saunders.

A funcao de log-verossimilhanca é

n 3 1/2 3 3/2 1 ¢, 3
0\, B; T) o< —nlog(A\3) + ;log [(t_> + (t_> — 272; (3 - 2)'

Birnbaum-saunders (1969) mostram que o estimador de maxima verossimilhanga de (3, B ,
¢ a raiz positiva da equagao 62 — 3[2r + k(3)] + (s + k(8)] =0, onde s = L S0 ¢, r =

(l S tl) e k(B)=[1 Z?Zl(ﬁ—i-ti)_l}_l. Além disso, A pode ser escrita como

n

. 5 1/2
A= (% + g — 2) . A matriz de informagao de Fisher é dada por

2n 0
)\2
K\ pB) = ( 0 nA@m)~2hN)+1] |
)\2/62

onde h(X\) = \\/7/2 — 1e¥[1 — ®(2/)\)]. Assim, A e [ sdo ortogonais e portanto, os

estimadores de méaxima verossimilhancga sao assintoticamente independentes.

Para uma amostra de varidveis aleatérias independentes T' = (11, T3, ..., T,,)", com T; ~
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BS(A, ), a distribuicdo da estatistica T,y = Max[Ty,T5, ...,T,], onde Max denota a

funcao maximo, é dada por

P, (t) =Py <t] =PIy <t Ty < t,... T, < t] = [[ ®(ar,) = {®(a))}".

=1

Entao, a fdp de T{,) ¢ dada pela expressao

32t + ]

@T(n) (tv )‘7 ﬁ) = ngb(at){q)(at)}nil 2>\ﬁ1/2 ’

(4.5)

a qual é uma expressao é similar a fdp de uma varidvel aleatéria PN (n). Assim, tomando
a ideia de Durrans (1992), nés vamos generalizar a distribui¢ao do maximo no modelo BS
para uma estatistica de ordem fracionéria o e vamos supor que o € R*. Portanto, mesmo
como acontece no modelo PN, este novo modelo é uma alternativa para aquelas familias
de distribuicoes, em processos de fadiga, que apresentem um alto grau de assimetria e

curtose.

4.2 Distribuicao BSPN

Nos agora introduzimos o conceito de uma variavel aleatoria com distribuicao Birnbaum-

Saunders a-poténcia normal assimétrica.

Definigao 4.2.1. Uma varidvel aleatoria T seque a distribuicao de Birnbaum-Saunders

a-poténcia normal assimétrica, que denotamos por T ~ BSPN (X, 3,«), se T é da forma

2

A A\
T=822+(22) +1] , (4.6)
2 2
onde Z = i (\/%— \/g> ~ PN(a), com A, a > 0 parametros de forma e § >0 € um

parametro de escala.

4.2.1 Funcgao de Densidade e Propriedades

SejaT' ~ BSPN (A, 3, ). Entao, a fungao de densidade de probabilidade de T é dada por

t=3/2[t + 3]

SDT(L >\7 67 Oé) = aqﬁ(at){q)(at)}ail 2)\61/2 ’

(4.7)
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Assim, para o = 1 temos que T ~ BS(\, 3), a BS padrao sob normalidade, se & = 2, entao
temos o modelo BS normal assimétrico, estudado por Vilca-Labra e Leiva-Sanchez (2006),
com parametro de assimetria A = 1. A Figura 4.23 mostra a densidade da BSPN, onde (a)
pode-se observar que quando A aumenta a curtose é menor e a distribuicao apresenta uma
assimetria maior e positiva. Mesmo assim, o grafico (b) mostra que quando o aumenta, a
curtose é menor, enquanto que a assimetria da distribuicao é sempre positiva e também
diminui. Em geral nota-se como o incremento dos parametros A\ e o afetam a curtose e a

assimetria da distribuicao.

a=175 A=1

1.0

0.8

0.6

0.4

02

0.0

Figura 4.1 Densidade o7 (t; N, B,a), para f = 1.0 e a) a = 1.75 ¢ A\ = 0.75 (linha de pontos
e tracejada), 1.0 (linha de pontos), 1.5 (linha tracejada) e 1.75 (linha continua). b)) A = 1.0 e
a = 0.75 (linha de pontos e tracejada), 1.0 (linha de pontos), 2.0 (linha tracejada) e 3.5 (linha

continua,).

Seja T'~ BSPN (), 5, ). Entao, a fungao de distribui¢ao cumulativa de T é dada por

Fr(t; A, B, a) = {®(a:)}, (4.8)

pois r(t; A, B, ) = 4{P(a,)}* = d(FT(tC;li\,ﬁ,a))'

De (4.8) e segundo a metodologia de Chang e Tang (1994) tem-se que o p-ésimo percentil
da distribuicio, t, = F;'(p; A, 3, ), é dado por

A 22
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onde z, é o p-ésimo percentil da distribuicao PN padrao dado por
2 =Fy (pra) = &7 (p/). (4.10)

O modelo BS é comumente utilizado para explicar o comportamento de dados de so-
brevivéncia. Como definidas no capitulo (2), as fungdes de sobrevivéncia, de taxa de risco

acumulado, risco e risco invertido do modelo BSPN sao, respectivamente:

S(t) =1 —{®(a(A,9)}*, H(t) = —log[S(1)],

af®(an)}" — {P(ar)}
1 —{®(a)}e

onde rps(t) e Rps(t) sao os indices de risco e risco invertido do modelo BS sob nor-

r(t) = rps(t)

e R(t) = aRps(t),

malidade, ou seja que a taxa de risco inversa de T é proporcional a taxa de risco da
distribuicao BS. Porém, é importante observar o risco de aplicar o modelo BS tradicional
na presenca de assimetria ou curtose fora dos limites admitidos pelo modelo BS classica.
Assim, os intervalos onde R(t) é decrescente ou nao decrescente, sao os mesmos intervalos

onde Rpg(t) é decrescente ou nao decrescente.

Propriedades:
o lim; o, 7(t) = (2X23)~!
e Quando A — 0, r(t) tende a ser uma fungao nao decrescente.

Na Figura 4.2 se pode observar que a funcao de risco é uma fungao nao decrescente de T,
mais é uma func¢ao nao crescente do parametro «. Também podemos concluir que r(t) é

funcao nao decrescente do parametro .

Teorema 4.2.2. Seja T ~ BSPN(\, 3,«a). Entao,
1. 6T ~ BSPN(\,b3,a) b>0 e
2. T ~ BSPN(\, 67, ).
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()
06

0.4

0.2

Figura 4.2 A func¢ao de risco r(t), para 5 = 1.0 e « =0.75 (linha de pontos e tracejada), 1 (linha
de pontos), 2 (linha tracejada) e 5 (linha continua). (a) A =0.25 e (b) A = 0.75.

Demostracao:

2
1. Se T ~ BSPN(\ (,a), entao T = 3 [%Z+ (’%Z)2—|—11 com Z ~ PN(«a) de

2
onde segue que T = (bp) [%Z—i— (%Z)Z—i-l} com Z ~ PN(«a). Portanto, bT" ~
BSPN (N b5, ).

2.Se Z ~ PN(a), entdo —Z ~ PN(a). Agora, para Z = 1 (\/% — ﬁ) ~ PN(«a), tem-

se —Z = i(\/ﬁ— \/Q;/7> ~ PN(). Logo, T™' = 4 {g(—zw (g(—Z))2+1]2

com —Z ~ PN(a), de onde conclui-se que T~! ~ BSPN (X, 37}, a).

Teorema 4.2.3. Sejam T ~ BSPN(\, (3, «), Fr sua funcao distribuicio cumulativa e
Fz a funcdo distribuicdio cumulativa de Z ~ PN («). Entao,

IE‘T(t; /\7 5a Oé) = IE?Z(at()H ﬁ)a O[) = {CI)(CLt()\, ﬁ)a O-/)}a‘
Demostracgao:
Seja a (A, #), como definida em (4.3). Assim,

Fr(ti 60 = [ ad(e,08) (0@ 0,8} T, A

at(A.B) .
= / ad(z) {@(2)}* dz = {P(a:(N, 3))}* = Fz(a:(A, B); ).

—00
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4.3 Momentos da Distribuicao BSPN (), 3, a)

Teorema 4.3.1. Sejam T ~ BSPN(\,(3,a) e Z ~ PN(«). Entao, E(T™) existe se, e

somente se,

k-1

IVANMNIOVAS N
E|l— — 1 4.11
(3) (5~ 1
existe para k =1,2,....n coml=0,1,..., k.

A prova segue de maneira similar a prova apresentada em Vilca-Labra e Leiva-Séanchez,

(2006).

Teorema 4.3.2. Sejam T' '~ BSPN(\,(,«) e Z ~ PN(«). Se E[Z"] eziste para r =

1,2,..., entao

r k
g =E(T) =6 <r) (1) E [)\222 tazvze gl

~\k)\2
k
=p N s (% E[(A\Z)"79(\2Z2 + 4)7/*
=0 Z 2 2 Z . [( ) ( + ) H—
0<k<r/2] =0 \J
. r 1 2k+1 2k+1 Qk‘—{— 1 y .
> <2k+1) (5) Z( ' )EKAZ)%H N2+ 4y (4.12)
[0§k<7”/2] j:() j

onde [.] no indice da soma € a func¢ao parte inteira.

Demostragao: A prova é imediata do teorema anterior e dado que:

_ 2\ T

()< {e G

B T

2 2
—E{ [1+ %ZMAZ (%Z) +1
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agora, pelo teorema do binémio (z +y)" = >, _, (1)2" *y* portanto,

EH%]} :kz; (I:)E %222+>\Z (%Z)QH

_ Z <]:) (%)k]E [)\222 n )\Z\/mr,

_ Z (T)(l)%E[AQZQJrAZ\/m]%

2k ) \ 2
0<k<r/2]
r 1 2k+1 2%+1
+ > (2/{:1) (5) E [)\222+)\Z\/)\QZ2+4]
[0<k<r/2]

e desenvolvendo novamente o binomio dentro da esperanca conclui-se a prova do Teo-
rema. Para o calculo dos momentos de ordem r = 1,2, 3,4 da variavel aleatéria T, assim

como de outras estatisticas de interesse, nds vamos usar a notagao v, = E[ZF] e K =

E [Zk (222 + 4)1/2] .

Corolario 4.3.3. Sejam T' '~ BSPN(\, 3,«a) e Z ~ PN(«). Se E[Z7] existe para r =
1,2,3,4, entio, iy = E(T) = 22+ Nwp + Mty fho = E(T?) = 22 + 4)20p + Muy +

20 k1 + Nks);
fis = B(T?) = 212+ 9205 + 60wy + N + 3Aky + 4N3k5 + Nors) e
fy =E(TY) = %4[2 + 16A%vy + 20\ vy + 8\%ug + ABug + 4Aky + 10X 3K3 + 6X\°k5 + AT ky].

Demostragao: O resultado segue desenvolvendo (4.12) para r = 1,2, 3,4.

De acordo com os resultados do corolario (4.3.3) os primeiros quatro momentos centrais,

p = E[T —E(T)]", ficam dados por: p; = 0,

)\252

py = Var(T) = E[T?] — E*[T) [4vy — K2 4 2Mk3 — 20kt — A3 + 2020y,

ps = E[T?] — 3E[T|E[T?] + 2E*[T

>\3 3 >\4 3
= f [2,%3 — 619Kk + /-iﬂ + f [—6u22 + 6y + 31/2/§% — 3/@1%;3]
)\5 3 /\6 3
+ 5 [31/351 — 3usky — 3aks + 255] + 5 [VS — 3oy + 21/6} (4.13)

4 4
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ps = E[TY — AE[T|E[T?] 4 6E*[T|E[T?] — 3E*[T]

)\454
=~1g [ 16wy + 16K K3 — 2415K3 + 3K]]

N : :

T [16v2k3 — 16K — 4815 K1 + 48uyky — 12K3 K3 + 1205K7 ] —
)‘664

T [—24v3 + 48y — 3205 — 241ak1 K3 + 16K K3 + 18V3KT — 1204K3] —
)‘764

T [—1202k3 + 1614k — Sy + 12U ks — 24vs14k, + 160k, —
)\8ﬁ4

BT [Bvy — 12031y + 161515 — Sig)]. (4.14)

Corolério 4.3.4. Sejam T ~ BSPN (XA, (,a) e Z ~ PN(«a). Se E[Z"] existe para r =

1,2,3,4 entdo, a variancia e os coeficientes de assimetria e curtose sdao, respectivamente:

/\252
4

Var(T) = [Avg — KT + 2Xk3 — 2k — A2vd + 207, (4.15)

2[2r3 — 6ok + K5 4+ 2A [—613 + 6y + 3okt — 3k k3]

T —
Hi(T) [4vy — K2 4 2Mk3 — 2Aak — AN2U3 + 2X\21]3/2
202 [BU2ky — Bugky — 3uaks + 2ks5) + 203 [ — 3vavy + 20] (4.16)
[4ve — K3 + 2Xk3 — 2 oK1 — N2v3 + 2\21]3/2 '
e
By(T) = — —16vy + 16K1k3 — 24v9K3 + 3K]

[4vg — K2 4 2Ak3 — 29k — AN2V3 + 2)\2y4]2
16v9k3 — 16K5 — 481/3&1 + 48v4k1 — 12&%/&3 + 121/2151)’

[y — K2 + 2Xkg — 2A\aky — A202 + 2)20]
9 —241/5’ + 4891y — 3215 — 245K K3 + 16K1K3 + 181/225% — 12V4/£%

[4vg — K2 4+ 2Xk3 — 2A\aky — A2v3 + 2)\2y4]2

3—12V221€3 + 16v9k5 — 8Ky + 123 K3 — 24914k + 1616k,

[Ave — K3 + 2Xk3 — 2 ek — A2U3 + 2/\2V4]2

3vy — 120314 + 160915 — 81

[4vg — K2 4 2Xk3 — 2X9k) — AN2V3 + 2)\21/4]2'

- A

—A

— M (4.17)

De fato, dado que \/B1(T) = ps/[p2]*? e Ba(T) = pua/[p2]?, entao do Coroldrio (4.3.3)

e dos momentos centrais desenvolvidos acima, segue o resultado.

IME-USP



MOMENTOS DA DISTRIBUICAO BSPN(), 3, q) 73

Se @« = 1 entdo, Z ~ N(0,1). Assim nés obtemos que v; = v3 = vy = v; = 0,

vo =1, vy =3, vg =15, vrg = 105 e kK1 = K3 = K5 = k7 = 0, logo nds obtemos que,

~AN11N +6)

6A2(93A2 4 40
ST = (5A2 + 4)3/2 ( )

(BAZ+4)2

(S /BQ(T) =3+

as quais coincidem com os resultados obtidos por Ng et al. (2003) e Johnson et al. (1995).
Entretanto, se & = 2 entdo Z ~ SN(0,1, 1), a normal assimétrica de Azzalini (1985) com
parametro de assimetria igual a um. Assim, novamente obtemos que vy = v3 = v5 = vy =
0,5 =1, vy =3, vg = 15, vy = 105 enquanto que K1, k3, K5 € k7 podem ser obtidas por
métodos de integragao numérica.

Para A = 0.5, 6 = 1.0 e a entre 0.01 e 5 se estuda o comportamento de: a média,
a variancia, o CV, e os coeficientes de assimetria e curtose da variavel aleatoéria T ~
BSPN(\, 3,a). A média sempre mostrou um comportamento linear, enquanto que a
figura 4.3 mostra como a variancia e o CV tém um comportamento crescente quando «
aumenta. Também pode-se ver que os coeficientes de assimetria e a curtose sao fungoes
decrescentes do parametros de forma «a. Este mesmo comportamento se repete para outros

valores de A (0.25, 0.75, 1.0, 1.5, 2.5 e 5.0).

\\\\\\\\\\\\
000000000000

\\\\\
000000000000

Figura 4.3 Grdficos da variancia, CV e os coeficientes de assimetria e curtose da varidvel T ~
BSPN(\ B,a) para A= 0.5, 3 =1.0 e a entre 0.01 e 5.
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4.4 Inferéncia no Modelo BSPN

4.4.1 Método de Maxima Verossimilhanca

Nesta secgdo apresentamos os estimadores de méxima verossimilhanga (EMV), a ma-
triz de informacao observada e a matriz de informacao esperada do vetor de parametros

= (A, B,a). Assim, para uma amostra aleatéria de tamanho n, T = (T1,...,T,), da
distribuigao BSPN (A, 3, ), a fungao de log-verossimilhanca para 8 = (\, 3, )" dado T

pode—se escrever co1no

((0;T) =n[log(a)—log()) — 1log(3) — 5 log(2m)] + > log(t; + 3) — 337 log(t;)
—oh T[S+ 2 - 2] + (0= 1) S0 log(®(a,)). (4.18)

4.4.2 Equacoes de Verossimilhanca

As equagoes de estimagao do método de maxima verossimilhanca sao obtidas igualando-se

a fungao escore a zero. Para (4.18), temos as seguintes equagoes

11 a—l no

e
1 1 : a—1
UB) = —n |— — - 1 1
(8) " [ Z G+t 2n)\2 Z {ti 521 2n3 Zat w]
a—1 <~ w;
a-- i
N L
ondewi:%.

As solugoes deste sistema de equacoes nao tem forma fechada e devem ser resolvidas

por métodos numéricos iterativos.
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4.4.3 Matrices de Informacao

Matriz de Informacao Observada

Os elementos da matriz de informagao observada, denotadas por jix, jga, Jar; 188 - - - » Jaas

sao dados por:

] —ﬁaw 0B = ! + ! /\/Z e = —
]a)\— )\ tWw, ]aﬂ_n 2/6a/tw )\\/Bw ) ]aa— 0527
1 3 I — —1 —

a=n {_F 7 [0+ BT —2| + S5 | 2mw + afu + a?wH ,

1 —_— 1 - -1 -
Jss ="n [—2—52 +(B+1)72+ )\252t+ a4ﬁ2 [a%wz — Uy — (2\/B> t1/2w—|—a§’w]] +

1 — 22— T | ——
e
e
1 [t — —1 Pl 4 dw
o[ o] ffom]
-1 - — -
4 —n(i3ﬁ ) [—Aﬁt—l/%u + w? — ft~1w? + @w — ﬁt—lw} )

onde afwi = Y0 afw!/n, (B+1)7 =Y 1/(B+t)/n, thwi =37 thwl/n e
wl = 2 wf/n

Matriz de Informacao Esperada

Como T ~ BSPN(), 3,a) entao éT ~ BSPN(\ 1/3,«) assim %T = = (ou seja, sao
identicamente distribuidas). Entao, E[ﬁ—IQT — %] = 0. Agora, chamando ay; = E[afW7],

bo = E[YZ], by = E[%], by = E[22], by = E[%], o = B[], ¢ = E[*5Y], e1 = E[5755]

e f1 = E[ﬁ W1, entédo, os elementos da matriz de informacao esperada sao dados por:

1 o | R
= — = — Za = —a - = 5
faa = ar e T AL P T B

a—1

)\2

H1

hw=—+— {——1} + [age — 2a11 + aszi),
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. a—1 a—1
gy = W[am —an +az| + /\3—52[%2 — ABby — Bbs + a1 — Bay]
e
) 1 a—1
= Top +e1+ )\/;;2 + 4—ﬁ2[a22 —ay; — 2By + azi ]+
a—1
+ D25 dagy — Ffl — 2bs + 4aq, |,

onde as esperangas a;, by, b1,..., fi podem ser calculadas numéricamente. Aqui, para
a =1 temos que a; ~ N(0, 1) assim, depois de alguns calculos numéricos e de acordo com

os resultados de Lemonte et al. (2007), temos que

2 0 0.5956
2 . )
2m4+Ap(A 0.5956
[F(0> = 0 \/72%_)\21)/6(2) - 2208 + bO )
_ 05056 05936 4 1 _p 1
h) 208 A\F 0
wexp(%)

onde p(A) = A\ /2 — —2Zer fe(3), com erfe(x) f [ exp(—t?)dt.

A matriz superior 2x2 de Ir(0) é a matriz de informacgao de Fisher para a distribuicao
Birnbaum-Saunders sob normalidade, veja Lemonte et al. (2007). As colunas (linhas)
da matriz Ir(0) sdo linearmente independentes, entdo a matriz de informagao é nao

singular. Para grandes amostra, temos que o estimador de maxima verossimilhanca de

6 ¢ assintoticamente consistente e com distribuicao normal, isto é,
A —1
0 ~ N; (O,IF (9)),

resultando que a variancia assint6tica do EMV de 0 é a inversa da I F(é), a qual denotamos

por Eé =1 (0).

4.4.4 Estimadores pelo Método dos Momentos Modificados (EMM)

O método dos momentos busca construir uma analogia amostral de uma quantidade que
depende do parametro a ser estimado e assim a partir das igualdades destas obter uma
solucao (estimador) para os parametros.

Os estimadores obtidos pelo método dos momentos para os parametros da BS classica
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nem sempre existem, assim, Ng, Kundu e Balakrishnan 2003, propoem o método dos
momentos modificados, o qual consiste em igualar E(T) e E(T!) aos seus respectivos
momentos amostrais. Barros et al. (2007) seguem essa mesma proposta para a GBS.

Assim, utilizando a expressao do primeiro momento populacional das varidveis T e T~ !,
E(T) e E(T") respectivamente, e igualando-os aos momentos amostrais s = £ 3" ¢; e
r-l = %Z?ﬂ t; 1 obtemos os estimadores de momentos modificados para os parametros
A e 3, dados respectivamente por:

_ 2 s _ A
R L R e R WY (419)

2V2 ’

enquanto que o EMM para « se pode obter, igualando os segundos momentos amostral e

populacional, como a solugao da equacao:

rs
§? = w(mf — k1D +4R) [8v5(205(1 + R) + k3(D — k1) — (3/8)12k7)]
2
%(Fg — k1D + AR) (K2 — 2k, D + 8R) (v + 2u4), (4.20)
2

onde s? é a variancia amostral da varidvel T, R = \/s/r — 1 e D = \/k? + 815 R.

Teorema 4.4.1. Sejam T ~ BSPN(\, 3,a) e Z ~ PN(«). O estimador de momentos

BM ¢ consistente para (3.

Demostracio:  Secja § = VSR, com S e R varidveis aleatérias, entdo pela lei forte dos

grandes nimeros, com probabilidade um temos que
1 = n—00
S=— T; E(T).
- 2; = E(T)
Similarmente, temos que
I 1K1 e (1
— - = il E(=
R n Z; T, (T)
logo com probabilidade um,
-1
G =sn = mm) [£(7)| =
de onde segue o resultado.

Condicoes sobre as quais os estimadores de momentos do parametro 6 tem distribuicao

assintoticamente normal, podem ser estudadas em Sen e Singer (2000).
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4.4.5 Outras Propostas de Estimadores

Estimadores Jackknife

Ng et al. (2003) propoem estimadores jackknife para estimar os parametros de uma dis-
tribuicao BS classica. Esta mesma idéia pode ser usada no caso da BSPN. Como no caso
classico a idéia é remover a observacao t; da amostra aleatéria T = (17,715, ...,T,,)" esti-
mando os parametros baseados nas n — 1 observagoes que ficam. Assim, seguindo Ng et

al. (2003), temos as seguintes expressoes para «, A e (3 no caso da BSPN

1/2
_ao (2w 4 Bo
1 N — va) (ﬂu) + T(j) 2)

—, Ay —
U) (awe) 5y — ) + Uy (arw) )

6 — S(j)/(z)\%j)) 1/2
v (g =D(@rwe) 5/ (28(5))+ () =D we/ VA )/ M) /B3 +1/ 2B(5)) =1/ ki) (B)+1/ (2 Az)
— _onu—u; 7\ o nmfatjwtj _ ns—ty _ m‘*lftjfl -1 k B
com u(]) - n—1 (atwt>(j) - o1 S(]) = 1 T(]) = oy , (])(/B) —

nk=1(8)— )t 1—1 nwt/\/sztj/tj
(MO k(B) = (A8 + )7 T e (V) = T

Assim os estimadores Jackknife sao dados por:

1< 1< 1 &
QK = 52%» Ak = Y Ao e Bk = - > Buy.
=1 =1 =1

Estimagao por Maxima Verossimilhanga Perfilada

O objetivo agora é encontrar os estimadores do parametro @ = (o, A, B) = (7/,¢')" por
maxima verossimilhanca perfilada e maxima verossimilhanca perfilada modificada. Entao
de acordo a teoria estudada no capitulo dois, temos os seguintes resultados para o modelo
BSPN. Fixados A e [, a estimagdao de méaxima verossimilhanca para o parametro «

resulta no estimador

[oN
Il

2 log{®(ar)}’
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entdo, sendo 7 = (A, 3) o parametro de interesse e ¢ = a o parametro de incomodo, a

funcao de log verossimilhanga perfilada pode ser escrita como (excetuando uma constante),

t,(\, B3) = —nlog [ Zlog{«b ar,) ] - iillog{q)(ati)} — nlog(\B)
+;log [(E)m + (§>3/2] — 2%22:; (% + té —~ 2> .

Os elementos da funcao escore perfilada sao dados por

or n Qg W; 1 -
up(A\) = o(7) _ 2zt Zat w; — Zafi
i=1

ox A v log{®(as,)

o) T ()
wB) = =55 = S Tog{®(ay,)} 2w1/2 Z(

N 1 1
_%+;ti+ﬁ A%?Zi WZ_

e, conseqilentemente, as estimativas de maxima verossimilhanca perfilada para A e [,

\/_> v

~

Ap € [, sao as solucoes das equacgoes

up(A) =0 e uy(B) =0.
Enquanto que a aproximacao para a fun¢ao de log-verossimilhanca perfilada modificada

de Barndorff-Nielsen é dada por

Taw O\ B) = 6,0\, B) + %log (%) ~tog |Fu(r, 5,65 4,8, )

onde
I\ B A, B,6) = 3 {f&?(A, B,6,)(9 (A, B,0)" |

n

n

E CL.
/\ l

i=1

d)\ﬂa CE,\ﬁ

n

+ Zlog{@(at»}log{cbwti)},

sendo a; = % {\/% — \/g} e Gy = i {\/% — \/g} . Assim, as estimativas de maxima

verosimilhanca perfilada modificada de Barndorff-Nielsen sao as solugoes das equagcoes

UBN()\) =0 e uBN(ﬂ) =0.
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4.5 Estudo do Viés

Em relacao a estimacao pontual dos parametros \, # e a apresenta-se agora as técnicas
utilizadas para estudar e propor estimadores de viés corrigidos dos estimadores de maxima
verossimilhanga de tais parametros. Utiliza-se um parametros genérico ao invés de se
particularizar a exposicao aos parametros citados. Nés usamos alguns métodos conhecidos

na literatura neste tipo de modelo.

4.5.1 Método Jackknife

Para os EMV de A\, (e « os estimadores de viés corrigidos via Jackknife sao dados por
(Vide EfI‘OH, 1982) 5\][{6 = 715\ — (TL — 1)5\][{, BJKC = nﬁ — (n — 1)6]]{ (§] d]KC =

né — (n — 1)a k, onde ayi, A\jx e Byx foram dados acima.

4.5.2 Método de Cox e Snell

ol(6;T) _ole;T) _ole;T)
o Us =55 Ua =

Primeiro nés introduzimos alguma notacao, Uy =

_92(6;T) _92(0;T) _92(6;T)
Uar = DadN !’ Usp = 00208 ° Usxs = oNOB

derivadas anteriores, Lawley (1956): koo = E(Una), karx = E(Uan), kap = E(Usp) €

etc. A notacdo para os momentos das

assim sucessivamente. kooo = E(UaalUs),  kaar = E(UaaUy), karpg = E(UanUp), etc.

kaoa = E(Usca), kaar = E(Uaan): karg = E(Uans) € assim sucessivamente. Finalmente,

k.(a) _ Okaa k(a) __ Okgy kﬁ)\ _ Okan

ao = 5o 0 Fax T Taa o = 5 etc.

Cox e Snell (1968) obtem uma férmula geral para o viés, de ordem O(n™'), do EMV
do vetor de parametros 6. A expressao geral é
A 1
B(4,) = BTk L Z ki 4 Kyt 4.21
=3 {3t b (4.21)
onde r, t, u percorrem o espaco dos parametros. Depois de algumas manipulacoes algébricas
pode-se escrever (4.21) como (Patriota et al., 2009)
A 1
B0) =S kR kY — kg 4.22
) = S (K~ g (422

Aqui k** denota o elemento (1,1) da matriz de informagao de Fisher, k** o elemento
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(1,2), k%P o elemento (1,3), k** o elemento (2,2) e assim por diante.

No6s nos referimos a B(#) como o viés de segunda ordem do EMV és, para s =1,2,...,p.
Entao, apds algumas manipulagoes algébricas chegamos as seguintes expressoes para os
viés dos trés parametros da BSPN, onde as expressoes ki, k,(f;) e k*" sao dadas no

apéndice B:

B(&) = k"‘ R N (k:m - —kw) e (W - —kaﬁﬁ)

T e @yy + kY — kw) N (kg{,g + 2k — ;kwx)
+ k) — aﬂﬁ) e (kg@ + 2k — ;kmg)
N —km) + kM P (k;A — ikw>

P + k/\ﬁ — —/ﬂ)\,@) + kB AP (kgﬁ) + k:/(\’%) — kmg)

+ kPP

4 k)\,/\ka,)\ (

A)\
e (k - —k; ) e (k“) L )
8B 666 A8 T 5B

+ ka,ak/\,ﬁ <k.(ﬁ (/\) a)ﬂ) + k:oz,)\k:ocﬂ (kg\‘z) + kéﬁ)\) + kéj}j) + k;;‘;) o 2ka)\ﬂ>

. 1 1 1
B(X) = kMM (k%) - —/fxm) L <k&(yx) - ékaax) + kMAEPP (kgﬂﬁ) - 5’%?6)
3
+ EAMEeA (zﬁg; +2k0) — ka) + koA e (k;,ggg + k) - k:aax)
3
PFEVIeY (%) L~ k‘w) JFTEVRY (,{g@ o) -3 k‘w)
1 1
a) = a,a 1.\, (a) _ =
(kw 2!{:) + R (k;aﬁ kaﬁ)
1 1
+ kPPN (k@ - 5@55) + kOB (kg;; - —kaﬁg)

B = haag) + BT (k;““) + k) - kaﬂg)

( +
AN o k(a) k(ﬁ) _k 4 RN k k(ﬂ) k k: _ 9k
+ A T Fax — Raxg + aﬂ + m ars
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R 1 o 1
B(f3) = k*PkPP (kg;} - 51%55) + ke EPP (k;ﬁ) - §kwg) + MK (k - —kw>
a 3 o
+ kP BEes (k )+ 2k — ék’aﬁﬁ) + kPl (kg@ +ES) — kmw)
3
+ MR (kM R — kw> + KON (k(ﬂg) + 2k — §kw)

1
+ ke g (k;g - §kam> + RN (kaﬁ - 5’%«%)

MM (kg - —k,\,\A) + B R (kﬁ) - —’fw)
(kggg +ES) - km> + kAN (/fi‘i) + kY - kw)

T+ RAIR (RG) 4 B = hara ) + KPR (RG] + )+ k) + kY — 2hans)

4.5.3 Método Bootstrap

Seja 6 um estimador de @ derivado da amostra aleatéria X, 6 = s(X). A partir de
um numero R de repeticoes de X, pode-se obter uma aproximacgao para a funcao de
distribuicao de 6 utilizando a funcao de distribuicao empirica construida a partir destas
R estimativas.

O método Bootstrap foi introduzido por Efron (1979) e consiste em gerar R amostras
x* = (x1%,...,2%) e consequentemente R estimativas s(z*) a partir de um conjunto de
medidas x = (21, ..., Tn).

Dependendo da forma como as R amostras sao geradas, classifica-se o esquema do
Bootstrap em trés tipos: paramétrico, nao paramétrico e bayesiano. Neste trabalho so-
mente utiliza-se o método nao-paramétrico. O Bootstrap nao-paramétrico caracteriza-se
pela obtencao das R amostras de tamanho N a partir da distribuicao F, ou seja de
amostragem com reposicao dos elementos da amostra observada. Deste modo, assume-se

que a populagao amostral pode ser descrita pela distribuicao F, onde F é a distribuicao

empirica da amostra original, isto é,

A

1

As R amostras bootstrap proporcionam R replicas de 0 utilizadas para a construcao
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de uma funcao de distribuicao empirica. Assim é possivel estimar o erro padrao deste
estimador ou corrigir seu viés, como também construir intervalos de confianga para o

parametro . A estimativa bootstrap ideal do viés é definida no limite quando R —

1 R

oo. Desta forma, gerando R amostras bootstrap independentes x*', ..., ™" e calculando

as respectivas réplicas bootstrap 0*!, ..., 0* pode-se aproximar as esperancas bootstrap

Ex[s(X*)] pela média
. 1 &
=% ;

Assim, as estimativas bootstrap do viés baseadas nas R réplicas do estimador 6 é

Assim, para o EMV de 6 pode-se definir o estimador de viés corrigido de segunda ordem
como:

A

Op. = s(x) — Bp(6,0) = 20 — 6"
No caso da BSPN os estimadores de viés corrigido para os parametros do modelo sao

A

dBczzd_d*.v 5\30225\_5\* € ﬂBc:2B_B*.7

onde

~ ke 1 & A %7 NS 1 N Axe 1 & i
& :E;a, A :EZ/\ e 3 :EZB.

4.6 Resultados Numeéricos: estimacao

O objetivo é comparar, através de simulagao, o desempenho dos estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros que indexam a distribuicao BSPN; e as versoes corrigidas
pelos métodos de verossimilhanca perfilada, Cox e Snell, bootstrap e jackknife. Para isso
foram calculados medidas de qualidade para a estimacgao pontual como viés e a raiz do erro
quadrético médio (v/EQM). Além disso, também sao calculados os coeficientes de assime-
tria e curtose dos estimadores de maxima verossimilhanga. Para a geragao das sequéncias

de niimeros pseudo-aleatérios com distribuigao BSPN (A, 3, «v), foram geradas observagoes
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de uma distribuigao uniforme U(0, 1) e daf se obtém a varidvel aleatéria Z = L@~ (UV/«)
com distribui¢ao Z; ~ PN(0, %)\2, a), para i = 1,2,...,n. Agora, a variavel aleatéria T
com distribuigao BSPN se obtém pela transformagao 7' = 3 (1 +222+2Z(1+ Z2)1/2> .
Todos os procedimentos de céalculo foram programados usando o pacote estatistico R
através do método BFGS do procedimento ”optim”.

Se desenvolve um experimento de simulagao de Monte Carlo baseado em 5.000 réplicas
considerando os tamanhos amostrais n = 70,90, 120 e 150. Os valores verdadeiros conside-
rados para os parametros foram: o = 0.85,1.25,1.5; A = 0.15,0.5,0.75 e para o parametro
de escala atribui-se, sem perda de generalidade, um tinico valor § = 1.0. No caso do es-
timador de viés corrigido pelo método bootstrap nao paramétrico o nimero de amostras
por cada réplica foi R=400. Para todos os estimadores estudados, as estimativas foram
obtidas maximizando-se o logaritmo da funcao de verossimilhanca, tomando como valores
iniciais de A\ e (3, para o processo de maximizagao, os estimadores de momentos modifica-
dos para a BS sob normalidade e para o parametro a o estimador obtido pelo método do
percentil elemental, dados conhecidos os estimadores de A e 3 obtidos pelo método dos
momentos modificados.

Inicialmente avaliamos os resultados que correspondem as estimativas de A. A Tabela
A.3 mostra que os viéses e a \/EQM do estimador de méxima verossimilhanca de X\ de-
crescem quando o tamanho da amostra aumenta, ou seja que o estimador apresenta certa
consisténcia. Entretanto, quando o aumenta, também aumenta o viés do estimador de
A. Os resultados da Tabela A.5 mostraram que os estimadores de A possuem compor-
tamentos diferentes, assim o estimador de viés corrigido de Cox e Snell tém viéses, em
modulo, e v/EQM menores que os dos estimadores de méxima verossimilhanca, maxima
verossimilhanca perfilada modificada, bootstrap e jackknife, entretanto, estes ultimos ap-
resentam viéses muitos semelhantes para todos os valores de A e a. Além disso, para todos
os estimadores estudados, os viéses subestimam em média. Mesmo assim, a /EQM de
todos os estimadores em questao diminuem quando o tamanho da amostra aumenta, o
que também acontece para os viéses dos estimadores de maxima verossimilhanca perfilada

modificada, bootstrap e jackknife.
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Para o parametro 3 nds observamos da Tabela A.3 que a v/EQM diminui quando
o tamanho da amostra aumenta. Além disso, nés temos que para valores de o < 1, os
estimadores subestimam o valor do parametro, enquanto que para valores de o > 1 estes
superestimam o valor do parametro. Para a < 1, o estimador de viés corrigido de Cox e
Snell apresenta um bom desempenho enquanto que para o > 1 o resto dos estimadores
tém melhor desempenho. Além disso, é claro que quando a e A\ aumentam, os viéses do
estimador também aumentam. Mesmo assim, a eficiéncia do estimador aumenta quando
o tamanho da amostra aumenta.

Por tltimo, para o parametro de forma «, o bom desempenho dos estimadores, viés e
VEQM, dependem do tamanho da amostra.

Para os coeficientes de assimetria e curtose, nds temos que para o parametro 3 sua cur-
tose sempre esta ao redor de trés e sua assimetria ao redor de zero, mais para o parametro
A, que apresenta uma assimetria negativa e uma curtose maior de trés. Enquanto que para
o parametro «, sua assimetria esta perto de zero para o < 1 e com valores positivos para

a > 1. Mesmo assim, sua curtose tém valores maiores para valores de av > 1.

4.6.1 Ilustracao

Noés agora apresentamos a aplicacao do modelo BSPN para um conjunto de dados reais
previamente analisados por Birnbaum e Saunders (1969b) relacionados com a vida em
ciclos x 1073 de pecas 6061 - T6 cortadas em um angulo paralelo ao sentido de rotacao,
variando a taxa de 18 ciclos por segundo a uma pressao maxima de 21.000 psi. O tamanho
amostral total foi de 101 unidades. Os resultados foram obtidos usando a funcao "nlm”do
pacote estatistico R. Os estimadores de maxima verossimilhanca foram calculados numeri-
camente maximizando a fungao de log-verossimilhanga que decorre da densidade (4.7). Na
Tabela 6.3 podemos ver que os dados apresentam assimetria positiva e curtose menor que
a admitida pelo modelo BS.

Assim nés propomos o modelo BSPN como alternativa para analisar o conjunto de

dados. Para uma melhor justificacao consideramos o teste de hipdtese de nao diferenca
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Tabela 4.1 FEstatisticas descritivas para o conjunto de dados

n f 52 \/b_l bg
101 1400.91 1529.10 0.142 2.81

do modelo BS sob normalidade com o modelo BSPN, isto é a hipdtese
Hy: a=1 contra Hy: a#1

usamos a estatistica de razao de verossimilhancas baseada em
Lps (é>
AN=—"77"—.
Lpspn <9>

Assim, obtemos que —2log(A) = —2(—751.3322 4 747.5460) = 7.5724, o qual é um valor
maior ao percentil da distribui¢ao qui-quadrado com um grau de liberdade ao nivel de 5%,
cujo valor é 3.84. Portanto, concluimos que o modelo BSPN ajusta melhor que o modelo
BS.

A Tabela 4.2 mostra os valores das estimativas dos parametros para o modelo BSPN, em
comparagao com o modelo BS. Da mesma forma, a Figura 4.4 (a) e os graficos Q-Q "plot”,
feitos em forma similar do modelo PSN, mostram que o modelo BSAS é muito mais flexivel
do que o modelo BS, para modelar a assimetria dos dados. Como uma medida do erro
de estimagao, nds calculamos intervalos de confianga bootstrap paramétrico (Efron, 1979)
para os trés parametros do modelo. Assim, ao nivel do 95% obtemos: A € (0.0430, 0.1449),
B € (2106.55,2319.98) e a € (0.0084,0.1149).

4.7 Extensao da Distribuicao BS a Familia de Dis-

tribuicoes a-Poténcia

Nesta secao ndés vamos mudar a suposicao de distribuicao PN para a variavel Z pela
suposicao de distribuicao AP, onde o € R™ e F é uma funcao de distribuicao cumula-
tiva absolutamente continua com funcao densidade de probabilidade (fdp) f = dF. As

demostracoes para os Teoremas e colorarios sao da mesma forma que para o caso BSPN.
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Tabela 4.2 Estimativas (erro padrao) dos parametros para os modelo BSPN e BS

Parametros BS BSPN
A 0.3101(0.0218) 0.0996(0.0001)
16} 1336.5638(40.7572) 2135.99(18.5911)
«Q - 0.0527(0.0054)
Log-likelihood -751.3322 -747.5460

@8
o

(a) (b) ()
Figura 4.4 (a) Grdfico para os modelos BSPN(0.0996,2135.99,0.0527), (linha continua) e

BS(0.3101,1356.5638), (linha tracejada). Grdficos Q-Q “plot”: (b) BS e (¢) BSPN.

Sem perda de generalidade, assumindo para Z ~ AP(a), a extensao da distribuigao BS

a familia de distribuicoes a-poténcia é definida como segue.

Definicao 4.7.1. A varidvel aleatoria T seque a distribuicdo de Birnbaum-Saunders a-
poténcia, se T € da forma

2
A A\
T=0|=Z —7 1
|0z (2 ) ¥
onde Z ~ AP(a), com A\, a > 0 parametros de forma e 3 > 0 é um parametro de escala.

Se a variavel aleatéria T segue (4.23), usamos a notagao 7'~ BSAP (A, 3, «).

Defini¢ao 4.7.2. Seja T ~ BSAP(\, 3,«). Entao, a funcao de densidade de probabili-
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dade de T € dada por

2t + 5]

et )\ Bya) = af(a)] F(“t)}a_lt_gwuz | (4.23)

onde a; é como definida em (4.3).

Teorema 4.7.3. Seja T ~ BSAP(\, 3,«). Entao,
1. 6T ~ BSAP(\,bB,a) b>0 ¢
2. 7' ~ BSAP(), B, ).

Teorema 4.7.4. Sejam T ~ BSAP(\, (3, «a), Frr sua fungdo distribuicdo cumulativa e
Fy a funcao de distribuigao cumulativa de Z ~ AP(«). Entao,
Frr(t;a) = Frla(A, B); ) = {F(a:(A, B); ) }*.

4.7.1 Algumas Densidades

Agora apresentamos algumas funcoes de densidades nas quais é possivel fazer andlise
da influencia dos parametros na distribuicao BSAP e suas diferencas com a Birnbaum-

Saunders generalizada de Diaz-Garcia e Leiva-Séanchez (2005).

Distribuigao t-Student (BSPt)

O modelo BSAP para a distribuicao t de Student é dado por:

1—‘ v+1 1 t —(1}+1)/2
ettt = oiets [ (572
-3/2
{F<at)}a_1t 2)\[;1—/{—26]5

(4.24)

onde v representa os graus de liberdade e F' a funcao de distribuicao cumulativa da
distribuicao t.

A Figura 4.5 mostra as densidades da BSPt para A = 0.25 ¢ 0.75, 3 = 1.0 e a =
0.80,1,2 e 3. Nos graficos (a) e (b) para v = 35, pode-se observar que quando « au-
menta, a distribuicao é mais leptocirtica, mesmo quando A é maior a distribuicao é mais
assimétrica. Pode-se também comparar como é o comportamento da distribuicao GBS

(caso @ = 1.0) para o modelo t-Student, Enquanto que para v = 1 temos a distribui¢ao
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de Cauchy AP (BSPC). Na Figura 4.5 (c) e (d), observa-se para esta distribuicdo um

comportamento menos estavel na cauda esquerda para t ao redor de zero.

() (b) (c) (d)

Figura 4.5 Densidade @r(t; A, 5, a,v), para valores v = 35 (a) - (b) ev =1 (c) - (d), para
A=0.25€0.75, 6 =1.0, e « = 0.80 (linha de pontos e tracejada), 1 (linha de pontos), 2 (linha

tracejada) e 3 (linha continua).
Os modelos seguintes também so importante em diversas aplicagoes praticas.

Distribuicao Exponencial (BSPE)

A variavel aleatéria T tem distribugao exponencial para a distribuicao BSAP se sua fungao

de densidade de probabilidade é dada por

sofT<t;A,ﬁ,a>:anp{ (f_[)}{ eXp{‘%(\/%ﬂ/?)}}m

t=32[t + ]
v (4.25)
Distribuicao de Weibull (BSPW)

A fungao de densidade de probabilidade de T para a distribuigdo Weibull padrao (1,c)

onde ¢ é um parametros de forma, é dada por:

mosssasn {5 w45
L)) e

Outros modelos como Tipo Kotz e Tipo Pearson VII também sao muito utilizados na

estatistica moderna.
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Distribuicao Tipo Kotz (BSPTK)

Para uma varidvel que segue a distribuigao tipo Kotz de parametros (q,r,s), a fungao

densidade de probabilidade de T ¢é :

s t B -1 r |t B
K T =y G+7-2) e (w5477

2s

t=3/2[t
{F(at)}a—l%, ¢>1/2, >0, 50, (4.27)

onde F' ¢ a funcao de distribuigdo cumulativa da Kotz de parametros (q,r,s).

Distribuicao de Tipo Pearson VII (BSPPT-VII)

Para uma varidvel que segue a distribuicao tipo Pearson VII de parametros (q,r), a fungao

densidade de probabilidade de T é:

. _ I'(g) 1 ([t 8 -
¢fT(t7Aaﬁaa7Q7T)—a\/ﬁr<q_1/2) |:1+W(B+?_2)]

-3/
{F(at)}a—lt“;i[’#, ¢>1/2, 1> 0, (4.28)

onde F' é a fungao de distribui¢ao cumulativa da Pearson VII de parametros (q,r).

4.7.2 Momentos

Os seguentes dois teoremas sao uma extensao dos teoremas dados para o caso BSPN.

Teorema 4.7.5. Sejam T ~ BSAP(\, (,a) e Z ~ AP(«). Entao, E(T™) eziste se, e

(5 (2))"

eviste para k=1,2,...,n com 1 =0,1,... k.

somente se,

E

Teorema 4.7.6. Sejam T ~ BSAP(\, (B,a) e Z ~ AP(«). Se E[Z"] existe para r =
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1,2,..., entao

r k
0 =E(T) =6 (r) (1) E [)\QZQ tazvzr |

=~ \k/ \2
, N2k 2E o
=3 Z 4k—37 (2 72 j/2
v 5 () (5) X ()e0amoeez ca
[0<k<r/2] 7=0
, 1\ 2 2L rop g ra .
" Z —§(\2 72 /2
L ) OB e
[0<k<r/2] §=0

onde [.] no indice da soma € a fungdo parte inteira.

Novamente, chamamos de v, = E[Z¥] e k), = E [Zk (\2Z* —1—4)1/2] , onde a expressao

h(Z) = Z™(aZ?* 4 4)'/? se pode obter como:

1
E(h(z)) = a / (1) [a (F'(2)) +4} 2271,
0
O corolario seguinte é extensao do corolario estudado no caso da distribuicao BSPN.

Corolério 4.7.7. Sejam T ~ BSAP(\, B,a) e Z ~ AP(«a). Se E[Z"] existe para r =
1,2,3,4 entao
/4[1 = E(T) = §[2 + /\21/2 + /\Iil]; /L/Q = E(TQ) = %2[2 + 4)\2V2 + )\4V4 + 2)\%1 + /\31{3];

tis = E(T?) = %3[2 + 9Ny + 6A 0y + AOug + 3Ny + 4N3k3 + Aks] e
[[4 = E(T4) = %4[2 + 16)\2V2 + 20)\4V4 + 8/\61/6 + )\81/8 + 4)\/61 + 10)\3/{3 + 6)\5KJ5 + )\7K7].

Do corolario (4.7.7), temos que os primeiros quatro momentos centrais, incluindo a
variancia e os coeficientes de assimetria e curtose ficam dados pelas mesmas expressoés

do caso BSPN.

4.7.3 Inferéncia

Discutimos agora a estimagao por méxima verossimilhanca, a matriz de informagao ob-
servada e a matriz de informagao esperada para o vetor 8 = (), 3, «)’. Assim, para uma

amostra aleatéria de tamanho n, T = (T,...,T,), da distribuigao BSAP(\, 3,«), a
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fungao de log-verossimilhanga para 8 = (A, 3, «) dado T é dada por:

0(6;T) = nllog(a) — log(\) — %log(ﬂ) —log 2] + Zlog(ti + 3) — ;Zlog(tz)ﬂL

+ Zlog(f(ati)) +(a—1) Zlog(F(ati)) (4.31)

Equacgoes de Verossimilhanca

Supondo que a derivada de f (f’) existe, entao os elementos da funcdo escore sao dados

por:
U = S [@m+ (- Dam+1],  Ula)= =+ log{F(a)} = n{a+1/a},
U(8) =~ [T+ (o= V@ + 1] = 52 [0/VE+ (o= Du/VE] + T+,

onde u; =log{F(as,)}, u=> 1 u;/n, v;= %, w; = %, WU =" a,vi/n,
aw = Y agwi/n, (E+0)70 =20 (i B8) 0, v/VE= Y0 % e w/VE=

Nota-se que as solugoes dos escores tem que satisfazer as equagoes:

21ﬁ(atv—|—(a—1)atw+ )z—% [va(a—l)m +(t+0)" a=-1/u

e 14+a0 = (a—1)aw, as quais geralmente tem solugoes por meio de métodos numéricos

iterativos.

Matriz de Informacao Observada

Supondo que f” existe e chamando k; = f"(ay,)/f(as,) e si = f'(as,)/F(ay,), temos que os
elementos da matriz de informacao observada, que denotamos por jax, 78x; Jar, 788 JaBs Jaas

sao dados por:
.o —— ——
I =g —2a0 — a2k + a20? + (a — 1) |a2w? — 2aw — a2s| — 1

w/\f] oo = =5

. n___ .
Jax = T a:W, Jap = |:_atw +

A 26 B
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- [a?vQ—af_/{—at_ij(a—l) [a§w2—%—at_wn +

I =935 |
)\2\/— {atUQ/\/_—atk/\/_—v/\/_—k(oz—l) {ath/\/_—ats/\/_ w/\/EH

n — -
I8 = 7 [C%%UQ —aik — @+ 2+ (a — 1) [C@W —a?s—at_w” +

452
= 53/2 20007V = 20,0/ VL= v/ V1] +

o [PV R+ (0= 1) [w?]t = 571 | = n(t+ 5)2

3
onde afwi =377 1“1; ]/n (ﬁ+t)j =31 /(B +t) n, thwi =37 thw j/n e wi =
Z?:l wf/n

Matriz de Informacao Esperada

Os elementos da matriz de informacgao esperada podem ser expressos como:

W—j [—2E(arV) = E(a7K) + E(a7V?) + (a = 1) [E(azW?) — 2E(ar W) — E(az.9)] — 1],

. 1 . 1 .
o) = XE((ITW), lag = |:2ﬁ (CLTW) A\/B]E(W/ﬁ)] , oo = —=

i = 5o [B(@V?) B3 K) ~ E(arV) + (0 — 1) [E(@}W?) - E(@}5) - E(arW)]]
+ 575 [BlorV2/VT) — Blar K/VT) ~ E(V/VT)]
+ 2‘2;% [E(arW?/VT) — E(arS/VT) - EW/VT)]|

igs = 4%2 [E(a7V?) —E(a7K) — E(arV) + 2+ (a — 1) [E(a7W?) — E(a7.5) — E(arW)]]

b [Q]E(aTVQ/\/_ ) — 2E(ar K /VT) — (V/ﬁ)]

2)\53/2

+ 325 [ (V2/VT) - B(K/T) + (a = 1) [E(W?*/T) — E(S/T)] | — E(T + 8)"2

onde as esperancas acimas sao desenvolvidas por meio de métodos numéricos, pois estas

nao tém forma fechada.
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Capitulo 5

MODELOS DE REGRESSAO
a-POTENCIA

5.1 Motivacao

A andlise de regressao é uma técnica estatistica para estudar e modelar a relagdao entre
variaveis, sendo uma das mais utilizada na analise de dados. Também ¢é usual supor dis-
tribuigao normal para os erros do modelo, a qual em muitos casos é uma suposi¢ao nao rea-
lista com o comportamento dos dados. Neste capitulo estudamos o modelo de regressao li-
near homocedéstico com erros PN e introduzimos o modelo log-linear Birnbaum-Saunders
PN. Um dos objetivos da andlise de regressao ¢ estimar os parametros desconhecidos
do modelo; existem varios métodos tais como: minimos quadrados ordinarios, maxima
verossimilhanca, bayesiano e bootstrap. Para cada modelo estudado nds desenvolvemos a
estimacao dos parametros pelo método de maxima verossimilhacga, encontramos a funcao
escore e a matriz de informacao observada e fazemos estudo de influéncia para os mode-
los. Além disso, estudamos algumas propriedades estatisticas a través de simulagoes tipo
Monte Carlo e por tltimo para cada modelo estudado realizamos aplicagoes com dados

reais.
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5.2 Modelo de Regressao Linear Multiplo Homocedastico

com Erros PN

Estudamos agora o modelo de regressao multiplo, o qual comumente é representado por
yi = ;8 + e, (5.1)

onde y; é a varidavel resposta para a i-ésima observacdo, com ¢ = 1,2,...,n, z, =
(1,241,...,2;,) representa os valores de p+1 (p+ 1 < n) variaveis explicativas que
sdo assumidas fixas e conhecidas, B8 = (0, 01,...,0,) € um vetor de parametros des-
conhecidos a serem estimados e os ¢; sao variaveis aleatorias independentes e igualmente
distribuidas. Agora, vamos substituir no modelo (5.1) a suposigao usual de normalidade ou
normalidade assimétrica dos erros do modelo pela suposigao €; ~ PN(0, n., ). Portanto,

temos que a fungao de densidade dos ¢; é

/ / a—1
o3 By, 0) = — (M) {<I> (ﬂ)} ;=12 (5.2)
e e e

Entao de (5.2) conclui-se que y; dado 2%, (y;|=}), também segue a distribuicao PN, assim:
yilxt ~ PN (2,8, ne, ), i=1,2,...,n. (5.3)
Neste caso nao estamos considerando média zero para os erros, pois
E(e;) = ane /1 Ol (2)z 1z £ 0.
0

Portanto, E(y;) # xi3, para obtemos a reta de regressao como esperanca da varidvel
resposta devemos fazer a seguinte corregao ao intercepto: 35 = Gy + p., onde p. = E(e;).

Assim,

E(y;) = 238" sendo 8" = (37,61, ..., 3)".

5.3 Inferéncia no Modelo Linear Multiplo PN

5.3.1 Funcao de Log-Verossimilhanca e Funcao Escore

Agrupando os y; mno vetor Y de dimensao (nx1) e os 2 na matriz X de dimensao

(nx(p+1)), temos que a fungao de verossimilhanca de 8 = (3, 7., @)’ para uma amostra
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aleatéria de n observagoes independentes Y = (Y7, Y5, ..., Y,)’, pode ser representada por

oo x e Efe(52)).

e

0(0;Y) = n[log(a) —logne] —

com func¢ao escore dada por:

—i ! — — ! a)=n l u
U(8) = XY = XB) = “ XN, Ula) = (a+ ) (5.4)
n 1 a—1 ,
Ul = =2+ (0 = XY (Y - X8) - “ 2 (v - X6) A, (5.5)

sendo

-
Ay = (Wi, ooy wn)’ e u; = log {(I) (M) } :
Tle

com w; = ¢ (yl % B) /P (yl ﬂ) para ¢ = 1,2, ....,n. Depois de algumas manipulacoes

algébricas temos as equacoes de estimagcao:

B =B — (o= (X' X) " X'A, a=—c, (5.6)
= Lol = XOh
V=Pl —XBYAN(Y —XB) +4n(Y —XBY(Y -XB) ;)

on ’

onde B, = (X’X)"'X'Y. Portanto, o estimador de méxima verossimilhanca do vetor
de parametros (8 é igual ao estimador de minimos quadrados de 3 mais um termo de
ajuste pela assimetria. Nao existem solucoes explicitas para o problema de maximizacao
da fungao de log-verossimilhanca, assim esta pode ser maximizada numericamente.

Para o caso linear simples, p=1, nés temos o seguinte sistema de equagoes

Sew Sz
ﬁl —776(&—1) S Sgy7 50:_776(@_1)@—1—@_/6157 Oé:—%,
e
N = (1—a)(wy — Bow — 1wz) + /(1 — @)*(Wy — Bow — Srwz)? +4nd i (yi — Bo — Brz;)?

2n
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com

n n n

2 =3 @i =30, Sey= I (@D —T)/n e Sue= I (wi—W)(x —7)/n.

i=1 i=1 i=1
W= wi/n, U= u/n, T=31, zi/n, 22 = Do i/, g= 300 yifn, Ty =
Do Tiyi/n, WE =L wiwi/noe WY =Y wiyi/n.
Para a = 1 obtemos o modelo de erros com distribuicao normal e os EMV ja conhecidos
B = Ss—gc%y, Bo=T— 5T e 7= \/% o (yi — Bo — Bizi)?.

Para inicializar o processo de optimizacao nés podemos tomar como valores iniciais para

o vetor B e para o parametro 7, os obtidos pelo método dos minimos quadrados. Estes
podem ser calculados como segue: para € = €; — j., temos que E(e*) =0 e Var(e*) =

n2®y (). Logo, minimizando a soma dos quadrados dos erros

n

St =Y tn-rip)

=1

obtemos que os estimadores de minimos quadrados de 3* e 7, sao:

B = (X'X)'XY e 2= ®,'(a) zn: (yi - 31:@)2-
n—2 =
Enquanto que um valor inicial para a pode ser o obtido quando ajustamos o modelo para
os erros sob normalidade.
Agora, para obter a matriz de informacao de Fisher, temos que os elementos da matriz

de informagcao observada sao:

1, 1., 2, a—1_,
‘7,3,6 —XX + 773 XAQX, ]7765 = n—gX (Y — Xﬁ) + 776 XAg,
. yz—$ﬁ> 20— 1) < (yi—xéﬂ)
jee: Ne) ) wl
e o2 ?721( 2 ; e
a—1 yi—x;ﬁ) a—1«— (yi—x;ﬁ)Q 5
Un ;( e 2 ; e

. 1 , 1 ,
J e EX/AL Jame = ﬁ (Y - X,@)/Ah Jaa = n/of7

«
€

—
Ay = diag { (M) w; + w?}
Tle i=1,2,...n

9oy

onde
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/
e A3 = (a1,as9,...,a,) com
LAY )
Yi xz; Yi Z; 2
a; = — ) wi+ | —— | w; —w; .
e e i=1,2,...n
Para o caso linear simples, p=1, denotando-os por igg,, 18,805 “neBos taBos- - - s inener laa

e fazendo aj;, = E (Wij) para k = 0,1,2,3 e j =0,1,2, se obtém as informacoes

esperadas:
a—1 . 9
oo = 41+ [a11 — a10(Bo + BiT)] + (o — D)ago ¢ /1c,
_ L a—171_ -3 — 2
45180 T+ [x(an — Boaw) — Prazox ] + (a = DaxoT ¢ /nz,
, l—a 1 _
Unefo = " ayp + E [2a01 + (@ — 1)ag; — (2 + (o — 1V)ag)(Go + 5iT)] +

a774 {au + aw (B3 + iz + 2605 T) — 2a11(Bo + 515)} ;

a—1

18,8, = {P(l + (o = 1)ag) + anx® — ayo(Bor? + 515)} } /2,

€

inpy = 1;—2aalof + ig [5(2(6101 — Bo) + (a = 1)(a21 — Boax)) — Fr1(2 + (o — 1)6120)?]
a _4 ! [amf + a10( BT + 2B + Bix3) — 2a1,(BoT + ﬁlﬁ)] ,

e

inne = —% " ni Baos + (c — L)azs — 250 + 517 (Bato1 + (@ — L))
T %(3 + (o= Do) (5 + 2607 + ) —2° L — anlfo + 5:7))
QT; ! a1z — 3a12(Bo + (1T) + 3a11 (3 + 2807 + Bfﬁ)]

a—1 — _
a0(By + Biad + 3BoBia? + 33 41T,

tafo = @10/Mes tap = @10T/Ne, Tan, = [a11 — a10(Bo + BiT)] /1 € iga = 1/

Estas expressoes podem ser calculadas numéricamente.
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5.4 Analise de Influéncia

A analise de diagnéstico é uma técnica para detectar possiveis observacoes influentes
no ajuste da regressao. Esta técnica foi introduzida por Cook (1977) para modelos nor-
mais lineares e posteriormente foi adaptada para distintos tipos de modelos. Cook (1986),
propoe o método de influéncia local que é uma importante ferramenta na analise de in-

fluéncia conjunta das observacoes nos resultados de um ajuste regressao.

Para ndo mudar a notagao original de Cook (1986) na andlise de influéncia local, nés
vamos mudar um pouco nesta secao a notacao que temos até o capitulo quatro. Assim,
nos vamos chamar de

w = (w1, wa, ..., w,)’

o vetor de perturbacao e introduzimos a notagao

(()=Au= 2b)

—~
~—

—~
~—

5.4.1 Influéncia Local

O método de influéncia local tem como principal objetivo avaliar mudancas nos resultados
da anélise quando pequenas perturbagoes sao incorporadas ao modelo e/ao aos dados. Se
essas perturbacoes causarem efeitos desproporcionais, pode ser indicio de que o modelo
estd mal ajustado ou que possam existir afastamentos sérios das suposicoes feitas para o
mesmo. No6s agora vamos aplicar esta técnica no modelo de regressao PN linear. Assim
nds vamos usar a log-verossimilhanga perturbada, como em Cook (1986), para avaliar a
influéncia local.

A influéncia da perturbacgao w sobre o estimador de maxima verossimilhanca pode ser

avaliada baseando-se na analise do afastamento pela verossimilhanca
LD(w) = 2{L(6) — L(B.)}.

Cook (1986) propus estudar o comportamento local de LD(w) ao redor de wy, usando a

curvatura normal C; no vetor nao perturbado em uma direcdo unitdria tal que [|I|| =1 e
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entdo considerar o grafico de LD(wy + al) contra a com a € R. Esse grafico é chamado
de linha projetada. Cada linha projetada pode ser caracterizada pela curvatura normal
Ci(0) em torno de a = 0.
Cook mostra que
Cr=2[ANL Al

9

com ||| = 1, onde L é a matriz hessiana e A é uma matriz (p 4+ ¢)xn, que depende do
esquema de perturbagao usado, cujos elementos sao A;; = %, =12 .. p+qei=
1,2,...,n, com todas as quantidades avaliadas em w = wg e 0 = 6.

Seja l,q a direcdo de maxima curvatura, a qual é a direcao que produz a maior mu-

danca em . O elemento de maior influéncia dos dados pode ser identificado pela maior

componente do vetor [,,,,, correspondente ao maior autovalor de
B =-ANLA,

(veja Galea et al., 2004). Se o interesse é avaliar a influéncia parcial de um subconjunto

6, de @ = (0',0,)', entao a curvatura normal na direcao do vetor [ é dada por

Cy(6,) =2 [/ — Bl)Al’ ,
com
0 0
o
021 Ly
onde Ly, = 32259|w)| ». O grafico do autovetor associado ao maior autovalor da matriz
00,00, '60=0

—A'(L™' — By)A contra o indice das observagoes pode revelar quais observagoes estao
influenciando 6,. Analogamente, se o interesse estd em 5 entdo a curvatura normal na

direcao do vetor [ é dada por

05(02) =2

021 022

A influéncia local das observacoes em #, pode ser avaliada

PA(EY - Bg)m] ,

com

= 920(0|w
onde L] = 80518}91)]0:@

considerando o grafico [,,,, para a matriz —A/ (L_1 — By)A contra o indice das observagoes.
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5.4.2 Influéncia Local Total

A curvatura na dire¢ao da i-ésima observagao foi sugerida por Lesaffre e Verbeke (1998),
ou seja, calcular a curvatura na direcao de [;, em que [; é um vetor n x 1 de zeros com
um na i-ésima posi¢ao. Para Al denotando a i-ésima linha de A, a influéncia local total

do i-ésimo caso é dada por

OZ-:Q‘A;E‘lAi L i=1,2,..n.

Verbeke e Molenberghs (2000) propoém considerar como influentes os casos em que C; >

2C, sendo C = 3" | C;.

5.4.3 A Curvatura Normal Conformada

Poon e Poon (1999), propoem uma segunda alternativa para estudar pontos influentes,

eles introduzem a curvatura normal conformada, definida por

VA(EDAL

B =—
\/ tr [Z'A’('L'*l)Al

] 2 |9=é,w:wo7

onde tr(A) é o trago da matriz A. Assim, o cdlculo de B; nao exige quase nenhum esforgo
mais do que o calculo de ;. Além disso, a curvatura normal conformada goza de varias
propriedades interessantes, dentre as quais destacamos:
i)A curvatura normal conformada em qualquer diregao a wy é invariante sob reparametrizagao,
ii) para qualquer diregao [, 0 < |B;| < 1, portanto, B; é uma medida normalizada, o que
permitirda a comparacao das curvaturas.

Poon e Poon (1999) propuseram que a i—ésima observacao seja considerada como in-

fluente se M (0); = By;, é maior que o valor

M(0) + ¢ SM(0),

onde M(0) = 1/n e SM(0) é o erro padrao da amostra M(0)s,s = 1,2,....,n e ¢* é uma
constante selecionada.

Até o momento, nao existe uma regra geral para julgar o quao grande é a influéncia de
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um caso especifico dos dados. Além dos pontos de referéncia estudados aqui, também exis-
tem outras propostas comumente consideradas na prética; Poon e Poon (1999) propoem
o ponto de referéncia 2b, enquanto que Zhu e Lee (2001) propdem para usar b + 2s, onde
b e s s@o a média e o erro padrao dos M(0)s,s = 1,2, ...,n. Por dltimo, Lee e Xu (2004)
propoem usar o ponto de referéncia b + cs, onde ¢ é uma constante cujo valor depende
da aplicacao real. Nés usualmente tomamos ¢ = 2 para analisar a influéncia no vetor 3 e

¢ = 3 para o vetor O = (7, )’

5.4.4 Cailculo das Curvaturas
Seja 0 modelo de regressao PN onde 6 = (07, 0,)" com 8, = 3 ¢ 85 = (., a) e

i) = Las Lpe,
Lg,3 Lg,0,

Nos agora vamos derivar as curvaturas normais para o modelo de regressao PN sob trés
esquemas de perturbacao: 1. Ponderagao de casos, 2. perturbacao na variavel resposta e
3. perturbacao na variavel explicativa. Em cada caso nés derivamos a matriz A sobre a

qual se obtém os autovetores que precisamos conhecer.

Ponderacgao de Casos

A funcao de log-verossimilhanca perturbada pode ser definida como
((Blw) = wili(),
i=1

onde w = (wy, wy, ..., w,)" é um vetor de pesos para a contribui¢do de cada caso a fungao
de verossimilhanga e wg = (1,1, ..., 1)’ é o caso nao perturbado, isto é, £(f|lwy) = ¢(0). Este
esquema de perturbacao pode ser usado para avaliar quando as observacoes com distintos

pesos pode afetar ou nao o estimador de méaxima verossimilhanca de 6.
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Sob este esquema, a funcao de log-verossimilhanca perturbada é
n 1 n

0(0/w) o (log(er) = log(n.)) Y wi — 2P > wily — 7iB8)?
i=1 e =1

+ (o — 1)§;wilog{® (M)} (5.8)

e

com 0 <w; <lewy=(1,...,1). A matriz A é dada por

-(2)
Ag,

em que A,@ ¢ uma matriz de tamanho (p+1)xn e Ag, ¢ uma matriz de tamanho 2xn.

Neste caso A fé; tém elementos

1 ) A R . €
Aﬁ = —X'diag {(yz —2.08) — (& — 1)n.C (7) } ,
Te Ne/ )iz12,.n
enquanto que
AO - (b17627 7bn>7
onde
Lt Ly — B - Sy — B¢ (&)

b = ’ 3
N ()
‘ i=1,2,..n

com & = y; — :E;B e (()= Ay = ﬂ(:), sendo B, 7, e & os estimadores de maxima

verossimilhanca de 3, 7. e «, respectivamente.

~

Perturbacao na Variavel Resposta

Suponha que y;, apresenta uma perturbagao da forma y,,; = y; +w;S, onde S, é um fator
de escala que pode ser estimado como desvio padrao de Y e w; € R. Assim, o logaritmo

da funcao de verossimilhanga perturbada assume a forma,

n

((8w) o n(log(a) — log(n.)) — % S (i + wiS, — 118)°

i=1

+(a—1)zn:10g{c1> (yﬁw"sg_x;ﬁ)}. (5.9)

e
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Os elementos da matriz A sao

S é (6 é;
B I ( ) AN Ne) 1) icioin

.....

enquanto que

Ag, = (c1, ¢, .¢n),

{ - @onfe(q) -k () +e (3)]]) }

onde

i=1,2,...,n

Perturbagao na Variavel Explicativa

Consideremos agora o caso onde uma varidvel explicativa, x,, apresenta uma perturbacao
aditiva da forma g, = ¥ + w;S,, onde S, é um fator de escala que pode ser estimado
pelo desvio padrao de 2, e w; € R, ¢ € {1,2,...,p}. Assim, o logaritmo da funcao de

verossimilhanca perturbada assume a forma

n

1
{(6]) ox n(log(a) — log(n.) = 55 > (i — B — BwiS,)?
e i=1
+(a-1)Y log {CD (y wzﬂn qulsq) } . (5.10)
i=1 ¢
Os elementos da matriz Ag sao
3454 a—1)6,5, éi €i €i ;
—%%‘j - %%J [ﬁ—ef (;ﬁ) + ¢? (n?)] : se j #£q

Ag, = A
— 78 (Bgiqg — €:) — %C <n—e> - %xzq |:ﬁ_e< <n—e> +¢? <n—e>} ; se ) =gq.

Por outro lado, nds temos para 6y
Ag, = (dy,ds, ..., dy),

onde

3,5, é. A—1)B34S 5. A—1)3.S, 6. [ e 5. 5.
L[ () S e S (5) v (3)]
‘ _%g (ﬁ)
e Ne

i=1,2,...,n.
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5.4.5 Analise de Residuos

Uma ferramenta impostante na validacao das suposicoes feitas para o modelo, é a anélise
dos residuos do modelo. Esta técnica também é aplicada na detecao de observagoes in-
fluentes nas estimativas dos parametros do modelo. Vamos a considerar dois tipos de
residuos: residuos componentes do desvio e residuos tipo martingale (veja Ortega et al.,

2003).

Residuos Componentes do Desvio

O residuo componente do desvio é definido por (Davison e Gigli, 1989),
roc, = sinal(y; — #i8)V2[((8) — t:(8))2,

onde 0 é o estimador de maxima verossimilhanca de 6 sob o modelo saturado (com n
parametros), 8 é o estimador de maxima verossimilhanga sob o modelo de interesse (com
p+3 parametros) e sinal(y; —x}03) significa o sinal de y; —x}3. Para o modelo de regressao

PN o residuo componente do desvio fica dado por

1/2

a2 s
rpe, = sinal(y;—z3)V2 (M) — (@ —1)log {QCD (M) } ,i=1,2,...,n.
e Ne

Residuos Tipo Martingale

Therneau, Grambsch e Fleminng (1990) introduzem os residuos componentes do desvio
em processos de contagem usando basicamente residuos martingales. Estos residuos sao
assimétricos, assumem valor maximo em +1 e valor minimo em —oo. Em modelos de
sobrevivéncia, os residuos tipo martingale sao definidos por ry;, = 1+ log(R(Ayi)), onde R

é a funcao de sobrevida (veja Leiva et al, 2009). Para o modelo de regressao PN temos

—y @
rar, = 1+ log 1_{@<w>} =12, ..n.
e

Motivado pelas aplicacoes dos modelos lineares generalizados, Therneau, Grambsch e

que

Fleminng (1990) propoem os residuos componentes do desvio como uma transformagcao
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dos residuos tipo martingale. Para variaveis explicativas nao dependendo do tempo, os

residuos componentes do desvio para o modelo de Cook sao dados por

1/2

ryup, = sinal(ry,) {=2[ry, +log(1 —ry)]} 7, i =1,2,...,n.

5.4.6 Residuos Padronizados

Ortega (2001) sugere padronizar os residuos componentes do desvio rpe, e os residuos

tipo martingale r,p, como

D, " T"MD;

Tho = ———— € T'yp = ——,
pe T vi—-G6r, M7 V1-GL;
com GL; o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de pontos de alavanca

generalizada (Wei, Hu e Fung, 1998) definida por

GL(0) = Dg(—L)"'Lg,,

% — (X,0), L éa matriz hessiana e

00
Lg,= ( ﬁﬁy ) .
sz

Para o modelo de regressao a-poténcia temos que

em que Dg =

L,Byl = X'diag{v;}

1 a—1 €; €; €;
et () ()]

Tle Tle Nle  \Te Tle
parat=1,2,...,n, enquanto que

, Zei— oo (&) +ogte [ac () + 2 (g2)]
LOQ%‘ =

1 €;
TS (?

Ccoml

)

para ¢ = 1,2,....,n, com todas as expressoes avaliadas em @ = 6 e onde os ¢; sao os

residuos como definidos anteriormente.
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5.5 Testes de Hipdteses

Desejamos testar se o conjunto de dados apresenta evidéncia significativa para o uso
da distribuicao PN, no lugar da distribuicao normal. Entao podemos testar Hy : o =
1 contra H;: « # 1. Para testar Hy se considera o teste de razao de verossimilhangas
(RV), assim para & o estimador de maxima verossimilhanga de «a, o qual é finito, a

estatistica do teste de RV fica dada por:

€RV = 2{6(6&,é) — K(Oéo; ég)}

—2 [nlog(éz) +nlog (@> - %zn: (6—2 - 6—20> +(a—1) iZ;:log(CI)(éi)) . (5.11)

2T A2
Te i=1 e o
onde ap = 1 e 1)y, €;p sao estimativas sob Hy. Sob a hipdétese nula e condicoes de regulari-

dades, assintoticamente tem-se que (veja Sen e Senger, 1993),
Erv — X;-

Similarmente, para testar Hy: o« = ag contra H;: « # ag a estatistica do teste de RV

é dada por
Ery = 2{l(a;€) — L(ap; €) }
= 2nlog (g) + 2nlog (@) —
Qg e :
—2(ag — 1) Zlog(@(éio)). (5.12)
i=1
Testes de hipdteses para o parametro 3 do tipo
Hy: B=p8" contra H,: B +# 3°,
se pode definir da mesma forma como aconteceu com o parametro «.

Método de Selecao de Modelos AIC

Para a selecao do modelo de regressao existem varios procedimentos, embora nenhum

deles seja consistente (veja Paula, 2004). Entre estes temos: forward, backward, stepwise
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e o critério de informacgao de Akaike (AIC) (vide, Neter et al., 1996), além de outros que
precisam de métodos computacionais intensivos .

O método AIC foi proposto por Akaike (1974) e é um processo de minimizagdo que
nao envolve testes estatisticos. A ideia é escolher um modelo que ajuste bem e tenha um
numero reduzido de parametros. A proposta do método é baseada em encontrar o modelo
com menor valor para a fungao —2¢ (B) +2p, onde p denota o niimero de parametros livres
que sao estimados no modelo, pois 0 maximo do logaritmo da funcao de verossimilhanca,
¢(3), aumenta com o aumento do numero de parametros do modelo. Para o modelo de
regressao com erros PN, esta funcao é dada por:

N n A\ A n 1A a—1
AIC = log (3) _ Y= XPIY - XP) | Y log {@ (M) } +2k. (5.13)
i=1

Tle 21?2 e

5.6 Simulacao

Com o objetivo de pesquisar o comportamento dos estimadores de minimos quadrados EO,
51 e n; e de maxima verossimilanca BO, Bl e 1, dos parametros By, 1 e 7, se fez um estudo
de simulacao Monte Carlo com 3000 repeticoes para os valores n = 40, 80, 120 e a =
0.75, 1.25, 1.75, 2.25. Sem perda de generalidade toma-se n = 1. Consideramos uma
tnica variavel aleatéria X com distribuigao uniforme U(0,1). Os valores dos parametros do
modelo sdo fy = 1.5 e = —2.5. Os erros ¢; sao gerados tal que ¢; ~ PN (0,7, «). Foram
calculados medidas de qualidades para a estimagao pontual como: viés, viés relativo(VR),
definido como (viés/valor verdadeiro do parametro) e a raiz do erro quadratico médio
(VEQM). Os resultados foram obtidos mediante a livraria bbmle do pacote estatistico
R.

Os resultados mostram, (veja Tabela A.6), que o viés e a /EQM dos estimadores
de minimos quadrados e méaxima verossimilhanga dos parametro 7., [y e #; decrescem
quando o tamanho da amostra é maior, o qual garante a propriedade de consisténcia
assintotica dos estimadores. Também temos que quando o parametro « cresce, entao o
viés dos estimadores de méxima verossimilhanca de 7. e Bo ¢ maior, isto é natural pois

o estimador do parametro (3, é uma funcao de «, como ja foi estudado anteriormente.
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Assim mesmo, o viés dos estimadores de maxima verossimilhanca é maior para tamanhos
amostrais pequenos o quando os valores do parametro de assimetria sao maiores. Nesta
situagao uma correcao dos EMV de 7., By, e 31, por exemplo Bootstrap ou Jackknife,
pode ser feita quando se suspeita que o grau de assimetria é grande (> 2), ou o tamanho

da amostra é pequeno.

5.6.1 Ilustracao

A seguinte ilustracao estd baseada nos dados dos atletas australianos, os quais estao
incluidos no pacote SN do programa R, disponiveis em http://azzalini.stat.unipd.it/SN/.

O modelo considerado é
Bfati = ﬁo + 61th‘ + ﬁgSel’i + €, 1= 1, 2, ciey 202,

onde B fat; é a porcentagem de gordura corporal do i-ésimo sujeito, as covaridveis Wt; e
sex; sa0 0 peso e 0 sexo, respectivamente, do i-ésimo sujeito; a variavel sexo esta dico-
tomizada em 1 para homem e zero para mulher. Uma andlise dos residuos do modelo
sob normalidade, forneceu evidéncia que estes nao seguem uma distribuicao normal, veja
Tabela 5.1 e Figura 5.1, gréficos (a) e (b). O modelo ¢; ~ PN (0,4.2583,2.3336) ajusta-se
melhor a distribuicao dos residuos. Para uma justificacao mais enfatica da aplicacao do

modelo PN nés consideramos o teste paramétrico para normalidade
Hy:a=1 contra Hy:a#1,

mediante a estatistica do razao de verossimilhancas

In(0
A= O
lpN(0)
para o qual o valor observado da estatistica de teste é —2log(A) = 5.4566, assim,

Prob(x? > 5.4566) < 0.05. Portanto, o modelo de regressao linear proposto com erros
PN ajusta melhor os dados que o modelo de regressao com a suposicao de distribuicao
normal para os residuos, como se pode observar no histograma e os graficos Q-Q "plot”’

da Figura 5.1. O grafico Q-Q "plot”para o modelo PN foi feito da mesma forma aos
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Tabela 5.1 FEstatisticas descritivas para os residuos sob normalidade

n  Média Variancia /by by

202 0.0050 11.8431 0.6030 3.9321

do modelo PSN. A Tabela 5.2 mostra as estimativas dos parametros dos dois modelos.
Logo, nés concluimos que, para o modelo de regressao linear PN, a % de gordura corporal

depende do peso e do sexo do sujeito.

nsidade

Figura 5.1 (a) Histograma e modelos ajustados dos residuos, N(0,11.7841) (linha tracejada),
PN(0,4.2583,2.3336) (linha continua). Q-Q "plot”dos residuos sob: (b) normalidade e (c) PN.

Nos agora vamos verificar a existéncia de observagoes extremas e pontos de alta ala-
vanca, bem como verificar algumas suposicoes do modelo. Para este objetivo nds vamos
usar os residuos componentes do desvio para o modelo de regressao PN. Nas Figura 5.2 a)
e b) respectivamente, se mostram os residuos do modelo e o grafico de pontos de alavanca
generalizado. O grafico dos residuos nao mostra nenhuma tendéncia sisteméatica mas se ob-
servam algumas observacoes extremas tais como #26, #53, #56, #63, #69, #113 e #160,
as primeiras quatro observacoes correspondem a mulheres com niveis de Wt acima da
média das mulheres, enquanto que as observagoes #113 e #160 correspondem a homens
com altos niveis de Wt, também muito acima da média dos homens. O grafico de pontos
de alavanca mostra os pontos #11, #121, #162, #160 e #163 como de alta alavanca;

a primeira observagao corresponde a uma mulher com o mais alto nivel de Wt, enquanto
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Figura 5.2 Grdficos a) residuos rpc, contra os valores ajustados e b) medida de alavanca gen-

eralizada contra os indices das observacoes.
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Figura 5.3 Grdficos a) Be,(3) e b) Be,(n,a) contra o indice das observagoes sob o esquema de

perturbacdo de casos.
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Tabela 5.2 Estimativas (erro padrao) para os pardimetros dos modelos de regressao normal e
PN.

Modelo linear sob normalidade Modelo linear PN
Parametro estimativa Parametro estimativa
Log — lik -535.7707 Log — lik -533.0424
Bo 1.6217(1.4395) Bo 0.1250(2.0658)
B35 2.9998(2.1814)
By 0.2409(0.0207) b 0.2195(0.0432)
B2 -12.2563(0.5768) B -11.8216(1.0682)
o 3.4328(0.1708 ) i 4.2583(0.1244)
« 2.3336(0.1352)

que as trés ultimas observacoes correspondem a homens com niveis de Wt entre os mais
altos desse grupo.

Assim, procedendo como em Poon e Poon (1999), considerando ponderagao de casos nds
vamos identificar as observagoes influentes do conjunto de dados em estudo, calculando a
quantidade M (0)+¢*SM(0), obtida a partir da curvatura normal conformada B;. O valor
SM(0) é obtido respectivamente para cada caso na estimacao de 3 e 85. Para o vetor 3
tomamos ¢ = 2 enquanto que para o vetor 85 o valor ¢ = 3.

A Figura 5.3 mostra o grafico da curvatura normal conformada para os dois parametros
em questao. Dessa forma nods selecionamos os possiveis pontos de alta influéncia na es-
timagao dos parametros do modelo de regressao linear PN. Notamos na Figura 5.3 -a), que
novamente as observacoes #160 e #163 se destacam como as mais influentes; enquanto
na Figura 5.3-b) se destaca a observagao #76.

Uma anélise profunda dos dados levaria analisar todas as possiveis combinacoes de todas
as observacoes potencialmente influentes, o que seria muito dispendioso. Assim nds vamos
ilustrar o impacto dessas observacoes sobre as estimativas dos parametros reajustando o

modelo sob algumas situacoes. Inicialmente noés reajustamos o modelo eliminando cada

observacao do grupo G com os casos #11, #26,#53, #56, #63, #69, #76, #82,
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Tabela 5.3 Mudanca relativa, RC%, para cada parametro do modelo de regressao PN.

~

Grupo Bo B 32 Te Q

{76}  737.25 6.78 266 -9.28 -T2.58
{160} -660.64 -1.32 -278 569 19.07
{163} -712.40 -1.04 -3.56 8.33 17.64
Go  -446.83 -358 -3.96 844 17.15
Gy -1264.50 1.81 -1.87 1821 18.71
Gy,  -909.32 280 -3.60 4.09 5.21
Gy 26332 526 030 -527 -38.95
G,  -948% 289 334 -0.79 -2.53

#96, #113, #121, #160, #162 e #163, depois reajustamos o modelo eliminando todo
o grupo de observagoes Gi; também eliminamos o grupo Gy = {#76, #160, #163}.
Posteriormente nés eliminamos o grupo Go = {#60, #84, #85}, por tltimo eliminamos
o grupo G = {#182, #184, #179, #178}. Todos os grupos de observacoes anteriores sao
considerados potencialmente influentes sobre as estimativas dos parametros. Nos também
reajustamos o modelo eliminando um conjunto de observacoes consideradas nao influentes
as quais foram selecionadas aleatoriamente, G, = {#4, #30, #71, #108, #202}. O

impacto foi medido por meio da mudanca relativa definida por

RCy, = b= b , 100,
J

onde éj denota a estimativa de maxima verossimilhanca do parametro ¢; com todas
as observacoes e éj([) esta denotando a estimativa do mesmo parametro obtida depois
de remover o ”conjunto I”de observagoes (veja Da silva, 2007). Em cada caso nds nao
obtemos mudanga na significancia da estimativa dos parametros.

A Tabela 5.3 apresenta a mudanca relativa na estimativa dos parametros para as ob-
servacoes #76, #160 e #163 mesmo que para os grupos acima mencionados.

Como se pode observar na Tabela 5.3 as observacoes do grupo G; mudam fortemente

a estimativa dos parametros Jy e a e em alguns casos também o parametro 7.. O grupo
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Tabela 5.4 Estimativas (erro padrao) finais do modelo de regressio PN.
Loglink G5 B B e a
-447.5599  1.9416 4.9237 0.2106  -12.1669  3.4643 2.0355

(2.5329) (4.1291) (0.0363) (0.8298) (0.1098) (0.1050)

(G35 também muda significativamente a estimativa dos parametros Gy e . O grupo Go
tem pouca influéncia na estimativa dos parametros do modelo. Ainda os elementos do
grupo G, nao sao considerados como influentes na estimativa dos parametros, eles deixam
ver a falta de robustez contra observacoes extremas na estimativa do parametro Fy. Nos
estimamos novamente os parametros do modelo eliminando em cada grupo as observagoes
consideradas altamente influentes na estimativa dos parametros, excetuando a observagao
#162 e o grupo Gs. Estas estimativas sao dadas na Tabela 5.4. Como & =~ 2, nods
concluimos que este modelo se comporta da mesma forma que o modelo de regressao com
erros skew-normal e parametro de assimetria igual a um.

Ainda nos escolhermos este modelo como final, com o exposto acima, notamos que a es-
timativa de méxima verossimilhanca de 3y apresenta falta de robustez contra observacoes
extremas o qual pode indicar que a suposicao de distribuicao PN para os erros pode nao

ser adequada.

5.6.2 Modelo de Regressao Nao Linear a-Poténcia

A partir do modelo de regressao linear, nés podemos definir um modelo mais geral. Assim,

o modelo de regressao nao linear AP é definido como

vi= f(B,xi) +e, 1=1,2,..n,

onde y; é a variavel resposta, f é uma funcao injetiva continua e duas vezes diferenciavel
com respeito o vetor de parametro 3, x; é um vetor de valores de variaveis explicativas
e €; sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas AP(0,7, ), com

e = an fol 227 F=1(2)dz. Assim, nés temos que E(Y;) = f(B,z;) + fie, 0 qual leva fazer
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correcoes na estimativa do intercepto. Além disso,
Y, ~ AP(f(B,z:),n,a), 1=1,2,...,n.

No caso da distribuicao PN temos a funcao de densidade

fyi: By, ) = %cb (%W) {cb <%W> }al (5.14)

a qual denotamos por Y; ~ PN(f(8,x;),n, «). A funcao de log-verossimilhanga, para uma

amostra aleatéria Y = (Y1, ..., Y,,)" dado o vetor de parametros 8 = (3', 1, a)’ onde Y; tem
distribuigao PN (f(8, z;),n, «), é dada por

n

0063 Y) = nflogfe)—log 5 > (s~ F(B.)*+a-1) Zlog{ (L2 )

i=1 n

A funcao escore é dada por U(6) = (U(B),U(n),U(a))" onde

U() = 5 3 = (8 L Sy MR oy < (Lw).
n i=1 J n i=1 ﬁ]

n

Un) = =%+ Z (8.2 - LSS - 18w

i=1

com u; = log {<I> (%) } ew; = m A matriz de informacao observada

tém elementos

1y vi — f(B,x:) Of (B, 1) Of (B, z:)
“%‘FFJ“‘”C—TT—””“3+4 oh  oh
U 2 { n o= Lw 03.03;

- f;ﬁ, l’z) {Z/i - féﬂ, :Ui)wi i wzz] af(ﬁ7$z) } i

. a—1g Yi
= — —w; +
Tnf; = n? 0B,

i=1
Yi — f ﬁ?xl 8f<13 xl)
Z T
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1~ Of(B ) IS (v fBm)Y ,
]aﬁj - n ;wz aﬂ] ) jan — n ; ( T]—> w;, Jaa = ’I"L/OéZ,
a3y yz‘_f(ﬂ,l’i)>2_2(a—1) n <yl_f(ﬁ,xi)>
Jm = n2+n2;( n ,,72 pa n i
a—1 yi_f(/gaxi))g 4 a—1g (yi—f(57$i>)2 2
" Us ;( U e (— U .

Assim, o estimador de maxima verossimilhanca do vetor de parametros, @ pode ser

obtido por métodos numéricos iterativos.

5.6.3 Modelo de Regressao Autoregressivo Nao Linear PN

Agora consideramos a extensao do modelo de regressao nao linear com erros AR(1), para
o caso da distribuicdo PN. Assim, o modelo de regressao PN nao linear com erros AR(1)

ou modelo auto-regressivo nao linear PN, é da forma
yi=f(B,x;) +e€, com e =pe 1+a;, i=1,2--n, (5.15)

onde os y; sao as respostas observadas, os x; sao vetores nao estocasticos conhecidos, p
¢ um coeficiente auto-regressivo desconhecido, com |p| < 1, # é um vetor de parametros
desconhecidos p-dimensional, f é uma funcao continua e duas vezes diferenciavel com
respeito a 3, os a; sdo varidveis aleatérias independentes com a; ~ PN (0,72 ) e ey = 0.

A esperanca da varidvel resposta para i =1,2,...,n, é dada por

[y

11—

E(Y;) = f(B,z:) + E(a;) ) p", (5.16)

i

onde E(a;) é a esperanga de uma varidvel aleatéria com distribuigao PN (0, 7%, ).

5.6.4 Estimacao por Maxima Verossimilhancga

Seja o vetor de parametros 8 = (p, B',7% ), entao a funcao de log-verossimilhanga para,

o vetor @ dada a amostra aleatéria de tamanho n, Y = (Y7, Y5,....Y,,), é&

n

£,(6:) = {1og(a) = togn) - 5 1ostzn) | - 3 CLE 4 0o ) S ota(e))
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com z; = E_p% Assim, para w; = g(é)), D, = —8f((,;l.%xi) +p8f(’gg“) e Q; = —w;(z+w;)

para i =1,2,--- ,n, a funcao escore Uy = (U,,U',,U,2,U,)" tém elementos:
G pY @ Yn

U(P):i[a—;—a_lwi] €in1, U(ﬁ):i[a—;—a_lwz} D,

=1 N U i=1

vor) =y [_LQ + 2‘:;4 - 0‘2—;31%101} . Ul) = Z + Zlog{@(zi)}

onde a; = ¢ — pe;_1 e € = y; — (B, 1;). Agora, tomando G; = _ (B + pa%('g’xi’l)

8303 B3

obtemos os elementos da matriz hessiana a partir da qual se pode obter a matriz de

informacao observada:

Q
[N}
S
D
~—
3

?UO) _ Z {[1 —(a—1)Q,) D! - [— - %W] amg_;)} ’

826(0) - |: a; a—1 |:CL,LQZ wzH 82€
= —— + + — €i—1, A a. - T T W;€;—1,
- ? n 1 6a8p Z 1

on*op 2
2 n
Z Dla a g(e) = _L a;Ws, 826(0) = —E
80406 Jaon? 20 = a2 o2

Assim, o estimador de maxima verossimilhanca do vetor de parametros, @, pode ser
obtido pela solucao das equacoes de estimagao, com solucao por métodos numéricos ite-

rativos.
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5.6.5 Teste de Escore para a Significancia do Coeficiente p

Se o coeficiente de correlagdo auto-regressivo p = 0 entdo o modelo (5.15) se reduz ao
modelo de regressao nao linear PN. Assim, nés devemos verificar esta suposicao. Portanto,

temos o teste de hipétese, sob a suposicao que B3, ? e « sao parametros de ruido,
Hy:p=0 contra Hy:p#0.
A estatistica do escore para testar Hy é (Cox and Hinkley, 1974):

SCy = [U2J7(0)] (5.17)

0-6,’
onde J*? é 0 bloco de J ! correspondente a p e 6, ¢ 0 estimador de maxima verossimilhanca
de 8. Sob Hj a estatistica em (5.17) segue assintoticamente, sob condicoes de regularidade,

uma distribuigao x3.

5.6.6 Ilustracao

Uma ilustracdo com os dados apresentados em Foong (1999) os quais descrevem o com-
portamento do 6leo de palma, e analisado previamente por Xie et al. (2009) com o modelo
nao linear com erros correlacionados skew-normal, é apresentado a seguir. Normalmente,
o Oleo de palma é colhido apds quatro anos de plantio e o rendimento aumenta vigorosa-
mente até o 10° ano de plantagao, em seguida continua em uma fase estavel até os 25
anos. Esses dados também foram utilizados primeiramente por Azme et al. (2005), onde
sao obtidas as estimativas para os parametros de dois modelos de crescimento nao-linear
usando o método iterativo de Marquardt. Neste estudo, eles descobriram que o primeiro
posto é o modelo com crescimento logistico, (veja, Ratkowsky 1983), ocupando o segundo
lugar o modelo de Gompertz e seguido por Morgan-Mercer-Flodin, Chapman-Richard.
Cancho et al. (2008) propds para analisar este conjunto de dados o modelo skew-normal
nao linear com crescimento logistico. Agora nés vamos analisar o conjunto de dados de
Foong mediante o modelo de regressao nao linear com erros correlacionados PN com

crescimento logistico. Assim, o modelo proposto é

_ B
1 + 2 exp(—f3;

Yi ) +¢€ (5.18)
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com € = pe_1 +a;, i = 1,2,---,n, a ~ PN(0,n7% a). Nés vamos implementar os
modelos nao linear com erros correlacionados sob normalidade (NLCN) e nao linear com
erros correlacionados PN (NLCPN). Os métodos de sele¢ao de modelos de Akaike (1974),
AIC = =20 (1) 42k e de Akaike modificado pelo critério de informacao Bayesiano, BIC =
—20(-) + (log(n))k, onde k é o ntimero de parametros do modelo em questao, sugerem

um modelo ndo linear com erros assimétricos (Tabela 5.5). Os criterios AIC e BIC estao

Tabela 5.5 Método AIC para sele¢cdo de modelo.

Estatistica  Log-lik AIC BIC

Normal  -41.2656 92.5312 97.2534
PN -39.1004  90.2008 95.8674

a favor do modelo PN com erros correlacionados. O seguinte teste paramétrico compara
o modelo nao linear com erros correlacionado sob normalidade com o modelo nao linear

com erros correlacionados PN. Hy : « = 1 contra H; : a # 1, leva a estatistica de

KNLCN(é2

¢{Nropn(0)
maior que o valor critico de 5% da distribuicao qui-quadrado, com um grau de liberdade,

razao de verossimilhancas A = , de onde —2log(A) = 4.3304, que é um valor
X2 s = 9.8414. Portanto, o modelo nao linear com erros correlacionados PN, ajusta

melhor os dados de dleo de palma, que o modelo sob normalidade.

As estimativas dos parametros, com erros padrao em parenteses, para os modelos NLCN

e NLCPN sao apresentadas na Tabela 5.6.

Na Figura 5.4, (a), se apresenta o grafico dos modelos estimados e no grafico (b), os
residuos sob o modelo PN, 7; contra 7;_; = 7(1), sob a suposi¢do de que p = 0; no
qual nao se observa a existéncia de autocorrelacao nos residuos do modelo. Assim, nés
implementamos o modelo nao linear com erros PN (0,7, ), (NLPN) cujas estimativas dos

parametros também sao dadas na Tabela 5.6.
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Tabela 5.6 Estimativas (erro padrao) dos pardimetros dos modelos NLCN, NLCPN e NLPN.

NLCN NLCPN NLPN
Parametro estimativa estimativa estimativa
p 0.3222(0.2757) 0.2574(0.2114) —
b1 37.5699(0.3038) 37.9163(0.4041) 38.8798(0.2485)
(B 11.4310(0.8327) 17.5880(1.2504) 17.5833(1.7888)
B3 0.5092(0.0227) 0.6140(0.0135) 0.6079(0.0172)
n? 5.5559(0.7392) 2.6815(0.3658) 1.2010(0.1550)

— 0.7010(0.1564) 0.2547(0.0589)

)

Figura 5.4 (a) Grdfico dos modelos ajustado, NLCN(linha tracejada), NLCPN (linha continua)
e NLPN(linha de pontos e tracejada); (b) grdfico de 7; contra 7y

5.7 Modelo Log-Linear BSPN

5.7.1 A Distribuicao senh-Normal

Desenvolvida por Rieck e Nedelman (1991), é definida através de uma transformagao da
distribuigao normal por meio da varidvel aleatéria Y = (o)arcsenh(AZ/2) + 7, em que

Z ~ N(0,1), A >0 ¢é um parametro de forma, v € R é um parametro de localizagao e
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o >0 ¢é um parametro de escala. Sua funcao de densidade de probabilidade é dada por

9 _ _
o(y; A, v,0) = <)\U\/ﬁ> cosh (%) exp {—2)\_2senh2 (%)} , yeR. (5.19)

Usamos anotagao Y ~ SHN(X,v,0).Se Y ~ SHN(),~,0), entao Z = 2\ tsenh((Y —

v)/o) ~ N(0,1) (Rieck e Nedelman, 1991). Segue-se entao que a funcao de distribuicao

cumulativa de Y é

2 _
F(y)=2® [Xsenh (y - 7)] . (5.20)

Rieck e Nedelman (1991) provaram quese T ~ BS(A\,v),entdao Y =logT ~ SHN(\,v,0 = 2),
em que vy = log(v). Por esta razao, a distribuigdo senh-normal é também chamada de dis-

tribuicao log-Birnbaum-Saunders.

5.7.2 Modelo de Regressao Log-Linear Birnbaum-Saunders

O modelo de regressao log-linear com resposta Birnbaum-Saunders é comumente utilizado
para modelar a propagagao de um dano acumulado até a ocorréncia de um processo de

falha. Este pode ser escrito como
Y :l';,B—FEi, 1= 1,2,...,71, (521)

em que y; € o logaritmo do tempo de sobrevivéncia para a i-ésima unidade experimen-
tal, B = (b1, P2, ..., 0p)" é o vetor de parametros desconhecidos a ser estimado, z; =
(i1, Tia, ..., Tip) s80 observagoes de p varidveis explicativas e ¢; sao varidveis aleatérias

independentes e identicamente distribuidas tais que ¢; ~ SHN (A, 0, 2).

5.7.3 Distribuicao senh-PN

A distribuicao senh-PN também é definida através de uma transformacao da distribuicao
PN por meio da varidvel aleatéria Y = (n)arcsenh(AZ/2)+~ em que Z ~ PN(0, 1, «), onde
A, a € Rt sdao parametros de forma, v € R é um parametro de localizacao e n > 0 é um

parametro de escala. A funcao de densidade de probabilidade de Y é dada por

)= ) (2 (1)) fo (o (1)) s
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Usaremos a notacao Y ~ SPN (X, v,n,«). A fungao de distribuicao cumulativa de Y é

Foly) = {<I> Rsenh <%>} }a. (5.23)

A Figura 5.5 mostra o comportamento da densidade (5.22) para valores y =0en =1,
com a) a = 0.5 e A= 0.75 (linha de pontos), « = 1.0 e A = 1.5 (linha tracejada) e
a =5 ¢ A =2 (linha continua). b) &« = 0.5 e A = 3.0 (linha de pontos), « = 1.0 e A =4.5

(linha tracejada), « =5 e A = 7.5 (linha continua).

0.8
I

0.8

f(y)
(y)
0.4

04

0.2

0.0

0.0
I

Figura 5.5 Densidade p(y; A, v, n, a), paray=0, n=1, a=0.5, 1 e 5. a)A <2, )X > 2.

Da figura pode ser visto que:
1. A variavel aleatdria Y é assimétrica ao redor do parametro de localizagao v e unimodal
para A < 2.
2. E bimodal assimétrica para A = 3.0, bimodal simétrica ao redor de zero para A = 4.5
e unimodal assimétrica negativa para A = 7.5.
3. Sempre se tem curtose maior que para o caso a = 1, ou senh-normal.
A moda da func¢ao de densidade é a raiz da equacao nao linear

N senh (%) — 4 cosh? <%> + 2\ (e — Dw(&y) cosh? (%) = 0.

A esperanca e a variancia da variavel aleatoria Y sao dadas por

E(Y) =nuwi(\a)+v e V(Y)=n*w() )
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onde wy e wy sao fungoes de A e «, dadas por:

wi(\a) = a /_ " arcsenh (%) o(2) {®(2)1 " dz,

o0

e wy(\, @) é a variancia da varidvel aleatéria arcsenh(AZ/2). Em geral nao existem ex-

pressoes fechadas para w; e ws.

Seja U = @, onde Y ~ SPN(A,7,n,«). Entao,

o () o () fo o ()]

sen Au
Agora, quando A — 0, entao cosh (’\7“) —1le W — u, portanto, sendo ¢(x) e ®(x)

fungoes continuas e diferencidveis temos que

2senh (%) 2senh (’\7“) o a—1
¢ (f) — p(u) e {q) (f)} —{Q(u)}",

quando A — 0. Logo, conclui-se que fy(u) e ag(u) {®(u)}*", quando A — 0. Ou seja,

U converge em distribuicao para uma distribuicao PN padrao.

Teorema 5.7.1. Se T~ BSPN (X, 3,a), entao Y =log(T) ~ SPN (A, log(5),2, ).

5.7.4 Modelo Log-Linear BSPN

Sejam 11, Ty, ...T,, variaveis aleatérias independentes, onde T; ~ BSPN (\;, v;, ;). Supo-
mos que a distribuicao de 7T; ¢ independente de um conjunto de p variaveis explicativas
denotadas por z; = (21, Ziz, ..., T;p)’, onde
1. y; = exp(z!'B) parai=1,2,..,n, onde B8’ = (01, Ba, ..., 3,) é um vetor de parametros
desconhecidos a serem estimados.
2. Os parametros de forma sao independentes da variavel explicativa x;; isto é, a; =
a e =X\ para 1 =1,2,....n.

Agora, dado que T; ~ BSPN(\;,v;, ;) e cI; ~ BSPN(\;, cv;, ;) entao T; pode
ser expressa como T; = exp(x! 3)d; onde §; ~ BSPN(\, 1, ). Supomos agora que Y; =
log(T;), entao

y; = x;03 +1og(0;) = ;8 + €,
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com ¢; ~ SPN(),0,2,a), onde cov(e;, €;) = 0 pois Y7,Y5s,.... Y, s@o varidveis aleatdrias
independentes. Portanto, como acontece no modelo de regressao linear PN concluimos
que Y; ~ SPN(\ 2.03,2, ).

Agora, fazendo By = B, + 2w; (), a), temos que E(y;) = 27 3%, portanto um estimador
linear nao viciado de 3" = (3, 3})" é desenvolvido pelo método de minimos quadrados

ordindrios, com solugao e matriz de covariancias dadas, respectivamente, por
B =((X'X)'XY, e % 5= dws(\, ) (X' X) ™

Também, um estimador de ws(A, @) é dado por

R 1 1 A*\2
wa (A, ) = 103(@)(n — p) ;(yi—ﬂfzﬂ )"

De (5.22) temos que a fungao de log-verossimilhanga do vetor 8 = (3, A\, a)’ para uma

amostra aleatéria de n observacoes independentes pode ser representada por

((6;Y) = nlog(a +Zlog&1 25 (a=1)> &s
=1

onde & = 2 cosh (y"_;;ﬁ), &in = 3senh <M) e &3 = logq){ senh <yi_;”26>}
para i = 1,2,...,n. Agora, como Y; ~ SPN(\, 2}3,2,a) e & = 3senh (yl m’B) , entao

segue-se que

&ia ~ PN(07 1;04)~

Os elementos da fungao escore sao dados por:

Z Tij (gzlfﬁ ?j)
R o R et & e I N,
UO)==1+ A;@a : X_jwf U(a>—a+;§3.

Os elementos da matriz de informagao observada sao dados por

. 1 <& 4 b
J8id = > i {2&22 Tt W}
=1 ‘

B
- 1 Yy {wiga (1 - &) —wieh},
im1

“wigib j: 172a"'7pa
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1 n

j/\ﬂj = szijgiléﬁ 2)\ szjé-zl {wz 12 w?fiQ}a
=1

P = ——+—Z£ Z{wzaﬁw — 2wk},

, 1 , 1 ‘ n
Jag; = 5 E Tiwilin,  Jax =7 § Wikiz,  Jaa = 5
A 4 A 4 o
=1 =1
Porém, a partir da fungao escore e da matriz de informagao observada podemos obter

os estimadores de maxima verossimilhanca dos coeficientes de regressao e dos parametros

a e X através de métodos numéricos iterativos.

5.8 Influéncia Local

De forma similar ao que foi descrito para o modelo de regressao PN, nds fazemos agora
um analise da influéncia local para o modelo de regressao log-linear BSPN. As matrizes
para o estudo da influéncia local sao obtida para os trés casos ja estudados no modelo de
regressao linear. A matriz hessiana para o vetor 8 = (6, 0,)' com 8, = B e 0, = (\, ),
¢é dada por:
i@y~ 8 Lse
Lo,3 Lg.0,
cujos elementos podem ser definidos da mesma forma como no modelo de regressao PN.

Noés usamos para o analise de diagnostico no modelo log-linear BSPN a mesma notagao

usada no caso do modelo de regressao linear PN.

Ponderagao de Casos

Baixo este esquema a matriz Ay tém elementos

o /g 512 a — 1
Aﬁ = deﬂ{ (lefﬁ gﬂ) T

A02 == (bl,bg, ...,bn),

b, = _% + iég? - %éﬁqgﬁ)
Z 3+ &i3

onde & e &y sao os estimadores de méxima verossimilhanca de & e &q.

§i1C(&in)- } )
i=1,2,..,n
enquanto que

com

i=1,2,...n
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Perturbacao na Variavel Resposta

Os elementos da matriz A sao

Syt A é
Ag= ;\;’X'dzag{ [cosh(ei) — Zsech2 (§>] } —
i=1.2,...n

S la o S A
y(a4 1) X" diag { [&2@&2) — & (Ll (&) + C2(§Z~2))] } ,

i=1,2,....n

enquanto que

Ag, = (1,02, ..., Cn),

%éiléi? - Sy(;})\il) [é@l((éﬂ) - ézlézZ(ézQC(ézZ) + C2(512))}
C; = ~ ~
Sénc(&e) o

,,,,,,

com & =y, — B e (() = 55

N>

Perturbagao na variavel explicativa

Os elementos da matriz A 3 Sa0:

para j # g
By = Sibat [cos () — /\Zzsech2 <%)]
S,0,(é i
Pl@ D% (i) (1- &) - ()]

enquanto para j = q temos

B Sqéql'iq N 3\2 2 éz
Ag,, = “3z [cosh(ez-) - Zsech by
Sy0,(a —

4

)2
senh(é;) — %tanh ((;Z) +

S, (v —1) » -
%&1((&2)-

Sq
TRl

Ui fg,0(6) (1- &) - E¢3(én)] -

Similarmente, para 04
A92 = (dy,ds, ..., d,),

com

g — —Sgf qu €ir + [25114(512) Enin(€inC (&) + C2(§Ai2))}
_queq £1C(&2) o

......
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5.8.1 Analise de Residuos

Residuos Componentes do Desvio

Considerando A e « fixos ou conhecidos temos, os residuos componentes do desvio sao

dados por:

~

A 1. ) 1/2
rpe, = sinal(é;)V/2 [— log <cosh (%)) + 551-22 — (& —1)log {2@ (51-2) }} (5.24)
parai=1,2,...,n, onde & = y; — :1:;,3

Residuos Tipo Martingale

Pela definicao do residuo tipo martingale, temos que
rap, = sinal(rag) {=2 [rag, + log(1 — 7, )]} 2 (5.25)

onde

= 1+1og (1= {0 (62)}7). (526

parai=1,2,....n.

5.8.2 Residuos Padronizados

Os residuos padronizados, componentes do desvio e tipo martingale e a matriz de pontos

de alavanca generalizada sao definidos da mesma forma que para o caso linear PN, onde

G —%tanh (%) + igﬂgﬂ - % [éﬂ((éﬂ) - & (éﬂ((é@'?) + 52(51'2))]

para i = 1,2, ...,n, enquanto que

( —%51'1( (éﬂ) + %leéﬁ [2 +(@—-1) (éizC (&2) +¢2 (&2))} )
%éﬂC 7

)

L02yi -

parai=1,2, ..., n.
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5.9 Ilustracao

Uma aplicacao é feita para o conjunto de dados apresentado em Kalbfleisch e Prentice
(2002) e disponiveis em http://lib.stat.cmu.ed/datasets. Este conjunto de dados ja foram
analisados por meio de modelos de regressao usando para os erros distribuicoes como: ex-
ponencial, gama generalizada, log-logistica, log-normal e Weibull (veja Lee e Wang, 2003).
Agora nés os vamos analisar supondo uma distribuicao senh-PN para os erros do modelo.
Os dados correspondem 137 observagoes de homens com cancer de pulmao avancado. O
objetivo do estudo é tentar explicar o tempo de sobrevivéncia (T, em dias) através de uma
estrutura de regressao. As varidveis explicativas que nés vamos considerar nesta aplicacao
foram as seguintes: uma medida de aleatorizacao do estado do paciente (Karnofsky): 10-30
completamente aleatorizado, 40-60 parcialmente confinado, 70-90 capacidade do paciente
de cuidar-se sozinho (z7); tempo em meses do diagndstico até a aleatorizacao (z9); idade
em anos no instante da aleatorizacdo (z3); tratamento anterior (z4), dicotomizada em 10
para sim e 0 para nao, tipo histolégico do tumor squamous, dicotomizada em 1 para sim
e 0 para nao (zs).

O tempo de sobrevivéncia do cancer é funcao do dano acumulado provocado por varios
fatores, essa degradacao leva a um processo de fadiga, onde o tempo de sobrevivéncia
pode ser modelado pela distribuicao Birnbaum - Saunders. Entao, dado que a média, a
variancia e os coeficientes de assimetria e curtose dos erros (veja Tabela 5.7), sdo muito

distintos do esperado para o modelo SHN, nés propomos o modelo SPN,
Yi = Po + bix1 + Bowa + Baxs + Sawa + Bsws + €, 1=1,2,...,137,

para analisar os dados do tempo de sobrevivéncia de pessoas com cancer de pulmao,
onde ¢; £ SPN(A0,2,a) e a resposta y; = log(t;) é o logaritmo natural do tempo de
sobrevivéncia. A regressao ¢ feita sob E(log(7;)), com as respectivas corregoes para o
intercepto nos modelos assimétricos. Uma conclusao mais enfatica nessa direcao pode ser

vista considerando o teste paramétrico para a senh-normalidade, Hy : a =1 contra Hj :

~

a # 1, mediante a estatistica de razao de verossimilhangas A = M, para o qual

Lspn(0)
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o valor observado da estatistica de teste é —2log(A) = 6.4854, este é um valor muito
maior que o valor critico de 5% da distribuicao qui-quadrado, com um grau de liberdade.
Portanto, o modelo log-linear BSPN ajusta melhor os dados de tempo de sobrevivencia
de Kalbfleisch que o modelo log-linear BS com a suposicao de distribuicao SHN para os

erros. A Tabela 5.8 mostra as estimativas dos parametros dos modelos.

Tabela 5.7 FEstatisticas descritivas para a varidvel Z

n Meédia Variancia Vb ba

137 0.0644  1.1716  -0.1875 3.3797

Entao, ao nivel do 5%, as varidveis explicativas x, T4, x5 nao sao estatisticamente signi-
ficativas para o modelo log-linear BS normal, enquanto que as variaveis xs, 3, 4, T5 Na0
foram significativas para o modelo log-linear BSPN. Ou seja, que para o modelo log-linear
classico, o tempo de sobrevivéncia nao depende da duracao da doenca até a entrada no es-

tudo clinico, também nao é relevante se houve um tratamento anterior e tipo histélogico do

Tabela 5.8 FEstimativas (erro padrdo) dos parametros dos modelos log-linear BS e log-linear

BSPN.

Modelo log-linear BS Modelo log-linear BSPN
Parametro estimativa Parametro estimativa
Log — lik 10.0879 Log — lik 13.3306
Bo 0.6356(0.5539) Bo 0.2883(0.6246)
B 2.0955(0.6314)
By 0.0392(0.0049) b1 0.0325(0.0053)
s -0.0015(0.0094) Ba 0.0003(0.0088)
Bs 0.0209(0.0079) B3 0.0081(0.0091)
B4 -0.0028(0.0225) fa 0.0044(0.0208)
Bs -0.2850(0.1984) Bs -0.3288(0.1914)
A 1.2811(0.0779) A 2.1262(0.5007)
e! 3.2758(1.0770)
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tumor squamous, além disso também nao depende da idade no instante da aleatorizacao
para o caso do modelo log-linear BSPN.
Depois de o andlise dos residuos e de influéncia local pela metodologia de Poon e

Poon (1999), nés finalmente chegamos ao modelo ajustado com erros assimétricos SPN,

& = 4.7585(0.5850) e A = 1.8968(0.1258),

y; = 2.4562 4+ 0.0311z; — 0.7307x5

(0.2264)  (0.0030) (0.1313).

5.9.1 Caso nao Linear da Distribuicao BSPN

Vamos substituir no modelo log-linear BSPN a suposicao y; = u; + ¢; pela condicao
y; = f(B, ;) +¢ onde ¢, ~ SPN(A,0,2,«) parai = 1,2,...,n, y; é o logaritmo da i-ésima
observagao do tempo de vida, f(3, z;) ¢ uma fungao nao linear, com f assumida conhecida,
continua e duas vezes diferenciavel com respeito ao vetor de parametros desconhecidos
B = (bo, b1, ..., Bp) € x; ¢ um vetor de tamanho mx1 de varidveis explicativas conhecidas
e associadas com a ¢-ésima resposta observada ;.

Suponha agora que f(3,x;) = p; tem uma estrutura nao linear. A fungao de log-
verossimilhanca para o vetor @ = (@', \, a)’ de uma amostra aleatéria Y = (Y1, Y3, ..., Y,,)
obtida do modelo

yi = i + €, com ¢~ SPN(\DO0,2, a),

¢é dada por

((6;Y) = nlog(a) + Zlog () — Zsﬁ Zag

onde &1 = §1(0) = Zcosh (4514), & = &2(0) = Fsenh (U5H) e & = &3(0) =
log ¢ {%senh (y’;“)} , para i = 1,2,....,n. A funcao £(0;Y) é assumida ser regular com

respeito a 3 e A\, com derivada até de segunda ordem, Cox e Hinkley, (1974). A matriz,

de tamanho nxp, D = D(B8) = ;5, de derivadas parciais de p = (u1, f2, ..., ftn) com

respeito 3, é assumida de posto completo, posto(D) = p para todo 3. Os preditores nao

lineares 1, xs, ..., T, sao elementos de uma sequéncia infinita de vetores mx 1 satisfazendo
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certas condigoes de regularidades para as validagoes assintéticas. Os elementos da fungao

escore sao dados por

1 & 13 a—1< ,
U(B;) = §Zdij <§z’15¢2 - f_?) I Zdijwigil, 1=12 ... p,
i=1 ¢ i=1

I a—1g n &
U()\):_X+XZ€?2_ 3 > wik, U(a)=a+z&3,
i=1 i=1 i=1
1

onde d;; sao os elementos da matriz D. Entao, U(B) = 5D'S, onde S é um vetor de

tamanho n com elementos s; = &;1&2 — g—f — (a— Dw;&.
Os elementos da matriz de informagao observada sao dados por

2

: 1 §i RS > 4 iz
18;8, = B izlgz‘jk (&1&2 - a) 1 ;dijdik {252'2 ™ vV 1+ 532 +4/)\2

a—1

2

n o 1 n
Zgijkwifil + aT Z dijdi {win (1 — &5) —wih },
i=1 i=1
, 1 a—1¢ ) )
Ing =~ > dibnbn + N D dién {wi(1 = &) — wicn},
i=1 i=1

| 3 ¢ —1y
=1 =1

n
—

. 1 <& , 1 — .
i=1 i=1

onde g;ji = %giﬁj. Assim, os estimadores de méaxima verossimilhanca dos coeficientes
de regressdo e dos parametros o e A sdo solucgoes das equacoes U(f;) = 0 (j =
1,2,...,p), UAX) =0 e U(a) = 0, cujas solugoes sao dadas por métodos numéricos
iterativos ponderados.

A variancia assintética de fi; pode ser expressada explicitamente em termos da co-
variancia de B por

A

Var(ji;) = tr{(d;d,)Cov(B)},

onde Cov(B)} = Jél ¢ a matriz de covariancias assintéticas ou a matriz de informacao

de Fisher para 8 e d; sao as filas da matriz D.
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5.9.2 Tlustracao

Nés consideramos os dados de fadiga biaxial reportados por Rieck e Nedelman (1991)
sobre a vida de pecas metdlicas em ciclos até a falha. A variavel resposta N é o nimero
de ciclos para falhas e a variavel explicativa W é o trabalho por ciclo (m.J/m?). Os dados
de quarenta e seis observagoes foram tomados da Tabela 1 de Rieck e Nedelman (1991).
O modelo linear

y; = B + Bow; + €,

onde y; = log(N;) e ¢, ~ SHN (A, 0,2) fornece os estimadores de méxima verossimilhanca,
e seus erros padrdo, 4y = 7.9860 (0.1544), f = —0.0405 (0.0033) e A = 0.5199 (0.0541).
Uma andlise descritiva dos residuos do modelo, Tabela 5.9, mostra que os coeficientes
de viés e a curtose sao muito distintos dos valores esperados para a variavel aleatoéria
senh-normal de parametros (0.5199,0.9502,2.1678). Para ¢; ~ SHN (), 0,2) temos que a
varidvel Z; = %senh (%’) ~ N(0,1). As estatisticas descritivas da varidvel Z, dadas na
Tabela 5.9 mostram um coeficiente de assimetria muito distinto do coeficiente esperado

para a distribui¢ao normal. Entretanto, nés encontramos que o modelo padrao PN (0.7945)

pode modelar a assimetria da distribuicao.

Tabela 5.9 FEstatisticas descritivas da varidvel Z.

n  Média Variancia /by by

46 -0.0149  0.2583  0.4793 3.0663

Além disso, o diagrama de dispersao na Figura 5.6 sugere uma relacao nao linear.

Rieck e Nedelman propoem o modelo

yi = [ + B2 log(w;) + €,

onde y; = log(N;) e ¢, ~ SHN(),0,2) para ¢ = 1,2,...,46. Nés encontramos que os

estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros sao

Bo = 12.2795(0.3894) [ = —1.6707(0.1084) e A = 0.4103(0.0428).
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Assim, nds propomos o modelo de regressao nao linear

yi = B+ Baexp(Bs/x;) + €,

com €¢; ~ SPN(A,0,2,«) para i = 1,2,...,46. Aqui E(Y;) = 57 + By exp(F3/x;) onde G =
B1+E(€;). Os estimadores de méxima verossimilhanga, com erros padrao entre parénteses,
fornecido pelo método optim(BFGS) do pacote estatistico R, foram B = 9.1095 (0.0891),
B = 8.9557, B, = —5.1079 (0.0206), F5 = —21.1760 (0.2517), A = 0.3845 (0.0438) e
& = 0.8999 (0.1078).

y=log(N)

Figura 5.6 Diagrama de dispersao, modelo linear (linha continua) com erros SHN e modelo nao

linear (linha tracejada) com erros SPN para os dados de fadiga biaxial.

Um teste para comparar o modelo de regressao linear com erros SHN contra o modelo
nao linear com erros SPN, requer teoria de modelos nao encaixados. Portanto, sejam
dois modelos nao encaixados Fy com densidade f(y;|x;,6) e o modelo G, com densidade
9(Wilzi, 7).

A estatistica, LR, da razao de verossimilhancgas para o modelo £y contra o modelo G, é

Ao~ yzxza
LR(0,%) = £4(0 Zl y||x ot

a qual ndo segue uma distribuigao y*. Vuong (1989) apresentou uma solugio para resolver
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esse problema. Ele considera o critério de informacgao de Kullback-Leibler (1951), KLIC,
o qual mede a distancia entre uma distribui¢ao qualquer e a distribuicao verdadeira.
Portanto, Vuong faz distincao entre modelos baseando-se nas distancias entre cada modelo
e o verdadeiro processo gerador dos dados, o qual tem densidade ho(y;, X;), em que a
distancia é medida usando o critério de informacao de Kullback-Leibler. Assim, ele propos
a estatistica

- 1 LR(9,%)
LR,NN —
: NG

9

@2

R () - (R ()

¢ uma estimativa da variancia de \/%LR(Q7 7). Para modelos nao encaixados

em que

TrLrNN <, N(0,1),

sob

|x. 0
H() Eh [10 (yZ|X’L? ):| — 07
(?Jz’|Xi;7)

onde E denota o valor esperado com relagao ao processo gerador dos dados hy(y;, X;). Ao
nivel de 5% a hipdtese nula de equivaléncia dos modelos em favor do modelo Fy sendo
melhor (ou pior) do que o modelo G.,, nao é rejeitada se TLp NN > 20.025, (OU Tr NN <
—20.025)-

Assim, tomando Fy o modelo com erros SPN e G, o modelo com erros SHN nés en-
contramos que Trr yy = 2.5164, portanto, o modelo nao linear ¢ melhor, de acordo a

estatistica generalizada T r nn, que o modelo linear.
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Capitulo 6

Modelos para Dados Censurados AP

6.1 Motivacao

Uma importante aplicagao do modelo PN para dados continuos é o caso de dados com
uma alta frequéncia de zeros ou com um valor limite inferior ou superior. Se é o caso de
um valor limite inferior, entao a variavel em estudo pode tomar uma consideravel fracao
de observagoes amostrais que podem ser obtidas por causa da censura ou por trunca-
mento. Nosso interesse agora ¢ introduzir o estudo de dados censurados e truncados para
distribucoes assimétricas poténcia normal, dada a ampla aplicagdo que tém os modelos
para este tipo de situacoes, onde geralmente o suposto é que os erros do modelo tem
distribuicao normal, nés mudamos este suposto e estendemos os modelos tobit censorial

e de mistura discreta-continua através de modelos assimétricos.

6.2 Variaveis Aleatorias Censurada e Truncada PN

Uma distribuicao truncada é a parte de uma distribuicao nao truncada antes ou depois
de um valor especifico. Mesmo assim, a censura é um procedimento no qual os intervalos
de uma variavel sao limitados a priori pelo pesquisador; este procedimento produz uma
distorsao estatistica similar ao processo de truncamento. Também, uma variavel é dita

censurada quando os valores do fenomeno medido, acima ou abaixo de um valor limiar,
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¢ fixado como este valor. Vamos supor que y* tem uma distribuicao PN de parametros
¢,n e «a. Consideramos também uma amostra de tamanho n (yf,v3,...,y") e que regis-
tramos s6 aqueles valores y* maiores que uma constante c. Para aqueles valores y* < ¢ reg-

istramos apenas o valor c¢. Assim, as observacoes ficam

* *
yi? Se yi > C,
Yi =
C, caso contrario

com ¢ = 1,2,...,n. A amostra resultante é dita uma amostra censurada. Assim, para as
[e%

observagoes y; = ¢ nés temos que Pr(y; = c¢) = Pr(yf <c¢) = {(ID (%)} e para y; > c

a distribui¢ao de y; é mesmo como a distribuigao de y isto é, y; ~ PN(§,n, ). Aqui, a

funcao de log-verossimilhanca para estimar &, 7, « é
c—¢
HY—aZ (1-1 log[ (—>]+
Ui

Zl:fi {log(a) —log(n) + log (¢ (y;5>) +(a—1)log (cb <y ; 5)) } ,

1, sey; >c,

onde

I; =
0, sey; <ec.

Assim, os elementos da funcao escore, definidos e denotados da mesma forma que no

modelo LPN, sao dados por:

U©) = =2 300 = Bwe+ = 37 Iz = (o= D

U
U(n) = —%Z(l—])zcwc+ Z[ {-1+27 — (= Dzw;},
Ula) :Z(l—[i)log { ( ﬂ +ZI { +log (cp (yf))}
onde z, = %, Z; = yiT_g, We = g(('z)) e w; = g((z)) Definindo e denotando os elementos

da matriz de informagao observada da mesma forma que no modelo LPN; estes sao dados

pelas expresoes:

J’ss=%2(1—h){zcwc+w§}+ ZI{1+(a—1)[zzwz+w B doa == wa

i

IME-USP



VARIAVEIS ALEATORIAS CENSURADA E TRUNCADA PN 137

« 1
ne = 72 Z(l — I {~we + 22w, + zew?} + ) Z I{22 + (o — 1)[—w; + ziw; + zw?]},

I = e Z(l — I){—2zaw, + 22w? + 22w+

1
p Z]i{—l + 322 + (o — V)[—2zw; + 22w? + z2w;]},

ja§ = %Z(l - [1>’LUC + % Z [iwi7 jan = %Z(l - [i)zcwc + 71] Z L zw;.

Baseado na funcao escore e na matriz de informacao observada os parametros sao estima-
dos usando algoritmos iterativos.
Suponha agora que antes da amostra ser selecionada, nés truncamos a distribuigao de y*

no ponto y* = ¢ de modo que nenhuma observagao para y* > c¢ é selecionada. Sob estas

condicoes, a funcao de densidade de probabilidade da distribuicao PN truncada é

Pyl <e) = ? (z%) {q) <yTj> }"_1,
{o (59}

Aqui W;)}a é uma constante de normalizacao. A funcao de log-verossimilhanca para
n

—o <y <ec

estimar £, e « ¢ dada por

0(6;Y) = —Nalog (cb (%)) +
> {log(a) — log(n) + log <¢ (y ; 5)) +(a—1)log (cp (y ; 5)) } ,

y; <c

onde N; é o nimero de observagoes tais que —oo < y* < c.

Logo, os elementos da funcao escore ficam dados por:

U(ﬁ):ch Z{ZZ (v — Dw;},

y*<c
Un) = %chc + % Z {-1+2 — (@ — Dzuw;},
- (5] 5 (e (59)
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Enquanto que os elementos da matriz de informacgao observada sao:

Jee = —M{zcwc+w = Z{l + (o — 1)[zzw; + w?]},

y2 <c

N,
o = __a{ —w, + 22w, + zew?} + — 2{22’1 (a0 — 1) [~w; + 22w; + zw?]} e
Us

*<c

N
T = —%{ 220w, + 22w? + 22w+
1
— Z{—l + 322 + (o — V)[—2zw; + 22w? + z2w;]},
" y; <c
———w—|— Zw zw+ Zzw J :&
jocf c = ) ]an cWe = Wiy Jaa a2

Novamente, os parametros podem ser estimados usando algoritmos iterativos, baseado na

funcao escore e a matriz de informacgao observada.

6.3 Modelo Tobit PN

Agora noés discutimos a possibilidade de estender o modelo Tobit censorial através de mo-
delos assimétricos. O problema de estimacao de um modelo de regressao onde a variavel de-
pendente é limitada tem sido estudada em diferentes areas: econometria, ensaios clinicos,
fenomenos politicos, entre outros. Em econometria, alguns destes modelos sao classifica-
dos como: modelos de regressao truncados, modelos de regressao censurados e modelos de
regressao discretos.

Quando os dados estao censurados, a distribuicao que segue os dados é uma mistura
entre uma distribuicao discreta e uma continua. Esta ideia foi popularizada por Tobin
(1958) e 0 modelo resultante é conhecido como modelo Tobit, o qual é definido em termos

da variavel latente
yi, sey; >0,
Yi =
0, sey; <0,
onde y* segue uma certa distribuicgao.

O objetivo principal agora é fazer uma extensao do modelo de regressao Tobit normal
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(TN), ao caso da distribuicao PN, fazendo uma ampla revisao das caracteristicas estu-
dadas no caso normal, principalmente por Tobin (1958) e Amemiya (1973). A maioria
dos resultados sobre o modelo normal de regressao censurado, estao baseados nos desen-
volvimentos para o modelo probit, onde a variavel de interesse tedrica, digamos, ”y”, nao
é observada; em vez disso, se observa uma variavel dummy, representada por um caso
se é observada e zero caso contrario. Em seu exemplo, Tobin refere-se a relacao entre os
rendimentos das familias e as despesas em varias categorias de mercadorias. As despesas
zero para alguns produtos de luxo informam um baixo nivel de renda, comparado com
as familias que fizeram esse tipo de despesas. Também o intervalo de variabilidade das
despesas é amplo, o que significa que ha um conjunto de observacoes concentradas em
torno de zero. Além disso, este raciocinio implica que nao pode haver despesas negativas.
Ou seja, para algumas observagoes a resposta observada nao é a resposta concreta, mas
sim o valor da censura (zero) e um indicador de que censura ocorreu. A resposta limi-
tada esté diretamente relacionada com a distribuicao dos erros, os quais geralmente sao
assumidos ser normal com variancia constante. Agora nds vamos estender essa hipotese
para o caso em que os termos de erros tém distribuicao PN, descrevendo a funcao de
log-verossimilhanga para obter os estimadores dos parametros do modelo de regressao e

a matriz de informacao observada que nos conduz aos erros padrao das estimativas.

6.3.1 Modelo Tobit PN

Escrevemos o modelo Tobit PN (TPN) através da varidavel y; = max{y},0}, onde y; =
B+ wu;, i=1,2,..,N;isto é
B+, se B+ u; >0,

Yi =
0, caso contrario

onde B é um vetor de parametros desconhecidos de tamanho p, x; é um vetor de constantes
nao estocasticas, também de tamanho p, e u; sao os residuais; que sao variaveis aleatorias
PN(0,n,«) independentes e identicamente distribuidas. Este modelo é basicamente um

modelo de regressao linear PN censurado; como tal, sua estimativa esta relacionada com a
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estimativa nas distribuicoes PN truncada e censurada, estudadas no capitulo dois. Agora
noés discutiremos a abordagem da verossimilhanca para a estimativa dos parametros. Ainda

que o valor limite seja zero isto nao é muito restritivo pois se o modelo fosse definido por

B+, se B+ u; > ¢,
Yi =
Ci, caso contrario
podemos fazer yf = y; —c;, ©F = (15,¢;) e B° = (B',—1), assim o modelo anterior pode

ser aplicado substituindo z;, y;, 3 por z},y;, 3*. Similarmente, para o modelo

/ /
B+ u;, se x,B+ u; <0,
Yi =
0, caso contrario

podemos multiplicar y;, x;, u; por —1 e obtemos o primeiro modelo.

6.3.2 Momentos

Para calcular os momentos de y; vamos a proceder como em Amemiya (1973). Entao, seja
1 o subconjunto dos nimero inteiros {1,2,...,7} tais que y; = 0 para i € 9 e seja ) o
complemento de 1) no conjunto dos nimero enteros. Agora, seja u* uma varidavel aleatéria

com fungao de densidade h(-) dada por
2 L A a—1 (A ’
ZWQb <E> ® (5) se —z;8 < A < 00,

0, caso contrario
Entao, temos que
y; = )8 +uf, para i€ .
Assim, os momentos condicionais de y;, dado i € v, podem ser calculados a partir dos

momentos de u*. Assim, temos que

1
E(yily: > 0) = i3 + 0”]_:0/6 / e u* e (u)du. (6.1)
- (=) ()
Além disso, Pr(y; =0) = Pr(u; < —z,3) = & (—1%75> , entao,

E(y) = Pr(y; > OE(wlys > 0)4+Pr(y; = OE(yily, = 0) = (1 ge (‘TﬂD Eyilys > 0).
(6.2)
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que estabelece uma relac¢ao bésica entre o valor esperado de qualquer observacao, E(y;),
é o valor esperado de y; dado y; > 0 como demostrado por McDonald e Moffitt (1980),
para o caso normal.

Dessa forma, a mudanca total em y; pode ser desmembrada em duas partes: (1) a
mudanca dos y; acima do limite, ponderada pela probabilidade de estar acima do limite,
(2) a mudanca na probabilidade de estar acima do limite, ponderada pelo valor esperado

de y; de estar acima do limite.

6.3.3 Predicoes no Modelo TPN

A predicao sobre y; pode ser obtida da seguinte forma: se nds definimos o modelo em

termos da varidvel latente
y; = 2,8 +u; com u; ~PN(0,1,q),
modelando a varidvel latente y;, entao podemos definir y;, a variavel observada, como

* *
yi, sey; >0,
Yi =
0, caso contrario.

Agora como os erros tém distribuicdo PN (0,7, «) truncada entdo, como no caso da
regressao linear, F(y} x; 0, devemos fazer a seguinte correcao no intercepto, 35 =
9 1 1 Y 0

Bo + piu, onde g, = E(u;). Assim,

E(yf) = ;8" sendo B" = (55, 8,)".

Portanto, nés podemos fazer predicoes, depois de estimar todos os parametros do modelo,
a partir da variavel latente definida. Também, nés temos outras duas opgoes para fazer
predigoes; a primeira é a partir da esperanca condicional dos valores maiores que zero
da variavel y7 ou y; dada na expressao (6.1), enquanto que a segunda opgao é a partir
da esperanca de y;, a média de todos os positivos e zero, dada na expressao (6.2), (veja

Munoz, 2009).
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6.3.4 Estimacao

Inicialmente definimos as seguintes quantidades:

Y] é o vetor de observagoes com y; > 0,

X’ é a matriz de valores correspondente a y; # 0 e
X5 ¢ uma matriz de valores correspondente a y; = 0.

Agora, para observagoes y; que sao zero, sabemos que

roca- (s ()}

enquanto que para observacoes y; que sao maiores que zero, temos

o(yily: > 0)Pr(y; > 0) = ¢( _ B){ (¥> }M

Assim, a funcao de log-verossimilhanca tem duas componentes: uma primeira componente

que é a soma sobre as observagoes com y; = 0 e uma segunda componente, que é a soma

para y; > 0. Fazendo
1, sey;, >0,
I, =
0, sey; =0,

temos que para 8 = (8,1, a)’,

(6:Y) _a21_ log( <%§B>>+;L~{log( ~log(n) — 2( _775“'5)}

(6.3)
o (o(:52)

Portanto, os elementos da funcao escore ficam dados por:

U(B) = -2 3701 - L)wo, + % S 1ifs = o= Duibal, (6.4)

n =

)

(67

Uln) = 0 Z(l — I;)zowo; + % Z L{-1+2 — (= Dzuw;}, (6.5)

i
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e seflomp (52} o

onde zg; = %’ﬂ’ 2z = %7 Wo; = ¢(Zgi) ‘ (1)(22')‘

Ul@)=> (1-1I)log {cp (

%

Entao, igualando zero as equagoes (6.6) e (6.4) obtemos as equagoes de estimagao

B = Burgo — (X1 X1) ™ [aXGWo + (o — 1)X W] (6.7)

ny

me{r (52)] 7 [+ (52)])

onde 800 € 0 estimador de minimos quadrados ordindrios obtido com as observagoes

a=—

y; > 0, n; é o numero de observacoes do vetor Y; e Wy, W, sao vetores com elementos
wp; € w;, respectivamente. Consequentemente, multiplicando a equagao (6.4) por B e

somando com a equagao (6.5) obtemos que:

1

= 2711

{1 = )WY + [0 = PWIRYIWL + am Y - Xa8)] *} . (69)

Logo, a equagao (6.7) mostra a relacao entre o estimador de maxima verossimilhanca de
B e o estimador de minimo quadrados ordinarios obtido a partir das observagoes y; > 0.

Os elementos da matriz de informagao observada sao dados por:

1 -1
J = —X/ X + ——X[A X + X/ 020X,
jejea e e

2 -1
J =X/ Xi08) + ——X Az + X’ A
03 = e (Y1 18) + o Bt 30

. 1 1 ) 1 .o
JofB = EXQAM + 5X6A107 Jaa = —3 ZIZ =2

1 / 1 /
= 5 (Y1 —X48) Ay + 5 (Yo — X08) Ao,

jom

. (6]
j'r]'r] = ? Z(]_ — ]Z){—Qwozo -+ w(Q)ZO + wOZO}+

(2

1
? Zli{—l + 327 + (a — 1)[—2w;2; + w?z? + w2},
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onde Y, é um vetor para os dados censurados de Y, no nosso caso um vetor de zeros, e
Ao, A11, Ao, A1, Az e Asp sao definidos como Ay, Ay e A3 do modelo de regressao
linear, para os casos censurado e nao censurado, respectivamente.

Finalmente, os elementos da matriz de informacao observada sao n~! vezes a esperanca
dos elementos da matriz de informacao observada.

Portanto, o estimador de méxima verossimilhanca do vetor 8 = (3,7, a) pode ser

obtido por métodos numéricos iterativos a partir da fungao de log-verossimilhanca, bem

como a funcao escore e a matriz de informacao observada.

6.4 Analise de Diagnéstico

6.4.1 Influéncia Local

Novamente vamos definir ¢ como o conjunto das observagoes censuradas, 1 o conjunto
de observagoes nao censuradas e @ = (8',n,a) = (3, 0,)" com 0, = (n,a)’. Além disso,
nos usamos para o analise de diagndstico a mesma notagao usada no caso do modelo de

regressao linear PN.

Ponderagao de casos

A funcao de log-verossimilhanca perturbada no modelo de regressao PN censurado é

definido como, exceptuando a constante

00— S (3 (% z-)> s fouto st - (2522

(@ —1) Zwﬁog( ( nxﬂ)) (6.10)

(2]
Ag,

em que AB ¢ uma matriz de tamanho (p+1)xn, e Ag, ¢ uma matriz de tamanho 2xn.

A matriz A é dada por

Neste caso A 8 tém elementos

1 .
A,@ = EX'dzag {ar, a9, san}yy s
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enquanto que

onde

14 152 a1 0-(é
bl{ _ﬁ"i'ﬁ?,ei 772 ?zC(ﬁ) }
L | Jog{® (& } _
& 1€Y

onde é; = y; —x;B, ¢(-) = %, sendo B, 7 e & os estimadores de maxima verossimilhanca

de B, n e a, respectivamente.

Perturbacao na Variavel Resposta

Os elementos da matriz A sdo

com

enquanto que

onde

1€
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Perturbagao na Variavel Explicativa

1. Para i € v, os elementos da matriz A B sao como foram definidos no caso do modelo

de regressao PN

q a—1 Aqu éi éi é; .
—Pefegy; — %% [g( (g) +¢? (g)] ; se j #q
Sq (A A a—1)8 é; 4—1)8¢S & [ & é .

hQ

[
i
<

I
3

onde
dz{ 2ﬁq5qi; 4 @ Z)ﬁquC(%)ﬂ;d—lgquq% {3((61) e (el):| }
qﬁqg(ﬁ) icy
[§
O ) )

6.4.2 Analise de Residuos

Residuos componentes do desvio

Para i € 1) temos que o residuo componente do desvio para o modelo TPN sao dados por

s\ yal1Y?
rpo, = sinal(é;) [—210g [1 — {CD (e—f)} ” , 1 E Y.
n
Residuos Tipo Martingale

Os residuos tipo martingale para o modelo TPN sao definidos por

rag, = i + log (1— {(I) (6—)} ) i=1,2,...n,
b

IME-USP



SIMULACAO 147

onde

1, seie€,
0, seie€.

Enquanto que os residuos componentes do desvio sao dados por:

1/2
)

rup, = sinal(ry,) {—2 [ra, + 6 1n(6; — rag)]} i=1,2,....n.

Nés usaremos os residuos 7,p, como residuos tipo martingale, pois estes sao distribuidos

simetricamente ao redor de zero.

Residuos Padronizados

Os residuos padronizados no modelo TPN sao definidos como no caso do modelo de

regressao PN onde para a matriz de alavanca generalizada temos

2 n
Flac(s) e ()] i€y,
enquanto que,

(O B9
=N

Loy, =
i€y
com todas as expressoes avaliadas em @ = 6 e onde os e; sao os residuos do modelo

como definidos anteriormente.

6.5 Simulacao

Um pequeno experimento de simulacao de Monte Carlo com 3000 iteracoes foi feito
com o objetivo de estudar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca
(ﬁo, Bl e 77) dos estimadores de By, (1 e n. Os valores do tamanhos de amostras foram

n = 100, 300 e 500. Os valores dos parametros foram: o = 0.50, 0.75, 1.25, 1.75, [y =
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1.5 e f4 = 3.5. Sem perda de generalidade se toma 1 = 1. Consideramos uma unica
variavel aleatéria X com distribuicao normal padrao. Os erros ¢; sao gerados tal que
e; ~ PN(0,n,«). Os dados y; sdo obtido da forma y; = maz(Gy + (1x; — €;,0). Foram
calculados medidas de qualidades para a estimagao pontual como: viés, viés relativo(VR),
definido como (viés/valor verdadeiro do parametro) e a raiz do erro quadratico médio
(VVEQDM). Os resultados foram obtidos mediante o procedimento optim (método "BFGS”)
do pacote estatistico R.

Os resultados mostram, a partir da Tabela A.7, que o viés e a v/EQM dos estimadores
de méaxima verossimilhanca dos parametros 3y e 1 decrescem com o aumento do tamanho
amostral, o qual mostra certa consisténcia dos estimadores, o que é esperado. Nao entanto
o viés destes estimadores é maior quando o parametro « cresce. Portanto, recomenda-se
corregoes para os estimadores dos parametros usando, por exemplo, Bootstrap ou Jack-
knife, quando o valor do parametro « é grande. N6s concluimos que o modelo TPN pode

ser usado somente quando o tamanho da amostra é grande, por exemplo maior que 100.

6.5.1 ITlustracao

Nos vamos ilustrar a utilidade da metodologia proposta aplicando-a a uma parte do con-
junto de dados reais analisados em Fair (1978), um artigo interessante e teoricamente
inovador. Para uma amostra de 601 homens e mulheres casados pela primeira vez, ele ana-
lisou suas respostas a um questionario sobre casos extraconjugais. Algumas das variaveis
usadas no estudo foram as seguintes:
Y =numero de casos extraconjugais no ano anterior, X; =anos de casado,
X, =idade, X3 =religiosidade em uma escala de 1 a 5, sendo 1=ateu, e
X, =auto-avaliagao do casamento em uma escala de 1 a 5, sendo 1=muito infeliz, 5=muito
feliz.

Dos 601 entrevistados, 451 nao tiveram nenhum caso extraconjugal e 150 tiveram um

ou mais casos; temos portanto uma amostra censurada o que torna adequado o emprego
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Tabela 6.1 FEstatisticas descritivas para os residuos do modelo tobit normal

n  Média Variancia /by by

601 7.4461 17.1100 0.1553 3.7749

do modelo tobit, assim se define

B+, se B+ u; >0,
Yi =
0, caso contrario.

A Tabela 6.1 mostra os coeficientes de assimetria e curtose dos residuos para os dados. Os
valores dos coeficientes de assimetria e curtose justificam um modelo do tipo TPN. Uma
conclusao mais enfatica nessa direcao pode ser vista considerando o teste paramétrico

para normalidade, ou seja, para
Hy:a=1 contra Hy:a#1,

mediante o uso da estatistica de razao de verossimilhancas

para o qual o valor observado da estatistica de teste é: —2log(A) = 250.3706, que é um
valor maior que o valor critico da distribuicao qui-quadrado, com um grau de liberdade,
ao nivel de 5%. Portanto, o modelo TPN ajusta melhor os dados de Fair que o modelo
TN. A Tabela 6.2 mostra as estimativas dos parametros dos modelos.

Na Figura 6.1, a) e b) respectivamente, se mostram os residuos do modelo e o grafico de
pontos de alavanca generalizado. O grafico dos residuos nao mostra nenhuma tendéncia
sistematica mas se observam uma observacao extrema, a observacao #5H68. Enquanto
que o grafico de pontos de alavanca mostra o ponto #571 como o Uinico ponto suspeito
de alta influéncia nas estimacoes dos parametros. De acordo a mudanga relativa, RCy,,
definida anteriormente, nenhuma destas observacoes resultou influente nas estimagoes dos

parametros.
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Tabela 6.2 Estimativas (erro padrao) dos parametros dos modelos TN e TPN.

Modelo TN Modelo TPN
Parametro estimativa Parametro estimativa
Log — lik -706.4048 Log — lik -581.2195

Bo 9.0830(2.6588) Bo 8.6170(1.3948)
3 16.9027(1.4351)
B -0.1603(0.0777) B -0.2937(0.0421)
s 0.5389(0.1342) o 0.4583(0.0592)
Bs -1.7233(0.4047) s -1.5085(0.1864)
By -2.2673(0.4081) a -2.0937(0.1902)
o 8.2738(0.5534) n 5.3403(0.2234)
10.2573(0.5636)

ey TN

g4 oo

T T T T T T T
0 100 300 500

T T T T T T T
0 100 300 500

a) Valores ajustados b) Indice

Figura 6.1 a) Grdficos dos residuos padronizado The, contra os valores ajustados e b) medida

de alavanca generalizada contra os indices das observagades.
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6.6 Modelo Misto Bernoulli/LPN

Uma aplicacao do modelo LPN para dados continuos é o caso de dados com uma alta
frequéncia de zeros ou com um valor limite. Se é o caso de um valor limite inferior, entao
a variavel em estudo pode tomar uma consideravel fracao de observacoes amostrais que
podem ser obtidas devido a censura ou truncamento. Um caso de interesse é quando
log(y;) ¢ funcao dos parametros fy, ..., 5, mediante o modelo de regressao linear log(y;) =
Bo + fix1i + ... + Bprpi + €, onde ¢, ~ PN(0,n,a) e xq,...,x, sdo constantes fixas e

conhecidas. Assim, a fungao de log-verossimilhancga para @ fica dada por
N yr — ;8
(6;Y)=a) (1—1)log |® )|t
— p—
> 1 {log(a) — log(ny;) + log <¢ <—y’ U$ZB)) +(a—1)log (<I> (—y nxlﬁ» } :

A funcao escore e a matriz de informagao sao como encontradas para o modelo censurado

estudado anteriormente ou no modelo TPN.

6.6.1 Modelo em Duas Partes

O modelo em duas-partes, ”two-part model”, foi proposto por Cragg (1971) e é um cami-
nho para analisar situacoes onde os dados sao uma mistura entre uma distribuicao discreta
e uma continua. Essencialmente, este modelo é uma mistura formada pela combinacao li-
near de uma distribui¢ao continua positiva e uma distribuicao pontual com localizacao em
zero. Ainda o modelo tobit pode ser aplicado neste tipo de situacoes, quando a propor¢ao
empirica da distribuicao discreta ¢ muito diferente da proporcao tedrica da distribuicao
proposta para o modelo, o modelo tobit nao é uma boa alternativa para ajustar os dados.
Formalmente, a funcao de densidade de probabilidade de y; sob o modelo de Cragg pode

ser expressado na forma

9(yi) = pili + (1= pi) f () (1 = 1), (6.11)

onde p; é a probabilidade determinando a contribuicao relativa feita pela distribuicao

pontual, /™ é uma funcao de densidade continua com suporte positivo e I; é uma varidvel
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indicadora definida por
I 0, sey; >0,
1, sey; <0.

Neste modelo, as duas componentes sao determinadas por processos estocasticos dife-
rentes, assim, qualquer observacao positiva vem necessariamente de fT, entretanto, um
registro zero ¢é gerado pela distribuicao pontual.

Moulton e Halsey (1995), generalizam o modelo ”two-part”, eles admitem a possibilidade
que algumas respostas limites sejam o resultado de intervalos sensoriais de f*. Assim, um
zero observado pode ser qualquer realizacao da distribuicao pontual ou uma observacao

parcial de f* com valor atual nao precisamente conhecido mas pertencendo a algum ponto

do intervalo (0,T), para alguma constante pequena pré-especificada T. Formalmente,

9(wi) = [pi + (L= pa) FH(D) L+ (1 — pi) f(ws) (1 = L), (6.12)

onde F* é a funcao de distribuicao cumulada de f*. Assim, uma grande familia de
distibuicoes pode ser obtida variando a escolha da distribuicao bédsica f* e a funcao
de ligacao para modelar a probabilidade p;. Modelos hibridos: probito/normal truncada,
logit /log normal, logit /log gama e probito/log skew-normal tem sido usados em pesquisas
de diversas areas como biologia, medicina, agricultura e economia, entre outras.

Agora nés vamos estudar os modelos mistos logit/LPN e probit/LPN, com introdugao
de covariaveis para cada componente do modelo. Inicialmente suponha que todos os va-
lores observados procedem de uma populacao LPN com parametros de localizacao e es-
cala £ e 7, respectivamente, e sem covariaveis. A contribuicao a verossimilhanca para
observagoes nao censuradas, isto é paray > T, é

o0 (log(y) — €)/n] {Bl(log(y) — )/}

enquanto que para observagoes censuradas em y = T, a contribuicao é o fator

{®[(log(y) — &) /n}" .

A seguir, estendemos este modelo para o caso onde somente a proporcao 7 de observagoes
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provém da distribuigdo LPN censurada, enquanto que os outros (1 — 7)100% das ob-
servacoes provém de outra populagao de baixa resposta, cuja distribuicao estd totalmente
localizada em ou abaixo do ponto T. Misturamos agora este modelo com a realizagao de

uma variavel aleatoria Bernoulli de parametro 7 onde y > T' corresponde a

enquanto que se D = 0, entao, ¥ < T com probabilidade um. Assim, condicionando
em D = 1, assumimos que Y segue o modelo LPN. Entao, temos que a contribuicao a

verossimilhanga de Y; pode ser escrita como

el [ ) T

onde I; =1 se y<T e I, =0 se y > T. Covariaveis sao introduzidas para cada
variavel aleatoéria, de modo que a funcao de ligacao para o modelo pontual é a fungao

logito, ou seja,

1—17

. T
logit[pr(D = 1]z))] = log ( ) = z(1)00),

onde z(;) é um vetor de covaridveis de dimensao k, com vetor de coeficientes associados a

B(1). Assim, temos que
exp(z(1),8(1))
1+ eXp(x’(l)iB(l))'

n=1-p =

Um conjunto de covaridveis x(;) de dimensao ¢, possivelmente distinto de z(;), pode ser

associada a componente LPN, com vetor de coeficientes associado f3(2), ou seja que

log(yilyi > 0) ~ PN (23,821, @),

onde os dados observados y; sao variaveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas. O conjunto de variaveis explicativas xnq) = (a1, ..., #1),) controla a prob-
abilidade de uma verdadeira resposta zero enquanto que a magnitude da resposta nao
limitada censurada é determinada por x(y) = (x(2)1, ...,x@)n)’ . Uma vantagem de ter di-

ferentes conjuntos de covaridveis explicativas associadas a p; e f*, é que o modelo pode
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levar a uma andlise de regressao mais exata e informativa (Chai e Bailey, 2008). Assim, o

logaritmo da fungao de verossimilhanca de 8 = (B(;), B(z), 7, @) dados X e Y é dado por,
Z I; {log [1 + exp(2(1),801y) {®(21:) }*] —log [1 + exp(z(,,801))] } +

Z(l —I;) {log(a) — log(ny;) + 513/(1)i:3(1) — log [1 + eXP(x/(mB(l))] - %Zzz +(a—1) log(@(zi))}

%

(6.13)
onde zp; = % ez = M Os elementos da funcao escore ficam
dados por:
T(1)ij exp(m’(l)iﬁ(l)) -1+ {(I)<ZT1,)}a (1 = L)z
U i) = IZ )
(By;) Z 1+ eXp(xl(l)i/B(l)) 1 + exp(x (1 ) {® (o)} " Z 1+ eXp(xl(l)iIB(l)>
« L(2)ik eXP( / ﬂa)) {(I)(ZTi)}a_l ¢(2ri)
) = =5 2 enlet, By B
_ _Z (1= L)ooy [zz (o — 1)2((2] 7
o zr; exp(z ﬂu)){q’(zﬂ)}a_l ¢(21i)
) = = 2 el 20:B00) {® (i) }°
P(zi)
__Z (1-1 {1—2‘ —i—(oz—l)zlq)(zo]
e

exp(z1),8(1)) log (2 (274)) {P(27:) }* 1
N EAIMICE sk SRR PR L e

% %

Supomos agora que o modelo para a varidavel D é o modelo probit, entdao o modelo

estocdstico especifico é

pi=pr(y; =0) = q)(_xl(l)iﬁ(l)) =1- q)<x/(1)2'5(1))

log(yilyi > 0) ~ PN ({281, @),
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onde os dados observados y; sao variaveis aleatoérias independentes e identicamente dis-

tribuidas. A funcao de log-verossimilhanca se pode escrever como
ZI {log [1+ @ ({180 {{®(zr:)}* — B]} +

5201 - 1 {iosta) ~ log(on) + log (BlalyBi) — 32+ (o 1 log(0:) |

7

(6.14)

log(T) (5B 2 o log(yi) =28 z)
n

onde zp; = L= Os escores ficam dados por

x(l)ijﬁﬁ(x/(mﬁ(l)){{‘I’(ZTi)}a -1} (1- Iz’)x(l)ij(b(x,u)iﬁ(l))
U i) = 7 a 9
) Zz: 1+ @ (2,8 {{®(zri) }" — 1} i Z PP w)

__a ‘93(2)1‘16(1)@/(1 B ) {®(2ri) }* ot (i)
Ve == Z] L+ 0@y, B @)} — 1}

_ —Z (1— L)z [zz—i— (o — 1)2((2))] ,

__@ i ®(23,80)) {@(zr0) }* " ¢(214)
v = U ;I 1+ @(2(,),80) {{®(2r:)}" — 1}

EDOUIGE SRR o]

108;( (214)) {@(27)}* 1
Z[ 1-|—<I) ){{@(ZTZ)} _1} +;(1—Ii){a+log(cl>(zi))}.

6.7 Ilustracao

O uso do modelo misto Bernoulli/LPN ¢ ilustrado com dados de um grande estudo de
seguranca e imonugenicidade da vacinacao contra o sarampo, implementada no Haiti
entre 1987 e 1990. Entre outros fatores, se estuda a habilidade das doses média e alta
vencer as interferéncias de anticorpos maternos em criancas. O objetivo do estudo era

demostrar que altas doses da vacina pode imunizar criancas de até seis meses de idade.
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A andlise de imonugenicidade indica altas respostas de anticorpos em destinatdrios com
altas doses e entre destinatarios com aplicagao da vacina Edmonston-zagreb, comparado

com destinatarios com aplica¢ao da vacina Schwarz (Job et al., 1991).

O foco da analise ¢ estudar mediante o modelo misto logit/LPN a natureza da imonu-
genicidade diferencial entre criangas de sexo feminino e masculino do estudo. Os dados
analisados sao dados por Moulton e Halser(1995), os quais correspondem a 330 ensaios de
neutralizagao de anticorpos em criancas de até os 12 meses de idade. A variavel em estudo
foi a concentragdo de anticorpos em unidades internacionais (IU) e o limite de detegao
foi de 0.1 unidades internacionais, ou seja log(0.1) = —2.3026 na escala do logaritmo
natural. A codificagdo das covaridveis estudadas foram: EZ (tipo de vacina; 0:Schwarz |
1:Edmonston-Zagreb); HI (dose da vacina; 0:média, 1:alta) e FEM (sexo; 0:homem, 1:mul-
her). Os resultados foram obtido com a fungao nlm do pacote estatistico R. Uma andlise
descritiva dos dados mostra que 26.1% das observacoes estao abaixo do valor limite de
detecao e, portanto, elas sao consideradas como respostas censuradas. Na tabela 6.4 se
estudam os modelos mistos con distribui¢ao Bernoulli/log-normal e ligagao logit. Os mo-
delos (1) e (2) correspondem a modelos sem censura, sem e com covaridveis, enquanto que
os modelos (3)-(7) correspondem a modelos mistos com diferentes situagoes. Em resumo,

os modelos estudados foram:

Modelo 1: solo a componente continua com dados censurados e sem covariaveis.
Modelo 2: solo a componente continua com dados censurados e com covariaveis.
Modelo 3: com dados censurados e sem covaridveis nas duas componentes.

Modelo 4: com dados censurados sem covaridveis na resposta limitada e com covariaveis
na distribuicao localizada em zero.

Modelo 5: com dados censurados e com covariaveis na resposta limitada e sem covariaveis
na distribuicao localizada em zero.

Modelo 6: com dados censurados, com covariaveis na resposta limitada e na distribuicao
localizada em zero.

Modelo 7: com dados censurados, com covariaveis na resposta limitada e na distribuicao
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localizada em zero, um caso particular do modelo 6, exceto covaridavel ”sexo”.

Mesmo assim, os dados mostram o seguinte comportamento para a variavel log(y) por

acima do valor 0.1:

Tabela 6.3 Estadisticas descritivas para o conjunto de dados da vacina de Haiti

n log(y) s v by

330 -0.1793 1.1055 0.7521 2.6286

O alto grau de assimetria recomenda uma distribuicao do tipo skew para a anélise
do modelo misto. O modelo estudado foi o misto Bernoulli/LPN com fungao de ligagao
logit. Se ajustam os modelo LPN com censura, modelo (1), e censurado com co-varidveis,
modelo (2). Também se ajustam modelos mistos Bernoulli/LPN com covaridveis e ligagao
logit, modelos (3)-(7), de acordo a tabela 6.5.

Agora levamos a cabo o teste de hipdteses de nao diferenga do modelo Bernoulli/LPN

com o modelo tradicional Bernoulli/log-normal, isto é, hipdtese
Hy: a=1 contra Hy: a#1

usando a estatistica de razao de verossimilhangas, com base na estatistica

A= LBe'r’noulli—log—normal (0)

~

Lpernoutti—r.pn(6)

assim, depois de substituir os valores estimados na expressao anterior obtemos que:
—2log(A) = —2(—557.9150 + 544.6657) = 13.2493, o qual é um valor maior que o valor
critico da distribuicao qui-quadrado ao nivel de 5%, cujo valor é 3.84. Entao rechacamos
a hipodteses nula e concluimos que o modelo Bernoulli/LPN ajusta melhor que o modelo
Bernoulli/log-normal. Em geral os modelos mistos com distribui¢ao LPN da Tabela 6.5
ajustaram melhor que seus correspondentes na Tabela 6.4.

O Modelo (6) mostra diferengas estatisticas com os modelos (4) e (5) mas nenhuma

com o modelo (7), assim, dos modelos mistos ajustados o melhor foi o modelo (7). Neste
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modelo os fatores EZ e HI estao associados a componente bernoulli, e o fator FEM ¢é o tinico
associado a componente LPN. O limite de detegdo para mulheres, foi de exp(0.2584) =

1.2948 vezes maior que a concentracao de anticorpos de sarampo em homens.
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6.8 Estudo de Simulacao

O seguinte estudo de simulacao Monte Carlo, com 5000 repeticoes, tem como objetivo
pesquisar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca na estimacao
dos parametros da distribuigao Bernoulli/LPN, com fungao de ligacao probit e covaridveis
nas componentes do modelo, para os tamanhos amostrais n = 300,500 e valores a =
0.75,1.25,1.75, By = (1,-0.5)", By = (=2,1)" e fixamos n = 1. Consideramos uma
Unica variavel explicativa X a qual segue uma distribuicao normal padrao. Os valores da
variavel de estudo Y, foram definidos como segue:
0, com probabilidade ®(—pF1y0 — Bayizi),

Yi =
exp(Bi2y0 + Bynxi +1ne;), com probabilidade ®(5(1y0 + Byizi),

onde ¢; ~ PN(0,1, ).

Ns calculamos medidas de qualidade tais como: média, viés, viés relativo(VR), definido
como 100(viés/valor do parametro) e a raiz do erro quadrético médio (v/EQM). Os resul-
tados foram obtidos com a fungao nlm do pacote estatistico R. Os resultados mostram que
em geral (veja Tabela A.8), quando o tamanho da amostra aumenta, o viés, o viés relativo

e a raiz do erro quadréatico médio decrescem, ou seja que os estimadores sao consistentes.
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Capitulo 7

Extensao Multivariada do Modelo

a-Poténcia

7.1 Motivacao

Para o estudo de distribuigoes assimétricas com mais de uma variavel aleatéria, nés agora
introduzimos o modelo multivariado a-poténcia como um passo natural ao caso univariado
e ao desenvolvimentos de metodologias estatisticas em estudos que envolvam distribuigoes
multivariadas de dados com coeficientes de assimetria e curtose fora dos intervalos permi-
tidos pela distribui¢ao normal multivariada. Neste contexto, Azzalini e Dalla Valle (1986)
estudam a distribuicao normal multivariada assimétrica, com propriedades favoraveis para
certos conjuntos de observagoes p-variadas. Portanto, dentro da literatura de modelos mul-
tivariados é de interesse ter outras alternativas distintas a distribuicao normal assimétrica
multivariada, para modelar observagdes p-variadas com altos(baixos) grau de assimetria

e curtose.

Métodos para construir distribui¢oes multivariadas foram desenvolvidos principalmente
por Joe (1997), Arnold, Castillo e Sarabia (1999), Nelsen (1999), Koth, Balakrishnan e
Johnson (2000), entre eles o métodos baseado em copulas para distribui¢oes marginais

conhecidas. Arnold, Castillo e sarabia (1999) desenvolvem a teoria de distribuigbes mul-
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tivariadas a partir de distribui¢oes condicionais especificados, diversos escritos tem sido
publicados para distribuicoes condicionais, normal, exponencial, weibull, SN, etc. Basea-
dos nestes resultados ndés vamos desenvolver o modelo a-poténcia assimétrico multivari-

ado.

7.1.1 Coeficientes de Assimetria e Curtose Multivariados

Os coeficientes de assimetria e curtose multivariados para um vetor aleatério X ~ (p, X)

sao definidos, respectivamente, por (Mardial et al., 1979)

By =E{(X—p)S (Y =)},  Bp=E{X—p2(X-n}", (7.1)

onde p é o nimero de varidveis. No caso da distribuicao normal multivariada temos
Bip=0 e P2, =p(p+2). Os coeficientes de assimetria e curtose multivariados amostrais
sao dados pelas expressoes
n n
1 2: 3 1 Z 2
blyp =3 Irs € b27p = - Grrs
n n
r,s=1 r=1
com

Grs = (xr - ;f')/S_l(xS - j)a

onde T e S sao o vetor de medias e a matriz de covariancia amostrais, respectivamente.
Em geral para estudar o afastamentos do vetor aleatério X da distribui¢ao normal mul-

tivariada temos como estatisticas de prova as seguintes (sob normalidade)

1 D o bop —p(p+2) b

= -nb = N(0,1
g e Gy gy VO

onde v = %p(p + 1)(p + 2). Para o caso onde estas estatisticas sdo significativamente
afastados dos valores X?% o € Zsy, se pode fazer uso da normal multivariada assimétrica
estudada por Azzalini e Dalla Valle (1986) e da distribuigdo normal multivariada as-
simétrica a partir de distribuicoes condicionais normais assimétricas, desenvolvida por

Arnold et al. (2002).
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7.2 Distribuicoes Bivariadas Caracterizadas por Dis-

tribuicoes Condicionais

Seja (X,Y) um vetor aleatério bidimensional de alguma medida produto sobre S(X) x
S(Y), onde S(X) é o conjunto de valores da varidvel aleatéria X e S(Y') o conjunto de
valores da variavel aleatdria Y, onde o conjunto de possiveis valores de S(X) e S(Y') pode
ser finito, enumerdvel ou nao enumeravel. Sejam fx(x), fy(y), fxy(zly), frix(ylz) e
f(z,y), as funcoes de densidades marginais, condicionais e conjunta, respectivamente, do
vetor (X,Y).

O vetor aleatério bidimensional (X,Y) é dito ser condicionalmente especificado se para
qualquer Y, a distribuicao condicional de X dado Y = y é um membro de alguma familia
paramétrica de distribuigbes conhecida. Considere agora que {h;(z;w) : w € Q} denota a
familia exponencial de densidades de [;-parametros em R com respeito a medida p, onde
Q) € R4, Também considere a familia de densidades de ly-parametros {hy(y;7) : T €
T}, com respeito a medida py, onde T' € R,

Suponha agora que para todo y € S(Y') se tem

fX|Y(33|y) = hi(z;w(y))

e para todo x € S(X), temos que

frix(ylz) = ha(y; 7())

para certas func¢oes w : S(Y) — Q e 7 :S(X) — T. Supondo a existéncia das marginais

fx e fy, nos temos que

[l y) = fyWhi(z;w(y)) = fx(@)he(y;z(2), Vo e S(X),y e SY).

Portanto para encontrar todas as densidades conjuntas do vetor aleatério (X,Y), com

densidades condicionais da forma hy e hsy, temos que resolver a equagao funcional anterior

para w(y), 7(z), fx(z)e fy(y).
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O seguite Teorema, estudado inicialmente por Suto (1914), é importante na solucao

desta equacao funcional.

Teorema 7.2.1. As solugoes da equacao funcional
D fi@)oily) =Y gi)(x), Ve e S(X),y e S(Y) (7.2)
i=1 j=1

com {pi}i—y e {v;};=, sistemas de fungoes linearmente independentes dados, sdo da forma

f(z) = C¥(x) e gly) = Do(y), onde D =C".

Demostracgao: Veja Arnold, Castilla e Sarabia (2001).
Considere agora que {h;(z;w) : w € Q} pertence a familia exponencial de densidades

de [1-parametros da forma

hi(z;w) = 71 (2) 61 (w) exp {Z wipi(x)} : (7.3)

onde € é um espaco de parametros naturais contido em R* e as densidades sao definidas
com respeito alguma medida sobre R, usualmente a medida de Lebesgue. Analogamente,
suponha que {ho(y;7) : T € T} pertence a familia exponencial de densidades de [o-

parametros da forma
lo
ha(y; ) = 72(y)Ba(z) exp {ijqj(y)} , (7.4)
j=1

onde T é um espaco de parametros naturais contido em R”. Aqui assumimos que os
{pi} s@o linearmente independentes, similarmente para os {g;}.
Supomos agora que para todo y € S(Y) e para todo z € S(X), existem fungoes

w(y) e () tais que

fX|Y<m|y) = hi(z;w(y)), fY\X(ylx) = ho(y; 7(x)), (7.5)

para certas fungées w: S(Y) — Q e 7:5(X) — T, onde h; e hy sdo definidas como em

(7.3) e (7.4).
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Teorema 7.2.2. Seja f(x,y) uma densidade bivariada cujas distribui¢oes condicionais

sao como em (7.5) para funcgoes w(y) e T(x). Entao, f(x,y) pode ser escrita na forma

f@,y) = n(z)(y) exp{P(x) MQ(y) + a'P(x) + b'Q(y) + c}, (7.6)

para M,a,b e ¢, de dimensoes apropriadas tais que [g [o f(z,y)dedy = 1, com P(z) =
(p1(x), p2(x), -, pr(x)) € QY) = (@1(y), ©2(y), -, au(y))-

Demostragao:  Veja Arnold e Strauss (1991).

7.3 Modelo a-Poténcia Bivariado

Suponha agora que para a distribui¢do conjunta do vetor aleatério bidimensional (X,Y),
a distribuicao condicional de X dado Y = y e a distribuicao condicional de Y dado X =z
sao membros da familia a-poténcia, com respeito a medida de Lebesgue. Assim, como

considerado no capitulo (1) temos:
XY =y~ AP (wy),  Y[X =z~ APy (z(2)), (7.7)

onde w,7 sao fungoes de dependéncia, positivas, as quais devem ser determinadas e
f1, fo sao funcoes de densidade, com respeito a medida de Lebesgue, continuas e difer-
enciaveis.

1) Sew(y) = a; e 7(x) = ag, com a; e s constantes reais positivas, entao as variaveis

aleatérias X e Y sao independentes e tem-se que

[l y) = anaafi(z) fo(y){ Fr(z) } H{ Fa(y) 2t

2) Se fx(x) e fy(y) sdo as marginais de f(x,y), entdo temos que

fl@y) = 7(@) fx (@) L) {7 = wy) fy @) fr(z){Fi(z) 0" (7.8)

Supomos agora que w(y) e 7(x) sdo ambas fungdes ndo constantes, entao de (7.8) temos
que

Fy (p{F(2)}") = Fx(a){Fa(y)}*,
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onde Fx(r) e Fy(y) sdo as fungoes de distribuigdo cumuladas marginais de X e Y.

Portanto, temos a seguinte equacao funcional:

log(Fy (y)) + w(y) log(Fi(x)) = log(Fx (x)) + z(x) log(F2(y))-

Resolvendo esta equagao funcional, cuja solugdo passa pelo origem (0,0), mediante a
aplicacao do Teorema de Suto (1914), nés encontramos como solugoes as seguintes fungoes

de dependeéncia:

w(y) = a1 + aialog[Fa(y)], 7(z) = az + aig log[Fy ()], (7.9)

onde aq,as sao constantes reais positivas e a3 = a1 € um numero real tal que oy <

0. Logo, de (7.7) segue que

Fx (@ly) = fr(@w(y)) = w@)fi(@){Fi(2)} " exp{arz log[Fi () log[Fa(y)]]}  (7.10)

Frixle) = fr.(y:z(2) = 2(2) 2 (Y { Fa(y) }** " exp{onz log[Fi(2) log[ R (y)]]},  (7.11)

portanto, segue que as densidades em (7.10) e (7.11) pertencem as familias exponencial de
densidades (7.3) e (7.4), respectivamente, para X,Y € R, f; e F;, para i = 1,2, funcoes
de densidade e de distribuigoes, respectivamente, fixas e conhecidas. Além disso, de (7.9)

concluimos que para ajo = 0 temos independéncia das varidveis aleatérias X e Y.

Teorema 7.3.1. Seja f(x,y) uma densidade bivariada cujas densidades condicionais sao

como em (7.10) e (7.11). Entao,

f(@.y) = k(a) fi@) fo(y){Fr(x)}* H{ ()} exp{as log[Fi (2)] log[Fa(y)]},  (7.12)

onde oq,c > 0 e aqp < 0, sao condigoes para ter [ [o f(z,y)dedy =1 e k(o) € uma

constante de normaliza¢io com a = (aq, ag, aqz)’.

Demostragao:  Dado que (7.10) e (7.11) sdo da forma (7.5) o resultado segue do

Teorema (7.2.2). Além disso, temos que

-1

k() = [ / / £1(2) fo(9) L2 (2)}~ {Fay) 12 explans logl Fi (2)] log Fa(y)]dedy
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Se o vetor aleatdrio (X,Y) segue o modelo (7.12) utilizaremos a seguinte notacao
(X,Y) ~ APB(ay, a9, 12). Para s = 0 temos independéncia das varidveis aleatérias
X eY, porém, k(a) = ajas. A Figura 7.1 mostra o efeito dos parametros de assimetria
a1, g, ajp quando as distribuicdes condicionais sao normais. As densidades marginais

de (7.12) ficam dadas por

fl(f){F1(;E)}a1—1 e f2<y){F2(y)}a2—1
(@) o Prly) = ke =0 : (7.13)

fx(x) = k()

Figura 7.1 Grdfico da funcao de densidade z=f(x,y) e de contorno com distribuicées condi-

ctonadas normais e parametros oy = 2, ag = 0.75 e a9 = —0.85.

As correspondentes fungoes de regressao sao nao lineares e tem a forma

1
E(X|Y = y) = w(y) / By on)o 9 do,
0

1
E(Y’X = J}) = I(J})/ F{l(UQ)U%(x)_IdUQ.
0
Para avaliar a correlacao entre X e Y temos que a covariancia entre X e Y é dada por:

cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y)
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onde,

E(XY) = E(E[XY]|Y]) / / S (09) 02 22 Gy dy

E(X) _ k<a)/0 Fl_ (Ul)vfél dv, e ]E(Y) _ k(g)/o F (UQ)U(;Z dvs.

7(v1) w(v2)

Portanto, o coeficiente de correlacao entre X e Y, p(X,Y'), pode ser escrito como

) .
onde
s log(vs 1
[1 | m} s
e = [ { [ A )

ma(a) = /01 B ()P, {/01 de}Q.

w(vg) w(v2)

Noés obtemos que para oo = 0 ou a9 — —00 entao p = 0. Mesmo assim, se oo € fixo e
a1 — 00 oUu ap — 00, entao p = 0.
Um estimador de p(X,Y") fica dado por
ms(&)
{ma(&)ma(a)}?

Para o caso da distribuicao bivariada a-poténcia normal assimétrica, nds encontramos,

ﬁa(Xv Y) =

depois de um processo de simulagdo, que para aj,as € (0.4,100), ay € (0.4,100) e
ag2 € (—100,—0.2), entdo p € (—0.8634,0.9247). Além disso, para a3 > 1.4 e g > 1.4 se
tem que p > 0, enquanto que para a3 < 1.3, as < 1.3 e ;3 > —1 se tem que
p < 0. Os resultados foram obtidos mediante o método ”adapt”, o qual calcula inte-
grais multiplas e o método "integrate”’o qual calcula integrais univariadas, do pacote R.

Como uma observagao ao modelo apresentado em (7.12), temos que as transformagoes
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Vi = —log (Fi(X)) e Vo = —log (F3(Y)) levam ao modelo exponencial bivariado condi-

cional

f(v1,v9) = k() exp (—aqv1 — aiove + 1201 09) (7.15)

amplamente estudado em Arnold, Castillo e Sarabia (1999). Para a; = ay = 1 nds temos

que
a2 eXp(—l/Oém)

k(a12> - —E’L(]_/Oélg)

com

w

~mit) - [ g,

Além disso, o coeficiente de correlacao entre V; e V5 é dado pela expressao

ag2 + k(ag2) — kz(au)
k)(()ém)(l + a9 — k}(()é12))7

p(V1,V2) = (7.16)

o qual é sempre negativo e limitado inferiormente pelo valor —0.32. Enquanto que para
(7.14), —0.20 < p(X,Y) < 0.60, para a2 € (—1000,0). Assim, nds concluimos que
p(V1, Vo) = p(T1(X), To(Y)) # p(X,Y), para certas fungoes T e Ty. Portanto as carac-
teristicas do modelo (7.12) ndo podem ser estudadas completamente pelo modelo exponen-
cial condicional (7.15). Ainda algumas vantagens podem ser obtidas desta reparametrizagao,
por exemplo, nos processos de estimacao pode-se obter expressoes mais simples para pro-
cessos de calculo. Assim, ndés obtemos estimadores de momentos para os parametros do

modelo (7.12) a partir do modelo (7.15), dados pelas expressoes

ao(ap—1)
V1V2 (&0 +T(ap—1))’

g
VU2 (&0 +T(ap—1))

~ o ao
A1 = F (@t T (@010’

Qg = e Qg = 0S quais sao con-
sistentes e assintoticamente normal (Arnold, Castillo e Sarabia (1999)) e onde ay =
—L—— com Ry, = cor(v,v2), e T = cv(vy)cv(vy), sendo cor a correlacio en-
1+Ry, vy T V1V2 1,02/, 1 2)s

tre V1 e Vo e co(u) = /S2/a.

7.4 Caso Localizacao - Escala Bivariado

Seja (Z1, Zy) ~ APB(ay, g, a2), entdo as transformagoes lineares X =& +mZ; e

Y =& + 1945, onde &, 1, sao os parametros de localizagao e escala, respectivamente,
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da variavel X e &, 1 sao os parametros de localizagao e escala da variavel Y, levam ao

modelo de localizagao - escala a-poténcia assimétrico bivariado.

e = (55 (55 ( (50)) (R0
oot (52 e (52}

onde oy, s > 0 e a2 < 0, séo condicoes para ter [, [o f(x,y)dzdy =1 e k() é uma cons-

tante de normalizagao. Neste caso utilizaremos a notagao (X,Y) ~ APB(&1, &, m1, M2, 01, 2, 12).

7.4.1 Estimacao no Caso Localizacao - Escala

Para uma amostra aleatéria de tamanho n, (X1, Y1), ..., (X, Y¥,), da densidade f(x,y;0), 0 €

O, a funcao de log-verossimilhanca fica dada por

0e; X.Y) Z{log — log(mnz) + log [f1(21:) f2(22:)] 4 cu2 log [F1(21:)] log [F2(22:)]}

+ Z {(on = 1) log [F1(215)] + (a2 — 1) log [Fa(z2:)]} ,

i=1

—& _ yi—&
€ Zo;, —
m 2 72

onde z; = & . Assim, supomos que as derivadas f! e f} existem, entao
1i ; 1€ J2 5

a funcao escore fica dada por

Ulan) = >y {day +10g[Fi(215)]}, Ulaa) = D70, {da, + log[Fa(22)]},

Ulaig) = > 212 {day, + log[Fi(215)] In[F(22:)]}

U&) = - 205 { flE:; 1{31((2)) [a12 log[Fa(2:)] + o — 1]} :

U(&) = - 200 {% - EZ; 1{32((2)) [ar2 log[Fi(21)] + a2 — 1]} :

Ulm) = ;- > {dm L=z QEZ; - Zuf%(éi% [z log[Fo(z0:)] + . — 1]} e
UGn) = 5 S0y {dy = 1= 20228 — 2 2820 13 10g[ Py (2)] + 00 — 1]}

doy = [ JgloglF1(20))f (z,y)dxdy, do, = [ [glog[Fa(22)]f (x,y)dxdy,

oy, = [o Jp l0g[F1(21)] log[Fa(22)] f (2, y)dady,

— Je Ju f(a, [ﬁl(z St (on = D{F(21)} " + oy e
29) [ +

(21
— Ji S Pl y) B 4 (0 — D) {Fy(22)} ! + 0 22

21) lOg[FQ(ZQ)]] dzdy,
y log[Fl(zl)]] dzdy,

o —
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Mk log[ (=) | dady e

1)
)
) log[Fl(zl)]] drdy.

~ fe S 1F @) [HE) + (0~ DA} +an k)
= Jp Je 2 f(,y) [ZEZ;"{'(@?_U{ 2(22)} 7+ {f((
O sistema de equagoes acima geralmente tem solugao para @ = (&1, &2, M1, 12, 1, (g, v12)

por métodos numeéricos iterativos.

Estimagao por Pseudo-Verossimilhanca de Densidades Condicionais

Um caminho para evitar a constante de normalizacao k(€) para a estimagao dos parametros

da distribuicaio APB, esta baseada na analise sobre distribuicées condicionais. Entao,
suponha que (X1, Y1), ..., (X,, Y,,) é uma amostra aleatéria de alguma densidade f(z,y;0), 0 €
O, a pseudo verossimilhanga de @ dado o vetor (X,Y), é definida a partir das densidades

condicionais como
PL(O; (X, V) = [ [ fxi (wilyi, 0) fy x (il 0). (7.18)
i=1

Besag (1975), define o estimador de méxima pseudo verossimilhanga de 8 como o valor
6y de 8 que maximiza a funcao de pseudo verossimilhancga.

Para X|Y =y ~ AP, (&1,m,w(y)) e Y|X =a ~ AP, (&, n2,7(x)), o logaritmo da
pseudo-verossimilhanca para as distribuicoes condicionais fica dado por

n

PUO|X,Y) = Z {loglgxy (x:|y:)] + log|gy x (yilz:)] }

=1

= —nlog(mmne) + Z log[(az + iz log[Fi(215)]) (a1 + iz log[Fo(22)])]

=1

+ ) log[fi(z1) faz21)] + Z[(OQ — 1) + a2 log[Fi(213)]] log [ F2(22:)]

+ ) (e = 1) + cnz log[Fa(2:)]] log[ F (211)], (7.19)

i=1

onde z;; = Z5L ¢ 29, = y"nff?. Entao a funcao de pseudo escore é dada por

Up(ar) =Y { ! + log[F1(215)] | ,

(03] + 12 lOg[FQ(ZQl)]
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n

1

Up(az) = ; |:042 + aiz log[Fi(211)]

n

log[F2(z9;)]

+ log[Fa(22)]| ,

log[F (211)]

plagg) = Z {041 + a2 log[Fo(29;)]

=1

v + o2 log[Fi(215)] +log[F (1) 10g[F2(22i)]] )

0412 Z f1 le
i—1 Fl le

—Z {fl

L@ Fon lig[Fl(zh-)] + 2logl ! 2(222')]] -
fl(le‘)} |

a1 = 1) Fi(21)

0412 Z

=

_Z[szgz

1
LVI T+ s 108 Fo(220)] =+ 210g[F1(21z‘)]] -

@22

06122 o |: 1
1

Iy,

|:f1 le
n =1

ag + a9 logFi(215)] * 210g[F2(22,-)]} N

hed),

+ (a1 —1)

Oé12 Z
2z

s Bizii

Nosso interesse agora é testar
. r_
Hy : (a1, a9, 019)" =

a qual é equivalente a testar

Hy: GO =d contra H;

+(062 — 1)

1
[al + ano log[Fa(z9;)] * 210g[F1(ZM)]} -

f2(2’2i)} .

F2(Z27;)

(1,1,0) contra Hi : (ay,am, ap) # (1,1,0),

: GO # d,

onde G e uma matriz e d é um vetor de dimensoes apropriadas, respectivamente. Sob Hy
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estamos comparando o modelo APB contra um modelo de varidveis aleatérias indepen-

dentes, X e Y. A estatistica de razao de pseudoverossimilhancas

G* =2 |Ip(6) — Ip(6y) |,

segue uma distribuicao que é a soma ponderada Z?:1 Aj X%j onde x? ; 820 variaveis aleatorias
independentes qui-quadrado com um grau de liberdade. Para J, a matriz definida como
menos a segunda derivada da funcao de pseudo-verossimilhanca e I' = J"!KJ~! onde K
¢ a matriz de produtos cruzados do vetor de primeiras derivadas, \;y > Ay > A3 sao os
autovalores da matriz J**I's3, onde J3* e I's3 sao submatrizes da inversa J—! e da T, res-
pectivamente, correspondente ao vetor (aq, as, a12)’ (Geys et al., 1999).

Un segundo teste pode ser implementado a partir da estatistica tipo Wald como se
mostra a continuagao. De acordo a normalidade assintotica do pseudo estimador 0 noés

temos que a pseudo estatistica tipo Wald para o estimador de méaxima pseudo verossim-

ilhanga,
W, = (Go - d)l [F15(8)] - (Go-a),

onde I'33(0) ¢ a submatriz de (@) correspondente ao vetor O3 = (a1, o, aa), G =
(I3,03.4) ed=(1,1,0), segue uma distribui¢ao qui-quadrado com 3 graus de liberdade
sob a hipéteses nula, (Geys et al., 1999).

Para comparar o modelo normal bivariado contra o modelo a-poténcia assimétrico
bivariado se requer um teste na teoria de modelos nao encaixados. Outros critérios como
o método de Akaike (1974), AIC, também pode ser usado. Modificagdes do AIC incluem

o critério de informacao de Akaike consistente
CAIC = =20(-) + (1 + log(n))k,

onde k é o nimero de parametros do modelo em questao. O melhor modelo é selecionado

visando obter um minimo AIC.
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7.5 Distribuicao PN Bivariada

Suponha que
XY =y~PN(m), YreR,  Y|X=z~PN(x), YyeR (7.20)

Entao X e Y sao variaveis aleatorias independentes e assim,

f(@,y) = arazd(@)p(y){ ()} " H{D(y)}* 7, (7.21)

a qual para a; = as = «a pode-se escrever

flzy) = f (@, y){F(z,y)}*",

onde f(x,y) é normal bivariada de parametros pi, ug, 0%, 03, 04y, que nés denotamos por
NB(u1, pia, 03,03, 04,). Entdo segue que para oy = as = 1 temos a distribui¢ao normal
bivariada de variaveis aleatérias independentes, N BI (i1, fi2, 0%, 03).

O caso geral de localizacao - escala da distribuigdo a-poténcia normal assimétrica biva-

riada de parametros @ = (&1, &, 1, M2, 1, 2, 1)’ fica dado por

o S ()
exp {alz log {(I) <x ;151)} log [q) (y ;2&)] } . (7.22)

Usamos a notagao (X,Y) ~ PNB(&, &, m1, 12, (1, (e, (12)" para denotar este caso parti-

cular da distribuicao APB. A fungao de log-verossimilhanga fica dada por

n

wo1xY)="3" {log(k:(@)) ~log(mns) — log(2m) — % (‘” - 51)2 _ % (M) }

i—1 m 2

+ Z {auglog [®(21;)] log [P(z9:)] + (1 — 1) log [®(21:)] + (a2 — 1) log [®(22:)]}

onde zy; = xin_fl € 29 = yin;&. Assim, a funcao escore fica dada por

Ulan) = 3200 {da, +10g[®(20)]},  Uloz) = 320, {da, + log[®(22)]},
Ula) = 3770 {day, + log[®(z15)] log[®(22:)]},
U(&) = 5 2o {dey + 210 — wiy [ log[@(22:)] + ar — 1]},
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U(&) = oo 00 {de, + 22 — woi [ana log[®(20:)] + a2 — 1]},
U(m) = .- 20 {dy, + 23 — wiizii [arz log[@(22)] + an — 1]} e
U(nz) = o5 20001 {ds + 23 — waiza; [anz log[®(21))] + a2 — 1]},

onde wy; = g((zf)), Wo; = % e dy,,day, ..., dy, sao definidas como acima.
Agora, para X[V = y ~ PN(&,m.w(y)) e Y[X = ¢ ~ PN(&,m,z(x)), a fungio

logaritmo da pseudo verossimilhanca para as distribui¢oes condicionais fica dada por

PUOIX,Y) = Z {log[fxpy (xilys)] + log| fyix (wil=:)] }

i=1

= —nlog(mmn:) + Z log[(aa + a1z 1og[®(21)]) (an + 12 10g[P(22:)])]

+ Z log[é(215)p(22i)] + Z[(Oéz — 1) + aiz log[®(21;)]] log [P (z2:)]

+ ) [llan = 1) + sz log[@(z2,)]] log [ (=1,)], (7.23)

=1

onde zy; = “”"77_151 € 29, = Yi=€2  Entao os pseudo escores sao dados por

r(o0) = Y | oo ]
" 1
00(0) = 20 | gy o0t

= log[® ()] log[®(z1:)] 2
rlow) = 2 [al + o logl®(20)] T ap + analogl@(z] BT 1) log[w””} |

12

- 1
Urler) = _E i=1 o {az + a9 log[(P(Zu)] " 210g[(1)(22i>]} N

— E le 041—1w1z]7

12 _ 1
U =——= ) wy +2lo @zi}—
e =323 e 2l
- Z 227, a2 -1 w21] )
2 i=1
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n 19 " 1
U, = - = — W1i%14 +210 (I)Z,L' —
P(m) Uil m = v [042 + g log[®(21;)] Bl2(z ﬂ]
1 n
= [z + (o1 — Dwyzyg]
(e
Upte) = =2 = 925w [l 200020
= - - — Wi 224 (0] 213 —
G e M2 D 27 a4 ang log[®(z2:)] & '

1 n
— Z [Z%Z -+ (042 — 1>w2i221] .
253

7.6 Extensao Para p Variaveis

Uma extensao natural do Teorema (7.3.1) pode ser feita para o caso no qual X =
(X1, X, ..., X,) é p-dimensional. A seguinte notacdo ¢ conveniente para descrever tal
extensao. Para cada j = 1,2,...,p, definimos o vetor X(;) o qual é o vetor aleatério
(p — 1)-dimensional obtido a partir de X excluindo X;. De forma paralela para um vetor
real x = (21,3, ..., p) p-dimensional x(;) é obtido por exclusao da j-ésima coordenada
x; de x. Suponha agora que para cada j = 1,2, ..., p a distribuicao condicional de X dado
X(j) = X(j) ¢ uma distribucao a-poténcia com um parametro o qual ¢ fungao de x;).

Assim, nds assumimos, para cada j = 1,2, ..., p, que
XX ) = x() ~ APy (w;(x(5))), (7.24)
para alguma densidade continua e diferenciavel f; e alguma fungao
w; RF S R,

Este é um exemplo de uma distribuicao p-dimensional com condicionais numa familia
paramétrica exponencial e, consequentemente, usando argumentos paralelos aos utilizados
na se¢ao anterior, para o caso bivariado p = 2, podemos identificar a familia em geral
de todas as densidades p—dimensional satisfazendo (7.24), isto é, com condicionais a-
poténcia. A forma geral desta familia é dada por

p

f(x;a) = k(o) [H fj(ifj)] xerp | > o, [[log Fy(x))]|, xeRP,  (7.25)

ESTEA
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onde ¥, é o conjunto de todos os vetores de 0’s e 1’s de dimensao p com nao todos seus
elementos iguais a 0. A dimensao do espaco de parametros para esta familia é 2P — 1
o qual para p grande constituiria um excesso de parametros e sera razoavel considerar
submodelos simplificados de (7.25), que ainda justificadamente suas condicionais possam
ser chamados distribui¢oes condicionais a-poténcia.

O modelo que nds recomendamos pode-se dizer que envolve apenas as interagoes de
primeira ordem, ou seja onde Z§=1 s; < 2. Este pode ser escrito usando notagao paramétrica

simplificada como
p
fos @) = k() [ fi(w)[Fy(@) " xexp | > ajloglF(w))]log[Fr(ap)] |, x € R7.26)
Jj=1 1<j<k<p
onde o = (ay, ..., p, 12, ..., Ap—1)p) DO qual a; >0, j=1,2,..,pand o, <0, 1 <5<
kE < p. Se um vetor aleatério X tem a densidade (7.26), usamos a notagao X ~ APM ().
Para obter mais flexibilidade nés introduzimos parametros de localizagao e escala em

(7.26). Assim, nds obtemos a seguinte familia de densidades:

pen=sn i (5o (5]

J

exp [ Z aji log {FJ (u)] log {Fk <$k — €k>H , x€RP (7.27)
1<j<k<p 1y Nk

com 0 = (&¢,7,a'), onde &, ...,&, sdo parametros de localizagdo e ny,na, ..., 7, S20

parametros de escala. Utilizaremos a notaciao X ~ APM (&', 7', /).

7.6.1 Estimacao

Para uma amostra aleatéria de tamanho n, Xy,..., X,,, onde X; = (z;,...,x;), da

densidade f(x;8), a fungao de log-verossimilhanga fica dada por

X) = Zlog(k; — nZlog n;j) + ZZlog [fi ()]

=1 j=1

Z Z aji log [F(2;:)] log [Fi(2k:) —I-ZZ - — 1) log [Fj(2i)]

=1 1<j<p—-1 ’Lljl
J<k<p
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onde zj; = mﬂ;ﬁ para j = 1,2,...,p. Supomos agora que as derivadas f; existem para

7 =1,2,...,p, entao a fungao escore ﬁca dada por:

Z{d + log[Fj(z:)]} ,
U(cji) Z {da,, + log[F;(z;:)] log[ Fi(zx:)] }

1 fi(z)  filz

U(f) = — dgj — — (0% klog Fk<zk1)] —+ o —1 s
R ; fizi)  Fi(z) Z ! ’
k#y
1 ¢ Fi(z5) fi(z50)
U(n;) = — dj—l—ztij zz—] o log[Fr(zr:)] + o — 1 ,
’ j; k " filz) T Fiz) Z] ’
k#]

para j,k = 1,2,...,p e j # k, onde dy, = %9,(9)). O sistema de equagoes acima

geralmente tem solugoes por métodos numeéricos iterativos.

7.6.2 Estimacao por Pseudo-Verossimilhanca

Seja
XX = xG) ~ APy (w;(x(5)),
com j = 1,2,...,p, a funcao de pseudo verosimilhanca com base nas densidades condi-

cionais a-poténcia é dada por

X) = HHfXj|X(j)(xj|X(j)70)' (728)

i=1 j=1

O logaritmo da fung¢ao de pseudo-verosimilhanca é dado por

p(Olx) = ZZ {log Ixix g, (@hilx ), )]}

i=1 j=1
_2210g Oéj—i‘ZOéJklOng Zkz —nZlog 77]
i=1 j=1 k;&]
+Zzlog fi(z5i) +ZZ i — 1) log [F(2:)] + (7.29)
=1 j=1 i=1 j=1
D03 e lonl ) sl ),
=1 j5=1 fi;é
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onde z;; = ﬂn 3 para j = 1,2, 3,...p. Entao a funcao do pseudo escore é dada por

- 1
Up(a;) = ; a5+ S0, o ToalFi(a)] + log[F;(2;)] |

I#j

log[F}.(24i)] N log[F}(2;i)]
it Zz : ajilog[Fi(z;)]  ap + Z akl log[F ()]

Oé]k =

-
IIM:
3 —_

+2 Z log[F}(zj:)] log[Fi.(21:)]] ,

1= filz) ¢ ajq

s — Fj(zj:) o | Ya +Zzz):1 g log[Fy(213)]
q#j I#q

i1y [M | fj<zﬁ>]

n = Lfi(z) 1N

Up(§) = —

+ 204 log[Fy(24:)]

Ly fiz Yjq
Zji + 204 log| Fy (24
" S E G Z 20+ Y, aqloglA(z] + 2 o8l

2 z
32 [ e va

Resultados Assintoticos

Os seguintes resultados assintéticos para o estimador de méaxima pseudo verossimilhanca,

sao apresentado em Arnold e Strauss 1991b.

Teorema 7.6.1. Sejam X, ..., X,, uma amostra aleatoria de n vetores p-dimensionais in-
dependentes e igualmente distribuidos, com densidade f(x;8). Entdo, sobre condigdes ade-
quadas de regularidade, Lehmann (1983), qualquer sequéncia consistente 0, = 0,.(X) de
raizes da equacdao de pseudo verossimilhanca satisfazem:

1. O estimado de mdzima pseudo verossimilhanca 0,, € assintoticamente consistente para
0.
2.

V(6. — 0)] = N,(0,77(0)K ()] (8)), (7.30)
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onde K;,(0) =E [{a%log f(x1, za, .oy Tp; 0)}{%1@; f(x1, 22, ..y Tp; 0)}] e
Jm(0) = —E {#jgmlogf(xl,ajg, ...,xp;B)}, paral=1,2,...p e m=1,2,....p.

A pesar de o pseudo estimador @ ser assintoticamente consistente, com distribuicao

normal e matriz de covariancia assintotica

também temos que I'(8) — I-(0), onde I(0) é a matriz de informacao de Fisher, é uma
matriz semi definida positiva, portanto, concluimos que o pseudo estimador 6 é menos
eficiente que o estimador de maxima verossimilhanca, com perda de eficiéncia menor em

certos cendrios (Tibaldi et al., 2004).

Um estimador da matriz de covariangas assintética I'(0) foi encontrado por Cheng e
Riu (2006), o qual é conhecido como estimador ”sandwich”. No caso da distribuicao APM
esta pode ser desenvolvida como segue:

seja U;(0) = %Pﬁ(@; Xy, ..., Xp), o vetor de funcoes escores da pseudo log-verossimilhanga

para a i-6sima observacio. Entao, define-se J,(0) = —1 Yoy %Ui(eﬂé, a soma sobre

- n

todas as observagoes da matriz de segundas derivadas de ¢p(0; X1, ..., X,) avaliada no

pseudo estimador 8. Define-se entao K, () = 1 > Ui(O)Ui(O)’]é, de modo que um

T on

estimador consistente da matriz de covariangas fica

~ ~ A ~ ~

'(0)K.(6)]," ().

n

>
=
I
S|

As expressoes para a variancia assintotica e seu estimador ”sandwich” para a distribuicao

APM sao dadas no apéndice C.

7.6.3 Ilustracao

Nos consideramos agora uma aplicacao onde estudamos o ajuste do modelo PNB para
o conjunto de dados dos atletas australianos. O conjunto de dados consiste de algumas
variaveis medidas sobre 202 atletas e nosso foco sao RCC(contagem de células vermelhas)

e PCS(soma das dobras cutaneas). Os coeficientes de assimetria e curtose multivariados
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amostrais, definidos por Mardia et al. (1979), podem ser escritos como
n n
b _ 1 3 b _ 1 2 _ = /571 =
Lp = 72 Grs © D2p =0 2  Yrrr COM Grs = (zr — 7) (s — Z),
r,s=1 r=1
onde T e S sao o vetor de medias e a matriz de covariancias amostral. Para o conjunto de

dados em estudo, segue-se que estes coeficientes sao dados por
bLQ = 1.605 e b2’2 = 9.792

levando a, k1 = 54.0552 e ks = 3.1852, de modo que, k; ¢ maior que o valor critico
de 5% da distribuicao qui-quadrado com v = 4 grau de libertades, e, k3 é maior que
o valor critico de 5% da distribui¢ao normal. Logo, a distribuigdo NB nao é um modelo
susténtavel para os dados em estudo e um modelo alternativo que seja capaz de incorporar
algum grau de assimetria, provavelmente se encaixam melhor aos dados. Também é de
interese comparar a distribuicao PNB com o modelo NB. Para comparar o ajuste dos
modelos nés usamos o critério AIC (Akaike, 1974) e o critério de informacao de Akaike

consistente, CAIC. Para o conjunto de dados em estudo temos,
AlICyp = 2210.436, AlCpNnp = 2187.584,

CAICyp = 2231.977, CAICpyp = 2217.742.

Para a estatistica tipo Wald, pode ser mostrado que W,, = 763.380, entao, Prob(x3 >
W,) < 5%. As estimativas dos parametros para os modelos em estudo sao apresentados na
Tabela 7.1. Contornos para a normal bivariada, N B(69.021,4.718,1060.501, 0.209, —6.010)
e PNB(4.197,0.392,10.961, 4.930, 45.590, 0.373, —1.349), sdo apresentados na Figura 7.2

a qual indica um melhor ajuste para o modelo PNB.
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Tabela 7.1 Estimativas (erro padrdo) e ajuste para as distribuicoes NB e PNB

Modelo NB Modelo PNB
Parametro NBI NB Parametro PNB
Log — lik -1118.118 -1100.218 Log — Plik -1086.522
Lz 69.021(2.291) 69.021(2.291) & 10.961(0.202)
Ly 4.718(0.032) 4.718(0.032) & 4.930(0.170)
o2 1060.501(105.523) 1060.501(105.523) i 45.590(0.131)
03 0.209(0.020) 0.209(0.020) Mo 0.373(0.038)
Oy — -6.010(1.131) o 4.197(0.601)
Q9 0.392(0.061)
Q19 -1.349(0.751)
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Figura 7.2 Contonos para (a) BN (69.021,4.718,1060.501,0.209, —6.010) e
(b) PNB(4.197,0.392,10.961, 4.930, 45.590, 0.373, —1.349).
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Capitulo 8

Consideracoes Finais

8.1

Neste trabalho estudamos algumas extensoes do modelo a-poténcia (AP) também co-
nhecido como modelo exponenciado de Gupta e Gupta (2008). Em particular estudamos
algumas propriedades da distribuicao, também definimos a distribuicao log-a-poténcia e
estudamos algumas de suas propriedades tais como momentos, funcao geradora de mo-
mentos, matriz de informacao observada e a matriz de informacos esperada de Fisher;
fazemos uma parte inferéncial encontrando expressoes para os estimadores de momentos
e de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo. Estimadores por verossim-
ilhanga perfilada e verossimilhanga perfilada ajustada também sao estudados, um expe-
rimento de simulacao tipo Monte Carlo onde se estudam algumas medidas de qualidades
como Viés e raiz do erro quadratico médio é apresentado. Uma ilustracao com dados reais
é feita, onde se mostra a importancia do modelo. Extensoes para dados censurados e
truncados, também sao introduzidas. Finalmente nés introduzimos o modelo poténcia-
skew-Normal, onde estudamos suas principais caracteristicas e o processo de estimacao
de parametros. Nos definimos a familia de distribuicoes a-poténcia flexivel e a partir
deste modelo derivamos o modelo bimodal PN. Deste modelo estudamos os momentos
da variavel aleatoria e derivamos a funcao de log-verossimilhanca, a funcao escore e as
matrizes de informacao observada e esperada, e por tultimo, apresentamos equacoes a

partir das quais podem ser obtidos os estimadores de maxima verossimilhanca para os
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parametros do modelo. Também estudamos os modelos bimodal simétricos e assimétricos
e estudamos suas principais propriedades. Fazemos a extensao para o modelo generali-
zado de Birnbaum-Saunders, assim nés introduzimos o modelo GBS para o caso da familia
de distribuicoes AP estudada. Propriedades como momentos, matriz de informacao ob-
servada, matriz de informacos esperada, coeficientes de assimetria, curtose, variancia e
coeficiente de variacao foram desenvolvidos.

Estudamos distintos métodos de estimagao para os parametros e apresentamos métodos
para a correcao do viés dos estimadores de maxima verossimilhanga. [lustragoes com dados
reais também sao apresentadas assim como um estudo de simulagao tipo Monte Carlo,
onde se compara as propriedades estatisticas dos estimadores estudados. Nés também
estudamos o modelos de regressao AP para os casos linear, nao linear e com erros cor-
relacionados. Introduzimos também o modelo de regressao log-linear Birnbaum-Saunders
PN, e o modelo para dados censurados, tipo modelo tobit e mistura de distribuicoes para
erros com distribuigao log-a-poténcia, também sao desenvolvidos. Nestes modelos aspec-
tos da analise de diagndstico e de influéncia foram derivados amplamente. Nos deriva-
mos curvaturas normais de influéncia local através do afastamento pela verossimilhanca
para trés esquemas de perturbacao e apresentamos algumas estatisticas para conduzir
uma analise residual. Em cada modelo estudado nés fazemos aplicagoes com dados reais
e estudamos algumas propriedades particulares de cada modelo. O tultimo aspecto es-
tudado foi a extensao para o caso da distribuicao a-poténcia multivariada a partir de
distribuicoes condicionais AP. Medidas de correlacao foram desenvolvidas, estimadores
de méaxima verossimilhanca e pseudo-verossimilhanca também foram estudados; e, por

ultimo, uma ilustracao aos dados dos atletas australianos foi apresentada.

8.1.1 Trabalhos Futuros

Nos propomos, como trabalhos futuros, a extensao bivariada do modelo Birnbaum-Saunders
AP através de distribuicoes condicionais AP. Também se pode estender o modelo de
regressao log-linear Birnbaum-Saunders AP para o caso multivariado. Estudo de medi-

das de dependéncia tipo copulas podem ser estudadas para variaveis aleatérias com dis-
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tribuigao AP. Técnicas de diagndstico para modelos com erros PN e SPN também podem

ser estudadas.
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Apéndice A

Tabelas-Simulacoes

A seguir apresentamos as tabelas dos experimentos de simulagao feito para os distintos
casos estudados na extensao do modelo a-poténcia. Assim, temos as tabelas para os
processos: modelo LPN, modelo de regressao linear com erros PN, modelo Tobit PN e

modelo de mistura discreta-continua Bernoulli/LPN.
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Apéndice B

Correcao de Viés de Cox e Snell

Para derivar os estimadores de viés corrigidos de Cox e Snell, nés calculamos as derivadas
de terceiro orden da funcao de log-verossimilhanca com respeito aos parametros do mo-
delo. Estas derivadas sao dadas nas expressoes que seguem. Primeiro nés introduzimos a
seguinte notacao.

Seja g(a;) = log(2®(ay)) v ¢(k,a;) = g—ig(at), para k = 0,1,2,3,4, de onde obtemos
que ¢(0,ar) = glar), ((1,at) = i((Zi)) ((2,ar) = =C(L,a)(ar + C(Law)) e ((3,a) =
—(¢(1,ar) + (2, ar)[ar + 2¢(1, at))]. Também notamos:
o= %, dy =~ (Y4 L) dw = 3 da = —fdy dy =
Ik <%¥ + %g) , dops = — g5 (%z + &g) , g = —3dg, dagp = —3dgp, e dag =
%dg, e, Portanto,

Uss = 32 = 3¢ iz 6, + 55 2y [20,C(1, ar) + a5 ¢(2,a

1
1

]

)
at;) + dadpC(2, ay,)]
ti ) C<27ati>]

Uss = —3332 2imr ti + 35 Z? L4 (= 1) [dasC(1,
Uss = 55z = 2oim1 rgr — w5 it i T (@ = 1)ldgp((1a
Usa = >oi1dsC(Lai,), Una = —5 2oiq ar,C(1,ay,) € Upg = — 2.

Adicionalmente,

)

U = Zat, (o = 1)¢(2, ay,)]

n

a —1 Z d)\AAC 1 atl —l—d)\d)\)\g(Q atl) —f-d)\g(?) atz)}

=1

3
Uns = >\452Z i )\42_
i=1

(0= 1)) [dansC(1,ar) + (2dagdy + dands)((2, ar,) + dids((3, a,)]
=1
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Unra = Diy [dnC(1,ar,) + d3¢(2,a1,)], Unga = Yoiey [drgC(1, ar,) + dadsC(2, ay, )],

2 n

Uxgp = N E tit
=1
n

(= 1) [dagaC(L,ar,) + (2drpds + dagdr)C(2, ar,) + dad3((3, ay,)]

i=1

n - 2 3 < a—1<=[3t; 1 4
Ugsgg = —— ti— —— — 4+ -+ = 2, ay,
B8P ﬁ3+;(ti+5)3+)\254; 4)\2ﬁ2;[52+ti+5] €(2,ay,)

+ (@ —1) Z [dossC (1, ar,) + dspdsC(2, ar,) + d3¢(3, ar,)]
i=1
Uﬁﬁa = Z?:l [dﬁﬁC(l, Clti) + d%C(Q, a't,-):|; UAaa - O, Uﬁozoc = 07 Uaaa = (21_7;;'
Assim,
k)\)\ = fOOO U/\)\SOT(t; Aaﬁaa)dta k/\ﬁ = fOOO U)\ﬁ('pT(ta )\75 dt kaa fO ozocng t A ﬂa )
ko = Jy Usaer(G N, B, a)dt, kg =[5 Unser(t A, B, Q)dt,..., kaaa = [y Usaapr(t; A ﬁ, a)dt

Agora, chamando

ha(t) = —%[1 —a? + (a — Da(1,a0)], halt) = [1 + alog{®(a;)}]| e hg(t) = %g(t) +

s/

1
2/\;1/2 <%¥ + \%) l[a; — (v — 1)¢(1,a¢)], onde g(t) = %, entao obtemos que:
]C(A) 2n n

N =-F+3 /0 h [3(4a? — MaZha(t)) — (o — 1)a¢(3, ar)] pr(t; N, B, a)dt

a—1

o [ 2e(a)( = Aha(t) + at6(2.0)(6 = Aha(8)] ot A B )

—n

o0

kS = —% ; [dga:(6 — 2(a — 1)a((3, ar)) + 3(a — 1)a;hs(t)] @r(t; A, B, a)di+

a—1

"\ /OOO 2(ds + arhp(t))C(1, ar) + ar(4ds + arhs(t))C(2, ar)] pr(t; A, B, o)dt

K == [ dha(@)erin g0l
+ % h [2%((1 a) + a((2, at)} 1+ (o — Dho(t)] pr(t; A, B, a)dt

n > /1 t
klg\;) - F 0 (; 62> {)\h/\< ) (Oé - 1)/\2dﬂa’?<-<37 a’t> - B]QOT(t? A?ﬂv Oé)dt+
a—1

| T2 A (B)C(Lar) + (4 — A ()il (2 a)) pr(t A, B, @)t

0
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n [ 2t 1 t
=15 [T 5+ (5 ) o) erten . agars
a—1 [

n 5 ), dg [C(1, ar) + aiC(2, ar)] (1 — 2Xhg(t))or(t; A, B, a)dt

a—1

—n

/000 d% [2¢(2, a) + aiC(3, ar)] pr(t; A, B, )dt

a—1

o n2)\2—ﬁ5/2 /O \/% [<(1> at) + atC(27 Clt)] (,OT(t; A 3, a)dt

© 1 ¢
k;““):ﬁ/ <———>hat £\ B, a)dt
W=5 ] (;-5)merrsa)
n

DY /OOO dg [C(1, ar) + a4C(2, ar)](1 + (o — 1)ho (1)) or(t; A, B, a)dt

1 hy(t t
kgg = —n/o {(t —/l\-(ﬁ))Q ~ N 2 — )\h,\(t)]} or(t; A, B, a)dt—
Lt /0 [dﬁﬁC(lv at) + (dﬁﬁat + 2d2)6(27 at) + d%a'tC(gv at)] @T(tv )‘7 ﬁa a)dt

4
"N

@__n, o [T NP [ 2 3_ .
o =+ ,\253/0 [(t+ﬁ)2 L+5 hﬁ(t)] ti {5 hﬁ@)” pr(t; A, B, a)dt

+n= T 1 /O [AC(1, a0)(dgas + dagha(t)) + (2, ar) (dgads + Ad3ha(t))] or(t; A, B, a)dt

-1 > 3t 2 1
—+ n—S(;;ﬁl/Q /(; [(E + = — —> C(Z, at) + 4)\53/2d%C(3, at)] @T(t; )\, ﬁ, a)dt

gt
(@) n o0 )\263
) =~ | g 1] B0t s

+ n/ooo (dssC(1, a0) + d3¢(2, a0))[1 + (@ — Dha(D)]or(t; A, 5, a)dt
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Apéndice C

Variancia assintotica Do Pseudo Estimador

No Caso Multivariado

As expressoes para o calculo da variancia assintética do pseudo estimador e seu estimador

sandwich no caso multivariado sdao dadas a continuagao. Assumindo que f; e f; para

Jj=1,2,..,p, existem e notando o;; = ay;, entao, fazendo w; = }c?(é])) nos temos que os
VANad)

elementos da funcao de pseudo escore da i-ésima observacgao sao:

Uiley) = asramoamcay + 108l (i),
1#35
_ log[F (2k:)] log[F (2j4)]
Ui(aje) = aj-‘erO:gl oclj-llgg[Fl(z”)} + aﬁzleofk, lz)g[Fl(z”)} + 2log[F}(25:)] log[F (zk:)]
145 I#£k

1 [ fi(z0)
~ 2 [H22 + 0y~ .

Qjq
ag Y], aqrlog[Fi(z)]
l#q

+ 2a;, log[Fq(Zqi)]

Ui(&)) = = 3;w5i 2
a7

s Zii fl(zz)
Ui(n;) = _nij_nijwjizji Zg;z aq_i,_zf:la;lqlgg[Fl(z”)} + 20454 log[Fq(zqi)]] _#j [fj(—z;) + (aj — 1)wjz} )

l#q
para j,k=1,2,...,p e j#k, em que o = ag;.
Enquanto que fazendo v; = 1) t, = @) e s; = 1itz) nos temos que os elementos
T fi(z) T T fi(z) T Fi(z)?

da matriz hessiana do logaritmo da pseudo verossimilhanca para a i-observagao sao:

Ji(ajaj) - ENCTED N O‘Jl‘l In[Fy(213)])2° Ji(ajgj) - _Uljwji’ Ji(ajnj) - _%wﬁ’

1#]
para j=1,2,...,p ’

. log|[Fx (2zki
Ji(OéjOék) = J(OéjOélk) = O, para k 7£ l 7£ J J(Oéjajk> = _(aj+2f:%[a;(lokg[);‘l(z“)])Q
I#]
J(OéjOélk) = O para ]{3 7é l 7& j, Ji(Oéjgj) = _%w]z e Ji(ajnj> = —%’U)ﬁ,
— Yk Wi ey — Yk Zhi Whi

Jiles&n) = S s et S0 = T G e ea

1#j 1#5
para j=1,2,...,p e]l,k: =1,2,...,p k # [, enquanto qué

Aovorovr) — — (log [Fy (2x:)])* _ (log[F} (2;i)])* (. _
Ti(@kak) = ~ G IET sl AGIIE e, o oG (k) =0
j 14k

l#£j5
para j #k #1#q,



VARIANCIA ASSINTOTICA DO PSEUDO ESTIMADOR NO CASO

MULTIVARIADO 200
N o log[Fg(2x:)]log[Fi(211)] o _ log[Fj(zj:)] log[Fi(21:)]
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