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Resumo

MELO, B. A. R. Um estudo comparativo entre abordagens Bayesianas a testes
de hipoteses. 2013. 80 f. Dissertagdo (Mestrado) - Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

Neste trabalho, consideramos uma populagao finita composta por N elementos, sendo
que para cada unidade esta associado um ntimero (ou vetor) de tal forma que temos para
a populacao o vetor de valores X = (X,..., Xy), onde X; denota a caracteristica de inte-
resse do i-ésimo individuo da populacao, que suporemos desconhecida. Aqui assumimos que
a distribuicao do vetor X é permutavel e que existe disponivel uma amostra composta por
n < N elementos. Os objetivos sao a construcao de testes de hipdteses para os parametros
operacionais, através das distribuicoes a posteriori obtidas sob a abordagem preditivista para
populacoes finitas e a comparacao com os resultados obtidos a partir dos modelos Bayesia-
nos de superpopulacao. Nas anélises consideramos os modelos Bernoulli, Poisson, Uniforme
Discreto e Multinomial. A partir dos resultados obtidos, conseguimos ilustrar situacoes nas
quais as abordagens produzem resultados diferentes, como prioris influenciam os resultados
e quando o modelo de populacoes finitas apresenta melhores resultados que o modelo de

superpopulacao.

Palavras-chave: inferéncia bayesiana, preditivismo, teste de hipoteses, populacoes finitas.
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Abstract

MELO, B. A. R. A comparative study of Bayesian approaches to hypothesis tes-
ting. 2013. 80 f. MSc thesis - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2013.

We consider a finite population consisting of N units and to each unit there is a num-
ber (or vector) associated such that we have for the population the vector of values X =
(X1,...,Xn), where X; denotes the characteristic of interest of the i-th individual in the
population, which we will suppose unknown. Here we assume that the distribution of the
vector X is exchangeable and that there is available a sample of size n < N from this po-
pulation. The goals are to derive tests of hipotheses for the operational parameters through
the corresponding posterior distributions obtained under the predictivistic approach for fi-
nite populations and to compare them with the results obtained from the usual Bayesian
procedures of superpopulation models. In the analysis, the following models are considered:
Bernoulli, Poisson, Discrete Uniform and Multinomial. From the results, we can identify
situations in which the approaches yield different results, how priors influence the results of
hipothesis testing and when the finite population model performs better than the superpo-

pulation one.

Keywords: bayesian inference, predictivism, hipothesis testing, finite population.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Abordagem Preditivista

A concepcao usual de modelos estatisticos que dependem de parametros arbitrarios, em-
bora muito utilizada na pratica, é muito discutida por varios autores. Por exemplo, Wechsler
(1993) diz que, para um estatistico frequentista, a idéia de probabilidades fixas, mas desco-
nhecidas, que existem de alguma forma, leva a suposicao da existéncia de parametros.

De Finetti dizia que s6 podemos atribuir probabilidades a quantidades observaveis e
que modelos paramétricos fazem apenas a ligacdo da experiéncia passada com a incerteza
sobre possiveis novas observagoes (Fortini e Petrone, 2012). Schervish (1995) diz que, sob a
perspectiva classica, em um processo de varidveis 0-1, um estatistico inventa um parametro,
0, o qual assume-se ser um valor fixo e desconhecido tal que P(X; = 1) = 6. Sob a perspectiva

Bayesiana, o estatistico construiria uma distribuicao de probabilidades i para 6 e diria que:
1
P(X)=x1,..., X, =1,) = / grittan (1 — gyn-(@rtetan) gyy(0), (1.1)
0

Vne{l,2,...},Va,...,z, € {0,1}. Muito se discute sobre o que seria esta quantidade 6 e
sobre sua existéncia. Através do Teorema de Representacao para variaveis 0-1 de de Finetti,
obtemos outra interpretacao, diferente da frequentista, para o parametro . Esta quantidade
é o limite quase certo da sequéncia de frequéncias relativas construida a partir da sequéncia

infinita, (X,,)n>1, de variaveis 0-1.
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Por outro lado, considerando uma abordagem de populagoes finitas, utilizamos para-
metros operacionais, os quais sao definidos como funcoes dos valores da populacao. Por
exemplo, considere a seguinte situagao: uma urna contém N bolas, sendo que em cada bola
estd marcado ou o valor 0 ou 1. Sao conhecidos os valores de n < N bolas desta urna. O inte-
resse ¢ descobrir a quantidade (propor¢ao) de bolas marcadas com o ntimero 1. O parametro
operacional serd entio definido como T(X) = SN X; (T"(X) = S_~, X;/N), o qual é uma
quantidade observavel, pois, se retirarmos todas as bolas da urna (o que pode ser feito em
um namero finito de passos), saberemos o verdadeiro valor do parametro operacional T'(X).

De forma mais geral, em diversas situagoes temos uma populagao finita e fechada (no sen-
tido de que nao existem quantidades ndo observaveis (Iglesias et al., 2009)), P ={1,2,..., N},
e, para cada unidade populacional, estd associado um ntumero real (ou vetor) desconhe-
cido, X;. Desta forma, temos para a populagido o vetor de valores (vetores) desconhecidos
X = (X1, Xs,...,Xy), onde X; denota a caracteristica (vetor de caracteristicas) de inte-
resse do i-ésimo individuo da populagdo (usualmente X; € R* k > 1),i=1,..., N. Assim, a
Unica aleatoriedade existente est& nos valores desconhecidos de X e podemos definir, a partir
de X, os parametros operacionais. Nesse caso, considerando disponivel uma amostra de ta-
manho n < N, o procedimento para realizarmos inferéncia sobre os parametros operacionais
é chamado preditivista ou Bayes operacional e foi introduzido por de Finetti (Iglesias et al.,
2009). Nesta abordagem, probabilidades sao atribuidas apenas ao vetor X.

A vantagem de trabalharmos com a abordagem preditivista e, portanto, com parametros
operacionais, é que tais quantidades sao consideradas observaveis, ao invés de quantidades
abstratas como limites de frequéncias relativas e, assim, nao ha necessidade de definir um
espaco paramétrico (Mendel, 1994).

Embora, em algumas situacoes, o modelo de populacoes finitas possa ser estendido para
um modelo de superpopulacdo, isso nem sempre é possivel (Iglesias, 1993) e, mesmo em
situagoes nas quais o modelo preditivista é estendivel, existem diferencas entre as abordagens.
[glesias (1993) discute condigoes de estendibilidade para alguns modelos preditivistas.

Neste trabalho, consideramos o total populacional, dado por T'(X) = Zf\il X; e 0 mé-
ximo populacional, X(n) = maz{Xy,..., Xy}, como os parametros operacionais de interesse

nos casos univariados. No caso multivariado de dimensao M, o parametro operacional é o
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vetor de totais populacionais T'(X) = Zf\il X; = (Th,...,Ty), no qual T; denota o total

populacional da i-ésima caracteristica de interesse.

1.2 Objetivos

Considerando o contexto descrito acima e a abordagem preditivista para populacoes

finitas, neste trabalho:

e estudamos a abordagem preditivista para populagoes finitas em alguns modelos usuais
e a construcao das distribuicoes a priori e a posteriori para os parametros operacionais

a partir da suposicao de permutabilidade e condigoes adicionais de simetria;

e estudamos a construcao de testes de hipdteses Bayesianos, aplicando-os aos modelos
preditivistas de populacoes finitas e comparando-os aos correspondentes procedimen-
tos de superpopulacao. Consideramos o teste de Bayes (baseado nas probabilidades a
posteriori das hipoteses) no caso de hipoteses compostas e nao-precisas e o Teste de
Significincia Genuinamente Bayesiano (Full Bayesian Significance Test - FBST) para

hipoteses precisas.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2, apresentamos a definicao de permutabilidade e o Teorema da Represen-
tacao de de Finetti e discutimos suas interpretacoes e aplicacoes. As definicoes dos testes
bayesianos mais usuais para hipoteses precisas e compostas (unilaterais) sao apresentadas no
Capitulo 3. No Capitulo 4, apresentamos as distribuicoes a posteriori obtidas sob a aborda-
gem preditivista para populacoes finitas. Os testes de hipoteses bayesianos sao aplicados aos
parametros operacionais e aos parametros dos modelos de superpopulagao gerados a partir
das mesmas suposicoes de simetria. Por fim, sdo feitas algumas consideragoes finais sobre os

resultados obtidos e discutidas algumas propostas futuras de pesquisa.
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Capitulo 2

Permutabilidade e Teorema da

Representacao

2.1 Permutabilidade

Ao observarmos uma sequéncia de variaveis aleatorias X1, ..., Xy, podemos assumir, em
certas situagoes (como no exemplo do langamento de percevejos abaixo), que a mudanga de
ordem dos valores das varidveis nao altera a incerteza a respeito do resultado da sequéncia,
ou seja, os rotulos das variaveis sdo nao informativos (Bonassi, 2009). Esta é a idéia de

permutabilidade finita, cuja definicao formal ¢ apresentada a seguir.

Definig¢ao 2.1 (Pemutabilidade Finita). Uma sequéncia finita de varidveis aleatorias Xy, ..., Xy
assumindo valores em X é dita permutdvel se a distribuicao conjunta f(.) desta sequéncia

satisfaz

f(l’l, ce ,IN) = f(l}r(l), ce ,[L‘F(N)), V€ X, (21)

para todas as permutagoes T definidas no conjunto {1,..., N}.

A defini¢ao de permutabilidade finita nos leva a pensar na extensao para uma sequéncia

infinita de variaveis aleatorias. Desta forma, temos a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.2 (Pemutabilidade Infinita). Uma sequéncia infinita de varidveis aleatdrias é

permutduvel se toda subsequéncia finita dela for permutdvel.
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Esta definicao é importante para entendermos o Teorema da Representacao de de Finetti,
que serd apresentado na proxima secao.

Lindley e Phillips (1976) discutem um exemplo sobre o lancamento de um percevejo
(pequeno prego, de cabega redonda, usado para fixar papel). Neste experimento, o resultado
¢ descrito através de variaveis binarias, Xi,...,X,, onde X; = 1 se o percevejo cai com a
ponta para cima no i-ésimo lancamento e X; = 0, caso contrario, ¢ = 1,...,n. Neste cenario,
parece natural considerarmos que a informacao atribuida ao resultado de um lancamento
seja encarada como equivalente a informacao proveniente do resultado de qualquer outro
lancamento. Do mesmo modo, entenderiamos a informacao obtida através de dois lanca-
mentos especificos do percevejo como equivalente & informacao dos resultados de quaisquer
outros dois lancamentos: o mesmo ocorre ao considerarmos trés lancamentos, quatro lanca-
mentos, e assim por diante. Essa simetria nos resultados dos lancamentos pode ser expressa
pela suposi¢ao de permutabilidade da sequéncia de lancamentos. Iglesias (1993) discute di-
versas propriedades de variaveis permutaveis e mostra que todas distribuigoes marginais de

subcolecoes de variaveis aleatérias permutaveis também sao permutaveis.

2.2 Teorema da Representacao de de Finetti

Os Teoremas de Representacao, primeiramente desenvolvidos por de Finetti, estao entre
os mais importantes para a inferéncia estatistica, pois eles fornecem a interpretacao dos
parametros sob o ponto de vista bayesiano. A seguir, enunciamos o caso mais simples destes

teoremas, o Teorema da Representacao para variaveis 0-1 de de Finetti.

Teorema 2.1 (Teorema da Representagao para variaveis 0-1). Seja (X,,)n>1 uma sequéncia
infinita permutdvel de varidveis aleatdrias assumindo valores em {0,1}. A distribuicao de

qualquer subsequéncia de comprimento finito n, n > 1, pode ser expressa como

1
flxe, ... z0) :/ 9= % (1 — G)"~Xim Ty () | (2.2)
0

para alguma medida de probabilidade v concentrada no intervalo [0,1], z1,...,z, € {0,1}.
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Além disso,

n
Zi:lXi qc 9’
n

sendo que 0 ¢ distribuido sequndo a medida .

A demonstracao deste teorema foi apresentada por diversos autores e pode ser encon-
trada, entre outros, em Heath e Sudderth (1976) e Schervish (1995). Os teoremas de repre-
sentacao caracterizam as distribuictes conjuntas de variaveis aleatorias permutaveis. A idéia
central destes teoremas é que se (X,),>1 é uma sequéncia infinita de variaveis aleatorias
permutaveis, entdo existe uma medida P tal que, condicionado em P, as varidveis (X,,),>1
sao condicionalmente independentes e identicamente distribuidas segundo P.

Esta representacao mostra que a medida de probabilidade da sequéncia permutavel de
varidveis 0 — 1 (X,,),>1 pode ser expressa como uma mistura de medidas de probabilidade
associadas a sequéncias de variaveis aleatorias Bernoulli independentes e identicamente dis-
tribuidas, ponderadas pela distribuicao a priori, u.

Considerando o exemplo dos percevejos discutido na secao anterior e assumindo a per-
mutabilidade para uma possivel sequéncia infinita de lancamentos, entao o Teorema 2.1 da
um significado ao parametro do modelo Bernoulli(), como sendo uma variavel aleatéria, a
saber, o limite (infinito) das frequéncias relativas de vezes que o percevejo cai com a ponta
para cima e ndo uma quantidade fixa (ndo aleatéria), como na perspectiva classica. Além
disso, a hipotese de permutabilidade fica clara na representagao em (2.2), uma vez que to-
das as permutacoes de (z1,...,,) produzem o mesmo valor de > " , z;. Desse modo, a
expressao em (2.2) exibe uma representagdo (sob forma integral) da avaliagdo subjetiva da
permutabilidade em um processo de variaveis 0 — 1, segundo a visao preditivista. Diversos
Teoremas de Representacao foram desenvolvidos para justificar outros modelos paramétricos
segundo a visao preditivista. Resultados desta forma sao denominados "Formas Infinitas do
Teorema de de Finetti"(Iglesias, 1993).

Por outro lado, estamos interessados no estudo de populagoes finitas, ou seja, situacoes
em que o tamanho populacional N é conhecido. Assim, consideramos sequéncias finitas de

variaveis aleatoérias, situacao na qual o Teorema de Representacao nao é necessariamente
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valido (Heath e Sudderth, 1976). Um exemplo disto é o caso de duas variaveis permutaveis,
X1 e Xo, tais que P(X; =1,X, =0) = P(X; =0,X, =1) =0,5. Para esses casos, em que
nao existe a "forma integral"(como em (2.2)) do processo, foram desenvolvidas as versoes
finitas do teorema de de Finetti (Schervish, 1995). Resultados envolvendo formas finitas do
teorema de de Finetti foram apresentados por Diaconis (1977), Wechsler (1993), Iglesias
(1993), entre outros.

No Capitulo 4, serao apresentadas as versoes finitas do Teorema de de Finetti para
algumas distribuicoes usuais. A partir destes resultados, encontramos as distribuicdes a pos-
teriori dos parametros operacionais, as quais usaremos para construir os testes de hipoteses

e realizar as comparagoes com os métodos em superpopulacao.



Capitulo 3

Testes de Hipoteses Bayesianos

Testes de hipoteses podem ser vistos como procedimentos de decisao utilizados quando
queremos fazer uma afirmacao a respeito de uma quantidade desconhecida, usualmente um
parametro, 6. Sob o ponto de vista bayesiano, os procedimentos de teste de hipoteses sao
construidos com base na Teoria da Decisao. Neste capitulo, apresentamos a construcao e
interpretacao de dois testes de hipdteses bayesianos: o Teste de Bayes baseado nas probabi-
lidades a posteriori das hipoteses e o Teste de Significancia Genuinamente Bayesiano (Full
Bayesian Significance Test - FBST).

Para testarmos hip6teses nao precisas (Pereira et al., 2008), escolhemos o Teste de Bayes
por sua simplicidade, tanto em sua formulacao quanto na interpretacao dos resultados. No
caso de hipoteses precisas, optamos pelo FBST por nao introduzir uma probabilidade posi-
tiva para a hipotese nula nem tornar necessaria a eliminacao de parametros de perturbacgao
(Pereira et al., 2008). Outras alternativas também poderiam ser escolhidas, como testes ba-

seados no fator de Bayes ou o teste de Jeffreys.

3.1 Testes de Bayes

Seja @ um parametro populacional e © o espaco paramétrico, conjunto de todos os pos-
siveis valores para 6. Considere que existe uma distribuicao de probabilidades a priori para
0 e suponha disponivel uma amostra (X, ..., X,), cuja distribui¢ao, dado 6, é conhecida.

Com base na incerteza a priori e na informacao obtida pela amostra, queremos testar as
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seguintes hipoteses:

H020€®0
H1:9€®1

de tal forma que © = QU O; e O, N O, = (.
Em um teste de hipoteses como descrito acima existem duas possiveis decisoes: rejeicao
ou ndo rejeicdo da hipoétese nula, denotadas por dy e dy, respectivamente. Consideramos,

entao, a seguinte funcao de perda para as possiveis decisoes:

Tabela 3.1: Funcdo de perda para teste de hipdteses

heB, 06,
(ndo rejeitar) dy bo a
(rejeitar) d; ag by

Nas fungoes de perda como a apresentada na Tabela 3.1, usualmente consideramos by =
by = 0, ou seja, se decidimos por nao rejeitar Hy e, de fato, 8 € Oy, entao nao existe perda.
O mesmo ocorre quando 6 € ©1 e decidimos pela rejeicao de Hy. Desta forma, a perda ao se
tomar uma decisao correta é nula. Por outro lado, a perda associada ao Erro Tipo I, rejeicao
de Hy quando esta é verdadeira, é agy, enquanto que a perda associada ao Erro Tipo II, nao
rejeicao de Hy quando deveriamos rejeita-la, é igual a a;.

O Teste de Bayes é, nesse caso, o teste que para cada possivel amostra minimiza o valor
esperado a posteriori da perda da Tabela 3.1. Fossaluza (2008) mostra que o teste que

rejeita Hy se
ay — by

PEOE Sl ) < ) o =)

sendo ag > by e a; > by, é o teste de Bayes. No caso particular de by = b; = 0, rejeita-se H

ai
ap+ay’

quando a sua probabilidade a posteriori for menor que

A vantagem deste procedimento de teste é que basta calcularmos a probabilidade (a
posteriori) da hipotese. Além disso, a interpretacao do resultado do teste é bem simples:
rejeita-se Hy se sua probabilidade for "baixa'e aceita-se Hy quando sua probabilidade for
"alta", dependendo dos valores ag e a;. Contudo, o teste de Bayes baseado nas probabilidades

a posteriori das hipoteses nao é o ideal para todas as situacoes.
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3.2 FBST

O Teste de Bayes descrito anteriormente, embora possa ser aplicado em diversas situa-
¢oes, nao é adequado aos casos em que o subconjunto do espago paramétrico Oy tem medida
nula (DeGroot, 1970). Por exemplo, considere a situagao na qual a distribui¢do a posteriori
do parametro 6 é continua em R para toda possivel amostra x e queremos testar as seguintes

hipoteses:

H0:9:(90
H,: 046,

com 0y € R, constante. Neste caso, temos que

P(0 = folz) =0,

independentemente da amostra x obtida e, assim, o teste de Bayes, se aplicado a esta
situagao, conduziria sempre a rejeicao de Hy, tornando-se, portanto, inadequado.

Pereira e Stern (1999) propuseram entao o Full Bayesian Significance Test (FBST) para
hipoteses precisas (subconjuntos de © que possuem dimensao inferior & dimensao do espago
paramétrico e, portanto, com medida nula). O FBST é baseado na evidéncia em favor da hi-
potese nula, calculada a partir da credibilidade da regiao tangente a Hy, conforme a Defini¢ao
3.1 abaixo. Madruga et al. (2001) apresentam fungoes de perda que conferem "bayesiani-
dade"ao FBST, isto é, tornam o FBST um legitimo procedimento bayesiano, sob o enfoque

de Teoria da Decisao. A seguir, segue a defini¢ao formal do FBST:

Definicao 3.1 (FBST). Seja © o espaco paramétrico, 0 € © o parametro de interesse (0 é
valor absolutamente continuo), f(.) uma fun¢ao densidade de probabilidade a priori sobre ©,
f(|z) a funcao densidade a posteriori de 0 dada uma amostra especifica x e Hy : 0 € Oq a
hipdtese nula a ser testada (considere que dim(©y) < dim(@)). A regido tangente o hipdtese

nula € dada por:

T,={0€0O: f(llz) > supe, f(02)} .
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A evidéncia em favor de Hy € definida como:
ev(Op;x)=1—-—POeTlz)=1— [ f(0]x)db .
Ty

O FBST ¢ o teste que rejeita Hy quando ev(Og; x) for "pequena”(Pereira et al., 2008).

Apos a apresentacao do FBST por Pereira e Stern (1999), diversos trabalhos foram de-
senvolvidos no sentido de explorar propriedades e aplicacoes deste procedimento em testes de
hipoteses, além de comparacoes com outros métodos para testes de hipdteses precisas, como
o fator de Bayes e o teste de Jeffreys. Entre outros trabalhos, destacamos Madruga et al.

(2001), Madruga e Pereira (2005), Pereira et al. (2008) e Izbicki (2010).

3.3 FBST para distribuicoes discretas

Na proposta de Pereira e Stern  (1999), o FBST ¢é apresentado como um teste a ser
aplicado em situacoes nas quais a distribuicao a posteriori do parametro de interesse é
continua e a hipotese nula é precisa. A seguir, apresentamos um exemplo como motivagao
para a extensao deste procedimento para os casos em que a distribuicao do parametro de
interesse é discreta.

Considere que possuimos uma urna com N = 100 bolas de cor branca ou preta. Definimos
X, =1, se ai-ésima bola é da cor preta e X; = 0, caso contrario, 7 = 1,...,100. O parametro
(operacional) de interesse é T = Zf\il X, o total de bolas pretas na urna. Considere o
experimento que consiste em retirar uma amostra de n = 20 bolas da urna. Suponha que
encontramos um total de 10 bolas pretas. Assim, a previsao sobre T serd baseada nesta
amostra (suponha, sem perda de generalidade, que foram observados os valores X1, ..., Xg).

Formulamos, entao, o modelo da seguinte maneira:

e Assumimos que Xj....,Xjg0 s@0 permutaveis e que a distribuicao a priori para a

quantidade de bolas pretas na urna é Uniforme Discreta no conjunto {0, 1,...,100};

e Nesse caso, a probabilidade da amostra, condicionada ao total de bolas pretas T, é
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Loy GG
- e

dada por:

e A distribuicao a posteriori para T é :

20
t\ (100 — ¢
P T:tE:Xi:10>o<< )( )
< - 10)\ 10

Agora queremos saber se a quantidade de bolas pretas e brancas na urna é a mesma. Do

ponto de vista estatistico, isso equivale a testar as seguintes hipoteses:

Hy:T =50
(3.3)

H,: T # 50

Como a hipétese nula tem probabilidade a posteriori positiva, poderiamos pensar em
utilizar o teste descrito na Secao 3.1. No entanto, a probabilidade a posteriori de Hy, 0,04,
pode ser considerada "baixa"para um procedimento deste tipo. Por outro lado, o ponto
T = 50 & o mais verossimil e também com a maior probabilidade a posteriori (Figura 3.1).

Assim, faz sentido que nao rejeitemos a hipotese nula, o que nos leva a pensar em um
procedimento alternativo para esta situacao. Baseado no FBST para modelos continuos, po-
demos calcular a evidéncia em favor de Hy da mesma forma (na verdade, podemos proceder
desta forma em qualquer situacao em que a distribuicao de # é dominada por uma medida
o-finita (Schervish, 1995)) apenas realizando as devidas adaptagoes para fungdes de proba-
bilidade discretas. Assim, considerando hipoteses da forma em (3.2) e que a distribuicao a
posteriori do parametro 6 é discreta, temos que a evidéncia em favor de Hy : § = 0y é dada

por:

ev({6o};7) =1 - > P(0 = k|x) (3.4)
{k:P(0=Fk|x)>P(0=00|x)}
e rejeitamos a hipotese nula sempre que o valor de ev({&o}; x) for "pequeno".
Considerando este procedimento para o exemplo, obtemos ev({50}; 10) =1, pois o ponto

T = 50 é a moda da posteriori e, portanto, nao existem pontos no espaco paramétrico com
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Figura 3.1: Distribuicao a posteriori de T

maior probabilidade, fazendo com que a regiao tangente a hipotese nula seja o conjunto vazio.
Considerando um ponto de corte igual a 0,1, decidimos por nao rejeitar Hy, concluindo que
nao temos evidéncia suficiente para afirmar que as quantidades de bolas brancas e pretas na
urna sao diferentes.

Note que, assim como na formulagao original do FBST, para a construgao da regiao
tangente a hipotese nula consideramos apenas os pontos com probabilidade estritamente
maior que a probabilidade da moda restrita a Hj. Dessa forma, a evidéncia em favor da
hipotese nula, quando esta hipétese contém a moda da posteriori, serd igual a 1, assim como
no caso continuo.

Assim, no Capitulo 4, testamos, sob o modelo de superpopulacao, hipdteses precisas
através do FBST em sua formulagao original e hipdteses nao precisas através do teste apre-
sentado na Secao 3.1. Sob o modelo de populacoes finitas, adotamos as correspondentes

versoes discretas destes testes. Isso viabiliza uma melhor comparacao entre os resultados dos

testes sob os dois modelos.



Capitulo 4

Distribuicoes Preditivas

Como discutido nos capitulos anteriores, a abordagem preditivista foi introduzida por de
Finetti e é vista como uma forma "mais pura"da abordagem Bayesiana, na qual o interesse
é realizar inferéncia apenas sobre quantidades observaveis. Neste capitulo, sao construidos
testes de hipoteses para os parametros de interesse sob a perspectiva Bayesiana usual de
superpopulacoes e considerando a abordagem preditivista para populacoes finitas.

Modelos de populagoes finitas sao usualmente utilizados quando conhecemos a quanti-
dade de elementos presentes na populacao em estudo, ou seja, N é conhecido. Quando nao
sabemos o valor de N, utilizamos os modelos de superpopulacao. Uma aplicacao de modelos
de populacoes finitas consiste nas sucessivas avaliacoes da distribuicao de votos dos candi-
datos de um pleito eleitoral a partir das contagens parciais de votos, obtidas ao longo do
processo de apuracao. Nesta situacao, a quantidade de eleitores, NV, é conhecida, e as diversas
contagens parciais de votos podem ser interpretadas como amostras, de tamanhos pequenos
(no inicio da apuragdo) e tamanhos grandes em rela¢ao ao valor de N, quando a apuracao
j& atinge boa parte do total de votos. Nesses tltimos casos, quando o tamanho amostral é
grande relativamente ao populacional, o modelo de superpopulagao pode conduzir a erros
grandes se comparados aos modelos de populacao finita.

Em geral, para a construcao das distribuicoes a posteriori sob a abordagem preditivista,
supomos a existéncia de uma populagao de interesse, P = {1,..., N}, com N conhecido, a
qual est4 associado o vetor permutével de valores desconhecidos X = (X1,..., Xy), X; € R,

k > 1. Além disso, existe disponivel uma amostra de n < N elementos da populacao e,

15
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sem perda de generalidade, consideramos que esta amostra ¢ composta pelos n primeiros
elementos da populacdo, (Xi,...,X,).

Nesse trabalho, sao considerados testes de hipdteses, tanto sob a abordagem preditivista
para populagoes finitas como sob o enfoque de superpopulagao, para os seguintes modelos

usuais de superpopulacao: Bernoulli, Poisson, Uniforme Discreto e Multinomial.

4.1 Distribuicao Bernoulli

A inferéncia sobre uma proporcao é um problema muito usual em varias areas do conhe-
cimento, de tal maneira que podemos imagina-la em diversas aplicacoes, tais como descobrir
a quantidade (propor¢ao) de bolas pretas em uma urna que contenha um total de N bolas
ou a porcentagem de eleitores de uma localidade que votarao em determinado candidato em
uma eleigao.

Nestas situagoes, podemos considerar X = (Xi,...,Xy) tal que X; € {0,1}, i =
1,...,N. Desta forma, o interesse estd em fazer inferéncia sobre a propor¢ao de 1’s (su-
cessos) na populacdo. Por simplicidade, consideramos o parametro operacional § = T(X) =
25\;1 X;, de modo que a proporcao de sucessos seja ™ = %. Portanto, esses parametros sao
equivalentes, no sentido que P(6 = j) = P(m = ]jv), Vj =0,1,...N. Dispondo da realiza-

¢ao da amostra (Xi,...,X,), n < N, temos o seguinte resultado acerca da distribuicio a

posteriori de 6:

-

Resultado 4.1. Suponha que o vetor X = (X1,...,Xy) assumindo valores em {0,1}V ¢
permutdvel e defina P(0 = j) =p;, j =0,1,..., N, como a incerteza a priori a respeito do

pardametro 0. A distribuicdo a posteriori de 0, dado a amostra (z1,...,x,), € dada por:

N —n )
_Z?:Nci

() "

set > " x. Além disso, P(O=t|> 0  Xi=> 1 2;) =0, parat <> ;.

P(@zt’Xlle,...,Xn:xn> o <t (4.1)
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Demontra¢io: Da hipotese de permutabilidade, temos (Iglesias, 1993):
1 N
P<X1 = T1y-.. ,XN = $N’9 = t) = TI{t}(lel l'l) .
()
Sejax = (z1,...,x,) comz; € {0,1},i=1,...,n,econsidere o conjunto S = {(vnH, ..., UN) €
{0, 1}V Zi]\inﬂ vi=t—>y ", xz} A probabilidade da amostra @, dado § = ¢, é:

P(Xlle,...,xn:xn

0—1) =

:ZP<X1 :xl,...,anmn,Xn+1 :’UnJrl,...,XN:UN‘e:t)

:ZP<X1:1,...,Xt:1,Xt+1:0,...,XN:0)9:t)
S

N —n
-y 1 t—=D i i
= i )
t
Finalmente, a distribuicao a posteriori para 6 é dada por:

P(@zt‘Xlle,...,Xn:xn>o<

ocP(Xlle,...,Xn:xn

(t —NZ_?Z 93@)

()

0= t)pt

pt]{EZ":l Ti, D opq ziJrl,A..,N} (t)

A distribuicao em (4.1) é a distribui¢do a posteriori para 6 sob a abordagem prediti-

vista para populacoes finitas. Observe que, no caso de variaveis binérias 0-1, a hipotese

de permutabilidade é suficiente para a especificagdo completa do modelo (Iglesias (1993) e

Iglesias et al. (2009)). Para outros modelos mais complexos, torna-se necessaria a considera-

¢ao de suposigoes "mais fortes", como, por exemplo, a suposicao de multinomialidade no caso
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da Poisson (Wechsler, 1993), que sera apresentada na proxima se¢do. Além disso, a distribui-
¢ao a posteriori de # em (4.1) depende da amostra apenas através do total amostral ) . | z;
e pode-se mostrar facilmente que coincide com a distribuicdo de 6 dado > ;" | X; = > | ;.

Por outro lado, considerando um modelo de superpopulagao, podemos atribuir & propor-
¢ao de interesse uma distribuigao Beta. Neste caso, assumimos que, a priori, 7 ~ Beta(a, ),
a,f > 0. Supomos ainda, que a sequéncia de variaveis aleatorias (X,),>1, dado m, sdo
condicionalmente independentes e identicamente distribuidos (ciid) segundo a distribui-
¢ao Bernoulli(r), isto é, (X,)n>1|m & Ber(m). Desta forma, «|(z1,...,z,) ~ Beta(a +
Sor i, B4+n—>" x;). Aqui, m representa a propor¢ao de 1's no limite, isto é, quando o
tamanho da populagao vai para infinito (N — 00).

Note que, sob o enfoque de superpopulacao, a distribuicao de m é continua, permitindo
que 7 assuma qualquer valor no intervalo (0, 1), enquanto que, sob a abordagem preditivista,
a proporcao de interesse assume um nimero finito de valores, de modo que existem N + 1
possiveis valores a priori e N +1— 3" | x; ap6s a amostra ser observada.

Nosso interesse agora estd na construcao de testes para as seguintes hipoteses:

Hy:m<m
(4.2)
H127T>7T(]
e
H :m=m
0 . (4.3)
H,:m#m

para mp € (0,1), através das duas abordagens estudadas e a comparacao dos resultados
desses testes.

Para testar as hipoteses em (4.2) e (4.3), utilizaremos o teste de Bayes baseado nas proba-
bilidades a posteriori das hipoteses e o FBST, respectivamente. Para testarmos as hipdteses
em (4.3) através da posteriori Beta no modelo de superpopulagao, utilizaremos o FBST na
sua formulagao original. No entanto, como mencionado anteriormente, a distribuicdo a pos-

teriori para a quantidade de sucessos sob a abordagem preditivista para populacoes finitas é
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discreta e, neste caso, utilizaremos a extensao do FBST para funcoes de probabilidade dis-
cretas, descrita na Secao 3.3. Note que o interesse estd apenas na comparacao, ainda que de
maneira preliminar, dos valores das evidéncias (ou probabilidades) em favor da hipdtese nula
obtidos pelas duas abordagens, sendo que nao serao discutidos critérios acerca de pontos de
corte para decidirmos quando devemos rejeitar ou nao alguma hipotese.

Nos exemplos a seguir, consideramos o valor 7y = 0,5. Desta forma, considerando as
hipoteses unilaterais, a probabilidade de Hy : 7 < 0, 5, segundo o modelo de superpopulagao

é dada por:

P <H0

Contudo, sob a abordagem preditivista, a hipotese nula equivalente é Hy : § < N/2 e sua

"\ [ Da+B+n) o -
;Xi_s>_/0 F(@+S)F(5+n—s)ﬂ+ (1 —m)P =" dr .

probabilidade a posteriori é dada por:

P <H0

sendo ¢ a constante normalizadora, ¢ = SN P(X; = 21,..., X, = x,|0 = t)p;, e |b] o

. L3 (]tv__f)
o)l
c

i=1

maior inteiro menor ou igual a b.
No caso da hipotese precisa H(') : ™ = T, sob o enfoque de superpopulacao, a regiao
tangente & hipdtese nula e a evidéncia em favor de Hy, obtidas segundo o FBST, sao dadas

por

T, ={r€(0,1) : f(nls) > f(mols)}

. — 1 _ F(Oé—{—B—F’Il) a+s—1 _ n—s—1
ev({m}; @) =1 /TI F(a+s)F(/B+n—s)7T+ (1 —m)PF dr |

sendo f(.|s) a funcao densidade da posteriori Beta(a + s, 3+ n — s). Por outro lado, consi-
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derando 0y = Nmy € N, sob o enfoque preditivista para populagoes finitas, temos

)]

Tx:{ke{s,...,N} : P(Q:k

=1

(&

ev({fo};x) =1 —ZP (0 =k

zn: Xz = S)
i=1

Para a comparacao dos resultados dos testes de hipoteses utilizando a abordagem predi-
tivista para populacoes finitas e o modelo de superpopulacao, o primeiro passo foi atribuir
os valores de N e n. Consideramos, entao, N = 100 e 1000, e tamanhos amostrais iguais a
20% e 80% do tamanho da populacdo. Para a escolha das distribuicoes a priori para o pa-
rémetro de interesse, consideramos, inicialmente, uniformidade no espago paramétrico, isto
é, assumimos todos os possiveis resultados como ‘equiprovaveis’ e modelamos a incerteza a

priori através das seguintes distribuicoes:
e O~ Uniforme{0,1,..., N} - abordagem preditivista;
e 1 ~ Beta(1,1) - modelo de superpopulacao;

Finalmente, para cada possivel valor s € {0,1,...,n} da estatistica suficiente » . | X,
calculamos a probabilidade da hipotese nula Hy (ou a evidéncia em favor de H).

Para ilustrarmos as diferencas entre as abordagens, sao apresentadas as Figuras 4.1 e
4.2, as quais representam as probabilidades e evidéncias em favor das hipoteses nulas em
funcao do total amostral, considerando uma populacao de tamanho N = 100, 7y = 0,5 e
amostras de tamanho 20 e 80. Resultados obtidos a partir de outros valores de N e 7y sao
apresentadas no Apéndice A. Quando variamos o valor de 7, o comportamento das curvas
apresentadas continua o mesmo, sendo que elas sao apenas deslocadas em relagao aos valores
do total amostral.

Na Figura 4.1, os pontos em cinza representam as probabilidades da hipotese nula em
fungao do total amostral obtidas através da distribui¢do em (4.1) e os pontos em preto as pro-
babilidades obtidas pela posteriori Beta. Observamos que, quando a amostra é pequena em
relacao a populacao, os métodos produzem resultados proximos. Por outro lado, ao aumen-

tarmos o tamanho amostral, nota-se que as diferencas entre as abordagens aumentam, sendo
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que nos casos em que o total amostral é igual a 37 ou 38, a diferenca entre as probabilidades

obtidas através dos dois métodos é superior a 20%.
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Um comportamento similar ocorre para as evidéncias das hipoteses simples (precisas),

apresentadas na Figura 4.2: os métodos produzem resultados proximos quando a amostra é
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pequena e as diferencas se destacam quando o tamanho amostral fica proximo ao populacio-
nal. Considerando a hipotese precisa H(/) : ™= 0,5, observamos, na Figura 4.2, que os valores
da evidéncia obtidos sob a abordagem de populacoes finitas sdo sempre menores ou iguais
as correspondentes evidéncias obtidas no modelo de superpopulacao, ou seja, no modelo de
populacoes finitas a tendéncia é que "rejeitemos mais'a hipotese nula.

Nas analises anteriores, foram utilizadas apenas prioris que nao "privilegiam"nenhum
ponto do espaco paramétrico, sendo a distribuicao Uniforme discreta aplicada no caso pre-
ditivista e a Uniforme continua (Beta(1,1)) para o parametro 7 da distribui¢do Bernoulli,
no modelo de superpopulacao. Para avaliar como prioris informativas afetam a forma da
posteriori e, consequentemente, as probabilidades para os testes de hipoteses, considera-
mos prioris com diferentes médias. Para o caso de superpopulacao, utilizamos a distribuigao
Beta(q, ), atribuindo diferentes valores para os parametros « e 3. Para a abordagem de po-
pulagoes finitas, construimos a priori a partir da distribuigao Beta(«, ) da seguinte forma:
0 = | Nm] (0 igual ao maior inteiro menor ou igual a N7), sendo m ~ Beta(a, ). Note que
7w & multiplicado pelo tamanho da populacao N, pois no caso preditivista o parametro é o
total populacional, enquanto que no modelo de superpopulacao consideramos a proporcao.
Desta forma, podemos comparar (ainda que em carater exploratorio) a influéncia de prioris
informativas nos testes de hipoteses, pois, embora as distribui¢oes a priori sejam diferentes,
elas apresentam, num certo sentido, comportamentos semelhantes.

Na Figura 4.3, sao apresentadas as probabilidades a posteriori da hipotese nula Hy :
7 < 0,5 considerando diferentes distribuicoes a priori, uma populacao de tamanho N = 100
e amostra com 20 elementos. Comparando os valores apresentados na Figura 4.3 com os
calculados considerando prioris uniformes apresentado em 4.1(a), notamos que as diferengas
das probabilidades a posteriori calculadas sob o modelo de superpopulacao sao sempre mai-
ores ou iguais as diferencas das probabilidades calculadas sob o enfoque preditivista para
populacoes finitas. Por exemplo, quando o total amostral ¢ 8 e sob o enfoque de superpopu-
lacao, a probabilidade de Hy diminui 0,45 quando consideramos uma distribuigao beta com
média 0,8, em relagao ao modelo uniforme, enquanto que no modelo de populacoes finitas
essa probabilidade diminui apenas 0,39, Figura 4.3(c). Um comportamento similar ocorre

quando consideramos a distribuicao Beta(2,8) como priori para a propor¢ao de sucessos. As
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diferencas sdo muito pequenas quando utilizamos a distribuigao Beta(4,4).

Aumentando o tamanho amostral para n = 80, observamos na Figura 4.4 que as dife-
rencas entre as duas abordagens crescem. Comparando com os valores das probabilidades
apresentados na Figura 4.1(b), constatamos novamente que as diferengas quando utilizamos
o modelo de superpopulacao sao maiores que no modelo preditivista. Contudo, estas dife-
rengas sao menores do que quando utilizamos a amostra menor, com n = 20, chegando a no
méaximo 0,25 e 0,10 quando o total amostral é igual a 42, nos modelos de superopopulagao
e de populacgao finita, respectivamente. Esses resultados indicam que o modelo de superpo-
pulacao é mais influenciado pelas distribuicoes a priori em relagao ao modelo preditivista.

As evidéncias obtidas através dos testes para a hipotese Hy', considerando diferentes
distribuigoes a priori para 7 (6), sdo apresentadas nas Figuras 4.5 e 4.6 para amostras de
tamanho 20 e 80, respectivamente. Um comportamento similar ao dos resultados obtidos
para hipo6teses unilaterais ocorre: comparando as evidéncias obtidas utilizando prioris infor-
mativas com os resultados obtidos utilizando prioris uniformes, o modelo de superpopulagao
apresenta maiores diferencas. As diferencas nas evidéncias ao passarmos de uma priori uni-
forme para uma informativa sao menores quando a amostra ¢ maior. Em particular, essas
diferencas sdo muito pequenas quando utilizamos a distribui¢do Beta(4,4) como priori (caso

em que as médias das prioris uniforme e informativa sao iguais a 0,5).
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Figura 4.3: Valores da probabilidade a posteriori de Hy : m < 0,5 (0 < %) em fungao do total
amostral para uma populagcao de tamanho N = 100 e amostra com n = 20 elementos.
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4.1.1 Performance dos testes

Nas anélises conduzidas anteriormente, nao foi estabelecido um verdadeiro valor para
o total populacional, de tal forma que pudemos avaliar a probabilidade a posteriori da
hipotese nula para todos os valores da estatistica suficiente. A seguir, fixamos o valor do
total populacional, o que claramente nao implica em mudancas nos valores obtidos para
as probabilidades a posteriori da hipotese nula, mas faz com que existam "menos amostras
possiveis'"e, consequentemente, "menos valores possiveis"para o total amostral . Por exemplo,
no caso da Figura 4.7(a), consideramos N = 100, n = 80, 7o = 0.5 (6 = 50) e S0, X; = 40
e, desse modo, temos que Y | X; € {20,21,...,40}. Note que, caso considerassemos n = 20,
o grafico exibido na Figura 4.7(a) seria igual ao grafico apresentado na Figura 4.1(a), pois o
total amostral estaria no conjunto {0, 1,...,20}. Na Figura 4.7(b), consideramos 31 | X; =
60 (os demais valores nao sio alterados) e, desse modo, temos que Y | X; € {40,41,...,60}.

Na Figura 4.7(a), notamos que, para a maioria dos valores do total amostral, a probabi-
lidade da hipotese nula Hy : m < 0,5, sob a abordagem preditivista para populacoes finitas,
é superior ou igual a probabilidade encontrada sob o enfoque de superpopulacgoes, indicando
que obtemos melhores resultados ao considerarmos o modelo de populagoes finitas, uma vez
que o total populacional é igual a 40 e, portanto, nao deveriamos rejeitar Hy. Do mesmo
modo, a Figura 4.7(b) mostra uma superioridade da abordagem preditivista, pois, neste
caso, o ideal seria rejeitar Hy, jA que a proporcao de sucessos na populagao é igual a 0,6 e
as menores probabilidades da hipotese nula ocorrem na situacao em que consideramos uma

populacao finita.
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4.2 Distribuicao Poisson

O modelo Bernoulli, estudado na secao anterior, é o caso mais simples, pois as caracte-
risticas de interesse assumem apenas os valores 0 e 1. Agora, consideramos um caso mais
sofisticado, no qual as variaveis em estudo podem assumir qualquer valor no conjunto dos
ntimeros naturais, N = {0,1,2...}, isto é, X = (Xy,...,Xy) € N¥ e o parametro de
interesse é a meédia populacional, A = % Zi\;l X;. No entanto, assim como no caso da dis-
tribuicao Bernoulli, consideramos, sob a abordagem preditivista para populagoes finitas, o
total populacional, A = sz\; X;, como o parametro operacional de interesse, uma vez que as
distribuicoes destes parametros sdo equivalentes no sentido de que P(A = %) = P(A = t),

t € N. Considerando disponivel uma amostra (X,...,X,), n < N, o resultado a seguir

exibe a distribuicdo a posteriori para o total populacional A.

Resultado 4.2. Suponha que o vetor de valores populacionais X = (X1, ..., Xn) assumindo

valores em NV ¢ tal que vale a sequinte condicio de multinomialidade:

t

r1... TN

P<X1 :Zlfl,...,XN :IN‘AIt) = ( )Nt[{t}(Zilxz) .

Considerando P (A =1t) = pi, t = 0,1,..., como a incerteza a priori sobre o total popula-
cional A, entao sua distribuicdo a posteriori, sob a abordagem preditivista para populagoes

finitas, € dada por:

t n Do T n t=> iy
P(A:t‘Xlle,...,Xn:xn> x (Z" x) (ﬁ) (1_N) by (4.4)
=1

parat > >0 x;. Parat < "z, P(AN=t|X;=2,...., X, =12,) =0.

Demonstracao:

Sejax = (1,...,x,) comz; € N i=1,... n,econsidere o conjunto S = {(Yn11,-.-,yn) €
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- N .
NV Yy =t — Do i} Assim,

P(Xlzazl,...,Xn:xn

A=t) =

ZP<X1 :Ila“-;Xn:xnaXn—i-l :yn—i—la“-yXN:yN‘A:t)
S

1 t!

B (N) g il wn! Yyl oyn!
t

(1 t! 5 1
AN/ ozl S Ynt1! - yn!
o 1 t t' 1 (t - ? 1 xz)'
AN !z (t Z;; x;)! S Ynt1! - yn!
B 1 t! (N —n)i= iz
s (=D ) Nt

_ (Z?:l xl)' 1 iy @i t ( n >2?1 i (N —n DY
Colx,! \n Z?:1$z‘ N N .

A distribuicao a posteriori de A é entdao dada por:
P(A :t‘Xl =o1,...,X, :xn) x

ocP(Xlle,...,Xn::cn

A= t>pt

_ (Z?:l xl)' 1 Lisy i t n i o 1 n =3 w
!z, \n Z:}:lxi N N Dt

t n DI n t=> 0 T
- 1—— .
- (Z?:l xz) (N) ( N) b

Note que a distribuicao a posteriori para o total populacional nesta situacao ¢ proporci-
onal ao produto da verossimilhanca de uma variavel aleatoria com distribuicao Binomial de
23

. . n n ,
parametros ¢ e & pela priori e se concentra em {) " x;, > ., x; +1,...}. Note ainda que

a posteriori depende da amostra apenas através da estatistica suficiente ) " | X; e pode ser
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facilmente mostrado que a distribui¢do em (4.4) coincide com a distribui¢do a posteriori de
Adado Y | X; =>"" | x;. No entanto, a priori, A pode assumir qualquer valor no conjunto
dos naturais. Resta entao especificar a distribuicao a priori para A. Para isto, consideramos

o seguinte resultado envolvendo as distribuicoes Exponencial e Geométrica:

Resultado 4.3 (Relagdo entre distribuigdes Exponencial e Geométrica). Seja X uma va-
ridvel aleatdria tal que X ~ FExponencial(b), b > 0. Entao, a varidqvel Y = [NX]| segue

distribuicao Geométrica de pardmetro 1 — 6_%, isto €,
PY=y)=e v (1—e~), y=0,12...

A distribuicao Geométrica possui suporte no conjunto dos naturais, o que a torna uma
boa "candidata"como distribuicao a priori para A. Além disso, como apresentado no re-
sultado 4.3, ela é equivalente a uma discretizagao da distribuigdo Exponencial (que sera
utilizada no modelo de superpopulacao).

A distribuigao em (4.4) é a distribuicao a posteriori para A sob a abordagem preditivista
para populacoes finitas. Estendendo este modelo para uma sequéncia infinita de variaveis
aleatorias, estas variaveis, dado A, sao independentes e identicamente distribuidas segundo
a distribuicdo de Poisson, isto é, (X,)n>1|A ! Poisson(\) (Wechsler, 1993).

Desta forma, podemos formular o modelo de superpopulagao da seguinte maneira: repre-
sentamos nossa incerteza a priori sobre A através da distribuicao Gamal(a,b), a,b > 0. Mais
especificamente, podemos utilizar a Gama(1,b) (Ezponencial(b)), de modo que E(X) = 1/b.
A distribuicao Gama é bastante flexivel, podendo assumir diversas formas conforme vari-
amos 0s seus parametros e possui suporte em Ry, o que a torna uma boa escolha como
distribuicao a priori para A. Além disso, a distribuicdo Gama é conjugada & Poisson, o que
leva a posteriori: A| Y | x; ~ Gama(l+ Y " x;,b+n).

Novamente, o interesse esta em testar hipoteses unilaterais e simples através das abor-

dagens preditivista e de superpopulagao. Para isto, consideramos as hipoteses:

Hoi)\g)\o (45)
Hli)\>)\0
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Hy: A=\ | (46)
H, X # X\
Ao > 0. Consideramos entao, a priori, a distribuicao Gama para A, no modelo de superpopula-
¢ao, e a distribuigao Geométrica, que é "anéloga"a Gama no caso discreto como mencionado
no Resultado 4.3, para A no modelo de populacoes finitas. Desta forma, comparamos os
resultados para diferentes médias das distribui¢oes a priori.

Considerando A\g = 3, 5, a probabilidade da hipdétese nula Hy : A < 3,5, sob a abordagem

de superpopulagao, é dada por

P (HO

Por outro lado, no modelo de populagoes finitas, esta probabilidade é

n 35 1+s
ZX" —s| = / M)\se*(lﬂrn)sd)\.
— o TI'(l+s)

n 1|_375NJ t n s n t—s
b b
P H, Xi=s| == — ) (1-= N1l — e W),
(=) =E 2 (V) (7)o
sendo ¢ =Y > P (X, =u1,...,X, = x,/A =t)p; a constante normalizadora.

., . /  n 1A .
No caso da hipotese precisa H, : A = 3,5, a regiao tangente e a evidéncia em favor de

H(/)7 sob o enfoque de superpopulagao, sao

T, ={A>0: f(Als) > f(als)}

(b+n)1+s s ,—(b+n)s
6’(]({)\0},26) =1 —/T m)\ e (b+n) d\ s

sendo f(.|s) a funcdo densidade da distribui¢do a posteriori Gama(1l + s,b + n). Por outro
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lado, considerando Ag = Ny € N, sob o enfoque preditivista para populacoes finitas, temos

Tx:{kzeN:P<A:kl_ gXi:8>}

=1

€

ev({Ao};) =1 —ZP <A: k

Zn: Xz = S)
i=1

Nas Figuras 4.8-4.10, observamos que, quando o tamanho amostral é grande, a diferenca
entre os métodos se sobressai, sendo que a diferenca maxima entre as probabilidades da
hipotese nula dos testes unilaterais chega a 22%, quando consideramos uma distribuicao a
priori para A (A) com média 1 (100) e a média amostral é 3,65. Quando a média da priori
para A é 3,5, essa diferenca diminui, chegando a no maximo 18%, quando a média amostral
é 3,4, por exemplo. Comparando os resultados obtidos utilizando prioris com médias 1 e 10
com os resultados obtidos quando a média da priori é 3,5 (caso em que a média da priori é
igual a \g), observamos que os efeitos das prioris sobre as probabilidades da hipdtese nula
a posteriori sao similares nos dois métodos quando a amostra é pequena, e diminuem para
amostras maiores. Contudo, quando a amostra ¢ grande, os resultados obtidos pelo modelo
de superpopulacao sao mais afetados pelas distribuicoes a priori do que os resultados do
modelo preditivista para populacoes finitas .

As Figuras 4.11-4.13 apresentam os valores da evidéncia em favor de H(/) c A = 3,5
Assim como no caso de hipdteses unilaterais, observamos um comportamento similar entre as
evidéncias calculadas segundo as duas abordagens quando o tamanho amostral é pequeno e as
diferencas se destacam mais conforme o tamanho amostral cresce em relacao ao populacional.
Por exemplo, considerando a priori para A com média 3,5 (Figura 4.12(b)), quando a média
amostral é 3,275, a evidéncia sob o enfoque de superpopulacao é 0,25 enquanto que sob
a abordagem preditivista este valor cai para 0,02, considerando amostra de tamanho 80.
Para n = 20, a diferenca maxima é de 0,06, quando a média amostral é 4. O efeito das
distribuicoes a priori sobre os valores das evidéncias é maior no modelo de superpopulagao
do que no modelo de populagoes finitas e as prioris influenciam mais os resultados obtidos

para amostras pequenas.



32 DISTRIBUICOES PREDITIVAS

Analises considerando outros valores de N e )
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Figura 4.10: Valores da probabilidade a posteriori de Hy : ,D
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4.3 Distribuicao Uniforme em N

Nesta se¢ao, consideramos novamente que o vetor de valores populacionais desconhecidos,
X = (X4,..., Xy), assume valores no conjunto N"V. No entanto, nosso interesse esta no maior
valor populacional, X(n) = maz{Xi,..., Xy}, e ndo mais no total (média) populacional.
Além disso, a suposi¢ao de multinomialidade (apresentada na segao anterior) é substituida

por uma condicao de uniformidade, como apresentado a seguir:

Resultado 4.4. Suponha que a distribuicio de X1,..., Xn|X(ny =1, t €N, € uniforme no
conjunto Ay = {(z1,...,xn) € NN : maz{zq,..., x5} =t} e considere P(X(ny = j) = pj,
j=0,1,..., a incerteza a priori para o mdrimo populacional. A funcao de probabilidade a

posteriori de X(ny, dada uma amostra x1,...,T,, € entao dada por:

( 1 1
A (t)N pr, se max{xy, ..., x,} =1

t+1
P(Xow) = X1 =21, X =20 o

1 (1— ()" "

~ pr, se max{xy, ..., x,} <t.
(t+1) 1_(#1)N )

\
Além disso, P(X(N) = t}Xl =T1,...,X, = xn) =0 se maz{zy,...,z,} >t.

Demonstracio: Seja o conjunto A, = {(z1,...,2x) € NN : maz{z,,...,2x} = m},

m € N. Assim, a partir da hipotese de uniformidade, temos

1

P(Xy = Xy = a| Xy = m) = #(An)

Iy (max{xy, ..., an}) ,

sendo #(A) a quantidade de elementos do conjunto A. Para calcularmos #(A,,), considere os
conjuntos M; = {(z1,...,xn) € Ay s x; =m},i=1,..., N, detal forma que A,, = UZ]\LI M;.

Entao,

#(Am) = # (U Ml-) =Y H#M) = D H#(Min M)+

i=1 1<i<j<N

+ Y HMNMAM) 4+ (—DNTM N My L0 M)

1<i<j<k<N
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Como #(M;, N My, N...N M) = (m+ 1)N* para {ly,...,l} C {1,..., N}, temos

#(An) = i (V) m s 7 = g )Y =

e, portanto,
1
P(Xl = T1y... 7XN = QjN‘X(N) = m) = (m+ 1)N — mN[{m}(m&.’L’{Lﬂl, e ,x]\]}) .
Consideramos agora a amostra € = (z1,...,2,), ©; € N, ¢ = 1,...,n, e o conjunto

B = {(Yns1,---,yn) € NV - max{zy,..., 20, Yns1,--.,yn} = m}. A probabilidade da

amostra x, dado o maximo populacional X y) é

P(Xlle,...,Xn:xn

X(N) :m) =
= P(Xi = Ko = Kt = s Xy :yN’X(N) —m).
B

Desta forma, se x(,y = maz{zi,...,z,} < m, entdo B = {(Ynt1,.-.,Yn) € NN-" .
max{yni1,---,Yn} = m}, que é similar ao conjunto A,,, s6 que considerando vetores com

dimensao N — n. A distribuicao a posteriori é, nesse caso,

(m+ )N —mN-n

P(X(N) = m‘Xl =2,...,X, = xn) x (DY —m? Pmlion,. m—1y(max{zy,. .., x,}) .
Por outro lado, se x¢,) = maz{z1,...,z,} = m, entdo B = {(ypt1,...,yn) € NV .
maz{yni1,-..,yn} < m} e a posteriori é dada por:

m+ 1)N—"
P(X(N) = m‘Xl =2,...,X, = xn) o (m(,—i- 1)N)_mNme{m}(ma:v{:L‘1, cey Tn})
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Agrupando os dois casos, temos entao que a distribui¢ao a posteriori de X () é dada por:

(1 1
(Err \1— ()¥ )t !

t+1
P(X(N) - t‘Xl X, = a:) x

- ~ | Ptose Ty <t
\ <t+1) ( L- (H—Ll)

A distribuigao em (4.7) é a distribuicao a posteriori para o maximo de um conjunto finito
de variaveis que assumem valores naturais sob a abordagem preditivista para populacoes
finitas.

Outra forma de inferirmos sobre o méaximo populacional, considerando um modelo de
superpopulacdo, consiste em supor que a sequéncia de variaveis aleatorias (X,),>1, dado 0,
seguem distribui¢do Uniforme Discreta, isto é (X,,),>1|0 & U{0,1,...,0}, 6 € N. Desta
forma, o interesse estd no parametro ¢, que representa o valor de X(y) quando N — oo.

Nesta situagao, definindo P(6 = k) = pg, k=0,1,..., a incerteza a priori, temos a seguinte

distribuicao a posteriori para o parametro ¢

1
P<9 = k‘Xl = T1y... 7Xn = $n> = mpk[{m(n)7x(n)+1w‘}(k> N (48)
sendo x(,) = max{xy,...,x,}. Note que, ao contrario do que ocorre nos modelos Bernoulli

e Poisson, no modelo Uniforme a distribuicao a priori para o méaximo populacional sob
o enfoque preditivista para populacoes finitas pode ser a mesma utilizada no modelo de
superpopulacao, pois o espaco paramétrico é o mesmo, N. Contudo, nao é necessario que
estas distribuicoes sejam iguais.

Nesse caso, o principal interesse esta em encontrar o valor maximo da populagao. Desse
modo, testaremos apenas hipdteses unilaterais, pois o resultado deste teste ja permite-nos

inferir sobre . Testamos, entao, as hipoteses:

H0:9§90
H1:9>90
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para 0y € N, através dos modelos preditivista para populagoes finitas e de superpopulacao.

Para realizarmos os testes de hipoteses e compararmos os resultados produzidos pelos
dois métodos, consideramos, a priori, uniformidade em um subconjunto finito de N da forma
{0,1,..., M}, M >> 6, nao privilegiando nenhum ponto desse conjunto. Atribuimos, entéo,
diferentes valores para o tamanho da populacao N, o tamanho amostral n, o maximo popu-
lacional X () e o valor que queremos testar ¢. Para cada combinagdo dessas quantidades,
consideramos todos os possiveis resultados da estatistica suficiente X,y = maz{Xy,..., X, },
n < N, e, para cada um destes resultados, é calculada a probabilidade a posteriori da hipo-
tese nula Hy.

Nas figuras 4.14-4.21, sao apresentadas as probabilidade da hipdtese nula em funcao do
maximo amostral para alguns valores fixados de NV, n, X(n) e . Observamos que as maiores
diferencas entre os resultados das duas abordagens ocorrem nas situagoes em que o tamanho
amostral é grande (em relagdo ao populacional) e o maximo populacional ndo é muito menor
que o tamanho populacional (Figuras 4.15(a), 4.15(b), 4.19(a), 4.19(b), 4.21(a) e¢ 4.21(b)).
Por exemplo, no caso da Figura 4.19(a), as probabilidades de Hy : 6 < 90 sao 0,58 e 0,88,
sob os métodos de superpopulagiao e populacao finita, respectivamente, quando X,y = 90.
Para a Figura 4.15(b), essas probabilidades sao 0,37 e 0,73, quando X, = 40.

Nas amostras pequenas, as diferenca sdo menores, mas podem chegar a mais de 10%,
conduzindo & conclusdes distintas. Por exemplo, na Figura 4.20(a), as probabilidades de H
sob os modelos de superpopulacao e preditivista sao 0,09 e 0,23, respectivamente, quando
X(n) = 180. Nas situagoes em que o méaximo populacional é muito menor que a quantidade de
unidades populacionais (Figuras 4.16 e 4.17), quase nao ha diferenga entre os métodos, inde-
pendentemente do tamanho da amostra. As diferencas sao muito pequenas também quando
o valor de 0 é maior que o méximo populacional Xy, situagao na qual as probabilidades

ficam sempre muito proximas de 1 nos dois modelos avaliados.
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Figura 4.20: Valores da probabilidade a posteriori de Hy : 6 < 0y (X(ny < 0p) para N = 100,
n =20, Xy = 200.
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4.4 Distribuicao Multinomial

O modelo Bernoulli, apresentado na primeira secao deste capitulo, descreve uma situacao
na qual a caracteristica de cada unidade populacional pode assumir somente dois possiveis
valores, representados, numericamente, por 0 ou 1. Contudo, este modelo pode ser generali-
zado para uma versao na qual cada varidvel assume um entre M possiveis resultados, repre-
sentados pelos valores aq, ..., ay. Neste caso, consideramos que o vetor X = (X1,..., Xy)
é permutével e que X; assume valores no conjunto A = {ay,...,an}, a; €R, i =1,... N.

Nesta situagao, o interesse ¢ fazer inferéncia sobre o vetor de totais populacionais T'(X ) =
(Tl(X), . ,TM(X)), sendo 7T;(X) o total de elementos na populagao para os quais a carac-
teristica de interesse assume o valor a;, isto é, Tj3(X) = Zf\il I3 (Xi), j=1,...,N. Para
isso, definimos os vetores Y; = (I{al}(Xl-), o ,I{GM}(XZ-)), i=1,...,N,isto é, cada vetor Y;
tem dimensao M e apresenta o valor 1 na posicao k e 0 nas demais posicoes, quando X; = ay,
k=1,...,M,7=1,...,N. Desta forma, Y;,..., YN sao vetores aleatérios permutaveis

(Iglesias, 1993). Além disso, temos:
P(Xl :xl,...,XN :ZI}N) :P(lfl = yl,...,YN = yN); (410)

sendo y; = (Liayy (i), -, Lgapy(2i)), i =1,...,N.

Uma maneira simples de pensarmos neste modelo ¢ imaginarmos uma urna com N bolas
em que cada bola esta rotulada com algum dos nimeros aq, ..., ay diferentes. O interesse
estd em descobrirmos os totais de bolas de cada tipo dentro da urna, ou seja, o vetor
T= Zf\il Y, = (T4,...,Ty). O resultado a seguir apresenta a distribui¢ao a posteriori para
T segundo a abordagem preditivista para populacoes finitas, considerando uma amostra

(Y1,--,Yn), n < N.

Resultado 4.5. Sejam os vetores Yi,..., YN permutdveis descritos anteriormente e con-

sidere P(T = t) = p;, t € {(t1,...,ty) € NM ;. Zﬁl ti = N}, como a incerteza a priori a
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respeito do vetor T. Entao, sua funcdao de probabilidade a posteriori é dada por:

N —n
t—tie .ty —tar a
1 R S
P(T = t‘Yl =Y, Yn = yn) o ) | R S

N i=1
ty... .t

sendo t = (t1,...,ty) € NM com ]\i ti=Netys=>" y;= (tis,...,tas) € NM com
=1 =1

Zi]\il tis = n.

Demontragao: Da hipotese de permutabilidade, temos (Iglesias, 1993):

(—Jb)]{t}(zfl Yi)
ty.

Y,

Sejam y = (Y1,...,Yn), Yi € {€1,...,enm}, onde e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0), j =
J

1,...,M, e o conjunto S = {(Vpyi1,...,vn) € {€1,...,ens}V " : ij:nij =t —ts}.

Assim,

P(“:ylv"'uYn:yn‘T: )Z

:ZP(Y].:yla"'7Yn:ynyYn+1:Ivn—{—la"'aYN:vN‘T:t)

() ()

A distribuicao a posteriori de T' é entao dada por:

N —n
¥ 1 by —tys. . tar — L
S

P(T:t‘leyl,...,Yn:yn> x

o<P<Y1:y1,...,Yn:yn‘T:t>pt

N-—n
t1 —tis. ..ty — ts

N D,
t1...tm
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para t;; < t; gN—Z#Z.tjs,z’: 1,..., M.

A distribuicao apresentada no Resultado 4.5 representa a distribuicdo a posteriori do
vetor de totais populacionais T, dado a amostra (y1,...,¥y,). Nao é dificil verificar que esta
distribuigao coincide com a distribuicdo de T' dado o vetor de totais da amostra, > . | Y; =
ts.

Do ponto de vista bayesiano de superpopulacao, modelamos nao os totais, mas as propor-
¢oes populacionais, isto é, w = (my,...,mTy—1), onde 7; representa a proporcao de elementos
populacionais para os quais a caracteristica de interesse vale a;, i = 1,...,M — 1, de modo
que m; > 0e m + ...+ my_1 < 1. Assim, supomos que a incerteza a priori sobre 7 pode
ser modelada através de uma distribuicao Dirichlet de ordem M — 1, ® ~ Dir(a), com
a = (o,...,ap), a; > 0,7 =1,..., M. Supomos ainda que a sequéncia de vetores alea-
torias (Yy)n>1, dado 7, seguem distribuicdo Multinomial: (Y3, ),>1|7 & Mult(1, 7). Desta
forma, a distribuicao a posteriori de v também serd Dirichlet, com os parametros atualiza-

dos, isto é, 7| > " | Y; = ts ~ Dir(a + ts), e sua fungao densidade é dada por:

M

1
f(mts) = —— | [ w2ttt 4.11
| pla+t,) 11 (4.11)

M )

para ... 71 >0, M < Ly =1- M e Bla) = U@

P on)”
Considerando o modelo Multinomial descrito acima com M = 3, nossa analise contem-

plara dois problemas: o primeiro consiste em comparar duas proporcoes m; € T, de tal modo
que testaremos se uma proporc¢ao ¢ menor ou igual a outra, Hy : m; < 7w, ou simplesmente
se hé igualdade entre essas proporcoes, H(/) : m1 = . O segundo problema consiste em testar
simultaneamente se as 3 proporgoes sao menores que um certo valor fixo my € (0, 1), de tal
forma que a hipotese nula ¢ Hy : (o, {m < 7o}

Para estas analises, consideramos que, a priori, nao temos informagoes para privilegiar
nenhum ponto do espaco paramétrico e, portanto, utilizamos distribuicées uniformes multi-

variadas. Desse modo, modelamos a incerteza a priori através das seguintes distribuigoes:

o T ~ Unif(A), onde A = {(t,ts,t3) € N> : 327+, = N}, sob a abordagem prediti-

vista para populacoes finitas;
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e w~ Dir(1,1,1), sob o modelo de superpopulagao.

4.4.1 Comparacao entre duas proporcgoes

Considerando o modelo multinomial com 3 categorias (M=3), podemos avaliar a relagao
entre duas das 3 proporcoes envolvidas. Inicialmente, consideramos o caso de hipoteses
compostas nao precisas:

Hy:m < my (1.12)

Hy :m > m9

Para estas hipoteses, utilizaremos o teste de Bayes baseado em probabilidades a posteriori.
Neste caso, sob o enfoque bayesiano de superpopulagoes, a probabilidade a posteriori da
hipotese nula Hy : my < w9 €

n 3
P (HO
=1

0.5
— ajt+tis—1
E Y, = ts) / / Blatt ) | | 0 dmadmy (4.13)

onde m3 = 1 — m — w9, enquanto que, sob a abordagem preditivista para populacoes finitas,
a hipotese nula equivalente é Hy : T7 < T3 e sua probabilidade é dada por:

P (HO
i=1

N —
N t1s—t3s to < 3
by —t1s to — t2s l3 —1 s)
Z Yi= ts) Z Z ( N ) P H Ktisr N=5 3 (i)

ta=tog t1=t1s =1
l1 to t3

sendoc=> ., P(Y1=wy1,...,Y, = yn|T = t)p;, onde D = {(tl,tg,tg) € N3t +tytts =
N ety <t; <N =3t , i=1,2,3}.

No modelo de superpopulagio, a integral em (4.13) ndo tem forma analitica simples
e, desse modo, optamos por calculé-la através de métodos numéricos, utilizando simulacao
Monte Carlo. Para isto, o primeiro passo é a simulacdo de uma amostra com 10* elementos
da posteriori Dirichlet. A probabilidade a posteriori da hipétese nula é entao estimada pela
proporc¢ao de elementos amostrados nos quais m; é menor ou igual a my. Por outro lado, no
caso de populacoes finitas, a probabilidade de Hy é obtida somando todas as probabilidades

a posteriori dos pontos em que 77 é menor ou igual a 75.
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A Figura 4.22 exibe as probabilidades a posteriori de Hy considerando as abordagens
preditivista para populacoes finitas e de superpopulacao para uma populacao de tamanho
N = 100 e tamanhos amostrais n = 20 e n = 80, como funcao da estatistica suficiente
(t1s,tas) (nesse caso, equivalente a ts = > ., Yi = (tis,l2s,t35)). Observamos que, para
as amostras com tamanho 20, as superficies (representagoes graficas das probabilidades)
formadas para as duas abordagens sao bem similares. Neste caso, as maiores diferencas entre
as probabilidades a posteriori de Hy sao de pouco mais de 5% e ocorrem para t5 = (0,0, 20)
ets =(0,1,19).

Por outro lado, quando aumentamos o tamanho amostral para 80, o comportamento
das curvas é diferente, sendo mais suave no caso dos valores calculados sob a abordagem
de superpopulacao. No caso de populagoes finitas, os valores das probabilidades aumen-
tam de forma mais "rapida". As diferencas nas probabilidades a posteriori chegam a 33%
quando ts = (0,0, 80), mas ficam em torno de 20% para uma grande quantidade de possiveis
amostras. Por exemplo, se t; = (37,31, 12), entao as probabilidades sao 0,06 e 0,23, sob as
abordagens de populacoes finitas e superpopulacio, respectivamente. Para t5 = (39, 33, 8),
essas probabilidades sao 0,07 e 0,24.

Agora, considere que estamos interessados em saber se duas proporcoes sao diferentes.
Neste sentido, testamos as seguintes hipoteses:

Hy:m =m

(4.14)
Hl LT 7é Up)

Como a hipotese nula descrita em (4.14) é uma hipotese precisa, utilizaremos o FBST
para a realizacao do teste. Consideramos, primeiramente, o caso de superpopulacao. O pri-
meiro passo é encontrar o valor maximo da funcao densidade Dirichlet a posteriori sob a

hipétese nula que, neste caso, pode ser reescrita como

1

—Wal+a2+t15+t25_2 1—97 Oé3+t3s_1[ T . 4.15
i (= 2m) g o (m) . (015)

Jo(m|ts) =

5 ; Aed x _ agttistastios—2 ;
A funcdo fo(.|ts) atinge o valor méximo em 7} = S ton o=y~ Denominamos o valor

méximo desta densidade por f* = supr, co,1/2){fo(mi|ts)} = fo(mi|ts).
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(a) Populagao Finita, n = 20 (b) Superpopulagdo, n = 20

(c) Populagao Finita, n = 80 (d) Superpopulacdo, n = 80

Figura 4.22: Valores da probabilidade a posteriori de Hy : w1 < w9 (T1 < T3) para N = 100.
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O segundo passo é o calculo da evidéncia em favor de Hy, para o qual é necessario definir

a regiao tangente a hipotese nula
T, ={meS : f(mlts) > f*}, onde S={(m,m) R :m +m <1},

e entao calcular a evidéncia, dada por

3

ev({m = 7T2};ts) =1- / ; Hﬁf‘ﬁt”*ldmdﬂg ,

onde 13 = 7 — my. O célculo da evidéncia de {m; = m} é também feito através de simulagao
Monte Carlo. Neste procedimento, geramos uma amostra com 10* pontos da distribuicao
Dirichlet acima e calculamos os valores da densidade a posteriori destes pontos. A evidéncia
em favor de Hj é entao estimada pela propor¢ao de elementos com densidade menor ou igual
a f*.

Sob a abordagem preditivista, seguimos os mesmos passos para o calculo da evidéncia,
mas de forma mais direta, pois o maximo sob Hy é encontrado de forma simples e nao é
necessario utilizar simulacoes no calculo da evidéncia. Sob a hipotese nula, o valor méximo

f* é a maior probabilidade a posteriori quando 77 = T3 e é dado por

o))

que é bem simples de ser encontrado uma vez que ja temos calculadas as probabilidades a

f* = MAaX¢eN {P (Tl = t’TQ = t,Tg =N —2t

posteriori. A evidéncia a favor de Hy é entao a soma de todas as probabilidades a posteriori

que sejam inferiores ou iguais & f* e pode ser escrita como

ev({Th = Ta}its) =1 — > P(T:t in:g).
} i=1

{t-p(T=t|xr, Yi=ts)>s

A Figura 4.23 exibe as evidéncias em favor de H, em funcao da estatistica suficiente
(t1s,t2s), para amostras de tamanho 20 e 80, considerando as abordagens preditivista para
populacoes finitas e de superpopulacao. Observamos, assim como no problema anterior, que

para a amostra de tamanho 20, as superficies formadas pelas evidéncias sao muito parecidas,
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enquanto que para n = 80 as diferengas sao maiores, sendo uma superficie mais suave na
Figura 4.23(d) (modelo de superpopulacao) e as evidéncias crescem (e decrescem) mais
rapidamente na Figura 4.23(c) (modelo de populages finitas).

Considere a amostra com n=20 (Figuras 4.23(a) e 4.23(b)) e suponha que o valor ob-
servado da estatistica suficiente foi t; = (13,4, 3). Entdo, sob a abordagem preditivista, a
evidéncia em favor de Hy' obtida é 0,03, enquanto que, considerando o modelo de super-
populacao, este valor sobe para 0,07. Note que, devido & permutabilidade e & uniformidade
das distribuicoes a priori, os valores obtidos para as evidéncias em favor de H, seriam os
mesmos se o resultado amostral fosse t; = (4,13, 3).

Quando o tamanho da amostra aumenta em relacdo ao tamanho da populacao, as
diferencas nos valores das evidéncias se destacam mais. Para uma amostra que produza
ts = (33,47,0) ou ts = (47,33,0), a evidéncia calculada para populagdes finitas é 0,003, en-
quanto que sob o enfoque de superpopulagio este valor sobe para 0,48. Para t, = (30,40, 10)
(ou ts = (40, 30, 10)), estes valores sao 0,02 e 0,48, respectivamente. Outras grandes diferen-
cas também ocorrem, especialmente nas amostras em que os totais t1, e t9s SA0 pequenos em

relagao ao valor ts,.
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4.4.2 Testando proporcgoes simultaneamente

Ainda considerando o modelo Multinomial, abordamos agora uma nova situacao, na
qual estamos interessados em testar conjuntamente todas as proporgoes (totais) do vetor
7 (T). Uma das possiveis aplicagoes de testes conjuntos/simultaneos é, por exemplo, num
cenario de elei¢coes majoritarias com 3 candidatos, como discutido em Fossaluza (2008).
Neste cenério simplificado, podemos imaginar um pesquisador interessado em saber se havera
ou nao segundo turno num determinado pleito. Do ponto de vista estatistico, avaliar a
ocorréncia ou nao do segundo turno das eleicoes pode ser visto como um problema de

decisao, no qual devemos optar por uma das hipoteses:

Hy: N {m <0,5}

. (4.16)
Hy U {m > 0,5}

Desse modo, Hy indica que nenhum dos 3 candidatos terd mais do que 50% dos votos e,
portanto, havera segundo turno. Por outro lado, a hipdtese alternativa H; indica que pelo
menos um dos candidatos conseguird mais do que a metade dos votos e, portanto, nao sera
necessaria a realizagao do segundo turno das eleigoes.

Para testarmos as hipdteses em (4.16), utilizamos o teste de Bayes baseado na proba-
bilidade a posteriori da hipotese nula. Sob o modelo de superpopulacao, calculamos a pro-
babilidade de Hy a partir das distribui¢coes marginais dos elementos do vetor @ = (7, m2)
(lembrando que 73 = 1 — 1 — mg) da seguinte maneira:

P (HO

in:g) =P (ﬁ{m <0,5}

i Y = ts)
i=1

:1—P<O{m>o,5}

i E - ts)
i=1

3
:1—Zp<m>o,5
=1

3

=1

/1 I‘( Zi:l{ak‘ + tks}) 7Tl.oci+tis—l(1 o m)zj#{aﬁtjs}fldm .
0.5 F(Oéi + tis)F( Zj;éi{aj + tjs})

=1
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Sob o enfoque preditivista para populacoes finitas, a hipotese nula de que nao havera segundo
turno & Hy : ()2_,{T; < N/2} e sua probabilidade é:

P <H0

én:g) :ZP<T:t

teD

> Y= ts> :
i=1
sendo D — {(tl,tg,tg) EN ity <N <Yttty >Net, ftytt5= N}.

A Figura 4.24 exibe as probabilidades da hipdtese nula em funcao da estatistica suficiente
(t1s,t2s), para N = 100. Assim como nos casos anteriores, observamos, para uma amostra de
tamanho 80, uma superficie mais suave formada pelas probabilidades calculadas sob o0 modelo
de superpopulagao (Figura 4.24(d)). Os valores crescem (e decrescem) mais rapidamente sob
o modelo de populagoes finitas (Figura 4.24(c)).

Considerando amostra de tamanho 20, as superficies exibidas nas Figuras 4.24(a) e
4.24(b) sao parecidas, mas ainda ocorrem diferencas entre as probabilidades calculadas pelos
diferentes métodos. Por exemplo, se ts = (9,2,9), entdo a probabilidade de H, calculada
sob a abordagem preditivista para populagoes finitas é 0,53, enquanto que sob o enfoque de
superpopulacao esse valor cai para 0,48. Os mesmos valores ocorrem quando os totais da
amostra sao ts = (2,9,9) ou t; = (9,9, 2).

Para n = 80, as diferencas entre os métodos crescem, chegando a mais de 36%. Por
exemplo, para ts = (37,5,38) (ou para qualquer permutagdo dos valores deste vetor) a
probabilidade de H, sob o modelo de superpopulacao é 0,49, enquanto que para populagoes
finitas este valor é 0,85. Se t, = (38, 4, 38), as probabilidades sao 0,79 para populagoes finitas
e 0,42 considerando superpopulacao.

Anaélises considerando uma populacao de tamanho 500 sao apresentadas no Apéndice C.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos a abordagem preditivista, introduzida por de Finetti e que
é vista como uma forma menos "artificial"da abordagem bayesiana. Considerando uma po-
pulacao finita e a partir da suposicao de permutabilidade, apresentamos as distribuicoes a
posteriori dos parametros operacionais, obtidas sob a perspectiva preditivista, para alguns
modelos usuais.

Os objetivos principais foram a construcao de testes de hipoteses para os parametros
operacionais utilizando as distribui¢oes a posteriori construidas sob o enfoque preditivista
para populacoes finitas e a comparacao dos resultados destes testes com resultados obtidos
a partir dos modelos bayesianos usuais de superpopulagao. Foram consideradas hipoteses
simples, compostas, precisas e nao precisas e utilizados o teste de Bayes baseado na proba-
bilidade a posteriori da hipdotese nula e o FBST. Como no caso de hipoteses precisas (sob
o modelo de superpopulagio), a comparacao entre densidades e probabilidades é de dificil
interpretacao, consideramos uma extensao do FBST para casos em que a distribui¢ao a pos-
teriori do parametro de interesse ¢ discreta (modelo de populagoes finitas). A utilizacao deste
procedimento mostrou-se adequada para a comparacao dos resultados sob as duas aborda-
gens: além das analises serem baseadas nas mesmas quantidades (probabilidades a posteriori
de conjuntos tangentes a hipotese nula), vale ressaltar que no modelo de populagoes finitas,
a quantidade de pontos com probabilidade a posteriori positiva ¢, em geral, muito grande,
tornando a probabilidade da hipétese nula muito pequena.

Os primeiros modelos estudados foram o Bernoulli e o Poisson, nos quais o parametro

95
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operacional de interesse é o total (média) populacional. Para estas situac¢oes, observamos que,
dependendo da amostra obtida, os valores das probabilidades a posteriori da hip6tese nula
calculados sob a abordagem preditivista para populacoes finitas diferem dos calculados sob o
enfoque de superpopulacao. Além disso, esta diferenca cresce conforme o tamanho amostral
se aproxima do tamanho populacional. Quando utilizamos prioris informativas, observamos
que as probabilidades das hipdteses calculadas sob o enfoque de superpopulacao sao mais
influenciadas pelas distribuicoes a priori, sendo que as diferencas entre as probabilidades de
Hy quando passamos de uma priori uniforme para uma priori informativa sao menores no
modelo preditivista. No modelo Bernoulli, quando fixamos o total populacional e estamos
interessados em hipoteses unilaterais da forma Hy : m < mg (6 < 6y), os resultados dos testes
de hipoteses obtidos a partir do modelo preditivista para populacoes finitas foram melhores
do que os obtidos pelos modelos de superpopulacao, considerando amostras grandes. Para
amostras pequenas, as performances dos procedimentos sao equivalentes.

Para o modelo Uniforme discreto, estudamos o maximo populacional. Através das anélises
realizadas, constatamos que as diferencas entre as probabilidades nas duas abordagens nao
estao ligadas somente & relacao entre o tamanho amostral e o populacional, mas também
sao influenciadas pelo maximo populacional X(y), sendo que, quando este valor ¢ muito
menor que [V, as varidveis podem assumir poucos valores em N e, praticamente, nao existem
diferencas entre os métodos, mesmo com tamanhos amostrais grandes em relacao ao tamanho
populacional.

No caso multivariado, consideramos o modelo Multinomial de dimensao 3. Quando o
objetivo é fazer alguma afirmacao sobre a relagao entre duas das trés proporgoes envolvidas,
digamos 7, e 7y, observamos que as maiores diferencas entre os métodos ocorrem quando, na
amostra, a proporcao de elementos da terceira categoria é muito maior que as proporgoes das
outras duas categorias envolvidas em Hy. Por exemplo, nos casos Hy : m; < mp e Hé DT = T,
as maiores diferencas ocorrem quando a proporcao amostral 73 é proxima de 1. Isso ocorre,
pois, sob a abordagem preditivista, os pontos que descrevem que todos (ou quase todos)
os elementos da primeira e segunda categorias presentes na populacao ja foram amostrados
tém alta probabilidade. Quando o interesse é testar as trés proporgoes simultaneamente,

observamos novamente que as maiores diferencas ocorrem quando o valor de uma das 3
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proporgoes observadas na amostra fica proximo de zero.

Em geral, comparando os modelos de populacoes finitas com os seus correspondentes de
superpopulacao, gerados a partir das mesmas suposigoes, observamos que ocorrem grandes
diferencas nos resultados dos testes de hipotese quando o tamanho amostral é grande rela-
tivamente ao populacional. O crescimento e o decaimento das probabilidades e evidéncias
da hipotese nula sao mais suaves nos modelos de superpopulagao e mais sensiveis as flu-
tuacoes da estatistica suficiente nos modelos preditivistas para populacoes finitas. Assim,
consideramos que os modelos de populacoes finitas devem ser utilizados nas situacoes em
que o tamanho da populacao é conhecido e o tamanho amostral é grande relativamente ao

populacional.

5.1 Perspectivas Futuras

e Estudo das propriedades logicas do FBST quando aplicado a distribuicoes discretas.

e Avaliacao das diferencas entre as abordagens preditivista para populacoes finitas e de

superpopulacao para outras distribuicgoes.

e Desenvolvimento de resultados analiticos para as diferencas entre os resultados dos
testes de hipoteses produzidos pelas duas abordagens. Por exemplo, no caso Bernoulli,

considerando as hipoteses:

H0:9§90 (7T§7T0)

H129>90 (7T<7T0)
deve existir n* = n*(N,0p,¢) € N, com N € N, 0y € Ne e > 0, tal que paran > n*
’PPF(H()‘(I'l, .. ,In)) - PSup(HO‘(xla .. ,I’n)>‘ > €,

para certos valores de Z?Zl X;, onde Ppp e Pg,, denotam probabilidades sob as abor-

dagens preditivista para populacoes finitas e de superpopulagao, respectivamente.
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Apéndice A
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Multinomial

(a) Populagao Finita, n = 100 (b) Superpopulacdo, n = 100

400

(c) Populagao Finita, n = 400 (d) Superpopulacdo, n = 400

Figura C.1: Valores da probabilidade a posteriori de Hy : m1 < mo (T1 < Tb) para
N = 500.
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