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Resumo

Consideramos um modelo de regresséo linear simples, emrgoatzariavel res-

posta como a independente estdo sujeitas a censura iater€@mo motivacao

utilizamos um estudo em que o objetivo é avaliar a posséikdde previsdo dos
resultados de um exame audiol6gico comportamental a pgiresultados de
um exame audiolégico eletrofisiologico. Calculamos intleswale previsdo para
a variavel resposta, analisamos o comportamento dos estisg|ade maxima ve-
rossimilhanca obtidos sob 0 modelo proposto e comparamaesempenho com
aguele de estimadores obtidos de um modelo de regressaodingles usual, no
qual a censura dos dados é desconsiderada.

Palavras-chave:Regresséo linear, censura intervalar, intervalo de previsa
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Abstract

We consider a simple linear regression model in which botlalikes are interval
censored. To motivate the problem we use data from an autficnséudy de-
signed to evaluate the possibility of prediction of beheafithresholds from phy-
siological thresholds. We develop prediction intervalstfe response variable,
obtain the maximum likelihood estimators of the proposedi@h@nd compare
their performance with that of estimators obtained unddmarry linear regres-
sion models.

Key words: Linear regression, interval censoring, prediction ingé&rv
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento normal da linguagem e da fala depende, eutros fatores,

da integridade do sistema auditivo. Ao nascer, o cortextiaadio feto apresenta
trilhbes de conexdes neuronais, que se nao forem estinslledi@o no caso da
surdez, entram em um processo de definhamento (Northern e2@02). Por

ISSO, existe a necessidade de diagnosticar a deficiéndtavaloigyo nos primeiros

meses de vida, e, se necessario, dar inicio ao processcdoilgaeao.

Para o diagndstico da deficiéncia auditiva podem ser udiiggrocedimentos
comportamentais, eletroacusticos e eletrofisiologicoscdtlimentos comporta-
mentais, como a Audiometria Tonal Liminar (ATL) dependenrekposta cons-
ciente do individuo para uma tarefa solicitada. Os procedios eletroacusticos
e eletrofisiolégicos ndo dependem de uma resposta do paei@adem ser reali-
zados com o individuo em estado de sono ou sedado.

O procedimento considerado como o padrdo aureo para meadiias hudi-
tivo (menor intensidade de um som que o individuo € capazve) @a ATL. Em
recém-nascidos e criancas que ainda ndo conseguem resligaxame, o limiar
auditivo pode ser estimado pelo limiar eletrofisiolégic@(rar intensidade de um
som capaz de gerar uma atividade elétrica captavel nasugasuneuronais) por
meio do exame conhecido como Resposta Auditiva de EstadedEGRAEE).

Em um estudo realizado por Duarte (2007), o objetivo erdigvaria apli-
cabilidade do RAEE para prever os limiares auditivos obtiomsATL. Nesse
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estudo, os dois exames (ATL e RAEE) foram aplicados em 48 tanfias, com
idade entre 7 e 30 anos, atendidos pela Clinica de Fonoag@iala Faculdade de
Odontologia de Bauru (FOB) e pelo Centro de Pesquisas Audaaégio Hospi-
tal de Reabilitacdo de Anomalias Craniofaciais (CPA-HRAC), abstituicoes
da Universidade de Sao Paulo (USP). Parte dos dados deste estontra-se na
Tabela 1.1. Estes valores foram obtidos por ATL e por RAEE pardom com
freqiiéncia de 4,0 kHz e foram medidos em decibel Nivel de ghal{dBNA).

Tabela 1.1: Valores utilizados na clinica como limiar audite eletrofisiolo-
gico (dBNA) e intervalo de censura destes valores obtidosApbre RAEE da

orelha direita (OD) para um tom com frequéncia de 4,0 kHz
Ind ATL RAEE Ind ATL RAEE

1 75(70;75] 75(70;75] 25 45 (40:45] 60 (55;60]

2 25(20;25] 30(25;30] 26  55(50;55] 115 (110;115]
3  5(0;5] 40(3540] 27  85(80;85] 100 (95;100]
4 20(15;20] 40(35:40] 28 70 (65:70] 90 (85;90]

5 40(3540] 35(30;35] 29 105 (100;105] 115 (145)
6
7
8
9

40 (35;40] 70(65;70] 30 115(11By) 118 (11834c0)

55 (50;55] 80(75;80] 31 100 (95;100] 115 (110;115]
30(25;30] 40 (35;40] 32 75 (70;75] 70 (65;70]

45 (40;45] 80 (75;80] 33 75 (70;75] 100 (95;100]

10 25(20;25] 35(30;35] 34 95(90;95] 110 (105;110]
11 70(65;70] 80(75;80] 35 80 (75;80] 95 (90;95]

12 60 (55:60] 70(65:70] 36 115(110:115] 110 (105;110]
13 50 (45;50] 60 (55;60] 37 90 (85;90] 118 (11&)
continua

10 termo decibel é utilizado expressar uma quantidade fégiedquer em relagéo a um valor
de referéncia. Em particular, a mensuracéo da intensideea pode ser feita quantificando-se a
relaco entre a pressdo sonora de um determinado tom e undegdoesséo sonora de referéncia.
Quando esta intensidade é dada p@ia = 20log(P/Po), sendoP o valor de pressao sonora
do tom ePq 0 valor de pressdo sonora minima para que um tom de detemrireafiéncia seja
audivel em individuos normais, dizemos que a intensidaderddoi medida em dBNA (Russo,
1999). Exemplo: para um tom de 1000 HPg,= 20uPa, logo, se o limiar auditivo do individuo &
de 0 dBNA, a presséo sonora minima necessaria para quednadgscute o som é de2Pa.
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Ind ATL RAEE Ind ATL RAEE
14 50 (45:50] 60 (55;60] 38 115(110:115] 118 (148
15 65 (60:65] 70 (65;70] 39 110(105;110] 108 (103;108]
16 45 (40:45] 60 (55;60] 40 110 (105;110] 100 (95;100]
17  60(55;60] 100 (95:100] 41  0-¢0;0] 10 (5;10]

18 75 (70:75] 85(80;85] 42 115 (115v) 118 (118:)
19 115 (115+c0) 118(113;118] 43 115(110;115] 110 (105;110]
20 70(65;70] 110 (105;110] 44 115(110;115] 118 (148)
21 50 (45;50] 70 (65;70] 45 110(105;110] 115 (110;115]
22 55 (50:55] 65 (60;65] 46 115 (1150) 118 (118300)
23 70(65;70] 100 (10@0) 47 115 (115+c0) 118 (113;118]
24 70 (65;70] 80 (75;80] 48 115 (115p) 118 (1183)

Nesse estudo, foram avaliados os limiares auditivos eofitidgicos das
duas orelhas para tons de 0,5, 1,0, 2,0 e 4,0 kHz. O primeznmexealizado foi
o0 ATL. Nesse exame, as medidas dos quatro tons foram obtidtasimmente
em uma orelha e depois na outra. A ordem em que os tons foraradqs foi:
0,5, 1,0, 2,0, e 4,0 kHz. A escolha da primeira orelha foiizada de forma
sequencial, alternando-se os lados de acordo com a adndss§acientes. Para
0 RAEE, valores de até 80 dBNA foram testados simultaneamendegs quatro
tons e para as duas orelhas (Lins e Picton, 1995). Acima dalste as medidas
dos limiares restantes foram feitas primeiro em uma oreldap®is na outra,
seguindo a mesma ordem de lado estabelecida para o examé. deufilizando
aordemde: 0,5, 4,0, 1,0 e 2,0 kHz, para teste dos tons.

Para determinar o limiar auditivo ou o limiar eletrofisialdg utiliza-se o se-
guinte procedimento: a partir de um determinado valor dmsitlade, estipulado
por especialistas, um estimulo sonoro (um tom de determifnradiéncia) € envi-
ado ao individuo através de fones. Se houver resposta (ctanmmntal, no caso
da ATL ou eletrofisiolégica, no caso da RAEE), a intensidadmsdoé diminuida
de 10 em 10 dBNA. Quando ndo ha mais resposta, a intensidadendoaumen-
tada de 5 em 5 dBNA até que ocorra resposta novamente e esssidate de
tom € utilizada na clinica como o limiar auditivo, no caso d& & como o limiar
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eletrofisiologico, no caso da RAEE. Quando n&o ha respostataouto inicial,
a intensidade € aumentada de 10 em 10 dBNA até que haja regpdstis
diminuida de 5dBNA para determinar o valor que sera utilizaatao limiar.

Utilizando-se este procedimento, sabe-se apenas queraledimiar pertence
a um intervalo de amplitude de 5 dBNA. Nesta situacao, dize&mue® valor do li-
miar esté sujeito a censura intervalar (Klein e Moeschloet§97). Na Tabela 1.1
encontram-se tanto os valores obtidos através deste jmmea@d, quanto os in-
tervalos de censura correspondentes. O individuo 1, par@reapresenta limiar
auditivo e eletrofisiolégico, maior que 70 dBNA e menor ou Igu@s dBNA.

Na mesma tabela, é possivel verificar a existéncia de vadonegue a Unica
informacé&o disponivel € a de que o valor do limiar auditivoehor ou igual a O.
Também encontramos casos em que a Unica informacao dispérdvde que o
valor do limiar auditivo ou eletrofisiolégico € maior que @iga constante. Isto
pode ocorrer porque os valores de intensidade utilizados peis exames estao
restritos a valores minimos e maximos. A intensidade minéstada para todos
o0s tons nos dois exames foi de 0 dBNA. As intensidades maxitii@adas para
ATL foram: 115, 120, 115 e 115 dBNA para ostons de 0,5, 1,0, 2,0 &Hz, res-
pectivamente. Para a RAEE, os valores maximos utilizadesrfod17, 121, 119
e 118 dBNA para os tons de 0,5, 1,0, 2,0 e 4,0 kHz, respectivi@mitilizando a
denominacédo dada por Klein e Moeschberger (1997), dizen®gxjstem valo-
res censurados a esquerda (valor de ATL do individuo 41, ymmglo) e valores
censurados a direita (valores de ATL e RAEE do individuo 48egemplo).

No exame de RAEE também pode ocorrer censura a direita, pgrageecada
individuo, acima do limiar auditivo, existe um valor de imt@&lade desconhecido
gue pode causar desconforto. Se ndo houver resposta sletégfica até esse va-
lor, € necessario interromper o exame de RAEE para ndo caarsas do sistema
auditivo; foi o que ocorreu com o individuo 23, por exempleshkk caso, a Unica
informacéao disponivel é que o limiar obtido por RAEE é maice @00 dBNA.



Nas Figuras 1.1 e 1.2 encontram-se os graficos de dispers@&asrvalores
utilizados na clinica como limiares, obtidos por ATL e por RARara cada orelha
e freqUiéncia, além de um segmento de reta com inclinacéo°deOtbgréaficos
sugerem a existéncia de associagao linear entre os valurdepor ATL e por
RAEE. Também é possivel notar que os valores obtidos por RARIgeeal, sdo
maiores do que aqueles obtidos por ATL.

O principal objetivo deste trabalho é prever o limiar awditibtido por ATL a
partir do limiar eletrofisioldgico obtido por RAEE, e deterai e o erro de previ-
sdo. Se nos restringissimos a analise dos dados de uma enatha freqiéncia,
e, se os limiares dos dois exames nado fossem censuradogapooedizer que 0
objetivo deste estudo € ajustar um modelo de regresséo simeples:

Y = a+BX + ¢ (1.1)

em quea e B sao parametros do modely, representa o limiar auditivo do i-
ésimo individuo obtido por ATLX; representa o limiar eletrofisiolégico do i-
eésimo individuo obtido por RAEE; sdo variaveis aleatorias independentes, com
distribuicdoN(0, o), i = 1, ..,n, en € o tamanho da amostra

Para prever o limiar auditivo obtido por ATL utilizando o lan eletrofisio-
l6gico obtido por RAEE, bastaria utilizar métodos usuaisapagressao linear
simples (Neter et al., 1996). Quando a variavel respostavauiavel explicativa
estdo sujeitas a censura, este modelo pode gerar estisnativi@sadas.

Na literatura de modelos de analise de sobrevivéncia, mteemsura a direita
do Tipo | é utilizado quando o evento de interesse s6 é old@s@ocorrer antes
de um tempo predeterminado. Por exemplo, para estudar o téengobrevida de
N lampadas, um pesquisador aguarda até um tempo predetémn(lna conta o
namero de lampadas queimadas. O tempo de sobrevida doad-éslividuo (T;)

é dado pelo minimdg, T). A diferenca entre a censura do Tipo | e a censura do
Tipo Il, € que no segundo caso, ndo existe um tempo predet@dmpara encerrar

o estudo. O término s6 ocorre quando um numero predetermidadventos
ocorrer. Utilizando o mesmo exemplo das lampadas, o pestpisd encerra o
estudo quando um numero predeterminaxidasN lampadas queimarem. Entéo,
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Figura 1.1: Graficos de dispersao entre os valores utilzadalinica como limi-
ares auditivos obtidos por ATL vs valores utilizados naiciirtomo limiares ele-
trofisiolégicos obtidos por RAEE para cada orelha e freqi@@naée 0,5 e 1,0 kHz.
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Figura 1.2: Graficos de dispersao entre os valores utilzadalinica como limi-
ares auditivos obtidos por ATL vs valores utilizados naicirtomo limiares ele-
trofisioldgicos obtidos por RAEE para cada orelha e freqiéme 2,0 e 4,0 kHz.
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guando a censura é do Tipo I, € possivel saber a priori, 0 ralohe valores
censurados.

Para um modelo de regressao linear simples, em que a varéppeista esta
sujeita a censura do Tipo | a direita, a funcéo de verossamda é:

n

o +00 (1-61)
L(Q,ﬁ, 0-2; X, y) = 1—[ [f(yl1 Xi’a,’ﬁv 0-2)] |:]I: f(Z1 Xi’a’ﬁ’ 0-2)d2:| (12)

CS

i=1

em que

i (e +,8Xi)))’ (1.3)

1
f(yh X, a’ﬁv 0-2) = exp( 20-2

V202

0, uandoy;, > C
5 = AAnE (1.4)
1, quandoy; <C,
C é o ponto de corte de censusa= (Y1,Y2,...Yn) € X = (X1, X2, ..., Xp) S0 0S

valores observados dée= (Y1, Y,.., ;) € X = (Xq, Xz, ..., Xp).

Glasser (1965) prop6s estimadores de maxima verossimdhaara os para-
metros de um modelo de regressao linear multiplo, em que&/ehresposta tem
distribuicdo normal e esta sujeita a censura do Tipo | atdir€iomo exemplo, ele
considerou o ajuste de um modelo de regresséo linear, eiogaritmo natural do
tempo de sobrevivéncia de individuos com determinada doermpas variaveis
independentes.

Problemas similares, em que a variavel resposta estéasajeinsura também
s&o encontrados na area ambiental. E comum encontrarésijagm que o obje-
tivo € estudar a associacéo entre a concentracéo de desdmmiontaminante (va-
riavel resposta) e outras variaveis independentes. A calosorre porque nao é
possivel mensurar a concentracao do contaminante abaixo timite de detec-
cdo. Para resolver este problema, (Haas e Jacangelo, H98I3¢m propuseram
uma solucéo por maxima verossimilhanca. Utilizando sigi#a, compararam as
estimativas obtidas por maxima verossimilhanca com aastias obtidas pelo
método de minimos quadrados apés a eliminacao das respestagadas. Para
niveis de censura entre 25% e 75%, as estimativas obtidasgpama verossimi-
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Ihanca apresentaram um viés menor e uma variacdo menorajaatistribuicao
assumida para os erros era normal. Nos casos em que a dgstoilassumida para
0s erros era lognormal, as estimativas apresentaramameite 0 mesmo grau
de viés e variabilidade.

Na area de Econometria, Tobin (1958) propds o uso de estasabbtidas
por maxima verossimilhanca para um modelo semelhante aegnessao linear
multipla em que a variavel resposta esta sujeita a censisquierela. O modelo
adotado foi:

ﬁtXi + €, seﬂtxi +¢>0

yi = (1.5)

0, sef'x;+ <0

7

em queB = (Bo.Bu1,-..Bp) € um vetor de parametros, = (X1, Xiz, ..., Xip)" €
um vetor com valores das varidveis explicativas para omm@sndividuo eg ~
N(0, o) séo variaveis aleatérias independentes que representasateatorios.

Amemiya (1973) aprimorou e estendeu esse modelo, provamel®s) esti-
madores de maxima verossimilhanca sdo consistentes e gudisttibuicdo é
assintoticamente normal. A diferenca entre esse modeloamtesiores, é que
a variavel resposta ndo é uma variavel censurada, mas sitadarao valor O.
Nesse modelo atribui-se uma probabilidade positiva a stapwla. Pode-se di-
zer que é um modelo de dados censurados, adaptado para @aasa dariavel
limitada. Ele pode ser utilizado, por exemplo, quando avatiresposta € o gasto
familiar com algum bem duravel num determinado periodo.

Além do método de maxima verossimilhanga, outros métodasf@ropos-
tos para o caso de um modelo de regresséo linear, em que ermrdbstribuicao
normal e a variavel resposta esta sujeita a censura do Tigiodita. O metodo de
Schmee e Hahn (1979) consiste no uso iterativo do método nienod quadra-
dos, substituindo-se os valores censurados pelos vakpesaglos até que ocorra
convergéncia. Para um modelo de regressao linear simplag e a variavel esta
sujeita a censura do Tipo | a direita com limite de censura gext C, o valor
esperado quandg > C é dado por (Schneider, 1986):

¢(z)

(1.6)
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em que:
Uy, = @ + B 2.7
C-u,

(o

(1.8)

e ¢(2) e ®(2) séo as funcdes densidade de probabilidade e distribuiespecti-
vamente, de uma distribuicdo normal padrdo. As estimaiieiis ¢, 3© e

50, s&o obtidas pelo método de minimos quadrados, utilizasdtados como

se inexistisse censura. No segundo passo, o valor esparadados censurados,
;1;(0), € obtido utilizando (1.6) e (1.8), com a substituicdo ddsres dos parame-
trosa, 8 e o, por suas estimativas iniciai$”; 3@ e . Na iteracdo seguinte, 0s
valores censurados s&o substituidos pelos valores essmgd. Entdo, novas
estimativas der, 8 e o, sdo obtidas por meio do método de minimos quadrados.
Com estas novas estimativas{” 3 e &), os valores esperados dos dados
censurados sao re-estimados e 0 processo se repete at@qaeaonvergéncia.

Aitkin (1981) aplicou o algoritmo EM (Dempster et al., 19para calcular as
estimativas de maxima verossimilhanca, comprovou que odogtroposto por
Schmee e Hahn (1979) gera estimativas diferentes daquaida®por maxima
verossimilhanca apenas parae sugeriu o uso de uma correcdo para amenizar o
viés da estimativa de? obtida por maxima verossimilhanca.

Chatterjee e McLeish (1986) propuseram uma modificacdo dodoéte Sch-
mee e Hahn (1979) e explicitaram as equacdes de maxima weilbasica para
0 caso em que a variavel resposta de um modelo de regressaoridltipla esta
sujeita a censura aleatéria (este tipo de censura ocorrelgua valor observado
€ dado pomin(T;, C;), ondeT; e C; sdo variaveis aleatdrias independentes, que
representam os valores de interesse e de censura, reapesite, para a i-ésima
unidade amostral). Sharma et al. (1995) estenderam oda@ssilde Schmee e
Hahn (1979) para o0 caso em que a variavel resposta estasuinsura interva-
lar.

Thompson e Nelson (2003) estenderam os resultados de Ali881) para o
caso em que a variavel resposta esta sujeita a censura adesque censura in-
tervalar. Esses autores encontraram este tipo de censanalksar niveis de con-
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taminante classificados como quantificavel, detectado &mguantificavel e ndo
detectado. No primeiro caso o valor do nivel de contamingntda i-€sima uni-
dade amostral é conhecido, no segundo caso, sabe-se apend3s g y; < LQ

em queLD e LQ representam os limites de deteccdo e quantiicacao, respect
mente (0< LD < LQ) e no terceiro caso, sabemos apenasyjue LD. Para
avaliar as estimativas obtidas por maxima verossimilhasgautores realizaram
simulacdes, considerando um modelo de regresséo lineptesinem que a va-
ridvel resposta estava sujeita a censura a esquerda ealaterCompararam 0s
resultados com aqueles obtidos pela substituicdo dosegatensurados, pelo va-
lor do ponto médio dos intervalos de censura. Nesses moadelasiavel resposta
considerada fdn(Concentracéo do contaminante); no caso de censura a eaquerd
os dados foram substituidos po(¢(0 + LD)/2) e no caso de censura intervalar os
dados foram substituidos plow((LD + LQ)/2). A distribuicdo normal foi adotada
para o erro do modelo. O erro do modelo foi simulado utilizaad a distribuicéo
normal e a distribuicdo qui-quadrado com deslocamentbizada para verificar

a robustez dos estimadores para 0s casos assimétricog)d@iaalos os dados
detectados mas néo quantificavéiB (< y; < LQ) foram considerados como cen-
surados a esquerdg « LQ), o método de substituicdo resultou em estimativas
com grau consideravel de viés. As estimativas obtidas paimaéverossimi-
lhanca apresentaram pouco viés nas simula¢cdes em que coemodelo tinha
distribuicdo normal, porém o método por maxima verossiniga ndo se mos-
trou robusto para estim@rnas simulacdes em que o erro nao tinha distribuicao
normal.

Nos estudos considerados anteriormente, 0 objetivo paherra determinar
métodos para estimar os parametros de um modelo de regtessieem que o
erro tem distribuicdo normal e no qual a variavel respostassgeita a censura.
Lachenbruch et al. (1995) estudaram o modelo de regressgar kimples, com
variavel independente sujeita a censura do Tipo | a dirgitapuseram a substi-
tuicdo dos dados censurad®$,= min(X;, C), pelo valor esperadg[X;|X; > C].
Concluiram que as estimativas obtidas por este método sa&nmisadas.

Austin e Brunner (2003) estudaram um modelo de regresséar lioen duas

11



variaveis independentes (com distribuicdo normal bidaiaem que uma das va-
riaveis estava sujeita a censura do Tipo | a direita. Atrdeésmulacdes, conclui-
ram que a variavel independente sujeita a censura pode tamagirobabilidade
de erro do Tipo | da outra variavel independente. Sob estenmeasodelo, Austin
e Hoch (2004), compararam as estimativas obtidas por cirétoduos diferen-
tes: método de minimos quadrados considerando todos os dadm se a cen-
sura inexistisse, método de minimos quadrados consideegpahas 0s dados ndo
censurados, método por maxima verossimilhanca considieraicensura e dois
meétodos em que os valores censurados sao substituidodgesvesperados. Os
resultados das simulacdes mostraram um viés menor paréiraatess obtidas
por maxima verossimilhanca e pelo método de minimos quadremhsiderando
apenas os dados nao censurados.

Gomez et al. (2003) consideraram o caso de um modelo de ségrésear
simples no qual a variavel independente € discreta e s@jainsura intervalar
e utilizaram o método EM para estimagéo dos parametros. |&jdes realiza-
das para comparar estimadores obtidos sob o método prapmstestimadores
de minimos quadrados utilizados ap0s a subsituicdo dosegat@nsurados pe-
los valores dos respectivos pontos médios dos intervalaedgura, indicaram
melhores resultados para o0 método proposto pelos autores.

Neste trabalho, estendemos alguns desses resultados @asa de um mo-
delo de regressao linear simples em que ambas as varia@sageitas a censura
intervalar. Os objetivos sao propor um modelo de regressdarisimples em que
ambas as variaveis estao sujeitas a censura intervalapatarmos os estima-
dores de minimos quadrados obtidos sob um modelo de regrassér simples
usual em gque se desconsidera a censura com agueles obtidgodxdma verossi-
milhanca sob o modelo proposto e propor um método de prepesa@oo modelo
proposto.

O modelo é descrito na Secédo 2. Tanto o modelo proposto qaantalelo de
regressao linear simples em que se desconsidera a censwjasados a dados
como da Tabela 1.1 para tons de 0,5, 1,0, 2,0 e 4,0kHz de cadalasnore-
Ihas e sé@o apresentados na Sec¢do 3. O método de previsaddattes da ATL é
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apresentado na Secao 4. Na Secao 5, consideramos um essidw@€do para
comparar os estimadores de maxima verossimilhanca sob eloq@wposto com
os estimadores do modelo de regresséo linear simples usugue se desconsi-
dera a censura e a discussao dos resultados é feita na Sec¢éo 6.
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Capitulo 2

Modelo e funcao de verossimilhanca

Para incorporar a censura das duas variaveis ao modelordeséag linear simples
(1.1), vamos assumir que a variavel aleatéigem distribuicdo normal e qu§
e ¢ sdo independentes. O modelo resultante é:

Y = a+BX + ¢ (2.1)

em queY; € uma variavel aleatoria que representa o valor da i-ésima unidade
amostral X; é uma variavel aleatoria que representa o valoX di i-€sima uni-
dade amostral, consideramos dfjesdo variaveis aleatorias independentes, cuja
distribuicdo éN(ux, 02), & sdo variaveis aleatdrias independentes, cuja distribui-
cdo éN(0,0?), X; e g sdo independentes,= 1..n, em quen € o tamanho da
amostra. Os parametros do modelo s&o agrupados nodvet(r, B, o, ux, o).

Como todos os valores d¢ e X; sdo censurados de forma intervalar, a res-
posta do i-ésimo individuo pode ser representada pelo detwariaveis aleaté-
rias (Yins,, Ysup> Xinfi» Xsup), que sdo os limites inferior e superior dos intervalos
de censura d&; e deX;, respectivamente. Assumimos q¥g; < Ysu, € que
Xin, < Xsup, I = 1..n. A funcéo de densidade de probabilidadeYdeondicio-
nada aos valores d¢ = x e a funcdo densidade de probabilidadeXdsdo dadas,
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respectivamente, por

_ 2
f(yl X a,B,0) = \/;T_O_Zexp(—(y (;(;2,3 X) ) (2.2)
_ 2
f(X | oy, o) = \/;T_Gzexp(—(xz (f;) ) (2.3)

A funcéo de verossimilhand&®; Yint, Ysup, Xint» Xsup) = L(6) € dada por

n Ysup  (~Xsup
L= ] fy |t xap oy @4)
i=1 inf; inf;

em que Yin = (YinfeYinto s Yinta)s Ysup = (Ysups Ysups - Ysup)s
Xint = (Xinfys Xinfp» > Xinf,) € Xsup = (Xsup» Xsups - Xsup,), SA0 0S valores obser-
vados deYins, Ysup, Xinf, € Xsup, Parai = 1,..,n, respectivamente.

As estimativas de maxima verossimilhané@\() podem ser calculadas por
meio do método iterativo de Newton-Raphson, veja, por exemplisted (1988),
aplicado ao logaritmo da funcéo de verossimilhah@,= In(L(#)) e € dado por

n Ysup Xsup
() = Zh’] (f f f(y| % a,p, O')f(Xl,uX,O'X)dXdy) (2.5)
i=1

Yinf; Xinf;

O célculo da estimativadf,,) através do método de Newton-Raphson, as ex-
pressoes das derivadas parciia(le), e da matrix Hessian#(6), sdo apresentadas
nos Apéndices A e B, respectivamente. Utilizamos o pacoteatanional Ma-
ple 9.5 (Maplesoft, 2004) para realiza-los.
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Capitulo 3

Ajuste dos modelos

O ajuste do modelo de regresséao linear simples usual fazaelal considerando-
se valores de ATL e RAEE utilizados na clinica como limiareserplos destes
valores podem ser vistos na Tabela 1.1. Denotamos os valbtiess por ATL e
por RAEE, para o i-ésimo individuo pdt e X;, respectivamente.

Para o modelo proposto denotams, € Ysuy, respectivamente, os limites
inferior e superior de censura do limiar de ATL do i-ésimoividlo, e Xi; e
Xsup, respectivamente, como os limites inferior e superior aseea do limiar de
RAEE do i-ésimo individuo. Exemplos de intervalos de censbiservados sob
0os métodos ATL e RAEE podem ser vistos na Tabela 1.1.

Os resultados do ajuste dos dois modelos para cada tom a ersdbntram-
se na Tabela 3.1. Em geral, se compararmos o0 modelo propast® aisual,
notamos um aumento nos valores das estimativas(d¢ e uma diminuicao das
estimativas dg (3).

Apesar disso, observando as Figuras 3.1 e 3.2, ndo é pgssigeber diferen-
cas relevantes entre os resultados obtidos sob os dois@sodemaior diferenca
encontrada, foi para o tom de frequéncia de 4,0 kHz na orslinaeeda: aumento
na estimativa de de 47% e diminui¢cao na estimativa glele 10%. Com relacao
as estimativas de (&), as diferencas absolutas encontradas foram no maximo de
1 dBNA.

Definimos o residuo ordinario do ponto meda)(para o i-esimo individuo
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Tabela 3.1: Estimativas dos parametros do modelo de régressial e do modelo de regressdo proposto e a variacao

percentual dos valores obtidos sob o modelo proposto egéieEo modelo usual

o W O o1 P R, O

Freqiiéncia (kHz) Orelha ModeIAo usual Modelf) proposto Vari:iu;éo %

a (EP) B (EP) o a (EP) B (EP) o a B

0.5 oD -19(6) 1,03(0,07) 13 -15(6) 0,97 (0,07) 13 18 -6

OE -13(7) 0,97 (0,08) 15 -11 (7) 0,93(0,08) 15 15 -3

1.0 oD -10(5) 1,00 (0,06) 11 -9(5) 0,98 (0,06) 11 9 -2

OE -9(6) 0,99 (0,07) 14 -11 (6) 1,02 (0,08) 15 -17 3

2.0 oD -6 (4) 0,97 (0,05) 11 -5(4) 0,95 (0,06) 11 20 -2

OE -7(5) 1,00(0,06) 11 -7(5) 1,00 (0,07) 12 -1 0

4.0 oD -13(6) 1,01 (0,07) 14 -13(7) 0,98 (0,08) 15 5 -2

OE -11 (6) 0,97 (0,07) 13 -6 (6) 0,87 (0,07) 13 47 -10




como
& = Ypmi — Ypmi .1 €C (3.1)

em que

Yomi = amv +BMVXpmi,i €C, (3.2)

Ypmi € 0 ponto medio do interval®igs,, Ysupl, Xpmi € 0 ponto médio do intervalo
(Xint;» Xsupl, @mv e Buv Ssdo as estimativas de maxima verossimilhanca €
sob 0 modelo proposto@ = {i | — oo < Xing,, Yinf;» Xsup» Ysup < °J-

Para avaliar se a suposi¢cdo de homocedasticidade do madplusio € acei-
tavel, gréficos de dispersao entre os valores dos residymsndo médio padroni-
zados € /owv) € 0s valores ajustados do ponto médign(J estdo apresentados
nas Figuras 3.3 e 3.4. Nenhum deles sugere heterocedagécid

Para avaliar a suposicao de normalidade;d® modelo proposto, os limites
inferior e superior de censura dos residuos foram calcslaBara isto, conside-
ramos

9(X) = amv + Buv X (3.3)
e definimos
1 .
Irping, = —min(f1;, f2;, 3, 14) (3.4)
O MV
|rpsup = Aima>(f1i, f2, 13, f4i) (3.5)
g mv
com
f1i = lim (y-%(x) (3.6)
inf;
X=Xinf;
f2, = _Iim (y-¥(x) (3.7)
Y—Ysup
X%Xinfi
f3i = lim (y-9(x) (3.8)
X—>Xsu;|q
f4 = lim (y-y(x). (3.9)
sup
X—Xsup
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Figura 3.1: Ajustes do modelo usual e do modelo propostogmfieeqiiéncias de
0,5e 1,0 kHz.
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Figura 3.2: Ajustes do modelo usual e do modelo propostogmfieeqiéncias de
2,0 e 4,0 kHz.
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Figura 3.3: Graficos de dispersao entre os residuos do pagdgmadroniza-
dos € /omv) € os valores ajustados do ponto mégig,() para o modelo proposto

para cada orelha para as frequiéncias de 0,5 e 1,0 kHz
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Figura 3.4: Graficos de dispersao entre os residuos do pagdgmadroniza-
dos €' /owv) e os valores ajustados do ponto mégig,() para o modelo proposto

para cada orelha para as freqténcias de 2,0 e 4,0 kHz
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Figura 3.5: Exemplo do calculo dil;, 2, f3; e f4;, considerando os valores:
(Xint;» Xsup] = (60,65] € Wint., Ysup] = (70, 79]
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Os termodrpins, € Irpsup, Correspondem respectivamente, aos limites inferior e
superior de censura do i-ésimo residuo padronizado, enorgue a estimativa
de maxima verossimilhanca desob o modelo proposto.

Na Figura 3.5 apresentamos um exemplo do calculdXef2, f3; e f4
considerando os intervalosxfs, Xsup] = (60, 65] € {/inf.. Ysup] = (70,75]. Na
Tabela 3.2, encontram-se os limites de censura do modedtadfupara os dados
da orelha direita para o tom de 4,0 kHz. Podemos observaparaeos pares em
gue ATL e RAEE sao censurados a direita, ndo é possivel defifimites de
censura dos residuos.
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Tabela 3.2: Intervalos de censura do limiar auditivo e efisiologico (dBNA),
obtidos por ATL e RAEE da orelha direita (OD) para um tom congffiéncia
de 4,0 kHz e valores dé&l;, f2;, f3; e f4; e dos limites de censura dos residuos

padronizados

Individuo ~ ATL RAEE  f1 f2 3  f4  Residuo
padronizado
1 (70:75]  (70:75] 14,0 19,0 9,1 141 (0,59:1,24]
2 (20:25]  (25:30] 8,1 131 32 82 (0,21:0,85]
3 (0:5] (35:40] -21,7 -16,7 -26,6 -21,6 (-1,74:-1,09]
4 (15:20]  (35:40] -6,7 -17 -116 -6,6 (-0,76:-0,11]
5 (35:40] (30:35] 18,2 23,2 13,3 183 (0,86:1,51]
6 (35:40]  (65;70] -16,1 -11,1 -21,0 -16,0 (-1,37;-0,73]
7 (50:55]  (75:80] -10,9 -59 -158 -10,8 (-1,03:-0,39]
8 (25:30] (35:40] 3,3 83 -1,6 34 (-0,11;0,54]
9 (40:45]  (75:80] -20,9 -159 -258 -20,8 (-1,68:-1,04]
10 (20:25]  (30:35] 3,2 82 -1,7 33 (-0,11;0,53]
11 (65:70] (75:80] 41 91 -0,8 42 (-0,06:0,59]
12 (55:60] (65;70] 3,9 89 -1,0 4,0 (-0,07:0,58]
13 (45:50]  (55:60] 3,7 87 -1,2 38 (-0,08:0,56]
14 (45:50] (55:60] 3,7 87 -1,2 38 (-0,08:0,56]
15 (60:65] (65:70] 8,9 139 40 9,0 (0,26:0,90]
16 (40:45]  (55:60] -1,3 3,7 -62 -1,2 (-0,41;0,24]
17 (55:60] (95:100] -25,5 -20,5 -30,5 -255 (-1,98;-1,34]
18 (70;75]  (80:85] 4,2 92 -0,7 43 (-0,050,60]
19 (1153c0] (113;118] 16,8 +co 11,9 +co  (0,78:0)
20 (65;70] (105:110] -25,4 -20,4 -30,3 -253 (-1,97:-1,33]
21 (45:50]  (65:70] 6,1 -1,1 -11,0 -6,0 (-0,72:-0,07]
22 (50;55] (60:65] 3,8 88 -1,1 3,9 (-0,07:0,57]
23 (65:70] (1004c0] -20,5 -1555 —co —co  (—oc0:-1,01]
24 (65;70]  (75:80] 41 91 -08 42 (-0,06:0,59]
continua
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Individuo ~ ATL RAEE f1 f2 f3 f4  Residuo
padronizado
25 (40:45]  (55:60] -1,3 3,7 -62 -1,2 (-0,41;0,24]
26 (50;55]  (110;115] -45,3 -40,3 -50,2 -452 (-3,27:-2,62]
27 (80:85]  (95:100] -05 45 -55 -0,5 (-0,36:0,29]
28 (65:70]  (85:.90] -5,7 -0,7 -10,6 -5,6 (-0,69:;-0,05]
29 (100;105] (115%c] -0,2 48 -0 -0 (=0;0,32]
30  (115%c0] (118+c0] 11,9 +o0 —oo
31 (95:100] (110;115] -0,3 4,7 -52 -0,2 (-0,34:0,31]
32 (70:75]  (65:70] 18,9 239 140 19,0 (0,91:1,55]
33 (70:75]  (95;100] -10,5 -55 -15,5 -10,5 (-1,01:-0,36]
34 (90:95] (105;110] -04 4,6 -53 -03 (-0,34:0,30]
35 (75:80]  (90:95] -0,6 44 -55 -05 (-0,36:0,28]
36 (110;115] (105;110] 19,6 24,6 147 19,7 (0,96:1,61]
37 (85;90] (118to0] -18,1 -13,1 —-o0 —o0o  (—o00;-0,85]
38 (110;115] (118c] 6,9 11,9 -co -co0  (~0;0,78]
39  (105;110] (103;108] 16,6 21,6 11,7 16,7 (0,76:1,41]
40  (105:110] (95:100] 24,5 295 19,5 245 (1,27:1,92]
41 (c0:0]  (510] —co 7,7 —oco 2,8  (-00:0,50]
42 (115300] (118:+c0] 11,9 400  —oo
43 (110:115] (105:110] 19,6 24,6 14,7 19,7 (0,96;1,61]
44 (110:115] (118c] 6,9 11,9 -0 -0  (-00:0,78]
45  (105:110] (110;115] 9,7 147 48 98  (0,32;0,96]
46 (115300] (118:+c0] 11,9 400  —oo
47  (1153c0] (113;118] 16,8 +c0 11,9 +co  (0,78:0)
48  (115300] (118+4c0] 11,9 40 —co

Com a informacéo dos intervalos de censura dos residuosnizatios, uti-
lizamos o método proposto por Turnbull (1976) para calcalamcéo de distri-

buicdo empirica) dos mesmos. Resumidamente, de{a) a distribuicéo da

variavel aleatoridV e considere valoreg e p; deW, tal que:

PP1<P=...<0n<Pm
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s; = F(pj) - F(ap)

Yiisi=1

$§>0(1l<j<m)

$j € 0 estimador ds;

A distribuicdo empirica d& (w) de F(w) é dada por:

0 Sew < (,
F(w) = S5 +5%+...+5 sepj<w<(1(1<j<m=-1) (3.10)
1 Sew > P,

e indefinida parav € [q;, p;] para 1 < j < m. Considerando os quantis de
F(w), dados porif(qj.‘+1) =S +...+5 (1< j<m-1), construimos os grafi-
cos de dispersao entre estes quantis amostrais e 0s geanitt®$ considerando
uma distribuicdo normal. Os céalculos foram realizados rmm{@acomputacional
SAS 9.1 (SAS Institute Inc, 2004). Os graficos de dispersée @s quantis po-
dem ser vistos nas Figuras 3.6 e 3.7. Apesar da existénciandespdiscrepantes
em alguns casos (OD 0,5 kHz e OE 2,0kHz), os graficos sugerena giistri-
buicdo normal pode ser utilizada como uma boa aproximacéisttébuicdo dos
residuos do modelo.

O mesmo método foi aplicado para investigar a suposicédo deatidade
da variavelX; do modelo proposto. Para calcular os quantis amostraiamfor
utilizados os limites de censura dos valores de RAEE padido& ¥ — fix)/x,
em queuy e oy sSdo os estimadores de maxima verossimilhanga, @, sob o
modelo proposto. Os gréaficos podem ser vistos nas Figuras 3.8 e indicam
que a suposicao de distribuicdo normabdeé aceitavel.
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Figura 3.6: Graficos de disperséo entre 0s quantis amostoagjuantis tedricos
dos residuos padronizados para as frequéncias de 0,5 e4,0 kH
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Figura 3.7: Graficos de disperséo entre os quantis amostoggjuantis tedricos
dos residuos padronizados para as frequéncias de 2,0 e4,0 kH
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Figura 3.8: Graficos de disperséo entre 0s quantis amosto@gjuantis tedricos
dos valores de RAEE padronizados para as freqtiéncias de @kedA
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Figura 3.9: Graficos de disperséo entre 0s quantis amostoggjuantis tedricos
dos valores de RAEE padronizados para as freqtiéncias de D&z

OD 2,0 kHz OE 2,0 kHz

Quantis amostrais
0
|
@©
Quantis amostrais
0
|

-2
-2

Quantis tedricos Quantis tedricos

OD 4,0 kHz OD 4,0 kHz

Quantis amostrais
0
|
Reesl
Quantis amostrais
0
|
Pl
QbO

-2
-2
o

Quantis tedricos Quantis tedricos

31






Capitulo 4

Intervalos de previsao

SejaY, uma nova informacdo da variavel aleatévia] X = x, independente
das demais. Nestas condi¢Bes o intervalo de previsdo de 8884pé dado
por (Casella e Berger, 1990):

Xh0 = tha oe7s (Var(Yn — xi, 6))"2 (4.1)

em quex;, = (1 X), o' = (@mo ,@MQ) o vetor dos estimadores de minimos qua-
drados de, 8, respectivamentey,_, o975 € 0 percentil 97,5 de uma distribui¢éo
t de Student com (n-2) graus de Iiberdadé?%(Yh - X 6) é o estimador de
Var(Y, - xt. 8), dado por

\7aTr(Yh - X}, 9) = Va’(Yh — amg _BMQXh)

_ a2 1 (Xh—%)2
~ Mo (1+ n " i1 N(X; —)?)2)

4.2)

em que K, ..., X,) S8o os valores observadosXlei = 1,...,n,x=n1Y", x e
O vo € 0 estimador de minimos quadradosydgob o0 modelo usual.

Considere agor#, uma nova informacao da variavel aleatof{X € (Xn1, Xn2]
independente das demais. Nestas condicfes, iremos defiterealo de previsdo

aproximado pard}, como
(LI, LS) (4.3)
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em que

LI = min (Lly,, LSy, Llx,. LSy,). (4.4)
LS = max(Lly,, LSy, Llx,, LSy,). (4.5)
Ll = Xin8" = 2og7s (Var(Yn - Xj,, 892, (4.6)
LSy, = XL, 0" + zg975 (Var(Yy, — xt, 6%)Y2, (4.7)
Ll,, = XL.0" — Zog7s (Var(Yy — x., 6*))*2, (4.8)
LSy, = X',0° + zo975 (Var(Y, — x, 8*)Y2, (4.9)

Zo975 € 0 percentil 97,5 de uma distribuicdo normal padsée,= (1 Xn), X}, =
(1 %), 0* = (Gwv Buv)', € 0 estimador d¥ar(Y, — x., §) é dado por

Var(Y, — x&, 8*) = Gy + X, EopXn (4.10)
em que
~ 2 ~
Sp=| 0 T (4.11)
Gop 02

€ uma estimativa da matriz das covarianciagge é,éMV.

Nas Figuras 4.1 e 4.2, encontram-se 0s intervalos de poetis#, obtidos
sob os dois modelos para cada tom e orelha e paraxg,] correspondentes a
(0,5],(5,10],...,(115120] *. E possivel observar que os intervalos de previs&o
obtidos sob os dois modelos séo similares na maioria dos,casndo que 0s
intervalos de previséo obtidos sob 0 modelo proposto sdoawmopmais conser-
vadores do que os intervalos de previsao do modelo usua. aParelha direita
e o tom de frequéncia de 4,0 kHz, os intervalos diferem um pouais, esse € o
caso em que encontramos maiores diferencas entre as ety e 3 obtidos
sob os dois modelos.

10s valores maximos de RAEE sdo: 117, 121, 119 e 118 dBNA, matans de 0,5, 1,0, 2,0
e 4,0 kHz, respectivamente. Utilizamos o intervalo (116],1@penas para facilitar a visualizacéo
dos limites de previsao do modelo proposto nos gréaficos
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Figura 4.1: Ajustes e limites de previsdo do modelo usual mddelo proposto
para as frequéncias de 0,5 e 1,0 kHz.
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Figura 4.2: Ajustes e limites de previsdo do modelo usual mddelo proposto
para as frequéncias de 2,0 e 4,0 kHz.
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Capitulo 5
Simulacoes

As simulacdes para comparar os estimadores sob os doisgaddedm realiza-
das a partir dos seguintes valores para 0os parametrozdotiis a mesma notacao
da Equagéao 2.1):

e n=1{50,100500;
e a=-15p=1,0=20e04=30;
e u, =1{0,30,60,90 117

Para cada combinacéo dos valores dg,, foram obtidas 500 amostras de acordo
com 0s seguintes passos:

1. Foram gerados valores d¢ (x), assumindo que; ~ N(ux,o02), i =
1,....n.

2. Foram gerados valores d€g), i = 1,...,n, assumindo que ~ N(0, o2).
3. Foram calculados os valoresyle- a + 8% +&,i=1,...,n.

4. Foram construidos intervalos de censura dos valores, de= 1,...,n,
a saberlb; € B|x € b} comB = {(-;0],(0;5],(5;10},...,(115;117]
(117;+00)}.
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5. Foram obtidos os intervalos de censura dos valorgs(de 1,...,n). Para
obter estes intervalos, considere o conjunto de interddal®s poiIC =
{(-0;0],(0; 5], (5;10],...,(115;+)}. O intervalo de censurg dey; é
dado por:{c; € C|x € ci};

6. Foram definidos como valores censuradossde dey; (i = 1,...,n), o
limite superior do intervalo de censura, quando o limiteesiap era finito,
e o limite inferior do intervalo de censura em caso contrdenominamos
estes valores dg ey,

7. Foram estimados os parametigg e o- através de um modelo de regresséo
linear simples usual, utilizando os valores origingis X;;

8. Foram estimados os parametagg e o através de um modelo de regressao
linear simples usual, utilizando os valores censurgfiesc;

9. Foram estimados os parametnQ® e o através do modelo proposto, utili-
zando os intervalos de censurayle dex;.

Nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 podem ser vistos 0s “boxplots” aaestimativas
dea, B, o obtidas sob o modelo usual utilizando os dados originagss (MQ),
sob 0 modelo usual utilizando os dados censurgidesc' (MQ*) e sob o modelo
proposto utilizando os intervalos de censura (MV). Na Fdu#d, encontram-se
0s “boxplots” para as estimativas dge o utilizando o modelo proposto (MV).

Sejau/?,- o valor da estimativa de um paramegrpara uma amostrpde tama-
nhon. O viés de cada estimador foi calculado como:

500 lz
Vies= » —_ — 5.1
,Z; 00" (5.1)
O viés dos estimadores MQ, MQ* e MV, de B e o e 0s respectivos desvios-
padrédo, podem ser vistos na Tabela 5.1 para as amostras alehtam= 50, 100
e 500. O viés dos estimadores do modelo proposto (MV)deo,, podem ser
vistos na Tabela 5.2.
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Figura 5.1: “Boxplots” parar ‘obtido sob o modelo usual utilizando os dados
originais (MQ), sob o modelo usual utilizando os dados cexttas (MQ*) e sob
0 modelo proposto utilizando os intervalos de censura (Map = 50
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Figura 5.2: “Boxplots” parg obtido sob o modelo usual utilizando os dados
originais (MQ), sob 0 modelo usual utilizando os dados cextas (MQ*) e sob
0 modelo proposto utilizando os intervalos de censura (MAfap = 50
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Figura 5.3: “Boxplots” parar-"obtido sob o modelo usual utilizando os dados
originais (MQ), sob o modelo usual utilizando os dados cextas (MQ*) e sob
0 modelo proposto utilizando os intervalos de censura (Mwap = 50
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Figura 5.4: “Boxplots” para e o obtidas sob o modelo proposto (MV) para
n=50
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ey

Tabela 5.1: Viés (Desvio-padrdo do viés)ae e & sob o modelo usual utilizando os dados originais (MQ), solndeto
usual utilizando os dados censurados (MQ*) e sob o modelmopto utilizando os intervalos de censura (MV)

A

A

n Hx e b 7
MQ  MQ* MV MQ MQ* MV MQ MQ* MV
0 03 15(1) -1(7) 0,00 (0,10) -0,31(0,14) 0,02 (0,21) 00202 -1(4)
30 0@4) 12(3) 0(6) 0,00 (0,10) -0,21(0,09) -0,01 (0,13) 0% (©2) -1(3)
50 60 0 (6) 6(55) 0(7) 0,00 (0,10) -0,08 (0,08) 0,00 (0,11) 0(2) (22 0(2)
90 09 -1(10) -1(10) 0,00(0,10) 0,02 (0,10) 0,01(0,12) P((22(2) -1(2)
117 -1(11) -14(19) -3(16) 0,01(0,09) 0,16 (0,17) 002,15 0(2) -5(2) -1(3)
0 02 15(1) 0(4) 0,00 (0,07) -0,32(0,10) 0,01 (0,14) 0(1) (p -1(3)
30 03 122 0(@4) -0,01(0,07) -0,21(0,06) -0,01(0,09) P(:4(1) 0(2)
100 60 0 (4) 6(4) 0(5 0,00 (0,07) -0,08 (0,06) 0,00 (0,08) 02 (BL 0(2)
90 06) -1(7) -1(7) 0,00 (0,07) 0,02 (0,07) 0,00 (0,08) 0(1R () 0(2)
117 0(8) -12(13) -1(12) 0,00 (0,07) 0,15(0,12) 0,01(0,11) (10 -5(1) 0(2)
0 0(1) 150) 0(2) 0,00 (0,03) -0,31(0,04) 0,00 (0,06) 0(1) (p 0(1)
30 0(1) 12(1) 0() 0,00 (0,03) -0,20 (0,03) 0,00 (0,04) 0(p () 0(1)
500 60 0(2) 6(2 0(2) 0,00 (0,03) -0,08 (0,02) 0,00 (0,03) 0(1) (2 0(1)
90 03 -1(3 0(@3) 0,00 (0,03) 0,02 (0,03) 0,00 (0,03) 0(1) (X2 0(1)
117 04) -12(5) 0(5) 0,00 (0,03) 0,14 (0,05) 0,00 (0,04) 0(tp (1) 0(1)




Tabela 5.2: Viés (Desvio-padrdo) deeo’y sob o modelo proposto (MV)
n=50 n=100 n=500
Hx 0x Ax O« Ax O«
0 0(5) 0¢(5) 0(4) 0(3) 0(2) 0(2)
30 04 -1 0(3) 0(2) 0(2) 0()
60 0@4) 0@ 0(3) 0(2) 0(1) 0(1)
9 0@ -1(03 0(3) 0(2) 0(1) 0(1)
117 0() 0(5 0(4) 03 0(2) 0(1)

Hx

Nas simulacdes realizadas, os estimadores M¥,giee o- apresentaram um
pequeno viés para amostras de tamamko50. Nota-se, que para este tamanho
amostral, o estimador MV de apresenta viés negativo de 1 unidade, em quase
todos os casos. O viés dos estimadores MV dos parameti®s o € quase
nulo para amostras de tamanme 100 e praticamente inexistente para amostras
de tamanha = 500. Ja os estimadores MQ* de 8 e o apresentam valores
enviesados independentemente do tamanho amostral. Oovestichador MQ*
de a é positivo para pequenos valores gee negativo para valores maiores de
ux. O estimador MQ* dg8 é negativo para pequenos valoresuge positivo para
valores maiores dgy. Por outro lado o estimador MQ* de sempre apresenta
valores enviesados negativamente, sendo o viés maior (enesvabsolutos) para
0S casos extremogy = 0 euy = 117.

Pode-se notar que a variabilidade dos estimadores M@*&lg é, em geral,
menor que aquela dos estimadores MV, exceto parall?. A variabilidade do
estimador MQ* der, por sua vez, se mantém constante e, na maioria dos casos,
ligeiramente menor que a variabilidade do estimador M\s-de

Os estimadores MV de, e oy Se mostraram praticamente nao enviesados ou
com viés de até 1 unidade.
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Capitulo 6

Discussao

Investigamos o comportamento dos estimadores de maxirmasmiilhanca dos
parametros de um modelo de regressao linear simples emrjoateariavel res-
posta como a variavel independente estao sujeitas a centamalar. Mostramos
através de simulacdes que, ao utilizar dados censuradosawlarusual, obtemos
estimadores enviesados.

Em alguns casos, é facil entender o motivo do viés gerads pskimadores
MQ*. Considere a Figura 6.1. Nela, vemos que os limites decdatedeY sao
0 e 115 e os limites de deteccdoXlsédo 0 e 117. Podemos determinar 9 regides
g, = 1,...,9, baseados nestes limites. Na regido ql, tanto os valores de
como os valores d¥ sao censurados a esquerda, na regido g2, os valores de
sdo censurados a esquerda e o¥ dgresentam censura intervalar, e assim por
diante.

Para cada amostra gerada nas simulacdes calculamos agéimjler obser-
vacoes pertencentes a cada regido. O passo seguinte fdacalanédia dessas
proporc¢oes, considerando as 500 simula¢gdes geradas para0 (Figura 6.2).
Observando o caso em qug= 0, notamos que, em média, 47% dos pares apre-
sentam censura a esquerda tanto pamo paraY. Ao realizar o ajuste pelo
método de minimos quadrados, desconsiderando o fato dos daem censura-
dos, todos os valores da regidao ql passam a ter os vadocte8 ey = 0. Este
“deslocamento” dos pontos da regido ql, faz com que o coetiecengular da
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Figura 6.1: Descricao das regides q1,...,99

Quadrantes

q3 q6 q9

115

ql q4 q7

reta seja afetado, o que gera o viés dos estimadoegs Pelo mesmo motivo, o
estimador MQ* subestima o valor @& pois neste caso, a quantidade de valores
iguais K = 0 ey = 0) aumenta. Observe que 0s casos em que 0s estimadores
MQ* de a e g apresentaram-se menos enviesados sdo aqueles am gu&0 e
ux = 90. Nesses casos, ocorre uma concentracdo maior de dadoshrarte
g5, em que tanto os valores decomo os valores d¥ sdo censurados de forma
intervalar.

Ao contrario dos estimadores MQ*, os estimadores M\¢ &g apresentaram
viés nulo em quase todos os casos considerados. O estimatlde M apresen-
tou viés negativo. Porém, sabe-se que o estimador de magirossimilhanca de
o (denotado porry de um modelo de regressao linear simples sem dados censu-
rados é enviesado (Neter et al., 1996).

Utilizando a correcdo™ = /-6 para o estimador MV de, encontramos
resultados ainda ligeiramente enviesados como pode semad-igura 6.3.

Para andlise dos dados de nossas aplicacfes (ATL e RAEE)isomnoddelos
apresentaram valores estimados bem proximos. Estesagssibdo compativeis
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Figura 6.2: Distribuicdo média dos dados nas regides,q9,e.retas construidas
utilizando as médias de é 3 obtidas sob o modelo usual utilizando os dados
originais (MQ), sob o modelo usual utilizando os dados cexttas (MQ*) e sob

o0 modelo proposto utilizando os intervalos de censura (MV)

n=50 a=-15 PB=1 0=20 p,=0 0x=30 n=50 a=-15 P=1 0=20 u=30 0x=30

115
115

> 3% }v/ > 2% /54»/

0 117 0 117
X X
n=50 a=-15 P=1 0=20 u=60 0x=30 n=50 a=-15 P=1 0=20 u=90 0x=30
1% 3% 10%”
9 - 9
— —
> y/ 106 > /»/ 9%
o 5P o
/ 9% 2%
0 117 0 117
X X
n=50 a=-15 B=1 0=20 M=117 ox=30
— MQ
--- MO
4% MV
3
—

> ‘///jggs///// 17%
o

47



Figura 6.3: “Boxplots” parar ‘0btido sob o modelo usual utilizando os dados ori-
ginais (MQ), sob o modelo usual utilizando os dados censsréidQ*), sob o
modelo proposto utilizando os intervalos de censura (M\Wle @ modelo pro-
posto utilizando os intervalos de censura com corregéo (B correcéo) para
n=50
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com os resultados das simula¢des, uma vez que, os dados de RAEE se
concentram na regido g5, como pode ser visto nas Figurasstos e

Algumas das limitagdes nos estudos de simulagéo realizados: n&o simu-
lar a censura que ocorre quando ha desconforto na realidagd@ame de RAEE
e ndo simular dados censurados baseados ora nos intereatmngintoC =
{(=00,2],...,(2102 105],(107,112], (112 117}, (117, +0)}, que poderiam ocorrer
caso o0 exame de RAEE iniciasse pelo valor de intensidadeagltafdBNA, ora
nos intervalos do conjunt® = {(—0; 0], (0; 5], (5; 10},. .., (115; 117] (117;+0)},
utilizados quando o exame de RAEE comeca por valores de idéslgsmenores
que 117dBNA.

Com relacao ao diagnostico do modelo proposto, nos limitanarslise des-
critiva dos residuos médios (Equacédo 3.1) e a construcaoafieas de quantis
para investigar a normalidade dos residuos e da variaveperdlente.

Apesar de os resultados indicarem que o0s estimadores ddopodposto sao
ndo enviesados, estudos futuros sdo necessarios pardgavescomportamento
desses estimadores em casos mais gerais. Além disso, lssidade do desen-
volvimento das técnicas de diagndstico e de testes estasiglara verificar se as
suposicoes de normalidade dos residuos e da variavel indepe estdo satisfei-
tas. Algumas opcdes, sdo a utilizacdo dos residuos prapostdaiopp e Gomez
(2004) para modelos de regressao em que o erro tem disfidongrmal e a va-
riavel independente € discreta e esta sujeita a censuraalate além do teste de
normalidade proposto por Ren (2003).

49



Figura 6.4: Distribuicdo dos dados de ATL e RAEE nas regides @b e modelos
ajustados para as frequéncias de 0,5e 1,0
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Figura 6.5: Distribuicdo dos dados de ATL e RAEE nas regioes @b e modelos
ajustados para as frequiéncias de 2,0 € 4,0
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Apéndice A
Metodo de Newton-Raphson

Considere o modelo ( 2.1). Sejie(e) = 0l(0)/06, a matriz das expressodes das
derivadas parciais, €6) = 9%(0)/0006" a matriz Hessiana, da funcéo de veros-
similhanga (2.4). Seja

Xinf,» S€Xsup NEO € finito
X = (A1)

Xsup, SeXSup < +o0

Yinf; SeySUp nao é finito

yi = (A.2)

Ysup> S€Ysup < +00

parai = 1,...,n. Para encontrar os valores das estimativas de maxima waross
Ihanca dé&, utilizamos o seguinte algoritmo:

1. Obter uma estimativa inicial d#, 8° = (a°,3°,6°,22,69)7. Para obter as
estimativas iniciaig?, 5° e ¢, utilizamos um modelo de regresséo linear
simples entrey” e x*. Para encontrar as estimativase @2, utilizamos a
média e o desvio-padrdo amostralde

2. Calculari(6°) e i(8°);
3. Calculad*L = &' — i(§7)i(@) "
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4. Calcularerro = max|@*t—a|, |3 1=B 161 =&, [ai =il 1601 -61);

5. Enquanto cerro > epsei < n; (epsrepresenta o erro utilizado como
critério de convergénciarg representa o nimero maximo de iteracdes per-
mitidas') repetir os passos 3 e 4;

6. Retornar como estimativas de maxima verossimilhancé, de= 6! e
como matriz de covariancia estimadafj@ matrizL = ((6+Y)) 1

7. Seerro > epsretornar a mensagem “Nao ocorreu convergéncia!!!”.

1Se néo forem definidos, seréo considerados os vadqrss 0,001 en; = 20.
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Apéndice B

Expressoes para o vetor score e
matriz Hessiana del(0)

As expressoes do vetor scol@) e da matrix Hessian#(6) s&o

20
o

a(0)
op

i) = | 242 (B.1)

do

(o)
Opx

20)

0oy

20 e RIe) ) GAE)
0a? dadp Oado Oadyiy Oadoy

EIC) A C) B ALC)) 5°1(9) 921()
0adp 0p? 0BOT OBOux B0y

. 20 ) Re) e 50)
I(H) = | dadr 0BOT do? Aoy Jodoy (Bz)

520  02(e)  62(0) 5%1(8) 921()
Oadux  OPoux 0o dux ol Opxdoy

320 526 O 52(6) 321(6)
dadoy  OPOoy  00doy  Ouxdoy [)(rﬁ
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Como a funcao de verossimilhanca pode ser escrita na forma:

I©) = ) 1(0) (B.3)
i=1

em que:

1,(0) = |n(fysun f“ Fy % .8, 0) F(X | iy, o-x)dxdy) (B.4)
Xi

Yinf;

nf;

podemos escrever as expressﬁeé(@ee del(#) como:

[OESWE= (B.5)

[ 2,00 20)  o%i6)  oAie)  o20) |
da’? 0adp dado OOy Oadoy

L0  82i0) 92 92  52i(0)
dadp ap? OBIoT OBOux 0BAT

iy PO 2%ie) 2B e 826
|(0) = Z dado  9BIc (8'6)

00?2 do Oy Oodoy

3L0)  82i0) 82 82  H4i(0)
Oaduyx  OPoux  Aoduy ol Opx0oy

o%i0)  i0) i) %)  di6)
dadoy  OB0oyx  00doyx  Ouxdoy do2
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Para escrever as derivadad{€), vamos considerar as expressdes abaixo:

P(x%.y) = Fly I X @B, o) F(X] x, 07%) (B.7)

(D() = (D'(yinf, Ysups Xinfi> Xsup>» 0)

Ysup Xsup (88)
o0 = [ [ 1y xep0) (x| e orxcy
Yinf; Xinf;
Dessa forma, temos:
a'l(o) B 1 Ysup Xsup y—a-— ﬁ
g - B0)). f = (X, y)dxdy (B.9)

Yinf; Xinf;

| Ysup  (~Xsup a—
2 (0) @ify f B i ﬂx) ¢(x. y)dxdy (B.10)

Xinf;

a(6) _

1 Ysup f"sun _1 . (Y-« —ﬁx)Z
80- (DI() Yin Xinf o

o3

) s(xy)dxdy  (B.11)

fi

. Ysu Xsu
ai(0) _ Lf ”f "X Gk y)dxdy (B.12)
) JYing; X

inf; x

Ox o3

e 1 Youp  Youn ] (X — pay)?
doy @)y, L y ( + )¢(X y)dxdy (B.13)

¢(x, y)dxdy

f - f e ﬁ o(x, y)dxd)a
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PlO) 1 (Y e y-a-px°
da? <I>_() ff ( y“—) (B.14)




82|i(0) _ 1 Ysup  (~Xsup (y—a—pBX )2
dadB q)_() " fxmf (_02 —U )¢(X,Y)dXdy

Ysup Xsup a —
T @ ( NE ( f f Y- ¢(x y)dxdy (B.15)
Yinf; Xinf;

Lo e Wdy)

R [ ey

Ysup  (~Xsup a—
T @ ))Z(I f TP g yynay
Yinf; Xinf;

[ [T (2t X)2)¢>(x i
Yinf; Xinf;

¢(x, y)dxdy

(B.16)
d%1,(0) 1 (P s (y—a = BX)(X — puy)
Sad,~ D0, f f_ ( L) gt ypaxdy
1 Ysu Xsu o
_((D.(.))z( fy An fx _ny ZZ px ¢(x, y)dxdy (B.17)

Youp  (Xeup /(% —
L L () sy

521,(6) _ 1 Ysup fxsun( y—a-— ,BX (y — @ — BX)(X = puy)?

0_20'x 0'20'§

)/suqI Xsup _ _
(‘D())Z(jy‘f j):f . 012 X¢(X,Y)dxdy

Ysu Xsu 2
[ “X))as(xy)dxdg
Yinf; Xinf; Ox
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(B.18)



82| (0) 1 Ysup Xsun y a— ﬁX)ZXZ
0p? d)_f L o4 ) (X, y)dxdy

Yoo (5 - B ﬁx) ) (B.19)
(@(»(ym f ox y)dXdﬁ

d%,(0) 1 Xsun 3(y_ a-BXX (Y- a—pBX)°3X
poor d)_v[ L . o3 + o5 )¢(X, y)dxdy

T @ ))Z(I y f w o(x y)dxdy

Xinf

fysun fxsun (y a — ﬂX)Z) ¢(X y)dXd>a
Yinf; Xinf;

(B.20)
PLO) L[ (Y=o pOX(x— )
(9,8(9/4)( B ?() yinfi f);nf ( 0-20-2 )¢(X, y)dXdy
Youn e (y — @ — BX)X ,BX)
(»ZUy ' f » #(x y)dxdy (B.21)
Ysup Xsup
j}’:nfi j):infi ( § )¢(X,y)dng
PO _ L[ (G BX B
8,880X_(I)|() . f 20 o203 ) (X, y)dxdy
1 YSg Xsup (y a— ﬁX)X
B — dxd
(cpi(.))z( o fx ) = ¢(x, y)dxdy
Ysup  (Xsup 1 )2
[ s
Yinf; Xinf; X X
(B.22)
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5,(0) q)i f e f . ( 1 _5(y @ —pY’ (y—‘;gﬁx)4)¢(x,y)dxdy

Oo2 o2
Xsu

(@())z(f y f S ﬁ)z)““x’”dx"f

(B.23)
82|i(0)_ 1 Youn Xsun X_,Ux (Y — @ = BX)*(X = ux)
aaaﬂx_F() Yint, f);nf oo 0302 )¢(X’y)dXdy

1 e XS” L y-—a-px’
(@ )2( i o ) Py
Ysu
f 2 X p(x, y)dxd>a
Yinf; Xinf; 0%

(B.24)
PO 1 e 1 (el (Yo pX?,
dodoy i) Ln,i Lnf (O’O‘X B oo 030y

(y — @ = Bx)*(x —,ux)z) #(x.y)dxdy
3.3 g
Youg  (Ysup 7 U(y ,8 X)2 (B.25)
@l . f ) sty
[ [ e g y)dxdg
Yinf; Xinf; 0%
L) 1 [ SH 1 L= ,Ux)z
T w0, S, (o) sy -

- (cbi-»Z(f y f (o) ot y)dXdX
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Fie) _ 1 ySun ( 3x-p) | (= o

= X, y)dxd
a'uxao-x (D( ) ylnf me ) ¢( y) y

X

sug Xsun X /lX
(D()) ( » mf )qb(x y)dxdy (B.27)
Ysu Xsu 2
e <x ﬂx> ) gty
Yinf; Xinf; Ox

5(6) 1
60-§ - (D |nf

(@())z(fj:un f:un (X ﬂX)Z) P(X, Y)dngz

Ysu Xsu 2 4
o ”(iz _ 5(X ﬂx) (X Hx) )¢(X y)dxdy
o o

(B.28)
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