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Resumo

SAITO, P. M. Preservacao das classes de distribui¢oes nao-paramétricas e desigualdades
estocasticas entre os D-espectros de networks para seus respectivos tempos de vidas.
2018. 84 f. Dissertacdo (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2019.

Este trabalho reporta sobre a avaliagao da confiabilidade de networks, uma representacao analitica
para diversos sistemas de engenharia e de comunicagao, cujas falhas de seus componentes (links)
ocorrem segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo. Concluiremos que, na comparacao de
dois networks com a mesma quantidade de links, as desigualdades estocésticas de seus D-espectros
serdo preservadas em seus tempos de vidas e a preservacao das classes de distribuicdes do D-espectro
para o tempo de vida de um nefwork ocorrerd com restri¢oes na funcao de risco do Processo de
Poisson Nao Homogéneo.

Palavras-chave: confiabilidade, networks, processos de Poisson nao homogéneo, desigualdades es-

tocésticas, classes de distribui¢des nao-parameétricas.
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Abstract

SOBRENOME, A. B. C. Preservation of D-spectra nonparametric distribution classes and
stochastic inequalites to respective networks lifetimes. 2018. 84 f. Dissertacdo (Mestrado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

This work reports networks reliability evaluation, an analytic representation to several enginee-
ring and comunication systems, whose components (links) failures occur according to a Nonhomo-
geneous Poisson Process. We will conclude that, on comparison of two networks with same number
of links, stochastic orders of their D-spectra will be preserved to their lifetimes and distribution
classes preservation of network D-spectrum to its lifetime will occur with restrictions in hazard

function of Nonhomogeneous Poisson Process.

Keywords: reliability, networks, nonhomogeneous Poisson processes, stochastic orders, nonpara-

metric distributions classes.
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Capitulo 1

Networks

Um network é uma colegdo de noés e links, na qual alguns nés sdo chamados terminais. Representa
uma variedade de sistemas da vida real na engenharia, indistria e comunicacao. Exemplos de nés
sdo: intersecgoes rodoviarias, estacoes de telecomunicagoes, servidores e computadores e exemplos
de links sdo: rodovias, fibras de telecomunicagoes, cabos e canais sem fio.

De acordo com a literatura existente, um network pode ser modelado por uma tripla N=(V,E,T),
na qual, V é o conjunto dos nés com cardinalidade |V| = m, E é o conjunto dos links com cardina-
lidade |E| = n, e T C V é o conjunto dos terminais. Nesta dissertagao, assumimos que os nos sao
deterministicos e que os links sdo aleatorios, sujeitos a falhas segundo um mecanismo estocéstico. A
falha de um link significa que este é removido e pode resultar na troca de estado do network. Quando
todos os terminais do network estao conectados entre si, o network é denominado T-conectado.

Uma abordagem classica do network é sua interpretacao como um sistema coerente e, como tal,
interpretamos seus links como componentes sujeitos a falhas estocésticas. Neste trabalho, o network
e links tém dois estados: o estado de funcionamento (1) e o estado de falha (0).

Para analisar a confiabilidade de um network com n links os quais possuem tempos de vidas
11,75, ..., T, independentes e identicamente distribuidos, com func¢do de distribuicdo continua G e
tempo de vida T, um conceito util e importante é seu espectro de destruicdo (D-espectro), que
depende de sua estrutura. Para entender o conceito do D-espectro primeiramente definimos uma

ancora.

Definicao 1.1. (Zarezadeh et al., 2013) Considere um network com n links. Seja m =
(€45 €iyy ..., €5, ) uma permutagao dos nameros dos links do network. Inicialmente suponha que to-
dos os links da permutagdo 7 estejam funcionando, em seguida percorre-se toda a permutacdo 7
da esquerda para a direita e considere a falha de cada um dos links um apds o outro. Tome e;,,
r=1,2,...n, como o primeiro elemento quando network muda seu estado para falha. O nimero de
falhas sequenciais de links necessarias para a falha do network, denotado por r(m), é denominado
ancora de 7, ou seja, r(m) = 7.

Como os tempos de vida dos links sao independentes e identicamente distribuidos com funcao
de distribuigao continua G, temos que cada permutagdo 7 tem probabilidade P(7) = % Sen, éa

quantidade de casos com r falhas, para essa hipdtese, com r=1,....n:

Ny

(1.1)

nl’
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Com tais consideragoes, apresentamos a definicdo do D-espectro.

Definigao 1.2. - ver Definigao 1.1 de Zarezadeh et al. (2013) Considere um network com
tempo de vida T e n links, com tempos de vida 17, ...T,,, independentes e identicamente distribuidos
e com fungdo de distribuicao continua G. Seja m uma das permutagoes das falhas de seus links e

r(7) sua ancora. O D-espectro do network é definido pelo vetor f = (f1, fa, ..., fn), onde

fi=P(T =Tu) = P(r(m) = i) =

_m’

e n; é o numero de permutacoes que causam a falha do network na i-ésima falha dos links, i=1,2,...n,
que constitui uma funcao discreta de probabilidade.

O D-espectro acumulado (Zarezadeh e Asadi, 2013) é sua fungao de distribui¢do definida por

F;, = ka (1'2)
k=1

Esta medida ¢ a funcao de distribuicdo do ntimero de falhas dos links necessarias para causar a
falha do network.

E sua fungao de sobrevivéncia (Zarezadeh e Asadi, 2013) é

Fi= Y fi (1.3)

k=i+1

que é a probabilidade do network sobreviver a uma determinada quantidade de falhas de seus links.

Exemplo 1.1. (ver Exemplo 2.1 de Zarezadeh et al. (2013)) Considere um network com
4 links, 4 n6s e 3 terminais, conforme a Figura 1.1. Assuma que todos os links estao sujeitos a falhas.
O network funciona se e s6 se todos os terminais estiverem conectados um ao outro. Suponha que

cada permutacao dos links tenha a mesma probabilidade de ocorréncia.

b

Figura 1.1: Figura 1.1. Network com 4 links, 4 nds e 3 terminais

Para o calculo do D-espectro deste network, utilizamos a Definicdo 1.2 deste trabalho. Para
resolver este caso disponibilizamos de um total de 4! permutagoes dos links, isto é, 24 permutagoes.
Se avaliarmos o network desligando um link por vez, percebemos que os nés continuam conectados
um ao outro, mesmo indiretamente, isto é, nao estando préximos entre si. Portanto, a falha de um
link nao é suficiente para causar a falha do network. Assim, f; = 0.

Para que o nelwork interrompa seu funcionamento com trés falhas de seus links é sufici-
ente que ocorra uma das seguintes desconexdes sucessivas entre os links: {ab, bd, ac},{ab,bd,cd},
{bd, ab, ac}, {bd, ab, cd}. Portanto: f3 = 24—4 = %.
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S&ao necesséarias no méaximo trés falhas dos links para interromper o funcionamento do network.
Portanto: fy = 0.

Como o D-espectro é uma distribuicdo de probabilidade, temos:

1 5
fi+fo+fst+tfui=1 < 0—|—f2+6+0=1 <— f2:6.

O D-espectro do network ¢ £ = (0,2, 1,0). Pela representacio (1.3), a funcio de sobrevivéencia

16767
do D-espectro ¢ F = (1,1, %, 0). Conforme a relacao (1.2) a fungao de distribuigdo acumulada vale:
F=(0,211).

Vale mencionar que o D-espectro definido acima é idéntico ao vetor de assinaturas (Defini¢ao
A.1.3), largamente utilizado no estudo de sistemas coerentes (Definicao A.1.2).

Recentemente varios autores como Gertsbakh e Shpungin (2011), Samaniego et al. (2009),
Balakrishnan e Asadi (2012), Boland et al. (2003) e outros analisam a confiabilidade do network
baseada no conceito de assinaturas com a suposicao de que os tempos de vidas dos links sao inde-
pendentes e identicamente distribuidos com funcao de distribuicao continua G.

Autores como Esary et al. (1973) e A-Hameed e Proschan (1973) analisam a confiabilidade de
um dispositivo sujeito a choques em seus componentes, no entanto as caracterizacoes da confiabili-
dade deste dispositivo e da probabilidade de sobrevivéncia a choques sdo idénticas a confiabilidade
de um network e a funcdo de sobrevivéncia do D-espectro, respectivamente e tteis nas provas dos
teoremas de preservagoes das classes de distribuigdes. No entanto, Esary et al. (1973) analisam a
confiabilidade de um dispositivo com componentes sujeitos a choques que ocorrem segundo um Pro-
cesso de Poisson Homogéneo e A-Hameed e Proschan (1973) o fazem quando se tem um Processo
de Poisson Nao Homogéneo.

No entanto, para definir o D-espectro é suficiente assumir que as ordenagcoes das falhas dos links
tém igual probabilidade. Desta forma o D-espectro de um network nao depende das distribuicao
dos tempos de vidas de seus links, e sim de sua estrutura, que também é uma caracteristica do
conceito de assinaturas (Samaniego et al., 2009).

Nesta dissertacdo nosso objetivo é interpretar um network como um sistema coerente, e através
de seu D-espectro (assinaturas) calcular sua confiabilidade, estudar propriedades de preservacao das
desigualdades estocasticas entre D-espectros para os tempos de vidas de seus respectivos networks,
e das classes de distribuicoes do D-espectro para o tempo de vidas do respectivo network. Estes
ultimos resultados ndo aparecem formalmente na literatura sobre a confiabilidade de networks.

Em particular, assumimos que as ordenagoes das falhas dos links sdo igualmente provaveis e que
as falhas ocorrem segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo (PPNH).

Neste caso € interessante notar que a confiabilidade de um network cujas falhas dos links ocorrem
segundo um processo de contagem é representada por uma mistura das confiabilidades dos primeiros
n records de uma sequéncia de varidveis aleatérias nao-negativas, independentes e identicamente
distribuidas (vide Arnold et al. (1998) e Gupta e Kirman (1988)). Essa representagdo ¢ analoga a
forma de mistura da confiabilidade de um sistema coerente com n componentes em termos das
confiabilidades das estatisticas de ordem de uma amostra de tamanho n, como nas assinaturas
(Definigao A.1.2).

Em resumo, considere um network cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de

Poisson Nao Homogéneo {N(¢) : t > 0}, com média A(t). Denote por Sy o instante da k-ésima falha
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do processo, com k=0,1,2.... Sua confiabilidade no instante t > 0 é

k=1 _A(t i
Ci(t) = P(Sp > t) = P(N(t) <k) = > e MDA

1=0

Y

7!

onde A(t) = E[N(t)] = —In(G(t)) ¢ o namero meédio de ocorréncias do processo, também denomi-
nado funcdo de risco no instante t, e G(t) a confiabilidade do instante da primeira ocorréncia.
Como em Arnold et al. (1998) e Gupta e Kirman (1988), a confiabilidade G(t) resulta natu-
ralmente da confiabilidade dos records superiores como segue:
Considere uma sequéncia de varidveis aleatoérias Y7, Ys, ... independentes e identicamente dis-
tribuidas com funcao de distribuicao continua G, representando os tempos de vidas dos links do
network.

Com base nestes tempos de vidas, define-se uma sequéncia de records {U(n),n = 1,2, ...}, com:

Un+1)=min{j:j>Un),Y; > Yyu},n>1

Essa sequéncia de records estd relacionada a uma nova ordenacdo de indices das falhas dos
links. Definimos a sequéncia {Ry,k > 1} com Ry = Yy, ou seja, a observacdo Ry, ultrapassa as
observacOes anteriores. Se g é a funcao densidade de probabilidade da funcao de distribuicao G, a

funcao densidade de probabilidade de Ry é

gu(t) = g(t) 350, 6> 0, k=12,

Isso mostra que em um PPNH com funcio de risco A(t) = —InG(t), Ry e Sk tém a mesma
distribuigdo. Ou seja, um Processo de Poisson Nao Homogéneo é um processo de contagem nao
explosivo onde a sequéncia dos instantes de ocorréncias sao os records de varidveis aleatérias inde-
pendentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicao G, isto é, o instante da k-ésima
falha dos links de um network, com ocorréncias segundo um PPNH, com A(t) = —In(G(t)), é Ry,
para k=0,1,2,...n.

Nesta dissertacao, no Capitulo 2, analisamos resultados de preservacoes das desigualdades es-
tocésticas entre D-espectro para seus respectivos networks.

No Capitulo 3, estudamos resultados de preservacao de classes de distribuicbes nao paramétricas
dos D-espectros para os respectivos networks.

As verificacoes algébricas dos exemplos deste trabalho encontram-se na Secao A.4.

Além da sistematizacao dos resultados apresentados, uma das principais contribui¢ées do autor

foi a de exemplificar ou contra-exemplificar os resultados provados.



Capitulo 2

Resultados de preservacao das

desigualdades estocasticas

Antes de analisarmos a preservacgao das desigualdades estocésticas contextualizaremos o processo

de contagem para as falhas dos links de um network.

2.1 Falhas segundo um Processo de Contagem

Considere um network com tempo de vida T, n links, e D-espectro f, onde as ordenacoes das
falhas sdo igualmente provaveis e ocorrem segundo um processo de contagem {N(t) : ¢t > 0}.
Seja Sk, k=1,2..n, o instante da k-ésima falha. Pelo Teorema 2.1 de Zarezadeh e Asadi (2013), a

confiabilidade do network no instante t > 0 é

H(t) = P(T > t) = f: P(T > t|T = Sy)P(T = S},)
k=1

= P(Sk > t|T = Sp)P(T = Si).
k=1

Como as ordenagoes das falhas dos componentes sao igualmente provaveis, os eventos {1 = S}

e {Sk > t} sao independentes (Lema A.1.1). Portanto

ka (Sk > ). (2.1)

Alternativamente a confiabilidade de um network é

n n k-1
ka (Sk>1) =Y feP(N({t) <k) =Y > fr-P(N(t) =)
k=1 k=1 j=0
_ n—1
Z Z fe)-P(N(t) = j) = Y Fj.P(N(t) = j) = E[Fx)-
j=0 k=j+1 Jj=0
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A func¢io densidade do tempo de vida de um network no instante t > 0 é

n n

h(t) = —%H@) = —% S e P(Sk > 1) = frgr(t),

k=1 k=1

onde gi(t) é a fungdo densidade de probabilidade do instante da k-ésima falha, k=1,2,..., t > 0.

As representacoes da confiabilidade do network e da funcio densidade de probabilidade de seu
tempo de vida sdo calculadas por Zarezadeh e Asadi (2013).

Para esta dissertagdo consideramos como processo de contagem das falhas dos links do network
em estudo um Processo de Poisson Nao Homogéneo.

Para analisar um network com tempo de vida T, na dinamica do tempo, consideramos o tempo
de vida residual {T — t|T" > t} e definimos o D-espectro condicional (Zarezadeh et al., 2013).

Seja f o D-espectro de um network cujas falhas ocorrem segundo um processo de contagem
{N(t) : t > 0}. Considere o instante da k-ésima falha Si, k=1,....n. A confiabilidade do tempo de

vida residual no instante x > 0, dado que o network sobreviveu ao instante t > 0, &

P(T >z +1) _ S opeq feP(Sk >z + 1) _ Sy fkP(Sp >z +1t,S, > t)
P(T >t) > [iP(S; > 1) > [iP(S; > 1)

PT—t>z|T>t)=

Esta ultima igualdade ocorre pois o evento {S >t + x} esta contido no evento {Sy > t}. Além
disso, pela defini¢do de probabilidade condicional, P(Sy > ¢t + z, S, > t) = P(Sg > t).P(S >
t + z|Sk > t), portanto:

Y opeq [uP(Sk > t).P(Sk >t + x|Sk > t)
P(T—t>zx|T >t)= -
( T > i1 [iP(S; > 1)

= Zpk(t)-P(Sk >t 4+ z|SE > t),
k=1

onde
JeP(Sk > t)

S Sy ) 2

Interpretamos que a confiabilidade residual de um network que sobreviveu ao instante t € uma

mistura das confiabilidades residuais de seus links que sobreviveram ao instante t.

Definigao 2.1.1 Ao vetor p(t) = (p1(t),...,pn(t)) denominamos D-espectro condicional no
instante t.
Uma interpretagdo para o k-ésimo componente do D-espectro condicional é a probabilidade do

sistema falhar na k-ésima falha de seus links, dado que o network sobreviveu ao instante t, pois

_ _P(TZSk,T>t)_P(T:Sk,5k>t)_P(T:Sk).P(Rk>t|T:Sk)
PO =ST>0=—F0 5 = pw>1) P(T > 1) '

Como assumimos que as ordenacoes das falhas dos componentes sdo igualmente provaveis, po-

demos dizer que o evento {S; > ¢} é independente do evento {T' = S} (Lema A.1.1).
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Consequentemente

B CP(T=S8).P(Sk>t)  fuP(Ski>t)
P(T = ST > t) = TS 1) =S RPE > 1 = pr(t).

O D-espectro condicional, a interpretacao dos respectivos termos e a confiabilidade residual
do respectivo network dado que este sobreviveu ao instante t sdo verificados em Zarezadeh et al.
(2013).

As representacoes da confiabilidade e da funcao densidade de probabilidade associadas a um
network e seu tempo de vida residual sfo suficientes para estudar a preservacado das desigualdades
estocésticas entre os D-espectros de networks para seus tempos de vidas e a preservacao das classes
de distribuicées do D-espectro para o tempo de vida do respectivo network.

Frequentemente estamos interessados em comparar a confiabilidade de dois networks através de
desigualdades estocasticas, tais como a ordenagao estocastica (ST), a ordenacao através das taxas
de falhas (HR) e a ordenacdo por razdo de verossimilhangas (LR) citadas em ordem de relevancia
crescente (Definigoes A.2.1, A.2.2, A.2.3).

2.2 Resultados de equivaléncias de D-espectros para os D-espectros

condicionais de networks

Veremos um exemplo de resultados de equivaléncias de desigualdades estocéasticas entre D-
espectros e D-espectros condicionais de seus respectivos networks. Este exemplo é de autoria prépria
neste trabalho.

Exemplo 2.2.1 (vide Exemplo A.4.1) Sejam f; = (0,5;0,2;0,3) e f2 = (0,4;0,2;0,4) os
D-espectros de networks, cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson Homo-
géneo com taxa A = 2 falhas/hora. Queremos analisar a equivaléncia das desigualdades estocasticas

entre seus D-espectros e os D-espectros condicionais. Temos:

3 3 Foy | Jar
fie | for | Pk | For | 5 | £y

k
0/05(04| 1 | 1 [ 1 |08
1
2

0210205061210
0310403041313

Com base na tabela acima, concluimos que f1 <gp fa, f; <gpr f3 e f; <pp f3, respectivamente
sob as Defini¢cbes A.2.1, A.2.2 e A.2.3, respectivamente.

Mostraremos que as mesmas desigualdades valem para o D-espectro condicional:
P(Ty > t) = e (1 +t +0,6t%);

P(Ty > t) = e 2(1+1,2.t + 0,8t2).

Observe que
P(Ry >t) = e 2

P(Ry > t) = e 2(1 + 2t);

P(R3 > t) = e 2(1 + 2t + 2t?).
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O k-ésimo componente do D-espectro condicional do i-ésimo network, k=1,2,...n e i=1,2, dado
{T; >t} ¢

) = ST

Portanto:
)= — 0%
bl (14t +0,62)
(t) = 0,2+0,4t
PR = v 0,62)
(1) = 0,3+0,6.t +0,6.t%)
P (1+t+0,62) °
(1) = 0,4
b2 (1+1,2.6+0,8.2)
(t) = 0,2+ 0,4.t
P2 = 1,24 1+ 0,842)
(t) = 0,4+0,8t+0,8.t2
P2 = 1 201 0,8.42)
Consequentemente

Z _0,5+t+0,6.t
ni) = G 0.62)

Z 03+06t+06t2)
Pt 1+t+0,62)

Z 06+12t+08t2
Pt = T2 r 0.8

Z 04+08t+08t2
Pt = T 250,82

onde E?:k pij(t) é a fungao de sobrevivéncia do D-espectro condicional do i-ésimo network a k
falhas dos links no instante t, i=1,2, k=1,...n.
Verificamos a equivaléncia da ordenacgdo estocastica para o D-espectro condicional, ou seja,

mostraremos que

3 3
> poi(t) = pii(t) >0, k=23
j=k j=k

Temos: 5
0,1+0,2.t+0,16.t2
> 0;
Z:p% Zplj (1+t+40, 6t2) (1+ 1’2,t+0,8.t2) -
23: Z (0,14 0,04.t).(1 + 2t + 2t2)
P2; (t Pyt (1+¢+0,662).(1+1,2.t +0,8.42)
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Concluimos que p1(t) <sr p2(t), sob a Definicao A.2.1.

Verificaremos a equivaléncia da desigualdade através das taxas de falhas. Temos:

S0 p2i(h)

3 =L
> j=1P15(t)
o pa(t) - 0,1+0,2.6+0,12.¢2 _
3 ot 0,5+ 1,6.t4+2,2.t2 +1,52.t3 + 0, 48.t4’
P ONE 1+0,4.t
Sg=8TW .
Observe que
S8 apo(t) %, poy(t) 0,2+ 0,84.t +1,52.t2 4+ 1,488.t3 4+ 0,8.t* +0,192t°
J ] _
23’?:3 p1;(t) 25?22 p1;(t) (343,66 +2,4.2)(0,5+1,6.t +2,2.62 4 1,52.t3 +0,48.t4) ~

) Sioap(®) T apn(®)  Xj_gp2(t) < -
Concluimos que S ® = S S S0 e p1(t) <ggr p2(t), sob a Definicdo A.2.2.

Avaliaremos a equivaléncia para as desigualdades através da razao de verossimilhangas.

Temos:
0,8.(1+¢+0,6.t%)

1+1,24t+0,8¢2 "7

pa1(t
pu(t

paa(t) 1+t+0,6.t2

pra(t) 1+ 1,2640,82
p23(t) 4.(1+t+0,6.t%)

) _
)

pis(t)  3.(1+1,24+0,84¢2)

Concluimos que iﬂg; < ifig; < if;gg e p1(t) <Lr p2(t), sob a Defini¢do A.2.3.

O exemplo mostra a equivaléncia das desigualdades estocésticas entre D-espectros e D-espectros
condicionais. Essa equivaléncia é sempre verdadeira como prova o Teorema 2.3.1. A prova deste
teorema é relevante para verificarmos que a comparacao estocdstica entre os D-espectros de seus
networks nos basta para compararmos estocasticamente os respectivos D-espectros condicionais na

dinamica do tempo. Este teorema e a sua prova sdo do préprio autor.

Teorema 2.2.1 Sejam f; e f3 0s D-espectros de dois networks com n links, cujas falhas ocorrem
segundo um mesmo Processo de Poisson Nao Homogéneo {N(¢) : ¢ > 0}, com funcdo de risco
A(t),t > 0. Sejam p1(t) e pa2(t), t > 0, os respectivos D-espectros condicionais no instante t.

(a) f1 <s7 f2 <= p1(t) <sr p2(t), V>0

(b) f1 <ur f2 < p1(t) <wgr p2(t), V1> 0;

(¢) f1 <pr f2 < pi(t) <pr p2(t), V> 0.

Prova

O k-ésimo termo do D-espectro condicional p(t), no instante t, é pg(t) = %.
j=1J3- J
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Tomando-se o limite quando t tende a zero temos:

ka(Rk > t) ka(Rk > 0)

Pi(t) = S fiP(Rj > ) o > 51 f3-P(R; > 0)

= [

Assim
n

Z p;(t) =0 Z fi = Fy.

j=k+1 j=k+1

Parte (a) Provemos a suficiéncia do resultado.
Por hipotese p1(t) <gr p2(t). Entao, para todo j=1,2,..n

n

" for.P(Ry >1t)  fi.P(Ry > t)
k:;l[p%(t) —pik(0)] 20 <= k; PS8 P 2%

onde Ry € o instante da k-ésima falha dos links do network, k=1,... 1.

Tomando o limite quando t tende a zero, temos

n

> [far = fie) 2 0.

k=j+1

A ultima expressao vale pois P(R; > 0)=1e P(T; > 0) = 1, para i=1,2.
Conclui-se que, para todo j=1,2,...,n ng - Flj > 0 e portanto, f; <gr f3, pela Defini¢do A.2.1.

Para provar a condigdo necessaria, basta supor, por absurdo, que p1(t) £sr p2(t), ou seja, existe
jo=1,2,....n tal que

n

Z [par(t) — p1x(t)] < 0.

k‘=j0+1

Tomando-se o limite quando t tende a zero como anteriormente, resulta que, existe jo—1,2,...,n

tal que
F2j0 — Fljo < 0,
isto é, f; Lgr f2, 0 que é uma contradicao, pois, por hipdtese, f1 <gr fa., sob a Definicao A.2.1.

Parte (b) Provemos a condigao suficiente.

Suponha pi(t) <ggr p2(t). Entdo, para todo k=1,2,...n, j=1,2,..n, k > j e t > 0 fixado,

Sipp1 Pa(t) D P2m(t)
>
Zlnzk+1 pu(t) — an:jJrl P1m(t) ’

equivalentementemente

> palt) Y pim) = Y pult) > pan(t) = 0.

l=k+1 m=j+1 I=k+1 m=j+1

Tomando o limite quando t tende a zero de forma analoga a parte (a) do teorema, temos:

b > fm— D fu D fam =0,

I=k+1 m=j+1 I=k+1 m=j+1
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Concluimos que, para todo j=1,2,...,n ngﬁlj — ng.ﬁlk > 0 e, portanto, f; <pgp f2, pela Definigao
A.2.2.

Para provar a condigao necesséaria da parte (b), suponha, por absurdo, que p1(t) £nr p2(t),

ou seja, existem kp=1,2,...,n e jo=1,2,...,n tais que

n n n n
doopa®) Y pwm® = D put) Y paal(t) <0
I=ko+1 m=j0+1 l=ko+1 m=jo+1

Quando t tende a zero, concluimos que existem ko=1,2,...,n e jo=1,2,...,n, tais que
Fopo Frjo — Fojo.Fipy <0,
e, portanto, f1 €gr f2, 0 que é uma contradicdo & hipdtese f1 <pgpr f2, sob a Definicao A.2.2.

Parte (c)
O resultado é suficiente pois, por hipotese, p1(t) <pr p2(t), isto é, para todos k,j=1,....n, k > j
et > 0 fixado
P2k (t).p15(t) — par(t).p1;(t) > 0.

Quando t tende a zero, para todo k, j = 1,...,n, temos
fok-f1j — for-f1; > 0.
Portanto, f; <pg f2, pela Definicdo A.2.3.

Prova-se a reciproca supondo, por absurdo, que p1(t) €1r p2(t), ou seja, existem kg = 1,2,...,n
e jo=1,2,...,n tais que
P2k (1) -P1jo () — P2k (£)-P15o (¢) < 0.

Quando t tende a zero, concluimos que existem kg = 1,2,...,n e jo = 1,2,...,n tais que

Joko-J1jo — Soko-f1jo <0,
e portanto f; L r fo, contradizendo a hipotese f; <pp fo, pela Definicdo A.2.3.

Concluimos que se o D-espectro de um network é mais confidvel, o D-espectro condicional
permanece mais confidvel na dindmica do tempo. Contudo, se o D-espectro do network esti mais
propenso a falhas, o respectivo D-espectro condicional é mais propenso a falhas e, portanto, menos

confidvel no decorrer do tempo.

2.3 Preservacoes das desigualdades estocasticas entre D-espectro e
tempo de vida de networks
Enunciamos um exemplo de preservacao das desigualdades estocasticas entre os D-espectros

de networks para seus respectivos tempos de vidas. Este exemplo foi produzido e verificado pelo

préprio autor.
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Exemplo 2.3.1 (verificado no Exemplo A.4.2) Considere dois networks com 3 links cada.
Sejam f; = (0,5; 0,2; 0,3) e f2 = (0,4; 0,2; 0,4) os D-espectros dos networks. Considere T} e Ty seus
respectivos tempos de vidas e que suas falhas ocorrem segundo um Processo de Poisson Homogéneo

com taxa A = 2 falhas/hora.

Pretende-se estudar a preservagao das desigualdades estocasticas para os networks.

Sabemos, pelo Exemplo 2.2.1, que f; <gp f2, f1 <ggr fa e f; <pg fs.

Para analisar a preservacao da ordenagao estocastica dos networks, temos:

P(Ty >t) =e /(1 +t+0,6.t%);

P(Ty >t) = e 2(141,2.t +0,8.t%).

Concluimos que P(T} > t) < P(Ty > t) e T} <gr T», pela Definicao A.2.1.

Para estudar a preservacao da desigualdade por taxas de falhas dos networks, temos

P(Ty >t)  1+1,2.4+0,8¢

P(Ty > t) 1+1t+0,6.t2

Assim

iP(T2>t)_0,2+0,4.t+0,08.t2>0
dt P(Ty >t)  (1+t+0,642)2 ~—

ﬁg%ig é crescente em t > 0 e, portanto, Th <ggr T», pela Definicdo A.2.2.

Concluimos que

Analisaremos a preservacao da desigualdade através da razdo de verossimilhancas. Seja

3
hi(t) = fir-gk(t),
k=1

a funcao densidade de probabilidade do tempo de vida do i-ésimo network no instante t > 0, i=1,2.
gk (t) € a funcdo densidade de probabilidade de Ry, k=1,2...n.
Assim
hi(t) = e 2L.(1+0,8. +1,2.1%),

ho(t) = e 21.(0,8 4 0,8.t + 1,6.%).
Portanto

ha(t) 0,8+ 0,8.¢+1,6.8%
hi(t)  140,8t+1,2.2"°

d ho(t) 0,16 +1,28.t + 0, 32.t

= >
dthi(t)  (140,8t+1,242)2 =

Concluimos que Z?Eg é crescente em t > 0 e, portanto, T1 <pr Ts, pela Defini¢do A.2.3.

Do exemplo concluimos que as desigualdades estocasticas dos D-espectros dos networks foram
preservadas em seus tempos de vidas. Este fato é sempre verdadeiro e apresentamos o teorema

de preservacao das desigualdades estocésticas entre D-espectros para os respectivos networks. A
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motivagdo para a prova deste teorema é verificar que a comparagdo estocastica entre os D-espectros

de networks € suficiente para comparar os tempos de vidas dos networks.

Teorema 2.3.1. (vide Teorema 3.7 de Zarezadeh e Asadi (2013)) Sejam f; e fy D-
espectros de dois networks cujas falhas ocorrem segundo um mesmo Processo de Poisson Néao
Homogéneo com fungao de risco A(t), t > 0. Sejam T3 e T, os respectivos tempos de vida. Entao:

(i) Se f; <gp f3, entao 71 <gr T5;

(ii) Se f1 <gg f2, entdo T1 <gpr Tb;

(iii) Se f1 <pgr f2, entdo 11 <pg Ts.

Prova

E desenvolvida pelo proprio autor da dissertacao.

Para provar a parte (i) mostraremos que, para todo t > 0 Ha(t) > Hy(t), onde H;(t) =
E[Fi,]\/(t)] = Zz;é sz% é a confiabilidade do i-ésimo network no instante t > 0, i=1,2.

Como por hipotese | <gr fa, isto é, Fip < by, Vk =0,..n — 1 (Definicao A.2.1), temos

Hy(t) = E[Fy y@w) > E[F1 N = Hi(t),

e, portanto, 11 <gr To (Definicao A.2.1).

Para provar a parte (ii) verificaremos que H;(t) ¢ TPy emie t, com i=12 e t > 0.

Por hipotese, f1 <gpg fo, isto €, sob a Defini¢do A.2.2,se k > j — 0,...n-1
Fop Fij — Foj.Fiy > 0,

esek <j=0,..1n-1
FQk-FIj — FQj-Flk < 0.

Do Exemplo A.2.2 sabemos que P(N(t)=k) é TP em i=0,....n-1 e t > 0, ou seja, para 0 < s < ¢,
se k >j

esek <j

Portanto
(For-Fuj — Faj.Fay).(P(N(t) = k).P(N(s) = j) — P(N(t) = j).P(N(s) = k)) > 0.

A desigualdade resulta do produto de expressoes de mesmo sinal. Assim

n—1n—1
D> (FopFij — FyjFay).(P(N(t) = k).P(N(s) = j) — P(N(¢t) = 5).P(N(s) = k)) > 0
k=0 j=0
n—1 n—1 n—1 n—1
= Y B (P(N() = k) Y Fij.P(N(s) = j) = > Fip).(P(N(s) = k). ) Fo;. P(N(t) = )
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n—1 n—1 n—1 n—1
=D Fu(P(N(t) =k) ) Fpj.P(N(s) = j) + Y Fix)-(P(N(s) = k). ) Fp; P(N(t) = j) 2 0,
k=0 j=0 k=0 j=0

e concluimos que
P(TQ > t).P(Tl > S) — P(T2 > S).P(Tl > t) > 0.

Entao P(T; > t) é TPy em i=1,2 e t > 0 e, portanto, T} <ggr T5, sob a Defini¢ao A.2.2.

Para provar a parte (iii) basta verificar que, para 0 < s <t

ha(t).hi(s) — ha(s).h1(t) >0,

onde h;(t) = Y "p_; fik-gx(t) ¢ a funcdo densidade de probabilidade do tempo de vida i-ésimo network
no instante t > 0, i=1,2, e gx(t) é a funcdo densidade de probabilidade de Ry, k=1,2,...n.
Para 0 <s<t,0<j <k, jk=1,...n, temos

) _ As)P(N(s) =k —1) _ gr(s)

50~ MOP(N{) =j—1) = P(N(s)

g(t)  At).P(N(t)=k—1) _ P(N(s)=k—1
=j—1)  As)P(N(s)=j—1) g5(s)’

onde A(t) ¢ a taxa de falha do instante da primeira falha dos links. A desigualdade vale pois
P(N(t)=k) ¢ TPy em k=1,...n e t > 0. Portanto gx(¢t) ¢ TPy em k=1,2,..ne t > 0.

A prova ocorre de maneira anéloga & parte (ii) do teorema, substituindo-se Fj;, e P(N(t)=k) por
fik e g, respectivamente, i=1,2, k=1,2,...n.

Concluimos que ha(t).hi(s) — ha(s).hi(t) > 0 e, portanto, T1 <ppr T», sob a Definicdo A.2.3.

Observacao 2.2.1 Em relagdo & preservacdo da desigualdade estocéstica usual entre networks,
concluimos que um network que tenha probabilidade maior de sobreviver uma quantidade de falhas
de links seja mais confiavel.

Entendemos que se um D-espectro é mais propenso a falhas, entdo seu respectivo network é
menos confidvel.

A desigualdade por razao de verossimilhancas implica as desigualdades estocdsticas e as orde-

nacgoes estocasticas (Teorema A.2.1).

No que segue provaremos resultados de equivaléncia de desigualdades estocéasticas entre D-
espectros e D-espectros condicionais de networks cujas falhas dos links ocorrem segundo um Pro-
cesso de Poisson Nao Homogéneo.

Analisaremos a preservagao das desigualdades estocasticas entre os D-espectros condicionais e

os tempos de vida residuais de dois networks.

2.4 Resultados de Preservacoes entre D-espectros condicionais e

tempos de vidas residuais

Veremos um exemplo da preservacao das desigualdades estocasticas de D-espectros condicionais

para tempos de vidas residuais de networks. Este exemplo é producao do autor deste trabalho.

Exemplo 2.4.1 (ver Exemplo A.4.3.) Considere dois networks com D-espectros f; = (0,4;
0,4; 0,2) e fo = (0,2; 0,4; 0,4) e p1(t) e pa(t) os respectivos D-espectros condicionais no instante t
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> 0. Sejam T e Th seus tempos de vidas e {11 — ¢|T1 > t} e {Ib — t|T> > t} os respectivos tempos
de vidas residuais no instante t. Suponha que as falhas dos links dos networks ocorrem segundo um

mesmo Processo de Poisson Homogéneo com taxa A = 1 falha/hora.

A confiabilidade do i-ésimo network é
2
P(T; >t) =Y  Fp.P(N(t) = k),
k=0

onde Fj;, é a funcdo de sobrevivéencia do D-espectro do i-ésimo network a k falhas de seus links,
i=1,2, k=0,1,2...n-1 (Zarezadeh e Asadi, 2013).
Temos: FH = le = 1, Flg = 0,6, FQQ = 0,8, Flg = 0,2, Fzg = 0,4.

O k-ésimo componente do D-espectro condicional do i-ésimo network no instante t é

_ Jie-P(Ry, > t)
Pik(t) = TP > 1)

onde Ry é o instante da k-ésima falha dos links (ver Definigdo 2.1.1).
Assim
PRy >t)=¢l

P(Ry >t) = e (1 +1);
2
P(Ry>t)=e"(1+t+ 5)
P(Ty > t) = e '(1+0,6t + 0, 1t2);
P(Ty >t) = e '(1+0,8t +0,2t).
As funcoes densidades de probabilidade dos tempos de vidas dos networks sao (ver Zarezadeh e Asadi
(2013))

hi(t) =0,2.e 0. (2 +1)%

ho(t) = 0,2.e71.(1 + )%

Verificaremos que p1(t) <pr p2(t), isto &, 5?’;8 é crescente em k (Definigdo A.2.3). Temos:
() = 0,4 )
P =170,6t + 0,122
(0,44 0,4t)

t) = :

pi2(t) (1+0,6t+0,1£2)°
(t) = 0,240,264 0,1.62
P\ =70 6t + 0,12

0,2
p21(t)

T 110,840,262
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(0,4+0,4t)
1+ 0,8t +0,2t2)’

p2a(t) = (

(t) = 0,440,4t+0,2.t2
P2l =00 86 1 0, 202

Portanto

pai(t) 1 (1+0,6t+0, 142

pii(t)  27°1+0,8t+0, 2t2);

);

pa2(t) (1 + 0,6t + 0, 1¢?

pr2(t) 140,84 0,22
pas(t) 5 (1+0,6t+0, 1t2)
p3(t) " 14+0,8t4 0,227

t t t
Pt < pia) < pato © P1(®) <ur pa(t)
(

Pelo Teorema A.2.1 isto implica p1(t) <gpr p2(t), consequentemente p1(t) <sr p2(t).

Concluimos que

A funcao densidade do tempo de vida residual do i-ésimo network em x, dado {7T; >t} ¢

hi(alt) = Bz

Verificaremos que {1 —t|T1 > t} <pp {T> —t|T> > t}, isto é ngﬂg é crescente em x (Definicao

A2.3).

Observe que

ha(z+t
hg(l"t) P2(§“2>t)) P(T1 > t) ho (t + $)

hi(zlt) haltt)  P(Ty >t)hy(t+ )

P(T1>t)
P(Ti>t) = . ‘e . ha(t4x)
Como P(T,>f) Dao depende de x e é positivo, basta verificar que I (t+z) © crescente em x.
Portanto

d ho(t+z) 2(1+t+x)

dehi(t+z)  (2+t+z)3 =

Concluimos que ng}g é crescente em x e {11 — t|T1 > t} <pr {T> — t|T> > t}. Pelo Teorema
A.2.1, isto implica {Th — t|T1 > t} <pr {12 —t|T> > t} e consequentemente {17 — t|T1 > t} <gr
{TQ — t|T2 > t}.

Enunciaremos um lema que auxiliard na prova da preservacao de desigualdades estocésticas
entre os D-espectros condicionais e os tempos de vida residuais de networks. O lema é desenvolvido

e provado pelo proprio autor.

Lema 2.4.1 Seja Ry o instante da k-ésima falha dos links de um network, que ocorrem segundo
um Processo de Poisson Nao Homogéneo com funcao de risco A(t),t > 0. Seja gx(t) a respectiva

funcao densidade de probabilidade no instante t > 0, k=1,2,..n. Entao
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(1) Rk <LR Rk+17 k:1727"'7n;
(11) {Rk - t|Rk‘ > t} <LR {Rk+1 - t|Rk’+1 > t}? k:1,27...71’l.

Prova

Para provar a parte (i), se 0 < s < ¢, temos que

e—A(t). At k

gre1(t) A(t). (lc()!()) ~A(t)
TOA@).e A (A@R))R-T T ’

gr (1) ) (k—l()!( ) k

onde A(t) é a taxa de falha do instante da primeira ocorréncia do processo e A(t) = %ﬁt)

Como A(t) é crescente em t, g;:i(lt()t) é crescente em t > 0 e, portanto, Ry <pr Rg+1 (ver Definigao

A2.3).

Para provar a parte (ii), seja gi(z|t) a fungdo densidade de probabilidade de {Ry — t| Ry > t},

em x > 0, para t > 0 fixado e k=1,...n.

gr+1(2[t)

FRED) é crescente em x > 0, para t > 0 fixado. Temos:

Queremos verificar que

_dPRy>t+z) gt +o)
dr P(Rp>1) N P(R >t)’

d
gr(zft) = —— P(Ri >t + 2[Ry > 1) =

[§]
Jrt1(t+x)
G (@lt) _ P>y P(Re>1) gz +1)
(t+x ’ ’
gr(|t) ;;;}@g) P(Rp41>1) gr(x +1)

Grt1(x|t)

P(Rj>t) Ght1(z+1)
z0e o (alt)

Ir(z+1)
portanto, { Ry — t|Ry >t} <pr {Rk+1 — t|Ri+1 > t} (ver Definicdo A.2.3).

é crescente em x > 0, concluimos que também o é e,

Interessa-nos verificar que a comparacao estocastica entre D-espectros condicionais é suficiente
para esta comparacdo entre os respectivos networks na dindmica do tempo. Tal fato é verdadeiro e
é provado no teorema de preservacdo de desiguades estocésticas entre D-espectros condicionais de

seus networks para seus respectivos tempos de vidas residuais.

Teorema 2.4.1 (ver Teorema 2.6 de Zarezadeh et al. (2013)) Sejam T} e T5 os tempos de
vida de dois networks com n componentes cada, cujas falhas ocorrem segundo um mesmo Processo
de Poisson Nao Homogéneo com fungao de risco A(t), t > 0. Sejam fy e fa seus D-espectros e p1(t)
e p2(t) os respectivos D-espectros condicionais no instante t > 0.

(1) Se p1(t) <sT p2(t), entdo {11 — t|T1 > t} <gr {T5 —t|T> > t};

(ii) Se p1(t) <ur p2(t), entdo {T1 — t|T1 >t} <gg {To —t|Th > t};

(iii) Se p1(t) <wLm p2(t), entdo {Th —t|T1 >t} <pg {T> — t|T> > t}.

Prova

(i) E suficiente verificar que, para todo x > 0, P(Ty —t > x|Ty > t) > P(Ty —t > x|Ty > t)

Observe que, pelo Lema 2.4.1, {Ry — t|Rx, > t} <pr {Rk+1 — t|Rk+1 > t}, consequentemente
{Rp—t|Ry, >t} <gr {Rky1—t|Rry1 > t}, o que implica, { Ry —t|Rg >t} <g7 {Rpy1—t|Rpy1 > t},
usando o Teorema A.2.1.

Assim

P(Ty—t>a|Ty > t) =Y po(t).P(Rg >t + x| Ry, > t)
k=1
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> pu(t).P(Ry >t +x|Ry > t) = P(Ty — t > a|Th > t).
k=1

A desigualdade é valida, pois, por hipotese, p1(t) <gr p2(t), t > 0, e {Rx — t|Rx > t} <gr
{Rk+1 — t|Rk+1 > t}, k=1,2...n.
Portanto, usando o Teorema A.2.2 (a) e a Definicdo A.2.1, {11 —t|Th >t} <gp {To —t|T> > t}.

(ii) Verificaremos que P(T; >t + x|T; > t) é TPy em i=1,2 e x > 0, para t > 0 fixado.

Sabemos que { Ry —t| Ry, >t} <pr {Rg+1—t|Rr+1 > t}. Pelo Teorema A.2.1, temos { Ry, —t| Ry, >
t} <wr {Ri+1 — t|Rk+1 > t}.

Como p1(t) <gpr p2(t) por hipotese, pelo Teorema A.2.2 (b) e a Defini¢do A.2.2, concluimos
que {Th —t|Ty >t} <pr {To — t|T> > t}.

(iii) Considere h;(x|t) a funcdo densidade de probabilidade de {T; —¢|T; >t} parax > 0 et >
0 fixado, tal que h;(z|t) = >"}_, fir-gr(z|t).

Basta verificar que h;(z|t) é TPy em i=1,2 e x > 0, para t > 0 fixado.

Usando o Lema 2.4.1 {Ry — t|Ry, > t} <pr {Rr+1 — t|Rg+1 > t}.

Como p1(t) <pr p2(t) por hipdtese, pelo Teorema A.2.2 (c) e a Definicdo A.2.3, concluimos
que {T1 —t|Ty >t} <pg {Th — t|T2 > t}.

Concluimos que um network com D-espectro condicional mais confidvel permanece mais confiavel
na dindmica do tempo. Contudo se o respectivo D-espectro condicional é mais propenso a falhas,
entao o network também o é com o decorrer do tempo e, portanto, menos confiavel (Teorema A.2.1).

No préoximo capitulo, analisaremos a preservacdo das classes de distribui¢oes para os networks

em estudo.



Capitulo 3

Resultados de preservacao das classes de

distribuicoes

Um dos interesses do estudo de classes de distribuigdes tteis na Teoria da Confiabilidade é sua
aplicacao em testes de vida, politicas de manutencao, politicas de garantias, etc. Neste sentido torna-
se importante considerar tais conceitos para o D-espectro do network e analisar em que condigdes
as propriedades sao preservadas para seu tempo de vida. Parece-nos que um estudo sistemético de
tais procedimentos ndo aparece na literatura de networks.

Neste capitulo estudaremos resultados de preservacao de diversas classes de distribuicoes do

D-espectro de um network para seu respectivo tempo de vida.

3.1 Resultados de preservacao de classes de distribuicoes do D-

espectro para o tempo de vida de um network

Uma classe de distribui¢des importante é a das distribui¢oes com taxa de falha crescente (IFR),
em que a idade é adversa, no sentido de que o tempo de vida residual decresce estocasticamente no
tempo. Se a idade do objeto é benéfica, de forma que a probabilidade de sobrevivéncia condicional
é crescente em funcao da idade tem taxa de falha decrescente (DFR). Em termos do D-espectro

definimos tais classes de distribuicdes.

Definigao 3.1.1 (Barlow e Proschan, 1975) Considere um network com D-espectro f. Di-

zemos que o D-espectro ou sua distribuicao tem taxa de falha crescente (decrescente) - IFR (DFR)
ijmfl
F

A ¢ decrescente (crescente) em k—1,2...n.
-1

se, para m=1,2...n, fixado

Equivalentemente, o D-espectro f ¢ IFR (DFR) se % ¢ crescente (decrescente) em k=1,2...n.

Exemplo 3.1.1 (vide Exemplo A.4.4) Seja f = (0,5; 0,2; 0,3) o D-espectro de um network.
Considere F' um vetor com a funcio de sobrevivéncia do D-espectro, da forma
F = (Fy, F1, Fy) = (1; 0,5; 0,3).

Verificamos que
=< = = FP-FF=0,5-1.0,3=-0,00<0

e, portanto, f é DFR.

19
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Veremos um exemplo da preservacdo da classe IFR (DFR) do D-espectro para o respectivo

network.

Exemplo 3.1.2 (ver Exemplo A.4.5) Considere um network com D-espectro f = (0,6; 0,1;
0,3). Seja A(t) =1—e?

Verificamos a classe de distribui¢cées do D-espectro f. Temos que

B R 04 03

Frp F 1 04

=0,4—0,75=—0,35 <0,

onde F}, é a funcio de sobrevivéncia do D-espectro a k falhas de seus links. Entdo, sob a Definicio
3.1.1, f ¢ DFR.

Verificamos a convexidade da funcao de risco A(t)

dA(t) 4
a7
d?A(t) .
W = —€ < 0

Entéo a funcao de risco é concava.

A confiabilidade do network é

H(t)=e e " (1,55-0,7.e " +0,15e2).
A funcao densidade de probabilidade de T é

h(t) = e 17¢7(0,85¢ " — 0,4e 2 + 0, 15e ).
A taxa de falha do network é

) 0,85e~t —0,4e~2 + 0, 15e 3
T =
1,55 —0,7.e7t + 0, 15e2t

Verificamos que a taxa de falha é decrescente

dr(t) _ 1,3175¢7" +1,24e”* — 0,85¢”% 4 0,210e~* — 0, 0225¢

dt (1,55 — 0,7.e" + 0, 15e—2)2

A desigualdade ¢ valida pois: e=® < 1,Va,t > 0,e e <e % a>b>0,Vt> 0.
Sob a Definicdo A.3.1 e a Observacdo A.3.1, concluimos que T é DFR.

Analisaremos a preservacgao da classe de distribuicdo IFR (DFR) do D-espectro para o tempo
de vida de um network pelo seguinte teorema. A motivacao para a prova deste teorema é constatar
se o estudo da classe de distribuicao IFR para o D-espectro de um network e a convexidade da
funcao de risco do Processo de Poisson Nao Homogéneo para as falhas de seus links sao suficientes

para avaliar tal classe para o respectivo network.

Teorema 3.1.1 Seja T o tempo de vida de um network com func¢ao de distribui¢ao continua e

D-espectro £, cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo
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com fungao de risco A(t) > 0, t > 0. Seja A\(¢) a taxa de falha no instante da primeira falha. Se f é
IFR (DFR), e A(t), é convexa (concava), entdao T é IFR (DFR).

Prova Provamos a preservacao da classe de distribuicoes ITFR.
Em primeiro lugar, considere um Processo de Poisson Homogéneo com taxa A > 0 (Teorema
3.1, parte (3.2) de Esary et al. (1973)). Neste caso, a confiabilidade do network no instante t > 0 é

i
L

7}\t )\t)

9

M |

a ) =S F.P(N
0 k=0

e
I

onde Fj, = Z _r41 /7 € afungdo de sobrevivéncia do D-espectro em k=1,2..
Como f é IFR, pela Defini¢ao 3.1.1, temos

F;f < kal <= logFy1 — logFy <logFy —logFy_1 <= logF} 1 +logFy_1 < 2.logFy.

Entdo F}, ¢ log-concava em k—1,2...n.

Portanto, para £ > 0 e a > 0 fixados, Fj, — a.£* possui no maximo duas trocas de sinais do tipo
negativo-positivo-negativo. Observe que se Fj, — a.£* < (>)0, entdo logFy < (>)loga + k.log€, o
que justifica a log-concavidade de F},.

Como P(N(t)=k) é TPy em k=0...n-1 e t > 0 (Exemplo A.2.2), usando a propriedade da

diminuicao da variagao (ver secao A.3 do Apéndice),

= e M S e M O L =L (EXDE
ZFk—agk k;(l):Z Z 7):}1(75)—@-26 A k')
k=0 ) k=0 : k= k=0 ’

_ H*(t) —ae )\Et H*( ) (175).)\.1‘,

também possui no maximo duas trocas de sinais do tipo negativo-positivo-negativo em t > 0.
Considerando-se 6 = (1 — £).A < A, com £ € (0,1), a ultima expressao tem no méaximo duas

trocas de sinais do tipo negativo-positivo-negativo em relacdo a t > 0.

k

Como ﬁ*(t) — At + ZZ;% Fk M (pOlS F(_) = 1) temos

H*(t) > e M >e 0t >0, para § > \.

Entao
H*(t) > e % vt > 0,v0 > 0.

Concluimos que H*(t) — e~%* tem no méximo duas trocas de sinais do tipo negativo-positivo-

negativo em respeito a t > 0, portanto, H*(t) ¢ log-concava em t > 0 e H*(t) ¢ IFR.

. - . - n— At)
Considere agora a confiabilidade do network no instante t > 0 H(t) = > ;_ éFk M e

sua respectiva taxa de falha r(¢) (Teorema 3.1 (c) de A-Hameed e Proschan (1973)).
Observe que H(t) pode ser escrito como H(t) = H*(A(t)), onde

@) =S RS
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¢é a confiabilidade de um network cujas falhas dos links ocorrem segundo um Processo de Poisson

Homogéneo com taxa 1, no instante x > 0, com taxa de falha r*(t).

Assim
%logﬁ(t) _ %logﬂ'*(A(t}) _ —m.x(w = it (M)A,
Entao P2 P2 J
@ togH (1) = ogH' (A1) = — " (A1) A()
i ) d
L (a0 - (M)A

Sob a Definicdo A.3.1, concluimos que T é IFR.

Além da classe de distribuicao do D-espectro do network, a convexidade (concavidade) da fungao
de risco do Processo de Poisson Nao Homogéneo é indispensével. Nao é dificil notar que esta

propriedade significa que o instante da primeira falha dos links tem taxa de falha crescente.

Observacao 3.1 Como A(t) = —logG(t), onde G(t) = P(R; > t) e Ry ¢ o instante da primeira
falha dos links do network, temos que A(t) convexa, consequentemente G é log-concava e Ry tem

taxa de falha crescente.

Esta observagao nos motiva a compreender claramente a importancia da convexidade da func¢ao
de risco do Processo de Poisson Nao Homogéneo para as falhas dos links de um network.
O exemplo que segue mostra-nos a classe de distribuicdo do tempo de vida do network, ao

desconsiderarmos a convexidade da fun¢ao de risco (este exemplo tem autoria propria).

Exemplo 3.1.3 (vide Exemplo A.4.6) Considere um network com D-espectro f = (0,5; 0,2;
0,3). Suponha que as falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo
{N(t) : t > 0} com fungdo de risco A(t) = €.

Sabemos, pelo Exemplo 3.1.1, que f é DFR.

A confiabilidade do network no instante t > 0 é
2 t
Hit)=P(T >t)=> Fp.P(N(t)=k) =e °.(1+0,5.¢" +0,15.(c")?).

Entao

logH(t) = —e' +1log(1+0,5.¢" +0,15.(e")?);

- —0,5.et —0,2.e* —0,15.e%

—logH (t) = ;

dt 1+0,5.et +0,15.(e2t)
2 —0,5.et —0,4.€%t —0,475.e3t — 0, 15.e* — 0,1125.¢5
Y logH(t) = ,0.€ ,4.e ) e , lo.e ) e <0
dt? (140,5.et +0,15.e2t)2
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Logo, %logﬁ(t) é decrescente em t > 0.

Observe que LA(t) = ! > 0 e, portanto, A(t) = e’ ¢ convexa.
Sob a Definicao A.3.1, concluimos que T é IFR, sentido contrario a classe de distribuicao do

D-espectro f.

Pode-se pensar de maneira intuitiva que o tempo de vida de um nefwork como funcdo crescente
dos tempos de vidas de seus links, tenha a propriedade IFR se seus links sdo IFR. Contudo, tal
pensamento é falso. Ou seja, um network com links IFR nem sempre é IFR, isto é, a colecdo de
networks nao é fechada em relagao a classe IFR (ver Barlow e Proschan (1975)). Contudo, podemos
definir a classe de distribuicbes IFRA, que, no contexto desta dissertacao, é preservada na formacao

do network.

Defini¢ao 3.1.2 (Barlow e Proschan, 1975) Considere um network com D-espectro f. Dize-
mos que f, ou sua distribuicao, tem taxa de falha crescente (decrescente) em média - IFRA (DFRA)
se

—l.log(Fk)
k

é crescente (decrescente) em k=1,2....n, onde F}, = Z;’l:k—i-l fj-
1

Equivalentemente, o D-espectro f ¢ IFRA (DFRA) se Fi* é decrescente (crescente) em k=1,2...,n.

De maneira pratica, o D-espectro de um network tem taxa de falha crescente em média quando &
medida que aumenta a quantidade de falhas de seus links a propensio do network a falhas aumenta

em média. Pode-se mostrar que se uma distribui¢ao ¢ IFR, entdo é IFRA (ver Apéndice).

Exemplo 3.1.4 (ver Exemplo A.4.7) Considere o network e seu D-espectro vistos no Exemplo
3.1.1.
Vamos avaliar a classe [IFRA (DFRA) para o D-espectro.

Considere F* um vetor tal que, para este exemplo

1 1
F* = (F}, F2) = (0,51, 0,32) = (0,5; 0,55).
1

Como F, lf é crescente em k=1,2, concluimos que f é DFRA.
Veremos um exemplo de preservacao da classe IFRA.

Exemplo 3.1.5 (ver Exemplo A.4.8) Considere um network com D-espectro £ = (0,5; 0,2;
0,3), e que as falhas de seus links ocorrem de acordo com um Processo de Poisson Nao Homogéneo
com funcio de risco A(t) = /1.

Pelo Exemplo 3.1.4, sabemos que f € DFRA.

Verificamos se a funcdo de risco é star-shaped (Defini¢cao A.3.5)

d A(t) 1 _3

a2 _ i3 <o

dt t 2 -
Portanto, @ é decrescente, e A(t) é antistar-shaped .

A confiabilidade do network é
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2
()= FP(N({t) =k) =e V(1 +Vi+ %).

k=0
Temos que -
logH (t) 11 1t
— =1 - 1+t —).
, 24 og(1+1t2 + 2)
Portanto L
3 . ly—5 1
Cclltlogl;_[(t) _ %'t_% N 5t 2;+2t >0,
1+4+1t2 +§

e logH (t) é star-shaped. Portanto T ¢ DFRA (Defini¢io A.3.2 e Observagao A.3.2).

Enunciaremos o teorema de preservagao da classe de distribui¢goes IFRA (DFRA) do D-espectro
de um network para seu tempo de vida. Observe que a definicao da classe IFRA é equivalente a
dizer que —logH (t) é star-shaped (Definigio A.3.5), onde H(t) é a confiabilidade do network no
instante t > 0. A motivag@o para enunciar e provar este teorema & verificar que o estudo da classe
IFRA para o D-espectro e da propriedade star-shaped para a funcio de risco do Processo de Poisson

Nao Homogéneo para as falhas dos links nos basta para concluir que o nefwork é IFRA.

Teorema 3.1.2 Seja T o tempo de vida de um network com fungao de distribuicao continua e D-
espectro f, cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo com
funcao de risco A(t). Se f é IFRA (DFRA) e A(t) é star-shaped (respectivamente antistar-shaped)
, entao T é IFRA (DFRA).

Prova Provaremos a preservacao da classe IFRA.
Primeiramente, considere um Processo de Poisson Homogéneo com taxa A > 0 (Teorema 3.1

parte (3.4) de Esary et al. (1973)). Neste caso, a confiabilidade do network no instante t > 0 é.

—)\t )\t)

M |

Por hipotese f & IFRA, isto &, Fk%é decrescente em k=0,....,n-1 (Defini¢ao 3.1.2.). Entéo, para
¢ € (0,1) fixado, Fk% — & tem no maximo uma troca de sinal, de positivo para negativo. Assim,
Fj, — €F também possui no maximo uma troca de sinal de positivo para negativo em k.

Como P(N(t)=k) é TP2 em t > 0 e k=0,1,2....n-1, usando a propriedade de diminuicao da

variagao (ver secao A.3 do Apéndice),

S - A t oA S e (A
Z(Fk—g >\t Z )\t _nge )\.t(k!)
k=0 =0 k=0
= H*(t) _ igkefktw — f_f*(t) o efAAt.eJr)\.&.t — f_f*(t) o 67(175).)\,15
Py k!

tem no maximo uma troca de sinal de positivo para negativo.

Tome 6 = (1 — £).A < \. Entdo, H*(t) — e~%* tem no maximo uma troca de sinal de positivo
para negativo.

Se § > A, entdo e 9t < e M t > 0.
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Desde que

Fr i N e ADE
H*(t)=e —i—ZFk.e o >e M
k=1
Temos que H*(t) > e %t t >0
Concluimos que, para todo 8 > 0, H(t) — e~%! tem no maximo uma troca de sinal de positivo
para negativo. Assim, pelo (Teorema A.3.2), H* (t)% é decrescente. Portanto, sob a Defini¢do A.3.2,
H*(t) ¢ IFRA.

Considerando A = 1, representamos H (t) por H(t) = H*(A(t)),t > 0 (Teorema 3.1 (d) de
A-Hameed e Proschan (1973)), onde
n—1 —z .k
_ e T
Fy. X
k=0
Como f e H*(t) ¢ IFRA, —1logH*(t) & crescente (Defini¢do A.3.2) e —logH*(t) é star-shaped.

Como H*(t) é decrescente em t, entdo —logH*(t) é crescente em t > 0.

H*(z)

Assim, para « € (0,1) ,
—logH (a.t) = —logH*(A(a.t)) < —logH*(a.A(t)) < —alogH*(A(t)) = —a.logH (t).

A primeira desigualdade ¢ vélida, pois A(t) é star-shaped e —logH*(t) é crescente em t > 0. A
segunda também o &, pois —logH*(t) & star-shaped.
Como —logH (t) é star-shaped, T ¢ IFRA (Definicoes A.3.2 e A.3.5).

Além da classe IFRA (DFRA) para o D-espectro, é imprescindivel considerar a propriedade
star-shaped (ou antistar-shaped) para a funcao de risco do Processo de Poisson Nao Homogéneo
para as falhas dos links. Dizer que a funcao de risco é star-shaped significa que o instante da primeira

falha dos links tem taxa de falha crescente em meédia.

—logG(t) .
%() é crescente

Observacao 3.1.2 Se a funcgdo de risco A(t) = —logG(t) é star-shaped, entio
em t, onde G(t) = P(R; > t) portanto, sob a Definicio A.3.2, G ¢ IFRA e R; é IFRA.

Enunciamos um exemplo do que ocorre ao ignorarmos a propriedade para a funcido de risco

(exemplo do proprio autor).

Exemplo 3.1.6 (ver Exemplo A.4.9) Considere um network com tempo de vida T e D-
espectro f = (0,5; 0,2; 0,3). Considere que as falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de
Poisson Nao Homogéneo com funcio de risco A(t) = t2. Queremos analisar a preservacio da classe
IFRA (DFRA) para este network.

Pelo Exemplo 3.1.4 sabemos que o D-espectro f é DFRA.

A confiabilidade do network no instante t > 0 é

Ht) = e (140,542 +0,15.4%).

Temos:

N log(1+0,5.t> +0,15.t%)

_ 1
“logH (t) = E'[_t2 +log(1+ 0,562 +0,15.t1)] = —t p :



26 RESULTADOS DE PRESERVAGCAO DAS CLASSES DE DISTRIBUICOES 3.1

dlogH(t) 0,1.t*—0,15.5 — (1 +0,5.t +0,15.t%).log(1 + 0,5.t* + 0, 15.t*)
dt t (140,562 40, 15.t4).t2 '
Como o denominador é positivo, é suficiente analisar o sinal do numerador.
Seja
o(t) = 0,1.t* —0,15.t5 — (14 0,5.t> +0,15.t*).log(1 + 0,5.t> + 0, 15.t).

Temos: ¢(0) =0 e

dep(t ‘
(ng) = —t—0,23— 0,9 — (t +0,6t%).log(1 + 0,5.6> + 0, 15.t*) < 0.
Entao ¢(t) < 0 e portanto )
d logH (t) <o
et =

Concluimos que %logf[(t) é decrescente em t e T ¢ IFRA (Defini¢ao A.3.2), em sentido contréario
ao D-espectro f.
Observe que
Al) _

S oy
t t

& crescente em t > 0. Portanto, a funcdo de risco A(t) = t2 é star-shaped. Tal condicdo nio implica

a preservacao da classe do D-espectro para o tempo de vida.

Outras classes de distribuicoes usadas em politicas de manutencao sao as classes NBU (NWU)
e NBUE (NWUE).

Defini¢ao 3.1.3 (Barlow e Proschan, 1975) Considere um network com n componentes e f
seu D-espectro. Dizemos que o D-espectro f, é novo melhor (pior) do que usado - NBU (NWU) se,
para k e j=1...n.

Fipi < (2)FiFr.

Dizer que uma, distribuicao ¢ NBU é equivalente a afirmar que a probabilidade de sobrevivéncia
condicionada & certa idade é menor do que a probabilidade de sobrevivéncia de uma unidade nova.
E claro que a classe de distribuicdo NBU inclui a classe de distribuicdes IFR e que em tais casos
é recomendavel o uso de uma politica de manutencao e de reparos. Pode-se mostrar que se uma
distribuicao é IFRA, entao ¢ NBU (ver Teorema A.3.3 parte (ii)).

Exemplo 3.1.7 (ver Exemplo A.4.10) Considere um network com D-espectro f = (0,5; 0,2;
0,3).

Verificamos se o D-espectro ¢ NBU. Como Fy — F1.F; =0,3—0,5.0,5 = 0,05 > 0, 0 D-espectro
¢ NWU.

Veremos um exemplo da preservacao da classe NBU (NWU).

Exemplo 3.1.8 (ver Exemplo A.4.11) Seja T o tempo de vida de um network com D-
espectro f = (0,1; 0,3; 0,6), cujas falhas de seus links ocorrem de acordo com um Processo de
Poisson Homogéneo com taxa A(t) =1

Verificamos que o D-espectro é NBU. Como Fy — F1.F; =0,6—0,9.0,9 = —0,21 <0, f ¢ NBU
(Definicao 3.1.3).
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Observe que
At+z) = At + Ao = A(t) + Alx),

ou seja, A(t) = A\.t é superaditiva e subaditiva (Definigao A.3.6).
A confiabilidade do network é

2
H(t) =Y Fp.P(N(t)=k) = e '(1+0,9.t+0,3.%).

Concluimos que

H(t+2) — H(t)H(x) = —0,21tx — 0,27t*x — 0, 27tz — 0,09tz% < 0,

e, portanto, sob a Definicdo A.3.3, T é NBU.

Enunciamos o teorema de preservacao da classe de distribuicbes NBU do D-espectro para o
tempo de vida de um network. Estamos interessados em provar que a andlise da classe NBU para
o D-espectro e da superaditividade da func¢ao de risco sao suficientes para deduzir que o tempo de
vida do network é NBU.

Teorema 3.1.3 Seja T o tempo de vida de um network com funcgido de distribuigao continua e
D-espectro f, cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo
com funcao de risco A(t). Se f é NBU (NWU) e A(¢) é superaditiva (subaditiva), entdo T é NBU
(NWU).

Prova Verificaremos a preservacao da classe NBU.
Inicialmente, considere um Processo de Poisson Homogéneo com taxa A > 0 (Teorema 3.2 parte
(3.5) de Esary et al. (1973)). Neste caso, a confiabilidade do network no instante t > 0 é

Basta verificar que, para x > 0 et > 0,

H*(z)H*(t) — H*(x +1) <0,

onde H*(t) ¢ a confiabilidade do network, cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo
de Poisson Homogéneo com taxa A > 0.

Assim
n—1ln—1

H*(x)H(t)=> Y Fp.P(N(z) = k).F;.P(N(t) = j)

k=0 j=0

nlnl Az E -\t i n—1n-1 k .
— o e M ()t e M(AE)! _ Al PR ALAONAY
=3 Y h.E (A.2)" 7. (A1) <Y By iy (A2)” (A1)

| i 151
k! J! P e klj!

A desigualdade ocorre pois f ¢ NBU, ou seja, Fy.Fj < Fiy;, para k,j=1....n (Defini¢do 3.1.3).
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Aplicando 1 = k+j, temos

n—1n—1+k k I—k 2(n—1) 1 k I—k
_ _ _ A.z) (A1) _ (Ax)*.(\t)
@A) 2>, 3 Fe k(1 — k)! D Fie kIl — k)!
k=0 =k 1=0 k=0
Como Fj = 0, para k=n,n+1,...2(n-1), temos:
n—1 l
_ _ _ )\ t)l*k’
H*(x)H*(t) > : <“’+t) t))! ( !
(@) H™(t) = ) Fie” M+ 0)' 2 13 x—i—t R — k)]
1=0 k::O
n—1 1
= _l.e”\'(”t).l—'.()\(x%—t))l = H*(z +1).
=0 '

A pentltima igualdade resulta do Binomio de Newton. Sob a Defini¢ao A.3.3, concluimos que
H*(t) ¢ NBU.

Tome A = 1 e considere as representacoes H e H* do Teorema 3.1.1 (mais detalhes no Teorema
3.1 parte (f) de A-Hameed e Proschan (1973)).
Provamos que se f ¢ NBU, entdo H*(t) ¢ NBU, ou seja,

H*(z +y) < H*(z).H*(y) < —logH"(z +y) > —(logH* () + logH*(y)),

ou seja —logH*(x) é superaditiva em x > 0 (Definigao A.3.6).
Assim
—logH (z +y) = —logH* (A(x +y)) > —logH*(A(z) + A(y))

—(logH" (A(2)) + logH ™ (A(y))) = —(logH (x) + logH (y)).
A primeira desigualdade vale, pois A(t) é superaditiva e H*(t) é decrescente. A segunda ¢ valida,

pois —logH*(t) é superaditiva. Entao —logH (t) é superaditiva e T ¢ NBU (Defini¢do A.3.3).

A superaditividade ou subaditividade da fungdo de risco do Processo de Poisson Ndo Homogéneo
das falhas dos links de um network deve ser considerada juntamente & classe NBU ou NWU para

o D-espectro do network.

Observacao 3.1.3 Se a fungao de risco A(t) = —logG(t)é superaditiva, onde G(t) = P(Ry > t),
e Ry € o instante da primeira falha dos links do network, entdo, para t e x reais positivos
A(t+ ) > A(t) + A(z) = —logG(t + ) > —logG(t) — logG(x)
= —logG(t +x) > —log(G(t).G(z)) = G(t + x) < G(t).G(x).

Portanto, G ¢ NBU e Ry ¢ NBU.

Concluimos que se a funcao de risco é superaditiva, o instante da primeira falha dos links de
um network tem a propriedade do melhor novo do que usado. Esta observacdo nos fornece um
entendimento mais licido de que nao é suficiente que o D-espectro seja NBU para que o tempo de

vida do network também o seja.
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Apresentamos um exemplo de network em que a superaditividade da funcdo de risco néo é

considerada. O exemplo é desenvolvido pelo préprio autor.

Exemplo 3.1.9 (vide Exemplo A.4.12) Considere um network com D-espectro f = (0,5; 0,2;
0,3) e T seu tempo de vida e que as falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson
Nao Homogéneo com fungao de risco A(t) = t2. Queremos estudar a preservacio da classe NBU
(NWU) para o network.

Segundo o Exemplo 3.1.7, o D-espectro f é NWU.

A confiabilidade do network no instante t > 0 é

H(t) = e ¥ (140,562 40,15.t4).

Tome t3:1,t1 :0,36t220,7.
Assim
P(T>1)— P(T >0,3).P(T >0,7) = —0,81 < 0.

Entao, existem t3 =1, ¢t = 0,3 e t5 = 0,7, com t3 = t; + to tais que
P(T>t3) —P(T>t1).P(T>t2) <0.

Observe que a funcio de risco A(t) = t2 ¢ superaditiva, ou seja, para todo x, y > 0 A(x +y) =
(x+y)? =2+ >+ 22y > 2> +y° = Az) + Ay).
Portanto T ndo ¢ NWU (Definicao A.3.3 e Observagao A.3.3), diferentemente a classe do D-

espectro f.

Em nosso contexto, a classe de distribuicoes NBU é fechada na formacao de networks, no sentido
de que o tempo de vida de um network cujos tempos de vidas de seus links sejam NBU também tera
essa propriedade. No entanto, em um network cuja confiabilidade é uma mistura das distribuigtes
dos instantes de falhas dos links a preservacao da classe NBU a partir de seu D-espectro depende
da superaditividade de funcao de risco.

Outra classe de distribuigdes indispensavel em politicas de manutencao com base na idade é a
classe NBUE.

Definigao 3.1.4 (Barlow e Proschan, 1975) Considere um network com n componentes e
f seu D-espectro. Dizemos que f é novo melhor (pior) do que usado, em média - NBUE (NWUE),
para k=1,...n se

(i) N:ZZ:1Fk < 090;

(i) Frp > ()30, Fioa

Exemplo 3.10 (ver Exemplo A.4.13) Considere um network com D-espectro f = (0,5; 0,2;
0,3).

Analisamos a preservacao da classe NBUE (NWUE). Observe que

(i) p=>27 F =1,8 < oo;

(i) Avaliamos o sinal de zg’:k Fj_1 — p.Fy, para k=1,23.

Parak =1
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S Fjq—pFi=1,8-1,80,5=0,9>0;

Parak =2
S, Fj—pFy=0,8-1,8.0,3=0,26 > 0;

Parak = 3
S g Fj1—pF3=0,3-180=0,3>0.

Assim, Z?:k Fj_1 — p.Fy, > 0, para k=1,2,3.
Portanto o D-espectro f é NWUE.

Dizer que uma distribuicdo é NBUE equivale a afirmar que o tempo de vida médio residual
condicionado a determinada idade é menor do que o tempo de vida médio de uma unidade nova.
Pode-se mostrar que se uma distribuicao é NBU, entao ¢ NBUE (Teorema A.3.3 (iii)). A classe
NBUE nao é fechada na formacao de networks. Contudo existem exemplos em que tal propriedade
é satisfeita.

Veremos um exemplo da preservacao da classe NBUE.

Exemplo 3.1.11 (vide Exemplo A.4.14) Seja T o tempo de vida de um network com D-
espectro f = (0,1; 0,3; 0,6), cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson
Homogeéneo com taxa A(t) = 1.

Do Exemplo 3.1.8, sabemos que f ¢ NBU, o que implica, pelo Teorema A.3.3 (iii), que f é NBUE.

Observe que
Alt+x)  At)

t+x t

e a funcao de risco A(t) = A\.t é star-shaped e antistar-shaped (Definicao A.3.5).
A confiabilidade do network é

H(t)=> F.P(N(t)=k)=e"(1+0,9t+0,3t%).
O tempo médio do network é
p = E(T) _/ H(t)dt =1+0,9+0,6 = 2,5.
0

Vamos verificar que H (t).u > [ H(s)ds.
Observe que
oo _ [e.e]
/ H(s)ds = / e *(1 40,95+ 0, 35%)ds
t t
= 2,57 (140,6.t +0,12.t%) < pr.e (1 + 0,9t + 0,3t?) = . H(t).
Sob a Definicao A.3.4, concluimos que T é NBUE.

Analisaremos a preservacao da classe de distribuicaio NBUE (NWUE) do D-espectro de um
network para seu tempo de vida. Nossa motivagdo para enunciar e provar este teorema é constatar
que basta estudar a classe NBUE para o D-espectro e a propriedade star-shaped para a funcio de

risco do PPNH para as falhas dos seus links para deduzir a classe de distribui¢oes para o network.
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Teorema 3.1.4 Seja T o tempo de vida de um network com funcido de distribui¢ao continua e
D-espectro f, cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo
com funcao de risco A(t). Se f é NBUE (NWUE) e A(t) é (anti)star-shaped, entdao T é NBUE
(NWUE).

Prova Provamos a preservacao da classe NBUE.
Primeiramente, considere um Processo de Poisson Homogéneo com taxa A > 0 (Teorema 3.1
parte (3.6) de Esary et al. (1973)). Neste caso, a confiabilidade do network no instante t > 0 &

Considere inicialmente o caso A(t) = \.t, A > 0.
(1) Seja

0o n—1

“*:/o H*(t)dt:/o kZ::OFk.P(N(t):k:)dt
Fk/ooo —)\t )\t eMOADr ZFk/ —)\t :ZFA .

onde H*(t) é a confiabilidade de um network, cujas falhas de seus links ocorrem segundo um Processo

n—1
k=0

de Poisson Homogéneo com taxa A > 0.
A peniltima igualdade resulta da integragao da funcao densidade de probabilidade da distribui-

cao Gama(k+1,\) em (0,00) e o valor da somatoria é finito pois f € NBUE, entao ZZ;(l) Fy, < o0.
Portanto H*(t) satisfaz a condigao (i) da classe NBUE.

(ii) Basta verificar que H*(t).u* — [ H*(x)dz < 0.

n—1 n—1 n—1
_ oo _ T F. [ee)
H(t)p* — | H*(x)de =Y F.P(N(t)=k) ZJ—AO ! / > " Fp.P(N(z) = k)dx
t k=0 b k=0
CE MO I R /00 e (a)t
- F ! ) B, !
k=0 k=0
n—1 n—1 n—1
1 M F _ _
k=0 j=0 =k
A altima igualdade resulta de
/°° e (\a)k e — L(k+1,\)
. k! - T(k+1)
P e M ()
=P(Rpp1 >t) =P(N(t) <k+1)=P(N(t) < k) =) —

=0
Como f é NBUE, satisfaz a condigdo (ii) da classe NBUE. Portanto H*(t) é NBUE, sob a
Definicao A.3.4.

Baseamo-nos agora no Teorema 3.1 parte (6) de A-Hameed e Proschan (1973).
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(i) Considere = E(T), e H(t) = H*(A(t)) sob o Teorema 3.1.1.
Provamos que se f ¢ NBUE, entao H*(t) ¢ NBUE, e satisfaz a condigdo (i), ou seja, [~ H*(t)dt <

Como o Processo de Poisson Nao Homogéneo para as falhas dos links do network é um processo

de contagem nao-explosivo, p = [;° H(t)dt = [;° H*(A(t))dt < oo, e T satisfaz a condigao (i).

(ii) Temos que

))./OOOFI*(A(:I:))d:z:—/tooff*(A(x))dx

= H*( / H*(A(z))dx — H*( (t))./ H*(A(z))dx
t
o A
/ a8 M ar - (a (t))./ (8 M)
t
A igualdade vale, pois H*(t) + H*(t) = 1 e a desigualdade ¢ valida, pois A(t) é star-shaped
x. A( )

, temos:

(Defini¢do A.3.5) e H*(t) é decrescente. Fazendo a mudanca de varidvel y =

t 7% A(t) 7% * o 7%
= 2. /0 H* (y)dy — H(A(1)). /A )
— g M H*(A B (y
= 2l @o). [y - /
i / H*(y)dy + B (A1), | B (y)dy)
A()

_ gy, [y e, [ B
~ xl ). [+ “t”'/A(t) (v)dy

CH(A®)). A:) 1y~ ~H°(A). [ °° H* (y)dy]

o0

= [l*ﬂf*(/\(if))-/oc>o H*(y)dy — (H*(A(t)) + H*(A(2))). " H*(y)dy]

t 7% © 7% - > 7% —
= 2. /0 H* (y)dy /A LG =0

Estas igualdades sao validas pois somamos integrais sobre os intervalos disjuntos (0,t) e (t,00)
e H*(A(1) + H*(A(1) = 1.
Conclufmos que H(t). [ H(z)dz > [ H(x)dx e, sob a Definicdo A.3.4, T ¢ NBUE.

Observacao 3.1.4 Se a funcio de risco A(t) = —logG(t) é star-shaped, vimos na Observagao
3.1.2 que G &é IFRA. Sob o Teorema A.3.3, G é NBU, e consequentemente NBUE. Portanto, Ry, o
instante da primeira falha dos links do network pertence a classe do novo melhor do que usado em

média.
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Com o Teorema 3.1.4, podemos dizer que o uso indiscriminado da fun¢ao de risco A(t) nao
garante a preservagao da classe NBUE (NWUE) entre o D-espectro e o tempo de vida do network
cujos links falham segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo. Observamos o exemplo, do

proéprio autor, a seguir.

Exemplo 3.1.12 (vide Exemplo A.4.15) Considere um network com D-espectro f = (0,5;
0,2; 0,3) e tempo de vida T e que as falhas de seus links ocorrem segundo um Processo de Poisson
Néao Homogéneo com fungao de risco A(t) = €', t > 0.

Queremos avaliar a preservacao da classe de distribuicaio NBUE (NWUE).

Observe que

dA(t) e

Conclufmos que 20 > (<)o — ¢ > (<)1.

Portanto, A(t) é antistar-shaped para t < 1 e star-shaped para t > 1 (Defini¢do A.3.5).
Segundo o Exemplo 3.1.10, o D-espectro f é NWUE.

A confiabilidade do network no instante t > 0 é
H(t)=e".(1+0,5.e' +0,15.e*).

Verificamos a parte (i) da classe NBUE (NWUE).

O tempo médio de vida do network é
(o0 _ (o] :
p=E(T)= / H(t)dt = / e ¢ .(140,5.e" 4+ 0,15.e2)dt.
0 0
Aplicando a mudanca de varidvel v = e!, temos

i d
= / e .(1+0,5.0+0, 15.1)2)7” =Ei(-1)+0,8e 1 ~0,2240,8¢ 1 ~ 0,51 < oo,
1

onde Ei(.) é a Fungao Exponencial Integral (Definigdo A.3.9).

(i)
Considere tg = 2. Entdo
H?2)=e < (1+0,5.62+0,15.¢%) ~ 0, 08;
o0 _ oo ¢
/ H(t)dt = / e ¢ .(1+0,5.¢" +0,15.¢2")dt = Ei(—e?) + 0,001 ~ 0,00107.
2 2

Portanto ~
/ H(t)dt — p.H(2) = 0,00107 — 0,51.0, 008 ~ —0,003 < 0.
2

Entao existe tg = 2 tal que f;o H(t)dt — p.H(2) < 0 e, portanto, T ndo ¢ NWUE (Definicao
A.3.4), diferentemente do D-espectro f.
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Concluimos que em um network cujos links estao sujeitos a falhas de acordo com um Processo
de Poisson Nao Homogéneo, a preservacao das classes de distribuicoes do D-espectro do network

depende de restri¢oes adequadas sobre a funcdo de risco do processo.

3.2 Resultados de equivaléncias das classes de distribuicoes do D-

espectro para o D-espectro condicional de um network

Veremos um exemplo de equivaléncias das classes de distribui¢cdes do D-espectro para o D-

espectro condicional de um network.

Exemplo 3.2.1 (vide Exemplo A.4.16, de autoria propria Seja f = (0,1; 0,3; 0,6) o D-
espectro de um network com tempo de vida T, cujas falhas de seus links ocorrem segundo um
Processo de Poisson Nao Homogéneo com fun¢ao de risco A(t) = t2. Seja p(t) seu D-espectro
condicional no instante t. Queremos analisar a equivaléncia das classes de distribui¢oes do D-

espectro para o D-espectro condicional para t > 0, fixado.

Seja F}, a funcdo de sobrevivéncia do D-espectro f.

Temos que Fy =1; F1 =0,9; e F, =0,6;

Verificaremos se f é IFR.

Como FQZ —[1.F3=0,92—-1.0,3 =0,21 > 0, concluimos que Fk+l-Fk+1 — Fk+1+l-sz > 0, para
todo k, 1 = 1,2,...5, e, portanto, f & IFR (Defini¢ao 3.1.1).

Segundo o Teorema A.3.3, f é IFRA, NBU e NBUE.

O k-ésimo componente do D-espectro condicional em t é

_ fr-P(Ry > t)
pr(t) = TPT>0)

A confiabilidade do network é

0.6

ot = e (14 0,9¢% + 0, 3t4).

P(T>t)=e (140,92 +
Temos
P(Rl > t) = €_t2;

P(Ry>t)=e (1 +82);
4

¢
P(Ry>t)=e " (14 + 3);

Portanto
0,1

T 140,92 10,30
~0,3+0,32
140,92+ 0,314’
0,6 + 0,6t +0,3t*
p3<t): 2 4
1+0,9t2 40,3t

p1(t)

p2(1)




RESULTADOS DE EQUIVALENCIAS DAS CLASSES DE DISTRIBUIGOES DO D-ESPECTRO PARA O
3.2 D-ESPECTRO CONDICIONAL DE UM NETWORK 35

Além disso

> omk(t) =1

~0,9+0,9 +0,3t*
140,9t240,3t4

~0,6+0,6t%+0,3t*
T 140,924 0,3t4

Zi:j-ﬁ—l Pk (t)

Verificamos que p(t) ¢ IFR, ou seja, é decrescente em j, isto é

Zi:jpk(t)
QO m®)? = > pe(®). Y p(t) =0
k=j k=j—1 k=j+1
Entao
3 : - 0,21 + 0, 48t + 0,33t* + 0, 09¢°
t)? — t). t) = = ’ ’ ’ > 0.
(;Pk( ) ;Pk( ) kZ_spk( ) 10,92 0,30 >

Concluimos que p(t) é IFR (Definicao A.3.1, para t fixado). Isto implica, segundo o Teorema
A.3.3, que p(t) ¢ IFRA.

Verificamos que p(t) é NBU.

3

3 3 2 4 2 4
0,6+ 0,6t2 + 0,3t 0,9 40,92 + 0,3t
£) — 9. t) = —1. <0
kzgpk() ;Pk() %pk() 1+0,9£2 4 0, 3t4 140,92 40,364 =

e portanto p(t) ¢ NBU (Defini¢do A.3.3, para t fixado).

Verificaremos que p(t) é NBUE, ou seja

D ook(®)ou(t) =YD mi(t) >0,
h=j

3
k=j I=k

onde

3
2,5+ 1,82+ 0,9t
i) ;;pk() 1+0,92 10, 3t4

Concluimos que

3 3
0,75+ 1,02t2 + 0, 78t* 4 0, 36t5 4 0, 09¢8
t).u(t) — t) = >0
;pk( ) ”() ZZ;pl( ) (1+0,9t2+0,3t4)2 =Y

k
e, portanto, p(t) ¢ NBUE (Definicao A.3.4, para t fixado).

Enunciamos o teorema de equivaléncia das classes de distribuicées entre o D-espectro e o D-

espectro condicional de um network. Nossa motivagdo agora é verificar que basta estudar as classes
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de distribuicoes do D-espectro para deduzir as classes para o D-espectro condicional de seu respec-

tivo network. O teorema é enunciado e provado pelo proprio autor.

Teorema 3.2.1 Seja f o D-espectro de um network com n links. Seja p(t) seu D-espectro
condicional no instante t > 0, fixado. Entéao:

(a) f e IFR (DFR) <= p(t) ¢ IFR (DFR);

(b) f ¢ IFRA (DFRA) <= p(t) é¢ IFRA (DFRA);

(c) f ¢ NBU (NWU) <= p(t) ¢ NBU (NWU);

(d) f ¢ NBUE (NWUE) <= p(t) ¢ NBUE (NWUE).

Prova

Parte (a)

Provaremos a equivaléncia para a classe IFR.

Acondigdo é suficiente, pois se IFR, ou seja, sob a Defini¢do A.3.1, para todo k, j=1,2,....n com
k > jem=1,2,...n fixado

Z?:k+m+1 ni(t) < Z?:j—l—m—s—l ni(t)
Z?:k—i—lpl(t) - Z?:j+1pl(t) ’

ou equivalentementemente,

n n n n
w0 > )= > wt). D mt) <o
i=k+m+1 l=j+1 i=k+1 l=j4+m+1

Tomando o limite quando t tende a zero, temos:

oY =D ). fi<o

i=k+m+1  I=j+1 i=k+1  l=j4+m+1

Concluimos que, para todo k, j=1,2,....n com k > j e m=1,2,....n fixado

Froym-Fj — Fi Fjim <0,
e, portanto, sob a Defini¢ado 3.1.1, f é IFR.

Para verificar a condi¢ao necesséria da parte (a), suponha, por absurdo, que p(t) nao é IFR,

isto é, existem kg e jo = 1,...,n, com kg > jo e m=1,2....n fixado tais que

n n n n
doopl®) D] mt) = D op). Y, m(t)>0.
i=ko+m+1 I=jo+1 i=ko+1 l=jo+m+1

Quando t tende a zero,

Z fi- Z fi— Z fi- Z fi>0.

i=ko+m-+1 l=jo+1 i=ko+1 l=jo+m+1

Entao, existem kg e jo = 1,...,n, com kg > jo e m=1,2....n fixado tais que

Fiotm-Fio — Fro-Fiopm < 0.
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Portanto, f ndo é IFR. O que é uma contradicdo, pois por hipotese, f é IFR. Para o caso DFR

procede-se analogamente.

Parte (b)

Provemos o caso IFRA.

Suponha inicialmente que p(t), t > 0, ¢ IFRA isto é, sob a Defini¢ao A.3.2, (Z?:kﬂ pj(t))% é
decrescente em k=1,2,...n.
Quando t tende a zero, concluimos que (Z?:kJrl fi)e = _k% ¢ decrescente em k=1,2,...n. Por-
tanto, sob a Definicdo A.3.2, f é IFRA.

Sl

Para provar a reciproca, suponha, por absurdo, que p(t), t > 0, ndo é IFRA, ou seja

Existe kg=1,....n tal que

n n
1

(S piei < (3 pyt) e

j=ko+1 j=ko+2

Considerando o limite quanto t tende a zero temos

1 1
=%y _ mRoil
Flo < Fl

Portanto, f ndo é IFRA, contradizendo & hipdtese de que f é IFRA.

Parte (c)
Provaremos o caso NBU.

Considere inicialmente que p(t) é NBU, ou seja, sob a Defini¢ao A.3.3, parak el=1,...n, et >
0 fixado.

n n n
Z pi(t) < Z pi(?). Z pi(?).
i=k+1+1 i=k+1 i=1+1

Quando t tende a zero concluimos que Fjy; < F.F} e portanto, sob a Defini¢cdo 3.1.3, f ¢ NBU.

Para verificar a reciproca, suponha, por absurdo, que existem kg, lp=1,2,...n, tais que

n n n
Z pi(t) > Z pi(t). Z pi(t).
i=ko+lo+1 i=ko+1 i=lp+1

Quando t tende a zero, existem ko, lp=1,2,...n, tais que Fj, 4y, > Fy,.F},. Portanto, f ndo é
NBU, contradizendo a hipotese de que f é NBU.

Parte (d)
Provaremos o caso NBUE.
Considere inicialmente que p(t) é NBUE (Definigdo A.3.4). Entao

(1) Dkmo 2 jmpr1 Pe(t) < oo
Quando t tende a zero, Y p_o Ff < co.

(ii) Z?:k—i—l p;i(t). Z?:o Z?:Z‘H pi(t) > Z?:kﬂ Z?:iﬂ ().
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Quando t tende a zero, temos que

n

n
B F> Y R
1=0 i=k+1

Portanto, sob a Defini¢do 3.1.4, f é NBUE.

Vamos verificar a reciproca da parte (d) do teorema.
(i) Suponha, por absurdo, que
n n
>, 2 mlt)=rco.
k=0 j=k+1

Quando t tende a zero, temos >__, Fy = oo. E uma contradicao, pois, por hipétese > p_, Fi <

(ii) Por absurdo, assuma que p(t) nao é NBUE, ou seja, para t > 0 fixado, existe ko=1,...n, tal

que

n

doopi®Y > mty< > Y m).

j=ko+1 =0 [=i+1 i=ko+11=i+1

Quando t tende a zero, concluimos que, para t > 0 fixado, existe ky=1,...,n tal que

n n
FkO'ZFi < Z Fz"
1=0

i=ko+1

Portanto, f ndo ¢ NBUE. Uma contradicdo, pois F}, k=1,...n, ¢ NBUE.

3.3 Resultados de preservacao do D-espectro condicional para o

tempo de vida de um network

Veremos um exemplo de preservagao das classes de distribuigoes do D-espectro condicional para

seu respectivo network.

Exemplo 3.3.1 (vide Exemplo A.4.17) Seja T o tempo de vida de um network com D-
espectro f = (0,3; 0,3; 0,4), cujas falhas de seus links, ocorrem de acordo com um Processo de Poisson
Nio Homogéneo com funcdo de risco A(t) = t2. Seja p(t) o respectivo D-espectro condicional no
instante t > 0.

Nosso interesse é analisar a preservacao das classes de distribuicoes do D-espectro condicional
p(t) para o tempo de vida do network.

Seja F' = (Fy, F1, Fy, F3), onde Fy ¢ a funcio de sobrevivéncia do D-espectro f apés k falhas de
seus links.

A confiabilidade do network no instante t é

2
Ht)=P(T>1t)=Y Fp.P(N({t)=k) =" (1+0,7.6 +0,2.¢%).
k=0
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O k-ésimo componente do D-espectro condicional do network é

Pr(t) = fk'Pg?f; 23

onde Ry, é o instante da k-ésima falha dos links do network.
Verificaremos que p(t) tem taxa de falha crescente, isto é (Definigao A.3.1), anki% é crescente
j=kPij

em k=1,2,3,4. Temos:

@ = 0,3 _
P = 130,72 40,244

() = 0,3+0,3.t>
P = 10,72 40,244

(t) = 0,44 0,4.t>+0,2.t
P = 0,72 40,244

A funcéo de sobrevivéncia do D-espectro condicional para os valores de k é

3
> pilt) =1,
j=1

0,740,742 +0,2.t*

() =
jzzpj() 140,742 +0,2.44

w

i ) = 0,440,4.2+0,2.¢*
LT 0T 0,240

A primeira igualdade vale, pois o D-espectro condicional é uma distribui¢do de probabilidades

para cada t > 0, fixado.
As taxas de falhas para os componentes do D-espectro condicional em t sdo

So_ipi(t)  140,742+40,227

ra(t) = p2(t)  0,3+0,3¢2
TS gt 0,740,742 40,247
t
ra(t) = 0y
2 =3 pi(1)

Observe que 71(t) < ra(t), pois 0,3 < 0,34 0,3.t2 e 1 +0,7.t2 +0,2.t* > 0,7 +0,7.t2 + 0,2.t%.

E imediato concluir que ro(t) < r3(t).

Portanto, o D-espectro condicional p(t) é IFR.
Usando o Teorema A.3.3, p(t) também ¢ IFRA, NBU e NBUE.

Observe que
d’A(t)  d*t?
a0
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Portanto, a funcio de risco A(t) = 2 é concava.

Note que
Ay * N
t ot
dA(t) dt?
R Y
dt t dt t -
isto é, @ é crescente em t > 0. Portanto, A(t) = t? é star-shaped (Defini¢do A.3.5).

Observe que A(t+x) = (t+z)? =2 + 22 +2.t.x > t? + 22 = A(t) + A(x), e, portanto, a fungdo
de risco é superaditiva (Defini¢cao A.3.6).

Verificamos a logconcavidade de H(t). Temos:

logH (t) = —t* + log(1 + 0, 7t* + 0, 2t%);

d. - —0,6 —1,38t2 —1,5t* — 0,4t5 — 0, 32¢8
7[ H t — b b b ) ) <0
T logH(t) (140,762 4 0,4t4)2 =

Sob a Defini¢gdo A.3.1, concluimos que T é IFR. Usando o Teorema A.3.3, isto implica que T é
IFRA, NBU e NBUE.

Com base neste exemplo, percebemos que as classes de distribuicées do D-espectro condicional
foram preservadas no network, na presenca das respectivas propriedades algébricas sobre a fun¢ao
de risco. Isto é provado através do corolério que enunciaremos. Queremos constatar, pela prova
deste corolério, que basta estudar as classes de distribuicées para o D-espectro condicional e as
respectivas propriedades para a funcao de risco do PPNH para as falhas dos links do network a fim

de deduzir as classes de distribuicoes para o network.

Corolario 3.3.1 Seja T o tempo de vida um network com n links, funcdo de distribuicao
continua e D-espectro f com n links, cujas falhas ocorrem de acordo com um Processo de Poisson Nao
Homogéneo com funcao de risco A(t). Seja p(t) o respectivo D-espectro condicional e {T'—¢|T" > t}
o respectivo tempo de vida residual no instante t. Entao

(a) Se p(t) é IFR (DFR) e A(t) é concava, entdo T é IFR (DFR);

(b) Se p(t) € IFRA (DFRA) e A(t) é (anti)star-shaped , entao T IFRA (DFRA);

(c) Se p(t) € NBU (NWU) e A(t) é superaditiva (subaditiva) entdo T é NBU (NWU);

(d) Se p(t) € NBUE (NWUE) e A(t) é (anti)star-shaped entao T ¢ NBUE (NWUE).

—_— N~

Prova Provamos este corolario utilizando o Teorema 3.2.1, seguido dos Teoremas 3.1.2, 3.1.3 e

3.1.4, respectivamente.

A preservacao das classes de distribuicdes do D-espectro condicional para o tempo de vida de
networks ocorreu de maneira semelhante & do D-espectro para seu tempo de vida, isto é, quando
as falhas dos links ocorrem segundo um Processo de Poisson Nao Homogéneo a preservacao das
classes de distribuicoes do D-espectro condicional do network para seu tempo de vida depende das

respectivas propriedades para sua func¢ado de risco.



Capitulo 4
Conclusoes

Deduzimos que um network no qual a ordenacao das falhas dos links sdo igualmente provéveis e
que ocorrem de acordo com um Processo de Poisson Nao Homogéneo as desigualdades estocésticas
entre os D-espectros sdo preservadas nos respectivos tempos de vidas.

Deduzimos também que as classes de distribuicoes nao paramétricas dos D-espectros acompa-
nhadas de propriedades algébricas convenientes da funcao de risco sdo preservadas nos tempos de

vidas dos networks.

4.1 Consideracoes Finais

Quando o interesse é comparar estocasticamente dois networks mostramos que é suficiente com-
parar estocasticamente as distribuicoes dos respectivos D-espectros.

Como na Teoria da Confiabilidade o estudo de classes de distribui¢gdes IFR e NBU auxiliam
nas tomadas de decisdo, na adocdo de medidas preventivas e de manutencao. Presume-se que,
com os resultados obtidos, o estudo das classes ndo paramétricas das distribuicdes discretas dos
D-espectros e das propriedades algébricas estudadas para a funcao de risco sejam suficientes para

tais procedimentos.

4.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Como pesquisa futura, podemos avaliar resultados de preservacoes de desigualdades estocasticas
e de classes de distribuigbes para networks e links com mais de dois estados (multiestados) sob
independéncia dos tempos de vidas dos links (Gertsbakh e Shpungin, 2011).

Podemos também estender a ideia de importancia de componentes (Barlow e Proschan, 1975)
para networks e links multiestados.

E possivel estudar a confiabilidade do network utilizando processos pontuais (Bueno, 2015).
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Apéndice A
Apéndice

A.1 Sistemas coerentes e assinaturas

O tempo de vida T de um sistema com n componentes, esté relacionado com os tempos de vida

de seus componentes T;, i=1,2,...,n, por meio de uma funcio de estrutura ®.
T =91, Ts,....T,).

Definicao A.1.1 (Barlow e Proschan (1975)) Considere um sistema com n componentes e
Ty, ... T, seus respectivos tempos de vidas. O componente i, i = 1,2....n é relevante para o sistema
se V t, t > 0, existe uma configuragao X(t) = (X1(t),..., Xn(t)), com X;(t) = 1y7,5y, tais que o
sistema funciona se X;(t) = 1 e falha se X;(¢) = 0.

Nao é razoavel que a melhora de um componente prejudique o funcionamento do sistema, e que

0s componentes nao sejam essenciais para o funcionamento do sistema. Definimos sistema coerente.

Definigao A.1.2 (Barlow e Proschan (1975)) Um sistema T' = ®(T) é coerente se todo

componente é relevante e se ® é crescente em cada componente.

Exemplo A.1.1 S3o sistemas coerentes:

e Sistema em série

T'= min {T:};

e Sistema em paralelo
T= T:};
Iax {73}

e Sistema série-paralelo

T = min max{T;},
1<j<k i€k

onde, K; ¢ o conjunto de cortes minimais, isto é, um conjunto minimo de componentes cujas

falhas causem a falha do sistema (Barlow e Proschan (1975)).

Para avaliar a confiabilidade de um sistema coerente, em termos de seu tempo de vida, a funcao

de estrutura do sistema é uma representacao relativamente ampla e de certo modo imprépria.
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Uma funcao de estrutura util para o tempo de vida do sistema é através de sua representagao por
assinatura (Samaniego et al. (2009)), sob a hipdotese de que os tempos de vida dos componentes sao
independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) com distribui¢ao continua F. Sob tal associagao, a
assinatura é uma medida estrutural que independe dos tempos de vidas dos componentes e permite
uma representacao para a confiabilidade do sistema como uma mistura das estatisticas de ordem
associadas aos tempos de vida dos componentes util no calculo da confiabilidade do sistema e na
anélise da preservacao das desigualdades estocésticas.

As condigoes da definicdo de assinatura restringem seu uso generalizado, mas existem vérias

aplicacoes em que o uso das assinaturas é apropriado.

e Podemos encontrar alguns exemplos em que a aplicagdo das assinaturas é apropriada: baterias
de sistemas luminosos, pastilhas ou chips de um computador digital, e sistema de velas de

igni¢ao automobilisticas;

e As assinaturas de um sistema devem ser usadas cuidadosamente quando se questiona a su-
posicao i.i.d. No entanto, podemos esperar que elas sejam tteis e informativas quando os

componentes de um sistema funcionarem sob hipéteses préximas ao caso i.i.d.;

e A assinatura é uma medida estrutural que nos permite comparar realisticamente os sistemas
coerentes. Observe que, estocasticamente, um sistema em série com componentes com alta
confiabilidade tém um melhor desempenho do que um sistema em paralelo com componentes

de baixa confiabilidade.

Definimos assinaturas:

Defini¢cao A.1.3 (Samaniego et al., 2009) Seja T o tempo de vida de um sistema coerente
com n componentes, com tempos de vida 171,75, ..., T;, independentes e identicamente distribuidos
com distribuigao continua, definidos em um mesmo espaco de probabilidade (€2, F,P). Seja Ty,
i=1,2,...,n a i-ésima estatistica de ordem associada aos tempos de vida dos componentes. Entao a

assinatura do sistema é definida pelo vetor

S =(S1,..-,Sn)s
onde, para i=1,...,n

Nestas suposicoes pode-se provar que a assinatura nao depende diretamente dos tempos de vida

dos componentes, mas da estrutura do sistema e da quantidade de componentes que falharam.

Exemplo A.1.2 Considere um sistema com trés componentes, do tipo série-paralelo, estrutu-
ralmente modelado como mostra a Figura A.1. Suponha que os tempos de vidas dos componentes

sao 1.1.d.
Portanto

2
81:P(T:T(1)):P(T1<T2<T3)+P(T1<T3<T2):§:§;

4
S9 = P(T = T(g)) = P(T2 <Ty < T3)+P(TQ <T3 < T1)+P(T3 <Ti < T2)+P(T3 <Ty < Tl) = g
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[
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3
&

Figura A.1: Figura A.1.1. Sistema tipo série-paralelo com 8 componentes

8320.

Observe que devido & sua estrutura, o sistema falha até a segunda falha de componentes. Entao

a assinatura do sistema é: s = (3, 2,0).

Exemplo A.1.3. Em um Sistema k-de-n é necessario que pelo menos k componentes falhem
para o sistema falhar. Desse modo, sy = P(T' = T(;,)) = 1, k=1..n e s; = P(T = T;)) = 0, para
i=1,2,... k-1 k+1,...n-1. A assinatura para um sistema k-de-n é s = (0,0,0,...,0,1,0,...,0).

Observagao A.1.1. Em um sistema em série a assinatura do sistema ¢ s = (1,0,0,...,0), pois
a falha de um componente causa a falha do sistema. Assim, s1 = P(T' =T(y)) = 1 e s = P(T =
Tx)) = 0, para k=2,....,n. Em um sistema em paralelo, a assinatura do sistema é representada por:
s = (0,0,0,...,1), pois somente a falha de todos os componentes causa a falha do sistema. Dessa
maneira, s, = P(T' =1T,)) =1 e s = P(T = Ty,) =0, para k=1,2,3,...,n-1

Definimos a confiabilidade de um sistema coerente.

Defini¢ao A.1.4. - disponivel no Teorema 1.1 de Samaniego et al. (2009) Seja T o tempo
de vida de um sistema coerente com n componentes com tempos de vida 11,715, ..., T;, definidos em
um mesmo espago de probabilidade (€2, F,P). A confiabilidade do sistema no instante t, t > 0,
fixado, ¢ definida como a probabilidade de sobreviver ao instante t, P(T > t).

Sob a hipotese dos componentes independentes, identicamente distribuidos e com distribuicao
continua, utilizando a Lei da Probabilidade Total, podemos representar a confiabilidade do sistema

no instante t > 0, através da mistura

P(T>t)=Y P >tT=Ty)=> P(T>tT="T,;)PT=T;)
=1 =1

= P(Tyy) > t|T = T;y))P(T =Ty) = > P(Ty;) > ) P(T = T(y)) Zsl (T > t).
i=1 =1

A pentiltima igualdade ¢ vilida, pois os eventos {1(;) >t} e {T' = T(;)} sdo independentes, desde
que o primeiro evento depende da distribuigao F, enquanto que o segundo evento depende apenas

da ordenagao dos tempos de vida dos componentes. Tal argumento é provado no Lema A.1.1.

Enunciamos um lema em que um evento que depende apenas da ordem das falhas dos componen-
tes independe de um evento que depende apenas da ordenacdo de tempos de vidas dos componentes
que nos auxilia na construcao da confiabilidade de sistemas como mistura das confiabilidades dos

instantes de falhas (vide secdo 2.1).
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Lema A.1.1 (Lema 8.3.11 de Randles e Wolfe (1979)) Sejam Z1, ...Z, v.a. 1.i.d. continuas
com fungao densidade de probabilidade f com a funcao densidade conjunta fz para Z — (Z1, ..., Zy).
Seja R* o vetor dos postos (ordens) associados a essas observagdes e Z(1),...Z(,) as estatisticas de

ordem associadas as varidveis Z1,...Z,. Entao, R* e Z(1), ---Z(n) sa0 independentes.

Prova Seja g a f.d.p. de Z(y),...Z(,) dado R* = r*. Considere h a f.d.p. conjunta de Z(y),...Z(,

e R* = r*. Temos:

h(Z(l),...Z(n),R* — I‘*)
PR* = r¥)

9(z(1)s 2| R* = 1%) =

Mas P(R* = r*) = L para todo vetor r*. Assim, dizemos que a distribuicdo conjunta das
nls )
estatisticas de ordem é permutével, ou seja, para todo r* e r’ vetores de postos associados as

estatisticas de ordem. Temos

Dessa maneira, para {R*=r*}, podemos escolher um vetor de postos r* = (1,2,....,n) como
argumento similar a um outro vetor r'=(my, ..., ), onde 7 ¢ um k-ésimo posto de uma observagao
ap6s uma nova ordenagdo 7 das observacoes. Ademais, na escolha r* = (1,2,...,n) para o vetor de
postos, as estatisticas de ordem terdo seus postos coincidindo com os valores do vetor r*, apos

ordenarmos as observacoes Z;, i=1,2,....n. Entao:

_ Tz, 2m)

g(z(l),...z(n)|R* — I'*) P(R* — I'*) .

Como Zp, k =1,2,...,n sdo independentes e identicamente distribuidas, temos:

_ M =n! H f(zay) = g7.(2),

n! k=1

9(2(1), 2| R* = r¥)

que é a funcdo densidade conjunta de estatisticas de ordem associadas a varidveis aleatérias inde-

pendentes e identicamente distribuidas.

Ao particularizar a demonstracio para o caso univariado, para uma das estatisticas de ordem,

dados os postos das varidveis temos:

g(z(k)|R* — I'*) —/(; /0 g(Z(l), Z(n)‘R* — I‘*)dZ(l)dZ(Q)...dZ(kfl)dZ(k+1), dZ(n)

= /0 /0 gz(Z)dZ(1)dZ(2)---dz(k_1)dz(k+1), dZ(n) = g(z(k))

Com essa demonstracao fica provada a independéncia entre um evento que dependa do posto do
instante de uma k-ésima, falha, com k=1,...,n, em relacdo a um evento que dependa da permutacao

entre os postos dos instantes de falha, e portanto, entre os componentes.
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A.2 Desigualdades estocasticas
As desigualdades estocésticas mais utilizadas sfo definidas:

Definigao A.2.1 - Se¢ao 1.A de Shaked e Shanthikumar (2007) Sejam S e T dois tempos
de vidas. Dizemos que S é estocasticamente menor que T (S <gp T) se, para todo t > 0: P(S >
t) < P(T > t).

Se S e T admitem fungoes discretas de probabilidade, S <gr T se, e somente se, para k € N:
P(S>k)<P(T > k).

Estas desigualdades sugerem que um objeto com tempo de vida T é mais confidvel do que com

tempo de vida S.

Defini¢ao A.2.2 - Se¢ao 1.B de Shaked e Shanthikumar (2007) Sejam S e T dois tempos

de vida. Dizemos que S é menor, em taxa de falha (hazard rate), do que T (S <ggr T) se, para

todo t > 0: J;g;g é crescente em t. Equivalentemente, se S e T admitem funcgoes densidades de

probabilidade, S <gpr T se, e somente se, Ag > Ap, onde Ag e Ap s@o as taxas de falha de S e de
T respectivamente.

Alternativamente, se S e T admitem fung oes discretas de probabilidade, S <gygr T se, e somente

se, € N: %, é crescente em k € N. Equivalentemente, S <gygr T se, e somente se, para todo k

P(S=k) — P(T=k
c N Pészkg Z PETzkg'

Interpretamos que um objeto com tempo de vida S tem maior propensao a falhas do que um

objeto com tempo de vida T.

Defini¢ao A.2.3 - Se¢ao 1.C de Shaked e Shanthikumar (2007) Sejam S e T dois tempos
de vidas.
Se S e T admitem funcgbes densidades de probabilidades, dizemos que S é menor, em razao de

iggg é crescente em t, onde gr e gg sao

verossimilhangas, do que T (S <pr T) se, para todo t € R:
as funcoes densidades de probabilidade de T e S respectivamente.

Se S e T admitem funcoes discretas de probabilidade, entdo S <pr T se, e somente se, para
todo k € N: ];((gig é crescente em k.

Existe uma hierararquia entre as desigualdades estocésticas. Observamos que a ordenagao atra-

vés da razdo de verossimilhangas monétona implica a ordenacao através das taxas de falhas, que,

por sua vez, implica a ordenacao estocastica.

Teorema A.2.1 (ver Teoremas 1.B.1 e 1.C.1 de Shaked e Shanthikumar (2007)) Sejam

S e T duas variaveis aleatorias definidas em um mesmo espago de probabilidade (€2, F,P). Entao

S<grT =S <srT.

Se S e T tém fungdes de distribui¢des absolutamente continuas (ou discretas), entao

S<trT=S<urT.

Prova: Sejam f, g as fun¢oes densidades (ou discretas) de probabilidade de S e T respectiva-

mente. Sejam F' e G suas fungoes de sobrevivéncia. Entao
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gt)f(s) — f(t)g(s) > 0= / / [dG(t)dF(s) — dF(t)dG(s)] >0, uw>w

;»/u dG(t)/D dF(s)/u dF(t)/UOOdG(s)z(), u>v

= G F() — GO)F() > 0,u>v = 2 > D0 sy o g <pp

As reciprocas das implicacdes acima nem sempre sao validas. Eis dois contra-exemplos:

.5)

Wl

Exemplo A.2.1 Considere f e g duas fungoes discretas de probabilidade, tais que f = (%,
eg = (373 3)
As respectivas funcdes de sobrevivéncia sdo: F = (1,4,4) e G = (1,3, 1).

Concluimos que F < G e, portanto, f <gr g.

"Q!\\C)\

Vamos avaliar a desigualdade através das taxas de falhas, usando a relagao Temos:

Gu) _, G@) _ aE _ L
) - b Fy - t=2erg =i=3

Entéo % é nao-crescente, e f £yp g. Portanto f <gr g = f <pp g.

M»—‘\w\w
w\»—‘\m\

Exemplo A.2.2 Considere f e g duas fungdes discretas de probabilidade, tais que f = (0, 2;0,2;0, 6)

eg=(0,3;0,4;0,3).
As respectivas funcoes de sobrevivéncia sdo: F = (1;0,7;0,3) e G = (1;0,8;0,6).
Vamos avaliar a desigualdade através das taxas de falhas. Temos:
G1) _ 1 G2 _08_8 _GB _ 06 _ 9

PO =L Fe Tor = e Ry T3 =2

G
F é crescente, e f <pgp g.

Entao

Avaliamos a desigualdade através da razao de verossimilhancas:

g(t) _ 02 _ 2 @_ 9B3) _ 06 _
FO) T 03~ 3 f@ 04 %% ¢ fE T s T 2
Entao 4 & néo—crescente, ef £rr g Portanto f <pr g+ f <ir g

Definicao A.2.4. Sejam A e B dois subconjuntos na reta real. Uma funcao nao-negativa K

definida em A x B chama-se totalmente positiva de ordem 2 (T'P,) (Karlin, 1968), se para a; < ag
e by < by, comaj,as € Aeby,by € B,

K(al,bl)K(ag, bz) — K(al,bz)K(az,bl) Z 0.

Isto equivale a
K(al, bl) < K(CLQ, bl)

K(al, bg) - K(ag, bg) '
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Exemplo A.2.3. Considere {N(¢) : t > 0} um Processo de Poisson Nao Homogéneo, com
funcao de risco A(t), t > 0. Para 0 < s <tej < k=0,1,2,..., temos

o~ A —A(s) . ; ; i
= T[A(t) A(s) — A(t).A(s)"].
Basta verificar que A(t)*.A(s)? — A(t)7.A(s)* > 0.

Como A(t) é crescente e k > j=0,1,2..., temos que

A(t) ]k

AD)
i)

[A(S)]j = A(t)*.A(s)? — A(t).A(s)F > 0.

v

Entao

e portanto, P(N(t) = k) ¢ TPs em t > 0 e k=0,1,2,... para um Processo de Poisson Nao Homogéneo

com fungao de risco A(t).

Teorema A.2.2 (ver Teoremas 1.A.6, 1.B.14 e 1.C.17 de Shaked e Shanthikumar
(2007)) Seja X um subconjunto de R e {Gp,0 € X} ums familia de distribui¢ées. Sejam O e
O5 duas varidveis aleatérias com suportes em X com respectivas funcoes de distribuicoes Fi e F.
Sejam Y7 e Y duas varidveis aleatorias tais que Y; =g X(0;) i=1,2, onde X (0O;) ¢ uma varidvel

aleatoéria cuja funcio de distribuicio é

H@zéa@wmx

com funccio densidade de probabilidade
) = | an(w)aF(0)

Seja H sua respectiva fungdo de sobrevivéncia, dada por

szﬁ@@wm»

paray € R, i=1,2

a) Se X(0) <gr X(¢'), para 6 < 6 e ©1 <gr Oy, entdo Y1 <gr Ya;
b) Se X(0) <pyr X(0'), para § <60 e ©1 <pypr O,, entdo Y1 <yp Yo;
c) Se X(0) <pr X(0'), para 0 < 0" e ©1 <y O9, entdo Y1 <y Ys.

Prova
a) X(0) <gr X(#') implica P(X(6) > y) é crescente em 6 para todo y. Entdo

POYi > y) = /X P(X(0) > y)dFi(0) < /X P(X(0) > y)dFs(0) = P(Ys > y).



50 APENDICE A

A desigualdade vale pois ©1 <gr ©2 e P(Y; > y) é a esperanca de uma fungio crescente em
0ecX.
Portanto Y7 <gr Ys.

b) X(0) <ggr X(0") implica P(X(0) >y)é TP em 6 € X e y € R. O <yg Oy, istoé, F;(6)
TPy emi=12e6 € X.

Além disso X (0) <gpr X(#') implica X (0) <gr X(#'), ou seja, P(X(0) > y) é crescente em
0 > 0.

Assim, pelo Teorema 2.1 de Joag-Dev et al. (1992), H;(y) ¢ TPy emi=12ey € Re Y| <pp Ya.

¢) X(0) <pr X(¢) implica go(y) ¢ TP em 0 € X e y € R. ©1 <y g O9 implica f;(#) TPy em
i=1,2 e 0 € X. Alem disso X (0) <pr X(0) implica X(0) <gr X(0), ou seja, P(X(6) > y) é TPs
em 6 > 0.

Portanto para 0 < y; < o

/ /9 9o wn)-g6(y2) = 90(12)-90(1))-(AF10.d 20 — dF10'.dF0) > 0

//9 o (90(y1)-90(y2) — ge(yz).gg(y1)).(dF19.dF2(9I — dFlﬁl.nge) > 0.

Ambas as integrais sao nao-negativas devido & integracao de produto de expressdes de mesmo

sinal. Temos:
// (99(y1)~90(y2) - 96(y2)-99(y1)).(dF19.dF29/ — dF10’.dF26?) >0
X

= 01(y1)-92(y2) — 91(y2)-92(y1) — 91(y2)-92(y1) + g1(y1)-92(y2) > 0
= 2.91(y1)-92(y2) — 2.91(y2)-92(y1) = 0 <= g1(y1).92(y2) — g1(¥2).92(y1) > 0.

Concluimos que g;(y) ¢ TP, em i=1..n ey > 0 e portanto Y; <pp Yo.

A.3 Classes de distribuicoes

Inicialmente enunciamos uma propriedade que nos auxilia a provar a preservacao de algumas

classes de distribuicdo do D-espectro de um network para o respectivo tempo de vida.
Propriedade da diminuigao da variagao (Karlin, 1968)

(a) Versao usual para variaveis aleatérias com distribuigées continuas Sejam f e g
duas funcdes reais, tais que f : B(R?) - Re g: B(R) — R.
Seja h tal que

h(a:):/Rf(a:,z).g(z)dz.

Sefé TPy em RxReg(t)tem no maximo r trocas de sinais em t € R, entao h tem no maximo

r-1 trocas de sinais em t € R.
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Se h e g tém a mesma quantidade de trocas de sinais, entdo ocorrem no mesmo sentido.

(b) Versao usual para variaveis aleatorias com distribuigées discretas Sejam f e g duas

funcGes discretas, tais que f : N xR — R e g: N — R. Seja h tal que

ht) =Y f(k,t).g(k).

k=0
Sefé TP, em NxN e g(k) tem no maximo r trocas de sinais em k € N, entdo h tem no maximo
r-1 trocas de sinais em t € R.

Se h e g tém a mesma quantidade de trocas de sinais, em t € R e em k € N respectivamente,

entao ocorrem no mesmo sentido.

Apresentamos as classes de distribuicSes para tempos de vidas com distribuicoes continuas,
definidas em (2, F, P).

Defini¢ao A.3.1 Considere T um tempo de vida com distribui¢ao continua F em (0, 00). Di-

zemos que T tem taxa de falha crescente (IFR) se, para x > 0, Fg(t)m) é decrescente em t > 0.
Equivalentemente, se T tem func¢ao densidade de probabilidade f(t), T é IFR se % é crescente

em t.

Observagao A.3.1 T tem taxa de falha decrescente (DFR) se na definicdo acima as monoto-

nicidades sao contrarias.

Definicao A.3.2 Seja T um tempo de vida com distribuicdo continua F. Dizemos que T tem
taxa de falha crescente em média (IFRA) se —1.logF (t) é crescente em t > 0.

Equivalentemente, T possui a propriedade IFRA se F (t)% é decrescente em t > 0.

Observacao A.3.2 T tem taxa de falha decrescente em média (DFRA) se as monotonicidades

da definicdo acima s&o contrarias.

Definicao A.3.3 Seja T um tempo de vida com funcao de distribuicao continua F. Dizemos

que T & novo melhor que usado (NBU) se, parax > 0 et > 0.
F(z+1t) < F(z)F(t).

Observagao A.3.3 T ¢ novo pior que usado (NWU) se a desigualdade na defini¢do acima é

contraria.

Definicao A.3.4 Seja T um tempo de vida com funcao de distribuicao continua F. Dizemos
que T & novo melhor que usado em média (NBUE), para t > 0 se

(i) 1 = B(T) < oc;

(ii) F(t).pn > (L) ftoo F(z)dz.

Observacgao A.3.4 T é novo pior que usado em média (NWUE) se a desigualdade na defini¢ao

acima é contraria.
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Defini¢ao A.3.5 Seja g uma fungio real. g é star-shaped (antistar-shaped) se, e somente se,
9(z)
x

é crescente (decrescente) em x > 0.
Definigao A.3.6 Considere f uma fung ao real. f é superaditiva (subaditiva) em algum subcon-

junto A de R, se, para todo x, y € A

fle+y) 2 () f (@) + f(y).

Observe que se uma funcio de sobrevivéncia H é NBU, isto é, H(x +y) < H(z)H(y) em x >
0ey >0, H(x) ¢ subaditiva.

Defini¢do A.3.9 Seja A um subconjunto de R e x € A. Denominamos a funcéo Ei(z) = [ %dz

de Funcao Exponencial Integral em x.

Teorema A.3.1 - Teorema 2.17 de Barlow e Proschan (1975) Seja T um tempo de vida

com distribui¢io continua F. Entdo T ¢ IFRA se, e somente se, —logF (t) é star-shaped.

Teorema A.3.2 - Teorema 2.18 de Barlow e Proschan (1975) Seja T um tempo de vida
com distribuicdo continua F. Entdo, T ¢ IFRA (DFRA) se, e somente se, para A > 0, F(t) — e M

tem uma troca de sinal de positivo para negativo (negativo para positivo) em relagdo a t > 0.

Assim como as desigualdades estocésticas as classes de distribuicGes apresentam entre si uma
hierarquia, provada neste teorema.
Teorema A.3.3 - Hierarquia das classes de distribuicoes (Barlow e Proschan, 1975)

Seja T um tempo de vida com fungio de distribui¢do continua (discreta) F e funcdo densidade
(discreta) de probabilidade f.

(i) Se T 6 IFR (DFR), entdo T é IFRA (DFRA);
(ii) Se T ¢ IFRA (DFRA), entdo T é NBU (NWU);
(iii) Se T ¢ NBU (NWU), entdo T 6 NBUE (NWUE).

Prova Consideramos as provas para T com func¢ado de distribuicao absolutamente continua.

(i) Provamos a partir da classe IFR.
Verificamos que R(t) é star-shaped, onde R(t) é a funcao de risco do tempo de vida T em t > 0,

com

R(t) = /0 r(s)ds = —logF(£).

Como T ¢ IFR, para 0 < s < t, temos que r(t) > r(s).
Se 0 < s’ <t entao

!

/otlr(t)dtZ /Ot/ r(s)dt = R(t') > t'.r(s) = / Vs > / tr(s)ds = §R() 2 € R(S)
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/ / (4! n !/
N R(t") - R(s") N —logF(t') - —logF(s)‘
L 14 - s’

Concluimos que R é star-shaped, portanto T é IFRA.

(ii) Provamos a partir da classe IFRA

Verificaremos se, para t e x > 0

F(t + l’) e~ R(t+z) Rz

Flt+z) < Ft)F(z) — ) < F(z) <= —rw < ,

onde R é a funcéo de risco do tempo de vida T, com

R(t) = /0 r(s)ds = —logF (t).

Observe que, para t e x reais positivos

R(t+z)— R(t) > (t+ ).

RS”) = (1+ %).R(m) > R().

A primeira desigualdade é valida pois T é IFRA, ou seja, R é star-shaped. Portanto

—R(t+x
e

Concluimos que F'(t + x) < F(t)F(z) para t e x reais positivos, e T ¢ NBU,

(iii) Provamos a partir da classe NBU
Como T & NBU, isto &, F(t +z) < F(t).F(z), temos

o0

= F(s)ds < F(t).E(T).
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A primeira implicac¢ao resulta da mudancga de varidveis s =t + x. Concluimos que T é NBUE.

Na proéxima secao verificaremos as operacoes algébricas dos exemplos deste trabalho.

A.4 Verificacoes para os Exemplos

Exemplo A.4.1. Verificagdo do Exemplo 2.2.1.

3 3 Loy | Jor
fie | for | Pk | For | 5 | £y

k
0/05(04| 1 | 1 [ 1 |08
1
2

0210205061210
0310403041313

Com base na tabela acima, concluimos que f; <gp f2, f;1 <gpr fz e f; <pp fs.

Mostraremos que as mesmas desigualdades valem para o D-espectro condicional:

P(Ty >t) = e (1 +t +0,6t%);
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Observe que

P(Ty > t) = e 2 (1 4+ 1,2.t + 0,8t2).

P(R1 > t) = e_zt;

P(Ry > t) = e 2(1 + 2t);

4¢2
Pu@>t):e4%1+2t+7?):e”%1+2p+%%.
O k-ésimo componente do D-espectro condicional do i-ésimo network, k=1,2,...n e i=1,2, dado
{T; >t} ¢
fik- P(Rk > t)
t) =2 8
ri(t) = =p =g
Temos:
0,5.e2 0,5
pui(t) = Ne—2t 2y
(1+t+0,6t2)e (1+t+0,6t2)
0,2.e72(1 + 2t) 0,24 0,4t
pi2(t) = N2t 2y’
(1+t+0,6t2)e (1+t+0,6t2)
(w_03eﬁxy+%+2ﬂ)_Q3+0ﬁi+m6ﬂ)
Pl = 0 v 0,62)e% | (1+£10,662)
0,4.e~% 0,4
p21(t) = 2,2t 2)’
(14 1,2t +0,8.t2)e (141,2.t +0,8.12)
(1) = 0,2.”2(14+2t)  0,2+0,4¢
P = 1,26 10,8422~ (1+1,24+0,8.42)
@%_Q4€%G+%+2ﬁ) 0,4+0,8.t+0,8.t
P = 1,2t 10,822~ (1+1,2440,842)
Portanto
§: 0,2+ 0,4t 0,3+0,6.t+0,6.t?)  0,5+¢+0,6.t>
py;(t T (1+t+0,68) (14+t+0,6t2)  (1+t+0,6t2)"

ZPQJ

Zplj

0,2+0,4.¢

0,3+0,6.t +0,6.t%)
(14+t+40,6t2) ’

=pi3(t) =

0,44 0,8t40,8.t

0,6 +1,2.t+0,8.6%

T (1+1,2t+0,84)

ij(t) = pas(t) =

Jj=3

(141,24 0,8.t2)

5 0,44 0,8.t+0,8.12
(1+1,2.t40,8.42)

T (1+1,2¢+0,842)

Verificamos a ordenagao estocastica para o D-espectro condicional, ou seja, mostraremos que

3 3
ij(t) - Zplj(t) >0
o part
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Temos:
23: Z _0,6+41,2¢40,84  0,5+¢+0,64
> P2yt Pl = 1204080  (1+1+0,60)

~ (0,6 +1,2.t+0, 8.752)(1 +t+40,6t%) — (0,5 +t+0,6.t2)(1 + 1,2.t + 0, 8.t%)
B (14t +40,6t2).(1+1,2.t + 0,8.t2)

_ 0,1+0,2.t+0,16.t> 0
(1 4+t+0,6t2).(1+1,2.t+0,8.¢2) =

23: Z _0,440,84+40,842  0,340,64+0,6.£2)
> P2yt Pt = A1 207089 (1+t+0,602)

_ 0,401 42t+2t%) 0,301 + 2t 4 2t%)
141,240,842 1+t+0,6t2

1+ 2t + 2t2
= AT T2 08 iTo 6t2).[0 4(1+t+0,6t%) —0,3(1 4 1,2.t +0,8.t%)]

14 2t + 2t2
= AT LI 0PI TT0 6t2).[o 4 40,4t +0,24t> — (0,3 +0,36.t + 0, 24.t2)]

~(0,140,04.2).(1 + 2t + 2¢?)
(1 +t+0,6t2).(1+1,2.t+0,8.12) ~

Concluimos que p1(t) <gr p2(t).

Verificaremos a preservagao da desigualdade através das taxas de falhas. Temos:

Z?:l p2;(t) _ 1
=3 - b
>j—1P15(t)

0,64+1,2.t+0,8.t2
0,6+ 0,6t + 0,36t + 1,2t + 1,2t +0,72t3 + 0,8t% + 0, 8t> + 0, 48t*

3
> j—2p2i(t)  Gyisitos O,
Z;’eZQplj(t) % 0,5+t +0,6t2+ 0,6t + 1,2t2 + 0,72t3 + 0,42 + 0, 83 + 0, 48¢*

0,140,540,2t+ 1,6t +0,12t2 +2,2t2 + 1,523 4 0, 48t*

0,6+ 1,8t 4 2,32t> + 1,52t + 0,48t*
N 0,5+ 1,6t +2,2t2 4+ 1,52t3 + 0, 48t4

T 0,5+ 1,60 +2,202 11,5263 + 0, 48t4

. 0,1+0,2.t40,12.42 o apn®)
0,5+ 1,6.t +2,2.62 4 1,52.t3 4+ 0,48.t* — S p(t)
3 0,440,8.t40,8.t> 1+2t+2¢2
> i—3P2j(t)  [rizir08:2) 0,4 T912640,80
3 ) " 0,340,6.t4+0,6.t2) 142t42¢2
> j—P1;(t) (1+t+—0,6t2)) 0,3 TH+0,6¢2

A+ 4t +2,4t2 3+ 143,60+ 0,4t + 2,4t2

4 14+t+0,6t2
3+ 3,6t + 2,412

T3 14+1,2640,82 3+3,6t42 42
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3+ 3,6t + 2,4t 1+0,4t 14+0,4.t

T 336t 42 34364242 T 343.64+2.402

Observe que

Yiap2(t)  Xapa(t) LHO4t 0,14 0,2.t +0,12.¢2
SO api(t) S_ypy(t)  3+3,6.0+2,442 0,541,6.t +2,2.12 +1,52.t3 + 0,48.t4

)

B (140,4.4).(0,5+1,6.t +2,2.t2 + 1,52.t3 + 0, 48.t%)
© (343,6.t+2,4.42)(0,5+1,6.t +2,2.42 4+ 1,52.t3 + 0,48.t4)

B (0,14 0,2.t +0,12.2).(3 + 3,6.t + 2,4.t?)
(3+43,6.t +2,4.82)(0,5 + 1,6.t + 2,2.t2 + 1,52.3 + 0, 48.t4)

0,5+ 1,6t +2,2t% + 1,52t + 0,48t + 0,2t + 0,64¢> + 0, 88> + 0, 608t* + 0, 192¢
N (343,6.t +2,4.2)(0,5 + 1,6.t +2,2.2 + 1,52.13 + 0, 48.t4)

(0,340,364 0,24t> + 0,6t 4 0, 72¢* + 0,48¢* + 0, 361> + 0, 432> 4 0, 288¢")
(343,6.t +2,4.12)(0,5 + 1,6.t +2,2.t2 + 1,52.3 + 0, 48.t)

_ 0,2+0,84.t +1,52.t> +1,488.t3 +0,8.t* +0,192t> -0
© (343,6.t+2,4.2)(0,5+1,6.t +2,2.42 +1,52.43 +0,48.t4) =
0 _1p2;(D) < o p2;(h) < S p2i(t)

Concluimos que ?;1p1j(t) S S0 S S0 e p1

(t) <mr p2(t).

Avaliaremos a desigualdade através da razdo de verossimilhangas. Temos:

0,4

p21(t) _ Hizevose _ 0,8.(1+1t+0,6.4%)

p11(t) Ty 1+1,2610,842
0,2(1+2¢)

pa(t) _ Trizirose _  1+1+0,642

p12(t) ;ﬁ&ligg% 1+1,2.t+0,8.t2

0,4(1+2t+2t2)
p23(t)  Trigirose  4(14+t40,6.4%)

T0,3(1+2t+2t2) T 3.(1 4+ 1.2, 12)°
p13(t) 140,62 3( + 1, t+078t)

Concluimos que p218 23 < 238 e p1(t) <rr p2(t).

Exemplo A.4.2 Verificacdo para o Exemplo 2.3.1. Sabemos, pelo Exemplo 2.2.1, que f; <g7 fa,
fi <prfaefi <ppfe.

Pretende-se estudar a preservagao das desigualdades estocasticas para os networks.

Para analisar a preservacao da ordenacao estocéstica, temos:

(24)

P(Ty >t) =1.e 2 +0,5.e72(2.t) +0,3.e% = e (1 4+t +0,6.t%);

2.1)2
P(Ty>t)=1.e2+0,6.e72(2.t) + 0,4.6—%(2) =e (141,214 0,8.%).
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Concluimos que P(T} >t) < P(Tx > t) e Th <gr Tb.
Para estudar a preservagao da desigualdade através de taxas de falhas, temos

P(Thy>t) 1+1,2t+0,8.t%

P(Ty > t) 1+t+0,682 '

d P(Ty>t)  0,240,4.t40,08.¢% -0
dt P(Ty >t) (1+t+0,62)2 ~

P(Tx>t)

P(Ty 1) é crescente em t > 0 e, portanto, 11 <gpr T5.

Concluimos que

Analisaremos a preservacao da desigualdade através da razdo de verossimilhancas.

A funcao densidade de probabilidade do tempo de vida do i-ésimo network no instante t > 0,
i=1,2 ¢ hi(t) = S2o_, fir-gr(t).

Seja gr(t) € a funcao densidade de probabilidade de Ry, k=1,2...n.

Entao

2t)2
hi(t) = 0,5.2.e72 +0,2.2.e7%(2.t) 4+ 0, 3.2.6—2#(2) —e 2 (140,8t+1,2.t%);

2t)?
ha(t) = 0,4.2.e72 +0,2.2.e72(2.t) + 0, 4.2.e—2t.(2) =e 2.(0,840,8.t+ 1,6.t%);

ho(t) 0,8+ 0,8.t+ 1,6.t2
hi(t)  1+40,8t+1,2.42 "

Portanto

d ha(t) (0,84 3,2t)(1+0,8t+1,2t%) — (0,8 4+ 0,8t + 1,6t2)(0,8 + 2, 4t)

dt hy (t) (140,8t+1,2t2)2

~0,8+0,64t + 0,96 + 3,2t + 2,56t% + 3,84t3 — 0,64 — 0,64t — 1,28¢2 — 1,92t — 1,92¢* — 3,843
B (14 0,8t + 1,2t2)2

0,16+ 1,28.t +0, 32.¢> -0
(140,84 1,242)2 =7

Concluimos que é crescente em t > 0 e, portanto, 177 <rr 1.

ha(t)
h1 (t)

Exemplo A.4.3. Verificagdo do Exemplo 2.4.1.

A confiabilidade do i-ésimo network é
2
P(T, > 1) = Y R P(N() = k),
k=0

onde Fj, é a funcdo de sobrevivéncia do D-espectro do i-ésimo network a k falhas de seus links,
i=1,2, k=0,1,2...n-1.
Temos: Fu = FQl = 1, Flg = 0,6, FQQ = 0,8, Flg = 0,2, F23 = 0,4.
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O k-ésimo componente do D-espectro condicional do i-ésimo network no instante t é

 fie-P(Ry > t)
pir(t) = RN

onde Ry é o instante da k-ésima falha dos links.
Assim
P(R1 > t) = €_t;
P(Ry >t) =e '(1+1t);
2

P(R3 > t) = e_t(l + 1+ 5),

P(Ty > t) = e H(14 0,6t + 0, 1t%);
P(Ty >t) = e '(1+0,8t +0,2t?).

As funcoes densidades de probabilidade dos tempos de vidas dos networks sao

—dP(T) >t
hi(t) = (dt1>) = e (14 0,6t +0,1t%) — (0,6 + 0, 2t)
=e 40,44 0,4t +0,1t) = 0,2.e L. (2 + )%
—dP(Ty > t
ha(t) = (dt2>) — e {1 +0,8t+0,2t%) — e 10,8 + 0, 4t)

= 710,24 0,4t +0,2t%) = 0,2.e L. (14 2t +12) = 0,2.e7L.(1 + )2

Verificaremos que p1(t) <pr p2(t), isto é 5?:8 é crescente em k.
Temos:
(t) . fll-P(Rl > t) . 0,4.6_t . 0,4 .
P = o > 1) T e t(1 10,6t +0,462) 140,640,122
plg(t) _ f12.P(R2 > t) _ (0, 4(1 + t).e_t _ (0, 4+ 0, 4t) )
P(Ty > t) et(140,6t+0,4¢2) ~ (1+40,6t+ 0, 1¢2)’
(0 = fisP(Ry>1) 0,20 +t+5)e?  0,240,2640,1.2
P = > 1) T e t(140,6t+0,462)  1+0,6t+0,1¢2
(t) o fgl.P(RQ > t) . 0, 2.7t o 0,2 )
PR =M, > 1) T e f(110,86+0,262) 140,840,262
oty = f2PFe>0) (04O +0e  (0.4+04)
P(Ty > t) e t(1+0,8 +0,2t2)  (1+0,8t+0,2t2)’
0 = fos.P(Ry>1)  0,4(1+t+5).e®  0,4+40,4t+0,2.42
P =M > 1) T e t(140,8t+0,262)  1+0,8t+0,26
Portanto
0,2 9
pa(t) _ Trogiroze 1 (1 +0,6t+0,1¢ ):
pri(t) — 04 271 40,8t 40,227

1+0,6t+0,1¢2
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0,4(1+t)
p22(t) _ 1080222 _ (1—|—0,6t+0,1t2).

T 0,4(14¢) 2
p12(t) 150 601017 140,84+ 0,2¢

0,4(1+t+5)
pos(t) _ TROSTIORE _ (1~I—0,6t+0,1t2)
pi3(t)  020+t+%) 140,840,227
1+0,6t40,1¢%

. p21(t) - p22(t) - p23(t)
Concluimos que 2o < 72240 < (s e p1(t) <pr p2(t).

Pelo Teorema A.2.1 isto implica p1(t) <gr p2(t) e consequentemente p1(t) <gr p2(t).

A funcdo densidade do tempo de vida residual do i-ésimo network em x, dado {7T; >t} é

~ hi(z + 1)
hi(z|t) = P

Verificaremos que {T} — t|T1 >t} <pr {T> — t|T» > t}, isto & Z?g}g é crescente em x.

Temos:

ha(z+t)
ha(z|t) P2(T2 >t)

B P(T1 > t) ha(t + )

haelt) ~ BGE T P(T > 1) (i o)

P(Ti>t) = ) o . ha(t4z)
Como P(Tosp) a0 depende de x e é positivo, basta verificar que P (t+z) © crescente em X.

Temos:

hg(t—I—x)_(1+t—|—x)2_((1+t+x)>2'

hi(t+z) (Q2+t+2)?2 “Q2+t+a)’
ih2(t+x)_21+t+x((2+t+z)—(1+t+x))_2(1+t+m)>
dehi(t+x) “2+t+a (24t +x)2 S 2+t+a) T

Concluimos que Z?Ei}g ¢ crescente em x e {11 — t|T1 > t} <pr {T> — t|T> > t}. Pelo Teorema
A.2.1, isto implica {T} — t|T1 > t} <pr {T» — t|T> > t} e consequentemente {17 — t|T1 >t} <gr
{TQ — t‘TQ > t}.

Exemplo A.4.4. Verificagdo do Exemplo 3.1.1.
Considere F um vetor com a funcio de sobrevivéncia do D-espectro, da forma
F - (Foa Flv Fg) - (17 0757 073)
Verificamos que ~ ~
F2 Fl =9 — —
— < = <= F{ -y <0.
o i 2.1'0 <

Como F? — Fy.F, = 0,52 —1.0,3=—0,05 < 0, concluimos que f ¢ DFR.

Exemplo A.4.5. Verificagdo do Exemplo 3.1.2.

Verificamos a classe de distribuicées do D-espectro f. Portanto

o F, 0,4 0,3

L2 =0,4—0,75=—0,35 < 0,
b 1 04

onde Fj, é a funcdo de sobrevivéncia do D-espectro apés k falhas de seus links.

Entao f é DFR.
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Verificamos a convexidade da fungao de risco A(t).

2
Portanto %Et) =ctle dd/;(t) =—et<0.

Entdo a funcao de risco é coéncava.

A confiabilidade do network é

=e =1 40,4(1—e+0,15(1—e ) =ele® (1,55—0,7.e " +0,15¢2).

A funcao densidade de probabilidade de T é
ht) = ——— = —[e=(07¢7) (—e")(1,55 — 0,7.e " +0,15e %) + e~ (177 (0, 7e " — 0, 3¢2")]

=e (17¢7(0,85¢ 7" — 0,42 + 0, 15¢ ).
A taxa de falha do network é

ht) e 07(0,85e 7t — 0,4e72 4+ 0,15e3)  0,85¢~" —0,4e % + 0,15¢
H(t) e lee".(1,55—0,7.e~t +0,15e~2t) 1,55 —0,7.e7t+0,15e 2

Verificamos que a taxa de falha é decrescente

dr(t)  (—0,85e7t +0,8¢7% —0,45¢73)(1,55 — 0,7.e7t + 0, 15e~2)

dt (1,55 — 0,7.e7t + 0, 15¢2t)2

(0,85¢7t — 0,4e72t +0,15e73)(0, 7.7t — 0, 3e~2%)
(1,55 —0,7.e7 4+ 0, 15e~2)2
~ —1,3175e7" 40,5952 — 0,1275e 3 + 1,24e~ " — 0,563 + 0,12¢~* — 0,6975¢ 3 + 0, 315¢
B (1,55 —0,7.e7t + 0, 15e—2)2

0,0675e7% + 0,595e~2t — 0, 25573t — 0, 28e 73 + 0, 12¢ = + 0, 105¢ 4 — 0, 045¢ >
(1,55 — 0,7.e~t + 0, 15e2t)2

1,3175e7t + 1,24e2 — 0,85e 73t 4 0, 210e~* — 0, 0225¢ ¢ <0
(1,55 —0,7.e~t + 0, 15e2t)2 -

A desigualdade é vélida pois:
o 1,3175e7t > 1,24e %,

0,85e73 > 0,210e™*;

e ¢ % < 1,Va,t>0;

o e < e a>b>0,Vt>0.

Concluimos que H(t) ¢ log-convexa e T é DFR.

Exemplo A.4.6. Verificagao do Exemplo 3.1.3.
Sabemos, pelo Exemplo 3.1.1, que f é DFR.
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A confiabilidade do network no instante t > 0 é

2
H(t)=P(T>t)=> F.P(N(t)=k) = .(1+0,5." +0,15.(")?).

k=0
Entao
logH (t) = —€" + log(1 4 0,5.¢' + 0,15.(")?);
L logH(t) = —¢! + —2 b.e! +0,3.(¢")? _ —e' —0,5¢* —0,15¢% +0,5¢’ 4 0, 3¢
dt 1 —|—0,5.et + 0, 15.(@15)2 1+0’5.€t+0’ 15.(€t)2

_ —0,5.¢" —0,2.¢* — 0,15.e3"
~ 140,5.et +0,15.(e2t) '

2 —0,5.et —0,4.€* —0,45.3)(1 +0,5.¢! +0,15.e
Zalogh(t) = ( t . 22 )
dt (14 0,5.et 4+ 0,15.e2t)

(—0,5.e" — 0,2.e% —0,15.€3*)(0, 5.¢" + 0, 3.2)
(140,5.et +0,15.¢2t)2

—0, 5et — 0,25e% — 0,075e3 — 0,4e?" — 0,23 — 0,06e* — 0,45e3 — 0, 225¢** — 0, 0675
(1+0,5.et +0,15.€%t)2

0,256 +0,15¢% +0,1¢” +0,06¢™ + 0,075¢* +0,045¢”
(140,5.¢t + 0, 15.¢2t)2

_ =0,5.e' = 0,4.¢* — 0,475.¢>' — 0,15.¢" — 0,1125.¢> _ 0
B (1+0,5.et +0,15.¢2)2 -

Portanto, %logﬁ(t) é decrescente em t > 0.

Observe que %A(t) =e! > 0 e, portanto, A(t) é convexa.
Concluimos que H(t) é log-concava e T é IFR, sentido contrério a classe de distribuicio do

D-espectro f.

Exemplo A.4.7. Verificagdo do Exemplo 3.1.4.

Vamos avaliar a classe [IFRA (DFRA) para o D-espectro.
Con51dere F* um vetor tal que para este exemplo
F*:(F%T,Fz) (0, 51 03) (0,5; 0,55).

Como F k" é crescente em k=1,2, concluimos que f ¢ DFRA.

Exemplo A.4.8. Verificagdo do Exemplo 3.1.5.
Pelo Exemplo 3.1.4, sabemos que f é DFRA.
Verificamos se a funcao de risco é star-shaped

dA@W) _dVi_d

dt t dtt dt

N —
N
N
INA
)

Portanto, (t)

A conﬁablhdade do network &

é decrescente, e A(t) ¢ antistar-shaped.

2
= ZFk.P(N(t) —k)=e VA +Vi+ %).
k=0
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Portanto
logH (t t 1 t 1 t 1 t
9H®) _ VL vy c o Log e tb by c b Liog 165 1 Ly,
t t t 2 t 2 t 2
Verificamos que log[g(t) é crescente em t.
7 1,—3 1
C;ltlogft—[(t) _ %.t_% N 5.t 2;+2t >0
T+t2+3

Portanto, logH (t) ¢ star-shaped e T é DFRA.

Exemplo A.4.9. Verificagdo do Exemplo 3.1.6.
Pelo Exemplo 3.1.4 sabemos que o D-espectro f é¢ DFRA.

A confiabilidade do network no instante t > 0 é

Ht)=e (140,542 +0,15.t%)

N log(1 +0,5.t2 + 0, 15.t%)

1 - 1
ElogH(lt) = Z‘HZ +1log(1+0,5.t2 +0,15.t1)] = —t

t )
_ (t+0,6.t3).t 2 4
ilogH(t) — 14 11052401560 log(140,5.t* 4+ 0,15.t%)
dt t 2
2 4
—12 + oo — log(1+0,5.2 +0,15.t%)

t2
~ —t2(1+0,5.4% +0,15.6%) + 2 + 0,6t* — (1 +0,5.62 4 0,15.t%).log(1 + 0,5.t> + 0, 15.t%)
N (140,5.t2+0,15.t4).¢2

—t2 —0,5.t* — 0,15.t5 + 2 4+ 0,6t* — (1 +0,5.t> + 0, 15.t*).log(1 + 0, 5.t2 + 0, 15.t4)
(140,562 4+ 0,15.t4).t2

~0,1.t* = 0,15.t% — (1 +0,5.t% + 0,15.t*).log(1 + 0,5.t* + 0, 15.t*)
N (140,5.t240,15.t4).12

Como o denominador é positivo, é suficiente analisar o sinal do numerador.
Seja
o(t) =0,1.t7 —0,15.t° — (1 4+ 0,542 + 0,15.t*).log(1 + 0,5.t> + 0, 15.t*).

Temos: ¢(0) =0 e

(t+0,6t
"1+40,5.t2 40, 15.t4

]

do(t
de(t) _ 0,4t —0, 95— [(t+0, 6t).log(1+0, 5.t2+0, 15.t*)+(1+0, 5.t2+0, 15.t*)

t+ 0,6t
"140,5.6240,15.t4

= 0,4t3 — 0,95 — [(t +0,6t%).log(1 +0,5.t> +0,15.t*) + (1 + 0, 5.t + 0, 15.t1) ]
=0,4t3 — 0,95 — [(t +0,6t3).log(1 4 0,5.t> + 0,15.t*) +t 4 0, 6t°]

= —t—0,2t>—0,9t° — (t +0,6t%).log(1 + 0,5.t> + 0, 15.t1) < 0.
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Entao ¢(t) < 0 e portanto B
d logH (t) <0
dt t -

Concluimos que %log[-_l(t) é decrescente em t e T é IFRA, em sentido contrario ao D-espectro f.

Observe que @ = % =

Tal condi¢do nao implica a preservacao da classe do D-espectro para o tempo de vida.

t & crescente e, portanto, a funcdo de risco A(t) = t? ’e star-shaped.

Exemplo A.4.10. Verificagdo do Exemplo 3.1.7.
Como Fy — F1.F; =0,3—0,5.0,5=0,05 > 0, 0 D-espectro é NWU.

Exemplo A.4.11. Verificagao do Exemplo 3.1.8.
Como F» — F1.F; =0,6—-0,9.0,9=-0,21 <0, f ¢ NBU.
Observe que A(t+z) = At +A.x = A(t) + A(z), ou seja, A(t) = .t é superaditiva e subaditiva.

A confiabilidade do network é
2
H(t)=> F.P(N(t)=k)=e"(1+0,9.t+0,3.t).

Portanto
H(t+z)— Ht)H(z) = e (1 40,9(t + ) + 0,3(t + x)?)

—e Y (140,94 0,3t%)e *(1 + 0,9z + 0, 32°)
=1+40,9 40,92 4 0,3t*> 4 0, 6tz + 0, 32>
—(14 0,92 + 0,322 + 0,9t + 0, 81tz + 0,27tz + 0, 3t> + 0, 27t>x + 0,09t2z?)
= 0,21tz — 0, 27t%x — 0,27tz® — 0,09t%2% < 0.
Concluimos que T é NBU.
Exemplo A.4.12. Verificagao do Exemplo 3.1.9.

Segundo o Exemplo 3.1.7, o D-espectro f é NWU.

A confiabilidade do network no instante t > 0 é

Ht) =e (140,542 +0,15.t%).

Tome t3 =1,t1 =0,3 ety =0,7.
Assim,
P(T>1)-P(T >0,3).P(T >0,7) =0,60— 1,41 = —0,81 < 0.

Entao, existem t3 =1,t =0,3 ety = 0,7, com t3 =t + to tais que
P(T > t3) — P(T > tl).P<T > tz) <0.

Observe que, para todo x, y > 0, A(z+y) = (z+y)? =22 +y?> + 2.2y > 22 +y> = A(z) + A(y)

e, portanto, a funcio de risco A(t) = 2 é superaditiva.
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Concluimos que T ndo é NWU, contrariamente a classe do D-espectro f.

Exemplo A.4.13. Verificagdo do Exemplo 3.1.10.
Analisamos a preservacao da classe NBUE (NWUE). Observe que

(1) p=3"_1 Fj=1,8<o0;
(ii) Avaliamos o sinal de Z;’:k Fj_y — pu.Fy, para k=1,23.

sl

Sek =1, entdo Y5 4 Fj_1 —p.Fy =1,8 - 1,8.0,5 =0,9 > 0;
Sek =2, entdo 7o Fj_1 — p.Fy = 0,8 — 1,8.0,3 = 0,26 > 0;
Sek =3, entdo Y0 g Fj 1 — u.Fs =0,3—-1,80=0,3>0.

S|

Assim, Z?’:k Fj_1 — p.Fy, > 0, para k=1,2,3.
Portanto, o D-espectro f ¢ NWUE.

Exemplo A.4.14. Verificagdo do Exemplo 3.1.11.
Do Exemplo 3.1.8, sabemos que f é NBU, o que implica, pelo Teorema A.3.3, que f é NBUE.

Observe que
Aft+z) Alt) ANit+x) AP
— = — =A—)A=0,
t+x t t+x t

isto é, a fungao de risco A(t) = A.t é star-shaped e antistar-shaped.

A confiabilidade do network é
2
H(t) =Y Fp.P(N(t)=k) = e "(140,9+0,3t%).

O tempo de vida médio do network é

M—E(T)—/ Fl(t)dt—/ et(1+0,9t+0,3t2)dt—/ etdt—i—/ O,Qtetdt—i—/ 0,3t~ 'dt
0 0 0 0 0

=1+40,940,6=2,5.

A segunda integral resulta de uma integragdo por partes e a terceira como integracao da fungio
densidade Gama(3,1).

Vamos veirificar que H(t).u > [ H(s)ds. Observe que

oo _ oo o0 o0 o
/ H(s)ds = / e (140,95 + 0,3s5%)ds = / e *ds + / 0,9se %ds +/ 0,3s%5ds
t t t ¢

t
= e 140,9.7H(1+1)+0,3e (1 +2t+2t%) = e 4(2,541,5.t+0,3.t%) = 2,5. 1(140,6.t+0, 12.t%)
< pee M1 40,9t +0,3t%) = p.H(t).

A segunda e a terceira integrais resultam de integracoes por partes, sendo uma para a segunda
e duas para a terceira integral.
Concluimos que T é NBUE.

Exemplo A.4.15. Verificagao do Exemplo 3.1.12.
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Queremos avaliar a preservacao da classe de distribuicao NBUE (NWUE).

Observe que

dA(t)  det  elt—e €

T @ e Celth
dA(t)

Concluimos que =~ > ()0 <= t > (<)1.

Portanto, A(t) é antistar-shaped para t < 1 e star-shaped para t > 1.

Segundo o Exemplo 3.1.10, o D-espectro f é¢ NWUE.
A confiabilidade do network no instante t > 0 é
Ht)=e¢(140,5.¢ +0,15.¢*).

Verificamos a parte (i) da classe NBUE (NWUE)

O tempo de vida médio do network é
oo _ o +
p=FET)= / H(t)dt = / e @ .(1+0,5.e" +0,15.2")dt.
0 0
Aplicando a mudanca de variavel v = e!, temos

o
d
= / eV.(140,5.0+0,15.02) %"
1 v

= Fi(-1) 40,871 ~0,2240,8.¢e7! ~ 0,51 < oo,
onde Ei(.) é a Fungao Exponencial Integral (Definigao A.3.9).
(ii) Considere to = 2. Entao
H(?2) =e (140,562 +0,15.¢%) ~ 0, 08;
/;o H(t)dt = /200 e (140,5.¢ +0,15.¢2)dt.

Aplicando a mudanca de variavel v = ef, temos

2

o0
_ d
H(2) = / e™.(140,5.0+0,15.02) " = Bi(—e?) + 0,001 ~ 0,00107.
v
€

Portanto o
/ FI(t)dt - u.f[(2) =0,00107 — 0,51.0,008 ~ —0,003 < 0.
2

Entao existe tg = 2 tal que
(o.9]
/ H(t)dt — p.H(2) < 0.
2

Concluimos que T nao é NWU, contrariamente ao D-espectro f.

Exemplo A.4.16. Verificagdo do Exemplo 3.2.1.

Seja Fj, a funcdo de sobrevivéncia do D-espectro f.
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Temos: Fy =1 F; =0,9 F» =0,6.
Verificaremos se f é IFR, ou seja, para todo k, 1 = 1,2,...5
Fip o Frpig 5 - -
TJF > s B Fry — Froyrg0 F > 0.
2 Frma
Conclufmos que F§ — Fy.F3 = 0,92 —1.0,3 = 0,21 > 0.

Portanto Fk+l-Fk+1 — Fk+1+l.Fk > 0, para todo k, 1 = 1,2,...5 e f é IFR. Segundo o Teorema
A3.3,f ¢ IFRA, NBU e NBUE.

O k-ésimo termo do D-espectro condicional em t é

_ frx-P(Ry > t)
W= e

A confiabilidade do network é

0,6
P(T>t)=e (140,92 + St = e (14 0,9t + 0, 3t4).

Assim
P(Rl > t) = €_t2;

P(Ry>t)=e P (1+82);

!
PRy>t)=e "(1+2+ 5)
Portanto

0,1

T 140,92 10,304

p1(t)

0,3+ 0,3t?

£y = :
p2(t) 1+0,9¢2 + 0,3t

(t) = 0,6 + 0,6t +0,3t*
P3) = 00,92 1 0,30

Além disso

Z (t) = 0,3+ 0, 3t 0,6 +0,6t>+0,3t*  0,9+0,92 +0,3t*
2P T TR 0,97 10,30 T 140,92 +0,300 140,92 40,311

3

0,6 +0,6t% + 0, 3t*
t) =p3(t) = .

3
Verificamos que p(t) ¢ IFR, ou seja, % é decrescente em j, ou seja,
k=j Pk
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3 3 3
0,9+ 0,9t + 0, 3t* 0,6 +0,6t> + 0, 3t*
2= k()Y pk(t) = ( 21

1+0,9t%2 + 0, 3t4 ) " 140,92 40, 3t

—
=
o
—
o~
S~—
S~—

k=2 k=1 k=3

~0,81+1,62¢% 4 1,35¢* + 0,54t% +0,09¢® (0,6 + 0,6t + 0,3¢4)(1 + 0,9t + 0, 3¢*)

(140,92 +0,3t4)2 a (140,92 40, 3t4)2
0,81 +1,62¢% 4 1,35t* + 0, 54t% + 0, 09¢® 0,6 +1, 14t% + 1,02t* 4+ 0, 45t% + 0, 09¢%
B (14 0,9t2 4 0, 3t4)2 (14 0,9t2 + 0, 3t4)2

0,21 + 0,48t> + 0, 33t* + 0, 09¢5
— > 0.
1+0,9t2 40, 3t4 -

Concluimos que p(t) é IFR. Isto implica, segundo o Teorema A.3.3, que p(t) é IFRA.

Verificamos que p(t) ¢ NBU, isto ¢é

3 3
0,6+0,624+0,3t4 0,940,924+ 0, 3t4
t) — t). t) = —1. <0
kzzgp’“() ;p’“()k;p’“() 1+ 0,92 + 0, 34 140,92 40,30 =

Portanto p(t) é NBU.

Verificaremos que p(t) ¢ NBUE, ou seja > 5_ i pk(t).p(t) — S _j S pi(t) >0, onde

23:23: 2,541,824 0,9t
Pt = 5oz T o030

=1 k=j
Portanto
ZS: (t)_ii _09+09%+0,3t1 2,5+1,82+0,9 1,5+1,5¢°+0,6t!
= k=2 1=k PR = 10,02+ 0,308 1+40,92+0,38 140,92 +0,3¢*

0,75 +1,02¢% 4 0, 78t* + 0,36t + 0, 09¢®
B (140,92 + 0, 3t4)2

> 0.
Portanto p(t) ¢ NBUE.

Exemplo A.4.17 Verificacdo do Exemplo 3.3.1.

Nosso interesse é analisar a preservagao das classes de distribuicoes do D-espectro condicional
p(t) para o tempo de vida do network.

Seja F' = (Fy, F1, F3), onde F}, é a funcao de sobrevivéncia do D-espectro f a k falhas dos links.

A confiabilidade do network no instante t &

F 4
H(t) = P(T > t) = ZFkP(N(t) — k‘) _ 1.6_t2+0, 7-€_t2.t2+07 —t2

; = e P (140, 74240, 2.6%).

O k-ésimo componente do D-espectro condicional do network é

pr(t) = fk'Pg?yt),
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onde Ry é o instante da k-ésima falha dos links.

pi(t)

Verificaremos que p(t) tem taxa de falha crescente, isto é, > é crescente em k=1,2,3,4.

Temos:
(t) - flP(Rl > t) o 0, 3.671&2 . 0’ 3 )
Py H(t) B e (140,7.62 + %ﬁ) 140,7.t240,2.t4
(1) = 2PE>1) 0,3.(e” +e 4% 0,3+0,3.4%
PRI T e P4 0,7.2 10,244 140,782 +0,2.44
® faP(Ry>1) Od(e+e24e L) 0,4+0,4.2+0,2.4
p3(t) = = = =

H(t) e (1 +0,7.t2 4+ 0,2.t4) 140,7.6240,2.t4 °

A funcao de sobrevivéncia do D-espectro condicional para os valores de k é

3
> pi(t) =1
j=1

’ () = 0,74 0,7.6240,2.t4
j:2p3 T 140,74240,2.44
3 () = 0,440,442 +0,2.44
jzgpj T 140,722 40,20%

A primeira igualdade vale, pois o D-espectro condicional é uma funcao discreta de probabilidades

para cada t > 0, fixado.

As taxas de falhas para os componentes do D-espectro condicional em t sdo

0,3
() = ) ToTEiorE 0,3 '
S— _ _ ] .
> =1 pi(t) 1 1+40,7.6240,2.t
0,3+0,3.t2

ra(t) = p2(t)  TrorZr02i 0,3+0,3.2
= 3 - +2 1 2 1)

S, py(t)  STHOTEA02ET T 0,740,747 40,28

1+0,7.t2+0,2.t4

0,4+40,4.t240,2.t4

ra(t) = p3(t)  _ A407eT024% _
Rt T 0,4404.2402.44
2i=spit)  Ni5Earosit

Observe que 71(t) < ra(t), pois 0,3 < 0,34 0,3.t2 e 1 4+0,7.t2 +0,2.t* > 0,7 +0,7.t> +0,2.t%.
E imediato concluir que ro(t) < r3(t).

Portanto, o D-espectro condicional p(t) é IFR. Pelo Teorema A.3.3, p(t) também é IFRA, NBU
e NBUE.

2 2,42
Observe que A _ &t

2~ = ‘gz =2 >0, e, portanto, a funcdo de risco A(t) = t2 é concava.

Note que @ = % =te %& = %? =1 >0, isto é, @ é crescente em t > (0. Portanto,

A(t) = t? ¢ star-shaped.

Observe que A(t+x) = (t+2)? = t2 + 22 + 2.t.x > t? + 22 = A(t) + A=), ou seja, a funcio de

risco é superaditiva.
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Verificamos a logconcavidade de H(t). Temos:

logH(t) = —t* + log(1 + 0, 7t* + 0, 2t%);

d - 1,4t + 0, 8t3
—logH (t) = =2t + 240,

dt 1+0,762 + 0,24
a2 1,44 2,4t*)(1 t2 2t4 1,4t £3)(1, 4t t3
L ogh(t) = g+ LATZH)A+0.7E 40,267 (1,48 +0,8)(1,4¢ + 0,8F)
dt? (1+0,7t2 +0,2t4)2 (140,762 +0,4t4)2

N 1,44 0,98t2 4 0, 28t* + 2,4t% + 1,68t* + 0,48t5 — 1,96t — 2, 24t* — 0, 64t5
(140, 7t2 + 0,4t4)2
—2(1 40,7t 4+ 0,4t*)2 + 1,4 + 1,422 — 0,28t* — 0, 16t°
(140,7t2 +0,4¢t4)2

=2

—2(1 +1,4t% 4+ 0,49t* + 0,4t* +0,28t5 +0,16t%)+ 1,4 +1,42t2 — 0,28t* — 0, 16t°
(140,72 +0,4t4)2 (14 0,7t2 +0,4¢4)?

~ —0,6—1,38t% — 1,5t* — 0,4t% — 0, 32¢%

<0.
(14 0,7t2 +0,4¢4)2 =0

Concluimos que H(t) é log-concava e T ¢ IFR. Usando o Teorema A.3.3, isto implica que T ¢é
IFRA, NBU e NBUE.
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