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Resumo

O objetivo principal deste trabalho foi analisar o controverso conceito de informacao em es-
tatistica. Para tal, primeiramente foi estudado o conceito de informacao dado por Basu. A seguir,
a analise foi dividida em trés partes: informagao nos dados, informacao no experimento e diagramas
de influéncia. Nas duas primeiras etapas, sempre se tentou definir propriedades que uma fungéao de
informacao deveria satisfazer para se enquadrar ao conceito.

Na primeira etapa, foi estudado como o principio da verossimilhanca é uma classe de equivaléncia
decorrente de acreditar que experimentos triviais nao trazem informacgao. Também foram apresen-
tadas métricas que satisfazem o principio da verossimilhanca e estas foram usadas para avaliar um
exemplo intuitivo.

Na segunda etapa, passamos para o problema da informag@o de um experimento. Foi apresen-
tada a relagao da suficiéncia de Blackwell com experimentos triviais e o conceito usual de suficiéncia.
Também foi analisada a equivaléncia de Blackwell e a sua relagao com o Principio da Verossimil-
hanca anteriormente estudado. Finalmente, as métricas apresentadas para medir a informacao de
conjuntos de dados foram adaptadas para também medir a informagao de um experimento.

Finalmente, observou-se que nas etapas anteriores uma série de simetrias mostraram-se como
elementos essenciais do conceito de informacao. Para ganhar intuicdo sobre elas, estas foram
reescritas através da ferramenta grafica dos diagramas de influéncia. Assim, defini¢oes como su-
ficiéncia, suficiéncia de Blackwell, suficiéncia minima e completude foram reapresentadas apenas

usando essa ferramenta.

Palavras-chave: Estatistica Bayesiana, Informagao, Diagramas de Influéncia, Suficiéncia de Black-

well, Anélise Pré-Posteriori.
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Abstract

The main objective of this work is to analyze the controversial concept of information in Statis-
tics. To do so, firstly the concept of information according to Basu was presented. Next, the
analysis was divided in three parts: information in a data set, information in an experiment and
influence diagrams. In the two first parts, we always tried to define properties an information
function should satisfy in order to be in accordance to the concept of Basu.

In the first part, it was studied how the likelihood principle is an equivalence class which
follows from believing that trivial experiments do not bring information. Metrics which satisfy the
likelihood principle were also presented and used to analyze an intuitive example.

In the second part, the problem became that of determining information of a particular experi-
ment. The relation between Blackwell’s sufficiency, trivial experiments and classical sufficiency was
presented. Blackwell’s equivalence was also and analyzed and its relationship with the Likelihood
Principle was exposed. Finally, the metrics presented to evaluate the information in a data set were
adapted to do so with experiments.

Finally, in the last parts a number of symmetries were shown as essencial elements of the concept
of information. To gain more intuition about these elements, we tried to rewrite them using the
graphic tool of influence diagrams. Therefore, definitions as sufficiency, Blackwell’s sufficiency,

minimal sufficiency and completeness were shown again, only using influence diagrams.

Keywords: Bayesian Statistics, Information, Influence Diagrams, Blackwell Sufficiency, Pre-

Posterior Analysis.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O Conceito de Informacao

O conceito de informagao é talvez um dos mais controversos na Estatistica. Uma pessoa pode
encontrar inumeras diferentes medidas de quanta informacao um experimento ou um conjunto de
dados traz, cada uma dela tendo propriedades que a aproximam do conceito de informacao. Parece
importante explorar essas abordagens pois, no final das contas, extrair informacao parece ser um
dos maiores objetivos da Estatistica. No entanto, antes de prosseguir, pretendemos limitar o objeto
de nosso estudo e também estudar mais a fundo o que seria o conceito de informacao.

Para fazé-lo, tentaremos seguir a defini¢ao intuitiva de informagao dada por Basu [2]: “In-
formacao ¢ aquilo que ela faz por voce, ela muda sua opiniao”. Como conseqiiéncia natural dessa

afirmacao parecem seguir quatro perguntas (Pereira [8]):

e Informacao sobre o qué?

Aonde estd a informacao?

Como a informacao é extraida?

Quanta informacao é usada?

Estamos interessados em definir informagao a respeito de um parametro de interesse, 6, cu-
jos possiveis valores pertencem ao conjunto ©. O parametro representa algo sobre o qual temos
incerteza. Por exemplo, alguém pode estar interessado no ntimero de dias em que ird chover em
um determinado ano. Nesse exemplo, 6 poderia ser esse ntimero e © todos os nimeros naturais

menores que 366.
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A seguir, tentamos responder onde estd a informacao sobre o parametro de interesse. Primeira-
mente, é importante notar que definindo o conjunto © ji estamos demonstrando ter conhecimento
a respeito de #. No examplo, informamos que todo ano tem, ao maximo, 366 dias e portanto 6 deve
ser menor que esse nimero. No entanto, se soubéssemos que o ano nao era bissexto, de © poderia
ser excluido o valor 366. Além de determinar ©, o observador pode acreditar que alguns valores
nesse conjunto sao mais provaveis que outros antes de realizar o experimento. Essa informacao
¢é dada pela distribuicao a priori para 6. Finalmente, o estatistico geralmente esta interessado na
realizagao de um experimento relacionado ao parametro de interesse. Dessa forma, também existe
informagao a respeito de 6 nos dados coletados. A pergunta natural parece ser: Como se extrai a
informacao dos dados?

Adotaremos como forma de extrair a informacao o Teorema de Bayes. Utilizando-o, pode-
mos determinar a distribuigdo a posteriori para ¢ quando observamos algum conjunto de dados.
Finalmente, é possivel perguntar: Quanto de informacao é extraida?

No segundo capitulo, tentamos responder quao informativo é um conjunto de dados. Para
fazé-lo apresentamos duas simetrias: O Principio da Condicionalidade e o Principio da Suficiéncia.
A seguir, com base no conceito de informacdo apresentado, mostramos que essas simetrias sdo
razoaveis para uma fungdo de informagao. Como decorréncia dessa andlise chegamos ao Principio
da Verossimilhanca. A seguir, apresentamos algumas métricas compativeis com esse principio e
estudamos sua aplicagdo a um exemplo intuitivo.

No terceiro capitulo, tendo estudado a questao da informacgao de um conjunto de dados, pas-
samos a uma pergunta relacionada: Como obter o méximo possivel de informacao? Isso é, como
determinar o experimento que trarda maior quantidade de informacao? Para tal, primeiramente
definimos o que é a suficiéncia de Blackwell e apresentamos alguns exemplos desta. A seguir, defi-
nimos a Equivaléncia de Blackwell e mostramos como essa se relaciona ao Principio da Verossimi-
lhanca. Finalmente, voltamos as métricas definidas para conjunto de dados e as adaptamos para
experimentos pelo uso da Teoria da Decisao. Para tal, consideramos como a informagao de um
experimento a sua informagao esperada.

Por ltimo, no quarto capitulo, observamos que existem de defini¢oes essenciais ao conceito de
informagao que foram apresentadas anteriormente. Para ganhar intuicao adicional a respeito dessas

definicoes, estudamo-as novamente por um novo enfoque: o dos diagramas de influéncia. Para tal,
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primeiramente esses diagramas sao definidos e suas principais operacoes apresentadas. A seguir,
definicGes equivalentes as de suficiéncia, suficiéncia de Blackwell, suficiéncia minima e completude
sdo apresentadas apenas usando diagramas de influéncia. Como conseqiiéncia, esperamos ganhar

maior intuicao a respeito dessas propriedades.

1.2 Definicoes

Nos capitulos seguintes, estudaremos definicbes de informacao relativas a conjuntos de dados
e também a experimentos estatisticos. No entanto, antes de fazé-lo é importante apresentar al-
gumas definigoes como, por exemplo, a de experimento estatistico. Essas defini¢oes estarao em
conformidade com aquelas dadas em Basu [3].

Um experimento estatistico € é definido como uma tripla (x,©, P). x corresponde ao espago
amostral, isto é, o conjunto de todos os possiveis dados que podem ser observados como resultado
de uma performance do experimento. © corresponde ao conjunto de todos possiveis valores que
o parametro de interesse, #, pode assumir. Consideraremos apenas experimentos estatisticos nos
quais x e © sao enumeraveis. Dessa forma, associaremos a cada um deles a o-algebra discreta, isto
é, aquela aos quais pertencem todos os subconjuntos de x e de ©, respectivamente. Finalmente, P é
a funcdo de probabilidade, um mapa P : x X © — [0, 1] que satisfaz a propriedade ) ., P(z]f) =1
para todo 0 € O.

Definimos também que nao existe dado = € x tal que P(x|f) = 0,V0 € ©. Parece razodvel fazer
essa suposicao uma vez que o espago amostral é discreto e, portanto, pode-se imaginar pontos desse
tipo como, por exemplo, tirar um 7 na rolagem de um dado de 6 faces.

Definimos uma estatistica, 7', como um mapa 1" : x +— 7, sendo 7 um conjunto qualquer. Isso
nos leva & definicio do experimento estatistico induzido por T, ¢/ = (7,0, PT). A funcio de
probabilidade é dada por PT(t|#) = P(x : T(z) = t|#). Finalmente, também caracterizamos o
experimento residual de € ao observar que T =t, ¢/ = (x¢,0, Pl). x: corresponde ao conjunto de
dados = € x tais que T'(x) = t. A fungdo de probabilidade é dada por P! (z|0) = P(z|0, T(z) = t).

E simples demonstrar que para toda estatistica T', P(z]) = PT(T(x)|0)PL . (x|0). Portanto,

(z)

é possivel imaginar que a realizacio de um experimento e consiste em observar primeiramente €’

e, a seguir, observar 6?7 onde t é o resultado do primeiro experimento e o resultado do experi-
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mento combinado é aquele dado por ¢/ . Pela afirmacao inicial, observamos que esse experimento
combinado tem mesma funcao de probabilidade que e.

Finalmente, um particular tipo de experimento estatistico é denominado trivial. Um experi-
mento trivial é aquele no qual, para todo = € x, a fungao de verossimilhanca, L, (0) : © — [0, 1],
L.(0) = P(x|0), é constante. Por exemplo, é razodvel supor que o resultado do langamento de uma
moeda nao tem relacao com o nimero de dias que ird chover durante um ano. Isso leva a conclusao
de que a probabilidade de uma pessoa obter coroa é a mesma, nao importando o nimero de dias que
chova durante esse ano. Portanto, o lancamento de moeda é trivial para o parametro de interesse
numero de dias em que chove durante o ano. A idéia de que a probabilidade de obter coroa é
igual para qualquer nimero de dias que chova durante o ano é dada pela funcao de verossimilhanca

constante.



Capitulo 2

Informacao num Conjunto de Dados

Nesse capitulo, o objeto do estudo serd a informacao que se ganha observando um particular
conjunto de dados num experimento estatistico. Para responder a essa pergunta, sempre se volta
aos conceitos apresentados no primeiro capitulo. Em um primeiro momento, apresentamos sime-
trias na informagdo que culminam no Principio da Verossimilhanga. A seguir, estudamos fungoes

de informacao que satisfazem esse Principio aplicadas a um exemplo intuitivo.

2.1 Simetrias na Informacgao

Nessa secao estudaremos funcgoes que tém como parametros o experimento estatistico realizado
e o conjunto de dados observado. Mais especificamente, apresentaremos propriedades que uma
funcao desse tipo deveria ter para que esteja de acordo com o conceito de informacao. Uma vez
que nao havera necessidade para definir o contra-dominio dessa funcao, a principio, deixaremo-lo
indefinido.

Contra essa abordagem, poder-se-ia argumentar que tal fungao deveria depender da distribuigao
a priori para se adeqiiar ao conceito de informacao. Essa critica é pertinente, no entanto, uma vez
que as simetrias estudadas nessa secao nao tem relagao com a distribuicao a priori, consideraremos
que os resultados obtidos valem para qualquer particular distribuigéo a priori fixada.

Para nos referirmos a uma fungao genérica do tipo estudado utilizaremos a notagao Inf(e,x),
onde € = (x,0, P) é um experimento estatistico e x é um resultado possivel desse experimento.
Seguiremos com uma abordagem semelhante aquela dada por Basu [3] e Birbaum [5].

Uma estatistica T : x + 7 é definida como sendo suficiente se Vt € 7, ¢/ é um experimento
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trivial. Como foi visto anteriormente, um experimento ¢ pode ser encarado como o resultado de €/,
onde t é o resultado de €. Anteriormente, também foi discutido que hé razdes para para que se
acredite que um experimento trivial nao traz informagao sobre o parametro de interesse. Portanto,
uma vez que €/ é um experimento trivial para todo ¢, parece razodvel que toda a informacdo
a respeito de € é ganha pela observacao inicial de €. Essa idéia corresponde ao principio da
suficiéncia. De acordo com ele, se Inf é uma funcao de acordo com o conceito de informacao, entao
para toda estatistica suficiente T', Vo € x,Vy € x, se T'(x) = T'(y) entao Inf(e,z) = Inf(e,y).
Ainda que esse principio as vezes nao seja diretamente mencionado, ele é seguido pela maioria
dos estatisticos. Isso é, responder a questoes de inferéncia sobre o parametro de interesse apenas
observando uma estatistica suficiente ou o conjunto de dados leva a maioria dos estatisticos aos
mesmos resultados.

Um outro principio bastante freqiiente é o da condicionalidade. Esse principio pode ser visto
como reciproco ao da suficiéncia. Enquanto que no udltimo dizemos que um experimento trivial

T nao nos traz informacao, no primeiro dizemos que um experimento trivial realizado

realizado apds €
para terminar um dentre varios possiveis experimentos posteriores também néao traz informacao a
respeito. Para descrever esse principio nés chamaremos de ¢y = ({1,2},0, Py) algum experimento
trivial. Por outro lado, consideraremos €1 = (x1,0, P1), e €2 = (X2, ©, P») dois outros experimentos
estatisticos quaisquer. O experimento €12 corresponde a mistura entre €; e ez e ¢ realizada da
seguinte forma. Se o resultado de ¢y for 1 entao observamos o resultado de €1, se for 2 entao
observamos o resultado de ez. Portanto, o espaco amostral de €12 é {1,2} x (x1 U x2). O Principio
da Condicionalidade determina que para qualquer experimento trivial €y e dois quaisquer outros
experimentos €1 e €2 temos que se Inf é uma funcao de acordo com conceito de informacao entao
Inf(ei2,(i,x)) = Inf(e;,x), Vi € {1,2}. Esse principio é mais controverso que o da suficiéncia,
como veremos até o fim da secao.

O dltimo principio que sera apresentado é o Principio da Verossimilhanca. De acordo com ele,
se quaisquer dois possiveis conjuntos de dados tem verossimilhanga proporcional entao eles trazem
mesma informagao sobre o parametro. Portanto, esse principio especifica que se Inf estd de acordo
com o conceito de informacao, entao para todo €, = (x1, 0, P1), para todo €2 = (x2, 0, P»), qualquer
x € x1 e qualquer y € x2, se Ly(0) oc L,(6) entdao Inf(er,z) = Inf(e,y). E fcil demonstrar

que o Principio da Verossimilhanca é mais forte que o Principio da Suficiéncia e do que o da
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Condicionalidade. No entanto, pode parecer que os Principios da Suficiéncia e Condicionalidade
juntos ainda sao mais fracos que o da Verossimilhanga uma vez que nesse tiltimo nao ha qualquer
referéncia explicita a experimentos triviais. Birbaum [5] apresentou a primeira demonstracao de
que os Principios da Suficiéncia e Condicionalidade implicam o Principio da Verossimilhanca. Nessa

secao seguiremos estreitamente o método empregado em Basu [3] para demonstrar esse resultado.

TEOREMA: Os Principios da Suficiéncia e Condicionalidade implicam o Principio da Verossi-

milhanca.

Demonstracao: Consideremos x e y possiveis resultados de, respectivamente, experimentos
€1 com espago amostral x1 € € com espaco amostral x2, tal que L;(0) o< Ly(#). Definimos uma
estatistica T': {1,2} x (x1Ux2) — ({1,2} x (x1Ux2))U{0} tal que: 1)T'(¢,2) = (i, 2), se (i,2) # (1,z)
e (i,2) # (2,v), 2)T(i,2) =0, se (i,z) = (1,z) ou (i,2) = (2,y). Definimos ¢y = ({1,2},0, P) tal
que P(1) = P(2) = 1/2. ¢y é um experimento trivial e pode ser utilizado para definir o experimento
misto €12 como definido acima. E simples demonstrar que 7' é uma estatistica suficiente em
€1,2. Portanto, pelo Principio da Suficiéncia, Inf(ei2,(1,2)) = Inf(e12,(2,y)). A seguir, por
condicionalidade, Inf(ei;,z) = Inf(e12,(1,2)) e Inf(ez,y) = Inf(e12,(2,y)). Como z, y, €1 € €

eram arbitrarios, segue o Principio da Verossimilhanca.

Portanto, se um pesquisador acredita no Principio da Verossimilhanca, ele pode realizar in-
feréncia sobre parametro de interesse apenas considerando a fungao de verossimilhanca do conjunto
de dados observado. Esse Principio, no entanto, nao é seguido por todos os Estatisticos. Um ex-
emplo interessante pode ser encontrado em Wechsler et al. [9]. Nesse exemplo, uma pessoa observa
3 fracassos numa seqiiéncia de 10 testes realizados em dois experimentos distintos. No primeiro ex-
perimento a pessoa fixou que realizaria 10 testes e acredita que a distribuicao do nimero de sucesso
é binomial. No segundo experimento a pessoa fixou que realizaria testes até que ocorressem 3 fra-

cassos e acredita que a distribuicdo do nimero de testes realizados é binomial negativa. Ainda que
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o p-valor para cada uma dessas observacoes em geral seja diferente, eles levam a mesma distribuicao
a posteriori. Dessa forma, uma vez que os Estatisticos classicos seguem o Principio da Suficiéncia e
nao seguem o Principio da Verossimilhanca, é possivel concluir que eles nao seguem o Principio da
Condicionalidade. Por outro lado, como foi verificado em Wechsler et al. [9] Estatisticos Bayesianos
geralmente seguem todos os trés principios.

Acreditamos que é razodvel assumir que um experimentro trivial ndo deveria trazer informacao
adicional a respeito de um parametro de interesse. Nessa secao, esperamos ter mostrado que o
Principio da Verossimilhanca é bastante relacionado a essa crenca. Portanto, ao procurar por
defini¢bes mais especificas de fungoes informacao na préxima secao, o Principio da Verossimilhanca
serd assumido. Assim, fixado todo mais, a informacao dada pela observacao de diferentes conjuntos

de dados nao fornecera valores diferentes quando estes tiverem a mesma func¢ao de verossimilhanca

2.2 Fungoes de Informacgao

Nessa secao estamos interessados em estudar algumas fungoes freqiientemente consideradas
como representantes da informacao ganha observando um particular conjunto de dados. Na secao
anterior foi visto que é razoavel que tal funcao nao forneca valores diferentes para pontos com a
mesma verossimilhanga. No entanto, essa propriedade apenas d4 uma idéia vaga sobre como uma
funcao adeqiiada ao conceito de informacao deveria ser. Portanto, nés voltamos a definicao dada na
Introducgao em busca de intuicao: “Informagao é aquilo que ela faz por vocé, ela muda sua opiniao”.

Como foi visto anteriormente, a opiniao sobre o parametro de interesse antes que alguem realize
um experimento é dada pela distribuicao a priori sobre ele. Por outro lado, a opiniao que se tem
apés a realizagao do experimento se torna, pelo uso do Teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori.
Portanto, uma vez que a informagao deveria representar a mudanga de opiniao, parece razoavel que
ela seja uma comparacao entre a distribuicao a priori e a distribuicao a posteriori.

Quando a distribuicao a priori é igual a distribuicao a posteriori, uma vez que informagao é uma
mudanca de opinido, parece razodvel supor que nao hé informacao. Portanto, iremos definir que a
informacao ganha quando a distribuigao a priori ¢é igual a distribuicao a posteriori é 0. Uma vez que

para qualquer distribuicao a posteriori diferente da distribuigao a priori existe alguma mudanca de
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opinido, parece razoavel assumir que a informagao é sempre maior ou igual a 0.

Também foi discutido que um experimento trivial ndo deveria trazer qualquer informacao sobre
o parametro de interesse. Assim, um experimento trivial deveria ser igual ou menos informativo
que qualquer outro. Por outro lado, em qualquer experimento trivial a distribuicao a priori é igual
a distribuicao a posteriori. Portanto, as defini¢oes dadas no pardgrafo acima sao consistentes com
as propriedades esperadas de experimentos triviais.

A seguir, analizaremos um exemplo simples de acordo com algumas medidas famosas de in-
formacao para conjunto de dados. Nesse caso, alguem escolhe 3 bolas dentre 2 que sao pretas e
outras 2 que s@o brancas. Essas bolas s@o postas em uma urna. A seguir, a uma outra pessoa é
dada a possiblidade de realizar um dentre trés experimentos. O primeiro consiste em retirar apenas
uma bola da urna. O segundo consiste em retirar duas bolas, com reposicao, da urna. O ultimo
consiste em retirar duas bolas, sem reposicao, da urna. O objetivo do experimento é determinar
o numero de bolas brancas na urna, 1 ou 2. Assumimos que a pessoa, a priori, ndo acredita que
qualquer combinacgao possivel de bolas é mais provavel que outra. Por tltimo, assumimos que a
pessoa acredita que, a cada momento, cada uma das bolas da urna tem igual probabilidade de
serem retiradas.

Seja @ o numero de bolas brancas na urna e X; o nimero de bolas brancas observadas no i-
ésimo experimento, dizemos que P(0|X; = x;) = (a,b) se ap6s observar x; bolas brancas no i-ésimo
experimento, P(§ = 1|X; = x;) = a e P(0 = 2|X; = x;) = b. Agora calculamos a distribui¢ao a

posteriori para cada experimento:
1. P(0]Xy = 0) = (2/3,1/3), P(0]X1 = 1) = (1/3,2/3)
2. P(6|X; = 0) = (4/5,1/5), P(0]X1 = 1) = (1/2,1/2), P(6] X1 = 2) = (1/5,4/5)
3. P(0]X1 = 0) = (1,0), P(6] X1 = 1) = (1/2,1/2), P(0]X; = 2) = (0,1)

Algumas funcoes de informacao comumente aplicadas a esses exemplos sao:

1. Distancia Euclidiana: Infg(e;, ;) = \/Eie (12y (PO =) = P(0 = i| X; = ;)2
2. Infy (e, ;) = (BE(0|Xi = ;) — E(0))*

3. Divergéncia de Kullback-Leibler: Infxr (€, ;) =
> PO =1i|X; = x;)log(P(0 = i|X; = x;)/P(0 = 1))
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Portanto, no primeiro experimento, a informacao dada por essas fungoes, tendo como indice
o ntimero de bolas brancas observadas, sera respectivamente: (1/3v/2,1/3v/2), (1/36,1/36) e
(0.0246,0.0246). No segundo experimento elas serao, respectivamente, (1/2,0,1/2), (9/100,0,9/100)
e (0.0837,0,0.0837). Por 1ltimo, no terceiro experimento, temos (1/v/2,0,1/v/2), (1/4,0,1/4) e
(0.3010,0,0.3010).

Contudo, essas medidas nao apresentam uma forma evidente de comparar experimentos. Por-
tanto, no préximo capitulo, essa questao serd estudada. Finalmente, na terceira secao do préxima

capitulo apresentaremos adaptacoes dessas métricas para comparar experimentos.



Capitulo 3

Informacao num Experimento

Nesse capitulo estaremos interessados na comparagdo entre experimentos em relagdo ao grau
de informagao que estes proporcionam. Para tal, na primeira secao sera apresentada a definicao de
Suficiéncia de Blackwell e sua relagdo com o Principio da Suficiéncia. A seguir, serd apresentada
a Equivaléncia de Blackwell e a sua relacao com o Principio da Verossimilhanca antes estudado.
Por ltimo, as métricas apresentadas na tultima secao do segundo capitulo serao adaptadas para a

comparacao de experimentos usando-se a Teoria da Decisao.

3.1 Suficiéncia de Blackwell

Uma definicao cldssica na Inferéncia Estatistica é a de Suficiéncia. De acordo com o Principio
da Suficiéncia exposto no capitulo passado, a inferéncia baseada nos dados ou em uma estatistica
suficiente é a mesma. No entanto, para utilizar esse principio aquilo que se deseja comparar deve
estar construido dentro do mesmo experimento estatistico. Por outro lado, geralmente, quando
se comparar dois diferentes experimentos apenas a sua distribuicdo marginal é dada e, portanto,
nao é possivel determinar se um é suficiente para o outro ou nao. Nessa secao nds apresentamos
a definicdo da Suficiéncia de Blackwell e tentamos mostrar que ela é uma generalizagdo natural da
idéia de Estatistica Suficiente para a comparagdo entre experimentos.

Como foi apresentado no capitulo passado, uma estatistica T', com contra-dominio 7, é suficiente
para um experimento ¢ se o experimento residual €/ é trivial para qualquer ¢t € 7. Utilizando essa
definigao, obtemos que se T' é suficiente, entao P(z|f) = P(T(x)|0)P(z|T(x)). Por outro lado, foi

mostrado na Introducdo que a funcdo de probabilidade do experimento €/ , onde t é o resultado de

11
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el', é igual & de e. Portanto, se T é uma estatistica suficiente, é possivel obter a distribuicdo dos

dados observando T e, em seguida, realizando um experimento que nao depende de 6.

Sejam ex = (xx,0,Px) e ey = (xy,0, Py) dois experimentos estatisticos. Dizemos que
ex ¢ suficiente no sentido de Blackwell para ey se existe um mapa F : xx X xy +— [0, 1] satis-
fazendo duas propriedades. Primeiramente, » F(x,y) =1,V € xx. Em segundo, Py (y|0) =

Y oweny Px(@|0)F(z,y), Yy € xv.

Definimos para todo x € yx o experimento €X = (xy, 0, Py*), onde P;X(y|0) = F(x,y), V0 € ©.

YEXY

Portanto, para todo = € xx, €5 é um experimento trivial. Além disso, pela definicio de suficiéncia
de Blackwell é facil ver que o resultado do experimento, eg)f , onde x é o resultado do experimento €x,
tem mesma distribuicao de probabilidade que ey. Portanto, ex ¢é suficiente no sentido de Blackwell
para €y se e somente é possivel obter dados com a mesma distribuicdo de probabilidade que ao
observar ey observando, ao contrario, ex e, em seguida, realizando um experimento trivial. Esse
resultado é bastante semelhante a uma das definigoes de Estatistica Suficiente e, portanto, parece
razoavel que é melhor observar ex do que ey. Também é possivel concluir que uma estatistica
suficiente é suficiente no sentido de Blackwell para o conjunto de dados e vice-versa.

Tendo apresentado os aspectos gerais da suficiéncia de Blackwell agora prosseguimos com alguns
exemplos desse conceito. Esses est@o relacionados com aqueles encontrados em Basu & Pereira [4] e
parecem dar apoio a algumas idéias bem conhecidas utilizando apenas ferramentas simples. Nesses
exemplos, para evitar excesso de notagao, constantemente utilizaremos a varidvel aleatéria que

representa o resultado de um experimento estatistico ao invés de diretamente descrevé-lo.

Exemplo 1: Consideramos as varidveis aleatorias X e Y, ambas tendo parametro de interesse
0 € [0,1]. Também definimos que X ~ Bernoulli(d) e Y ~ Bernoulli(af + (1 — «)p), onde « e
p sdo duas constantes conhecidas em [0,1]. E facil demonstrar que se A ~ Bernoulli(a) e B ~
Bernoulli(p), ambos independentes de todas as outras varidveis aleatérias, entao AX + (1 — A)B
tem a mesma distribuicao de Y. Portanto, como Vz € {0,1}, AX + (1 — A)B|X = x nao depende

de 0, X é suficiente no sentido de Blackwell para Y.
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Exemplo 2: Sejam X e Y duas varidveis aleatérias com parametro de interesse 6 € [0, 1], tal
que X ~ Binomial(n, ) e Y ~ Binomial(n,/k), k > 1. Sabemos que X tem a mesma distribui¢ao
de uma estatistica suficiente para a seqiiéncia Xi, ..., X,, condicionalmente independentes dado 6
e tal que X; ~ Bernoulli(f). Portanto, X ¢ suficiente no sentido de Blackwell para Xi,...X,.
pelo exemplo 1, tomando o = 1/k e p = 0 sabemos que a seqiiéncia anteriormente considerada é
suficiente no sentido de Blackwell para a sequiéncia Y7, ..., Y, condicionalmente independentes dado
0 e tal que Y7 ~ Bernoulli(f). Essa seqiiéncia é trivialmente suficiente no sentido de Blackwell para
Y. Dessa forma, uma vez que a suficiéncia de Blackwell é uma relagao transitiva, X é suficiente no

sentido de Blackwell para Y.

Exemplo 3: A seguir, estudaremos uma generalizacdo do exemplo abordado na parte 2.2.
Consideramos uma urna com N bolas. 6 dessas bolas sao pretas e N — 6 sao brancas. n dessa
bolas, n < N, sao coletadas.

Definimos que uma seqiiéncia (X1, ..., X,,) corresponde a uma amostragem com reposicao se:

1. X1 ~ Bernoulli(6/n);
2. as varidveis aleatdrias sao identicamente distribuidas;

3. Xi41 é condicionalmente independente dado 6 de (X;,...X1), Vi € {1,..n — 1}.
Por outro lado, definimos que (Y7, ..., Y,) corresponde a uma amostragem sem reposigao se:

1. Y7 ~ Bernoulli(6/n)

2. Yi1|(Yi = vi,...Y1 = y1) ~ Bernoulli((6 — Zj-:l y;) /(N —1)),
Vie{l,...n—1}Y(yi,...,y1) € {0,1}%

Iremos demonstrar que (Y7, ...Y},) é suficiente no sentido de Blackwell para (X7, ...X,,).
Primeiramente, definimos X; = Yj. A seguir, consideramos Vi € {1,...,n — 1} duas varidveis
aleatérias A;y1 e Bjy1. Definimos que A;1|(Y; = vi,...,Y1 = y1) ~ Bernoulli(z:;:1 y;j/N) e
é de todas as outras varidveis aleatérias consideradas. Também B 1|(Y: = vi,..Y1 = 1) ~
Bernoulli((N —i — 1+ Z§:1 y;)/N) e é independente de todas as outras variaveis aleatérias con-

sideradas.
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E f4cil ver que se definirmos X1 =Air1(1 = Yi1) + Bit1Yiq, entdo
XY = yi, ... Y1 = y1) ~ Bernoulli(§/N), Vi € {1,...,n — 1}, Y(y;,...,;n) € {0,1}". As-
sim, X/, ; ~ Bernoulli(§/N) e é condicionalmente independente de (Y;,...,Y1). Finalmente, como
(X7, ..., X7) € uma funcao de (Y;,...Y1), (As, ..., A2) e (B, ..., Ba), concluimos que X7, , ¢ indepen-
dente de (X7, ..., X7).

Pelas conclusoes anteriores sabemos que (X7, ..., X}}) tem mesma distribuicao de (X1, ..., X,).
Por construgao, também é sabido que (X7{,..., X})|(Y1 = y1,...,Yn = yn) € trivial, V(yi,...,y1) €
{0,1}*. Portanto, estd demonstrado que a amostragem sem reposicao é suficiente no sentido de

Blackwell para a amostragem com reposi¢ao.

Exemplo 4: Mostramos um corolario simples do ltimo resultado. Em primeiro lugar, sabemos
que Y i, Y; ~ Hipergeométrica(NN,n,0) e ¢ uma estatistica suficiente para (Y1, ...,Y,). Portanto,
>, Y; é suficiente no sentido de Blackwell para (Y7, ...,Y},). Pelo resultado prévio, sabemos que
(Y1, ..., Y,) é suficiente no sentido de Blackwell para (X1, ..., X,,). E trivial que (X1,..., Xy,) é sufi-
ciente no sentido de Blackwell para ) ;" ;| X; e também é conhecido que Y ;" ; X; ~ Binomial(n, §/N).
Dessa forma, uma vez que a suficiéncia de Blackwell é uma relagao transitiva, estd provado que a
distribuigao hipergeométrica com parametros N, n e 6 é suficiente no sentido de Blackwell para a

distribui¢ao binomial com parametros n e 6/n.

3.2 Simetrias na Informacao de um Experimento

Na ultima secao a suficiéncia de Blackwell foi apresentada. Utilizando-a, é possivel definir uma
relacao de equivaléncia entre dois experimentos. Dizemos que um experimento €; é equivalente no
sentido de Blackwell a €5 se €1 é suficiente no sentido de Blackwell para €5 e vice-versa. Nessa secao
estudaremos essa relacao de equivaléncia e tentaremos mostrar que ela é relacionada ao Principio

da Verossimilhanca apresentado na parte 2.1. Para fazé-lo, provaremos o seguinte teoremas:
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TEOREMA: Sejam €; = (x1,0, P}) e e2 = (x2,0, P5). €1 é equivalente no sentido de Black-
well a ez se e somente se Pf(x : Pj(x|0) < L(6)) = P5(y : Py (y|f) < L(#)), V0 € © e toda funcao

de verossimilhanca L(f) possivel em €; ou €.

Para provar esse teorema vamos definir uma notacao especial que reduz a dlgebra envolvida.
Em primeiro lugar, sempre que um conjunto finito é considerado tomaremos alguma ordem sobre
ele. A seguir, seja P(x|0) uma funcao de probabilidade, definimos que V0 € O, p(.|0y) é um vetor
tal que em sua i-ésima posigao o valor assumido é P(x;|0p), onde z; é o i-ésimo elemento da ordem
assumida no conjunto de possiveis valores par x. A seguir, seja F' um mapa de £ X & em [0, 1].
Usaremos o simbolo F' também para designar a matriz que tem em sua j-ésima linha e i-ésima
coluna o nimero F(z;,y;), onde z; é o i-ésimo elemento da ordem assumida em &; e y; é o j-ésimo
elemento da ordem assumida em &;. Finalmente, uma matriz de transicao é definida como qualquer
uma em que a soma dos elementos de qualquer coluna é 1.

Demonstracgao:

(<) Seja S @ x1 — [0,1]°, tal que S(z) = Py (2]0)/(3;co Pi(2li)). De forma similar, consid-
eramos T : y2 — [0,1]° tal que T'(z) = P;(2|0)/(X;co P (]i)). E fécil demonstrar que S ¢ uma
estatistica suficiente para €; e T para €. Portanto, ef ¢é equivalente no sentido de Blackwell a ¢
e el a €. Tomando a afirmacgdo & direita no teorema, ef tem a mesma funcao de probabilidade
que 62T e, portanto, eles sao equivalentes no sentido de Blackwell. Concluimos pela propriedade
transitiva da equivaléncia de Blackwell que €1 é equivalente no sentido de Blackwell a €.

(=)

Primeiramente, as mesmas estatisticas S e T definidas acima. Definimos n = (&1, 6, P1(x|0))
como €f. De forma andloga, definimos 17y = (£2,0, Py(2|0)) como €I E facil demonstrar que, em
qualquer um desses experimentos, se dois pontos do espaco amostral tem verossimilhanca propor-
cional entao eles sdao o mesmo ponto. Finalmente, como S e T sao estatisticas suficientes, pelas
suposicoes é possivel concluir que 7; é equivalente no sentido de Blackwell a €; e 1y é equivalente
no sentido de Blackwell a €s.

Como m; é suficiente no sentido de Blackwell para 7, existe um mapa A : & x & — [0, 1] tal

que A é uma matriz de transicdo e:
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Ap1(-100) = p2(.100), V0o € ©

Por outro lado, 1y também é suficiente no sentido de Blackwell para 7; e, de forma similar,

existe um mapa B : £ x & +— [0, 1] tal que B é uma matriz de transicao e:

Bpa(.160) = p1(.100), V0o € ©

Usando ambas essas relagoes nés sabemos que existem duas matrizes de transicao M = BA e

N = AB, tais que:

Mp1(.|00) = p1(.|60), V00 € ©
Npa(.|60) = p2(.|00), V0 € ©

Adotaremos como estratégia de demonstracdo imaginar que M é a matriz de transicado de uma
Cadeia de Markov em ;. Dessa forma, temos que p1(.|fp) é uma medida invariante de M, V6, € ©.

Em primeiro lugar, é facil demonstrar que nao existem estados transientes em M. Se existisse
algum estado transiente x em M entao P(z|0y) = 0, Vy € O. Tal estado é impossivel pelas
defini¢oes dadas no primeiro capitulo. Assim, concluimos que nao hé estados transientes em M.

A seguir, apresentaremos um lema muito 1til que é estudado em Cadeias de Markov. Esse lema

sera aplicado a matriz M para auxiliar a demonstrar o Teorema.

LEMA : Para qualquer Cadeia de Markov em um espago finito x com matriz de transicao

A e nenhum estado transiente. Consideramos em A os componentes irredutiveis C(1), ..., C(n).
Existe um conjunto unico de fungoes de probabilidade p1(i), i € {1,...,|C(D)]|}, ..., pu(i), @ €
{1,...,]C(n)|}, tais que toda medida invariante (u) de A pode escrita da seguinte forma:

Se ¢k, € o elemento de ordem i de C(k) entdo pu(cki) = pi(i).qx, para alguma ¢ funcao de
probabilidade em {1,...,n}.
Esse resultado pode ser encontrado em Ferrari & Galves [7]. Uma forma de interpretd-lo é

considerando a sub-matriz Ay associada a C'(k). Uma vez que essa matriz é irredutivel, ela apenas
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tem uma medida invariante que é pg. Agora tomamos que na posigao inicial (zg) da cadeia cada
componente C'(k) tem probabilidade g de ser escolhido. Quando n vai para infinito a lei de z,

converge para aquela dada pelo lema.

Agora, usando o lema, sabemos que se C(1),...,C(n) sao componentes irredutiveis de M e
c(k,i) é o elemento de ordem i de C(k) entao pi(c(k,%)|60) = qkp,-px(i). Como conseqiiéncia,
p1(c(k,i)|00) = p1(c(k,7)]0).(pr(i)/pr(7)). Finalmente, temos que se dois estados estdo no mesmo
componente irredutivel de M entao suas verossimilhancas s@o proporcionais. A mesma prova se
aplica a matriz N.

Dizemos que o i-ézimos elemento de &; estd conectado ao j-ésimo elemento de & se A(i,j) >
0. De forma semelhante, o i-ésimo elemento de & estd conectado ao j-ésimo elemento de & se
B(i,j) > 0.

Nota-se que todo estado em & esta conectado a pelo menos um estado em &5 e vice-versa. Isso
acontece pois A e B s&o matrizes de transigao.

Apbs isso, é facil ver que para todo x1 € &1, se x1 estd conectado a xo € & entdo xo estd
apenas conectado a x1. Se existisse um estado y € £ tal que xo estivesse conectado a y, entao xq
e y estariam no mesmo componente irredutivel de M. Portanto, x; e y teriam verossimilhancas
proporcionais e, pela definicao de S, 1 = y. De forma similar, se um estado xo € &5 estd conectado
a um outro xq € & entao x; estd apenas conectado a xs.

Pela conclusao acima esta provado que todo estado x; € £ estd conectado a um e a apenas um
estado z2 € & e este esta conectado apenas a x1. Isso implica que se = esta conectado a y, entao

Py (z]00) = Pa(ylbo), Y0y € ©. Como S e T sao estatisticas suficientes, o teorema esté provado.

Por uma simples aplicagao do Teorema aprovado e do Principio da Verossimilhanca é possivel
notar que: se €; é equivalente no sentido de Blackwell a ey entao Pf(x : Inf(e;,z) = k|f) =
Pi(y: Inf(e2,y) = k|0), Y0 € O, Yk possivel resultado da funcao de informacao Inf que respeita
o Principio da Verossimilhanca. Portanto, a equivaléncia de Blackwell é uma conseqiiéncia do

Principio da Verossimilhanca e a suposicao de que se a informacao dada por dois experimentos tem
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a mesma distribuicao V0 € © entao eles sao equivalentes.

3.3 Funcgoes de Informagao num Experimento

Nessa secao, estaremos interessados em fungoes capazes de descrever a informacdo de um ex-
perimento estatistico. Uma possivel abordagem é considerar que a informagao ganha é uma funcao
de utilidade (DeGroot [6]) que o Estatistico deseja maximizar. Dessa forma, pelos resultados da
Teoria da Decisao, Inf(e, P*(0)) = E(Inf(e, X)), onde X é o resultado do experimento €, Inf(e)
é a informagao ganha com e e P*(0) a distribuicao a priori para o parametro.

Manteremos essa abordagem para comparar as diferentes fungoes de informagao apresentadas
na parte 2.2. Para fazé-lo, vamos lembrar que para qualquer uma das funcoes apresentadas o
maior resultado possivel é obtido quando a distribuigao a posteriori é tal que P(# = 0|z) = 0 ou
P(6 = 0|z) = 1. Portanto, vamos dividir todas as fungoes de informagao por esses méximos de
forma a coloca-los em uma forma comparavel.

Como foi visto, nos trés experimentos possiveis, os vetores de informacao usando a distancia
euclidiana sdo, respectivamente, (1/3v/2,1/3v/2), (1/2,0,1/2) e (1/4/2,0,1/+/2). Portanto, no
primeiro experimento, com probabilidade 1 o ganho de informacao é 33% do maximo, isto é, h4
pouco ganho e pouco risco. No segundo experimento, com probabilidade 56% o ganho é 60% do
maximo e com probabilidade 44% ele é 0% do mdximo, ganho moderado com risco moderado. No
terceiro experimento é possivel obter 100% da méxima informagao possivel com probabilidade 33%
e é possivel obter 0% da médxima possivel informacao com probabiliade 67%, alto ganho com alto
risco. No entanto, em todos esses experimentos o ganho esperado de informacao é de 24% e nao
haveria preferéncia por qualquer um deles. Isso poderia soar estranho, uma vez que o terceiro é
suficiente no sentido de Blackwell para os outros dois e o segundo também o é para o primeiro.

Por outro lado, agora consideramos a segunda funcao de informacao apresentada, Inf(e, z) =
(E(f) — E(0|X = z))2. Nos trés possiveis experimentos, os vetores de informacdo usando essa
funcao sao, respectivamente, (1/36,1/36), (9/100,0,9/100) e (1/4,0,1/4). Dividindo pelo méximo,
obtemos os seguintes vetores: (1/9,1/9), (9/25,0,9/25) e (1,0,1). Portanto, os ganhos esperados
de informacao sdo, respectivamente, 11%, 20% e 33%. Portanto, o terceiro experimento é mais

informativo que os outros dois e o segundo experimento é mais informativo que o primeiro. E
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interessante notar que a medida de informagao utilizando essa métrica é dada por: Inf(e) =
V(E(0|X)).

Finalmente, os vetores de informacao dados pela terceira métrica sdo, respectivamente, (0.0246, 0.0246),
(0.0837,0,0.0837) e (0.3010,0,0.3010). Dividindo pelo méximo, obtemos os seguintes vetores:
(0.081,0.081), (0.2780,0,0.2780) e (1,0,1). Assim, os ganhos esperados de informacao sao re-
spectivamente, 2,4%, 4,6% and 33%. Novamente, o terceiro experimento é mais informativo que
os outros dois e o segundo experimento é mais informativo que o primeiro.

Poderia parecer coincidéncia que a segunda e a terceira definicao de funcdo de informacao
respeitassem a suficiéncia de Blackwell. No entanto, esse resultado pode ser provado notando-se
que ambas as métricas sao concavas e, em seguida, utilizando a desigualdade de Jensen na esperanca

da utilidade esperada de um experimento.
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Capitulo 4

Diagramas de Influéncia

Nos capitulos precedentes as simetrias em relacao a informagao, em geral, foram apresentadas
condicionalmente dado um valor arbitrdrio para o parametro de interesse. Dessa forma, para definir
suficiéncia, por exemplo, nao foi necessario especificar se o parametro de interesse era uma variavel
aleatdria ou ndo. Ainda que essa abordagem seja rigorosa, acreditamos que parte da intuicdo dos
conceitos é perdida por nao utilizar o parametro como uma variavel aleatoria.

Nesse capitulo, muitas das definicoes vistas enquanto definindo simetrias em informagao sao
revistas pelo uso de diagramas de influéncias. Além disso, algumas novas simetrias sao apresentadas
e relacionadas ao conceito de informacao. Essa abordagem somente é possivel considerando-se que
o parametro de interesse é uma variavel aleatéria. Acreditamos que pela propria natureza grafica
dos diagramas de influéncia as defini¢bes ganhem nova intuigao.

A apresentacao das definicbes bdsicas relativas a diagramas de influéncia sera feita de acordo

com Barlow [1].

4.1 Definicao e Propriedades

Definimos um grafo orientado como sendo um conjunto de vértices, V', e um mapa A : V xV —
{0,1} que indica o conjunto de arestas do grafo. Dizemos que existe uma aresta ligando um
vértice, v, a outro vy se F'(vi,v2) = 1. Dizemos que nao existe uma aresta com essa propriedade
se F'(v1,v2) = 0. Mais suscintamente, dizemos se vy estd conectado ou nao esté conectado a vy. Na
representagao grafica de um grafo cada nodo é representado por um circulo e a existéncia de uma

aresta conectando vy a v9 é representada por uma flecha ligando esses vértices.
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Definimos que existe um caminho ligando a € V a b € V se existe uma seqiiéncia finita de
elementos de V, (v1,...v,), tal que A(a,v1) = 1, A(v,,b) =1 e A(vj,vi41) = 1, Vi € {1,n — 2}.
Quando necessario, dizemos que a é a origem do caminho e b é o destino do caminho. Finalmente,
um grafo é definido como sendo aciclico se para qualquer v € V nao existe caminho ligando v
a v. Como conseqiiéncia de um grafico ser aciclico sempre hé pelo menos um vértice ao qual
nenhum outro se conecta. Qualquer vértice com essa propriedade é denominado raiz. Também é
conseqiiéncia de um grafo ser aciclico a existéncia de pelo menos um vértice que nao se conecta a
qualquer outro. Esse vértice é denominado folha.

Um diagrama de influéncia é um grafo aciclico acrescido de uma familia de fungoes de probabil-
idade. A cada vértice do grafo aciclico estd associada uma variavel aleatdria. A partir desse ponto
nao faremos mais distingao entre a varidvel aleatéria e o préprio vértice. A essa varidvel aleatoria
estd associada a sua probabilidade condicional dados todos os valores possiveis dos vértices que se
conectam a ela. B simples provar que essa caracterizagao gera uma unica a probabilidade conjunta
de todos os vértices. No entanto, pode existir mais de um diagrama de influéncia para representar
uma determinada probabilidade conjunta dos vértices. Por tltimo, desenhamos dois circulos em
torno de um vértice se ele é funcao deterministica dos vértices que se conectam a ele.

Como conseqiiéncias dessas defini¢oes, temos uma importante resultado:

Resultado: Se dois vértices, v1 e vo, sdo tais que v; nao estd conectado a vy e v9 nao esta
conectado a vy, entao condicionalmente a todos os vértices que se conectam a v; ou a vy eles sao
independentes.

Essa propriedade da independéncia condicional serd utilizada na secao seguinte na defini¢ao de

todos os conceitos relativos as simetrias na informagcao.

4.2 Diagramas de Influéncia aplicados a Teoria Estatistica

Nessa secao estudaremos os conceitos relativos a simetrias na informagao aplicando neles a idéia
de independéncia condicional abordada na tltima segao.
A primeira definicdo apresentada relativa a simetrias na informacao foi o de estatistica suficiente.

Conforme presente na segao 2.1, uma estatistica 7(X) é suficiente para um conjunto de dados X
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em relacio a um parametro de interesse 6 se P (z|T = t,0 = 6y) é constante no pardmetro
de interesse para qualquer valor t assumido pela estatistica. Em particular, podemos escrever
PO =60,T=t,X =x)= PO =00)P(T =tl0 = 0y)P(X = z|T =t). Portanto, temos que 6 e
X sao condicionalmente independentes dado T'. Como foi visto, essa relacao pode ser representada

com 6 sendo um vértice raiz cuja unica ligagao é com T que, por sua vez, tem como Unica ligacao

O

X, um vértice folha.

Figura 4.1: T(X) é suficiente para 6.

Uma outra definigdo apresentada foi a de suficiéncia de Blackwell. Dizemos que X ¢é suficiente
no sentido de Blackwell para Y se existe uma variavel aleatéria Z independente de 6 e uma funcao
F(X, Z) mensurével na o-algebra gerada pela unido das o-algebras de X e Z tal que F(X, Z|0 = 6y)
tem mesma distribuicdo de Y condicionalmente a #. Utilizando diagramas de influéncia, dizemos
que X ¢ suficiente no sentido de Blackwell para Y quando existem dois nds, Z e Y* tal que, 0 é
raiz e se liga apenas a X, X se liga apenas a Y*, Z é raiz e se liga apenas a Y* e Y* é um vértice
folha com distribuicao condicional a 6 igual a de Y.

Uma definicao que nao foi apresentada nos capitulos anteriores é o de Estatistica Suficiente
Minima. No entanto, uma vez que essa tem relacao com informagao e pode ser explicada pelo uso
de diagramas de influéncia, iremos introduzi-la. Usualmente, é dito que uma estatistica S(X) é

suficiente minima se para toda estatistica suficiente T'(X) existe uma funcao F' tal que F(T(X)) =
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(O—(
O—)

Figura 4.2: X é suficiente no sentido de Blackwell para Y. Y tem mesma distribuicao de Y*.

S(X). Essa propriedade pode ser traduzida em diagramas de influéncia da seguinte forma: Para

toda estatistica suficiente T'(X') é possivel introduzir um novo vértice S(X) entre 6 e T'(X).

O

Figura 4.3: S(X) é suficiente minima.

Uma definicao que também nao foi apresentada nos capitulos anteriores é o de estatistica com-
pleta. Geralmente, define-se que uma estatistica 7'(X) é completa para um conjunto de dados
X e um parametro de interesse 6 se, dada uma funcao com dominio nos possiveis valores de T e
contra-dominio na reta F', E(F(T(X))) implica que F(t) = 0, para qualquer possivel valor ¢ de 7.

Demonstraremos que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. T é completa

2. o conjunto de funcodes de verossimilhanca do experimento €’ é linearmente independente
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3. Para qualquer aleatorizagao Y de T', se Y é suficiente minima considerando 7' como parametro

(e Y como os dados) entao Y é suficiente minima considerando 6 como o parametro (e Y como

os dados).

Primeiramente demonstraremos que 1' é completa se e somente se o conjunto de fungoes de

T ¢ linearmente independente. Se o conjunto de funcdes de

verossimilhanca do experimento €
verossimilhanga é linearmente independente entao .. a; PT(t|0) = 0,VH € © somente se a; = 0,
Vt € 7. Portanto, E(F(T)) = Y., F(t)PT(t|#) = 0,V0 € O, se somente se F(t) = 0, Vt € T e,
portanto, T é completa. A volta decorre percebendo que E(F(T)) corresponde a uma combinagao
linear das verossimilhancas com fatores F'(t).

A seguir, demonstramos que as funcdes de verossimilhanca de um experimento, €’ , sdo linear-
mente independentes se e somente se toda aleatorizacao, Y, de T' que é suficiente minima tomando-se
T como parametro é também suficiente minima tomando 6 como o parametro.

Se o conjunto de verossimilhancas de ¢! é linearmente dependente entdo existe a;e, € [0,1]7
tal que 3t € 7 com a; > 0 e existe uma particao de 7, {1, 72}, tal que >, a PT(t9) =
> ier, wPT(t]0), V0 € ©. Definimos U como uma varidvel aleatéria uniforme em [0,1] e inde-
pendente de T. Também definimos F : 7 x [0,1] — {1,2,3} da seguinte forma: F(t,u) = 3, se
u>ay, F(t,uy=1,seu<asete€mn e F(t,u) =2, caso contrario. A aleatorizacao F(T,U) é sufi-
ciente minima tomando 7' como o parametro mas nao é suficiente minima para 6 pois Ly (6) = La(6).
Dessa forma, provamos a volta.

Suponhamos que exista uma aleatorizacao de T, Y : 7 — xy, que seja suficiente minima
tomando 7' como parametro, mas o nao seja tomando € como parametro. Portanto, existem
x,y € Xy tais que L;(0) o< L,(#). Como Y é uma aleatorizacao de T' existem aser,ber € [0,1]7
tais que Ly(0) = Y, a:PT(t]6),V0 € ©, e Ly(0) = 3, b PT(t]0),V0 € ©. Assim, 3K € R tal
que >, (@ — Kb)PT(t|6) = 0,V € ©. Como Y ¢ suficiente minima tomando T como parametro,
temos que aser € bier NA0 sd0 proporcionais. Portanto, as verossimilhancas do experimento €’ sdo
linearmente dependentes, concluindo a demonstracao.

Como ja descrevemos a definicao de suficiéncia minima usando diagramas de influéncia, o teo-

rema demonstrado permite que a definicao de estatistica completa também seja apresentada usando

diagramas de influéncia.
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Capitulo 5

Conclusoes

Durante o decorrer do trabalho, estivemos interessados no conceito de informacao. Especial-
mente, estivemos interessados em determinar propriedades uma funcao de informacao deveria ter.
Essa pesquisa foi orientada pela nogao dada em [2] de que “Informagao é aquilo que ela faz por
vocé, ela muda sua opiniao”.

Para fazé-lo, inicialmente definimos quao informativo é um conjunto de dados. Primeiramente,
a idéia de um experimento trivial foi definida. Depois disso, foi mostrado que o Principio da
Verossimilhanca é uma conseqiiéncia de acreditar que um experimento trivial nao deve trazer in-
formacao a respeitodo parametro de interesse. Seguindo esse resultado, foi estabelecido que funcoes
de informagao deveriam trazer mesmo resultado para dados com verossimilhangas proporcionais.
Finalmente, foram apresentadas diferentes possiveis fungoes de informagao e essas foram aplicadas
a um exemplo intuitivo.

A seguir, focamos no problema do quao informativo é um determinado experimento. Para fazé-
lo, primeramente definimos o conceito de suficiéncia de Blackwell. Esse conceito também parece
ser conseqiiéncia da idéia de que um experimento trivial ndo deve trazer informacao a respeito do
parametro. A seguir, mostramos que a suficiéncia de Blackwell induz uma classe de equivaléncia
relacionada ao Principio da Verossimilhanca. Finalmente, usando o mesmo exemplo anteriormente
apresentado, estudamos a aplicacao de algumas fungoes de informacao a diferentes experimentos.
Isso foi feito considerando que o ganho de informagao de um experimento é o ganho esperado de
informacao nos possiveis resultados do experimento.

Finalmente, estudamos as simetrias relacionadas ao conceito de informacao utilizando a ferra-

menta grafica de diagramas de influéncia. Fazendo-o, esperamos ter conseguido apresentar uma
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idéia intuitiva de defini¢coes como suficiéncia, suficiéncia de Blackwell, suficiéncia minima e comple-

tude.
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