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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar e comparar diferentes métodos de modelagem da vola-
tilidade (variancia condicional) de séries temporais financeiras. O modelo ARFIMA é empregado
para capturar o comportamento de memoria longa observado na volatilidade de séries financeiras.
Por sua vez, o modelo GARCH ¢ utilizado para modelar a volatilidade variando no tempo destas
séries. Finalmente, o modelo FIGARCH ¢ utilizado para modelar a dinadmica dos retornos de séries
temporais financeiras juntamente com sua volatilidade. Serao apresentados alguns estimadores para
os parametros dos modelos estudados. Foram realizadas simulacoes dos trés tipos de modelos com o
objetivo de comparar o comportamento dos estimadores para diferentes valores dos parametros. Por

fim, serao apresentadas aplicagoes em séries reais.

Palavras-chave: memoria longa, GARCH, FIGARCH, retornos, volatilidade, varidncia condicional.
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Abstract

The goal of this project is to present and compare differents methods of modeling volatility (condi-
tional variance) in financial time series. ARFIMA model is applied to capture long memory behavior
of volatility in financial time series. GARCH model is used to model the temporal variation in finan-
cial volatility. Finally, FIGARCH model is used to model dynamic of financial time series returns
as well as its volatility behavior. We present some estimators for the studied models. Estimators
behavior of the three types of models for different parameters is assessed through a simulation study.

At last, applications to real data are presented.

Key words: long memory, GARCH, FIGARCH, asset returns, volatility, conditional variance.
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Capitulo 1

Introducao

A volatilidade do mercado financeiro é uma medida importante na teoria e na pratica financeira,
como na precificacdo de agoes, alocacao de capital e gerenciamento de riscos, por exemplo. Apesar
de muitos dos modelos conhecidos na literatura assumirem volatilidades e correlagoes constantes, é

um fato conhecido que ambas variam conforme o tempo.

Modelos lineares do tipo ARIMA néo sdo adequados para capturar a caracteristica de evolugao no
tempo da variancia condicional (volatilidade) de séries financeiras. Um modelo nao-linear bastante
utilizado para representar essa evolucao dinamica da volatilidade de séries temporais financeiras
o modelo GARCH (“Generalized Autoregressive Conditional Heretoscedasticity”) de Engle (1982)
Bollerslev (1986).

é
e

Outra caracteristica observada em estudos sobre a modelagem da volatilidade de séries finan-
ceiras, como retornos de agoes, é o efeito persistente de alteragdes na variancia condicional, ou seja,
observa-se que as autocorrelagoes amostrais dos retornos ao quadrado tendem a decair lentamente em
contraste com o decaimento exponencial observado em modelos do tipo GARCH, sugerindo existéncia

de memoria longa na variancia condicional destas séries.

Dada a existéncia de uma série temporal que representa a volatilidade (como quadrados dos re-
tornos ou dos retornos absolutos, por exemplo), os modelos ARFIMA (“Autoregressivos Fraciondrios
Integrados e de Médias mdveis”) podem ser usados com o intuito de modelar o comportamento de

membéria longa observado na volatilidade de retornos de acoes financeiras.

Trabalhos recentes apresentam a alternativa de incorporar memoria longa nos modelos GARCH.
Os modelos FIGARCH (“Fractionally Integrated Generalized Autoregressive Conditional Heretos-
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cedasticity” on GARCH fraciondrio integrado), introduzidos por Baillie et al. (1996), podem ser

utilizados para modelar a dindmica dos retornos juntamente com sua volatilidade.

Este trabalho tem como objetivo apresentar e comparar as diferentes abordagens da modelagem
de volatilidade de séries financeiras, com énfase em estimacao de parametros em séries simuladas e

em séries reais utilizando o médulo FinMetrics do software S-Plus.
No Capitulo 2 apresentamos alguns conceitos bésicos utilizados no decorrer de todo o texto.

O Capitulo 3 aborda o conceito dos modelos de memoria longa, apresentando testes para verificar
a longa dependéncia e métodos de estimacao do pardmetro de memoéria longa, além de simulagoes
de modelos ARFIMA(0,d,0), ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d, 1) para efeito de comparagao de

desempenho dos diferentes métodos de estimacao apresentados.

Os modelos GARCH e suas extencoes sdo estudados no Capitulo 4. Apresentamos testes para
efeitos ARCH, métodos de estimagao dos parametros dos modelos e algumas ferramentas de di-
agndéstico dos modelos ajustados. As simulagdes do modelo GARCH(1,1) foram realizadas com o
intuito de comparar o comportamento de um dos estimadores apresentados (estimador de méxima

verossimilhanca condicional) para diferentes valores de parametros.

Os modelos GARCH com memoria longa sao descritos no Capitulo 5, com énfase no estudo dos
modelos FIGARCH e FIEGARCH (EGARCH fraciondrio integrado). Encontram-se neste capitulo
a descrigdo do estimador de méaxima verossimilhanca condicional e ferramentas de diagnéstico dos
ajustes dos modelos. Os resultados das simulagoes dos modelos FIGARCH(1, d, 0), FIGARCH(0,d, 1)
e FIGARCH(1,d, 1) sao apresentados.

Aplicacoes a dados reais podem ser encontradas no Capitulo 6. As séries utilizadas para as
aplicagoes sao séries de cotagoes de pregos de agoes de trés grandes bancos brasileiros (Unibanco,
Itat e Bradesco) desde 1994 até 2008.

Finalmente, apresentamos algumas conclusoes a respeito do trabalho realizado. Sugestoes para

trabalhos futuros também sao apresentadas.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos e definicbes que servirao de base para a de-
senvolvimento do restante dos capitulos. Mais detalhes podem ser encontrados em Morettin e Toloi
(2004), Fuller (1996) e Hamilton (1994).

2.1 Séries Temporais Estacionarias e Ergddicas

Um processo estocastico y = {y(t,w),t € T,w € Q} é uma familia de varidveis aleatérias (v.
a.) definidas num espago de probabilidade (€2, A, P) e indexadas pelos elementos de um conjunto de

parametros T

Na realidade, um processo estocdstico é uma fungao de dois argumentos, y(t,w), t € T, w € Q.
Para cada t € T, a fungao y(t,-) é mensuravel relativamente a A. Por outro lado, para cada w €
fixado, obtemos uma fungao y(-,w) de t : T" — R, que é chamada trajetéria, realizagao, funcao

amostral do processo ou série temporal.
Para facilitar a notagao, representaremos y(t,w) por y;.
A série temporal y; é estaciondria de sequnda ordem, fracamente estaciondria, ou ainda, estacio-

ndria em sentido amplo se

e E[y;] = u, constante, para todo t;
o cov(y, yi—j) = El(yr — 1) (ye—j — )] = 7j, 86 depende da defasagem j, para todo ¢ e qualquer
VE

e E[y?] < oo, para qualquer t.
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O valor v; é chamado de autocovariancia de y; de j-ésima ordem ou de lag j. A funcao de

autocovariancia, v;, calculada para todo j, satisfaz as seguintes propriedades:
* Y0 =var(y) > 0;
* Y = |yl
® Vi =
e 7; é nao negativa definida.

A funcao de autocorrelagao (FAC) de y; é definida por

;= cov (Y, Yi—j) _ ﬁ’ j=0,%1,---.
\/var(yt)var(yt—j) 0

Intuitivamente, uma série temporal estacionaria é definida por sua média, varidncia e fungao de
autocorrelacao.
Qualquer fungdo de uma série temporal estaciondria também é uma série temporal estacionaria,

isto é, se y; é estaciondria, entao z; = g(y;) também ¢é estaciondria, para qualquer funcao g(-).

A autocovaridncia amostral de lag j e a autocorrelacao amostral de lag j sdo definidas por

T
. 1 _ _
Yi=7 S -9 —7) (2.1)
t=j+1
pi=2, (2.2)

onde § = % Z?:l y; ¢ a média amostral.

Dizemos que uma série temporal y; é ergddica se os momentos amostrais convergirem em proba-

bilidade para os momentos populacionais, ou seja, 2 s Yj 2 Vi e pj RN pj-
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2.2 Processos Linares

Seja y; uma série temporal estacionaria. A série y; pode ser representada por um processo linear,

ou processo de médias moveis de ordem infinita, da seguinte forma

ye=p+ Y ke, (2.3)
k=0

7/’0 = 1> Zd}]% < 00,
k=0

¢; ~ RB(0,0?), onde RB é ruido branco.

Para o processo linear (2.3), pode-se mostrar que

Ely] = p,

o0
Yo =var(y) = o> Y 4¢3,

k=0
oo
v = cov(ys, yi-1) = 0° Zd)kwkﬂ',
k=0
Do VkVky

epj=
T e

Portanto, as autocorrelagoes de qualquer processo estacionario e ergddico y; sao determinadas

pelos pesos {1;} da representacao (2.3).
2.3 Modelos da familia ARIMA
Modelos AR(p)

O modelo autorregressivo de ordem p (AR(p)) é dado por

Yt — =011 — ) + -+ op(Yr—p — 1) + &,
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ou, utilizando-se a notacao de operadores,

¢(L)(yt — p) = €,

onde L é o operador de translagio para o passado, definido como Liy, = y; i, e ¢(L) =1 — ¢1L —
s —gplP e = Ely].

Pode-se mostrar que um processo AR(p) é sempre invertivel, e é estaciondrio e ergédico sob a

condicao de que as raizes da equagdo caracteristica,

$(2) =1 =1z — ¢22° — -+ — 2" =0, (2.4)

estejam fora do circulo unitario. Uma condigao necesséria para estacionariedade muito util na pratica
é que |p1+ -+ ¢p| < L.

A fungao de autocovariancia de ordem j de um processo AR(p) estaciondrio é dada por

Vi = 1Vj-1 + P22+ + OpYj—ps

com g = var(yz).

A funcao de autocorrelagao de ordem j do processo é dada por

pj = P1pj—1 + P2pj—2 + - + Pppj—p.

Funcao de Autocorrelagao Parcial

A fungao de autocorrelagio parcial (FACP) é um importante instrumento para ajudar na iden-
tificagao de modelos AR(p). A obtengao da FACP baseia-se na estimacao da seqiiéncia de modelos
AR

2 = Q112i-1 + €1

Zt = ¢212—1 + Pazi—2 + €
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2 = Qp1zi—1 + Ppazi—2 + -+ Gppzi—p + €pt,

onde z; = y; — p. Os ultimos coeficientes em cada AR(p) (¢;5, para j = 1,---,p) sdo chamados

coeficientes de autocorrelagao parcial.

Para um processo AR(p), o p-ésimo coeficiente de autocorrelagao parcial é diferente de zero, e o

restante é igual a zero para j > p.

Modelos MA(q)

O modelo de médias mdveis de ordem q (MA(q)) tem a forma
Yp — =€ +0rei—1 + -+ 464,
onde ¢, ~ RB(0,0?).
Em notagao de operadores temos
(yr — ) = 0(L)er,

onde §(L) =1+ 61L+---+6,L9.

O modelo MA(q) ¢ estaciondario e ergddico desde que 6y,---, 6, sejam finitos, e é invertivel se

todas as raizes da equacao caracteristica,
0(z) =1+b1z+---+ 6427 =0, (2.5)

estiverem fora do circulo unitario.

A funcao de autocovariancia de um processo MA(q) é dada por

Yo = o146+ - +062);
= o(0; + 01101 + 01202 + - +0404—;), para j=1,2,--,q;
! 0, para j > q.

Observa-se que a FAC de um processo MA(q) é diferente de zero para o lag ¢ e igual a zero para
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j > q. Dessa forma, a FAC pode ser usada como um importante instrumento na identificagdo deste

tipo de processo.

E a funcao de autocorrelagao do processo pode ser escrita como

o 0 + 054101 + 04200 + - - -+ 0,0,
Pi 1+ 62+ 1062 '

A fungao de autocorrelacao parcial de um processo MA(q) invertivel apresenta decaimento expo-

nencial.

Modelos ARMA(p, q)

O modelo autorregressivo e de médias moveis (ARMA(p, q)) tem a forma

y—u = o1(yi-1 — M) +o 4+ ¢p(yt—p — 1) (2-6)
+€t + Glet—l + -+ 9q€t—Q7

€ ~ RB(0,0?).
Pode ser escrito na forma da regressao
Y = CH+ P1Ys—1+ -+ GpYs—p + € + 01641 + -+ - + Og€—_g,
ou representado utilizando-se o operador L
(L) (yr — ) = 6(L)er,

e é estaciondrio e ergddico se as raizes da equacao caracteristica ¢(z) = 0 estiverem fora do circulo
unitdrio, e é invertivel se as raizes da equagao caracteristica 6(z) = 0 estiverem fora do circulo
unitario. Assume-se a condigdo de que os polindmios ¢(z) = 0 e 6(z) = 0 ndo tenham fatores em

comum ou que se cancelam.



2.3. MODELOS DA FAMILIA ARIMA 9

A média de um processo estacionario e ergédico ARMA(p, q) é igual a

C

BEET e

7
e suas autocovariancias e autocorrelagoes safisfazem as seguintes relagoes recursivas

Vi = G1Yi—1+ d2vi—2+ o+ OpYi—ps >, (2.7)
pj = Q1pj—1+ Papj2+-+ Pppjp, J > Q.

A forma geral da FAC de um processo ARMA(p, q) é complicada. Para detalhes, ver Hamilton
(1994). Em geral, para o processo ARMA(p, q), a FAC tem o mesmo comportamento da FAC de um
processo AR(p) para p > ¢, e a FACP tem comportamento parecido com a FACP de um processo
MA(q) para g > p. Dessa forma, ambas FAC e FACP podem apresentar decaimento exponencial.

Na pratica, modelos ARMA(p,q) de ordens altas sao dificeis de serem estimados e, por este
motivo, sao raramente usados para analisar dados financeiros. Segundo Zivot e Wang (2003), modelos
ARMA(p, q) de ordens baixas, com p e ¢ menores do que trés, sdo geralmente suficientes na andlise

de séries temporais financeiras.

Modelos ARIMA (p, d, q)

A especificacdo do modelo ARMA(p,q) (2.6) assume que y; é estaciondrio e ergddico. Se y;
possuir alguma tendéncia, como pregos de acoes e outras séries financeiras, entao y; deve sofrer

alguma transformacao com o objetivo de eliminar esta tendéncia.

O modelo ARIMA (autorregressivo integrado e de médias mdveis) foi proposto para modelagem
de processos nos quais pelo menos uma raiz da equacdo caracteristica ¢(z) = 0 se encontra sobre o

circulo unitdario.

Se houver uma tendéncia linear em y;, entdo a primeira diferenca Ay, = y; — y;—1 elimina tal
tendéncia, onde A =1 — L é o operador da diferenca. Se houver tendéncia quadrética em y; entao
havers tendéncia linear em Ay;, mas a segunda diferenca A%y, = (1 — 2L+ L)y, = yr — 2y1-1 + yi—2
nao apresentard tendéncia. O modelo ARIMA(p,d, q) é resultante de d diferengas para eliminar as

tendéncias.
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O modelo ARIMA(p, d, q) pode ser representado por
S(L)A (s — p) = O(L)er,
onde A% = (1 — L)4.
2.4 Martingal e Seqiiéncia de Diferencas de Martingal

Seja {y;} uma seqiiéncia de varidveis aleatérias e seja I; = {ys, y4—1,- -} um conjunto de infor-
magoes baseadas no passado histérico de {y;}. A seqiiéncia {y;, I;} é chamada de um martingal

se

o [ 1 Cly

o Efly:l] < oo

e Eyi|I;—1] = y1—1 (propriedade martingal).

Um exemplo comum de um martingal é o modelo de passeio aleatério
Yt = Yt—1 + €, €~ RB(O,U2)7

onde yp é um valor inicial fixado. Se I = {y, - - -, yo} entao E[y:|I;—1] = y¢—1, dado que E|e;|I;—1] = 0.

Seja {€;} uma seqiiéncia de varidveis aleatérias com um conjunto de informacoes associadas I;.
A seqiiéncia {e;, I;} é chamada de uma seqiiéncia de diferencas de martingal (martingale difference
sequence (MDS)) se

o I; 1 Cly

e Ele|li—1] = 0 (propriedade MDS).
Se {yt, I} é um martingal, um MDS {¢;, I;} pode ser construido definindo-se

€& = Yt — E[ytut—l]-
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Por construgao, um MDS é um processo nao correlacionado. Para k > 0 temos

Eleier—x] = E[E[erer—g|li—1]] (2.8)
= E[ftka[ftut—l]]
= 0.

Embora um processo MDS seja nao correlacionado, ele nao é necessariamente independente, isto

é, pode existir dependéncia em momentos de maior ordem de ¢;.

Processos MDS possuem muitos resultados tteis de convergéncia (lei dos grandes nimeros, teo-
rema central do limite, etc.). White (1984), Hamilton (1994) e Hayashi (2000) apresentam muitos

destes resultados para a analise de séries temporais financeiras.
2.5 Variancia de Longo Prazo

Seja y; uma série temporal estacionaria e ergodica. Pelo Teorema Central do Limite

[e.e]

VTG —n) % N©O, S ),

j=—o00
ou
A 1
g ~ N M, f Z Y )
j=—o00

onde T' é o tamanho da amostra, § ¢ a média amostral de y; e ; sao as autocovariancias.

A wvaridancia de longo prazo (vlp) de y; é dada pela multiplicacao de T pela variancia assintdtica

(avar) da média amostral:

vip(y) =T - avar(g) = Y ;.

j==o0

Dado que v_; = v;, a variancia de longo prazo de y; pode ser escrita como

o0
vlp(ys) =70 +2) -
=1
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Estimando a Variancia de Longo Prazo
Se y; ¢ um processo linear temos que

2

Yooy=at Do | =)
=0

j=—o0

e, portanto
vip(yr) = o (1)%. (2.9)

Se y+ ~ ARMA(p, q) entao

1+ O+ 0, 0(1)

Y= T e, T )
e, portanto )
a20(1)
vlp(y) = . 2.10
pon) = =5 (2.10)

Uma estimativa consistente para vlp(y;) pode ser calculada pela substituigdo de parametros es-
timados do modelo ARMA(p, q) apropriado em (2.10). De forma alternativa, pode-se aproximar o

modelo ARMA (p, ¢) por um processo AR(p*)

Yt =C+ Pr1ys—1+ -+ GpYp—p* + €,

onde p* é escolhido de tal forma que €; seja ndo correlacionado. Assim, a estimativa da varidncia de

longo prazo autorregressiva fica dada por

0.2

vipar(yt) = — ) (2.11)
¢*(1)?
Um estimador popularizado por Newey e West (1987)! é um estimador ponderado pelas autoco-
variancias
M
vipnw () = 50 +2 D wir - 4y,
j=1

! A estimativa de Newey-West para a variancia de longo prazo serd utilizada para o célculo da Estimativa R/S. Ver
subsecao 3.3.1.
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onde w; 1 sao pesos que somam 1 e My é um parametro de truncamento do lag que satisfaz Mp =
o(T'/3).

Para um processo MA(q), v; = 0 para j > ¢q. Newey e West (1987) sugerem o uso de pesos

retangulares

1, para j < Mp = q;
wj,T:{ bty = = (2.12)

0, caso contrario.

Para processos lineares em geral, Newey e West (1987) sugerem o uso dos pesos Bartlett, wjr =

1 com My = [4(T/100)%/9).2

_
Mpr+1>
2.6 Séries Temporais Nao Estacionarias

Uma vez que um processo estacionario possui momentos invariantes, um processo nao estaciondrio
deve ter alguma dependéncia nos momentos. As formas mais comuns de nao estacionariedade sao

causadas pela dependéncia temporal na média e na variancia.

Processos Integrados

Chamamos y; de um processo integrado de ordem 1 (y; ~ I(1)) se possui a forma
Yt = Yt—1 + U, (2.13)

onde u; é uma série temporal estacionaria. Desta forma, tem-se que a primeira diferenca de y; é
estacionaria

Ayt = Ugt.
Devido a esta propriedade, o processo I(1) é chamado também de processo de diferenca estaciondria.

Uma vez que o processo estaciondrio u; nao precisa sofrer diferencas, é chamado de processo

integrado de ordem zero (u; ~ I(0)).

O processo y; é I(d) se A%y, ~ I(0). Em séries temporais financeiras raramente sio modelados

processos I(d) com d > 2.

2[] denota a parte inteira de um ntimero real.
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2.7 Retornos

Para avaliar o risco de uma carteira de ativos no mercado financeiro é comum medir as variagoes
de precos destes ativos. Na pratica, é preferivel trabalhar com retornos do que com pregos pois os
retornos sao livres de escala e tém propriedades estatisticas interessantes (como estacionariedade e
ergodicidade). Os modelos apresentados neste trabalho tém como objetivo modelar a volatilidade

dos retornos de séries financeiras, como retornos de precos de agoes, por exemplo.

Seja P, o prego de um ativo no instante t. A variagao de pregos entre os instantes t — 1 e ¢ é dada
por AP, = P, — P,_1 e a variacao relativa de precos ou retorno simples deste ativo é definido por
_P—-P1 AR

R, = — . 2.14
! P P (2.14)

De (2.14) temos que R; = Pf; — 1. Chamamos 1+ R; = Pﬁl de retorno bruto simples ou taza

de retorno.

Definimos o retorno composto continuamente, ou log-retorno ou simplesmente retorno, como

P
re=1In Pttl =In(1+ Ry) = In(P) —In(P,_1) = pr — pr1, (2.15)

onde p; = In(F;).

Podemos definir também retornos multiperiodos. Dado um periodo k, o retorno simples entre os

instantes t — k e t é dado por

P —P_
Ry(k) = ~L 1=k (2.16)
Py
Em termos de retornos de um mesmo periodo podemos escrever
1+ R(k) = (1+R)A+Ri—1) - (1 4+ Ri—g+1)
_ B Py P B
P 1 P Py g Py’
portanto temos
P
Ry(k) = —— —1. (2.17)
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O log-retorno de periodo k fica dado por

) =t () =L+ R(b) =1~ (2.18)

Se houver pagamento de dividendos D; no periodo, retorno simples (R;) e o log-retorno (r;) sao

dados por
P+ Dy
Ry=———-1 2.19
t Pt_l ) ( )
e
ry = 111(1 + Rt) = hl(Pt + Dt) - hl(Pt,l). (220)

Fatos Estilizados sobre os Retornos

Séries financeiras apresentam algumas caracteristicas que sao comuns a outras séries temporais,
como tendéncias, sazonalidade, pontos influentes (atipicos), heteroscedasticidade condicional e nao-
linearidade. Os retornos financeiros, por outro lado, apresentam outras caracteristicas peculiares
que outras séries nao apresentam. Retornos raramente apresentam tendéncias ou sazonalidades,
com excessao eventualmente de retornos intra-diarios, e séries de taxas de cambio ou taxa de juros
que podem apresentar tendéncias que variam com o tempo. Podemos resumir os principais fatos

estilizados relativos a retornos financeiros:

1. retornos sao em geral nao autocorrelacionados;
2. os quadrados dos retornos sao autocorrelacionados;
3. séries de retornos apresentam agrupamentos de volatilidades ao longo do tempo;

4. a distribuigao (ndo-condicional) dos retornos apresenta caudas mais pesadas do que uma dis-

tribuicao normal;

5. algumas séries de retornos sao nao-lineares (respondem de maneira diferente a choques grandes

ou pequenos, ou a choques negativos ou positivos).
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Capitulo 3

Modelos de Memoéria Longa

3.1 Introducgao

Os modelos de memoéria longa em séries temporais ou espaciais ja eram empiricamente reconheci-
dos nas areas de hidrologia e climatologia na década de 50, embora sua aplicacao em séries econémicas

e financeiras tenha ocorrido apenas por volta de 1980.

Um processo de meméria longa é caracterizado pela dependéncia significante entre observagoes
distantes (em tempo ou espago). Nesse caso, existe persisténcia nas autocorrelagoes observadas, que

decaem lentamente para zero.

A presenga desse fenomeno foi primeiramente observada por Hurst (1951, 1957), Mandelbrot e
Wallis (1968), Mandelbrot (1972), e McLeod e Hipel (1978), dentre outros.

Neste capitulo serao apresentados os conceitos de memoria longa, assim como alguns testes para
verificar a longa dependéncia. Detalharemos também alguns estimadores para estimar o parametro

de memoria longa, comparando suas eficiéncias via séries simuladas.
3.2 Modelos ARFIMA

Para ilustrar as caracteristicas de memoria longa em séries financeiras, consideremos a série de
retornos de pregos diarios das acoes da Petrobras, de 03 de janeiro de 1995 a 27 de dezembro de 2000,

apresentada na Figura 3.1 (b) juntamente com a série original de precos, Figura 3.1 (a).!

! Alguns dos gréficos deste trabalho foram construidos a partir dos softwares S-Plus e Excel, que tém como padrio
o “ponto” como simbolo para separar as casas decimais dos nimeros.

17
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Figura 3.1: (a) série original e (b) série de retornos de pregos didrios das agoes da Petrobras

Uma vez que séries de retornos didrios possuem média muito proxima de zero, os retornos
absolutos, Figura 3.2 (b), podem ser usados como medida de volatilidade. Para a série de retornos

dos precos das acoes da Petrobras a média é igual a 0,0010938.

Pode-se perceber que a autocorrelacao dos valores da série de retornos absolutos, apresentada na

Figura 3.2 (b), possui forte persisténcia e permanece muito significante até os lags altos.

Ajustando um processo estaciondrio tradicional ARMA para a série de retornos absolutos, pode-se
obter um niimero excessivo de parametros? e, além disso, tem-se que a funcio de autocorrelacio teé-
rica obtida descreve bem a autocorrelacao da série real apenas nos lags iniciais, conforme apresentado

na Figura 3.2.

Enquanto um processo ARMA tem memdria curta, ou seja, sua funcao de autocorrelacao p;

decresce exponencialmente para zero, de modo que

lpel <Cr F k=12, (3.1)

2Para a série de retornos absolutos de precos dirios das acdes da Petrobras, obtemos um AR de ordem 17.
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Figura 3.2: (a) série de retornos absolutos de pregos diarios das agdes da Petrobras e (b) FAC amostral

onde C' > 0e 0 <7 <0,5, um processo estacionario de memoria longa é definido conforme segue:

Definicao 3.2.1. Seja y; um processo estaciondrio. Se existir um nimero real o € (0, 1) e uma

constante C'> 0 de modo que
pr. — Ck™% quando k — oo, (3.2)
entao y; € chamado de processo estaciondrio de memoria longa.

A funcgado de autocorrelacdo de um processo de memoria longa decai hiperbolicamente. Esse

decaimento é muito lento e, desse modo, tem-se que as autocorrelacoes nao sao somaveis:
o0
g Pk = 00. (3.3)
k=—00

Do ponto de vista estatistico, para um processo estacionario, a funcao de autocorrelagao contém

a mesma informacgao que sua densidade espectral. Em particular, a densidade espectral é definida
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como:

f(w):% N (3.4)
k

=—00

onde w ¢ a freqiiéncia de Fourier. De (3.2) pode-se mostrar que a funcdo espectral de um processo

estaciondrio com memoria longa é dada por
f(w) — Cpw* ! quando w — 0, (3.5)

sendo C'y uma constante positiva. Assim, para um processo de meméria longa, sua funcao de densi-

dade espectral tende para infinito na freqiiéncia zero. Fazendo
H=1-a/2€(05,1),

temos o coeficiente de Hurst (Hurst, 1951), que é usado para mensurar a longa memoéria em y;.
Quanto maior for o valor de H, a funcao de autocorrelagdo do processo decai mais lentamente, ou

seja, 0 processo possui memoria mais longa.

Baseados na propriedade da fungao de autocorrelagdo (3.2) e no espectro do processo (3.5),
Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981) mostraram, independentemente, que um processo de
membéria longa y; pode ser modelado parametricamente pela extensao de um processo integrado para

um Processo Integrado Fraciondrio. Consideremos a integracao fracionéria da série y; conforme segue:

(1= L) (g — ) = uy, (3.6)

onde L indica o operador de translacao para o passado, d é o parametro de diferenca fracionaria, u

¢é a esperanca de y; e uy é um ruido estaciondrio com média zero.

Na pratica, quando uma série temporal tem longa dependéncia ou tem indicios de nao ser estaci-
ondria, toma-se a primeira diferenga (d = 1) da série para atingir estacionariedade. Entretanto, para
algumas séries temporais econdémicas e financeiras com meméria longa, tomar uma diferenga inteira

pode ser demais, levando a “super-diferenciacao” da série.

Para respeitar as caracteristicas de uma série de meméria longa e evitar a diferenca inteira de y;,

toma-se d fracionario.
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Definicao 3.2.2. O operador de diferenca fraciondria, para qualquer numero real d>-1, € dado por

> (d
(1-L)= O <k> (=1)kLF, (3.7)

k=

com coeficientes binomiais:

a4 I(d+1)
<k> CkNd—k)! T(k+1DId-k+1)

Nota-se que o filtro de diferenca fracionaria pode ser equivalentemente tratado como um filtro

autorregressivo de ordem infinita 3. Em relacdo ao valor de d podemos mostrar que:

e se |d| > 1/2, entdo y; é ndo estaciondria,
e se 0 < d < 1/2, entdo y; é estationdria e possui memoria longa;

e se —1/2 < d < 0, entdo y; é estaciondria e tem memoria curta, e é identificada como anti-

persistente.

Quando uma série integrada fracionaria y; possui memoria longa, pode-se mostrar também que
d=H—-1/2,

e, portanto, temos que tanto d quanto H podem ser usados como medidas de memoria longa. Hosking
(1981) mostrou que as propriedades (3.2) e (3.5) sdo satisfeitas quado 0 < d < 1/2.

Para ilustrar a FAC tedrica de um processo integrado fraciondrio, apresentamos na Figura 3.3 os

graficos da FAC do processo para d = 0,3 e d = —0, 3, com ruido u; normal padrao.
3.3 Testes Estatisticos para Meméria Longa

Existem vérios testes para determinar a existéncia de meméria longa em uma série temporal.

Nessa secao vamos introduzir a estatistica R/S e o teste GPH.

3No médulo S+FinMetrics do S-Plus a funcdo FARIMA.d2ar pode ser usada para calcular a representacio autorre-
gressiva do filtro de diferenga fracionaria.
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Figura 3.3: Autocorrelagdo do Processo Integrado Fracionario

3.3.1 Estatistica R/S

O teste mais conhecido para testar a existéncia de memdria longa é a estatistica R/S, também
conhecida como rescaled range ou range over standard deviation, que foi originalmente proposto por

Hurst (1951) e mais tarde refinado por Mandelbrot e seus co-autores.

Definicao 3.3.1. Considere a série temporal y;, para t=1,....T. A estatistica R/S é definida por:

k k
1
—— ) —mi Y 3.8
Qr - maﬂflngTjE:l (y; — ) mmlgkgTjE:l (i —9) |, (3.8)

onde § = 1/T S yi ¢ a média amostral e sp = \/l/T ST (yi — §)? € o desvio padrdo amostral.

i S0 varidvei ) <Pl -

Pode-se mostrar que se y;’s sao variaveis aleatérias normais i.i.d , entao
1

VT

onde = denota convergéncia fraca e V' é uma variavel aleatdria que estd no dominio de atragao de

Qt:>V
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uma ponte browniana no intervalo unitério.

Lo (1991) fornece os quantis de V e aponta que a estatistica R/S nao é robusta para dependéncia de
memoria curta. Em particular, se y; é autocorrelacionado (possui meméria curta) entao a distribuicao
limite de % ¢ V com escala dada pela raiz quadrada da variancia de longo prazo de y;. Para permitir
a presenca da dependéncia de memdria curta em y;, Lo (1991) propoe a alteragao da estatistica R/S

conforme segue:

k k
Qr = - mazi<k<r Y (y; — §) — mini<k<r Y (5 =) | » (3.9)
=1 j=1

onde o desvio padrao amostral é substituido pela raiz quadrada da estimativa de Newey-West para a
variancia de longo prazo com largura de faixa g. Lo (1991) mostra que se existe memdria curta mas

nao existe memoria longa (hipétese nula Hyp), Q7 também converge para V.

Aplicando este teste* na série de retornos dos precos de acoes da Petrobras, temos que a estatistica
do teste ¢ igual a 2,0832 e, portanto, rejeitamos a hipdtese nula (ndo existéncia de memoria longa)

a um nivel de significancia de 5%.
3.3.2 Teste GPH

Geweke e Porter-Hudak (1983) propuseram um teste semi-paramétrico para testar a presenga
de memoéria longa baseado na representacao de uma série temporal como um processo integrado
fraciondrio, conforme descrito em (3.6). Para um processo integrado fracionario y;, temos que a

funcao densidade espectral é dada por:

f(w) = [sen? (%)]_d ful(@) (3.10)

onde w é a frequéncia de Fourier e f,(w) é a fungao densidade espectral correspondente a u;. O

parametro de diferenca fraciondria d pode ser estimado pela seguinte regressao:

Inf(wj) =B —din [486712 (%)} + e, (3.11)

“Funcéo rosTest do médulo FinMetrics do sofware S-Plus.
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para j = 1,2,...,n¢(T). Geweke e Porter-Hudak (1983) mostraram que usando o periodograma como
estimativa de f(w;), a estimativa d de minimos quadrados, obtida quando aplicada a regressao descrita
acima, possui distribuicao normal em grandes amostras se ns(7) = 7 com 0<a<1:

7T2

d2 N |,

ne(T
6>, - U)?

onde
Uj=In |:4S€n2 (ﬁﬂ
2
e U é a média amostral de U. 5, j=1,...;,ny(T). Sob a hipétese nula da nao existéncia de memdéria longa
(d=0), a estatistica t

—-1/2

tico=d - (3.12)

tem distribuigdo assintética normal padrao.

Para a série de retornos dos precos de acoes da Petrobras, este teste® apresenta o valor da es-
tatistica de 4,5882 e, portanto, rejeitamos a hipdtese nula (d = 0) a um nivel de significancia de
1%. Porém, o teste apresenta uma estimativa do valor de d como sendo 0,5565, o que indica nao

estacionariedade.
3.4 Estimacao do Parametro de Memoéria Longa

Na secao anterior apresentamos dois testes para testar a presenca de memoéria longa. Mas também
é de interesse obter uma estimativa do parametro de meméria longa, d ou H. Por meio do teste GPH
obtemos automaticamente uma estimativa de d. Nessa se¢do vamos mostrar que a estatistica R/S
também pode ser usada para se obter uma estimativa do coeficiente de Hurst H. Serao introduzidos
também dois métodos baseados no periodograma para se obter a estimativa do parametro de meméria
longa, o método do periodograma e o método de Whittle, e o método de Ondaletas. O método de
Whittle foi implementado para estimar o parametro d somente em modelos ARFIMA(0,d,0). Além
disso, o parametro de diferenca fraciondria d pode ser estimado em um modelo ARFIMA(p,d, q)

simultaneamente com os outros parametros (¢ e ) pelo método de méxima verossimilhanca, que

SFuncéo gphTest do médulo FinMetrics do sofware S-Plus.
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sera introduzido na préxima secao. O desempenho desses e de outros estimadores para o parametro
de memoria longa foram comparadas por Taqqu, Teverovsky e Willinger (1995) e Taqqu e Teverovsky
(1998).

3.4.1 Anaélise R/S

Quando um processo estaciondrio y; possui memoria longa, a estatistica R/S converge para uma
varidvel aleatéria com taxa de convergéncia T, onde H é o coeficiente de Hurst, conforme mostrou
Mandelbrot (1975). Baseando-se nesse resultado, temos que o gréfico (na escala log-log) da estatistica
R/S contra o tamanho da amostra utilizada deve oscilar em torno de uma linha reta com coeficiente
de inclinagao 1/2 para séries temporais com memoria curta. Por outro lado, para séries com meméria
longa, o grafico log-log deve oscilar em torno de uma linha reta com coeficiente de inclinagao igual a

H > 1/2, levando-se em conta que o tamanho da amostra é grande o suficiente.

Para estimar o pardmetro de meméria longa H utilizando-se esse método, é preciso, primeira-
mente, calcular a estatistica R/S usando k; observagoes consecutivas, onde k1 é grande o suficiente.
Depois, aumenta-se o nimero de observagoes usando-se um fator f. Assim, a estatistica R/S serd
calculada com k; = fk;_1 observacoes consecutivas para i = 2, ..., s. Para se obter a estatistica R/S
com k; observagoes consecutivas, deve-se dividir a amostra em [T'/k;] blocos e obter [T'/k;] valores
diferentes. Quanto maior o valor k; menor vai ser a quantidade [T'/k;]. A reta ajustada com todos
esses valores da estatistica R/S wversus os valores de k;, i = 1,..., s, na escala log-log, produz uma

estimativa do coeficiente de Hurst H.

O gréfico log-log da estatistica R/S versus k; para a série de retornos absolutos de pregos didrios
das acoes da Petrobras é apresentado na Figura 3.4. A linha sélida representa a reta ajustada, e a
linha pontilhada representa o caso de auséncia de memoria longa. Pode-se observar que a linha sélida
esta afastada da linha pontilhada, o que evidencia a presenca de memoéria longa na série apresentada.
O valor da estimativa do parametro H para a série de retornos dos pregos de agoes da Petrobras é

igual a 0,6730694 e, portanto, a estimativa para o parametro d é igual a 0, 1730694.

Um ponto fraco desse procedimento é que para uma amostra em particular nao é claro o quanto
que podemos considerar o valor k1 como “grande o suficiente”. Além disso, para valores grandes de
k;, poucos valores da estatistica R/S podem ser calculados, a nao ser que o tamanho da amostra seja

muito grande. Para minimizar esse problema, pode-se usar o método LAD® (least absolute deviation)

5No software S-Plus usamos a funcio d.ros para calcular a estatistica R/S. Para calcular a estatistica R/S usando o
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Figura 3.4: Grafico Log-Log - estatistica R/S

para o ajuste da reta, obtendo-se como resultado uma estimativa robusta do parametro de meméria
longa. Os valores das estimativas dos parametros de meméria longa para os retornos da Petrobras,
quando usamos o método LAD, sdo H = 0,6753404 e d= 0,1753404.

3.4.2 Meétodo do Periodograma

Conforme descrito na sec¢ao (3.2), a densidade espectral de um processo de memoria longa se

aproxima de C fwl_QH

quando a freqiiéncia w é proxima a zero. Uma vez que a densidades espectral
pode ser estimada pelo periodograma, o grafico na escala log-log do periodograma versus a freqiiéncia

deve oscilar em torno de uma linha reta com coeficiente de inclinacao igual a 1 — 2H para freqiiéncia

método LAD, deve-se adicionar o argumento opcional method=*11".
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proximas a zero. Esse método também pode ser usado para se obter uma estimativa do parametro

de memoria longa H, e é usualmente chamado de método do periodograma.

Assim como na estimativa de R/S para o parametro de memoria longa, pode-se usar o método
LAD para o ajuste da reta, obtendo-se como resultado uma estimativa mais robusta do parametro

de memdria longa.

Aplicando este método & série de retornos dos precos de agoes da Petrobras temos uma estimativa
de 0,4612033 para o parametro d. Utilizando o método LAD, obtém-se d= 0,212811. A Figura 3.5
apresenta os graficos (método minimos quadrados e LAD) na escala log-log do periodograma versus

a freqiiéncia para a série de retornos dos precos de agoes da Petrobras.

Log-Log Plot — Periodograma
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Figura 3.5: Grafico Log-Log do Periodograma - (a) minimos quadrados e (b) método LAD

"Funcéo d.pgram do sofware S-Plus. Para calcular a estatistica robusta usando o método LAD, deve-se adicionar o
argumento opcional method="11".
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3.4.3 Método de Whittle

O método de Whittle para estimacao do parametro de meméria longa d é baseado na estimativa
de méaxima verossimilhanga no dominio da frequéncia de um processo fracionério integrado (3.6).

Pode-se mostrar que os parametros desconhecidos de (3.6) podem ser estimados se minimizarmos

Q) = / fgﬂ)d“

onde 6 é o vetor de parametros desconhecidos, incluindo o parametro de diferenga fracionéria d, I(w)

uma versao discreta de

é o periodograma de ¥y, e f(0;w) é a densidade espectral tedrica de y;.

A estimativa do parametro de meméria longa resultante do método de Whittle para a série de
retornos da Petrobras é de 0,2569083.%

3.4.4 Método das Ondaletas

Ondaletas sao consideradas alternativas a outros sistemas de fungoes usados como base para
representagao de fungoes pertencentes a certos espagos, como senos e cossenos, polindémios ortogonais,
funcoes de Haar, Walsh, etc. Um fato bésico sobre as ondaletas é que elas sao localizadas no tempo (ou
espaco), ao contrario do que ocorre com as fungoes trigonométricas. Bases de Fourier sao localizadas
em freqiiéncia, mas ndo no tempo. Pequenas mudangas em algumas observacées podem provocar
mudancas em todas as componentes de uma expansao de Fourier, o que nao acontece com uma

expansao em série de ondaletas.

As ondaletas sdo funcdes que satisfazem algumas propriedades. Considere o espaco L?(R) de
todas as fungbes mensurdveis de quadrado integravel sobre R, onde as fungoes f(t) devem decair
para zero quando || — oco. A idéia é obter dilatagoes (compressoes) e translagoes de uma tnica

fungao 1, de modo a cobrir . Assim, consideramos ondaletas como
bin(t) = (2t — k), . k € Z. (3.13)

As fungoes {1;x(t),j, k € Z} formam uma base que nao precisa ser necessariamente ortonormal.

Como existem muitas vantagens em se trabalhar com bases ortogonais, consideremos uma base or-

8Funcao d.whittle do software S-Plus. Esta funcéo estd implementada levando-se em conta que u: tem distribuicio
normal padrio e, portanto, é aplicado quando y; é um processo ARFIMA(0, d, 0).
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tonormal gerada por :
Yik(t) = 27292t — k), j, k € Z. (3.14)

Existem varios tipos de ondaletas na literatura. Trabalharemos com a mais simples e mais antiga
delas, a ondaleta Haar, que é uma fungdo que assume os valores 1 e —1, em [0,1/2) e [1/2,1),

respectivamente. Qualquer funcdo continua pode ser uniformemente aproximada pela ondaleta Haar
(Vidakovic e Miiller (1991)).

Definigao 3.4.1. Seja x(t) uma funcdo real de L*(R), e suponha que existam observagéoes para x(t)

emt=0,1,....2° — 1, onde p € Z*. Definimos o produto escalar, {-), da sequinte forma:

(@.9) = [ ataltit.
onde g € L*(R).

O coeficiente de ondaletas de z(t) é obtido pelo produto escalar:
wik = (@, k) = 29/ / 2 ()Y (27t — k)dt. (3.15)

Se a funcao v for a ondaleta Haar, temos que v;; é dado por:

2112270k <t <277 (k+1/2)
i) =9 —20/2277(k+1/2) <t <277 (k +1)

0, caso contrario.

Supondo que z(t) é um processo integrado fracionério, I(d), conforme definido em (3.6), temos
que a funcao de autocovariancia (Granger e Joyeux (1980); Hosking (1981); Brockwell e Davis (1991);
Beran (1994)) desse processo é dada por:

Ry(t,s) = E[z(t)z(s)]
T2t s+ d)
© T@TA—d)T(jt— 5|+ 1 —d) (3.16)

|t — 5|71 quando |t — 5| — oo. (3.17)

Q

Teorema 3.4.1. Seja x(t) um processo I(d) com média zero e |d| < 1/2. Os coeficientes de ondaletas,
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wj i, associados ao processo x(t) possuem distribui¢ao N (0, 022721%) quando j — oo, onde o® € uma

constante finita.
Demonstragao. (ver Jensen (1999)) O

Pelo Teorema (3.4.1), os coeficientes de ondaletas de um processo I(d) possuem varidncia que
¢é funcao do parametro de escala, j, mas que é independente do parametro de translacdo, k. Dessa
forma, defina a variancia do coeficiente de ondaleta na escala j como sendo R(j) = 027274, Tomando

a transformagao logaritmica de R(j), temos a relagao:
In(R(4)) = In(c?) — dIn(2%), (3.18)

onde In(R(j)) é linearmente relacionado com In 2%, ponderado pelo parametro de meméria longa d.
Portanto, o parametro d de uma série integrada fracionéaria pode ser estimado por meio do estimador

A

de minimos quadrados ordinarios (d).

Para prosseguir com essa regressao de minimos quadrados ordinarios é necessario um estimador
da variancia populacional do coeficiente de ondaletas, R(j). Na escala j, defina a variancia amostral

do coeficiente de ondaletas da seguinte forma:

27 -1

_ 1 5

R(]):g E Wy - (3.19)
k=0

Se existe um nimero grande de coeficientes de ondaletas para a escala j, a variancia amostral do
coeficiente de ondaletas pode ser usada como um estimador consistente para a variancia verdadeira

(ou populacional), R(j).
Seja
R .
g = In(2~%) - - 3" In(2-%),
D=
7=0

onde p é tal que T = 2P e T é o numero de observagoes do processo integrado fracionério x(t).

Segundo Jensen (1999), o estimador de minimos quadrados ordindrios para o parametro de diferenca
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fraciondria é consistente e dado por:

p—1 p—1
d= D"y D wiln(R())
j=0 j=0

3.5 Estimacao de Modelos ARFIMA

As secOes anteriores ilustraram como realizar testes de presenca de meméria longa em séries
temporais e como estimar os parametros de memoria longa H ou d. Essa secao introduz os modelos
ARIMA fraciondrios (ARFIMA) que sao capazes de modelar tanto a estrutura de correlacao de ordens
altas (memoria longa) quanto a estrutura de correlacao de ordens baixas. Serd apresentado o método
de estimacao de méaxima verossimilhanca para estimacao dos parametros d, ¢ e # de um modelo
ARFIMA(p, d, q).

3.5.1 Modelos ARIMA Fracionarios

A abordagem tradicional pra modelar uma série temporal y; do tipo I(d) é usar um modelo
ARIMA:
¢(L)(1 = L) (y: — ) = 6(L)ey (3.20)

onde ¢(L) e 8(L) sdo polinémios em L

p
S(L)=1-=> ¢l
=1

q
O(L)=1-> 0;L0
j=1

com raizes fora do circulo unitério, e ¢ uma varigvel aleatéria iid com média zero e variancia o2.
Este é o chamado modelo ARIMA(p,d, q). Nos casos de o parametro d ser um nimero real, em vez
de um nimero inteiro, o modelo ARIMA passa a ser um modelo autorregressivo fracionério integrado

de médias méveis, ou ARFIMA (p, d, q)

Para o processo ARFIMA (p,d, q) dado por (3.20), Hosking (1981) demonstrou que:

e se trata de um processo estaciondrio caso d < % e se todas as raizes de ¢(L) estiverem fora do
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circulo unitério;

e é um processo invertivel se d > —% e todas as raizes de 6(L) estiverem fora do circulo unitério.

A seguir detalharemos alguns casos particulares do modelo ARFIMA(p, d, q).

Exemplo 3.5.1. Seja y; um ARFIMA(0,d,0). Esse processo é chamado de ruido branco fraciondrio
e € dado por:
(1 — L)y = . (3.21)

e Quando d < %, Yy € um processo fraciondrio estaciondrio representado por yy = ¥ (L)ey, com

pesos
dl+d)---(k—1+4d) (k+d—1)! I'(k+d)
g = = = ,
k! El(d—1)! L(dI'(k+1)
onde (@-1)
ki d—1
wkN(d_l)':Clk ,k?—>OO7

sendo C7 uma constante.

1

e Quando d > —3, o processo ¢ invertivel com representagdo na forma m(L)y; = €;, com pesos

da forma
__mdl-d)(k—1-d) _(k—d-1)!  T(k—d)
b k! T K(=d—1)! T(=d)L(k+1)’
€
kit —d-1
T ~ - CQk 7k — 00,

a1y

com Cy constante.
1 1.
e Quando —5 <d < j:

(a) A funcdo de densidade espectral é dada por

) = { % (2sen(2)) 24,0 < A <, 522)

A2\ — 0;
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(b) A funcgao de autocorrelagdo pode ser escrita da sequinte forma

(—d)!(h+d—1)! k—1+d
= = ——F h=1,2,... 3.23
Ph="d—1)(h — d)! I ——h=12 (3:23)
0<k<h
Em particular,
d
P11 = 1-d (3.24)
e
(—d)!p2d-1

Ph ~ = C3h2d717 h — o0,

(d—1)!
com C3 constante;

(c) A fungao de autocorrelagdo parcial, por sua vez, é descrita como

d

Phh = 73—

h=1,2,...;

(d) A variancia vy € dada por

Exemplo 3.5.2. Seja y, um ARFIMA(1,d,0). Este processo € estaciondrio e invertivel se f% <
d<j3elp|<1eédado por

(1= L)1 = L)y, = e

(a) Os pesos 1 e m; das representacoes autoregressiva (ys = 1(L)e;) e de médias moveis infinitas

(r(L)y; = €) podem ser escritos, respectivamente, como

CGHd-1) ) ja-1
Yy = J(d—1)! F(1>_]a1_d_]a¢)9’\’m
T = G (—jl_)!?—_dz—)!l)! {1-¢—0+d)/j}~ ((_1d__¢1))!j_d_1, quando j — oo;

F(a;b;c;d) =1+ %bz + %22 + .-+ é a chamada funcdo hipergeométrica
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(b) A funcdo densidade espectral desse processo é dada por

o2 (ZSen(%))_Qd

e ——, 0 <A <
f(A) _ 2§712t¢272¢>cos)\’ SAST,
=g A = 0

(¢) Em particular, a fungdo de autocorrelagdo pode ser escrita da seguinte forma

(1+¢*)F(1;d;1 —d; ¢) — 1
P2F(1;d;1 — d; p) — 1]

p1 =

_ (=d)!(1+ g)h*"!
Ph=d— DI - ¢)2F(1;1 +d; 1 — d; )

yh — 005

(d) A wvaridncia desse processo € dada por

_ (—2d)F(1;14d;1 —d; ¢)!
N 9P

Exemplo 3.5.3. Consideremos, agora, y; um processo ARFIMA(0,d,1) dado por

(1 — L)%y = (1 — 0L)e,.
Trata-se de um processo estaciondrio e invertivel se —% <d< % elf|<1.

(a) Os pesos 1; e m; das representagoes auto-regressiva e de médias moveis infinitas sio, respecti-
vamente, dados por
G—d- 1! jo!

%‘:mF(l;—J;ler—J;@)N

SRR

sendo F(-) a func¢do hipergeométrica;

(j+d—2) [ _0_(1+_d)] (-9

; (= 1)!jd*1, quando j — 00,

(b) A funcgao de densidade espectral pode ser escrita como

9 —2d

FO) = ZE [14 6% — 20 cos ] |2sin A ~ (1= 02272 | quando A — oc;
2 2
T
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(¢) Em particular, para a fun¢do de autocorrelagao, temos

(14 6%)d(2 —d) —20(1 —d + d?)
(1—d)(2—d)1+62 —20d/(1 — d)

P1 =

—d)! _
Ph = (é_i)!ahw 1,h—>oo,

1—62
sendo a = m.

3.5.2 Meétodo de Maxima Verossimilhanga

A fungao de verossimilhanca de Z = (Zy,---, Z,) proveniente de um processo ARFIMA(p, d, q)

pode ser expressa na forma

n

1

L(n,03) = (2m05) "2(ro-+ 1) exp | =05 D (2= Z)fria | (3.25)
a =1
em que 7 = (d, 1, -, ¢p,01,---,04), 2]-, Jj =1,---,n, sdao as previsoes um passo a frente e r;_1 =

(02) " E(Z; — Z;)*.

Os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros sao dados por
&y =n" " S(Anry), (3.26)

onde

e yy € o valor de n que minimiza

I(n) =In(S(n)|n) +n* Zln Ti—1.
j=1

Entretanto, o célculo de I(n) é bastante lento. Para um procedimento alternativo, considera-se
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uma aproximacao para [(n) dada por

l(n) = l(n) =In = > M (3.27)

em que
1| ’
I N — — —itw;
(w;) n ZZte
t=1
¢é o periodograma dos dados,
2 11— Qe @i — ... _ 0 eiaw;|? .
o 1€ € —iws
f(n;wj)=2€| 0 — .‘2'|1 "
W‘l_qsle lw]_..._(z)pe lpw]’

é a fungao de densidade espectral do processo Z; e ) ; € asoma sobre todas as freqiiéncias de Fourier,

wj =2mj/n € (—m, .

Hannan (1973) e Fox e Taqqu (1986) mostram que:

(i) o estimador 7y que minimiza (3.27) é consistente;

(i) se d > 0, entao
iy = N, A (), (3.28)

em que A(n) é uma matriz de ordem (p+¢g+ 1) x (p+ ¢+ 1) com (7, k)-ésimo elemento dado

por

1
Aj (n) = i

J R L

-7 8773‘ 67719

2

2 é estimada por

(iii) a variancia o

R 1 I, (w;)

n < 2 f(wy finv)

3.6 Simulagoes

O objetivo desta secao é avaliar o desempenho e o comportamento dos estimadores do parametro

de memodria longa d apresentados na Secao 3.4. Para tanto, foram realizadas 500 simulacGes de
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amostras de tamanho 1024 dos modelos ARFIMA(0,d,0), ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d, 1), com
d tomando os valores 0,05, 0,1, 0,2, 0,25, 0,3, 0,4 e 0,45 em cada um dos diferentes processos.
Para os modelos ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d, 1), os parametros autorregressivo (¢1) e de média

méveis (01) assumem valores 0,3 e —0, 6, respectivamente.

Para gerar as séries deste capitulo, foi utilizada uma rotina do software S-Plus que simula mo-
delos ARFIMA(p,d,q). Os estimadores dos métodos R/S, periodograma, Whittle e maxima veros-
similhanca foram obtidos por meio de funcoes ja implementadas no S-Plus. Para o estimador de

Ondaletas foi implementado um programa no préprio S-Plus que estéd apresentado no Apéndice A.

O estimador de Whittle serd utilizado para estimar o parametro d somente das simulacées do
modelo ARFIMA(0,d, 0).

Para avaliar e comparar os estimadores do parametro d utilizamos:

(a) Média dos valores estimados
=500
;o 2iey dei

de = =L (3.29)
(b) Variéncia estimada de d
n=500 (7 72
~ 2 1 dei - de
Var(d,) = 2zl 5(00 ) ; (3.30)
(¢) Erro quadrético médio (EQM) de d estimado
n=500 ( 7 2
A ) i dei —d
EQM/(d.) = Ziz” ) (3.31)

500 ’

onde e se refere ao método utilizado para obtencao do estimador de d.
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Nomenclatura dos estimadores:

Estimador nomenclatura
estimador baseado na estatistica R/S IS
estimador baseado na estatistica R/S (método LAD) rs2
estimador baseado no periodograma p
estimador baseado no periodograma (robusto) p2
método de Whittle whi
método de ondaletas wav
método de maxima verossimilhanca mv

Modelos ARFIMA(0,d,0)

Na Tabela 3.1 estao apresentadas as estimativas da média, da variancia e do erro quadratico
médio (EQM) do parametro de memdria longa dos 500 modelos ARFIMA(0, d,0) simulados, com
d tomando valores 0,05, 0,1, 0,2, 0,25, 0,3, 0,4 e 0,45. Na Figura 3.6 apresentamos os gréficos
box-plot com 500 estimativas dos parametros de meméria longa, e a Figura 3.7 apresenta os graficos
das variancias estimadas e dos EQM’s estimados. Podemos observar o comportamento dos diferentes

tipos de estimadores utilizados na estimacao dos parametros de meméria longa d.

Verifica-se que os estimadores que possuem menor variancia e menor EQM s@o os estimadores
do método de Whittle e do método de méaxima verossimilhanca. Além disso, estes dois estimadores

apresentam comportamento muito semelhante para todos os valores de d simulados.

Os estimadores baseados na estatistica R/S possuem pequena variagao, entretanto, o comporta-
mento do EQM nao mantém um padrao para os diferentes valores de d. Para d = 0,2 e d = 0,25 o
EQM assume valores baixos, e para os outros valores de d o EQM tem comportamento crescente a

medida que d se aproxima de zero ou de 0, 5.

As maiores variancias sao observadas para o estimador do método de ondaletas e para o estimador
baseado no periodograma, apesar do estimador do periodograma resultar sempre em medianas muito
préximas do verdadeiro valor de d. O EQM do estimador baseado no periodograma robusto possui o

pior comportamento, uma vez que aumenta consideravelmente a medida que d se aproxima de 0, 5.
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Tabela 3.1: Estimativas da Média, Variancia e EQM do parametro d nas simulagoes do processo
ARFIMA(0,d,0)

rs rs2 p p2 whi wav mv

Média 0,1368 0,1392 0,0579 0,0209 0,0447 -0,0268 0,0462

d=0,05 Variancia Amostral 0,0003 0,0003 0,0101 0,0026 0,0006 0,0099 0,0006
EQM 0,0078 0,0083 0,0102 0,0035 0,0007 0,0158 0,0006

Média 0,1566 0,1598 0,1029 0,0445 0,0937 0,0269 0,0950

d=0,1  Variancia Amostral 0,0002 0,0003 0,0112 0,0028 0,0006 0,0090 0,0006
EQM 0,0034 0,0039 0,0112 0,0059 0,0007 0,0144 0,0006

Média 0,2003 0,2047 0,1948 0,0852 0,1950 0,1137 0,1955

d=0,2 Variancia Amostral 0,0003 0,0003 0,0108 0,0027 0,0008 0,0093 0,0006
EQM 0,0003 0,0004 0,0108 0,0158 0,0008 0,0168 0,0007

Média 0,2203 0,2257 0,2429 0,1044 0,2434 0,1568 0,2438

d=0,25 Variancia Amostral 0,0002 0,0003 0,0104 0,0024 0,0007 0,0095 0,0006
EQM 0,0011 0,0009 0,0104 0,0236 0,0008 0,0182 0,0007

Média 0,2402 0,2467 0,2994 0,1292 0,2937 0,2057 0,2933

d=0,3 Variancia Amostral 0,0002 0,0003 0,0111 0,0025 0,0008 0,0098 0,0007
EQM 0,0038 0,0032 0,0111 0,0316 0,0008 0,0187 0,0007

Média 0,2789 0,2872 0,4029 0,1729 0,3939 0,3020 0,3917

d=0,4 Variancia Amostral 0,0002 0,0003 0,0128 0,0029 0,0007 0,0110 0,0006
EQM 0,0149 0,0130 10,0128 0,0544 0,0007 0,0206 0,0007

Média 0,2977 0,3077 0,4609 0,1978 0,4433 0,3629 00,4402

d=0,45 Variéncia Amostral 0,0002 0,0003 0,0113 0,0025 0,0007 0,0090 0,0008
EQM 0,0234 0,0206 0,0114 0,0661 0,0008 0,0165 0,0009
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Estimativas

Boxplot das estimativas do parametro de memodria longa (d=0.05)
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Figura 3.6: Boxplot das 500 estimativas do parametro de memoria longa das simulagées do processo

ARFIMA(0, d, 0)
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Figura 3.7: Variancia estimada e EQM estimado das estimativas do parametro de memoria longa das
simulagoes do processo ARFIMA(0, d,0)

Modelos ARFIMA(1,d,0)

O resultado das 500 simulagoes do modelo ARFIMA(1,d, 0) estao apresentados na Tabela 3.2, que
apresenta as estimativas da média, da variancia e do erro quadratico médio (EQM) do parametro d.
As Figuras 3.8 e 3.9 apresentam os graficos box-plot com as estimativas dos parametros de memoria

longa e os gréficos das variancias estimadas e dos EQM’s estimados, respectivamente.

Neste caso, nao ha um estimador que possui melhor performance para todos os valores de d.
Observa-se que os estimadores que possuem pequena variagao e valores menores do EQM sao os
estimadores baseados na estatistica R/S quando d > 0,2, atingindo o menor valor de EQM para d =

0, 3. Entretanto, os valores do EQM para valores mais proximos de zero aumentam consideravelmente.

O estimador de méxima verossimilhanca, que apresentou bons resultados para os modelos AR-
FIMA (0,d,0), apresenta para esta situacao valores menores de EQM apenas quando d < 0,1, ou

seja, nos casos em que os estimadores baseados na estatistica R/S nao apresentam bom desempenho.

Assim como no caso dos modelos ARFIMA(0, d,0) simulados, o EQM do estimador baseado no

periodograma robusto possui o pior comportamento, aumentando conforme d se aproxima de 0, 5.
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Os resultados para o estimador baseado no periodograma mostram valores médios de d mais

préximos aos valores verdadeiros, porém a variancia observada é a maior de todos os casos.

Tabela 3.2: Estimativas da Média, Variancia e EQM do parametro d nas simulagbes do processo

ARFIMA(1,d,0)

s rs2 p p2 wav mv
Média 0,2211 0,2348 0,0410 0,0190 0,0335 0,0152
d=0,05 Varidncia Amostral 0,0002 0,0003 0,0111 0,0028 0,0101 0,0068
EQM 0,0295 0,0344 0,0112 0,0038 0,0103 0,0080
Média 0,2382 0,2529 0,1075 0,0431 0,0814 0,0696
d=0,1  Variancia Amostral 0,0002 0,0003 0,0119 0,0026 0,0100 0,0069
EQM 0,0193 0,0236 0,0119 0,0058 0,0104 0,0078
Média 0,2723 0,2891 0,2174 0,0934 0,1828 0,1425
d=0,2 Variancia Amostral 0,0002 0,0003 0,0108 0,0026 0,0090 0,0051
EQM 0,0055 0,0082 0,0111 0,0140 0,0093 0,0059
Média 0,2907 0,3083 0,2585 0,1115 0,2240 0,2149
d=0,25 Variancia Amostral 0,0002 0,0003 0,0109 0,0024 0,0077 0,0058
EQM 0,0019 0,0036 0,0110 0,0216 0,0083 0,0070
Média 0,3051 0,3235 0,3118 0,1358 0,2672 0,2581
d=0,3  Varidncia Amostral 0,0002 0,0002 0,0097 0,0024 0,0093 0,0091
EQM 0,0002 0,0008 0,0098 0,0294 0,0103 0,0109
Média 0,3362 0,3561 0,4173 0,1782 0,3653 0,3103
d=0,4 Variancia Amostral 0,0002 0,0002 0,0106 0,0027 0,0088 0,0458
EQM 0,0043 0,0022 0,0109 0,0519 0,0100 0,0537
Média 0,3506 0,3719 0,4637 0,2005 0,4085 0,3693

d=0,45 Variancia Amostral 0,0002 0,0002 0,0106 0,0029 0,0093 0,0489
EQM 0,0100 0,0063 0,0108 0,0652 0,0110 0,0553
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Figura 3.8: Boxplot das 500 estimativas do parametro de memoria longa das simulagées do processo

ARFIMA(1,d, 0)
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Figura 3.9: Variancia estimada e EQM estimado das estimativas do parametro de meméria longa das
simulagoes do processo ARFIMA(1,d,0)

Modelos ARFIMA(0,d, 1)

A Tabela 3.3 e as Figuras 3.10 e 3.11 apresentam os resultados das simulacoes dos modelos
ARFIMA(0,d,1).

Observa-se que o estimador que possui menor EQM em quase todos os casos é o estimador de
maxima verossimilhanga, apresentando comportamento muito semelhante para todos os valores de d

simulados.

Assim como para os modelos simulados ARFIMA (0, d,0) e ARFIMA(1, d, 0) os estimadores base-
ados na estatistica R/S possuem pequena variagdo, mas os valores do EQM nao mantém um padrao
para os diferentes valores de d. O EQM atinge o menor valor quando d = 0,3 e maior valor quando
d=0,05.

As maiores variancias sdo observadas para o estimador baseado no periodograma. E o EQM do
estimador baseado no periodograma robusto aumenta gradualmente & medida que d se aproxima de

0,5, repetindo o comportamento observado para os outros dois tipos de modelos simulados.
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Tabela 3.3: Estimativas da Média, Variancia e EQM do parametro d nas simulagoes do processo

ARFIMA(0,d, 1)

s rs2 p p2 wav mv

Média 0,2233 0,2458 0,0608 0,0241 0,0368 0,0451

d=0,05 Variancia Amostral 0,0002 0,0003 0,0106 0,0026 0,0090 0,0009
EQM 0,0302 0,038 0,0107 0,0033 0,0092 0,0009

Média 0,2387 0,2616 0,0956 0,0410 0,0785 0,0926

d=0,1  Varidncia Amostral 0,0002 0,0003 0,0097 0,0025 0,0101 0,0008
EQM 0,0194 0,0264 0,0097 0,0059 0,0106 0,0008

Média 0,2727 0,2960 0,2051 0,0864 0,1675 0,1940

d=0,2  Variadncia Amostral 0,0002 0,0003 0,0105 0,0024 0,0101 0,0008
EQM 0,0055 0,0095 0,0105 0,0153 0,0111 0,0009

Média 0,2876 0,3119 0,2563 0,111  0,2188 0,2441

d=0,25 Varidncia Amostral 0,0002 0,0003 0,0114 0,0027 0,0091 0,0008
EQM 0,0016 0,0041 0,0114 0,0220 0,0101 0,0008

Média 0,3019 0,3264 0,3053 0,1299 0,2614 0,2925

d=0,3 Variadncia Amostral 0,0002 0,0003 0,0111 0,0026 0,0103 0,0007
EQM 0,0002 0,0010 0,0111 0,0315 0,0117 0,0008

Média 0,3302 0,3557 0,4077 0,1731 0,3548 0,3884

d=0,4 Variancia Amostral 0,0002 0,0002 0,0116 0,0025 0,0109 0,0008
EQM 0,0051 0,0022 0,0117 0,0539 0,0129 0,0009

Média 0,3443 0,3699 0,4643 10,1974 0,4117 0,4395

d=0,45 Varidncia Amostral 0,0002 0,0002 0,0109 0,0027 0,0081 0,0010
EQM 0,0114 0,0066 0,0111 0,0665 0,0096 0,0011
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Boxplot das estimativas do parametro de meméria longa (d=0.05)
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Figura 3.10: Boxplot das 500 estimativas do parametro de memoria longa das simulacoes do processo

ARFIMA(0,d, 1)
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Figura 3.11: Variancia estimada e EQM estimado das estimativas do parametro de meméria longa
das simulagdes do processo ARFIMA(0,d, 1)
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Capitulo 4

Modelos GARCH

4.1 Introducao

No mercado financeiro grandes mudancas tém tendéncia de serem seguidas por grandes mudancas,
e pequenas mudancas sao normalmente seguidas por pequenas mudangas. Podemos dizer, entao, que

o mercado financeiro é por vezes mais volatil, e por vezes menos ativo.

O comportamento volatil do mercado financeiro é usualmente referido como “volatilidade”. A
volatilidade se transformou num conceito muito importante em diferentes areas da teoria e da pratica
financeira, como gerenciamento de risco, selecao de portfélio, derivagao de precgos, etc. Em termos

estatisticos, a volatilidade é medida pela variancia, ou pelo desvio padrao.

Nesse capitulo vamos introduzir a classe dos modelos GARCH ( Generalized Autoregressive Condi-
tional Heteroskedasticity) desenvolvidos por Engle (1982), Bollerslev (1986), Nelson (1991), e outros,
que sao capazes de modelar a volatilidade variando no tempo e de capturar muitos dos fatos estilizados

do comportamento da volatilidade observada em séries temporais financeiras.
4.2 Modelos ARCH

Na Figura 4.1 temos os retornos didrios da série de precos de acoes da Petrobras, no periodo de
03 de janeiro de 1995 a 27 de dezembro de 2000. Pode-se perceber que tanto as pequenas mudancas
quanto as grandes mudancas parecem estar agrupadas. Essa tendéncia é tipica de muitas séries
temporais macroeconémicas e financeiras. Para confirmar este comportamento sao apresentadas na
Figura 4.2 as fungoes de autocorrelagdo dos retornos e dos retornos ao quadrado da série de precos
da Petrobras.

49
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Figura 4.1: Retornos da série de Precos diarios das acoes da Petrobras

Observando os graficos das fungoes de autocorrelagao percebemos que ha autocorrelagoes signifi-
cantes apenas para alguns lags iniciais da série de retornos. Por outro lado, a autocorrelacao da série
dos retornos ao quadrado se mostra significante pelo menos até o lag 30. Uma vez que os retornos ao
quadrado medem o momento de segunda ordem da série original, este resultado indica que a variancia
dos retornos da série de precos da Petrobras condicionada ao passado histérico pode sofrer alteragoes
ao longo do tempo, ou seja, a série de retornos pode mostrar a presenca de heteroscedasticidade

condicional variando com o tempo.

A heteroscedasticidade condicional da série dos retornos ao quadrado pode ser modelada usando
um processo autorregressivo simples (AR) para residuos quadréticos. Seja y; uma série temporal

estaciondria tal como retornos financeiros, entao y; pode ser expresso como sua média acrescida de
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Figura 4.2: (a) FAC dos retornos e (b) FAC do quadrado dos retornos da série de precos da Petrobras

um ruido branco, caso nao exista autocorrelacao significante em ;:

onde c é a média de y; e € é i1id com média zero.

yt:C+€t7

(4.1)

Para incluir o efeito da heteroscedasticidade condicional, seja Var;_1(e;) = o2, onde Vary_1(-) é

a variancia condicional com informagao até o tempo t — 1, e

2

Ut:

2 2
ap +a1€6;_q + -+ ap€y,.

(4.2)

Se € tiver média zero, Var,_1(e) = Ey_1(e?) = 02, a equagdo acima pode ser reescrita como:

2

2 2
€ = ap +ai€;_q + -+ apei_, + U,

(4.3)

onde u; = €7 — E;_1(e?) é um processo diferenca de martingal com média zero, mas com variancia

nao constante.
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A equagao (4.3) representa um processo AR(p) para €2, e o modelo em (4.1) e (4.2) é conhe-

cido como o modelo autorregressivo com heteroscedasticidade condicional de Engle (1982), que é
usualmente chamado de modelo ARCH(p).

Uma formulacdo alternativa para o modelo ARCH é
Yy=ct+e

€t = Zt0t

2 2 2
o = a0+ arg_q + -+ ap€_y,

onde z; é uma variavel aleatéria iid com uma distribuicao especificada. No modelo ARCH bésico a

distribuicao de z; é a normal padrao id.
4.2.1 Testes para efeitos ARCH

Antes de estimar um modelo ARCH para uma série temporal financeira, é interessante testar a
presenca de efeitos ARCH nos residuos. Se nao houver efeitos ARCH nos residuos, entdo o modelo

ARCH ¢ desnecessario e mal especificado.

Uma vez que o modelo ARCH pode ser escrito como um modelo AR em termos de residuos
quadréticos como em (4.3), um teste simples de Multiplicador de Lagrange (LM) para efeitos ARCH
pode ser construido baseado na regressao auxiliar (4.3). Sob a hipdtese nula de que nao ha efeitos

ARCH: a1 = a2 = --- = a, = 0, temos o teste estatistico
2 A 9
LM =T R~ x"(p),
onde T é o tamanho da amostra e R? é o quadrado do coeficiente de correlacdo miltipla da regressio

(4.3) usando residuos estimados.!

Outro teste que pode ser utilizado para verificar se a série apresenta heteroscedasticidade condi-

cional é o teste de Box-Pierce-Ljung para 2.

'ver Engle (1982) para detalhes.
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4.3 O Modelo GARCH e suas Propriedades

Se o teste LM para efeitos ARCH é significante para a série temporal, pode-se estimar um modelo
ARCH e obter estimativas da volatilidade o, baseadas no passado. No entanto, tem-se que na prética
geralmente é preciso um nimero grande de lags p para se obter um bom ajuste no modelo, o que
implica em um ndmero grande de parametros. Um modelo mais parcimonioso foi proposto por

Bollerslev (1986) e substitui o modelo AR em (4.2) pela formulagao:

P q
ol =ag+ Z ai€r_; + Z bjatg_j, (4.4)

i=1 j=1
onde os coeficientes a; (i = 0,---,p) e b; (j = 1,---,¢) sdo todos positivos para garantir que a

variancia condicional o7 seja sempre positiva.?2 O modelo (4.4) junto com (4.1) é conhecido como o
modelo GARCH(p, q) (“generalized ARCH”). Quando ¢ = 0, o modelo GARCH se reduz ao modelo
ARCH.

No modelo GARCH(p, q) a variancia condicional de ¢, 02, depende do quadrado dos residuos nos
p periodos anteriores, e da variancia condicional nos g periodos anteriores. Normalmente um modelo
GARCH(1,1) com apenas trés parametros na equacao da variancia condicional é adequado para se

obter um bom modelo ajustado para séries temporais financeiras.
4.3.1 Representacaio ARMA do Modelo GARCH

Assim como um modelo ARCH pode ser escrito como um modelo AR em termos de residuos
quadraticos, um modelo GARCH pode ser escrito na forma de um modelo ARMA de residuos qua-
dréticos. Considere o modelo GARCH(1,1):

0 =ag+ arel_| + b} 4. (4.5)

Sendo F;_1(e?) = o7, a equacio acima pode ser escrita como:

6t2 =ag + (a1 + b1)6t271 4+ up — bru_1, (4.6)

2Coeficientes positivos sdo condicbes suficientes mas néo necessérias para garantir que a varidncia condicional seja
positiva. Ver Nelson e Cao (1992).
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que é um modelo ARMA(1,1) onde u; = €2 — Ey_1(e?) é ruido branco de média zero e variancia nio

constante.

Dada a representacdo ARMA de um modelo GARCH, muitas propriedades do modelo GARCH
seguem facilmente da correspondéncia de um processo ARMA para e7. Por exemplo, para o modelo
GARCH(1, 1) ser estaciondrio é preciso que aj + b; < 1. Assumindo a estacionariedade do modelo
GARCH(1,1), pode-se mostrar que a variancia incondicional de ¢ é dada por Var(e) = E(e?) =
ap/(1 —ay — by), pois de (4.6) temos:

E() = ao + (a1 + b1) E(e}_1)

e portanto
E(e%) =ag + (a1 + bl)E(E?),

baseado na suposicio de que €? é estaciondrio.

Para o modelo GARCH(p, q) (4.4), os resfduos quadraticos €7 tém comportamento de um processo
ARMA (max(p, q),q). A estacionariedade requer que Y % _; ai+Z?:1 b; < 1 e a variancia incondicional

de ¢; é dada por
ag

1= (o ai+ 30 b))

72 =Var(e) = (4.7)

4.3.2 Modelo GARCH e Fatos Estilizados

Na prética, exitem alguns “fatos estilizados” sobre a volatilidade em séries temporais financeiras.
Bollerslev, Engle e Nelson (1994) dao uma visao completa sobre esses fatos. Usando a representagao
ARMA dos modelos GARCH é possivel mostrar que o modelo GARCH é capaz de explicar muitos
desses fatos estilizados. Nessa secao serao detalhados trés importantes fatos estilizados: agrupamento
de volatilidades (volatility clustering), caudas pesadas e reversao a média da volatilidade (volatility

mean reversion).

Agrupamento de Volatilidades

No modelo GARCH(1, 1) dado em (4.5) o coeficiente b; encontrado é normalmente um nimero

préximo de 0.9 para séries temporais financeiras didrias ou semanais. Dessa maneira, temos que
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valores grandes de O-t271 sdo seguidos por valores grandes de o7, e valores pequenos de at{l, por

sua vez, sao seguidos por valores pequenos de JtQ . Seguindo o mesmo raciocinio para a representacao
2 ~ .

ARMA em (4.6), temos que grandes/pequenas mudancas em €;_; sao seguidas por grandes/pequenas

mudancas em €.

Caudas pesadas

E fato conhecido que a distribuicao de muitas séries temporais financeiras com alta freqiiéncia
geralmente possuem caudas mais pesadas que a distribuicao normal. Ou seja, grandes mudangas
ocorrem com mais freqiiéncia do que em uma distribuigdo normal. Bollerslev (1986) descreve as
condigbes para a existéncia do momento de quarta ordem de um processo GARCH(1,1). Assumindo
que o momento de quarta ordem existe, Bollerslev (1986) mostra que a curtose de um processo
GARCH(1,1) é maior do que 3, que é a curtose de uma distribui¢ao normal. He e Terésvirta (1999a,
1999b) extenderam o resultado de Bollerslev para os modelos GARCH(p, ¢). Portanto, um modelo

GARCH pode reproduzir as caudas pesadas observadas em séries temporais financeiras.

Reversao a média da volatilidade ( Volatility Mean Reversion)

Os mercados financeiros podem passar por momentos de excessiva volatilidade, apesar disso, a
tendéncia é que a volatilidade se estabilize em um nivel de longo prazo. Conforme mostrado em (4.7),
a variancia de longo prazo de ¢; para o modelo estaciondrio GARCH(1,1) é igual a ap/(1 — a1 — by).
Nesse caso, reescrevendo a representacao ARMA em (4.6), temos que a volatilidade é sempre atraida

para seu nivel de longo prazo:

2 ao 2 aop
- | = b - — biug_q.
<€t 1—a1—b1> (al—i- 1) <€t—1 1—a1—bl)+ut 1UL—1

Na k-ésima iteracao da equacao acima, pode-se mostrar que

2 ao k[ 2 ap
U b _
<€t+k‘ 1— a; — bl) (al + 1) <€t 1 — al — b1> + T4k

onde 7 é um processo de médias méveis. Uma vez que a; + by < 1 para um modelo estacionério

GARCH(1,1), temos que (a1 + b;)¥ — 0 quando k — co. Embora no tempo ¢ deva haver um grande
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desvio entre €7 e a variancia de longo prazo, €2 '+ — ao/(1 — a1 — by) se aproxima de zero “na média”

conforme k se torna grande, ou seja, a volatilidade “reverte-se na média” para seu nivel de longo
prazo ag/(1 — a; — by). Por outro lado, se a; +b; > 1 e o modelo GARCH é néao-estacionario, a
volatilidade “explode” para infinito quando k& — oo. Para o modelo GARCH(p, ¢) pode-se construir

uma explicacao similar.
4.4 Estimacao de Modelos GARCH

O objetivo dessa secao é estimar um modelo GARCH. Conforme apresentado anteriormente, o
modelo geral GARCH(p, q) é da forma

Yy=ct+e
€t = Zt0¢ (48)
p q
2 2 2
oy =ag+ E ai€;_; + Z bjat—jv
i=1 j=1

parat=1,---,T, onde 02 = Var;_1(e).

Serao introduzidos trés tipos de estimadores para os parametros ag, a; e b;: estimador de mdxima
verossimilhanca condicional, estimador de Whittle e estimadores de minimos desvios absolutos. O
primeiro é o estimador mais conhecido e é o que vem sendo bastante usado na industria de opera-
¢Oes bancdrias. Os ultimos sdo interessantes quando tratamos de erros com caudas pesadas. Nas

simulacoes utilizaremos apenas o estimador de mdxima verossimilhanca condicional.
4.4.1 Estimador da Maxima Verossimilhanga Condicional

Assim como na estimagao dos modelos ARMA, os estimadores mais frequentemente usados para
modelos ARCH/GARCH sao aqueles derivados de uma func¢ao Gaussiana de méaxima verossimilhanga

(condicional). Por exemplo, se z; em (4.8) é normal e ¢ = 0 (ou seja, um modelo ARCH puro), a log-

verossimilhanca condicional negativa baseada nas observagoes €1, - - -, €7, ignorando-se as constantes,
é igual a
T
2 Z 2, 2/ 2
_l(at|61""7€T) = (lOgO't +6t/at)7 (49)

t=p+1
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onde 07 = ag+ >_b_, a;e? ;. Os estimadores de maxima verossimilhanga sdo obtidos minimizando-se
a funcao em (4.9). Podemos perceber que esta fungao de verossimilhanga é baseada na funcao de
densidade de probabilidades condicional de €,11,-- -, er, dados €1, -, €,, uma vez que a fungao de
densidade de probabilidades incondicional, que envolve a densidade conjunta de €q,---,€,, é dificil
de ser obtida.

Para o modelo GARCH geral (ou seja, ¢ > 0 no modelo (4.4)) a varidncia condicional o7 nio
pode ser expressa em termos de um numero finito de observagoes passadas €;_1, €;_3, - - -. Por indugao,

podemos escrever
2 a0 2
o2 = T + E ai€;_; (4.10)

q q
2 : 2 :b kaEt i=j1——Jk’

onde a soma multipla desaparece quando ¢ = 0. Nota-se que a soma multipla acima converge com
probabilidade 1 desde que cada a; e b; seja nao negativo, e desde que o valor esperado da série

multipla seja finito. Na prética, a expressao (4.10) é substituida por uma versao truncada

52 = T~ —l—Za,etl—l-ZazZZ ijl-.- i (4.11)

= =1 k=1j1=1 Je=1

Temos que, quando ¢ = 0, 67 = 07 = ag+ Y o, aier_;. Sejaa= (a1, --,ap)" e b= (by, -+, by)".

O estimador de méxima verossimilhanca (condicional) (Gg, &, b) é definido minimizando-se a expressao

T
ly(ag,a,b) = Z(logat + €2/52), (4.12)

t=v
onde v > p é um ndmero inteiro.

Supondo que f(-) seja a funcao densidade de probabilidades de z; conhecida, temos que os esti-
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madores de maxima verossimilhancga sao obtidos minimizando-se

T
y(ag,a,b) = ) {logs} — 2logf(er/51)} (4.13)

t=v
em vez de minimizar a funcao (4.12).

Além da distribuigdo normal, algumas formas de f(-) frequentemente usadas sao:

e distribuicao t com v graus de liberdade:

(v+1)

=St ()" (102

onde v > 2 pode ser tratado como um pardmetro continuo.

e distribuicao Gaussiana generalizada:
_ 1+1/v 1 Lja
A= v )y enp{—5 |5 ),
onde A\ = {27%1“(%)/1“(%)}1/2 e0<v<2.

Quando v = 1, a distribuigio Gaussiana generalizada se reduz para a fungao f(z) = exp{—v2|z|}/v/2.

Todas as distribuicées acima foram normalizadas para ter média 0 e variancia 1, e todas elas

possuem caudas mais pesadas do que a distribui¢ao normal.

Para comparar dois ou mais modelos ajustados, usamos os valores AIC e BIC para cada um dos

modelos ajustados, que sao calculados da seguinte maneira:

AIC = 1,(dp,a,b) +2(p+ g + 1), (4.14)

BIC = 1,(do,4,b) + (p+q + 1) log(T — v + 1), (4.15)

onde [, (-) segue de (4.13).
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4.4.2 Estimador de Whittle

Para o modelo GARCH(p, ¢) definido em (4.4), a variancia condicional pode ser escrita como

q 00
0'752:(10/ 1—ij —}—Zdjef_j,
j=1 =1

onde d; > 0 e Zj’;l dj =>" ja;/(1— 321 b;)3. Supondo que €; é estacionario de quarta ordem no
sentido que seus primeiros quatro momentos sao todos invariantes no tempo. Seja Y; = ef. Entao Y;

¢ um processo AR(oco) estaciondrio satisfazendo

[e.9]

Yi=ao/ [ 1= b |+ diVij+e, (4.16)
j=1 j=1

onde e; é uma diferenca de martingal

q )

er=(f =1 <ao/ (1= b | +> dj¥i;
j=1 j=1

com 02 = Var(e;) < co. Além disso, a densidade espectral do processo Y; é dado por

o? -
_ e _ Liwg
g(w) = o 1 g 1d]e
]:

Baseados em (4.16), Giraitis e Robinson (2001) propuseram os estimadores de Whittle para a; e

b; minimizando-se a expressao

~

-1

Ir(wj)/g(w;);
1

<.
Il

onde Ir(-) é o periodograma de Yy, e w; = 2mj/T é a freqiiéncia de Fourier. Giraitis e Robinson

(2001) estabeleceram também a normalidade assintética dos estimadores.

Para um processo AR, o estimador de Whittle é assintoticamente equivalente ao estimador de

3Para o caso geral, tem-se a equagio PP dik? =3P aik'/(1— >0 bik?)
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Yule-Walker (ver Box, Jenkins e Reinsel (1994)). Portanto, suas propriedades assintéticas dependem
apenas de um numero finito de autocorrelagoes amostrais. Dessa forma, o estimador de Whittle
baseado na estrutura ARMA de um processo geral GARCH(p, ¢) depende de um crescente nimero

de autocorrelacées amostrais.

Mikosch e Straumann (2002) estudaram o estimador de Whittle para o modelo com caudas
pesadas GARCH(1,1) e o compararam com o estimador de méxima verossimilhanga condicional.
Uma vantagem do estimador de Whittle apontada em Mikosch e Straumann (2002), em contraste com
o estimador de méaxima verossimilhanca condicional, é que o estimador de Whittle depende apenas
dos valores e%, S e%, ou seja, os valores ndo observados de o7 nao precisam ser calculados. Porém,
os resultados de algumas simulagoes detalhados a seguir mostram a superioridade do estimador de

maxima verossimilhanga condicional em relagao ao estimador de Whittle.

Na Tabela 4.1 estao apresentados os parametros dos quatro modelos GARCH(1, 1) considerados
por Mikosch e Straumann (2002) em suas simulagoes. O parametro k representa a curtose das
distribuicoes. Para cada um dos quatro modelos foram simuladas séries temporais de tamanho
n =250, 1000, 5000, 10000 e 20000 com 2000 réplicas independentes. Os resultados obtidos por
Mikosch e Straumann (2002) estao apresentados nas Tabelas 4.2 e 4.3.

A comparagao dos desvios padrao dos dois estimadores mostra valores menores para as estimativas
do estimador de maxima verossimilhanca condicional em todos os modelos simulados e, além disso,
observa-se que os desvios padrao tendem a diminuir conforme aumentam os tamanhos das amostras.
Temos ainda que as simulagoes apresentadas em Mikosch e Straumann (2002) indicam que o estimador
de maxima verossimilhanca condicional melhora sua performance a medida que os erros apresentam
caudas menos pesadas, ou seja, conforme o valor de k£ diminui. Observa-se também que ambos
os estimadores de ¢; e by tendem a ser viesados para a esquerda e possuem assimetria negativa.

Entretanto, o viés e a assimetria diminuem quando o tamanho da amostra aumenta.

Para mais detalhes, ver Giraitis e Robinson (2001) e Mikosch e Straumann (2002).

Tabela 4.1: Parametros dos modelos GARCH(1,1) das simulagoes de Mikosch e Straumann (2002)

Modelo ag a1 by ¢1 = ay + by k
1 8,58 x 10 0,072 0,9 0,972 10
2 8,58 X 106 0,072 0,91 0,982 7,5
3 8,58 X 10~6 0,072 0,92 0,992 )
1 8,58 x 10-5 0,072 0,925 0997 32




4.4. ESTIMACAO DE MODELOS GARCH 61

Tabela 4.2: Estimativas de ¢ nos processos GARCH(1,1) via estimadores Whittle e Méxima Veros-
similhanga Condicional

Modelo Estimador de Whittle Estimador de méaxima verossimilhanga condicional
n Média Mediana Desvio Padrao  Assimetria Média Mediana Desvio Padrao  Assimetria
250 0,888 0,943 0,153 -3,068 0,903 0,951 0,142 -3,387
1000 0,952 0,960 0,038 -5,121 0,962 0,968 0,023 -2,049
1 5000 0,967 0,968 0,010 -1,162 0,970 0,971 0,007 -0,723
10000 0,969 0,970 0,007 -0,690 0,971 0,972 0,005 -0,573
20000 0,970 0,970 0,005 -0,313 0,972 0,972 0,003 -0,302
250 0,895 0,947 0,153 -3,315 0,922 0,962 0,132 -4,190
1000 0,963 0,971 0,040 -8,248 0,974 0,978 0,018 -3,146
2 5000 0,977 0,978 0,010 -7,334 0,981 0,981 0,005 -0,669
10000 0,979 0,979 0,006 -3,533 0,981 0,982 0,004 -0,555
20000 0,980 0,980 0,004 -0,197 0,982 0,982 0,003 -0,287
250 0,911 0,954 0,137 -3,848 0,937 0,970 0,111 -4,346
1000 0,975 0,980 0,025 -9,854 0,985 0,988 0,012 -2,631
3 5000 0,986 0,987 0,006 -1,046 0,991 0,991 0,004 -0,755
10000 0,988 0,989 0,005 -2,679 0,991 0,992 0,002 -0,670
20000 0,989 0,989 0,003 -0,785 0,992 0,992 0,002 -0,323
250 0,918 0,959 0,127 -3,992 0,946 0,978 0,114 -4,801
1000 0,980 0,985 0,024 -11,414 0,991 0,993 0,009 -1,884
4 5000 0,990 0,991 0,009 -28,023 0,996 0,996 0,003 -0,534
10000 0,992 0,992 0,004 -6,173 0,996 0,997 0,002 -0,549
20000 0,993 0,993 0,005 -18,779 0,997 0,997 0,001 -0,531

4.4.3 Estimadores de Minimos Desvios Absolutos

Os estimadores apresentados anteriormente sao derivados da maximizacao da verossimilhanga
Gaussiana ou de uma aproximacao da verossimilhanca Gaussiana. Dessa forma, estes sao Lo-
estimadores. Sabe-se que os Lji-estimadores sdo mais robustos do que os Ls-estimadores, no que
diz respeito as distribuicoes com caudas pesadas. Algumas evidéncias empiricas sugerem que este
método é mais apropriado para séries financeiras pois estas apresentam caudas mais pesadas que
a distribui¢do normal. Para detalhes ver Mandelbrot (1963), Fama (1965), Mittnik, Rachev and
Paolella (1998), e Mittnik e Rachev (2000).

A idéia deste estimador implica numa reparametrizacao do modelo (4.4), onde E(z;) = 0 e a
mediana de 27, ao invés da variancia de z;, é igual a 1. Sob essa nova formulacdo, os parametros ag
e a;’s diferem daqueles da formulacao original por um fator constante, enquanto que os parametros

b;’s nao se alteram.
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Tabela 4.3: Estimativas de by nos processos GARCH(1,1) via estimadores Whittle e Méxima Veros-
similhanga Condicional

Modelo Estimador de Whittle Estimador de maxima verossimilhanga condicional

n Média Mediana Desvio Padrao  Assimetria Média Mediana Desvio Padrao  Assimetria
250 0,821 0,879 0,195 -2,585 0,825 0,874 0,168 -2,915
1000 0,882 0,893 0,059 -4,586 0,889 0,894 0,034 -1,122
1 5000 0,896 0,899 0,020 -1,635 0,898 0,898 0,012 -0,246
10000 0,898 0,900 0,014 -1,172 0,899 0,899 0,009 -0,213
20000 0,899 0,899 0,011 -0,971 0,899 0,899 0,006 -0,049
250 0,826 0,885 0,194 -2,761 0,847 0,885 0,152 -3,521
1000 0,894 0,906 0,061 -6,097 0,902 0,905 0,028 -1,268
2 5000 0,906 0,909 0,022 -6,273 0,908 0,909 0,010 -0,153
10000 0,909 0,910 0,016 -7,316 0,909 0,909 0,007 -0,095
20000 0,909 0,910 0,010 -1,031 0,910 0,910 0,005 -0,140
250 0,843 0,890 0,175 -3,126 0,864 0,894 0,131 -3,677
1000 0,907 0,915 0,049 -8,267 0,912 0,914 0,021 -0,913
3 5000 0,918 0,920 0,019 -1,404 0,918 0,918 0,008 -0,048
10000 0,920 0,922 0,016 -2,450 0,919 0,919 0,006 -0,115
20000 0,920 0,921 0,013 -1,682 0,920 0,920 0,004 -0,082
250 0,850 0,896 0,166 -3,326 0,872 0,901 0,132 -4,105
1000 0,912 0,921 0,046 -6,504 0,917 0,918 0,019 -0,443
4 5000 0,923 0,927 0,029 -17,006 0,923 0,923 0,007 -0,029
10000 0,926 0,928 0,017 -3,526 0,924 0,924 0,005 -0,092
20000 0,925 0,927 0,021 -9,406 0,925 0,925 0,003 0,011

Seja
2/ .2
e /o =1+es, (4.17)

onde e;1 = (22 —1), que possui mediana igual a zero. Assim, temos que o estimador de minimos des-

vios absolutos 91, que é um Lj-estimador baseado na regressao (4.17), pode ser obtido minimizando-se

T
> le/er -1, (4.18)
t=v

onde 57 é definido em (4.11) ev =p+1seq=0ev > p+1seq> 0. Peng e Yao (2003) mostraram
que este estimador é viesado. Para resolver este problema, Peng e Yao (2003) definiram uma forma
modificada para o estimador de minimos desvios absolutos (f2), que resulta da minimizacdo da

expressao:

T
Z |log(e}) — log(57)] . (4.19)
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motivados pelo modelo de regressao
log(€?) = log(a?) + et (4.20)

onde os erros e;2 = log(z?) sdo i.i.d com mediana zero.

Peng e Yao (2003) demonstraram que sob condigdes muito amenas, os estimadores de minimos
desvios absolutos sdo assintoticamente normais com razao de convergéncia padrao T'/2, indepen-
dentemente do fato de a distribuicao de z; possuir caudas pesadas ou nao. Esta é uma diferenca
marcante entre estes estimadores e os estimadores de méxima verossimilhanca condicional derivados

de (4.12), que podem apresentar convergéncia lenta quando z; possui caudas pesadas.

Outro estimador proposto por Peng e Yao (2003) foi motivado pela equagao de regressao

€& = of + e, (4.21)

onde e; 3 = 07(22 — 1) possui mediana igual a zero. Assim, o estimador 63 é obtido minimizando-se:
T
2 _ =2
§ le; — 7. (4.22)
t=v

Intuitivamente, é preferivel usar o estimador 0 ao 03 pois os termos de erros e; 2 do modelo de
regressao (4.20) sao independentes e identicamente distribuidos enquanto que os erros e; 3 do modelo

(4.21) nao sao independentes.

Em Peng e Yao (2003) foram realizadas comparagoes entre os trés estimadores de minimos desvios
absolutos com o estimador de méxima verossimilhanca Gaussiana, éML, para modelos simulados
ARCH(2) e GARCH(1,1), tomando os erros z; com distribuicdo normal padrdo ou t de Student
padronizada com d = 3 ou d = 4 graus de liberdade. Foram realizadas 500 réplicas de tamanho 300,
com parametros: constante = 0,3, a; = 0,5, as = by = 0,4 e v = 20. A Figura 4.3 apresenta os
boxplots dos erros absolutos médios destas simulagoes. Pode-se perceber que, para modelos com erros
de caudas muito pesadas, ou seja u; ~ t3, o estimador de minimos desvios absolutos 05 obteve a melhor
performance. Para u; ~ t4 podemos perceber que os estimadores 0y e O, possuem comportamento
parecido, e sao melhores que os estimadores 0 e ég. E no caso onde u; é normal, temos que L possui
a melhor performance. De fato, a performance do estimador de maxima verossimilhanca Gaussiana

piora conforme as caudas da distribuicao dos erros tendem a ser mais pesadas. Entretanto, esse
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comportamento nao ocorre para os estimadores de

apresentam-se mais robustos para caudas pesadas.

Para mais detalhes, ver Peng e Yao (2003).

{a) ARCH(2)

CAPITULO 4. MODELOS GARCH

minimos desvios absolutos uma vez que estes
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Figura 4.3: Boxplots dos erros absolutos médios das estimativas de méxima verossimilhanca, MLE,
e das estimativas de minimos desvios absolutos, 81, 05 e f3. As distribui¢oes dos erros indicadas por
t(3), t(4) e Norm sao, respectivamente, as distribuigoes t de Student com 3 e 4 graus de liberdade e

a distribuicao normal.

4.5 Diagnéstico de Modelos GARCH

As segOes anteriores apresentaram métodos para estimagao dos modelos GARCH. Para diagnos-

ticar os modelos ajustados sao usados basicamente dois métodos: a andlise grafica e a andlise das

estatisticas resumo.

Na andlise das estatisticas resumo, podemos observar os erros padrao e os niveis descritivos (p

valores) das estatisticas para avaliar se os coeficientes do modelo sao estatisticamente iguais a zero.



4.5. DIAGNOSTICO DE MODELOS GARCH 65

Além disso, existem testes variados para os residuos padronizados é;/6;. Para a série de retornos dos
precos de acoes da Petrobras, as Tabelas 4.4 e 4.5 apresentam os coeficientes ajustados por meio do
método de maxima verossimilhanca condicional e alguns testes para residuos padronizados do modelo
GARCH(1,1): testes de normalidade Jarque-Bera e Shapiro-Wilks, teste de Ljung-Box para residuos
padronizados e para o quadrado dos residuos padronizados e teste do multiplicador de Lagrange para

efeitos ARCH nos residuos padronizados.

No teste Ljung-Box para os residuos padronizados, rejeitamos a hipdtese nula Hy da nao existéncia
de autocorrelacao. Por outro lado, no teste Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados,
nao rejeitamos a hipétese da nao existéncia de autocorrelagao. Portanto, o modelo capturou com
sucesso a estrutura de correlacao serial na varidncia condicional mas nao obtivemos um resultado

satisfatorio para a média condicional.

Além dos testes para autocorrelacdo nos residuos padronizados, pode-se aplicar o teste do mul-
tiplicador de Lagrange para efeitos ARCH nos residuos padronizados para verificar se ainda existe
algum efeito ARCH restante. Com p-valor de 0, 8075, nao rejeitamos a hipétese nula da nao existéncia
de efeitos ARCH.

Tabela 4.4: Coeficientes Estimados do modelo GARCH(1, 1)
Coeficiente ~ Valor Estimado Erro Padrao Valort  Pr(> |t])

C 0,0025344 0,0006610 3,834 0,0000657

A 0,0000325 0,0000069 4,706  0,0000014
ARCH(1) 0,1415773 0,0102600 13,792 0,0000000
GARCH(1) 0,8340078 0,0127700 65,289  0,0000000

O modelo GARCH baésico assume distribuigdo normal para os erros €. Se o modelo estd cor-
retamente especificado entao os residuos padronizados €;/0; devem se comportar como um varidvel
aleatéria normal padrao. Os testes de normalidade Jarque-Bera e Shapiro-Wilks da Tabela 4.5 levam
a conclusoes opostas (p-valores 0 e 0,7088). Para se obter uma conclusao decisiva sobre a suposi-
cdo da normalidade podemos usar a ferramenta grafica, construindo o gréfico QQ-plot* (quantis da
distribuigao gaussiana x quantis dos residuos padronizados). Para o modelo GARCH(1, 1) ajustado
para a série de retornos dos precos das acoes da Petrobras temos como resultado o grafico QQ-plot

apresentado na Figura 4.4. Podemos perceber que nas caudas hé um significante desvio da linha QQ

4QQ-plot de y; é o grafico de disperséo dos quantis padronizados da distribuicdo empirica de y; versus os quantis
da distribuicdo normal padrao. Se y; seguir uma distribuigdo normal, entdo os pontos do grafico serdao marcados sobre
a linha de inclinacao de 45 graus.
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Tabela 4.5: Testes para diagndstico do modelo GARCH(1, 1) ajustado

Testes de Normalidade:
Jarque-Bera  P-valor

772,4 0
Shapiro-Wilk  P-valor
0,9886 0,7088

Teste Ljung-Box para os residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi®> —d.f.
43,77 0,00001672 12

Teste Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi? —d.f.
8,515 0,7437 12

Teste do multiplicador de Lagrange para os residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi®? —d.f.
7,7085 0,8075 12

normal, e portanto a suposicao de normalidade dos residuos nao é apropriada.

Outros gréaficos também podem ser utilizados para visualizar o ajuste do modelo. Por exemplo, na
Figura 4.5 apresentamos a FAC dos retornos padronizados e do quadrado dos retornos padronizados.

Observa-se que existe ainda pequena autocorrelacdo nos residuos padronizados.
4.6 Extensoes dos Modelos GARCH

Em muitos casos, o modelo GARCH bésico (4.4) fornece um modelo razoavelmente bom para
analisar séries temporais financeiras e para estimar a volatilidade condicional. No entanto, existem
alguns aspectos do modelo que podem ser melhorados para que, assim, ocorra uma melhor captura
das caracteristicas e da dinamica de uma série temporal particular. Esta secao introduz uma série

de extensoes do modelo GARCH basico que fazem da modelagem GARCH mais flexivel.
4.6.1 Efeitos de Alavancagem Assimétrica e Impactos de Informacgoes Externas

No modelo GARCH bésico (4.4), uma vez que apenas os resfduos ao quadrado €2 , entram na

equacao, os sinais dos residuos ou choques nao tém efeitos na volatilidade condicional. Entretanto,
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QQ-Plot dos Residuos Padronizados

|
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Figura 4.4: Grafico QQ-plot dos residuos padronizados - modelo GARCH(1,1) da série de retornos
Petrobras

um fato estilizado da volatilidade financeira é que més noticias (choques negativos) tendem a oferecer
maior impacto na volatilidade do que boas noticias (choques positivos). Black (1976) atribui esse
efeito ao fato de que mds noticias tendem a abaixar os pregos das agoes, e portanto aumentam a
alavancagem da agao causando maior volatilidade nessa acdao. Baseado nessa conjectura, o impacto
assimétrico das noticias, das informacoes externas, é normalmente chamado de efeito de alavanca-
gem ou efeito alavanca (leverage effect). Nesta subsec@o serao apresentados os modelos EGARCH,
TGARCH e PGARCH que sao capazes de incorporar este efeito.
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FAC Resliduos Padronizados FAC Quadrado dos Residuos Padronizados
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Figura 4.5: FAC dos residuos padronizados e do quadrado dos residuos padronizados - modelo
GARCH(1,1) da série de retornos Petrobras

Modelo EGARCH

Nelson (1991) propos o seguinte modelo GARCH exponencial (EGARCH) para capturar os efeitos
de alavancagem:

ht =ag + Z bjm + Z a,-ht_i, (4.23)

Ot—
j=1 t=J i=1

onde h; = log(c?) ou o2 = e*. Note que quando ¢,_; é positivo ou se houve “boas noticias”, o efeito

total de €,—; é (1 + ;) |e—;|; por outro lado, quando €,_; é negativo ou se houve “méds noticias”, o
efeito total de ¢_; é (1 —~;) |e,—;|. Més noticias podem ter um impacto maior na volatilidade, e é

esperado que o valor de v; seja negativo.

Outra vantagem do modelo EGARCH sobre o modelo GARCH bésico é a garantia de que a

variancia condicional o7 é positiva, independentemente dos valores dos coeficientes de (4.23), porque

é modelado o logaritmo de o7 em vez de se modelar o?.
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Modelo TGARCH

Outra variacdo do modelo GARCH que é capaz de modelar o efeito alavanca é o modelo TGARCH
(threshold GARCH), que possui a seguinte forma:

p p q
O'tQ =ag + Z aiet{i + Z’Yist—iegfi + Z bjO'thj, (4.24)
i=1 i=1 j=1

onde
g { 1, se &_; < 0 “mas noticias”,
t—i =

0, se €_; > 0 “boas noticias”.

Ou seja, 6?—1’ apresenta diferentes efeitos sobre a varancia condicional o7: quando €;_; é positivo, os
efeitos totais sao dados por aief_i; quando €;_; é negativo, os efeitos totais sao dados por (a; —|—’yz-)ef_i.
Dessa forma, espera-se um valor positivo para -; no caso de méas noticias para que haja impactos

maiores.

Este modelo também é conhecido como o modelo GJR, pois Glosten, Jagannathan e Runkle

(1993) propuseram essencialmente o mesmo modelo.

Modelo PGARCH

O modelo GARCH basico também pode ser extendido para permitir a presenca do efeito alavanca.
Isto é possivel se o0 modelo GARCH bésico for tratado como um caso especial do modelo power
GARCH (PGARCH) proposto por Ding, Granger e Engle (1993):

p q
O'g =ag + 2 a; (|e—i| + %'thi)d + Z bjdg_j, (4.25)
i=1 =1

onde d é positivo, e y; denota o coeficiente do efeito alavanca. Nota-se que para d = 2, o modelo

(4.25) se reduz ao modelo GARCH baésico com efeito alavanca.

O expoente d do modelo PGARCH também pode ser fixado com algum valor diferente de 2. Por
exemplo, uma escolha usual é fixar d = 1 que faz com que o modelo GARCH seja robusto para

outliers.



70 CAPITULO 4. MODELOS GARCH

Curva de Impacto das Informacoes Externas

As subsegbes anteriores mostraram que os modelos EGARCH, TGARCH e PGARCH séao todos
capazes de modelar o efeito alavanca. A escolha por um modelo em particular pode ser feita por meio
de um critério de selecao de modelos tal como o critério de BIC (Bayesian information criterion).
Como uma alternativa, Engle e Ng (1993) propuseram que a curva de impacto das informagoes

externas também pode ser usada para comparar os diferentes modelos.

Definicao 4.6.1. A curva de impacto € a relagdo entre a wvaridncia condicional no tempo t e o
termo de choque (erro) no tempo t — 1, mantendo-se constantes as informagoes com tempo t — 2 ou

anterior, e com todas as variancias condicionais passadas estimadas no mesmo nivel da variancia

mcondicional.

Para facilitar a comparacao das curvas de impacto das noticias para os diferentes modelos
GARCH, a Tabela 4.6 resume a variancia incondicional, 62, das variacdes do modelo GARCH e

a Tabela 4.7 apresenta as curvas de impacto para os modelos quando p=1e ¢ = 1.

Tabela 4.6: Variancia Incondicional dos Processos GARCH
GARCH(p,q) o?=ao/ |1 -7 ai(l+77) = 7., b;
TGARCH(p,q) g% =ao/ |1 =30 ai+7i/2) = 3 5_1 b
PGARCH(p,q,1) o* = ag/ {1 - ai\/Q/iﬂ' - 23‘:1 b]}
EGARCH(p.a) o2 = eap {(ao + S0 ai/2/7/(1 - $0_1 b))}

Tabela 4.7: Curvas de Impacto das Informacoes Externas dos Processos GARCH

GARCH(1,1) 0?2 = A+ ay (|e—1] +716t_1)2
A=ag+ b, 52

TGARCH(1,1) o} = A+ (a1 + 71 Si—1€7_1)
A=uag+ b, 52

PGARCH(1,1) 0?2 = A+ 2V Aay (les_1| + mer—1) + a? (ler—1| +71ee-1)°
A = (ap + b7)?

EGARCH(1,1) o7 = Aexp{ai (|e;—1| + 11€-1) [}
A=a%erp{ao}

Por exemplo, para comparar as curvas de impacto dos modelos EGARCH(1,1), TGARCH(1,1),
PGARCH (1,1) e GARCH(1,1) com efeito alavanca dos retornos da série de precos das acoes da
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Petrobras, apresentamos a Figura 4.6. Nesse grafico, o intervalo de ¢; é determinado pelos residuos
dos modelos ajustados. O grafico mostra que todas as curvas de impacto sao assimétricas porque
os efeitos alavanca estao sendo capturados pelos quatro modelos, e pode-se perceber também que

choques negativos ou mas noticias implicam em maiores impactos na volatilidade.

O modelo GARCH sugere maiores impactos na volatilidade do que o modelo TGARCH, que por
sua vez apresenta maiores impactos do que o modelo EGARCH, independente dos valores dos choques.
Além disso, observa-se que impactos na volatilidade dos valores grandes de choques (¢, < —0,7 ou
€; > 0,14) no modelo PGARCH sao menores em comparacao com os modelos EGARCH, GARCH e
TGARCH. Para valores de ¢; préximos de zero (entre —0,7 e 0,14), o modelo que apresenta menores
impactos na volatilidade é o modelo EGARCH.

0.012
0.01 ~
[\
3 N
5
s 0.008 1
= —— EGARCH
= TGARCH
SNy e PGARCH
5 0.006 - ~ -~ GARCH
> 0,004
0.002 - e
0

020 -017 015 012 009 -007 -0.04 001 001 004 007 010 012 015 018

epsilon_t

Figura 4.6: Comparacao das Curvas de Impacto das Informagoes Externas
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4.6.2 Modelo de Duas Componentes (Two Components Model)

Na segao (4.3.2) foi introduzido o fato de que o modelo GARCH pode ser usado para modelar a
reversao a média na volatilidade condicional, ou seja, a volatilidade condicional sempre “reverte-se
na média” para seu nivel de longo prazo se o modelo GARCH ¢ estacionario. Retomando a forma de

reversao a média do modelo basico GARCH(1,1) temos:
(2 —5%) = (a1 + b1)(€2 — ) + up — byug_1.

onde 62 = ag/(1 — a1 — by) é o nivel de longo prazo incondicional da volatilidade.

Engle e Lee (1999) sugeriram que a alta persisténcia esta associada a volatilidade de longo prazo
variando no tempo. Em particular, eles sugeriram a decomposicao da varidncia condicional em duas
componentes:

02 = q + 54 (4.26)

onde ¢; é uma componente de longo prazo com alta persisténcia, e s; é uma componente transitéria

de curto prazo.

A forma geral do modelo de duas componentes é baseada em uma versdo modificada de Ding e
Granger (1996):

ol =g +5¢ (4.27)
qf =g \etfl\d + ﬁqu_l (4.28)
8? =ag + a2 |€t_1|d + 625?_1- (4.29)

Ou seja, a componente de longo prazo ¢; segue um modelo PGARCH(1, 1) de alta persisténcia,
e a componente transitéria s; segue outro modelo PGARCH(1,1). Expressando estes dois modelos

PGARCH usando a notacgao de operador de translacao para o passado
gl = (1— L) " o |e1|*

s¢ = ao+ (1 — BL) g fe—1|?

e substituindo estas expressoes em (4.27), pode-se mostrar que a forma reduzida do modelo de duas
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componentes é dada por:

o = ap+ (a1 + as) lei1]? — (a1 B2 + @) e—o|? + (B1 + B2) 0| — B1Bac s,

que é a forma de um modelo PGARCH(2,2) limitado. Entretanto, o modelo de duas componentes
nao é completamente equivalente ao modelo PGARCH(2, 2) porque nem todo modelo PGARCH(2, 2)
possui uma estrutura de componentes. De fato, uma vez que o modelo de componentes é uma versao
limitada do modelo PGARCH(2,2), a estimagao do modelo de duas componentes é numericamente

mais estavel que a estimagao de um modelo PGARCH(2, 2).
4.6.3 Modelo GARCH-in-the-mean

Em investimentos financeiros, espera-se que alto risco resulte em altos retornos. Apesar da teoria
moderna de precificacdo de acdes nao implicar em uma relagao simples, ela sugere que existem
algumas interacoes entre retornos esperados e risco que sao medidas pela volatilidade. Engle, Lilien e
Robins (1987) propuseram extender o modelo GARGH bésico de modo que a volatilidade condicional
pudesse gerar um prémio de risco (risk premium), que é parte dos retornos esperados. Este modelo
GARCH extendido é usualmente chamado de modelo GARCH-in-the-mean, ou modelo GARCH-M.

O modelo GARCH-M extende a equacao da média condicional (4.1) conforme segue:
Yy =c+ ag(oy) + & (4.30)

onde ¢(-) pode ser uma fungao arbitraria da volatilidade o;. Por exemplo, algumas possiveis fungoes

g(o¢) podem ser oy, o7 ou log(o?).
4.6.4 Variaveis Exégenas na Equagao Geral da Média Condicional

Até o momento a equacao da média condicional ficou restrita a uma constante nos modelos
GARCH, com excessao do modelo GARCH-M onde a volatilidade leva em conta a equacao da média

como uma variavel explicativa.

A forma geral da média condicional é dada por

r s L
Yt = C + Z ¢iyt—i + Z 0]'675_]' -+ Z ﬁl/xt—l + €t (431)
=1 7=1 =1
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onde x; é um vetor k£ x 1 de varidveis exdgenas, e 3; é¢ o vetor k x 1 de coeficientes.
4.6.5 Distribuicao de Erros Nao-Gaussianos

Até o momento, foi utilizada a suposicao da distribuigdo normal para os erros. No entanto, é
conhecido o fato de que séries temporais financeiras possuem caudas pesadas, portanto é de interesse
usar distribuigoes que possuem caudas mais pesadas do que as da distribuicao normal. Descreveremos
aqui trés possiveis distribuices de erros com caudas pesadas para o ajuste de modelos GARCH: a

distribuicao t de Student, a distribuicdo exponencial dupla e a distribuicao do erro generalizado.

Distribuigao t de Student

Se uma varidvel aleatéria u; tem distribuicao t de Student com v graus de liberdade e com

parametro de escala s, a fungao densidade de probabilidade (fdp) de u; é dada por

T(v+1)/2] s, /2

(7_”/)1/2 T (1//2) [1 n u%/ (sty)} (v+1)/2°

flu) =

onde I'(+) é a funcao gama. A variancia de u; é dada por:

StV

Var(u) = T

v > 2.

Se o termo de erro ¢, em um modelo GARCH segue uma distribuigdo t de Student com v graus

de liberdade e Var;_1(e) = 0752 , 0 parametro de escala s; pode ser escrito como

2
—2
St:Ut(ljlj ).

Portanto, a funcao de log verossimilhanga de um modelo GARCH com distribuigdo t de Student

para os erros pode ser facilmente construida baseada na fdp acima.

Distribuicao do Erro Generalizado

Nelson (1991) propos o uso da distribui¢ao do erro generalizado (GED) para capturar as caudas
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pesadas geralmente observadas na distribuicao de séries temporais financeiras. Se a variavel aleatoria

ur € uma GED com média zero e variancia unitaria, a fdp de u; é dada por:

vexp [—(1/2) |ut/A|"]
M- 20D/ (1 /v)

flu) =

onde

N |27y v
B r'(3/v)

e v é um parametro positivo que determina o comportamento das caudas dessa distribuicao. Quando
v = 2, a fdp acima se reduz a fdp normal padrao; quando v < 2, a densidade possui caudas mais
densas do que da distribuicao normal; quando v > 2, a densidade possui caudas mais leves do que

da densidade normal.

Quando v = 1, a fdp de GED se reduz & fdp da distribuicdo exponencial dupla:

flur) = \}56_\@“”-

Baseado na fdp acima, a fungao de log verossimilhanga do modelo GARCH com GED ou de erros

com distribuicao exponencial dupla pode ser facilmente construida.
4.7 Selecao e Comparagao de Modelos GARCH

As segoes anteriores ilustraram extensoes dos modelos GARCH. Selecionar o melhor modelo para
determinado conjunto de dados pode ser uma tarefa muito complicada. O diagndstico de modelos
baseado nos residuos padronizados e curvas de impacto para os efeitos de alavancagem pode ser usado
para comparar a eficicia de diferentes aspectos dos modelos GARCH. Além disso, uma vez que os
modelos GARCH podem ser tratados como modelos ARMA para residuos quadraticos, os critérios
tradicionais de selegao de modelos como o critério da informagao de Akaike (AIC) e o critério da

informagao Bayesiana (BIC) também podem ser usados para selecionar os melhores modelos.

Considerando o ajuste de um modelo GARCH(1, 1) simples e um modelo com distribuicao t de
Student para a série de retornos dos pregos das acoes da Petrobras, temos que o BIC do modelo com
distribuigao t de Student é menor do que o do modelo com distribuicao normal, o que sugere que a

distribuigao t de Student seja melhor que a distribuicao normal. Os valores de BIC, AIC e log da
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verossimilhanca dos modelos ajustados sao apresentados na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: AIC, BIC e log da verossimilhanca dos modelos GARCH ajustados para a série de
retornos da Petrobras

distribuicao normal distribuigao t de Student

AIC -6348 -6443
BIC -6326 -6416
log verossimilhanga 3178 3226

Podemos comparar graficamente os ajustes dos modelos. Na Figura 4.7 sao apresentadas as
FAC do quadrado dos residuos padronizados dos modelos ajustados. Este grafico sugere que os dois
modelos sao apropriados para modelar a volatilidade condicional. Podemos comparar também os
graficos QQ-plots dos residuos padronizados, que estao apresentados na Figura 4.8. A anélise grafica
reforca a conclusdao obtida na andlise dos critérios tradicionais de selecdo de modelos, sugerindo
também que a distribuicao t de Student é melhor que a distribui¢gao normal.

FAC do quadrado dos residuos padronizados
0 5 10 15 20 25 30

1 1 1 1
petro. modi1 petro.modi1.t

0.8 1 r

0.6 r

04 r
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(a) g ()

Figura 4.7: Comparacao das FACs do Quadrado dos Residuos Padronizados - (a) Distribui¢cao Normal
e (b) Distribuicao t de Student
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QQ-Plot dos residuos padronizados
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Figura 4.8: Comparacao dos QQ-plots dos Residuos Padronizados - (a) Distribuigdo Normal e (b)
Distribuigao t de Student

4.8 Predicao de Modelos GARCH

Uma tarefa importante na modelagem da volatilidade condicional é a geragao de previsoes precisas
tanto para valores futuros de uma série temporal financeira quanto para sua volatilidade condicional.
Uma vez que a média condicional do modelo geral GARCH dado em (4.31) assume a forma de um
ARMA tradicional, a previsao de valores futuros de uma série temporal pode ser obtida seguindo-se
a abordagem tradicional para predicdo de modelos ARMA. Portanto, levando-se em conta também
a variancia condicional variando com o tempo, modelos GARCH podem gerar previsoes adequadas
para os valores futuros, especialmente sobre horizontes pequenos. Esta secdo ilustra como prever a
volatilidade usando modelos GARCH.

Para simplificar, consideremos o modelo bésico GARCH(1,1):

O’tz =ag + alef_l + 510,52_1,

comt=1,2,---,T. Para obter ET[U%+k], que é a previsao da volatilidade futura U%Jrk, para k > 0,
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dada a informacao no tempo 7T, a partir da equagao anterior temos:

Erlo?,,] = ao+ a1Erler] + biErlo7]

= ag+ aleZT + blU%,
onde 6% e J% sdo os valores obtidos depois da estimacdo.® Para T + 2 temos:

Erlo}.o) = ao+a1Er[ep ]+ biBEr(og,]

= ao+ (a1 + b1)Er[oF 4],

onde Er|e2 1l = Er[c% +1]- Seguindo o mesmo raciocinio, pode-se obter a equagao de previsdo da
volatilidade condicional:

k—2
Brlog 4] = a0 (a1 +b1)" + (a1 + b)) ' Br[of,], (4.32)

i=1

para k > 2. Para k — oo, a previsao da volatilidade em (4.32) se aproxima da variancia incondicional

ap/(1 —ay — by1) se o processo GARCH for estaciondrio (ou seja, se a; + by < 1).

O algoritmo de predicao (4.32) produz uma previsao para a variancia condicional a% 4k A previsao

para a volatilidade condicional, o7, é definida pela raiz quadrada da previsao de 0% ke

A volatilidade prevista pode ser usada juntamente com valores previstos da série para gerar

intervalos de confianca para os valores previstos da série.
4.9 Simulagoes

Nesta segao serao apresentados os resultados das simulagoes realizadas do modelo GARCH (1,1).
Todas as rotinas para simulagao e estimacgao foram implementadas para o software S-Plus. Foram
realizadas 500 simulagoes com tamanho de séries 1000, com constantes ag = 0,2 e ¢ = 0, e com 0s
coeficientes a1 e b; variando de 0,05 a 0,85. O objetivo destas simulacoes é avaliar o comportamento
do estimador de méaxima verossimilhanca para os diferentes valores dos parametros a; e b; e, além

disso, avaliarmos também o comportamento da soma destes dois parametros.

Para avaliar e comparar o comportamento do estimador de méxima verossimilhanca para os dife-

® A notacéo utilizada se refere aos valores ajustados em vez de representar os valores “reais” niao observados.
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rentes parametros utilizamos a média dos valores estimados, a varidncia estimada e o erro quadratico
médio (EQM) dos parametros, definidos em (3.29), (3.30) e (3.31), respectivamente.

Os resultados das simulagoes estao apresentados nas Tabelas 4.9 e 4.10.
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Tabela 4.9: Estimativas da Média, Variancia e EQM do parametro nas simulacées do processo

GARCH(1,1)
b1 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,85
c -0,0010 _ -0,0007 _ -0,0014 _ -0,0005 _ 0,0012 _ -0,0010 _ -0,0014 _ -0,0004 _ 0,0026 _ -0,0021
ap 0,1560  0,1752  0,1822  0,2025  0,2115  0,2306  0,2591 0,3069  0,3387  0,3391
Média ay 0,0419  0,0449  0,0449  0,0477  0,0485  0,0494  0,0516  0,0524  0,0520  0,0545
by 0,2575  0,2047  0,2700  0,2938  0,3694  0,4290  0,4944  0,5607  0,6909  0,7724
a3 +by  0,2094  0,2497  0,3149  0,3414 0,179  0,4784  0,5460  0,6131 0,7429  0,8269
c 0,0002 __0,0002 _ 0,0002 _ 0,0003 _ 0,0003 _ 0,0004 _ 0,0006 _ 0,0008  0,0013 _ 0,0019
ag 0,0126  0,0153  0,0176  0,0211 0,0276  0,0321 0,0487  0,0817  0,1560  0,1444
a1 = 0,05 Variancia ay 0,0013  0,0013  0,0015  0,0013  0,0012  0,0011 0,0012  0,0010  0,0008  0,0007
Amostral by 0,2645  0,2905  0,2621 0,2303  0,2146  0,1716  0,1553  0,1282  0,0942  0,0413
a; +b;  0,2509  0,2829  0,2497  0,2238  0,2088  0,1674  0,1519  0,1279  0,0947  0,0411
c 0,0002 _0,0002 _ 0,0002 0,000 _ 0,0003 _ 0,0004 _ 0,0006 _ 0,0008  0,0013 _ 0,0019
ag 0,0145  0,0159  0,0179  0,0211 0,0277  0,0330  0,0521 0,0929  0,1750  0,1635
EQM a1 0,0014  0,0013  0,0015  0,0013  0,0012  0,0011 0,0012  0,0010  0,0008  0,0007
by 0,3070  0,3009  0,2665  0,2299  0,2151 0,1763  0,1662  0,1473  0,1059  0,0472
a; +b;  0,2902  0,2923  0,2534  0,2234  0,2094  0,1722  0,1624  0,1464  0,1060  0,0463
c 0,0002 _ 0,0000  -0,0003 _ 0,0010 _ 0,0002 _ 0,0003 _ -0,0012 _ -0,0022  -0,0002 _ 0,0019
ag 0,1877  0,1860  0,2017  0,2032  0,2137  0,2175  0,2288  0,2346  0,2314  0,2436
Média a1 0,0945  0,0915  0,0952  0,0978  0,0985  0,1019  0,1013  0,1017  0,1014  0,1026
by 0,1060  0,1640  0,1973  0,2906  0,3646  0,4614  0,5531 0,6621 0,7814  0,8351
a; +b;  0,2006  0,2555  0,2925  0,3885  0,4631 0,5633  0,6544  0,7638  0,8828  0,9376
c 0,0002 __0,0003 _ 0,0003 0,000 _ 0,0004 _ 0,0006 _ 0,0007 _ 0,000 _ 0,00I8 _ 0,0033
ag 0,0072  0,0081 0,0096  0,0094  0,0131 0,0135  0,0157  0,0246  0,0109  0,0106
a3 =0,1  Variancia ay 0,0019  0,0018  0,0019  0,0018  0,0017  0,0015  0,0013  0,0011 0,0007  0,0006
Amostral by 0,1356  0,1413  0,1278  0,0946  0,0929  0,0606  0,0420  0,0306  0,0049  0,0019
a; +by  0,1278  0,1303  0,1220  0,0871 0,0863  0,0554  0,0361 0,0268  0,0030  0,0008
c 0,0002  0,0003 _ 0,0003 _ 0,0003 0,000 _ 0,0006 _ 0,0007 _ 0,0000  0,00I8 _ 0,0033
ap 0,0073  0,0083  0,0096  0,0094  0,0133  0,0137  0,0165  0,0258  0,0118  0,0125
EQM ay 0,0019  0,0019  0,0019  0,0018  0,0017  0,0016  0,0013  0,0011 0,0007  0,0006
by 0,1385  0,1451 0,1275  0,0945  0,0940  0,0620  0,0441 0,0320  0,0052  0,0021
a; +b;  0,1301 0,1332  0,1218  0,0870  0,0875  0,0567  0,1007  0,0280  0,0033  0,0010
c -0,0011 _ -0,0004  -0,0005 _ -0,0029 _ 0,0008 _ 0,0004 _ -0,0008 _ 0,0030 _ -0,0052
ap 0,2000  0,1996  0,1978  0,2069  0,2047  0,2114  0,2158  0,2171 0,2509
Média ay 0,1947  0,1937  0,1952  0,1926  0,1987  0,1985  0,1991 0,2001 0,2027
by 0,0486  0,1049  0,2070  0,2858  0,3900  0,4804  0,5835  0,6877  0,7910
a; +by  0,2433  0,2986  0,4023  0,4784  0,5888  0,6789  0,7825  0,8878  0,9938
c 0,0002 _ 0,0003 _ 0,0003 _ 0,0003 _ 0,0004 _ 0,0006 _ 0,0008  0,0014 _ 0,0071
ag 0,0022  0,0027  0,0028  0,0038  0,0040  0,0042  0,0045  0,0042  0,0095
a; =0,2  Variancia ay 0,0023  0,0026  0,0024  0,0026  0,0023  0,0021 0,0017  0,0014  0,0010
Amostral by 0,0345  0,0380  0,0296  0,0295  0,0221 0,0145  0,0080  0,0034  0,0008
a; +b; 00327  0,0328  0,0249  0,0248  0,0169  0,0104  0,0052  0,0016  0,0003
c 0,0002 _0,0003 _ 0,0003 _ 0,0003 _ 0,0004 _ 0,0006 _ 0,0008  0,00i4 _ 0,0071
ag 0,0022  0,0027  0,0027  0,0038  0,0040  0,0043  0,0047  0,0045  0,0121
EQM ay 0,0023  0,0026  0,0024  0,0026  0,0023  0,0021 0,0017  0,0014  0,0010
by 0,0345  0,0379  0,0296  0,0297  0,0221 0,0148  0,0083  0,0035  0,0009
a; +by 00327 0,027  0,0248  0,0252  0,0170  0,0108  0,0055  0,0017  0,0003
c 0,0001 _ -0,0001 _ 0,0001 _ -0,0013 _ 0,0012 _ -0,0006 _ -0,0020 _ -0,0022
ag 0,2037  0,2015  0,2066  0,2031 0,2036  0,2077  0,2068  0,2198
Média a1 0,2946  0,2966  0,2918  0,2960  0,2961 0,2962  0,2974  0,3038
by 0,0412  0,0981 0,1841 0,2941 0,3960  0,4925  0,5965  0,6921
a; +b;  0,3358  0,3947  0,4759  0,5901 0,6922  0,7888  0,8939  0,9959
c 0,0002 0,000 0,0003 0,000 _ 0,0005 _ 0,0007 _ 0,0011 0,0026
ag 0,0011 0,0015  0,0017  0,0019  0,0019  0,0021 0,0024  0,0038
a3 = 0,3  Variancia ay 0,0031 0,0030  0,0032  0,0028  0,0028  0,0025  0,0022  0,0015
Amostral by 0,0124  0,0155  0,0142  0,0122  0,0082  0,0050  0,0029  0,0010
a; +by 00125  0,0146  0,0132  0,0087  0,0049  0,0032  0,0013  0,0004
c 0,0002  0,0003 _ 0,0003 _ 0,0003 _ 0,0005 _ 0,0007 _ 0,0011 0,0026
ag 0,0011 0,0015  0,0018  0,0020  0,0019  0,0022  0,0024  0,0042
EQM ay 0,0031 0,0030  0,0033  0,0028  0,0029  0,0025  0,0022  0,0015
by 0,0124  0,0155  0,0145  0,0122  0,0082  0,0051 0,0029  0,0011
a; +b; 00126  0,0146  0,0137  0,0088  0,0050  0,0033  0,0013  0,0005
c 0,0001 0,0013 __0,0002 _ 0,0006 _ -0,0016 _ 0,0020 _ -0,0017
ag 0,2009  0,2000  0,2058  0,2047  0,2047  0,2059  0,2160
Média ay 0,3934  0,3945  0,3975  0,3951 0,3936  0,3962  0,4032
by 0,0471 0,1026  0,1874  0,2930  0,3956  0,4992  0,5906
ay +b;  0,4405  0,4971 0,5849  0,6881 0,7891 0,8954  0,9938
c 0,0003 __0,0003 _ 0,0003 _ 0,0004 _ 0,0006 _ 0,0008 _ 0,0016
ag 0,0007  0,0008  0,0011 0,0012  0,0014  0,0017  0,0026
ap =0,4  Variancia ay 0,0033  0,0040  0,0035  0,0034  0,0030  0,0030  0,0024
Amostral by 0,0056  0,0063  0,0064  0,0060  0,0039  0,0026  0,0013
a; +b; 00071 0,0066  0,0062  0,0047  0,0029  0,0016  0,0009
c 0,0003 __0,0003 _ 0,0003 _ 0,0004 _ 0,0006 _ 0,0008 _ 0,0016
ag 0,0007  0,0008  0,0011 0,0013  0,0014  0,0017  0,0029
EQM ay 0,0033  0,0040  0,0035  0,0034  0,0030  0,0030  0,0024
by 0,0056  0,0063  0,0066  0,0060  0,0039  0,0026  0,0014

a; +by 00072  0,0066  0,0065  0,0048  0,0030  0,0016  0,0009
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Tabela 4.10: Estimativas da Média, Variancia e EQM do parametro nas simulagées do processo
GARCH(1,1)

b1 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4
c 20,0015 -0,0010 _ 0,0010 _ 0,0010 _ -0,0004 _ -0,0016
ag 0,2035  0,2024  0,2022  0,2048  0,2008  0,2103

Média a1 0,4997  0,4937  0,4958  0,4988  0,4982  0,5053
by 0,0391 0,0983  0,1951  0,2919  0,3976  0,4891
a1 + by 0,5389 0,5921 0,6910 0,7907 0,8958 0,9944
c 0,0002 0,0003 0,0003 0,0005 0,0007 0,0011
ag 0,0006 0,0007 0,0008 0,0010 0,0012 0,0018
a; =0,5 Variancia ay 0,0046 0,0044 0,0042 0,0038 0,0035 0,0033
Amostral b1 0,0033 0,0045 0,0039 0,0037 0,0029 0,0016
a1 + by 0,0062 0,0053 0,0041 0,0032 0,0021 0,0015
c 0,0002 _0,0003 _ 0,0003 _ 0,0005  0,0007 _ 0,0011
ag 0,0006  0,0007  0,0008  0,0011  0,0012  0,0019
EQM a1 0,0046  0,0044  0,0042  0,0038  0,0035  0,0033
by 0,0034  0,0045  0,0039  0,0038  0,0029  0,0017
a; +b;  0,0063  0,0064  0,0041  0,0033  0,0021  0,0015
c 0,0000  0,0001 _ -0,0005 _ 0,0012 _ -0,0009
a 0,2013  0,2002  0,2001  0,2026  0,2053
Média a1 0,5966  0,5937  0,5905  0,5961  0,5976
by 0,0474  0,1012  0,2031  0,2967  0,3968
a; +b;  0,6440  0,6949  0,7937  0,8928  0,9944
c 0,0003  0,0003 _ 0,0004  0,0005 _ 0,0008
ag 0,0005  0,0006  0,0007  0,0010  0,0013
a1 = 0,6  Variancia a1 0,0045  0,0044  0,0047  0,0048  0,0039
Amostral by 0,0022  0,0024  0,0030  0,0023  0,0017
a; +b;  0,0050  0,0045  0,0037  0,0029  0,0020
c 0,0003  0,0003  0,0004  0,0005  0,0008
ag 0,0005  0,0006  0,0007  0,0010  0,0013
EQM ajy 0,0045 0,0044 0,0048 0,0048 0,0039
by 0,0022 0,0024 0,0030 0,0023 0,0017
ay + by 0,0050 0,0045 0,0037 0,0029 0,0020
c 0,0007  0,0003  -0,0019 _ 0,0021
ag 0,2011 0,2011 0,2012  0,2037
Média a1 0,6970  0,6948  0,6986  0,6977
by 0,0476  0,0980  0,1963  0,2957
ap +b;  0,7446  0,7928  0,8949  0,9934
c 0,0003 0,0003 0,0004 0,0006
ag 0,0004 0,0006 0,0007 0,0010
a; =0,7 Variancia al 0,0050 0,0053 0,0050 0,0048
Amostral by 0,0014  0,0018  0,0021  0,0018
a1 +b;  0,0049  0,0045  0,0035  0,0031
c 0,0003  0,0003 _ 0,0004 _ 0,0006
ag 0,0004  0,0006  0,0007  0,0010
EQM a1 0,0050  0,0053  0,0050  0,0048
by 0,0014  0,0018  0,0021  0,0018
a; +b; 00050  0,0045  0,0035  0,0031
c 0,0006  0,0000  -0,0013
ag 0,2013  0,2018  0,2011
Média a1 0,7943  0,7928  0,7957
by 0,0474  0,0978  0,1980
a; +b; 08417  0,8906  0,9936
c 0,0003 _0,0003 _ 0,0004
ag 0,0005  0,0005  0,0008
a; = 0,8  Variancia a1 0,0057  0,0061 0,0058
Amostral by 0,0010  0,0013  0,0015
a1 +b; 00056  0,0051 0,0041
< 0,0003 10,0003 0,0004
ag 0,0005  0,0005  0,0008
EQM a1 0,0057  0,0061 0,0058
by 0,0010 0,0013 0,0015
a; + by 0,0056 0,0052 0,0042
c 0,0005  -0,0013
ag 0,2014  0,2011
Média aj 0,8434 0,8391
by 0,0479  0,0982
aj + by 0,8913 0,9373
c 0,0003 0,0003

a; = 0,85 Variancia ag 0,0004 0,0005

a1 0,0054  0,0058

Amostral by 0,0008 0,0012
a; +b;  0,0053  0,0047

c 0,0003 0,0003

ag 0,0005  0,0005

EQM a1 0,0055  0,0059
by 0,0008  0,0012

a; +b;  0,0053 0,0048
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Na Figura 4.9 temos os graficos box-plot das estimativas do parametro a; e seu comportamento
conforme aumenta o valor do parametro b;. Cada quadro desta figura apresenta as estimativas para
um determinado valor de aj, e dentro de cada quadro observa-se as variacoes possiveis de by, de
modo que a soma aj + b; seja no maximo 1. Ainda a respeito do parametro ai, temos a Figura
4.10 que apresenta a variancia estimada e o EQM estimado das estimativas do parametro a;. Cada
linha representa um valor de a1 e o eixo das abscissas apresenta os valores possiveis de b;. Podemos
observar um leve decaimento da variancia e do EQM do parametro aq; a medida que o parametro by
aumenta. Nota-se ainda que, independentemente do valor de b1, a variancia e o EQM das estimativas
sao menores para valores menores do parametro a;. O estimador apresentou melhores resultados em

relagao ao parametro a; quando a; = 0,1 e by = 0,85 ou a; = 0,05 e by =0, 85.



4.9. SIMULACOES

a_1=0.05 a_1=0.1
0,20 0,30
*
* % # *
0,15 % g * ¥ ¥ * * 0,25 i % *
*
= i % % * ¥ # ¢
- - 0,20 *
o 010 o * M
o @
3 < 015
& oo || |- - - J . - - - 0,05 8
i % =
] 5 o0 —| |- = = = — - - = o1
% 5 O ;
£ E
Z 000 =
& d o005
* ; ¥
i
0,05 g ¥ i # 0,00
* i G
*
*
0,10 -0.05 *
005 o1 02 03 04 05 06 07 08 0,85 005 o1 02 03 04 05 06 07 08 0,85
Parametro b_1 Parametro b_1
a_1=0,2 a_1=0,3
0,4 4 0,54
% %
s * ® ¥
* . # * * “ *
* ¥ ¥ ] x * " x
5 *
0,34 0,44
- # H\
NI o
3 ]
@ @ 031 —_ = e e = e = 10,3
8 o2 == == - == == — 0,2 g
B B
E E
] d 0,2
0,1 * 5
i ! 1 o gl i 1 i %
¥ * * *® *
0,1 4 w
2,04
0,05 01 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0.7 0,8 0,05 01 0.2 0.3 04 0.5 0,6 07
Parametro b_1 Parametro b_1
a_1=0,4 a_1=0,5
0.8 1
0,6 %
* »* ae
* i §
* 0.7 *
i E ¥ = * ¥
- 05 - *
al o
o @ 0.6
3 3
g 04+ —— — —— —— —— —— 0,4 ]
= g
= £ 05 L L L L LT —los
E E
@ 034 8
* 0,44
#
s
*
4 * =
0,2 — * 3* ¥#
* . *
0,005 0.1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,05 0,1 0,2 0,3 04 0,5
Parametro b_1 Parametro b_1
a_1=0,6 a_1=0,7
0,0 1,0 4
¥ *
*
0,8 = 8 * % 0,9 * ]
ﬂl H\
o 074 o 0.8
o °
3 k]
] ]
8 o5t — oo s e e — 106 Bort 14— s tenensansens —— o7
& o
E E
£ o5 T 0.6
i} &
5
0,44 * # 0,54
) F ¥ . g ! *
s ¥
0,3 0,44
0,05 01 0,2 0,3 04 0,05 0,1 0,2 0,3
Parametro b_1 Parametro b_1
a_1=0,8 a_1=0,85
1,1
* 114 *
* * %
1,0 * #
1,04
- -
o 99 @ 0,94
4 - e 0 | 0,85
@ @
G —— R | —.— | il ]
g _; 0.8
B B
£ 0,7 £ o7
I} d
0,6 0,64 * #
* #
3* *
0,5 * 0,54 *
0,05 0,1 0,2 0,05 01
Parametro b_1 Paradmetro b_1

83

Figura 4.9: Boxplot das estimativas do parametro a; das simulagoes do processo GARCH(1, 1), com

a1 fixo e by variando de 0,05 a 0,85
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Figura 4.10: Variancia estimada e EQM estimado das estimativas do pardmetro a; das simulagoes
do processo GARCH(1,1), com a; fixo e by variando de 0,05 a 0,85

A Figura 4.11 apresenta os graficos box-plot das estimativas do parametro b;. Analogamente &
Figura 4.9, temos que cada quadro apresenta um valor fixo de ;. Em cada quadro observa-se as
variagoes possiveis de a1 até que a1 + by = 1. Além dos box-plot, podemos observar a Figura 4.12
para analisar o comportamento das estimativas de b;. Cada linha representa um valor de by e o eixo

das abscissas apresenta os valores possiveis de aj.

Observa-se que o estimador de b; possui melhor performance para valores maiores do parametro
a1. Os box-plots da Figura 4.11 mostram que, quanto maior o valor de a;, as estimativas de by
sao mais proximas do valor real e possuem menor variabilidade. Fixado um valor de b1, podemos
perceber forte tendéncia decrescente da variancia e do EQM deste parametro, apresentados na Figura

4.12, conforme aumenta-se o valor de a;.

O melhor dos casos de estimacao do parametro by ocorre quando a; = 0,85 e by = 0,05, confir-

mando a melhor performance para o maior valor de a; possivel
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Figura 4.11: Boxplot das estimativas do parametro b;

b1 fixo e aq variando de 0,05 a 0,85
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das simulagoes do processo GARCH(1,1), com
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Figura 4.12: Variancia estimada e EQM estimado das estimativas do parametro b; das simulagoes
do processo GARCH(1,1), com a; fixo e b; variando de 0,05 a 0,85

Finalmente, temos as figuras que representam o comportamento da soma dos parametros a; e by.

A Figura 4.13 apresenta os box-plot e a Figura 4.14 apresenta a variancia e o EQM das estimativas

da soma dos dois parametros.

No geral, fixado um valor de by, observa-se melhores resultados

para valores maiores de aq. E, se fixado um valor de a1, tem-se melhores resultados & medida que by

aumenta. Ou seja, quanto maior a soma, melhor a performance do estimador. Os melhores resultados

sao obtidos quando o valor de a; é pequeno e o valor de b; é grande, de modo que a soma se aproxime

de 1l (a3 =0,2eb; =0,80ua; =0,1eb; =0,85).
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Figura 4.13: Boxplot das estimativas da soma dos parametros a; e b; das simulacoes do processo
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Capitulo 5

Modelos GARCH com Memodria Longa

5.1 Introducao

E um fato ja conhecido que os retornos de acoes determinados pelo mercado financeiro especulativo
sao aproximadamente nao correlacionados mas que nao sao independentes ao longo do tempo, uma
vez que a maioria das séries de retornos apresenta grandes variagoes na volatilidade. Da mesma
forma que existem estudos visando modelar adequadamente a dependéncia de longo prazo na média
condicional de séries temporais economicas e financeiras, questoes sobre a modelagem da variancia

condicional destas séries tornaram-se relevantes.

Estudos recentes realizados por de Lima, Breidt e Crato (1994), Dacorogna et al. (1993), Ding,
Granger e Engle (1993), e Harvey (1993) registram a presenca de memoria longa nas autocorrelagoes

dos quadrados dos retornos ou dos retornos absolutos de variadas séries de precos de acoes financeiras.

O Capitulo 3 mostrou como o modelo ARFIMA pode ser usado diretamente para modelar o
comportamento de meméria longa observado na volatilidade de retornos de acoes financeiras, dada
a existéncia da série temporal que representa a volatilidade. Entretanto, pode ser dificil encontrar
uma estimativa confidvel para a volatilidade, ou ainda, pode ser de interesse modelar a dindmica dos

retornos juntamente com sua volatilidade.

Esta secao mostra como os modelos GARCH podem ser estendidos para capturar diretamente o
comportamento de meméria longa e a alta persisténcia na volatilidade. Serao introduzidos os pro-
cessos FIGARCH (Fractionally Integrated Generalized Autoregressive Conditionally Heteroskedastic)
para a varidncia condicional que sao capazes de explicar e representar a dependéncia temporal ob-

servada na volatilidade do mercado financeiro.

89



90 CAPITULO 5. MODELOS GARCH COM MEMORIA LONGA

5.2 Modelos GARCH com Memoéria Longa
5.2.1 Modelo ARCH(x)

Definiu-se a classe de modelos ARCH(p) em (4.1) e (4.2) na segao 4.2 do Capitulo 4. Os processos

ARCH(o0), por sua vez, sao definidos como:

Yy =c+e
€t = Zt0¢
o
o = ap+ Zajef,j, (5.1)
j=1
onde -
ag >0, a; >0 (j>1), > aj <o, (5.2)
j=1

e z; ¢ uma varidvel aleatéria iid.

Os processos ARCH(00), que sdo extensoes do processo ARCH(p) em (4.1) e (4.2) e do pro-
cesso GARCH(p, q) em (4.1) e (4.4), foram considerados por Robinson (1991) como uma classe de

alternativas paramétricas em testes para independéncia serial de ;.

Para capturar o comportamento de memoria longa observado nas autocorrelagoes dos quadrados
dos retornos de séries temporais financeiras, Robinson (1991) considerou meméria longa na formulagao
(5.1) de €7, tomando ap = 0 (contrariando as condigdes especificadas em 5.2) e a; como sendo os

pesos autorregressivos de um processo integrado fracionario, com a imposi¢ao Z;; aj = 1.

Sob a condicao ag > 0, Giraitis, Kokoszka e Leipus (2000) propuseram que Z;’il a; < 1 para que

a;’s sejam consistentes com a estacionariedade de €.

Para detalhes, ver Robinson (1991), Robinson e Zaffaroni (2006), Granger e Ding (1995) e Ding
e Granger (1996).

5.2.2 Modelo LARCH

As condigoes estabelecidas por Giraitis, Kokoszka e Leipus (2000) para o modelo ARCH(o0) a fim

de garantir estacionariedade ndo consideram memdria longa nas autocorrelacdes de 2. Desta forma,
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a captura do potencial de memodria longa do processo ARCH(oo) definido em (5.1) é perdida.

Podemos considerar o modelo alternativo LARCH (Linear ARCH), dado por:

€t — Zt0¢
oo
or=ag+ Y aje_j, tEL. (5.3)
j=1

Temos, entao, que a variancia condicional atz é dada por:

of = (ao+ Y aje ;)° tEL. (5.4)
j=1

Robinson (1991) comparou as implicagoes no comportamento do terceiro momento de €; sob as
condigoes (5.1) e (5.4).

Observa-se também que (5.4), em contraste com (5.1), ndo possui a restrigao da nao negatividade,
desta forma o; nao é considerado um desvio padrao e perde-se um pouco da intepretacao usual de

volatilidade.

Giraitis, Robinson e Surgailis (2000) exploraram a estrutura de o e seu possivel comportamento

de meméria longa e apresentam condicoes para alta persisténcia na autocorrelacio de €2.
5.2.3 Modelo FIGARCH

Na se¢ao 4.3 do Capitulo 4 mostrou-se que um modelo GARCH(1,1) pode ser escrito como um

modelo ARMA(1,1) em termos dos residuos quadraticos. Da mesma forma, o modelo GARCH(p, q)

P q
(Tt2 =ag + Z aie?_i + Z ijtQ_j,
i=1 j=1
pode ser reescrito como:
¢(L)e; = ag + b(L)uy, (5.5)

onde

Utzet_o-t,
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(L) =1—¢1L — ¢oL? — -+ — pp L,
b(L) =1—0b1L —byL? — - —b,LY,
com m = max(p,q) e ¢; = a; + b;. A equagao (5.5) representa um processo ARMA(m, q) em termos

dos residuos quadraticos €7 onde u; possui média zero e é ndo correlacionado serialmente. Portanto,

o processo u; pode ser interpretado como “inovagoes” para a variancia condicional.

A alta persisténcia nos modelos GARCH sugere que o polindémio ¢(z) = 0 tenha raizes unitérias,
e nesse caso o modelo GARCH se torna o modelo GARCH integrado (IGARCH). Para levar em conta
alta persisténcia e memoria longa na variancia condicional, extende-se o processo ARMA (m,q) em

(5.5) para um processo ARFIMA (m, d, q) conforme segue:
¢(L)(1 = L)%} = ag + b(L)us, (5.6)

onde todas as raizes de ¢(z) = 0 e b(z) = 0 estao fora do circulo unitério. Quando d = 0, este processo
se reduz ao modelo GARCH usual; quando d = 1, torna-se o modelo IGARCH; quando 0 < d < 1,
os residuos quadrdticos de diferenca fraciondria, (1 — L)%?, seguem um processo ARMA(m,q). O

processo (5.6) para e% pode ser reescrito em termos da variancia condicional atQ :

b(L)o} = ao + [b(L) — $(L)(1 — L))ef. (5.7)

Baillie, Bollerslev e Mikkelsen (1996) se referem ao modelo (5.7) como o modelo GARCH integrado
fracionario (FIGARCH(m,d,q)). Quando 0 < d < 1, os coeficientes em ¢(L) e b(L) capturam a
dinamica de curto prazo da volatilidade, enquanto que o parametro de diferenca fraciondria d modela

as caracteristicas de longo prazo da volatilidade.

A variancia condicional de €; pode ser escrita como:

o2 = ah(L)"' + {1 (L) Le(L)(1 — L)d} 2
aob(L)™1 + \(L)é?, (5.8)

onde A(L) = A\ L + Mo L% + .

Para que o processo FIGARCH(m,d, q) em (5.6) seja bem definido e para que a variancia con-

dicional seja positiva para todo ¢, todos os coeficientes de (5.8), que é a representagaio ARCH do
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processo FIGARCH, devem ser nao negativos, ou seja, A\, > 0 para k =1,2,---.

De (5.8) temos que
ML) =1-b(L)to(L)(1 - L)% (5.9)

O operador de diferenca fracionaria, (1 — L)%, definido em (3.2.2), pode ser expandido da seguinte

forma,
a-nt = 3 ()
k
k=0
1 1
= 1—dL+ d(d— 1)L? - 5yld - 1)(d—2)L%+---
= 1-) gLt
k=1
= 1—04(L),
onde
5(1,0 = _]-a
5d,1 = da
¢ k—1-—d
5d,k = 5d,k—1%7 para k > 2. (5.10)

Os pesos A\, podem ser obtidos a partir da igualdade (5.9). Multiplicando ambos os lados por b(L),
substituindo (1—L)? por 1—d4(L) e fazendo ¢(L) = b(L)+a(L), onde a(L) = —a; L—as L*—- - -—a, LP,

temos

AL)b(L) = b(L)—¢(L)(1— L)
= b(L) = (b(L) + a(L))(1 = 64(L))
= —a(L) + b(L)64(L) + a(L)54(L). (5.11)

Seja (I) o lado esquerdo da igualdade (5.11) e (I1) o lado direito. Para o processo FIGARCH(1,d, 1)
temos

(I) =\ — )\lble + )\2L2 - )\2b1L3 —
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(IT) = aiL+ (1 —b1L)84(L) — a1 Lé4(L)
= a1L + 04(L) — b1 Lo4(L) — a1 Log(L)
= (a1 +841)L + (642 — b10g1 — a1641)L* + (Ja3 — b16g2 — a1842)L> + - - - .

Portanto, os pesos A; do processo FIGARCH(1, d, 1) sao dados por

Al =a1+d41,

A = b1 Ay—1 4+ 0q — (a1 + b1)0g k-1, para k > 2.

Analogamente, os coeficientes A\ do modelo FIGARCH(1,d, 0) sao dados por

Al =a1+9d471,

Ay = 0qk — (a1)dqk—1, para k > 2.
E, para o modelo FIGARCH(0,d, 1) temos
A =041,
A =biAp—1+6ak — (b1)dg k-1, para k > 2.

Considerando que ag > 0, as condicoes

by—d< ¢ < (2;d), (5.12)

(1-d)
2

d [¢1 - ] < bi(p1 — b1+ d), (5.13)

sao suficientes para garantir que a variancia condicional do modelo FIGARCH(1,d, 1) seja positiva

para todo t.

Em Baillie et. al (1996) s@o apresentadas as condigbes ag > 0 e

0<b <d<1, (5.14)
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como necessarias e suficientes para garantir que a variancia condicional no modelo FIGARCH(1, d, 0)

seja positiva.

Para mais detalhes a respeito dos pesos A\ no modelo geral FIGARCH(m,d,q), ver Lopes e
Mendes (2006).

5.2.4 Reparametrizacao do Modelo FIGARCH

Tomando a especificacio do modelo FIGARCH para €2 em (5.6), temos que o termo constante ag
possui estrutura diferente do termo constante ;1 do modelo ARFIMA (3.20). O operador de diferenga
fraciondria (1 — L)? ¢é aplicado & p mas nio é aplicado & ag. Para evitar esta discrepancia na

parametrizacao, Chung (1999) sugeriu reescrever o modelo GARCH(p, ¢) (5.5) da seguinte maneira:
G(L)(ef — %) = b(L)uy, (5.15)

e entao redefinir o modelo FIGARCH como
H(L)(1 = L) (ef = &%) = b(L)us, (5.16)

onde 52 é a variancia incondicional de €; descrita em (4.7).

Breidt, Crato e de Lima (1998) e Teyssiere (1996) também consideraram esta parametrizagao

particular.

A relacdo entre o parametro ag de (5.6) e o parametro &2 fica dada por:

ap = ¢(L)(1 — L)%52. (5.17)

Dada esta nova parametrizacdo, a variancia condicional derivada do modelo FIGARCH (5.16)

pode ser expressa conforme segue:

b(L)o? = (L) — G(L)(1 - LY (& — 52). (5.18)

Segundo Chung (1999), hé ainda trés diferencas estruturais entre a defini¢cdo do processo ARFIMA

(3.20) para a média condicional e a definigado do modelo FIGARCH (5.16) para a variancia condicional:
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1. O modelo ARFIMA(p, 0, q) se reduz ao modelo ARMA(p, q) enquanto que o modelo FIGARCH
(p,0,q) nao é exatamente o modelo GARCH(p, q).

2. Para garantir que o modelo FIGARCH seja estritamente estacionario o parametro de diferenca
fracionaria deve ser tal que 0 < d < 1. Portanto, o intervalo de variacao dos parametros de
diferenca fracionaria para os dois modelos sao diferentes, fazendo com que o grau de persisténcia

permitida na variancia condicional seja maior que no caso da média condicional.

3. Enquanto nao ha restrigbes em relagao ao sinal no modelo ARFIMA para a média condicional,
os parametros do modelo FIGARCH necessitam de restrigdes adicionais para garantir que as

variancias condicionais resultantes sejam todas nao negativas.

A simulagoes realizadas por Chung (1999) demonstram propriedades para pequenas amostras
da nova especificacdo para o processo FIGARCH. As estimagbes de maxima verossimilhanga dos
pardmetros parecem seguir a teoria assintética padrao, com excecdo do paramtro 2. Entretanto, os
resultados das simulacoes indicam que o estimador de &2 no modelo FIGARCH apresenta razio de
convergeéncia lenta, fendémeno também conhecido para o estimador da média condicional no modelo

ARFIMA.

Para mais detalhes ver Chung (1999).
5.2.5 Modelo FIEGARCH

O modelo FIGARCH extende diretamente a representaggo ARMA do modelo GARCH em termos
dos residuos quadraticos para um modelo fracionario integrado. Entretanto, é complicado garantir
que um modelo geral FIGARCH seja estaciondrio e que a varidncia condicional o? seja sempre

positiva, sendo necesséria a imposicao de restricoes dificeis de serem estabelecidas para os coeficientes
do modelo. Para detalhes, ver Baillie, Bollerslev e Mikkelsen (1996) ou Bollerslev e Mikkelsen (1996).

Observando que o modelo EGARCH pode ser representado por um processo ARMA em termos
do logaritmo da variancia condicional, garantindo que a variancia condicional seja sempre positiva,
Bollerslev e Mikkelsen (1996) propuseram o modelo EGARCH fraciondrio integrado (FIEGARCH):

q
(L)1 — L)' Ino? =ao+ Y _(bjlaej| + vjm—y), (5.19)
j=1
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onde ¢(L) é o mesmo definido para o modelo FIGARCH, ~; # 0 leva em conta os efeitos de alavan-
cagem e xy € o residuo padronizado:
€t

(5.20)

Ty =
Ot
Quando d = 0, este processo se reduz ao modelo EGARCH usual e ao modelo IGARCH quando
d = 1. Analogamente & classe de modelos ARFIMA para a média condicional, In(o?) é estaciondria

e invertivel para d entre —0,5 e 0, 5.

E importante observar que os parametros do modelo FIEGARCH nao precisam satisfazer a condi-
¢ao de nao-negatividade para que o modelo seja bem definido, ao contrario da formulacao do processo

FIGARCH apresentada anteriormente.
5.2.6 Modelo LMGARCH

A classe de processos LMGARCH (long-memory GARCH) pertencente a familia de processos
com heteroscedasticidade condicional também é capaz de modelar o comportamento de memoria
longa de séries temporais financeiras. Estes processos sao muito relacionados com os processos FI-
GARCH descritos anteriormente e compartilham de algumas caracteristicas dos processos ARFIMA.
Em particular, oscilagdes na varidncia condicional de um processo LMGARCH tendem a zero com
uma taxa hiperbdlica lenta, ao invés de decair rapidamente a uma taxa geométrica como ocorre com

os processos GARCH fracamente estaciondrios.

O processo GARCH pode ser generalizado se €7 for expresso na forma da equacao:
€7 = w+ QL)uy, (5.21)

para w € (0,00), uy = 6% - Utza QL) = Z;io ijj’ 0< Z;‘;O WJQ' < 0.

Uma importante parametrizagao finita de Q(L) para considerar memdria longa neste processo é

b(L)
QL) = —————— 5.22
D)= cma= o (5.22)
para d € (0,1/2), a(L) =1—a;L — a2L? — - -+ — a,LP e b(L) conforme definido anteriormente.

Um processo € que atenda as especificacoes (5.21) e (5.22) é chamado de LMGARCH(p, d, q).

Karanasos, Psaradakis e Sola (2001) apresentam algumas propriedades para a func¢ao de autocor-
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relagao do processo LMGARCH.
5.3 Estimagao de Modelos GARCH com Memoéria Longa

Na sec¢ao anterior apresentamos alguns modelos para capturar o comportamento de meméria longa
na volatilidade de séries temporais financeiras. Nesta se¢ao serao introduzidos métodos de estimagao
dos parametros para os processos FIGARCH e FIEGARCH.

Dadas as formulagoes iterativas da variancia condicional apresentadas em (5.7) e (5.19), as esti-
mativas dos coeficientes dos modelos FIGARCH e FIEGARCH podem ser obtidas por estimagao de

maxima verossimilhanca se os residuos seguirem uma distribui¢ao condicional normal.

Para o processo FIGARCH(p, d, q), com amostra €1, €z, -, €, as estimativas de maxima veros-

similhanca podem ser obtidas maximizando-se a expressao:

T
log L(0; €1, €2, -, ep|lp) = —0.5T log(27) — 0.5 Z[log(a%) + o, (5.23)
t=1
onde 0" = (ag,d, a1, -, ap,b1,---,by) e Iy sdo as condigdes iniciais usadas para maximizar a funcao

de variancia condicional.

Em muitas aplicagoes com dados financeiros de alta freqiiéncia a condicao de inovagoes com dis-
tribuicao normal padrao, z; = €0, ! ndo é verdadeira. Entretanto, segundo Weiss (1986) e Bollerslev
e Wooldridge (1992), na obtengao de 6, que ¢ a estimativa de Quasi Méxima Verossimilhanca resul-
tante de (5.23), validas inferéncias assintéticas podem ser baseadas em versoes robustas dos testes
estatisticos padroes. Em particular, uma matriz de covariancia robusta para as estimativas dos para-
metros é consistentemente estimada por A(6) 1 B(0)A(6)~!, onde A(0) e B(f) sdo a matriz Hessiana

e o produto externo dos gradientes, respectivamente, calculados para 6.

Outra complicagao existente na estimacao de modelos do tipo ARCH diz respeito ao tratamento
adequado das condigoes iniciais, Iy. Uma abordagem para os modelos fracionérios integrados pode ser
baseada na representacao ARCH do modelo FIGARCH(p, d, q) em (5.8), com os valores pré-amostrais
de ¢ parat =0,—1,-2,--- e com o? fixado igual & variancia amostral incondicional. Além disso,
esta abordagem necessita de um truncamento do polindémio infinito (5.8). Uma vez que o operador
de diferenca fracionaria tem a funcao de capturar o comportamento de memoria longa do processo,

truncar a um lag baixo pode destruir dependéncias de longo prazo importantes. Baillie, Bollerslev
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e Mikkelsen (1996) ou Bollerslev e Mikkelsen (1996) utilizaram lag de truncamento igual a 1000 em

suas simulagoes.
5.4 Diagnéstico de Modelos GARCH com Memédria Longa

Para diagnosticar os modelos FIGARCH e FIEGARCH ajustados, utilizam-se as mesmas fer-
ramentas de analise dos modelos GARCH apresentadas na secao 4.5: andlise grafica e andlise das

estatisticas resumo.

Para a série de retornos dos precos de acoes da Petrobras, as Tabelas 5.1 e 5.2 apresentam os
coeficientes ajustados por meio do método de maxima verossimilhanca condicional e alguns testes para
residuos padronizados do modelo FIGARCH(1,d, 1): testes de normalidade Jarque-Bera e Shapiro-
Wilks, teste de Ljung-Box para residuos padronizados e para o quadrado dos residuos padronizados
e teste do multiplicador de Lagrange para efeitos ARCH nos residuos padronizados. Os resultados
para o modelo FIEGARCH(1, d, 1) estao apresentados nas Tabelas 5.3 e 5.4.

Observamos que, para ambos os modelos (FIGARCH e FIEGARCH), nos testes Ljung-Box para os
residuos padronizados, rejeitamos a hipdtese nula Hy da nao existéncia de autocorrelagao nos residuos
padronizados. Por outro lado, nos testes Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados, nao
rejeitamos a hipétese nula. Portanto, os modelos capturam com sucesso a estrutura de correlagao
serial nas variancias condicionais, porém nao capturam a estrutura de correlacao serial nas médias

condicionais.

Além disso, nos testes do multiplicador de Lagrange para efeitos ARCH nos residuos padronizados,
nao rejeitamos a hipdtese nula com p-valores de 0,9973 e 0,9834 para os modelos FIGARCH e

FIEGARCH, respectivamente. Assim, nao restaram efeitos ARCH nos residuos padronizados.

Tabela 5.1: Coeficientes Estimados (FIGARCH(1,d, 1))

Coeficiente ~ Valor Estimado Erro Padrao Valort  Pr(> [t|)
C 0,00235754 0,00066423  3,5493  1,991e-004

A 0,00006311 0,00001796  3,5134  2,278e-004
GARCH(1) 0,17916869 0,15252055  1,1747  1,201e-001
ARCH(1) -0,04169004 0,11869763 -0,3512  3,627e-001
d 0,39679840 0,05885819  6,7416  1,116e-011
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Tabela 5.2: Testes para diagnéstico do modelo FIGARCH ajustado
Testes de Normalidade:

Jarque-Bera  P-valor

1042 0
Shapiro-Wilk  P-valor
0,9873 0,4351

Teste Ljung-Box para os residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi%2 —d.f.
42,46 0,00002783 12

Teste Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi? —d.f.
2,9 0,9962 12

Teste do multiplicador de Lagrange para os residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi? —d.f.
2,699 0,9973 12

Tabela 5.3: Coeficientes Estimados (FIEGARCH(1,d, 1))
Coeficiente  Valor Estimado Erro Padrdo Valort  Pr(> |t])

C 0,002866 0,0005837 4,910  5,046e-007

A -0,269708 0,0259481  -10,394  0,000e-000
GARCH(1) 0,388895 0,1496727 2,598  4,730e-003
ARCH(1) 0,319076 0,0350552 9,102 0,000e--000

d 0,614067 0,0605971 10,134  0,000e-000
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Tabela 5.4: Testes para diagndstico do modelo FIEGARCH ajustado
Testes de Normalidade:

Jarque-Bera  P-valor

869,8 0
Shapiro-Wilk  P-valor
0,9887 0,7387

Teste Ljung-Box para os residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi%2 —d.f.
40,99 0,00004914 12

Teste Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi? —d.f.
4,411 0,9748 12

Teste do multiplicador de Lagrange para os residuos padronizados:
Estatistica P-valor Chi? —d.f.
4,004 0,9834 12

Graficamente, para se obter uma analise adicional sobre a suposi¢do da normalidade nos residuos
podemos construir o grafico QQ-plot (quantis da distribuigdo gaussiana x residuos padronizados).
Nos graficos QQ-plot apresentados na Figura 5.1, pode-se perceber que nas caudas ha um significante
desvio da linha QQ normal, e portanto a suposicao de normalidade dos residuos nao é apropriada.
Além destes graficos, apresentamos na Figura 5.2 a FAC dos residuos padronizados e do quadrado
dos residuos padronizados para os dois modelos ajustados as séries de retornos dos precos de agoes

da Petrobras. Observa-se que existe ainda pequena autocorrelagao nos residuos padronizados.
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QQ-Plot dos residuos padronizados
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Figura 5.1: Grafico QQ-plot dos residuos padronizados - modelos (a) FIGARCH(1,d,1) e (b)
FIEGARCH(L,d, 1)
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FAC dos residuos padronizados

ACE ACE
1.0 r 1.0 r
0.8 = 0.8 =
06 B 06 B
04 r 04 r
0.2 r 0.2 r
00 00
T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Lags Lags

FAC do quadrado dos residuos padronizados

ACF ACFE
1.0 7 r 1.0 7 =
0.8 - 0.8 =
08 r 06 r
047 = 047 r
021 = 021 r
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 3 10 13 20 25 30
Lags Lags
(a) (b)

Figura 5.2: FAC dos residuos padronizados e do quadrado dos residuos padronizados - modelos (a)
FIGARCH(1,d,1) e (b) FIEGARCH(1,d,1)
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5.5 Selecao e Comparacao de Modelos GARCH e GARCH com Memoéria Longa

Na se¢ao anterior apresentamos algumas ferramentas para diagnostico de modelos FIGARCH e
FIEGARCH que podem ser usadas também para selecionar o melhor modelo para um determinado
conjunto de dados. Assim como exemplificado no Capitulo 4, os critérios tradicionais de selecao de
modelos como o critério da informacao de Akaike (AIC) e o critério da informacao Bayesiana (BIC)

também podem ser usados na selecao dos melhores modelos.

No capitulo anterior comparamos os modelos GARCH(1, 1) simples e com distribuigao t de Stu-
dent ajustados para a série de retornos dos precos das acoes da Petrobras. Vamos comparar os ajustes
destes dois modelos com os modelos EGARCH, FIGARCH e FIEGARCH. Os valores BIC, AIC e

log da verossimilhanga dos modelos ajustados sao apresentados na Tabela 5.5.

Tabela 5.5: AIC, BIC e log da verossimilhanca dos modelos GARCH e GARCH com meméria longa

ajustados para a série de retornos da Petrobras
GARCH (dist. normal) GARCH (dist. t de Student) EGARCH FIGARCH FIEGARCH

AIC -6348 -6443 -6350 -6350 -6341
BIC -6326 -6416 -6328 -6324 -6314
log veross. 3178 3226 3179 3180 3176

Analisando os valores BIC dos modelos ajustados, temos que o modelo GARCH com distribuigao
t de Student oferece o melhor ajuste. Em seguida, temos os modelos EGARCH e FIGARCH, que

apresentam resultados muito semelhantes.

Para auxiliar na decisao da escolha do melhor modelo, podemos analisar os graficos das fungoes
de autocorrelacao (FAC) do quadrado dos residuos padronizados dos modelos ajustados (Figura 5.3)

e os graficos QQ-plots dos residuos padronizados (Figura 5.4).

Aparentemente, todos os modelos sao apropriados para modelar a volatilidade condicional. Po-
rém, os QQ-Plots confirmam que o modelo GARCH com distribuigao t de Student apresenta o melhor

ajuste.
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FAC do quadrado dos residuos padranizados
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Figura 5.3: Comparacao das FACs do Quadrado dos Residuos Padronizados - FIGARCH, FIE-
GARCH, GARCH com distribuigdo Normal, GARCH com distribuic¢do t de Student e EGARCH
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QAQ-Plot dos residuos padronizados
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Figura 5.4: Comparacao dos QQ-plots dos Residuos Padronizados - FIGARCH, FIEGARCH,
GARCH com distribuigdo Normal, GARCH com distribuigao t de Student e EGARCH

5.6 Simulacgoes

Nesta segdo apresentamos os resultados das simulagoes dos modelos FIGARCH (1,d,0), FI-
GARCH (0,d,1) e FIGARCH (1,d,1). Os programas para estas simulagoes foram implementados no
software S-Plus e estao apresentados no Apéndice A. Ainda nao hd uma rotina pronta para este tipo

de simulagao neste software.
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Foram realizadas 100 simulacoes de tamanho de séries 2000. Porém, descartamos os 200 primeiros

valores simulados para tirar o efeito da escolha do valor inicial de o (62 = 0,01).

O parametro de memoéria longa, d, recebeu dois valores: 0,45 e 0,75. Os demais parametros
foram escolhidos respeitando-se as condigoes apresentadas em (5.12), (5.13) e (5.14), resultando nos

modelos:

Tabela 5.6: Modelos FIGARCH simulados

Modelo d ay by

0,45 0,2 0

FIGARCH(1,d,0) 0,45 -0,2 0
0,7 0,1 0

0,75 -0,1 0

045 0 04
FIGARCH(0,d,1) 045 0 0,02
075 0 07
0,75 0 0,02
045 -02 04
FIGARCH(1,d,1) 045 -02 0,7
0,75 -0,3 04
0,75 -0,3 0,7

O objetivo destas simulagoes é avaliar o comportamento do estimador de maxima verossimilhanga
do parametro de memoria longa nos diferentes modelos simulados. Para tanto, utilizamos a média
dos valores estimados, a varidncia estimada e o erro quadratico médio (EQM) do parametro, definidos
em (3.29), (3.30) e (3.31), respectivamente.

Os resultados das simulagoes do modelo FIGARCH(1, d, 0) estao apresentados nas Tabelas 5.7 e
5.8. Para o modelo FIGARCH(0,d, 1), temos as Tabelas 5.9 e 5.10. E, finalmente, apresentamos os
resultados das simulagées do modelo FIGARCH(1,d, 1) nas Tabelas 5.11 e 5.12.

Os graficos box-plot das estimativas do parametro de meméria longa nos modelos simulados
FIGARCH(1,d,0), FIGARCH(0,d,1) e FIGARCH(1,d,1) podem ser observados nas Figuras 5.5,

5.6 e 5.7, respectivamente.

Analisando-se as tabelas e os graficos box-plot, pode-se perceber que a estimativa do parametro d

pouco se altera quando modificamos os demais parametros, a; e b;. Para o modelo FIGARCH(1,d, 0),
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notamos que o EQM do parametro d é um pouco menor para valores negativos do parametro a;
(=0,1 e —0,2). No modelo FIGARCH(0,d, 1), por outro lado, ndo observamos este padrao, pois
para d = 0,45 o menor EQM ocorre quando b; = 0,02, mas para d = 0,75 o menor EQM ocorre
quando by = 0,7. E, para o modelo FIGARCH(1,d, 1), temos o melhor resultado se a; = —0,2 e
b1 =0,4, parad =0,45,e a3 = —0,3 e by =0,7, para d =0, 75.

Apesar de néo ser o objetivo aqui, vale observar o comportamento das estimativas dos parametros
ay e by dos modelos simulados. No modelo FIGARCH(1,d,0), as estimativas do parametro a; sao
bem préximas do real, para qualquer valor do pardmetro d. As estimativas do pardmetro by dos
modelos simulados FIGARCH(0, d, 1) nao apresentam bons resultados. Finalmente, para o modelo
FIGARCH(1,d, 1), observamos boas estimativas para o parametro b; em todos os modelos simulados.

Porém, as estimativas do parametro a; nao podem ser consideradas satisfatorias.

Tabela 5.7: Estimativas da Média, Variancia e EQM dos parametros nas simulacoes do processo
FIGARCH(1,d,0) (d=0,45)

al = O, 2 a; = (—0, 2)

média ay 0,2043 -0,2003

d 0,4358 0,4480

d=0,45 wvariancia a, 0,0052 0,0026
amostral d 0,0090 0,0027

EQM ay 0,0051 0,0026

d 0,0091 0,0027

Tabela 5.8: Estimativas da Média, Variancia e EQM dos parametros nas simulacoes do processo
FIGARCH(1,d,0) (d=0,75)

a; = 0,1 ay = (—0, 1)

média aq 0,0995 -0,0986

d 0,7498 0,7462

d=0,75 wvariancia a, 0,0016 0,0018
amostral d 0,0032 0,0018

EQM ay 0,0016 0,0018

d 0,0032 0,0018
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Tabela 5.9: Estimativas da Média, Variancia e EQM dos parametros nas simulacoes do processo
FIGARCH(0,d, 1) (d=0,45)

b1 =0,4 b =0,02
média by -0,0031 -0,0075
d 0,4399 0,4505
d=0,45 wvaridncia b;  0,0033 0,0028
amostral d 0,0048 0,0037
EQM by 0,1657 0,0035
d 0,0048 0,0036

Tabela 5.10: Estimativas da Média, Variancia e EQM dos parametros nas simulacoes do processo
FIGARCH(0,d,1) (d=0,75)

by =0,7 b =0,02
média b1 -0,0019 0,0076
d 0,7503 0,7625
d=0,75 wvaridncia b;  0,0020 0,0023
amostral d 0,0020 0,0022
EQM by 0,4946 0,0025
d 0,0020 0,0024

Tabela 5.11: Estimativas da Média, Variancia e EQM dos parametros nas simulagoes do processo
FIGARCH(1,d,1) (d=0,45)

a1 =(-0,2),b1 =0,4 a1 =(-0,2),b =0,7

b1 0,3839 0,6792

média aq 0,1969 0,4778

d 0,4329 0,4465

d=0,45 wvariancia b 0,0575 0,0118
amostral ay 0,0607 0,0105

d 0,0092 0,0123

b1 0,0572 0,0121

EQM ai 0,2176 0,4698

d 0,0094 0,0122
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Tabela 5.12: Estimativas da Média, Variancia e EQM dos parametros nas simulacées do processo
FIGARCH(1,d,1) (d=0,75)

a; = (70,3),1)1 = 0,4 a; = (70,3),[)1 = 0,7

by 0,4459 0,6748
média ay 0,2199 0,3881
d 0,6751 0,7354
d=0,75 wvaridncia by 0,0525 0,0108
amostral  ag 0,1197 0,0079
d 0,0319 0,0168
by 0,0536 0,0114
EQM ay 0,3877 0,4813
d 0,0369 0,0169
FIGARCH(1,d,0) (d=0,45) FIGARCH(1,d,0) (d=0,75)
0,8 0,9
0,74 !
g ; 0,84
T 0.6 Il
E 5 ------------------------------------- 0,75
§ 8.3 g 0,7
.g Wl Ezl ___________________________ " '_E E:
g 03 a4
. - 0,54 *
a1=0,2 a1=(-0,2) a1=0,1 a1=(-0,1)

Figura 5.5: Boxplot das estimativas do parametro d das simulagdes do processo FIGARCH(1, d, 0)
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Figura 5.6: Boxplot das estimativas do parametro d das simulagdes do processo FIGARCH(0, d, 1)
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Figura 5.7: Boxplot das estimativas do parametro d das simulagdes do processo FIGARCH(1,d, 1)
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Capitulo 6

Aplicacao em Séries Reais

6.1 Aplicagoes

Neste capitulo serao apresentadas algumas aplicacoes a dados reais dos testes e estimadores apre-
sentados nos capitulos anteriores. As aplicagoes foram realizadas em séries de retornos de precos de
agoes de trés grandes bancos brasileiros, Unibanco, Itat e Bradesco, obtidos no site da BOVESPA
(Bolsa de Valores de Sao Paulo)!. O software utilizado para as aplicacdes foi o S-Plus e apresenta-
remos os codigos utilizados ao longo da aplicagao. Muitas das rotinas utilizadas sao provenientes do
moédulo FinMetrics deste software. Ver Zivot (2003) para mais detalhes sobre uso deste software no

estudo de séries financeiras.
6.1.1 Precos das Agoes do Unibanco

Os dados desta aplicacao sao provenientes das cotacoes diarias dos precos das agoes do Unibanco
(série UBB), de 06 de setembro de 1997 a 11 de janeiro de 2008, totalizando 2456 observagdes. Os

dados sao apresentados em reais e a cotagao estudada foi o preco de fechamento diario da acao.

Primeiramente, apresentamos na Figura 6.1 a série UBB (a), a série de retornos UBB (b), o

histograma dos retornos UBB com densidade ajustada (c) e o grafico QQ-plot dos retornos UBB (d).

"http:/ /www.bovespa.com.br/Principal.asp

113
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Figura 6.1: (a) Série UBB, (b) Série de retornos UBB, (c¢) Histograma dos retornos UBB, (d) QQ-plot
dos retornos UBB

Nota-se que a série UBB apresenta uma queda muito grande por volta da observacao de ntimero
1600, provavelmente devido a alguma acao de desdobramento de agoes. Como o estudo nao prevée
esse tipo de alteragoes, seguiremos as analises com as primeiras 1500 observagoes. Chamaremos esta
série reduzida de UBB1500. Na Figura 6.2 temos a série UBB1500, a série de retornos UBB1500, o
histograma dos retornos UBB1500 com densidade ajustada e o grafico QQ-plot dos retornos UBB1500.
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Figura 6.2: (a) Série UBB1500, (b) Série de retornos UBB1500, (c) Histograma dos retornos
UBB1500, (d) QQ-plot dos retornos UBB1500

(a) Modelo ARFIMA

O objetivo desta andlise é verificar se a volatilidade condicional da série UBB1500 possui com-

portamento de memoria longa.

Conforme descrito no Capitulo 3, a série de retornos absolutos pode ser utilizada para representar
a volatilidade de séries financeiras, considerando que a média dos retornos é muito proxima de zero.
Abaixo temos algumas medidas resumo da série de retornos UBB1500, onde observamos que a média
é igual a 0,0003656.2

2Como o software S-Plus tem como padrio o “ponto” como simbolo para separar as casas decimais dos ntimeros, os
resultados deste capitulo provenientes deste software serdo apresentados com essa notagao.
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> summary (retornos.ubb1500)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-0.4418328 -0.0180325 0.0000000 0.0003656 0.0188685 0.3830858

A Figura 6.3 apresenta a série de retornos absolutos UBB1500 e sua funcao de autocorrelagao
amostral. Observamos que as autocorrelacées permanecem significantes até lags altos, o que pode
indicar presenca de memoéria longa. No cédigo abaixo, utilizamos a funcao ar do S-Plus para ajustar
um modelo AR para a série retornos absolutos UBB1500. O comando acf .FARIMA compara a funcao
de autocorrelacao tedrica do modelo ajustado com as autocorrelagoes amostrais, conforme podemos
conferir na Figura 6.3 (b). Como as autocorrelagdes amostrais tém um decaimento lento, processos
tradicionais ARMA resultam normalmente em modelos com um ntimero excessivo de parametros. No

caso dos retornos absolutos UBB1500, obtivemos um AR(12), o que significa que foram necessarios

12 coeficientes autorregressivos para capturar a dependéncia nos dados.

> retornos.ubb1500abs = abs(retornos.ubb1500)

> par(mfrow = c(1, 2))

> tsplot(retornos.ubb1500abs)

> acf (retornos.ubb1500abs, lag = 50)

> retornos.ubb1500abs.ar = ar(retornos.ubbl500abs)

> retornos.ubb1500abs.ar$order

[1] 12

> temp = list(ar = as.vector(retornos.ubbl500abs.ar$ar), sigma2 = 1, d
> ar.acf = acf.FARIMA(temp, lag.max = 50)

> lines(ar.acf$lags, ar.acf$acf/ar.acf$acf[1])

0
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Figura 6.3: (a) Retornos absolutos UBB1500 e (b) Fungdo de autocorrelacao amostral da série de
retornos absolutos UBB1500

Apresentamos no Capitulo 3 os testes da estatistica R/S e GPH para verificar a presenga do
comportamento de memoria longa em séries temporais. Os comandos e os resultados dos testes para

os retornos absolutos UBB1500 estao apresentados a seguir.
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Estatistica R/S:

> rosTest (retornos.ubb1500abs)

Test for Long Memory: Modified R/S Test

Null Hypothesis: no long-term dependence

Test Statistics:

1.9665%

* : significant at 5% level

xk : significant at 17, level

Total Observ.: 1499
Bandwidth : 7

Estatistica R/S modificada:

> rosTest (retornos.ubb1500abs, bandwidth = 0)

Test for Long Memory: R/S Test

Null Hypothesis: no long-term dependence

Test Statistics:

3.2924xx

* : significant at 5% level

** : significant at 17 level

Total Observ.: 1499
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Teste GPH:

> gph.ubb = gphTest (retornos.ubb1500abs)
> gph.ubb

Test for Long Memory: GPH Test

Null Hypothesis: d = 0

Test Statistics:

d 0.3288
stat 3.3715%x

* : significant at 5% level

*x* : significant at 1% level

Total Observ.: 1499
Number of Freq: 55

Erro padrao do parametro d:

> gph.ubb$std.err
[1] 0.09752148

A estatistica R/S (1,9665) ¢ significante a um nivel de 5%, a estatistica R/S modificada (3,2924)
e a estatistica do teste GPH (3,3715) sao significantes a um nivel de significancia de 1%. Portanto,

podemos concluir que existe presenca de memoria longa na série retornos absolutos UBB1500.

O teste GPH apresenta também uma estimativa para o parametro d, d= 0, 3288, o que também
sugere memoria longa. O intervalo de confianca de 95% para d baseado no erro padrao assintético,
[0,23127852,0,42632148], indica que a série é estaciondria.

Uma vez que concluimos que a série retornos absolutos UBB1500 tem comportamento de memoria

longa, tentamos ajustar um modelo ARFIMA para esses dados. Os resultados seguem:
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> farima.retornos.ubb1500abs = FARIMA(retornos.ubb1500abs,
+ p.range = c(0, 2),q.range = c(0, 2), mmax = 0)

> summary(farima.retornos.ubb1500abs)

Call:
FARIMA(x = retornos.ubb1500abs, p.range = c(0, 2), q.range

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|tl)
d 0.3284 0.0498 6.5910 0.0000
AR(1) -0.1209 0.0225 -5.3667 0.0000
AR(2) -0.7166 0.0196 -36.6358 0.0000
MA(1) -0.0402 0.0290 -1.3843 0.1665
MA(2) -0.8020 0.0206 -38.9230 0.0000

Information Criteria:
log-likelihood BIC
2779.909 -5523.261

Residual scale estimate: 0.0378

total residual
Degree of freedom: 1497 1491

BIC of all models estimated:

q=0 q=1 q=2
p=0 -5503.511 -5496.105 -5503.384
p=1 -5501.648 -5497.851 -5509.445
p=2 -5511.303 -5507.420 -5523.261

= ¢c(0, 2), mmax =

0

Pelo critério BIC, o melhor ajuste é o do modelo ARFIMA(2,d,2). Para diagnosticar este mo-

delo, podemos utilizar ferramentas graficas. Na Figura 6.4 apresentamos o QQ-plot dos residuos

padronizados e as autocorrelagoes dos residuos. Observamos que nao ha normalidade nos dados e

que o modelo ajustado é capaz de capturar o comportamento de meméria longa. Para construir estes

graficos utilizamos o comando abaixo.

> plot(farima.retornos.ubb1500abs2)




6.1. APLICACOES 121

1 1 | 1 1 1
farima retornos ubb1500ab: farima retornos ubb1500ab
1.0 7 |
03 7 (=
08 7 r
02 s
. 06 - =
S 014 -
2 pr
04 4 -
0.0 =
2= [
01 3
o
© 0.0
02+ ° L
! ! ! T T T T T T T
2 b 2 0 5 10 15 20 25 30

Quantis da distribuicdo normal padrdo

() =g

(b)

Figura 6.4: (a) QQ-plot dos residuos padronizados e (b) Autocorrelagdes dos residuos

(b) Modelos GARCH

Por enquanto, assumimos que a série retornos absolutos UBB1500 representa a volatilidade dos
retornos UBB1500 e tentamos capturar o comportamento de memdria longa na volatilidade. Agora,
vamos utilizar os modelos da familia GARCH para modelar diretamente a volatilidade da série de
retornos UBB1500.

Primeiro, apresentamos na Figura 6.5 os graficos das autocorrelagoes dos retornos UBB1500 e as

autocorrelacoes do quadrado dos retornos UBB1500.
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Figura 6.5: (a) Autocorrelages dos retornos UBB1500 e (b) Autocorrelagoes do quadrado dos retor-
nos UBB1500

Observamos que a série de quadrado dos retornos UBB1500 apresenta autocorrelagao significante
pelo menos até o lag 13. Conforme descrevemos no Capitulo 4, este comportamento indica a existéncia

de heteroscedasticidade condicional nos dados.

Para comprovar a existéncia de efeitos ARCH nos residuos, conforme descrito em 4.2.1, utilizamos

os comandos:
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> archTest (retornos.ubb1500)

Test for ARCH Effects: LM Test

Null Hypothesis: no ARCH effects

Test Statistics:

Test Stat 442.2017
p.value 0.0000

Dist. under Null: chi-square with 31 degrees of freedom
Total Observ.: 1499

Como a estatistica do teste é igual a 442,2017, rejeitamos a hipétese nula da nao existéncia de

efeitos ARCH, a um nivel de significancia de 5%.

Podemos, entdo, ajustar modelos da familia GARCH para a série de retornos UBB1500. Ajus-

tando um modelo GARCH(1, 1), supondo normalidade nos erros, temos:
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> retornos.ubb1500.garch = garch(retornos.ubb1500 ~ 1, ~ garch(l, 1))

> summary (retornos.ubb1500.garch)

Call:

garch(formula.mean = retornos.ubbl500 ~ 1, formula.var = ~ garch(l, 1))

Mean Equation: retornos.ubb1500 ~ 1

Conditional Variance Equation: ~ garch(l, 1)

Conditional Distribution: gaussian

Value Std.Error t value Pr(>ltl)

C 0.0033010 0.00081401  4.055 0.00002633

A 0.0001886 0.00001209 15.607 0.00000000
ARCH(1) 0.3684906 0.02310150 15.951 0.00000000
GARCH(1) 0.6246309 0.01098741 56.850 0.00000000

AIC(4) = -5381.255
BIC(4) = -5360.005

Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
6079 0 0.9435 0

Ljung-Box test for standardized residuals:
Statistic P-value Chi~2-d.f.
14.12  0.2929 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:

Statistic P-value Chi~2-d.f.
17.37 0.1362 12
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Lagrange multiplier test:
Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag 4 Lagb5 Lag 6 Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10
0.8692 -0.1633 -1.363 -0.9026 1.383 -0.5963 -0.719 -0.2076 3.546 -0.04466

Lag 11 Lag 12 C
-0.2725 0.07226 -0.0167

TR"2 P-value F-stat P-value
17.94 0.1175 1.651 0.1747

Na andlise das estatisticas resumo, podemos observar que os coeficientes do modelo ajustado sao

todos significantes.

Os testes de normalidade Jarque-Bera (6079, com p-valor=0) e Shapiro-Wilks (0,9435, com p-
valor=0) para os residuos padronizados €;/o; indicam nao normalidade. No teste Ljung-Box para os
residuos padronizados e para o quadrado dos residuos padronizados, nao rejeitamos a hipdtese nula
Hy da nao existéncia de autocorrelacao. Portanto, o modelo capturou com sucesso as estruturas de

correlacao serial tanto na variancia condicional quanto na média condicional.

Além dos testes para autocorrelacdo nos residuos padronizados, temos o teste do multiplicador
de Lagrange para efeitos ARCH nos residuos padronizados para verificar se ainda existe algum efeito
ARCH restante. Com p-valor de 0, 1175, ndo rejeitamos a hipdtese nula da nao existéncia de efeitos
ARCH.

A Figura 6.6 apresenta o QQ-plot dos residuos padronizados e o grafico das autocorrelagoes do
quadrado dos residuos padronizados. Observamos no grafico QQ-plot que a suposi¢ao de normalidade

néao é apropriada, confirmando os resultados dos testes apresentados anteriormente.
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QQ-plot dos residuos padronizados FAC do quadrado dos residuos padronizados
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Figura 6.6: (a) QQ-plot dos residuos padronizados e (b) Autocorrelagoes do quadrado dos residuos

padronizados

Agora, vamos ajustar um modelo GARCH(1, 1) supondo distribui¢ao t de Student para os er-
ros. Além disso, ajustaremos as extensoes do modelo GARCH apresentadas em (4.6) (EGARCH,
TGARCH e PGARCH). Uma ferramenta do S-Plus que nos ajuda a comparar os resultados dos
ajustes é a funcio compare.mgarch. Abaixo temos os resultados dos ajustes para a série de retornos
UBB1500, e a comparacao dos critérios AIC e BIC. Observa-se, pelos critérios AIC e BIC, que o
melhor modelo GARCH ajustado é aquele que supde erros com distribuicdo t de Student. Confir-
mamos este resultado pela Figura 6.7. A Figura 6.8 apresenta as autocorrelacoes do quadrado dos
residuos padronizados, indicando que todos os modelos sao adequados para modelar a volatilidade

condicional.
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GARCH com distribuigao t:

cond.dist = "t")
> summary (retornos.ubb1500.garcht)

Call:

cond.dist = "t")

Mean Equation: retornos.ubb1500 ~ 1

Conditional Variance Equation: ~ garch(l, 1)

Conditional Distribution: t
with estimated parameter 3.122728 and standard error 0.2996047

Value Std.Error t value Pr(>It])

C 0.0014458 0.00070683 2.045 2.049e-002

A 0.0002328 0.00005326 4.372 6.595e-006
ARCH(1) 0.3846816 0.07850717 4.900 5.314e-007
GARCH(1) 0.6217564 0.03869152 16.070 0.000e+000

AIC(5) = -5725.653
BIC(5) = -5699.09

Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
6919 0 0.9405 0

> retornos.ubb1500.garcht = garch(retornos.ubb1500 ~ 1, ~ garch(l, 1),

garch(formula.mean = retornos.ubb1500 ~ 1, formula.var = ~ garch(l, 1),

127
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Ljung-Box test for standardized residuals:

Statistic P-value Chi~“2-d.f.
14.19 0.2888 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:

Statistic P-value Chi~2-d.f.
19.53 0.07655 12

Lagrange multiplier test:

Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag 4 Lag b Lag 6 Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10
0.9636 -0.08449 -1.357 -0.8535 1.628 -0.5114 -0.7055 -0.1573 3.817 0.03362

Lag 11 Lag 12 C
-0.2637 0.06991 0.03735

TR"2 P-value F-stat P-value
20.28 0.06195 1.869 0.1195
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EGARCH:

> retornos.ubb1500.egarch = garch(retornos.ubb1500 ~ 1,

egarch(1l, 1),
leverage = T)

> summary (retornos.ubb1500.egarch)

Call:
garch(formula.mean = retornos.ubbl500 ~ 1, formula.var = ~ egarch(l, 1),

leverage = T)
Mean Equation: retornos.ubb1500 ~ 1
Conditional Variance Equation: ~ egarch(l, 1)

Conditional Distribution: gaussian

Value Std.Error t value Pr(>ltl)

C 0.001165 0.000872 1.336 9.084e-002

A -0.778409 0.030020 -25.930 0.000e+000
ARCH(1) 0.412271 0.015178 27.163 0.000e+000
GARCH(1) 0.922724 0.004439 207.859 0.000e+000
LEV(1) -0.209196 0.032734 -6.391 1.100e-010

AIC(5) = -5393.344
BIC(5) = -5366.781

Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
5890 0 0.9401 0
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Ljung-Box test for standardized residuals:

Statistic P-value Chi~“2-d.f.
15.09 0.2368 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:

Statistic P-value Chi~“2-d.f.
36.48 0.0002711 12

Lagrange multiplier test:

Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag 4lagb Lag 6 Lag?7 Lag 8 Lag 9 Lag 10
0.7143 0.2453 -1.324 -0.9288 1.609 -0.5148 -0.8064 -0.06193 5.616 -0.2487

Lag 11 Lag 12 C
-0.2503 0.06908 0.8566

TR"2 P-value F-stat P-value
37.11 0.0002146 3.46 0.01196

No teste Ljung-Box (p-valor igual a 0,0002711) para o quadrado dos residuos padronizados,
rejeitamos a hipdétese nula Hy da nao existéncia de autocorrelagao. Portanto, o modelo nao captura

com sucesso a estrutura de correlagao serial variancia condicional.
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TGARCH:

> retornos.ubb1500.tgarch = garch(retornos.ubb1500 ~ 1, ~ tgarch(1l, 1), trace
=F)
> summary (retornos.ubb1500.tgarch)

Call:
garch(formula.mean = retornos.ubbl500 ~ 1, formula.var = ~ tgarch(1l, 1),

trace = F)
Mean Equation: retornos.ubb1500 ~ 1
Conditional Variance Equation: ~ tgarch(l, 1)

Conditional Distribution: gaussian

Value Std.Error t value Pr(>ltl)

C 0.0015801 0.00093444 1.691 4.553e-002

A 0.0001599 0.00001175 13.614 0.000e+000
ARCH(1) 0.2158605 0.02701008 7.992 1.332e-015
GARCH(1) 0.6601752 0.01278423 51.640 0.000e+000
GAMMA(1) 0.2172474 0.03793976 5.726 6.201e-009

AIC(5) = -5396.454
BIC(5) = -5369.891

Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
5083 0 0.9461 0
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Ljung-Box test for standardized residuals:

Statistic P-value Chi~“2-d.f.
14.63 0.262 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:

Statistic P-value Chi~2-d.f.
14.91 0.2465 12

Lagrange multiplier test:

Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag 4Llag b5 Lag6 Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10
0.6815 -0.292 -1.45 -0.9687 1.409 -0.6466 -0.7293 -0.1441 3.098 -0.1609

Lag 11 Lag 12 C
-0.2386 0.07708 0.1904

TR"2 P-value F-stat P-value
15.43 0.2185 1.418 0.2655
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PGARCH:

> retornos.ubb1500.pgarch = garch(retornos.ubbl1500 ~ 1, ~ pgarch(1l, 1), trace
=F)
> summary (retornos.ubb1500.pgarch)

Call:
garch(formula.mean = retornos.ubbl500 ~ 1, formula.var = =~ pgarch(1l, 1),

trace = F)

Mean Equation: retornos.ubb1500 ~ 1

Conditional Variance Equation: ~ pgarch(l, 1)

Conditional Distribution: gaussian

Value Std.Error t value Pr(>|tl)

C 0.0029164 0.0008233 3.542 0.0002045

A 0.0003495 0.0001054  3.315 0.0004689
ARCH(1) 0.3261021 0.0202585 16.097 0.0000000
GARCH(1) 0.6707024 0.0167764 39.979 0.0000000
POWER 1.7695038 0.1031289 17.158 0.0000000

AIC(5) = -5380.297
BIC(5) = -5353.735

Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
6437 0 0.9426 0
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Ljung-Box test for standardized residuals:
Statistic P-value Chi~2-d.f.
13.64 0.3241 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:

Statistic P-value Chi~2-d.f.
16.81 0.1568 12

Lagrange multiplier test:

Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag 4Llagb Lag6 Lag7 Lag 8 Lag 9 Lag 10
1.15 -0.0726 -1.353 -0.9104 1.386 -0.6042 -0.7677 -0.2297 3.419 -0.02578

Lag 11 Lag 12 C
-0.3419 0.07096 0.2192

TR"2 P-value F-stat P-value
17.56 0.1298 1.615 0.1861




6.1. APLICACOES

Comparagao dos modelos ajustados:

> compara.ubb = compare.mgarch(retornos.ubb1500.garch, retornos.ubbl1500.garcht,
retornos.ubb1500.egarch, retornos.ubbl500.tgarch,

retornos.ubb1500.pgarch)

> compara.ubb

retornos.ubbl1500.garch retornos.ubb1500.garcht

AIC -5381 -5726
BIC -5360 -5699
Likelihood 2695 2868

retornos.ubbl1500.egarch retornos.ubbl1500.tgarch

AIC -5393 -5396
BIC -5367 -5370
Likelihood 2702 2703

retornos.ubb1500.pgarch

AIC -5380
BIC -5354
Likelihood 2695

Gréficos de diagnéstico:

> plot(compara.ubb)

> plot(compara.ubb, qq = T)

135
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QQ-plot dos residuos padronizados
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Figura 6.7: QQ-plot dos residuos padronizados - modelos TGARCH, PGARCH, GARCH, GARCH

com distribuicao t e EGARCH
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FAC do quadrade dos residuos padronizados
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Figura 6.8: FAC do quadrado dos residuos padronizados - modelos TGARCH, PGARCH, GARCH,
GARCH com distribuigao t e EGARCH

(c) Modelos GARCH com memdria longa

Finalmente, com o objetivo de capturar diretamente o comportamento de memoria longa e a alta
persisténcia na volatilidade, vamos ajustar modelos FIGARCH e FIEGARCH na série de retornos
UBB1500.
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FIGARCH
> retornos.ubb1500.figarch = fgarch(retornos.ubb1500 ~ 1, ~ figarch(1l, 1))

> summary (retornos.ubb1500.figarch)

Call:

fgarch(formula.mean = retornos.ubb1500 ~ 1, formula.var = ~ figarch(i, 1))
Mean Equation: retornos.ubbl500 ~ 1

Conditional Variance Equation: ~ figarch(1l, 1)

Value Std.Error t value Pr(>ltl)

C 0.003459 0.00065093 5.314 6.181e-008

A 0.000148 0.00001446 10.231 0.000e+000
GARCH(1) 0.672739 0.03200063 21.023 0.000e+000
ARCH(1) 0.150692 0.03380121  4.458 4.442e-006
fraction 1.000000 0.04998750 20.005 0.000e+000

AIC(5) = -5388.206
BIC(5) = -5361.643

Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
6112 0 0.9441 0
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Ljung-Box test for standardized residuals:
Statistic P-value Chi~2-d.f.
13.76 0.3163 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:

Statistic P-value Chi~2-d.f.
11.18 0.5138 12

Lagrange multiplier test:

Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag4lagb Lag6 Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10
1.537 0.1625 -1.283 -0.8765 1.317 -0.5961 -0.8547 -0.2932 2.305 -0.07007

Lag 11 Lag 12 C
-0.3423 0.07353 -0.04106

TR"2 P-value F-stat P-value
12 0.4454 1.1 0.4693




140 CAPITULO 6. APLICACAO EM SERIES REAIS

FIEGARCH
> retornos.ubb1500.fiegarch = fgarch(retornos.ubb1500 ~ 1, ~ fiegarch(1l, 1),

leverage = T)

> summary (retornos.ubb1500.fiegarch)

Call:

fgarch(formula.mean = retornos.ubbl1500 ~ 1, formula.var = ~ fiegarch(1l, 1),
leverage = T)

Mean Equation: retornos.ubb1500 ~ 1

Conditional Variance Equation: ~ fiegarch(l, 1)

Value Std.Error t value Pr(>ltl)

C 0.001355 0.0008375 1.618 5.289e-002

A -0.339235 0.0155445 -21.824 0.000e+000
GARCH(1) 0.341826 0.0786678 4.345 7.428e-006
ARCH(1) 0.428973 0.0236208 18.161 0.000e+000
LEV(1) -0.118341 0.0149878 -7.896 2.776e-015
fraction 0.567583 0.0304559 18.636 0.000e+000

AIC(6) -5390.52
BIC(6) = -5358.645

Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
5320 0 0.935 0
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Ljung-Box test for standardized residuals:
Statistic P-value Chi~2-d.f.
17.55 0.1301 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:
Statistic P-value Chi~“2-d.f.
62.54 7.731e-009 12

Lagrange multiplier test:
Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag 4 lag b Lag 6 Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10
0.4188 0.4792 -1.326 -0.7549 2.418 -0.228 -0.8587 0.3081 7.53 -0.5036

Lag 11 Lag 12 C
-0.4334 0.06799 0.7794

TR"2 P-value F-stat P-value
63.16 5.966e-009 5.996 0.001013

No teste Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados, rejeitamos a hipotese nula Hy
da nao existéncia de autocorrelacao. Portanto, o modelo nao captura com sucesso a estrutura de

correlacao serial variancia condicional.
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Comparagao dos modelos FIGARCH e FIEGARCH com modelo GARCH com distribuicao t

> compara2.ubb = compare.mgarch(retornos.ubb1500.garcht,
retornos.ubb1500.figarch, retornos.ubbl500.fiegarch)
> compara2.ubb

retornos.ubb1500.garcht retornos.ubbl500.figarch

AIC -5726 -5388
BIC -5699 -5362
Likelihood 2868 2699

retornos.ubb1500.fiegarch

AIC -5391
BIC -5359
Likelihood 2701

> plot(compara2.ubb)
> plot(compara2.ubb, qq = T)

FAC do quadrado dos residuos padronizados
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Figura 6.9: FAC do quadrado dos residuos padronizados - modelos GARCH com distribuigao t,

FIGARCH e FIEGARCH
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QQ-plot dos residuos padronizados
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Figura 6.10: QQ-plot dos residuos padronizados - modelos FIEGARCH, GARCH com distribuigao t
e FIGARCH

(d) Conclusao

Comparando os modelos ajustados nos itens (a), (b) e (c¢), concluimos que o modelo GARCH com

distribuigdo t de Student apresenta o melhor ajuste segundo os valores dos critérios AIC e BIC, que
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podem ser observados na Tabela 6.1. O segundo melhor modelo obtido, segundo os mesmos critérios,

foi o modelo ARFIMA ajustado a série de retornos absolutos.

Tabela 6.1: AIC e BIC dos modelos ajustados para a volatilidade da série UBB
Modelo AIC  BIC
ARFIMA - -5523
GARCH ¢t -5726  -5699
FIGARCH -5388 -5362
FIEGARCH -5391 -5359
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6.1.2 Precgos das Agoes do Itau

Os dados desta aplicacao sao provenientes das cotagoes diarias dos precos das acoes do Itad
(série ITAU), de 04 de julho de 1994 a 11 de janeiro de 2008, totalizando 3348 observagdes. Os dados

sao apresentados em reais e a cotacao estudada foi o preco de fechamento diario da agao.

Primeiramente, apresentamos na Figura 6.11 a série ITAU (a), a série de retornos ITAU (b), o

histograma dos retornos ITAU com densidade ajustada (c) e o grafico QQ-plot dos retornos ITAU

(d).
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Figura 6.11: (a) Série ITAU, (b) Série de retornos ITAU, (c) Histograma dos retornos ITAU, (d)
QQ-plot dos retornos ITAU
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Nota-se que a série ITAU apresenta quedas grandes, sendo que a primeira ocorre por volta da
observacao de ntumero 1300, provavelmente devido a alguma acao de desdobramento de agoes. Como
o estudo nao preveé esse tipo de alteracoes, seguiremos as andlises com as primeiras 1200 observagoes.
Chamaremos esta série reduzida de ITAU1200. Na Figura 6.12 temos a série ITAU1200, a série de
retornos ITAU1200, o histograma dos retornos ITAU1200 com densidade ajustada e o grafico QQ-plot
dos retornos ITAU1200.
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Figura 6.12: (a) Série ITAU1200, (b) Série de retornos ITAU1200, (c) Histograma dos retornos
ITAU1200, (d) QQ-plot dos retornos ITAU1200

(a) Modelo ARFIMA

O objetivo desta analise é verificar se a volatilidade condicional da série ITAU1200 possui com-
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portamento de memoria longa.

Abaixo temos algumas medidas resumo da série de retornos UBB1500. A média dos retornos é
igual a 0,0007471, que é préxima de zero. Ajustaremos o modelo ARFIMA para valores absolutos
da série ITAU1200.

> summary (retornos.BBD1500)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-0.4228569 -0.0142099 0.0000000 0.0007471 0.0151710 0.2876821

A Figura 6.13 apresenta a série de retornos absolutos ITAU1200 e sua fungao de autocorrelagao
amostral. Observamos que as autocorrelacoes permanecem significantes até lags altos, o que pode
indicar presenga de memoria longa. O processo tradicional ARMA ajustado resultou em um modelo
com um numero excessivo de parametros, AR(9), o que significa que foram necessarios 9 coeficientes

autorregressivos para capturar a dependéncia nos dados.
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Figura 6.13: (a) Retornos absolutos ITAU1200 e (b) Fungao de autocorrelagdo amostral da série de
retornos absolutos ITAU1200

A estatistica R/S (2,8555), a estatistica R/S modificada (4,5453) e a estatistica do teste GPH
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(2,7238) sao significantes a um nivel de significancia de 1%. Portanto, podemos concluir que existe

presenca de memoéria longa na série retornos absolutos ITAU1200.

O teste GPH apresenta também uma estimativa para o parametro d, d= 0,2315, o que também
sugere memoria longa. O intervalo de confianca de 95% para d baseado no erro padrao assintético,

[0,1271637,0, 3358363, indica que a série é estacionéria.
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Ajustando um modelo ARFIMA para esses dados temos:

> farima.retornos.itaul200abs = FARIMA(retornos.itaul200abs, p.range = c(O,
2), q.range = c(0, 2), mmax = 0)

> summary(farima.retornos.itaul200abs)

Call:

FARIMA(x = retornos.itaul200abs, p.range = c(0, 2), q.range = c(0, 2), mmax
0)

Coefficients:

Value Std. Error t value Pr(>|t|)
d 0.2341 0.0227 10.3350 0.0000

Information Criteria:
log-likelihood BIC
2989.928 -5972.768

Residual scale estimate: 0.0199

total residual
Degree of freedom: 1197 1195

BIC of all models estimated:

q=0 q=1 q=2
p=0 -5972.768 -5964.562 -5956.942
p=1 -5969.898 -5964.875 -5962.208
p=2 -5966.150 -5963.152 -5956.169

149

Pelo critério BIC, o melhor ajuste é o do modelo ARFIMA(0,d,0). Para diagnosticar este mo-

delo, podemos utilizar ferramentas graficas. Na Figura 6.14 apresentamos o QQ-plot dos residuos

padronizados e as autocorrelagoes dos residuos. Observamos que nao ha normalidade nos dados e

que o modelo ajustado é capaz de capturar o comportamento de meméria longa.
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Figura 6.14: (a) QQ-plot dos residuos padronizados e (b) Autocorrelagoes dos residuos

(b) Modelos GARCH

Por enquanto, assumimos que a série retornos absolutos ITAU1200 representa a volatilidade dos
retornos ITAU1200 e tentamos capturar o comportamento de meméria longa na volatilidade. Agora,
vamos utilizar os modelos da familia GARCH para modelar diretamente a volatilidade da série de
retornos I'TAU1200.

Primeiro, apresentamos na Figura 6.15 os graficos das autocorrelagoes dos retornos ITAU1200 e

as autocorrelagoes do quadrado dos retornos ITAU1200.
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Figura 6.15: (a) Autocorrelagoes dos retornos ITAU1200 e (b) Autocorrelacoes do quadrado dos
retornos ITAU1200

Observamos que a série de quadrado dos retornos ITAU1200 apresenta autocorrelacao significante
pelo menos até o lag 14. Conforme descrevemos no Capitulo 4, este comportamento indica a existéncia

de heteroscedasticidade condicional nos dados.

Para comprovar a existéncia de efeitos ARCH nos residuos, realizamos o teste:
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> archTest (retornos.itaul1200)

Test for ARCH Effects: LM Test

Null Hypothesis: no ARCH effects

Test Statistics:

Test Stat 196.0797
p.value 0.0000

Dist. under Null: chi-square with 30 degrees of freedom
Total Observ.: 1199

Como a estatistica do teste é igual a 196,0797, rejeitamos a hipétese nula da nao existéncia de

efeitos ARCH, a um nivel de significancia de 5%.

Podemos, entao, ajustar modelos da familia GARCH para a série de retornos ITAU1200. Ajus-
tando um modelo GARCH(1, 1), supondo normalidade nos erros, temos que, na andlise das estatis-

ticas resumo, os coeficientes do modelo ajustado sao todos significantes:

Estimated Coefficients:
Value Std.Error t value Pr(>ltl)
C 0.00244736 0.00072734 3.365 3.952e-004
A 0.00006948 0.00001155 6.016 1.188e-009
ARCH(1) 0.21231705 0.02430928 8.734 0.000e+000
GARCH(1) 0.71588897 0.02994936 23.903 0.000e+000

Os testes de normalidade Jarque-Bera (234, com p-valor=0) e Shapiro-Wilks (0,9707, com p-
valor=0) para os residuos padronizados €;/o; indicam nao normalidade (Hy =normalidade). No
teste Ljung-Box para os residuos padronizados rejeitamos a hipétese nula Hy da nao existéncia de
autocorrelacao, mas para o quadrado dos residuos padronizados, nao rejeitamos a hipdtese nula
Hy. Portanto, o modelo capturou com sucesso apenas a estrutura de correlacao serial na variancia

condicional.
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Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
234 0 0.9707 0

Ljung-Box test for standardized residuals:
Statistic P-value Chi~“2-d.f.
44.29 0.00001363 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:
Statistic P-value Chi“2-d.f.
12.24 0.4265 12

No teste do multiplicador de Lagrange para efeitos ARCH nos residuos padronizados nao rejeita-

mos a hipétese nula da néao existéncia de efeitos ARCH, com p-valor de 0, 3387.

Lagrange multiplier test:
Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag 4 Lag b5 Lag 6 Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10
-0.6212 0.4992 -1.507 1.448 -0.5712 -0.6972 -0.8587 0.3251 -1.688 1.48

Lag 11 Lag 12 C
1.438 -0.1593 0.2425

TR"2 P-value F-stat P-value
13.43 0.3387 1.235 0.3697

A Figura 6.16 apresenta o QQ-plot dos residuos padronizados e o gréafico das autocorrelagoes do
quadrado dos residuos padronizados. Observamos no grafico QQ-plot que a suposigao de normalidade

nao é apropriada, confirmando os resultados dos testes apresentados anteriormente.
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QQ-plot dos residuos padronizados FAC do quadrado dos residuos padronizados
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Figura 6.16: (a) QQ-plot dos residuos padronizados e (b) Autocorrelagoes do quadrado dos residuos

padronizados

Agora, vamos ajustar um modelo GARCH(1, 1) supondo distribuicao t de Student para os erros e
as extensoes do modelo GARCH apresentadas em (4.6) (EGARCH, TGARCH e PGARCH). Observa-
se, pelos critérios AIC e BIC, que o melhor modelo GARCH ajustado é aquele que sup0Oe erros com
distribuicao t de Student. Confirmamos este resultado pela Figura 6.17. A Figura 6.18 apresenta
as autocorrelagoes do quadrado dos residuos padronizados, indicando que todos os modelos sao

adequados para modelar a volatilidade condicional.
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Comparagao dos modelos ajustados:

> compara.itau = compare.mgarch(retornos.itaul200.garch,
retornos.itaul200.garcht, retornos.itaul200.egarch,
retornos.itaul200.tgarch, retornos.itaul200.pgarch)

> compara.itau

retornos.itaul200.garch retornos.itaul200.garcht

AIC -5315 -5421
BIC -5295 -5395
Likelihood 2662 2715

retornos.itaul200.egarch retornos.itaul200.tgarch

AIC -5340 -5336
BIC -5315 -5311
Likelihood 2675 2673

retornos.itaul200.pgarch

AIC -5320

BIC -5294
Likelihood 2665
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Gréficos de diagnéstico:

FAC do quadrado dos residuos padronizados
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Figura 6.17: QQ-plot dos residuos padronizados - modelos TGARCH, PGARCH, GARCH, GARCH
com distribui¢do t e EGARCH
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QQ-plot dos residuos padronizados
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Figura 6.18: FAC do quadrado dos residuos padronizados - modelos TGARCH, PGARCH, GARCH,

GARCH com distribuigao t e EGARCH

(c) Modelos GARCH com memdria longa

Finalmente, com o objetivo de capturar diretamente o comportamento de memoria longa e a alta

persisténcia na volatilidade, vamos ajustar modelos FIGARCH e FIEGARCH na série de retornos

ITAU1200.



158 CAPITULO 6. APLICACAO EM SERIES REAIS

Comparagao dos modelos FIGARCH e FIEGARCH com modelo GARCH com distribuicao t

> compara2.itau = compare.mgarch(retornos.itaul200.garcht,
retornos.itaul200.figarch, retornos.itaul200.fiegarch)
> compara2.itau

retornos.itaul200.garcht retornos.itaul200.figarch

AIC -5421 -5319
BIC -5395 -5294
Likelihood 2715 2665

retornos.itaul200.fiegarch

AIC
BIC
Likelihood

-5335
-5305
2674
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Figura 6.19: FAC do quadrado dos residuos padronizados -

FIGARCH e FIEGARCH

modelos GARCH com distribui¢ao
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QQ-plot dos residuos padronizados
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Figura 6.20: QQ-plot dos residuos padronizados - modelos FIEGARCH, GARCH com distribuigao t
e FIGARCH

(d) Conclusao

Comparando os modelos ajustados nos itens (a), (b) e (¢), concluimos que o modelo ARFIMA

(ajustado para a série de retornos absolutos) apresenta o melhor ajuste segundo o critérios BIC,
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conforme podemos observar na tabela a seguir.

Tabela 6.2: AIC e BIC dos modelos ajustados para a volatilidade da série ITAU
Modelo AIC BIC
ARFIMA - -5973
GARCH ¢t -5421  -5395
FIGARCH -5319  -5294
FIEGARCH -5335 -5305

6.1.3 Precgos das Agoes do Bradesco

Os dados desta aplicagdo sao provenientes das cotagoes diarias dos precgos das a¢oes do Bradesco
(série BDC), de 04 de julho de 1994 a 11 de janeiro de 2008, totalizando 3348 observagoes. Os dados

sdo apresentados em reais e a cotacao estudada foi o prego de fechamento didrio da acao.

Primeiramente, apresentamos na Figura 6.21 a série BDC (a), a série de retornos BDC (b), o

histograma dos retornos BDC com densidade ajustada (c) e o grafico QQ-plot dos retornos BDC (d).
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Figura 6.21: (a) Série BDC, (b) Série de retornos BDC, (c) Histograma dos retornos BDC, (d)
QQ-plot dos retornos BDC

Nota-se que a série BDC apresenta oscilagdao grande por volta da observacao 2500, provavelmente
devido a alguma agao de grupamento de agoes. Como o estudo nao prevé esse tipo de alteracoes, segui-
remos as andlises com as primeiras 1500 observacoes. Chamaremos esta série reduzida de BDC1500.
Na Figura 6.22 temos a série BDC1500, a série de retornos BDC1500, o histograma dos retornos
BDC1500 com densidade ajustada e o grafico QQ-plot dos retornos BDC1500.
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Figura 6.22: (a) Série BDC1500, (b) Série de retornos BDC1500, (c) Histograma dos retornos
BDC1500, (d) QQ-plot dos retornos BDC1500

(a) Modelo ARFIMA

O objetivo desta analise é verificar se a volatilidade condicional da série BDC1500 possui com-

portamento de memoria longa.

Abaixo temos algumas medidas resumo da série de retornos UBB1500. A média dos retornos é
igual a 0,0007471, que é préxima de zero. Ajustaremos o modelo ARFIMA para valores absolutos
da série de retornos BDC1500.
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> summary (retornos.BBD1500)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-0.4228569 -0.0142099 0.0000000 0.0007471 0.0151710 0.2876821

A Figura 6.23 apresenta a série de retornos absolutos BDC1500 e sua fungao de autocorrelagao
amostral. Observamos que as autocorrelacoes permanecem significantes até lags altos, o que pode
indicar presenca de memoéria longa. O processo tradicional ARMA ajustado resultou em um modelo
com um numero excessivo de parametros, AR(12), o que significa que foram necessérios 12 coeficientes

autorregressivos para capturar a dependéncia nos dados.
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Figura 6.23: (a) Retornos absolutos BDC1500 e (b) Fungao de autocorrelagao amostral da série de
retornos absolutos BDC1500

A estatistica R/S (2,5218), a estatistica R/S modificada (4,5453) e a estatistica do teste GPH
(3,7205) sao significantes a um nivel de significancia de 1%. Portanto, podemos concluir que existe

presencga de memoria longa na série retornos absolutos BDC1500.

O teste GPH apresenta também uma estimativa para o parametro d, d=0,3164, o que também

sugere memoria longa. O intervalo de confianca de 95% para d baseado no erro padrao assintético,
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[0,2189,0,4139], indica que a série é estaciondria.

Ajustando um modelo ARFIMA para esses dados temos:

> farima.retornos.BBD1500abs = FARIMA(retornos.BBD1500abs, p.range = c(0, 2),
q.range = c(0, 2), mmax = 0)

> summary(farima.retornos.BBD1500abs)

Call:
FARIMA(x = retornos.BBD1500abs, p.range = c(0, 2), q.range = c(0, 2), mmax = 0
)

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
d 0.2094 0.0203 10.3381 0.0000

Information Criteria:
log-likelihood BIC
3459.829 -6912.348

Residual scale estimate: 0.024

total residual
Degree of freedom: 1497 1495

BIC of all models estimated:

g=0 q=1 q=2
p=0 -6912.348 -6902.740 -6896.887
p=1 -6908.388 -6901.158 -6894.586
p=2 -6906.592 -6899.647 -6897.497

Pelo critério BIC, o melhor ajuste é o do modelo ARFIMA(0,d,0). Para diagnosticar este mo-
delo, podemos utilizar ferramentas graficas. Na Figura 6.24 apresentamos o QQ-plot dos residuos
padronizados (a) e as autocorrelagoes dos residuos (b). Observamos que nao hé normalidade nos

dados e que o modelo ajustado é capaz de capturar o comportamento de memoria longa.
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Por enquanto, assumimos que a série retornos absolutos BDC1500 representa a volatilidade dos

retornos BDC1500 e tentamos capturar o comportamento de meméria longa na volatilidade. Agora,

vamos utilizar os modelos da familia GARCH para modelar diretamente a volatilidade da série de

retornos BDC1500.

Primeiro, apresentamos na Figura 6.25 os graficos das autocorrelagoes dos retornos BDC1500 e

as autocorrelagoes do quadrado dos retornos BDC1500.
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Figura 6.25: (a) Autocorrelagoes dos retornos BDC1500 e (b) Autocorrelagoes do quadrado dos
retornos BDC1500

Para testar a existéncia de efeitos ARCH nos residuos, realizamos o teste:

> archTest (retornos.BBD1500)

Test for ARCH Effects: LM Test

Null Hypothesis: no ARCH effects

Test Statistics:

Test Stat 18.3942
p.value 0.9643

Dist. under Null: chi-square with 31 degrees of freedom
Total Observ.: 1499

Como a estatistica do teste é igual a 18,3942, nao rejeitamos a hipdtese nula da nao existéncia
de efeitos ARCH.
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Ajustando um modelo GARCH(1, 1), supondo normalidade nos erros, temos que, na andlise das

estatisticas resumo, os coeficientes do modelo ajustado sao todos significantes:

Estimated Coefficients:
Value Std.Error t value Pr(>ltl)
C 0.0017654 0.00084997 2.077 1.898e-002
A 0.0003319 0.00003285 10.105 0.000e+000
ARCH(1) 0.3034684 0.03652567 8.308 1.110e-016
GARCH(1) 0.4124113 0.05270524 7.825 4.774e-015

Os testes de normalidade Jarque-Bera (168870, com p-valor=0) e Shapiro-Wilks (0,893, com

p-valor=0) para os residuos padronizados €;/o; indicam nao normalidade (Hy =normalidade).

No teste Ljung-Box para os residuos padronizados rejeitamos a hipdtese nula Hy da nao existéncia
de autocorrelagao, mas para o quadrado dos residuos padronizados, nao rejeitamos a hipétese nula
Hy.

Normality Test:
Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
168870 0 0.893 0

Ljung-Box test for standardized residuals:

Statistic P-value Chi~2-d.f.
24.82 0.01571 12

Ljung-Box test for squared standardized residuals:

Statistic P-value Chi~2-d.f.
0.2431 1 12

No teste do multiplicador de Lagrange para efeitos ARCH nos residuos padronizados nao rejeita-

mos a hipétese nula da nao existéncia de efeitos ARCH.
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Lagrange multiplier test:
Lag 1 Lag 2 Lag 3 Lag 4 Lagbh Lag 6 Lag 7 Lag 8 Lag 9
-0.07948 -0.02453 -0.2404 -0.1199 -0.1685 -0.08155 -0.1863 0.206 -0.1447

Lag 10 Lag 11 Lag 12 C
-0.0147 0.03677 -0.01459 -0.1683

TR"2 P-value F-stat P-value
0.2425 1 0.02205 1

A Figura 6.26 apresenta o QQ-plot dos residuos padronizados e o grafico das autocorrelagoes do
quadrado dos residuos padronizados. Observamos no grafico QQ-plot que a suposi¢ao de normalidade

nao é apropriada, confirmando os resultados dos testes apresentados anteriormente.

QQ-plot dos residuos padronizados FAC do quadrado dos residuos padronizados

1
QQ-Plot ACE
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(@) Lags

(b)

Figura 6.26: (a) QQ-plot dos residuos padronizados e (b) Autocorrelagoes do quadrado dos residuos

padronizados

Agora, vamos ajustar um modelo GARCH(1, 1) supondo distribuicao t de Student para os erros e
as extensoes do modelo GARCH apresentadas em (4.6) (EGARCH, TGARCH e PGARCH). Observa-

se, pelos critérios AIC e BIC, que o melhor modelo GARCH ajustado é aquele que supoOe erros com
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distribui¢do t de Student. Confirmamos este resultado pela Figura 6.27. A Figura 6.28 apresenta
as autocorrelagoes do quadrado dos residuos padronizados, indicando que todos os modelos sao

adequados para modelar a volatilidade condicional.

Comparacao dos modelos ajustados:

> compara.BBD
retornos.BBD1500.garch retornos.BBD1500.garcht

AIC -6211 -6628
BIC -6189 -6601
Likelihood 3109 3319

retornos.BBD1500.egarch retornos.BBD1500.tgarch

AIC -6253 -6249
BIC -6227 -6223
Likelihood 3132 3130

retornos.BBD1500.pgarch

AIC -6216

BIC -6189
Likelihood 3113
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Gréficos de diagnéstico:

FAC do quadrado dos residuos padronizados

0 5 0 15 20 25 30
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Figura 6.27: QQ-plot dos residuos padronizados - modelos TGARCH, PGARCH, GARCH, GARCH
com distribui¢do t e EGARCH
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QQ-plot dos residuos padronizados
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Figura 6.28: FAC do quadrado dos residuos padronizados - modelos TGARCH, PGARCH, GARCH,
GARCH com distribuigao t e EGARCH

(c) Modelos GARCH com memdria longa

Finalmente, com o objetivo de capturar diretamente o comportamento de memoria longa e a alta
persisténcia na volatilidade, vamos ajustar modelos FIGARCH e FIEGARCH na série de retornos
BDC1500.
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Comparagao dos modelos FIGARCH e FIEGARCH com modelo GARCH com distribuicao t

> compara2.BBD = compare.mgarch(retornos.BBD1500.garcht,
retornos.BBD1500.figarch, retornos.BBD1500.fiegarch)
> compara2.BBD

retornos.BBD1500.garcht retornos.BBD1500.figarch

AIC -6628 -6195
BIC -6601 -6168
Likelihood 3319 3102

retornos.BBD1500.fiegarch

AIC -6257
BIC -6225
Likelihood 3134

FAC do quadrado dos residuos padronizados

0 5 10 15 20 25 30
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| 1 1 |
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0.4 r

0.2 =
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Figura 6.29: FAC do quadrado dos residuos padronizados - modelos GARCH com distribuicao t,
FIGARCH e FIEGARCH
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QQ-plot dos residuos padronizados
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Figura 6.30: QQ-plot dos residuos padronizados - modelos FIEGARCH, GARCH com distribuigao t
e FIGARCH

(d) Conclusao

Comparando os modelos ajustados nos itens (a), (b) e (c), concluimos que o modelo ARFIMA

(ajustado para a série de retornos absolutos) apresenta o melhor ajuste segundo o critérios BIC,
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conforme mostra a Tabela 6.3.

Tabela 6.3: AIC e BIC dos modelos ajustados para a volatilidade da série BDC
Modelo AIC  BIC
ARFIMA - -6912
GARCH ¢t -6628 -6601
FIGARCH -6195 -6168
FIEGARCH -6257 -6225




Capitulo 7

Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho apresentamos os modelos ARFIMA, GARCH e GARCH com memdria longa para

modelar a volatilidade de séries temporais financeiras.

Para o modelo ARFIMA, apresentamos 7 estimadores para o pardmetro de memoria longa e
mostramos, via simulagoes dos modelos ARFIMA(1,d,0), ARFIMA(0,d,1) e ARFIMA(1,d, 1), que

a melhor performance ocorre para o estimador de maxima verossimilhanca.

No caso do modelo GARCH(1, 1), avaliamos o comportamento do estimador de maxima veros-
similhanca nas simulagGes, para diferentes pares dos parametros a; e by, e concluimos que quanto
maior o valor de um parametro, menor é o EQM das estimativas do outro parametro, ou seja, quanto
maior b; melhor serd a estimativa de a; e quanto maior for o parametro a1, melhor serd a estimativa
de by. Analisando os dois parametros em conjunto, observamos que as melhores estimativas da soma

dos parametros ocorre quando o valor da soma dos parametro se aproxima de 1.

Para o modelo FIGARCH, avaliamos o comportamento do estimador de maxima verossimilhanga
para o parametro d nos modelos FIGARCH(1,d,0), FIGARCH(0,d, 1) e FIGARCH(1,d, 1), e mos-
tramos por meio de simulagoes que, para todos os modelos simulados, o estimador apresenta bom

desempenho independentemente dos valores dos parametros de aq e b;.

Na aplicacao a dados reais observamos que o modelo GARCH de erros com distribuigao t de
Student apresenta melhor ajuste para a série UBB, em termos dos critérios AIC e BIC, mesmo
nao levando em conta a caracteristica de meméria longa na variancia condicional. Provavelmente
esse resultado ocorre por conta do fato de que os retornos apresentam caudas mais pesadas que a
distribuigdo normal e os modelos FIGARCH e FIEGARCH assumem normalidade dos residuos. Por

175
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outro lado, para as séries ITAU e BDC observamos melhor resultado, segundo critério BIC, para o
modelo ajustado ARFIMA.

Como trabalhos futuros pode-se desenvolver os algoritmos para os estimadores de Whittle e de
Minimos Desvios Absolutos para modelos GARCH apresentados no Capitulo 4, e estudar métodos
de previsao para os modelos ajustados GARCH e FIGARCH. Além disso, pode-se trabalhar com
os programas de simulacdo de modelos FIGARCH apresentados no Apéndice A para melhorar sua

performance e diminuir o tempo de cada simulacao.



Apéndice A

Programas

Neste anexo, apresentamos alguns dos programas utilizados na simulacao e estimacao dos para-

metros dos modelos estudados.

O software utilizado foi o S-Plus 6.1. Muitas das fungoes utilizadas sao provenientes do médulo

FinMetrics deste software.

A.1 Método de ondaletas para estimacao do parametro de memdria longa no
modelo ARFIMA (p, d, q)

S S S S i 1
##H# Método da Ondaleta ##HHH
it S

### construindo a ondaleta Haar
matriz.coef.psi <- function(valor) {

indice.psi <- (27indice.j)#*valor - indice.k

psi <- 0

if ((indice.psi < 0.5) && (indice.psi >= 0))
psi <- 1

if ((indice.psi < 1) && (indice.psi >= 0.5))
psi <= (-1)

psi <- (2" (indice.j/2))*psi
psi}

HERHHHHHEE ] d=0.05

177
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###T & o nimero de observagdes #jota <- 10, 9, 8
TA <- 1024

jota <- 10

indice.t0 <- seq(0, (TA-1))

###divide por T para ficar entre 0 e 1
indice.t <- indice.t0/TA

###cria matriz de coeficientes da ondaleta

matriz.coef.wav <- matrix(0, TA, 2" jota - 1)

contador <- 0

vetor.psi <- numeric()

for (j in 0:(jota-1)) {

for (k in 0:(2°j-1)) {

indice.j <- j

indice.k <- k

vetor.psi <- apply(as.array(indice.t), 1, matriz.coef.psi)
contador <- contador + 1

matriz.coef.wav[,contador] <- vetor.psi }}

###cria vetor y
vetor.yl <- numeric()

contadoryl <- 0

###construindo o vetor y

for (j in 0:(jota-1)) {

contadoryl <- contadoryl + 1
vetor.yl[contadoryl] <- log((2)~(-2*j))}
vetor.y <- numeric()

contadory <- 0O

for (j in 0:(jota-1)) {
contadory <- contadory + 1

vetor.y[contadory] <- vetor.yl[contadory] - mean (vetor.yl)}

PROGRAMAS



A.1. METODO DE ONDALETAS PARA ESTIMACAO DO PARAMETRO DE MEMORIA LONGA NO MODE.

####calcula d.chapeu
####tseries. 005 -> 500 séries geradas com pardmetro d=0.05 (rotina simulate.FARIMA)
d.wav.005 <- matrix(0, 1, 500)

contador <- 1

for (i in 1 : 500) {

####construindo o vetor de estimativas dos coeficientes da ondaleta
vetor.d <- series.005[,contador] %*% matriz.coef.wav

contador0 <- 1

vetor.d2 <- numeric()

for (j in 0:(jota-1)) {

for (k in 0:(2°j-1)) {
vetor.d2[contador0] <- vetor.d[contador0]
contador0 <- contadorO + 1 } }

contadorl <- 0
contador2 <- 0

vetor.r <- numeric()

for (j in 0:(jota-1)) {

contadorl <- contadorl + 1

valor.r <- 0

for (k in 0:(2°j-1)) {

contador2 <- contador2 + 1

valor.r <- vetor.d2[contador2] "2 + valor.r }

vetor.r[contadorl] <- valor.r/(27j) %

####criando log(vetor.r)

logvetor.r <- log(vetor.r)

####testimando o par@metro de meméria longa d

d.chapeu <- ((vetor.y %x% logvetor.r) / (sum(vetor.y~2)))

d.wav.005[,contador] <- d.chapeu

contador <- contador + 1}
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A.2 Simulagao do modelo FIGARCH(1,d, 1)

module (FinMetrics)

HERHHHHHHE R R R R R
HiHH# FIGARCH(1,d,1) HHHH#
HAHHHBHHHBH SRR B HHAFHH RS H R B H B F RS H BB R H R R RS

HHHHEHHHEHHHEHHEHEHE
# PARAMETROS #
A
d<-0.45

b1<-0.4

a0<-0.1

a1<-(-0.2)

n<-2000

HHHHEHEHFHFHHR

# DELTA #
HHHHHHHHHH R ARG H SRR SRR

vetor.delta<-numeric()

vetor.delta0 <- d*gamma(0-d)/(gamma(0+1)*gamma(1-d))
vetor.delta[1]<-d*xgamma(1-d)/(gamma(1+1)*gamma(1-d))

for (k in 2:n){
vetor.deltal[k]<-vetor.deltalk-1]1*((k-1-d)/k) }

HERHHHHHHE R
# LAMBDA #
HERHHHHHHE

vetor.lambda<-numeric ()
vetor.lambda[1]<- al + vetor.deltal1]
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for (i in 2:n){
vetor.lambda[i]<- vetor.deltal[i] - al*vetor.deltal[i-1] }

epsilon.menos0204504.200=matrix (0,n-200,100)
sigma2.menos0204504.200=matrix (0,n-200,100)
param.figarch.menos0204504.200=matrix(0,100,3)

for (s in 1 : 100){

HHGHEHEHFHFHFHHRH AR RS R3S
# z(t) #
HHHHHHHHHH R ARG H SRS RS RS RS
z<-rnorm(n+1000,0,1)

z <= z[z<3 & z>(-3)]

z<- z[1:n]

HEHAH BB H B HBFH AR R AR RS H RS R

# EPSILON #
HAHHAH B HBHHAFHAH B H B HBHH
epsilon = numeric()

epsilon2 = numeric()

sigma2 = numeric()
sigma2[1]=0.001

cte = ((1-b1)"(-1))*a0
epsilon[1]=z[1]*sqrt(sigma2[1])
epsilon2[1]=epsilon[1]~2

for (¢t in 2 : n){

vmultiplica <-0
for (k in 1 : (t-1)){
vmultiplica = vmultiplica+vetor.lambdal[k]*(epsilon2[t-k]) }
sigma2[t] = cte + vmultiplica
epsilon[t]l=z[t]*sqrt(sigma2[t])
epsilon2[t]=(epsilon[t]) "2}

epsilon.menos0204504.200([,s]<-epsilon[201:2000]
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sigma2.menos0204504.200([,s]<-sigma2[201:2000]
param.figarch.temp = fgarch(epsilon.menos0204504.200[,s] -1, “figarch(1,0))

param.figarch.menos0204504.200[s,]= t(param.figarch.temp$coef) }
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