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Resumo

DINIZ, M. A. Modelos Bayesianos semi-paramétricos para dados binarios. 2015. 66 f. Tese
(Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.
Este trabalho propoe modelos Bayesiano semi-paramétricos para dados bindrios. O primeiro modelo
é uma mistura em escala que permite lidar com discrepancias relacionadas a curtose do modelo
Logistico. E uma extensio relevante a partir do que ja foi proposto por Basu e Mukhopadhyay
[1998] ao possibilitar a interpretacao da distribuigao a priori dos parametros através de razoes de
chances.

O segundo modelo usufrui da mistura em escala em conjunto com a transformagdo proposta
por Yeo e Johnson [2000] possibilitando que a curtose assim como a assimetria sejam ajustadas e
um paradmetro informativo de assimetria seja estimado. Esta transformacdo é muito mais apropri-
ada para lidar com valores negativos do que a transformacgao de Box e Cox [1964] utilizada por
Guerrero e Johnson [1982] e é mais simples do que o modelo proposto por Stukel [1988].

Por fim, o terceiro modelo é o mais geral entre todos e consiste em uma mistura de posigao
e escala tal que possa descrever curtose, assimetria e também bimodalidade. O modelo proposto
por Newton et al. [1996], embora, seja bastante geral, ndo permite uma interpretagao palpavel da
distribuicao a priori para os pesquisadores da area aplicada.

A avaliacdo dos modelos é realizada através de medidas de distancia de probabilidade Cramér-
von Mises, Kolmogorov-Smirnov e Anderson-Darling e também pelas Ordenadas Preditivas Condi-

cionais.

Palavras-chave: Bayesiana semi-paramétrico, dados binarios, assimetria, regressao lo-

gistica

1ii



v



Abstract

DINIZ, M. A. Bayesian semi-parametric models for binary data. 2015. 66 f. Tese (Douto-
rado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

This work proposes semi-parametric Bayesian models for binary data. The first model is a scale
mixture that allows handling discrepancies related to kurtosis of Logistic model. It is a more in-
teresting extension than has been proposed by Basu e Mukhopadhyay [1998] because this model
allows the interpretation of the prior distribution of parameters using odds ratios.

The second model enjoys the scale mixture together with the scale transformation proposed by
Yeo e Johnson [2000] modeling the kurtosis and the asymmetry such that a parameter of asym-
metry is estimated. This transformation is more appropriate to deal with negative values 77than
the transformation of Box e Cox [1964] used by Guerrero e Johnson [1982] and simpler than the
model proposed by Stukel [1988].

Finally, the third model is the most general among all and consists of a location-scale mixture
that can describe kurtosis and skewness also bimodality. The model proposed by Newton et al.
[1996], although general, does not allow a tangible interpretation of the a priori distribution for
reseachers of applied area.

The evaluation of the models is performed through distance measurements of distribution of
probabilities Cramer-von Mises Kolmogorov-Smirnov and Anderson-Darling and also the Conditi-

onal Predictive sorted.

Keywords: Bayesian Semi-parametric, binary data, asymmetry, logistic regression
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Capitulo 1

Introducao

A literatura sobre dados binérios é bastante vasta e hd uma enorme variedade de modelos sob
a perspectiva classica e bayesiana. Ainda assim, o modelo de regressdo Logistica continua sendo
extensivamente utilizado, independente da qualidade do ajuste, em diversas areas de pesquisa apli-
cada.

Antes de discutir os trabalhos recentes sobre o assunto e estabelecer o contexto sobre o qual este
texto pretende contribuir, é importante entender como o modelo Logistico tornou-se uma ferramenta
central para a modelagem de dados bindrios e, desta forma, uma breve revisao histérica baseada
em Cramer [2011] sera feita.

O mais antigo registro corresponde a Alphonse Quetelet (1795 - 1874), um astronomo belga que
tornou-se estatistico e questionou a suposicao de crescimento exponencial defendida por Malthus
[1872], pois, poderia levar a valores nao factiveis de um tamanho de populagao. Quetelet apresentou
esta preocupagao para seu aluno Pierre-Frangois Verhulst (1804 - 1849), matemético, que adicionou
um termo para representar a existéncia de um limitante ao crescimento indiscriminado na taxa de
crescimento.

O problema formulado no contexto de equacgoes diferenciais tinha como solugdo justamente a
funcao que foi denominada Logistica. Tais ideias foram publicadas em trés artigos no periodo entre
1838 e 1847 com exemplos de crescimento populacional de pafses como Franca, Bélgica e Riissica
até 1833.

Na década de 20, Raymond Pearl (1879 - 1940) e Lowell J. Reed (1886 - 1966) redescobriram
o modelo Logistico estudando o crescimento populacional frente a limitagdo de disponibilidade
de alimentos criada devido a Primeira Guerra Mundial, entretanto, sem nomea-la como Verhulst.
Somente em 1925, George Yule (1871 - 1951) recuperou o termo proposto por Verhulst.

Ao mesmo tempo, o modelo de regressao Probito surgia no artigo de Bliss [1934]| no contexto
de experimentos dose-resposta em que a dose é fixa e a resposta é aleatéria frente a variabilidade
individual em torno da média de tolerancia. O termo Probito foi introduzido também por Bliss
[1935] como uma sigla para a medida de unidade de probabilidade que seria uma forma mais
conveniente de expressar desvios da média de uma distribuicao Normal.

A popularidade do modelo de regressao Probito no inicio do século 20 era significativa e Joseph
Berkson (1899 - 1922), estatistico chefe da clincia Mayo, empreendeu um grande esfor¢o a fim de
popularizar a regressao Logistica. Fista se sobressaia nos dois métodos de estimacao mais populares
(Minimos Quadrados e Méaxima Verossimilhanca) frente a inexisténcia do computador, porém, o
modelo Probito possibilitava a interpretacao em desvios da média de uma distribuicao Normal, o
que parecia ser essencial para os estudos de dose-resposta.

Ao longo das décadas de 60 e 70, outras aplicacoes da regressao Logistica foram descobertas:
modelos log-lineares e estudos retrospectivos. Cox [1969] é um trabalho bastante representativo em
direcao a popularizagdo deste modelo.

Nelder e Weddeburn [1972] introduziram os Modelos Lineares Generalizados e demonstraram
que a funcdo de ligacao definida pela funcao de distribuicdo Logistica é a escolha natural para
estabelecer uma relacao linear entre a probabilidade de sucesso e as covariaveis.
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Por estes e tantos outros motivos, o modelo Logistico tornou-se padrao nos pacotes computacio-
nais disponiveis e é frequentemente o tinico modelo utilizado. Por outro lado, tanto o modelo Probito
como o modelo Logistico sdo simétricos, isto é, a probabilidade de sucesso aproxima-se do valor um
na mesma taxa que se aproxima do valor zero. Esta suposicao pode nao ser valida e ignora-la pode
gerar conclusoes erroneas.

Frente a esta preocupagdo, as alternativas iniciais sdao o modelo Log-log Complementar com
assimetria a direita e o modelo Log-log com assimetria a esquerda provenientes das distribuigoes
Valor Extremo para o minimo e maximo, respectivamente.

Na abordagem cléssica, Aranda-Ordaz [1981] introduziu uma transformacao sobre a probabi-
lidade de sucesso no modelo Logistico tal que este fosse um caso especifico assim como o modelo
Log-log Complementar. Prentice [1976] sugere uma funcdo de ligagdo baseada na funcao de dis-
tribuicao F-Snedecor em que as fungoes de ligacao Logito, Log-log Complementar, Log-log, Probito,
Laplace e Exponencial sao casos particulares.

Na mesma corrente de ideias, Guerrero e Johnson [1982] recorrem a transformacao poténcia
de Box e Cox [1964] e Stukel [1988] baseia~se na transformacao definida por Manly [1976] para
generalizar a regressao Logistica e lidar com discrepancias de assimetria e curtose. Caron e Polpo
[2009] apresentam o modelo de regressao baseado na funcao de distribuicdo Weibull que pode
aproximar as funcoes de ligacao Log-log Complementar, Probito e Logito.

Na perspectiva bayesiana, Albert e Chib [1993] constroem o modelo ¢-student baseado na mis-
tura em escala de componentes com distribuicao Normal através da introducao de varidveis latentes
como um artificio para a reducio do problema ao contexto de regressao linear e sugerem uma apro-
ximagao para o modelo Logistico.

A partir de tais ideias, Czado [1994] utiliza a transformacao poténcia de Box e Cox [1964] para
modelar assimetria aplicando sobre o preditor linear, Chen e Dey [1998] consideram dados binarios
correlacionados e também indicam como escrever a distribuicdo Logistica através de uma mistura
em escala de componentes Normal com a distribuicao de Kolmogorouv-Smirnov.

Chen et al. [1999] sugerem uma mistura de locagao para descrever curvas de probabilidade
assimétricas que mais tarde foi definida por Sahu ef al. [2003] como uma versao alternativa da
distribuicao Normal Assimétrica. Bazan et al. [2010] generalizam a abordagem para considerar
também a distribuigdo Normal Assimétrica definida por Azzalini [1985].

Newton et al. [1996] propéem uma classe de fungoes de distribuigao sem restrigoes aléem da
monotocidade e pardmetros de posicdo e escala conhecidos que em conjunto com uma distribui-
¢ao a priori dada por um processo Dirichlet modificado possibilitam um modelo bayesiano semi-
parameétrico.

Nesta mesma linha, Basu e Mukhopadhyay [1998] através de misturas em escala da distribuicao
Normal e o algoritmo Amostrador de Gibbs por Urna de Pélia [Escobar , 1994| sugerem a versao
bayesiana semi-paramétrica das ideias propostas por Albert e Chib [1993], contudo, limitada ao
modelo Probito a priori devido a dificuldade do Amostrador de Gibbs por Urna de Poélia em lidar
com distribui¢ées nao conjugadas.

Por fim, Polson ef al. [2013] discutem um novo conjunto de varidveis latentes baseadas na
distribuicao Polia-Gama que permite aproximar a regressao Logistica através de uma mistura em
locacao de distribuicdes Normal no contexto bayesiano paramétrico.

E visivel que ha um grande esforco da estatistica bayesiana em formular solucdes para a modela-
gem de dados binarios através da regressao Logistica devido a grande popularidade desta ferramenta
e também a interpretacao dos coeficientes de regressao em termos de razoes de chances.

A razao de chance é uma medida de efeito tipica de estudos retrospectivos e também ¢é a
intepretacao natural dos coeficientes de regressao no contexto de Modelos Lineares Generalizados,
por isso, ha tanta dificuldade em utilizar outros modelos dentro da pesquisa aplicada mesmo quando
o modelo Logistico nao é apropriado, isto é, ha discrepancias de curtose, assimetria e bimodalidade
da distribuicao Logistica.

Frente a tais consideragdes, este texto tem por objetivo construir modelos que permitam elicitar
a distribuigdo a priori dos coeficientes de regressao discutindo razoes de chance concomitante a pre-
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senca de flexibilidade suficiente para lidar com as diversas discrepéncias, portanto, visa apresentar
uma abordagem geral para as mais diversas situagdes encontradas no contexto de dados binarios.

Para tanto, a perspectiva apresentada pela inferéncia bayesiana nao-paramétrica é bastante
apropriada ao considerar a distribuigao que define a funcao de ligagdo como uma quantidade alea-
toria tal que a distribuicao esperada a priori seja Logistica e, desta forma, a elicitagdo a priori possa
ser feita através da discussdo de razdes de chance. Em particular, o termo curva de probabilidade é
utilizado como sinénimo para a funcao de distribuicao que define a funcao de ligacao ao longo deste
texto.

Sob tal abordagem, é possivel calcular a distribuicdo a posteriori da curva de probabilidade e,
por isso, a funcao de ligacao a posteriori serd mais adequada do que a funcao Logito, deste modo,
descrevendo apropriadamente os dados.

Neste trabalho, trés modelos semi-paramétricos sdo apresentados. O primeiro modelo é uma
mistura em escala que permite lidar com discrepancias relacionadas a curtose do modelo Logistico.
E uma extensdo relevante a partir do que ja foi proposto por Basu e Mukhopadhyay [1998]ao
possibilitar a interpretagao da distribuicdo a priori dos pardmetros através de razdes de chances.

O segundo modelo usufrui da mistura em escala em conjunto com a transformagdo proposta
por Yeo e Johnson [2000] possibilitando que a curtose assim como a assimetria sejam ajustadas e
um parametro informativo de assimetria seja estimado. Esta transformacdo é muito mais apropri-
ada para lidar com valores negativos do que a transformagao de Box e Cox [1964] utilizada por
Guerrero e Johnson [1982] e é mais simples do que o modelo proposto por Stukel [1988].

Por fim, o terceiro modelo é o mais geral entre todos e consiste em uma mistura de posicao
e escala tal que possa descrever curtose, assimetria e também bimodalidade. O modelo proposto
por Newton et al. [1996], embora, seja bastante geral, ndo permite uma interpretagao palpavel da
distribuicdo a priori para os pesquisadores da area aplicada.

E para avaliar tais modelos, trés medidas de distadncia entre distribuicoes de probabilidade sao
sugeridas para quantificar a qualidade de ajuste dos modelos para dados binarios, a saber: Cramér-
von Mises, Kolmogorov-Smirnov e Anderson-Darling. Estas medidas sdo interessantes para analisar
cada modelo sob a perspectiva de estimacgao de uma curva de probabilidade com o objetivo de reali-
zar inferéncia. Para o objetivo de predicao, as Ordenadas Preditivas Condicionais que correspondem
a validac¢ao cruzada no contexto bayesiano sao utilizadas.

Na sequéncia, o Capitulo 2 apresenta uma breve revisao de processos Dirichlet e transformagoes
poténcia seguido pelas trés sugestoes de modelagem; no Capitulo 3, exemplos simulados para ilustrar
o desempenho dos modelos nas situagdes com presenca de simetria, assimetria e bimodalidade sao
considerados; enquanto no Capitulo 5, ha duas aplicagbes populares na literatura como conjunto
de dados desafiadores na modelagem de dados binérios; o Capitulo 4 apresenta o algoritmo para o
modelo semi-paramétrico com mistura em escala baseado na introducao de varidveis latentes e uma
breve discussao sobre as dificuldades encontradas na utilizacao de tal artificio no contexto bayesiano
nao-paramétrico e, por fim, o Capitulo 6 apresenta consideragoes finais.
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Capitulo 2

Modelos de Regressao Binaria

Este capitulo tem por objetivo apresentar a modelagem de dados binarios através de curvas de
probabilidade em uma perspectiva bayesiana semi-paramétrica.

Para tanto, considere Yj|p; ~ B(p;) como variaveis aleatorias binérias independentes sendo p;
definido por,

bi = F(X;/8|0>T)7 (21)

parai=1,...,nel=1,...,n; tal que F' é uma funcio de distribuicdo pertencente a uma familia
de posicdo e escala F = {F(.|0,7) : § € R,7 > 0}, x} é um vetor p x 1 de covariaveis referente ao
individuo 7 e @ é um vetor p x 1 de pardmetros desconhecidos.

Na nomenclatura de Modelos Lineares Generalizados, a fungao de distribuigdo F' é dita ser a
inversa da funcao de ligacao. Usualmente, F' é simétrica com média p = 0 e precisao 7 = 1, por
exemplo, o modelo Logistico popularizado por Cox [1969] surge como consequéncia da suposigao
de que a distribuicao F é a fungao de distribuicao Logistica(0,1),

exp(x;B)

pi 1+ exp(x;3)’

enquanto, o modelo Probito introduzido por Bliss [1935] segue da suposicao de que a distribuigao
F ¢ a fungdo de distribuicao Normal(0,1),

pi = O(xiB8).

Para simplificar a notacgdo, a funcdo de distribuicao F(.|0 = a,7 = b) serd apresentada ape-
nas como F'(.|a,b) para quaisquer valores de a e b. Além disso, note que F' define uma curva de
probabilidade ou um vetor de probabilidade de sucesso p através da equagao (2.1).

Sob a abordagem frequentista, a funcao de verossimilhanca é construida e deve ser maximizada

em (3,

n n;

LY. X) = JIIT#a-pot
i=11[=1
- H H F(X§5|0, 1)¥(1 — F(X;B|O’ 1))(1—%1)’
i=11=1

com Y sendo um vetor n x 1 de varidveis resposta e X, uma matriz de covaridveis de dimensao
n x p.

Na abordagem bayesiana paramétrica introduzida por Albert e Chib [1993], assume-se que a
variavel aleatéria binaria Y consiste na discretizacao de uma varidvel aleatoéria latente W e como
o vetor de parametros 3 é aleatorio, é necessario atribuir uma distribui¢do a priori w(3) para que
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seja possivel calcular a distribuicao a posteriori,

n n;

(8, WY, X) o< 7(8) H H(]l(WipO)ﬂ(Yﬂ:l) + Ly <o) L(vy=0)) f (Wi 8, 1).
1=11=1

em que f(.|a,b) ¢ a fungdo densidade derivada de F'(.|a,b).

Como a distribuigdo a posteriori 7(3, W|Y,X) ndo apresenta uma forma fechada, sao ne-
cessarios métodos numéricos MCMC (Monte Carlo via Cadeia de Markov). Veja, por exemplo,
Albert e Chib [1993], Gamerman [1997] e Chen e Dey [1998].

Em ambas abordagens, é necessario definir a funcao de ligacao e, desta forma, diversos modelos
sao considerados e comparados através de critérios classicos como AIC e BIC [Burnham e Anderson ,
2002] e critérios bayesianos como CPO [Gelfand , 1996] e DIC [Spiegelhalter et al. , 2002].

A abordagem bayesiana semi-paramétrica surge como um caminho alternativo ao considerar a
funcao de ligagao desconhecida, ou seja, a fun¢o de distribuicao F' é uma quantidade aleatéria tal
que se deve atribuir-lhe uma distribuicao a priori.

Para tanto, a préoxima secao discutird uma classe de distribuicoes a priori que podem ser atri-
buidas a func¢des de distribuicao.

2.1 Processos de Dirichlet

Considere um espago mensuravel (S, Ag) e uma medida de probabilidade H desconhecida sobre
o mesmo. Na perspectiva bayesiana nao-paramétrica, H é dita ser uma medida de probabilidade
aleatoria que assume valores no espaco mensuravel (H, Ay) e, desta forma, é necessario atribuir
uma distribuicao a priori P para H.

Schlaifer e Raffa [1961] afirmam que é ideal que a classe P de distribuicées a priori apresente
trés propriedades, devendo ser, portanto:

(I1) analiticamente tratavel em relacio a trés aspectos:

(a) facilidade na determinagao da distribuigao a posteriori;

(b) facilidade na expressao da esperanga para fungoes de perda simples;

(c) fechada, isto &, se a distribui¢do a priori € membro da classe P, entao, a distribuicao a
posteriori também é membro da mesma classe.

(I2) "rica” no sentido de que é possivel expressar qualquer informagao a priori.

(I3) parametrizada de tal forma que que seja possivel interpretar os parametros em relagao a in-
formacao a priori.

Neste sentido, Ferguson [1973] introduziu o processo de Dirichlet: Seja aHy uma medida fi-
nita ndo-nula sobre (S,Ag). E dito que P(«a, Hy) é um processo de Dirichlet sobre (H, Ag) com
parametros («, Hp) se para todo k = 1,2,..., e particdo mensuravel (A, ..., Ax) de Ag tem-se que
(H(A1),...,H(Ag)) ~ Dirichlet(aHo(A1),...,aH(Ag)).

E as principais propriedades do processo de Dirichlet sdo,

(D1) P(a, Hp) é€ uma medida de de probabilidade sobre (H, Ag);

(D2) P(a, Hp) atribui probabilidade igual a um para o conjunto de todas as medidas de probabi-
lidade discretas sobre (S, Ag);

(D3) E(P(A)) = Hyo(A) para A € Ag;

(D4) a distribuicao a posteriori, P(«, Hp)|S, é ainda um processo de Dirichlet P(a + n, Hy + dg)
tal que dg é a medida de probabilidade degenerada em S.
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Portanto, o processo de Dirichlet pode ser utilizado como uma distribuigao a priori pela propri-
edade (D1). A propriedade (D4) satisfaz as condicoes desejaveis (I1.a) e (I1.c), a propriedade (D3)
permite que a condigao desejavel (I1.b) seja satisfeita para a perda quadratica e as propriedades
(D3) e (D4) satisfazem a condicao desejavel (I3), pois,

Q@ n
B(P(A)S1,..,Sn) = ——Ho(A) + ——H,(4) para A€ As, (2.2)
tal que H, é a distribuicao empirica de S1,...,5, "4 H Desta forma, o parametro « pode ser

interpretado como o grau de crenga na distribui¢ao a priori, enquanto Hy € a distribuicao esperada
do processo de Dirichlet.

Entretanto, a propriedade (D2) parece ser inconsistente com a condi¢ao desejavel (12) quando
a expressao da informacao a priori ocorre através de distribuicoes continuas.

Frente a tal limitacdo, Antoniak [1974| define uma mistura de processos Dirichlet que satifaz
mais convenientemente a propriedade (12),

/ P(a(u), Ho(Alu))dG(u) para A € Ag,

com G sendo uma distribuicao de probabilidade. Note que a mistura de processos de Dirichlet
contorna a limitagao frente a distribuigoes continuas, contudo, a simplicidade é perdida.

Blackwell e MacQueen [1973] e Sethuraman [1994] apresentam outras duas representagoes para
o processo de Dirichlet. Blackwell e MacQueen [1973] demonstram a rela¢do um a um entre sequén-
cias de varidveis aleatorias permutéveis e medidas de probabilidade sobre (H, Ap). Em particular,
o caso de varidveis aleatorias permutéveis denominado Urna de Pélia Generalizada.

Neste contexto, o processo de Dirichlet pode ser interpretado como um modelo de urnas no
qual hé, inicialmente, a bolas pretas. Se uma bola preta é retirada, esta bola é devolvida & urna e
uma nova bola de uma cor diferente é gerada a partir da distribui¢ao uniforme e tal bola gerada
é considerada como a bola retirada e adicionada & urna. Se uma bola de outra cor é retirada, esta
bola nao preta é devolvida & urna e uma nova bola de mesma cor é colocada na urna.

Este modelo permite estabelecer a distribuicao condicional completa para qualquer variavel
aleatéria S; desde que a distribuigdo condicional completa de uma especifica varidvel aleatéria S
seja conhecida. Convenientemente, para estabelecer uma equagio de predicao, escolhe-se i = n+1,

(0% n
P(S(n-i-l) GA‘Slw-'aSn) = a+nHO(A)+ a+n

H,(A) para Ac€Ag, (2.3)

Note que a equagao (2.3) é idéntica a equacao (2.2) e, a partir delas, é possivel gerar computacio-
nalmente o processo de Dirichlet a posteriori.
Por sua vez, Sethuraman [1994] apresenta uma defini¢ao construtiva do processo de Dirichlet,

P(A) = a6z, (A) para A€ Asg, (2.4)
k=1

em que 0z, sao medidas de probabilidade discreta concentradas em Zj sendo que Zj ~ Hy e os
pesos g sdo varidveis aleatérias independentes de Zj, tal que

q = V17
qr = (1*‘/1)(1*‘/2)><...X(1*Vk_1)Vk para kZQ,

o = 1, (2.5)
k=1

e, por sua vez, Vj sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas segundo uma
distribuicao Beta(1, ).



8 MODELOS DE REGRESSAO BINARIA 2.2

Esta construgdao denominada stick-breaking pode ser interpretada como o processo de quebra
de uma vareta, inicialmente, de comprimento igual a um. Em cada etapa, a vareta é quebrada
em duas partes em um ponto escolhido aleatoriamente e independentemente, de tal forma que o
comprimento de uma das partes é atribuido ao peso g; e a outra parte é novamente quebrada. O
processo repete-se infinitamente.

Posteriormente, Ishwaran e Zarepour [2000] discutem esta construcao para processos de Diri-
chlet finitos, isto é,

N
P(A) = qidz (A) para A€ As, (2.6)
k=1
N
com N < oo e fixando Viy = 1 para garantir que Y, g; = 1, pois,
k=1

N
1= gp=(01-V)1-1R) x...x (1= Vi)
k=1

Ishwaran e James [2001] definem uma classe de distribuigdes a priori stick-breaking em que
Vi sao variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas segundo uma distribuicao
Beta(ay, by,). Esta classe engloba diversas distribui¢oes a priori para medidas de probabilidade
aleatorias como, por exemplo, o processo com dois pardmetros Poisson-Dirichlet de Pitman e Yor
[1997] além do processo de Dirichlet e o processo de Dirichlet finito.

Por fim, eles demonstram que para um processo construido da forma (2.4) - (2.5) ser considerado
pertencente a classe de prioris stick-breaking é necessario que o vetor de pesos q = (q1,...,qn) com
N < oo apresente a distribuigdo Dirichlet Generalizaday(a,b) discutida por Connor e Mosimann
[1969] em que a = (ay,...,an) e b= (by,...,by) com densidade dada por,

N-—1
F(ak + bk) a1—1 an_1—1 by_1—1
= s | 4 X ... Xga_ q X
<,€1_Il T(ax)C(br) ) N-1 AN
x(1— Ql)b1—(a2+b2)x Lox(1— QN_Q)bN*Q_(aN*"‘bN*l)

tal que Qr =q1+ ... + qx-
A partir de tais conceitos, pode-se apresentar o modelo proposto para curvas de probabilidade
simétricas no contexto Bayesiano semi-paramétrico.

2.2 O primeiro modelo: mistura em escala

Como na se¢ao anterior, considere Y;; uma varidvel aleatoria bindria tal que Y;|p; ~ B(p;) sendo,

bi = F(Xé,@‘O,T),

parai=1,...,Lel=1,...,n; com 7 conhecido. A funcdo de distribuicdo F' € dita ser pertencente
a uma familia de escala F.

Por simplicidade, comumente assume-se 7 = 1, contudo, é possivel atribuir maior flexibilidade &
curtose da func¢io de distribuicdo F' ao considerar 7 ~ H, ou seja, reescrever a fun¢io de distribuicao
F como uma mistura em escala de distribuigdes G simétricas e pertencentes a uma familia de escala
G pela funcao de distribuicao H.

Entao, a funcao de densidade derivada da funcao de distribuicao F' é dada por,

(X8, H) = / 9(.[x'8,7)dH (7). 2.7)
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Note que F' ainda é uma funcao de distribuicao simétrica e pertencente a uma familia de escala,
F, enquanto H é uma funcao de distribuicdo ndo necessariamente conhecida no contexto bayesiano
nao-paramétrico.

Consequentemente, a fungdo de verossimilhanga é definida por,

L n;

LB, 7, HY,X) = [[T] ¥ (@ — po)*—

i=1[=1

sendo que p; = F(x'3|0,7) para 7 ~ H.
E sob a abordagem Bayesiana semi-paramétrica, distribuicées a priori sdo atribuidas para as
quantidades desconhecidas,

B|/J’67Tﬁ ~ NP(IJ’B7T/3)7
H|law ~ P(a, Hy). (2.8)

sendo Hy a distribuicdo base do processo de Dirichlet que é definida a partir da escolha da distri-
buicao Fy que, por sua vez, representa a distribuicdo esperada da mistura em escala de distribuicoes
G(.|0,7) com T ~ Hj.

Desta forma, é essencial discutir misturas de distribuicdes em escala que estdao bem estudadas,
principalmente, quando as componentes da mistura sao dadas pela distribuicao Normal, ou seja, é
razoavel escolher G(.|0,7) como a funcao de distribuicao Normal(0, 7).

Nesta diregao, segue-se Andrews e Mallows [1974] para escolher Hy e obter a distribuicdo Fy
desejada. Dentre as possiveis escolhas, estdo as distribuigoes Gama, Kolmogorov-Smirnov e Expo-
nencial que resultam nas distribuicoes t-student, Logistica e Laplace, respectivamente.

A escolha de « pode ser feita a partir da ideia de que « representa a concentracao do processo
de Dirichlet em torno de Fy em relagdo ao tamanho da amostra n, isto é, a magnitude de « em
relacao a n define a forca da crenca de que Fy seja a verdadeira funcao de ligacao.

Note que a escolha da distribuicdo base Hy ainda estd em aberto. Neste contexto em que pro-
cessos de Dirichlet sao utilizados como distribuicao a priori para a distribuicao H na mistura em
escala de distribui¢des dada na equagao (2.7). Basu e Mukhopadhyay [1998] limitam-se a distri-
buicdo Gama devido a facilidade em obter a distribuicao a posteriori, fruto da conjugacdo com a
distribuicdo Normal em conjunto com a utilizagdo do algoritmo Amostrador de Gibbs por Urna de
Pélia através de varidveis latentes.

Esta mesma possibilidade é considerada, mas outras duas sao adicionadas: as distribuices
Kolmogorov-Smirnov e Exponencial.

2.2.1 Gama

Para 7(u) = u sendo U ~ Gama(v/2,v/2) com densidade,

v/2)2 _w_ v
tatw) = 2 e {=guf i,

segue que Fy é dada pela distribuicao ¢,(0,1). Se v = 1, F é a distribuicdo Cauchy(0,1), enquanto
se v — 00, Fy € a distribuicdo Normal(0,1) sendo que para v > 30, a distribuicao ¢-student com v
graus de liberdade j& é considerada uma boa aproximagao para a distribuicao Normal.

2.2.2 Kolmogorov-Smirnov

Para obter a distribuicao Logistica(0,1), deve-se considerar

1\2
T(u) = <2u) tal que U ~ Kolmogorov-Smirnov,
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em que a distribuicdo de Kolmogorouv-Smirnov é definida por,

ho(u) =8> (—1)"'n’uexp {—2n"u’}1(,50). (2.9)
k=1

A avaliacdo da densidade hy que corresponde & densidade definida na equagdo (2.9) é so-
mente possivel aproximadamente. A escolha do indice de truncamento do somatério é discutida
por Chen e Dey [1998] e depende da precisao numérica desejada d e da decomposi¢ao da densidade
ho em uma série mondtona decrescente.

Devroye |1986], ao implementar o método de Séries Alternadas para gerar valores da distribuicao
de Kolmogorov-Smirnov, utiliza duas decomposicoes da forma,

ho(u) = efg(u)(1 — ai(u) + az(u) — ag(u) +...),

sendo ¢ uma constante, f; uma distribuicio facil de ser gerada e a,, uma série mono6tona decrescente.
A primeira decomposicio é dada por,

cfa(u) = Suexp{-2u®},
an(u) = (n+1)%exp{—2u*((n+1)>+1)},

em que a, \, 0 para u > 1/1/3, enquanto a segunda decomposigao ¢ dada por,

T2 2
cfa(u) = 2 exp { } ,

4ut - 8u?
() 47%22 exp {—% se n impar,
an(u) =
" (n—i—l)QeXp{—W} se n par.

com a, N\, 0 para u < 7/2. Note que o intervalo de convergéncia entre tais séries apresenta uma
intersecgao e, seguindo Devroye [1986], escolhe-se u = 0,75 como valor divisor para avaliar tais
decomposigoes.

Finalmente, o indice para truncamento da densidade na equagao (2.9) segue,

n* =inf{n:cfi(u)a,(u) < d}. (2.10)
2.2.3 Ezponencial
Para obter a distribuicao Laplace, é necessario definir
1
T(u) = o tal que U ~ Ezp(1).

E a primeira proposta para lidar com curvas de probabilidade assimétricas é através de fun-
¢oes ¥(.; \) pertencentes a familia de transformagoes poténcia em que A quantifica a assimetria
presente nos dados. Desta forma, uma pequena revisdo de tais familias é apresentada, seguindo e
complementando Sakia [1992].

2.3 Transformacoes Poténcia

A utilizacdo de fungbes da familia de transformagoes poténcia para lidar com dados assimétricos
surgiu no contexto de dados quantitativos com Tukey [1957] ao considerar uma fun¢do monétona
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para valores positivos,

V(y,A) =

n se A#0
log(n) se A=0

Box e Cox [1964] modificaram tal transformagao para corrigir a descontinuidade em A = 0,

(n —1)/A se A#0

vimA) = {log(n) se A=0

embora esta transformacao ainda esteja limitada para valores positivos.
Para lidar com esta limitagao, Manly [1976] sugeriu uma alternativa baseada na fungao expo-
nencial,

(exp{\n} —1)/A se A#0
v = { i
n se A=0
John e Draper [1980] apresentaram outra alternativa denominada transformag¢ao mddulo na
forma,

sinal(n)[(|n] + 1)* — 1]/ se A#0
sinal(n)log(|n| + 1) se A=0

P, A) = {

Seguindo esta mesma ideia, Bickel e Doksum [1981] sugeriram uma transformacao para A > 0,

d(n,A) = (sinal(n)ln* = 1)/A

Yeo e Johnson [2000] afirmam que esta ultima transformagao é construida para lidar com cur-
tose ao invés de assimetria e discutem uma nova possibilidade, tomando como ponto de partida a
fungao apresentada por John e Draper [1980] e o conceito de assimetria relativa introduzido por
Zwet [1964].

Inicialmente, Zwet [1964] define que uma distribuicdo F' é dita ser simétrica se F'(zg + z) +
F(zo—xz)=1 Vz € Ir sendo que I é o menor intervalo para o qual P(X € Ir) = 1. Seja X ~ F
e Y é outra variavel aleatoéria com funcio de distribuicio G, define-se que ¥ (z) = G~1(F(z)) tal
que P(z) ~ G.

Neste contexto, o conceito de assimetria relativo é definido: G é uma fungao de distribuigao
mais assimétrica & direita (esquerda) do que F se G71(F(.)) é uma fun¢ao nio-decrescente convexa
(concava).

Desta forma, segue que se ¥ (., A) € uma fungao nao-decrescente convexa, entao, tal transformacao
funcdo lida com assimetria a esquerda, enquanto, se (., A) é uma fun¢io nao-decrescente concava
segue que tal transformacio lida com a assimetria & direita.

Ao considerar a condigdo de que a segunda derivada da transformagdo seja continua em 7 = 0,
a transformagao de Yeo e Johnson [2000] é dada por,

[(n+1)* = 1]/X se n>0 e XA#0

_ Jlog(n+1) se n>0 e A=0
Y(n,A) = et 12— 1)@ ) w n<0 o A2 (2.11)

—log(—n +1) se n<0 e A=2

observando-se, portanto, que ¥ (n, A) é convexa para A > 1 e concava para A < 1.

A aplicacao de fungoes da familia de transformacGes poténcia no contexto de dados binarios é
bastante conhecida desde a introdugao por Aranda-Ordaz [1981], seguido por Guerrero e Johnson
[1982], Czado [1994] que recorrem & transformagao de Box e Cox [1964] e Stukel [1988] que se
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baseia na transformagcao definida por Manly [1976].
Neste sentido, a transformagcao introduzida por Yeo e Johnson [2000] parece bastante atraente
e, portanto, a primeira tentativa para lidar com a assimetria estara apoiada nesta ideia.

2.4 O segundo modelo: transformagao poténcia

Novamente, considere Yj|p; ~ B(p;) como variaveis aleatorias binérias independentes sendo p;
definido por,

bi = FW(X;@ )\)|077—)7

parai=1,...,nel=1,...,n; tal que F' é uma funcado de distribuicao pertencente a uma familia

de escala F = {F(.|0,7) : 7 > 0}, ¢(.,\) é a transformacdo definida na equacao (2.11), x; é um

vetor p X 1 de covaridveis referente ao individuo 7 e 3 é um vetor p X 1 de pardmetros desconhecidos.
A funcao de densidade derivada da fun¢do de distribuicdo F' é dada por,

fUX'B, 7, H,\) :/¢(.|¢(x’,6,)\),7)dH(T). (2.12)

tal que o preditor linear é transformado na mistura em escala.
A funcio de verossimilhanca é definida por,

L n;

L(B, N\, H|Y,X) = Hpr” 1 — p;)-win)

i=11=1

sendo que p; = F(¢(x'8,)[0,7) para 7 ~ H.
E, neste caso, pode-se definir o0 modelo tanto na abordagem bayesiana paramétrica como nao-
paramétrica. Na primeira perspectiva, basta definir as distribuicoes a priori,

/8‘/-1‘57’115 ~ Np(uﬁvTﬁ)a
)\’ll,lg ~ Normal(ll,lg). (2.13)

A escolha dos hiperparamétros para a distribuicdo a priori de A pode ser feita considerando
ux =1 e 7 = 10que corresponde a A = 1, ou seja, a assimetria é nula.

Na abordagem bayesiana nao-paramétrica, a distribui¢ao a priori para a funcao de distribuicao
H também é considerada,

H|lae ~ P(a, Hp) (2.14)

com as mesmas escolhas de Hy ja discutidas.

Desta maneira, é possivel obter os modelos paramétricos Normal, t-student, Cauchy, Logistico e
Laplace considerando assimetria na perspectiva bayesiana paramétrica assim como também pode-se
defini-los a priori para F' na perspectiva bayesiana nao-parameétrica.

2.5 O terceiro modelo: mistura de posicao e escala

Lo [1984] demonstra que qualquer densidade, isto &, com assimetria, caudas pesadas e multi-
modais podem ser aproximadas pela mistura de posicao e escala.

Nesta diregao, a segunda estratégia para lidar com a assimetria consiste na extensdo do modelo
simétrico apresentado no primeiro modelo definido em (2.7) com a adi¢do de uma mistura em
posicao além da mistura em escala de distribuicdes Normal.

Se Yji|pi ~ B(p;) sao variaveis aleatorias binarias independentes sendo p; definido por,

pi = F(X;ﬁm?T)?
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parai=1,...,nel=1,...,n; tal que F' é uma funcio de distribuicdo pertencente a uma familia
de posicdo e escala F = {F(.|0,7) : 6 € R,7 > 0}, x, é um vetor p x 1 de covariaveis referente ao
individuo 7 e @ é um vetor p x 1 de pardmetros desconhecidos.

A funcido de densidade derivada da func@o de distribuicao F' é dada por,

FUY.0+X8,7.H) = [ 6010 +xB.7)dH (6. 7). (2.15)
A funcao de verossimilhanca é definida por,
L n;
L8 HY.X) = [T] ]t =p) .
i=11=1

sendo que p; = F(x'03|0, 1) para (6,7) ~ H.
E distribuicgoes a priori sao atribuidas as quantidades desconhecidas,

ﬁ|#’B7TB ~ NP(IJ’,B’TB)a
Hla ~ Pla, Ho) (2.16)

As escolhas de Hy sdo distribui¢oes bivariadas para (6,7) e podem ser definidas a partir da
distribuicao de 7 seguida pela distribui¢do condicional de 6|r.

Para Hy(7), as possiveis escolhas sao as mesmas discutidas na se¢do anterior, ou seja, Gama,
Kolmogorov-Smirnov e Ezponencial, enquanto a escolha natural para Hy(6|7) é dada pela distri-
buicao N (0, 7).

Ferguson [1983] demonstra que a mistura de posi¢ao e escala de distribuicoes Normal conside-
rando (6, 7) ~ Normal-Gama resulta na distribuigdo esperada a priori Fy dada pela ¢-student com
v graus de liberdade.

Raciocinio similar pode ser feito com as distribuicoes Kolmogorov-Smirnov e Ezponencial que
implica na distribuicdo esperada a priori Fp, respectivamente, dada pela distribuicdo Logistica e
Laplace.

2.6 Elicitacao da distribuicao a priori

A distribuicdo Logistica merece atencao especial devido a facilidade na elicitacio de distribuigoes
a priori para os coeficientes de regressao.

Para estudos retrospectivos, a razdo de chance é uma medida de efeito adequada e bastante
popular para avaliar o grau de associacdo entre duas varidveis, sendo que a varidvel resposta é
categdrica, enquanto a varidvel explicativa pode ser qualitativa ou quantitativa.

Por exemplo, se a variavel resposta Y é binaria, ou seja, pode assumir as categorias {A, A°} e
considerando a variavel explicativa qualitativa X que assume as categorias { B, B¢}, entao, pode-se
construir a Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Estudo Retrospectivo

A A€
B nNaAB NAcB npg
B¢ | nape | nacpe | npe

na N Ac

Como np e npe ndo estao definidos a priori, ndo ¢ razoavel calcular a razdo entre p4 p e p(A|B¢)
que é denominada risco relativo. Contudo, pode-se avaliar a medida denominada chance,

PaB

chance g p = m
—PaB

Deste modo, para quantificar a associacgdo entre Y e X, a razao de chances é uma medida
bastante apropriada e é definida por,

chancey
RCyx = —2A2
chance 4 ge

Lé-se que a chance de A para a categoria B ¢ RCy, x maior do que a chance de A para a categoria
BC

No contexto de regressdo, as variaveis Y e X podem ser codificados como {0,1} para indicar
presenca e auséncia de um atributo. Desta forma, para a regressao Logistica considerando X uma
variavel qualitativa, segue que a chance basal pode ser expressa através de [y,

chance basal = exp{fp}
Bo = log(chance basal). (2.17)

E a razao de chances RCy,x pode ser expressa através de 31,

RCyx = exp{fi}
B1 = log(RCyx). (2.18)

Se a variavel X é continua, é necessario algumas modificagdes. A chance basal ainda pode ser
expressa através de 3y desde que a covaridvel X seja reparametrizada da forma X' = X — X,
assim a equacao (2.17) ainda é valida.

A razdo de chances também pode ser expressa através de (1 pela relacao (2.18), entretanto,
como X é uma variavel continua segue que a interpretacao da razdo de chances nao é simples neste
caso. A razao de chances serd referente ao incremento de uma unidade da varidavel X, o que pode
ser pouco palpavel para um pesquisador.

Uma solugao é a utilizacao de um incremento de um ntimero maior de unidades, por exemplo,
m unidades. Desta forma,

RCyx = exp{mpi}
f1 = log(RCyx)/m

A chance basal assim como a razdo de chances sdo quantidades pertencentes & realidade do
pesquisador de uma ciéncia aplicada, principalmente em um estudo retrospectivo. Uma vez que tais
quantidades sdo expressas em funcdo dos coeficientes de regressao, a elicitagdo da distribuicdo a
priori para os pardmetros segue diretamente.

Para estudos de toxicidade, a informacdo a priori pode ser obtida através da probabilidade basal
de toxicidade e a dose letal mediana. Neste tipo de estudo, a covaridvel X é sempre quantitativa.

A probabilidade basal de toxicidade pode ser reescrita como funcdo de [y, sendo necessario
novamente reparametrizar a covariavel X através da relacao X' = X — X (1), bortanto, segue que a
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probabilidade basal de toxicidade é dada por

Pobasal = F(ﬁO)
50 = F_1<pbasal)

Enquanto a dose letal mediana pode ser reescrita como funcao de (1,

0,5 = F(Bo+ B1LD50)
F7Y0,5) = pBo+ B1LD50

ﬁ _ F71(07 5) - Fﬁl(pbasal)
1 LD50

Note que a elicitacao para os coeficientes de regressdo em estudos de toxicidade é apliciavel para
qualquer F.

2.7 Distribuigao a posteriori
O passo seguinte é o célculo da distribuicao a posteriori,
m(B, H|Y,X) o L(B,H[Y,X)7w(B|us, Ts)P(a, Holv),

que pode ser construida a partir da amostragem das distribuigdes condicionais completas a poste-
riori,

ﬂ-(/B’Y7X> H, Kg, Tﬁ)a
m(H|Y,X,B).

Note que a distribuicao a posteriori de H neste contexto nao é um simples processo de Dirichlet,
mas uma mistura de processos Dirichlet, como demonstrado por Antoniak [1974].

Em contrapartida ao processo de Dirichlet, uma mistura de processos de Dirichlet nao é simples
de ser gerada computacionalmente e se torna necessério a utilizacao de algoritmos mais elaborados,
por exemplo, o Amostrador de Gibbs da Urna de Pélia elaborado por Escobar [1994] e o Amostrador
de Gibbs em Blocos por Ishwaran e James [2001].

Em particular, o segundo algoritmo utiliza um truncamento do processo Dirichlet, isto é, através
de um processo finito busca aproximar um processo infinito e permite a introducao de passos de
Metropolis-Hastings diferentemente do primeiro algoritmo, o que torna o algoritmo Amostrador de
Gibbs por Blocos bastante interessante.

Neste capitulo, para contornar preocupagoes devido ao aspecto computacional, optou-se por
utilizar o algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo com uma distribuicao proposta multivariada
implementado no pacote estatistico LaplacesDemon, que fornece um ambiente amigével para o
desenvolvimento de inferéncia bayesiana ao disponibilizar diversos algoritmos MCMC programados
em C + + dentro do programa R (R Core Team, 2004).

Para tanto, é necessario considerar um processo Dirichlet finito definido na equacao (2.6) e
reescrever os modelos através da representacao stick-breaking dada nas equagoes (2.4) e (2.5).

O modelo de mistura em escala,

N
F(x'B) =) q®(x'8l0,7), (2.19)
k=1

O modelo de mistura em escala com transformacao,

N
P(p(x'B,A) =Y ar®(1(x'8, )0, 7%), (2:20)
k=1
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Por dltimo, o modelo de posicao e escala,

N
= ax®(x' B0k, 7). (2.21)

k=1

2.8 Estimacao pontual de 5, A e F

O vetor de parametros 3 pode ser estimado por,

A estimacao da funcao de distribuigao F' segue para o primeiro modelo definido em (2.7),

F(xi/B)Y,.X = — quk 0,7,

blk:l

Para o segundo modelo apresentado em (2.12),

A 1 B N
POGBAIY.X = 5373 o8, A" 0,77

E para o terceiro modelo em (2.15),

B N
. 1 b b) (b
POIBIY. X = =33 q00a/8Y1007, 7).

b=1 k=1

2.9 Distribuicao Preditiva

A distribuigao preditiva P(Y{,11y; = 1|Y,X) pode ser aproximada para o primeiro modelo por,

B N
®
P(Yay = 1Y, X) = EZZ Vo (x (e8P0, 7)),
b=1 k=1

Para o segundo modelo,

B N
1 b b
P(}/(n+1)l = 1‘Y7 X) = E Z Z ql(f )(I)<¢<x,(n+1)16(b)7 )\(b))m’ TIE ))

E para o terceiro modelo,

(b
P(Ynyy =1Y,X) = ZZ )‘I’ n+1 ’Hk ’Tk))'
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2.10 Ordenada Preditiva Condicional

O calculo da i-ésima Ordenada Preditiva Condicional é baseado sobre S; = Z?:ll Y. que apre-
senta distribuicao Binomial(n;, p;) tal que Si,...,SL sdo varidveis aleatorias independentes e ditas
serem estatisticas suficientes para pi,...,pr sendo que p; = F(x;f|3).

As Ordenadas Preditivas Condicionais (OPC) expressam a probabilidade de observar S; quando
o modelo é ajustado considerando todos os dados com excegao de .S;, isto é, a ideia corresponde a
uma validacao cruzada com a retirada de uma observagao.

Se Sy;) € o vetor das variaveis Sy, ..., S retirando S;, entdo, a i-ésima OPC ¢ definida por,

n; s: T —Ss
I (W [N
com
pi = F(xiB)Sy, Xy

Entretanto tal estratégia apresenta um alto custo computacional, ao exigir que o processo de
estimacao seja repetido L vezes tal que em cada repeticao um conjunto de observagoes seja descon-
siderado.

Para evitar tal esforco, pode-se calcular a i-ésima ordenada preditiva através da média harménica
da funcao de verossimilhanca,

1

EB: [P(Si = Silpgb))]
b=1

9

P(Sl = 81|Sm) =

S| =

com,

N
p” =3 gl a0, 7)),
k=1

para o primeiro modelo.
Para o segundo,

N

p" =3 g o8, A0)0, 7).
k=1

E para o terceiro,

N
b b b b
p =30 280, 7).
k=1

Pode-se reescalonar os valores de OPC ao dividi-los pelo valor maximo e, desta forma, utiliza-
los como uma medida de qualidade de ajuste, sendo que valores muito pequenos indicam que o
modelo nao é capaz de descrever determinada observacio adequadamente. Além disso, a soma do
logaritmo das OPC é um estimador para o log-verossimilhan¢a marginal que permite construir um
pseudo-fator de Bayes para que modelos nao-aninhados sejam comparados.

2.11 Distancias entre medidas de probabilidade

Além da avaliacdo dos modelos através das Ordenadas Preditivas Condicionais, é factivel dis-
tinguir os modelos através de medidas de distancia entre distribuicoes de probabilidade, uma vez



18 MODELOS DE REGRESSAO BINARIA 2.11

que estas sao sindénimos das curvas de probabilidade. H4 diversas distancias na literatura, este texto
considerou as medidas de Cramér-von Mises, Anderson-Darling, Kolmogorov-Smirnov.

Neste sentido, seja P e (Q duas medidas de probabilidade com funcoes de densidade dadas por
p e q tal que Q) é a curva de probabilidade empirica, enquanto P é a distribuicdo proposta como
geradora de Q.

Cramér-von Mises

E a medida de distancia mais simples entre distribuicoes de probabilidades introduzida por
Cramer [1928] e von Mises [1928].

Dem(P, Q) = ZP(%‘)[Q(%‘) — P(x)]%.

Kolmogorov-Smirnov

Kolmogorov [1933] e Smirnov [1948] apresentaram uma medida alternativa,
Dis(P,Q) = sups| P(x) — Q()].

Anderson-Darling

Anderson e Darling [1952] introduziram uma medida similar a distancia de Cramér-von Mises,
contudo, ha um maior peso nas observacgodes pertencentes a cauda da distribuicdo,

n T;) — x; 2
Dap(P,Q) = Zp(%)&?(;l))[l —Pfg(iﬁ)z])]

=1




Capitulo 3

Exemplos Simulados

Trés exemplos simulados para ilustrar os modelos propostos sdo apresentados neste capitulo.
Para todos os exemplos, uma amostra Y; ~ Binomial(n, p;) foi utilizada para n = 10,30 e p; dado
por (3.1), (3.2) e (3.3) considerando uma tunica covariavel x; ~ N(0,1) para i =1,...,20.

O primeiro exemplo simulado é dado pela distribuicao Logistica, que corresponde a uma curva
de probabilidade simétrica,

_exp{Bo + Pr1wi}
Fxp) = 1+ exp{fo + Prz:}

(3.1)

O segundo exemplo simulado é definido pela distribuicdo Gumbel para o maximo que é uma
curva de probabilidade assimétrica,

F(xB) = exp{—exp{—(Bo + B17:i)}} (3.2)

sendo que By = 1 e $1 = 1.5 para ambos os modelos.
O dltimo exemplo simulado consiste na mistura de distribui¢oes Logistica que retrata uma curva
de probabilidade bimodal,

exp{Bo1 + Bz} ) exp{Bo2 + P12z}

FxB) = 1T exp{Bo1 + L1z} Tlmw 1+ exp{fBo2 + Br2zi}

tal que Bg1 = —6, f11 =05, B2 =6, B2 =5ew =0,5.

O pacote LaplacesDemon permitiu o ajuste dos modelos paramétricos e semi-paramétricos pelo
algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo tal que uma cadeia de 10000 iteracoes foi utilizada na
fase de adaptacdo com a estimacao da matriz de covariancias a cada 1000 iteragoes.

O tamanho da amostra de aquecimento, assim como o espacamento entre as amostras coletadas
nas cadeias de Markov foram definidos para que houvesse convergéncia através da analise grafica e
a autocorrelacao fosse proxima a zero.

A distribuicdo a priori para Sy e 51 consideradas foram independentes e néo-informativas ao
defini-las como Normal com média 0 e precisao 0,01. Se houvesse informagcao a priori, a elicitacao
poderia ser feita conforme discutido no Capitulo 2.

Para os modelos que recorrem & utilizagdo da transformacao, a distribuicdo a priori de A é
definida como a distribui¢cao Normal(1,0,01), desta forma, é esperado uma curva de probabilidade
simétrica a priori e acredita-se tanto na assimetria & esquerda como & direita. Note que a informacao
sobre \ poderia ser elicitada a partir da discussao da forma da curva de probabilidade.

Para o modelo de mistura em escala, Hy(7) corresponde a distribui¢ao de Kolmogorov-Smirnov
e para 0 modelo de mistura em posicao e escala, Hy(6|7) é definida pela distribuicao Normal(0, 7),
isto é, a curva de probabilidade esperada a priori é definida pela distribuicao Logistica. Para todos os
modelos semiparamétricos, foi estabelecido o = 1, portanto, a crenca de que a distribuicao Logistica
seja apropriada aos dados é bastante fraca.

Os modelos bayesianos Logistico paramétrico (BP), paramétrico com transformacao (BP TF),

(3.3)

19
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semi-paramétrico com mistura em escala (BSP ME), semi-paramétrico com transformagdo (BSP
TF) e semi-paramétrico com mistura em posi¢ao e escala (BSP MEP) foram ajustados para cada
conjunto de dados.

3.1 Modelo Logistico

Este exemplo corresponde a um problema simétrico e, por isso, é esperado que todos os modelos
apresentem um desempenho similar. As estimativas estdo apresentadas nas Tabelas 3.1 e 3.3 para
n = 10, 30, respectivamente.

E possivel recuperar os valores do vetor do parametro @ simulados neste exemplo, com excecao
da estimativa pontual para Sy no modelo BSP MEP em que o intervalo de credibilidade 95% contém
tanto valores positivos como negativos. Note também que a estimativa intervalar do parametro A
nos dois modelos BP TF e BSP TF contém o modelo simétrico.

Somente no modelo BP é possivel interpretar os parametros a posteriori através do conceito
de razado de chances, todavia, ainda é possivel calcular razoes de chances através das curvas de
probabilidade estimadas. Na Figura 3.1 estdo as curvas de probabilidade estimada para 30 ensaios
Bernouli.

Além disso, todos os modelos apresentam desempenhos similares para todas as medidas de dis-
tancia, assim como as ordenadas preditivas condicionais, embora possa se dar um pequeno destaque
para o modelo MEP.

O aumento do ntamero de ensaios Bernouli possibilita melhores estimativas da curva de proba-
bilidade, como é verificado pelas medidas de distancia nas Tabelas 3.2 e a redu¢do das mesmas na
Tabela 3.4.

Tabela 3.1: Dados do modelo Logistico com 10 ensaios Bernouli - Estimativas para os modelos

Modelo Estimativa IC 95% SLOPC
Logistic BP -26,339

Bo 1,125 (0,641 ; 1,638)

b1 1,993 (1,468 ; 2,594)
Logistic BP TF -26.607

Bo 1,380 (0,636 ; 2,404)

b1 2,093 (1,543 ; 2,807)

A 0,746 (0,222 ; 1,326)
Logistic BSP ME -26,255

Bo 0,751 (0,382 ; 1,279)

51 1,365 (0,863 ; 2,219)
Logistic BSP TF -26.512

5o 1.002 (0.411 ; 1.989)

B 1.484 (0.910 ; 2.576)

A 0.607 (-0.094 ; 1.341)
Logistic BSP MEP -26,039

Bo 0,707 (-0,788 ; 1,846)

B 1,592 (1,006 ; 2,452)
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Tabela 3.2: Dados do modelo Logistico com 10 ensaios Bernouli - Medidas de distdncia e redug¢ao percentual

relativa

Modelo

Cramér Von-Mises

Kolmogorov-Smirnov

Anderson-Darling

BP 0,00745 (0,0)
BP TF 0,00795 (-6,7)
BSP ME 0,00764 (-2,6)
BSP TF 0,00864 (-16,0)
BSP MEP 0,00757 (-1,6)

(-7

(4,3
(-9,7
(4,1

0,15022 (0, 0)
0,16170
0,15665
0,16477
0,15634

7

9

\_/\_/\_/\_/

Y

0,05687 (0,0)

0,05091 (10,5)

0,05661 (0,4)
0,05476 (3,7)
0,05380 (5,4)

Tabela 3.3: Dados do modelo Logistico com 30 ensaios Bernouli - Estimativas para os modelos

Modelo Estimativa IC 95% SLOPC
Logistico BP -38,274

Bo 0,958 (0,729 ; 1,195)

Jost 1,551 (1,300 ; 1,801)
Logistico BP TF -39.770

Bo 1.037 (0.630 ; 1.517)

Jost 1.585 (1.280 ; 1.897)

A 0.911 (0.516 ; 1.368)
Logistico BSP ME -37,866

B0 0,644 (0,415 ; 1,001)

51 1,058 (0,745 ; 1,578)
Logistico BSP TF -38.939

Bo 0,729 (0,381 ; 1,249)

b1 1,104 (0,740 ; 1,755)

A 0,841 (0,348 ; 1,417)
Logistico BSP MEP -37,742

Bo 0,644 (-0,872 ; 1,913)

Jost 1,324 (0,858 ; 2,166)

Tabela 3.4: Dados do modelo Logistico com 30 ensaios Bernouli - Medidas de distdncia e reducao percentual

relativa
Modelo Crameér Von-Mises Kolmogorov-Smirnov  Anderson-Darling
BP 0,00363 (0,0) 0,11846 (0,0) 0,02443 (0,0)
BP TF 0,00359 (1,1) 0,11875 (0,0) 0,02358 (3,4)
BSP ME 0,00338 (6,9) 0,11355 (4,4) 0,02217 (9,2)
BSP TF 0,00348 (4,1) 0,11612 (2,2) 0,02187 (10,4)
BSP MEP 0,00319 (12,1) 0,11020 (7,2) 0,01986 (18,7)
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Figura 3.1: FEstimativas das curvas de probabilidade do conjunto de dados simulado do modelo Logistico

com 30 ensaios Bernouli

3.2 Modelo Log-log

2

Neste exemplo ha presenca de assimetria & esquerda, desta forma, é razodvel que os modelos
simétricos (BP e BSP ME) ndo gerem boas estimativas da curva de probabilidade. As estimativas
estao apresentadas nas Tabelas 3.5 e 3.7 para n = 10, 30.
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Nao é possivel recuperar os valores do vetor do parametro 3 simulados neste exemplo, o que era
esperado, pois o modelo ajustado ndo é mais o mesmo modelo que gerou os dados.

A estimativa intervalar 95% do parametro de assimetria A\ para ambos os modelos (BP TF e
BSP TF) contém o modelo simétrico com pequena probabilidade quando se considera 10 ensaios
Bernouli, sendo que a estimativa pontual indica assimetria & esquerda. Se 30 ensaios Bernouli sao
considerados, o intervalo de credibilidade 95% descarta o modelo simétrico. As curvas de probabi-
lidade estimadas para esta tltima situacao estdao na Figura 3.2.

Os modelos simétricos apresentam os piores desempenhos através das medidas de distancia
apresentada nas Tabelas 3.6 e 3.8, isto é, maiores distancia entre a distribuicdo definida pelos
dados e a proposta pelos modelos. Dentre os modelos assimétricos, o modelo BP TF é aquele com
maiores ganhos percentuais na reducao da distancia, seguido pelo modelo BSP TF e, por ltimo, o
modelo BSP MEP, embora as diferencas sejam bastante pequenas entre estes modelos. As Ordenadas
Preditivas Condicionais possibilitam conclusoes similares.

Tabela 3.5: Dados do modelo Log-log com 10 ensaios Bernouli - Estimativas para os modelos

Modelo Estimativa IC 95% SLOPC
Logistic BP -26,244

Bo 0,670 (0,232 ; 1,161)

51 2,221 (1,711 ; 2,844)
Logistic BP TF -25.290

Bo 1.147 (0,419 ; 2,040)

Jost 2.415 (1,775 ; 3,188)

A 0.551 (0,092 ; 1,019)
Logistic BSP ME -26,311

5o 0,437 (0,147 ; 0,831)

5 1,516 (1,004 ; 2,374)
Logistic BSP TF -25.652

Bo 0.773 (0,260 ; 1,564)

51 1.627 (1,019 ; 2,605)

A 0.403 (-0,231 ; 1,004)
Logistic BSP MEP -25,758

Bo 0,707 (-0,788 ; 1,846)

Jost 1,592 (1,006 ; 2,452)

Tabela 3.6: Dados do modelo Log-log com 10 ensaios Bernouli - Medidas de distdncia e redugdo percentual
relativa

Modelo Cramér Von-Mises Kolmogorov-Smirnov  Anderson-Darling

BP 0,00866 (0,0) 0,26340 (0,0) 0,05175 (0,0)
BP TF 0,00539 (37,6) 0,18206 (30,9) 0,04288 (17,1)
BSP ME 0,00877 (-1,3) 0,27252 (-3,5) 0,05106 (1,3)
BSP TF 0,00548 (36,7) 0,18479 (29.,8) 0,04511 (12,8)
BSP MEP  0,00687 (20,1) 0,24051 (8,7) 0,04482 (13,4)
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Tabela 3.7: Dados do modelo Log-log com 30 ensaios Bernouli - Estimativas para os modelos

Modelo Estimativa IC 95% SLOPC
Logistico BP -39,131

Bo 0,663 (0,407 ; 0,911)

51 2,029 (1,753 ; 2,326)
Logistico BP TF -37.709

Bo 1,031 (0,603 ; 1,559)

51 2,185 (1,835 ; 2,577)

A 0,636 (0,321 ; 0,965)
Logistico BSP ME -38,749

Bo 0,438 (0,242 ; 0,718)

b1 1,396 (0,955 ; 2,031)
Logistico BSP TF -37.007

Bo 0.707 (0.342 ; 1.305)

b1 1.500 (1.032 ; 2.289)

A 0.526 (0.089 ; 0.969)
Logistico BSP MEP -36,879

Bo 0,196 (-1,317 ; 1,730)

51 1,858 (1,190 ; 2,901)

Tabela 3.8: Dados do modelo Log-log com 30 ensaios Bernouli - Medidas de distdncia e redugio percentual

relativa
Modelo Cramér Von-Mises Kolmogorov-Smirnov Anderson-Darling
BP 0,00489 (0,0) 0,13497 (0,0) 0,03114 (0,0)
BP TF 0,00272 (44,4) 0,08833 (34,6) 0,0199 (36,1)
BSP ME 0,00501 (-2,5) 0,13582 (-0,6) 0,03127 (-0,4)
BSP TF 0,00265 (45,8) 0,08692 (35,6) 0,01953 (37,3)
BSP MEP 0,00311 (37,9) 0,09513 (29,5) 0,02135 (31.,4)
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3.3 Modelo de Mistura Logistico

Por fim, este dltimo exemplo consiste na mistura de distribuicdes tal que a distribuicdo re-
sultante seja bimodal. Com excecao do modelo BSP MEP, os outros modelos nao sao contruidos
para descrever tal situacio singular. As estimativas estdo apresentadas nas Tabelas 3.9 e 3.11 para
n = 10, 30.

Como esperado, ndo é possivel recuperar os valores definidos na simulacio. A estimativa inter-
valar do par@metro [y contém tanto valores positivos como negativos para todos os modelos.

Para os modelos com transformacao, as estimativas pontuais do parametro de assimetria A indi-
cam o modelo simétrico, assim como as estimativas intervalares considerando 10 ensaios Bernouli.
Quando se considera 30 ensaios Bernouli, os intervalos de credibilidade 95% para o parametro de
assimetria descartam o modelo simétrico, indicando assimetria & esquerda.

Todos os modelos apresentam desempenho similares quando somente 10 ensaios Bernouli sao
utilizados na estimagado da curva de probabilidade, como se observa na Tabela 3.10. Por outro lado,
segue da Tabela 3.12 que o modelo BSP MEP apresenta notavelmente o melhor ajuste para 30
ensaios Bernouli, enquanto os outros modelos nao sdo capazes de lidar com a bimodalidade da
curva de probabilidade.

Tabela 3.9: Dados do modelo de Mistura Logistico com 10 ensaios Bernouli - Estimativas para os modelos

Modelo Estimativa IC 95% SLOPC
Logistic BP -32,947
Bo -0,262 (-0,570 ; 0,055)
51 0,989 (0,667 ; 1,307)
Logistic BP TF -35,744
Bo -0.033 (-1.168 ; 1.076)
51 0.938 (0.349 ;1.813 )
A -0.434 (-5.935 ; 2.228)
Logistic BSP ME -32,601
Bo -0,193 (-0,456 ; 0,027)
B1 0,701 (0,423 ; 1,110)
Logistic BSP ME TF -35,810
Bo -0.056 (-0.929 0.726)
51 0.675 (0.242 1.395)
A -0.593 (-7.329 ; 2.826)
Logistic BSP MEP -31,992
Bo -0,205 (-2,343 ; 2,023)

4 1,181 (0,509 ; 2,519)
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Tabela 3.10: Dados do modelo Logistico com 10 ensaios Bernouli - Medidas de distdncia e redugdo percen-
tual relativa

Modelo Cramér Von-Mises Kolmogorov-Smirnov  Anderson-Darling

BP 0,01206 (0,0) 0,24199 (0,0) 0,07939 (0,0)
BP TF 0,01423 (-18,0) 0,25179 (-4,0) 0,07862 (0,9)
BSP ME 0,01199 (0,6) 0,24253 (-0,2) 0,07932 (0,1)
BSP TF  0,01403 (-16,3) 0,23418 (3,2) 0,07946 (-0,1)

BSP MEP  0,01039 (13,8) 0,21794 (9,9) 0,07216 (9,1)

Tabela 3.11: Dados do modelo de Mistura Logistico com 30 ensaios Bernouli - Estimativas para os modelos

Modelo Estimativa IC 95% SLOPC
Logistico BP -58,984
Bo -0,016 (-0,205 ; 0,171)
B1 0,970 (0,792 ; 1,146)
Logistico BP TF -03.677
Bo 0.532 (0.163 ; 1.010)
b1 1.069 (0.758 ; 1.427)
A -0.533 (-1.460 ; 0.258)
Logistico BSP ME -57,858
Bo -0,015 (-0,151 ; 0,117)
51 0,696 (0,475 ; 1,037)
Logistico BSP ME TF -53.692
Bo 0,362 (0,078 ; 0,793)
51 0,773 (0,458 ; 1,376)
A -0,851 (-2,316 ; 0,251)
Logistico BSP MEP -42,201
Bo 1,275 (-2,172 3,404)
51 2,219 (1,460 3,235)

Tabela 3.12: Dados do modelo de Mistura Logistico com 30 ensatos Bernouli - Medidas de distincia e
redugao percentual relativa

Modelo Cramér Von-Mises Kolmogorov-Smirnov  Anderson-Darling

BP 0,01184 (0,0) 0,26049 (0,0) 0,07121 (0,0)
BP TF 0,00617 (47,8) 0,27516 (-5,6) 0,02919 (59,0)
BSP ME 0,01135 (4,1) 0,26141 (-0,4) 0,06816 (4,3)
BSP TF 0,00649 (10,5) 0,26562 (5,2) 0,03088 (14,8)
BSP MEP  0,00203 (82,8) 0,1476 (10,3) 0,01513 (78,9)
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Capitulo 4
Aplicacoes

Para ilustrar a utilizagdo dos modelos propostos, dois conjuntos de dados desafiadores na litera-
tura de dados binarios sao considerados: Mortalidade dos besouros e I[dade da primeira menstruagao.

Os modelos bayesianos Logistico paramétrico (BP), paramétrico com transformacao (BP TF),
semi-paramétrico com mistura em escala (BSP ME), semi-paramétrico com transformagao (BSP
TF) e, por fim, semi-paramétrico com mistura em escala e posicao (BSP MEP) sdo considerados.

4.1 Mortalidade dos Besouros

O banco de dados da mortalidade dos besouros consiste na contagem do ntumero de besouros
adultos mortos apds a exposicao ao gés dissulfeto de carbono durante cinco horas. O banco de dados
estd disponivel em Bliss [1935] e segue abaixo,

Tabela 4.1: Conjunto de dados: Mortalidade dos besouros

Dose 'Sy, Nuamero de besouros expostos Numero de besouros mortos

49,09 59 6
52,99 60 13
56,91 62 18
60,84 56 28
64,76 63 52
68,69 59 53
72,61 62 61
76,54 60 60

Através do pacote LaplacesDemon, os modelos paramétricos e semi-paramétricos foram ajus-
tados pelo algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo tal que uma cadeia de 10000 iteragoes foi
utilizada na fase de adaptacao com a estimacao da matriz de covaridncias a cada 1000 iteragoes.

As condigbes para a obtengdo da convergéncia e amostras ndo autocorrelacionadas estao apre-
sentadas na Tabela 4.2 e foram avaliadas através de graficos. Cabe ressaltar que a avaliacdo da
eficiéncia computacional ndo foi um objetivo, deste modo, tentou-se estipular as mesmas condigoes
para todos os modelos.

A distribuicdo a priori para Sy e 1 consideradas foram independentes e ndo-informativas ao
defini-las como Normal com média 0 e precisao 0,01. Ainda assim, a informacao a priori poderia
ser elicitada para os coeficientes de regressao conforme a discussao do Capitulo 2.

Para os modelos que recorrem & utilizagao da transformacao, a distribuicdo a priori de A é
definida como a distribuicdo Normal(1, 10), desta forma, é esperado uma curva de probabilidade
simétrica a priori e acredita-se tanto na assimetria & esquerda como & direita. Note que a informagao
sobre A\ poderia ser elicitada a partir da discussio da forma da curva de probabilidade.

Para o modelo de mistura em escala, Hy(7) corresponde a distribuicao de Kolmogorov-Smirnov
e para o modelo de mistura em locacao e escala, Hy(6|7) é definida pela distribuicao Normal(0, 7),

29
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isto é, a curva de probabilidade esperada a priori é definida pela distribuicao Logistica. Para todos
os modelos semi-paramétricos, foi estabelecido o = 1, portanto, a crenca de que a distribuicao
Logistica seja apropriada aos dados é bastante fraca.

As estimativas dos modelos seguem na Tabela 4.3 e as medidas de distancia seguem na Tabela
4.4. As estimativas a posteriori para 8 dos modelos semi-paramétricos ndo podem ser interpretadas
através do conceito de dose letal mediana assim como no modelo paramétrico com transformagao.
Apesar desta limitacdo, é possivel obter informagoes acerca da dose letal mediana uma vez que a
curva de probabilidade esta estimada.

Note que os modelos BP TF e BSP TF apresentam estimativas pontuais do parametro de
assimetria A maiores do que um que corresponde & presenca de assimetria a direita assim como os
intervalos de credibilidade 95%.

Os modelos simétricos BP e BSP ME sao aqueles com os menores valores de SLOPC e os mais
distantes dos dados, o que caracteriza um pior ajuste. Este é um resultado esperado uma vez que
o conjunto de dados é conhecido pela assimetria & esquerda na literatura estatistica.

Dentre os modelos assimétricos, o modelo BP TF é aquele que apresenta performance levemente
superior, embora os pseudo-fatores de Bayes sejam bastante proximos a um: entre os modelos BP
TF e BSP TF é igual a 1,007; BP TF e BSP MEP é igual a 1,046; BP TF e BSP ME ¢é 1,087; BF
e BP é 1,119. As redugbes percentuais das medidas de distancia e as as curvas de probabilidade
apresentadas na Figura 4.1 conduzem a uma conclusao semelhante.

Em relacdo a comparagao com o modelo Complementar Log-log, que é considerado o mais ade-
quado a este conjunto de dados na literatura estatistica, pode-se verificar que os modelos BP TF
e BSP TF sdo superiores, segundo as medidas de distancia. Por outro lado, a SLCPO favorece a
regressao Complementar Log-log, apesar dos pseudo-fatores de Bayes estarem proximos a um: para
o modelo BP TF é 1.030 e para o modelo BSP TF ¢é 1.037.

Tabela 4.2: Mortalidade dos besouros - Condi¢oes para o algoritmo MCMC

Modelo Aquecimento Espacamento

BP 3000000 1000
BP TF 500000 1000
BSP ME 500000 1000
BSP TF 500000 1000

BSP MPS 500000 1000
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MORTALIDADE DOS BESOUROS

Tabela 4.3: Mortalidade dos besouros - Estimativas para os modelos

Modelo Estimativa IC 95% SLOPC
Logistico BP -19,330
Bo -14,797 (-17,199 ; -12,379)
51 0,249 (0,210 ; 0,288)
Logistico BP TF -17.332
Bo -14.886 (-17,634 ; -12,175)
51 0.246 (0,203 ; 0,290)
A 1,376 (1.053 ; 1.738)
Logistico BSP ME -18,772
Bo -9,900 (-14,718 ; -6,782)
51 0,167 (0,114 ; 0,245)
Logistico BSP TF -17,623
5o -10,597 (-19,943 ; -6,619)
51 0,176 (0,110 ; 0,324)
A 1,412 (0,998 ; 1,918)
Logistico BSP MEP -17,980
Bo -10,689 (-15,528 ; -6,488)
51 0,186 (0,127 ; 0,257)
Complementar Log-log BP -16,696
Bo -9,764 (-11,293 ; -8,269)
51 0,156 (0,132 ; 0,180)

Tabela 4.4: Mortalidade dos besouros - Medidas de distdncia e reducao percentual relativa

Modelo Cramér Von-Mises

Kolmogorov-Smirnov  Anderson-Darling

BP 0,00304 (0,0)

BP TF 0,00117 (61,5)
BSP ME 0,00306 (0,0)
BSP TF 0,0014 (47.,5)
BSP MEP 0,00214 (30)

BP Complementar Log-log 0,00189 (38,2)

0,08769 (0,0)
0,05400 (38,4)
0,08431 (3,8)
0,06055 (36,8)
0,06393 (27,1)
0,08098 (7,7)

0,01543 (0,0)
0,00078 (94,9)
0,01528 (0,0)
0,00837 (43,3)
0,01090 (29,3)
0,01049 (32,0)
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4.2 Idade da primeira menstruagao

O banco de dados da idade da primeira menstruagdo consiste na contagem do niimero de ado-
lescentes que tiveram a primeira menstruacdo em uma determinada idade. O banco de dados esta
disponivel em Milicer et al. [1968] e segue abaixo,

Tabela 4.5: Conjunto de dados: Idade da primeira menstrua¢ao

Idade Numero de adolescentes menstruadas Numero adolescentes entrevistadas

9,21 0 376
10,21 0 200
10,58 0 93
10,83 2 120
11,08 2 90
11,33 5 88
11,58 10 105
11,83 17 111
12,08 16 100
12,33 29 93
12,58 39 100
12,83 51 108
13,08 A7 99
13,33 67 106
13,58 81 105
13,83 88 117
14,08 79 98
14,33 90 97
14,58 113 120
14,83 95 102
15,08 117 122
15,33 107 111
15,58 92 94
15,83 112 114
17,58 1049 1049

A mesma configuracdo da se¢io anterior foi considerada na utilizacdo do algoritmo Metropolis-
Hastings Adaptativo. As condi¢Ges para convergéncia e amostras ndo autocorrelacionadas estdao na
Tabela 4.6. As mesmas distribuigdoes a priori para os coeficientes de regressdao e o parametro de
assimetria A da secdo anterior também foram consideradas.

As escolhas de Hy e o também sdo as mesmas da andalise anterior. As estimativas dos modelos
seguem na Tabela 4.7 e as medidas de distancia seguem na Tabela 4.8.

Tabela 4.6: Idade da primeira menstrua¢ao - Condigoes para o algoritmo MCMC em modelos Logistico

Modelo Aquecimento Espacamento

BP 1000000 20000
BP TF 500000 1000
BSP ME 500000 1000
BSP TF 3000000 1000
BSP MEP 1000000 10000

BP Stukel 2000000 10000
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Tabela 4.7: Idade da primeira menstruagao - Estimativas para os modelos bayesianos Logistico

Modelo Estimativa IC 95% SLOPC
Logistico BP -57.407
Bo -21.157 (-22,722 ; -19,728)
B 1.627 (1,518 ; 1,747)
Logistico BP TF -56.282
Bo -21.481 (-23.062 ; -19.888)
51 1.660 (1.537 ; 1.786)
A 0,881 (0,784 ; 0,984)
Logistico BSP ME -95,721
Bo -13,172 (-17,812 ; -9,735)
ot 1,012 (0,748 ; 1,368)
Logistico BSP TF -52,341
Bo -14,618 (-24,024 ; -10,356)
b1 1,131 (0,801 ; 1,863)
A 0,816 (0,665 ; 0,947)
Logistico BSP MEP -53,085
Bo -15,398 (-20,139 ; -11,668)
51 1,154 (0,863 ; 1,507)
Logistico BP Stukel -52.775
Bo -15,398 (-20,139 ; -11,668)
51 1,154 (0,863 ; 1,507)
A 0,122 (-0,017 ; 0,298)
A2 0,386 (0,149 ; 0,714)

Tabela 4.8: Idade da primeira menstruacao - Medidas de distdncia e reduc¢do percentual relativa para os
modelos Logistico

Modelo Cramér Von-Mises Kolmogorov-Smirnov Anderson-Darling

BP 0,00164 (0,0) 0,06187 (0,0) 0,00928 (0,0)
BP TF 0,00166 (0,0) 0,08289 (-34,0) 0,00898 (5,4)
BSP ME  0,00147 (10,4) 0,0716 (-15,7) 0,00843 (9,2)
BSP TF 0,00136 (18,3) 0,08191 (-32,4) 0,00733 (21,4)
BSP MEP  0,00130 (20,7) 0,07057 (-14,1) 0,00716 (22,8)
BP Stukel  0,00123 (25,0) 0,07599 (-22.8) 0,00685 (26,2)

As estimativas a posteriori para 8 dos modelos semi-paramétricos nao podem ser interpretadas
através do conceito de razao de chances, assim como no modelo paramétrico com transformagao.
Apesar desta limitacao, € possivel obter informagoes acerca da razdo de chance para duas idades,
uma vez que a curva de probabilidade esta estimada.

Note que os modelos BP TF e BSP TF apresentam estimativas pontuais do parametro de
assimetria A menores do que um, que representa existéncia de assimetria a esquerda. O modelo
BP Stukel também indica assimetria a esquerda uma vez que o intervalo de credibilidade 95% nao
contém o valor zero para Ao, porém, contém para Ap.

O modelo BP seguido pelos modelos BP TF e BSP ME sdo aqueles com os menores valores
de SLOPC, o que é esperado ja que tais modelos apresentam menos flexibilidade para lidar com
discrepancias da distribuicao Logistica. Enquanto, os modelos BSP TF e BSP MEP sao aqueles com
melhores performances: o pseudo-fator de Bayes entre BSP TF ¢ BSP MEP é 1,023; entre BSP TF
e BSP ME ¢ 1,063; entre BSP TF e BP TF é 1,066; entre BSP TF e BP é 1,093.

A reducao percentual das medidas de distancia é crescente conforme o aumento da complexidade
dos modelos, colocando o modelo BSP MEP como o mais indicado, entretanto, o modelo proposto
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por Stukel [1988] ainda apresenta desempenho superior em todas as medidas de qualidade de ajuste,
com excecdo da medida de distancia de Kolmogorov-Smirnov.
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Capitulo 5

Algoritmo: mistura em escala

No Capitulo 2, trés modelos para lidar com discrepancias do modelo Logistico foram apresentados
sob a perspectiva bayesiana nao-paramétrica. A abordagem bayesiana desde Albert e Chib [1993]
tem usufruido de variaveis latentes como um artificio para a formulacao de um algoritmo MCMC
mais eficiente, porém, optou-se por nao utiliza-las e o algoritmo de Metropolis-Hastings Adaptativo
foi aplicado para a estimacao dos modelos.

Desta forma, este capitulo tem por objetivo apresentar um algoritmo baseado em varidveis
latentes e no Amostrador de Gibbs por Blocos introduzido por Ishwaran e James [2001] somente
para o modelo de mistura em escala. Os resultados serdo comparados com o ajuste deste mesmo
modelo no capitulo anterior para o conjunto de dados Mortalidade dos Besouros que utiliza o
algoritmo Metropolis Adaptativo.

Esta ilustracao dara indicios da razao pela qual o algoritmo baseado em variaveis latentes parece
nao ser funcional no contexto bayesiano nado-paramétrico.

5.1 Mistura em escala: variaveis latentes

Novamente, considere Y; uma variavel aleatéria binaria tal que Yj|p; ~ B(p;) sendo p; =
F(x,8|0,7) parai =1,...,L el =1,...,n; e funcdo de distribuicdo F é dita ser pertencente a
uma familia de posicdo e escala F.

Como Albert e Chib [1993], define-se o conjunto de variaveis latentes Wy ~ N(x,3, 7). Por-
tanto, pode-se reescrever as varidveis binarias como a discretizacao de tais varidveis latentes,

Yi = ILiw,>o0),
pois,

pi = PYu=1)
= P(Wy>0lp=x8,7)
= P(Wy—x8>—xB|u=0,7)
= 1-PW; —x,8<—x/Blu=0,7)
= P(Wy—xB<x8lp=0,7)
= F(x3]0,7) (5.1)

No modelo de mistura em escala, a funcao de densidade derivada da funcao de distribuicao F' é
dada por

f(WY,x'B,H) = /¢(W|x'ﬁ,7)dH(T). (5.2)
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Portanto, a funcdo de verossimilhanca é definida por

n n;

LB, HY,X) = [[ ] ot (1 — pi) 70

i=11=1

sendo que p; = F(x'8|0,7) para 7 ~ H.
Considerando as distribuigdes a priori discutidas no Capitulo 2,

B|N57T6 ~ Np(”‘ﬁaT,B)a
Hlow ~ P(a, Hy), (5.3)

sendo Hy a distribuicdo base do processo de Dirichlet que é definida a partir da escolha da distri-
buicdo Fp.
O passo seguinte é o célculo da distribuicao a posteriori

W(57H|Y7X) (08 L(,B,H|Y,X)W(,@‘Mﬁ,Tﬁ)P(O{,H@|U),

que pode ser construida a partir da amostragem das distribuicoes condicionais completas a poste-
riori,

W(IB‘Y7X?H7 K3, Tﬁ)a
m(H|Y, X, B).

Como ja dito, a amostragem da distribuicdo a posteriori de H n&o é simples, contudo, ha
algoritmos que podem ser utilizados para dados binérios através das varidveis latentes.

5.2 Amostradores de Gibbs

H4 duas abordagens computacionais para lidar com misturas de processos de Dirichlet que séo
denominados como Amostrador de Gibbs da Urna de Polia e Amostrador de Gibbs em Blocos por
Ishwaran e James [2001].

A primeira abordagem foi apresentada por Escobar [1994], detalhada em Escobar e West [1995]
e, mais tarde, refinamentos foram apresentados em MacEachern [1994], Escobar e West [1998b],
Escobar e West [1998a] e MacEachern e Miiller [1998].

A segunda abordagem foi introduzida por Ishwaran e Zarepour [2000] como um algoritmo amos-
trador de Gibbs simples e geral que permite a amostragem direta de valores provenientes da distri-
buigao a posteriori da medida aleatéria H. Mais tarde, Ishwaran e James [2001] apresentam mais
detalhes e formalizaram o procedimento.

Esta ultima abordagem serd considerada neste texto pela facilidade em trabalhar nas situagoes
em que nao ha conjugacao entre a distribuicdo da varidvel latente W, definida pelas componentes
da mistura Normal, e a distribuicao de mistura Hy.

Para aplicar tal abordagem, é necessério considerar um truncamento do processo Dirichlet asso-
ciado & medida aleatoria H e, desta forma, pode-se reescrever o modelo (5.2) - (5.3) ao considerar
T(ui) = 7(Zk,) tal que K; parai =1,..., L sdo variaveis de classificagdo para identificar a variavel
u;, que define 7, associada a cada possivel valor de Z. Entao,

WulXB,Z.,. K ™ ¢(Wyx,8,7(Zk,»)) paral=1,....mjei=1,..., L,
16|/*1’B77—6 ~ NP(H’B7T,3>1
Zjr|v S Hyp(v) paraj=1,...,N,

Klg ~ Multinomial(L,q,...,qN),
qla  ~  Dirichlet Generalizaday (v, 1), (5.4)
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Este truncamento do processo de Dirichlet é diferente de considerar um processo de Dirichlet
finito como no Capitulo 2, pois a escolha do ntmero de componentes N é feita de forma que as
componentes desprezadas sejam estimadas iguais a zero.

A questdo do ntmero de componentes pode ser respondida a partir do principio de que as
densidades marginais f(W) e fy(W) devem ser similares com fy(W) denotando a densidade de
W quando o processo de Dirichlet truncado é considerado. Neste sentido, Ishwaran e James [2001]
apresentam o limite,

1F(W) = fn(W)][1 < dnexp (—(N —1)/a), (5.5)

Ao reescrever o modelo na forma (5.4), também é possivel reescrever a distribui¢ao a posteriori
de HW,3,X,v,

W(H‘W7 X, /@’ U) = 7T(Z7-, K,q, a\ﬁ, W, X, U)~

E pode-se construir tal distribuicdo a posteriori através da amostragem das distribuigtes con-
dicionais completas,

W(ZT|W7 X7 57 Ka ’U),
7-‘-(I<‘-‘Rf7 X'7 167 Z’T? q)7
m(alK, a).

5.2.1 Amostragem de Z.|W,X,3,K,v

A obtencao da distribuigao condicional completa a posteriori Z,|W, X, 8, K, v ocorre em duas
etapas. Para tanto, define-se o conjunto K* = {K7,..., K} } que consiste nos valores unicos do
vetor K. Entao,

m(Z. W, X, 8,K,v) o 11 ho(Zir|v) %
{ke{lv“'vN}_K*}

< I | ro(2i-lo) T IJ[¢(Wil|X;B,T(Zk;T)) . (5.6)
j=1

{i: K=k} =1

isto ¢, a amostragem de Z.|K, 3, W, v corresponde as etapas,
i, Zy, ho(kt|v) para k € {1,...,N} — K*,
. ind e N
i Zie ™ ho(krlo)  TT 1 6(WalkB,7(Z4)) para k € K*.
{i:K;=k} =1

As mesmas escolhas para Hy discutidas no Capitulo 2 podem ser implementadas, pois a in-
ser¢ao do algoritmo Metropolis-Hastings no Amostrador de Gibbs quando Hy é a distribuicao de
Kolmogorov-Smirnov nao é dificil.

Cauchy, t-student e Normal
Para 7(Z;) = Z, sendo Z, ~ Gama(v/2,v/2) com densidade,

_@F g v
Ze) = gy Ze P g % o,

segue que Fy é dada pela distribuicao ¢,(0,1). Se v = 1, Fj é a distribui¢do Cauchy(0,1), enquanto
se v — 00, Fy é a distribuicdo Normal(0,1) sendo que para v > 30, a distribuigao ¢-student com v
graus de liberdade j4 é considerada uma boa aproximagcao para a distribuicdo Normal.
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Para a implementacao do algoritmo apresentado na secdo anterior, é necesséirio estabelecer a
amostragem da distribuigdo a posteriori de Z.|W,X, 3, K,v para k € K* referente ao passo i1,
isto é,

(21| W, X, B, K, ) ox

X ho ZkT|U H H Qb zl‘X :@a (ZkT))

{i: K=k} {I=1}
v/2—1 1/2 Zkr jorr a2
x 2 eap{ -2 } I1 H Zyt exp{— 5 (Wi —xi) }
{i:K; =k} {I=1}

v/2—1 v my /2 Zir =

Z, €$P{—ZkT§}ZkT exp |~ Z Z (Wi

{i:K;=k} {I=1}

v/24+my /2—1 Zir

Z exp § — = Z Z Wy — x.8)? , (5.7)

{i:K;=k} {I=1}
tal que mp = >  n;, ou seja, a cardinalidade do conjunto {i : K; = k} para k € K*.

E possivel identificar a equacdo (5.7) como o niicleo da distribuicio Gama(v}’v , vgv ) com paré-
metros dados por

o= /24 my /2,
1 i v
W L ~x'3)2 2
o= 5 Z Z (Wi —x;8)" + 5
{i:K;=k} {I=1}

Logistica

Para obter a distribuigdo Logistica(0, 1, \), deve-se considerar

1 \2
T(Z;) = <2Z ) tal que Z, ~ Kolmogorov-Smirnov,
T

em que a distribuicao de Kolmogorov-Smirnow.
A amostragem da distribuigao a posteriori de Z|W, X, 3,K para k € K* é dada por

m(Zkr W, X, B, K) o

X h() Z}W H ]‘_[(Z5 ZZ|X'L/B7 ZkT))

{t:K;=k} I=1
- 2 2 12 1 2
n+1 /
x 82( 1) 'n?Zy, exp {—2n° 2}, } H H( 72 > eXP{—SZ}%(Wu—Xiﬁ) }
k=1 {i:K,=k} =1 T
- 41,2 272 Lo\
x 8;(—1) n“Zgrexp{—2n-Zj_ } <4Z;%T>
X exp Z Z , (5.8)

kT {i:K;=k} {I=1}

que resulta em uma distribuicao a posteriori nao conhecida, contudo, para tal distribuicao, Chen e Dey
[1998] sugerem uma distribuigdo proposta para a implementagao do algoritmo de Metropolis-
Hastings.
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Chen e Dey [1998] constroem uma distribui¢do proposta através dos resultados empiricos de
Albert e Chib [1993], nos quais uma variavel com distribuicao ¢, ¢ aproximadamente b vezes uma
variavel com distribuicao Logistica, para escolhas apropriadas de v e b.

Este ¢ o ponto de partida para Chen e Dey [1998] que definem uma aproximacao similar através
da mistura em escala de distribuicdes Normal tal que a igualdade nos dois primeiros momentos entre
as distribuicoes ¢, e Logistica seja satisfeita com a restricao de que as caudas da distribuicao proposta
sejam mais pesadas do que a distribuicdo de Kolmogorov-Smirnov, desta forma, é encontrado que
as melhores escolhas sdo v =5 e b= 0.712.

Como consequéncia de tal aproximacgao, a distribuicdo de Kolmogorov-Smirnov é aproximada

por,

(v/81%)®/?)
I(v/2)

que é equivalente & atribuicdo da distribuigdo Inversa Gama(v/2,v/8b%) para Z2.

Entao, pode-se construir uma densidade proposta para a distribui¢ao dada na equagao (5.8) que
consiste em uma distribuicdo a posteriori calculada, considerando a distribuicao base hf(Z) dada
na equagao (5.9),

(z2)~ (/2D exp{—”} 27, (5.9)

™ (Z |W, X, 3, )—

= n§(Zer) ] H¢ Wi xiB,7(Z1r))

{i:K;=k} =1
(0/8)D 1y \(wj2s1) v
= W) (g2 oy
F(U/Q) ( kT) exp 8[)22]%7_ kT
1 1 1/2 1 A
{i:K;=k} I=1 kT kT

o (Z,)" P exp {—v/8b22£7} Zer

1 my /2
X (4213 > ex Z Z W —xﬁ

’”{ K=k} {I=1}

x (Z%T)—(U/Q-i-mk/}i—l)

X exp 4§ — Z Z zl_X 2 Zkr,
kT

{i: K=k} {I=1}

sendo que tal distribuicdo é uma derivacao da distribuicao para Z,%T]W, X, BK dada pela Inversa

Gama (v}, v}V) com

oV = v/24+my/2,
U;/V = 3 + Z Z ll_xIB
(i: K=k} {I=1}

E a probabilidade de aceitacao de Z;,_ gerado pela distribui¢ao proposta ¢ dada por

 w(Z0W, X, B, K, v) /7 (Z; W, X, B, K, v)

P = (24 |W, X, B,K, v) /792, |[W, X, B, K, v)
holZ,) /8 Z1,)
hO(ZkJT)/h’S(ZkJT)

Note que esta probabilidade de aceitacdao exige a avaliacdo da densidade da distribuicao de
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Kolmogorov-Smirnov e, como ja dito, somente é possivel avalid-la aproximadamente. A escolha do
indice de truncamento do somatorio segue a discuss@o do Capitulo 2 e é dada pela equagao (2.10).

5.2.2 Amostragem de K|W,X,3,Z,q

Por sua vez, note que a distribui¢do K|q é definida pela distribuicdo Multinomial(qy,...,qN)
que pode ser reescrita para cada componente do vetor K na forma

Ki~> l(x,—pyax parai=1,.. L. (5.10)

E é necessério escrever a distribuicao de W|8, 7 como uma distribui¢do multivariada, isto &,
N, (XB,Tz) tal que T é uma matriz diagonal com o i-ésimo elemento dado por 7(Zk;).
A partir da equagao (5.10) tem-se que

T(KIW,X,8,Z,q) x 7(K|q)¢p,(W|XB,Tz)
N L n;
S H(Zﬂ )HH¢ WalxiB,7(Zx,+))
i=1 \k=1 i=11=1
N
e\ H(Z]lK kaH<Z5 Walx;8, 7 ZKH))
zzl k;l
< ][ (Zﬂ&—k qzk) (5.11)
=1 \k=1

tal que

gk < @ | [ oWaulxiB,7(Zkr))
=1

X gk H 7(Zir)'/? exp {—T(ZkT) (Wi — Xgﬁ)Q}
=1

X qkT(ZkT)”i/2 exp{—T(ZkT)zi:(VVil _X;ﬁ)2}7 (5'12)

2
=1

isto &, K;|W,X, B,Z,q,~ Multinomial(1,¢;1,...,¢;n) parai=1,..., L.
Entao, ¢;, para i =1,..., L é definido para escolha possivel de Fp,

Cauchy, t-student e Normal

, T(Z1r i
Gk < qpm(Zpr)"% exp {— ( 2k ) (Wi — X;ﬁ)Q};

=1

Logistica
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5.2.3 Amostragem de q|K, «

Wong [1998] apresenta a distribuicao Dirichlet Generalizada(a,b) como a distribui¢ao con-
jugada para a distribuicao Multinomial atribuida a K. Deste modo, a distribuicao condicional
completa a posteriori q|a, K é também dada pela distribuicio Dirichlet Generalizada(a® ,bW) tal
que

ayf =1+my,
N
b =a+ Y my (5.13)
j=k+1
relembrando que my o nimero de K; ignaisa k parak=1,...,N—1ei=1,...,L.
Cabe ressaltar que para gerar q|a, K é preferivel gerar Vi, ~ Beta(aZV, bZV) parak=1,... N—1

considerando Vy = 1 e definir

qQ = ‘/17
qr = (1—‘/1)(1—‘/2) X ... X (1—Vk_1)Vk parak:zl,...,N—l.
5.2.4 Amostragem de B|W,X,Z, K, ug, Tp
Para a amostragem da distribui¢do condicional completa a posteriori 7(3|W,X,Z, K, K Tg)
deve-se considerar a densidade de W na forma matricial. Deste modo,

W(IB‘W7X7Z’K7H,877—,3) = 7['(,@|Tﬁ)¢n(W|XB, TZ)

— @0 Tslexp {508~ o) To(5 - o)}

(W — XB)Tz(W - Xﬁ)}

x<2w><5‘>rTzrexp{—;

x exp {—;(B — 1) Ts(B - u@)}
Xexp {—;(W — XB3)' Tz (W — X,@)} (5.14)

Olhando somente o expoente na equacao (5.14),

(B—1p)Ts(B — pp) + (W —XB)'Tz(W - Xg) =
= (B = pg ) Ts(B — pg) + (W' = BX")Tz(W - XB)
= B'TsB— B Tsus — ps'TsB + us'Tsus + B'TsA
+W'TzW — W TzX38 - X' TzW + X' TzX3
< B'TsB —2us' TsB —2W'TzX8 + X' TzX3

x B (Ts+X'TzX)B - 2(ug'Ts+ W'TzX)3 (5.15)
x B (Ts+X'TzX) B —2(pus'Ts + WTzX)B
(' Ty + WTzX) (Ts + X'TzX) " (usTs + X' Tz W) (5.16)

x (3 — (Ts +X'TzX) " (usTs + X’TZW))I (Tp + X'TzX)

x (5 — (T + X'TyX) ! (ugTs + X/TZW)> . (5.17)
isto ¢, B|W,H, 73 ~ Ny, <;LZ,V, Tz}/gv) com parametros,

pl = (Tp+XTzX) " (usTs + X' Tz W),
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Tz = (Tp+X'TzX). (5.18)

A equagao (5.16) pode ser justificada pela necessidade de completar a forma quadratica na
equacdo (5.15) a fim de obter um nucleo de uma distribuicao Normal multivariada, dado que a
distribuicao a priori W(ﬁ\uﬁ,m) é conjugada da distribuicao da variavel latente W. Para tanto,
considere uma matriz A desconhecida tal que

(B—A) (Ts+X'TzX) (B—A) =
= (B —A)(Ts+X'TzX) (8- A)
= B (Ts+X'TzX)B -0 (Ts+X'TzX) A
—A' (Tg+X'TzX) B+ A’ (Ts+X'TzX) A
= B (Ts+X'TzX)B - 2A' (Tg+ X'TzX) 3
+A’ (Ts+ X'TzX) A. (5.19)

Comparando as equagoes (5.15) e (5.19) segue que

(ungg + W/TzX),@ A’ (Tg + X/T2X) B
(N,@/Tﬁ + W/TzX) = A’ (Tg + X/T2X)

A = (pg'Ts+ W'TzX) (T + X'TzX) ™
N/
A = ((Tp+XTzX) ") (gTs+X'TzW)
= (Tp+X'TzX) ' (T + X'TZW). (5.20)

Finalmente, basta substituir a equagao (5.20) em (5.19) para obter a equagao (5.17).

5.2.5 Amostragem de W|Y, X, 3,Z,, K

Para a amostragem de 7(W|3,Z.,K,Y) que corresponde & amostragem de ¢(W|3,Z,, K,Y)
truncada por Y. Segue-se Robert [1995],

L n;

W(W’Yv XuB? ZTv K) X H H ¢(W21’X;,6, T(ZKZT))]I(

i=1[=1

Vielar, o)) (5.21)

5.2.6 Algoritmo

Portanto, a amostragem de 7(W, 3, H|Y,X) pode ser realizada a partir do seguinte algoritmo,

1. Defina valores iniciais para W, Z., K, q, a e 3;

[\)

. Gere H proveniente de 7(H|W, X, 3) a partir das partes,

i. Z, ~7(Z,|W,X, 3,K,v) definida na equacao (5.6);
ii. K~ 7n(K|W,X,3,Z,,q) detalhada nas equagoes (5.11) - (5.12);

ili. q ~ Dirichlet Generalizaday(a com paramétros definidos na equacao (5.13);

w

. B~N, (MEV, TEV) com parametros apresentados na equacao (5.18);
4. Gere W ~ 1(W|Y, X, 3,Z,,K) expressa na equagao (5.21).

Observe que no primeiro passo do algoritmo, ha a necessidade de introduzir valores iniciais. Tais
valores podem ser facilmente escolhidos a partir das distribui¢oes a priori apresentadas em (5.4).
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5.3 TIlustracao comparativa dos algoritmos

E esperado que a estimacio resultante do algoritmo baseado em varidveis latentes seja similar
ao algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo. Desta forma, o modelo semi-paramétrico de mistura
em escala fol ajustado por essas duas vias, considerando o conjunto de dados da Mortalidade dos
Besouros e os resultados foram comparados. O objetivo é apresentar subsidios para a discussao de
que, possivelmente, o algoritmo de variaveis latentes como introduzido por Albert e Chib [1993]
nao seja adequado na abordagem bayesiana nao-paramétrica.

Para tanto, a distribuicdo a priori para By e [1 consideradas foram independentes e nao-
informativas ao defini-las como Normal com média 0 e precisao 0,01. Para o processo Dirichlet,
Hy(7) consiste na distribuicao de Kolmogorov-Smirnov, isto é, a curva de probabilidade esperada
a priori é definida pela distribuicdo Logistica e o pardmetro de a = 1, portanto, a crenca de que a
distribuicao Logistica seja apropriada aos dados é bastante fraca.

Os resultados dos modelos bayesianos Logistico paramétrico (BP) e semi-paramétrico com mis-
tura em escala (BSP ME) do capitulo anterior sdo considerados novamente, junto ao modelo bayesi-
ano semi-paramétrico com mistura em escala considerando variaveis latentes (BSP MEVL) discutido
neste capitulo.

As condigoes para a implementagao do MCMC estdo na Tabela 5.1 e pode-se observar claramente
que o algoritmo que usufrui de varidveis latentes € muito mais eficiente do que o Metropolis-Hastings
Adaptativo para este banco de dados. As estimativas a posteriori estao na Tabela 5.2.

Tabela 5.1: llustracao comparativa dos algoritmos - Condi¢oes para o algoritmo MCMC em modelos Lo-
gistico

Modelo Aquecimento Espacamento

BP 3000000 1000
BSP ME 500000 1000
BSP ME 25000 250

Tabela 5.2: Ilustragao comparativa dos algoritmos - Estimativas para os modelos bayesianos Logistico

Modelo Estimativa IC 95%
Logistico BP
Bo -14.797 (-17.199 ; -12.379)
51 0.249 (0.210 ; 0.288)
Logistico BSP ME
Bo -9.900 (-14.718 ; -6.782)
b1 0.167 (0.114 ; 0.245)
Logistico BSP MEVL
Bo -16.957 (-28.969 ; -9.539)
ot 0.286 (0.162 ; 0.487)

Tabela 5.3: Ilustra¢ao comparativa dos algoritmos - Medidas de distdncia e redug¢ao percentual relativa para
os modelos Logistico

Modelo Cramér Von-Mises Kolmogorov-Smirnov  Anderson-Darling

BP 0.00304 0.08769 0.01543
BSP ME 0.00306 0.08431 0.01528
BSP MEVL 0.00309 0.08358 0.0154

As estimativas pontuais dos modelos BP e BSP MEVL sdo similares, embora, os intervalos de
credibilidade 95% mais extensos para o ultimo modelo indiquem que hé mais uma componente
responsével pela variabilidade sendo estimada neste modelo, o que é esperado. Em contrapartida,
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as estimativas do modelo BSP ME sao discrepantes em relacdo ao modelo BP, ainda que as medidas
de distdncia sejam bastante similares entre todos os modelos.

Pode-se visualizar as cadeias de Markov que definem os pesos das componentes do processo
Dirichlet nas Figuras 5.1 e 5.2. De fato, como discutido por Ferguson [1983], para um pequeno
valor de a segue que a primeira componente do processo Dirichlet tem maior influéncia na mistura.

Os dois conjuntos de gréaficos permitem verificar que o vetor de pesos q apresenta um comporta-
mento distinto para os dois algoritmos. Na abordagem através de variaveis latentes, em geral, cada
componente tem peso um em cada interacdo, o que nao caracteriza uma mistura de distribuicoes e
é bastante diferente da abordagem sem variiveis latentes.

As diferencas nas estimativas na Tabela 5.2 podem ser justificada através de tais percepc¢oes,
uma vez que a soma de distribui¢ées Logistica ndo resulta em uma distribuicao Logistica, por isso,
é esperado que a estimativa dos coeficientes de regressdo 3 no modelo semi-paramétrico de mistura
em escala seja distinta do modelo paramétrico.

Portanto, tais indicios levam a crer que a estimacao do modelo bayesiano semi-paramétrico de
mistura em escala através de varidveis latentes, na verdade, corresponde & estimagao da varidncia
do modelo Logistico paramétrico, ao invés de uma mistura de distribuicoes Logistica.
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Figura 5.1: Historico das cadeias de Markov para os pesos do processo Dirichlet do modelo MEVL
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, um novo modelo Logistico bayesiano paramétrico com um parametro represen-
tativo da assimetria e trés novos modelos Logistico bayesianos semi-paramétricos, com diferentes
niveis de sofisticagdo para lidar com discrepancias da distribuicdo Logistica, foram apresentados.
Para avaliar o desempenho de tais modelos, trés medidas de distancia entre medidas de probabili-
dade foram sugeridas, além das Ordenadas Preditivas Condicionais.

Em todos os modelos, é possivel elicitar a distribuicdo a priori dos parametros através do conceito
de razao de chance, por isso, a modelagem sugerida se sobrepoe & modelagem apresentada por
Newton et al. [1996] na aplica¢do pratica. Contudo, a intepretagdo dos coeficientes de regressao
a posteriori nao é direta, embora ainda seja possivel discutir as razdes de chances uma vez que a
curva de probabilidade esta estimada.

No Capitulo 3, trés exemplos foram considerados. No exemplo simulado simétrico, todos os
modelos apresentaram um desempenho similar em relagdo as trés medidas de distancia consideradas,
com um pequeno destaque para o modelo bayesiano semi-paramétrico com mistura em posicao e
escala, sendo que o modelo bayesiano parameétrico usual tem o apelo da interpretacdo a posteriori
dos parametros através do conceito de razao de chances.

Na presenca de assimetria, os modelos bayesianos parameétrico e semi-paramétrico com transfor-
magao apresentaram desempenhos similares, acompanhados da caracterizacdo da assimetria atraveés
de um pardmetro em relacao ao modelo bayesiano semi-paramétrico com mistura em posicao e escala
que apresentou desempenho mediano, porém, satisfatorio.

Na presenca de bimodalidade, o modelo semi-paramétrico de posicao e escala destaca-se entre
todos os modelos para todas as medidas de distancias. Este é o modelo mais geral, apesar de nao ser
0 mais interessante em situacoes mais simples, a sua generalidade é bastante til frente a situagoes
de total ignorancia sobre a forma da curva de probabilidade.

Ainda é necessério realizar simulacoes para que seja possivel avaliar o desempenho dos modelos
frente a estas situagoes.

Para os dois conjuntos de dados reais no Capitulo 4, os modelos semi-paramétricos e paramétrico
com transformacao sao competitivos com os modelos mais apropriados apresentados até o momento
na literatura estatistica. Para a mortalidade dos besouros, a vantagem da modelagem introduzida
é a presenca de um pardmetro que mensura a assimetria frente ao modelo Log-log Complementar,
enquanto, para o conjunto de dados Idade da primeira menstruacio, a vantagem ¢é a simplicidade
diante do modelo de Stukel [1988].

A grande limitacao deste trabalho é a implementagao computacional. No capitulo 3, foi visto que
a abordagem de variaveis latentes introduzida por Albert e Chib [1993] parece nao ser adequada no
contexto bayesiano ndo-paramétrico por ndo possibilitar a construcdo de misturas. Por outro lado,
a utilizacdo do algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo é bastante custosa computacionalmente
e torna-se um empecilho na aplicacdo cotidiana de tais modelos. Assim, um trabalho futuro seria a
busca por métodos computacionais mais eficientes, possivelmente, uma nova representacao ou um
novo conjunto de condi¢oes para variaveis latentes, assim como Polson et al. [2013].

Além disso, cabe ressaltar que o modelo bayesiano paramétrico com transformacio apresentou
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desempenho marcante em quase todas os exemplos estudados, e como a abordagem de varidveis
latentes é funcional no contexto paramétrico, um algoritmo pode ser implementado similarmente a
Czado [1994].

E para verificar a hipétese pontual de que o modelo simétrico é adequado, pode-se implementar o
teste FBST apresentado por Pereira e Stern [1999], pois, a utilizacao dos intervalos de credibilidade
95% pode nao ser adequada frente a distribuigoes a posteriori multivariadas. Além disso, este modelo
também pode ser explorado no contexto frequentista. Por fim, tais modelos podem ser facilmente

expandidos para dados multinomiais, através da reparametrizacao introduzida por Pereira e Stern
[2008].
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