
Flutuações do 
hoque no

pro
esso de Hammersley

Mar
io Watanabe Alves de Souza

Tese apresentada ao

Instituto de Matemáti
a e Estatísti
a da

Universidade de São Paulo

para obtenção do título de

Doutor em Ciên
ias

Programa: Estatísti
a

Orientador: Prof. Dr. Leandro Pinto Rodrigues Pimentel

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor re
ebeu auxílio �nan
eiro do

CNPQ

São Paulo, julho de 2013



Flutuações do 
hoque no

pro
esso de Hammersley

Este exemplar 
orresponde à redação

�nal da tese devidamente 
orrigida

e defendida por Mar
io Watanabe Alves de Souza

e aprovada pela Comissão Julgadora.

Ban
a Examinadora:

• Prof. Dr. Leandro P. Rodrigues Pimentel (orientador) - UFRJ

• Prof. Dr. Cristian F. Coletti - UFABC

• Prof. Dr. Fábio Prates Ma
hado - USP

• Prof. Dr. Luiz Renato Gonçalves Fontes - USP

• Prof. Dr. Serguei Popov - UNICAMP



A prova

Matemáti
a rimaria perfeitamente 
om fantásti
a

se assim me ajudasse a sorvê-la,

mas a própria palavra fantásti
a

que por ser tão performáti
a e já ter tantas derivadas,

se somada à matemáti
a

me exauriria para resolvê-las.

Porém, ao integrá-las me ex
itaria:

somaria suas áreas 
om partições 
ada vez mais ralas.

Começaria na reta de maneira 
lara, até o ápi
e do deslumbre,

adi
ionando mais duas dimensões

atingiria o volume.

Usaria os ó
ulos da físi
a que

por ser mais empirista

me daria grande emoção quando da inér
ia me arrebataria,


omo por de�nição e 
om total abstração

depois de sair da lama do 
hão

tenderia ao in�nito

onde tudo é mais bonito.

Neste espaço perfeito, que não perten
e só aos eleitos,

tem verdade, tem magia,

sangue, suor e alegria.

Topologi
amente falando o universo 
abe no 
artesiano.

Refutando todo engano provarei por absurdo

que este universo 
abe no mundo e todos eles no plano.

Seja a Matemáti
a algo sobre-humano

há uma função fantásti
a 
onvergindo para zero:

toda rima e sua inversa também é obra prima.

Agradeço ao MEU AMOR

i



por desmisti�
ar essa essên
ia

rede�nindo limites

e a
reditar que em mim

também 
abe esta 
ons
iên
ia.

Fernanda Di Genio Watanabe

ii



Agrade
imentos

Obrigado Deus. Obrigado ao Leandro pela orientação. Obrigado ao meu pai

e à minha mãe. Obrigado à minha esposa Fernanda e aos meus �lhos Tetsuo e

Suezo por tudo, em espe
ial pela pa
iên
ia, vo
ês são minha vida.

iii



Resumo

No presente trabalho provamos resultados sobre as �utuações dos �uxos de

partí
ulas e das partí
ulas mar
adas no pro
esso de Hammersley multi
lasse.

Os métodos das demonstrações são robustos, formulados de modo a serem apli-


ados em outros pro
essos, em parti
ular se apli
am ao pro
esso de ex
lusão

totalmente assimétri
o multi
lasse (TASEP multi
lasse) e à seu respe
tivo mo-

delo de per
olação de última passagem. Os prin
ipais teoremas obtidos são

um teorema 
entral do limite para o 
hoque, seu 
oe�
iente de difusão e uma

fórmula exata para a variân
ia do �uxo de partí
ulas de 
lasse N ≥ 2 para o

pro
esso em equilíbrio multi
lasse.

Palavras-
have: Pro
esso de Hammersley, Per
olação de última passagem,

Pro
esso de ex
lusão totalmente assimétri
o, Pro
esso multi
lasse, Flutuações

do 
hoque.
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Abstra
t

We prove �u
tuations results 
on
erning �uxes of parti
les and tagged parti-


les on multi
lass Hammersley pro
ess. The methods used are robust and apply

to other pro
esses, in parti
ular all the proofs 
an be adapted to the Multi
lass

totally asymmetri
 simple ex
lusion pro
ess (Multi
lass TASEP) and its respe
-

tive last passage per
olation model. The main theorems obtained are a 
entral

limit theorem for the sho
k, its di�usion 
oe�
ient and an exa
t formula for the

varian
e of the N -th 
lass parti
le �ux in a stationary version of the multi
lass

pro
ess when N ≥ 2.

Keywords: Hammersley pro
ess, Last passage per
olation, Totally asymmetri


ex
lusion pro
ess, Multi
lass pro
ess, Sho
k �u
tuations.

v



Sumário

1 Introdução 1

Organização da Tese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Modelos e Resultados 5

Pro
esso de Hammersley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Pro
esso de Hammersley em uma 
aixa �nita . . . . . . . . . . . . . . 8

Choque e resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Pro
esso multi
lasse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 Preliminares 16

Choque e pro
esso de duas 
lasses no equilíbrio . . . . . . . . . . . . . 16

Fluxo de partí
ulas de segunda 
lasse no equilíbrio . . . . . . . . . . . 21

Medida invariante multi
lasse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4 Teorema Central do Limite 25

5 Coe�
iente de difusão 33

6 Variân
ia do Fluxo no Equilíbrio 49

Referên
ias Bibliográ�
as 63

vi



Capítulo 1

Introdução

O Pro
esso de Hammersley é um sistema de partí
ulas em R em que 
ada

partí
ula salta para uma posição uniformemente es
olhida entre a sua posição e a

posição da partí
ula mais próxima a sua esquerda. A taxa de salto é uma variável

exponen
ial de parâmetro propor
ional ao espaço que a partí
ula dispõe para

saltar. Podemos des
revê-lo de modo mais pre
iso através de sua 
onstrução

grá�
a. Seja ν a 
on�guração ini
ial, aleatória ou não, do pro
esso e seja P um

pro
esso de Poisson homogêneo em R
2
. Fazemos uma realização do pro
esso

deslo
ando o eixo ini
ial pela 
oordenada do tempo e 
ada vez que uma mar
a

de Poisson é interse
tada a partí
ula mais próxima à direita salta para esta

mar
a. Nesta 
onstrução, 
ada realização pode ser vista 
omo um 
onjunto de

trajetórias no espaço-tempo R
2
que não se 
ruzam. A versão des
rita a
ima é

devida a Aldous e Dia
onis e por este motivo o pro
esso também é 
onhe
ido


omo pro
esso HAD (Hammersley-Aldous-Dia
onis). Os pro
essos de Poisson

de taxa λ > 0 são invariantes para essa dinâmi
a [22℄.

A primeira versão do pro
esso de Hammersley foi 
riada junto 
om seu mo-

delo de per
olação de última passagem em [20℄, onde Hammersley prop�s uma

solução para o problema de Ulam, que estuda o 
omportamento limite da maior

subsequên
ia 
res
ente Ln de uma permutação aleatória do 
onjunto {1, 2, ..., n}.
Baik e Rains [2℄, Cator e Groeneboom [8℄ [9℄ e Groeneboom [19℄ estudaram a

versão do pro
esso restrita a uma 
aixa �nita 
om bordo.

Uma das variáveis de maior interesse em sistemas de partí
ulas 
onservativos

é o �uxo ou 
orrente de partí
ulas visto por um observador 
om velo
idade Vt.

O �uxo é de�nido 
omo o número de partí
ulas que ultrapassam o observador da

direita para a esquerda menos o número de partí
ulas que ultrapassam o obser-

vador da esquerda para a direita no intervalo de tempo (0, t]. Em [15℄, Ferrari e

Fontes provaram que a variân
ia do �uxo ao longo da 
ara
terísti
a é sub-linear

para o pro
esso de ex
lusão assimétri
o (ASEP). Bálazs [4℄ generalizou esse re-

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O

sultado para uma 
lasse de modelos de deposição. Em [21℄ e [3℄, Johansson,

Baik e Deift deram as primeiras demonstrações rigorosas de que as �utuações

do �uxo em pro
essos de per
olação de última passagem (Hammersley e TA-

SEP) são da ordem de t1/3. Desde então, muita atenção tem sido dada para

estender esses resultados de �utuações no regime esta
ionário a outros pro
essos

(ver [18℄, [9℄, [2℄, [6℄ entre outros).

O 
omportamento hidrodinâmi
o ma
ros
ópi
o do pro
esso de Hammersley

é dado pela equação de Burgers ∂tu+ ∂xg(u) = 0, onde g(u) = 1
u [22℄. Quando

as 
ondições ini
iais são u(r, 0) = λ para r > 0 e u(r, 0) = 1
ρ quando r ≤ 0,

a solução tem uma mudança drásti
a quando o produto λρ varia de valores

menores que 1 para valores maiores que 1. Para λρ = 1, o sistema é esta
ionário

e as soluções são 
onstantes no tempo. Para λρ < 1 o sistema desenvolve um

fronte de rarefação enquanto para λρ > 1, o sistema desenvolve um 
hoque

ma
ros
ópi
o. No pro
esso de Hammersley, Baik e Rains [2℄ provaram um

teorema 
entral do limite para o �uxo nos três regimes. Para o pro
esso de

ex
lusão (TASEP), Ben Arous e Corwin [7℄ 
ompilaram os resultados de [18℄, [14℄

e [5℄ que provam o teorema 
entral do limite para o �uxo no equilíbrio, no


hoque e no fronte de rarefação, respe
tivamente. No presente trabalho, nosso

fo
o prin
ipal será estudar as �utuações em sistemas no regime de 
hoque.

A estrutura mi
ros
ópi
a do 
hoque pode ser des
rita pela partí
ula de se-

gunda 
lasse [13℄. A partí
ula de segunda 
lasse Zt é uma partí
ula que possui

uma movimentação distinta das outras partí
ulas, as quais 
hamaremos daqui

em diante de partí
ulas de primeira 
lasse. Ao invés de saltar sobre as mar
as

de salto P, a partí
ula de segunda 
lasse salta para frente, para a posição onde

se en
ontrava uma partí
ula de primeira 
lasse que a
abou de ultrapassá-la. A

importân
ia das partí
ulas de segunda 
lasse é que elas são o análogo mi
ros-


ópi
o das 
ara
terísti
as das equações diferen
iais de Burgers que des
revem o


omportamento ao longo do tempo de perturbações da medida ini
ial.

Ferrari e Fontes [14℄ são a prin
ipal referên
ia no estudo de �utuações do


hoque mi
ros
ópi
o. Eles provaram um teorema da 
ondição ini
ial para Zt no

pro
esso de ex
lusão assímetri
o, obtendo entre outros resultados o 
oe�
iente

de difusão e o teorema 
entral do limite para Zt. Para o pro
esso de Hammersley,

Seppäläinen [23℄ provou um teorema 
entral do limite para o �uxo no regime de


hoque gerado por uma 
lasse grande de medidas ini
iais.

Nós utilizamos os re
entes avanços sobre o �uxo no equilíbrio para provar

um teorema 
entral do limite para o 
hoque Zt no pro
esso de Hammersley e


al
ulamos o 
oe�
iente de difusão D := lim∞
VarZt

t . De fato, mostramos que a

2



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O

distân
ia entre tZt e VarZt vai a zero na es
ala t
2

3
+ǫ
, para todo ǫ > 0. Prossegui-

mos mostrando uma fórmula para a variân
ia do �uxo de partí
ulas de segunda


lasse para o pro
esso multi
lasse em equilíbrio. Utilizamos a representação da

medida invariante 
omo a saída de uma �la M/M/1 [16℄.

Partí
ulas de segunda 
lasse podem ser representadas pelas diferenças entre

dois pro
essos a
oplados, gerando um pro
esso 
om duas 
lasses de partí
u-

las [14℄ [9℄. Do mesmo modo, podemos a
oplar n pro
essos e obter um pro
esso

multi
lasse. Ao 
ontrário do que a
onte
e no pro
esso 
om uma 
lasse de par-

tí
ulas, o 
onjunto das medidas invariantes para o pro
esso multi
lasse não é

Poisson para 
ada 
lasse de partí
ula. Ferrari e Martin [16℄ [17℄ provaram que as

úni
as medidas invariantes extremas são obtidas 
omo a saída de um sistema de

n−1 �las em série 
om n 
lasses de 
lientes. A des
rição do sistema é a seguinte:

Clientes de primeira 
lasse 
hegam à primeira �la 
omo um pro
esso de Poisson

de taxa ρ1. Para 
ada �la k 
om k de 1 a n-1, existe uma quantidade in�nita

de 
lientes de 
lasse k + 1 esperando por atendimento. Quando um 
liente de


lasse i é atendido na �la k, ele passa para a próxima �la ou sai do sistema 
aso

k = n−1. O atendimento segue a regra FIFO para 
lientes de mesma 
lasse, ou

seja, o primeiro a 
hegar é o primeiro a sair. Clientes de 
lasse i têm prioridade

no atendimento 
om relação a 
lientes de 
lasses maiores. Assim, por exemplo,

quando um 
liente de segunda 
lasse 
hega na segunda �la, ele é atendido antes

dos 
lientes de ter
eira 
lasse que lá estavam. Por �m, as taxas de serviço do

servidor da �la k são exponen
iais independentes de parâmetros ρk. Cator e

Pimentel [10℄ re
entemente usaram funções de Busemman para obter a medida

invariante multi
lasse para uma generalização do pro
esso de Hammersley.

Terminamos essa introdução 
om um 
omentário sobre as provas dos re-

sultados. Apesar de estarem es
ritas para o pro
esso de Hammersley, nossa

intenção era utilizar métodos robustos o su�
iente para que as mesmas pro-

vas, 
om pou
as adaptações, pudessem ser utilizadas em outros pro
essos. Em

espe
ial, todos os resultados do texto podem ser adaptados para o pro
esso de

ex
lusão totalmente assimétri
o e seu respe
tivo modelo de per
olação de última

passagem.

3



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O

Organização da Tese

Este trabalho está estruturado da seguinte forma:

No 
apítulo 2 de�nimos os prin
ipais modelos, variáveis e resultados. Come-

çamos 
om as de�niões do pro
esso de Hammersley em R e numa 
aixa �nita,

além de seu respe
tivo modelo de per
olação de última passagem. De�nimos

�uxo de partí
ulas de primeira e segunda 
lasses e partí
ulas mar
adas. Damos

a de�nição formal de 
hoque e enun
iamos os prin
ipais teoremas. Terminamos

o 
apítulo de�nindo o pro
esso de Hammersley multi
lasse.

O 
apítulo 3 traz algumas propriedades bási
as utilizadas ao longo do texto.

Mostramos a relação entre o 
hoque e a posição de uma partí
ula de segunda


lasse no pro
esso de duas 
lasses. Des
revemos a medida invariante multi
lasse


omo a saída de uma �la 
om várias 
lasses de 
lientes e mostramos que, para o

pro
esso em equilíbrio multi
lasse, os �uxos verti
ais também podem ser vistos


omo a saída de �las 
om várias 
lasses de 
lientes.

No 
apítulo 4 mostramos um teorema sobre a in�uên
ia da 
ondição ini
ial

nas �utuações do �uxo. Como 
orolário, obtemos teoremas 
entrais do limite

para o �uxo, para a partí
ula mar
ada e para o 
hoque mi
ros
ópi
o no pro
esso

de Hammersley.

O 
apítulo 5 é dedi
ado ao 
ál
ulo da variân
ia do 
hoque. Mostramos 
omo

rela
ionar os momentos do �uxo 
om a posição da partí
ula mar
ada e 
omo

esse método se apli
a no 
aso do 
hoque. À partir dessa relação, 
ál
ulamos a

esperança para todo tempo t e o 
oe�
iente de difusão do 
hoque.

En
erramos, no 
apítulo 6, 
om uma fórmula exata para a variân
ia do �uxo

de partí
ulas de 
lasse n ≥ 2 para o pro
esso em equilíbrio multi
lasse. Em [9℄,

Cator e Groeneboom demonstram uma fórmula análoga para �uxo de partí
ulas

de primeira 
lasse e a utilizam para mostrar que a ordem das �utuações do �uxo

ao longo da direção 
ara
terísti
a perten
e a 
lasse de KPZ t1/3.

4



Capítulo 2

Modelos e Resultados

Neste 
apítulo damos as de�nições formais dos modelos e das prin
ipais

variáveis aleatórias estudadas no restante da tese. Também enun
iamos os prin-


ipais resultados.

Pro
esso de Hammersley

Começamos 
om a de�nição do Pro
esso de Hammersley. Nós usaremos uma


onstrução grá�
a a la Harris (ver [1℄ para mais detalhes).

Para 
ada medida ν em R asso
iamos um pro
esso não de
res
ente ν(·)
de�nido por

ν(x) =

{

ν((0, x]) para x ≥ 0

−ν((x, 0]) para x < 0.

Denotamos por X o espaço de estados. Aqui es
olhemos X 
omo sendo o


onjunto de todas as medidas positivas lo
almente �nitas ν tal que

lim inf
y→−∞

ν(y)

y
> 0 .

Esta 
ondição evita que as partí
ulas saltem instantaneamente para me-

nos in�nito. Denotamos o pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial ν por

(Mν
t )t∈R, onde M

ν
t ∈ X para todo tempo t. Os pontos de Mν

t são 
hamados de

partí
ulas e a dinâmi
a dos saltos dessas partí
ulas ao longo do tempo é determi-

nada pelo pro
esso de Poisson P 
om intensidade 1 em R
2
do seguinte modo: se

(x0, t) ∈ P então Mν
t ({x0}) = 1 e para x < x0 temos Mν

t ({x}) =Mν
t−({x}). Já

para x > x0 temos Mν
t ((x0, x]) = (Mν

t−((x0, x]) − 1)1[Mν
t−((x0,x])−1≥0]. Fixando

a 
on�guração ini
ial ν0 = ν e o pro
esso de saltos P = ω, temos que o pro
esso

5



CAPÍTULO 2. MODELOS E RESULTADOS

(Mν
t )t∈R é uma função determinísti
a ψ de ν e ω, isto é, Mν

t = ψ(t, ν, ω).

Os pro
essos de Poisson em R 
onstituem a úni
a 
lasse de medidas invari-

antes ergódi
as para o pro
esso de Hammersley. Denotamos por νλ um pro
esso

de Poisson de taxa λ ≥ 0.

Uma da prin
ipais variáveis de interesse em sistemas de partí
ulas é o �uxo

ou 
orrente de partí
ulas que passam por um observador que viaja a uma 
erta

velo
idade Vt. De�nimos o �uxo entre dois pontos de R× R+ num pro
esso de

Hammersley 
om medida ini
ial ν a seguir.

Sejam x, y ∈ R e s, t ≥ 0. Considere t ≥ s. De�nimos o �uxo positivo

Lν
(

(y, s), (x, t)
)

+
de y a x no tempo t 
omo sendo o total de partí
ulas que

estão à direita de y no tempo s e à esquerda de x (in
lusive) no tempo t. Do

mesmo modo, de�nimos o �uxo negativo Lν
(

(y, s), (x, t)
)

− de y a x no tempo t


omo sendo o total de partí
ulas que estão à esquerda de y (in
lusive) no tempo

s e à direita de x no tempo t. De�nimos o �uxo Lν 
omo

Lν
(

(y, s), (x, t)
)

:= Lν
(

(y, s), (x, t)
)

+
− Lν

(

(y, s), (x, t)
)

− (2.1)

Por �m, denotamos o �uxo da origem a x no tempo t por

Lν(x, t) := Lν
(

(0, 0), (x, t)
)

+
− Lν

(

(0, 0), (x, t)
)

− (2.2)

Para o 
aso t < s, de�nimos o �uxo por anti-simetria, ie, para todo x, y ∈ R

e t < s, Lν((y, s), (x, t)) := −Lν((x, t), (y, s)). Quando a medida ini
ial for a

medida invariante νλ Poisson de taxa λ, para simpli�
ar a notação, es
revere-

mos Lλ no lugar de Lνλ.

Outra importante propriedade do �uxo que utilizaremos nas provas, além

da (i) anti-simetria, é a (ii) aditividade, ie, ∀ x, y, z ∈ R e r, s, t ≥ 0, temos que:

(i) Lν((x, s), (y, t)) = −Lν((y, t), (x, s)) (2.3)

(ii) Lν((x, s), (y, t)) = Lν((x, s), (z, r)) + Lν((z, r), (y, t)) (2.4)

Também temos interesse em estudar a trajetória de uma partí
ula �xada.

6



CAPÍTULO 2. MODELOS E RESULTADOS

Considere o pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial invariante νλ. A
res-


entamos uma partí
ula na origem do pro
esso no tempo zero. De�nimos a

partí
ula mar
ada X(t) 
omo sendo a posição no tempo t da partí
ula 
uja

posição ini
ial é a origem. Es
olhemos essa partí
ula, pois ela representa uma

partí
ula típi
a para a medida νλ, já que tanto o pro
esso a sua direita quanto

o pro
esso a sua esquerda são Poisson de taxa λ.

O pro
esso de Hammersley pode ser visto 
omo um modelo de per
olação

de última passagem [1℄ que de�nimos abaixo.

Novamente P ⊆ R
2
denota um pro
esso de Poisson bidimensional de inten-

sidade 1.

Para 
ada p,q ∈ R
2
, 
om p < q (desigualdade em 
ada 
ordenada, p 6= q),

seja Π(p,q) o 
onjunto de todos os 
aminhos 
res
entes em todas 
ordenadas,

formados por pontos de P, de p para q, onde ex
luímos todos os pontos que

possuem alguma 
ordenada em 
omum 
om p. Por 
aminho 
res
ente de P,

entende-se um sub
onjunto ordenado {(a1, b1), (a2, b2), ...(an, bn)...} de P, em

que a1 > a2 > ... > an... e b1 > b2 > ... > bn.... O tempo de última

passagem entre p ≤ q é de�nido por

T (p,q) := max
̟∈Π(p,q)

{

∑

a∈̟
1
}

(2.5)

Esta variável mede o tamanho da maior sequên
ia 
res
ente entre p e q, dentre

as sequên
ias 
res
entes formadas ex
lusivamente por pontos do pro
esso P.

Aldous e Dia
onis [1℄ mostraram que o �uxo é equivalente à seguinte variável:

Para 
ada ν ∈ X , x ∈ R e t ≥ 0 seja

Lν(x, t) = sup
z≤x

{ν(z) + T ((z, 0), (x, t))} . (2.6)

Assim, podemos ver o �uxo Lν 
omo sendo o tamanho da maior sequên
ia


res
ente entre p e q, dentre as possíveis sequên
ias 
res
entes formadas por

pontos do pro
esso P e pontos da medida ini
ial ν. A partir desta representação

o pro
esso de Hammersley (Mν
t ) pode ser rede�nido por

Mν
t ((x, y]) := Lν(y, t)− Lν(x, t) para x < y

.

7



CAPÍTULO 2. MODELOS E RESULTADOS

Pro
esso de Hammersley em uma 
aixa �nita

De�na ∀x ∈ R e t ≥ 0:

Nt(x) := Lν
(

(0, t), (x, t)
)

=Mν
t (x)

S(x) := N0(x) = Lν
(

(0, 0), (x, 0)
)

= ν(x),

Ex(t) := Lν
(

(x, 0), (x, t)
)

,

W (t) := E0(t) = Lν
(

(0, 0), (0, t)
)

,

Da aditividade do �uxo, obtemos que Lν(x, t) = S(x) +Ex(t). Isto nos induz a

estudar o pro
esso de Hammersley restrito à uma 
aixa �nita 
ujos lados são os

pro
essos N , S, E,W (ver �gura 2.1) 
ujas letras fazem referên
ia às 
ordenadas

polares em inglês para x > 0 (neste 
aso, Lν(x, t) = S + E = W + N). Nesse


aso, observe que o �uxo é positivo, ie, se x ≥ 0 então Lν(x, t) ≥ 0.

Essa des
rição também é 
onhe
ida 
omo Pro
esso de Hammersley 
om en-

tradas e saídas ( ver Cator e Groeneboom [8℄ [9℄ para detalhes). Uma vantagem

dela é explorar as simetrias do pro
esso. Por exemplo, observe que se rota
i-

onarmos o pro
esso em θ = π
2 radianos no sentido anti-horário obtemos um

pro
esso de Hammersley 
om as partí
ulas saltando no sentido oposto, ie, da

esquerda para a direita. Neste novo pro
esso, tempo e espaço tro
am de lugar.

Se tomarmos S 
omo um pro
esso de Poisson de taxa λ, então Ex(t) tem lei

Poisson de taxa

t
λ para todo (x, t) [8℄.

Outra propriedade importante é que, se ν = νλ, para x > 0 o pro
esso W (t)

é independente de S(x). Para x < 0, Ex(t) é independente de S(x).

Choque e resultados

Nesta seção de�nimos o 
hoque no pro
esso de Hammersley e enun
iamos

os prin
ipais resultados da tese.

Considere dois pro
essos de Hammersley em equilíbrio, um 
om medida ini-


ial νλ e o outro 
om medida ini
ial νρ, onde λ > ρ. Estudaremos o pro
esso

no regime de 
hoque, 
om medida ini
ial νρ,λ. Sua 
on�guração à esquerda da

origem 
oin
ide 
om νρ e à direita 
oin
ide 
om νλ. Denotamos o pro
esso de

Hammersley 
om essa medida ini
ial por (M
νρ,λ
t )t≥0.

8
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⋆
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Figura 2.1: Trajetórias das partí
ulas no pro
esso de Hammersley restrito a 
aixa

[0, x]× [0, t]. Os pontos de P estão representados pelas estrelas e os pontos duais de P

pelos 
ír
ulos grandes.

Um 
hoque mi
ros
ópi
o rela
ionado ao pro
esso (Mν
t )t≥0 é uma posição

(possivelmente) aleatória Zνt tal que as densidades assintóti
as à direita e à

esquerda do pro
esso Mν
t translado por Zνt são diferentes, uniformemente em

t. Ferrari e Martin [16℄ deram uma 
onstrução elegante do 
hoque baseada

na versão multi
lasse do pro
esso de Hammersley para um número �nito de


lasses de partí
ulas. O pro
esso de Hammersley multi
lasse 
onsiste numa


onvenção do a
oplamento bási
o de dois ou mais pro
essos de Hammersley


om 
on�gurações ini
iais ordenadas, ie, uma domina a outra. Aqui falaremos

mais espe
i�
amente do 
aso onde temos duas 
lasses de partí
ulas. Para o


aso em que há um número in�nito de 
lasses veja Cator e Pimentel [10℄. Para

realizar o a
oplamento bási
o de dois ou mais pro
essos de Hammersley utiliza-

se o mesmo pro
esso de Poisson bidimensional P para ambas 
on�gurações

ini
ias. Em nosso 
aso, (Mνλ
t ,M

νρ
t )t≥0 é o a
oplamento de dois pro
essos de

Hammersley 
om medidas ini
iais Poisson νλ e νρ tais que para todo y ∈ R

temos νλ(y) ≥ νρ(y). O a
oplamento bási
o é atrativo, o que signi�
a que se

uma das medidas ini
iais domina a outra, então para todo tempo t a dominação

9
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é preservada, isto é, para todo t positivo e y ∈ R temosMνλ
t (y) ≥M

νρ
t (y). Desta

forma, as dis
repân
ias entre Mνλ
t e M

νρ
t podem ser vistas 
omo um pro
esso


onservativo de partí
ulas que denotaremos por

(ξt)t≥0 := (Mνλ
t −M

νρ
t )t≥0

Um ponto de ξt é 
hamado de partí
ula de segunda 
lasse que é uma

dis
repân
ia mar
ada entre dois pro
essos marginais do a
oplamento bási
o.

Elas se 
omportam 
omo partí
ulas (diferentes das partí
ulas usuais) que sal-

tam para a posição da partí
ula de primeira 
lasse mais próxima a sua direita

no momento em que esta salta para um ponto de P que está lo
alizado à es-

querda da posição da partí
ula de segunda 
lasse. Denominamos o pro
esso

(M
νρ
t , ξt)t≥0 por pro
esso de duas 
lasses.

Partí
ulas de segunda 
lasse são úteis para estudar o 
omportamento de

perturbações mi
ros
ópi
as do sistema. A
oplando duas 
on�gurações ini
iais

que se diferen
iam em apenas um ponto, a partí
ula de segunda 
lasse, pode-

mos ver 
omo esta modi�
ação afeta o sistema ao longo do tempo. A
onte
e

que existe uma 
orrespondên
ia entre a posição de uma partí
ula de segunda


lasse 
olo
ada na origem de um sistema de 
hoque e a posição de uma par-

tí
ula de segunda 
lasse 
olo
ada na origem de um pro
esso de duas 
lasses.

Assim, para estudarmos o 
omportamento de uma perturbação num sistema de


hoque podemos estudar o 
omportamento de uma partí
ula de segunda 
lasse

no pro
esso de duas 
lasses 
orrespondente. Para ver isso, observe que no pro-


esso de duas 
lasses a trajetória de uma partí
ula de segunda 
lasse não é

afetada pelas partí
ulas de segunda 
lasse que estão atrás dela (a sua esquerda)

e que a mesma trajetória não distingue as 
lasses de partí
ulas a sua direita. Isto

pode ser formalizado a
oplando-se as medidas ini
iais do sistema de 
hoque e do

pro
essos de duas 
lasses, o que faremos no próximo 
apítulo, na proposição 3.1.

A partí
ula de segunda 
lasse está rela
ionada 
om uma variável do modelo

de per
olação de última passagem, o ponto de saída. De�nimos o ponto de

saída Y ν(x, t) para o maior 
aminho 
res
ente da origem à (x, t) 
omo sendo

Y ν(x, t) := sup{z ≤ x : ν(z) + T ((z, 0), (x, t)) = Lν(x, t)}.

Considere a medida ini
ial de 
hoque νρ,λ. Uma propriedade importante que

10
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o ponto de saída satisfaz é

Y νρ,λ(x, t)
D
=x− Z

νρ,λ
t

Uma prova desse fato pode ser obtida de modo análogo à prova de (5.6) 
ontida

no 
apítulo 5. Desse modo, obtemos resultados análogos aos do 
hoque Z
νρ,λ
t

para o ponto de saída no modelo de per
olação de última passagem 
om medida

ini
ial νρ,λ.

Enun
iaremos a diante os prin
ipais resultados da tese, que dizem respeito às

�utuações dos �uxos de partí
ulas de primeira e segunda 
lasse e das partí
ulas

mar
adas de primeira e segunda 
lasse. Para estudar a posição das partí
ulas

mar
adas utilizamos suas relações 
om os respe
tivos �uxos (veja Ferrari e Fon-

tes [15℄ [14℄ para um método similar). Começamos no 
apítulo 4 
om o seguinte

resultado sobre o �uxo partí
ulas de primeira 
lasse no equilíbrio:

Teorema. 4.1 (In�uên
ia da 
ondição ini
ial)

Seja x ∈ R e t ≥ 0. Seja Lλ(x, t) o �uxo da origem a (x, t) em um pro
esso de

Hammersley 
om medida ini
ial νλ Poisson de taxa λ. Então

0 < lim inf
t→∞

E
(

Lλ(x, t)− νλ(x− t
λ2
)− 2t

λ

)2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

E
(

Lλ(x, t)− νλ(x− t
λ2 )−

2t
λ

)2

t
2

3

<∞

A partir deste, obtemos 
omo 
orolários teoremas 
entrais do limite para o

�uxo Lλ e para a partí
ula mar
ada de primeira 
lasse Xt. Enun
iamos o último

a seguir:

Teorema. 4.2 Seja Xt a posição no tempo t de uma partí
ula mar
ada 
olo
ada

na origem de um pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial νλ Poisson de

taxa λ > 0. Temos:

lim
t→∞

P

(

Xt ≤ − t

λ2
+
(

√
2t√
λ3

)

u

)

= P(N ≤ u) ,

onde N é uma variável Normal padrão.

11
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Seja Lξ(x, t) := Lνλ(x, t)− Lνρ(x, t) o �uxo de partí
ulas de segunda 
lasse

da origem a (x, t). Um dos prin
ipais ingredientes que utilizaremos nas provas

dos teoremas a seguir é a seguinte relação

Lξ(x, t) =











−ξt((x,Z0(t)]) se x < Z0(t)

0 se x = Z0(t)

ξt((Z0(t), x]) se x > Z0(t)

(2.7)

Dela derivamos um teorema 
entral do limite para o 
hoque, provado no


apítulo 4:

Teorema. 4.2 Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partí
ula de segunda


lasse 
olo
ada na origem de um pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial

no regime de 
hoque νρ,λ, Poisson de taxa ρ à esquerda da origem e Poisson de

taxa λ à direita da origem, 
om ρ < λ. Então

lim
t→∞

P

(

Z
νρ,λ
t ≤ t

λρ
+ (η

√
t)u

)

= P(N ≤ u) ,

onde N é uma variável Normal padrão e η :=
√
2√

λρ
√
λ−ρ .

No 
apítulo 5 utilizamos outra abordagem para explorar novamente a relação

entre �uxo de partí
ulas de segunda 
lasse e a posição do 
hoque para 
al
ular-

mos o 
oe�
iente de difusão do 
hoque D := limt→∞
VarZ

νρ,λ
t

t . Esta abordagem

também é utilizada para a partí
ula de primeira 
lasse, onde podemos obter os

momentos para todo tempo t. Nos mostraremos que:

Teorema. 5.2 Seja Xt a posição no tempo t da partí
ula mar
ada 
olo
ada na

origem no tempo 0 em um pro
esso de Hammersley em equilíbrio 
om medida

ini
ial ν Poisson de intensidade λ. Então para todo t ≥ 0,

EXt = − t

λ2

e

VarXt =
2t

λ3

12
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Teorema. 5.3 Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partí
ula de segunda


lasse 
olo
ada na origem de um pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial

no regime de 
hoque νρ,λ, Poisson de taxa ρ à esquerda da origem e Poisson de

taxa λ à direita da origem, 
om ρ < λ. Para todo t ≥ 0 e ǫ > 0,

VarZ
νρ,λ
t =

2t

λρ(λ− ρ)
+ o(tǫ+2/3)

Analogamente ao �uxo de partí
ulas de primeira 
lasse, podemos restringir

o pro
esso (ξt) à uma 
aixa �nita. Neste 
aso, para x, t ≥ 0 temos

Lξ(x, t) = Nξ +Wξ = Sξ + Eξ

onde Nξ := Nλ(x) − Nρ(x), Sξ := Sλ(x) − Sρ(x), Wξ := Wλ(t) − Wρ(t) e

Eξ := Eλ(t)− Eρ(t).

Usaremos essa formulação do pro
esso restrita à uma 
aixa �nita para mos-

trar no 
apítulo 6 uma fórmula rela
ionando o �uxo de partí
ulas de segunda


lasse no pro
esso em equilíbrio multi
lasse 
om a variân
ia da partí
ula isolada

de segunda 
lasse no pro
esso de Hammersley 
om uma 
lasse em equilíbrio. A

partir desta, obtemos o seguinte resultado:

Teorema. 6.2 Seja Lξ(x, t) o �uxo de partí
ulas de segunda 
lasse da origem a

(x, t) em um pro
esso de duas 
lasses em equilíbrio. Seja V > 0 uma 
onstante

e x = xt uma função de t. Se limt→+∞
xt
t = V então

VarLξ(xt, t) = f(t) + g(t) +O(1)

13
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onde

f(t) = f(V, t)

:=
(

λ+ ρ
)( t

λρ
− xt

)

+

+2
(

λxt − t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λxt
)

+ 2
(

ρxt − t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρxt
)

é da ordem de t

g(t) = g(V, t)

:= 2E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λxt]
)

+ 2E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρxt]
)

é da ordem de t2/3.

Em parti
ular,

lim
t→∞

VarLξ(V t, t)

t
= lim

t→∞
f(t)

t
=















(

λ+ ρ
)(

1
λρ − V

)

se V ≤ 1
λ2

(

λ− ρ
)(

1
λρ + V

)

se V ∈ ( 1
λ2
, 1
ρ2
)

(

λ+ ρ
)(

V − 1
λρ

)

se V ≥ 1
ρ2

Pro
esso multi
lasse

Extenderemos agora a de�nição do pro
esso de Hammersley para um nú-

mero de 
lasses igual a n ≥ 2. Como no pro
esso de duas 
lasses, utilizamos o

a
oplamento bási
o para realizar diferentes 
on�gurações ini
iais do pro
esso no

mesmo espaço de probabilidade induzido pelo pro
esso de Poisson bidimensio-

nal P . Agora, a
oplamos n medidas ini
iais ν1, ..., νn, 
om n ≥ 2, tais que para

todo x ∈ R, ν1({x}) ≤ ... ≤ νn({x}). Se νn({x}) = 1, dizemos que x possui uma

partí
ula de 
lasse k ∈ {1, ...n} se inf i∈{1,...,n}{i : νi({x}) = 1} = k. Com esta

de�nição, vemos que as partí
ulas de 
lasse k podem ser ultrapassadas pelas

partí
ulas de menor 
lasse e podem ultrapassar partí
ulas de maior 
lasse.

Sejam

Xn↑ = {(ν1, ..., νn) ∈ Xn : ν1({x}) ≤ ... ≤ νn({x}) para todo x ∈ R}

14
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o espaço das 
on�gurações ordenadas do a
oplamento bási
o de pro
essos HAD

em R e Xn o espaço das 
on�gurações bem de�nidas do a
oplamento de n pro
es-

sos de Hammersley na reta. De�nimos o pro
esso Hammersley multi
lasse

de forma pre
isa 
omo

ψt = Rνt

em que a bijeção R : Xn↑ → Xn é de�nada por

(Rν)k = νk\νk−1

para todo k ∈ {1, ..., n}. Assim, ψt = (Mψ1

t , ...,Mψn

t ), onde Mψi

t é a 
on�gura-

ção das partí
ulas de i-ésima 
lasse no tempo t.

Partí
ulas mar
adas de 
lasses maiores do que 2 podem ser vistas 
omo partí-


ulas de segunda 
lasse no 
hoque quando olhamos para o pro
esso (Mψi−1
t ,Mψi

t )t≥0

formado pelas marginais i − 1 e i do pro
esso multi
lasse Mψ
t . Assim, todos

os resultados a respeito de partí
ulas de segunda 
lasse no pro
esso de duas


lasse que des
revemos na seção anterior se extendem para partí
ulas de 
lasses

maiores do que 2.
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Capítulo 3

Preliminares

Neste 
apítulo mostraremos algumas propriedades que serão usadas nas de-

monstrações dos teoremas prin
ipais.

Choque e pro
esso de duas 
lasses no equilíbrio

Começaremos des
revendo o pro
esso de Hammersley de duas 
lasses (M
νρ
t , ξt)t≥0

no regime de equilíbrio. Indexamos as partí
ulas de segunda 
lasse no tempo

zero 
omeçando 
om a primeira partí
ula à esquerda da origem que re
ebe o

índi
e zero. As partí
ulas à direita são numeradas 
om os inteiros positivos de

1 em diante e, da mesma forma, as partí
ulas à esquerda são numeradas 
om

os inteiros negativos. Denotamos por Zi(t) a posição no tempo t da iésima

partí
ula de segunda 
lasse mar
ada, para t ≥ 0.

A medida invariante para o pro
esso de duas 
lasses pode ser vista 
omo a

saída de uma �laM/M/1 em equilíbrio. A �laM/M/1 é um pro
esso de Markov

bem 
onhe
ido que modela uma �la 
om um úni
o servidor, onde 
lientes 
hegam

um por um de a
ordo 
om um pro
esso de Poisson de taxa µ1 e os tempos entre

os serviços são independentes e identi
amente distribuídos 
om lei exponen
ial

de taxa µ2. Denotamos por Q(s) o número de 
lientes na �la no tempo s ∈ R. Se

µ1 < µ2, então existe uma úni
a medida invariante para o pro
esso (Q(s))s∈R,

que é �nita 
om probabilidade 1 e reversível. Este pro
esso pode ser 
onstruído


omo função de dois pro
essos de Poisson independentes, o pro
esso de 
hegadas

(A(s))s∈R de taxa µ1 e o pro
esso de saídas (D(s))s∈R de taxa µ2. Suponha

que no tempo r haja n 
lientes na �la, ie, Q(r) = n. Quando o primeiro

ponto de A(r − s) é al
ançado para um s positivo, um 
liente 
hega a �la

e Q(r − s) = Q(r) + 1. Observamos que nesse 
aso, o tempo s da �la está

de
res
endo (podemos fazer isso , pois a �la é um pro
esso reversível). Isto será


onveniente mais adiante. Quando um ponto de (D(.)) é al
ançado, então ou
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um 
liente da �la é servido e deixa a �la ou se a �la estiver vazia um serviço

possível não será utilizado.

O pro
esso de saídas (D(.)) é a medida invariante para o pro
esso de Ham-

mersley 
om duas 
lasses de partí
ulas, onde os serviços não utilizados são as

partí
ulas de segunda 
lasse e os serviços efetivamente utilizados são as partí-


ulas de primeira 
lasse. Além disso, é possível 
onstruir toda uma realização

do pro
esso de duas 
lasses em equilíbrio usando a mesma função a
ima no

a
oplamento 
hamado de pro
esso multilinha.

O processo multilinha é um a
oplamento (Mα1

t ,Mα2

t , ...,Mαn
t ,P) (dife-

rente do a
oplamento bási
o) de n pro
essos de Hammersley. Aqui, nos dete-

remos ao 
aso n = 2. A
oplamos dois pro
essos de Hammersley (Mα1

t )t≥0 e

(Mα2

t )t≥0 
om medidas ini
ias α1 e α2, do seguinte modo: a segunda marginal

tem sua dinâmi
a de saltos determinada pelo pro
esso de Poisson bidimensional

P, enquanto a primeira marginal tem sua dinâmi
a de saltos determinada pelo

pro
esso d(P) dos pontos duais de P. Os pontos duais d(P) são as posições

onde haviam uma partí
ula do pro
esso (Mα2

t )t≥0 imediatamente antes desta

mesma partí
ula saltar sobre um ponto de P (veja a �gura 2.1). Cator e Groene-

boom [8℄ mostraram um teorema de Burke para P provando que d(P) também

é um pro
esso de Poisson bidimensional de taxa 1, o que mostra que (Mα1

t )t≥0

é de fato um pro
esso de Hammersley. O produto de pro
essos de Poissons é a

úni
a medida ergódi
a invariante para o pro
esso multilinha.

Existe uma 
orrespondên
ia biunívo
a entre um pro
esso multi
lasse e um

pro
esso multilinha. Considere um pro
esso multilinha 
om medida ini
ial pro-

17
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duto de Poissons independentes. Como o produto de Poissons independentes

é medida invariante para o pro
esso multilinha, então se apli
armos a função

que leva o pro
esso multilinha em equilíbrio no pro
esso multi
lasse 
orrepon-

dente, obteremos a medida invariante para o pro
esso multi
lasse. Tal medida

invariante pode ser interpretada 
omo a sáida de uma �la.

Novamente, �xemos o 
aso 
om duas 
lasses de partí
ulas. Sejam α1 e α2

dois pro
essos de Poisson em R independentes 
om taxas λ e ρ respe
tivamente,

onde λ > ρ. Considere o pro
esso multilinha (Mα1

t ,Mα2

t ,P) 
om medidas

ini
iais α1 e α2. Como visto no 
omeço da seção, podemos 
onstruir uma �la

M/M/1 esta
ionária a partir de α1 e α2, onde 
olo
amos α1 
omo o pro
esso

de 
hegadas de 
lientes da �la e α2 
omo o pro
esso de serviços da �la. Agora,


omo esta medida é invariante para o pro
esso multilinha, então, para todo

tempo t, podemos 
onstruir uma �la (Qt(x))x∈R a partir dos pro
essos Mα1

t e

Mα2

t se 
olo
armos (Mα1

t (x))x∈R 
omo o pro
esso de 
hegadas e (Mα2

t (x))x∈R

omo o pro
esso de saídas (observe que o tempo da �la é o espaço do pro
esso

de Hammersley). O teorema de Burke para �lasM/M/1 nos diz que os serviços

efetivamente utilizados na �la (Qt(x))x∈R formam um pro
esso de Poisson em

R de taxa ρ, que denotaremos por M
νρ
t . Denotaremos os serviços não utilizados

da �la (Qt(x))x∈R por ξt.

Ferrari e Martin [16℄ provaram que usando a �la (Qt(x))x∈R 
onstruída a

partir de (Mα1

t (x))x∈R e (Mα2

t (x))x∈R teremos um pro
esso de duas 
lasses em

equilíbrio (M
νρ
t , ξt). Isto é, seja Φ a função que indexa as partí
ulas de Mα2

t


omo partí
ulas de primeira ou segunda 
lasse de a
ordo 
om a �la Qt 
onstruída


omo uma função Ψ do pro
esso multilinha (Mα1

t ,Mα2

t ,P), temos que

(M
νρ
t , ξt) = Φ(Qt) = Φ (Ψ ( (Mα1

t ,Mα2

t ,P) )) (3.1)

é de fato um pro
esso de Hammersley de duas 
lasses e, neste 
aso, sabemos

que sua medida ini
ial é invariante (veja [16℄ para mais detalhes).

Agora vamos mostrar que a des
rição a
ima da medida invariante do pro-


esso de duas 
lasses impli
a que tanto a partí
ula mar
ada de segunda 
lasse

Z0(t) no pro
esso de duas 
lasses no equilíbrio 
omo a partí
ula mar
ada de

segunda 
lasse Z
νρ,λ
t no pro
esso de Hammersley 
lássi
o 
om medida ini
ial

νρ,λ são 
hoques mi
ros
ópi
os.
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Proposição 3.1. Considere um pro
esso de duas 
lasses no regime de equilíbrio


om densidades ρ e λ− ρ de partí
ulas de primeira e segunda 
lasse respe
tiva-

mente, onde λ > ρ > 0. Seja (M
νρ
t , ξ

′

t)t≥0 este pro
esso 
ondi
ionado em haver

uma partí
ula de segunda 
lasse na origem. Seja Z0(t) a posição no tempo t

da partí
ula de ξ
′

0 que se en
ontra na origem no tempo 0. Agora, seja Z
νρ,λ
t a

posição no tempo t de uma partí
ula de segunda 
lasse 
olo
ada na origem de

um pro
esso de Hammersley 
lássi
o 
om medida ini
ial νρ,λ. Temos que am-

bas, Z0(t) e Z
νρ,λ
t , são 
hoques mi
ros
ópi
os. Além disso, é possível a
oplar os

pro
essos de tal modo que, para todo t

|Zνρ,λt − Z0(t)| ≤ Jt (3.2)

onde (Jt)t≤0 é uma familía de variáveis aleatórias identi
amente distribuídas,


uja lei tem todos os momentos �nitos.

Prova da Proposição 3.1

Considere o pro
esso de duas 
lasses (M
νρ
t , ξ

′

t)t≥0 
om medida ini
ial inva-

riante 
ondi
ionada em haver uma partí
ula de segunda 
lasse Z0 na origem.

Considere que o mesmo pro
esso foi 
onstruído 
omo uma função de um pro-


esso multilinha (Mα1

t ,Mα2

t ,P). Seja (Q0(x))x∈R a �la M/M/1 gerada por α1

e α2 e que da origem à medida ini
ial (M
νρ
0 , ξ

′

0). Como 
ondi
ionamos em haver

uma partí
ula de segunda 
lasse na origem, isto impli
a que Q0(0) = 0.

Agora vamos veri�
ar 
omo é o pro
esso visto pela partí
ula de segunda


lasse Z0(t). A partí
ula de segunda 
lasse tem sua dinâmi
a afetada do mesmo

modo por partí
ulas que estão à sua direita, independente de serem partí
ulas

de primeira 
lasse ou de segunda 
lasse. Isto é, se alteramos a 
lasse de uma

partí
ula que se en
ontra à direita de Z0(t), então sua trajetória não é afetada.

Deste modo, do ponto de vista de Z0(t), podemos ver todas as partí
ulas à sua

direita 
omo partí
ulas de primeira 
lasse. Pela 
onstrução da �la, obtemos que

Z0 enxerga um pro
esso de Poisson de taxa λ à sua direita (o pro
esso α2). À

esquerda de Z0, apenas as partí
ulas de primeira 
lasse afetam sua trajetória,

ie, a
res
entando ou retirando partí
ulas de segunda 
lasse que estão à esquerda

de Z0(0) a trajetória de Z0(t) não é afetada. Pela 
onstrução da �la, obtemos

que Z0 enxerga à sua esquerda o pro
esso das saídas dos 
lientes de uma �la

M/M/1 que no tempo zero está vazia. Este pro
esso não é Poisson, mas vamos

mostrar que ele se assemelha muito a um pro
esso de Poisson de taxa ρ.

Para ver isso, vamos 
onstruir uma nova �la (G0(x))x∈R 
ujo pro
esso de

19



CAPÍTULO 3. PRELIMINARES


hegadas também é α1 e o pro
esso de saídas também é α2, mas G0(0) é uma

variável aleatória 
om distribuição geométri
a de taxa

ρ
λ independente dos pro-


essos α1 e α2. Essa nova �la é esta
ionária, e portanto satisfaz o teorema de

Burke para �las M/M/1. Isto quer dizer que o pro
esso de saídas dos 
lientes

da �la G0 é um pro
esso de Poisson de taxa ρ. Assim, �xe uma realização de

G0(0) = k, α1 e α2. Com probabilidade 1, k < ∞ e o pro
esso de saídas de


lientes da �la (G0(x))x≤0, 
om o tempo de
res
endo, 
oin
ide 
om M
νρ
0 ∪ ξ′0

até o k-ésimo ponto de ξ
′

0, ie, até que apareça a k-ésima partí
ula de segunda


lasse na medida ini
ial do pro
esso multi
lasse (na direção de 0 a -∞). A par-

tir deste momento, ambas as �las G0 e Q0 terão sempre os mesmos valores, ie,

para todo x ≤ Z−k temos G0(x) = Q0(x) e portanto, M
νρ
0 (−∞, Z−k(0)) é igual

ao pro
esso de Poisson de taxa ρ gerado a partir da dos serviços utilizados de

(G0(x))x≤0. Por �m, observamos que |Z−k(0)| é �nito 
om probabilidade 1.

Agora, as partí
ulas de segunda 
lasse são pontos de renovação para o pro-


esso multi
lasse invariante. Isto impli
a que o pro
esso 
omo visto pela par-

tí
ula de segunda 
lasse gerado apartir de uma medida invariante multi
lasse

se en
ontra em equilíbrio (ver [16℄). Portanto, para todo tempo t, podemos


onstruir o pro
esso visto por Z0(t) a partir da �la (Qt(x))x∈R gerada por Mα1

t

e Mα2

t e da mesma forma a
oplarmos 
om a saída de uma �la M/M/1 esta
i-

onária (Gt(x))x∈R e obtermos o mesmo resultado. Como Z0(t)− Z−k(t) tem a

mesma lei de |Z−k(0)|, temos que

E(Z0(t)− Z−k(t))
x

=
|EZ−k(0)|

x

=
c

x

Assim, fazendo x tender a menos in�nito, obtemos que a densidade à es-

querda de Z0(t) tende a mesma que à esquerda de Z−k(0), isto é ρ, independente

de t. Logo Z0(t) é um 
hoque mi
ros
ópi
o asso
iado ao pro
esso (M
νρ
t , ξ

′

t)t≥0.

Agora, vamos 
onstruir a medida νρ,λ da seguinte forma: à esquerda da

origem, ela 
oin
ide 
om os tempos de serviços utilizados de �la (G0(x))x<0 e

à direita da origem ela 
oin
ide 
om a saída da �la (G0(x))x>0, ie, 
oin
ide


om α2. Na origem, 
olo
amos uma partí
ula de segunda 
lasse, 
uja posição

no tempo t é denotada por Z
νρ,λ
t . Realizamos o pro
esso de Hammersley 
lás-

si
o (M
νρ,λ
t )t≥0 utilizando o mesmo pro
esso de saltos P utilizado no pro
esso

multilinha (Mα1

t ,Mα2

t ,P). Deste a
oplamento, obtemos que:
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Para x > 0

|νρ,λ(−x)| ≥ |Mνρ
0 (−x)|

e

|νρ,λ(x)| = α2(x)

o que impli
a que para todo t

Z
νρ,λ
t ≤ Z0(t)

Dado G0(0) = k <∞, a
res
entamos uma partí
ula de segunda 
lasse a νρ,λ

em Z−k−1(0). Observe que isto não afeta Z
νρ,λ
t e, denotando por ZG(t) a posição

no tempo t desta partí
ula de segunda 
lasse, temos que ZG(t) = Z−k−1(t) para

todo t. Como Z
νρ,λ
t ≥ ZG(t), segue que

Z−k−1(t) ≤ Z
νρ,λ
t ≤ Z0(t) (3.3)

Da onde 
on
luimos que Z
νρ,λ
t é um 
hoque mi
ros
ópi
o asso
iado ao pro-


esso (M
νρ,λ
t )t≥0.

Por �m, para todo t ≥ 0, seja Jt = Z0(t) − Z−k−1(t). Da equação (3.3)

obtemos que |Zνρ,λt − Z0(t)| ≤ Jt. Como o pro
esso multi
lasse se en
ontra em

equilíbrio, segue que a familía de variáveis (Jt)t≥0 é identi
amente distribuída


om a mesma lei de |Z−k−1(0)|, que é �nita 
om probabilidade 1 e possui todos

os momentos �nitos.

�

Fluxo de partí
ulas de segunda 
lasse no equilíbrio

Uma propriedade dos pro
essos Eξ e Wξ é 
onservar a monotoni
idade da

medida ini
ial. Vale que

Proposição 3.2. Seja λ > ρ > 0. Se Sξ([z, x]) ≥ 0 para todo z ≤ x, então

Eξ([r, t]) ≤ 0 para todo r ≤ t. Em parti
ular, Wξ([r, t]) ≤ 0 para todo r ≤ t.

Prova da Proposição 3.2

Considere o a
oplamento bási
o (Mµλ
t ,M

µρ
t )t≥0 de dois pro
essos de Ham-

mersley de�nidos em R 
om densidades λ e ρ, onde µλ ≥ µρ, ie, para todo y ≤ x
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Sλ([y, x]) ≥ Sρ([y, x]).

Seja t̄ = inf{t ≥ 0 : Eλ([0, t]) > 0}. É su�
iente mostrarmos que Eρ([0, t̄]) >

0. Seja y < 0 a posição da partí
ula imediatamente à esquerda da origem no

tempo t̄ no pro
esso (Mµλ
t )t≥0. Como Mµλ

t̄−
≥ M

µρ
t̄−
, temos que M

µρ
t̄−

(y) = 0.

Assim, a primeira partí
ula à direita da origem no pro
esso (M
µρ
t )t≥0 é que salta

para o ponto y no tempo t̄. Logo, Eρ([0, t̄]) ≥ 1 e segue o resultado.

�

Um importante 
orolário da proposição a
ima é que as medidas invariantes

dos �uxos verti
ais Eξ eWξ também podem ser 
onstruídas 
omo saídas de �las.

Corolário 3.1. Seja (N t
φ))t≥0 um pro
esso de Hammersley multi
lasse 
lássi
o


om 2 
lasses de partí
ulas 
om medida invariante de taxas positivas (λ1, λ2)

para partí
ulas de primeira e segunda 
lasse respe
tivamente. Exφ(t) o �uxo

multi
lasse pelo ponto x ∈ R no tempo t > 0 para este pro
esso. Temos que

Exφ(t) pode ser representado 
omo a saída de uma �la M/M/1 da mesma forma

que N t
φ mas 
om taxas ( 1

λ1
− 1

λ1+λ2
, 1
λ1+λ2

).

Prova do Corolário 3.1.

Pela de�nição de pro
esso multi
lasse, sabemos que existe um pro
esso a
o-

plado N t
ψ = (N t

1, N
t
2) que gera univo
amente o pro
esso multi
lasse, 
ujas mar-

ginais têm densidades (λ1, λ1 + λ2) e satisfaz N
t
1 ≤ N t

2. Como o pro
esso mul-

ti
lasse (N t
φ))t≥0 é invariante, então a lei de 
ada marginal do pro
esso N t

ψ =

(N t
1, N

t
2) é Poisson. Logo as marginais do �uxo por x, Exφ(t) = (Ex1 (t), E

x
2 (t)),

também são Poisson 
om taxas ( 1
λ1+λ2

, 1
λ1
) (ver [9℄). Como N t

1 ≤ N t
2, segue da

proposição 3.2 que Ex2 (t) ≤ Ex1 (t). Desta forma, o pro
esso (Ex2 (t), E
x
1 (t))x∈R é

um pro
esso a
oplado em equilíbrio que gera univo
amente um pro
esso multi-


lasse de taxas ( 1
λ1

− 1
λ1+λ2

, 1
λ1+λ2

).

�

Medida invariante multi
lasse

Nesta seção daremos uma des
rição das medida invariantes do pro
esso mul-

ti
lasse 
om n 
lasses de partí
ulas.

As úni
as medidas invariantes extremas são obtidas 
omo a saída de um sis-
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tema de n− 1 �las em série 
om n 
lasses de 
lientes. A des
rição do sistema é

a seguinte: 
lientes de primeira 
lasse 
hegam à primeira �la 
omo um pro
esso

de Poisson de taxa ρ1. Para 
ada �la k 
om k de 1 a n − 1, existe uma quan-

tidade in�nita de 
lientes de 
lasse k + 1 esperando por atendimento. Quando

um 
liente de 
lasse i é atendido na �la k, ele passa para a próxima �la ou sai

do sistema 
aso k = n − 1. O atendimento segue a regra FIFO (First in �rst

out) para 
lientes de mesma 
lasse, ou seja, o primeiro a 
hegar é o primeiro a

sair. Clientes de 
lasse i têm prioridade no atendimento 
om relação a 
lientes

de 
lasses maiores. Assim, por exemplo, quando um 
liente de segunda 
lasse


hega na segunda �la, ele é atendido antes dos 
lientes de ter
eira 
lasse que

lá estavam. Por �m, as taxas de serviço do servidor da �la k são exponen
iais

independentes de parâmetros ρk. Como todas as �las sempre possuem 
lientes

esperando por atendimento, temos que os pro
essos de saídas são pro
essos de

Poisson 
om taxas ρ2, ...ρn. De imediato, apli
ando o teorema de Burke su
essi-

vas vezes, obtemos que a distribuição marginal dos 
lientes de primeira 
lasse é

um pro
esso de Poisson de densidade ρ1. O mesmo não o
orre para os 
lientes

das outras 
lasses, já que as 
hegadas deles no sistema não é um pro
esso de

Poisson homogêneo. Podemos ver que os 
lientes de 
lasse k (de 2 a n) 
hegam

na �la k + 1 nos momentos dos serviços não utilizados pelos 
lientes de 
lasse

menor que k. Podemos observar que nesta medida, 
lientes de 
lasse maior que

1 não estão distribuídos uniformemente pelo espaço, o que o
orre 
om os 
lientes

de primeira 
lasse. Eles possuem uma 
erta tendên
ia de se agrupar, formando

pequenos 
lusters 
ujos tamanhos têm distribuição geométri
a.
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Para provar que de fato a medida a
ima é invariante para o pro
esso ψt, Fer-

rari e Martin [16℄ utilizaram o Pro
esso Multilinha. Seja αt = (Mα1

t , ...,Mαn
t ),

onde as margimais são pro
essos de Hammersley a
oplados da seguinte maneira:

Mαn
t é governado pelo pro
esso de Poisson bidimensional P de taxa 1, que é

independente da 
on�guração ini
ial α = α0. Agora, denotando por D(Pi) os

pontos duais do pro
esso Mαi
t , temos que para todo i ∈ {1, ..., n − 1}, Mαi

t é

governado pelos pontos D(Pi+1), de�nidos su
essivamente para i de n até 2. O

teorema de Burke garante que os pro
essos D(Pi+1) são Poisson bidimensionais

de taxa 1 e, portanto, as marginais Mα1

t , ...,Mα1

n são de fato pro
essos de Ham-

mersley sempre que a 
on�guração ini
ial de α for um produto de pro
essos de

Poisson homogêneos.
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Capítulo 4

Teorema Central do Limite

O prin
ipal resultado deste 
apítulo é um teorema 
entral do limite para

o 
hoque mi
ros
ópi
o Z
νρ,λ
t . A prova se baseia no fato que as �utuações de

ordem 2 do �uxo de partí
ulas Lλ dependem apenas da 
ondição ini
ial na es-


ala difusiva

√
t. Este fato segue 
omo 
orolário de um importante resultado de

Cator e Groeneboom [9℄ e da proposição à seguir. Uma versão para o modelo

de per
olação de última passagem pode ser vista em [11℄.

Proposição 4.1. Seja (Mν
t )t≥0 um pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial

ν e 
uja dinâmi
a é determinada pelo pro
esso de Poisson bidimensional P de

taxa 1. Suponha ν invariante por translação e que ν e P são independentes.

Então, para toda velo
idade V ∈ R temos

Lν(x, t)− ν(x− V t)
D
=Lν(V t, t)

em lei.

Prova :

Segue da de�nição que o �uxo é aditivo. Assim, 
omo ν também é aditiva,

temos

Lν(x, t) = ν(x) + Lν
(

(x, 0), (x, t)
)

= ν(x− V t) + ν((x− V t, x]) + Lν
(

(x, 0), (x, t)
)

da onde

Lν(x, t)− ν(x− V t) = ν((x− V t, x]) + Lν
(

(x, 0), (x, t)
)
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Pela invariân
ia por translações de ν e de P e pela independên
ia destes,

segue que

Lν(x, t)− ν(x− V t) = ν((x− V t, x]) + Lν
(

(x, 0), (x, t)
)

D
= ν(V t) + Lν

(

(V t, 0), (V t, t)
)

= Lν(V t, t)

onde a igualdade do meio é em distribuição.

�

Cator e Groeneboom [9℄ provaram que a ordem 
orreta da variân
ia do �uxo

ao longo da direção 
ara
terísti
a é t2/3, mais pre
isamente vale que

0 < lim inf
t→∞

VarLλ
(

t
λ2
, t
)

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

VarLλ
(

t
λ2
, t
)

t
2

3

<∞ . (4.1)

Assim, obtemos 
omo 
orolários da proposição (4.1) os seguintes resultados:

Teorema 4.1. (In�uên
ia da 
ondição ini
ial)

Seja x ∈ R e t ≥ 0. Seja Lλ(x, t) o �uxo da origem a (x, t) em um pro
esso de

Hammersley 
om medida ini
ial νλ Poisson de taxa λ. Então

0 < lim inf
t→∞

E
(

Lλ(x, t)− νλ(x− t
λ2
)− 2t

λ

)2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

E
(

Lλ(x, t)− νλ(x− t
λ2
)− 2t

λ

)2

t
2

3

<∞

Prova : Vimos no 
apítulo 2 que ELλ(x, t) = S(x) +Ex(t) = λx+ t
λ . Segue da

proposição 4.1 que

E

(

Lλ(x, t)− νλ(x− t

λ2
)− 2t

λ

)2

= VarLλ

(

t

λ2
, t

)

O resultado agora segue de (4.1). �
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Corolário 4.1. (Teorema Central do Limite para Lλ)

Seja {(zt, t) : t ≥ 0} um 
aminho determinísti
o tal que limt→∞
zt
t = a. Então

lim
t→∞

Var
(

Lλ(zt, t)
)

t
= σ2 := |aλ− 1

λ
| . (4.2)

Além disso, se a 6= λ−2
então

lim
t→∞

P
(

Lλ(zt, t) ≤ λzt +
t

λ
+ (σ

√
t)u
)

= P(N ≤ u) , (4.3)

onde N é uma variável Normal padrão.

Prova : Segue do teorema 4.1 que

lim
t→∞

E
(

Lλ(zt, t)− νλ(zt − t
λ2
)− 2t

λ

)2

t
= 0 (4.4)

e portanto

lim
t→∞

Var
(

Lλ(zt, t)
)

t
= lim

t→∞

Var
(

νλ(zt − t
λ2
)
)

t

= |aλ− 1

λ
|

Como νλ é um pro
esso de Poisson de taxa λ, se a 6= λ−2
então νλ(zt − t

λ2
)

satisfaz o teorema 
entral do limite. Junto 
om (4.4) isto impli
a (4.3).

�

Seja Xt a posição no tempo t de uma partí
ula mar
ada 
olo
ada na origem

de um pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial invariante νλ. Como 
on-

sequên
ia do último 
orolário obtemos um teorema 
entral do limite para Xt.

A partí
ula mar
ada é um 
onhe
ido pro
esso de Markov [24℄ e seu 
omporta-

mento é de 
erto modo mais simples que os das partí
ulas de 
lasses maiores.

Nosso prin
ipal interesse aqui é introduzir o método da prova que será utilizado

adiante para a partí
ula de segunda 
lasse. Para tanto, utilizaremos a seguinte

27



CAPÍTULO 4. TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

relação que deriva da de�nição de Lλ(x, t):

Lλ(x, t) =











−Mνλ
t ((x,Xt]) se x < Xt

0 se x = Xt

Mνλ
t ((Xt, x]) se x > Xt

(4.5)

Teorema 4.2. (Teorema Central do Limite para a partí
ula mar
ada no equi-

líbrio)

lim
t→∞

P

(

Xt ≤ − t

λ2
+
(

√
2t√
λ3

)

u

)

= P(N ≤ u) ,

onde N é uma variável Normal padrão.

Prova : Segue de (4.5) que para todo x ∈ R

[Xt ≤ x] = [Lλ(x, t) ≥ 0]

Fixe u ∈ R e de�na zt := − t
λ2 +

√
2t√
λ3
u. Para t grande o su�
iente, temos

que zt < 0. Neste 
aso Lλ(zt, t) = S(zt) +W (t) . Logo,





Xt +
t
λ2√

2t√
λ3

≤ u



 = [Xt ≤ zt]

= [Lλ(zt, t) ≥ 0]

= [Lλ(zt, t)− ELλ(zt, t) ≥ −ELλ(zt, t)]

= [Lλ(zt, t)− ES(zt)− EW (t) ≥ −ES(zt)− EW (t)]

=

[

Lλ(zt, t)−
√
2t√
λ
u ≥ −

√
2t√
λ
u

]

=



−
Lλ(zt, t)−

√
2t√
λ
u

√
2t√
λ

≤ u





(4.6)

Como S(zt) e W (t) são pro
essos de Poisson independentes, para zt < 0

temos que VarLλ(zt, t) =
2t
λ −

√
2t√
λ
u e pelo 
orolário 4.1 segue que
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lim
t→∞

Lλ(zt, t)−
√
2t√
λ
u

√

2t
λ −

√
2t√
λ
u

D
=N

em lei.

Como

√

2t
λ
−

√
2t√
λ
u

√
2t√
λ

→ 1 quando t → ∞, então

lim
t→∞

−
Lλ(zt, t)−

√
2t√
λ
u

√
2t√
λ

= lim
t→∞

−
Lλ(zt, t)−

√
2t√
λ
u

√

2t
λ −

√
2t√
λ
u





√

2t
λ −

√
2t√
λ
u

√
2t√
λ





D
= −N
D
= N (4.7)

Portanto, segue de (4.6) e (4.7) que

lim
t→∞

P

(

Xt ≤ − t

λ2
+
(

√
2t√
λ3

)

u

)

= P(N ≤ u)

�

Provaremos agora o prin
ipal resultado desta seção que diz respeito às �u-

tuações de segunda ordem do 
hoque mi
ros
ópi
o Z
νρ,λ
t . A demonstração a

seguir é uma adaptação da prova do teorema 
entral do limite que a
abamos de

mostrar para a partí
ula de primeira 
lasse.

Teorema 4.3. (Teorema Central do Limite para o 
hoque)

Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partí
ula de segunda 
lasse 
olo
ada na

origem de um pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial no regime de 
hoque

νρ,λ Poisson de taxa ρ à esquerda da origem e Poisson de taxa λ à direita da

origem, 
om ρ < λ. Então

lim
t→∞

P

(

Z
νρ,λ
t ≤ t

λρ
+ (η

√
t)u

)

= P(N ≤ u) , (4.8)

onde N é uma variável Normal padrão e η :=
√
2√

λρ
√
λ−ρ .
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Lema 4.1. Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partí
ula de segunda 
lasse

ini
ialmente 
olo
ada na origem de um pro
esso de Hammersley 
om medida

ini
ial νλ,ρ, ie, Poisson de taxa λ > 0 a direita da origem e Poisson de taxa

ρ > 0 a esquerda da origem, onde λ > ρ. Então, para todo x ≥ 0

P
(

Z
νρ,λ
t ≤ x

)

= P (Lλ(x, t) ≥ Lρ(x, t)) .

Prova : Realizamos o a
oplamento bási
o de três pro
essos de Hammersley

(M
νρ
t )t≥0, (M

νλ
t )t≥0 e (M

νρ,λ
t )t≥0 de modo que as partí
ulas de M

νρ
0 à esquerda

da origem 
oin
idam 
om as partí
ulas de M
νρ,λ
0 à esquerda da origem e as

partí
ulas de Mνλ
0 à direita da origem 
oin
idam 
om as partí
ulas de M

νρ,λ
0 à

direita da origem. Do a
oplamento, obtemos que Z
νρ,λ
t = Z0(t) . Agora, (2.7) e

a de�nição de Lξ impli
am que

[Z0(t) ≤ x] = [Lξ(x, t) ≥ 0]

= [Lλ(x, t) ≥ Lρ(x, t)]

e portanto

P
(

Z
νρ,λ
t ≤ x

)

= P (Z0(t) ≤ x) = P (Lλ(x, t) ≥ Lρ(x, t))

�

Lema 4.2. Seja

σ :=

√
λ− ρ√
λρ

, η :=

√
2√

λρ
√
λ− ρ

e zt :=
1

λρ
t+ uη

√
t .

De�na as variáveis

∆λ(t) :=
Lλ(zt, t)−

(

λzt +
t
λ

)

σ
√
t

e

∆ρ(t) :=
Lρ(zt, t)−

(

ρzt +
t
ρ

)

σ
√
t

.

Então

[Lλ(zt, t) ≥ Lρ(zt, t)] =

[

∆ρ(t)−∆λ(t)√
2

≤ u

]

.
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Prova : Usando as de�nições a
ima e fazendo as substituições obtemos:

[

∆ρ(t)−∆λ(t)√
2

≤ u

]

=
[

∆ρ(t)−∆λ(t) ≤ u
√
2
]

=

[

Lρ(zt, t)− Lλ(zt, t) + (λ− ρ)zt +
t

λ
− t

ρ
≤ uσ

√
2
√
t

]

=
[

Lρ(zt, t)− Lλ(zt, t) + u(λ− ρ)η
√
t ≤ uσ

√
2
√
t
]

=
[

Lρ(zt, t)− Lλ(zt, t) + uσ
√
2
√
t ≤ uσ

√
2
√
t
]

= [Lρ(zt, t)− Lλ(zt, t) ≤ 0]

= [Lλ(zt, t) ≥ Lρ(zt, t)]

�

Prova do Teorema 4.3 Pelos lemas (4.1) e (4.2), para mostrar (4.8) é su�-


iente provar que

∆ρ(t)−∆λ(t)√
2

D→N em lei.

De�na

Aρt :=
Lρ(zt, t)− [νρ(zt − 1/ρ2) + 2

ρ t]

σ
√
2
√
t

Aλt :=
Lλ(zt, t)− [νλ(zt − 1/λ2) + 2

λ t]

σ
√
2
√
t

Bρ
t :=

[νρ(zt − 1/ρ2) + 2
ρ t]− E[νρ(zt − 1/ρ2) + 2

ρ t]

σ
√
2
√
t

Bλ
t :=

[

νλ(zt − 1/λ2) + 2
λ t
]

− E[νλ(zt − 1/λ2) + 2
λ t]

σ
√
2
√
t
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Temos que

∆ρ(t)−∆λ(t)√
2

= (Aρt −Aλt )− (Bρ
t −Bλ

t ).

Agora, para t→ ∞ segue do teorema 4.1 que

E[(Aρt )
2] → 0, E[(Aλt )

2] → 0

Assim, E[(Aρt −Aλt )
2] → 0.

Pelo teorema 
entral do limite para o pro
esso de Poisson temos

√
2Bρ

t
D→N e

√
2Bλ

t
D→N em lei.

Observe que para t grande su�
iente, zt− 1
λ2
> 0 e zt− 1

ρ2
< 0, o que impli
a

que para s e t grandes o su�
iente, Bρ
t e Bλ

s são independentes. Logo, Bλ
t −Bρ

t


onverge para N em lei.

A a�rmação (4.8) segue agora do teorema de Slutsky.
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Capítulo 5

Coe�
iente de difusão

Neste 
apítulo 
al
ulamos o 
oe�
iente de difusão do 
hoque limt→∞
VarZ

νρ,λ
t

t

para o pro
esso de Hammersley. Nossa prova se baseia na 
onhe
ida relação en-

tre o �uxo de partí
ulas de segunda 
lasse Lξ e a posição da partí
ula mar
ada

de segunda 
lasse no pro
esso de duas 
lasses Z0(t). Obtemos essa relação de

dois modos distintos: o primeiro pode ser utilizado para obter relações análogas

em outros pro
essos totalmente assimétri
os e o segundo se extende para o 
aso

do pro
esso de Hammmersley par
ialmente assimétri
o.

A seguinte proposição rela
iona �uxo 
om a posição da partí
ula mar
ada e

pode ser adaptada para uma 
lasse grande de pro
essos totalmente assimétri
os


om 
onservação de massa. Esta relação é útil para 
al
ular de maneira sim-

ples os momentos de uma partí
ula mar
ada e também pode ser utilizada para

partí
ulas mar
adas de 
lasses maiores.

Considere um pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial µ. Seja Xa
t a

posição no tempo t de uma partí
ula mar
ada 
uja posição ini
ial a é um ponto

de µ. De�na a variável χµt (x) := sup{a ∈ R : Xa
t ≤ x, µ({a}) = 1}. Temos:

Proposição 5.1. Seja (Mν′
t )t≥0 um pro
esso de Hammersley 
lássi
o 
om me-

dida ini
ial ν ′ igual a ν fora da origem e a
res
ida de uma partí
ula na origem,


uja posição no tempo t denotaremos por X0
t . Então,

Lν′(x, t) = ν ′(χν
′

t (x)) (5.1)

e para quaisquer f 
ontínua e y < 0

E
[

f(ν ′(χν
′

t (x)))|χν
′

t (x) = y
]

= E
[

f(ν ′(y))
]

(5.2)
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Além disso, se ν é invariante por translações, temos

χν
′

t (x)
D
= x−X0

t (5.3)

(

χν
′

t (x)−
D
= (x−X0

t )−
)

em lei.

Prova :

Como o sistema se mantém ordenado, temos que

ν ′(χν
′

t (x)) =











−Mν′
t ((x,X0

t ]) se x < X0
t

0 se x = X0
t

Mν′
t ((X0

t , x]) se x > X0
t

Junto 
om (4.5) obtemos

Lν′(x, t) = ν ′(χν
′

t (x))

Agora, seja f 
ontínua e y < 0, a equação

E
[

f(ν ′(χν
′

t (x)))|χν
′

t (x) = y
]

= E
[

f(ν ′(y))
]

segue da de�nição de χν
′

t (x) e do fato da trajetória de uma partí
ula mar-


ada qualquer (Xa
t )t≥0 depender apenas da 
on�guração à sua esquerda (pois

os saltos são da direita para a esquerda). Observe que dada uma realização onde

χν
′

t (x) = y < 0, então se �xarmos P e ν((−∞, y]) mas modi�
armos ν((y,+∞)),

temos que χν
′

t (x) não se altera.

Por �m, observe que [X0
t ≤ x] se e somente se [χν

′

t (x) ≥ 0]. Assim,

[x−X0
t ≥ h] = [−X0

t ≥ h− x]

= [X0
t ≤ x− h]

= [χν
′

t (x− h) ≥ 0]

Agora, se transladarmos a origem de 0 para −h e denotarmos por π−h(ν)′

a nova medida ini
ial (ν transladada por −h e a
res
ida de uma partí
ula na
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nova origem), então

[χν
′

t (x− h) ≥ 0] = [χ
π−h(ν)

′

t (x− h) ≥ h]

Pela invariân
ia por translações da ν e da dinâmi
a, segue que χ
π−h(ν)

′

t (x−
h)

D
=χν

′

t (x) em lei. Logo,

x−X0
t = χ

π−h(ν)
′

t (x− h)
D
= χν

′

t (x)

em lei. �

Como apli
ação da proposição 5.1 
al
ularemos a variân
ia da partí
ula mar-


ada e a esperança do 
hoque no pro
esso de Hammersley. Começamos 
om a

partí
ula mar
ada.

Teorema 5.1. Seja Xt a posição no tempo t da partí
ula mar
ada 
olo
ada na

origem no tempo 0 em um pro
esso de Hammersley em equilíbrio 
om medida

ini
ial ν Poisson de intensidade λ. Então para todo t ≥ 0,

EXt = − t

λ2

e

VarXt =
2t

λ3

Prova : Começaremos 
om a esperança. Segue da proposição 5.1 que

E (Lλ(x, t)−) = E (ν(χt(x)−))

= E [E (ν(χt(x)−)|χt(x)−)]
= E [λχt(x)−]

= λE [(x−Xt)−]

Agora observe que |Lλ(x, t)− − Lλ(x, t)| = |Lλ(x, t)+| ≤ |Lλ(x, t)| e que

Lλ(x, t)+ de
res
e a 0 quase 
ertamente quando x de
res
e para menos in�nito.
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Assim, pelo teorema da 
onvergên
ia dominada

lim
x→−∞

E (Lλ(x, t)−)− E (Lλ(x, t)) = 0

Como para todo y ∈ R temos limx→−∞ 1[Xt>x](y) = 1 quase 
ertamente, então

também segue pelo teorema da 
onvergên
ia dominada que

lim
x→−∞

E [(x−Xt)−]− E [x−Xt] = 0

o que impli
a

lim
x→−∞

λE [x−Xt]− E (Lλ(x, t)) = 0

Como para x < 0

E (Lλ(x, t)) = E (S(x) +W (t))

= λx+
t

λ

segue que

lim
x→−∞

λx− λE [Xt]− λx− t

λ
= 0

e portanto

E (Xt) = − t

λ2

Da mesma maneira podemos 
al
ular o segundo momento.

Da proposição 5.1 segue que

E
(

Lλ(x, t)
2
−
)

= E
(

ν(χt(x)−)
2
)

= E
[

E
(

ν(χt(x)−)
2|χt(x)−

)]

= E
[

λ2χt(x)
2
− + λχt(x)−

]

= λ2E
[

[(x−Xt)−]
2
]

+ λE [(x−Xt)−]

Agora observe que |Lλ(x, t)2−−Lλ(x, t)2| ≤
(

Lλ(x, t)−−Lλ(x, t)
)2

= Lλ(x, t)
2
+

e que Lλ(x, t)+ de
res
e a 0 quase 
ertamente quando x de
res
e para menos

in�nito. Assim, pelo teorema da 
onvergên
ia dominada

lim
x→−∞

E
(

Lλ(x, t)
2
−
)

− E
(

Lλ(x, t)
2
)

= 0

Como para todo y ∈ R temos limx→−∞ 1[Xt>x](y) = 1 quase 
ertamente, então
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também segue pelo teorema da 
onvergên
ia dominada que

lim
x→−∞

E
[

[(x−Xt)−]
2
]

− E
[

(x−Xt)
2
]

= 0

o que impli
a

lim
x→−∞

λ2E
[

(x−Xt)
2
]

+ λE [x−Xt]− E
(

Lλ(x, t)
2
)

= 0

Para x < 0 e t ≥ 0, Lλ(x, t) = S(x) +W (t). Como S(x) e W (t) são indepen-

dentes, temos

E
(

Lλ(x, t)
2
)

= E
(

S(x)2 + 2S(x)W (t) +W (t)2
)

= E
(

S(x)2
)

+ 2E (S(x))E (W (t)) + E
(

W (t)2
)

= λ2x2 + λx+ 2λx
t

λ
+
t2

λ2
+
t

λ

= λ2x2 + λx+ 2xt+
t2

λ2
+
t

λ

segue que

0 = lim
x→−∞

λ2E
[

(x−Xt)
2
]

+ λE [x−Xt]− E
(

Lλ(x, t)
2
)

= lim
x→−∞

λ2E
[

(x−Xt)
2
]

+ E [Lλ(x, t)]− E
(

Lλ(x, t)
2
)

= lim
x→−∞

λ2x2 + 2λ2x
t

λ2
+ λ2E

[

X2
t

]

+ λx+
t

λ
− λ2x2 − λx− 2xt− t2

λ2
− t

λ

= λ2E
[

X2
t

]

− 2t

λ
− t2

λ2

e portanto

E
(

X2
t

)

=
2t

λ3
+
t2

λ4

Subtraindo o quadrado da esperança, temos que

VarXt =
2t

λ3

�

A proposição 5.1 também vale para partí
ulas mar
adas de segunda 
lasse

no pro
esso de Hammersley multi
lasse. Para tanto, 
onsidere um pro
esso de

Hammersley de duas 
lasses 
om medida ini
ial (νλ, νξ) e de�na Z
a
t a posição

no tempo t de uma partí
ula mar
ada de segunda 
lasse 
uja posição ini
ial a é
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um ponto de µξ. De�na a variável ζ
µξ
t (x) := sup{a ∈ R : Zat ≤ x, µξ({a}) = 1}.

Proposição 5.2. De�na νλ := νρ + νξ onde νρ e νξ são dois pro
essos de

Poisson independentes em R 
om taxas ρ e (λ− ρ) respe
tivamente. A
res
ente

uma partí
ula na origem à νξ (e 
onsequentemente à νλ). Denote essas novas

medidas por ν ′ξ e ν
′
λ O a
oplamento (M

νρ
t ,M

ν′
λ
t )t≥0 de�ne um sistema de 
hoque

onde Z
νρ,λ
t = Z0(t). Temos que

Lξ(x, t) = ν ′ξ(ζ
ν′
ξ

t (x)) (5.4)

e para quaisquer f 
ontínua e y ≥ 0

E
[

f(ν ′ξ(ζ
ν′
ξ

t (x)))|ζν
′
ξ

t (x) = y
]

= E
[

f(ν ′ξ(y))
]

(5.5)

Além disso,

ζ
ν′
ξ

t (x)
D
= x− Z0

t (5.6)

(

ζ
ν′
ξ

t (x)+
D
= (x− Z0

t )+
)

em lei.

Omitiremos a prova por ser igual à da proposição 5.1. Como antes, podemos

utilizar esta relação para estudar os momentos de Z
νρ,λ
t . Por exemplo, temos

Proposição 5.3. Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partí
ula de segunda


lasse isolada 
olo
ada na origem no tempo 0 em um pro
esso de Hammersley em

equilíbrio 
om medida ini
ial de 
hoque νρ,λ, Poisson de intensidade λ à direita

da origem e Poisson de intensidade ρ à esquerda da origem, 
om λ > ρ > 0.

Então para todo t ≥ 0,

EZ
νρ,λ
t =

t

λρ

Prova :

Segue da proposição 5.2 que
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E (Lξ(x, t)+) = E (νξ(ζt(x)+))

= E [E (νξ(ζt(x)+)|ζt(x)+)]
= E [(λ− ρ)ζt(x)+]

= (λ− ρ)E
[

(x− Z
νρ,λ
t )+

]

Agora observe que |Lξ(x, t)+ − Lξ(x, t)| = |Lξ(x, t)−| ≤ |Lξ(x, t)| e que

Lξ(x, t)− de
res
e a 0 quase 
ertamente quando x 
res
e para in�nito. Assim,

pelo teorema da 
onvergên
ia dominada

lim
x→∞

E (Lξ(x, t)+)− E (Lξ(x, t)) = 0

Como para todo y ∈ R temos limx→∞ 1
[Z

νρ,λ
t ≤x](y) = 1 quase 
ertamente, então

também segue pelo teorema da 
onvergên
ia dominada que

lim
x→∞

E
[

(x− Z
νρ,λ
t )+

]

− E
[

x− Z
νρ,λ
t

]

= 0

o que impli
a

lim
x→∞

(λ− ρ)E
[

x− Z
νρ,λ
t

]

− E (Lξ(x, t)) = 0

Como

E (Lξ(x, t)) = E (Lλ(x, t)− Lρ(x, t))

= E (Sλ(x)− Eλ(t))− E (Sρ(x)− Eρ(t)) (5.7)

= (λ− ρ)
(

x− t

λρ

)

segue que

lim
x→∞

(λ− ρ)x− (λ− ρ)E
[

Z
νρ,λ
t

]

− (λ− ρ)
(

x− t

λρ

)

= 0

e portanto

E
(

Z
νρ,λ
t

)

=
t

λρ

�

A variân
ia do �uxo de partí
ulas de segunda 
lasse não é tão simples de
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se obter 
omo a variân
ia do �uxo de primeira 
lasse. O próximo teorema

nos dá uma boa aproximação. Para o 
aso da medida invariante multi
lasse,

mostraremos uma fórmula exata no 
apítulo 6.

Teorema 5.2. Seja {(zt, t) : t ≥ 0} um 
aminho determinísti
o, então

0 < lim inf
t→∞

E

(

Lξ(zt, t)−
[

νλ(zt − t
λ2
) + 2t

λ − νρ(zt − t
ρ2
)− 2t

ρ

])2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

E

(

Lξ(zt, t)−
[

νλ(zt − t
λ2
) + 2t

λ − νρ(zt − t
ρ2
)− 2t

ρ

])2

t
2

3

<∞

Prova do Teorema 5.2.

De�na

m := lim inf
t→∞

VarL1(t, t)

t
2

3

e

M := lim sup
t→∞

VarL1(t, t)

t
2

3

Sabemos pela proposição 4.1 que para qualquer γ > 0, Lγ(zt, t) − νγ(zt −
t
γ2
)
D
=Lγ(

t
γ2
, t) em lei. Como a apli
ação (x, t) 7→ (γx, tγ ) transforma um pro-


esso de Hammersley de taxa γ em um pro
esso de Hammersley de taxa 1 temos

que Lγ(x, t)
D
=L1(γx,

t
γ ) em lei. Assim,

Lγ(zt, t)− νγ(zt −
t

γ2
)
D
=Lγ(

t

γ2
, t)

D
=L1(

t

γ
,
t

γ
)

em lei
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Como

lim inf
t→∞

E

(

Lγ(zt, t)− νγ(zt − t
γ2
)− 2t

γ

)2

t
2

3

= lim inf
t→∞

1

γ
2

3

VarL1(
t
γ ,

t
γ )

( tγ )
2

3

=
m

γ
2

3

e

lim sup
t→∞

E

(

Lγ(zt, t)− νγ(zt − t
γ2
)− 2t

γ

)2

t
2

3

= lim sup
t→∞

1

γ
2

3

VarL1(
t
γ ,

t
γ )

( tγ )
2

3

=
M

γ
2

3

De�na

Aρt := Lρ(zt, t)− νρ(zt −
t

ρ2
)− 2t

ρ

Aλt := Lλ(zt, t)− νλ(zt −
t

λ2
)− 2t

λ
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Segue da desigualdade triangular e do teorema 4.1 que

0 <

(

1

λ
1

3

− 1

ρ
1

3

)2

m

= lim inf
t→∞

(

[

E
(

Aλt
)2
]

1

2 −
[

E (Aρt )
2
]

1

2

)2

t
2

3

≤ lim inf
t→∞

E

(

Lξ(zt, t)−
[

νλ(zt − t
λ2 ) +

2t
λ − νρ(zt − t

ρ2 )−
2t
ρ

])2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

E

(

Lξ(zt, t)−
[

νλ(zt − t
λ2 ) +

2t
λ − νρ(zt − t

ρ2 )−
2t
ρ

])2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

(

[

E
(

Aλt
)2
]

1

2

+
[

E (Aρt )
2
]

1

2

)2

t
2

3

=

(

1

λ
1

3

+
1

ρ
1

3

)2

M <∞

�

Utilizando o teorema a
ima e a proposição 5.2 podemos pro
eder de modo

análogo ao utilizado para a partí
ula de primeira 
lasse para obtermos o 
oe�-


iente de difusão do 
hoque. Entretanto, se quisermos 
al
ular o 
oe�
iente de

difusão do 
hoque para pro
essos em que a partí
ula de segunda 
lasse salta para

os dois lados 
omo no 
aso do ASEP, a proposição 5.2 não seria mais válida pois

o pro
esso de partí
ulas de segunda 
lasse não é totalmente assimétri
o neste


aso. Para pro
essos par
ialmente assimétri
os, se a medida ini
ial for Poisson

ou produto, podemos utilizar uma té
ni
a introduzida por Ferrari e Fontes [14℄

para o ASEP e adaptada para o pro
esso de Hammersley por Coletti, Ferrari e

Pimentel [12℄ para rela
ionar os momentos do �uxo 
om os momentos da par-

tí
ula mar
ada. A seguir provaremos uma versão da prova de Coletti, Ferrari e

Pimentel [12℄ para o 
aso (par
ialmente) assimétri
o.

Seja λ > ρ > 0. De�na νλ := νρ + νξ onde νρ e νξ são dois pro
essos de

Poisson independentes em R 
om taxas ρ e (λ− ρ) respe
tivamente. Para essa

medida ini
ial o �uxo de partí
ulas de segunda 
lasse satisfaz o seguinte:
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Lema 5.1. Para todo x ∈ R e t ≥ 0,

ELξ(x, t)+ =
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+
(5.8)

e

ELξ(x, t)− =
(

λ− ρ
)

E
(

Z
νρ,λ
t − x

)

+
(5.9)

Prova do Lema 5.1. segue da de�nição que

Lξ(x, t)+ =

∫ ∞

0
1{Zy(t) ≤ x}νξ(dy)

em que Zy(t) denota a posição no tempo t da partí
ula de segunda 
lasse que

ini
ialmente se en
ontra em y ∈ [0,∞]. Pelo teorema de Slyvnjak-Me
ke e pela

invariân
ia por translações da medida ini
ial temos

ELξ(x, t)+ =
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

Zy(t) ≤ x
)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

Z
νρ,λ
t ≤ x− y

)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

Z
νρ,λ
t − x ≤ −y

)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

x− Z
νρ,λ
t ≥ y

)

dy

=
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+

Analogamente

ELξ(x, t)− =
(

λ− ρ
)

∫ 0

−∞
P
(

Zy(t) > x
)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ 0

−∞
P
(

Z
νρ,λ
t > x− y

)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

Z
νρ,λ
t − x > z

)

dz

=
(

λ− ρ
)

E
(

Z
νρ,λ
t − x

)

+

�
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Uma idéia análoga fun
iona para 
al
ularmos Var
(

Z
νρ,λ
t

)

. Para o 
aso to-

talmente assimétri
o, temos:

Proposição 5.4. (Coletti, Ferrari e Pimentel [12℄)

Para todo x, t ≥ 0

VarLξ(x, t)+ =
(

λ− ρ
)

(

x−
∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)

+
(

λ− ρ
)2
(

∫ x

0
2zP

(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz −
(

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)2)

Provaremos o 
aso assimétri
o a seguir.

Proposição 5.5. Para todo x ∈ R e t ≥ 0

VarLξ(x, t)+ =
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+
+
(

λ− ρ
)2
Var
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+

Prova da Proposição 5.5

Seja Zy(t) a posição no tempo t da partí
ula de segunda 
lasse que ini
i-

almente se en
ontra em y ∈ [0,∞]. Observe que se ȳ ≤ y e Zy(t) ≤ x então

Zȳ(t) ≤ x. Assim, do mesmo modo que fazemos 
om o quadrado da soma de

funções 
om valores em {0, 1}, temos

Lξ(x, t)
2
+ = Lξ(x, t)+ + 2

∫ ∞

0

∫ y

0
1{Zy(t) ≤ x}νξ(dȳ)νξ(dy)

Pelo teorema de Slyvnjak-Me
ke e pela invariân
ia por translações da medida

ini
ial, a esperança da integral dupla na equação a
ima é dada por

E

(

2

∫ ∞

0

∫ y

0
1{Zy(t) ≤ x}νξ(dȳ)νξ(dy)

)

=
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0

∫ y

0
2P
(

Zy(t) ≤ x
)

dȳdy

=
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0

∫ y

0
2P
(

Z
νρ,λ
t ≤ x− y

)

dȳdy

=
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0
2yP

(

Z
νρ,λ
t ≤ x− y

)

dy

=
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0
2yP

(

x− Z
νρ,λ
t ≥ y

)

dy

44



CAPÍTULO 5. COEFICIENTE DE DIFUS�O

Portanto pelo lema 5.1, temos

VarLξ(x, t)+ = E

(

[Lξ(x, t)+]
2
)

−
(

ELξ(x, t)+

)2

= E

(

Lξ(x, t)+

)

+
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0
2yP

(

x− Z
νρ,λ
t ≥ y

)

dy

−
(

ELξ(x, t)+

)2

=
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+

+
(

λ− ρ
)2[
∫ ∞

0
2yP

(

x− Z
νρ,λ
t ≥ y

)

dy − E
[

(x− Z
νρ,λ
t

)

+
]2
]

=
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+
+
(

λ− ρ
)2
Var
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+

�

Deste resultado obtemos o seguinte teorema para o 
hoque Z
νρ,λ
t no pro
esso

de Hammersley 
lássi
o. Sua extensão para o 
aso assimétri
o depende da prova

que a medida invariante pra esse 
aso também é Poisson.

Teorema 5.3. Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partí
ula de segunda


lasse 
olo
ada na origem de um pro
esso de Hammersley 
om medida ini
ial

no regime de 
hoque νρ,λ, Poisson de taxa ρ à esquerda da origem e Poisson de

taxa λ à direita da origem, 
om ρ < λ. Para todo t ≥ 0 e ǫ > 0,

VarZ
νρ,λ
t =

2t

λρ(λ− ρ)
+ o(tǫ+2/3)

Prova do Teorema 5.3.

Seja ǫ > 0 e x = ct, 
om c ≥ 1
ρ2 . Como 
onsequên
ia do teorema 5.2 temos

que

VarLξ(x, t) = Var
(

νλ

(

x− t

λ2

)

− νρ

(

x− t

ρ2

)

)

+ o(tǫ+2/3)

= Var
(

νξ

(

x− t

λ2

)

)

+Var
(

νρ

(

x− t

ρ2
, x− t

λ2

)

)

+ o(tǫ+2/3)

= (λ− ρ)(x− t

ρ2
) + λt

( 1

ρ2
− 1

λ2

)

+ o(tǫ+2/3)

= (λ− ρ)(x+
t

λρ
) + o(tǫ+2/3) (5.10)
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Por outro lado

VarLξ(x, t) = VarLξ(x, t)+ +VarLξ(x, t)− + 2E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−)

Portanto por (5.10) e pela proposição 5.4

(λ− ρ)(x+
t

λρ
) + o(tǫ+2/3) =

= VarLξ(x, t)+ +VarLξ(x, t)− + 2E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−)

=
(

λ− ρ
)

(

x−
∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)

+
(

λ− ρ
)2
(

∫ x

0
2zP

(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz −
(

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)2)

+VarLξ(x, t)− + 2E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−)

o que impli
a

(

λ− ρ
)2
(

∫ x

0
2zP

(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz −
(

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)2)

=

=
(

λ− ρ
)

( t

λρ
+

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)

− o(tǫ+2/3)

−VarLξ(x, t)− − 2E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−) (5.11)

Agora observe que |Lξ(x, t)−| ≤ |Lξ(x, t)| e que Lξ(x, t)− de
res
e a 0 quase


ertamente quando x 
res
e para in�nito. Assim, pelo teorema da 
onvergên
ia

dominada

lim
x→∞

VarLξ(x, t)− = 0

Provaremos agora que limx→∞ E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−) = 0.
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Pelo lema 5.1 é su�
iente mostrar que limx→∞
∫ x
0 P
(

Z
νρ,λ
t ≤ z

)

dz
∫∞
x P

(

Z
νρ,λ
t >

z
)

dz = 0.

Temos que

lim
x→∞

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t ≤ z

)

dz

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz =

= lim
x→∞

∫ x

0
1− P

(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

= lim
x→∞

∫ ∞

x
xP
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

− lim
x→∞

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

≤ lim
x→∞

∫ ∞

x
zP
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

− lim
x→∞

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

= lim
x→∞

∫ ∞

x
zP
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz − E
(

Z
νρ,λ
t

)

lim
x→∞

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

= 0

onde os dois últimos limites vão a zero pelo teorema da 
onvergên
ia domi-

nada mais a integrabilidade de (Z
νρ,λ
t )2 e Z

νρ,λ
t .

Por �m, fazendo x tender a in�nito nos dois lados de (5.11) segue que

(

λ− ρ
)2
VarZ

νρ,λ
t = 2

(

λ− ρ
) t

λρ
+ o(tǫ+2/3)

e temos o resultado.

�

Como 
orolário imediato obtemos o 
oe�
iente de difusão do 
hoque D:
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Corolário 5.1. Seja D = limt→∞
VarZ

νρ,λ
t

t . Temos que

D =
2

λρ(λ− ρ)
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Capítulo 6

Variân
ia do Fluxo no Equilíbrio

Dado λ > 0, de�nimos Zνλ(t) 
omo sendo a posição no tempo t de uma

partí
ula isolada de segunda 
lasse 
olo
ada na origem de um pro
esso de Ham-

mersley 
om medida ini
ial invariante Poisson de intensidade ρ. Neste 
apítulo

mostraremos uma fórmula que rela
iona a variân
ia do �uxo de partí
ulas de

segunda 
lasse Lξ(x, t) numa versão esta
ionária do pro
esso Hammersley mul-

ti
lasse 
om a lo
alização da partí
ula isolada de segunda 
lasse Zν1(t) de um

pro
esso de Hammersley 
lássi
o 
om medida ini
ial invariante Poisson de taxa

1. Esta fórmula deriva de uma fórmula análoga obtida por Cator e Groene-

boom [9℄ para a o �uxo de partí
ulas de primeira 
lasse Lλ no pro
esso de

Hammersley 
lássi
o em equilíbrio que enun
iamos abaixo:

Teorema 6.1. (Variân
ia do �uxo de primeira 
lasse Lλ)

Sejam x e t ∈ R
+
, temos que

VarLλ(x, t) = −λx+
t

λ
+ 2λE

(

x− Zνλ(t)
)

+

Junto 
om a Lei dos grandes números para Zνλ(t), esta fórmula impli
a a

sublinearidade da variân
ia do �uxo na direção 
ara
terísti
a EZνλ(t) = t
λ2
.

Além disso, ela foi 
ru
ial para a obtenção da ordem 
orreta da variân
ia do

�uxo em [9℄. A seguir 
al
ulamos a esperança da posição da partí
ula isolada

de segunda 
lasse para todo tempo t introduzindo o método utilizado em [9℄

para provar o teorema 6.1. A mesma té
ni
a também será usada para o �uxo

de segunda 
lasse Lξ. Temos:

Proposição 6.1. Seja Zνλ(t) a posição no tempo t de uma partí
ula de segunda


lasse isolada ini
ialmente posta na origem de um pro
esso de Hammersley es-
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ta
ionário de taxa λ. Para todo t ∈ R,

EZνλ(t) =
t

λ2

Prova da Proposição

Vamos fazer um 
ontagem dupla na variân
ia do �uxo de partí
ulas de pri-

meira 
lasse, Var(Lλ), a partir da identidade Lλ = N+W = S+E. Começamos


al
ulando Var(N +W ) para t > 0, 
omo em Cator e Groeneboom [9℄.

Var
(

N +W
)

= Cov
(

N +W,N +W )

= Var
(

W ) + Var
(

N) + 2Cov
(

N,W )

= Var
(

W ) + Var
(

N) + 2Cov
(

N,S +E −N)

= Var
(

W )−Var
(

N) + 2Cov
(

S,N)

=
t

λ
− λx+ 2Cov

(

S,N)

Queremos en
ontrar uma relação entre a 
ovariân
ia a
ima e a esperança de

Zνλ(t). Para tanto, vamos variar o pro
esso S para uma taxa λ+ γ 
om γ ≥ 0.

Mantemos W 
om a mesma intensidade. Denotamos por Eγ as esperanças 
om

relação a essa nova taxa para S e an := Eγ

(

N |S = n
)

. Observe que 
omo a

distribuição dos pontos de S é uniforme dado S, segue que an não depende de

γ. Assim,

∂γ|γ=0Eγ

(

N
)

= ∂γ|γ=0

∞
∑

n=0

((λ+ γ)t)n

n!
e−t(λ+γ)an

=
1

λ

(

∞
∑

n=0

(λt)n

n!
e−tλann

)

− t

∞
∑

n=0

(λt)n

n!
e−tλan

=
1

λ
E(NS)− tE(N)

Logo,

Cov(N,S) = λ∂γ|γ=0Eγ

(

N
)

(6.1)

Agora, denotando por Nγ
o norte do pro
esso 
om a taxa da fonte variada,

per
ebemos que para γ su�
ientemente pequeno Nγ −N = 1 se, e somente, se

Zy(t) ≤ x, onde Zy(t) denota a posição no tempo t de uma partí
ula de segunda
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lasse ini
ialmente posta no ponto y. Assim, 
omo γ é um pro
esso de Poisson,

temos

E(Nγ −N) = γ

∫ x

0
E(1Zy(t)≤x)dy +O(γ2)

Como o pro
esso visto da partí
ula de segunda 
lasse isolada é um pro
esso

de Poisson invariante por traslações, segue que Zy tem a mesma distribuição

para todo y. Temos então que

Cov(N,S) = λ∂γ|γ=0Eγ

(

N
)

= λ

∫ x

0
E(1Zy(t)≤x)dy

= λ

∫ x

0
P
(

Z0(t) ≤ x− y
)

dy

= λ

∫ x

0
P
(

Z0(t) ≤ y
)

dy

= λ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) ≤ y
)

dy

Assim,

Var
(

N +W
)

=
t

λ
− λx+ 2λ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) ≤ y
)

dy

Agora, observe que se rota
ionarmos o pro
esso em θ = π
2 radianos no sentido

anti-horário obtemos um pro
esso de Hammersley 
om as partí
ulas saltando no

sentido oposto, ie, da esquerda para a direita. Assim, denotando os pro
essos

rota
ionados por Sθ, Wθ, Nθ e Eθ temos que Sθ = W , Wθ = S, Nθ = E,

Eθ = N . A partí
ula de segunda 
lasse no pro
esso rota
ionado denotamos por

Zθ e observamos que [Zθ(x) ≤ t] = [Zνλ(t) > x]. Pro
edendo de modo análogo,
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temos:

Var(Lλ) = Var
(

S + E
)

= Var
(

Wθ +Nθ

)

= Var
(

Wθ

)

−Var
(

Nθ

)

+
2

λ

∫ t

0
P
(

Zθ(x) ≤ y
)

dy

= Var
(

S
)

−Var
(

E
)

+
2

λ

∫ t

0
P
(

Zνλ(y) > x
)

dy

= λx− t

λ
+

2

λ

∫ t

0
P
(

Zνλ(y) > x
)

dy

Portanto,

t

λ
− λx+ 2λ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) ≤ y
)

dy = λx− t

λ
+

2

λ

∫ t

0
P
(

Zνλ(u) > x
)

du

⇔

t

λ
− λx+ 2λ

∫ x

0
1− P

(

Zνλ(t) > y
)

dy = λx− t

λ
+

2

λ

∫ t

0
1− P

(

Zνλ(u) ≤ x
)

du

⇔

λ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) > y
)

dy =
1

λ

∫ t

0
P
(

Zνλ(u) ≤ x
)

du

Assim, vemos que ∀t ≥ 0

E
(

Zνλ(t)
)

= lim
x→∞

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) > y
)

dy

= lim
x→∞

1

λ2

∫ t

0
P
(

Zνλ(u) ≤ x
)

du

=
t

λ2

Para t < 0 o resultado segue da reversibilidade do Hammersley.

�

Agora mostraremos o prin
ipal resultado deste 
apítulo. Para tanto, 
ons-

truímos o pro
esso de Hammersley 
om duas 
lasses (M
νρ
t , ξt)t≥0 a partir de um
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pro
esso multilinha (Mα1

t ,Mα1

t ,P), 
om (M
νρ
t , ξt)t≥0 = Φ(Ψ ( (Mα1

t ,Mα2

t ,P) ))

(ver seção sobre o 
hoque, 
apítulo 3, para mais detalhes). Vimos que para 
ada

tempo t, a medida invariante multi
lasse pode ser representada pelo pro
esso

de saída de uma �la M/M/1 gerada pelos pro
essos de 
hegada Mα1

t e serviços

Mα2

t . Uma observação importante para as identidades a seguir, é que nessa �la

o tempo x 
aminha de +∞ para −∞.

Abaixo seguem algumas relações importantes utilizadas na prova que podem

ser derivadas desta representação. De�na:

Q0(t) := número de 
lientes na �la (do tempo t) no instante 0

Qx(t) := número de 
lientes na �la (do tempo t) no instante x

Nρ := número de 
lientes atendidos no intervalo (0,x) na �la do tempo t

= Qx(t) +Nα1
−Q0(t)

= Nα1
− (Q0(t)−Qx(t))

Nξ := número de serviços não utilizados no intervalo (0,x) na �la do tempo t

= Nλ −Nρ

= Nα2
− (Nα1

− (Q0(t)−Qx(t)))

= Nα2
−Nα1

+ (Q0(t)−Qx(t)))

Por �m, dizemos que f(x, t) = O(1) se ∃M ∈ R tal que |f(x, t)| < M para

todo (x, t) ∈ R
2
.

Vale o seguinte resultado:

Proposição 6.2. Seja Lξ(x, t) o �uxo de partí
ulas de segunda 
lasse da ori-

gem a (x, t) em um pro
esso de duas 
lasses 
om medida ini
ial invariante 
om

densidades λ e λ−ρ de partí
ulas de primeira e segunda 
lasse, respe
tivamente,
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onde λ > ρ. Sejam x, t ∈ R
+
, temos que

VarLξ(x, t) =
(

λ+ ρ
)( t

λρ
− x
)

+2
(

λx− t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λx
)

+ 2
(

ρx− t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρx
)

+2E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λx]
)

+ 2E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρx]
)

+O(1)

Prova da Proposição

Como x e t estão �xados, para 
larear a notação omitiremos eles abaixo

sempre que possível. Temos que

VarLξ(x, t) = Cov(Nξ +Wξ, Nξ +Wξ)

= Var(Nξ) + Var(Wξ) + 2Cov
(

Nξ,Wξ)

Cal
ularemos 
ada um desses termos.

Primeiro, pela invarân
ia da medida ini
ial

Var(Nξ) = Var(Sξ) =

= Var
(

Sα2
− Sα1

+ (Q0 −Qx)
)

= Var
(

Sα2
− Sα1

)

+Var
(

Q0 −Qx
)

+ 2Cov
(

Sα2
− Sα1

, Q0 −Qx
)

Observe que tanto Qx 
omo Q0 têm Lei igual ao do número de 
lientes numa

�la M/M/1 em equilíbrio, que é uma variável geométri
a de parâmetro

ρ
λ < 1.

Portanto, para qualquer x 
onstante, Qx e Q0 possuem os mesmos momentos

�nitos (e independentes de t). Assim,

Var
(

Q0 −Qx
)

= Var
(

Q0

)

+Var
(

Qx
)

− 2Cov
(

Q0, Qx
)

= 2Var
(

Q0

)

− 2Cov
(

Q0, Qx
)

≤ 4Var
(

Q0

)

Da onde

Var
(

Q0 −Qx
)

= O(1)
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Agora,

Cov
(

Sα2
− Sα1

, Q0 −Qx
)

=

= Cov(Sα2
, Q0) + Cov(Sα1

, Qx)− Cov(Sα2
, Qx)− Cov(Sα1

, Q0)

= Cov(Sα2
, Q0)− Cov(Sα1

, Q0)

pois as 
hegadas e os serviços futuros Sα1
e Sα2

não dependem do número

de 
lientes na �la no presente Qx.

Considere agora o pro
esso reverso da �la (Qy)y≥0 onde o tempo y é 
res-


ente. Este pro
esso também é uma �la M/M/1 
ujo pro
esso de 
hegada de


lientes é Sρ e o pro
esso de serviços é Sα1
+ Sξ. Como antes, estes pro
essos

não dependem do número de 
lientes na �la reversa no presente Q0 (Teorema

de Burke) . Logo

Cov(Sρ, Q0) = 0

e

Cov(Sα1
+ Sξ, Q0) = 0

Como Sρ = Sα1
−Q0 +Qx e Sξ = Sα2

−Sα1
+Q0 −Qx, segue das equações

a
ima que

Cov(Sα1
, Q0) = Cov(Q0 −Qx, Q0) = −Cov(Sα2

, Q0)

Portanto,

2Cov
(

Sα2
− Sα1

, Q0 −Qx
)

= 2Cov(Sα2
, Q0)− 2Cov(Sα1

, Q0)

= 4Cov(Qx −Q0, Q0)

= 4Cov(Q0, Qx)− 4Var
(

Q0

)

= −2Var
(

Q0 −Qx
)

Como Sα1
e Sα2

são pro
essos de Poisson independentes, segue que

Var(Nξ) = Var(Sξ)

= Var
(

Sα2
− Sα1

)

+Var
(

Q0 −Qx
)

+ 2Cov
(

Sα2
− Sα1

, Q0 −Qx
)

= Var(Sα2

)

+Var(Sα1

)

−Var
(

Q0 −Qx
)

=
(

λ+ ρ
)

x+O(1) (6.2)
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Utilizando o 
orolário 3.1, obtemos relações análogas para Wξ. Pro
edendo


omo antes, temos que

Var
(

Wξ

)

= (
1

ρ
+

1

λ
)t+O(1) (6.3)

Nos resta 
al
ular a Cov(Nξ,Wξ). Vale:

Cov
(

Nξ,Wξ

)

= Cov
(

Nξ, Sξ + Eξ −Nξ

)

= Cov
(

Nξ, Sξ
)

+Cov
(

Nξ, Eξ
)

−Var
(

Nξ

)

= Cov
(

Nξ, Sξ
)

+Cov
(

Sξ,Wξ

)

−Var
(

Nξ

)

(6.4)

Vamos justi�
ar esta última igualdade. Temos que Var(Nξ+Wξ) = Var(Sξ+Eξ).

Como Nξ tem a mesma lei de Sξ e Eξ tem a mesma lei de Wξ, segue que

Cov(Nξ, Eξ) = Cov(Sξ,Wξ).

Agora, sejam Zνλ(t) e Zνρ(t) as posições de duas partí
ulas de segunda


lasse isoladas 
olo
adas na origem de duas 
ópias independentes dos pro
essos

(Mνλ
t )t≥0 e (M

νρ
t )t≥0 respe
tivamente. Temos,

Cov
(

Nξ, Sξ
)

= Cov
(

Nλ −Nρ, Sλ − Sρ
)

= Cov
(

Nλ, Sλ
)

+Cov
(

Nρ, Sρ
)

− Cov
(

Nλ, Sρ
)

− Cov
(

Nρ, Sλ
)

Os dois primeiros termos são 
onhe
idos, valem λE
(

x− Zνλ(t)
)

+
e ρE

(

x−
Zνρ(t)

)

+
respe
tivamente (ver Cator e Groeneboom [9℄). Vamos investigar a

Cov(Nρ, Sλ). Como feito na proposição 6.1, a
res
entamos ao pro
esso Sλ um

pro
esso de Poisson de taxa γ independente dos outros pro
essos. Mantemos

estes outros pro
essos inalterados. Desta maneira obtemos um novo Nρ, o qual

denotaremos por Nγ
ρ , e 
omo antes temos

Cov(Nρ, Sλ) = λ∂γ|γ=0E
(

Nγ
ρ

)

= λ lim
γ→0

E(Nγ
ρ −Nρ)

γ

Quando γ é su�
ientemente pequeno temos que Sγλ − Sλ ≤ 1 a menos de

um erro de ordem γ2. Considere a �la M/M/1 obtida pelo pro
esso multilinha

que gera o pro
esso (Mνλ
t ,M

νρ
t )t≥0. Se esta nova partí
ula 
ai num período de

56



CAPÍTULO 6. VARIÂNCIA DO FLUXO NO EQUILÍBRIO

deso
upação da �la (intervalo de tempo em que a �la permane
e vazia), então

o pro
esso νρ permane
e inalterado e Nγ
ρ −Nρ = 0. Porém, se a nova partí
ula


ai em um período de o
upação da �la surgem duas dis
repân
ias entre Sγρ e

Sρ. A primeira na posição da nova partí
ula. Denotamos a posição no tempo t

desta partí
ula de segunda 
lasse que ini
ialmente está num ponto y por Zy(t).

Além disso, todas as partí
ulas de Sρ a esquerda de Zy(0) e que estão dentro do

mesmo período de o
upação avançam (no espaço) para a posição onde estava

a partí
ula imediatamente à sua direita. Como resultado, a última partí
ula

deste periodo de o
upação (primeira 
om relação à origem) se tranforma numa

partí
ula de segunda 
lasse e, assim, não perten
e a Sγρ . Isto gera a outra

dis
repân
ia, 
uja posição no tempo t denotaremos por Z̄ȳ(t), onde ȳ < y é sua

posição ini
ial. Observe que y − ȳ = O(1) (não depende de t, por exemplo).

A
oplando o pro
esso (M
νρ
t ) 
om o pro
esso modi�
ado e observando que ȳ é

função determinísti
a de y e da �la, em resumo, obtemos

E
(

Nγ
ρ −Nρ

)

= γP
(

Qy > 0
)

E
(

∫ x

0
1[Zy(t)>x]1[Z̄ȳ(t)≤x]dy

)

+O(γ2)

Logo,

Cov(Nρ, Sλ) = λ lim
γ→0

E(Nγ
ρ −Nρ)

γ

= λP
(

Qy > 0
)

E
(

∫ x

0
1[Zy(t)>x]1[Z̄ȳ(t)≤x]dy

)

= λρ

∫ x

0
P
(

Zy(t) > x, Z̄ȳ(t) ≤ x
)

dy


omo Zy(t) ≥ Z̄ȳ(t) para todo t, então

1 = P
(

Zy(t) > x, Z̄ȳ(t) ≤ x
)

+ P
(

Zy(t) ≤ x
)

+ P
(

Z̄ȳ(t) > x
)
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Junto 
om a invariân
ia por translação do pro
esso impli
a

P
(

Zy(t) > x, Z̄ȳ(t) ≤ x
)

= 1− P
(

Zy(t) ≤ x
)

− P
(

Z̄ȳ(t) > x
)

= 1− P
(

Z0(t) ≤ x− y
)

− P
(

Z̄0(t) > x− ȳ
)

= 1− P
(

x− Z0(t) ≥ y
)

− P
(

x− Z̄0(t) < ȳ
)

= P
(

x− Z̄0(t) > ȳ
)

− P
(

x− Z0(t) ≥ y
)

= P
(

x− Zνρ(t) > ȳ
)

− P
(

x− Zνρ(t) > y
)

= P
(

x− Zνρ(t) +O(1) > y
)

− P
(

x− Zνρ(t) > y
)

Portanto

Cov(Nρ, Sλ) = λρ

∫ x

0
P
(

Zy(t) > x, Z̄ȳ(t) ≤ x
)

dy

= λρ

∫ x

0
P
(

x− Zνρ(t) +O(1) > y
)

− P
(

x− Zνρ(t) > y
)

dy

= λρE
(

[x− Zνρ(t)]1[Zνρ(t)≤x] − [x− Zνρ(t) +O(1)]1[Zνρ (t)≤x+O(1)]

)

= λρE
(

O(1)1[Zνρ(t)≤x] − [x− Zνρ(t)]1[x<Zνρ(t)≤x+O(1)]

)

= λρ
[

O(1)P
(

Zνρ(t) ≤ x
)

+ E
(

[Zνρ(t)− x]1[0≤Zνρ(t)−x<O(1)]

)]

= O(1)

Agora, vale que

Cov
(

Nλ, Sρ
)

= Cov
(

Nα2
, Sα1

− (Q0 −Qx)
)

= Cov
(

Nα2
, Sα1

)

− Cov
(

Nα2
, Q0 −Qx

)

= Cov
(

Nα2
, Q0

)

−Cov
(

Nα2
, Qx

)

pois, Nα2
é função determinísti
a de Sα2

(−∞, x) e P que são ambos indepen-

dentes de Sα1
.

Para 
al
ular Cov(Nα2
, Q0) primeiro veja que o pro
esso multilinha é rever-

sível no tempo. Então utilizamos um argumento análogo ao usado para 
al
ular

Cov(Nρ, Sλ) a
ima só que 
om Nα2
fazendo o papel de Sλ e Q0 no lugar de

Nρ, isto é alteramos o pro
esso Nα2
e fazemos o tempo voltar de t para zero,

observando 
omo essa alteração afeta o valor de Q0. Para que a partí
ula Zy(0)

a
res
ida à Nα2
no ponto y modi�que o número de pessoas na �la na origem Q0

a �la deve estar o
upada (Q0 > 0) e Zy(0) deve perten
er ao intervalo (0, Y )

onde Y é o iní
io do período de o
upação ao qual Q0 perten
e. Observando que
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Y não depende de t (de fato, Y = O(1)), temos que

Cov
(

Nα2
, Q0

)

= λ∂γ|γ=0E
(

Qγ0
)

= λρ

∫ x

0
P
(

Zy(0) ≥ 0, Zy(0) ≤ Y
)

dy

= λρ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) ≤ x− y, Zνλ(t) ≥ x− Y − y
)

dy

= λρ

∫ x

0
P
(

x− Zνλ(t) > y
)

− P
(

x− Zνλ(t) ≥ y +O(1)
)

dy

= O(1)

Agora vamos estudar Cov(Nα2
, Qx). Novamente a
res
entamos uma par-

tí
ula Zy(t) a Nα2
no ponto y < x. Temos que Zy(0) < x e 
omo Qx é de-

terminado por Sα2
(x,+∞) e Sα1

(x,+∞) então Zy(0) não afeta Qx. Assim

Cov(Nα2
, Qx) = 0.

Logo

Cov
(

Nξ, Sξ
)

= λE
(

x− Zνλ(t)
)

+
+ ρE

(

x− Zνρ(t)
)

+
−O(1) (6.5)

Resta 
al
ular a 
ovariân
ia entre Sξ e Wξ. Temos:

Cov
(

Sξ,Wξ

)

= Cov
(

Sλ − Sρ,Wλ −Wρ

)

= Cov
(

Sλ,Wλ

)

+Cov
(

Sρ,Wρ

)

− Cov
(

Sλ,Wρ

)

− Cov
(

Sρ,Wλ

)

= −Cov
(

Sλ,Wρ

)

− Cov
(

Sρ,Wλ

)

= −Cov
(

Sλ,Wρ

)

onde a última igualdade segue do fato que Wλ é função determinísti
a de P e

Sα2
(−∞, 0) enquanto Sρ é função determinísti
a de Sα2

(0,+∞) e Sα1
(0,+∞)

sendo estes independentes dos anteriores.

Por �m, a Cov
(

Sλ,Wρ

)

. Mais uma vez a
res
entamos uma partí
ula Zy a

Sλ no ponto y. Como antes, se Qy = 0 então Sρ = Sγρ o que impli
a Wρ =W γ
ρ .

Suponha Qy > 0. Isso gera duas dis
repân
ias entre Sρ e Sγρ , Zy e Z̄ȳ, 
om

ȳ = y − O(1). Se ȳ > 0, então Wρ = W γ
ρ . Agora, se ȳ ≤ 0 então y perten
e
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ao mesmo período de o
upação da origem, ie, y ∈ (0, Y ). Neste 
aso teríamos

W γ
ρ −Wρ = 1[Z̄ȳ(t) > 0]. Em resumo,

|Cov(Sλ,Wρ)| = λ lim
γ→0

|E(W γ
ρ −Wρ)|
γ

= λP
(

Qy > 0
)

E
(

∫ x

0
1[Z̄ȳ(t)>0]1[y≤Y ]dy

)

≤ λρE(Y )

= O(1)

Assim

Cov
(

Sξ,Wξ

)

= O(1) (6.6)

Como a apli
ação (x, t) 7→ (γx, tγ ) transforma um pro
esso de Hammersley

em equilíbrio de taxa γ em um Hammersley de taxa 1, temos que γZνγ (t) =

Zν1(t/γ) em lei. Da onde obtemos que

γE
(

x− Zγ(t)
)

+
= E

(

γx− Zν1(t/γ)
)

+

= E
(

[γx− Zν1(t/γ)]1[Zν1 (t/γ)≤γx]
)

= E
(

[γx− t/γ]1[Zν1 (t/γ)≤γx]
)

+ E
(

[t/γ − Zν1(t/γ)]1[Zν1 (t/γ)≤γx]
)

=
(

γx− t/γ
)

P
(

Zν1(t/γ) ≤ γx
)

+ E
(

[t/γ − Zν1(t/γ)]1[Zν1 (t/γ)≤γx]
)

Logo, por (6.4), (6.5),(6.6) e (6.2)

Cov
(

Nξ,Wξ

)

= Cov
(

Nξ, Sξ
)

+Cov
(

Sξ,Wξ

)

−Var
(

Nξ

)

(6.7)

= λE
(

x− Zνλ(t)
)

+
+ ρE

(

x− Zνρ(t)
)

+
−
(

λ+ ρ
)

x+O(1)

=
(

λx− t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λx
)

+
(

ρx− t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρx
)

+ E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λx]
)

+ E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρx]
)

−
(

λ+ ρ
)

x+O(1)
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Finalmente, por (6.2), (6.3) e (6.7)

VarLξ(x, t) = Var(Nξ) + Var(Wξ) + 2Cov
(

Nξ,Wξ)

=
(

λ+ ρ
)

x+
( 1

λ
+

1

ρ

)

t

+2E
(

λx− Zν1(t/λ)
)

+
+ 2E

(

ρx− Zν1(t/ρ)
)

+
− 2
(

λ+ ρ
)

x

+O(1)

=
(

λ+ ρ
)( t

λρ
− x
)

+2
(

λx− t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λx
)

+ 2
(

ρx− t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρx
)

+2E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λx]
)

+ 2E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρx]
)

+O(1)

�

Teorema 6.2. Seja Lξ(x, t) o �uxo de partí
ulas de segunda 
lasse da origem

a (x, t) em um pro
esso de duas 
lasses 
om medida ini
ial invariante. Seja

V > 0 uma 
onstante e x = xt uma função de t. Se limt→+∞
xt
t = V então

VarLξ(xt, t) = f(t) + g(t) +O(1)

onde

f(t) = f(V, t)

:=
(

λ+ ρ
)( t

λρ
− xt

)

+

+2
(

λxt − t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λxt
)

+ 2
(

ρxt − t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρxt
)

é da ordem de t

g(t) = g(V, t)

:= 2E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λxt]
)

+ 2E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρxt]
)

é da ordem de t2/3.
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Em parti
ular,

lim
t→∞

VarLξ(V t, t)

t
= lim

t→∞
f(t)

t
=















(

λ+ ρ
)(

1
λρ − V

)

se V ≤ 1
λ2

(

λ− ρ
)(

1
λρ + V

)

se V ∈ ( 1
λ2 ,

1
ρ2 )

(

λ+ ρ
)(

V − 1
λρ

)

se V ≥ 1
ρ2

Prova do Teorema 6.2.

A equação VarLξ(x, t) = f(V, t) + g(V, t) +O(1) segue diretamente da pro-

posição 6.2.

O limite de

f(V,t)
t segue da de�nição da f e da lei dos grandes números para

Zν1 , ie, 
om probabilidade 1, limt→∞
Zν1(t)
t = 1.

Quanto a g(V, t) temos que, pela proposição 6.1:

0 = 2E
(

t/λ− Zν1(t/λ)
)

+ 2E
(

t/ρ− Zν1(t/ρ)
)

< g(t)

≤ 2E
(

t/λ− Zν1(t/λ)
)

+
+ 2E

(

t/ρ− Zν1(t/ρ)
)

+

Sabemos que as duas últimas esperanças são da ordem de t2/3 (ver por exem-

plo Cator e Groeneboom [9℄). Como g(V, t) é 
ontinua, segue que g(V, t) é da

ordem de t2/3.

�
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