Flutuacoes do choque no
processo de Hammersley

Marcio Watanabe Alves de Souza

TESE APRESENTADA AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA OBTENGAO DO TITULO DE

DouTOR EM CIENCIAS

Programa: Estatistica

Orientador: Prof. Dr. Leandro Pinto Rodrigues Pimentel

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro do

CNPQ

Sao Paulo, julho de 2013



Flutuacoes do choque no
processo de Hammersley

Este exemplar corresponde & redacao
final da tese devidamente corrigida
e defendida por Marcio Watanabe Alves de Souza

e aprovada pela Comissao Julgadora.

Banca Examinadora:

e Prof. Dr. Leandro P. Rodrigues Pimentel (orientador) - UFRJ
e Prof. Dr. Cristian F. Coletti - UFABC

Prof. Dr. Fabio Prates Machado - USP

Prof. Dr. Luiz Renato Gongalves Fontes - USP

Prof. Dr. Serguei Popov - UNICAMP



A prova

Matemdtica rimaria perfeitamente com fantdstica
se assim me ajudasse a sorvé-la,
mas a propria palavra fantdstica

que por ser tao performdtica e jd ter tantas derivadas,
se somada a matemdtica

me exauriria para resolvé-las.

Porém, ao integrd-las me excitaria:

somaria suas dreas com parti¢oes cada vez mais ralas.
Comegaria na reta de maneira clara, até o dpice do deslumbre,
adicionando mais duas dimensoes

atingiria o volume.

Usaria os dculos da fisica que

por ser mais empirista

me daria grande emocdo quando da inércia me arrebataria,
como por defini¢cao e com total abstragao

depois de sair da lama do chao

tenderia ao infinito

onde tudo € mais bonito.

Neste espaco perfeito, que nao pertence sé aos eleitos,

tem verdade, tem magia,

sangue, suor e alegria.

Topologicamente falando o universo cabe no cartesiano.
Refutando todo engano provarei por absurdo

que este universo cabe no mundo e todos eles no plano.
Seja a Matemdtica algo sobre-humano

hd uma funcgao fantdstica convergindo para zero:

toda Tima e sua inversa também € obra prima.

Agradeco ao MEU AMOR



il

por desmistificar essa esséncia
redefinindo limites
e acreditar que em mim

também cabe esta consciéncia.

Fernanda Di Genio Watanabe



Agradecimentos

Obrigado Deus. Obrigado ao Leandro pela orientagao. Obrigado ao meu pal
e & minha mae. Obrigado & minha esposa Fernanda e aos meus filhos Tetsuo e

Suezo por tudo, em especial pela paciéncia, vocés sao minha vida.

1l



Resumo

No presente trabalho provamos resultados sobre as flutuagoes dos fluxos de
particulas e das particulas marcadas no processo de Hammersley multiclasse.
Os métodos das demonstragoes sao robustos, formulados de modo a serem apli-
cados em outros processos, em particular se aplicam ao processo de exclusao
totalmente assimétrico multiclasse (TASEP multiclasse) e & seu respectivo mo-
delo de percolagao de ultima passagem. Os principais teoremas obtidos sao
um teorema central do limite para o choque, seu coeficiente de difusdao e uma
formula exata para a variancia do fluxo de particulas de classe N > 2 para o

processo em equilibrio multiclasse.

Palavras-chave: Processo de Hammersley, Percolagao de ultima passagem,
Processo de exclusao totalmente assimétrico, Processo multiclasse, Flutuacoes

do choque.
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Abstract

We prove fluctuations results concerning fluxes of particles and tagged parti-
cles on multiclass Hammersley process. The methods used are robust and apply
to other processes, in particular all the proofs can be adapted to the Multiclass
totally asymmetric simple exclusion process (Multiclass TASEP) and its respec-
tive last passage percolation model. The main theorems obtained are a central
limit theorem for the shock, its diffusion coefficient and an exact formula for the
variance of the N-th class particle flux in a stationary version of the multiclass

process when N > 2.

Keywords: Hammersley process, Last passage percolation, Totally asymmetric

exclusion process, Multiclass process, Shock fluctuations.



Sumario

1 Introducao

Organizacao da Tese . . . . . . . . . . ...

2 Modelos e Resultados
Processo de Hammersley . . . . . . . . . ... ... 0oL,
Processo de Hammersley em uma caixa finita . . . . . . . .. ... ..
Choque eresultados . . . . . . ... .. o

Processo multiclasse . . . . . . . ...

3 Preliminares
Choque e processo de duas classes no equilibrio . . . . . . .. ... ..
Fluxo de particulas de segunda classe no equilibrio . . . . . . . .. ..

Medida invariante multiclasse . . . . . .. .. ..o
4 Teorema Central do Limite
5 Coeficiente de difusao
6 Variancia do Fluxo no Equilibrio

Referéncias Bibliograficas

vi

14

16

16

21

22

25

33

49

63



Capitulo 1

Introducao

O Processo de Hammersley é um sistema de particulas em R em que cada
particula salta para uma posicao uniformemente escolhida entre a sua posicao e a
posicao da particula mais proxima, a sua esquerda. A taxa de salto é uma variavel
exponencial de parametro proporcional ao espaco que a particula dispoe para
saltar. Podemos descrevé-lo de modo mais preciso através de sua construcao
grafica. Seja v a configuracao inicial, aleatéria ou nao, do processo e seja PP um
processo de Poisson homogéneo em R?. Fazemos uma realizacio do processo
deslocando o eixo inicial pela coordenada do tempo e cada vez que uma marca
de Poisson é intersectada a particula mais proxima a direita salta para esta
marca. Nesta construgdo, cada realizacao pode ser vista como um conjunto de
trajetorias no espaco-tempo R? que ndo se cruzam. A versdao descrita acima, é
devida a Aldous e Diaconis e por este motivo o processo também ¢é conhecido
como processo HAD (Hammersley-Aldous-Diaconis). Os processos de Poisson

de taxa A > 0 sdo invariantes para essa dinimica [22].

A primeira versao do processo de Hammersley foi criada junto com seu mo-
delo de percolagao de ultima passagem em [20], onde Hammersley propos uma
solucao para o problema de Ulam, que estuda o comportamento limite da maior
subsequéncia crescente L,, de uma permutagao aleatoria do conjunto {1,2,...,n}.
Baik e Rains [2], Cator e Groeneboom [8] [9] e Groeneboom [19] estudaram a

versao do processo restrita a uma caixa finita com bordo.

Uma das varidveis de maior interesse em sistemas de particulas conservativos
é o fluxo ou corrente de particulas visto por um observador com velocidade V4.
O fluxo é definido como o ntumero de particulas que ultrapassam o observador da,
direita para a esquerda menos o niimero de particulas que ultrapassam o obser-
vador da esquerda para a direita no intervalo de tempo (0,¢]. Em [15], Ferrari e
Fontes provaram que a variancia do fluxo ao longo da caracteristica é sub-linear

para o processo de exclusao assimétrico (ASEP). Balazs [4] generalizou esse re-
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sultado para uma classe de modelos de deposicao. Em [21] e [3]|, Johansson,
Baik e Deift deram as primeiras demonstracoes rigorosas de que as flutuacoes
do fluxo em processos de percolagdo de ultima passagem (Hammersley e TA-
SEP) sao da ordem de t1/3. Desde entdo, muita atencio tem sido dada para
estender esses resultados de flutuagoes no regime estacionario a outros processos
(ver [18], 19], |2], [6] entre outros).

O comportamento hidrodindAmico macroscopico do processo de Hammersley

= % [22]. Quando

as condigoes iniciais sao u(r,0) = X para r > 0 e u(r,0) = % quando r < 0,
a solucao tem uma mudancga dréstica quando o produto Ap varia de valores

é dado pela equagao de Burgers dyu + 0,g(u) = 0, onde g(u)

menores que 1 para valores maiores que 1. Para A\p = 1, o sistema é estacionério
e as solugoes sao constantes no tempo. Para Ap < 1 o sistema desenvolve um
fronte de rarefagdo enquanto para Ap > 1, o sistema desenvolve um choque
macroscopico. No processo de Hammersley, Baik e Rains |2] provaram um
teorema central do limite para o fluxo nos trés regimes. Para o processo de
exclusao (TASEP), Ben Arous e Corwin |7| compilaram os resultados de [18], [14]
e [5] que provam o teorema central do limite para o fluxo no equilibrio, no
choque e no fronte de rarefacao, respectivamente. No presente trabalho, nosso

foco principal serd estudar as flutuagoes em sistemas no regime de choque.

A estrutura microscopica do choque pode ser descrita pela particula de se-
gunda classe [13]. A particula de segunda classe Z; ¢ uma particula que possui
uma movimentacao distinta das outras particulas, as quais chamaremos daqui
em diante de particulas de primeira classe. Ao invés de saltar sobre as marcas
de salto P, a particula de segunda classe salta para frente, para a posi¢ao onde
se encontrava uma, particula de primeira classe que acabou de ultrapassa-la. A
importancia das particulas de segunda classe ¢ que elas sao o analogo micros-
copico das caracteristicas das equacoes diferenciais de Burgers que descrevem o

comportamento ao longo do tempo de perturbacoes da medida inicial.

Ferrari e Fontes [14] sdo a principal referéncia no estudo de flutuacdes do
choque microscoépico. Eles provaram um teorema da condicao inicial para Z; no
processo de exclusao assimetrico, obtendo entre outros resultados o coeficiente
de difusao e o teorema central do limite para Z;. Para o processo de Hammersley,
Seppéldinen [23] provou um teorema central do limite para o fluxo no regime de

choque gerado por uma classe grande de medidas iniciais.

Noés utilizamos os recentes avancos sobre o fluxo no equilibrio para provar

um teorema central do limite para o choque Z; no processo de Hammersley e

VarZ:
t

calculamos o coeficiente de difusdo D := limy, . De fato, mostramos que a
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C A : 2 .
distancia entre tZ; e VarZ; vai a zero na escala t31¢, para todo € > 0. Prossegui-
mos mostrando uma férmula para a varidncia do fluxo de particulas de segunda
classe para o processo multiclasse em equilibrio. Utilizamos a representacao da

medida invariante como a saida de uma fila M /M /1 [16].

Particulas de segunda classe podem ser representadas pelas diferencas entre
dois processos acoplados, gerando um processo com duas classes de particu-
las [14] [9]. Do mesmo modo, podemos acoplar n processos e obter um processo
multiclasse. Ao contrario do que acontece no processo com uma classe de par-
ticulas, o conjunto das medidas invariantes para o processo multiclasse nao é
Poisson para cada classe de particula. Ferrari e Martin |16] [17] provaram que as
Unicas medidas invariantes extremas sao obtidas como a saida de um sistema de
n—1 filas em série com n classes de clientes. A descri¢do do sistema ¢ a seguinte:
Clientes de primeira classe chegam & primeira fila como um processo de Poisson
de taxa p;. Para cada fila k com k de 1 a n-1, existe uma quantidade infinita
de clientes de classe k + 1 esperando por atendimento. Quando um cliente de
classe i é atendido na fila k, ele passa para a préxima fila ou sai do sistema caso
k =n—1. O atendimento segue a regra FIFO para clientes de mesma classe, ou
seja, o primeiro a chegar é o primeiro a sair. Clientes de classe i tém prioridade
no atendimento com relagao a clientes de classes maiores. Assim, por exemplo,
quando um cliente de segunda classe chega na segunda fila, ele é atendido antes
dos clientes de terceira classe que 14 estavam. Por fim, as taxas de servico do
servidor da fila k£ sao exponenciais independentes de parametros pi. Cator e
Pimentel |10] recentemente usaram funcoes de Busemman para obter a medida

invariante multiclasse para uma generalizacao do processo de Hammersley.

Terminamos essa introducao com um comentirio sobre as provas dos re-
sultados. Apesar de estarem escritas para o processo de Hammersley, nossa
intencao era utilizar métodos robustos o suficiente para que as mesmas pro-
vas, com poucas adaptagoes, pudessem ser utilizadas em outros processos. Em
especial, todos os resultados do texto podem ser adaptados para o processo de
exclusao totalmente assimétrico e seu respectivo modelo de percolagao de ultima

passagernl.
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Organizacao da Tese

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma:

No capitulo 2 definimos os principais modelos, variaveis e resultados. Come-
camos com as definides do processo de Hammersley em R e numa caixa finita,
além de seu respectivo modelo de percolacao de ultima passagem. Definimos
fluxo de particulas de primeira e segunda classes e particulas marcadas. Damos
a definicao formal de choque e enunciamos os principais teoremas. Terminamos

o capitulo definindo o processo de Hammersley multiclasse.

O capitulo 3 traz algumas propriedades bésicas utilizadas ao longo do texto.
Mostramos a relagao entre o choque e a posicao de uma particula de segunda
classe no processo de duas classes. Descrevemos a medida invariante multiclasse
como a saida de uma fila com varias classes de clientes e mostramos que, para o
processo em equilibrio multiclasse, os fluxos verticais também podem ser vistos

como a saida de filas com varias classes de clientes.

No capitulo 4 mostramos um teorema sobre a influéncia da condigao inicial
nas flutuagoes do fluxo. Como corolério, obtemos teoremas centrais do limite
para o fluxo, para a particula marcada e para o choque microscépico no processo

de Hammersley.

O capitulo 5 é dedicado ao calculo da variancia do choque. Mostramos como
relacionar os momentos do fluxo com a posicao da particula marcada e como
esse método se aplica no caso do choque. A partir dessa relagao, calculamos a

esperanca para todo tempo ¢ e o coeficiente de difusao do choque.

Encerramos, no capitulo 6, com uma formula exata para a variancia do fluxo
de particulas de classe n > 2 para o processo em equilibrio multiclasse. Em [9],
Cator e Groeneboom demonstram uma féormula andloga para fluxo de particulas
de primeira classe e a utilizam para mostrar que a ordem das flutuacoes do fluxo

ao longo da direcao caracteristica pertence a classe de KPZ /3.



Capitulo 2

Modelos e Resultados

Neste capitulo damos as definigbes formais dos modelos e das principais
variaveis aleatérias estudadas no restante da tese. Também enunciamos os prin-

cipais resultados.

Processo de Hammersley

Comegamos com a defini¢ao do Processo de Hammersley. Nos usaremos uma

construcao grafica a la Harris (ver |1| para mais detalhes).

Para cada medida v em R associamos um processo nao decrescente v(-)
definido por
() = v((0,z]) parax >0
—v((x,0]) para z < 0.

Denotamos por X o espaco de estados. Aqui escolhemos X como sendo o

conjunto de todas as medidas positivas localmente finitas v tal que

Esta condicdo evita que as particulas saltem instantaneamente para me-
nos infinito. Denotamos o processo de Hammersley com medida inicial v por
(MY )ter, onde M} € X para todo tempo t. Os pontos de M} sao chamados de
particulas e a dindmica dos saltos dessas particulas ao longo do tempo é determi-
nada pelo processo de Poisson P com intensidade 1 em R? do seguinte modo: se
(x0,t) € P entao MY ({zo}) = 1 e para x < xg temos M/ ({z}) = My ({z}). Ja
para x> xg temos My ((zo,z]) = (M ((wo,z]) — 1)1as2 ((2g,2))—1>0]- Fixando

a configuracao inicial vy = v e o processo de saltos P = w, temos que o processo
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(M} )ter € uma funcao deterministica ¥ de v e w, isto &, M} = ¥(t,v,w).

Os processos de Poisson em R constituem a tnica classe de medidas invari-
antes ergddicas para o processo de Hammersley. Denotamos por vy um processo
de Poisson de taxa A > 0.

Uma da principais varidveis de interesse em sistemas de particulas é o fluxo
ou corrente de particulas que passam por um observador que viaja a uma certa
velocidade V;. Definimos o fluxo entre dois pontos de R x Ry num processo de

Hammersley com medida inicial v a seguir.

Sejam z,y € R e s,t > 0. Considere t > s. Definimos o fluxo positivo
L,,((y,s), (x,t))+ de y a x no tempo ¢ como sendo o total de particulas que
estao a direita de y no tempo s e a esquerda de x (inclusive) no tempo t. Do
mesmo modo, definimos o fluxo negativo Ll,((y, s), (x, t))_ de y a x no tempo t
como sendo o total de particulas que estao a esquerda de y (inclusive) no tempo

s e a direita de x no tempo t. Definimos o fluxo L, como

Ly((y.5): (@,1)) := Ly ((y,5), (2,8)) , — Lo ((y,5), (2,1)) (2.1)

Por fim, denotamos o fluxo da origem a x no tempo t por
Ly(w,t) := L, ((0,0), (z,1)) , — Ly ((0,0), (z,1)) _ (2.2)

Para o caso t < s, definimos o fluxo por anti-simetria, ie, para todo z,y € R
et <s, L,((y,s),(z,t)) = —L,((z,t),(y,s)). Quando a medida inicial for a
medida invariante vy Poisson de taxa A, para simplificar a notagdo, escrevere-

mos Ly no lugar de L,, .

Outra importante propriedade do fluxo que utilizaremos nas provas, além

da () anti-simetria, é a (ii) aditividade, ie, V z,y,z € Re r,s,t > 0, temos que:

(Z) Lu((x7s)7(yat)) - _Ll/((:%t)?(w?s)) (23)

(@) Lu((x,5),(y,1)) = Lu((z,5), (z,7)) + Lu((2,7), (y,1))  (2.4)

Também temos interesse em estudar a trajetéria de uma particula fixada.
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Considere o processo de Hammersley com medida inicial invariante vy. Acres-
centamos uma particula na origem do processo no tempo zero. Definimos a
particula marcada X (¢) como sendo a posi¢gdo no tempo t da particula cuja
posicao inicial é a origem. Escolhemos essa particula, pois ela representa uma
particula tipica para a medida vy, ja que tanto o processo a sua direita quanto

0 processo a sua esquerda sao Poisson de taxa A.

O processo de Hammersley pode ser visto como um modelo de percolacao

de tltima passagem |1| que definimos abaixo.

Novamente P C R? denota um processo de Poisson bidimensional de inten-
sidade 1.

Para cada p,q € R?, com p < q (desigualdade em cada cordenada, p # q),
seja II(p,q) o conjunto de todos os caminhos crescentes em todas cordenadas,
formados por pontos de P, de p para q, onde excluimos todos os pontos que
possuem alguma cordenada em comum com p. Por caminho crescente de P,
entende-se um subconjunto ordenado {(a,b1), (az,bs),...(an,by)...} de P, em
que ap > ag > ... > Gp... € by > by > ... > b,.... O tempo de tultima

passagem entre p < q é definido por

well(p,q)

T(p,q) := max { Z 1} (2.5)

Esta varidvel mede o tamanho da maior sequéncia crescente entre p e q, dentre

as sequéncias crescentes formadas exclusivamente por pontos do processo P.

Aldous e Diaconis || mostraram que o fluxo é equivalente a seguinte variavel:

Paracadav e X,z € Ret > 0 seja

Ly (1) = sup {v(2) + T((,0), (2, )} . (2.6)

z<x
Assim, podemos ver o fluxo L, como sendo o tamanho da maior sequéncia
crescente entre p e q, dentre as possiveis sequéncias crescentes formadas por
pontos do processo P e pontos da medida inicial v. A partir desta representacao

o processo de Hammersley (M}) pode ser redefinido por

MY ((z,y]) := Ly(y,t) — L,(z,t) paraz <y



CAPITULO 2. MODELOS E RESULTADOS

Processo de Hammersley em uma caixa finita

DefinaVxeRet > 0:
Ny(z) := Ll,(((),t), (m,t)) = M/ (z)

S(l’) = NO(x) = sz((ov 0)7 (l’,O)) = V($)>
E,(t) := L,((z,0), (z,t)),
W(t) = EO(t) = Lu((ov 0)7 (Ovt))>

Da aditividade do fluxo, obtemos que L, (x,t) = S(x) + E(t). Isto nos induz a
estudar o processo de Hammersley restrito & uma caixa finita cujos lados sao os
processos N, S, E, W (ver figura 2.1) cujas letras fazem referéncia as cordenadas
polares em inglés para x > 0 (neste caso, L,(z,t) =S+ FE =W 4+ N). Nesse

caso, observe que o fluxo ¢ positivo, ie, se x > 0 entao L, (z,t) > 0.

Essa descricao também é conhecida como Processo de Hammersley com en-
tradas e saidas ( ver Cator e Groeneboom [8] [9] para detalhes). Uma vantagem
dela é explorar as simetrias do processo. Por exemplo, observe que se rotaci-
onarmos o processo em 6 = 7 radianos no sentido anti-horéario obtemos um
processo de Hammersley com as particulas saltando no sentido oposto, ie, da
esquerda para a direita. Neste novo processo, tempo e espaco trocam de lugar.
Se tomarmos S como um processo de Poisson de taxa A, entdo E(t) tem lei

Poisson de taxa £ para todo (z,t) [8].

Outra propriedade importante é que, se v = vy, para « > 0 o processo W (t)
é independente de S(x). Para z < 0, E,(t) é independente de S(x).

Choque e resultados

Nesta sec¢ao definimos o choque no processo de Hammersley e enunciamos

os principais resultados da tese.

Considere dois processos de Hammersley em equilibrio, um com medida ini-
cial vy e o outro com medida inicial v,, onde A > p. Estudaremos o processo
no regime de choque, com medida inicial v, y. Sua configuracao a esquerda da
origem coincide com v, e & direita coincide com v). Denotamos o processo de

- e . Vo )
Hammersley com essa medida inicial por (M, ”")i>0.
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A
O

A
O

A
O

A
©
>

(0,0) (z,0)

Figura 2.1: Trajetorias das particulas no processo de Hammersley restrito a caixa
[0,2] x [0,t]. Os pontos de P estdo representados pelas estrelas e os pontos duais de P
pelos circulos grandes.

Um choque microscépico relacionado ao processo (M} );>0 € uma posicao
(possivelmente) aleatoria Z; tal que as densidades assintoticas a direita e a
esquerda do processo M/ translado por Z} sao diferentes, uniformemente em
t. Ferrari e Martin [16] deram uma construgao elegante do choque baseada
na versao multiclasse do processo de Hammersley para um ntmero finito de
classes de particulas. O processo de Hammersley multiclasse consiste numa
convencao do acoplamento basico de dois ou mais processos de Hammersley
com configuragdes iniciais ordenadas, ie, uma domina a outra. Aqui falaremos
mais especificamente do caso onde temos duas classes de particulas. Para o
caso em que hd um ntmero infinito de classes veja Cator e Pimentel |10]. Para
realizar o acoplamento bésico de dois ou mais processos de Hammersley utiliza-
se o mesmo processo de Poisson bidimensional P para ambas configuracoes
inicias. Em nosso caso, (M, M;”);>0 é o acoplamento de dois processos de
Hammersley com medidas iniciais Poisson vy e v, tais que para todo y € R
temos vx(y) > v,(y). O acoplamento basico é atrativo, o que significa que se

uma das medidas iniciais domina a outra, entao para todo tempo ¢ a dominagao
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é preservada, isto é, para todo t positivo e y € R temos M, (y) > M,”(y). Desta
forma, as discrepancias entre M;» e M,” podem ser vistas como um processo

conservativo de particulas que denotaremos por

(&)e=0 = (M — M{")1>0

Um ponto de & é chamado de particula de segunda classe que é uma
discrepancia marcada entre dois processos marginais do acoplamento bésico.
Elas se comportam como particulas (diferentes das particulas usuais) que sal-
tam para a posicao da particula de primeira classe mais proxima a sua direita
no momento em que esta salta para um ponto de P que estd localizado a es-
querda da posicao da particula de segunda classe. Denominamos o processo

(Mt””,gt)tzo por processo de duas classes.

Particulas de segunda classe sao tteis para estudar o comportamento de
perturbacoes microscopicas do sistema. Acoplando duas configurages iniciais
que se diferenciam em apenas um ponto, a particula de segunda classe, pode-
mos ver como esta modificacio afeta o sistema ao longo do tempo. Acontece
que existe uma correspondéncia entre a posicao de uma particula de segunda
classe colocada na origem de um sistema de choque e a posicao de uma par-
ticula de segunda classe colocada na origem de um processo de duas classes.
Assim, para estudarmos o comportamento de uma perturbacao num sistema de
choque podemos estudar o comportamento de uma particula de segunda classe
no processo de duas classes correspondente. Para ver isso, observe que no pro-
cesso de duas classes a trajetéria de uma particula de segunda classe nao é
afetada pelas particulas de segunda classe que estao atras dela (a sua esquerda)
e que a mesma trajetoria nao distingue as classes de particulas a sua direita. Isto
pode ser formalizado acoplando-se as medidas iniciais do sistema de choque e do

processos de duas classes, o que faremos no proximo capitulo, na proposi¢ao 3.1.

A particula de segunda classe esté relacionada com uma varidvel do modelo
de percolagao de tltima passagem, o ponto de saida. Definimos o ponto de
saida Y (x,t) para o maior caminho crescente da origem & (x,t) como sendo
YV(z,t) :=sup{z <z :v(z) + T((2,0), (z,t)) = L,(z,t)}.

Considere a medida inicial de choque v, 5. Uma propriedade importante que

10
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o ponto de saida satisfaz é
YVer(z,t) Dy Zty”’A

Uma prova desse fato pode ser obtida de modo analogo a prova de (5.6) contida
no capitulo 5. Desse modo, obtemos resultados anélogos aos do choque Ztu A
para o ponto de saida no modelo de percolacao de tltima passagem com medida

inicial v ).

Enunciaremos a diante os principais resultados da tese, que dizem respeito as
flutuagoes dos fluxos de particulas de primeira e segunda classe e das particulas
marcadas de primeira e segunda classe. Para estudar a posicao das particulas
marcadas utilizamos suas relagoes com os respectivos fluxos (veja Ferrari e Fon-
tes [15] [14] para um método similar). Comecamos no capitulo 4 com o seguinte

resultado sobre o fluxo particulas de primeira classe no equilibrio:

Teorema. 4.1 (Influéncia da condicao inicial)
Seja x € R et > 0. Seja Ly(x,t) o fluro da origem a (x,t) em um processo de

Hammersley com medida inicial vy Poisson de taza A. Entdo

E (LA(x,t) — vz — &) — %)2

0 < liminf 5 A2
t—o0 t3
E (Ly(z,t) — vy(z — &) — 2 2
< limsup (A( ) A2( ) A) < o0
t—00 t3

A partir deste, obtemos como corolarios teoremas centrais do limite para o
fluxo L) e para a particula marcada de primeira classe X;. Enunciamos o tltimo

a seguir:

Teorema. 4.2 Seja X; a posicao no tempo t de uma particula marcada colocada
na origem de um processo de Hammersley com medida inicial vy Poisson de
taza A > 0. Temos:

lim P (Xt < _L + (@)u> =P(N <u),

t—o0 )\2

onde N ¢é uma varidvel Normal padrao.

11
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Seja Le(x,t) := Ly, (2,t) — Ly,(z,t) o fluxo de particulas de segunda classe
da origem a (z,t). Um dos principais ingredientes que utilizaremos nas provas

dos teoremas a seguir é a seguinte relacao

—&((x, Zo(t)]) sex < Zy(t)
Le(z,t) = ¢ 0 se x = Zy(t) (2.7)
&((Zo(t),z])  sex > Zy(t)

Dela derivamos um teorema central do limite para o choque, provado no

capitulo 4:

. 14 -~ -
Teorema. 4.2 Seja Z,”* a posicdo no tempo t de uma particula de sequnda
classe colocada na origem de um processo de Hammersley com medida inicial
no regime de choque v, \, Poisson de tara p & esquerda da origem e Poisson de

taza A\ a direita da origem, com p < A. Entdo

lim P <me < Ai + (n\/i)u> =P(N <),
P

t—o0
onde N ¢é uma varidvel Normal padrao e n:= 2
VAPV A—p

No capitulo 5 utilizamos outra abordagem para explorar novamente a relagao

entre fluxo de particulas de segunda classe e a posicao do choque para calcular-

VarZ:p’A
t

também ¢é utilizada para a particula de primeira classe, onde podemos obter os

mos o coeficiente de difusdao do choque D := lim;

. Esta abordagem

momentos para todo tempo t. Nos mostraremos que:

Teorema. 5.2 Seja Xy a posicdao no tempo t da particula marcada colocada na
origem no tempo 0 em um processo de Hammersley em equilibrio com medida

inicial v Poisson de intensidade \. Entao para todo t > 0,

¢
EXr="%
‘ 2t
VarXt = F
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. 14 -~ -
Teorema. 5.3 Seja Z,”* a posicdo no tempo t de uma particula de sequnda
classe colocada na origem de um processo de Hammersley com medida inicial
no regime de choque v, \, Poisson de taza p & esquerda da origem e Poisson de

taza A\ a direita da origem, com p < A. Para todot >0 e € > 0,

2t
VarZ, = — = 4 o(t+?/3
! Wi —p) )

Analogamente ao fluxo de particulas de primeira classe, podemos restringir

o processo (&) & uma caixa finita. Neste caso, para z,t > 0 temos
Lg(x,t) = Ng + Wg = Sg + Eg

onde N¢ := Ny(z) — Ny(x), S¢ := Sx(x) — Sp(x), We := Wi(t) — W,(t) e
Be == Ex(t) — B, (1).

Usaremos essa formulacao do processo restrita a uma caixa finita para mos-
trar no capitulo 6 uma férmula relacionando o fluxo de particulas de segunda
classe no processo em equilibrio multiclasse com a varidncia da particula isolada
de segunda classe no processo de Hammersley com uma classe em equilibrio. A

partir desta, obtemos o seguinte resultado:

Teorema. 6.2 Seja L¢(x,t) o fluro de particulas de sequnda classe da origem a
(z,t) em um processo de duas classes em equilibrio. Seja V' > 0 uma constante

e x = x¢y uma fungao de t. Se limy_, % =V entao

VarLe(ze,t) = f(t)+g(t) +O(1)

13
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onde

ft) = fvit)

= (o)) +

+2(Azy — t/N)P(Z7(t/N) < Awy) + 2(pe — t/p)P(Z27(t/p) < py)

€ da ordem de t

g(t) = g(V, t)
= 2E([t/X = Z" (t/ N1z /ny<ne]) + 2E([E/ 0 — Z7 (8 )L 1201 () p) < pae))

¢ da ordem de t2/3.

Em particular,

()x—l-p)()\i—V) seVﬁ%

. VarL¢(Vit,t) . f@®) ’

Jim S = lim S = 0 (A=) (54 V) seVE (G
()\—l-p)(V—%p) sevzp%

Processo multiclasse

Extenderemos agora a definicao do processo de Hammersley para um nu-
mero de classes igual a n > 2. Como no processo de duas classes, utilizamos o
acoplamento bésico para realizar diferentes configuracoes iniciais do processo no
mesmo espaco de probabilidade induzido pelo processo de Poisson bidimensio-
nal P. Agora, acoplamos n medidas iniciais vy, ..., v,, com n > 2, tais que para
todox € R, v1({z}) < ... <wv,({x}). Se v,,({z}) = 1, dizemos que x possui uma
particula de classe k € {1,..n} se inficqy  1{i : vi({x}) = 1} = k. Com esta
definicao, vemos que as particulas de classe k podem ser ultrapassadas pelas

particulas de menor classe e podem ultrapassar particulas de maior classe.

Sejam

Xor ={(v1,..yvm) € Xy s i({2}) < ... < wvp({x}) para todo x € R}

14
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o espaco das configuracdes ordenadas do acoplamento basico de processos HAD
em R e X, 0 espago das configuragoes bem definidas do acoplamento de n proces-
sos de Hammersley na reta. Definimos o processo Hammersley multiclasse
de forma precisa como

Yy = Ry

em que a bijecao R : Xy — &), € definada por

(Rv)i = v \Vk—1

1

para todo k € {1,...,n}. Assim, 1, = (M} ,...,M""), onde MtW é a configura-

cao das particulas de i-ésima classe no tempo t.

Particulas marcadas de classes maiores do que 2 podem ser vistas como parti-
culas de segunda classe no choque quando olhamos para o processo (Mth_l, Mth )t>0
formado pelas marginais ¢ — 1 e ¢ do processo multiclasse Mtw Assim, todos
os resultados a respeito de particulas de segunda classe no processo de duas
classe que descrevemos na secao anterior se extendem para particulas de classes

maiores do que 2.
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Capitulo 3

Preliminares

Neste capitulo mostraremos algumas propriedades que serdo usadas nas de-

monstracoes dos teoremas principais.

Choque e processo de duas classes no equilibrio

Comecaremos descrevendo o processo de Hammersley de duas classes (Mf 7€) >0
no regime de equilibrio. Indexamos as particulas de segunda classe no tempo
zero comecgando com a primeira particula & esquerda da origem que recebe o
indice zero. As particulas & direita sdo numeradas com os inteiros positivos de
1 em diante e, da mesma forma, as particulas & esquerda sao numeradas com
os inteiros negativos. Denotamos por Z;(t) a posicao no tempo t da iésima

particula de segunda classe marcada, para t > 0.

A medida invariante para o processo de duas classes pode ser vista como a
saida de uma fila M /M /1 em equilibrio. A fila M /M /1 éum processo de Markov
bem conhecido que modela uma fila com um tnico servidor, onde clientes chegam
um por um de acordo com um processo de Poisson de taxa p1 e os tempos entre
os servigos sao independentes e identicamente distribuidos com lei exponencial
de taxa py. Denotamos por Q(s) o ntumero de clientes na fila no tempo s € R. Se
1 < o, entdo existe uma tnica medida invariante para o processo (Q(S))scr,
que ¢é finita com probabilidade 1 e reversivel. Este processo pode ser construido
como fun¢ao de dois processos de Poisson independentes, o processo de chegadas
(A(s))ser de taxa py e o processo de saidas (D(s))ser de taxa pg. Suponha
que no tempo r haja n clientes na fila, ie, Q(r) = n. Quando o primeiro
ponto de A(r — s) é alcancado para um s positivo, um cliente chega a fila
e Q(r —s) = Q(r) + 1. Observamos que nesse caso, o tempo s da fila esta
decrescendo (podemos fazer isso , pois a fila ¢ um processo reversivel). Isto sera

conveniente mais adiante. Quando um ponto de (D(.)) é alcancado, entao ou
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um cliente da fila é servido e deixa a fila ou se a fila estiver vazia um servico

possivel nao serd utilizado.

CHEGADAS

Q Q Q Q
\@ \© o \o\@ SERVICOS

M -

CONSTRUGAO DA FILA MIMI1 ATRAVES
DE DOIS PROCESSOS DE POISSON INDEPENDENTES

O processo de saidas (D(.)) é a medida invariante para o processo de Ham-
mersley com duas classes de particulas, onde os servicos nao utilizados sao as
particulas de segunda classe e os servicos efetivamente utilizados sao as parti-
culas de primeira classe. Além disso, é possivel construir toda uma realizacao
do processo de duas classes em equilibrio usando a mesma funcdo acima no

acoplamento chamado de processo multilinha.

O processo multilinha é um acoplamento (M, M, ..., M P) (dife-
rente do acoplamento basico) de n processos de Hammersley. Aqui, nos dete-
remos ao caso n = 2. Acoplamos dois processos de Hammersley (M;")i>¢ e
(M;*?)¢>0 com medidas inicias o) e ag, do seguinte modo: a segunda marginal
tem sua dindmica de saltos determinada pelo processo de Poisson bidimensional
P, enquanto a primeira marginal tem sua dinamica de saltos determinada pelo
processo d(P) dos pontos duais de P. Os pontos duais d(P) sdo as posi¢oes
onde haviam uma particula do processo (M;*?);>( imediatamente antes desta
mesma particula saltar sobre um ponto de P (veja a figura 2.1). Cator e Groene-
boom |8] mostraram um teorema de Burke para P provando que d(P) também
¢ um processo de Poisson bidimensional de taxa 1, o que mostra que (M ):>0
¢ de fato um processo de Hammersley. O produto de processos de Poissons é a

Unica medida ergddica invariante para o processo multilinha.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre um processo multiclasse e um

processo multilinha. Considere um processo multilinha com medida inicial pro-
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duto de Poissons independentes. Como o produto de Poissons independentes
¢ medida invariante para o processo multilinha, entdo se aplicarmos a funcao
que leva o processo multilinha em equilibrio no processo multiclasse correpon-
dente, obteremos a medida invariante para o processo multiclasse. Tal medida

invariante pode ser interpretada como a siida de uma fila.

Novamente, fixemos o caso com duas classes de particulas. Sejam aj e ao
dois processos de Poisson em R independentes com taxas A e p respectivamente,
onde A > p. Considere o processo multilinha (M;**, M, P) com medidas
iniciais a1 e ao. Como visto no comeco da secdo, podemos construir uma fila
M/M/1 estacionaria a partir de «; e g, onde colocamos a1 como o processo
de chegadas de clientes da fila e as como o processo de servigos da fila. Agora,
como esta medida é invariante para o processo multilinha, entdo, para todo
tempo ¢, podemos construir uma fila (Q¢(x))zer a partir dos processos M, e
M se colocarmos (M (x))zer como o processo de chegadas e (M2 (z))zer
como o processo de saidas (observe que o tempo da fila é o espago do processo
de Hammersley). O teorema de Burke para filas M /M /1 nos diz que os servigos
efetivamente utilizados na fila (Q¢(x))zer formam um processo de Poisson em

R de taxa p, que denotaremos por Mf . Denotaremos os servicos nao utilizados
da fila (Q¢(z))zer por &.

Ferrari e Martin [16] provaram que usando a fila (Q¢(z))zer construida a
partir de (M (2))zer € (M{*(x))zer teremos um processo de duas classes em
equilibrio (M,”,&;). Isto ¢, seja ® a funcdo que indexa as particulas de M;*?
como particulas de primeira ou segunda classe de acordo com a fila (), construida

como uma fungdo ¥ do processo multilinha (M, M, P), temos que

(M", &) = 2(Qr) = @ (W (M, M, P))) (3.1)

é de fato um processo de Hammersley de duas classes e, neste caso, sabemos

que sua medida inicial é invariante (veja |16] para mais detalhes).

Agora vamos mostrar que a descri¢do acima da medida invariante do pro-
cesso de duas classes implica que tanto a particula marcada de segunda classe
Zy(t) no processo de duas classes no equilibrio como a particula marcada de
segunda classe Zty ”* no processo de Hammersley classico com medida inicial

Uy A S20 choques microscopicos.
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Proposigao 3.1. Considere um processo de duas classes no regime de equilibrio
com densidades p e X\ — p de particulas de primeira e sequnda classe respectiva-
mente, onde A > p > 0. Seja (Mtyp,fé)tzo este processo condicionado em haver
uma particule de sequnda classe na origem. Seja Zy(t) a posi¢ao no tempo t
da particula de 56 que se encontra na origem no tempo 0. Agora, seja Z;/M a
posicao no tempo t de uma particula de sequnda classe colocada na origem de
um processo de Hammersley cldassico com medida inicial v, \. Temos que am-
bas, Zy(t) e Ztu’“, sao choques microscopicos. Além disso, € possivel acoplar os

processos de tal modo que, para todo t
|27 = Zo(t)] < T, (32)

onde (Ji)i<o € uma familia de varidveis aleatdrias identicamente distribuidas,

cuja let tem todos os momentos finitos.

Prova da Proposicao 3.1

Considere o processo de duas classes (M,” ,{;)tzo com medida inicial inva-
riante condicionada em haver uma particula de segunda classe Zy na origem.
Considere que o mesmo processo foi construido como uma funcao de um pro-
cesso multilinha (M, M?, P). Seja (Qo(z))zer a fila M/M/1 gerada por oy
e ay e que da origem a medida inicial (M;”,&,). Como condicionamos em haver

uma particula de segunda classe na origem, isto implica que Q(0) = 0.

Agora vamos verificar como é o processo visto pela particula de segunda
classe Zy(t). A particula de segunda classe tem sua dinamica afetada do mesmo
modo por particulas que estao a sua direita, independente de serem particulas
de primeira classe ou de segunda classe. Isto é, se alteramos a classe de uma
particula que se encontra a direita de Zy(t), entao sua trajetoria nao é afetada.
Deste modo, do ponto de vista de Zy(t), podemos ver todas as particulas a sua
direita como particulas de primeira classe. Pela construcao da fila, obtemos que
Zy enxerga um processo de Poisson de taxa )\ & sua direita (o processo ag). A
esquerda de Zj, apenas as particulas de primeira classe afetam sua trajetoria,
ie, acrescentando ou retirando particulas de segunda classe que estao & esquerda
de Zy(0) a trajetoria de Zy(t) nao é afetada. Pela construcao da fila, obtemos
que Zp enxerga a sua esquerda o processo das saidas dos clientes de uma fila
M/M/1 que no tempo zero esté vazia. Este processo nao é Poisson, mas vamos

mostrar que ele se assemelha muito a um processo de Poisson de taxa p.

Para ver isso, vamos construir uma nova fila (Go(z))zer cujo processo de
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chegadas também é «y e o processo de saidas também é o, mas Go(0) é uma
varidvel aleatéria com distribuicao geométrica de taxa § independente dos pro-
cessos o e ag. Essa nova fila é estacionaria, e portanto satisfaz o teorema de
Burke para filas M /M /1. Isto quer dizer que o processo de saidas dos clientes
da fila Gg é um processo de Poisson de taxa p. Assim, fixe uma realizagdo de
Go(0) = k, a1 e ay. Com probabilidade 1, k < oo e o processo de saidas de
clientes da fila (Go(z))z<0, com o tempo decrescendo, coincide com My” U &,
até o k-ésimo ponto de fé, ie, até que apareca a k-ésima particula de segunda
classe na medida inicial do processo multiclasse (na diregao de 0 a -00). A par-
tir deste momento, ambas as filas Gy e @)y terdao sempre os mesmos valores, ie,
para todo x < Z_ temos Go(z) = Qo(z) e portanto, My”(—oo, Z_1(0)) ¢ igual
ao processo de Poisson de taxa p gerado a partir da dos servicos utilizados de

(Go(x))z<0. Por fim, observamos que |Z_(0)| ¢ finito com probabilidade 1.

Agora, as particulas de segunda classe sdo pontos de renovagao para o pro-
cesso multiclasse invariante. Isto implica que o processo como visto pela par-
ticula de segunda classe gerado apartir de uma medida invariante multiclasse
se encontra em equilibrio (ver [16]). Portanto, para todo tempo ¢, podemos
construir o processo visto por Zy(t) a partir da fila (Q¢(x))zer gerada por M;*!
e M{* e da mesma forma acoplarmos com a saida de uma fila M/M/1 estaci-
onaria (G¢(z))gzer e obtermos o mesmo resultado. Como Zy(t) — Z_(t) tem a

mesma lei de |Z_1(0)], temos que

E(Zo(t) — Z_x(1)) [EZ_(0)]

x
Assim, fazendo x tender a menos infinito, obtemos que a densidade & es-

querda de Zy(t) tende a mesma que a esquerda de Z_(0), isto é p, independente

de t. Logo Zy(t) é um choque microscopico associado ao processo (Mf”,f;)tzo.

Agora, vamos construir a medida v, da seguinte forma: a esquerda da
origem, ela coincide com os tempos de servigos utilizados de fila (Go(z))z<0 €
a direita da origem ela coincide com a saida da fila (Go(x))z>0, ie, coincide
com ag. Na origem, colocamos uma particula de segunda classe, cuja posicao
no tempo t é denotada por Z;/ »*_ Realizamos o processo de Hammersley clas-
sico (MtV” ’k)tzo utilizando o mesmo processo de saltos P utilizado no processo

multilinha (M, M{*? P). Deste acoplamento, obtemos que:
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Para x > 0
wpr(—z)| > |My” (=)

Vo (@) = ()

o que implica que para todo t

Z," < Zo(t)

Dado G(0) = k < oo, acrescentamos uma particula de segunda classe a v, \
em Z_j_1(0). Observe que isto ndo afeta Z; > e, denotando por Zg(t) a posicao
no tempo ¢ desta particula de segunda classe, temos que Z¢(t) = Z_,_1(t) para
todo t. Como Z,”* > Zg(t), segue que

Z_ja(t) < 20 < Zoft) (3.3)

. Vo X . . L . .
Da onde concluimos que Z,”" é um choque microscopico associado ao pro-

cesso (M;*)y>0.

Por fim, para todo t > 0, seja Jy = Zy(t) — Z_p_1(t). Da equacao (3.3)
obtemos que |Z,”* — Zy(t)| < J;. Como o processo multiclasse se encontra em
equilibrio, segue que a familia de variaveis (J;);>o ¢ identicamente distribuida
com a mesma lei de |Z_j_1(0)], que é finita com probabilidade 1 e possui todos

os momentos finitos.

0

Fluxo de particulas de segunda classe no equilibrio

Uma propriedade dos processos Eg e W é conservar a monotonicidade da

medida inicial. Vale que

Proposigao 3.2. Seja A > p > 0. Se Se([z,2]) > 0 para todo z < x, entdo
E¢([r,t]) <0 para todo r < t. Em particular, We([r,t]) < 0 para todo r < t.

Prova da Proposicao 3.2

Considere o acoplamento basico (M}, M}");>q de dois processos de Ham-

mersley definidos em R com densidades A e p, onde py > p,, ie, para todo y < @
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Sx([y, z]) = S,([y, «])-

Seja t = inf{t > 0: E,([0,#]) > 0}. E suficiente mostrarmos que E,([0,%]) >
0. Seja y < 0 a posicao da particula imediatamente a esquerda da origem no
tempo ¢ no processo (M}*)¢>p. Como Mt—“f > Mtfi”, temos que Mtfi”(y) = 0.
Assim, a primeira particula a direita da origem no processo (M} );>0 é que salta

para o ponto y no tempo t. Logo, E,([0,?]) > 1 e segue o resultado.

O

Um importante corolario da proposicao acima é que as medidas invariantes

dos fluxos verticais E¢ e W também podem ser construidas como saidas de filas.

Corolario 3.1. Seja (Né))tzo um processo de Hammersley multiclasse cldssico
com 2 classes de particulas com medida invariante de tazas positivas (A1, \2)
para particulas de primeira e seqgunda classe respectivamente. Ei(t) o fluxo
multiclasse pelo ponto x € R no tempo t > 0 para este processo. Temos que
EZ(t) pode ser representado como a saida de uma fila M/M/1 da mesma forma

t 1 _1
que Nj mas com tazas (- — x50 xpg )

Prova do Corolario 3.1.

Pela definicao de processo multiclasse, sabemos que existe um processo aco-
plado N} = (N{, N&) que gera univocamente o processo multiclasse, cujas mar-
ginais tém densidades (A1, A1 + A2) e satisfaz N¥ < NI. Como o processo mul-
ticlasse (Né))tzo ¢ invariante, entdo a lei de cada marginal do processo N! =
(N, N%) & Poisson. Logo as marginais do fluxo por x, E(t) = (BT (1), E5(t)),
também sao Poisson com taxas (ﬁ, %) (ver [9]). Como N¥ < N segue da
proposicao 3.2 que Ej(t) < Ef(t). Desta forma, o processo (E3(t), EY(t))zer €
um processo acoplado em equilibrio que gera univocamente um processo multi-

1 1 1
classe de taxas (5, — x5 g )-

O

Medida invariante multiclasse

Nesta secao daremos uma descricao das medida invariantes do processo mul-

ticlasse com n classes de particulas.

As tinicas medidas invariantes extremas sao obtidas como a saida de um sis-
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tema de n — 1 filas em série com n classes de clientes. A descricao do sistema é
a seguinte: clientes de primeira classe chegam & primeira fila como um processo
de Poisson de taxa p;. Para cada fila k com k£ de 1 a n — 1, existe uma quan-
tidade infinita de clientes de classe k + 1 esperando por atendimento. Quando
um cliente de classe i é atendido na fila k, ele passa para a proxima fila ou sai
do sistema caso k = n — 1. O atendimento segue a regra FIFO (First in first
out) para clientes de mesma classe, ou seja, o primeiro a chegar é o primeiro a
sair. Clientes de classe ¢ tém prioridade no atendimento com relacao a clientes
de classes maiores. Assim, por exemplo, quando um cliente de segunda classe
chega na segunda fila, ele é atendido antes dos clientes de terceira classe que
14 estavam. Por fim, as taxas de servico do servidor da fila k sao exponenciais
independentes de parametros pr. Como todas as filas sempre possuem clientes
esperando por atendimento, temos que os processos de saidas sao processos de
Poisson com taxas pa,...pn. De imediato, aplicando o teorema de Burke sucessi-
vas vezes, obtemos que a distribuicao marginal dos clientes de primeira classe é
um processo de Poisson de densidade p;. O mesmo nao ocorre para os clientes
das outras classes, ja que as chegadas deles no sistema nao é um processo de
Poisson homogeéneo. Podemos ver que os clientes de classe k (de 2 a n) chegam
na fila £ 4+ 1 nos momentos dos servigos nao utilizados pelos clientes de classe
menor que k. Podemos observar que nesta medida, clientes de classe maior que
1 ndo estao distribuidos uniformemente pelo espaco, o que ocorre com os clientes
de primeira classe. Eles possuem uma certa tendéncia de se agrupar, formando

pequenos clusters cujos tamanhos tém distribuicao geométrica.

"q1 @) @)
"q2 O O O @)
T]S @) @) @) @) @) @)

CONSTRUGAO DA MEDIDA INVARIANTE PARA M
PELA TRANSFORMACAO DE
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Para provar que de fato a medida acima é invariante para o processo v, Fer-
rari e Martin [16] utilizaram o Processo Multilinha. Seja oy = (M, ..., M™),
onde as margimais sao processos de Hammersley acoplados da seguinte maneira:
M é governado pelo processo de Poisson bidimensional P de taxa 1, que é
independente da configuragao inicial & = «ag. Agora, denotando por D(P;) os
pontos duais do processo M;" temos que para todo i € {1,...,n — 1}, M é
governado pelos pontos D(P;41), definidos sucessivamente para i de n até 2. O
teorema de Burke garante que os processos D(P;41) sao Poisson bidimensionais
de taxa 1 e, portanto, as marginais M, ..., M3 sdo de fato processos de Ham-
mersley sempre que a configuragao inicial de a for um produto de processos de

Poisson homogeéneos.
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Capitulo 4

Teorema Central do Limite

O principal resultado deste capitulo é um teorema central do limite para
o choque microscépico Zty »* A prova se baseia no fato que as flutuacdes de
ordem 2 do fluxo de particulas L) dependem apenas da condicao inicial na es-
cala difusiva v/t. Este fato segue como corolario de um importante resultado de
Cator e Groeneboom [9] e da proposi¢ao a seguir. Uma versao para o modelo

de percolacao de tltima passagem pode ser vista em [11].

Proposicao 4.1. Seja (M} )i>0 wm processo de Hammersley com medida inicial
v e cuja dindmica é determinada pelo processo de Poisson bidimensional P de
taza 1. Suponha v invariante por translacao e que v e P sdo independentes.

Entao, para toda velocidade V € R temos

Ly(z,t) —v(z — V) 2L, (V1)

em lei.

Prova -
Segue da definicao que o fluxo é aditivo. Assim, como v também é aditiva,

temos

Ly(z,t) = v(z)+ L,((z,0),(z,t))
= v(z—Vt)+v((x—Vt,z]) + L,((,0), (z,t))

da onde

Ly(x,t) —v(z — Vi) = v((x — Vt,z]) + L, ((2,0), (x,t))
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CAPITULO 4. TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Pela invariancia por translacoes de v e de P e pela independéncia destes,

segue que
Lu(x>t) —I/(ﬂj‘—Vt) = V((.I'—Vt,l’])—|—Ly((ﬂj‘,0),(l’,t))
B y(vt) + L, ((Vt,0), (Vi, 1)
= L,(Vtt)

onde a igualdade do meio é em distribuicao.

Cator e Groeneboom [9] provaram que a ordem correta da variancia do fluxo

ao longo da direcao caracteristica é 2/3 mais precisamente vale que

VarLy (<&, t VarL
0 < liminf o )‘()‘2 )glimsup i)

5 < 0.
t—o0 t3 t—o0 t

wito|

1) (4.1)

Assim, obtemos como corolarios da proposicao (4.1) os seguintes resultados:

Teorema 4.1. (Influéncia da condi¢ao inicial)
Seja x € R et > 0. Seja Ly(x,t) o fluro da origem a (x,t) em um processo de

Hammersley com medida inicial vy Poisson de taxa \. Entdo

E (Ly(z,t) — valz — &) — 2)?
0 < liminf ( A1) y>\2($ >‘2) >‘)
t—o00 t3
E(Lyx(xz,t)—v z— L) - 2t)?
< limsup (A( ) A2( /\2) A) < 00
t—o0 t3

Prova : Vimos no capitulo 2 que ELy(z,t) = S(z) + E,(t) = Az + . Segue da
proposicao 4.1 que

to2t\? t
E <L>\(ac,t) —vy(x — v) - X) = VarL, (F’t)

O resultado agora segue de (4.1). O
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Corolario 4.1. (Teorema Central do Limite para L))

Seja {(zt,t) : t > 0} um caminho deterministico tal que limy o 3 = a. Entdo

Var(Ly (2, t |
i Y IACD) o jaA =5 (4.2)

t—o00 t

Além disso, se a # A2 entdo
t
lim P(Ly(z,t) < Az + 3T (oVt)u) =P(N <), (4.3)

t—o00

onde N € uma varidvel Normal padrao.

Prova : Segue do teorema 4.1 que

2
E (L)\(Zt,t) — VA(Zt _ %) - %)

tlggo t =0 (44)
e portanto
Var(Ly (2, t V. -5
i ar( Az )) C m ar(uA(zt 2 ))
t—o00 t t—o00 t

1
= la)—~
jax - 5|

Como vy é um processo de Poisson de taxa A, se a # A\~2 entdo vy (z — %)

satisfaz o teorema central do limite. Junto com (4.4) isto implica (4.3).

O

Seja X; a posigao no tempo t de uma particula marcada colocada na origem
de um processo de Hammersley com medida inicial invariante vy. Como con-
sequéncia do dltimo corolario obtemos um teorema central do limite para X;.
A particula marcada ¢ um conhecido processo de Markov [24] e seu comporta-
mento é de certo modo mais simples que os das particulas de classes maiores.
Nosso principal interesse aqui ¢ introduzir o método da prova que seré utilizado

adiante para a particula de segunda classe. Para tanto, utilizaremos a seguinte
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CAPITULO 4. TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

relacdo que deriva da defini¢ao de Ly(z,1):
—M?> (2, Xy]) sex < Xy

Li(z,t) = ¢ 0 sex = Xy (4.5)
M (X, x])  sex > X,

Teorema 4.2. (Teorema Central do Limite para a particula marcada no equi-

librio)

. t V2t
fim P (Xt = n e

onde N ¢é uma varidvel Normal padrao.

Prova : Segue de (4.5) que para todo z € R

[Xi < 2] = [La(2,t) > 0]

£+ %u Para t grande o suficiente, temos

Fixe u € R e defina z; := —53
que z; < 0. Neste caso Ly(z,t) =

X t
t+)‘2§U = [X¢ <z

V2t
VA3
= [La(z,t) 2 0]
= [L)\(Zt, t) — EL)\(Zt, t) 2 —EL)\(Zt, t)]
= [L)\(Zt,t) — ES(Zt) — EW(t) > —ES(Zt) — EW(t)]

= |t - Pz Y2y
[ Ly(z,t) — Vi,

= |- 7 A<y (4.6)
i VA

Como S(z) e W(t) sao processos de Poisson independentes, para z; < 0

2t V2

temos que VarLy(z,t) = 5 — ue pelo coroléario 4.1 segue que
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CAPITULO 4. TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

lim 2N
t—00 2t \/—Z’U,
X TN
em lei.
Como \@ﬁ — 1 quando t — oo, entao
7z
R A NG B o R e R
ac v T oo w v, e
& X T V
2 _N
£ N (4.7)

Portanto, segue de (4.6) e (4.7) que

Provaremos agora o principal resultado desta se¢ao que diz respeito as flu-
tuacoes de segunda ordem do choque microscépico Zty 7> A demonstracao a
seguir é uma adaptagao da prova do teorema central do limite que acabamos de

mostrar para a particula de primeira classe.

Teorema 4.3. (Teorema Central do Limite para o choque)

Seja Zty”’A a posi¢do no tempo t de wma particula de sequnda classe colocada na
ortgem de um processo de Hammersley com medida inicial no regime de choque
vy Poisson de taza p a esquerda da origem e Poisson de taxa X\ a direita da

origem, com p < A. Entdo

t—00

lim P (Zfﬁv* < ;—p + (n\/i)u> =P(N <u), (4.8)

onde N é uma varidvel Normal padrao e n := %.
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CAPITULO 4. TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Lema 4.1. Seja thV’J’A a posi¢ao no tempo t de uma particula de sequnda classe
inictalmente colocada na origem de um processo de Hammersley com medida
inicial vy, te, Poisson de taza A > 0 a direita da origem e Poisson de taza

p >0 a esquerda da origem, onde A > p. Entdo, para todo x >0

P (2" <) =P (Ly(z,t) > Ly(z,1)) .

Prova : Realizamos o acoplamento basico de trés processos de Hammersley
14

(pr)tzoa (Mt”)tzo e (M,”

. . . . LN :
da origem coincidam com as particulas de M;”" a esquerda da origem e as

*)i>0 de modo que as particulas de Mg” & esquerda

particulas de M & direita da origem coincidam com as particulas de Mg’“ a
direita da origem. Do acoplamento, obtemos que Z,”* = Zy(t) . Agora, (2.7) e

a definigao de L¢ implicam que

[Zo(t) < 2] = [Le(x,t) 2 0]
= [L)\(‘T’t) > Lp(x7t)]

e portanto

P (2, <z) =P (Zo(t) <z) =P (Lr(z,t) > L,(z,1))

Lema 4.2. Seja

1
e 2t = —t—i—un\/f.
—p Ap

0=

AP V2

VoY IREREERVOV VAN

Defina as varidveis

La(zi,t) — Az + %)
oVt

Ax(t) =

FEntao
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Prova : Usando as defini¢oes acima e fazendo as substituicoes obtemos:

w <u| = :Ap(t) AN < w2
= |Lp(z,t) — La(z,t) + (A — p)ze + % — % < ua\/ix/f}

= (Lot 1) — Laetnt) + ulh = )i < uorv/2vE]
= [Lpa,t) = La(a,t) + uoV2VE < w0 V2V

= [Ly(21,t) — La(2,t) < 0]

= [La(2t,t) = Ly(2t,1)]

Prova do Teorema 4.3 Pelos lemas (4.1) e (4.2), para mostrar (4.8) é sufi-

ciente provar que w BN em lei.

Defina
e Lp(zt,t) — [Vp(Zt _ 1/p2) n %t]
t = NG
o DaGt) — e — 13 + 3]
r =

[va(z — 1/A2) + 28] — Elva(z — 1/A%) + 2]

B) =
! o2/t
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Temos que w = (A? — A})) — (B — BY).

Agora, para t — oo segue do teorema 4.1 que

E[(A7)?] = 0, E[(47)%] = 0

Assim, E[(AY — A}M)?] — 0.

Pelo teorema central do limite para o processo de Poisson temos
V2B BN e V2B B N em lei.

Observe que para t grande suficiente, z; — % >0ez— p% < 0, o que implica
que para s e t grandes o suficiente, Bf e Bi‘ sao independentes. Logo, Bf‘ - BY

converge para N em lei.

A afirmacao (4.8) segue agora do teorema de Slutsky.
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Capitulo 5

Coeficiente de difusao

VarZ:p)‘
t

para o processo de Hammersley. Nossa prova se baseia na conhecida relagao en-

Neste capitulo calculamos o coeficiente de difusao do choque lim;_, o,

tre o fluxo de particulas de segunda classe L¢ e a posicao da particula marcada
de segunda classe no processo de duas classes Zyp(t). Obtemos essa relagao de
dois modos distintos: o primeiro pode ser utilizado para obter relagdes anédlogas
em outros processos totalmente assimétricos e o segundo se extende para o caso

do processo de Hammmersley parcialmente assimétrico.

A seguinte proposic¢ao relaciona fluxo com a posicao da particula marcada e
pode ser adaptada para uma classe grande de processos totalmente assimétricos
com conservacao de massa. Esta relacao é util para calcular de maneira sim-
ples os momentos de uma particula marcada e também pode ser utilizada para

particulas marcadas de classes maiores.

Considere um processo de Hammersley com medida inicial p. Seja Xj' a
posicao no tempo ¢ de uma particula marcada cuja posi¢do inicial a é um ponto
de p. Defina a varidvel x4 (z) :=sup{a € R: X < z,u({a}) = 1}. Temos:

* ~ . / . .
Proposicao 5.1. Seja (M} )i>¢ um processo de Hammersley cldssico com me-
dida inicial V' igual a v fora da origem e acrescida de uma particula na origem,

cuja posi¢do no tempo t denotaremos por X7 . Entio,

Ly (z,t) = v'(x{ (x)) (5.1)

e para quaisquer f continua e y <0

E[f(/'(x ()i (x) = y] =E[f(V' ()] (5.2)
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Além disso, se v € invariante por translagoes, temos

r— X} (5.3)
(&~ XP)-)

X{ ()
(' ()

o s

em lei.

Prova :

Como o sistema se mantém ordenado, temos que

—Mt”/((az,XtO]) sex < Xt0
V(XY (7)) = 0 ser = X}
MY(XP,2])  sex > X

Junto com (4.5) obtemos

Agora, seja f continua e y < 0, a equacao

E[f(/'(x/ ()i (x) = y] =E[f(V' ()]

segue da definicao de xY'(z) e do fato da trajetoria de uma particula mar-
cada qualquer (X7 );>o depender apenas da configuracdo a sua esquerda (pois
os saltos sao da direita para a esquerda). Observe que dada uma realizagao onde
X/ (z) =y < 0, entdo se fixarmos P e v((—o0,%]) mas modificarmos v((y, +00)),

temos que X (z) nio se altera.

Por fim, observe que [X? < ] se e somente se [x? (z) > 0]. Assim,

[x— X >h] = [-X]>h—a]
= (X} <z -1
= (z—h) >0

Agora, se transladarmos a origem de 0 para —h e denotarmos por 7_j(v)’

a nova medida inicial (v transladada por —h e acrescida de uma particula na
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nova origem), entao

X (@ =h) 20 = b @ —h) = ]
Pela invaridncia por translacoes da v e da dinamica, segue que Xf*h(y)/(aj —
D / .
h)=x{ (x) em lei. Logo,
z—X0 = (g - p)
D /
= xi ()
em lei. 0

Como aplicacdo da proposicao 5.1 calcularemos a variancia da particula mar-
cada e a esperanca do choque no processo de Hammersley. Comecamos com a

particula marcada.

Teorema 5.1. Seja Xy a posicao no tempo t da particula marcada colocada na
ortgem no tempo 0 em um processo de Hammersley em equilibrio com medida

inicial v Poisson de intensidade \. Entao para todo t > 0,

t

]EXt — —F

‘ 2t
VarXt = F

Prova : Comecaremos com a esperanga. Segue da proposicao 5.1 que

E(Lx(z,t)-) = E(r(xi(r)-))
[E (v (xt(2)-) [xe(2) )]
[Axe ()]

= AE[(z — Xi)-]

Il
H5 &5 =

Agora observe que |Ly(z,t)- — Ly(z,t)| = |La(z,t)+| < |Lx(z,t)] e que

Ly(z,t)4+ decresce a 0 quase certamente quando x decresce para menos infinito.
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Assim, pelo teorema da convergéncia dominada

lim E(Lx(x,t)—-) —E(Lx(z,t)) =0
T—r—00
Como para todo y € R temos limy— oo 1{x,>4] (y) = 1 quase certamente, entao
também segue pelo teorema da convergéncia dominada que

lim E[(z—Xy)-] —E[z—X¢]=0

r—r—00

o que implica
lim AE [z — X —E (Lx(z,t)) =0

r—r—00

Como para x < 0

E(La(z,t)) = E(S(z)+W(t))

t
= A —
T+ h\
segue que ;
lim Az —AE[X;] — Az ——=0
T——00 A
e portanto ;

Da mesma maneira podemos calcular o segundo momento.

Da proposi¢ao 5.1 segue que

E(Ly(z,0)2) = E(v(xi(z)-)?)
= E[E (v(u(@)-)*xe(z)-)]
= E[Nx(@)2 + A(r) ]
= NE[[(e - X,)-]*] + AE[( - X,)]

Agora observe que |Ly(z,t)% —Ly(z,t)?| < (LA(an,t)_—L)\(ac,t))2 = Ly(z, )%
e que Ly(x,t)+ decresce a 0 quase certamente quando x decresce para menos

infinito. Assim, pelo teorema da convergéncia dominada

lim E(Lx(z,t)%) —E (Lx(z,t)%) =0

T—r—00

Como para todo y € R temos limy— oo 1{x,>4] (y) = 1 quase certamente, entao

36



CAPITULO 5. COEFICIENTE DE DIFUSAO

também segue pelo teorema da convergéncia dominada que

lim E[[(z — X)-)] —E[(z — X;)?)] =0

Tr—r—00

o que implica

lim ME[(z — X¢)?] + \E[z — X3] — E (Ly(,1)%) =0

r—r—00

Para z < 0et >0, Ly(x,t) = S(x) + W(t). Como S(x) e W(t) sdo indepen-

dentes, temos

E (Ly(z,t)?) = E(S(z)*+2S@)W(t) + W(t)?)

(
= E(S(2)?) +2E(S(2)) E(W (1)) + E (W(t)?)
= /\2;32+/\3:+2/\3:£+ﬁ+ !

A A2 T
2t
= A2w2+)\x+2wt+ﬁ+x
segue que
0 = lim NE [(z — X3)?] + AE [z — X] — E (La(z,1)?)
= lim NE [(z — X3)?] + E[La(z,t)] — E (Ly(,1)?)
—  lim AZ? 422 AR (X7 Fart Lo a2 S PR .
P——— A2 t A PEREDY
2t t?
_ 2 2
= VE[XF] -+ -3
e portanto
2t 2
2
Subtraindo o quadrado da esperanca, temos que
2t
VarXt = ﬁ
O

A proposicao 5.1 também vale para particulas marcadas de segunda classe
no processo de Hammersley multiclasse. Para tanto, considere um processo de
Hammersley de duas classes com medida inicial (vy,v¢) e defina Z¢ a posicao

no tempo ¢t de uma particula marcada de segunda classe cuja posicao inicial a é
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um ponto de . Defina a varidvel ¢{*(z) :=sup{a € R: Z2 < z, u¢({a}) = 1}.

Proposicao 5.2. Defina vy = v, + v¢ onde v, e v¢ sao dois processos de
Poisson independentes em R com tazas p e (\— p) respectivamente. Acrescente
uma particula na origem & ve (e consequentemente a vy). Denote essas novas
medidas por I/é e V) O acoplamento (MtV”,MtV;)tZO define um sistema de choque
onde Z,”* = Zy(t). Temos que

1//

Le(x,t) = ve(¢* (@) (5.4)

e para quaisquer f continua e y >0

E[f (A @I (@) = ] = B[ ()] (5.5)
Além disso,
i) 2 2-20 (5.6)
@)y 2 -2y
em les.

Omitiremos a prova por ser igual & da proposi¢ao 5.1. Como antes, podemos

e ~ 14
utilizar esta relagdo para estudar os momentos de Z,”*. Por exemplo, temos

Proposigao 5.3. Seja Zty”’A a posicao no tempo t de uma particula de sequnda
classe isolada colocada na origem no tempo O em um processo de Hammersley em
equilibrio com medida inicial de choque v, y, Poisson de intensidade X a direita
da origem e Poisson de intensidade p & esquerda da origem, com X\ > p > 0.
Entao para todo t > 0,

t
EZ," = v

Prova :

Segue da proposicao 5.2 que
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E(Le(z,t)+) = E(ve(G(z)+))
= E[E (ve(G(z)4)[G(z)4)]
= E[(A—p)G(z)+]

= (A=pE[(x—2"")4]

Agora observe que |Le¢(x,t)4 — Le(x,t)| = |Le(x,t)—| < |Le(x,t)| e que
L¢(x,t)— decresce a 0 quase certamente quando x cresce para infinito. Assim,
pelo teorema da convergéncia dominada

lim E (L¢(x,t)4) — E (Le(z,t) =0

T—00

Como para todo y € R temos lim, l[Zup,Aq] (y) = 1 quase certamente, entao
t >

também segue pelo teorema da convergéncia dominada que

lim E[(z — Z,"*)4] —E[z— 2] =0

T—00

o que implica
lim (A — p)E [z — Z,"*] — E (L¢(2,t)) =0

Como
E(Le(z,t)) = E(La(z,t) = Ly(z, 1))
= E(Sx(z) — Ex(t)) — E(Sp(x) — Ey(t)) (5.7)
= (=)= y)
segue que
lim (A= p)z = (A= p)E[Z*] = (A= p) (2 ~ Aip) =0
e portanto ;
E(Z,") = v

A variancia do fluxo de particulas de segunda classe nao é tao simples de
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se obter como a variancia do fluxo de primeira classe. O préximo teorema
nos da uma boa aproximagao. Para o caso da medida invariante multiclasse,

mostraremos uma férmula exata no capitulo 6.

Teorema 5.2. Seja {(2¢,t) : t > 0} um caminho deterministico, entao

B (Letert) ~ [tee = )+ %~ ytae— ) - 2]

0 < liminf
t—o00

2
t3
t 2t t 2t])?
E (Lg(zt,t) - [VA(zt — )+ 2 (e — &) - 7])
< limsup 5 < o0
t—ro0 t3
Prova do Teorema 5.2.
Defina Varl
t,t
m = lim inf —— é( .Y
t—o00 t3
e

M := limsup LHL;(L )

t—o00 t3

Sabemos pela proposicao 4.1 que para qualquer v > 0, Ly (2, t) — vy (2 —
D

v_tQ) :LV(V%,t) em lei. Como a aplicagdo (z,t) — (yz, %) transforma um pro-

cesso de Hammersley de taxa v em um processo de Hammersley de taxa 1 temos
que L (z,t) ng(’yw, %) em lei. Assim,

em lei

40



CAPITULO 5. COEFICIENTE DE DIFUSAO

Como
t 2t 2
E (Ly(z01) = vy (2 — ) — 2) Vit Y
lim inf 5 = liminf — 5
—00 t3 t=oo 43 (%)5
m
= 2
’yS
e
t 2t 2
‘ E (L»Y(Zt,t) — vy (2 — ﬁ/—z) - 7) ) 1 VarLl(%, %)
lim sup 5 = limsup —————
t—00 t3 t—oo 3 (%)?
M
= 2
’}/3
Defina ; o
AP =L, (z,t) —v,(2z — =) — —
t p(zt,t) = vp(2t pg) P
t 2t
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Segue da desigualdade triangular e do teorema 4.1 que

2
0 < 1 L
— =] m
)\% p%

= liminf -
t—o00 t3
t t 2t]1)?
E(Lf(ztvt) |:V>\(zt_ ﬁ)"‘y—l/p(zt p_2)_ ?]>
< liminf .
t—o00 t3
E<L§(zt>t)_ |:V>\(Zt_ %)"‘ 2; Vp(zt th) —%])
< limsup .
t—o0 13
273 1\ 2
([E (43)°] + [E(a)’] )
< limsup -
t—o0 t3

O

Utilizando o teorema acima e a proposicao 5.2 podemos proceder de modo
andlogo ao utilizado para a particula de primeira classe para obtermos o coefi-
ciente de difusdo do choque. Entretanto, se quisermos calcular o coeficiente de
difusao do choque para processos em que a particula de segunda classe salta para
os dois lados como no caso do ASEP, a proposicao 5.2 nao seria mais valida pois
o processo de particulas de segunda classe nao é totalmente assimétrico neste
caso. Para processos parcialmente assimétricos, se a medida inicial for Poisson
ou produto, podemos utilizar uma técnica introduzida por Ferrari e Fontes |14]
para o ASEP e adaptada para o processo de Hammersley por Coletti, Ferrari e
Pimentel [12] para relacionar os momentos do fluxo com os momentos da par-
ticula marcada. A seguir provaremos uma versao da prova de Coletti, Ferrari e

Pimentel |12] para o caso (parcialmente) assimétrico.

Seja A > p > 0. Defina vy := v, + v onde v, e v sao dois processos de
Poisson independentes em R com taxas p e (A — p) respectivamente. Para essa

medida inicial o fluxo de particulas de segunda classe satisfaz o seguinte:

42



CAPITULO 5. COEFICIENTE DE DIFUSAO

Lema 5.1. Para todo x € R et > 0,

ELe(z,t)y = (A—p)E(z —Z,"") (5.8)

J’_

ELe(z,t)- = (A=p)E(Z," —x), (5.9)
Prova do Lema 5.1. segue da definicao que

Le(wt)s = /0 T 12, (1) < w}e(dy)

em que Zy(t) denota a posi¢ao no tempo ¢ da particula de segunda classe que
inicialmente se encontra em y € [0, 00]. Pelo teorema de Slyvnjak-Mecke e pela

invariancia por translacoes da medida inicial temos

ELg(z,t)y = (A—p) /OOO]P’(Zy(t) < x)dy

.
Analogamente
0
ELe(r,t). = (A—p) /_wp(zy@) > 2)dy

= () [ R(E sy
= (A—p) /OO]P(Zt”M — x> z)dz
- R ),

g
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. L. . . 14
Uma idéia andloga funciona para calcularmos Var(Z,”"). Para o caso to-

talmente assimétrico, temos:

Proposicao 5.4. (Coletti, Ferrari e Pimentel [12])

Para todo x,t >0

VarLe(z,t)y = (A—p) (w - /OI]P(Z:M > z)dz)

o[t g ([ 90

Provaremos o caso assimétrico a seguir.

Proposicao 5.5. Para todo x € R et >0

VarLe(z,t)+ = (A_p)E(x_Ztup’k)Jﬁ'(A_P)2Var(a:—Zth’A)+

Prova da Proposicao 5.5

Seja Z,(t) a posicao no tempo ¢ da particula de segunda classe que inici-
almente se encontra em y € [0,00]. Observe que se §j < y e Z,(t) <  entdo
Zy(t) < x. Assim, do mesmo modo que fazemos com o quadrado da soma de

funcoes com valores em {0, 1}, temos

Le(w.tt = Le(o.0)s +2 [ ["142,0) < ahoetanvetan)

Pelo teorema de Slyvnjak-Mecke e pela invaridncia por translacoes da medida

inicial, a esperanca da integral dupla na equacao acima é dada por

E(Z /000 /Oy 1{Z,(t) < x}yg(dg)yg(dy)> = OO()\ - P)2/OOO /Oy QP(Zy(t) < x)d@dy
= ()\—p)2/0 /Oy2IP’(ZtV”’A <z —y)dydy
= (A - p)Q/OOO 2yP (2, <z —y)dy

— ()\—p)2/0 2yIP)(:E—ZtV’J’A > y)dy
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Portanto pelo lema 5.1, temos

VarLe(w, 1)+ zlwwgﬁwgﬂ—(EQQJMY
= E(Lg(w,t)_l,_) + (A= p)2/000 2yP(z — Z > y)dy

(et

A )E(‘r_Zth’/\)-;-

(A=p
—I—()\ —p)2[/0 2yIP>(:£ — Ztu”’A > y)dy —E[(:U — Z:’M)Jr]z]

= A—p)E(z— Zl;/”’A)Jr + (A= p)zVar(x — Zty’“)Jr

. Vp
Deste resultado obtemos o seguinte teorema para o choque Z,”" no processo
de Hammersley classico. Sua extensao para o caso assimétrico depende da prova

que a medida invariante pra esse caso também é Poisson.

. v co~ -
Teorema 5.3. Seja Z,” a posi¢io no tempo t de uma particula de sequnda
classe colocada na origem de um processo de Hammersley com medida inicial
no regime de choque v, \, Poisson de taza p & esquerda da origem e Poisson de

taza X\ a direita da origem, com p < A. Para todot >0 e € >0,

2t
VarZ, " = ———— 4 o(t+2/3
' WO T

Prova do Teorema 5.3.

Seja € > 0ex =ct, com ¢ > p%. Como consequéncia do teorema 5.2 temos

que

VarLg(ac,t) = Var(VA (m _ %) v, (w _ %)) + 0(t5+2/3)

t t t .
= Var (g (w — v)) + Var(up(x Sk F)) + o(tT2/3)
= _ _ i i _ i e+2/3
= (= plla—g) +)\t(p2 A2) +o(t2/3)

= =)+ Aip) +o(tt2/3) (5.10)
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Por outro lado

VarLe(x,t) = VarLe(x,t)4 4+ VarLe(x,t)— 4+ 2E(Le(x, t) L) E(Le (2, t)-)

Portanto por (5.10) e pela proposicao 5.4

(A — )+ %p) + o(t2/%) =

= VarL¢(x,t)4 + VarLe(z,t) - + 2E(L¢(z,t) 4 )E(Le (2, 1))
=0=n) (o= [ Bz > 2)e)
+(A— p)2(/0x 2:P(Z)° > 2)dz — (/I]P’(Zt”’“ > z)dz>2>

0
+VarL5(x, t)_ + 2E(L5 (1‘, t)+)E(L5 (1‘, t)_)

o que implica

(/\—p)2</0x2z]P>(pr’A > 2)dz - </0~’U]p>(Zt”M > z)dz)2> =

=(A-p) (/\ip + /OIIP’(Z:”'A > z)dz) — o(t2/3)
—VarLe(z,t) - — 2E(L¢ (2, t) 4 )E(Le(z, 1)) (5.11)

Agora observe que |L¢(z,t)—| < [L¢(x,t)| e que Le(x,t)— decresce a 0 quase
certamente quando x cresce para infinito. Assim, pelo teorema da convergéncia

dominada

lim VarLe¢(z,t)- = 0

T—00

Provaremos agora que lim, oo E(L¢(z,t)4 ) E(Le(z,t)—) = 0.
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Pelo lema 5.1 ¢ suficiente mostrar que lim,_, o fox IE"(ZtV’J’A < z) dz fxoo IP’(Z;/”’A >
z) dz = 0.

Temos que
v 14 o 14
xlggo ; P(Z," < z)dz/x P(Z," > z)dz =
) T Yo e Vo
= xlggo ; 1-P(Z," > 2)dz ’ P(Z," > z)dz
o
= lim :EIP’(Z;/”’A > z)dz
T—00 T
m [ B(2 > )iz [ B2 > 2)d
—Jl_}ll;o ; P(Z,"* > z) z/x (2,7 > z)d=
o
< lim Z]P’(Z;p’A > z)dz
T—00 T
m [ B(2 > )iz [ B2 > 2)d
—xll)n;o ; P(Z," > z) z/x (Z,7* > z)d=
—him [ ZP(Z2,7* > z)dz — E(Z,”*) lim OOP(Z”M > z)dz
=0

onde os dois ultimos limites vao a zero pelo teorema da convergéncia domi-

nada mais a integrabilidade de (Z;"*)? e Z,”*.

Por fim, fazendo x tender a infinito nos dois lados de (5.11) segue que

()\ - p)2VathV”’k = 2(/\ — p) ;_p + O(te+2/3)

e temos o resultado.

O

Como corolario imediato obtemos o coeficiente de difusao do choque D:
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Lo . T VarZ:p)‘
Corolario 5.1. Seja D = limy_, 7 Temos que
2
D= —"-—
Ap(A = p)
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Capitulo 6

Variancia do Fluxo no Equilibrio

Dado A > 0, definimos Z"*(t) como sendo a posi¢ao no tempo t de uma
particula isolada de segunda classe colocada na origem de um processo de Ham-
mersley com medida inicial invariante Poisson de intensidade p. Neste capitulo
mostraremos uma férmula que relaciona a varidncia do fluxo de particulas de
segunda classe L¢(x,t) numa versao estacionéaria do processo Hammersley mul-
ticlasse com a localiza¢do da particula isolada de segunda classe Z"'(t) de um
processo de Hammersley cléssico com medida inicial invariante Poisson de taxa
1. Esta férmula deriva de uma férmula andloga obtida por Cator e Groene-
boom [9] para a o fluxo de particulas de primeira classe L) no processo de

Hammersley classico em equilibrio que enunciamos abaixo:

Teorema 6.1. (Varidncia do fluzo de primeira classe Ly)
Sejam x et € RY, temos que

t
VarLy(z,t) = —/\x+X+2>\E(ac—Z”k(t))+

Junto com a Lei dos grandes numeros para Z"*(t), esta formula implica a
sublinearidade da variancia do fluxo na diregao caracteristica EZ"A(t) = %
Além disso, ela foi crucial para a obtencdo da ordem correta da varidncia do
fluxo em [9]. A seguir calculamos a esperanca da posicao da particula isolada
de segunda classe para todo tempo t introduzindo o método utilizado em [9]
para provar o teorema 6.1. A mesma técnica também serd usada para o fluxo

de segunda classe L¢. Temos:

Proposicao 6.1. Seja Z"*(t) a posicao no tempo t de uma particula de sequnda

classe isolada inicialmente posta na origem de wm processo de Hammersley es-
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taciondrio de taza \. Para todo t € R,

t
]EZV)‘ (t) - v

Prova da Proposicao

Vamos fazer um contagem dupla na variancia do fluxo de particulas de pri-
meira classe, Var(L)), a partir da identidade Ly = N+W = S+ E. Comecamos
calculando Var(N + W) para t > 0, como em Cator e Groeneboom [9].

Var(N+W) = Cov(N+W,N+W)
= Var(W) + Var(N) + 2Cov (N, W)
= Var(W) + Var(N) + 2Cov(N,S + E — N)
= Var(W) — Var(N) + 2Cov (S, N)

= % — Az + 2Cov (S, N)

Queremos encontrar uma relagdo entre a covaridncia acima e a esperanca de
ZVYA(t). Para tanto, vamos variar o processo S para uma taxa A+ com vy > 0.
Mantemos W com a mesma intensidade. Denotamos por E, as esperancas com
relagdo a essa nova taxa para S e a, := E, (N|S = n) Observe que como a
distribuicao dos pontos de S é uniforme dado S, segue que a, nao depende de

~. Assim,

 (A+7)0)" _
a’Y"YIOE—y (N) — a’y’—y—o Z ((7,7))6 t()\—’_ﬂy) an

= n!
L )" o~ (A" i
N X( nl ¢ " )_tz n! "
n=0 n=0
_ %E(NS) _E(N)
Logo,
Cov(N,S) = Ay|y=0E+ (N) (6.1)

Agora, denotando por N7 o norte do processo com a taxa da fonte variada,
percebemos que para <y suficientemente pequeno N7 — N =1 se, e somente, se

Zy(t) < x, onde Z,(t) denota a posicao no tempo t de uma particula de segunda
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classe inicialmente posta no ponto y. Assim, como 7y é um processo de Poisson,

temos

BN = N) =7 [ E(lg,ne)dy +00)

Como o processo visto da particula de segunda classe isolada é um processo
de Poisson invariante por traslagoes, segue que Z, tem a mesma distribuigao

para todo y. Temos entao que

Cov(N, S) = Ad7|y=oE, (N)
/0 E(1z,)<z)dy
P

=\
s [ Bz <2 = v)y

Assim,

Var(N + W) = ; — Az + 2)\/ P(Z"(t) < y)dy
0

Agora, observe que se rotacionarmos o processo em 6 = 7 radianos no sentido
anti-horério obtemos um processo de Hammersley com as particulas saltando no
sentido oposto, ie, da esquerda para a direita. Assim, denotando os processos
rotacionados por Sy, Wy, Ny e Ey temos que Sy = W, Wy = 5, Ny = E,
FEyp = N. A particula de segunda classe no processo rotacionado denotamos por

Zp e observamos que [Zyp(z) < t] = [Z"*(t) > z]. Procedendo de modo anélogo,
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temos:
Var(Ly) = Var(S+E)
= Var(Wg—i-Ng)
2 t
= Var(Wg) —Var(Ng) + X/ IP’(Z@(Q:) < y)dy
0
t
= Var(S) — Var(E) +§/ P(Z" (y) > z)dy
0
_ ) —3+3/t1@(zw( ) > 2)d
= Av— 4o ; y) > x)dy
Portanto,
t g t 2 [
——)\w+2)\/ P(Z" () §y)dy:)\w——+—/ P(Z"(u) > z)du
X\ ) XNy
~

t v 2 (!
——)\x+2)\/ 1—]P’(Z”A(t)>y)dy:)\w—£+—/ 1-P(Z2"(u) < z)du
A 0 A Ao

: YA —l t YA (u xz)du
3 [Cr(@ 0> =5 [ P w <o)

Assim, vemos que V¢ > 0
€T

E(Z™(t)) = lim | P(Z"™(t) > y)dy

T—00 0

t
= lim %/ P(Z"(u) < x)du
0

T—00
1
2
Para t < 0 o resultado segue da reversibilidade do Hammersley.

0

Agora mostraremos o principal resultado deste capitulo. Para tanto, cons-

s vV .
truimos o processo de Hammersley com duas classes (M, ”, & )¢>0 a partir de um
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processo multilinha (M, M, P), com (M,”,&)i>0 = @ (U (M, M2, P)))
(ver segao sobre o choque, capitulo 3, para mais detalhes). Vimos que para cada
tempo t, a medida invariante multiclasse pode ser representada pelo processo
de saida de uma fila M/M /1 gerada pelos processos de chegada M e servigos
M{*?. Uma observagao importante para as identidades a seguir, é que nessa fila

o tempo x caminha de 400 para —oo.

Abaixo seguem algumas relagdes importantes utilizadas na prova que podem

ser derivadas desta representacao. Defina:

Qo(t) := namero de clientes na fila (do tempo t) no instante 0
Q(t) == namero de clientes na fila (do tempo t) no instante x
N, := ntmero de clientes atendidos no intervalo (0,x) na fila do tempo t

= Qx(t) + Na, — Qo(t)
= Na, = (Qo(t) — Qa(t))
N¢ := ntmero de servicos nao utilizados no intervalo (0,x) na fila do tempo t
=N\—N,
= Nay = (Vey = (Qo(t) = Qu(1))
= Nay = Nay + (Qo(t) — Qu(1))

Por fim, dizemos que f(z,t) = O(1) se M € R tal que |f(x,t)| < M para
todo (z,t) € R2.
Vale o seguinte resultado:

Proposigao 6.2. Seja L¢(x,t) o fluzo de particulas de sequnda classe da ori-
gem a (x,t) em um processo de duas classes com medida inicial invariante com

densidades A e A\— p de particulas de primeira e sequnda classe, respectivamente,
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onde \ > p. Sejam x,t € RT, temos que

VarLe(z,t) = (A + p) ()\ip — )
+2(Az — t/N)P(Z7 (t/N) < Ax) +2(px — t/p)P(Z" (t/p) < pz)
F2E([t/X = Z" (/N2 ¢y <xa)) + 2E([t/0 — Z7(t/ )1 1201 (1)) < pa])
+0(1)

Prova da Proposicao

Como z e t estao fixados, para clarear a notagao omitiremos eles abaixo

sempre que possivel. Temos que

VarLe(z,t) = Cov(Ng + We, Ne + W)
= Var(Ng) + Var(We) + 2Cov (Ng, We)

Calcularemos cada um desses termos.

Primeiro, pela invarancia da medida inicial

Var(N¢) = Var(S¢) =
= Var(5a2 - Sal + (QO - Q:E))
= Var(Sa, — Sa,) + Var(Qo — Q) 4 2Cov(Sa, — Say, Qo — Qx)

Observe que tanto ), como Qo tém Lei igual ao do nimero de clientes numa

. . L ., , . ~ P
fila M/M/1 em equilibrio, que ¢ uma varidvel geométrica de parametro £ < 1.
Portanto, para qualquer z constante, Q. e Qo possuem 0s mesmos momentos

finitos (e independentes de t). Assim,

Var(Qo — Qx) = Var(Qo) + Var(Qm) — 2Cov (Qo, Qx)
= 2Var(Q0) — 2Cov (Qo, Qx)
< 4Var(Q0)

Da onde
Val"(Qo - Qm) = 0(1)
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Agora,

COV(S(X - Sa17 Qo — Q:c) =
V(Say, Qo) + Cov(Sa,, Qz) — Cov(Sa,, Qz) — Cov(Sa,, Qo)
OV(SOC27 QO) ( s )

= Co
= C

pois as chegadas e os servicos futuros S,, e Su, nao dependem do nimero

de clientes na fila no presente Q.

Considere agora o processo reverso da fila (Qy),>0 onde o tempo y é cres-
cente. Este processo também é uma fila M/M/1 cujo processo de chegada de
clientes ¢ S, e o processo de servigos ¢ Sy, + S¢. Como antes, estes processos
nao dependem do ntmero de clientes na fila reversa no presente @y (Teorema
de Burke) . Logo

COV(Spa QO) =0

COV(SOZ1 + Sf, QQ) =0

Como S, = S, — Qo+ Qs ¢ S¢ = Sa, — Say + Qo — @z, segue das equagoes

acima que
Cov(Sa,, Qo) = Cov(Qo — Qz, Qo) = —Cov(Sa,, Qo)

Portanto,

2Cov(Say — Sa;, Qo — Qz) = 2Cov(Sa,, Qo) — 2Cov(Sa,, Qo)
= 4Cov(Qs — Qo, Qo)
= 4Cov(Qo, Qz) — 4Var(Q0)
= —2Var(Q0 — Qx)

Como Sy, e Sy, sao processos de Poisson independentes, segue que

Var(Ng¢) = Var(Se)
= Var(Sa, — Sa;) + Var(Qo — Qz) + 2Cov(Say — Says Qo — Q)
= Var(Sa,) + Var(Sa, ) — Var(Qo — Q)
= (A+p)z+0(1) (6.2)
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Utilizando o corolario 3.1, obtemos relagoes andlogas para W¢. Procedendo

como antes, temos que

Var (W) = (% +)+0(1) (6.3)

Nos resta calcular a Cov(Ng, We). Vale:

Cov(Ng, Wg) = Cov(Ng, Se¢ + E¢ — Ng)
= Cov(Ng, Sg) + Cov(Ng,Eg) — Var(Ng)
= Cov(Ng, S¢) + Cov (Sg, We) — Var (N) (6.4)

Vamos justificar esta tltima igualdade. Temos que Var(Ng+We) = Var(S¢+Ee).

Como N¢ tem a mesma lei de S¢ e Ee tem a mesma lei de We, segue que
COV(N&, Es) = COV(S&, Wg).

Agora, sejam ZY*(t) e Z'r(t) as posigoes de duas particulas de segunda
classe isoladas colocadas na origem de duas copias independentes dos processos

(M{)i>0 e (M;”);>0 respectivamente. Temos,

Cov(Ng, Sg) = COV(N)\ —N,, S5\ — Sp)
= COV(N)\,S)\) + COV(Np,Sp) — COV(N)\,SP) — Cov(Np,S)\)

Os dois primeiros termos sao conhecidos, valem AE (w —Z" (t)) I pE (x —

zve(t)),
Cov(N,, Sy). Como feito na proposicao 6.1, acrescentamos ao processo Sy um

respectivamente (ver Cator e Groeneboom [9]). Vamos investigar a

processo de Poisson de taxa 7 independente dos outros processos. Mantemos
estes outros processos inalterados. Desta maneira obtemos um novo N,, o qual

denotaremos por N, e como antes temos

. E(N] —N,)
Cov(N,, Sy) = )\(97|7:0E(Np7) = )\%12% #

Quando ~ é suficientemente pequeno temos que S} — Sy < 1 a menos de
um erro de ordem 2. Considere a fila M /M /1 obtida pelo processo multilinha,

14 . . ,
que gera o processo (M, M;”);>o. Se esta nova particula cai num periodo de
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desocupacao da fila (intervalo de tempo em que a fila permanece vazia), entao
0 processo v, permanece inalterado e N — N, = 0. Porém, se a nova particula
cai em um perfodo de ocupacao da fila surgem duas discrepancias entre S) e
Sp. A primeira na posi¢ao da nova particula. Denotamos a posi¢ao no tempo t
desta particula de segunda classe que inicialmente esta num ponto y por Z,(t).
Além disso, todas as particulas de S, a esquerda de Z,(0) e que estao dentro do
mesmo periodo de ocupagao avancam (no espago) para a posi¢ao onde estava
a particula imediatamente & sua direita. Como resultado, a ultima particula
deste periodo de ocupagao (primeira com relagao a origem) se tranforma numa
particula de segunda classe e, assim, ndo pertence a S). Isto gera a outra
discrepancia, cuja posi¢ao no tempo t denotaremos por Zg(t), onde §y < y é sua
posi¢ao inicial. Observe que y — gy = O(1) (nao depende de t, por exemplo).
Acoplando o processo (Mtyp ) com o processo modificado e observando que y é

funcao deterministica de y e da fila, em resumo, obtemos

E(N] = N,) =P(Qy > O)E(/0 1z, (>0 11z <e) M) +O(7%)
Logo,
E(N] — N,
Cov(N,, Sy) = Alim E(N, = Ny)
~¥—0 Y

= \P(Qy > O)E(/O 1(z, (6> 1 (2, (t)<a]Y)

=\p /:]P’(Zy(t) >z, Zy(t) < x)dy

como Z,(t) > Zy(t) para todo t, entao

J(t) > 2, Z5(t) < ) + B(Z,(t) < ) + B(Z(t) > x)

H
[
=
N
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Junto com a invariancia por translacao do processo implica

Portanto
Cov(N,, Sy) = )\p/ P(Zy(t) > z, Zy(t) < z)dy
0

= )\p/ox]P’(w —Z"(t)+0(1) >y) —P(z— Z"(t) > y)dy

= MNoE([z — Z" ()11 1700 (1y<a) — [& — Z77(t) + O(D)]11z% 1y <at0(1)])
= ME(O(1) 1150 (1y<a) — [# — 27 (t)|1[p< 27 (1) <atO(1)])

= M[O()P(Z"(t) < x) + E([2"(t) — 2]1j0< 27 (1)—z<0(1)])]
=0O(1)

Agora, vale que

COV(N)\,Sp) = COV(NOQaSOq - (QO - QI))
== COV(Na27 Sal) - COV(NC!Q?QO - QI)
= COV(NOQ, Q(]) - COV(NO{Q7 Qw)

pois, Ny, € funcao deterministica de S,,(—00,z) e P que sdo ambos indepen-

dentes de S, .

Para calcular Cov(N,,, Qo) primeiro veja que o processo multilinha é rever-

sivel no tempo. Entao utilizamos um argumento anédlogo ao usado para calcular
Cov(N,, Sy) acima s6 que com N, fazendo o papel de Sy e Qp no lugar de
N,, isto & alteramos o processo N,, e fazemos o tempo voltar de ¢ para zero,
observando como essa alteracao afeta o valor de Q. Para que a particula Z,(0)
acrescida & NN, no ponto y modifique o namero de pessoas na fila na origem Qo
a fila deve estar ocupada (Qo > 0) e Z,(0) deve pertencer ao intervalo (0,Y")

onde Y é o inicio do periodo de ocupagao ao qual @y pertence. Observando que
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Y nao depende de t (de fato, Y = O(1)), temos que

Cov(Na,, Qo) = A07|,=0E(Q])

_ /\p/OI]P’(Zy(O) > 0,2,(0) < Y)dy
= )\p/om]P’(Z’“(t) <z—y, Z"(t) > x—Y —y)dy

= )\p/OI]P’(w — Z"(t) > y) —P(z — Z"(t) > y+ O(1))dy

—0(1)

Agora vamos estudar Cov(N,,,Q;). Novamente acrescentamos uma par-
ticula Z,(t) a N4, no ponto y < x. Temos que Z,(0) < x e como @, & de-
terminado por Sy, (x,+00) € Sy, (z,4+00) entdo Z,(0) nao afeta Q.. Assim
Cov(Ny,, Qz) = 0.

Logo

Cov (Ne, S¢) = AE(z — Z”A(t))Jr + pE(z — Z"(t)), —O(1) (6.5)

_l’_

Resta calcular a covariancia entre S¢ e We. Temos:

Cov(Sg, Wg) = COV(S)\ —5,, Wy — Wp)
= COV(S)\, W,\) + COV(Sp, Wp) — COV(S)\, Wp) — COV(Sp, W)\)
= —COV(S)\,WP) — COV(Sp, W,\)
= —COV(S)\,WP)

onde a ultima igualdade segue do fato que W) é funcao deterministica de P e
Sas(—00,0) enquanto S, é funcao deterministica de Sy, (0, +00) € Sq, (0, 400)

sendo estes independentes dos anteriores.

Por fim, a COV(S)\, Wp). Mais uma vez acrescentamos uma particula Z, a
Sy no ponto y. Como antes, se @, = 0 entdo S, =S o que implica W, = W'
Suponha @, > 0. Isso gera duas discrepancias entre S, e S}, Z, e Zg, com

g=vy—0(). Sey >0, entdo W, = W, . Agora, se § < 0 entdo y pertence
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ao mesmo periodo de ocupacao da origem, ie, y € (0,Y). Neste caso teriamos
W, — W, =1[Z;(t) > 0]. Em resumo,

v
ICov(Sn, W,)] = A lim IE0Ys — Wo)l
¥—0 Y

= \P(Q, > 0)E( /0 12,550 Liy<v1dy)

Assim

COV(S&,W&) = O(l) (66)

Como a aplicagao (x,t) — (yz, %) transforma um processo de Hammersley
em equilibrio de taxa v em um Hammersley de taxa 1, temos que yZ"7(t) =
Z¥1(t/7) em lei. Da onde obtemos que

VE(z — Z,(t) , =E(ve — 2" (/7))
= E([yz = 2" (t/7) 1221 (t/3) <701)
=E(lyz — t/7Lz1 1) <a) T E(E/7 = 27 /)] 201 0/7)<0a1)
= (yo —t/7)P(Z2"(t/y) < vx) + E([t/y = Z" (/7)1 izv1 (t)7) <))

Logo, por (6.4), (6.5),(6.6) e (6.2)

Cov(Ng, Wg) = Cov(Ng, 55) + COV(Sg, Wg) — Var(Ng) (6.7)
= AE(z — Z"(t)) . + pE(z — 27 (1)), — (A +p)z +O(1)
= (A = t/\)P(2(t/X) < Ax) + (pz = t/p)P(Z"(t/p) < pu)
FE([t/A = Z" (/N @n<aad) FE(E/p = Z7 (/)L 1201 (t/0) <))
— (A +p)z+0(1)
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Finalmente, por (6.2), (6.3) e (6.7)

VarL¢(z,t) = Var(Ng) + Var(W) + 2Cov (Ng, We)
1 1
A+p)z+ (5 + ;)t

A

+2E(A\z — Z”l(t/)\))+ + 2E (px — Z”l(t/p))+ —2(A+p)z
+0(1)

(A +p) (= —2)

Ap

+2(Ax — t/XN)P(Z7 (t/X) < Ax) +2(pz —t/p)P(Z" (t/p) < px)

F2E([t/XN = Z7 (t/ N z1 (1) 3)<na)) + 2E([t/ 0 — Z7(t/0)| L1201 2 )< pa])
+0(1)

Teorema 6.2. Seja L¢(x,t) o fluzo de particulas de sequnda classe da origem
a (z,t) em um processo de duas classes com medida inicial invariante. Seja

V > 0 uma constante e x = x; uma funcao de t. Se limy_, 4 % =V entao

VarL¢ (x4, 1)

f()+g(t)+0(1)

fvit)
(h+0) (55— o) +
+2(Azy — t/N)P(Z7(t/N) < Awy) + 2(pxe — t/p)P(Z7(t/p) < py)

é da ordem de t

g9(t) g(V. 1)

2B ([t/X — Z"(t/ N]Lizm ¢ g3 <nae) + 2E([E/p — Z7(t/0)) L1201 (1) p) < pe])

¢ da ordem de t2/3.
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Em particular,

()\—I-p)(%—V) seVﬁ%

. VarLe(Vt,t) . f(t) !

By T ST = (oA Y) e Ve ()
A+p)(V=%) seV>4

Prova do Teorema 6.2.

A equagao VarLe¢(z,t) = f(V,t) + g(V,t) + O(1) segue diretamente da pro-
posicao 6.2.

O limite de @ segue da definicao da f e da lei dos grandes niimeros para
27t _ ¢
=1

Z¥' | ie, com probabilidade 1, lim;

Quanto a g(V,t) temos que, pela proposigao 6.1:

o
Il

2E(t/X— Z(t/N)) + 2E(t/p — 2" (t/p))
< g(t)
< 2E(t/A—Z"(t/N), +2E(t/p— 2" (t/p)),

Sabemos que as duas tltimas esperancas sao da ordem de ¢2/3 (ver por exem-
plo Cator e Groeneboom [9]). Como ¢(V,t) é continua, segue que g(V,t) é da
ordem de ¢2/3.
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