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que este universo abe no mundo e todos eles no plano.
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Resumo

No presente trabalho provamos resultados sobre as �utuações dos �uxos de

partíulas e das partíulas maradas no proesso de Hammersley multilasse.

Os métodos das demonstrações são robustos, formulados de modo a serem apli-

ados em outros proessos, em partiular se apliam ao proesso de exlusão

totalmente assimétrio multilasse (TASEP multilasse) e à seu respetivo mo-

delo de perolação de última passagem. Os prinipais teoremas obtidos são

um teorema entral do limite para o hoque, seu oe�iente de difusão e uma

fórmula exata para a variânia do �uxo de partíulas de lasse N ≥ 2 para o

proesso em equilíbrio multilasse.

Palavras-have: Proesso de Hammersley, Perolação de última passagem,

Proesso de exlusão totalmente assimétrio, Proesso multilasse, Flutuações

do hoque.
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Abstrat

We prove �utuations results onerning �uxes of partiles and tagged parti-

les on multilass Hammersley proess. The methods used are robust and apply

to other proesses, in partiular all the proofs an be adapted to the Multilass

totally asymmetri simple exlusion proess (Multilass TASEP) and its respe-

tive last passage perolation model. The main theorems obtained are a entral

limit theorem for the shok, its di�usion oe�ient and an exat formula for the

variane of the N -th lass partile �ux in a stationary version of the multilass

proess when N ≥ 2.

Keywords: Hammersley proess, Last passage perolation, Totally asymmetri

exlusion proess, Multilass proess, Shok �utuations.
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Capítulo 1

Introdução

O Proesso de Hammersley é um sistema de partíulas em R em que ada

partíula salta para uma posição uniformemente esolhida entre a sua posição e a

posição da partíula mais próxima a sua esquerda. A taxa de salto é uma variável

exponenial de parâmetro proporional ao espaço que a partíula dispõe para

saltar. Podemos desrevê-lo de modo mais preiso através de sua onstrução

grá�a. Seja ν a on�guração iniial, aleatória ou não, do proesso e seja P um

proesso de Poisson homogêneo em R
2
. Fazemos uma realização do proesso

desloando o eixo iniial pela oordenada do tempo e ada vez que uma mara

de Poisson é intersetada a partíula mais próxima à direita salta para esta

mara. Nesta onstrução, ada realização pode ser vista omo um onjunto de

trajetórias no espaço-tempo R
2
que não se ruzam. A versão desrita aima é

devida a Aldous e Diaonis e por este motivo o proesso também é onheido

omo proesso HAD (Hammersley-Aldous-Diaonis). Os proessos de Poisson

de taxa λ > 0 são invariantes para essa dinâmia [22℄.

A primeira versão do proesso de Hammersley foi riada junto om seu mo-

delo de perolação de última passagem em [20℄, onde Hammersley prop�s uma

solução para o problema de Ulam, que estuda o omportamento limite da maior

subsequênia resente Ln de uma permutação aleatória do onjunto {1, 2, ..., n}.
Baik e Rains [2℄, Cator e Groeneboom [8℄ [9℄ e Groeneboom [19℄ estudaram a

versão do proesso restrita a uma aixa �nita om bordo.

Uma das variáveis de maior interesse em sistemas de partíulas onservativos

é o �uxo ou orrente de partíulas visto por um observador om veloidade Vt.

O �uxo é de�nido omo o número de partíulas que ultrapassam o observador da

direita para a esquerda menos o número de partíulas que ultrapassam o obser-

vador da esquerda para a direita no intervalo de tempo (0, t]. Em [15℄, Ferrari e

Fontes provaram que a variânia do �uxo ao longo da araterístia é sub-linear

para o proesso de exlusão assimétrio (ASEP). Bálazs [4℄ generalizou esse re-
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O

sultado para uma lasse de modelos de deposição. Em [21℄ e [3℄, Johansson,

Baik e Deift deram as primeiras demonstrações rigorosas de que as �utuações

do �uxo em proessos de perolação de última passagem (Hammersley e TA-

SEP) são da ordem de t1/3. Desde então, muita atenção tem sido dada para

estender esses resultados de �utuações no regime estaionário a outros proessos

(ver [18℄, [9℄, [2℄, [6℄ entre outros).

O omportamento hidrodinâmio marosópio do proesso de Hammersley

é dado pela equação de Burgers ∂tu+ ∂xg(u) = 0, onde g(u) = 1
u [22℄. Quando

as ondições iniiais são u(r, 0) = λ para r > 0 e u(r, 0) = 1
ρ quando r ≤ 0,

a solução tem uma mudança drástia quando o produto λρ varia de valores

menores que 1 para valores maiores que 1. Para λρ = 1, o sistema é estaionário

e as soluções são onstantes no tempo. Para λρ < 1 o sistema desenvolve um

fronte de rarefação enquanto para λρ > 1, o sistema desenvolve um hoque

marosópio. No proesso de Hammersley, Baik e Rains [2℄ provaram um

teorema entral do limite para o �uxo nos três regimes. Para o proesso de

exlusão (TASEP), Ben Arous e Corwin [7℄ ompilaram os resultados de [18℄, [14℄

e [5℄ que provam o teorema entral do limite para o �uxo no equilíbrio, no

hoque e no fronte de rarefação, respetivamente. No presente trabalho, nosso

foo prinipal será estudar as �utuações em sistemas no regime de hoque.

A estrutura mirosópia do hoque pode ser desrita pela partíula de se-

gunda lasse [13℄. A partíula de segunda lasse Zt é uma partíula que possui

uma movimentação distinta das outras partíulas, as quais hamaremos daqui

em diante de partíulas de primeira lasse. Ao invés de saltar sobre as maras

de salto P, a partíula de segunda lasse salta para frente, para a posição onde

se enontrava uma partíula de primeira lasse que aabou de ultrapassá-la. A

importânia das partíulas de segunda lasse é que elas são o análogo miros-

ópio das araterístias das equações difereniais de Burgers que desrevem o

omportamento ao longo do tempo de perturbações da medida iniial.

Ferrari e Fontes [14℄ são a prinipal referênia no estudo de �utuações do

hoque mirosópio. Eles provaram um teorema da ondição iniial para Zt no

proesso de exlusão assímetrio, obtendo entre outros resultados o oe�iente

de difusão e o teorema entral do limite para Zt. Para o proesso de Hammersley,

Seppäläinen [23℄ provou um teorema entral do limite para o �uxo no regime de

hoque gerado por uma lasse grande de medidas iniiais.

Nós utilizamos os reentes avanços sobre o �uxo no equilíbrio para provar

um teorema entral do limite para o hoque Zt no proesso de Hammersley e

alulamos o oe�iente de difusão D := lim∞
VarZt

t . De fato, mostramos que a

2
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distânia entre tZt e VarZt vai a zero na esala t
2

3
+ǫ
, para todo ǫ > 0. Prossegui-

mos mostrando uma fórmula para a variânia do �uxo de partíulas de segunda

lasse para o proesso multilasse em equilíbrio. Utilizamos a representação da

medida invariante omo a saída de uma �la M/M/1 [16℄.

Partíulas de segunda lasse podem ser representadas pelas diferenças entre

dois proessos aoplados, gerando um proesso om duas lasses de partíu-

las [14℄ [9℄. Do mesmo modo, podemos aoplar n proessos e obter um proesso

multilasse. Ao ontrário do que aontee no proesso om uma lasse de par-

tíulas, o onjunto das medidas invariantes para o proesso multilasse não é

Poisson para ada lasse de partíula. Ferrari e Martin [16℄ [17℄ provaram que as

únias medidas invariantes extremas são obtidas omo a saída de um sistema de

n−1 �las em série om n lasses de lientes. A desrição do sistema é a seguinte:

Clientes de primeira lasse hegam à primeira �la omo um proesso de Poisson

de taxa ρ1. Para ada �la k om k de 1 a n-1, existe uma quantidade in�nita

de lientes de lasse k + 1 esperando por atendimento. Quando um liente de

lasse i é atendido na �la k, ele passa para a próxima �la ou sai do sistema aso

k = n−1. O atendimento segue a regra FIFO para lientes de mesma lasse, ou

seja, o primeiro a hegar é o primeiro a sair. Clientes de lasse i têm prioridade

no atendimento om relação a lientes de lasses maiores. Assim, por exemplo,

quando um liente de segunda lasse hega na segunda �la, ele é atendido antes

dos lientes de tereira lasse que lá estavam. Por �m, as taxas de serviço do

servidor da �la k são exponeniais independentes de parâmetros ρk. Cator e

Pimentel [10℄ reentemente usaram funções de Busemman para obter a medida

invariante multilasse para uma generalização do proesso de Hammersley.

Terminamos essa introdução om um omentário sobre as provas dos re-

sultados. Apesar de estarem esritas para o proesso de Hammersley, nossa

intenção era utilizar métodos robustos o su�iente para que as mesmas pro-

vas, om pouas adaptações, pudessem ser utilizadas em outros proessos. Em

espeial, todos os resultados do texto podem ser adaptados para o proesso de

exlusão totalmente assimétrio e seu respetivo modelo de perolação de última

passagem.
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Organização da Tese

Este trabalho está estruturado da seguinte forma:

No apítulo 2 de�nimos os prinipais modelos, variáveis e resultados. Come-

çamos om as de�niões do proesso de Hammersley em R e numa aixa �nita,

além de seu respetivo modelo de perolação de última passagem. De�nimos

�uxo de partíulas de primeira e segunda lasses e partíulas maradas. Damos

a de�nição formal de hoque e enuniamos os prinipais teoremas. Terminamos

o apítulo de�nindo o proesso de Hammersley multilasse.

O apítulo 3 traz algumas propriedades básias utilizadas ao longo do texto.

Mostramos a relação entre o hoque e a posição de uma partíula de segunda

lasse no proesso de duas lasses. Desrevemos a medida invariante multilasse

omo a saída de uma �la om várias lasses de lientes e mostramos que, para o

proesso em equilíbrio multilasse, os �uxos vertiais também podem ser vistos

omo a saída de �las om várias lasses de lientes.

No apítulo 4 mostramos um teorema sobre a in�uênia da ondição iniial

nas �utuações do �uxo. Como orolário, obtemos teoremas entrais do limite

para o �uxo, para a partíula marada e para o hoque mirosópio no proesso

de Hammersley.

O apítulo 5 é dediado ao álulo da variânia do hoque. Mostramos omo

relaionar os momentos do �uxo om a posição da partíula marada e omo

esse método se aplia no aso do hoque. À partir dessa relação, álulamos a

esperança para todo tempo t e o oe�iente de difusão do hoque.

Enerramos, no apítulo 6, om uma fórmula exata para a variânia do �uxo

de partíulas de lasse n ≥ 2 para o proesso em equilíbrio multilasse. Em [9℄,

Cator e Groeneboom demonstram uma fórmula análoga para �uxo de partíulas

de primeira lasse e a utilizam para mostrar que a ordem das �utuações do �uxo

ao longo da direção araterístia pertene a lasse de KPZ t1/3.
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Capítulo 2

Modelos e Resultados

Neste apítulo damos as de�nições formais dos modelos e das prinipais

variáveis aleatórias estudadas no restante da tese. Também enuniamos os prin-

ipais resultados.

Proesso de Hammersley

Começamos om a de�nição do Proesso de Hammersley. Nós usaremos uma

onstrução grá�a a la Harris (ver [1℄ para mais detalhes).

Para ada medida ν em R assoiamos um proesso não deresente ν(·)
de�nido por

ν(x) =

{

ν((0, x]) para x ≥ 0

−ν((x, 0]) para x < 0.

Denotamos por X o espaço de estados. Aqui esolhemos X omo sendo o

onjunto de todas as medidas positivas loalmente �nitas ν tal que

lim inf
y→−∞

ν(y)

y
> 0 .

Esta ondição evita que as partíulas saltem instantaneamente para me-

nos in�nito. Denotamos o proesso de Hammersley om medida iniial ν por

(Mν
t )t∈R, onde M

ν
t ∈ X para todo tempo t. Os pontos de Mν

t são hamados de

partíulas e a dinâmia dos saltos dessas partíulas ao longo do tempo é determi-

nada pelo proesso de Poisson P om intensidade 1 em R
2
do seguinte modo: se

(x0, t) ∈ P então Mν
t ({x0}) = 1 e para x < x0 temos Mν

t ({x}) =Mν
t−({x}). Já

para x > x0 temos Mν
t ((x0, x]) = (Mν

t−((x0, x]) − 1)1[Mν
t−((x0,x])−1≥0]. Fixando

a on�guração iniial ν0 = ν e o proesso de saltos P = ω, temos que o proesso
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(Mν
t )t∈R é uma função determinístia ψ de ν e ω, isto é, Mν

t = ψ(t, ν, ω).

Os proessos de Poisson em R onstituem a únia lasse de medidas invari-

antes ergódias para o proesso de Hammersley. Denotamos por νλ um proesso

de Poisson de taxa λ ≥ 0.

Uma da prinipais variáveis de interesse em sistemas de partíulas é o �uxo

ou orrente de partíulas que passam por um observador que viaja a uma erta

veloidade Vt. De�nimos o �uxo entre dois pontos de R× R+ num proesso de

Hammersley om medida iniial ν a seguir.

Sejam x, y ∈ R e s, t ≥ 0. Considere t ≥ s. De�nimos o �uxo positivo

Lν
(

(y, s), (x, t)
)

+
de y a x no tempo t omo sendo o total de partíulas que

estão à direita de y no tempo s e à esquerda de x (inlusive) no tempo t. Do

mesmo modo, de�nimos o �uxo negativo Lν
(

(y, s), (x, t)
)

− de y a x no tempo t

omo sendo o total de partíulas que estão à esquerda de y (inlusive) no tempo

s e à direita de x no tempo t. De�nimos o �uxo Lν omo

Lν
(

(y, s), (x, t)
)

:= Lν
(

(y, s), (x, t)
)

+
− Lν

(

(y, s), (x, t)
)

− (2.1)

Por �m, denotamos o �uxo da origem a x no tempo t por

Lν(x, t) := Lν
(

(0, 0), (x, t)
)

+
− Lν

(

(0, 0), (x, t)
)

− (2.2)

Para o aso t < s, de�nimos o �uxo por anti-simetria, ie, para todo x, y ∈ R

e t < s, Lν((y, s), (x, t)) := −Lν((x, t), (y, s)). Quando a medida iniial for a

medida invariante νλ Poisson de taxa λ, para simpli�ar a notação, esrevere-

mos Lλ no lugar de Lνλ.

Outra importante propriedade do �uxo que utilizaremos nas provas, além

da (i) anti-simetria, é a (ii) aditividade, ie, ∀ x, y, z ∈ R e r, s, t ≥ 0, temos que:

(i) Lν((x, s), (y, t)) = −Lν((y, t), (x, s)) (2.3)

(ii) Lν((x, s), (y, t)) = Lν((x, s), (z, r)) + Lν((z, r), (y, t)) (2.4)

Também temos interesse em estudar a trajetória de uma partíula �xada.
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Considere o proesso de Hammersley om medida iniial invariante νλ. Ares-

entamos uma partíula na origem do proesso no tempo zero. De�nimos a

partíula marada X(t) omo sendo a posição no tempo t da partíula uja

posição iniial é a origem. Esolhemos essa partíula, pois ela representa uma

partíula típia para a medida νλ, já que tanto o proesso a sua direita quanto

o proesso a sua esquerda são Poisson de taxa λ.

O proesso de Hammersley pode ser visto omo um modelo de perolação

de última passagem [1℄ que de�nimos abaixo.

Novamente P ⊆ R
2
denota um proesso de Poisson bidimensional de inten-

sidade 1.

Para ada p,q ∈ R
2
, om p < q (desigualdade em ada ordenada, p 6= q),

seja Π(p,q) o onjunto de todos os aminhos resentes em todas ordenadas,

formados por pontos de P, de p para q, onde exluímos todos os pontos que

possuem alguma ordenada em omum om p. Por aminho resente de P,

entende-se um subonjunto ordenado {(a1, b1), (a2, b2), ...(an, bn)...} de P, em

que a1 > a2 > ... > an... e b1 > b2 > ... > bn.... O tempo de última

passagem entre p ≤ q é de�nido por

T (p,q) := max
̟∈Π(p,q)

{

∑

a∈̟
1
}

(2.5)

Esta variável mede o tamanho da maior sequênia resente entre p e q, dentre

as sequênias resentes formadas exlusivamente por pontos do proesso P.

Aldous e Diaonis [1℄ mostraram que o �uxo é equivalente à seguinte variável:

Para ada ν ∈ X , x ∈ R e t ≥ 0 seja

Lν(x, t) = sup
z≤x

{ν(z) + T ((z, 0), (x, t))} . (2.6)

Assim, podemos ver o �uxo Lν omo sendo o tamanho da maior sequênia

resente entre p e q, dentre as possíveis sequênias resentes formadas por

pontos do proesso P e pontos da medida iniial ν. A partir desta representação

o proesso de Hammersley (Mν
t ) pode ser rede�nido por

Mν
t ((x, y]) := Lν(y, t)− Lν(x, t) para x < y

.
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Proesso de Hammersley em uma aixa �nita

De�na ∀x ∈ R e t ≥ 0:

Nt(x) := Lν
(

(0, t), (x, t)
)

=Mν
t (x)

S(x) := N0(x) = Lν
(

(0, 0), (x, 0)
)

= ν(x),

Ex(t) := Lν
(

(x, 0), (x, t)
)

,

W (t) := E0(t) = Lν
(

(0, 0), (0, t)
)

,

Da aditividade do �uxo, obtemos que Lν(x, t) = S(x) +Ex(t). Isto nos induz a

estudar o proesso de Hammersley restrito à uma aixa �nita ujos lados são os

proessos N , S, E,W (ver �gura 2.1) ujas letras fazem referênia às ordenadas

polares em inglês para x > 0 (neste aso, Lν(x, t) = S + E = W + N). Nesse

aso, observe que o �uxo é positivo, ie, se x ≥ 0 então Lν(x, t) ≥ 0.

Essa desrição também é onheida omo Proesso de Hammersley om en-

tradas e saídas ( ver Cator e Groeneboom [8℄ [9℄ para detalhes). Uma vantagem

dela é explorar as simetrias do proesso. Por exemplo, observe que se rotai-

onarmos o proesso em θ = π
2 radianos no sentido anti-horário obtemos um

proesso de Hammersley om as partíulas saltando no sentido oposto, ie, da

esquerda para a direita. Neste novo proesso, tempo e espaço troam de lugar.

Se tomarmos S omo um proesso de Poisson de taxa λ, então Ex(t) tem lei

Poisson de taxa

t
λ para todo (x, t) [8℄.

Outra propriedade importante é que, se ν = νλ, para x > 0 o proesso W (t)

é independente de S(x). Para x < 0, Ex(t) é independente de S(x).

Choque e resultados

Nesta seção de�nimos o hoque no proesso de Hammersley e enuniamos

os prinipais resultados da tese.

Considere dois proessos de Hammersley em equilíbrio, um om medida ini-

ial νλ e o outro om medida iniial νρ, onde λ > ρ. Estudaremos o proesso

no regime de hoque, om medida iniial νρ,λ. Sua on�guração à esquerda da

origem oinide om νρ e à direita oinide om νλ. Denotamos o proesso de

Hammersley om essa medida iniial por (M
νρ,λ
t )t≥0.
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Figura 2.1: Trajetórias das partíulas no proesso de Hammersley restrito a aixa

[0, x]× [0, t]. Os pontos de P estão representados pelas estrelas e os pontos duais de P

pelos írulos grandes.

Um hoque mirosópio relaionado ao proesso (Mν
t )t≥0 é uma posição

(possivelmente) aleatória Zνt tal que as densidades assintótias à direita e à

esquerda do proesso Mν
t translado por Zνt são diferentes, uniformemente em

t. Ferrari e Martin [16℄ deram uma onstrução elegante do hoque baseada

na versão multilasse do proesso de Hammersley para um número �nito de

lasses de partíulas. O proesso de Hammersley multilasse onsiste numa

onvenção do aoplamento básio de dois ou mais proessos de Hammersley

om on�gurações iniiais ordenadas, ie, uma domina a outra. Aqui falaremos

mais espei�amente do aso onde temos duas lasses de partíulas. Para o

aso em que há um número in�nito de lasses veja Cator e Pimentel [10℄. Para

realizar o aoplamento básio de dois ou mais proessos de Hammersley utiliza-

se o mesmo proesso de Poisson bidimensional P para ambas on�gurações

iniias. Em nosso aso, (Mνλ
t ,M

νρ
t )t≥0 é o aoplamento de dois proessos de

Hammersley om medidas iniiais Poisson νλ e νρ tais que para todo y ∈ R

temos νλ(y) ≥ νρ(y). O aoplamento básio é atrativo, o que signi�a que se

uma das medidas iniiais domina a outra, então para todo tempo t a dominação

9
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é preservada, isto é, para todo t positivo e y ∈ R temosMνλ
t (y) ≥M

νρ
t (y). Desta

forma, as disrepânias entre Mνλ
t e M

νρ
t podem ser vistas omo um proesso

onservativo de partíulas que denotaremos por

(ξt)t≥0 := (Mνλ
t −M

νρ
t )t≥0

Um ponto de ξt é hamado de partíula de segunda lasse que é uma

disrepânia marada entre dois proessos marginais do aoplamento básio.

Elas se omportam omo partíulas (diferentes das partíulas usuais) que sal-

tam para a posição da partíula de primeira lasse mais próxima a sua direita

no momento em que esta salta para um ponto de P que está loalizado à es-

querda da posição da partíula de segunda lasse. Denominamos o proesso

(M
νρ
t , ξt)t≥0 por proesso de duas lasses.

Partíulas de segunda lasse são úteis para estudar o omportamento de

perturbações mirosópias do sistema. Aoplando duas on�gurações iniiais

que se difereniam em apenas um ponto, a partíula de segunda lasse, pode-

mos ver omo esta modi�ação afeta o sistema ao longo do tempo. Aontee

que existe uma orrespondênia entre a posição de uma partíula de segunda

lasse oloada na origem de um sistema de hoque e a posição de uma par-

tíula de segunda lasse oloada na origem de um proesso de duas lasses.

Assim, para estudarmos o omportamento de uma perturbação num sistema de

hoque podemos estudar o omportamento de uma partíula de segunda lasse

no proesso de duas lasses orrespondente. Para ver isso, observe que no pro-

esso de duas lasses a trajetória de uma partíula de segunda lasse não é

afetada pelas partíulas de segunda lasse que estão atrás dela (a sua esquerda)

e que a mesma trajetória não distingue as lasses de partíulas a sua direita. Isto

pode ser formalizado aoplando-se as medidas iniiais do sistema de hoque e do

proessos de duas lasses, o que faremos no próximo apítulo, na proposição 3.1.

A partíula de segunda lasse está relaionada om uma variável do modelo

de perolação de última passagem, o ponto de saída. De�nimos o ponto de

saída Y ν(x, t) para o maior aminho resente da origem à (x, t) omo sendo

Y ν(x, t) := sup{z ≤ x : ν(z) + T ((z, 0), (x, t)) = Lν(x, t)}.

Considere a medida iniial de hoque νρ,λ. Uma propriedade importante que

10
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o ponto de saída satisfaz é

Y νρ,λ(x, t)
D
=x− Z

νρ,λ
t

Uma prova desse fato pode ser obtida de modo análogo à prova de (5.6) ontida

no apítulo 5. Desse modo, obtemos resultados análogos aos do hoque Z
νρ,λ
t

para o ponto de saída no modelo de perolação de última passagem om medida

iniial νρ,λ.

Enuniaremos a diante os prinipais resultados da tese, que dizem respeito às

�utuações dos �uxos de partíulas de primeira e segunda lasse e das partíulas

maradas de primeira e segunda lasse. Para estudar a posição das partíulas

maradas utilizamos suas relações om os respetivos �uxos (veja Ferrari e Fon-

tes [15℄ [14℄ para um método similar). Começamos no apítulo 4 om o seguinte

resultado sobre o �uxo partíulas de primeira lasse no equilíbrio:

Teorema. 4.1 (In�uênia da ondição iniial)

Seja x ∈ R e t ≥ 0. Seja Lλ(x, t) o �uxo da origem a (x, t) em um proesso de

Hammersley om medida iniial νλ Poisson de taxa λ. Então

0 < lim inf
t→∞

E
(

Lλ(x, t)− νλ(x− t
λ2
)− 2t

λ

)2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

E
(

Lλ(x, t)− νλ(x− t
λ2 )−

2t
λ

)2

t
2

3

<∞

A partir deste, obtemos omo orolários teoremas entrais do limite para o

�uxo Lλ e para a partíula marada de primeira lasse Xt. Enuniamos o último

a seguir:

Teorema. 4.2 Seja Xt a posição no tempo t de uma partíula marada oloada

na origem de um proesso de Hammersley om medida iniial νλ Poisson de

taxa λ > 0. Temos:

lim
t→∞

P

(

Xt ≤ − t

λ2
+
(

√
2t√
λ3

)

u

)

= P(N ≤ u) ,

onde N é uma variável Normal padrão.

11
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Seja Lξ(x, t) := Lνλ(x, t)− Lνρ(x, t) o �uxo de partíulas de segunda lasse

da origem a (x, t). Um dos prinipais ingredientes que utilizaremos nas provas

dos teoremas a seguir é a seguinte relação

Lξ(x, t) =











−ξt((x,Z0(t)]) se x < Z0(t)

0 se x = Z0(t)

ξt((Z0(t), x]) se x > Z0(t)

(2.7)

Dela derivamos um teorema entral do limite para o hoque, provado no

apítulo 4:

Teorema. 4.2 Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partíula de segunda

lasse oloada na origem de um proesso de Hammersley om medida iniial

no regime de hoque νρ,λ, Poisson de taxa ρ à esquerda da origem e Poisson de

taxa λ à direita da origem, om ρ < λ. Então

lim
t→∞

P

(

Z
νρ,λ
t ≤ t

λρ
+ (η

√
t)u

)

= P(N ≤ u) ,

onde N é uma variável Normal padrão e η :=
√
2√

λρ
√
λ−ρ .

No apítulo 5 utilizamos outra abordagem para explorar novamente a relação

entre �uxo de partíulas de segunda lasse e a posição do hoque para alular-

mos o oe�iente de difusão do hoque D := limt→∞
VarZ

νρ,λ
t

t . Esta abordagem

também é utilizada para a partíula de primeira lasse, onde podemos obter os

momentos para todo tempo t. Nos mostraremos que:

Teorema. 5.2 Seja Xt a posição no tempo t da partíula marada oloada na

origem no tempo 0 em um proesso de Hammersley em equilíbrio om medida

iniial ν Poisson de intensidade λ. Então para todo t ≥ 0,

EXt = − t

λ2

e

VarXt =
2t

λ3

12
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Teorema. 5.3 Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partíula de segunda

lasse oloada na origem de um proesso de Hammersley om medida iniial

no regime de hoque νρ,λ, Poisson de taxa ρ à esquerda da origem e Poisson de

taxa λ à direita da origem, om ρ < λ. Para todo t ≥ 0 e ǫ > 0,

VarZ
νρ,λ
t =

2t

λρ(λ− ρ)
+ o(tǫ+2/3)

Analogamente ao �uxo de partíulas de primeira lasse, podemos restringir

o proesso (ξt) à uma aixa �nita. Neste aso, para x, t ≥ 0 temos

Lξ(x, t) = Nξ +Wξ = Sξ + Eξ

onde Nξ := Nλ(x) − Nρ(x), Sξ := Sλ(x) − Sρ(x), Wξ := Wλ(t) − Wρ(t) e

Eξ := Eλ(t)− Eρ(t).

Usaremos essa formulação do proesso restrita à uma aixa �nita para mos-

trar no apítulo 6 uma fórmula relaionando o �uxo de partíulas de segunda

lasse no proesso em equilíbrio multilasse om a variânia da partíula isolada

de segunda lasse no proesso de Hammersley om uma lasse em equilíbrio. A

partir desta, obtemos o seguinte resultado:

Teorema. 6.2 Seja Lξ(x, t) o �uxo de partíulas de segunda lasse da origem a

(x, t) em um proesso de duas lasses em equilíbrio. Seja V > 0 uma onstante

e x = xt uma função de t. Se limt→+∞
xt
t = V então

VarLξ(xt, t) = f(t) + g(t) +O(1)

13
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onde

f(t) = f(V, t)

:=
(

λ+ ρ
)( t

λρ
− xt

)

+

+2
(

λxt − t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λxt
)

+ 2
(

ρxt − t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρxt
)

é da ordem de t

g(t) = g(V, t)

:= 2E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λxt]
)

+ 2E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρxt]
)

é da ordem de t2/3.

Em partiular,

lim
t→∞

VarLξ(V t, t)

t
= lim

t→∞
f(t)

t
=















(

λ+ ρ
)(

1
λρ − V

)

se V ≤ 1
λ2

(

λ− ρ
)(

1
λρ + V

)

se V ∈ ( 1
λ2
, 1
ρ2
)

(

λ+ ρ
)(

V − 1
λρ

)

se V ≥ 1
ρ2

Proesso multilasse

Extenderemos agora a de�nição do proesso de Hammersley para um nú-

mero de lasses igual a n ≥ 2. Como no proesso de duas lasses, utilizamos o

aoplamento básio para realizar diferentes on�gurações iniiais do proesso no

mesmo espaço de probabilidade induzido pelo proesso de Poisson bidimensio-

nal P . Agora, aoplamos n medidas iniiais ν1, ..., νn, om n ≥ 2, tais que para

todo x ∈ R, ν1({x}) ≤ ... ≤ νn({x}). Se νn({x}) = 1, dizemos que x possui uma

partíula de lasse k ∈ {1, ...n} se inf i∈{1,...,n}{i : νi({x}) = 1} = k. Com esta

de�nição, vemos que as partíulas de lasse k podem ser ultrapassadas pelas

partíulas de menor lasse e podem ultrapassar partíulas de maior lasse.

Sejam

Xn↑ = {(ν1, ..., νn) ∈ Xn : ν1({x}) ≤ ... ≤ νn({x}) para todo x ∈ R}

14



CAPÍTULO 2. MODELOS E RESULTADOS

o espaço das on�gurações ordenadas do aoplamento básio de proessos HAD

em R e Xn o espaço das on�gurações bem de�nidas do aoplamento de n proes-

sos de Hammersley na reta. De�nimos o proesso Hammersley multilasse

de forma preisa omo

ψt = Rνt

em que a bijeção R : Xn↑ → Xn é de�nada por

(Rν)k = νk\νk−1

para todo k ∈ {1, ..., n}. Assim, ψt = (Mψ1

t , ...,Mψn

t ), onde Mψi

t é a on�gura-

ção das partíulas de i-ésima lasse no tempo t.

Partíulas maradas de lasses maiores do que 2 podem ser vistas omo partí-

ulas de segunda lasse no hoque quando olhamos para o proesso (Mψi−1
t ,Mψi

t )t≥0

formado pelas marginais i − 1 e i do proesso multilasse Mψ
t . Assim, todos

os resultados a respeito de partíulas de segunda lasse no proesso de duas

lasse que desrevemos na seção anterior se extendem para partíulas de lasses

maiores do que 2.
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Capítulo 3

Preliminares

Neste apítulo mostraremos algumas propriedades que serão usadas nas de-

monstrações dos teoremas prinipais.

Choque e proesso de duas lasses no equilíbrio

Começaremos desrevendo o proesso de Hammersley de duas lasses (M
νρ
t , ξt)t≥0

no regime de equilíbrio. Indexamos as partíulas de segunda lasse no tempo

zero omeçando om a primeira partíula à esquerda da origem que reebe o

índie zero. As partíulas à direita são numeradas om os inteiros positivos de

1 em diante e, da mesma forma, as partíulas à esquerda são numeradas om

os inteiros negativos. Denotamos por Zi(t) a posição no tempo t da iésima

partíula de segunda lasse marada, para t ≥ 0.

A medida invariante para o proesso de duas lasses pode ser vista omo a

saída de uma �laM/M/1 em equilíbrio. A �laM/M/1 é um proesso de Markov

bem onheido que modela uma �la om um únio servidor, onde lientes hegam

um por um de aordo om um proesso de Poisson de taxa µ1 e os tempos entre

os serviços são independentes e identiamente distribuídos om lei exponenial

de taxa µ2. Denotamos por Q(s) o número de lientes na �la no tempo s ∈ R. Se

µ1 < µ2, então existe uma únia medida invariante para o proesso (Q(s))s∈R,

que é �nita om probabilidade 1 e reversível. Este proesso pode ser onstruído

omo função de dois proessos de Poisson independentes, o proesso de hegadas

(A(s))s∈R de taxa µ1 e o proesso de saídas (D(s))s∈R de taxa µ2. Suponha

que no tempo r haja n lientes na �la, ie, Q(r) = n. Quando o primeiro

ponto de A(r − s) é alançado para um s positivo, um liente hega a �la

e Q(r − s) = Q(r) + 1. Observamos que nesse aso, o tempo s da �la está

deresendo (podemos fazer isso , pois a �la é um proesso reversível). Isto será

onveniente mais adiante. Quando um ponto de (D(.)) é alançado, então ou
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um liente da �la é servido e deixa a �la ou se a �la estiver vazia um serviço

possível não será utilizado.

O proesso de saídas (D(.)) é a medida invariante para o proesso de Ham-

mersley om duas lasses de partíulas, onde os serviços não utilizados são as

partíulas de segunda lasse e os serviços efetivamente utilizados são as partí-

ulas de primeira lasse. Além disso, é possível onstruir toda uma realização

do proesso de duas lasses em equilíbrio usando a mesma função aima no

aoplamento hamado de proesso multilinha.

O processo multilinha é um aoplamento (Mα1

t ,Mα2

t , ...,Mαn
t ,P) (dife-

rente do aoplamento básio) de n proessos de Hammersley. Aqui, nos dete-

remos ao aso n = 2. Aoplamos dois proessos de Hammersley (Mα1

t )t≥0 e

(Mα2

t )t≥0 om medidas iniias α1 e α2, do seguinte modo: a segunda marginal

tem sua dinâmia de saltos determinada pelo proesso de Poisson bidimensional

P, enquanto a primeira marginal tem sua dinâmia de saltos determinada pelo

proesso d(P) dos pontos duais de P. Os pontos duais d(P) são as posições

onde haviam uma partíula do proesso (Mα2

t )t≥0 imediatamente antes desta

mesma partíula saltar sobre um ponto de P (veja a �gura 2.1). Cator e Groene-

boom [8℄ mostraram um teorema de Burke para P provando que d(P) também

é um proesso de Poisson bidimensional de taxa 1, o que mostra que (Mα1

t )t≥0

é de fato um proesso de Hammersley. O produto de proessos de Poissons é a

únia medida ergódia invariante para o proesso multilinha.

Existe uma orrespondênia biunívoa entre um proesso multilasse e um

proesso multilinha. Considere um proesso multilinha om medida iniial pro-

17
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duto de Poissons independentes. Como o produto de Poissons independentes

é medida invariante para o proesso multilinha, então se apliarmos a função

que leva o proesso multilinha em equilíbrio no proesso multilasse orrepon-

dente, obteremos a medida invariante para o proesso multilasse. Tal medida

invariante pode ser interpretada omo a sáida de uma �la.

Novamente, �xemos o aso om duas lasses de partíulas. Sejam α1 e α2

dois proessos de Poisson em R independentes om taxas λ e ρ respetivamente,

onde λ > ρ. Considere o proesso multilinha (Mα1

t ,Mα2

t ,P) om medidas

iniiais α1 e α2. Como visto no omeço da seção, podemos onstruir uma �la

M/M/1 estaionária a partir de α1 e α2, onde oloamos α1 omo o proesso

de hegadas de lientes da �la e α2 omo o proesso de serviços da �la. Agora,

omo esta medida é invariante para o proesso multilinha, então, para todo

tempo t, podemos onstruir uma �la (Qt(x))x∈R a partir dos proessos Mα1

t e

Mα2

t se oloarmos (Mα1

t (x))x∈R omo o proesso de hegadas e (Mα2

t (x))x∈R
omo o proesso de saídas (observe que o tempo da �la é o espaço do proesso

de Hammersley). O teorema de Burke para �lasM/M/1 nos diz que os serviços

efetivamente utilizados na �la (Qt(x))x∈R formam um proesso de Poisson em

R de taxa ρ, que denotaremos por M
νρ
t . Denotaremos os serviços não utilizados

da �la (Qt(x))x∈R por ξt.

Ferrari e Martin [16℄ provaram que usando a �la (Qt(x))x∈R onstruída a

partir de (Mα1

t (x))x∈R e (Mα2

t (x))x∈R teremos um proesso de duas lasses em

equilíbrio (M
νρ
t , ξt). Isto é, seja Φ a função que indexa as partíulas de Mα2

t

omo partíulas de primeira ou segunda lasse de aordo om a �la Qt onstruída

omo uma função Ψ do proesso multilinha (Mα1

t ,Mα2

t ,P), temos que

(M
νρ
t , ξt) = Φ(Qt) = Φ (Ψ ( (Mα1

t ,Mα2

t ,P) )) (3.1)

é de fato um proesso de Hammersley de duas lasses e, neste aso, sabemos

que sua medida iniial é invariante (veja [16℄ para mais detalhes).

Agora vamos mostrar que a desrição aima da medida invariante do pro-

esso de duas lasses implia que tanto a partíula marada de segunda lasse

Z0(t) no proesso de duas lasses no equilíbrio omo a partíula marada de

segunda lasse Z
νρ,λ
t no proesso de Hammersley lássio om medida iniial

νρ,λ são hoques mirosópios.

18
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Proposição 3.1. Considere um proesso de duas lasses no regime de equilíbrio

om densidades ρ e λ− ρ de partíulas de primeira e segunda lasse respetiva-

mente, onde λ > ρ > 0. Seja (M
νρ
t , ξ

′

t)t≥0 este proesso ondiionado em haver

uma partíula de segunda lasse na origem. Seja Z0(t) a posição no tempo t

da partíula de ξ
′

0 que se enontra na origem no tempo 0. Agora, seja Z
νρ,λ
t a

posição no tempo t de uma partíula de segunda lasse oloada na origem de

um proesso de Hammersley lássio om medida iniial νρ,λ. Temos que am-

bas, Z0(t) e Z
νρ,λ
t , são hoques mirosópios. Além disso, é possível aoplar os

proessos de tal modo que, para todo t

|Zνρ,λt − Z0(t)| ≤ Jt (3.2)

onde (Jt)t≤0 é uma familía de variáveis aleatórias identiamente distribuídas,

uja lei tem todos os momentos �nitos.

Prova da Proposição 3.1

Considere o proesso de duas lasses (M
νρ
t , ξ

′

t)t≥0 om medida iniial inva-

riante ondiionada em haver uma partíula de segunda lasse Z0 na origem.

Considere que o mesmo proesso foi onstruído omo uma função de um pro-

esso multilinha (Mα1

t ,Mα2

t ,P). Seja (Q0(x))x∈R a �la M/M/1 gerada por α1

e α2 e que da origem à medida iniial (M
νρ
0 , ξ

′

0). Como ondiionamos em haver

uma partíula de segunda lasse na origem, isto implia que Q0(0) = 0.

Agora vamos veri�ar omo é o proesso visto pela partíula de segunda

lasse Z0(t). A partíula de segunda lasse tem sua dinâmia afetada do mesmo

modo por partíulas que estão à sua direita, independente de serem partíulas

de primeira lasse ou de segunda lasse. Isto é, se alteramos a lasse de uma

partíula que se enontra à direita de Z0(t), então sua trajetória não é afetada.

Deste modo, do ponto de vista de Z0(t), podemos ver todas as partíulas à sua

direita omo partíulas de primeira lasse. Pela onstrução da �la, obtemos que

Z0 enxerga um proesso de Poisson de taxa λ à sua direita (o proesso α2). À

esquerda de Z0, apenas as partíulas de primeira lasse afetam sua trajetória,

ie, aresentando ou retirando partíulas de segunda lasse que estão à esquerda

de Z0(0) a trajetória de Z0(t) não é afetada. Pela onstrução da �la, obtemos

que Z0 enxerga à sua esquerda o proesso das saídas dos lientes de uma �la

M/M/1 que no tempo zero está vazia. Este proesso não é Poisson, mas vamos

mostrar que ele se assemelha muito a um proesso de Poisson de taxa ρ.

Para ver isso, vamos onstruir uma nova �la (G0(x))x∈R ujo proesso de
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hegadas também é α1 e o proesso de saídas também é α2, mas G0(0) é uma

variável aleatória om distribuição geométria de taxa

ρ
λ independente dos pro-

essos α1 e α2. Essa nova �la é estaionária, e portanto satisfaz o teorema de

Burke para �las M/M/1. Isto quer dizer que o proesso de saídas dos lientes

da �la G0 é um proesso de Poisson de taxa ρ. Assim, �xe uma realização de

G0(0) = k, α1 e α2. Com probabilidade 1, k < ∞ e o proesso de saídas de

lientes da �la (G0(x))x≤0, om o tempo deresendo, oinide om M
νρ
0 ∪ ξ′0

até o k-ésimo ponto de ξ
′

0, ie, até que apareça a k-ésima partíula de segunda

lasse na medida iniial do proesso multilasse (na direção de 0 a -∞). A par-

tir deste momento, ambas as �las G0 e Q0 terão sempre os mesmos valores, ie,

para todo x ≤ Z−k temos G0(x) = Q0(x) e portanto, M
νρ
0 (−∞, Z−k(0)) é igual

ao proesso de Poisson de taxa ρ gerado a partir da dos serviços utilizados de

(G0(x))x≤0. Por �m, observamos que |Z−k(0)| é �nito om probabilidade 1.

Agora, as partíulas de segunda lasse são pontos de renovação para o pro-

esso multilasse invariante. Isto implia que o proesso omo visto pela par-

tíula de segunda lasse gerado apartir de uma medida invariante multilasse

se enontra em equilíbrio (ver [16℄). Portanto, para todo tempo t, podemos

onstruir o proesso visto por Z0(t) a partir da �la (Qt(x))x∈R gerada por Mα1

t

e Mα2

t e da mesma forma aoplarmos om a saída de uma �la M/M/1 estai-

onária (Gt(x))x∈R e obtermos o mesmo resultado. Como Z0(t)− Z−k(t) tem a

mesma lei de |Z−k(0)|, temos que

E(Z0(t)− Z−k(t))
x

=
|EZ−k(0)|

x

=
c

x

Assim, fazendo x tender a menos in�nito, obtemos que a densidade à es-

querda de Z0(t) tende a mesma que à esquerda de Z−k(0), isto é ρ, independente

de t. Logo Z0(t) é um hoque mirosópio assoiado ao proesso (M
νρ
t , ξ

′

t)t≥0.

Agora, vamos onstruir a medida νρ,λ da seguinte forma: à esquerda da

origem, ela oinide om os tempos de serviços utilizados de �la (G0(x))x<0 e

à direita da origem ela oinide om a saída da �la (G0(x))x>0, ie, oinide

om α2. Na origem, oloamos uma partíula de segunda lasse, uja posição

no tempo t é denotada por Z
νρ,λ
t . Realizamos o proesso de Hammersley lás-

sio (M
νρ,λ
t )t≥0 utilizando o mesmo proesso de saltos P utilizado no proesso

multilinha (Mα1

t ,Mα2

t ,P). Deste aoplamento, obtemos que:
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Para x > 0

|νρ,λ(−x)| ≥ |Mνρ
0 (−x)|

e

|νρ,λ(x)| = α2(x)

o que implia que para todo t

Z
νρ,λ
t ≤ Z0(t)

Dado G0(0) = k <∞, aresentamos uma partíula de segunda lasse a νρ,λ

em Z−k−1(0). Observe que isto não afeta Z
νρ,λ
t e, denotando por ZG(t) a posição

no tempo t desta partíula de segunda lasse, temos que ZG(t) = Z−k−1(t) para

todo t. Como Z
νρ,λ
t ≥ ZG(t), segue que

Z−k−1(t) ≤ Z
νρ,λ
t ≤ Z0(t) (3.3)

Da onde onluimos que Z
νρ,λ
t é um hoque mirosópio assoiado ao pro-

esso (M
νρ,λ
t )t≥0.

Por �m, para todo t ≥ 0, seja Jt = Z0(t) − Z−k−1(t). Da equação (3.3)

obtemos que |Zνρ,λt − Z0(t)| ≤ Jt. Como o proesso multilasse se enontra em

equilíbrio, segue que a familía de variáveis (Jt)t≥0 é identiamente distribuída

om a mesma lei de |Z−k−1(0)|, que é �nita om probabilidade 1 e possui todos

os momentos �nitos.

�

Fluxo de partíulas de segunda lasse no equilíbrio

Uma propriedade dos proessos Eξ e Wξ é onservar a monotoniidade da

medida iniial. Vale que

Proposição 3.2. Seja λ > ρ > 0. Se Sξ([z, x]) ≥ 0 para todo z ≤ x, então

Eξ([r, t]) ≤ 0 para todo r ≤ t. Em partiular, Wξ([r, t]) ≤ 0 para todo r ≤ t.

Prova da Proposição 3.2

Considere o aoplamento básio (Mµλ
t ,M

µρ
t )t≥0 de dois proessos de Ham-

mersley de�nidos em R om densidades λ e ρ, onde µλ ≥ µρ, ie, para todo y ≤ x
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Sλ([y, x]) ≥ Sρ([y, x]).

Seja t̄ = inf{t ≥ 0 : Eλ([0, t]) > 0}. É su�iente mostrarmos que Eρ([0, t̄]) >

0. Seja y < 0 a posição da partíula imediatamente à esquerda da origem no

tempo t̄ no proesso (Mµλ
t )t≥0. Como Mµλ

t̄−
≥ M

µρ
t̄−
, temos que M

µρ
t̄−

(y) = 0.

Assim, a primeira partíula à direita da origem no proesso (M
µρ
t )t≥0 é que salta

para o ponto y no tempo t̄. Logo, Eρ([0, t̄]) ≥ 1 e segue o resultado.

�

Um importante orolário da proposição aima é que as medidas invariantes

dos �uxos vertiais Eξ eWξ também podem ser onstruídas omo saídas de �las.

Corolário 3.1. Seja (N t
φ))t≥0 um proesso de Hammersley multilasse lássio

om 2 lasses de partíulas om medida invariante de taxas positivas (λ1, λ2)

para partíulas de primeira e segunda lasse respetivamente. Exφ(t) o �uxo

multilasse pelo ponto x ∈ R no tempo t > 0 para este proesso. Temos que

Exφ(t) pode ser representado omo a saída de uma �la M/M/1 da mesma forma

que N t
φ mas om taxas ( 1

λ1
− 1

λ1+λ2
, 1
λ1+λ2

).

Prova do Corolário 3.1.

Pela de�nição de proesso multilasse, sabemos que existe um proesso ao-

plado N t
ψ = (N t

1, N
t
2) que gera univoamente o proesso multilasse, ujas mar-

ginais têm densidades (λ1, λ1 + λ2) e satisfaz N
t
1 ≤ N t

2. Como o proesso mul-

tilasse (N t
φ))t≥0 é invariante, então a lei de ada marginal do proesso N t

ψ =

(N t
1, N

t
2) é Poisson. Logo as marginais do �uxo por x, Exφ(t) = (Ex1 (t), E

x
2 (t)),

também são Poisson om taxas ( 1
λ1+λ2

, 1
λ1
) (ver [9℄). Como N t

1 ≤ N t
2, segue da

proposição 3.2 que Ex2 (t) ≤ Ex1 (t). Desta forma, o proesso (Ex2 (t), E
x
1 (t))x∈R é

um proesso aoplado em equilíbrio que gera univoamente um proesso multi-

lasse de taxas ( 1
λ1

− 1
λ1+λ2

, 1
λ1+λ2

).

�

Medida invariante multilasse

Nesta seção daremos uma desrição das medida invariantes do proesso mul-

tilasse om n lasses de partíulas.

As únias medidas invariantes extremas são obtidas omo a saída de um sis-
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tema de n− 1 �las em série om n lasses de lientes. A desrição do sistema é

a seguinte: lientes de primeira lasse hegam à primeira �la omo um proesso

de Poisson de taxa ρ1. Para ada �la k om k de 1 a n − 1, existe uma quan-

tidade in�nita de lientes de lasse k + 1 esperando por atendimento. Quando

um liente de lasse i é atendido na �la k, ele passa para a próxima �la ou sai

do sistema aso k = n − 1. O atendimento segue a regra FIFO (First in �rst

out) para lientes de mesma lasse, ou seja, o primeiro a hegar é o primeiro a

sair. Clientes de lasse i têm prioridade no atendimento om relação a lientes

de lasses maiores. Assim, por exemplo, quando um liente de segunda lasse

hega na segunda �la, ele é atendido antes dos lientes de tereira lasse que

lá estavam. Por �m, as taxas de serviço do servidor da �la k são exponeniais

independentes de parâmetros ρk. Como todas as �las sempre possuem lientes

esperando por atendimento, temos que os proessos de saídas são proessos de

Poisson om taxas ρ2, ...ρn. De imediato, apliando o teorema de Burke suessi-

vas vezes, obtemos que a distribuição marginal dos lientes de primeira lasse é

um proesso de Poisson de densidade ρ1. O mesmo não oorre para os lientes

das outras lasses, já que as hegadas deles no sistema não é um proesso de

Poisson homogêneo. Podemos ver que os lientes de lasse k (de 2 a n) hegam

na �la k + 1 nos momentos dos serviços não utilizados pelos lientes de lasse

menor que k. Podemos observar que nesta medida, lientes de lasse maior que

1 não estão distribuídos uniformemente pelo espaço, o que oorre om os lientes

de primeira lasse. Eles possuem uma erta tendênia de se agrupar, formando

pequenos lusters ujos tamanhos têm distribuição geométria.
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Para provar que de fato a medida aima é invariante para o proesso ψt, Fer-

rari e Martin [16℄ utilizaram o Proesso Multilinha. Seja αt = (Mα1

t , ...,Mαn
t ),

onde as margimais são proessos de Hammersley aoplados da seguinte maneira:

Mαn
t é governado pelo proesso de Poisson bidimensional P de taxa 1, que é

independente da on�guração iniial α = α0. Agora, denotando por D(Pi) os

pontos duais do proesso Mαi
t , temos que para todo i ∈ {1, ..., n − 1}, Mαi

t é

governado pelos pontos D(Pi+1), de�nidos suessivamente para i de n até 2. O

teorema de Burke garante que os proessos D(Pi+1) são Poisson bidimensionais

de taxa 1 e, portanto, as marginais Mα1

t , ...,Mα1

n são de fato proessos de Ham-

mersley sempre que a on�guração iniial de α for um produto de proessos de

Poisson homogêneos.
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Capítulo 4

Teorema Central do Limite

O prinipal resultado deste apítulo é um teorema entral do limite para

o hoque mirosópio Z
νρ,λ
t . A prova se baseia no fato que as �utuações de

ordem 2 do �uxo de partíulas Lλ dependem apenas da ondição iniial na es-

ala difusiva

√
t. Este fato segue omo orolário de um importante resultado de

Cator e Groeneboom [9℄ e da proposição à seguir. Uma versão para o modelo

de perolação de última passagem pode ser vista em [11℄.

Proposição 4.1. Seja (Mν
t )t≥0 um proesso de Hammersley om medida iniial

ν e uja dinâmia é determinada pelo proesso de Poisson bidimensional P de

taxa 1. Suponha ν invariante por translação e que ν e P são independentes.

Então, para toda veloidade V ∈ R temos

Lν(x, t)− ν(x− V t)
D
=Lν(V t, t)

em lei.

Prova :

Segue da de�nição que o �uxo é aditivo. Assim, omo ν também é aditiva,

temos

Lν(x, t) = ν(x) + Lν
(

(x, 0), (x, t)
)

= ν(x− V t) + ν((x− V t, x]) + Lν
(

(x, 0), (x, t)
)

da onde

Lν(x, t)− ν(x− V t) = ν((x− V t, x]) + Lν
(

(x, 0), (x, t)
)
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Pela invariânia por translações de ν e de P e pela independênia destes,

segue que

Lν(x, t)− ν(x− V t) = ν((x− V t, x]) + Lν
(

(x, 0), (x, t)
)

D
= ν(V t) + Lν

(

(V t, 0), (V t, t)
)

= Lν(V t, t)

onde a igualdade do meio é em distribuição.

�

Cator e Groeneboom [9℄ provaram que a ordem orreta da variânia do �uxo

ao longo da direção araterístia é t2/3, mais preisamente vale que

0 < lim inf
t→∞

VarLλ
(

t
λ2
, t
)

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

VarLλ
(

t
λ2
, t
)

t
2

3

<∞ . (4.1)

Assim, obtemos omo orolários da proposição (4.1) os seguintes resultados:

Teorema 4.1. (In�uênia da ondição iniial)

Seja x ∈ R e t ≥ 0. Seja Lλ(x, t) o �uxo da origem a (x, t) em um proesso de

Hammersley om medida iniial νλ Poisson de taxa λ. Então

0 < lim inf
t→∞

E
(

Lλ(x, t)− νλ(x− t
λ2
)− 2t

λ

)2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

E
(

Lλ(x, t)− νλ(x− t
λ2
)− 2t

λ

)2

t
2

3

<∞

Prova : Vimos no apítulo 2 que ELλ(x, t) = S(x) +Ex(t) = λx+ t
λ . Segue da

proposição 4.1 que

E

(

Lλ(x, t)− νλ(x− t

λ2
)− 2t

λ

)2

= VarLλ

(

t

λ2
, t

)

O resultado agora segue de (4.1). �
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Corolário 4.1. (Teorema Central do Limite para Lλ)

Seja {(zt, t) : t ≥ 0} um aminho determinístio tal que limt→∞
zt
t = a. Então

lim
t→∞

Var
(

Lλ(zt, t)
)

t
= σ2 := |aλ− 1

λ
| . (4.2)

Além disso, se a 6= λ−2
então

lim
t→∞

P
(

Lλ(zt, t) ≤ λzt +
t

λ
+ (σ

√
t)u
)

= P(N ≤ u) , (4.3)

onde N é uma variável Normal padrão.

Prova : Segue do teorema 4.1 que

lim
t→∞

E
(

Lλ(zt, t)− νλ(zt − t
λ2
)− 2t

λ

)2

t
= 0 (4.4)

e portanto

lim
t→∞

Var
(

Lλ(zt, t)
)

t
= lim

t→∞

Var
(

νλ(zt − t
λ2
)
)

t

= |aλ− 1

λ
|

Como νλ é um proesso de Poisson de taxa λ, se a 6= λ−2
então νλ(zt − t

λ2
)

satisfaz o teorema entral do limite. Junto om (4.4) isto implia (4.3).

�

Seja Xt a posição no tempo t de uma partíula marada oloada na origem

de um proesso de Hammersley om medida iniial invariante νλ. Como on-

sequênia do último orolário obtemos um teorema entral do limite para Xt.

A partíula marada é um onheido proesso de Markov [24℄ e seu omporta-

mento é de erto modo mais simples que os das partíulas de lasses maiores.

Nosso prinipal interesse aqui é introduzir o método da prova que será utilizado

adiante para a partíula de segunda lasse. Para tanto, utilizaremos a seguinte
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relação que deriva da de�nição de Lλ(x, t):

Lλ(x, t) =











−Mνλ
t ((x,Xt]) se x < Xt

0 se x = Xt

Mνλ
t ((Xt, x]) se x > Xt

(4.5)

Teorema 4.2. (Teorema Central do Limite para a partíula marada no equi-

líbrio)

lim
t→∞

P

(

Xt ≤ − t

λ2
+
(

√
2t√
λ3

)

u

)

= P(N ≤ u) ,

onde N é uma variável Normal padrão.

Prova : Segue de (4.5) que para todo x ∈ R

[Xt ≤ x] = [Lλ(x, t) ≥ 0]

Fixe u ∈ R e de�na zt := − t
λ2 +

√
2t√
λ3
u. Para t grande o su�iente, temos

que zt < 0. Neste aso Lλ(zt, t) = S(zt) +W (t) . Logo,





Xt +
t
λ2√

2t√
λ3

≤ u



 = [Xt ≤ zt]

= [Lλ(zt, t) ≥ 0]

= [Lλ(zt, t)− ELλ(zt, t) ≥ −ELλ(zt, t)]

= [Lλ(zt, t)− ES(zt)− EW (t) ≥ −ES(zt)− EW (t)]

=

[

Lλ(zt, t)−
√
2t√
λ
u ≥ −

√
2t√
λ
u

]

=



−
Lλ(zt, t)−

√
2t√
λ
u

√
2t√
λ

≤ u





(4.6)

Como S(zt) e W (t) são proessos de Poisson independentes, para zt < 0

temos que VarLλ(zt, t) =
2t
λ −

√
2t√
λ
u e pelo orolário 4.1 segue que

28



CAPÍTULO 4. TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

lim
t→∞

Lλ(zt, t)−
√
2t√
λ
u

√

2t
λ −

√
2t√
λ
u

D
=N

em lei.

Como

√

2t
λ
−

√
2t√
λ
u

√
2t√
λ

→ 1 quando t → ∞, então

lim
t→∞

−
Lλ(zt, t)−

√
2t√
λ
u

√
2t√
λ

= lim
t→∞

−
Lλ(zt, t)−

√
2t√
λ
u

√

2t
λ −

√
2t√
λ
u





√

2t
λ −

√
2t√
λ
u

√
2t√
λ





D
= −N
D
= N (4.7)

Portanto, segue de (4.6) e (4.7) que

lim
t→∞

P

(

Xt ≤ − t

λ2
+
(

√
2t√
λ3

)

u

)

= P(N ≤ u)

�

Provaremos agora o prinipal resultado desta seção que diz respeito às �u-

tuações de segunda ordem do hoque mirosópio Z
νρ,λ
t . A demonstração a

seguir é uma adaptação da prova do teorema entral do limite que aabamos de

mostrar para a partíula de primeira lasse.

Teorema 4.3. (Teorema Central do Limite para o hoque)

Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partíula de segunda lasse oloada na

origem de um proesso de Hammersley om medida iniial no regime de hoque

νρ,λ Poisson de taxa ρ à esquerda da origem e Poisson de taxa λ à direita da

origem, om ρ < λ. Então

lim
t→∞

P

(

Z
νρ,λ
t ≤ t

λρ
+ (η

√
t)u

)

= P(N ≤ u) , (4.8)

onde N é uma variável Normal padrão e η :=
√
2√

λρ
√
λ−ρ .
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Lema 4.1. Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partíula de segunda lasse

iniialmente oloada na origem de um proesso de Hammersley om medida

iniial νλ,ρ, ie, Poisson de taxa λ > 0 a direita da origem e Poisson de taxa

ρ > 0 a esquerda da origem, onde λ > ρ. Então, para todo x ≥ 0

P
(

Z
νρ,λ
t ≤ x

)

= P (Lλ(x, t) ≥ Lρ(x, t)) .

Prova : Realizamos o aoplamento básio de três proessos de Hammersley

(M
νρ
t )t≥0, (M

νλ
t )t≥0 e (M

νρ,λ
t )t≥0 de modo que as partíulas de M

νρ
0 à esquerda

da origem oinidam om as partíulas de M
νρ,λ
0 à esquerda da origem e as

partíulas de Mνλ
0 à direita da origem oinidam om as partíulas de M

νρ,λ
0 à

direita da origem. Do aoplamento, obtemos que Z
νρ,λ
t = Z0(t) . Agora, (2.7) e

a de�nição de Lξ impliam que

[Z0(t) ≤ x] = [Lξ(x, t) ≥ 0]

= [Lλ(x, t) ≥ Lρ(x, t)]

e portanto

P
(

Z
νρ,λ
t ≤ x

)

= P (Z0(t) ≤ x) = P (Lλ(x, t) ≥ Lρ(x, t))

�

Lema 4.2. Seja

σ :=

√
λ− ρ√
λρ

, η :=

√
2√

λρ
√
λ− ρ

e zt :=
1

λρ
t+ uη

√
t .

De�na as variáveis

∆λ(t) :=
Lλ(zt, t)−

(

λzt +
t
λ

)

σ
√
t

e

∆ρ(t) :=
Lρ(zt, t)−

(

ρzt +
t
ρ

)

σ
√
t

.

Então

[Lλ(zt, t) ≥ Lρ(zt, t)] =

[

∆ρ(t)−∆λ(t)√
2

≤ u

]

.
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Prova : Usando as de�nições aima e fazendo as substituições obtemos:

[

∆ρ(t)−∆λ(t)√
2

≤ u

]

=
[

∆ρ(t)−∆λ(t) ≤ u
√
2
]

=

[

Lρ(zt, t)− Lλ(zt, t) + (λ− ρ)zt +
t

λ
− t

ρ
≤ uσ

√
2
√
t

]

=
[

Lρ(zt, t)− Lλ(zt, t) + u(λ− ρ)η
√
t ≤ uσ

√
2
√
t
]

=
[

Lρ(zt, t)− Lλ(zt, t) + uσ
√
2
√
t ≤ uσ

√
2
√
t
]

= [Lρ(zt, t)− Lλ(zt, t) ≤ 0]

= [Lλ(zt, t) ≥ Lρ(zt, t)]

�

Prova do Teorema 4.3 Pelos lemas (4.1) e (4.2), para mostrar (4.8) é su�-

iente provar que

∆ρ(t)−∆λ(t)√
2

D→N em lei.

De�na

Aρt :=
Lρ(zt, t)− [νρ(zt − 1/ρ2) + 2

ρ t]

σ
√
2
√
t

Aλt :=
Lλ(zt, t)− [νλ(zt − 1/λ2) + 2

λ t]

σ
√
2
√
t

Bρ
t :=

[νρ(zt − 1/ρ2) + 2
ρ t]− E[νρ(zt − 1/ρ2) + 2

ρ t]

σ
√
2
√
t

Bλ
t :=

[

νλ(zt − 1/λ2) + 2
λ t
]

− E[νλ(zt − 1/λ2) + 2
λ t]

σ
√
2
√
t
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Temos que

∆ρ(t)−∆λ(t)√
2

= (Aρt −Aλt )− (Bρ
t −Bλ

t ).

Agora, para t→ ∞ segue do teorema 4.1 que

E[(Aρt )
2] → 0, E[(Aλt )

2] → 0

Assim, E[(Aρt −Aλt )
2] → 0.

Pelo teorema entral do limite para o proesso de Poisson temos

√
2Bρ

t
D→N e

√
2Bλ

t
D→N em lei.

Observe que para t grande su�iente, zt− 1
λ2
> 0 e zt− 1

ρ2
< 0, o que implia

que para s e t grandes o su�iente, Bρ
t e Bλ

s são independentes. Logo, Bλ
t −Bρ

t

onverge para N em lei.

A a�rmação (4.8) segue agora do teorema de Slutsky.
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Capítulo 5

Coe�iente de difusão

Neste apítulo alulamos o oe�iente de difusão do hoque limt→∞
VarZ

νρ,λ
t

t

para o proesso de Hammersley. Nossa prova se baseia na onheida relação en-

tre o �uxo de partíulas de segunda lasse Lξ e a posição da partíula marada

de segunda lasse no proesso de duas lasses Z0(t). Obtemos essa relação de

dois modos distintos: o primeiro pode ser utilizado para obter relações análogas

em outros proessos totalmente assimétrios e o segundo se extende para o aso

do proesso de Hammmersley parialmente assimétrio.

A seguinte proposição relaiona �uxo om a posição da partíula marada e

pode ser adaptada para uma lasse grande de proessos totalmente assimétrios

om onservação de massa. Esta relação é útil para alular de maneira sim-

ples os momentos de uma partíula marada e também pode ser utilizada para

partíulas maradas de lasses maiores.

Considere um proesso de Hammersley om medida iniial µ. Seja Xa
t a

posição no tempo t de uma partíula marada uja posição iniial a é um ponto

de µ. De�na a variável χµt (x) := sup{a ∈ R : Xa
t ≤ x, µ({a}) = 1}. Temos:

Proposição 5.1. Seja (Mν′
t )t≥0 um proesso de Hammersley lássio om me-

dida iniial ν ′ igual a ν fora da origem e aresida de uma partíula na origem,

uja posição no tempo t denotaremos por X0
t . Então,

Lν′(x, t) = ν ′(χν
′

t (x)) (5.1)

e para quaisquer f ontínua e y < 0

E
[

f(ν ′(χν
′

t (x)))|χν
′

t (x) = y
]

= E
[

f(ν ′(y))
]

(5.2)
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Além disso, se ν é invariante por translações, temos

χν
′

t (x)
D
= x−X0

t (5.3)

(

χν
′

t (x)−
D
= (x−X0

t )−
)

em lei.

Prova :

Como o sistema se mantém ordenado, temos que

ν ′(χν
′

t (x)) =











−Mν′
t ((x,X0

t ]) se x < X0
t

0 se x = X0
t

Mν′
t ((X0

t , x]) se x > X0
t

Junto om (4.5) obtemos

Lν′(x, t) = ν ′(χν
′

t (x))

Agora, seja f ontínua e y < 0, a equação

E
[

f(ν ′(χν
′

t (x)))|χν
′

t (x) = y
]

= E
[

f(ν ′(y))
]

segue da de�nição de χν
′

t (x) e do fato da trajetória de uma partíula mar-

ada qualquer (Xa
t )t≥0 depender apenas da on�guração à sua esquerda (pois

os saltos são da direita para a esquerda). Observe que dada uma realização onde

χν
′

t (x) = y < 0, então se �xarmos P e ν((−∞, y]) mas modi�armos ν((y,+∞)),

temos que χν
′

t (x) não se altera.

Por �m, observe que [X0
t ≤ x] se e somente se [χν

′

t (x) ≥ 0]. Assim,

[x−X0
t ≥ h] = [−X0

t ≥ h− x]

= [X0
t ≤ x− h]

= [χν
′

t (x− h) ≥ 0]

Agora, se transladarmos a origem de 0 para −h e denotarmos por π−h(ν)′

a nova medida iniial (ν transladada por −h e aresida de uma partíula na
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nova origem), então

[χν
′

t (x− h) ≥ 0] = [χ
π−h(ν)

′

t (x− h) ≥ h]

Pela invariânia por translações da ν e da dinâmia, segue que χ
π−h(ν)

′

t (x−
h)

D
=χν

′

t (x) em lei. Logo,

x−X0
t = χ

π−h(ν)
′

t (x− h)
D
= χν

′

t (x)

em lei. �

Como apliação da proposição 5.1 alularemos a variânia da partíula mar-

ada e a esperança do hoque no proesso de Hammersley. Começamos om a

partíula marada.

Teorema 5.1. Seja Xt a posição no tempo t da partíula marada oloada na

origem no tempo 0 em um proesso de Hammersley em equilíbrio om medida

iniial ν Poisson de intensidade λ. Então para todo t ≥ 0,

EXt = − t

λ2

e

VarXt =
2t

λ3

Prova : Começaremos om a esperança. Segue da proposição 5.1 que

E (Lλ(x, t)−) = E (ν(χt(x)−))

= E [E (ν(χt(x)−)|χt(x)−)]
= E [λχt(x)−]

= λE [(x−Xt)−]

Agora observe que |Lλ(x, t)− − Lλ(x, t)| = |Lλ(x, t)+| ≤ |Lλ(x, t)| e que

Lλ(x, t)+ derese a 0 quase ertamente quando x derese para menos in�nito.
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Assim, pelo teorema da onvergênia dominada

lim
x→−∞

E (Lλ(x, t)−)− E (Lλ(x, t)) = 0

Como para todo y ∈ R temos limx→−∞ 1[Xt>x](y) = 1 quase ertamente, então

também segue pelo teorema da onvergênia dominada que

lim
x→−∞

E [(x−Xt)−]− E [x−Xt] = 0

o que implia

lim
x→−∞

λE [x−Xt]− E (Lλ(x, t)) = 0

Como para x < 0

E (Lλ(x, t)) = E (S(x) +W (t))

= λx+
t

λ

segue que

lim
x→−∞

λx− λE [Xt]− λx− t

λ
= 0

e portanto

E (Xt) = − t

λ2

Da mesma maneira podemos alular o segundo momento.

Da proposição 5.1 segue que

E
(

Lλ(x, t)
2
−
)

= E
(

ν(χt(x)−)
2
)

= E
[

E
(

ν(χt(x)−)
2|χt(x)−

)]

= E
[

λ2χt(x)
2
− + λχt(x)−

]

= λ2E
[

[(x−Xt)−]
2
]

+ λE [(x−Xt)−]

Agora observe que |Lλ(x, t)2−−Lλ(x, t)2| ≤
(

Lλ(x, t)−−Lλ(x, t)
)2

= Lλ(x, t)
2
+

e que Lλ(x, t)+ derese a 0 quase ertamente quando x derese para menos

in�nito. Assim, pelo teorema da onvergênia dominada

lim
x→−∞

E
(

Lλ(x, t)
2
−
)

− E
(

Lλ(x, t)
2
)

= 0

Como para todo y ∈ R temos limx→−∞ 1[Xt>x](y) = 1 quase ertamente, então

36



CAPÍTULO 5. COEFICIENTE DE DIFUS�O

também segue pelo teorema da onvergênia dominada que

lim
x→−∞

E
[

[(x−Xt)−]
2
]

− E
[

(x−Xt)
2
]

= 0

o que implia

lim
x→−∞

λ2E
[

(x−Xt)
2
]

+ λE [x−Xt]− E
(

Lλ(x, t)
2
)

= 0

Para x < 0 e t ≥ 0, Lλ(x, t) = S(x) +W (t). Como S(x) e W (t) são indepen-

dentes, temos

E
(

Lλ(x, t)
2
)

= E
(

S(x)2 + 2S(x)W (t) +W (t)2
)

= E
(

S(x)2
)

+ 2E (S(x))E (W (t)) + E
(

W (t)2
)

= λ2x2 + λx+ 2λx
t

λ
+
t2

λ2
+
t

λ

= λ2x2 + λx+ 2xt+
t2

λ2
+
t

λ

segue que

0 = lim
x→−∞

λ2E
[

(x−Xt)
2
]

+ λE [x−Xt]− E
(

Lλ(x, t)
2
)

= lim
x→−∞

λ2E
[

(x−Xt)
2
]

+ E [Lλ(x, t)]− E
(

Lλ(x, t)
2
)

= lim
x→−∞

λ2x2 + 2λ2x
t

λ2
+ λ2E

[

X2
t

]

+ λx+
t

λ
− λ2x2 − λx− 2xt− t2

λ2
− t

λ

= λ2E
[

X2
t

]

− 2t

λ
− t2

λ2

e portanto

E
(

X2
t

)

=
2t

λ3
+
t2

λ4

Subtraindo o quadrado da esperança, temos que

VarXt =
2t

λ3

�

A proposição 5.1 também vale para partíulas maradas de segunda lasse

no proesso de Hammersley multilasse. Para tanto, onsidere um proesso de

Hammersley de duas lasses om medida iniial (νλ, νξ) e de�na Z
a
t a posição

no tempo t de uma partíula marada de segunda lasse uja posição iniial a é
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um ponto de µξ. De�na a variável ζ
µξ
t (x) := sup{a ∈ R : Zat ≤ x, µξ({a}) = 1}.

Proposição 5.2. De�na νλ := νρ + νξ onde νρ e νξ são dois proessos de

Poisson independentes em R om taxas ρ e (λ− ρ) respetivamente. Aresente

uma partíula na origem à νξ (e onsequentemente à νλ). Denote essas novas

medidas por ν ′ξ e ν
′
λ O aoplamento (M

νρ
t ,M

ν′
λ
t )t≥0 de�ne um sistema de hoque

onde Z
νρ,λ
t = Z0(t). Temos que

Lξ(x, t) = ν ′ξ(ζ
ν′
ξ

t (x)) (5.4)

e para quaisquer f ontínua e y ≥ 0

E
[

f(ν ′ξ(ζ
ν′
ξ

t (x)))|ζν
′
ξ

t (x) = y
]

= E
[

f(ν ′ξ(y))
]

(5.5)

Além disso,

ζ
ν′
ξ

t (x)
D
= x− Z0

t (5.6)

(

ζ
ν′
ξ

t (x)+
D
= (x− Z0

t )+
)

em lei.

Omitiremos a prova por ser igual à da proposição 5.1. Como antes, podemos

utilizar esta relação para estudar os momentos de Z
νρ,λ
t . Por exemplo, temos

Proposição 5.3. Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partíula de segunda

lasse isolada oloada na origem no tempo 0 em um proesso de Hammersley em

equilíbrio om medida iniial de hoque νρ,λ, Poisson de intensidade λ à direita

da origem e Poisson de intensidade ρ à esquerda da origem, om λ > ρ > 0.

Então para todo t ≥ 0,

EZ
νρ,λ
t =

t

λρ

Prova :

Segue da proposição 5.2 que

38
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E (Lξ(x, t)+) = E (νξ(ζt(x)+))

= E [E (νξ(ζt(x)+)|ζt(x)+)]
= E [(λ− ρ)ζt(x)+]

= (λ− ρ)E
[

(x− Z
νρ,λ
t )+

]

Agora observe que |Lξ(x, t)+ − Lξ(x, t)| = |Lξ(x, t)−| ≤ |Lξ(x, t)| e que

Lξ(x, t)− derese a 0 quase ertamente quando x rese para in�nito. Assim,

pelo teorema da onvergênia dominada

lim
x→∞

E (Lξ(x, t)+)− E (Lξ(x, t)) = 0

Como para todo y ∈ R temos limx→∞ 1
[Z

νρ,λ
t ≤x](y) = 1 quase ertamente, então

também segue pelo teorema da onvergênia dominada que

lim
x→∞

E
[

(x− Z
νρ,λ
t )+

]

− E
[

x− Z
νρ,λ
t

]

= 0

o que implia

lim
x→∞

(λ− ρ)E
[

x− Z
νρ,λ
t

]

− E (Lξ(x, t)) = 0

Como

E (Lξ(x, t)) = E (Lλ(x, t)− Lρ(x, t))

= E (Sλ(x)− Eλ(t))− E (Sρ(x)− Eρ(t)) (5.7)

= (λ− ρ)
(

x− t

λρ

)

segue que

lim
x→∞

(λ− ρ)x− (λ− ρ)E
[

Z
νρ,λ
t

]

− (λ− ρ)
(

x− t

λρ

)

= 0

e portanto

E
(

Z
νρ,λ
t

)

=
t

λρ

�

A variânia do �uxo de partíulas de segunda lasse não é tão simples de

39



CAPÍTULO 5. COEFICIENTE DE DIFUS�O

se obter omo a variânia do �uxo de primeira lasse. O próximo teorema

nos dá uma boa aproximação. Para o aso da medida invariante multilasse,

mostraremos uma fórmula exata no apítulo 6.

Teorema 5.2. Seja {(zt, t) : t ≥ 0} um aminho determinístio, então

0 < lim inf
t→∞

E

(

Lξ(zt, t)−
[

νλ(zt − t
λ2
) + 2t

λ − νρ(zt − t
ρ2
)− 2t

ρ

])2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

E

(

Lξ(zt, t)−
[

νλ(zt − t
λ2
) + 2t

λ − νρ(zt − t
ρ2
)− 2t

ρ

])2

t
2

3

<∞

Prova do Teorema 5.2.

De�na

m := lim inf
t→∞

VarL1(t, t)

t
2

3

e

M := lim sup
t→∞

VarL1(t, t)

t
2

3

Sabemos pela proposição 4.1 que para qualquer γ > 0, Lγ(zt, t) − νγ(zt −
t
γ2
)
D
=Lγ(

t
γ2
, t) em lei. Como a apliação (x, t) 7→ (γx, tγ ) transforma um pro-

esso de Hammersley de taxa γ em um proesso de Hammersley de taxa 1 temos

que Lγ(x, t)
D
=L1(γx,

t
γ ) em lei. Assim,

Lγ(zt, t)− νγ(zt −
t

γ2
)
D
=Lγ(

t

γ2
, t)

D
=L1(

t

γ
,
t

γ
)

em lei
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Como

lim inf
t→∞

E

(

Lγ(zt, t)− νγ(zt − t
γ2
)− 2t

γ

)2

t
2

3

= lim inf
t→∞

1

γ
2

3

VarL1(
t
γ ,

t
γ )

( tγ )
2

3

=
m

γ
2

3

e

lim sup
t→∞

E

(

Lγ(zt, t)− νγ(zt − t
γ2
)− 2t

γ

)2

t
2

3

= lim sup
t→∞

1

γ
2

3

VarL1(
t
γ ,

t
γ )

( tγ )
2

3

=
M

γ
2

3

De�na

Aρt := Lρ(zt, t)− νρ(zt −
t

ρ2
)− 2t

ρ

Aλt := Lλ(zt, t)− νλ(zt −
t

λ2
)− 2t

λ
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Segue da desigualdade triangular e do teorema 4.1 que

0 <

(

1

λ
1

3

− 1

ρ
1

3

)2

m

= lim inf
t→∞

(

[

E
(

Aλt
)2
]

1

2 −
[

E (Aρt )
2
]

1

2

)2

t
2

3

≤ lim inf
t→∞

E

(

Lξ(zt, t)−
[

νλ(zt − t
λ2 ) +

2t
λ − νρ(zt − t

ρ2 )−
2t
ρ

])2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

E

(

Lξ(zt, t)−
[

νλ(zt − t
λ2 ) +

2t
λ − νρ(zt − t

ρ2 )−
2t
ρ

])2

t
2

3

≤ lim sup
t→∞

(

[

E
(

Aλt
)2
]

1

2

+
[

E (Aρt )
2
]

1

2

)2

t
2

3

=

(

1

λ
1

3

+
1

ρ
1

3

)2

M <∞

�

Utilizando o teorema aima e a proposição 5.2 podemos proeder de modo

análogo ao utilizado para a partíula de primeira lasse para obtermos o oe�-

iente de difusão do hoque. Entretanto, se quisermos alular o oe�iente de

difusão do hoque para proessos em que a partíula de segunda lasse salta para

os dois lados omo no aso do ASEP, a proposição 5.2 não seria mais válida pois

o proesso de partíulas de segunda lasse não é totalmente assimétrio neste

aso. Para proessos parialmente assimétrios, se a medida iniial for Poisson

ou produto, podemos utilizar uma ténia introduzida por Ferrari e Fontes [14℄

para o ASEP e adaptada para o proesso de Hammersley por Coletti, Ferrari e

Pimentel [12℄ para relaionar os momentos do �uxo om os momentos da par-

tíula marada. A seguir provaremos uma versão da prova de Coletti, Ferrari e

Pimentel [12℄ para o aso (parialmente) assimétrio.

Seja λ > ρ > 0. De�na νλ := νρ + νξ onde νρ e νξ são dois proessos de

Poisson independentes em R om taxas ρ e (λ− ρ) respetivamente. Para essa

medida iniial o �uxo de partíulas de segunda lasse satisfaz o seguinte:
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Lema 5.1. Para todo x ∈ R e t ≥ 0,

ELξ(x, t)+ =
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+
(5.8)

e

ELξ(x, t)− =
(

λ− ρ
)

E
(

Z
νρ,λ
t − x

)

+
(5.9)

Prova do Lema 5.1. segue da de�nição que

Lξ(x, t)+ =

∫ ∞

0
1{Zy(t) ≤ x}νξ(dy)

em que Zy(t) denota a posição no tempo t da partíula de segunda lasse que

iniialmente se enontra em y ∈ [0,∞]. Pelo teorema de Slyvnjak-Meke e pela

invariânia por translações da medida iniial temos

ELξ(x, t)+ =
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

Zy(t) ≤ x
)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

Z
νρ,λ
t ≤ x− y

)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

Z
νρ,λ
t − x ≤ −y

)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

x− Z
νρ,λ
t ≥ y

)

dy

=
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+

Analogamente

ELξ(x, t)− =
(

λ− ρ
)

∫ 0

−∞
P
(

Zy(t) > x
)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ 0

−∞
P
(

Z
νρ,λ
t > x− y

)

dy

=
(

λ− ρ
)

∫ ∞

0
P
(

Z
νρ,λ
t − x > z

)

dz

=
(

λ− ρ
)

E
(

Z
νρ,λ
t − x

)

+

�
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Uma idéia análoga funiona para alularmos Var
(

Z
νρ,λ
t

)

. Para o aso to-

talmente assimétrio, temos:

Proposição 5.4. (Coletti, Ferrari e Pimentel [12℄)

Para todo x, t ≥ 0

VarLξ(x, t)+ =
(

λ− ρ
)

(

x−
∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)

+
(

λ− ρ
)2
(

∫ x

0
2zP

(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz −
(

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)2)

Provaremos o aso assimétrio a seguir.

Proposição 5.5. Para todo x ∈ R e t ≥ 0

VarLξ(x, t)+ =
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+
+
(

λ− ρ
)2
Var
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+

Prova da Proposição 5.5

Seja Zy(t) a posição no tempo t da partíula de segunda lasse que inii-

almente se enontra em y ∈ [0,∞]. Observe que se ȳ ≤ y e Zy(t) ≤ x então

Zȳ(t) ≤ x. Assim, do mesmo modo que fazemos om o quadrado da soma de

funções om valores em {0, 1}, temos

Lξ(x, t)
2
+ = Lξ(x, t)+ + 2

∫ ∞

0

∫ y

0
1{Zy(t) ≤ x}νξ(dȳ)νξ(dy)

Pelo teorema de Slyvnjak-Meke e pela invariânia por translações da medida

iniial, a esperança da integral dupla na equação aima é dada por

E

(

2

∫ ∞

0

∫ y

0
1{Zy(t) ≤ x}νξ(dȳ)νξ(dy)

)

=
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0

∫ y

0
2P
(

Zy(t) ≤ x
)

dȳdy

=
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0

∫ y

0
2P
(

Z
νρ,λ
t ≤ x− y

)

dȳdy

=
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0
2yP

(

Z
νρ,λ
t ≤ x− y

)

dy

=
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0
2yP

(

x− Z
νρ,λ
t ≥ y

)

dy
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Portanto pelo lema 5.1, temos

VarLξ(x, t)+ = E

(

[Lξ(x, t)+]
2
)

−
(

ELξ(x, t)+

)2

= E

(

Lξ(x, t)+

)

+
(

λ− ρ
)2
∫ ∞

0
2yP

(

x− Z
νρ,λ
t ≥ y

)

dy

−
(

ELξ(x, t)+

)2

=
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+

+
(

λ− ρ
)2[
∫ ∞

0
2yP

(

x− Z
νρ,λ
t ≥ y

)

dy − E
[

(x− Z
νρ,λ
t

)

+
]2
]

=
(

λ− ρ
)

E
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+
+
(

λ− ρ
)2
Var
(

x− Z
νρ,λ
t

)

+

�

Deste resultado obtemos o seguinte teorema para o hoque Z
νρ,λ
t no proesso

de Hammersley lássio. Sua extensão para o aso assimétrio depende da prova

que a medida invariante pra esse aso também é Poisson.

Teorema 5.3. Seja Z
νρ,λ
t a posição no tempo t de uma partíula de segunda

lasse oloada na origem de um proesso de Hammersley om medida iniial

no regime de hoque νρ,λ, Poisson de taxa ρ à esquerda da origem e Poisson de

taxa λ à direita da origem, om ρ < λ. Para todo t ≥ 0 e ǫ > 0,

VarZ
νρ,λ
t =

2t

λρ(λ− ρ)
+ o(tǫ+2/3)

Prova do Teorema 5.3.

Seja ǫ > 0 e x = ct, om c ≥ 1
ρ2 . Como onsequênia do teorema 5.2 temos

que

VarLξ(x, t) = Var
(

νλ

(

x− t

λ2

)

− νρ

(

x− t

ρ2

)

)

+ o(tǫ+2/3)

= Var
(

νξ

(

x− t

λ2

)

)

+Var
(

νρ

(

x− t

ρ2
, x− t

λ2

)

)

+ o(tǫ+2/3)

= (λ− ρ)(x− t

ρ2
) + λt

( 1

ρ2
− 1

λ2

)

+ o(tǫ+2/3)

= (λ− ρ)(x+
t

λρ
) + o(tǫ+2/3) (5.10)
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Por outro lado

VarLξ(x, t) = VarLξ(x, t)+ +VarLξ(x, t)− + 2E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−)

Portanto por (5.10) e pela proposição 5.4

(λ− ρ)(x+
t

λρ
) + o(tǫ+2/3) =

= VarLξ(x, t)+ +VarLξ(x, t)− + 2E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−)

=
(

λ− ρ
)

(

x−
∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)

+
(

λ− ρ
)2
(

∫ x

0
2zP

(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz −
(

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)2)

+VarLξ(x, t)− + 2E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−)

o que implia

(

λ− ρ
)2
(

∫ x

0
2zP

(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz −
(

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)2)

=

=
(

λ− ρ
)

( t

λρ
+

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz
)

− o(tǫ+2/3)

−VarLξ(x, t)− − 2E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−) (5.11)

Agora observe que |Lξ(x, t)−| ≤ |Lξ(x, t)| e que Lξ(x, t)− derese a 0 quase

ertamente quando x rese para in�nito. Assim, pelo teorema da onvergênia

dominada

lim
x→∞

VarLξ(x, t)− = 0

Provaremos agora que limx→∞ E(Lξ(x, t)+)E(Lξ(x, t)−) = 0.
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Pelo lema 5.1 é su�iente mostrar que limx→∞
∫ x
0 P
(

Z
νρ,λ
t ≤ z

)

dz
∫∞
x P

(

Z
νρ,λ
t >

z
)

dz = 0.

Temos que

lim
x→∞

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t ≤ z

)

dz

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz =

= lim
x→∞

∫ x

0
1− P

(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

= lim
x→∞

∫ ∞

x
xP
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

− lim
x→∞

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

≤ lim
x→∞

∫ ∞

x
zP
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

− lim
x→∞

∫ x

0
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

= lim
x→∞

∫ ∞

x
zP
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz − E
(

Z
νρ,λ
t

)

lim
x→∞

∫ ∞

x
P
(

Z
νρ,λ
t > z

)

dz

= 0

onde os dois últimos limites vão a zero pelo teorema da onvergênia domi-

nada mais a integrabilidade de (Z
νρ,λ
t )2 e Z

νρ,λ
t .

Por �m, fazendo x tender a in�nito nos dois lados de (5.11) segue que

(

λ− ρ
)2
VarZ

νρ,λ
t = 2

(

λ− ρ
) t

λρ
+ o(tǫ+2/3)

e temos o resultado.

�

Como orolário imediato obtemos o oe�iente de difusão do hoque D:
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Corolário 5.1. Seja D = limt→∞
VarZ

νρ,λ
t

t . Temos que

D =
2

λρ(λ− ρ)
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Capítulo 6

Variânia do Fluxo no Equilíbrio

Dado λ > 0, de�nimos Zνλ(t) omo sendo a posição no tempo t de uma

partíula isolada de segunda lasse oloada na origem de um proesso de Ham-

mersley om medida iniial invariante Poisson de intensidade ρ. Neste apítulo

mostraremos uma fórmula que relaiona a variânia do �uxo de partíulas de

segunda lasse Lξ(x, t) numa versão estaionária do proesso Hammersley mul-

tilasse om a loalização da partíula isolada de segunda lasse Zν1(t) de um

proesso de Hammersley lássio om medida iniial invariante Poisson de taxa

1. Esta fórmula deriva de uma fórmula análoga obtida por Cator e Groene-

boom [9℄ para a o �uxo de partíulas de primeira lasse Lλ no proesso de

Hammersley lássio em equilíbrio que enuniamos abaixo:

Teorema 6.1. (Variânia do �uxo de primeira lasse Lλ)

Sejam x e t ∈ R
+
, temos que

VarLλ(x, t) = −λx+
t

λ
+ 2λE

(

x− Zνλ(t)
)

+

Junto om a Lei dos grandes números para Zνλ(t), esta fórmula implia a

sublinearidade da variânia do �uxo na direção araterístia EZνλ(t) = t
λ2
.

Além disso, ela foi ruial para a obtenção da ordem orreta da variânia do

�uxo em [9℄. A seguir alulamos a esperança da posição da partíula isolada

de segunda lasse para todo tempo t introduzindo o método utilizado em [9℄

para provar o teorema 6.1. A mesma ténia também será usada para o �uxo

de segunda lasse Lξ. Temos:

Proposição 6.1. Seja Zνλ(t) a posição no tempo t de uma partíula de segunda

lasse isolada iniialmente posta na origem de um proesso de Hammersley es-
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taionário de taxa λ. Para todo t ∈ R,

EZνλ(t) =
t

λ2

Prova da Proposição

Vamos fazer um ontagem dupla na variânia do �uxo de partíulas de pri-

meira lasse, Var(Lλ), a partir da identidade Lλ = N+W = S+E. Começamos

alulando Var(N +W ) para t > 0, omo em Cator e Groeneboom [9℄.

Var
(

N +W
)

= Cov
(

N +W,N +W )

= Var
(

W ) + Var
(

N) + 2Cov
(

N,W )

= Var
(

W ) + Var
(

N) + 2Cov
(

N,S +E −N)

= Var
(

W )−Var
(

N) + 2Cov
(

S,N)

=
t

λ
− λx+ 2Cov

(

S,N)

Queremos enontrar uma relação entre a ovariânia aima e a esperança de

Zνλ(t). Para tanto, vamos variar o proesso S para uma taxa λ+ γ om γ ≥ 0.

Mantemos W om a mesma intensidade. Denotamos por Eγ as esperanças om

relação a essa nova taxa para S e an := Eγ

(

N |S = n
)

. Observe que omo a

distribuição dos pontos de S é uniforme dado S, segue que an não depende de

γ. Assim,

∂γ|γ=0Eγ

(

N
)

= ∂γ|γ=0

∞
∑

n=0

((λ+ γ)t)n

n!
e−t(λ+γ)an

=
1

λ

(

∞
∑

n=0

(λt)n

n!
e−tλann

)

− t

∞
∑

n=0

(λt)n

n!
e−tλan

=
1

λ
E(NS)− tE(N)

Logo,

Cov(N,S) = λ∂γ|γ=0Eγ

(

N
)

(6.1)

Agora, denotando por Nγ
o norte do proesso om a taxa da fonte variada,

perebemos que para γ su�ientemente pequeno Nγ −N = 1 se, e somente, se

Zy(t) ≤ x, onde Zy(t) denota a posição no tempo t de uma partíula de segunda
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lasse iniialmente posta no ponto y. Assim, omo γ é um proesso de Poisson,

temos

E(Nγ −N) = γ

∫ x

0
E(1Zy(t)≤x)dy +O(γ2)

Como o proesso visto da partíula de segunda lasse isolada é um proesso

de Poisson invariante por traslações, segue que Zy tem a mesma distribuição

para todo y. Temos então que

Cov(N,S) = λ∂γ|γ=0Eγ

(

N
)

= λ

∫ x

0
E(1Zy(t)≤x)dy

= λ

∫ x

0
P
(

Z0(t) ≤ x− y
)

dy

= λ

∫ x

0
P
(

Z0(t) ≤ y
)

dy

= λ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) ≤ y
)

dy

Assim,

Var
(

N +W
)

=
t

λ
− λx+ 2λ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) ≤ y
)

dy

Agora, observe que se rotaionarmos o proesso em θ = π
2 radianos no sentido

anti-horário obtemos um proesso de Hammersley om as partíulas saltando no

sentido oposto, ie, da esquerda para a direita. Assim, denotando os proessos

rotaionados por Sθ, Wθ, Nθ e Eθ temos que Sθ = W , Wθ = S, Nθ = E,

Eθ = N . A partíula de segunda lasse no proesso rotaionado denotamos por

Zθ e observamos que [Zθ(x) ≤ t] = [Zνλ(t) > x]. Proedendo de modo análogo,
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temos:

Var(Lλ) = Var
(

S + E
)

= Var
(

Wθ +Nθ

)

= Var
(

Wθ

)

−Var
(

Nθ

)

+
2

λ

∫ t

0
P
(

Zθ(x) ≤ y
)

dy

= Var
(

S
)

−Var
(

E
)

+
2

λ

∫ t

0
P
(

Zνλ(y) > x
)

dy

= λx− t

λ
+

2

λ

∫ t

0
P
(

Zνλ(y) > x
)

dy

Portanto,

t

λ
− λx+ 2λ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) ≤ y
)

dy = λx− t

λ
+

2

λ

∫ t

0
P
(

Zνλ(u) > x
)

du

⇔

t

λ
− λx+ 2λ

∫ x

0
1− P

(

Zνλ(t) > y
)

dy = λx− t

λ
+

2

λ

∫ t

0
1− P

(

Zνλ(u) ≤ x
)

du

⇔

λ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) > y
)

dy =
1

λ

∫ t

0
P
(

Zνλ(u) ≤ x
)

du

Assim, vemos que ∀t ≥ 0

E
(

Zνλ(t)
)

= lim
x→∞

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) > y
)

dy

= lim
x→∞

1

λ2

∫ t

0
P
(

Zνλ(u) ≤ x
)

du

=
t

λ2

Para t < 0 o resultado segue da reversibilidade do Hammersley.

�

Agora mostraremos o prinipal resultado deste apítulo. Para tanto, ons-

truímos o proesso de Hammersley om duas lasses (M
νρ
t , ξt)t≥0 a partir de um
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proesso multilinha (Mα1

t ,Mα1

t ,P), om (M
νρ
t , ξt)t≥0 = Φ(Ψ ( (Mα1

t ,Mα2

t ,P) ))

(ver seção sobre o hoque, apítulo 3, para mais detalhes). Vimos que para ada

tempo t, a medida invariante multilasse pode ser representada pelo proesso

de saída de uma �la M/M/1 gerada pelos proessos de hegada Mα1

t e serviços

Mα2

t . Uma observação importante para as identidades a seguir, é que nessa �la

o tempo x aminha de +∞ para −∞.

Abaixo seguem algumas relações importantes utilizadas na prova que podem

ser derivadas desta representação. De�na:

Q0(t) := número de lientes na �la (do tempo t) no instante 0

Qx(t) := número de lientes na �la (do tempo t) no instante x

Nρ := número de lientes atendidos no intervalo (0,x) na �la do tempo t

= Qx(t) +Nα1
−Q0(t)

= Nα1
− (Q0(t)−Qx(t))

Nξ := número de serviços não utilizados no intervalo (0,x) na �la do tempo t

= Nλ −Nρ

= Nα2
− (Nα1

− (Q0(t)−Qx(t)))

= Nα2
−Nα1

+ (Q0(t)−Qx(t)))

Por �m, dizemos que f(x, t) = O(1) se ∃M ∈ R tal que |f(x, t)| < M para

todo (x, t) ∈ R
2
.

Vale o seguinte resultado:

Proposição 6.2. Seja Lξ(x, t) o �uxo de partíulas de segunda lasse da ori-

gem a (x, t) em um proesso de duas lasses om medida iniial invariante om

densidades λ e λ−ρ de partíulas de primeira e segunda lasse, respetivamente,
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onde λ > ρ. Sejam x, t ∈ R
+
, temos que

VarLξ(x, t) =
(

λ+ ρ
)( t

λρ
− x
)

+2
(

λx− t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λx
)

+ 2
(

ρx− t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρx
)

+2E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λx]
)

+ 2E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρx]
)

+O(1)

Prova da Proposição

Como x e t estão �xados, para larear a notação omitiremos eles abaixo

sempre que possível. Temos que

VarLξ(x, t) = Cov(Nξ +Wξ, Nξ +Wξ)

= Var(Nξ) + Var(Wξ) + 2Cov
(

Nξ,Wξ)

Calularemos ada um desses termos.

Primeiro, pela invarânia da medida iniial

Var(Nξ) = Var(Sξ) =

= Var
(

Sα2
− Sα1

+ (Q0 −Qx)
)

= Var
(

Sα2
− Sα1

)

+Var
(

Q0 −Qx
)

+ 2Cov
(

Sα2
− Sα1

, Q0 −Qx
)

Observe que tanto Qx omo Q0 têm Lei igual ao do número de lientes numa

�la M/M/1 em equilíbrio, que é uma variável geométria de parâmetro

ρ
λ < 1.

Portanto, para qualquer x onstante, Qx e Q0 possuem os mesmos momentos

�nitos (e independentes de t). Assim,

Var
(

Q0 −Qx
)

= Var
(

Q0

)

+Var
(

Qx
)

− 2Cov
(

Q0, Qx
)

= 2Var
(

Q0

)

− 2Cov
(

Q0, Qx
)

≤ 4Var
(

Q0

)

Da onde

Var
(

Q0 −Qx
)

= O(1)
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Agora,

Cov
(

Sα2
− Sα1

, Q0 −Qx
)

=

= Cov(Sα2
, Q0) + Cov(Sα1

, Qx)− Cov(Sα2
, Qx)− Cov(Sα1

, Q0)

= Cov(Sα2
, Q0)− Cov(Sα1

, Q0)

pois as hegadas e os serviços futuros Sα1
e Sα2

não dependem do número

de lientes na �la no presente Qx.

Considere agora o proesso reverso da �la (Qy)y≥0 onde o tempo y é res-

ente. Este proesso também é uma �la M/M/1 ujo proesso de hegada de

lientes é Sρ e o proesso de serviços é Sα1
+ Sξ. Como antes, estes proessos

não dependem do número de lientes na �la reversa no presente Q0 (Teorema

de Burke) . Logo

Cov(Sρ, Q0) = 0

e

Cov(Sα1
+ Sξ, Q0) = 0

Como Sρ = Sα1
−Q0 +Qx e Sξ = Sα2

−Sα1
+Q0 −Qx, segue das equações

aima que

Cov(Sα1
, Q0) = Cov(Q0 −Qx, Q0) = −Cov(Sα2

, Q0)

Portanto,

2Cov
(

Sα2
− Sα1

, Q0 −Qx
)

= 2Cov(Sα2
, Q0)− 2Cov(Sα1

, Q0)

= 4Cov(Qx −Q0, Q0)

= 4Cov(Q0, Qx)− 4Var
(

Q0

)

= −2Var
(

Q0 −Qx
)

Como Sα1
e Sα2

são proessos de Poisson independentes, segue que

Var(Nξ) = Var(Sξ)

= Var
(

Sα2
− Sα1

)

+Var
(

Q0 −Qx
)

+ 2Cov
(

Sα2
− Sα1

, Q0 −Qx
)

= Var(Sα2

)

+Var(Sα1

)

−Var
(

Q0 −Qx
)

=
(

λ+ ρ
)

x+O(1) (6.2)
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Utilizando o orolário 3.1, obtemos relações análogas para Wξ. Proedendo

omo antes, temos que

Var
(

Wξ

)

= (
1

ρ
+

1

λ
)t+O(1) (6.3)

Nos resta alular a Cov(Nξ,Wξ). Vale:

Cov
(

Nξ,Wξ

)

= Cov
(

Nξ, Sξ + Eξ −Nξ

)

= Cov
(

Nξ, Sξ
)

+Cov
(

Nξ, Eξ
)

−Var
(

Nξ

)

= Cov
(

Nξ, Sξ
)

+Cov
(

Sξ,Wξ

)

−Var
(

Nξ

)

(6.4)

Vamos justi�ar esta última igualdade. Temos que Var(Nξ+Wξ) = Var(Sξ+Eξ).

Como Nξ tem a mesma lei de Sξ e Eξ tem a mesma lei de Wξ, segue que

Cov(Nξ, Eξ) = Cov(Sξ,Wξ).

Agora, sejam Zνλ(t) e Zνρ(t) as posições de duas partíulas de segunda

lasse isoladas oloadas na origem de duas ópias independentes dos proessos

(Mνλ
t )t≥0 e (M

νρ
t )t≥0 respetivamente. Temos,

Cov
(

Nξ, Sξ
)

= Cov
(

Nλ −Nρ, Sλ − Sρ
)

= Cov
(

Nλ, Sλ
)

+Cov
(

Nρ, Sρ
)

− Cov
(

Nλ, Sρ
)

− Cov
(

Nρ, Sλ
)

Os dois primeiros termos são onheidos, valem λE
(

x− Zνλ(t)
)

+
e ρE

(

x−
Zνρ(t)

)

+
respetivamente (ver Cator e Groeneboom [9℄). Vamos investigar a

Cov(Nρ, Sλ). Como feito na proposição 6.1, aresentamos ao proesso Sλ um

proesso de Poisson de taxa γ independente dos outros proessos. Mantemos

estes outros proessos inalterados. Desta maneira obtemos um novo Nρ, o qual

denotaremos por Nγ
ρ , e omo antes temos

Cov(Nρ, Sλ) = λ∂γ|γ=0E
(

Nγ
ρ

)

= λ lim
γ→0

E(Nγ
ρ −Nρ)

γ

Quando γ é su�ientemente pequeno temos que Sγλ − Sλ ≤ 1 a menos de

um erro de ordem γ2. Considere a �la M/M/1 obtida pelo proesso multilinha

que gera o proesso (Mνλ
t ,M

νρ
t )t≥0. Se esta nova partíula ai num período de
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desoupação da �la (intervalo de tempo em que a �la permanee vazia), então

o proesso νρ permanee inalterado e Nγ
ρ −Nρ = 0. Porém, se a nova partíula

ai em um período de oupação da �la surgem duas disrepânias entre Sγρ e

Sρ. A primeira na posição da nova partíula. Denotamos a posição no tempo t

desta partíula de segunda lasse que iniialmente está num ponto y por Zy(t).

Além disso, todas as partíulas de Sρ a esquerda de Zy(0) e que estão dentro do

mesmo período de oupação avançam (no espaço) para a posição onde estava

a partíula imediatamente à sua direita. Como resultado, a última partíula

deste periodo de oupação (primeira om relação à origem) se tranforma numa

partíula de segunda lasse e, assim, não pertene a Sγρ . Isto gera a outra

disrepânia, uja posição no tempo t denotaremos por Z̄ȳ(t), onde ȳ < y é sua

posição iniial. Observe que y − ȳ = O(1) (não depende de t, por exemplo).

Aoplando o proesso (M
νρ
t ) om o proesso modi�ado e observando que ȳ é

função determinístia de y e da �la, em resumo, obtemos

E
(

Nγ
ρ −Nρ

)

= γP
(

Qy > 0
)

E
(

∫ x

0
1[Zy(t)>x]1[Z̄ȳ(t)≤x]dy

)

+O(γ2)

Logo,

Cov(Nρ, Sλ) = λ lim
γ→0

E(Nγ
ρ −Nρ)

γ

= λP
(

Qy > 0
)

E
(

∫ x

0
1[Zy(t)>x]1[Z̄ȳ(t)≤x]dy

)

= λρ

∫ x

0
P
(

Zy(t) > x, Z̄ȳ(t) ≤ x
)

dy

omo Zy(t) ≥ Z̄ȳ(t) para todo t, então

1 = P
(

Zy(t) > x, Z̄ȳ(t) ≤ x
)

+ P
(

Zy(t) ≤ x
)

+ P
(

Z̄ȳ(t) > x
)
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Junto om a invariânia por translação do proesso implia

P
(

Zy(t) > x, Z̄ȳ(t) ≤ x
)

= 1− P
(

Zy(t) ≤ x
)

− P
(

Z̄ȳ(t) > x
)

= 1− P
(

Z0(t) ≤ x− y
)

− P
(

Z̄0(t) > x− ȳ
)

= 1− P
(

x− Z0(t) ≥ y
)

− P
(

x− Z̄0(t) < ȳ
)

= P
(

x− Z̄0(t) > ȳ
)

− P
(

x− Z0(t) ≥ y
)

= P
(

x− Zνρ(t) > ȳ
)

− P
(

x− Zνρ(t) > y
)

= P
(

x− Zνρ(t) +O(1) > y
)

− P
(

x− Zνρ(t) > y
)

Portanto

Cov(Nρ, Sλ) = λρ

∫ x

0
P
(

Zy(t) > x, Z̄ȳ(t) ≤ x
)

dy

= λρ

∫ x

0
P
(

x− Zνρ(t) +O(1) > y
)

− P
(

x− Zνρ(t) > y
)

dy

= λρE
(

[x− Zνρ(t)]1[Zνρ(t)≤x] − [x− Zνρ(t) +O(1)]1[Zνρ (t)≤x+O(1)]

)

= λρE
(

O(1)1[Zνρ(t)≤x] − [x− Zνρ(t)]1[x<Zνρ(t)≤x+O(1)]

)

= λρ
[

O(1)P
(

Zνρ(t) ≤ x
)

+ E
(

[Zνρ(t)− x]1[0≤Zνρ(t)−x<O(1)]

)]

= O(1)

Agora, vale que

Cov
(

Nλ, Sρ
)

= Cov
(

Nα2
, Sα1

− (Q0 −Qx)
)

= Cov
(

Nα2
, Sα1

)

− Cov
(

Nα2
, Q0 −Qx

)

= Cov
(

Nα2
, Q0

)

−Cov
(

Nα2
, Qx

)

pois, Nα2
é função determinístia de Sα2

(−∞, x) e P que são ambos indepen-

dentes de Sα1
.

Para alular Cov(Nα2
, Q0) primeiro veja que o proesso multilinha é rever-

sível no tempo. Então utilizamos um argumento análogo ao usado para alular

Cov(Nρ, Sλ) aima só que om Nα2
fazendo o papel de Sλ e Q0 no lugar de

Nρ, isto é alteramos o proesso Nα2
e fazemos o tempo voltar de t para zero,

observando omo essa alteração afeta o valor de Q0. Para que a partíula Zy(0)

aresida à Nα2
no ponto y modi�que o número de pessoas na �la na origem Q0

a �la deve estar oupada (Q0 > 0) e Zy(0) deve pertener ao intervalo (0, Y )

onde Y é o iníio do período de oupação ao qual Q0 pertene. Observando que
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Y não depende de t (de fato, Y = O(1)), temos que

Cov
(

Nα2
, Q0

)

= λ∂γ|γ=0E
(

Qγ0
)

= λρ

∫ x

0
P
(

Zy(0) ≥ 0, Zy(0) ≤ Y
)

dy

= λρ

∫ x

0
P
(

Zνλ(t) ≤ x− y, Zνλ(t) ≥ x− Y − y
)

dy

= λρ

∫ x

0
P
(

x− Zνλ(t) > y
)

− P
(

x− Zνλ(t) ≥ y +O(1)
)

dy

= O(1)

Agora vamos estudar Cov(Nα2
, Qx). Novamente aresentamos uma par-

tíula Zy(t) a Nα2
no ponto y < x. Temos que Zy(0) < x e omo Qx é de-

terminado por Sα2
(x,+∞) e Sα1

(x,+∞) então Zy(0) não afeta Qx. Assim

Cov(Nα2
, Qx) = 0.

Logo

Cov
(

Nξ, Sξ
)

= λE
(

x− Zνλ(t)
)

+
+ ρE

(

x− Zνρ(t)
)

+
−O(1) (6.5)

Resta alular a ovariânia entre Sξ e Wξ. Temos:

Cov
(

Sξ,Wξ

)

= Cov
(

Sλ − Sρ,Wλ −Wρ

)

= Cov
(

Sλ,Wλ

)

+Cov
(

Sρ,Wρ

)

− Cov
(

Sλ,Wρ

)

− Cov
(

Sρ,Wλ

)

= −Cov
(

Sλ,Wρ

)

− Cov
(

Sρ,Wλ

)

= −Cov
(

Sλ,Wρ

)

onde a última igualdade segue do fato que Wλ é função determinístia de P e

Sα2
(−∞, 0) enquanto Sρ é função determinístia de Sα2

(0,+∞) e Sα1
(0,+∞)

sendo estes independentes dos anteriores.

Por �m, a Cov
(

Sλ,Wρ

)

. Mais uma vez aresentamos uma partíula Zy a

Sλ no ponto y. Como antes, se Qy = 0 então Sρ = Sγρ o que implia Wρ =W γ
ρ .

Suponha Qy > 0. Isso gera duas disrepânias entre Sρ e Sγρ , Zy e Z̄ȳ, om

ȳ = y − O(1). Se ȳ > 0, então Wρ = W γ
ρ . Agora, se ȳ ≤ 0 então y pertene
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ao mesmo período de oupação da origem, ie, y ∈ (0, Y ). Neste aso teríamos

W γ
ρ −Wρ = 1[Z̄ȳ(t) > 0]. Em resumo,

|Cov(Sλ,Wρ)| = λ lim
γ→0

|E(W γ
ρ −Wρ)|
γ

= λP
(

Qy > 0
)

E
(

∫ x

0
1[Z̄ȳ(t)>0]1[y≤Y ]dy

)

≤ λρE(Y )

= O(1)

Assim

Cov
(

Sξ,Wξ

)

= O(1) (6.6)

Como a apliação (x, t) 7→ (γx, tγ ) transforma um proesso de Hammersley

em equilíbrio de taxa γ em um Hammersley de taxa 1, temos que γZνγ (t) =

Zν1(t/γ) em lei. Da onde obtemos que

γE
(

x− Zγ(t)
)

+
= E

(

γx− Zν1(t/γ)
)

+

= E
(

[γx− Zν1(t/γ)]1[Zν1 (t/γ)≤γx]
)

= E
(

[γx− t/γ]1[Zν1 (t/γ)≤γx]
)

+ E
(

[t/γ − Zν1(t/γ)]1[Zν1 (t/γ)≤γx]
)

=
(

γx− t/γ
)

P
(

Zν1(t/γ) ≤ γx
)

+ E
(

[t/γ − Zν1(t/γ)]1[Zν1 (t/γ)≤γx]
)

Logo, por (6.4), (6.5),(6.6) e (6.2)

Cov
(

Nξ,Wξ

)

= Cov
(

Nξ, Sξ
)

+Cov
(

Sξ,Wξ

)

−Var
(

Nξ

)

(6.7)

= λE
(

x− Zνλ(t)
)

+
+ ρE

(

x− Zνρ(t)
)

+
−
(

λ+ ρ
)

x+O(1)

=
(

λx− t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λx
)

+
(

ρx− t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρx
)

+ E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λx]
)

+ E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρx]
)

−
(

λ+ ρ
)

x+O(1)
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CAPÍTULO 6. VARIÂNCIA DO FLUXO NO EQUILÍBRIO

Finalmente, por (6.2), (6.3) e (6.7)

VarLξ(x, t) = Var(Nξ) + Var(Wξ) + 2Cov
(

Nξ,Wξ)

=
(

λ+ ρ
)

x+
( 1

λ
+

1

ρ

)

t

+2E
(

λx− Zν1(t/λ)
)

+
+ 2E

(

ρx− Zν1(t/ρ)
)

+
− 2
(

λ+ ρ
)

x

+O(1)

=
(

λ+ ρ
)( t

λρ
− x
)

+2
(

λx− t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λx
)

+ 2
(

ρx− t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρx
)

+2E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λx]
)

+ 2E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρx]
)

+O(1)

�

Teorema 6.2. Seja Lξ(x, t) o �uxo de partíulas de segunda lasse da origem

a (x, t) em um proesso de duas lasses om medida iniial invariante. Seja

V > 0 uma onstante e x = xt uma função de t. Se limt→+∞
xt
t = V então

VarLξ(xt, t) = f(t) + g(t) +O(1)

onde

f(t) = f(V, t)

:=
(

λ+ ρ
)( t

λρ
− xt

)

+

+2
(

λxt − t/λ
)

P
(

Zν1(t/λ) ≤ λxt
)

+ 2
(

ρxt − t/ρ
)

P
(

Zν1(t/ρ) ≤ ρxt
)

é da ordem de t

g(t) = g(V, t)

:= 2E
(

[t/λ− Zν1(t/λ)]1[Zν1 (t/λ)≤λxt]
)

+ 2E
(

[t/ρ− Zν1(t/ρ)]1[Zν1 (t/ρ)≤ρxt]
)

é da ordem de t2/3.
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Em partiular,

lim
t→∞

VarLξ(V t, t)

t
= lim

t→∞
f(t)

t
=















(

λ+ ρ
)(

1
λρ − V

)

se V ≤ 1
λ2

(

λ− ρ
)(

1
λρ + V

)

se V ∈ ( 1
λ2 ,

1
ρ2 )

(

λ+ ρ
)(

V − 1
λρ

)

se V ≥ 1
ρ2

Prova do Teorema 6.2.

A equação VarLξ(x, t) = f(V, t) + g(V, t) +O(1) segue diretamente da pro-

posição 6.2.

O limite de

f(V,t)
t segue da de�nição da f e da lei dos grandes números para

Zν1 , ie, om probabilidade 1, limt→∞
Zν1(t)
t = 1.

Quanto a g(V, t) temos que, pela proposição 6.1:

0 = 2E
(

t/λ− Zν1(t/λ)
)

+ 2E
(

t/ρ− Zν1(t/ρ)
)

< g(t)

≤ 2E
(

t/λ− Zν1(t/λ)
)

+
+ 2E

(

t/ρ− Zν1(t/ρ)
)

+

Sabemos que as duas últimas esperanças são da ordem de t2/3 (ver por exem-

plo Cator e Groeneboom [9℄). Como g(V, t) é ontinua, segue que g(V, t) é da

ordem de t2/3.

�
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