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Resumo

SASSI, G.P. Estimacao de Modelos Geoestatisticos com Dados Funcionais usando Ondaletas.
2016. 142 f. Tese - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo,
2016.

Com o recente avango do poder computacional, a amostragem de curvas indexadas espacial-
mente tem crescido principalmente em dados ecoldgicos, atmosféricos e ambientais, 0 que con-
duziu a adpatacdo de métodos geoestatisticos para o contexto de Andlise de Dados Funcionais.
O objetivo deste trabalho é estudar métodos de krigagem para Dados Funcionais, adaptando os
métodos de interpolacdo espacial em Geoestatistica. Mais precisamente, em um conjunto de dados
funcionais pontualmente fracamente estaciondrio e isotropico, desejamos estimar uma curva em
um ponto nao monitorado no espaco buscando estimadores ndo viciados com erro quadratico mé-
dio minimo. Apresentamos trés abordagens para aproximar uma curva em sitio ndo monitorado,
demonstramos resultados que simplificam o problema de otimizagdo postulado pela busca de es-
timadores 6timos ndo viciados, implementamos os modelos em MATLAB usando ondaletas, que
€ mais adequada para captar comportamentos localizados, e comparamos os trés modelos através
de estudos de simulac¢do. [lustramos os métodos através de dois conjuntos de dados reais: um con-
junto de dados de temperatura média didria das provincias maritimas do Canada (New Brunswick,
Nova Scotia e Prince Edward Island) coletados em 82 estagdes no ano 2000 e um conjunto de
dados da CETESB (Companhia Ambiental do Estado de Sdao Paulo) referentes ao indice de quali-
dade de ar MP10 em 22 estacOes meteoroldgicas na regido metropolitana da cidade de Sao Paulo

coletados no ano de 2014.

Palavras-chave: krigagem, geoestatistica, ondaletas, anélise de dados funcionais, estatisica espa-
cial, MATLAB.
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Abstract

SASSI, G.P. Estimation of Geostatistical Models with Functional Data using Wavelets. 2016.
142 f. Tese - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2016.

The advance of the computational power in last decades has been generating a considerable
increase in datasets of spatially indexed curves, mainly in ecological, atmospheric and environ-
mental data, what have leaded to adjustments of geostatistcs for the context of Functional Data
Analysis. The goal of this work is to adapt the kriging methods from geostatistcs analysis to the
framework of Functional Data Analysis. More precisely, we shall interpolate a curve in an unvi-
sited spot searching for an unbiased estimator with minimum mean square error for a pointwise
weakly stationary and isotropic functional dataset. We introduce three different approaches to es-
timate a curve in an unvisited spot, we demonstrate some results simplifying the optimization
problem postulated by the optimality from these estimators, we implement the three models in
MATLAB using wavelets and we compare them by simulation. We illustrate the ideas using two
dataset: a real climatic dataset from Canadian maritime provinces (New Brunswick, Nova Scotia
and Prince Edward Island) sampled at year 2000 in 82 weather station consisting of daily mean
temperature and data from CETESB (environmental agency from the state of Sdao Paulo, Brazil)
sampled at 22 weather station in the metropolitan region of Sdo Paulo city at year 2014 consisting
of the air quality index PM10.

Keywords: kriging, geostatistcs, wavelets, functional data analysis, spatial statistics, MATLAB.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos pilares da evolucdo e da sobrevivéncia dos seres humanos € a capacidade de realizar
predi¢cdes baseadas nas informacdes disponiveis. Por exemplo, no ato de atravessarmos uma rua,
observamos o0 movimento e sabemos o momento correto de atravessar, pois temos um banco de in-
formacdes que nos foi passado desde a infancia de como responder a essas situacdes; economistas
diariamente fazem predi¢des da economia considerando informacdes sobre a situacio da atividade
econdmica passada e presente; o painel intergovernamental sobre mudancas climaticas da Organi-
zacdo das Nacgdes Unidas (IPCC-UN) realiza estudos sobre a temperatura global no médio e longo
prazo; antes de decidir se deve distribuir uma revista em uma nova banca, uma editora calcula a
previsdo de vendas do novo ponto de venda usando pesquisas de demanda e a previsdao de vendas
nas bancas préximas. Ou seja, tanto na vida cotidiana quanto na ciéncia, a habilidade de previsoes
€ imprescindivel.

Note que em diversos campos do conhecimento, as informagdes disponiveis sdo georeferencia-
das, isto €, sabemos as coordenadas (latitude e longitude) de cada observacao, e desejamos prever
o valor dessa varidvel em um ponto ndo monitorado. Este tipo de estudo € chamado de andlise
geoestatistica e seu uso € empregado em dreas como: dados hidrolégicos (Hevesi ef al., 1992), mi-
neracdo (Goovaerts, 1997; Journel e Huijbregts, 1978), estudos de qualidade do ar (Jerrett et al.,
2005). Vide Ecker (2003) para uma revisao historica, metodoldgica e exemplos de aplicacdo de
Geoestatistica.

Em Geoestaistica, merecem destaque dois cientistas pioneiros: o engenheiro de minas sul-

africano Danie Gerhardus Krige (Minnitt e Assibey-Bonsu, 2014) que propds um método de pre-
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dicdo 6tima com o objetivo de encontrar dreas com concentracdo de ouro (Krige, 1951) na década
de 1950 e o matematico francés Georges Francois Paul Marie Matheron que formalizou o método
proposto por Krige, chamando este método de predicao 6tima de kriging (krigagem em portugués),
e fundou a Geoestatistica com o seu trabalho (Matheron, 1963).

Com o avanco tecnoldgico e cientifico nas tltimas décadas, as informagdes disponiveis ndo se
restringem mais a valores escalares como no inicio do século XX. Imagens de satélite, curva de
crescimento, curva de consumo, curva suavizada de temperatura medida a cada dez minutos sao
exemplos que deveriam ser tratados como curvas ao invés de valores escalares. Neste contexto,
Ramsay e Dalzell (1991) introduziu o conceito de Anélise de Dados Funcionais e desde entdo o
seu uso se disseminou com aplicacdes em Modelos Lineares, Teoria de Resposta ao Item, Da-
dos Dependentes, Andlise Multivariada e outros (vide Ramsay e Silverman, 2002, para exemplos
e aplicacdes de Andlise de Dados Funcionais). Como referéncia para Andlise de Dados Funci-
onais podemos citar: Ramsay (2006), Horvéth e Kokoszka (2012) e Ferraty e Vieu (2006). Im-
plementacdes de modelos para Dados Funcionais em MATLAB e em R estdo documentadas em
Ramsay et al. (2009).

Andlogo ao caso escalar, existem aplicac¢des, principalmente dados envolvendo ciéncias da
terra e ambientais, em que as curvas no contexto de Dados Funcionais sdo espacialmente indexa-
das. Henao et al. (2010) e Henao et al. (2011) foram pioneiros em propor métodos de krigagem
para Dados Funcionais. Salazar et al. (2015) apresentaram um preditor de krigagem para Dados
Funcionais em que as curvas sdo fungdes densidade de probabilidade. Delicado et al. (2010) fa-
zem uma revisao das técnicas de Geoestatistica no contexto de Dados Funcionais. Bohorquez et al.
(2015) propuseram uma metodologia e critérios de planejamento para encontrar o conjunto de lo-
calizagOes espaciais que minimiza a variancia da predi¢ao 6tima (krigagem para curvas) em um
ponto nao monitorado. Reyes et al. (2015) estenderam os métodos de krigagem em Dados Fun-
cionais para a situagdo em que a funcdo média de duas curvas ndo € necessariamente a mesma
para duas localidades distintas. Nerini ef al. (2010) propds um método de interpolagdo espacial de
curvas em que os pardmetros sdo fun¢des definidas em um subconjunto de R?. A mesma aborda-
gem foi apresentada na tese de doutorado de Henao (2009). Ignaccolo et al. (2014) introduziram
um método de krigagem para Dados Funcionais adaptando regression kriging (vide Hengl et al.,

2007, para uma revisdo sobre regression kriging em Geoestatistica), em que varidveis exdgenas,
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potencialmente observadas como curvas, sdo permitidas. Caballero et al. (2013) forneceram uma
solucdo para a krigagem para Dados Funcionais quando a condi¢do de estacionaridade (verifi-
que em Henao et al., 2011, as condi¢des de estacionaridade) ndo € satisfeita adaptando o modelo
de krigagem universal (vide Stein e Corsten, 1991, para uma revisdao de krigagem universal em
Geoestatistica) para Dados Funcionais.

De uma forma geral, as abordagens de Geoestatistica para Dados Funcionais usam splines e
estimativas paramétricas para matriz de covariancia cruzada. Neste contexto, propomos trés abor-
dagens de krigagem para Dados Funcionais usando ondaletas e matriz de semivariograma: exi-
bimos uma implementa¢do usando ondaletas para a Krigagem Ordindria Funcional proposto por
Henao et al. (2011); propomos o uso do semivariograma com um estimador ndo paramétrico ao
invés da matriz de covariancia cruzada para a Krigagem Tempo-Variante Funcional apresentado
por Henao et al. (2010) usando ondaletas; e, finalmente, expomos um novo método usando os coe-
ficientes das projecdes das curvas da amostra funcional nos espacgos de aproximacado na Andlise de
Multirresolu¢do em Ondaletas. Convém notar que uso de ondaletas é mais adequado para captar
comportamentos localizados; o semivariograma, que pode ser estimado ndo-parametricamente, é
a medida de variabilidade usada em Geoestatistica para métodos de krigagem e os métodos de
interpolagdo espacial introduzidos neste trabalho apresentam erro quadratico médio menor que os
modelos presentes na literatura, conforme estudo de simulacio apresentado no Capitulo 4. Além
disso, implementamos todos os métodos em MATLAB.

Organizamos esse texto como segue: no Capitulo 1 fazemos uma introdu¢do; no Capitulo 2
revisamos alguns conceitos necessarios para a compreensao dos métodos de krigagem para Dados
Funcionais apresentados no Capitulo 3; no Capitulo 4 comparamos os trés métodos explicitados no
Capitulo 3 via simulagdo; no Capitulo 5 ilustramos esses modelos usando duas aplicagdes: dados
de temperatura média no ano de 2000 em 82 estacdes meteoroldgicas localizadas nas provincias
maritimas canadenses (Nova Scotia, New Brunswick e Prince Edward Island) e dados do indice
MP10 ! da CETESB (Companhia Ambiental do Estado de Sdo Paulo) no ano de 2014 em 22

estacdes meteoroldgicas na regido metropolitana de Sao Paulo.

'MP10 é a quantidade em microgramas (;1g) de particulas inaldveis com didmetro inferior a 10 micrometros (pm)

em um m>.
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Capitulo 2

Conceitos Basicos

Neste capitulo, descrevemos brevemente os conceitos fundamentais de dados funcionais, ge-
oestatistica e andlise de ondaletas. Nao pretendemos fazer um explanacio profunda, apenas uma
revisdo sucinta de cada tdpico e, para leitores interessados, fornecemos referéncias para cada as-
sunto. Este capitulo estd organizado em trés secdes: na Secao 2.1 apresentamos dados funcionais;
na Secdo 2.2 resumimos 0s conceitos principais de geoestatistica; e na Secdo 2.3 revisamos 0s

conceitos fundamentais de analise de ondaleta.

2.1 Dados Funcionais

Nesta secdo, apresentamos brevemente os conceitos referentes a andlise de dados funcio-
nais. Para um estudo mais profundo deste topico hd vdrios livros na literatura: Ramsay (2006),
Ramsay e Silverman (2002), Ramsay et al. (2009) , Horvath e Kokoszka (2012),

Ferraty e Vieu (2006), de Souza e Dias (2010) entre outros. Neste trabalho, seguiremos as defini-

coes e notagdes de Ferraty e Vieu (2006).

2.1.1 Variavel Funcional, Dado Funcional e Conjunto de Dados Funcional

O progresso de ferramentas computacionais, em termos de processamento € armazenamento,
faz-nos defrontar com banco de dados gigantesco. Por exemplo, € usual uma varidvel ser observada
em varios pontos no intervalo (f,,in, tmaz) €, €ntdo, uma observacdo pode ser expressa como uma

familia aleatoria { X (¢;)}._, ;. Quando a distancia entre ¢; e t; 1, é suficientemente pequena po-

j=1,..
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demos considerar a varidvel como proveniente de uma familia continua x = {X (¢) | t € (tmin, tmaz) }-
Além disso, hd dados em que a natureza do estudo € nitidamente uma fun¢do continua mesmo que
a observacgao seja esparsa como, por exemplo, curva de crescimento e curva de consumo de ener-
gia elétrica !. Neste contexto, introduzimos os conceitos de varidvel funcional, dado funcional e

conjunto de dados funcional.

Definicdo 2.1.1 (Varidvel Funcional). Uma varidvel aleatéria x = {x/(¢) | t € R} é chamada de

varidvel funcional se sua imagem estiver contida em

vy ={rr -z [ yora},

com 7" C R™ Uma particular realizagdo x = {x(¢) |t € R} de uma varidvel funcional x é

chamada de dado funcional.
Observacoes:

1. Quando n = 1, chamamos a varidvel funcional x = {x(t) | t € R} de uma curva aleatdria

e o dado funcional y = {x(t) | ¢ € R} de uma curva.

2. E importante ressaltar que existe a possibilidade de considerar uma superficie aleatdria se

T CR" n>2.

3. Neste texto, usaremos a nota¢ao x/(t) para denotar uma variavel funcional e x(¢) para deno-

tar um dado funcional proveniente de x(¢).

Com o conceito de varidvel e dado funcional, podemos definir o conceito de conjunto de dados

funcional.

Definicao 2.1.2 (Conjunto de Dados Funcional). Um conjunto de dados funcional ou amostra fun-
cional x1(),. .., xn(t) sd0 observagdes de n varidveis funcionais x(¢), ..., x(t) identicamente

distribuidas.

'Ramsay e Silverman (2002) apresenta uma modelagem completa dos dados de curva de crescimento, uma apli-
cacdo de dados funcionais em teoria de resposta ao item e muitos outros exemplos.
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2.2 Geoestatistica

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢des bésicas de geoestatistica. Ha varios classicos de
estatistica espacial que podemos citar como referéncia: Diggle e Ribeiro (2007), Chiles e Delfiner
(2009), Stein (2012), Haining (2003), Banerjee et al. (2014), Cressie e Cassie (1993) entre outros.

Nesta secdo, usamos as notagdes e definicdes conforme Banerjee et al. (2014).

Defini¢do 2.2.1. Em um processo espacial Y (s), dizemos que Y (s1), ..., Y (s,) sdo dados ge-
oestatisticos se Y (s) é um vetor aleatério em uma localidade s € R"(r = 2,3), em que s varia
continuamente em [ subconjunto de R" que contém um subconjunto mensurdvel com medida

positiva.

A seguir mostramos como calcular a distincia entre dois pontos na superficie da terra. Para

maiores detalhes, vide Frederick Pearson (1990).

Calculando a distancia na superficie da Terra

Para duas localidades proximas, calcular a distancia euclidiana pode ser uma excelente aproxi-
macdo. Entretanto, para pontos distantes, a curvatura da Terra € relevante e precisa ser levada em

conta no calculo da distancia.

Afirmacao 2.2.1. Seja P, = (01, A1) e P» = (2, \y) dois pontos na superficie da Terra em que
0;,1 = 1,2 representa a latitude e \;,7 = 1, 2 representa a longitude . A distincia entre P, e P, €

dada por

[P — Pl =R-¢,

em que R é o raio da terra e ¢ satisfaz

cos ¢ = sin 0 sin Oy + cos B cos by cos (A — Aa) ,

Demonstragcdo. A geodésica em uma esfera € o arco do maior circulo passando por P e P, ou

seja, o comprimento de arco do circulo com raio R e passando por P, e . Os pontos P, e P, em
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coordenadas cartesianas sdo obtidos por u; = (z1,y1, 21) € us = (22, Yo, 22) com

( (
r1 = Rcosfycos )\ Lo = R cosOycos Ay

y1 = Rcosfysin \; € §y2 = Rcosfysin \y

z1 = Rsin6, 29 = Rsin 6,
( \
Note que [[u1|[ = [|us|| = R,
e
[[u[|[|ugl cos @ = (uy;ua)
= T1Z2 + Y1Y2 + 2122
= R%cos b, cos 0(cos A1 cos Ay + sin Ap sin Ag) + R? sin 6,0,
= R?cos 0 cos 0y cos(A\; — Xg) + R?sin 6, sin 6.
Assim, o angulo entre P, e P, é a solucdo da equagdo (2.1)
cos ¢ = cos 0 cos By cos (A — A\y) + sin 0y sin Oy, 2.1
e a distancia entre P, e P, é Ro. OJ

Observagdo. Para calcular a distancia R¢ entre P; e P, usamos a Mapping Toolbox do MATLAB.

Ponderando que podemos calcular numericamente a distancia entre dois pontos na superficie
da terra, considere o processo estocdstico {Y(s) | s € D}, D C R". Quando » = 1, hd uma
extensa literatura em séries temporais analisando este tipo de processo estocdstico. Quando r > 1,
dizemos que o processo estocdstico € um processo espacial e existe um interesse especial quando
r = 2 (Norte-Sul e leste-oeste) e quando r» = 3 (Norte-sul, leste-oeste e nivel acima do mar). Na
pratica, os dados serdo uma realizacdo parcial desse processo espacial em um conjunto finito de
pontos sy, .. ., S, € desejamos predizer Y (s) em s & {sy,...,s,}.

Antes de introduzir os conceitos fundamentais de estacionaridade e isotropia para um processo

espacial em geoestatistica, estabelecemos as seguintes notacoes:

i u(s)=E(Y(s)),se€ D;
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ii. O processo espacial € Gaussiano se para quaisquer n pontos Sy, . . . , S, contidos em D, temos

que Y(s1), ..., Y(s,) tem um distribui¢do normal multivariada de ordem n.

Definicdo 2.2.2 (Estacionaridade). Considere o processo espacial {Y(s) | s € D} com média

1(s),¥s € D. Entdo dizemos que o processo espacial é

a. Estritamente estacionario se para quaisquer s1,...,8,coms; € D,i=1,...,n,eh €
R"coms; + h € D,i = 1,...,n, adistribui¢do conjunta de Y (s1),...,Y(s,) é a mesma

deY(sy+h),....,Y(s, +h).
b. Fracamente estacionario se

i) a média é constante, ou seja, p(s) = pu, Vs € D;

ii) acovariancia depende apenas do vetor de separagio h, ou seja, Cov (Y (s);Y(s+ h)) =

C(h),Vs € D,Yh € R"coms + h € D.
c. Intrinsecamente estacionario se

) EY(s+h)—Y(s)=0,Yse€ D,Yh € R"coms+ h € D,

i) E(Y(s+h)—Y(s))? = Var (Y(s+ h) —Y(s)) = 2v(h),¥s € D,Yh € R" com
s+hebD.

Observagoes:

1. Estacionaridade fraca implica que a covaridncia do processo espacial entre duas localidades
quaisquer pode ser sumarizada sem prejuizo por uma fun¢ido C'(h) que depende apenas do

vetor de separacao h.

2. Se um processo espacial é fracamente estaciondrio e Gaussiano, entdo ele é estritamente

estacionario.

3. Na literatura de processo espacial, 2y(h) é chamado de variograma, y(h) é chamado de

semivariograma e C'(h) é chamado de covariograma.

4. Estacionaridade intrinseca é definida em termos dos dois primeiros momentos de Y (s+h) —

Y (s). Nenhuma suposicéo é feita em termos da distribui¢do conjunta de Y (s1),...,Y (s,).



10 CONCEITOS BASICOS 2.2
5. Conhecendo o covariograma podemos obter o variograma, de fato
2y(h) = Var (Y(s+ h) — Y (s))
= Var (Y(s+h)) —2Cov (Y (s + h);Y(s)) + Var (Y (s))
=2C(0) — 2C(h),
ou seja, y(h) = C(0) — C(h).
6. Estacionaridade fraca implica estacionaridade intrinseca, mas a reciproca nao € verdade.

7. Para um processo intrinsecamente estaciondrio, o semivariograma y(h) é definido ndo po-

sitivo condicional, isto é, se s1,...,8, € Deay,...,a, € R com Z?:l a; = 0, entdo
> 3 aayy(si — 5;) <0
=1 j=
De fato,
D) (s —s)) = 3 > aia E[(Y(s:) — Y(s))’]
i=1 j=1 i=1 j=1
1 n n n n
=5 Z Z a;a; E [ a;a; & )Y (s;)) +
i=1 j=1 i=1 j=1

Para analisar o caso em que estacionaridade intrinseca implica estacionaridade fraca introdu-

zimos o conceito de ergodicidade para processos espaciais.

Definicao 2.2.3 (Ergodicidade). Dizemos que um processo espacial € ergddico se

Cov (Y(s+ h);Y(s)) — 0 quando ||h|| — oc.

Em outras palavras, a Definicao 2.2.3 estabelece que em um processo espacial ergédico o covari-
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ograma tende a zero quando os pontos ficam distantes em D C R". Com essa suposicao podemos
estabelecer condi¢des em que um processo espacial intrinsecamente estaciondrio € fracamente es-
taciondrio conforme o Teorema 2.2.2 a seguir. Além disso, este teorema estabelece uma técnica

para calcular o covariograma usando o semivariograma.

Teorema 2.2.2. Seja {Y (s) | s € D} um processo espacial intrinsecamente estaciondrio e er-
godico com varidncia constante e suponha que lim||p||—. v(h) existe. Entdo, o covariograma é

dado por

C(h) = lim ~y(u)—~(h).

[[eef|—r00

Demonstra¢do. Em primeiro lugar, observe que C'(h) = C(0) — ~y(h). Como o processo é ergé-

dico temos que lim||,||—oc C(h) = 0 e entdo C'(0) = limjp||— 0 Y(R), OU seja,

O

Outra propriedade importante em processos espaciais € o conceito de isotropia que sera defi-

nida a seguir.

Definicio 2.2.4 (Isotropia). Considere um processo espacial com semivariograma ~y(h). Dizemos

que o processo € isotropico se

V(h1) = y(hs),  para[|h| = [[hz].

Se o processo nao € isotrépico, dizemos que ele € anisotrépico.

Se o processo € intrinsecamente estaciondrio e isotropico dizemos que ele € homogéneo.

Observagoes:

1. Para um processo isotrépico, y(h) é uma funcéo de ||h|| e usamos a notagdo (|| h||).
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S2

S1

Figura 2.1: llustragdo do conceito de isotropia: o semivariograma entre Sg e S1 e 0 Semivariograma entre
Sp € 81 € 0 mesmo.
2. Processos espaciais isotrépicos sdo simples, facilmente interpretdveis e seus modelos para-

métricos dependem de poucos parametros.

3. Para um processo espacial isotropico, um estimador ndo-paramétrico para o semivariograma

€ o semivariograma empirico dado por

w):m S s - Vsl

(1,)EN(h)

emque N(h) ={(i,7) e NxN|||s; — s;|| =t} e |[N(h)| é o nimero de pontos de N (h).

2.3 Ondaletas

A ideia, tanto na anélise de séries de Fourier, na aproximacao de Taylor, na andlise de ondaletas
ou em qualquer outra base, € aproximar uma fun¢@o por uma combina¢do de senos e cossenos,
polindmios ou ondaletas. Particularmente no caso de ondaletas, desejamos aproximar uma funcao
fel*R)={f:R = R| [ |f(u)*du < oo} por uma combinagdo linear de dilatacdes
bindrias 2/ e translagdes diddicas k277 de fungdes ¢(z), chamada de fungdo escala ou ondaleta
pai, e / ou de fungdes ¢/(x), chamada de fun¢do ondaleta ou ondaleta mae.

O campo de aplicagdo de ondaletas € extenso e inclui processamento de sinais, tratamento de
imagens, compressao de dados, estimac¢do de densidade, regressdo nao paramétrica e outros. Como

referéncia podemos citar Boggess e Narcowich (2009), Daubechies et al. (1992), Meyer e Ryan
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(1993), Morettin (2014), Meyer e Salinger (1995) e Chui (2014).

Nesta secdo, expomos as ideias bdsicas sobre ondaletas, comecando pela Secdo 2.3.1 onde
descrevemos a func¢do ondaleta, também chamada de ondaleta mae, e a funcdo escala, também
denominada ondaleta pai, e na Secdo 2.3.2 onde apresentamos o conceito de andlise de multirre-

solucdo.

2.3.1 Funcao Escala e Fun¢ao Ondaleta

Considere o espaco L*(R) = {f : R — R | [;|f(u)]*du < oo} das fungdes quadrado
integrdveis em R. A ideia € considerar dilatacdes (ou compressdes) e translagdes de uma fungdo

de modo a cobrir todo R. Mais precisamente, consideramos

Pip(t) = 23(27t — k),

em que {¢;x(t) | j,k € Z} é uma base para L?(R) e ) é chamada de ondaleta mée ou fungdo
ondaleta.

Suponha que {t; (t) | j, k € Z} é uma base ortonormal para L?(R) 2, isto &,
<wj,k7 w],m> = 5j,l6k’,m7 j7 kv la m e Za

1, sei =7
emque d; j = e

0, caso contrdrio

FO =" " distslt), (2.2)

j=—00 k=—00

em que a convergéncia é considerada em média quadritica. Adicionalmente, a série na equa-

¢do (2.2) é chamada de série de ondaletas de f(t) e d;, j, k € Z sdo denominados coeficientes

2 Meyer (1985) demonstrou que existe uma fungdo ¢ (z) tal que {¢; x(z) | j,k € Z} é uma base ortonormal para
L2(R).
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de ondaletas ou coeficientes de detalhes e sdo calculados por

dj = (f(1), ¥5x(1))

/fw],

Neste contexto de ortogonalidade e analogamente a andlise de série de Fourier, a relacao de parse-

val é valida. Mais precisamente,

/_Zf(u)du: f: i d?

j=—00 k=—00

Além disso, as seguintes propriedades para a ondaleta mae sao validas:

L (it =
ii. f (t)]dt < oo,
i, [T [o(t)|2dt =1,

iv. Exister € {j € Z | j > 1} tal que

/ tp(t)dt =0, j=0,1,...,7r—1;

/Oo]t’”w(t)\dt < .

O valor de r na propriedade iv. estd ligado ao grau de regularidade (suavidade) de v): quanto
maior o valor de r, mais suave serd o ¢. Ademais, se a ondaleta tem suporte compacto, o valor de
r estd relacionado ao seu suporte (vide Hérdle ef al., 1998, para maiores detalhes).

Poderiamos ter considerado translacdes (ou compressdes) e dilatagdes de uma funcio ¢, deno-
minada fun¢@o escala ou ondaleta pai, para aproximar f(¢). A fung@o escala estd intrinsecamente

relacionada com a ondaleta mae através das equacgdes de dilatacdo descritas pela equacdes (2.3) e
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(2.4).

B(t) = V2) (2t — k), (2.3)

Y(t) = V2 hpp(2t — k). (2.4)

em que hy, € [, sdo associadas pela igualdade hy, = (—1)*1,_;, chamada de quadrature mirror filter

relation. Além disso, temos que

I = V2 / " o6t — ydt,
=2 [ (o - bt

em que [; € denominado filtro passo-baixo e hj é chamado de filtro passo-alto.

Exemplo 2.3.1. O exemplo mais antigo e mais simples € o caso Haar, introduzido inicialmente por
Alfred Haar no trabalho Haar (1909). A ideia consiste em aproximar fun¢des quadrado integraveis
por funcdes escadas.

A ondaleta Haar € descrita por
1, 0>t<;

>t<1

N[

0, caso contrario

1, te]0,1)
para qual a fung@o escala é dada por ¢(t) =

0, caso contario

Note que 1 () e ¢(t) tem suporte compacto e

¢(t) = ¢(2t) + ¢(2t — 1)

1 1
= 75V26(20) + 72v26(21 1),
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»(t) = o(2t) — p(2t = 1)

= —V39() ~

1
ouseja, lp =[] = \/;, ho = ly e hy = —ly. Ademais, é possivel verificar que {1, x(t) | j, k € Z}
¢ uma base ortonormal para L?(R). Na Figura 2.2 mostramos o gréfico da funcdo escala e na

Figura 2.3 a ondaleta Haar.

15 \ \ \ 15
1 1r
0.5 0.5
= 0 E
< =
05f ] 0.5f
-1t ] -1t
15 0 0.5 1 L5 15 0 0.5 1 15
x x
Figura 2.2: Funcdo escala Haar. Figura 2.3: Ondaleta Haar.

Exemplo 2.3.2. Além das ondaletas Haar, as ondaletas Daubechies (daublets) sao ondaletas or-
togonais de suporte compacto bastante utilizadas. Essas ondaletas dependem de um parametro
N que controla a suavidade de ¢ e 1 e sdo obtidas usando os filtros passa-baixo e passo-alto
(vide Daubechies et al., 1992, para maiores detalhes). Como ilustracio, na Figura 2.5 mostramos
o grifico da ondaleta mae para N = 2, 3,4, 5 e na Figura 2.4 apresentamos a funcdo escala para

N =2,34,5.

2.3.2 Analise de Multirresolucao

De acordo com Morettin (2014), a analise de multirresolugdo permite analisar os dados dispo-

niveis em vdrias escalas de resolucao. Formalmente, temos que:

Defini¢do 2.3.1. Uma colegdo de subespagos vetoriais {V; | j € Z} de L*(R) é uma andlise de

multirresolugdo se as seguintes condicdes sdo satifeitas:
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db2 » db3

Figura 2.4: Funcdo escala para a familia Daubechies quando N = 2,3,4, 5.
(aninhamento) V; C V;,,,Vj € Z;
(densidade) L?(R) = m;
(separacio) (., V; = {0};
(escolamento) f(z) € V; & f(22) € V;11,Vj € Z.
Denominamos V; de espago de aproximagao e j de nivel de aproximagao ou nivel de resolugdo.

Em uma andlise de multirresolugdo {V; | j € Z}, aproximamos uma fungdo f(t) € L*(R)
ao nivel de resolugdo j pela projecdo de f(¢) em V;. A propriedade de aninhamento implica que
quando passamos do nivel j ao j + 1, ganhamos informagdo sobre f(t) e no limite (j — o)
recuperamos completamente f(¢). Por outro lado, quando passamos do nivel j ao j — 1, perdemos

informagdo sobre f(t) e no limite (j — —o0) a projecéo € a funcdo nula.
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db2 db3

O\ ol AL

Sl =liie=

db4 o dbS
L n. wL_~lL
= | VALY = | \V

Figura 2.5: Ondaleta mde para a familia Daubechies quando N = 2,3,4,5.

Pode-se provar que existe uma fungio ¢ € L*(R) tal que, {¢;) | k¥ € Z} é uma base or-
tonormal de V; (Mallat, 1989a,b). Ademais, a informag@o perdida quando passamos de V., a
V; pode ser representada pelo subespaco W;, ou seja, Vi1 = V; @ W, e, consequentemente,
Vi = @, Wk. Pode-se mostrar que {1, | k € Z} é uma base ortornormal para V. Observe

também que,

L*(R) = é W;

j=—o00

ZVjG?@Wk
k=j

= U

j=—o0

e, entdo, os conjuntos {¢;x | 7,k € Z}, {jn | j.k € Z}y e {¢pjr | k € Z}y U {¢y | Lk €
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Z com [ > j} sdo bases ortonormais para L*(R).

Nesse trabalho, optamos pelo uso das ondaletas Haar e Daubechies por terem suporte compacto
e uma certa regularidade. Além disso, escolhemos aproximar uma curva através da projecao de
f(t) € L*(R) em V}, isto é, fazemos uso apenas da fungdo escala. No Capitulo 3, apresentamos
as trés abordagens de estimagdo de uma curva em um ponto ndo monitorado, em que usamos 0s

conceitos apresentados neste capitulo.
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Capitulo 3

Métodos de Krigagem para Dados

Funcionais

Neste trabalho, estamos num contexto em que temos uma amostra funcional
Xs; (1), ..., Xxs,(t), em que xs,(t),s = 1,...,n,t € [0,1], é uma curva amostrada no ponto s; =
(0;,m;) da regido em estudo com 6; sendo a latitude e 7; a longitude, e o objetivo € estimar a curva
Xs,(t) em um ponto ndo monitorado sy = (6, 70). Trés abordagens diferentes de estimagdo sdo
apresentadas: a primeira proposta é estimar y s, (f) por meio de uma combinagio linear das curvas
Xs,;(t),i = 1,...,n, conforme descrito na Secdo 3.1; o segundo método de estimagdo propde o
uso de uma combinagdo linear em que os coeficientes sao fungdes ao invés de constantes escalares
conforme detalhado na 3.2; e, finalmente, na Sec¢do 3.3 propomos um novo método de krigagem
usando os coeficientes das expansdes em ondaletas das curvas ys, (t),i = 1,...,n. A inovagio dos
métodos implementados nesta tese consiste no uso de ondaletas, no lugar de B-splines, para as duas
primeiras abordagens além de propor o uso dos coeficientes da aproximagdo de s, (t), ..., s, (f)
para obter uma estimativa para x s, (t).

Em todos os modelos de krigagem deste trabalho, supomos que o processo estocdstico es-
pacial associado a amostra funcional é pontualmente fracamente estaciondrio e isotrépico. Mais

precisamente,
i. E[xs(t)] =m(t),Vs € D,Vt € [0,1];

ii. Cov (xs, (1), Xs,(t)) = C(||s1 — 82]|;),Vs1,82 € D,Vt € [0,1] em que ||| é a geodésica

21
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entre dois pontos na superficie da Terra conforme descrito na Secdo 2.2 (vide Banerjee et al.,

2014, para maiores detalhes);

1
iii. EVar (X5, (1) — X5, (1) = Y(||s1 — 82|51), V81,82 € D,Vt € [0,1]. Para t € |0, 1] fixo,

~v(||s1 — s2]|; t) é chamada de variograma.

3.1 Krigagem Ordinaria Funcional

Esse método de interpolacdo espacial para curvas pode ser considerado o modelo mais simples
abordado neste trabalho e foi introduzido inicialmente por Henao et al. (2011), onde eles usaram
B-splines para aproximar as curvas xg, (), .. ., Xs, (£).

A estimativa X, (t) da curva na localiza¢do s, é combinag@o linear das curvas da amostra, isto

R

Cl®) = 3 A (1) (3.1)
i=1
em que \q, ..., A, sdo estimados por
argmin,,  E [||>230 (t) — ng(t)||2] sujeito a B [xs,(t) — X, ()] = 0. (3.2)
Em outras palavras, desejamos encontrar Ay, ..., A, tal que X, (t) seja ndo viciado com erro qua-

dratico médio minimo. Note que resolver o problema de otimizacdo nao linear (3.2) pode ser
uma tarefa analitica e computacionalmente complexa, mas Henao et al. (2011) apresentaram uma

alternativa vidvel para resolver este problema apresentado no Teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.1 (Henao et al. (2011)). Resolver o problema de otimizacdo ndo linear

arg minAl,...,)\n E |:||>%30 (t) — Xso (t)”ﬂ sujeito a E [Xs,(t) — Xso(t)] =0,
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€ equivalente a resolver o sistema de equacoes lineares dado por

7(lls1 = s1ll)

Y(lls1 = s2)

1

em que y(h) = fol v(h,t)dt é chamado de traco variograma.

V(lls2 = s1l])

V(lls2 = s2fl)

Ylls1 = sall) A(lls2 = snll)

1

V(l[sn = s1])

Y(llsn = s2l1)

Y(lIsn — snl)
1

Demonstragdo. Em primeiro lugar, note que

e a restricdo pode ser reescrita em

E [xs,(t)] = m(t),Vs € D,Vt € [0,1],

Mas observe que

1
1

1
0

B [Ray (1] = D0\ E (X (0)

= m(t) Z)\

7(lls1 = soll)

7(llsn = soll)

e, consequentemente, a restri¢do E [x,(t) — Xs,(t)] = 0 é equivalentea ) ., \; = 1.

23

, (3.3)

Além disso, pelo Teorema de Fubini e sob a restri¢do de E [\, () — x5, (t)] = 0, temos que

E [0 (t) — xoo(®)]] = E [ / R (8) — xuo ()Pt

= /(;1 Var ()230 (t) — Xso (t)) dt.

Como X, (t), s € D é um processo estocdstico pontualmente fracamente estaciondrio, y . | A;
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leC(h;t) = C(0;t) — vy(h;t), temos que,

Var (s, (1) = Xeoo (1)) = Var (xe, (£) =2 ) Ai Cov (s, (1); X (£)) + Var (Z Aixsl»)

i=1 i=1

C(0;t) —2Z>\ v(||s: — s0|)] +Z>\2 (0: )+
+2Z Z MALC0; ) — v(||s; — sill; )]

j=1 k=j+1

= C(0;t) — 2C(0;t) ZA +C(0;) [Z)\2+22 > AN

7j=1 k=j+1

+2Zm IIs; — sol): 1) —zz Z Aaey(l1s; — sl t) ZA?’V(“
=1

J=1 k—J+1

—22%7 l|s: — sol|; ) —22 Z Naer(lls; = sillit) = > A2(0;t
i=1

J=1k=j+1

com y(0;t) = 0.

Logo, temos que,

B [ () = e (O17] = [ Vo (Reo6) = v (1))

3.1

—2Zm s = sal) =230 3 Ahrllls; — sull) - 32 42(0)
i=1

J=1k=j+1

em que y(h;t) fo (h;t)dt € chamado de trago variograma.

Em outras palavras, desejamos resolver o seguinte problema de otimizagao linear

argmin,, 2Zm Isi — soll) —22 Z Naer(lls; = sill) = Y A2(0)
i=1

=1 k=j+1

sujeito a Z A =1,

=1

que pode ser resolvido usando multiplicadores de Lagrange. Mais precisamente, sejam

fOu s —QZM o= sl) =237 30 Ada(ls, — i) - 30 A(0)
Jj=1 k=j+1 i=1
gy A Z)\

(3.4)



3.1 KRIGAGEM ORDINARIA FUNCIONAL 25

Entdo a encontrar a solu¢c@o do problema de otimizacgao linear (3.4) é equivalente a resolver o

sistema de equagdes lineares dado por

Vf()\l, ceey /\n) = 5Vg()\1, ceey /\n>7
g(/\17~--7)\n) = 17
isto é,
2y(lsi = soll) =25, Ay (llss — sill) = d,i = 1,....,m,

D=1

Em forma matricial, temos que

Vlls1 = sill) A(lls2 =sill) . Allsn —sall) 1
A1 v(lls1 = sol)
Ylls1 = s2fl) A(lls2 —s2l) oo A(llsn —s2fl) 1
An V(llsn = soll)
V(lls1 = sall) A(lls2 = saull) - A(llsn —sal) 1
W 1
1 1 1 0
)
emqueu:—i. [

Para construir o sistema linear do Teorema 3.1.1, precisamos de um estimador para o trago

variograma e Henao et al. (2011) propuseram o seguinte estimador ndo paramétrico

1
AN,

> /O (Xs, (t) — xs, (1))dt,

1,j)EN(h)

(h) =

em que N(h) = {(i,j) € {1,....,n} x{1,....,n} | |lsi — sj]| € (h—¢€,h+¢)} parae > 0
apropriado e |N(h)| é o nimero de elementos de N (h). Na Figura 3.1, ilustramos o conjunto
N(h).
. < o (. k—1
Na pratica, ndo observamos a curva inteira, apenas uma série temporal s, | —— |,k =
7 2L
1,...,2F. Para estimar cada curva x,,(t),t € [0, 1], usamos regressdo ndo-paramétrica ( vide

Hirdle et al., 1998; Ogden, 1997; Vidakovic, 2009, para maiores detalhes sobre regressdo nao
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Figura 3.1: Grdfico ilustrativo de N (h) com € > 0. Note que (i, j) € N(h), poish—e < ||s;—s;j|| < h+e.

. . . ) —1 :
paramétrica usando ondaletas ). Mais precisamente, para s;, observamos Y; = X, <j ) ] =

2L
1,...,2% e desejamos realizar a regressdo descrita pela equacio (3.5),
Y; = fo,(v;) +e€, j=1,...,2" (3.5)
) — 1 . L ~ . A ~ ~
em que r; = ,j=1,...,2% A fun¢do estimada f, (x),z € [0, 1] pela equagdo (3.5) serd a

oL
nossa curva de interesse, ou seja, Xs, (£) = fs,(t),t € [0, 1].

I .
Ao nivel de precisdo J = 50 fungdo estimada f, () é a projecdo de fs,(-) em V; dada por

fsu- (u) = (ijsl-) (U)
= Z ) bar(u),

k€EZ

em que P’ f,. é aprojegdo ortogonal de f,, em V;. Como escolhemos trabalhar com ondaletas de
suporte compacto e xs,(t),7 = 0,1,...,n, tem também suporte compacto, existe M/ € N tal que
¢/, = 0 para |k| > M.

Em forma matricial, temos que

Xs; (t) ~ C;‘F¢J(t)v

come] = (¢]_yp o ¢ly) T edT () = (¢u—m(t), ..., ¢sa(t))". Pelapropriedade da ortonormalidade
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da base de ondaletas, o estimador ndo paramétrico para o trago variograma se resume a

(00 ~ v Z/ s =) Su(9] (1) (e; — ) de

(j,k)EN(h

= NG Z (¢; —cx) (¢j —cp).

(J,k)EN (h)

3.2 Krigagem Tempo-Variante Funcional

Este modelo de interpolagdo espacial denominado Krigagem Tempo-Variante Funcional pode

ser considerado uma melhoria do método apresentado na Secdo 3.1 e foi proposto por Henao et al.

(2010), em que B-splines foram utilizadas para aproximar as curvas xs,(¢),7 = 1,...,n. A idéia
¢ estimar xs,(t) como uma combinagdo linear das curvas xs,(t),i = 1,...,n, mas em vez de
considerar constantes A, . .., \,, desejamos estimar fungdes A\ (), . .., \,(t). Mais precisamente,

oot Z Ai(t)Xa, (¢

em que aproximamos as fungdes \;(t),7 = 1, ..., n, usando ondaletas. Entdo, temos que \;(t) ~

b/ ds(t),i=1,....nexs(t) ~a¢;(t),i=0,1,...,n,com

Gs(t) = (Ss-m(t),..., dun(1) ",

_ J J T . _
ai—(CI,L_M,...,aZ»,M) ,2—071,...,n,

bi - (b;{—]\/f77b’;]7M)T77’ - 1,...,”,
e, entdo, desejamos estimar o seguinte problema de otimizac@o nao linear:
bi,...,b, =argmin, _, B [[|Xs(t) — X0 (£)[]°] sujeitoa E [{s, (1) — xso(£)] =0.  (3.6)

Note que resolver o problema de otimizagao linear descrito pela Equagdo (3.6) pode ndo ser
uma tarefa simples. O Teorema 3.2.1 fornece uma simplificagdo do problema de otimizag¢do nio

linear (3.6).

Teorema 3.2.1. Suponha que ay, a; ..., a, sdo observacoes de um campo aleatorio multivariado
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fracamente estaciondrio e isotropico, entdo resolver o problema de otimizacdo ndo linear dado

por

by,...,b, = arg minbl,...,bn E [H)A(so (t) — Xso (t)”Q} sujeito a E [Xso (t) — Xso <t>] =0

é equivalente a encontrar o ponto de minimo da forma quadrdtica descrita por

B'QB—-2B8"P
em que
B=(b/,....,b, m")"
Qu Q12 ... Qu In
Qa1 Q22 ... Q2 In
Q:
in QnZ an IN
]N IN ]N ON
P=(P',...,P] . c")’"
com

Qi) = / (D) (1) Covlas a))ds ()b, (t) dt
P - / . (1)b (1) Cov(as: ao)by (1)t

. 1, setel0,1]
c ¢;(t) = :

0, caso contrdrio

onde N é ordem da matriz ()11, O € matriz nula de ordem N e I é a matriz identidade de ordem

N.

Demonstragcdo. Antes de prosseguir, observamos que a demonstracdo desse teorema € uma adap-

tacdo para ondaletas dos resultados demonstrados por Henao et al. (2010) para BSplines.
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Primeiramente, observe que a restri¢do E [Xs,(t) — Xs,(t)] = 0 é equivalente a ) ",

29

1,Vt € [0,1], pois xs(t), s € D é pontualmente fracamente estaciondrio. Além disso, pelo Teo-

rema de Fubini, temos que

E [[Ie0 () = Xoo (O)]2] = /0 Var (X, (£) — X (1)) dt.

Note que usamos as aproximagoes

Xsi (t) ~ a’zTng(t)v
Xso (t) ~ a3—¢J(t)7

com > Ni(t) = D00 bipy(t) = 1,9t € [0,1], isto &,

Z Z b dan(t) = 1,Vt € [0,1].

i=1 k=—

Note que podemos aproximar a fungio constante 1 por ' ¢;(t) ~ 1coma = (a_yy, . ..

e, entdo, temos que

Z Z bikdsk(t) Zakﬁbjk
i=1 k=—
€, consequentemente, temos que
<Z Z b b1k (t); Gt > <Zak¢m ;O )> l=—M,...,M,

=1 k=—

ou seja,

7aM)
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ou em forma matricial

nopJ

Zi:l bz’,—M Q_p
n J —

Zi:l bi,O Qo
nopJ

Zi:lbz‘,M 1997

Ou seja, a restricdo Y ., A\;(t) = 1 pode ser reescrita por > ., b; = cu.

Observe que Xs,(t) = >y Mi(t)xs: (1) = D, bl @y (D), (1) Ta;

Var ({so () — X (t ZZCOV (b ds()bs(t) aib] ds(t)ds(t) a;) + ()T Var (ag) ¢ (t)—
=1 j=1

-2 Z Cov (biTqu(t)(ﬁJ(t)Tai; GO¢J<t))

n n

= Z Z b ¢;(t)ps(t)" Cov(as, aj)¢J(t)T¢J(t)b]T + ¢s(t)" Var (ag) ¢ (t)—

—2) b/ ¢, (t)ps(t)" Cov(as, ao) (1. (3.7)
=1

Considere as seguintes notagdes

J:/O b, (1) (1)T Covlas, aj)ds(t)Tdy(t)dt, i€ {i,....n},
D = ng(t)TVar (CL()) ¢J(t),
P’:/o b, ()b (8)T Cov (a5, a0) by(t)dt, i€ {1,... n},

entdo o problema de otimizagao (3.6) pode ser reescrito em

bi,..., b, = argminy,

..... ZZbTQ”b +D—2ZbTP sujeito a Zb = a.

=1 j=1 =1

Usando multiplicadores de Lagrange, temos que

bi,....b, =argmin,, ZbTQ”b +D—22bTP+2m <Zbi—a), (3.8)

7j=1 =1 =1
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como o termo D € constante em relagdo a by, ..., b,, ele ndo interfere na busca pelo ponto de

minimo e podemos reescrever a equagao 3.8 na seguinte forma matricial

(b),...,b,,m")" =argmin 3'Q8 — 26P,

em que,

B=(b/,....,b, m")7,
Qll Q12 an IN
Q21 Q22 Q2n In
Q= ,

in Qn2 an IN
]N IN IN ON

pP=(p',....P/,c")".

) n

O

Note que no Teorema 3.2.1 € necessario estimar a matriz de covariancia cruzada Cov(a;, a;) de
um campo aleatério multivariado fracamente estaciondrio !, passo que envolve técnicas elaboradas
de estimagdo, pois precisamos garantir que as estimativas sejam positiva-definidas. Para os leitores
interessados, Genton e Kleiber (2015) faz um revisao de métodos para estimar a matriz covariancia
cruzada de um campo aleatdrio estaciondrio. Contudo, é possivel contornar esse desafio usando
o semivariograma de um campo aleatério de uma maneira andloga ao proposto no Teorema 3.1.1

usando o Teorema 3.2.2.

Teorema 3.2.2. Suponha que ag, a1, . . ., a, sdo observacoes de um campo aleatério multivariado

fracamente estaciondrio e isotropico, entdo resolver o problema de otimizacdo descrito por

argming, _p, B [[IXe0(t) = Xeo(1)|P] sujeitoa Y Ni(t) = e ¢y (1),

i=1

'Vide, por exemplo, Goulard e Voltz (1992) para uma revisdo sobre campo aleatério fracamente estaciondrio e
isotrépico.
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emque Xs, = Y i1 0] (1) s(t) Tas, \i(t) = b ds(t) e’ Pp;(t) =~ 1,V € [0, 1] é equivalente

a encontrar o ponto de mdximo da seguinte forma quadrdtica

B'RB-2U'

em que

B=(b,....bl.m),

) n’

Ry Ry ... Ry, In
Ry Res ... Ry Iy
R= )
R, Ry, ... Ru, Iy
In Iy ... Iy Oy

U=U/,....U  a"),

n?

com N a ordem da matriz Ry, e

1
Ry = [ @a(06s0)" 5 Var(a - a,)00(0@u(®)de. ij € {1 n),
0
1
Ui:/0 qb(t)gbj(t)T%Var(ai—a0)¢J(t)dt, ief{l,....n),
1, setel0,1]

a' ¢s(t) ~ : (3.9)

0, caso contrdrio

Demonstragdo. Por hipétese, ag, a, . . ., a, sdo observagdes de um campo aleatorio multivariado

fracamente estaciondrio e isotropico, isto &,

Cov(as,a;) = C(llsi — 55l ij € {0, 1.},
1
§Val"(ai —a;) =G([[si—s;l), ,7€{0,1,...,n},

C(lls: = s5l) = C(0) = G(lls: = s501), 4,5 €{0,1,...,n},

em que G(h) é o semivariograma para o campo multivariado.
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De acordo com o Teorema 3.2.1, resolver o problema de otimizacao

.....

com \;(t) = b ¢,(t), é equivalente a achar o ponto de minimo da forma quadratica

B'QB—-28"P,
com
Qll QIQ e an IN
Q21 QQZ s QQn IN
Q = In |
in QnQ o an IN
Iy Iy ... Iy Oy
P=(pP',....P/,a")’,
em que

Qs = / 61 (06, (0) Clls: — s;1)bs (s () dt, 0,5 €{0,1,... n},
P - / 655 (t)TC(l1s: — sol)ds(D)dt, i€ {0,1,...n},

B=(b,....b,, m")".

Y no

Como C(||s; — s;||) = C(0) — G(||s; — s,]|), temos que

Qs = / $1(O)Ds(1) Clls: — 55)bs (D), (1)t
_ / 651D [C(0) — Cll|si — 5,11)] s (t)ebs ()Tt

= Qoo — Ryj,

33
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e
1
Pi= [ s016s) Clls: ~ sol)s(t)dt
0
1
= [ @u06:0)7 [CO) - (i ~ sol)) 801t
0
= PO - lj'z
Logo, Q@ =Q°" — Re P =P’ — U com
Q" = (111)® Qo 1®0
1"®0 0
PO _ 1® P,
0-1
emque 1 = (1,...,1)" € um vetor coluna N linhas e 0 é uma matriz nula de ordem N x N.
Observe que
b,
IBTQOB = ((Zb:> QOOa' CREIE (Zb;r> QOOv ]-T : 0)
i=1 i=1 b,
0-1
=22 b/ Qub,
j=1 i=1
= aTQ(]Oa’
e
P'B=P > b =Pl (3.10)
i=1
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Finalmente, temos que

argming, . [87QB —28P] = argmin, _, [87Q°8—BTRB - 2P B+ 287U
= argming, [aQOOa - ,BTRB - 2P0Ta + 2ﬁTU}
= argmaxp, p. [BTRﬁ — QﬁTU} .

]

O Teorema 3.2.2 substitui a necessidade de estimacdo da matriz covaridncia cruzada Cov (a;, a;)
. . 1
no modelo proposto por Henao et al. (2010) pela estimacdo do semivariograma 5 Var (a; — a;)

que pode ser estimada via estimador ndo paramétrico apresentado por Goulard e Voltz (1992):

G ==—— Y lai—allai-a] G.11)

emque N(h) ={(5,7) € {1,....,n} x{1,....,n} | ||si — 8|l € (h—€e,h+€)} ee > 0&uma
banda de tolerancia (vide Wackernagel, 2003, para maiores detalhes).

De uma forma geral, a fun¢do escala ¢(t) em uma anélise de multirresolu¢do ndo tem forma
analitica fechada. Para resolver as integrais nas equagoes de I; ; e U;, usamos uma aproximagao
motivada pela integracdo de Riemann: ¢ (%) é conhecido paral, ¢ € Z (vide Boggess e Narcowich,

2009, para maiores detalhes), entdo temos que

i [ da(DT (G (s — 5,1 ()] (1)t ~ zkechcm(Qq)%( )

-5 (£) 67 () eme = (ke £ o)

i ) 3083 (G (I — 51) Bs(0)dt ~ Ty 569 <§) ) (gﬁ) G lllsi = s;l) s (zﬁ)

comC:{k€Z|£E[0,1]}.

A Figura 3.2 ilustra a ideia das aproximagdes i. € ii..
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T

N T T
= 1 = -
=] |_\_\_ = 1
= 4“ = =]
- =1 =]

f(x)

X
Figura 3.2: llustracdo do método numérico utilizado nas integrais envolvendo a Krigagem Tempo-Variante
Funcional.

3.3 Krigagem Funcional por Campo

Nessa se¢do introduzimos uma abordagem de interpolagdo espacial distinta daquelas apresen-
tadas na Secdo 3.1 e na Se¢do 3.2. Em vez de buscarmos estimar a curva xs, () como combinago
linear (envolvendo valores escalares ou fungdes) das curvas s, (t) em nossa amostra funcional,
desejamos estimar os coeficientes aq da proje¢do de x,(t) no espago de aproximagdo V;. Mais

precisamente, suponha que aproximamos as curvas s, (t), ..., xs, () por

Xsi(t)%a‘j(ﬁ](t)’ izla"'ana

emque a; = (a)_y;,....aly) " e @ds(t) = (Gs-nm(t), ..., s (t))". Nosso objetivo é encontrar

uma estimativa a, para a, e, consequentemente, obter uma estimativa para x s, () através de x5, =

ag ¢(t).

A ideia para obter uma estimativa de a, € usar uma combinacdo linear de a4, ..., a,, mas
em vez de usar a mesma constante escalar 6; para cada coordenada a;{ M- ,a;{  da proje-
¢do de xs,(t) em V;, optamos por atribuir uma constante ¢; ; para cada a;{ pt=1...,n7 =
—M, ..., M. Analogamente aos estimadores descritos na Se¢do 3.1 e na Se¢do 3.2, desejamos
encontrar ¢; ;,4 = 1,...,n,7 = —M,..., M com erro quadritico médio minimo e ndo viciado.

Formalmente, suponha que ag, aq, ..., a, sao observacdes de um campo aleatério multivariado
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fracamente estaciondrio e isotropico e considere as matrizes

91‘,7M 0 - 0
0 0, _ 0
0, = o , =1 1
0 0 Oint

Entdo, um estimador para a, € dado por

n
doz E @zal
=1

em que O, ..., 0, é solucio do problema de otimizacao descrito por

n T n
@1, N @n = arg min@hm’@n E E @iai — QA E @iai — Qo
i=1 i=1

n
sujeito a E Z ©;a; —agy | =0, (3.12)
=1
emque 0 = (0,...,0)" é um vetor coluna nulo com a mesma dimenséo de a;. Logo, uma estima-

tiva para a curva em s, € dada por

Xso(t) = do ' @s(t). (3.13)

Denominamos o interpolador espacial de curva descrito pela equacdo 3.13 de método de Kiri-
gagem Funcional por Campo. A escolha desse nome se deve ao fato que supomos que os coefici-
entes da projecdo da curvas no espago de aproximag¢ao em nossa amostra funcional constituem um

campo aleatdrio isotrépico e fracamente estaciondrio.

Teorema 3.3.1. Seja ay, a, ..., a, observacoes de um campo aleatorio multivariado estaciond-

rio e isotropico. Entdo, resolver o problema de otimizacdo descrito por

n T n n
arg mingh_”’@n E E ©,a;, — ay E ©;a; — ay sujeito a E E ©,a;, —ay | = 0,
i=1 i=1

=1
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€ equivalente a encontrar o ponto de mdximo da forma quadrdtica

BTAB —23"B, (3.14)

em que
B=(6/,....0 6",
B=((G(ay,ap)o D) 1,...,(Glan,ap)oI)-1,-17) "
G(ai,a1)ol Glay,az)ol ... G(a,a,)ol [
G(az,a1)ol Glag,az)ol ... G(az,a,)ol I
A= ,
G(a,,a1)ol Glay,az)ol ... G(an,a,)ol I
1 I 1 0
em que 0; = (0; _np, ... ,0¢7M)T, & € um vector coluna de mesma dimensdo de 6;, o é o produto

1
de Hadamard (vide Styan, 1973, para maiores detalhes), G(a;, a;) = 3 Var (a; — a;), 0 é ma-
triz nula com mesma dimensdo de G(a;,a;) e I é a matriz identidade com a mesma ordem de

G(CI,Z’, Cl/j).

Demonstragdo. Primeiro note que, sob a restricio E (), ©,a; — ay) = 0, temos que

(S0

i=1

n T n
E (Z @iai — CL()) (Z @Z-ai — CLO> = trago
=1 =1

Observe que a restricio E (3 | ©;a; — ag) = 0 éequivalentea . O, =1e
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ar (Z O,a; — a0> = Var (ag) + Z ©; Var (a;) ©; — 2 Z Cov (©;a;; ag) +
i=1

i=1 i=1

+ 22 Z ©, Cov (a;; ax) O

j=1 k=j+1

= C(0) — 22@ Glai, a)l + Y _6,C(0)0;+
+ 22 Z 0,[C(0) — G(a;, ar)] O

j—1k:j+1
+ZZ@C )0r, —2C(0) +2 > 0,G(a;, ag)
j=1 k=1 =1
—ZZ@GaJ,ak
j=1 k=1

n

= Qi: @ZG(a“ CLQ) — zn:
j=1k

=1

G)]G(aj, ak)G)k
1

Logo, o problema de otimizacao 3.12 € equivalente a

argming, o, QZtrago (0:;G(a;, ayp)) ZZtrago (0,G(aj, ar)Oy)) sujeito a Z@ =1,

7=1 k=1

em que traco(-) € o trago de uma matriz. Seja 6; = (0; _as, ..., 6; 1), entdo o problema de otimi-

zacdo (3.12) pode ser resumido em

n

argming, GQZOT (a;,ap) o) 1—2 0 (G(aj,ar)oI)6y

i=1 7=1 k=1

sujeito a ZBi =1,

=1

em que o é operador de Hadamard (vide Styan, 1973, para maiores detalhes) e 1 = (1,...,1)" é
vetor coluna com a mesma dimensao de a;. Usando multiplicadores de Lagrange, o problema de

otimizacdo descrito por (3.12) é equivalente a encontrar o ponto de minimo de

Qiej[ G(a;, ap) o I] 1—229T (a;,ayr) o[)9k+25T (i@-—l),
i=1

j=1 k=1 j=1
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em que & é um vetor coluna de mesma dimensao de 6;. Em forma matricial temos que

@/,...,0),6")" =arg ming 28"B — 3T ApB

= arg maxg BTAB-28"B,

onde

@/,...,07.6M)7,

8
B = ((Glay,ap) o 1) 1..... (Glan.ag) o 1) 1,-17)

G(ai,ay)ol Glay,ax)ol ... G(ai,a,)ol 1
G(az,a1)ol Glag,az)ol ... G(az,a,)ol I

A=
G(a,,a1)ol Glay,az)ol ... G(an,a,)ol I
1 I 1 0

]

Note que a forma quadritica na Equacao (3.14) no Teorema 3.3.1 ndo envolve integracoes,
como nos métodos apresentados na Se¢@o 3.1 e na Se¢do 3.2, evitando possiveis erros de apro-
ximag¢ao numérica. Observe também que transformamos o problema de otimiza¢ao nao linear da
Equacido (3.12) em um problema de encontrar ponto de maximo de uma forma quadritica: uma
tarefa analitica e computacionalmente mais viavel.

No Capitulo 4, realizamos um estudo de simula¢@o dos trés métodos apresentados nesse capi-
tulo, Krigagem Ordindria Funcional, Krigagem Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional
por Campo , com o objetivo de comparé-los usando métricas inspiradas no erro quadratico médio.
Note que ndo € preciso estudar o vicio, pois em todos métodos de krigagem para curvas apresen-

tados nesse capitulo restringimos nossa busca em estimadores ndo viciados.



Capitulo 4

Estudo de Simulacao

Em todos modelos de krigagem para dados funcionais espaciais expostos no Capitulo 3, su-
pomos que o processo espacial é pontualmente fracamente estaciondrio e isotropico. Mais preci-
samente, para s, S1, Sy pertencente a um subconjunto D limitado e de volume positivo contido na

area de estudo, temos que
i. E{xs(t)] =m(t),Vt e [0,1];

ii. Cov (xs, (1), xs,(t)) = C(|ls1 — s2f;t),Vt € [0,1] em que ||| é a geodésica conforme

descrita por Banerjee et al. (2014);

1
iii. §Var (Xs:(t) — X5, (1)) = 7(||s1 — 825 t), Vt € [0,1]. Parat € [0, 1] fixo, y(||s1 — s2||;t) é

chamada de variograma.

Adicionalmente, em nosso estudo de simulagdo, supomos que para ¢ € [0, 1] fixo, temos que

X (1) m(t)
~ N : (1) |, 4.1)

Xs (1) m(t)

em que X(¢) é uma matriz cuja i-ésima linha e j-ésima coluna é dada por
Oi,j(t) = C(HSZ — SJH,t) € S1,...,8, € D.

Usamos os seguintes modelos para a média e a covariancia em nosso estudo de simulacgao:

41
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a) A funcdo de covariancia ( modelo exponencial (Banerjee et al., 2014)):
C(h,t) = o?exp(—o(t) - h), te[0,1],h>0,

t+1
com ¢ = 0,005 e ¢(t) = 10 % Na Figura 4.1, mostramos o gréifico da fungdo de

covariancia C'(h, t).

0.003
- - rllff
1 Un Ui
ooy gl
AL AH I, ”I}' ”"
0.001- e
| LA "' oy 'z‘

L7
o ':2,4-':".-, £ 7

Figura 4.1: Grdfico da fungdo de covaridncia.

b) Foram consideradas duas fungdes médias. Uma fun¢do média continua dada por
my(t) = sin(2mt),

e outra funcdo média constante por partes com descontinuidades em {%, %} dada por

S T 1)

Na constru¢@o das amostras funcionais, primeiramente, geramos 50 pontos na regido ilustrada

na Figura 4.2. Estes pontos sdo os mesmos para todas as amostras funcionais simuladas.
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k—1

Apos estabelecidos os pontos sy, ..., S5y, consideramos ¢, = E=1,....29 e para
) y 250 29 ) ) )
cada t;, geramos 50 valores da distribui¢io normal multivariada com média (m(ty), ..., m(tx))"
e matriz de covaridncia ().
_1 2 P Araguaia Q 010
Alb Brasilo  oBom Jesus '
do Araguaia y
12 5 - - Alvogada ;
. 2 ot j | 242 : Comt
13 ol e i (153 ) ;j'f. ' !\\ Araias
- Ribeira - : A i
@ Caécgirh:;?ra - . f;g“;‘g%i?; : B " ! %  Campos Be
-g ¥ : . Porangatu L B 5 W b
= '1 35 n m o . = EMinagu” a
] 5 y o / 5
© : /' piCavalcante i
-l u - LI, 25 i ;
_1 4 ] 1 ] 2 7 .: . - 2 4
u %
= N Niquelandia- = ’
_ u J UI’L:JCU g = 5 7
145 . ) - 54 g
8 N 7 “y i i
15 rerFiie b o oy s o AR E j )
_ 281 —a S - L S
-53 -52 -51 -50 -49 -48 -47
Longitude

Figura 4.2: Regido onde os dados foram simulados. Cada ponto amarelo é uma localidade selecionada em
nosso estudo de simulacdo.

4.1 Medidas de Qualidade de Ajuste

Considere um contexto em que temos M = 100 amostras funcionais com 50 curvas cada. En-
tdo, obtemos M estimativas x1 (¢), ..., x!(¢) para a curva x,,(t) no ponto ndo monitorado s.
Em ordem para avaliar o desempenho dos trés métodos de Krigagem introduzidos no Capitulo 3,
Krigagem Ordindria Funcional, Krigagem Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional por
Campo, usamos duas medidas de comparacgao: erro quadratico médio e erro quadratico por amos-

tra, descritas a seguir.

4.1.1 Erro Quadratico Médio

Podemos estimar o erro quadratico médio dos interpoladores espaciais estudados nesse tra-
balho usando uma aproximagdo para integral inspirada na integracdo de Riemann. Mais precisa-

mente,
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E[[Xso(t) = Xso ()" = E i [Xao () — X (1)t

] M
~ [ = IR () = xso(B)]
;36 0~
29 1 M
~ ) (L= tl—l)M Z|Xso (t1) = Xso ()]
1=2 k=1

29 M
1 .
B 29M ZZ’X];O(Q) - Xso(tl)|2a

=2 k=1

1
emque t; € [0,1],1 = 1,...,2° sdo pontos igualmente espagados com t; — t; | = %" Usamos a

notacdo KM para essa medida.

4.1.2 Erro Quadratico Médio por Amostra

Para avaliar a performance dos métodos de krigagem em cada amostra, calculamos a norma em
L?(R) da diferenga entre a curva estimada x% (¢) e a verdadeira curva observada x,(t) e usamos

a notacdo E'(Q) M, para essa medida. Mais precisamente,

1
EQM: = [ 1, (0)~ a0t @2)
0

A integral na equacao (4.2) € aproximada por retingulos de uma maneira andloga a Secao 4.1.1,

isto €

1
MM@zAh&@-meﬁ

29
~ Z(fl — t1-1) X, (t1) = Xso (8)

Z|X50 tl — Xso tl)| ) (43)
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1
emque t; € [0,1],1 = 1,...,2° sdo pontos igualmente espagados com t; — t; | = 5

4.2 Resultado — Simulacao

Nessa se¢do, analisamos empiricamente os métodos de Krigagem para o contexto de Dados
Funcionais propostos no Capitulo 3: Krigagem Ordindria Funcional, Krigagem Tempo-Variante
Funcional e Krigagem Funcional por Campo. Dividimos nosso estudo de simulagdo em dois con-
textos: quando o ponto ndo monitorado s estd no centro da regiao sob estudo e quando o ponto nao
monitorado s; estd afastado e / ou no canto da regido. Na Figura 4.3, exibimos os 50 pontos sele-
cionados espaciais para simular as amostras funcionais e os pontos sy € s; onde desejamos aplicar
os métodos de krigagem para estimar uma curva. Desejamos com isso avaliar o desempenho dos
métodos propostos quando existem vdrias curvas proximas e em volta do ponto ndo monitorado
e quando h4 poucas curvas ao redor. Ademais, usamos trés bases nesse estudo de simulagdo: on-
daletas Haar, ondaletas Daubechies com N = 3 ou brevemente db3 e B-Splines que foi a base
usada nos trabalhos originais de Henao et al. (2010) e Henao et al. (2011). Para a média constante
usamos Haar cujas ondaletas pai e made s@o constantes por parte e para o média continua usamos
a ondaleta db3 cujas ondaletas pai e mae sao também continuas. Os resultados obtidos sdo com-
parados com BSplines que foi empregado nos trabalhos originais de Henao (2009); Henao et al.
(2010, 2011). Organizamos essa se¢ao em duas subsecdes: na primeira secdo analisamos o com-
portamento dos modelos para média continua m; (t) para o ponto centralizado sy e para o ponto
no canto s; e na segunda secao verificamos a performance dos métodos de krigagem para a média
constante por partes ms(t) para os pontos sg € .

Para facilitar a elaboracdo de graficos e tabelas, usamos as seguintes notacoes:

1. Krigagem Ordinaria Funcional abreviamos por KOF,
1. Krigagem Tempo-Variante Funcional abreviamos por KTVF,

iii. Krigagem Funcional por Campo abreviamos por KFC.
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Figura 4.3: Os pontos amarelos indicam as localidades das curvas nas amostras funcionais simuladas. Os
pontos vermelhos sy e s1 sdo os pontos ndo monitorados onde desejamos interpolar usando krigagem.

4.2.1 Simulacao 1: Média Continua

Erro Quadratico Médio para o ponto centralizado sy e para o ponto no canto s; € mostrado
nas tabelas 4.1 e 4.2, respectivamente. Primeiramente, ressaltamos que o uso de BSplines teve o
maior FQM entre todos os métodos de Krigagem analisados. Além disso, o método Krigagem
Funcional por Campo obteve o menor valor de EQ M, chegando a ser entre 10% e 20% menor
do que os métodos estabelecidos na literatura que usam BSplines para Krigagem Ordinéria Fun-
cional e Krigagem Tempo-Variante Funcional. Ressaltamos ainda que a performance do método
Krigagem Tempo-Variante Funcional apresentou £()M menor a Krigagem Ordindria Funcional
(modelo mais bésico), mas um pouco maior que a Krigagem Funcional por Campo (nova proposta
de interpolagdo espacial).

Por outro, analisando o Erro Quadratico Médio por Amostra, notamos que a Krigagem Funci-
onal por Campo € o estimador com menor variabilidade e a menor média segundo as tabelas 4.3 e
4.4 e as implementagcdes com BSPlines apresentaram maior variabilidade e média.

Nas figuras 4.4 e 4.5, apresentamos os diagramas em caixa para o Erro Quadratico Médio por
Amostras. Nestes diagramas retiramos os outliers para facilitar a visualizacdo. Esses gréaficos refor-
cam as afirmacdes sobre a Krigagem Funcional por Campo e ilustram o desempenho intermediario

da Krigagem Tempo-Variante Funcional. Além disso, nas tabelas 4.11 e 4.12 observamos que o
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vicio ! é pequeno em concordancia com os teoremas 3.1.1, 3.2.1, 3.2.2 e 3.3.1 que estabelecem os

métodos de Krigagem deste trabalho sdo nao viciados.

Tabela 4.1: Erro Quadrdtico Médio para sy.

Método ‘ Base EQM ‘ Base EQM

KOF 0.0049 Bsplines 0.0061
KTVF | db3 0.0051 P 0.0058
KFC 0.0049 - -

Abreviacdes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.

Tabela 4.2: Erro Quadrdtico Médio para s;.

Método | Base EQM | Base  EQM

KOF 0.0054 | 0.0063
KTVE | db3  0.0050 | ~P' 4 0060
KEC 0.0048 _ _

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.

Tabela 4.3: Sumdrio para o Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto centralizado sg.

Método — Base | Minimo  1-Qua Média  Mediana  3-Qua  Méximo DP

KOF — db3 0.004817 0.004846 0.004872 0.004859 0.004882 0.005203 0.000050
KOF - Bsplines | 0.005320 0.005777 0.006094 0.005823 0.005870 0.019033 0.001507
KTVF - db3 0.005048 0.005105 0.005133 0.005120 0.005141 0.005682 0.000073
KTVF - Bsplines | 0.005717 0.005780 0.005804 0.005804 0.005830 0.005894 0.000039
KFC —db3 0.004796 0.004850 0.004869 0.004870 0.004885 0.004954 0.000029

Abreviacdes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.

1
10 vicio por amostra é calculado pela equacio 57 Zi;l (Xso (27) = Xso (25))-
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Tabela 4.4: Sumdrio para o Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto no canto sy.

Método — Base ‘ Minimo  1-Qua Média Mediana 3-Qua Maximo DP

KOF - db3 0.00466 0.00476 0.00539 0.00481 0.00493 0.02128 0.00255
KOF — Bsplines 0.00539 0.00600 0.00629 0.00605 0.00610 0.01851 0.00141
KTVF - db3 0.00481 0.00486 0.00501 0.00488 0.00491 0.01436 0.00097
KTVF — Bsplines | 0.00590 0.00599 0.00604 0.00603 0.00608 0.00627 0.00007
KFC — db3 0.00466 0.00475 0.00479 0.00478 0.00483 0.00505 0.00007

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.
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Figura 4.4: Boxplot do Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto no centro da regido s para cada
método de krigagem e para cada base no contexto de média continua.

Tabela 4.5: Sumdrio para o Vicio por Amostra para o ponto centralizado sg

Método — Base ‘ Minimo 1-Qua Média Mediana 3-Qua Madaximo DP

KOF — db3 -0.00332  0.00057 0.00126 0.00130 0.00212 0.00535 0.00132
KOF - Bsplines | -0.01253  -0.00007 0.00198 0.00091 0.00203 0.04498 0.00692
KTVF — db3 -0.00325 0.00064 0.00137 0.00141 0.00222 0.00548 0.00132
KTVF — Bsplines | -0.00218 0.00035 0.00072 0.00073 0.00128 0.00256 0.00080
KFC - db3 -0.00209 0.00017 0.00090 0.00089 0.00175 0.00346 0.00116

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.
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Figura 4.5: Boxplot do Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto no canto da regido s1 para cada

método de krigagem e para cada base no contexto de média continua.

Tabela 4.6: Sumdrio para o Vicio por Amostra para o ponto no canto s1

M¢étodo — Base ‘ Minimo 1-Qua Média Mediana 3-Qua Maximo DP

KOF - db3 -0.0277 -0.0046 -0.0033 -0.0024 -0.0009 0.0030 0.0047
KOF — Bsplines | -0.0159 -0.0035 -0.0014 -0.0025 -0.0014 0.0416 0.0069
KTVF —db3 -0.0255 -0.0031 -0.0024 -0.0024 -0.0013 0.0031 0.0027
KTVF — Bsplines | -0.0057 -0.0030 -0.0025 -0.0026 -0.0018 -0.0002 0.0011
KFC - db3 -0.0086 -0.0040 -0.0025 -0.0024 -0.0010 0.0030 0.0023

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.
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4.2.2 Simulacio 2: Média Nao Continua

Andlogo ao caso em que tinhamos média continua, o0 método Krigagem Funcional por Campo
teve o menor F()QM tanto para o ponto sy e s; conforme tabelas 4.9 e 4.10. Além disso, quando
analisamos também o Erro Quadritico Médio por amostra nos diagramas de caixa * nas figuras
4.4 e 4.7 e nas estatisticas descritivas nas tabelas 4.9 e 4.10, notamos novamente que interpola-
¢do espacial usando Krigagem Funcional por Campo tem desempenho satisfatorio e os métodos
usando BSplines apresentam a maior mediana e média dessa medida de erro quadratico. Ressalta-
mos ainda que os melhores métodos usando ondaletas Haar (Krigagem Tempo-Variante Funcional
e Krigagem Funcional por Campo) tém Erro Quadrético Médio 16% menor que o método usando
BSplines (Krigagem Tempo-Variante Funcional). Além disso, nas tabelas 4.11 e 4.12 observamos
que o vicio € pequeno em concordincia com os teoremas 3.1.1, 3.2.1,3.2.2 e 3.3.1 que estabelecem

os métodos de Krigagem deste trabalho sdao nao viciados.

Tabela 4.7: Erro Quadrdtico Médio para s.

Método | Base EQM | Base  EQM

KOF 0.01252 0.01463
KTVF | Haar 0.01212 | Bsplines 0.01435
KFC 0.01207 -

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo.

Tabela 4.8: Erro Quadrdtico Médio para s.

Método | Base EQM | Base  EQM

KOF 0.02640 0.01528
KTVF | Haar 0.01578 | Bsplines 0.01502
KFC 0.01197 -

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo.

“Nesses diagramas, retiramos os outliers para facilitar a visualizagio.
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Tabela 4.9: Sumdrio para o Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto centralizado s.
Método — Base ‘ Minimo 1-Qua Média Mediana 3-Qua Maximo DP
KOF — Haar 0.012002 0.012051 0.012514 0.012073 0.012095 0.039457 0.002977
KOF — Bsplines 0.013947 0.014315 0.014633 0.014363 0.014432 0.029682 0.001652
KTVF — Haar 0.012002 0.012050 0.012119 0.012070 0.012090 0.013630 0.000231
KTVF — Bsplines | 0.014239 0.014328 0.014351 0.014346 0.014370 0.014465 0.000035
KFC — Haar 0.012015 0.012049 0.012069 0.012066 0.012088 0.012153 0.000027

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC

— Krigagem Funcional por Campo.

Tabela 4.10: Sumdrio para o Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto centralizado s.

Método — Base Minimo 1-Qua Média  Mediana 3-Qua Maéximo DP

KOF - Haar 0.011848 0.011920 0.026226 0.011983 0.012115 0.724572 0.081861
KOF — Bsplines | 0.014500 0.014976 0.015275 0.015035 0.015097 0.029605 0.001559
KTVF — Haar 0.011850 0.011926 0.015780 0.011984 0.012107 0.243905 0.025245
KTVF - Bsplines | 0.014827 0.014991 0.015020 0.015025 0.015049 0.015189 0.000059
KFC — Haar 0.011840 0.011926 0.011965 0.011963 0.012001 0.012115 0.000064

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC

— Krigagem Funcional por Campo.
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Figura 4.6: Boxplot do Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto no centro da regido sg para cada

método de krigagem e para cada base no contexto de média ndo continua.
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Figura 4.7: Boxplot do Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto no canto da regido si para cada
método de krigagem e para cada base no contexto de média ndo continua.

Tabela 4.11: Sumadrio para o Erro Quadrdtico Médio por Amostra para o ponto no canto So.

Método —Base | Minimo  1-Qua ~ Média Mediana  3-Qua  Maximo DP

KOF - Haar -0.00475 0.00070 0.00164 0.00180 0.00267 0.01491 0.00215
KOF - Bsplines -0.01592 -0.00346 -0.00141 -0.00248 -0.00136 0.04159 0.00692
KTVF — Haar -0.00467 0.00017 0.00109 0.00121 0.00203 0.01426 0.00205
KTVF — Bsplines | -0.00573 -0.00303 -0.00251 -0.00259 -0.00181 -0.00018 0.00106
KFC — Haar -0.00145 0.00077 0.00142 0.00142 0.00217 0.00482 0.00115

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC

— Krigagem Funcional por Campo.

Tabela 4.12: Sumdrio para o Vicio por Amostra para o ponto centralizado s;.

M¢étodo — Base ‘ Minimo 1-Qua Média Mediana  3-Qua  Madaximo DP

KOF — db3 -0.01814 0.00499 0.00621 0.00720 0.00867 0.01259 0.00466
KOF - Bsplines | -0.01592 -0.00346 -0.00141 -0.00248 -0.00136 0.04159 0.00692
KTVF — db3 -0.01819 0.00931 0.01054 0.01145 0.01290 0.01682 0.00470
KTVF - Bsplines | -0.00573 -0.00303 -0.00251 -0.00259 -0.00181 -0.00018 0.00106
KFC — db3 0.00092  0.00554 0.00705 0.00719 0.00852 0.01256 0.00229

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC

— Krigagem Funcional por Campo.
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Além do novo método proposto nessa tese, denominado Krigagem Funcional por Campo, ter
menor Erro Quadrético Médio, ele é computacionalmente mais eficiente que a Krigagem Tempo-
Variante Funcional, conforme graficos das Figura 4.8. Observamos que as aproximacao numéricas
na Krigagem Tempo-Variante Funcional tornam esse método consideravelmente menos eficiente
que a Krigagem Funcional por Campo. Nas tabelas 4.13(a) e 4.13(b), percebemos que o tempo
de execucdo em segundos da Krigagem Tempo-Varidvel Funcional € quase trés vezes o tempo
de execucdo da Krigagem Funcional por Campo para n = 200, além do método KTVF ter cres-
cimento ser exponencial. Ressaltamos que melhorias nas aproximag¢des numéricas das integrais

podem amenizar este problema, contudo com a Krigagem Funcional por Campo essa questdo é

contornada.
db3 Haar
800, 400
— KOF — KOF
—KTVF —KTVF
600—KFC 300—KFC
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(a) Tempo de execugdo para ondaleta db3 em segundos.  (b) Tempo de execugdo para ondaleta Haar em segundos.

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo.

Figura 4.8: Comparacdo do tempo de execugcdo em segundos do métodos de interpolacdo espacial de
curvas, Krigagem Ordindria Funcional, Krigagem Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional por
Campo, usando ondaletas Haar e db3.



54 ESTUDO DE SIMULACAO 4.2

Tabela 4.13: Tempo de execugdo para os métodos de krigagem, Krigagem Ordindria Funcional (KOF), Kri-
gagem Tempo-Variante Funcional (KTVF) e Krigagem Funcional por Campo (KFC), para vdrios tamanhos
amostrais n.

(a) Tempo de execucdo para ondaletas (b) Tempo de execugdo para ondaletas

db3 em segundos. Haar em segundos.
n KOF KTVF KFC n KOF KTVF KFC
10 3.44 2.09 3.59 10 | 2.69 1.11 1.04
25 9.29 9.42 10.64 25 | 045 401 0.12
50 |27.97 35.62 20.08 50 | 1.22 20.31 1.04
75 |26.12 78.03 34.10 75 1.34  39.16 3.16
100 | 38.46 14546 51.84 100 | 1.89  70.20 9.71
125 | 42.87 230.73 80.29 125 | 2.78 115.76 23.23
150 | 51.39 319.54 109.05 150 | 3.39 165.75 47.88
175 | 60.40 451.61 168.09 175 | 4770 242.38 89.58
200 | 70.43 611.44 244.60 200 | 6.63 333.89 146.70

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo.

Apos verificarmos que tanto o uso de ondaletas como o método de Krigagem Funcional por
Campo melhoram a interpolacao espacial de curvas, apresentamos no Capitulo 5 duas aplicagdes
a dados reais: dados de temperatura média das provincias maritimas canadenses e dados do indice

MP10 da regido metropolitana de Sao Paulo.



Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo, ilustramos as trés abordagens de krigagem para curvas apresentadas neste traba-
lho, Krigagem Ordindria Funcional, Krigagem Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional
por Campo, usando dois conjuntos de dados reais: um conjunto de dados de temperatura média
no ano de 2000 em 82 estacdes meteoroldgicas localizadas nas provincias maritimas canaden-
ses (Nova Scotia, New Brunswick e Prince Edward Island) e dados do indice MP10 da CETESB
(Companhia Ambiental do Estado de Sdao Paulo) no ano de 2014 em 14 estacdes meteoroldgicas
na regido metropolitana de Sao Paulo.

Em cada um dos conjuntos de dados escolhemos uma localidade s;, estimamos a curva ., (%)
usando as curvas Xs, (t),..., Xs,_, (t); Xsis1 ()5 - - -5 Xs, (t) € criamos um grafico com a curva in-
terpolada pela krigagem e os valores observados xs,(Z;),7 = 1,...,27 da curva em s;, com o
objetivo de ilustrar visualmente a eficidcia dos métodos. Além disso, calculamos uma medida de

Erro Quadratico Médio dada por

EQM = Z (Xsi(tj) - Xsi(tj))2

em que Vs, (t;) é a estimativa da curva estimada no instante ¢;,= 1,...,27 usando as curvas

X1 (), Xaima ()Xo (B), - -5 X, (B)-

55
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5.1 Temperatura Média Diaria das Provincias Maritimas Ca-
nadenses

Nessa se¢do, aplicamos os métodos de Krigagem aos dados climaticos das provincias mari-
timas do Canadd: New Brunswick, New Scotia e Prince Edward. Em nosso conjunto de dados,
consideramos a temperatura média didria registrada em 82 estacdes meteoroldgicas das provincias
maritimas ao longo do ano de 2000. Na Figura 5.1, mostramos as estagdes selecionadas em nosso
conjunto de dados e na Tabela B.1 do Apéndice B, apresentamos informagdes tais como ID, nome
da estagdo, latitude e longitude das estacdes consideradas. Esses dados sdo bem difundidos na li-
teratura e estdo presentes no livro cldssico de Ramsay (2006). Conforme Henao et al. (2010), as
provincias maritimas cobrem uma drea pequena e homogénea que satisfaz as condi¢des de estacio-
naridade e isotropia descritas na introdugdo do Capitulo 3. Os dados utilizados nessa se¢dao podem

ser facilmente obtidos pelo sitio http://climate.weather.gc.ca/.
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Figura 5.1: Estacées meteoroldgicas selecionadas das provincias maritimas.

Para avaliar a performance dos métodos de Krigagem para a temperatura média didria, es-
colhemos a estacdo Fredericon A indicada pelo ID 6157 na Figura 5.1 (quadrado vermelho) e
estimamos a temperatura média usando todas as outras estacdes destacadas no mapa (quadrados
amarelos). Temos 82 estagdo em nosso conjunto de dados e, consequentemente, usamos 81 es-

tacOes para estimar a curva de temperatura média na estacdo Fredericon A no ano 2000. Nas


http://climate.weather.gc.ca/
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Figuras 5.2(a) e 5.2(b), mostramos o ajuste da curva pelo modelo de Krigagem Ordindria, Kri-
gagem Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional por Campo usando ondaletas Haar e
db3. Visualmente a Krigagem Tempo-Variante Funcional e a Krigagem Funcional por Campo
interpolam melhor os dados do que o método de Krigagem Ordindrio Funcional. Este compor-
tamento € confirmado pelo Erro Quadritico Médio apresentado na Tabela 5.1. Repetimos esse
processo de estimar a curva xs,(t) usando X, (t), ..., Xs, 1 (t), Xsi (t), -, Xs, () € calcular
EQM = Z?il (Xs,(t;) — Xs,(t;))? para todas as localidades s;,7 = 1,...,n e podemos veri-
ficar na Tabela 5.2 e na Figura 5.3 que, em média, a Krigagem Tempo-Variante Funcional e a

Krigagem Funcional por Campo tem Erro Quadritico Médio menor que a Krigagem Ordindria

Funcional.
db3 Haar
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20 20~ KTVE
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o
0 A

N
o
T

N
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[
o

(a) db4 (b) Haar

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.

Figura 5.2: Curvas ajustadas pelos métodos de interpolacdo espacial para curvas, Krigagem Ordindria
Funcional (KOF), Krigagem Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional por Campo, usando onda-
letas Haar e Daubechies com N = 3.

Tabela 5.1: Erro Quadrdtico Médio para a estagdo Fredericon A.

Método | Ondaleta EQM Ondaleta =~ EQM

KOF 28.26228 26.02128
KTVF Haar 22.86882 db3 18.93903
KFC 25.312483 22.62712

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.
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Tabela 5.2: Sumdrio de EQM para todas estacdes.

5.1

M¢étodo — Base ‘ Minimo 1-Qua  Média  Mediana 3-Qua Maximo DP Soma

KTVF - db3 13.73 19.74  175.24 30.47 8091 6844.12 768.21 14369.42
KTVF - Haar 15.13  22.55 188.49 34.21 7947  3910.21 566.19 15456.07
KFC — Haar 20.76  36.00  266.34 95.50  231.20 2715.57 502.78  21839.80
KFC — db3 19.29 2836  279.80 48.66  213.75 4773.36 653.29  22943.74
KOF - Haar 15.88  24.69  312.99 42.29  109.68 6315.45 961.14  25665.56
KOF - db3 14.58 22.34 8.08E+06 41.50 120.31 6.61E+08 7.30E+07 6.62E+08

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC

— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.
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Método e base

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC

— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.

Figura 5.3: Boxplot de EQM para todas as 82 estacdes em escala logaritmica.
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5.2 Material Particulado Inalavel - MP10

Poluicdo por particulas (também chamada de material particulado ou, brevemente, MP) é o
termo para uma mistura de particulas sélidas e goticulas encontradas no ar. Algumas particulas,
tais como poeira, sujeira, fuligem ou fumaca, sdo grandes e escuras o suficiente para serem vistas
a olho nu. Outras s@o tdo pequenas que apenas podem ser detectadas usando um microscopio ele-
tronico. Polui¢do por particulas é composta por “particulas grossas inaldveis” com didmetro maior
que 2.5um e menor que 10um ! e “particulas finas” com didmetro menor que 2.5.m. Algumas
particulas, conhecidas como particulas primdrias, sdo emitidas diretamente de uma fonte, como
construgdes civis, estradas nao pavimentadas, chaminés de fabricas ou incéndios. Outras sdo re-
sultados de reagdes complexas de quimicos na atmosfera tais como didxido sulfirico e 6xido de
nitrogénio que sdo emitidos de usinas térmicas movidas a combustiveis fosseis, industrias e au-
tomdveis 2. A concentragdo de microgramas ‘“Material Particulado Grosso” por m?, referenciada
como MP10, é um indice fortemente relacionado com doencas respiratérias, problemas cardio-
vasculares e taxa de mortalidade (vide, por exemplo, Ostro et al., 1999; Pope III e Dockery, 2006;
Pope Il et al., 1991; Schwartz et al., 1993; Seaton et al., 1995, para estudos sobre os efeitos da
concentracdo de material particulado na satide) e, consequentemente, seu monitoramento e analise
sdo indispensdveis. Nessa Se¢do, usamos o conjunto de dados composto por medi¢cdes de MP10
realizadas pela CETESB (Companhia Ambiental do Estado de Sao Paulo) em 14 localidades lista-
das na Tabela C.1 do Apéndice C no ano 2014 para interpolar a concentra¢do de microgramas de
material particulado grosso por metro cubico em um local ndo monitorado pela CETESB usando
os trés métodos de Krigagem para curvas introduzidos no Capitulo 3: Krigagem Ordinaria Funcio-
nal, Krigagem Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional por Campo. Esses dados podem
ser obtidos pelo endereco http://www.cetesb.sp.gov.br/.

Para avaliar a performance dos métodos de Krigagem para o indice MP10, escolhemos a esta-
¢do Parque Dom Pedro II da CETESB identificada pelo ID 72 na Figura 5.4 (quadrado vermelho)
e estimamos o indice MP10 usando todas as outras estacdes destacadas no mapa (quadrados ama-

relos). Temos 14 estacdo em nosso conjunto de dados e, consequentemente, usamos 13 estagoes

'A sigla um se refere a micrometro.
2Para maiores informagdes sobre polui¢io por particula, visite a pagina oficial da agéncia americana United States
Environmental Protection Agency http://www3.epa.gov/airquality/particlepollution/basic.html.


http://www.cetesb.sp.gov.br/
http://www3.epa.gov/airquality/particlepollution/basic.html
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Figura 5.4: Estacoes meteorologicas na Regido Metropolitana de Sdo Paulo.

para estimar a curva de MP10 no ano 2014 na estacdo Parque Dom Pedro II. Nas Figuras 5.5(a)
e 5.5(b), mostramos o ajuste da curva pelo modelo de Krigagem Ordindria Funcional, Krigagem
Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional por Campo. Diferentemente dos dados de tem-
peratura média do Canada, visualmente os trés métodos aparentam ter um desempenho parecido.
Contudo, ao analisarmos a Tabela 5.4 e a Figura 5.6, em que apresentamos estatisticas descritivas e
o Boxplot em escala logaritmica do £() M calculado para todas estacio, notamos que a Krigagem
Funcional por Campo € o método de interpolagdo espacial de curvas com menor Erro Quadrético

Médio, em concordancia com o estudo de simulagdo co Capitulo 4.

db3

100 100
+ Real Data

--KOF
e KTVF
—KFC

Haar

+ Real Data
80~

MP10
MP10

(a) db3 (b) Haar

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.

Figura 5.5: Curvas ajustadas pelos métodos de interpolacdo espacial para curvas, Krigagem Ordindria

Funcional (KOF), Krigagem Tempo-Variante Funcional e Krigagem Funcional por Campo, usando onda-
letas Haar e Daubechies com N = 3.
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Método e base

Abreviacdes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC
— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.

Figura 5.6: Boxplot de EQM para todas as 14 estacdes em escala logaritmica.
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5.2

Tabela 5.3: Erro Quadrdtico Médio para a estagdo Parque Dom Pedro Il.

Método | Ondaleta EQM | Ondaleta EQM
KOF 236.11 224.48
KTVF Haar 235.66 db3 249.75
KFC 238.04 225.19

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC

— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.

Tabela 5.4: Sumdrio de EQM para todas estagaes.

Método Minimo 1-Qua Média  Mediana 3-Qua Maéximo DP Soma
KFC — db3 172.17  279.04  430.45 310.32  454.55 1406.20 323.20 6026.35
KFC — Haar 211.56  312.56  525.06 369.69 584.09 1423.64 386.25 7350.78
KTVF -db3 | 204.59 283.30 647.73 356.03 564.63 2796.38 704.11 9068.28
KOF - db3 155.46 280.56 6631.50 340.32 870.12 8.63E+04 2.29E+04 9.28E+04
KOF - Haar 158.35 303.48 247E+04 352.88 918.39 2.36E+05 6.67E+04 3.45E+05
KTVF — Haar | 224.35 300.57 2.54E+04 34998 430.48 2.57E+05 7.11E+04 3.55E+05

Abreviacoes: KOF — Krigagem Ordindria Funcional; KTVF — Krigagem Tempo-Variante Funcional; KFC

— Krigagem Funcional por Campo; db3 — ondaleta Daubechies com N = 3.



Capitulo 6

Estudos Futuros

Desde os trabalhos iniciais Henao (2009), Henao et al. (2010) e Henao et al. (2011), varias me-
lhorias em métodos de krigagem para Dados Funcionais foram sugeridas, contudo ainda existem

lacunas que acreditamos que precisam ser superadas e que sdo descritas a seguir.

Propriedades Assintoticas

Devido ao caréater recente e inovador dos métodos de krigagem para Dados Funcionais descri-
tos no Capitulo 3 h4 apenas uma checagem via simulacdo das propriedades assintéticas, princi-
palmente a consisténcia. Ou seja, € necessario demonstrar que, sob a condicdo de estacionaridade
fraca pontual e isotropia !, as trés abordagens de krigagem propostas nesse trabalho sdo, por exem-

plo, consistentes.

Abordagem Bayesiana

Uma possibilidade ndo explorada nessa tese € o uso da abordagem Bayesiana. Em Geoestatis-
tica, hd alguns trabalhos usando abordagem Bayesiana. Omre e Halvorsen (1989) apresentaram os
métodos de Krigagem Ordindria e Krigagem Universal no contexto de uma abordagem Bayesiana.
Pilz e Spock (2008) propuseram um método de Krigagem denominado Krigagem Trans-Gaussiana
Bayesiana para quando a suposicdo de que temos um campo aleatério Gaussiano e estrutura de co-

variancia conhecida ndo € razoavel. Diggle e Ribeiro Jr (2002) adotaram o paradigma Bayesiano

! Vide a introducgio do Capitulo 3 para a definiciio de estacionaridade fraca pontual e isotropia para uma amostra
funcional georeferenciada.
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de estimacao para derivar distribui¢des preditivas condicionais nos dados e apresentaram um algo-
ritmo para amostrar dessas distribui¢des preditivas. Tais amostras podem ser usadas para predizer
valores da varidvel sob estudo ou de qualquer fun¢do linear ou nado linear como, por exemplo, a
probabilidade dessa varidvel exceder um limite. De Oliveira et al. (1997) estenderam a teoria de
krigagem do contexto de campo aleatorio Gaussiano para campo aleatério transformado, em que
uma transformacgdo nos dados € realizada para moderar o afastamento da normalidade e a trans-
formacdo pertence a uma familia paramétrica de transformagdes. Fuentes (2001) introduziu um
novo método de interpolacdo espacial para processos ndo estaciondrios. Nesse método, o campo
¢ representado localmente como um campo aleatdrio isotropico e estaciondrio, mas os parametros
podem variar no espaco e uma abordagem Bayesiana é proposta para incorporar a incerteza na
estimacdo dos parametros da covariancia. Na auséncia de um amplo estudo comparando a per-
formance dos métodos de Krigagem, Moyeed e Papritz (2002) estudaram vérias abordagens de
comparacao, incluindo abordagens Bayesianas, em um conjunto de dados de concentragdo de co-
balto (Co) e cobre (Cu) em 2649 localidades em Scottish Border, regiao administrativa da Escécia
- Reino Unido. Brown et al. (1994) desenvolveram um método de Krigagem para campos alea-
térios multivariados usando abordagem Bayesiana, em que obtiveram a distribuicdo a posteriori
para vetores ndo observados e para os parametros do modelo. A ideia seria adaptar esses métodos
de Krigagem para Dados Funcionais, de maneira andloga aos trabalhos de Ramén G. Heano no

final da década de 2000 em Henao (2009); Henao et al. (2010, 2011).

Outros Modelos

Um terceiro modelo de Krigagem para Dados Funcionais foi proposto no final da década 2000
em Henao (2009) e em Nerini et al. (2010) e ele ndo foi estudado nem implementado usando
ondaletas nem sua performance foi analisada. Mais precisamente, dado uma amostra funcional
Xs;(t), ..., Xs, (t) isotrépica e pontualmente fracamente estaciondria conforme descrito na intro-
dugdo do Capitulo 3, uma estimativa para a curva xs,(t) em um ponto ndo monitorado s, é a

solu¢do do problema de otimizacao nao linear descrito por
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n

Xso(t) = Z/o it u)xs, (w)du, ¥Vt € [0,1] sujeito a E{xs,(t)} = xs,(t), Vte][0,1]

i=1

em que A(.,.) : [0,1] — Re xs : [0,1] — R precisam ser aproximados usando uma base
de funcgdes e B-Splines foram usadas. Além disso, notamos que nesse projeto optamos pelo uso
de estimadores ndo paramétricos para o semivariograma, mas uma alternativa possivel € usar es-
timadores paramétricos conforme descrito em Banerjee ef al. (2014); Genton e Kleiber (2015).
Adicionalmente, podemos substituir a aproximag¢ao numérica de integrais por retangulos descrita
na Secdo 3.2 por métodos mais eficientes e precisos, como, por exemplo, uma aproximagao por

trapézios.

Implementacao

Um dos subprodutos desse projeto de doutorado é a Toolbox do MATLAB denominada kri-
gingFDA. Contudo, para o seu uso além de ter uma licenca valida do MATLAB, € preciso ter as

seguintes Toolbox instaladas

Mapping Toolbox

Optimization Toolbox

Statistics and Machine Learning Toolbox

Econometrics Toolbox

o que pode invializar o uso das implementacdes descritas no Apéndice A para pequenas empresas
ou centros de pesquisa emergentes. Neste contexto, uma “traducdo” da Toolbox krigingFFDA para
plataformas livres como Octave (John W. Eaton e Wehbring, 2015) e R R Core Team (2015) ¢
desejavel. O Octave tem uma sintaxe proxima do MATLAB, sendo considerada uma versao livre
do mesmo, mas seu uso € pouco disseminado entre a comunidade estatistica. O R, por outro lado,
tem uma sintaxe bastante distante do MATLAB, mas seu uso € muito mais disseminado para

analises estatisticas.
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Amostras Funcionais de Grande Dimensao

Um ponto que devemos destacar é que todos métodos de Krigagem para Dados Fucionais
descritos no Capitulo 3 sdo combinacdes lineares de curvas ou de coeficientes da projecdo das
curvas em um espago de aproximacdo. E quando o nimero de elementos da amostra funcional
cresce, o nimero de parametros que precisamos estimar também aumenta. Na verdade, métodos de
krigagem envolvem inversdo de matrizes cuja complexidade numérica é da ordem de pelo menos
O(n?®). Nao fomos capazes de encontrar solugdes na literatura para esse tema no contexto de
Dados Funcionais, mas em Geoestatistica existem algumas propostas e Sun et al. (2012) faz uma
revisdo dos métodos de Geoestatistica quando a amostra € grande. Merecem destaque o trabalho
de Banerjee et al. (2008), denominado processo preditivo espacial, em que o processo espacial
original é projetado em um subespaco gerado pelas realizacdes do processo original em conjunto
pré-especificado de localidades e a proposta de Cressie e Johannesson (2008) em que os autores
consideraram uma classe de matrizes de variancia-covariancia > de ordem n X n tal que a inversa
»1 pode ser obtida invertendo matrizes de ordem r X r com r fixo e r < n, e, consequentemente,
a complexidade numérica dos métodos de Krigagem decai de O(n?) para O(nr?), além disso essa
abordagem € capaz de tratar simultanemanente com o tamanho da amostra e a heterogeneidade

espacial.



Apéndice A

Documentacao da Toolbox kriginglFDA do
MATLAB

Neste apéndice, documentamos a Toolbox do MATLAB desenvolvida durante este projeto e
denominada krigingF'DA.
A Toolbox krigingFDA tem quatorze fungdes:

FieldKriging_Haar Esta funcdo implementa o método Krigagem Funcional por Campo
usando ondaleta Haar.

chi_Haar Esta fun¢do calcula a curva estimada usando ondaleta Haar.

FieldHatchi_Haar Estafungdo calculaa curva x,,(t) no instante ¢ no ponto ndo monitorado
S( para a ondaleta Haar no modelo de Krigagem Funcioanl por Campo.

FieldKriging_dbN Esta funcdo implementa o médodo de Krigagem Funcional por Campo
usando ondaleta da familia Daubechies.

chi_dbN Esta fun¢do calcula curva estimada usando ondaleta Daubechies

FieldHatchi_dbN Esta func¢do calcula a curva x,(t) no instante ¢ no ponto ndo monitorado
S( para a familia Daubechies no modelo de Krigagem Funcional por Campo.

FunctionalKriging Esta fun¢do é uma implementagdo para o método Krigagem Ordindria
Funcional usando ondaletas Haar.

PointwiseFuncKriging Implementagdo do método de Krigagem Tempo-Variante Funcio-
nal usando ondaletas Haar.

coef Haar Calcula os coeficientes de uma curva suavizada usando ondaletas Haar
coef dbN Calcula os coeficientes de uma curva suavizada usando ondaletas Daubechies

FuncKriging_dbN Implementacdo do método de Krigagem Ordindria Funcional usando on-
daletas Daubechies.

hatchi_sO Calcula a curva estimada s, (t) no instante ¢ para o modelo de Krigagem Ordinaria
Funcional para ondaletas Daubechies.

PointwiseFuncKriging_dbN Implementacdo do método de Krigagem Tempo-Variante Fun-
cional para ondaletas Daubechies.
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hatchi Calcula a curva estimada ys,(¢) no instante ¢ para o modelo de Krigagem Tempo-
Variante Funcional para ondaletas Daubechies.

A descricao de cada uma dessas fungdes € descrita em uma sec@o organizada em quatro partes:
objetivo, sintaxe, descri¢do e codigo fonte.

A.l FieldKriging_ Haar

Objetivo

Esta funcido implementa o método descrito na Sec¢do 3.3 em que desejamos encontrar o vetor
de coeficientes a, da projeg@o da curva ys, () em um ponto ndo monitorado s, usando ondaletas
Haar.

Sintaxe

[a0, mL, mcoef]=FieldKriging_Haar (mdata, lat, long, latData, longData, J, tol);
Descricao

A funcdo FieldKriging_Haar tem sete argumentos de entrada:

i. mdata é um matriz em que a i-€sima coluna € a série temporal x,(t1), . . ., xs, (t,) observada
da curva ys, (1)

ii. lat € alatitude do ponto ndo monitorado s
iii. 1ong € a longitude do ponto n@o monitorado s

iv. latData é um vetor coluna contendo as latitudes dos pontos sy, . . ., S, das curvas em nossa
amostra funcional

v. longData € um vetor coluna contendo as longitudes dos pontos s1, ..., s, das curvas em
nossa amostra funcional

vi. J € o nivel de aproximacao na andlise de multirresolugdo

vii. tol € o nivel de tolerancia para o calculo do semivariograma conforme explicado no Capi-
tulo 3. Esse argumento € opcional e seu valor padrdo € 0.1

e tem trés saidas

a. a0 é um vetor coluna de coeficientes da projegdo da curva y,(#) no ponto ndo monitorado s
usando método de krigagem introduzido na Secdo 3.3

b. mL € um matriz em que a i-ésima coluna contém a diagonal da matriz A;

c. mcoef é uma matriz em que a i-ésima coluna armazena os coeficientes da curva g, (t) no
ponto s;
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Cédigo Fonte

Listing A.1: Arquivo FieldKriging_Haar.m.

function [ a0, mL, mcoef ] = FieldKriging_ Haar ( mdata, lat, long, latData,...
longData, J, tol)
$FieldKriging_Haar Interpolation of random multivariate created by the
coefficients of curves in the functional dataset. This function is
specific for Haar basis.
Input:
l)mdata: matrix data with mdata(:,i) = (y_1, \dots, y_n)"\top. The
first dimension is related to time and the second dimension is related
to space.
2)lat: latitude of the spot in interest
3)long: longitude of the spot in interest
4)latData: column vector with latitude from the sampled curves.
5)longData: column vector with longitude from the sampled curves.
6)J: approximation level
7)tol: tolerance bandwidth used in the semivariogram estimation. This
parameter is optional and the default value is 0.1.
Output:
1)a0: estimated coefficients of curve at sO
2)mL: diagonal of matrices in the model
3)mcoef: coefficients matrix with mcoef (i, :) contains the parameters
associated with the inth curve in the functional sample.

o0 o0 0 o0 o O AN A A A O O O O A P o oe

$0ptional argument. Tolerance bandwidth used in the semivariogram

%$estimation.
if nargin == 6

tol = 0.1;
end

%$points number in the space dimension
n = size(mdata, 2);

$points number in the time dimension
nTime = 2%ceil(log2( size(mdata, 1) ));

$basis size
nbasis = 2°J;

tic;
$coefficient matrix

mcoef = NaN(n, nbasis);

for 1 = 1l:size(mdata, 2)
y = mdata(:,1);
y = [y(:);zeros(nTime - size(y, 1),1)]1;
mcoef (i, :) = coefHaar(y, J);

end

$Distance matrix
mdist = NaN(n);
for 1 = 1:n
mdist (i, :) = distance('gc', latData(i), longData (i), latData, longData);
end

$Filling the independent matrix
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end
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A = zeros((n+l) % (nbasis));
for 1 = 1:(n-1)
for § = (i+1):
rows = ((1i ) nbasis + 1): (i * nbasis);
cols = ((j-1) % nbasis + 1): (j * nbasis);
A(rows, cols) = G(mcoef, mdist, mdist (i, j
A(cols, rows) = A(rows, cols);
end
end
cols = (nbasis * n+ 1):(nbasis = (n + 1));
for i = 1l:n
rows = ((i-1) % nbasis + 1) : (i * nbasis);
A(rows,cols) = eye(nbasis);
A(cols, rows) = eye(nbasis);
end

%Filling the independent matrix
b = NaN( (n+1l) * nbasis, 1);
%$last elements
rows = ( n * nbasis + 1 ): ((nt+l)+*nbasis);
b (rows) = ones(nbasis, 1);
%$column vector of (| |s0O-sl1|]|, \dots, ||sO-sn||)"\top
vdist = distance('gc', lat, long, latData, longData);
for i l:n
rows = ((i-1) % nbasis + 1): (i * nbasis);
b(rows) = diag( G(mcoef, mdist, vdist (i), tol) );
end
tempo = toc;
disp(['Filling the coefficients matrix consumed ', num2str (tempo),

%$Solving the linear system
x = lsgr (A, b, 0.000001, 200000);
mL = reshape(x(l: (n*xnbasis)),nbasis, n);

%$Calculating a_0
a0 = zeros (nbasis, 1);
for i = 1:n
a0 = a0 + diag( mL(:,1i) ) * mcoef(i,:)"';
end

function [ mG ] = G( mcoef, mdist, h, tol)
%G This function computes the semivariogram for a multivariate random
$field.

o)
=
=)}

T
c
pars

o0 0@ o° o° o° o o oe

), tol) .x eye(nbasis);

seconds.

l)mcoef: mcoef: coefficients matrix with mcoef (i, :) contains the parameters

associated with the inth curve in the functional sample.

2) mdist: distance matris with mdist (i, j) = |ls_1i - s_jl|

3)h: distance target

4)tol: tolerance bandwidth. Optional argument and default value is
0.01.

Output:

1)mG: estiamted semivariogram at h

$0Optional argument. Tolerance bandwidth.
if nargin == 3

tol = 0.1;
end
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$searching for points with |[|s_i1 - s_0]] \in (h - \epsilon, h +
%\epsilon)
[row, col] = find( (mdist > (h - tol)) & (mdist < (h + tol)));

%checking with index is empty...
while numel (row) ==
disp(['There are no sampled points with distance ', num2str(h), ...

' inside the tolerance ', num2str(tol)]);
tol = tol + 0.001;
[row, col] = find( (mdist > (h - tol)) & (mdist < (h + tol)));
end
Soutput
mG = zeros (size (mcoef, 2));
for 1 = l:numel (row)
mG = mG + (mcoef(row(i),:) — mcoef(col(i),:))"' ...
(mcoef (row (i), :) — mcoef(col(i),:));
end
mG = mG / (2 * numel (col));

end

A.2 chi Haar

Objetivo

Esta func¢do calcula o valor da curva estimada usando ondaletas Haar instante ¢ dado os coefi-
cientes calculados pela funcdo coef_Haar.

Sintaxe

f = chiHaar( t, J, c )
Descricao
A fun¢@o chi_Haar tem trés argumentos:
1. t é um vetor coluna de instantes para calcularmos o valor da curva
ii. J € o nivel de aproximacao
iii. ¢ é um vetor coluna contendo os coeficientes estimados usando a funcdo coef_Haar

e retorna apenas um vetor coluna contendo os valores de curva x(¢) nos elementos do vetor coluna
t.

Codigo fonte

function [ £ ] = chiHaar( t, J, c )

$chiHaar This function computes the smoothed curve using the Haar basis
%given the values t, the approximation level J and the coefficients wvector.
$Input:
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o\

1)t: column vector of sample values
2)J: approximation level
3)c: Haar coefficients column vector
Output:
1)f: column vector of estimated values with the same dimension of t.

o° o oe

o\

$vectorizing t and c
= t(:);
c(:);

Q ot

f = NaN(size(t));
for i = l:length(t)
if floor(t (i) =* 27J) < 2°J
k = floor(t (i) =+ 27J) + 1;

else

k = floor(t (i) = 27J);
end
f(i) = 27(J/2) * c(k);

end

end

A3 FieldHatchi Haar

Objetivo

Esta fungdo calcula a curva xs,(f) em ¢ no ponto ndo monitorado s, dado a diagonal das
matrizes A;,i = 1,...,n e o coeficientes das curvas ys,(t),i = 1,...,n usando ondaletas Haar
conforme descrito na Secdo 3.3.

Sintaxe

[ £ ] = FieldHatchi_Haar( t, mL, mcoef );
Descricao

A funcdo FieldHatchi_Haar tem trés argumentos de entrada

i. t é um vetor coluna de pontos em que desejamos calcular o valor estimado da curva s, (%)
no ponto sy

ii. mL € uma matriz em que a i-ésima coluna contém a diagonal da matriz A; do modelo de
krigagem descrito na Secdo 3.3

1il. mcoef é uma matriz em que a i-ésima coluna € preenchida com os coeficientes da curva
Xs; (1)

e retorna um vetor coluna £ = (x4, (t1), ., Xsy(tm)) | com 0 mesmo nimero linhas de t.

Codigo Fonte
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Listing A.2: Arquivo FieldHatchi_Haar.m.

function [ £ ] = FieldHatchi_Haar( t, mL, mcoef )

$FieldHatchi_Haar This function computes \hat\chi_{s0} (t) = (\sum_{i=1}"{n}
$\Lambda_i a_{si})"\top \bm{\phi}.

$Input:

t: column vector (t_1, \dots, t_m)"\top
mL: matrix where the ith column contains diag (\Lambda_1i)
mcoef: matrix A with size(A) = [2"J + 2N -2, nSpatial] (where nSpatial
is the number of spatial points in the sample) with the ith column
contains the coefficient of \hat\chi (t)

Output:
f: column vector with the estimates (\hat\chi_{so}(t_1), \dots,
\hat\chi_{s0} (t_m))"\top

o0 o° o° o° o° o° o° o

$approximation level
J = log2(size (mcoef, 1));

$coefficients of chi_{s0} (t)

a0 = zeros(2"d, 1);
for 1 = l:size (mcoef, 2)

a0 = a0 + diag(mL(:,1i)) * mcoef(:,1);
end

f = chiHaar( t, J, a0 );
end

A4 FieldKriging_dbN

Objetivo

Esta fung¢@o calcula a curva y, () em ¢ no ponto ndo monitorado sy dado a diagonal das matri-
zes \;,i = 1,...,n e o coeficientes das curvas xs,(t),7 = 1,...,n usando ondaletas Daubechies
conforme descrito na Secdo 3.3.

Sintaxe

[a0, mL, mcoef]=FieldKriging_dbN (mdata, lat, long, latData, longData, Iter, J, N, tol);

Descricao

A funcdo FieldKriging_dbN tem nove argumentos de entrada:

i. mdata é um matriz em que a i-€sima coluna ¢ a série temporal x,(t1), . . ., Xs, (t,) observada
da curva ys, (1)

ii. lat € alatitude do ponto ndo monitorado s
iii. 1ong € a longitude do ponto nao monitorado s

iv. latData € um vetor coluna contendo as latitudes dos pontos s1, . . ., s, das curvas em nossa
amostra funcional

v. longData € um vetor coluna contendo as longitudes dos pontos s1, ..., s, das curvas em
nossa amostra funcional
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vi. Iter € uma ndmero inteiro positivo tal que precisdo numérica usada nas aproximagdes

9lter
de integrais envolvendo a funcao escala

vii. J € o nivel de aproximacdo na anélise de multirresolugdo
viii. N € um nimero inteiro positivo que indexa a ordem na familia Daubechies

ix. tol € o nivel de tolerancia para o cdlculo do semivariograma conforme explicado no Capi-
tulo 3. Esse argumento € opcional e seu valor padrdo € 0.1

e retorna trés argumentos
a. ag € o vetor colunas contendo os coeficientes estimados da curva X, (t)

b. mL é uma matriz em que a i-ésima coluna contém a diagonal principal do matriz ©; do modelo
Krigagem Funcional por Campo

c. mcoef é uma matriz cuja i-€sima coluna contém os coeficientes da curva x;, (t)

Coédigo Fonte

Listing A.3: Arquivo FieldKriging_dbN.m.

function [ a0, mL, mcoef ] = FieldKriging dbN( mdata, lat, long, latData, longData,...

Iter, J, N, tol)
$modell Interpolation of random multivariate created by the coefficients of
%$curves in the functional dataset.
%$Input:
l)mdata: matrix data with mdata(:,1) = (y_1, \dots, y_n)"\top. The
first dimension is related to time and the second dimension is related
to space.
2)lat: latitude of the spot in interest
3)long: longitude of the spot in interest
) latData: column vector with latitude from the sampled curves.
) longData: column vector with longitude from the sampled curves.
)
)
)

o\

4
5
6)Iter: order of dyadic points \phi at values \dfrac{l}{2"Iter}
7)J: approximation level
8)N: daubechies family's order

9)tol: tolerance bandwidth used in the semivariogram estimation.
Output:

1)a0: estimated coefficients of curve at sO

2)mL: diagonal of matrices in the model

3)mcoef: coefficients matrix with mcoef (i, :) contains the parameters

associated with the inth curve in the functional sample.

o0 o0 o0 0 O O O o° O° O A° A° o° o° o

$0Optional argument. Tolerance bandwidth used in the semivariogram
%estimation.
if nargin == 8
tol = 0.1;
end

tic;
%$points number in the space dimension

n = size (mdata, 2);

$points number in the time dimension
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nTime = 2%ceil (log2( size(mdata, 1) ));

$basis size
nbasis = 2"J+2xN-2;

Scoefficient matrix
mcoef = NaN(n, nbasis);

for 1 = l:size(mdata, 2)
y = mdata(:,1);
y = [y(:);zeros(nTime - size(y, 1),1)];
mcoef (i, :) = coef_dbN(y, Iter, J, N);
end

$Distance matrix
mdist = NaN(n);
for 1 = 1:n
mdist (i, :) = distance('gc', latData (i), longData(i),
end

$Filling the independent matrix
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latData, longDbata);

A = zeros((n+l) % (nbasis));
for 1 = 1:(n-1)
for J = (i+l):n
% disp(['1 = ', num2str(i), ' Jj ="', num2str(3j)1);
rows = ((i-1) % nbasis + 1): (i * nbasis);
cols = ((j-1) * nbasis + 1): (J * nbasis);
A(rows, cols) = G(mcoef, mdist, mdist (i, j), tol) .* eye(nbasis);
A(cols, rows) = A(rows, cols);
end
end
cols = (nbasis * n+ 1):(nbasis * (n + 1));
for 1 = 1:n
rows = ((i-1) * nbasis + 1) : (i * nbasis);
A(rows,cols) = eye(nbasis);
A(cols, rows) = eye(nbasis);
end
$Filling the independent matrix
b = NaN( (n+1l) * nbasis, 1);
%last elements
rows = ( n * nbasis + 1 ): ((nt+l)+*nbasis);
b(rows) = ones(nbasis, 1);
%column vector of (||sO-sl1]|]|, \dots, ||sO-sn||)"~\top
vdist = distance('gc', lat, long, latData, longData);
for 1 = 1:n
% disp(['i = ', num2str(i)]);
rows = ((i-1) % nbasis + 1): (i » nbasis);
b(rows) = diag( G(mcoef, mdist, wvdist (i), tol) );
end
tempo = toc;
disp(['Filling the coefficients matrix consumed ', num2str (tempo), ' seconds.']l);

%Solving the linear system
x = lsqgr (A, b, 0.000001, 200000);
mL = reshape(x(l: (nxnbasis)),nbasis, n);

%$Calculating a_Q0
a0 = zeros (nbasis, 1);
for 1 = 1:n
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a0 = a0 + diag( mL(:,1i) ) * mcoef(i,:)"';
end
end

function [ mG ] = G( mcoef, mdist, h, tol)
$G This function computes the semivariogram for a multivariate random
$field.
$Input
l)mcoef: mcoef: coefficients matrix with mcoef (i, :) contains the parameters
associated with the inth curve in the functional sample.
2) mdist: distance matris with mdist (i, j) = |ls_i - s_jl|
3)h: distance target
4)tol: tolerance bandwidth. Optional argument and default value is
0.01.
Output:
1)mG: estiamted semivariogram at h

o° o° o° o° o° o o o

$Optional argument. Tolerance bandwidth.

if nargin == 3
tol = 0.1;
end
$searching for points with [[s_i - s_0]| \in (h - \epsilon, h +
$\epsilon)
[row, col] = find( (mdist > (h - tol)) & (mdist < (h + tol)));
%$checking with index is empty...
while numel (row) == 0
disp (['There are no sampled points with distance ', num2str(h),...
' inside the tolerance ', num2str(tol)]);
tol = tol + 0.001;
[row, col] = find( (mdist > (h - tol)) & (mdist < (h + tol)));
end
soutput
mG = zeros (size (mcoef, 2));
for 1 = l:numel (row)
mG = mG + (mcoef (row(i),:) — mcoef(col(i),:))"' *...
(mcoef (row (i), :) — mcoef(col(i), :));
end

mG = mG / (2 * numel(col));

end

A.S chi_dbN

Objetivo
Esta fungdo calcula o valor da curva estimada em um vetor coluna de pontos em [0, 1] dado os

coeficientes calculados pela fun¢do coef_dbN.

Sintaxe

f = chi_dbN( t, Iter, J, N, c );



CHI_DBN 77

Descricao -

A funcdo chi_dbN tem cinco argumentos de entrada

i. t é um vetor coluna de pontos (ti,...,t,)" comt; € [0, 1]

ii. ITter € um nimero inteiro positivo em ¢ a precisdo da aproxima¢ao numérica de inte-

2[ ter
grais envolvendo a func¢do escala

iii. J € o nivel de aproximacao
iv. N é um ndmero inteiro indicando a ordem na familia Daubechies

v. ¢ é um vetor coluna contendo os coeficientes estimados pela fun¢do coef_dbN

e retorna um vetor coluna £ = (x(t1),...,X(t,))" de mesma dimensdo do vetor coluna t.

Codigo Fonte

Listing A.4: Arquivo chi_dbN.m

function [ £ ] = chi_dbN( t, Iter, J, N, c )
chi_t: Calculate \hat\phi(t) given the coefficients and t'
Input arguments:]

% 1)t - column vector of sample values
% 2)Iter - order of dyadic points \phi at values \dfrac{l}{2"Iter}
% 3)J - approximation level
% 4)N - daubechies family's order
% 5)c - coefficients
% Output:
% f - coefficients
[phi, ~, xval] = wavefun(['db', num2str(N)], Iter);
f = chi_t(t(:), xval(:), phi(:), J, N, c(:));

end

Observe que a funcdo chi_dbN descrita em Listing A.4 usa o MEX file imprimido em Lis-
ting A.S. Vide o site oficial do MATLAB para informagao sobre como compilar MEX file em cada
sistema operacional.

Listing A.5: Arquivo chi_t.c

/+*chi_t: Calculate \hat\phi(t) given the coefficients and t'
Input arguments:]

1)t - sample values

2)xval - dyadic points

3)phi - phi value at dyadic points
4)J - approximation level

5)N - daubechies family's order
6)c — coefficients

Output:

chi - coefficients

*/
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#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "mex.h"
#include "matrix.h"

/*global variablesx*/

double* xval; /*xval have dyadic points=*/

double* phi; /* phi have the value at dyadic points xvalx/
int nDyadic; /+xval lengthx/

/+Calculate phi at tx/
double phi_dbN (double t);

void mexFunction (int nlhs, mxArray #*plhs[], int nrhs, const mxArray xprhsl[])
{

doublex* t; /*column vector=*/

double J=0; /xlevel approximationx/

double N=0; /% order at Daubechies familyx*/

double j, 1i; /*loop variablesx*/

double* f; /* outputx/

double* c; /*coefficientsx/

if (nrhs != 6)
{
mexErrMsgTxt ("six inputs required.");

}

t = mxGetPr (prhs([0]);
xval = mxGetPr (prhs[1l]);
phi = mxGetPr (prhs[2])

4

/*xval with dyadic pointsx*/
if ( mxGetM(prhs[l]) < 2 || mxGetN(prhs([1l]) != 1)
{

mexErrMsgTxt ("Invalid xval.");

}

/+phi avaliated at xvalx/

if (mxGetM(prhs[2]) < 2 || mxGetN(prhs[2]) != 1)

{

mexErrMsgTxt ("Invalid phi.");

}

/+xxval and phi must have same sizex/

if (mxGetM(prhs[l]) != mxGetM(prhs[2]))

{

mexErrMsgTxt ("Phi and xval must have same dimensions.");

}

/+t must be a column vectorx*/

if (mxGetN(prhs[0]) != 1)

{

mexErrMsgTxt ("y need be a column vector.");

}

/*coefficients be a column vector =/
if ( mxGetN(prhs[5]) != 1)
{

mexErrMsgTxt ("Coefficients need be a column vector.");
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c = mxGetPr (prhs[5]);

J = mxGetScalar (prhs[3]);
N = mxGetScalar (prhs[4]);

/+xSet the output pointer to the output matrixx/
plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix (mxGetM(prhs[0]), mxGetN (prhs[0]), mxREAL);

/xget a pointer «*/
f = mxGetPr (plhs([0]);

/+*number of dyadic pointsx*/
nDyadic = mxGetM(prhs([1]);

for(i = 1; 1 <= mxGetM(prhs[0]); i++)

{
*(f + (int)i - 1)= 0;
for(j = 1; j <= pow(2, J) + 2 » N — 2; Jj++)
{

if((pow(2,J) * *x(t + (int)i -1) - (J—(2xN-1)) >= 0) &&
(pow (2,J) * *(t + (int)i -1) - (J-(2%N-1)) <= 2%N-1))
{
*(f + (int)i -1) = *(f + (int)i -1) +
+ *(c + (int)j - 1) * pow(2,J/2) x phi_dbN (pow (2,
* *(t +(int)i -1) - (3—(2%N-1)));

double phi_dbN (double t)
{
double cont = 0;
while (x (xval + (int)cont) < t && cont < nDyadic)

{

cont = cont + 1;

return * (phi +(int)cont);

}

A.6 FieldHatchi dbN

Objetivo

Esta func¢éo computa o valor da curva x,(¢) em uma localiza¢do ndo monitorada no vetor co-
luna de pontos t dado a diagonal das matrizes A; e os coeficientes das curvas da amostra funcional

Xs; (1), i=1,...,n.

Sintaxe

output_s0 = FieldHatchi_dbN( t, mLambda, mcoef, Iter, N);

J)

*
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Descricao

1l

1il.

1v.

A funcdo FieldHatchi_dbN tem cinco argumentos

. t éum vetor coluna (t,...,t,)" comt; € [0,1],5=1,...,m

mLambda € uma matriz em que a i-ésima coluna € a diagonal da matriz A; descrita no modelo
de krigagem da Sec¢do 3.3

mcoef € a matriz de coeficientes estimados das curvas xs, (), ..., xs, (t) da amostra funcio-
nal
1

lter
de integrais envolvendo a fung@o escala ¢(z)

Iter € um nimero inteiro positivo em que € a precisdo usada na aproximacao numérica

e retorna um vetor coluna output_s0 = (s, (t1),- .-, Xs,(tm)) ' de mesma dimensdo do vetor

t.

Codigo Fonte

Listing A.6: Arquivo FieldHatchi_dbN.

function [ output_sO ] = FieldHatchi_dbN( t, mLambda, mcoef, Iter, N)
$FieldHatchi_sO0 This function computes \hat\chi_{s0}(t) = (\sum_{i=1}"{n}
$\Lambda_i a_{si})"\top \bm{\phi}.

$Input:

o0 o° o° o o° O° d° d° o o°

t: column vector (t_1, \dots, t_m)"\top

mLambda: matrix where the ith column contains diag(\Lambda_1i)

mcoef: matrix A with size(A) = [27J + 2N -2, nSpatial] (where nSpatial
is the number of spatial points in the sample) with the ith column
contains the coefficient of \hat\chi (t)

Iter: order of dyadic points \phi at values \dfrac{l}{2"Iter}

N: order in the family Daubechies

Output:

output_s0: column vector with the estimates (\hat\chi_{so} (t_1), \dots,
\hat\chi_{s0} (t_m)) ~\top

$Approximation level
J = log2(size(mcoef, 1) - 2 » N + 2);

$estimated coefficient a_{s0}

a0 = zeros(size(mcoef(:,1)));
for i = l:size (mcoef, 2)

a0 = a0 + diag(mLambda(:,1)) % mcoef(:,1i);
end

output_s0 = chi_dbN(t(:), Iter, J, N, a0);

end

A.7 FunctionalKriging

Objetivo

Esta funcdo € a implementacdo do método de Krigagem Ordindria Funcional (vide Secdo 3.1

para maiores detalhes) usando ondaletas Haar.
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Sintaxe

[ lambda, mcoef, pontos, fEst] = FunctionalKriging( lat, long, latData, ...
longData, mdata,J, lplot, m);

Descricao

A funcdo FunctionalKriging tem oito argumentos de entrada

i. lat € alatitude do ponto nao monitorado s

il. long € a longitude ponto ndo monitorado s,

iii. latData é um vetor coluna contendo a latitude dos pontos sy, ..., s, de nossa amostra
funcional

iv. longData € um vetor coluna contendo a longitude dos pontos sy, ..., s, de nossa amostra
funcional

v. mdata € uma matriz em que a i-ésima coluna contém a série temporal observada no ponto s;
(xs,(t1), - . Xs,(tm)) " Se m ndo é poténcia de 2, completamos com zeros a série até que m*
seja poténcia de 2, isto é, a série temporal usada pelo programa € dada por (s, (t1), - - -, Xs; (tm)s Xs; (Emt1), - -
com m* = [log,(n)]| e xs,(t;) =0paraj=m+1,...,m"

vi. J € o nivel de aproximagao.

vii. 1plot é uma varidvel 16gica. Se t rue, imprime dois graficos: um contendo a curva estimada
e um mostrando os valores estimados dos pardmetros Ay, ..., \,. Esta varidvel é opcional e
seu valor padrdo é true.

viii. m € uma varidvel inteira positiva. Ela estabelece quantos pontos serdo usado para fazer o
grafico da curva estimada, caso a varidvel 1plot seja verdadeira. Esta varidvel € opcional e
seu valor padrao é 1000.

e retorna quatro matrizes

a. lambda € um vetor coluna (A1,...,\,)" contendo os pardmetros estimados do modelo de
Krigagem Ordindria Funcional.

b. mcoef é uma matriz contendo os coeficientes da curvas da amostra funcional usando ondaletas.
A i-ésima linha contém os coeficientes da projecdo da curva ys, (¢) no ponto s; no espaco de
aproximacao V.

c. pontos é um vetor coluna (t1,...,t,)" contendo as abscissas usadas para produzir o grafico
da curva estimada caso 1plot seja true.

d. é um vetor coluna (s, (1), .-, Xso(tm))" contendo as ordenadas usadas para gerar o grafico
da curva suavizada caso 1plot tenha valor t rue.
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Caédigo Fonte

Listing A.7: Arquivo FunctionalKriging.m

function [ lambda, mcoef, pontos, fEst] = FunctionalKriging( lat, long, latData, ...

longData, mdata,J, lplot, m)
$FunctionalKriging This function estimates lambda_1l, ..., lambda_n
$coeficients of functional kriging predictor. Moreover, it plots two
%graphs: lambda_i, i=1,...,n versus distance and estimated curve. In this
$function, we supose the curve has the interval [0,1] as the domain.
Input arguments

lat: latitude of location we wish estimate the curve

long: longitude of location we wish estimate the curve

latData: column vector with the latitude from our data

longData: column vector with the longitude from our data

J: approximaion level

mdata: matriz with the data from all points in our data

7)1lplot: logical argument. For default, receive true. If lplot = true, we
plot the graphs, else we don't plot the graphs

8)m: size of avaluating vector points

1)
2)
3)
4)
5)
6)

Output arguments

1) lambda: model coefficients from functional kriging predictor
mcoef: cofficients of all curves in our data

o0 o0 o0 o0 O O O O O A A A° A° O o° o°

if nargin == 7
lplot = true;
m = 1000;

elseif nargin == 6
m = 1000;

end

nlter length (latData);

$Calculating distance
distancia = NaN(nlIter);
for 1 = l:nlter
distancia(i,:) = distance('gc', latData, longData, latData (i),
longData(i));
end

$coefficients matrix
mcoef = NaN(nIter, 27J);

%Calculating the coefficients

for 1 = l:nlIter
mcoef (i, :) = coef(mdata(:,i),J);
end
tic;
$Estimating lambda_1, ..., lambda_n

A = NaN(nIter+l);
b = NaN(nIter+1,1);

$last row of A



end

A(n

%la
A(:

%La
b(n

for

%So
X =

%Se

FUNCTIONALKRIGING
Iter+1l,:) = [ones(l, nIter),0];
st column of A
, nIlter+l) = [ones(nlIter,1);0];
st row of b
Iter+l) = 1;
i = 1l:nlter
for k = (i+1) :nlIter
A(i,k) = variograma(distancia(i, k), distancia, mcoef);
A(k,i) = A(i,k);
end
A(i,i) = 0;
h = distance('gc',lat, long, latData (i), longData(i));
b(i) = variograma (h, distancia,mcoef);

lving the linear system
linsolve (A, b);

lecting only lambda

lambda = X (l:nlIter);
tempo = toc;

disp(['Filling the matrix demanded ', num2str (tempo), ' seconds.']);
%$Graph of resulting function
% m = 10000;
pontos = linspace(0,1,m);
fEst = NaN(size (pontos));
for i = 1: (m-1)

k = floor (pontos (i) * 27°J) + 1;

fEst (1) = 27 (J/2) * mcoef(:,k)"' * lambda(:);
end
fEst (m) = 27(J/2) * mcoef(:,27J)"' * lambda(:);
if lplot == true

end

%$lambda's graph

figure;

labels = sprintfc('%d', dCoorde.id);

eixoX = distance('gc',lat, long, latData, longData);
plot (eixoX, abs(lambda), 'k=x');

xlabel ('Distance ||s_i — s_0|]");
ylabel (' [\lambda_i|");

text (eixoX, abs(lambda), labels, 'VerticalAlignment', "bottom',
'HorizontalAlignment', 'left');

$estimated curve

figure;

plot (pontos, fEst, 'r-');

function valor = variograma( h, distancia,mcoef,e )

%$variograma estimate the variograma using the coefficients of chi_{s_1i} (t)

83
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$The second argument is optional and has default value 0.1

%e argument is setted to 0.1 by default
if nargin ==

e = 0.1,
end
$find columns and rows with ||s_i - s_jl| \in (h—-e, h+e)
[row, col] = find((distancia < h + e) & (distancia > h - e));

while numel (row) ==

disp (['Nobody with the distance ', num2str(h), ...

' with the tolerance ', num2str(e)]);

e = e + 0.001;

[row, col] = find((distancia < h + e) & (distancia > h - e));
end

$finally estimating \hat\gamma

valor = 0;
for 1 = l:numel (row)
col = mcoef (row (i), :);
co2 = mcoef (col(i),:);
valor = valor + sum((col-co2)."2);
end
valor = valor / (2 * numel (row));
end
function ¢ = coef(y, J)

%$coef estimate the coefficientes of \chi_{s_i} (t) using analysis of
$wavelets Haar

%J: approximation level (J < n)

%y: data

$finding n such
n = ceil(log2 (max(size(y))));

%Vectorizing the data
y = y(:);

$filling vector with zeros
if length(y) < 2”n
yNew = [y (:);zeros(2”n — max(size(y)),1)];
else
yNew = y;
end

$Matriz to save the estimated coefficients
c = NaN(2~J, 1);

$Loop esimating the coefficients following the line of Todd Ogden
for k = 0:(27J-1)

upper = (k+1) * 2"n / 273J;% - 1;
lower = k = 2”n / 2~J + 1;

valor = 0;

for i = lower:upper

valor = valor + yNew(i);
end
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valor = valor * 2~(J/2) / 2”n;
c(k+1l) = valor;
end
end

A.8 hatchi so haar

Objetivo

Esta func@o tem o objetivo de calcular a estimativa da curva x,(¢) em um ponto ¢ € [0, 1]
usando os coeficientes Ay, ..., A\, obtidos pelo médoto de interpolacdo espacial denominado Kri-
gagem Ordindria Funcional e os coeficientes de aproximacao das curvas ys, (t),7 = 1,...,n de
nossa amostra funcional.

Sintaxe

fEst = hatchi_sO0_haar (pontos, mcoef, lambda, J)
Descricao

Esta fungdo tem quatro argumentos

i. pontos é um vetor coluna (¢y,...,4,)" comt; € [0,1],5 = 1,...,m em que desejamos
calcular x4, (t;),7=1,...,m

ii. mcoef € uma matriz em que a i-€sima coluna contém os coeficientes de aproximacdo da
curva g, (t) de nossa amostra funcional

iii. lambda é um vetor coluna (\,...,\,) contendo os pardmetros estimados do modelo de
Krigagem Ordindria Funcional

iv. J € o nivel de aproximagao

e retorna como saida um vetor coluna (s, (t1), - ., Xs,(tm)) '’ de mesma dimenséo do vetor t.

Codigo Fonte

Listing A.8: Arquivo hatchi_s0_haar.m

function fEst = hatchi_sO_haar (pontos, mcoef, lambda, J)

%$hatchi_s0_haar This function computes the estimate curve

%given the parameter from Functional Ordinary Kriging and

%coefficients matrix of functional sample

$Input:
l)pontos: a column vector of points to compute chi_{s_0} (t)
2)mcoef: a matrix where the ith column is the coefficients
from ith curve
3)lambda: column vector with the parameter of Functional Ordinary Kriging
4)J: approximation level

Output:
1) fEst: column vector with the estimate curva at s_0 at the column vector pontos

o° o° o° o o° o° o
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fEst = NaN(size (pontos));
m = length (pontos);
for k = 1:m
if floor (pontos (k) *2"J) < 2"J
) * 2

pos = floor (pontos(k ~J) + 1;
else
pos = floor (pontos (k) = 27J);
end
fEst (k) = 27 (J/2) * mcoef(:,pos)' * lambda(:);

end

end
A9 PointwiseFuncKriging

Objetivo

Esta fun¢@o € uma implementacdo do método de Krigagem Tempo-Variante Funcional (vide
Secdo 3.2 para maiores detalhes deste modelo) para dados funcionais usando ondaletas Haar.

Sintaxe

[ mb, mcoef, pontos, f] = PointwiseFuncKriging( lat, long, latData, longData,...
mdata, J, lplot, m);

Descricao

A func¢do PointwiseFunctKringing tem oito argumentos de entrada

1. lat € a latitude do ponto ndo monitorado s

ii. long € a longitude ponto ndo monitorado s

1ii. latData € um vetor coluna contendo a latitude dos pontos sy, ..., s, de nossa amostra
funcional

iv. longData € um vetor coluna contendo a longitude dos pontos sy, ..., s, de nossa amostra
funcional

v. mdata € uma matriz em que a i-ésima coluna contém a série temporal observada no ponto s;
(Xs,(t1)s - Xs,(tm)) . Se m ndo é poténcia de 2, completamos com zeros a série até que m*
seja poténcia de 2, isto &, a série temporal usada pelo programa € dada por (s, (t1), - - -, Xs; (tm)s Xs; (tmt1)

*

com m* = [logy(n)] e xs,(t;) =0paraj=m+1,...,m*.
vi. J é o nivel de aproximacao.

vil. 1plot é uma varidvel l16gica. Se t rue, imprime dois graficos: um contendo a curva estimada
e um mostrando as fungdes estimadas A (), ..., A\, (). Esta varidvel é opcional e seu valor
padrdo é true.

viil. m € uma varidvel inteira positiva. Ela estabelece quantos pontos serdo usado para fazer o
grafico da curva estimada, caso a varidvel 1plot seja verdadeira. Esta varidvel € opcional e
seu valor padrao ¢ 1000.
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e retorno quatro saidas

a. mb € uma matriz mb em que a i-ésima coluna contém o parametro estimado b;

b. mcoef é uma matriz mcoef em que a i-ésima coluna contém os coeficientes da projecdo da
curva xs, (t) no espago de aproximacédo V;

c. pontos éum vetorcoluna (t,...,t,)" queé composto por m pontos igualmente espagados
entre Oe 1
d. £ é um vetor coluna (Ys,(t1),. -, Xs,(tm))' compreendendo o valores estimados da curva

X s, (t) no ponto ndo monitorado s, para cada entrada do vetor coluna pontos

Listing A.9: Arquivo PointwiseFuncKriging.m

function [ mb, mcoef, pontos, f] = PointwiseFuncKriging( lat, long, latData, longData,...
mdata, J, lplot, m)

$PointwiseFuncKriging This function estimates the coefficients b_0, ...,

S$b_{2~J-1} coefficients of functions lambda_1, ..., lambda_n in the the

$method of pointwise functional kriging estimator. Moreover, optionally

%$it plots the estimated curve and the functions lambda_1, ..., lambda_n

Detailed explanation goes here
Input arguments

lat: latitude of location we wish estimate the curve

long: longitude of location we wish estimate the curve

latData: column vector with the latitude from our data

longData: column vector with the longitude from our data

J: approximation level

mdata: matriz with the data from all points in our data

lplot: logical argument. For default, receive true. If lplot = true, we
plot the graphs, else we don't plot the graphs

Output arguments

mb: matriz with coefficients of estimated functions lambda_1, ...,
lambda_n
mcoef: cofficients of all curves in our data

0 o0 o° o O A A A° O O O O O o o oe

if nargin == 6
lplot = true;
m = 10000;

elseif nargin ==
m 10000;

end
nlter = max(size (latData));

%$Creating the struct dCoord
dCoorde = struct('id',l:nlIter, 'latitude', latData, ...
'longitude', longData);

$Creating the struct dData
dDatal = struct();
for 1 = l:nlter
dDatal. (['X',num2str (dCoorde.id(i))]) = mdata(:,1i);
end
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%Calculating distance
distancia = NaN(nIter);
for 1 = l:nlter
distancia(i,:) = distance('gc', latData, longData, latData(i),
longData(i));
end

$coefficients matrix
mcoef = NaN(27J, nlter);

%$Calculating the coefficients
for 1 = l:nlter

mcoef (:,1) = coef(dDatal. (['X',num2str (dCoorde.id(i))]),J);
end

%Calculating the matrices Q and J
matQ = NaN(2"J x (nIter+l));
matJd = NaN(2*J = (nIter+1l), 1);

$Tolerance to estimation of the cross covariance matrix
faixa = 0.1;

$inner part of Q matrix
for k = 1l:nlter
for 1 = l:nlIter
matQ ( ((k=1)*»2"J+1) : (k*x2"J), ((1l-1)#2~J+1):(1l*2"J)) =
Q (mcoef,distancia,k,1l, faixa);
end
end

%$zero part

k = nlter+ 1;

1 nlter+ 1;

matQ ( ((k=1)*»27J+1) : (kx2"J), ((1-1)*27J+1):(1x27J)) = zeros (2"J);

$last line
k = nlter+ 1;
for 1 = l:nlIter
matQ (((k=1)*2"J+1) : (kx27J), ((1l-1)*2"J+1):(1%2"J))

eye (27J) ;
end

$last column
1l = nlIter+ 1;
for k = l:nlter
matQ (((k=1)*27J+1) : (kx27J), ((1-1)*27J+1):(1x27J)) = eye(2"J);
end

%Building the matrix J
for k = l:nIter
matJd (((k=1)*2"J+1) : (kx2~J), 1) =...
mJ (dCoorde, mcoef,distancia, k, lat, long, faixa);
end
%$last lines
k = nlIter + 1;
matJ (((k=1)*2"J+1): (kx2"J), 1) = 2~(-J / 2) % ones(2"J, 1) ;

$Solution to beta: minimize <(matJd - matQ * beta); (matJ - matQ * beta)>
beta = lsgr (matQ, matJ, 0.00001, 20000);
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% clc;

$Matriz de coeficientes de lambda
mb = reshape(beta(l: (nIter x 27J)), size(mcoef));

$Grid value to build the graph
pontos = linspace(0,1,m);
f = zeros(size (pontos));
for k = 1:m
if floor (pontos (k) *27J) < 2°J
pos = floor (pontos (k) * 2
else
pos = floor (pontos (k) x 27J);
end
phi = zeros(27dJ, 1);
phi(pos) = 27(J/2);

~J) + 1;

f(k) = sum(diag(mcoef' % (phi » phi') % mb));
end
if lplot == true

figure;

hold on;

plot (pontos, £, 'r-");

title('Estimated curve.');

x1im ([0 max (pontos)]);

xlabel ('Time');
ylabel ("\chi(t)");
hold off;

figure;
hold on;
for 1 = 1l:nlIter
f = zeros(size(pontos));
for k = 1:m
f(k) = funcaoEstimada(mb(:,1), pontos(k));
end
plot (pontos, £, 'k-");
end
xlabel ('Time');
ylabel ("\lambda_1i (t)"');
title('Estimate \lambda_i(t)");
x1im ([0 max (pontos)]);
hold off;
end
end

function ¢ = coef(y, J)

$coef estimate the coefficientes of \chi_{s_1i}(t) using analysis of
swavelets Haar

%J: approximation level (J < n)

%y: data

$finding n such
n = ceil(log2 (max(size(y))));

$filling vector with zeros
if max(size(y)) < 2”n
yNew = [y (:);zeros(2"n — max(size(y)),1)]1;
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else
yNew = y;
end

$Matriz to save the estimated coefficients
c = NaN(2~J, 1);

$Loop esimating the coefficients following the line of Todd Ogden
for k = 0:(27J-1)

upper = (k+1) * 2”n / 273J;% - 1;
lower = k » 2”n / 2~J + 1;
valor = 0;
for i = lower:upper
valor = valor + yNew(i);
end
valor = valor x 2°~(J/2) / 2”n;
c(k+1l) = valor;

end
end

function valor = EmpCrossVar (A, distancia, h, e )
$EmpCrossVar Calculate the empirical cross-covariance
$The arguments of this function are

%$A: matrix of coefficients

%distancia: matrix of distance of sampled points in space
$h: distance ||s_1i - s_7Jl|

%e: tolerance

$default value for the error
if nargin < 4

e = 0.01;
end

$Number of sampled points in the space

n = max(size(distancia));
$find lines and columns such that |[|s_i - s_jl| \in (h—-e, h+e)
index = find((distancia < h + e) & (distancia > h - e));

%$checking with index is empty...
while numel (index) ==

disp(['There are no sampled points with distance ', num2str(h), ...
' inside the tolerance ', num2str(e)]);

e =e + 0.001;

index = find((distancia < h + e) & (distancia > h - e));

end
row = mod (index, n);
row(row == 0) = n;

col = ceil(index / n);

%estimating hat gamma

valor = zeros(max(size(A(:,1))));
for 1 = l:max(size (row))

valor = valor + (A(:,row(i)) — A(:,col(i))) * (A(:,row(i)) - A(:,col(i)))"';
end

valor = valor / (2 * max(size(row)));
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end

function valor = Q(A, distancia, i, 3j, e )
%Q Calculate the auxiliaries matrices Q_{i7j}
%i, J: line and column

A: matrix of curve coefficients

e: tolerance

o° o

if nargin < 5
e = 0.01;
end

%$distance
h = distancia (i, 3J);

$Calculate the empirical cross covariance
sigma = EmpCrossVar (A, distancia,h, e);

$Level J
J = log2 (max(size(sigma)));

valor = 2*J .x sigma .*x eye(2"J);
end

function valor = mJ(dCoordG, A, distancia, i, 1, c, e )
$mJ calculate the auxiliary matrix J

if nargin < 7
e = 0.01;
end

$Distancia

h = distance('gc', dCoordG.latitude (i), dCoordG.longitude(i), ...
1

; C)
$Calcula a Sigma
sigma = EmpCrossVar (A, distancia,h, e);

$Approximation level J
J = log2 (max (size(sigma)));

valor = 27(J/2)  diag(sigma);
end

function valor = funcaoEstimada (c, u)

$funcaoEstimada: calculate a function at y with approximated at V_j with c

$coefficients c

%We are suposing our coefficients stay in 0, ..., 2°J - 1
%$c: estimated coefficients

%u: point in [0,1]

$The returned value is \hat{f} (u)

a =c(:);
J = log2(max(size(a)));
k = floor(u * 2"7);

indicadora = zeros(1l,2"7);

91
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if u < 1
indicadora (k+1l) = 1;
else
indicadora (273) = 1;
end
valor = indicadora * a * 2°(3/2);

end

A.10 FTVK hatchi s0 _haar

Objetivo

Objetivo dessa fungdo é estimar o valor da curva Y, (t) em um ponto ndo monitorado s, para
t € ]0,1] usando o método Krigagem Tempo-Variante Funcional. Mais precisamente, estimamos
Xso(t) em ¢ € [0, 1] por

em que \;(t) = 3, b/, 05n(t) € X, (t) = 3, /4@ (t) (para maiores detalhes vide Segdo 3.2).

Sintaxe

fEst = FTVK_hatchi_sO0_haar (pontos, mcoef, mb, J)
Descricao

Esta fungdo tem quatro argumentos

i. pontos é um vetor coluna (ty,...,t,)" comt; € [0,1],57 = 1,...,m em que desejamos
calcular yg,(¢;),7=1,...,m

ii. mcoef é uma matriz em que a i-€sima coluna contém os coeficientes de aproximacdo da
curva g, (t) de nossa amostra funcional

iii. mb é uma matriz em que a i-ésima coluna contém os coeficientes estimados de \;(t), isto é, a
i-ésima € constituda por b; _ps, ..., b; m

iv. J € o nivel de aproximagdo

e retorna como saida um vetor coluna (xs,(t1), - - -, Xs,(tm)) de mesma dimenséo do vetor t.

Codigo Fonte

Listing A.10: Arquivo FTVK_hatchi_s0_haar.m

function fEst = FTVK_hatchi_sO0_haar (pontos, mcoef, mb, J)
%$hatchi_s0_haar This function computes the estimate curve
%$given the parameter from Functional Time-Varying Kriging and
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$coefficients matrix of functional sample

$Input:

l)pontos: a column vector of points to compute chi_{s_0} (t)
2)mcoef: a matrix where the ith column is the coefficients
from ith curve

3)mb: matrix where the ith column is the parameter wvector
from the Function Time-Varying Kriging

4)J: approximation level

Output:
1) fEst: column vector with the estimate curva at s_0 at the column vector pontos

o0 o0 o° o° o° o° o o

fEst = zeros(size (pontos));
m = length (pontos);
for k = 1:m
if floor (pontos (k) *2"J) < 2"J
pos = floor (pontos(k) = 27J) + 1;
else
pos = floor (pontos (k) x 27J);

end
phi = zeros(2"~J, 1);
phi(pos) = 27 (J/2);
fEst (k) = sum(diag(mcoef' % (phi % phi') x mb));

end

end

A1l coef Haar

Objetivo

Dado o vetor coluna y = (¥1,...,%,) ", esta fungdo retorna os coeficientes da aproximagdo f
usando regressdao nao paramétrica e ondaletas Haar.

Sintaxe

c = coefHaar (y, J);
Descricao

A funcdo coefHaar tem dois argumentos de entrada

i. y € um vetor coluna contendo a série temporal v, . . ., ¥, em que desejamos suavizar usando
regressao ndo paramétrica

ii. J € o nivel de aproximacdo na andlise de multirresolucao

e retorna um vetor coluna c com 2V linhas que sdo os coeficientes estimados da funcdo f obtidos
usando regressao nao paramétrica conforme Ogden (1997).

Codigo Fonte
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Listing A.11: Arquivo coefHaar .m.

function ¢ = coefHaar(y, J)

$coef estimate the coefficientes of \chi_{s_i} (t) using analysis of
%$wavelets Haar

%$J: approximation level (J < n)

y: data

o\

$finding n such
n = ceil(log2(length(y)));

$Vectorizing the data
y = y(:);

%$filling vector with zeros
if length(y) < 2”n
yNew = [y (:);zeros(2"n - max(size(y)),1)]1;
else
yNew = y;
end

$Matriz to save the estimated coefficients
c = NaN(2~J, 1);

%$Loop esimating the coefficients following the line of Todd Ogden
for k = 0:(27J-1)

upper = (k+1) *= 2"n / 2°J;% - 1;
lower = k = 2”n / 2°J + 1;
valor = 0;
for i = lower:upper
valor = valor + yNew(1i);
end
valor = valor x 2°~(J/2) / 2”n;
c(k+1l) = wvalor;

end
end

A.12 coef dbN

Objetivo

Esta fungdo calcula os coeficientes da fungdo f(z) = 3 . Ck®..1(t) obtida pela regressdo para-
métrica usando ondaletas Daubechies dada por

7
?Ji:f(—)—i-ei, 1=1,...,n.
n

Sintaxe

c = coef_dbN( vy, Iter, J, N )
Descricao

A funcdo coef_dbN tem quatro argumentos de entrada
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i. y € um vetor coluna composta da série temporal y1, . . . , y, que desejamos suavizar

1

ii. Tter é um nimero inteiro positivo inteiro em que —— STter

€ a precisdo usada nas integracoes
numéricas

iii. J € o nivel de aproximacdo
iv. N € um ndmero inteiro positivo indexando a familia Daubechies

e retorna um vetor coluna ¢ = (¢_yn4a, ..., Cor_q) | com 29 + 2N — 2 elementos tal que f(z) =

ZJ;_lQ N2 ckZ%qb(QJ x — k) em que ¢(+) é funcdo escala para ondaleta Daubechies de ordem .

Codigo Fonte

Listing A.12: Arquivo coef_dbN

function [ ¢ ] = coef_dbN( y, Iter, J, N )
cef_dbN: Calculate coefficients Daubechies in a nonparametrical regression
y = f(x) + epsilon.
Input arguments:
1)y — sample values
2)Iter - order of dyadic points \phi at values \dfrac{l}{2"Iter}
3)J - approximation level
4)N - daubechies family's order
Output:
c — coefficients

o0 o° o° o o o° o° oo o°

[phi, ~, xval] = wavefun(['db',num2str(N)], Iter);
c = coef_dbN_mx(y(:), xval(:), phi(:), J, N);
end

Note que a funcdo coef_dbN cujo cddigo estd descrito em Listing A.12 usa o MEX file
descrito em Listing A.13.

Listing A.13: Arquivo coef_dbN_mx. c.

/xcef_dbN: Calculate coefficients Daubechies in a non parametrics regression

y = f(x) + epsilon.
Input arguments:]
1)y — sample values
2)xval - dyadic points
3)phi - phi value at dyadic points
4)J - approximation level
5)N - daubechies family's order
Output
c — coefficients

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "mex.h"
#include "matrix.h"

/+*global variablesx/
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double* xval; /*xval have dyadic points=*/
double* phi; /* phi have the value at dyadic points xvalx/
int nDyadic; /+xval lengthx/

/+integration functionx/
double integration (double a, double b);

/+*log2 functionx/
double Log2 (double n) ;

/*maximum value between two numbersx*/
double max2 (double a, double b);
/*double max (double first, double second); x/

/+*minimum value between two numbersx/
double min2 (double a, double b);
/*double min (double first, double secont);*/

volid mexFunction (int nlhs, mxArray #*plhs[], int nrhs, const mxArray xprhsl[])
{
double* y; /+response vector=/
double J; /*level approximationx/
double N; /% order at Daubechies familyx/
double k, 1i; /*loop variablesx*/
double* z; /+auxiliary matrix=/
double p2J;
double lower, upper, 1, u;
double n; /*number of samples pointsx/

/+*We neew 5 inputs=/
if ( nrhs != 5)
{

mexErrMsgTxt ("Five inputs required.");

y = mxGetPr (prhs[0]);
xval = mxGetPr (prhs[1l]);
phi = mxGetPr (prhs([2])

4

/*we need, at least, a column vector with two elementsx/

if ( mxGetM(prhs[l]) < 2 || mxGetN(prhs[1]) != 1)
{
mexErrMsgTxt ("Invalid xval.");
}
if (mxGetM(prhs[2]) < 2 || mxGetN(prhs[2]) != 1)

mexErrMsgTxt ("Invalid phi.");

if (mxGetM(prhs[l]) !'= mxGetM(prhs[2]))
{
mexErrMsgTxt ("Phi and xval must have same dimensions.");
}
if (mxGetN(prhs[0]) != 1)

{

mexErrMsgTxt ("y need be a column vector.");
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J = mxGetScalar (prhs[3]);
N mxGetScalar (prhs[4]);

/*number of dyadic pointsx*/
nDyadic = mxGetM(prhs[2]);

/+*number of sampled pointsx*/
n = mxGetM(prhs[0]);

/%27Jx/
p2J = pow(2, J) ;

/+xSet the output pointer to the output matrixx/

plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix((int)pow(2, J) + 2 = N - 2, 1, mxREAL);

/xget a pointer «/
z = mxGetPr (plhs[0]);

for(k = (=2xN+2); k <= (p2Jd - 1); k++)
{
lower = max2( (k = n) / p2Jd + 1, 1);

upper = min2( ((k + 2 *x N - 1) * n) / p2Jd, n);
* (z+ (int) k+2* (int)N-2) = 0;
for(i = lower; i <= upper; i++)
{

1 (i-1) » p2d / n - k;

u=1* p2J / n - k;

* (z+ (int) k+2* (int)N-2) = x(z+ (int)k+2x (int)N-2) +

+x(y + (int)i - 1) x integration(l, u) * pow(2,

double integration (double a, double b)

int lower=0, upper=0; /*integration limitsx/
int i; /xloop variablex/
double res = 0; /xintegration resultx/

/+*finding lowerx/

for( i = 0; i1 < nDyadic; i++)
{
if(x(xval + 1) == a)
{
lower = 1i;
break;

/*finding upperx*/
for( i = lower; 1 < nDyadic; i++)
{

if(x(xval + 1) == Db)

{

(=J/2))

14
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upper = 1i;
break;
}
}
for(i = lower; i <= upper; i++)
{
res = res + x(phi + 1i);
}
res = res / pow(2, Log2( 1 / (x(xval + 1) - =x(xval + 0)) ) )

return res;

}

double Log2( double n )

{
/+ log(n)/log(2) is log2. */
return log( n ) / log( 2 );

}

double max2 (double a, double b)

return a;

}

else

{

return b;

}
}

double min2 (double a, double b)

return a;

}

else

{

return b;

)
)

A.13 FuncKriging_ dbN
Objetivo

Esta fun¢ao implmenenta o método de Krigagem Tempo-Variante Funcional usando ondaletas
da familia Daubechies.

Sintaxe

[ lambda, mcoef] = FuncKriging_ dbN( lat, long, latData, longData, mdata,...
J, N, Iter, lplot);



FUNCKRIGING_ DBN 99

Descricao

1l.

1il.

1v.

Vi.
Vii.

viii.

iX.

Esta funcdo tem nove argumentos de entrada

lat € alatitude do ponto ndo monitorado sy
long € a longitude do ponto ndo monitorado s,

latData € um vetor coluna contendo as latitudes dos pontos sy, . . ., s,, das curvas em nossa
amostra funcional

longData € um vetor coluna contendo as longitudes dos pontos sy, ..., s, das curvas em
nossa amostra funcional

mdata é um matriz em que a i-ésima coluna é a série temporal xs.(¢1),. .., Xs, (t,) observada
da curva ys, (1)

J € o nivel de aproximacdo na andlise de multirresolugcao

N € um nimero inteiro positivo que indexa a ordem na familia Daubechies

Iter é uma nimero inteiro positivo tal que precisdao numérica de integrais envolvendo

lter
a funcdo escala ¢(z). Este argumento é opcional e seu valor padrdo é 10.

lplot uma varidvel légica. Se true, a fun¢do produz um grifico com a curva estimada.
Esta argumento € opcional e seu valor padrdo € t rue.

e retorna duas saidas

a.

b.

lambda € um vetor coluna composto dos parametros estimados A1, ..., A\, no modelo de Kri-
gagem Ordindria Funcional

mcoef € uma matriz em que a i-ésima coluna contém os coeficientes estimados da curva ., (%)

Codigo Fonte

Listing A.14: Arquivo FuncKriging_dbn.m.

function [ lambda, mcoef] = FuncKriging_dbN( lat, long, latData, longData, ...

mdata, J, N, Iter, lplot)

$FuncKriging_dbN Calculate coefficients for Daubechies family and the
$parameters in the Functional Kriging methodology
$Input:

o0 o0 o° o o o ° o° O o o°

lat: latitude of location we wish estimate the curve

long: longitude of location we wish estimate the curve
latData: column vector with the latitude from our data
longData: column vector with the longitude from our data

J: approximation level

N: order in the family Daubechies

Iter: order of dyadic points \phi at values \dfrac{l}{2"Iter}

mdata: matrix with the data from all points in our data (data by station i

lplot: logical argument. For default, receive true. If lplot = true, we
plot the graphs, else we don't plot the graphs

Output arguments

s on column)
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mb: matriz with coefficients of estimated functions lambda_1, ...,
lambda_n
mcoef: cofficients of all curves in our data

o° o oe

if nargin == 8
lplot = true;

elseif nargin ==
lplot = true;

Iter = 10;
elseif nargin < 7
error ('Insuficient number of inputs. Vide help for more information.');

end

%$approximation of phi, xval e psi
[phi, ~, xval] = wavefun(['db', num2str(N)], Iter);

Snumber of sampled spatial points

sp = size(latData, 1);
mdist = NaN(sp);%smatriz of distance between two spatial sampled point

vdist = NaN(sp, 1l);%column vector betw spatial sampled point and non
%$sampled point

for i = 1l:sp
mdist(:,1) = distance('gc', latData(i), longData (i), latData, longData);
vdist (i) = distance('gc', lat, long, latData (i), longData(i));

end

$length of time series
nTempo = size(mdata, 1);

%$next near number potency of 2
n = 2%ceil (log2 (nTempo)) ;

$coefficients matrix
mcoef = NaN(2"J+2%N-2, sp);
for 1 = 1:sp
y = mdata(:,1);
y [yv(:);zeros(n — size(y, 1),1)1;
mcoef (:,1) = coef_dbN_mx(y(:), xval(:), phi(:), J, N);
end

x = lambdaC_dbN_mex (mcoef, mdist, wvdist, J, N);
lambda = x(l:sp);

if lplot == true
figure;
m = 1000;
t = linspace(0, 1, m)"';
fp = hatchi_t(t(:), xval(:), phi(:), J, N, mcoef, lambda(:));
plot(t, fp, 'r-");
end

end

Note que a fun¢do FuncKriging_dbN, cujo cédigo estd descrito em Listing A.14, usa a
funcdo lambdaC_dbN_mex que calcula os parametros Ay, ..., A\, no modelo de Krigagem Or-
dindria Funcional e foi implementa usando MEX file cujo codigo fonte estd transcrito em Lis-
ting A.15. Ademais, para produzir o gréfico da curva ajustada usamos a fun¢do hatchi_t_mx
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que foi programada usando MEX file e seu cédigo fonte estd impresso no Listing A.17.

/ *

lambdaC: calculate \lambda_1, \dots, \lambda_n using the functional kriging predictor

Inputs:
l)mcoef: matrix with rows representing coefficients of sampled spots
2)mdist: matrix A = (a_{ij}) with a_{ij} = distance(s_i, s_7Jj) where
s_i, s_Jj are sampled spots
3)vdist: column vector V = (v_1, \dots, v_n)" T with v_J =
distance(s_0, s_j) where s_7J is a sampled spot
4)J: approximation level
5)N: order in the daubechies family

output:

Listing A.15: Arquivo 1lambdaC_dbN_mex.c.

1) lambda: estimated coefficients of functional kriging predictor

*/

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "mex.h"
finclude "matrix.h"
finclude "blas.h"
#include "lapack.h"
#include <stdlib.h>

//global variables

double J; //approximation level

double N; //order in the daubechies family

double* mdist; //matrix A = (a_{i7j}) with a_{ij} = distance(s_i, s_j)

//where s_1i, s_7j are sampled spots

int r_mdist; //number of rows and columns of distance matrix.

doublex mcoef;

//This is a square matrix

int r_mcoef, c_mcoef; //number of rows and columns of mcoef matrix
double* wvdist; //column vector V = (v_1, \dots, v_n)" T with v_j =

//distance (s_0, s_7j) where s_7J is a sampled spot

int n_vdist; //vdist length

//function which calculate the estimated variogram
double variogram(double h, double e);

101

//matrix with estimated coefficients's curves at sampled spot

void mexFunction (int nlhs, mxArray =*plhs[], int nrhs, const mxArray xprhs[])

{

doublex A;

doublex Al;

doublex b;

int i, 3;

int dimA;

//inputs for dgesv

size_t m,n,p; /* matrix dimensions =*/
mwSignedIndex xiPivot; /* inputs to DGESV «/
mxArray =*Awork, *mxPivot;

mwSignedIndex info, dims[2];

//we need 5 inputs arguments

if
{

(nrhs != 5)

mexErrMsgTxt ("Five inputs required.");
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mcoef = mxGetPr (prhs[0]);
mdist = mxGetPr (prhs[l]);
vdist mxGetPr (prhs[2]);

r_mcoef = mxGetM (prhs|
c_mcoef = mxGetN (prhs|
r_mdist = mxGetM(prhs|
n_vdist = mxGetM(prhs]|

1)
1)
1)
1

J = mxGetScalar (prhs[3]);
N mxGetScalar (prhs([4]);

//Number of columns of mcoef must be equal number of rowns and columns of mdist
if (r_mdist != c_mcoef)
{

mexErrMsgTxt ("Matrices for coefficients and distances have wrong dimensions.\n")

//Checking number of mcoef rows
if (r_mcoef != (int)pow(2,J) + 2 % (int)N - 2)
{

mexErrMsgTxt ("Number of mcoef rows must be 2°J + 2 » N -2.\n");

//mdist must sgaure matrix
if (mxGetM(prhs[l]) != mxGetN(prhs[1l]))
{

mexErrMsgTxt ("Square matrix required for distances between sampled spots.\n");

//vdist have to be a column vector
if (mxGetN(prhs[2]) != 1)
{

mexErrMsgTxt ("Column vector distance required.\n");

//checking if we have sufficient elements at vdist
if (n_vdist != r_mdist)
{

mexErrMsgTxt ("Column vector of distances disagree with matrix distance.\n");

//Creating matrix A and b

Awork = mxCreateDoubleMatrix (r_mdist+1l, r_mdist+1l, mxREAL);
plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix (r_mdist+1, 1, mxREAL);

A = mxGetPr (Awork) ;

b = mxGetPr (plhs[0]);

dimA = r_mdist+1;

//£filling the last column of A
for (i = 0; i < (dimA - 1); 1i++)
{

A[(dimA - 1)+*dimA + i] = 1;
}
Al (dimA-1) *dimA + (dimA-1)] = 0;
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//£filling the last row of A
for (i =0; 1 < (dimA-1);i++)
{

Ali * dimA + dimA-1] = 1;

//£fillings last row of b
b[dimaA-1] = 1;

//full filling A

for(i = 0; 1 < (dimA-2); i++)

{
for(j = i; J < (dimA-1); Jj++)
{

A[i + j » dimA] = variogram(mdist[i + j % r_mdist], 0.1);

Alj + i * dima]

A1 + j % dimA];

for (i = 0; i < dimA; i++)

Al1i + 1 * dimA] = 0;

//full filling b
for (i = 0; i < (dimA-1); i++)
{

b[i] = variogram(vdist[i],0.1);

//

//Solving the linear system
m = mxGetN (Awork) ;

n mxGetN (plhs[0]);

p = mxGetM(plhs[0]);

dims[0] = m;

dims[1l] = p;

mxPivot = mxCreateNumericArray (2, dims, mxINT32_CLASS,
iPivot = (mwSignedIndexx)mxGetData (mxPivot);

/* Call LAPACK */
dgesv (&m, &n, A, &m, iPivot, b, &p, &info) ;

//Error if info != 0
if (info != 0)
{

mexErrMsgTxt ("Houston, we have a problem.\n");

double variogram(double h, double e)
{

int cont;

int i, j, k;

double res;

double tol;

mxREAL) ;

103
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cont = 0;

tol = e;

while (cont == 0)

{

0; 1 < r_mdist; i++)
for(j = 0; J < r_mdist; j++)

if ((mdist[i*r_mdist+j] < h + tol) && (mdist[ixr_mdist+3j] > h - tol))

for(k = 0; k < r_mcoef; k++)
{

res = res + (mcoef[ixr_mcoef+k] - mcoef[jxr_mcoef+k]) =
* (mcoef [1+r_mcoef+k] — mcoef[j*rr_mcoef+k]);
}
cont = cont + 1;

}

//If we don't catch nobody
if (cont == 0)

{
printf ("Nobody at neighbour.\n");

tol = tol + 0.001;
}

else //If we catch somebody

{

res = res / (2 * cont);
}

return res;

}

A.14 hatchi sO

Objetivo

Esta fun¢do calcula o valor da curva y,(t) no ponto ¢ dado os pardmetros Ay, ..., A, no
modelo de Krigagem Ordinéria Funcinal.

Sintaxe

f = hatchi_sO0( t, Iter, J, N, mcoef, lambda );
Descricao

A funcdo hatchi_sO tem seis argumentos de entrada

i. t € um vetor coluna (t1,...,t,)" que desejamos calcular x4, (¢;),j =1,...,m

il. ITter é um nimero inteiro positivo tal que € a precisao utilizada nos métodos de apro-

olter
ximagdo para integrais envolvendo a fungdo escala ¢(x)
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iii. J € o nivel de aproximacdo
iv. N € um ndmero inteiro positivo indexando a ordem na familia Daubechies

v. mcoef € uma matriz cuja i-ésima coluna é composta pelos coeficientes da aproximagao da
curva s, (t)

vi. lambda é um vetor coluna constituido pelos pardmetros A4, ..., A, no modelo de Krigagem
Ordindria Funcional

e retorna um vetor coluna £ = (x4, (1), - -, Xso(tm)) " com 0 mesmo nimero de colunas de t.

Codigo Fonte

Listing A.16: Arquivo hatchi_s0.m.

function [ £ ] = hatchi_sO( t, Iter, J, N, mcoef, lambda )
hatchi_s0: calculate \hat{\chi}_{s_0} (t) given mcoef e \lambda_1l, \dots, \lambda_{sp} of
Inputs:

1)t: column vector of values in [0,1]
Iter: order of dyadic points \phi at values \dfrac{l}{2"Iter}
J: approximation level
N: order in the daubechies family
mcoef:matrix with columns representing coefficients of sampled spots
6) lambda: coefficients estimated of functional kriging predictor
output:
1)chi_{s_0}: estimated chi_{s_0} evaluated at t

2)
3)
4)
5)

0 o0 o° o o ° o° o° o o°

[phi, psi, xval] = wavefun(['db',num2str(N)], Iter);

f = hatchi_t_mx(t(:), xval(:), phi(:), J, N, mcoef, lambda);
end

Note que a fungdo hatchi_s0 usa a funcdo hatchi_t_mx que foi implementada usando
MEX file cujo c6digo hatchi_t_mx. c fonte € transcrito em Listing A.17.

Listing A.17: Arquivo hatchi_t_mx.c.

/ *
hatchi_t: calculate \hat{\chi}_{s_0}(t) given mcoef e \lambda_1, \dots, \lambda_{sp}
of functional kriging predictor

Inputs:
1)t: column vector of values in [0,1]
2)xval: column vector with dyadic points

)
)phi: \phi evaluated at xval
)J: approximation level
)N: order in the daubechies family
ymcoef:matrix with columns representing coefficients of sampled spots
7)lambda: coefficients estimated of functional kriging predictor
output:
1)chi_{s_0}: estimated chi_{s_0} evaluated at t
*/

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "mex.h"
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#include "matrix.h"
#include <stdlib.h>

doublex xval;
doublex* phi;
double J;
double Nj;
doublex mcoef;

int

nDyadic;

//estimated curve
double chi_t (double x, int col);

//scale function
double phi_dbN (double t);

void mexFunction (int nlhs, mxArray #*plhs[], int nrhs, const mxArray xprhsl[])

{

int sp; //number of sampled points

double* t; //column vector of points in [0,1]

double* lambda; //estimated coefficients of functional kriging predictor
doublex f; //estimated \hat{\chi}_ {s_0}

int nt; //number of elements of t

int i, j, k; //loop variable

//checking the inputs number
if ( nrhs != 7)
{

mexErrMsgTxt ("Seven inputs required.\n");

t = mxGetPr (prhs[0]);
nt = mxGetM (prhs[0]);

if (mxGetN(prhs[0]) != 1)
{

mexErrMsgTxt ("First argument must be a column vector.\n");

xval = mxGetPr(prhs[1l]);
phi = mxGetPr (prhs[2]);
nDyadic = mxGetM(prhs([1]);

if (mxGetM(prhs[l]) != mxGetM(prhs[2]) ||
mxGetN (prhs[1l]) !'= 1 || mxGetN(prhs[2]) != 1)

mexErrMsgTxt ("Second e third arguments have to be column

vectors with equal dimensions.\n");

J = mxGetScalar (prhs[3]);
N mxGetScalar (prhs([4]);

//coefficients matrix

mcoef = mxGetPr (prhs([5]);

sp = mxGetN(prhs[5]);

if (mxGetM(prhs[5]) != (int)pow (2, J) + 2 x (int)N -2)
{
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mexErrMsgTxt ("Fifth arguments must be a columns with
2"J — 2 x n - 2 columns.\n");

//column vector of estimated lambda
lambda = mxGetPr (prhs[6]);
if (mxGetN(prhs[6]) != 1)

{

mexErrMsgTxt ("Sixth argument must be a column vector.\n");

if (mxGetM(prhs[6]) != mxGetN (prhs([5]))

mexErrMsgTxt ("Dimensions of fifth and sixth argument don't agree.\n");

plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix(nt, 1, mxREAL);
f = mxGetPr(plhs([0]);

//xf = 0;
//E11]1 = 1;
for (1 = 0; i < nt; i++)
{
f[i] = 0;

for (j = 0; J < sp; J++)

f[i] = £[i] + lambda[j] % chi_t(t[i], 3J);

//estimated chi_t
double chi_t (double x, int col)
{
double j; //loop variable
double res = 0;
int linhas; // row numbers of mcoef

linhas = (int)pow(2,J) + 2 % (int)N - 2;
for(j = 1; j <= pow(2, J) + 2 » N = 2; J++)
{

if((pow(2,J) * x — (J—(2+%N-1)) >= 0) &&
(pow (2,J) * x — (J—(2%N-1)) <= 2xN-1))
{
res = res + mcoef[col x linhas + (int

int)j - 1] =
*pow (2,J/2) * phi_dbN(pow (2, J) * x — (J—(2*N-1)));

}

return res;

// scale function
double phi_dbN (double t)
{

int cont = 0;
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while(xval[cont] < t && cont < nDyadic)

{

cont = cont + 1;

}

return phif[cont];

}

A.15 PointwiseFuncKriging_dbN

Objetivo
Dada uma amostra funcional x, (¢),. .., s, (), esta funcdo estima uma curva ys,(t) em um
ponto sqg & {s1,...,8,} usando o modelo de Krigagem Tempo-Variante Funcional conforme

descrito na Se¢do 3.2 para ondaletas da familia Daubechies.

Sintaxe
[ mb, mcoef,pontos, fp ] = PointwiseFuncKriging_dbN( lat, long, latData, longData, ...
mdata, J, N, Iter, lplot, m);
Descricao

A funcdo PointwiseFuncKriging_dbN tem dez argumentos de entrada

i. lat € alatitude do ponto nao monitorado s
ii. long € a longitude do ponto nao monitorado sy

iii. latData € um vetor coluna contendo as latitudes dos pontos sy, ..., s, das curvas em nossa
amostra funcional

iv. longData € um vetor coluna contendo as longitudes dos pontos si, ..., s, das curvas em
nossa amostra funcional

v. mdata é um matriz em que a i-ésima coluna é a série temporal x5, (¢1), . .., Xs, (t,) observada
da curva yg, (1)

vi. J é o nivel de aproximacao na anélise de multirresolucdo

vii. N é um ndmero inteiro positivo que indexa a ordem na familia Daubechies

viii. Iter € uma nimero inteiro positivo tal que precisao numéricas para aproximacao de

2Iter
integrais envolvendo a funcdo escala ¢(x). Este argumento € opcional e seu valor padrio é 10.

ix. 1plot € uma varidvel l6gica. Se t rue, a funcio produz um grafico com a curva estimada.
Esta argumento € opcional e seu valor padrdo é t rue.

Xx. m é um numero inteiro positivo usado para determinar o nimero de pontos usados nas abscis-
sas para construir o grifico da curva estimada caso 1plot seja true

e retorna quatro saidas
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mb é uma matriz cuja i-ésima coluna contém o vetor de parametros b; do modelo de Krigagem

a.
Tempo-Variante Funcional descrito na Se¢do 3.2

b. mcoef € uma matriz cuja i-ésima coluna contém os coeficientes da curva y, (¢)

c. pontos € um vetor coluna (t1,...,t,)’ comm pontos entre 0 e 1

d. fp é vetor coluna (s, (t1), ..., Xs,(t))’ com o mesmo nimero de linhas de t contendo as
estimativas da curva ys,(¢) no ponto ndo monitorado s, pelo método de Krigagem Tempo-
Variante Funcional

Codigo Fonte

Listing A.18: Arquivo PointwiseFuncKriging_dbN.
function [ mb, mcoef,pontos, fp ] = PointwiseFuncKriging_ dbN( lat, long,...

latData, longData, mdata, J, N, Iter, lplot, m)

$FuncKriging_ dbN Calculate coefficients for Daubechies family and the
%parameters in the Pointwise Functional Kriging methodology
$Input:

o0 o° o o O A A° O O O O o o° oe

lat: latitude of location we wish estimate the curve

long: longitude of location we wish estimate the curve

latData: column vector with the latitude from our data

longData: column vector with the longitude from our data

J: approximation level

N: order in the family Daubechies

Iter: order of dyadic points \phi at values \dfrac{l}{2"Iter}

mdata: matriz with the data from all points in our data

lplot: logical argument. For default, receive true. If lplot = true, we
plot the graphs, else we don't plot the graphs

Output arguments

mb: matriz with coefficients of estimated functions lambda_1, ...,

lambda_n
mcoef: cofficients of all curves in our data

if nargin == 9
m = 1000;
elseif nargin == 8
m = 1000;
lplot = true;
elseif nargin ==
m = 1000;
lplot = true;
Iter = 10;
elseif nargin < 7
error ('Insuficient number of inputs. Vide help for more information.');

end

$approximation of phi, xval e psi
[phi, ~, xval] = wavefun(['db', num2str(N)], Iter);

Snumber of sampled spatial points
sp = size(latData, 1);

mdist = NaN(sp);%matriz of distance between two spatial sampled point
vdist = NaN(sp, 1);%column vector betw spatial sampled point and non
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$sampled point

for i = 1l:sp
mdist(:,1i) = distance('gc', latData(i), longData (i), latData, longData);
vdist (i) = distance('gc', lat, long, latData (i), longData(i));

end

$length of time series
nTempo = size(mdata, 1);

%$next near number potency of 2
n = 2%ceil (log2 (nTempo)) ;

$coefficients matrix
mcoef = NaN(2"J+2%N-2, sp);
for i = 1l:sp

y = mdata(:,1);

y = [y(:);zeros(n — size(y, 1),1)1;

mcoef (:,1) = coef_dbN_mx(y(:), xval(:), phi(:), J, N);
end
[mmQ, mmJ] = mQ_mx (mcoef, mdist, xval', phi',N, J, wvdist);

ntam = 2°J + 2xN - 2;

betal = lsqgr (mmQ, mmJ, 0.001, 2000);

mb = reshape (betal(l: (sp *» ntam)), [ntam,spl);
$m = 1000;

pontos = linspace(0,1,m)"';

fp = zeros(size(pontos));

for i = l:sp
fp = fp + chi_t (pontos,xval',phi',J, N, mb(:,1)) .*...
chi_t (pontos,xval',phi',J, N, mcoef(:,1));

end

if lplot == true

figure;

plot (pontos, fp,'r—-");
end

A fungdo PointwiseFuncKriging_dbN usaa fun¢domQ_mx que foi implementada usando
MEX file cujo cédigo fonte € transcrito a seguir.

Listing A.19: Arquivo mQ_mx.c.

/+mQ_mex: Calculate matrix of coefficients in pointwise functional kriging predictor

l)mcoef - coefficients matrix

2)mdist - distance matrix

3)xval - column vector of dyadic points

4)phi - scale function at dyadic points

5)N - order at daubechies family

6)vdist - distance between sampled points and estimating point
Output:

output - coefficient matrix

matB - independent matrix

*/
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#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "mex.h"
#include "matrix.h"

/*global variablesx/
double* mcoef; /+ coefficients matrix =/
double* mdist; /+distance matrixx/

double* vdist; /+distance matrix (between sampled points and estimating point) */

double* phi; /+ value of phi at dyadic points=*/
double* xval; /xdyadic pointsx/

int nDyadic; /*number of dyadic pointsx*/

int N; /xorder at Daubechies family=*/

int J; /* approximation levelx/

int sp; /*number of spatial sampled points=*/

/xCalculate cross covariancex/
voilid EmpCross (double h, doublex res);

/+Integrate \phi_{pklqg}=/
double IntPhi_pklg(int p, int k, int 1, int q);

/+auxiliary function to find c_k=*/
double integration(int 1i);

/+Integrate \phi_{jkl}x*/
double IntPhi_jkl(int j, int k, int 1);

/*daubechies scale functionx/
double dbN (double x);

/*phi_{pklg} functionx*/
double dbN_pklg(double y, int p, int k, int 1, int q);

/+phi_{Jkl} functionx/
double dbN_jkl (double x, int j, int k, int 1);

/*maximum of five integersx*/
int maximo (int il, int 12, int 13, int i4, int i5);

/+*maximum of three integersx/
int max3(int i1, int 12, int 13);

/*minimum of three integersx*/
int min3(int i1, int 12, int i3);

void mexFunction (int nlhs, mxArray =*plhs[], int nrhs,
{

double* output;/+output variablex/

double* matB; /* independent matrixx/

int i, Jj, row, col, ntam, ndim; /+loop variablex/

int p, k, 1, g; /*test variablex*/

int p2J;

mxArray* Awork;

doublex mVar;

int ak, bk, al, bl, aqgq, bg;

/xfour inputs requiredx/

const mxArray *prhs[])
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if (nrhs != 7)
{

mexErrMsgTxt ("Five inputs required.\n");

/+mdist is a square matrixx/
if (mxGetM(prhs[l]) != mxGetN(prhs[1l]))
{

mexErrMsgTxt ("Square matrix squared.\n");

/+mcoef must agree with mdistx*/
if (mxGetN(prhs[0]) != mxGetM(prhs([1l]))
{
mexErrMsgTxt ("Columns number of coefficients matrix have to has
the same row number of distance matrix.\n");

/+*vector of dyadic points must be a column vector*/
if (mxGetN(prhs[2]) != 1)
{

mexErrMsgTxt ("Vector of dyadic points has to be a column vector.\n");

/+vector of phi must be a column vector=/
if (mxGetN(prhs[3]) != 1)
{
mexErrMsgTxt ("Vector of scale function evaluated at dyadic
points has to be a column vector.\n");

N = mxGetScalar (prhs[4]
J

4

)
mxGetScalar (prhs([5]);

/+xchecking tbe dimension of coefficients matrix=*/

if (mxGetM(prhs[0]) !'= (int)pow (2, (double)J) +2xN - 2)

{
printf("teste = %$d J = %d.\n", (int)pow (2, (double)J) +2*N - 2, J);
mexErrMsgTxt ("Coefficient matrix has to have 2°J + 2xN - 2 rows.\n");

/+xxval and phi have to has the same lengthx/
if (mxGetM(prhs[2]) != mxGetM(prhs[3]))
{

mexErrMsgTxt ("xval and phi must have the same length.\n");

/+column vector of distance between sampled points and estimating pointx*/
if (mxGetN(prhs[6]) != 1)
{

mexErrMsgTxt ("Sixth argument have to be a column vector of distance.\n");
}
else if (mxGetM(prhs[6]) != mxGetN(prhs[0]))
{

mexErrMsgTxt ("Matrix of distances between with sampled and

estimating points with wrong dimensions.\n");

/+«vector of y must be a column vector=*/



POINTWISEFUNCKRIGING_DBN

mcoef = mxGetPr (prhs[0]);
mdist = mxGetPr (prhs[l]);
xval = mxGetPr (prhs[2]);
phi = mxGetPr (prhs[3]);
vdist = mxGetPr (prhs[6]);
sp = mxGetN (prhs([0]);

nDyadic = mxGetM(prhs([2]);

ntam = (int)pow (2, (double)d) + 2 x N -2;

ndim = ntam * (sp + 1);

P2J = (int)pow (2, (double)d);

plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix (ndim, ndim, mxREAL) ;
output = mxGetPr (plhs[0]);

plhs[1l] = mxCreateDoubleMatrix(ndim,1l, mxREAL);

matB = mxGetPr (plhs[1l]);

Awork = mxCreateDoubleMatrix (ntam, ntam, mxREAL);
mVar = mxGetPr (Awork) ;
for (i = 0; i < ndim; i++)
{
for (j = 0;3 < ndim; J++)
{
output[j » ndim + i] = 0;

/+xlast columnsx*/
for (i = 1; 1 <= sp; i++)
{

k = 0;
1 =0;
for (p = ((i-1)*ntam + 1); p <= ixntam; p++)
{
for (g = (ndim-ntam+l); g <= ndim; qg++)
{
if (k == 1)
{
output[ (g-1)+* ndim + (p-1)] = 1;
}
else
{
output [ (g-1) » ndim + (p-1)] = 0;
}
1++;
}
1 = 0;
k++;

/*last rows=*/
for (1 = 1; 1 <= sp;i++)
{

k = 0;
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1 = 0;
for (p = (ndim-ntam+l); p <= ndim; p++)
{
for (g = ((i-1)xntam + 1); g <= (i*ntam); gt++)
{
if (k == 1)
{
output [ (g-1) *ndim + (p-1)] = 1;
}
else
{
output [ (g-1)*ndim + (p-1)] = 0;
}
1++;
}
1 0;
k++;

/*last row and last column=*/

/+xinside part«*/

for

{

(1 =1;

for

{

(3

{

i <= sp;

1 3 <=

i++)

sp; J++)

EmpCross (mdist[ (j-1)*sp + (i-1)], mVar);
for

(p = (=2xN+2);p <= (p2J-1); p++)

aq
bg

for (g =

{

printf ("Matrix Q: 1 = %d, J = %d, p =

row =

col
ak
bk =
for

{

= (j-1)*ntam +

= max3 (=2xN+2, -2xN+2+p, —-2xN+2);
min3 (2+«N-2+p, 2«N-2+p, p2Jd-1) ;

agq;q <= bg; gt+)

%d,
= %d.\n",1i,3,p,q, N);
(pt2+N-1) -1;
(gt2+N-1) -1;
max3 (-2*N +2, -2%N +2 + p, —-2xN +2 + q);
min3 (p2Jd-1, 2xN-2+p, 2xN-2+q);

q %$d N
(1-1) *ntam +

(k = ak;k <= bk; k++)

al

max3 (=2+*N+2, —2*N+2, —2«N+2+Kk) ;

bl = min3(p2J-1, 2%N-2+k, 2%N-2+k);
for (1 = al;1 <= bl; 1++)

{

output [colxndim + row] = output[colxndim + row]

mvVar [ (g+2+«N-2) xntam +
(pt2%N-2)] *IntPhi_pklg(p,k,1,q);

/*filling independent matrix matBx/

for

(1

1;

i

<= sp;

i++)

+



EmpCross (vdist[i-1], mVar);
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for (j = -2«N+2;j <= p2J-1; Jj++)
{
printf ("matrix b: 1 = %d J = %d N = %d.\n", i, j, N);
matB[ (i-1) *ntam + (j+2xN-2)] = 0;
ak = max3 (-2*xN+2+7j, —-2%N+2, -2%«N + 2);
bk = min3(p2J-1, 2%N-2+7j, 2*N-2+7);
for (k = ak; k <= bk; k++)
{
al = max3 (-2xN+2, —-2xN+2+k, -2xN+2+7);
bl = min3(p2J-1,2%N-2+7, 2%N-2+k);
for (1 = al; 1<= bl; 1++)
{
matB[ (i-1)*ntam + (J+2xN-2)] = matB[(i-1)+*ntam + (J+2xN-2) ]

mVar [ (k+2*N-2) xntam +

}
/xc_kx/
for (j = -2«N+2;j <= p2J-1; Jj++)
{

matB[spxntam + (Jj+2xN-2)] =
}

volid EmpCross (double h, doublex res)
{
int cont;
int i, 7,
int Mcoef;
double e;

/+xcheck if we get somebodyx*/
k, 1; /xloop variablex/

/+row numberx*/
/+xtolerancex*/

Mcoef = (int)pow (2, (double)d) + 2 x N
for (k = 0; k < Mcoef; k++)
{
for (1 = 0; 1 < Mcoef; 1++)
{
res[l+«Mcoef + k] = 0;
}
}
e = 0.1; /*tolerancex*/
cont = 0;
while (cont == 0)
{
for (i = 0; 1 < sp; 1i++)
{
for (j = 0; J < sp; Jj++)
{
if ((mdist[j*xspti] < h + e)
{
cont++;
for (k = 0; k < Mcoef;

{

(1+2+N-2) ] *IntPhi_3k1 (3, %k, 1);

integration (j);

_2;

&& (mdist[j*xsp+ti] > h - e))

k++)

+
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for (1 = 0; 1 < Mcoef; 1++)
{

res[1lxMcoef + k] = res[lxMcoef + k] +
(mcoef [i*Mcoef+l] - mcoef[jxMcoef+l]) =
(mcoef [ixMcoef+k] - mcoef[j*Mcoef+k]);

/*If we don't catch nobodyx*/
if (cont == 0)
{
printf ("Nobody at neighbour.\n");
e =e + 0.001;
}
else /+If we catch somebodyx/
{
for (k = 0; k < Mcoef; k++)
{
for (1 = 0; 1 < Mcoef; 1++)

{
res[1l+«Mcoef + k] = res[l*Mcoef + k] / (2 % cont) ;

double IntPhi_pklg(int p, int k, int 1, int q)
{

double tol, x, valor;

tol = xval[l] - xval[O0];
x = 0;
valor = 0;

while (x <= 1)
{
valor = valor + dbN_pklg(x, p, k, 1, g);
x = x + tol;
}
valor = valor * tol % pow(2, 2 % (double)d);
return valor;

double IntPhi_jkl(int j, int k, int 1)
{

double tol, x, valor;

tol = xval[l] - xval[0];
x = 0;
valor = 0;

while (x <= 1)
{
valor = valor + dbN_jkl(x, 3j, k, 1);
x = xXx + tol;
}
valor = valor * tol % pow(2, (3 * (double)d)/2);
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return valor;

double integration (int 1)
{

int a, b;

double valor = 0;

if ((1 > (double)i / pow (2, (double)J)) &&
((double) (2« N + i - 1) / pow (2, (double)d) > 0))

a = 0;
while (xvalla] < max3(-i,0,0))
{
at+;
}
b = a;
while (xval[b] < min3(2xN-1,2%N-1, (int)pow (2, (double)J)-1))

b++;
}
for (i a; 1 <= b; i++)
{
valor = valor + phif[il];

}
valor = valor * (xval[l] - xval[0]) * pow(2, —((double)d)/2);
}

return valor;

double dbN_pklg(double x, int p, int k, int 1, int q)
{

double res;

res = dbN(pow (2, (double)J) * x — (
double)p) = dbN(pow (2, (double)J) * x — (double)k);
res = res * dbN(pow (2, (double)J) % x — (double)l) =
dbN (pow (2, (double)J) x x — (double)q);

return res;

double dbN_jkl (double x, int j, int k, int 1)
{

double res;

res = dbN(pow (2, (double)J) * x — (double)j) * dbN(pow (2, (double)dJ) =
— (double)k) * dbN(pow (2, (double)J) x= x — (double)l);

return res;
double dbN (double x)
{

double res;
int cont;

1f ((x >= 0) && (x <= 2% (double)N - 1))

117
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int

int

{
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cont = 0;
while (xval[cont] < x)
{

cont++;

res phifcont];
else

res = 0;

return res;

maximo (int i1, int i2, int i3, int i4,
int res;
res = 1i1;
if (i2 > res)
{
res = 1i2;
}
if (i3 > res)
{
res = 13;
if (i4 > res)
res = 1i4;
if (i5 > res)
res = 1i5;

}

return res;
max3 (int il, int i2, int 1i3)
int res;
res = 1il;
if (12 > res)
{
res = 1i2;
if (i3 > res)
res = 13;

}

return res;

int min3(int il, int 12, int i3)

int 1i5)
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int res;
res = 1il;
if (12 < res)
{

res = 1i2;
}
if (i3 < res)
{

res = 13;

}

return res;

}

A.16 hatchi

Objetivo

Esta fung¢do computa o valor da curva x,(t) no ponto ¢, quando os vetores b; do modelo de
Krigagem Tempo-Variante Funcional sdo conhecido ou estimados e base de funcdes utilizadas sdo
as ondaletas da familia Daubechies.

Sintaxe

fp = hatchi(t, Iter, J, N, mcoef, mb)
Descricao

A funcdo hatchi tem seis argumentos de entrada

i. t é um vetor coluna (ti,...,t,)" comt; € [0,1]

ii. Tter € um ndmero inteiro positivo em que

STter € a precisdo utilizada nas aproximagdes

numéricas de integrais envolvendo a fun¢@o escala ¢(x)
iii. J € o nivel de aproximacao
iv. N é um numero inteiro positivo indexando a familia Daubechies
v. mcoef é uma matriz em que a i-ésima coluna contém os coeficientes da curva s, (t)

vi. mb é uma matriz em que a i-ésima coluna consiste do vetor b; que € o vetor de coeficientes da
fungdo A;(t) no modelod de Krigagem Tempo-Variante Funcional

e retorna um vetor coluna (s, (t1), - - -, Xso(tm)) ' com o mesmo nimero de linhas do vetor t.

Codigo Fonte
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end

APENDICE A
Listing A.20: Arquivo hatchi.c.
nction [ fp ] = hatchi(t, Iter, J, N, mcoef, mb)
atchi_t: calculate \hat{\chi}_{s_0}(t) given mcoef e \lambda_1, \dots,

ambda_{sp} of functional kriging predictor

nputs:
1)t: column vector of values in [0,1]

Iter: order of dyadic points \phi at values \dfrac{l}{2"Iter}

J: approximation level

N: order in the daubechies family

mcoef:matrix with columns representing coefficients of sampled spots
6)mb: coefficients matrix estimated of functional kriging predictor

output:

1)chi_{s_0}: estimated chi_{s_0} evaluated at t

2)
3)
4)
5)

[phi, ~, xval] = wavefun(['db',num2str(N)], Iter);
fp = zeros(size(t));
n = size(mcoef, 2); %Snumber of points sampled in the space dimension
for i = 1:n
fp = fp + chi_t(t,xval(:),phi(:),Jd, N, mb(:,1)) .*»...

chi_t(t,xval(:),phi(:),Jd, N, mcoef(:,1));
end
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Estacoes Meteorologicas — Provincias
Maritimas Canadenses

Na Tabela B.1, mostramos as informagdes referentes as 82 estacoes meteoroldgicas seleciona-
das nas provincias maritimas. Incluimos nessa tabela quatro informagdes

ID Numero usado pela agéncia canadense Environment and Climate Change Canada (ECCC)
para identificar as estacdes meteoroldgicas;

Nome Nome da estagdo;
Latitude Latitude da localizacdo da estagao;

Longitude Longitude da localizacdo da estagdo.

ID Nome latitude longitude
6106 ACADIA FOREST EXP ST 45.99 -66.36
6108 ALMA 45.60 -64.95
6109 AROOSTOOK 46.71 -67.72
6915 BAS CARAQUET 47.80 -64.83
6916 BATHURST A 47.63 -65.75
6119 BERTRAND 47.75 -65.07
6137 CHARLO A 47.98 -66.33
6146 COLESON COVE 45.15 -66.20
6150 DOAKTOWN 46.55 -66.14
6157 FREDERICTON A 45.87 -66.53
10981 FREDERICTON AQUATIC CENTRE C/S  45.96 -66.65
6160 GAGETOWN 2 45.78 -66.15
6170 HARCOURT 46.50 -65.27
27482 HARVEY STATION 45.73 -67.02
6175 HAUT SHIPPAGAN 47.75 -64.77
26970 HAVELOCK 46.00 -65.32
6180 HOYT BLISSVILLE 45.60 -66.57
6181 JUNIPER 46.55 -67.17
26968 KOUCHIBOUGUAC CS 46.77 -65.01
6194 MACTAQUAC PROV PARK 45.95 -66.90
6197 MAPLETON 46.18 -67.23
6140 MIRAMICHI A 47.01 -65.47
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6206
6207
6208
6212
6213
6215
6219
6220
6232
6241
6250
6256
6268
6280
6920
6921
27602
6308
6318
27600
6329
6334
6336
6354
6357
6358
6370
6923
27742
6383
6388
6393
6409
6407
6414
6428
6435
6437
6447
6465
26969
27282
6473
6456
6484
6486
6927
27868
6497

MONCTON

MONCTON A

MOUNT CARLETON
NAUWIGEWAUK
NEPISIGUIT FALLS
NICTAU

PARKINDALE
PENNFIELD

REXTON

SACKVILLE

SAINT JOHN A

ST LEONARD A
SUSSEX

UPSALQUITCH LAKE
WOLFE LAKE CS
AVONDALE

BERRYS BAY
BRIDGEWATER
CHARLESVILLE
CHETICAMP CS
COLLEGEVILLE
DEBERT

DEMING

GREENWOOD A
HALIFAX CITADEL
HALIFAX STANFIELD INT’L A
JACKSON

KEJIMKUIIK 1

LAKE MAJOR
LIVERPOOL BIG FALLS
LOUISBOURG

LYONS BROOK
MIDDLE MUSQUODOBOIT
MIDDLEBORO

NAPPAN CDA
PARRSBORO
POCKWOCK LAKE
POINT ACONI
PUGWASH
SHEARWATER A
SOUTH MOUNTAIN
SOUTH SIDE HARBOUR
SPRINGFIELD

ST MARGARET’S BAY
SUMMERVILLE
SYDNEY A
TATAMAGOUCHE
TRENTON MUNICIPAL A
WATERVILLE CAMBRIDGE

46.10
46.11
47.42
45.47
47.40
47.23
45.87
45.10
46.67
45.85
45.32
47.16
45.72
47.46
45.67
45.02
43.66
44.40
43.58
46.65
45.48
4542
45.22
44.98
44.65
44.88
45.58
44.40
44.72
44.13
45.90
45.66
45.07
45.77
45.77
45.40
44.77
46.32
45.84
44.63
45.02
45.62
44.67
44.70
45.12
46.17
45.68
45.61
45.05

-64.79
-64.68
-66.93
-65.90
-65.78
-67.15
-65.07
-66.73
-64.87
-64.38
-65.89
-67.83
-65.53
-66.42
-65.15
-64.12
-65.26
-64.55
-65.78
-60.95
-62.02
-63.42
-61.18
-64.92
-63.58
-63.50
-63.83
-65.20
-63.48
-64.93
-60.00
-62.80
-63.10
-63.57
-64.25
-64.33
-63.83
-60.33
-63.66
-63.50
-64.68
-61.90
-64.85
-63.90
-64.18
-60.05
-63.23
-62.62
-64.65



6512
6514
6516
6519
6520
6522
6929
6538
6536
6540
6931

WINDSOR MARTOCK
WRECK COVE BROOK
YARMOUTH A
ALBERTON
ALLISTON

BANGOR

ELMWOOD

LONG RIVER
MONTICELLO
O’LEARY

VICTORIA

44.93
46.53
43.83
46.85
46.07
46.35
46.25
46.50
46.47
46.70
46.22

ESTACOES METEOROLOGICAS — PROVINCIAS MARITIMAS CANADENSES

-64.17
-60.45
-66.09
-64.02
-62.60
-62.68
-63.33
-63.55
-62.47
-64.26
-63.49
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Tabela B.1: Tabela com as informacdes das estagoes meteorologicas selecionadas nas provincias maritimas

canadenses.
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Apéndice C

Estacoes Meteorologicas — Regiao
Metropolitana de Sao Paulo

Na Tabela C.1, mostramos as informagdes referentes as 14 estagoes meteoroldgicas selecio-
nadas na regido metropolitana de Sao Paulo mantidas pela CETESB (Companhia Ambiental do
Estado De Sao Paulo). Incluimos nessa tabela quatro informagdes

ID Nuimero usado pela CETESB para identificar as estacdes meteoroldgicas;
Nome Nome da estagdo;
Latitude Latitude da localizacdo da estagao;

Longitude Longitude da localizacdo da estagao.

Tabela C.1: Tabela com as informagdes das estacdes meteorologicas da CETESB selecionadas na Regido
Metropolitana de Sdo Paulo.

Nome ID Latitude Longitude
Santana 63 -23.5151 -46.6293
Santo Amaro 64 -23.6546 -46.7096
Pq Dom Pedro II 72 -23.544  -46.6277
Congonhas 73 -23.6158 -46.6633
Mooca 85 -23.5477 -46.6031
Sao Caetano 86 -23.6182 -46.5563
Diadema 92 -23.6881 -46.6133
Nossa Senhora do O 96 -23.4798 -46.6924
Osasco 120 -23.5266 -46.7923
Sto André - Pco Municipal 254 -23.655  -46.5316
Carapicuiba 263 -23.5301 -46.8357
Guarulhos - Pco Municipal 264 -23.4559 -46.5184
Itaim Paulista 266 -23.5017 -46.4204
Pte Remédios 270 -23.5092 -46.7095
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