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Resumo

Os modelos de riscos proporcionais sdo muito utilizados na andlise do tempo de sobrevivéncia,
porém, assumem implicitamente que, observado um conjunto de varidveis explicativas, a populacao
em estudo seja homogénea e que os individuos permanecam sob risco durante todo o periodo de

observacao ou até que apresentem o evento de interesse.

Tais suposicoes nao sao adequadas quando os individuos da populacdo em estudo possuem
diferentes pré-disposicoes ao surgimento de uma doenca ou quando estdo sujeitos & cura apds o

periodo de tratamento.

Esta dissertacao discute o modelo de sobrevivéncia com fragdo de cura quando o evento de
interesse é caracterizado por fatores latentes competitivos, enquanto a heterogeneidade nao obser-
vada entre os riscos dos pacientes é modelada através de um fator aleatorio denominado termo de

fragilidade.

Palavras-chave: fracao de cura, fragilidade, fatores latentes competitivos.
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Abstract

Proportional hazards models are widely used in the analysis of survival time, however, it
is implictly assumed that given a set of explanatory variables, the population under study is
homogeneous and individuals remain at risk throughout the observation period time or until they

have the event of interest.

However, such assumptions are not reasonable when individuals from the population under
study have different pre-dispositions to the emergence of a disease or are subject to the cure after

treatment.

This work discusses the cure fraction model when the event of interest is characterized by latent

competitive factors, with patient risk modeled by a random factor called frailty.

Keywords: cure rate, frailty, competitive latent factors.
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Capitulo 1
Introducao

A andlise estatistica do tempo de sobrevivéncia, ou simplesmente andlise de sobrevivéncia, é
o ramo da Estatistica que trata da modelagem do tempo até a ocorréncia de um dado evento de
interesse, como por exemplo, o tempo decorrido desde o diagnodstico de cancer até o falecimento

do paciente por esta causa.

O que diferencia a andlise de sobrevivéncia de outras técnicas estatisticas é a variavel de
interesse, que é uma caracteristica dinamica, ou seja, que muda com o tempo, e que geralmente
é composta por uma mistura de varidveis aleatdrias (inclusive de diferentes tipos: uma discreta a
outra continua), o que a atribui um carater hibrido. Essas caracteristicas por si s6 ja requerem

um conjunto de técnicas que considere essa particularidade.

Nos estudos em que a principal caracteristica investigada é o tempo até a ocorréncia de um
evento, denominado tempo de falha, invariavelmente nao é possivel, ou nao é de interesse do
pesquisador, obter o momento exato das falhas de todas as unidades amostrais, uma vez que o
experimento ou estudo observacional necessita ser encerrado para que os dados obtidos possam
ser analisados ou mesmo, que a frequéncia de observacao nao permita determinar precisamente o
momento exato da falha. Para estas unidades experimentais, muitas vezes, s o que se sabe é que
ao final do experimento, a unidade ainda nao havia apresentado o evento de interesse. Nos casos
em que dispOe-se de informagoes parciais a respeito do tempo de acompanhamento, dizemos que
ocorreu uma censura ¢ o tempo observado é denominado tempo de censura. A situacdo descrita
anteriormente representa apenas um dos varios tipos de censura, sendo importante destacar que

tais informacoes parciais sao a principal caracteristica dos conjuntos de dados de sobrevivéncia.

Além disso, a maior parte das medicoes é feita condicionalmente ao que é conhecido no instante
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de sua obtengao, e sabe-se que algumas delas podem sofrer alteracoes ao longo do tempo. De forma
geral, a populacao em estudo muda constantemente e o que se busca modelar é a taxa de falha
dos individuos que continuam vivos, o que exclui a possibilidade do uso da maioria das técnicas

estatisticas conhecidas.

A funcdo de sobrevivéncia é a forma mais popular de descrever o comportamento de dados
como os que consideraremos neste trabalho. Em geral, é estimada pelo estimador proposto por
Kaplan e Meier (1958) que surgiu como uma proposta para representar os dados observados sem
a necessidade de fazer suposicoes sobre a distribuicao do tempo de sobrevivéncia e ainda hoje é
muito utilizado em algumas fases da modelagem, como por exemplo, na validacao de um modelo

proposto.

A funcéao de risco, também denominda funcdo de taxa de falha, é uma transformacao biunivoca
da funcao de sobrevivéncia que permite a comparacao entre os riscos em diferentes situacoes
mensuradas nas covaridveis. As funcoes de sobrevivéncia e de risco serdao discutidas em maior

profundidade no Capitulo 3.

Modelos baseados na funcao de risco tém obtido grande destaque na andlise de sobrevivéncia
desde a construc¢ao do modelo de riscos proporcionais de Cox (1972). Uma das razdes desse modelo
ter se tornado tao popular é o seu poder interpretativo e a facilidade com que as dificuldades
técnicas oriundas das censuras foram contornadas. Naturalmente, a construcao do modelo permite
que as covariaveis sejam relacionadas com o risco de falha, de modo que influenciam no nivel do

risco para diferentes subgrupos.

Com o intuito de fixar alguns conceitos importantes para o entendimento do presente texto,
consideremos um estudo de acompanhamento de pacientes diagnosticados com um determinado
tipo de cancer. O tempo de observacao se inicia no momento do diagnéstico, sendo o paciente entao
submetido ao tratamento especifico mais adequado para o tipo e o estado de desenvolvimento do
tumor. Caracteristicas do paciente podem estar relacionadas com a progressao da doenga e com a
resposta ao tratamento. Idade, habitos alimentares e consumo de alcool podem ser considerados
pelo pesquisador como importantes fontes de informacao para o progndstico do tratamento, sendo
usados como covaridveis no modelo de sobrevivéncia. O interesse principal nesses estudos é o

tempo que o paciente sobrevivera desde o diagnéstico da doenga.

N

Durante o periodo de acompanhamento, um paciente pode ir a ébito por causas alheias a
doenca especifica considerada no estudo, o que leva ao pesquisador a informacao de que, até a
data do ébito, tal paciente havia sobrevivido ao cancer, mas sem ser possivel determinar o tempo

exato desde o diagndstico até a morte causada pelo cancer. Este caso é tratado como um tempo
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censurado, ou simplesmente uma censura.

Com o avanco tecnoldgico ocorrido nos tultimos anos levando & diagnodsticos mais precisos e
precoces, além do aumento da eficiéncia dos tratamentos, a chance de cura em alguns casos é
considerada elevada. Consequentemente, além do objetivo de estimar o tempo de sobrevivéncia
das pessoas acometidas pela doenca, outro interesse é justamente estimar a probabilidade do
individuo deixar de apresentar sintomas ou sinais da doenca, o que também é conhecido como

fracdo de cura.

Métodos comumente utilizados em andlise de sobrevivéncia assumem implicitamente que, dado
um conjunto de covaridveis, as populacoes sao homogéneas, o que significa que individuos com os
mesmos valores das covaridveis possuem a mesma probabilidade de morte e que permanecem sob
risco até o momento em que falham ou sao censurados. Conforme mencionado anteriormente, em
muitos casos é importante considerar as populacoes heterogéneas, isto é, uma mistura de individuos
que, apesar de terem os mesmos valores para as covaridveis, apresentam diferentes riscos, como
sugere Wienke (2007).

A suscetibilidade & morte, também conhecida como heterogeneidade oculta ou fragilidade, é
um dos principais objetos de estudo na analise de sobrevivéncia demografica, onde a influéncia de
variacoes entre individuos na probabilidade de sobrevivéncia nao pode ser ignorada. Os estudos
envolvendo individuos relacionados, em que variagao genética, herdabilidade e outras proprieda-
des da suscetibilidade a ocorréncia de um dado evento de interesse devem ser levadas em consi-
deracao, geralmente podem ser analisados usando modelos de fragilidade. Tais modelos consideram
a existéncia de fatores internos ou externos (por exemplo, similaridade genética e fatores ambi-
entais), que influenciam diretamente na probabilidade de sobrevivéncia dos individuos (Yashin et
al., 2001).

A nocao de fragilidade é uma forma conveniente de considerar o efeito da heterogeneidade e
de associagbes nao observadas nos modelos de sobrevivéncia. Na forma mais simples, trata-se
de um fator nao observado de proporcionalidade que modifica a funcao de risco de um individuo
ou de individuos relacionados. Aplicacoes em problemas de andlise de sobrevivéncia com dados

multivariados podem ser encontrados em Clayton (1978).

Embora o presente texto se utilize de uma situagao de desenvolvimento de um tumor para
destacar os fundamentos da elaboracdao do modelo discutido, as possibilidades de aplicacao nao
estao restritas a esses casos. O préprio exemplo apresentado no Capitulo 2 e melhor discutido no
Capitulo 6 é um caso em que, embora intuitivamente a situacao nao satisfaga todas as suposigoes

feitas na elaboragao do modelo, foi considerado com a finalidade de ilustrar a aplicagao do modelo



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

discutido no texto.

1.1 Revisao Bibliografica

Modelos de sobrevivéncia com fracao de cura tém sido amplamente usados na analise de dados
de cancer. Um modelo para a estimacao da fragdo de cura foi apresentado por Boag (1949),
posteriormente formalizado por Berkson e Gage (1952), o qual é denominado modelo de mistura

ou modelo padrao.

Os modelos de sobrevivéncia com fracao de cura tém como principais objetivos estimar a pro-
porcao de pacientes curados em um estudo clinico e, para aqueles nao curados, a probabilidade
de sobrevivéncia em um dado instante de tempo. O modelo de mistura é assim conhecido porque
considera que a populacao é composta de uma mistura de individuos curados e suscetiveis. No
trabalho de Boag (1949), o tempo de sobrevivéncia dos individuos suscetiveis & doenca foi conside-
rado como tendo uma distribuicao log-normal; porém, outras distribuicoes podem ser consideradas

ou mesmo, nao especificarmos uma forma paramétrica para a distribuicdo do tempo.

Maller e Zhou (1996) fazem uma vasta discussao dos modelos de sobrevivéncia com fracao de
cura, discutindo desde a interpretacao intuitiva do modelo até técnicas utilizadas para contornar

possiveis dificuldades que possam surgir em algumas aplicagoes.

Embora intuitivamente atraente, o modelo de mistura possui alguns inconvenientes como des-
tacado por Chen et al. (1999). O fato do modelo nao apresentar a caracteristica de riscos proporci-
onais quando as covariaveis sao relacionadas ao termo que determina a fracao de cura, a dificuldade
de estimar os parametros usando métodos iterativos de maximizacao da funcao de verossimilhanga
devido as instabilidades computacionais e a falta de uma extensdo multivariada do modelo sao

alguns desses inconvenientes.

Yakovlev e Tsodikov (1996) desenvolveram um modelo alternativo, denominado modelo de
risco acumulado limitado, o qual pode ser chamado também de modelo de riscos proporcionais com
fracao de cura. Nessa proposta, considera-se que um paciente possui um determinado nimero de
células com potencial para desenvolver um tumor, porém essa quantidade nao é observavel. Neste
caso, o evento de interesse ocorrera quando um tumor for detectado. Obviamente, um paciente
pode nao possuir tais células ou ainda, nao apresenta-las apds ser submetido a um tratamento
especifico. Dizemos que este paciente estd curado, pois, mesmo que seja acompanhado por um

longo periodo de tempo, nao apresentard o desenvolvimento do tumor.

Diversos autores trabalharam com esse modelo, considerando que o nimero de células com o
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potencial de desenvolver um tumor - cada uma dessas células serd denominada um fator latente -

é uma variavel aleatoria nao observavel, com distribuicao de Poisson.

Sumathi e Aruna Rao (2008) fazem uma revisao bibliografica dos modelos de fracao de cura,
incluindo o uso de cépulas nos casos multivariados ou recorrentes, enquanto Barajas e Yin (2008)
discutem o modelo semiparamétrico com fragao de cura usando o enfoque bayesiano, considerando
também o caso em que o limiar de cura nao é conhecido. Mizoi et al. (2007) discutem a influéncia
local em modelos de sobrevivéncia com fracao de cura quando uma das covaridveis apresenta erro

de medicao.

Kim et al. (2007) apresentam uma abordagem bayesiana ao modelo dindmico de sobrevivéncia
com fragao de cura, no qual a funcao de risco é aproximada por uma funcdo particionada (piecewise
constant). No modelo discutido, as covaridveis sao fixas, bem como seus efeitos, e sao consideradas
importantes para a determinacao da fragdo de curados. E considerada a estrutura de riscos com-
petitivos, sendo os fatores latentes independentes e identicamente distribuidos, com distribuicao

de Poisson.

No modelo tradicional, o evento de interesse é caracterizado pelo minimo dos tempos latentes.
No entanto, no modelo discutido por Cooner et al. (2006) considera-se a situagao em que o individuo
resiste & ocorréncia de k — 1 eventos latentes, mas se ocorrer o k-ésimo, entao o evento de interesse
ocorrera. Os autores do estudo apresentam uma argumentagao no contexto biolégico para a possivel
utilizacao da distribuicao geométrica do niimero de fatores latentes. Um efeito aleatorio espacial é
incorporado ao modelo através do preditor linear ou do parametro da distribuicao do nimero de

fatores latentes.

Bakar et al. (2008) discutem os modelos de Berkson e Gage e o de Yakovlev e Tsodikov sob a
otica da sobrevivéncia relativa, considerando um grupo de pacientes como curado quando o risco
decai para o nivel daquele estimado para a populagao geral. Além disso, sugerem a possibilidade da
introducao de uma forma nao-paramétrica na distribuigdo dos tempos, o que pode ser observado
na proposta de Yu (2008), em que se discute o modelo de fracdo de cura sem especificar uma
distribuigdo para a tempo de sobrevivéncia, bem como a introducao de um termo de fragilidade
gama no contexto de eventos recorrentes. A estimacio dos parametros é feita usando o algoritmo

EM e os erros padrao sao estimados por bootstrap.

De Castro et al. (2010a) apresentam uma abordagem bayesiana para um modelo de sobre-
vivéncia com fragao de cura, também no contexto de riscos competitivos, porém considerando que
os fatores latentes independentes e identicamente distribuidos possuem uma distribuicao binomial

negativa. A vantagem é que o modelo passa a acomodar uma possivel superdispersao, enquanto
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Rodrigues et al. (2009) discutem uma abordagem assintética para o mesmo modelo. No entanto,

nao discutem os indicios de problemas de identificabilidade do modelo proposto.

Mais informacoes sobre as condigoes de identificabilidade do modelo de mistura podem ser
obtidas em Peng e Zhang (2008), enquanto Li et al. (2001) discutem a identificabilidade do modelo
de Yakovlev e Tsodikov.

Chang et al. (2007) apresentam resultados assintéticos para a estimagdo do modelo semipa-
ramétrico de mistura, usado em dados de sobrevivéncia obtidos sob a suposicao de riscos com-
petitivos, enquanto Zeng et al. (2006) fazem uma proposta de relaxar a suposicao de que os
tempos latentes sejam iid, inserindo no modelo um termo de fragilidade com distribuicao gama.
As condictes de identificabilidade do modelo nos casos em que o parametro da distribui¢do do
termo de fragilidade nao é especificado sao discutidas e uma forma de estimar os parametros nas
condigOes de nao-identificabilidade do modelo é apresentada. A proposta é estimar os coeficientes
para diversos valores do parametro da distribuicao postulada para a fragilidade e escolher aquele

que apresentar maior critério de informacao de Akaike (AIC).

Abordagem semelhante pode ser encontrada em Chen et al. (2002), em que os tempos latentes
competitivos sao tratados de forma multivariada, sendo que a correlagdo entre tais tempos é

induzida por um fator de fragilidade. Neste caso, a estimacao é feita usando o enfoque bayesiano.

Yin e Ibrahim (2005) apresentam uma classe de modelos com uma transformagao de Box-
Cox na fungao de risco e considera uma distribuigdo exponencial particionada para a fungao de
sobrevivéncia. Como utilizam uma abordagem bayesiana, discutem as escolhas mais adequadas

para as distribuigoes a priori.

Yu e Peng (2008) abordam um modelo de mistura para dados multivariados, postulando um
modelo marginal e tratando a estrutura de correlacdo como um parametro de perturbacao. A
proposta é considerar uma distribuicao Weibull para os tempos e relacionar as covaridveis com
a fracdo de cura. Os estimadores de maxima verossimilhanca sao obtidos da verossimilhanca
marginal, enquanto as correlacoes entre os individuos nao sao estimadas. No ajuste do modelo,
utilizam o programa implementado por Peng (2003) para estimar consistentemente os coeficientes
da regressao e, para a variancia, usam o método jacknife, assintoticamente equivalente ao estimador

sanduiche, comumente utilizado neste caso.
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1.2 Estrutura deste Trabalho

Esta dissertacao apresenta uma discussao dos modelos de fragao de cura considerando a es-
trutura de fatores latentes competitivos. Inicialmente assume-se que o nimero de fatores latentes
apresenta distribuicao de Poisson e, posteriormente, considera um termo de fragilidade que, se
tiver distribuigdo gama, serd equivalente ao modelo apresentado por De Castro et al. (2010b).
Também é apresentado um maior detalhamento do modelo discutido em Zeng et al. (2006), que
pode ser considerado uma extensao do modelo de Yakovlev e Tsodikov, em que a distribuicao
condicional dos tempos de sobrevivéncia nao é completamente especificada, sendo, portanto, um

modelo semiparamétrico com fragao de cura.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 estd a motivacdo para o uso
do modelo de sobrevivéncia com fracao de cura considerado no texto, enquanto que no capitulo se-
guinte é feita uma apresentacao dos conceitos essenciais para o entendimento dos modelos apresen-
tados posteriormente. O Capitulo 4 contém uma discussao detalhada do modelo de sobrevivéncia
com fragdo de cura e fragilidade, que deve ser visto como o objeto principal desta dissertagao.
No Capitulo 5 encontram-se os resultados de simulagoes feitas a fim de validar a implementacao
dos métodos de estimagao e a avaliagao da adequagao dos modelos discutidos. Os Capitulos 6 e 7
apresentam um exemplo de utilizacao do modelo abordado no trabalho e as consideracoes finais,
respectivamente. Algumas demonstragoes necessarias ao entendimento de resultados utilizados

foram colocadas no Anexo A com o intuito de simplificar a compreensao do texto.



Capitulo 2

Motivacao do Estudo

Muitas pesquisas tém sido desenvolvidas a fim de fornecer mais informacgoes a respeito dos
mecanismos capazes de provocar o surgimento e o agravamento de doencas, o que subsidia formas
alternativas cada vez mais complexas e eficientes de tratamento. Em alguns casos, o tratamento
disponibilizado garante ao paciente uma sobrevida muito além da imaginada hé poucos anos atrés,

com um eficiente controle dos sintomas causados pela doenca, levando-o até mesmo a cura.

Com isso, cresce também a quantidade de estudos de avaliacdo e comparagao de métodos de
tratamento, gerando uma grande quantidade de dados com caracteristicas cada vez mais peculiares.
A demanda por técnicas estatisticas que permitam uma adequada andalise desses dados é uma

realidade cada vez mais presente nos dias atuais.

Estudos de sobrevida de pacientes diagnosticados com cancer tém sido tao frequentes quanto as
propostas de novos tratamentos, muitos dos quais possibilitam inclusive uma consideravel chance

de cura para alguns tipos de céancer.

Outra doenca que demanda estudos por sua importancia em termos de saide publica é a
insuficiéncia cardiaca congestiva (ICC) caracterizada pela diminuigao da eficiéncia na irrigagao
sanguinea, o que resulta em um fornecimento insuficiente de oxigénio e nutrientes aos tecidos

periféricos.

Associados a ICC estao diversos fatores de risco, tais como actimulo de tecido adiposo na regiao
abdominal, sedentarismo, dieta rica em alimentos gordurosos, habito de fumar, consumo excessivo
de bebidas alcdolicas e interacao com outras doengas, como por exemplo a doenca de Chagas. Ha
também indicios da influéncia de pré-disposicao genética e de fatores ambientais, o que evidencia

a complexidade da casuistica da ICC.
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A fim de monitorar a incidéncia da ICC em pacientes que buscam acompanhamento médico no
Hospital das Clinicas da Universidade de Sao Paulo, pesquisadores do Instituto do Coragao (InCor)
tém dedicado especial atencao ao registro desses casos desde janeiro de 1991, o que resultou em
um banco com dados demogréficos, antropométricos, biofisicos e bioquimicos de 1.352 pacientes
até fevereiro de 2010, mas com a inten¢ao de continuar acompanhando-os e de incluir registros de

novos pacientes de forma continua.

Estudos preliminares dos dados indicaram que, mesmo depois de um longo periodo de acom-
panhamento, cerca de 20% dos pacientes do estudo ainda nao haviam apresentado o evento de
interesse, que no caso era a morte causada por insuficiéncia cardiaca. Neste conjunto de dados,
serd considerado que todos os ébitos observados representam falhas, ou seja, que ocorreram devido

ao agravamento da ICC, embora em alguns casos a causa do 6bito seja desconhecida.

O tema deste trabalho surgiu da necessidade de um aprofundamento no conhecimento dos
modelos de sobrevivéncia disponiveis na literatura que permita que se leve em consideracao a
presenca de individuos que, embora tenham sido diagnosticados com a doenga especifica do estudo,
apés um periodo de tratamento passam a se comportar como se nao estivessem mais sob risco de
apresentar o evento de interesse, a saber, a morte pela dada doenca. E importante destacar que,
até o presente momento, nao é aceito pela comunidade médica uma hipotética cura de pacientes
diagnosticados com ICC, mas sim que a doenca venha a ser controlada de tal forma que o paciente
possa ter um prognéstico favoravel, o que lhe garante uma sobrevida muito além do esperado
relativa aqueles que nao foram submetidos ao tratamento. Assim, serd denominado curado aquele
paciente que, apos ter sido submetido a um tratamento, passa a ter os sintomas da ICC controlados
e que nao apresente aumento da suscetibilidade & doencas oportunistas que possam leva-lo a ébito.

Em outras palavras, que se o paciente vier a dbito, a causa serd outra que nao a ICC.

A proposta deste trabalho é estudar em detalhes o modelo de fragdo de cura com fatores
latentes competitivos e fragilidade proposto por Zeng et al. (2006), implementar um algoritmo
para o ajuste do modelo paramétrico de fracao de cura com fatores latentes e avalid-lo quanto a
influéncia do percentual de censuras na precisdo e vicio dos estimadores. Além disso, espera-se
analisar a proposta de Zeng et al. (2006) para contornar os problemas de identificabilidade do
modelo nos casos em que o parametro da distribuicdo do efeito aleatério é desconhecido. Por fim,
usaremos o modelo paramétrico de fragao de cura com fatores latentes competitivos para analisar

os dados de tempo de sobrevivéncia de pacientes acometidos por insuficiéncia cardiaca congestiva.



Capitulo 3

Modelos de Sobrevivéncia

Este capitulo inicia-se com uma introducao as fungoes utilizadas na modelagem de dados de
sobrevivéncia, com especial destaque para as relagoes funcionais e algumas de suas propriedades.
Embora disponiveis na literatura, achou-se por bem exibi-las neste texto a fim de evidenciar as
diferencas entre os modelos discutidos e facilitar a compreensao do capitulo seguinte. Posterior-
mente é feita uma breve discussao do modelo de riscos proporcionais proposto por Cox (1972) e
os modelos de fracdo de cura de mistura de Berkson e Gage (1952) e o de Yakovlev e Tsodikov
(1996).

3.1 Conceitos Fundamentais na Modelagem de Dados de Sobre-

vivéncia

Considere T' uma varidvel aleatdria continua e ndo-negativa, sendo f(t) a funcao de densidade

de probabilidade avaliada no ponto t, para t > 0. A funcao de distribuicao é definida por:
t
Ft) = / Flu)du, Wt >0, (3.1)
0

Destaca-se que a fungao de distribuicao, conforme apresentada em (3.1) possui as seguintes

propriedades:

lim F(t) = 1. (3.2)
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Como a funcao de densidade de probabilidade é, por definigdo, nao-negativa, a funcao de
distribuicao é nao-decrescente. A partir desta, define-se a funcao de sobrevivéncia S(-) avaliada

no ponto ¢t > 0 como:
S(t)=P(T>t)= /OO fluw)du=1-— /tf(u)du =1-P(T <t)=1-F(t). (3.3)
t 0

Por ser definida como o complementar da funcdo de distribui¢do (em relacao a 1), algumas
propriedades da fungao de sobrevivéncia decorrem naturalmente daquelas apresentadas em (3.2),

a saber:

Sit)y=1, Vt<0, e

tlg& S(t)=0. (3.4)

A primeira propriedade em (3.4) surge em decorréncia da definicao da funcao de distribuigao

e de sua relagdo com a funcao de sobrevivéncia, embora na pratica ndo possua uma interpretacao
intuitiva de interesse. No entanto, a segunda pode ser entendida como a aproximacao do valor
limitrofe zero pela funcao de sobrevivéncia. Isto significa que, se o tempo de acompanhamento for
suficientemente grande, a probabilidade do evento nao ter ocorrido em um tempo anterior pode ser
feita tao proxima de zero quanto se queira. Matematicamente, é equivalente a dizer que a funcao
de sobrevivéncia decai assintoticamente para zero quando o tempo tende a infinito. A funcao de
sobrevivéncia que apresenta esse comportamento é dada a denominacao de funcdo de sobrevivéncia

propria.

Dado que a fungao de sobrevivéncia estd diretamente relacionada como a fungao de distribuigao,
e esta, por sua vez, ¢ definida como a integral da funcao de densidade de probabilidade, a seguinte

propriedade relaciona a derivada da fungdo de sobrevivéncia com a densidade de probabilidade:

() =S| =Py =—rw|  =-f) (3.5)

du u=t u=t du u=t

Pela definicao (3.3) e propriedades da funcao de distribuicao, decorre que S(-) é uma fungao
mondétona nao-crescente, o que fica evidente em (3.5), que mostra que a fungao de sobrevivéncia

possui derivada nao-positiva.

Uma outra funcdo importante na modelagem de dados de sobrevivéncia é a funcao de risco,
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também conhecida como fungao de taxa de falha, neste texto representada por A(-) e definida por:

Pt<T<t+ At|T >1t)
At—0 At

. (3.6)

Em particular, A(t)At é aproximadamente a probabilidade de que ocorra uma falha no intervalo

de tempo (t,t + At], dado que o individuo sobreviveu pelo menos até tempo t¢.

Assim como as fungbes de densidade, distribuicao e de sobrevivéncia estdo relacionadas de

forma biunivoca, o mesmo acontece com a fungao de taxa de falha, como mostrado em (3.7):

Pt<T<t+At|T >1t)

M=, At
_ gy PUST<t+ALT > 1)
T Ao AtP(T > t)
B L PE<T <t+An
= P(T > t) Atso At
i)
= 7 3.7
S() (3.7)
Decorre de (3.5) que f(t) = —S'(t), que substituida em (3.7) resulta na propriedade (3.8)
mostrada a seguir:
S'(t)
At) = — 50
= D5 (3.8)
T a8\ '

A expressao em (3.8) é uma equagao diferencial ordinaria que pode ser resolvida por integragao

direta, o que resulta em:

log S(t) = — /0 "Muw)du, (3.9)

Como a func¢ao de taxa de falha A(-) é uma medida de risco em um dado instante de tempo, sua
integral pode ser interpretada como sendo o risco de ocorréncia do evento de interesse no intervalo
de integracao, condicionalmente ao conhecimento até o instante imediatamente anterior a cada
ponto considerado no intervalo de integracao. Dessa forma define-se a funcao acumulada de risco

como sendo:

Alt) = /0 u)du. (3.10)



CAPITULO 3. MODELOS DE SOBREVIVENCIA 13

Substituindo a expressao (3.10) em (3.9) e aplicando a transformagao exponencial em ambos
os lados, obtemos a forma (3.11) que relaciona a funcdo de sobrevivéncia com a fungao de risco

acumulado:

S(t) = exp{—A(t)}. (3.11)

Dadas as relagoes funcionais existentes entre f(-), F'(-),S(:) e A(:), conclui-se que todas elas
apresentam a mesma informacao sobre 7', no sentido que uma delas é suficiente para determinar
de forma tunica as demais. Este resultado serd utilizado posteriormente neste texto quando da

demonstracao da identificabilidade do modelo aqui discutido.

Nos estudos de tempo de sobrevivéncia, a informacao disponivel para o i-ésimo paciente é
geralmente apresentada na forma (¢;, d;), sendo ¢; uma observagao da varidvel aleatéria ndo-negativa
T;, definida como o minimo entre os tempos de sobrevivéncia (Y;) e de censura (C;) e §; uma variavel

indicadora de falha, isto é,

(3.12)

5 — 1 se Y, <(;
‘ 0 caso contrario.

A estruturagdo dos modelos de sobrevivéncia permite que aos tempos observados seja relaci-
onado um conjunto de covariaveis consideradas importantes pelo pesquisador, chamado generica-

mente de x;, sendo que o indice indica que o conjunto de covariaveis refere-se ao i-ésimo individuo.

3.2 Modelos Classicos de Riscos Proporcionais

Os modelos de riscos proporcionais modelam a fungao de taxa de falha, tratando-a como uma
funcao fatoravel em duas componentes, sendo que uma delas contempla a parcela dinamica do
risco, enquanto a outra estd relacionada aos efeitos mensurados nas covaridveis. A forma geral de

expressar a funcao de taxa de falha é:

Atlz) = Ao(t) exp{G(x, 8)}, (3.13)

em que A\g(-) é chamada de funcdo de risco basal e 3 é o vetor de coeficientes da regressao.
O segundo termo da expressao (3.13) é convenientemente escrito na forma de exponencial para
garantir que seja positivo. Este modelo implica que a razao dos riscos de dois individuos é constante
ao longo do tempo, supondo que as covariaveis e seus efeitos sejam constantes. Embora alguns
modelos acomodem a possibilidade das covaridveis produzirem efeitos aditivos no risco de falha,

é conveniente assumir que o efeito das covaridveis seja multiplicativo, o que resulta na funcao de
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risco (3.14):
A(t|x) = Xo(t) exp(z? B), (3.14)

em que o termo ! B3 é denominado preditor linear. Do modelo (3.14) resulta que a razao de riscos

para dois individuos depende apenas da diferenga entre os respectivos preditores lineares.

O modelo de sobrevivéncia de riscos proporcionais proposto por Cox (1972) é muito utilizado
em estudos de sobrevivéncia pela versatilidade garantida pela componente semiparamétrica da
expressao da funcao de risco, porém, por ser baseado na suposicao de que todos os individuos
do estudo permanecam sob o risco de ocorréncia do evento de interesse, torna-se inadequado na

presenca de individuos curados.

Diversos livros abordam toda a teoria envolvida na construcao e aplicagao do modelo de Cox,
mas duas boas referéncias sao Kalbfleisch e Prentice (2002) e Therneau e Grambsch (2000). Este
altimo ¢ inteiramente dedicado aos aspectos técnicos do modelo de Cox enquanto o primeiro trata
da modelagem de dados de sobrevivéncia de forma mais abrangente, trazendo como um dos tépicos

o modelo de Cox.

3.3 Modelos de Sobrevivéncia com Fracao de Cura

No caso homogéneo considerado usualmente, supomos que toda a diferenca sistemética nos
tempos de sobrevivéncia das unidades amostrais é medida pelas covaridveis. Ou seja, excluindo os
efeitos das covaridveis (valores desconhecidos, porém estimados), toda a variabilidade apresentada
é puramente aleatéria. Neste caso, existe uma funcao de sobrevivéncia comum a todas as unidades

amostrais que é posteriomente estimada.

No modelo com fracao de cura, além dos efeitos das covaridveis, ainda existe uma heterogenei-
dade sistematica devido a uma mistura de estratos na populagdo, sendo um deles composto por
individuos sob diferentes riscos de ocorréncia do evento e o outro composto por aqueles que nao
encontram-se mais sob o risco de falha. Estes individuos curados se diferenciam das censuras no
sentido que estas sao observacoes retiradas do estudo sem que tenham apresentado o evento de
interesse, enquanto os sobreviventes de longa duracao sao individuos que ainda estao no estudo,
mas que supostamente nao apresentarao o evento de interesse, nao importa por quanto tempo
sejam observados. Possivelmente, uma parcela das observacoes censuradas pode ser considerada

como sendo composta por sobreviventes de longa duracao.
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3.3.1 Modelo de mistura

Em geral, um estudo clinico consiste em uma populagao heterogénea de pacientes, eventual-
mente dividida em dois grupos. Um grupo consiste naqueles pacientes que respondem favoravel-
mente ao tratamento, tornando-se imunes ou insuscetiveis a doenca, podendo ser considerados
curados. O outro grupo é constituido pelos pacientes que nao respondem tao bem ao tratamento,
continuando sob risco de desenvolver a doenca. O interesse principal do pesquisador é determinar
a fracdo de pacientes curados e estudar as causas da falha no tratamento para o grupo nao cu-
rado. A proporc¢ao de curados é uma medida comumente utilizada na obtencdo de tendéncias na

sobrevivéncia de pacientes que sofrem de cancer.

O modelo de sobrevivéncia proposto por Berkson e Gage (1952) é representado pela fungao de

sobrevivéncia populacional S,(-) dada por:
Sp(t|X =) = ¢(x) + (1 - ¢(x)) 5™ (1), (3.15)

sendo S*(-) uma fungao de sobrevivéncia prépria. A fracdo de curados é dada por ¢(x), que
deve assumir um valor no intervalo (0,1). Observe que os valores extremos do intervalo nao estao
incluidos, uma vez que resultariam em casos particulares sem interesse pratico. Por conveniéncia

de notacao, o argumento da fungéo ¢ serda omitido, a menos que seja indispensavel sua indicagao.

Uma forma de interpretar a equagao (3.15) que define o modelo de mistura é considerar que para
os curados, a “fungao de sobrevivéncia” seria uma fungao constante S(¢) = 1,Vt > 0, enquanto
que para aqueles nao curados, existe uma fungdo de sobrevivéncia prépria S*(t) que descreve
adequadamente o tempo de sobrevivéncia. Assim, o modelo proposto poderia ser interpretado como

uma média entre estas duas fungoes, sendo os pesos as proporgoes de cada estrato na populagao.

E facil verificar que a funcao de sobrevivéncia populacional S,(-) tende a ¢ quando t — oo,

sendo este o valor da fragao de cura.

O modelo de sobrevivéncia com fracao de cura (3.15) apresenta algumas caracteristicas que
devem ser destacadas. Primeiramente, a heterogeneidade existente na populagao mensurada pelas
covaridveis serd relacionada diretamente com a fragdo de curados. Além disso, ao contrario do que
acontece nos modelos tradicionais de sobrevivéncia em que a funcao de sobrevivéncia decai a zero,
quando ha uma parcela da populacao imune a ocorréncia do evento, a funcdo de sobrevivéncia
se estabiliza em um patamar, o qual denominamos fragdo de curados. A interpretagao dessa
caracteristica decorre das suposigoes intrinsecas do modelo em questao. Quando consideramos um

modelo de Cox, por exemplo, existe uma suposicao de que todos os individuos permanecem sob
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risco de ocorréncia do evento de interesse até o momento em que ocorre a falha ou a censura.

Neste caso, se o tempo de acompanhamento for suficientemente longo, todos os individuos serao
censurados ou falharao. Além disso, a funcao de taxa de falha acumulada é estritamente crescente
e ilimitada, o que faz com que a funcao de sobrevivéncia se aproxime de zero. Por outro lado,
quando consideramos o modelo com fragao de cura, apés um determinado tempo decorrido, alguns
individuos nao devem ser considerados como estando sob risco de apresentar o evento de interesse.
Para essa parcela da populagao, nao importa o quao longo seja o tempo de acompanhamento, os
individuos nao irao apresentar o evento de interesse, mesmo que venham & ébito por causas outras
que nao as de interesse no estudo. Isso quer dizer que, com o transcorrer do tempo, o risco de
ocorrer uma falha na populagao tende a zero e, sendo a funcao de taxa de falha acumulada limitada
superiormente, faz com que a fungao de sobrevivéncia seja impropria, nao decaindo para zero. A

Figura (3.1) ilustra as fungoes de sobrevivéncia prépria e imprépria, respectivamente.
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Figura 3.1: Fungoes de sobrevivéncia prépria (esq) e imprépria (dir).

Uma discussao detalhada dos aspectos do modelo de mistura pode ser encontrada em Maller
e Zhou (1996), enquanto a versdo semiparamétrica é apresentada por Hernandez-Quintero et al.
(2009), abordando inclusive propriedades de consisténcia e normalidade assintética dos estimadores

nao-paramétricos de maxima verossimilhanca.

3.3.2 Modelo de cura com fatores latentes competitivos

Apesar de ser intuitivamente atraente, o modelo de mistura possui alguns inconvenientes tanto
do ponto de vista bayesiano quanto do frequentista, como destacado por Chen et al. (1999). Um

modelo alternativo para dados de sobrevivéncia com fracao de cura e propriedades desejaveis foi
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proposto por Yakovlev e Tsodikov (1996) e Chen et al. (1999). Nesse modelo, aos pacientes curados
sao atribuidos tempos de sobrevivéncia iguais a infinito, permitindo que tempos de sobrevivéncia
de pacientes curados e nao curados possam ser representados em uma unica férmula. Para o
i-ésimo individuo com covariaveis x; na populacao, a funcdo de sobrevivéncia sera representada
por:

Sp(t| X = x;) = exp{—0(x;)F(t)}, (3.16)

em que #(-) é uma funcao de ligagao conhecida e F'(-) é uma funcao de distribuigdo. Sob o modelo
(3.16), a fragdo de cura é dada por S(oco|x;) = exp{—60(x;)} e a taxa de falha no tempo t para
o0 i-ésimo paciente ¢é igual a 6(x;)f(t). Embora consista em um abuso, a notacao S(oco|xz;) foi

utilizada para representar o limite da funcao de sobrevivéncia quanto o tempo tende a infinito.

Suponha que, para um individuo na populacao em estudo, seja K o nimero de células po-
tencialmente tumorosas, denominadas neste texto como fatores latentes e considere que K tenha
distribuicao de Poisson com média §. Seja Z; o tempo que a i-ésima célula leva até desenvolver
um tumor detectdavel. Condicional a K = k, as varidveis latentes Z1, Zo, ..., Z;, sdo consideradas
independentes e identicamente distribuidas, com fungao de distribui¢ao F(-) = 1 — S(-), que nao
depende de k. O que se observa, possivelmente, é a varidavel 7' = min{Z;;1 < i < k} e, por con-
venc¢ao, considera-se que P(Zy = oo|K = 0) = 1. Isto quer dizer que podemos observar o tempo
até o aparecimento de um tumor detectavel, sendo que, se uma pessoa nao possui células poten-
cialmente tumorosas, entao nao desenvolverd tumor algum, qualquer que seja o tempo que este

individuo fique sob observagao. A funcdo de sobrevivéncia de T', ou seja, a funcao de sobrevivéncia
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populacional é obtida do seguinte desenvolvimento:

Sp(t) = P(T >1t)
> P(T>tK=k)

k>0
P(T>tK=0)+Y P(T>tK=k)
E>1
P(T > t|K =0)P(K =0)+ > P(T >tK =k)P(K =k)

E>1
P(K =0)+> P(min{Zi,...,Z} > t|K = k)P(K = k)

P(K = 0) + IS P(min{Z, ..., 2} > )P(K = k)
P(K = 0) + ISP(Zl S 1).. P(Zp > )P(K = k)
P(K = 0) + ; S(t)... S()P(K = k)
SOPPU =0+ SIS0 P = b
~
exp(=0) + SISO exp(—o)
esxp(—0) exp{1 — 05(8)} = exp{ —OF(D). (3.17)

A equagao (3.17) mostra que a fungao de sobrevivéncia populacional equivale a fungao geradora
de probabilidades da distribuicao postulada para o nimero de fatores latentes aplicada no ponto
S(t), que representa a fungao de sobrevivéncia de um fator latente avaliada no tempo t. Neste
caso, em particular, considerou-se a distribui¢ao de Poisson. No apéndice (A.2) é considerado o
caso em que a distribuicao considerada para o nimero de fatores latentes é a binomial negativa,
o que resulta em uma funcao de sobrevivéncia equivalente aquela obtida quando considera-se uma

distribuigao de Poisson e um termo de fragilidade com distribuicao gama.

A forma mais conveniente de introduzir no modelo a heterogeneidade mensurada pelas co-
variaveis é relacionando-as com o parametro 6 através de uma ligagao log-linear, ficando o modelo
descrito por:

Sp(t|X = x) = exp{—0(x)F(t)}, (3.18)

sendo 0(z) = exp{BT x}.
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Sob o modelo (3.18), a fragdo de curados é obtida tomando-se o limite da funcao de sobre-

vivéncia quando o argumento tende & infinito.

Embora tenham sido formulados baseando-se em situagoes distintas, os modelos (3.16) e (3.15)
podem ser relacionados, sendo possivel escrever aquele no formato deste, como propoem Sumathi
e Aruna Rao (2008). Fazendo algumas manipulagoes algébricas na expressao (3.16), podemos

escrevé-la como um modelo de mistura, conforme apresentado em (3.19):

exp{—(2)F(t)} — @)
1 — e 0(T) ’

Sp(t| X = @) = e /@) 4 (1 — @)y (3.19)

Neste caso, a funcao de sobrevivéncia condicional é o tltimo termo em (3.19). E importante
destacar que no modelo de mistura (3.15) a fungao de sobrevivéncia da parcela nao curada depende

apenas do tempo, enquanto em (3.19) dependeria também das covaridveis.

3.3.3 Curados e o Tempo de Acompanhamento

Uma dificuldade existente na andlise de dados de sobrevivéncia usando os modelos com fracao
de cura surge justamente na definicao dos curados. E indicado fazer uma andlise exploratoria de
dados anteriormente & etapa de modelagem, pois possibilita a identificacao de indicios da presenca
de individuos imunes ou curados. Uma caracteristica importante a ser notada é a ocorréncia de
um grande numero de tempos censurados depois de um longo periodo de acompanhamento. A
frequéncia cada vez menor de falhas na cauda da curva de sobrevivéncia estimada pelo Kaplan-
Meier fornece uma valiosa informagao a esse respeito. Entretanto, nao é possivel identificar com

precisao aqueles individuos curados, principalmente entre os tempos precocemente censurados.

Sugere-se verificar se as evidéncias de uma proporg¢ao positiva de curados sao suficientes para
o ajuste de um modelo de fracao de cura, uma vez que esta é uma suposicao essencial para a

aplicagado do método de estimagao.

Maller e Zhou (1996) discutem a necessidade de testar se o tempo de acompanhamento é
suficientemente longo para considerar que os individuos censurados ao final do experimento podem
ser considerados como imunes a ocorréncia do evento de interesse. Diante da demanda por métodos
objetivos que permitissem avaliar se as evidéncias amostrais corroboravam com a hipdtese da
presencga de curados, Zhou e Maller (1995) propuseram um teste da razao de verossimilhangas
para a presenca de individuos imunes em uma amostra de dados censurados. Posteriormente,
Klebanov e Yakovlev (2007) demonstraram algumas limitagoes do teste proposto por Maller e

Zhou e propuseram um novo teste para avaliar se o tempo de acompanhamento é suficientemente
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longo para detectar a presenca de individuos curados na amostra.

De fato, apés um tempo de acompanhamento suficientemente longo, os pacientes nao-curados
terao sido censurados ou apresentado o evento de interesse, enquanto aqueles curados terao sido
censurados ou permanecerao vivos. Isto é, depois de um tempo limiar de acompanhamento, os
pacientes restantes no estudo nao estarao mais sob risco de falha. Barajas e Yin (2008) discutem
uma forma de usar um modelo semiparamétrico de cura quando este tempo limiar é desconhecido,

considerando o contexto bayesiano.

3.3.4 Identificabilidade

Embora a fracdo de cura seja definida como o valor da assintota horizontal da cauda da curva
de sobrevivéncia, estudos mostram que a proporgao de sobreviventes observada na cauda direita
de uma curva de sobrevivéncia estimada ao final do periodo de acompanhamento nao é capaz de
estimar adequadamente a fragao de curados (Li et al., 2001). Farewell (1982) mostrou que é dificil
distinguir um individuo censurado no grupo suscetivel de um nao suscetivel, evidenciando, pois,
um efeito de confusao entre as censuras, o que leva a dificuldades na distingao entre o caso em que
tem elevada incidéncia de suscetiveis com distribuicao latente de cauda pesada daquela situacao
em que h& baixa incidéncia de suscetiveis e curtas caudas da distribuicao latente. Como um
resultado, assegurar a identificabilidade de modelos de cura assume grande importancia a fim de

que se obtenha estimativas inicas para os parametros do modelo postulado quando da disposicao
dos dados.

Uma referéncia sobre as condicoes de identificabilidade dos modelos de mistura é o trabalho de
Peng e Zhang (2008). Esta secao apresenta os casos em que ¢é possivel garantir a identificabilidade

do modelo de Yakovlev e Tsodikov conforme indicado em Li et al. (2001).

Considere o modelo de sobrevivéncia com fracao de cura desenvolvido por Yakovlev e Tsodikov
(1996), dado por:
Sp(tlx) = exp[—0(x)F'(t)], t < T, (3.20)

em que F(t) =1—5(t) é a funcao de distribui¢ao, #(x) > 0 e 7 > 0, em que 7 é o limiar de cura.
Para demonstrar as condigoes de identificabilidade do modelo, sem perda de generalidade, x sera
considerado univariado e ser@o desconsiderados os casos em que 6(x) = 0 e 6(z) = co. Denotemos
por F = {F\(t) : F(t) é distribuicao prépria em [0,00)} a classe de fungoes de distribui¢oes com
suporte em [0,00) ; © = {f(x) : 0 < O(x) < oo, para todo x € 2"} o espago dos valores possiveis
de 0(X), e = {Sy(t|lz) = exp[—b(z)F(t),t < T, 0 € Z,0(-) € O,F(-) € Z} aclasse de modelos

de sobrevivéncia com fracdo de cura com riscos proporcionais. A identificabilidade do modelo é
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descrita da seguinte forma:

Definicao 3.3.1 A classe de modelos de cura com riscos proporcionais € € identificdvel se,
para cada Sp(t|r) e Sy(tlr) em H tivermos que Sp(tlr) = S;(tlz) se, e somente se O(x) =
0*(x), para x € Z e F(t) = F*(t) para quase todo t € (0,7).

Considere que a fungao de distribuicao F(t) nao seja especificada, ou seja, que F'(t) ndo possa ser

completamente definida por um ntmero finito de parametros.

Teorema 3.3.1 (a) Se F(t) e O(x) forem nao-especificados, o modelo Sy(t|x) = exp[—60(x)F(t)]

nao € identificdvel em x € Xt < T.

(b) Se F(t) for nao especificada e 6(x) = exp(a + bzx), o modelo Sy(t|x) = exp[—0(z)F (t)] nao

serd identificdvel, a menos que a = 0.

Prova 1 (a) A demonstracao serd feita exibindo dois conjuntos diferentes, {0(x); F(t)} e {6*(x); F*(t)}
que determinam a mesma funcao de sobrevivéncia populacional e, portanto, a mesma funcdo de

verossimilhanca.

FEscolha uma constante c tal que F(1) < ¢ < 1 e seja 0*(x) = cb(z),Vo € Z e F*(t) =
F(t)/c,¥t < 7. Observe que Sy(t|x) € A .

Entao temos que:

Sytle) = exp{—0"(x)F"(t)}
= exp{—ct(z)F(t)/c}
= exp{—0(x)F(t)}
= Sp(tfx).

(3.21)

(b) Suponha que 6*(x) = cf(z),Yr € 2 e F*(t) = F(t)/c,Vt < T para algum c tal que
F(r) <c#1. Entao Sy(t) € H e

Sy(tlr) = explexp(a+ bx)cF*(t)}
= exp{exp(a + bz)cF(t)/c}
= exp{exp(a + bx)F(t)}
= Sp(tlx).

(3.22)

0 que mostra que o modelo nao € identificdvel. Todavia, se a = 0, entdo Sy (t|x) = Sp(t|x) implica
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Sptle) = Sp(tlz)

&0 (x)F*(t) = 0(z)F(t)} (3.23)
0*(x) _ F(t)
0(x) Fx(t)

Observe que o lado esquerdo da equagio (3.23) nao depende de t, enquanto o lado direito ndao
depende de x. Assim, podemos afirmar que essa razdo é um escalar positivo, por hipdtese c. Dados
0(x) = exp(bzx) e F(t), entio 0*(x) e F*(t) devem satisfazer:

F*(t) = F(t
0*(z) = cb(x)=exp(logc+ bx).
Note que nao é possivel reescrever 8*(xz) como sendo exp(b*z), a menos que ¢ = 1. Isto mostra

que se a = 0, o modelo serd identificdvel.

Um outro caso de interesse ocorre nos casos em que o modelo de fracao de cura de Yakovlev e
Tsodikov possui F'(t) especificada como uma forma paramétrica determinada por um nimero finito
de parametros, como por exemplo a distribuicao Weibull, gama ou a exponencial particionada.

Neste caso, o modelo fica representado por:
Sp(tlah, x) = exp[-0(x)F(t; )], t <, (3.25)
em que 1 é o vetor de parametros da distribuicao latente do tempo.

Teorema 3.3.2 O modelo apresentado em (3.24) serd identificdvel em v € 2 ,t < T sendo §(x)

nao especificado ou igual a exp(a + bx).

Prova 2 Suponha que existam um conjunto de parametros ™ e uma funcao 0*(x) de tal forma
que Sy (t|v*, x) = Sy(t|,x). Entdo, a razdo dada em (5.26)
O(x) _ F*(t[¢7)

() () (3.26)

serd wma constante positiva ¢ independente de x e de t para x € 2" et < 1. Observe que F*(t|1p*) =

cF(t|y) nao pertence a mesma familia de distribui¢oes que F(t|1p) se ¢ # 1, a menos que Y™ = ).
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3.3.5 Inferéncia

O procedimento usualmente adotado para a estimacao dos parametros do modelo de Cox é
baseado na verossimilhanca parcial, que consiste na fatoracdo da funcao de verossimilhanca em
dois termos, sendo que apenas um deles depende dos parametros interesse. O processo inferencial
do modelo de Cox é amplamente discutido na literatura, sendo que uma apresentacao detalhada

pode ser encontrada em Therneau e Grambsch (2000).

Ao se considerar que uma parcela dos pacientes no estudo encontra-se passivel de cura, um mo-
delo que leva em conta esta possibilidade é mais adequado para a modelagem dos dados. O modelo
de mistura é geralmente estimado considerando um procedimento do tipo EM, algoritmo utilizado
nos casos em que uma variavel latente é importante no procedimento inferencial. Neste caso,
os dados observados nao permitem a identificacao dos individuos curados, sendo esta a varidvel
latente que justifica o uso do algoritmo EM. A utilizacdo deste possibilita que os parametros do
modelo sejam estimados considerando uma alocagao 6tima dos individuos nos grupos dos curados
e dos suscetiveis, no sentido a proporcionar a maximizacao da funcao de verossimilhanca dentre

todas as alocagoes possiveis.

Peng (2003) implementou o algoritmo para o ajuste do modelo de mistura e disponibilizou
a programacao em seu site, cujo endereco encontra-se no artigo. A descricdo detalhada do pro-
cedimento iterativo de estimacao é apresentado no artigo, enquanto aspectos teéricos podem ser
encontrados em Maller e Zhou (1996).

O modelo de fragdo de cura com fatores latentes competitivos é um caso particular do modelo
discutido no Capitulo 4 e os detalhes do procedimento de estimagao serao apresentados na Segao
4.3.



Capitulo 4

Modelos de Fracao de Cura e
Fragilidade

Foram discutidos no Capitulo 3 os principais topicos relacionados aos modelos de fragao de cura
propostos por Berkson e Gage (1952) e o de Yakovlev e Tsodikov (1996). No presente capitulo,
serd apresentada uma discussao mais detalhada do modelo proposto por Zeng et al. (2006), no
qual introduzem um termo de fragilidade no modelo de Yakovlev e Tsodikov, a fim de considerar
a heterogeneidade entre as observagoes. Este termo de fragilidade é uma varidvel nao observada
e é geralmente considerado como tendo distribuicao gama, uma vez que esta escolha permite um

adequado tratamento analitico da fungao de verossimilhanca na etapa de inferéncia.

4.1 Descricao do modelo

No desenvolvimento do modelo (3.16), uma suposicgao critica é que, condicional ao nimero de
fatores latentes K; = k, os tempos (Z1, ..., Z) sao considerados mutuamente independentes. Tal
suposicao nao é muito realistica, uma vez que tais tempos latentes sao varidveis aleatérias nao

observaveis pertencentes a mesma unidade amostral.

Uma alternativa a essa restricao é a introdugao de um termo de fragilidade especifico para
cada paciente ; e considerar que, condicional a K; = k e &;, os tempos latentes (Z1,..., Zy) se-
jam mutuamente independentes e com fungao de distribuigao F'(-). Além disso, assume-se que, da-
dos x; e &, o numero de fatores latentes K; tenha distribuicao de Poisson com parametro &;0(x;).

Desta forma, &; representa a heterogeneidade entre as quantidades de fatores latentes nos pacientes

24
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do estudo. Procedendo de forma andloga ao desenvolvimento do modelo (3.16), define-se a funcao

de sobrevivéncia como:

Sp(HX = z) = Ee [ exp{~0(2) F(1)E}], (4.1)
em que K¢ denota a esperanca com respeito a §.

A escolha geralmente feita para a distribuicdo do termo de fragilidade é uma gama com média
unitaria, uma vez que acredita-se representar de forma adequada a heterogeneidade entre as unida-
des amostrais, além de ser conveniente do ponto de vista matematico, pois possibilita o tratamento
analitico da fun¢ao de verossimilhanca. A notagdo adotada no presente texto para a representagao

da densidade gama de média unitaria e variancia ~y é:

g(€ly) = {0 (/) e exp(—€/7), (4.2)

com v > 0. Destaca-se que, no caso limite em que v — 0, a densidade em (4.2) tende a uma
distribuicao degenerada em 1, que recai no modelo (3.16) em que os tempos de sobrevivéncia dos

pacientes sao considerados homogéneos, apos excluidos os efeitos das covaridveis.

Ao resolver a equacao (4.1) usando a transformagao da varidvel de intergragdo u = & [1 +

0(z)F (t)7], resulta na fungao de sobrevivéncia dada em (4.3):

Sp(t|X = x) = {1 +~0(x)F(t)} /7. (4.3)

Esta funcao de sobrevivéncia populacional pertence a um conjunto mais geral de funcoes de
sobrevivéncia, dado por:
Sp(t|X = z) = G {0(x)F(t)}, (4.4)

em que a transformagao G(-) é dada por:

e

(14+~z)" Y7 sey>0
Gy(x) = { .
se v = 0.

Note que o caso v = 0 corresponde ao limite da fun¢ao (4.3) quando v — 0.

As férmulas (4.4) e (4.5) definem uma classe geral de modelos de sobrevivéncia, que tem como
caso particular o modelo de cura com riscos proporcionais (3.16), obtido quando v = 0. Outro
caso especial de interesse particular ocorre quando v = 1, que resulta no modelo de cura com
chances proporcionais, semelhante ao modelo com funcao de sobrevivéncia prépria considerado
por Pettitt (1982) e Bennett (1983). Além disso, a forma geral da classe apresentada em (4.4)
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nao apenas tem uma importante motivacao biolégica, mas também pode ser reduzida aos mo-
delos de transformagoes lineares estudados por Cheng et al. (1995) com a escolha adequada de
(x). De fato, se escolhermos #(x) = exp(fo + BLx.) com x = (1,z)", B = (8o, BT e fo
sendo o intercepto da regressao, entdo o modelo em (4.4) torna-se equivalente a S(t| X = x) =
Gy {exp(BZmC)Ao(t)} , em que Ag(t) = F(t)exp(fp) é a funcao de risco acumulado basal. Entre-
tanto, se f(x) tiver uma outra forma que nio (x) = exp(87 ), o modelo (4.4) ficara ligeiramente
diferente daquele definido pela transformacao (4.5). O indice ¢ em . foi usado com o intuito de
representar apenas as p covariaveis, enquanto & é um vetor de dimensao p + 1 com a constante 1
na primeira posicao, uma vez que o preditor linear inclui o intercepto. Para nao sobrecarregar a

notacao, este indice sera omitido sempre que possivel.

Considere primeiramente o caso em que nao ha heterogeneidade entre os pacientes do estudo,
exceto possivelmente aquela mensurada pelas covaridveis, ou seja, v = 0. A fungdo de taxa de

falha pode ser calculada a partir da funcao de sobrevivéncia proposta usando a relagao (3.8):

0
AMtle) = ~ 5 log Sy (t|x)

)
= —0@)F(1)

= exp(BT2)f(t). (4.6)

Considerando a fungao de taxa de falha obtida em (4.6) e duas observagdes com covaridveis

x1 € T2, obtemos a razao de riscos (RR) dado por:

Altler) exp(BTx1)f(t)
A(t]as2) exp(BTa2) f(t)

RR = = exp{B” (x1 — x2)}. (4.7)

Observe que a razao de riscos nao depende do tempo, o que significa que o modelo possui a
propriedade de riscos proporcionais, sendo que a interpretacao dos coeficientes é feita como no caso

do modelo de Cox.

Um outro caso particular acontece quando o v = 1, passando o modelo de sobrevivéncia a
apresentar a propriedade de razao de chances proporcionais. Para mostrar a propriedade, primei-

ramente serd calculada a chance de ocorréncia de falha:

F(tlz) _ F(tlz) _0(@)F(){1+0(=)F(t)}"
1— F(t[x) S(t|z) 1+ 0@)F)!

= 0(z)F(t). (4.8)
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Assim, a razao de chances entre dois individuos com covaridveis 1 e xs serd dada por:

_ @)F@) _exp(BTz)F(®) _ oo
RC = G0 ~ ep(@anFp ~ =P (@ - @) (19)

Conclui-se que a razao de chances neste caso particular do modelo nao depende do instante de
tempo em que avaliamos as fungoes de distribuicao e de sobrevivéncia, podendo ser interpretada

como a razao de chances de falha para os individuos suscetiveis, em qualquer instante de tempo.

4.2 Identificabilidade

De acordo com Zeng et al. (2006), quando o pardmetro v que especifica a transformacao em
(4.5) é tratado como desconhecido, os parametros do modelo podem nao ser identificdveis. Por
exemplo, suponha que 6(x) = exp(fy). Entao, para qualquer 4 diferente de v, pode-se determinar

um Sy, diferente de 8y tal que:

{14 ~e? )17 = {1 4 Fefoy 117, (4.10)

Neste caso, para qualquer funcao de distribuicao F(t), serd possivel definir F (t) de tal forma
que
{1+~P Py V7 = {1+ 55 F()}y 717, (4.11)

Assim sendo, os dois conjuntos distintos de parametros (v, 8o, F') e (7, fo, F') resultam na
mesma funcao de sobrevivéncia, o que implica que nao sao identificiveis apds a observacao dos

dados.

Além disso, na maioria das aplicacOes praticas, existe pouca informagao nos dados de forma que
o parametro v possa ser estimado com um adequado grau de precisao em amostras de tamanhos
pequenos ou até mesmo moderados. Nessas situagoes, a funcao de verossimilhanca apresenta uma
curvatura pouco acentuada na dire¢ao do parametro v . De acordo com Zeng et al. (2006), a
experiéncia mostra que v pode ser bem estimado quando o tamanho da amostra for muito grande,
como por exemplo n = 1500 ou maior, mas ainda assim, os algoritmos de estimacao podem ficar
instaveis. Por causa dessas limitagoes, considera-se o caso em que -y € fixado para o desenvolvimento
do modelo. De qualquer forma, os autores discutem a estimagao de v quando hé identificabilidade

e sugerem uma estratégia de selecao para a escolha de v quando este for fixado.

A proposta de Zeng et al. (2006) é realizar o ajuste do modelo para diversos valores de =y
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e fazer a escolha do melhor modelo com base em um critério de qualidade de ajuste, como por
exemplo o AIC (critério de informacdao de Akaike), BIC (critério de informagao bayesiano), ou na

verossimilhanca baseada na validagao cruzada.

4.3 Inferéncia

Para descrever o processo de estimacao pelo método da méxima verossimilhanca do modelo

discutido no texto, é importante destacar algumas das suposi¢oes do modelo.

Sejam T; = Y; A Cy;24,0; = I{Y; < C} para i = 1,2,...,n o tempo observado, o vetor de
covariaveis e a variavel indicadora de falha do i-ésimo individuo, respectivamente. Suponha que o
tempo de acompanhamento seja infinito e que, com probabilidade 1, haja uma parcela positiva de
curados, isto é, (Y; = oo e C; = 00) para um conjunto nao vazio de indices. Além disso, suponha
que os tempos de falha e de censura sejam condicionalmente independentes, ou seja, (C; LY;)|x; e

que razao de chances seja finita em quase todo ponto.

A fungao 6(-) relaciona as covaridveis com o parametro da distribuicao dos fatores latentes e

pode ser escrita como:
0(z) = n(8" =), (4.12)

sendo 7(+) uma fungao de ligagao estritamente positiva e 5 = (5o, ..., Bp)T. Usando as relagoes fun-
cionais apresentadas na secao 3.1, é possivel obter a funcao de densidade a partir da sobrevivéncia

(4.4) e, entao, a fungao de verossimilhanga serd dada por:

L(B, F|z,t,0) = H{

=1

(=G (n(B @) F(t:)) n(B ) f ()}

1-6;

I(t;<oc0)
x{G (n(B" =) F(t:))} ]

(G (n(8T ;)] = } (4.13)

Observe que a funcao apresentada em (4.13) é um produtério de uma fungao contendo trés
termos. O primeiro deles é a densidade de probabilidade para os individuos que apresentaram a
falha; o segundo € a fungao de sobrevivéncia para aqueles censurados; e o terceiro é a assintota da
funcao de sobrevivéncia condicional ao vetor de covariaveis @, que é a contribuicao dos individuos

curados para a funcao de verossimilhanca.

Quando a funcao de verossimilhanca é construida especificando-se uma classe de funcgoes pa-

ramétricas de distribuicdo para o tempo de sobrevivéncia, a estimacao dos parametros pode ser
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feita maximizando numericamente a expressao em (4.13), porém, se for do interesse do pesquisador
que as estimativas sejam feitas sem especificar uma classe paramétrica, torna-se necessario fazer

uma modifica¢ao, substituindo o termo f(-) pelo estimador ndo paramétrico F/{-} definido como

F{t;} = F(t;) — im F(t), (4.14)
1t

que representa o salto da funcao de distribuicdo empirica no ponto de interesse. No caso dessa
modificagao, a funcao F{-} possui massa distribuida nos pontos em que aconteceram as falhas,
sendo que a massa total deve ser unitaria. E importante destacar que os curados nao contribuem
para a estimagdo da funcao de distribuicdo F'(-), enquanto as observagoes censuradas o fazem.
Devido a isso, surge a necessidade de estabelecer um prazo de forma a diferenciar os individuos
curados, denominado limiar de cura, necessédrio para que o modelo seja identificavel. As suposicoes
apresentadas anteriormente especificam um limiar de cura igual a infinito, embora em situacoes
praticas como estudos de sobrevida de pacientes diagnosticados com cancer, pode ser considerado
que, se um paciente nao apresenta sinais de que a doenga persista no periodo de 5 anos apés o

tratamento, entao este pode ser considerado curado.

Considerando o caso semiparamétrico proposto por Zeng et al. (2006), a fun¢ao a ser maximi-

zada fica descrita por:

L(B, F|z,t,0) = H{

i=1

(=G (n(B @) F(t;)) n(B ;) F{t:}}

I(t;<oo)
< {G (n(B i) F(t:)) }151

(G (n(8T ;)] = } (4.15)

Para obter os estimadores que maximizam a expressao em (4.15), considera-se fixo o vetor

B e aplicando o logaritmo na funcao de verossimilhanca, a funcao de log-verossimilhanca sera
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proporcional a:

I(Flx,t,0) I(t; < 00)

1

dilog F{t;} + d;log {—G’ (n(,@Taci)F(ti))}

n

)

+(1 = 6)log G (n(B i) F(t:))

o Zﬂ(ti < 00) | 0;log p; + d; log {—G' (n(,@Ta:i)Fi)}

i=1

+(1—6:)log G (n(B @) F;) |, (4.16)

em que p; = F{t;} sdo os saltos do estimador nao-paramétrico da fungao de distribuicao e F; =
Zj:tjgti;(;jzl p]
Um ponto a ser destacado neste procedimento é que, embora a expressao (4.16) seja tratada

como a fungao de log-verossimilhanca, na realidade trata-se de uma log-verossimilhanca condicio-

nal, pois é obtida considerando que os coeficientes da regressao estejam fixados.

Para estimar a funcao de distribuigao F'(-) usando a expressao (4.16), é necessério fazer uma
restricao a fim de assegurar que a funcao estimada seja, de fato, uma distribuicao propria, o que

resulta na expressao:

> 6l(t; < oo)p; = 1. (4.17)

Em termos de notacao, é conveniente considerar uma ordenacao crescente dos tempos distintos
de falha t(1) < t(g),.- - t(m)y; m = Zj §;I(t; < c0). Seja p(; o tamanho do salto de F() em
t;) < oo. Por definigao, tem-se que p;y > 0 = 6;) = 1 e {(;) < co. Assim, a derivada da fungao

(4.16) em relacio a p(;) serd equivalente & expressao (4.18):

n(B" @)t < t; < o0)

ol L, Z": {&G” (n(8" ;) Fy)

o) 0 Mt TG (n(Bx;) Fy)

A' n(ﬁT:le)]I(t(i) < tj < OO)} — K. (4.18)

sendo o tdltimo termo o multiplicador de Lagrange devido & restrigao apresentada em (4.17).

A estimacao é feita nos m — 1 maiores saltos da funcao de distribuicao a (), para B fixado,

ficando as equagoes de estimacao em funcao de 8. Resolvendo a equacao escore apresentada em
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(4.18), ou seja, igualando-a a zero e desenvolvendo o somatério, obtém-se:

1 n el (n(ﬂng)F]) .
' & Dty < t; <ty
o ;{ G (@ Fy) P B < < is)
G BN |

SF PRUEEDL) I |
"X {5” G @y 5) " M) S <o)
G/ T;I; Y2
+ (1 — 5]) G ((:77(<§ij)>1:;)) n(Bij)H(t(H-l) < t; < OO)} —rk=0. (419)

Nota-se que o segundo somatoério na expressao (4.19) é equivalente a — e que, da forma

PGty
como foi definido ¢;), tem-se que:

tj:t(i)eéjzl

ou d; = 0.

A relacao em (4.20) significa que, em um intervalo definido por dois tempos de falha consecuti-
vos, 0s tempos observados sao censuras ou sao iguais ao limite inferior do intervalo. Como o tempo
de sobrevivéncia é supostamente continuo, é razoavel considerar que os tempos de falha sejam nao

coincidentes, ou seja, que nao haja “empates”.

Substituindo a expressdo (4.20) em (4.19), obtém-se uma relagdo entre p(;) € p(i41), 0 que sugere

a possibilidade de estabelecer uma forma recursiva entre essas estimativas, o que resulta em:

1
Pgi+1)
(4.21)

G (B @)F) o s G B =Z)E) } B
+ Z {6] G, (ﬁ(ﬁTCB])F]) U(ﬁ ]) + (1 5j) G (n(ﬁTﬁlf])F}) 77(16 ])

Ty <ti<t(iy1)

=0.

P)

A fim de se obter uma simplificagdo da expressao em (4.21), considere a seguinte notagao:

Fi= > p= Y e+t > e = Fpy. (4.22)

1, <t;;0r=1 U <t(s) by <t <tj <t(;t1)

O segundo somatoério é nulo, pois a fungao estimada é do tipo degrau, com saltos apenas nos
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tempos distintos de falha, o que faz com que a expressao em (4.21) possa ser reescrita como:

1" T, . _ ! Tre .
1 1 G (nB x(’)>F(Z))n(,6Tm(Z-))+ T G (n(B" ;) Fy)

n(Bx;).  (4.23)
Pav)  Pay G (n(B"®)Fy) by <t <t G (n(B" ;) F) !

Usando o fato de que Y 3\ py = 1 = Fy) = pay+p@)+- - +pe) = 1— [p(l-ﬂ) + -+ p(m)} =

1-— S(i+1)7 a expressao em (4.23) pode ser reescrita como:

r 1 _G” (n(,BTm(i)) [1 — S(H—l)]) T, N\ G’ (U(ﬁTa:j) [1 B S(i-l—l)])
pay  Patry G (n(BTm) [1— Sus)]) (B z@) > n

L)y <tj<t(i+1)

parat=1,2,...,m — 1.

De acordo com Zeng et al. (2006), a expressao (4.24) é preferivel por assegurar que 0 < p(;) <
Pi+1); Vi =1,2,...,m—1. A estimagao ¢ feita considerando 3; a := p(,,) > 0 e £ como parametros

independentes e que p(1),P(2), - - -, P(m—1) Sejam fungoes de B e a.
Denotemos por [,.(+) a funcao de log-verossimilhanga restrita:
l(a, B, K|z, t,8) = Zﬂ(ti < oo){(si log p; + d; log {G’ (n(,GTa:i)Fi)} + 6;logn(BT ;) +
i=1

(1—6)log [G (n(B"x:)F,)] } + Z]I(ti =00)log G (n(B"x;)) —
i=1

K [i 0il(t; < oo)p; — 1 (4.25)
i=1

A funcao de log-verossimilhanga restrita em (4.25) é usada pra obter as equagoes de estimagao
de B, de a@ = p(,,) que € o maior salto na fungao degrau a (1) e k. Este tltimo é necessério no
processo de estimagcao, mas nao é de interesse final. Como p; depende de 8 (e consequentemente F;
também depende de 3), serd usada a propriedade da derivada implicita nas parcelas envolvendo os

termos p; e F;. Destaca-se novamente que {p(i)} ¢é apenas uma ordenacao conveniente do conjunto
{pi}.
As equagoes de estimacao sao obtidas calculando-se as derivadas da fungao de log-verossimilhanga

restrita (4.25) em relagdo aos parametros do modelo, inclusive o parametro perturbador x usado
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na restricao do estimador da funcao de distribuicao.

al,
B

;ﬁ > I(t; < o0) {6;log pi + dilog [G' (n(B7=:) )]} + ;ﬁ > I(t; < 00)di log n(B'm:)
i=1 =1

n

Zﬂ(ti = 00)log G (n(B' z;))

0 < d
— D I(t; < 00)(1 = &) log [G (n(BTx)Fi)] + =
Zp <[0TI 553

9 9pa
Opy 0B

m n a
Z {logpii) + log [G' (n(B 1)) Fiy))] } + Z 51‘% log (8" x;)
im1 i=1

;H(ti < oo)(1— 51)% log [G (n(ﬁTﬂ?z)Fz)] + ;H(ti = oo)% log G (W(IBT-'I%))

Z o e : o . (Zf 555 fﬁ‘jj)) BT+ (87
tm;;@ (% log G (n(8" ;) Fimy) + ; I(t; = o0) g ((g((gjj)))) (B @)z — ﬁZ;n agg)
2 p<1z> agg) " é Z ((7777((5;;(; >)§<(>))) [”’WT“’@))%(@) Fy + 18"z (») 85[? )} ’ X:;M
S E S [y e

zzn;wi - m)mn/(ﬂ ol “ZZ;L 855) : (4.26)
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A derivada da fungao escore com relagdo a « é apresentada na expressao (4.27):

o 9 N~y T SN2 . T
004 - 80& ;H(tl < OO) {52 10gpz + 51 1OgG (7](:@ mz)Fz)} + 8@ ;H(tl < OO)(SZ logn(ﬁ :CZ)
0 — o
+ % Zﬂ(ti < 00)(1—6;)logG (n(,BT:L'Z»)E) + B0 ;H(ti = o0)log G (,BTa:i)

i=1

8 n
— a—aﬁ ;(L-H(ti < oo)p; — 1

N1 0py =G (B @) Fy) e OF
= + (B xy)——
;p@) da ; G (n(B" 2 @) F)) da
= G (B ) F) o OFG Ip(i)
+ n(B" x;) —K . (4.27)
L, X GuEery) " T "L

A derivada com relacao a  é dada por:
%—— zn:5‘]l(t'<oo)-—1 =— i n— 1 (4.28)
O = £ i\lg Di = < Y20 . .

No trabalho de Zeng et al. (2006), a resolugao do sistema de equagoes de estimacao é feita
usando um algoritmo de Newton-Raphson. No capitulo seguinte apresentamos algumas simulacoes
em que um modelo paramétrico foi ajustado aos conjuntos de dados simulados, e para estimar as
variancias assintéticas foi considerada a matriz de informacao observada, estimada no processo de
otimizacdo da fungio de log-verossimilhanga no ponto de maximo. A inversa dessa matriz é uma

medida de curvatura da fungdo otimizada na regido da estimativa.



Capitulo 5
Simulacoes

Uma das propostas do presente trabalho é avaliar o modelo paramétrico de fragao de cura com
fatores latentes competitivos, levando-se em consideracdo ou nao um efeito aleatério de fragili-
dade. Para isso, foram feitas simulacoes em que amostras foram geradas, com posterior ajuste do
modelo discutido. As estimativas dos parametros foram usadas para estimar medidas como o erro

quadratico médio (EQM), a variancia e o vicio dos estimadores.

Este capitulo apresenta alguns aspectos técnicos dos processos de geracao de amostras e de
estimacdo, além de exibir em tabelas o resumo dos resultados da simulacdo e em graficos as

densidades estimadas dos estimadores do modelo.

Para estimar os parametros do modelo proposto, foi desenvolvido um programa computacional
na linguagem R (R Development Core Team, 2004), bem como uma rotina para a geragao de

amostras utilizadas para avaliar o desempenho do processo de estimagao.

5.1 Geracao de amostras

O tempo T decorrido desde o inicio do acompanhamento até a ocorréncia do evento de inte-
resse é determinado no instante de ocorréncia do primeiro evento causado pelos fatores latentes
competitivos. Supondo que cada fator latente esteja associado a uma fungao de sobrevivéncia S(-)

e que sejam independentes e identicamente distribuidos, condicional ao nimero de fatores latentes

35
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K =k, a distribui¢ao do tempo de falha pode ser obtida conforme mostrado na equagao (5.1).

Fr(t)=P(T <t) = Pmin{Z,..., 2} <1
1-— P(min{Zl,...,Zk} > t)
1—P(Z1 >t,..., 2, > 1)

(5.1)
= 1—P(Zl>t)...P(Zk>t)
= 1-[P(Z >t
= 1-[sS@)".

A funcao de densidade de probabilidade de T pode ser obtida aplicando a derivada na equagao

(5.1), o que resulta em:

frt) = dFr(t) = k[1 - F6)]*Y f(t). (5.2)

Para as amostras usadas na simulagao apresentada no presente capitulo, adotou-se a distri-
buicao exponencial de parametro w como geradora dos tempos associados aos fatores latentes.

Sendo assim, a funcao de densidade de probabilidade do tempo de falha sera dada por:

fT(t) = k [e—wt] (k—1) we—wt

(wk)e~ @kt (5:3)

de onde se conclui que T ~ exp(wk). Isto significa que o minimo entre k varidveis aleatérias inde-
pendentes com distribuicao exponencial de parametro w é uma variavel aleatéria com distribuicao

exponencial de parametro wk. Destaca-se que neste caso k ¢ um inteiro positivo fixado.

Esté sendo considerado que o i-ésimo individuo possui k; fatores latentes que podem gerar o
evento de interesse. O tempo até a ocorréncia do evento de interesse segundo o modelo proposto é
o minimo dos tempos latentes, assumidos aqui como realizacoes de uma distribuicao exponencial
de parametro w. Assim, o tempo que pode ser observado é uma realizacdo de uma distribuigao

exponencial de parametro k;w, desde que k; > 0.

Observe que, quanto maior o numero de fatores latentes em um individuo, menor serd o tempo
esperado até que acontega o evento de interesse. Segundo a formulagao do modelo de Yakovlev e
Tsodikov (1996), um individuo que nao possui nenhum desses fatores latentes nao apresentard o
evento de interesse, mesmo que o tempo de acompanhamento seja muito longo. Convencionalmente,

consideramos que o tempo de falha para estes individuos ¢ infinito.

Nos estudos de simulacao, é importante que tenhamos sob controle as principais caracteristicas

das amostras. Uma dessas caracteristicas importantes de se controlar é a propor¢ao de tempos
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censurados. Supondo que o tempo de censura tenha distribuicdo exponencial com parametro pu,
é possivel relacionar os parametros das distribuigoes dos tempos de falha e de censura com a

probabilidade de observar-se uma censura, conforme apresentado em (5.4):

P(T>C)=E[P(T >C|C)] = f0+°° P(T > ¢|C = c)ue #<dc
f0+oo e ueHede

T e e
K

ptw?®

Intuitivamente, aumentando o parametro y do tempo de censura, diminuimos o tempo médio

de censura, o que faz com que frequentemente se observe tempos de falha superiores aos de censura,

resultando em uma maior proporcao de observacoes censuradas.

A equagao (5.4) apresenta a probabilidade da varidvel T' ser maior do que C, ou seja, de uma
observacao censurada. Para gerar uma amostra com a proporg¢ao ¢, com (0 < g < 1) de censuras,

devemos escolher valores positivos de w e u tal que, dado K; = k;,

——— =q¢ & kiw = L. (5.5)

No lado direito da equagao (5.5) podemos ver que, pré-fixando um valor para a propor¢ao de
censuras ¢ e para o parametro da distribuicao do tempo de censura (i), entao a variabilidade entre
os numeros de fatores latentes serd necessariamente “compensada” por uma heterogeneidade nos

valores de w, o que contradiz a suposicao de que os tempos de falha devem ser iid.

A alternativa para esta situacao foi primeiramente gerar uma covariavel indicadora de grupo e
determinar os parametros do preditor linear (fy e 1) de tal forma que as proporgoes de curados

nos dois grupos sejam controladas. Posteriormente, os valores de 6 foram obtidos por (5.6).
0 = 6(z) = exp(Bo + B1z). (5.6)

O nimero de fatores latentes de cada individuo é uma realizacao de uma distribuicao de Poisson
com média 6, com x € {0,1}. A fim de controlar a proporc¢ao de censuras, foi estabelecida uma

relacao semelhante & apresentada em (5.5), porém, substituindo k; pelo valor esperado 0.

Ap6s o processo de geragao dos tempos de censura, o numero de fatores latentes k. foi gerado
para cada individuo supondo uma distribuicao de Poisson com parametro 6,, dada a covariavel

indicadora de grupo. Em seguida, definiu-se o tempo de falha como sendo o minimo dentre os
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k; tempos exponenciais iid com parametro w previamente escolhido. No caso descrito por um
modelo com fracao de cura, uma parcela da amostra nao terd o tempo de sobrevivéncia descrito
por uma distribui¢ao exponencial, uma vez que considera-se que o tempo até a ocorréncia do evento
¢ infinito.

Nas simulagoes realizadas, considerou-se 1000 amostras com cada conjunto de parametros,
sendo que os resultados dos ajustes para cada amostra simulada foram utilizados para a estimacao
do EQM, da variancia e do vicio. Optou-se por tamanhos de amostra iguais a n = 250 e n = 1000,
com propor¢oes de censuras de 25% e 50%, uma vez que valores superiores & estes causavam
instabilidade no processo de estimacao nos casos em que se dispunha de amostras pequenas. Em
cada amostra simulada, foi gerada uma tunica covaridvel a fim de classificar as unidades amostrais

em dois grupos, aqui denominados controle e tratamento, de forma balanceada.
Dada esta covariavel, as fragoes de cura para os grupos controle e tratamento sdo obtidas em:
P(K=0|X=2)= e—0(x) — exp{—ePothir)

po = P(K = 0|X = 0) = exp{—¢™} & Sy = log{—log(po)} (5.7)
pr=PK=0X=1)= exp{—eﬂﬁﬁl} < Bo + P1 = log{—log(p1)}.

Para os casos em que o efeito da fragilidade foi considerado na geracao dos dados, obtemos as

fracoes de cura na seguinte expressao:

S
po = {1+7vexp(B)} 7" & By = log <p07>

-y _ _
p1 = {1 +vexp(Bo + 51)} ") & By = log (M) —log <povl> (5.8)

-v_q
o (21
Do -1

As fragoes de cura para esses grupos foram ajustadas em 0,20 e 0,60, respectivamente, e 0s
correspondentes coeficientes do preditor linear foram obtidos pela relacdo (5.7) nos casos sem

fragilidade e por (5.8) quando ~ era positivo.

Nas amostras com fragilidade, a varidvel latente foi gerada de uma distribuicdo gama com
média 1 e parametro de escala . Dados os valores dos coeficientes e a covariavel x, determinou-se
0(z) para cada individuo da amostra usando a ligacao log(f) = By + Sz, valor utilizado como

parametro da distribuicao de Poisson para gerar os niimeros de fatores latentes.
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Embora o uso da distribuicao exponencial com parametro k;w seja mais eficiente computaci-
onalmente, optou-se pela geracdo de k; realiza¢oes de uma exponencial(w = 0,025), das quais o

minimo foi considerado como o tempo de falha da i-ésima unidade amostral.

Ao final desse processo de geracdo, tinhamos a disposicdo uma amostra de tempos de acom-
panhamento até a ocorréncia do evento de interesse (ou até a censura), a covariavel indicadora
de grupo e a variavel indicadora de falha. Foi desenvolvida uma funcao que estima o ponto de
maximo da fungao de log-verossimilhanca e a matriz hessiana, também conhecida como matriz de

informacao observada, necessaria para a estimacao dos desvios assintéticos dos estimadores.

Um caso importante de ser analisado, embora irreal na pratica, ocorre quando o valor do
parametro v é conhecido. O caso mais realistico ocorre quando o parametro v é desconhecido.
Nesse caso, foi utilizado o procedimento proposto por Zeng et al. (2006), em que o modelo é

estimado para varios valores de gama e é escolhido aquele que apresenta maior AIC.

Para gerar as amostras e determinar o melhor modelo, foram considerados os seguintes valores
de v: {0,00;0,25;0,50;0,75;1,00;1,25}. Especificamente no caso da geragao das amostras, foi

desconsiderado o ultimo desses valores, admitindo-o como valor possivel no processo de estimacgao.

O algoritmo implementado para o ajuste do modelo levou em consideragdo que os tempos
associados aos fatores latentes competitivos possuiam distribui¢ao na classe Weibull, com funcao
de densidade de probabilidade dada por:

f(@) = vw(wz) V™Y exp{—(wz)}. (5.9)

O caso particular usado nas simulagoes foi Weibull(v = 1;w = 0,025).

Em avaliagao prévia dos procedimentos de geracao de amostras e de estimagao mostrou que
a diferenca entre proporc¢ao observada de censura na parcela suscetivel da populagao e os valores

teodricos pode ser considerada desprezivel.
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5.2 Resultados

No primeiro cendario simulado, considerou-se o caso em que o valor do parametro da distri-
buicao da fragilidade é conhecido. A Tabela 5.1 apresenta medidas descritivas dos estimadores dos
coeficientes da regressao, os parametros da distribuicao dos tempos latentes e das fragoes de cura

para os grupos controle e tratamento.

Densidade estimada Densidade estimada

15

15
1

1.0

1.0

Densidade

0.5

Densidade

0.0
1
0.0
1

T T T T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 -2.5 -2.0 -15 -1.0

intercepto tratamento

Figura 5.1: Densidade dos estimadores dos coeficientes de regressao.

A Figura (5.1) mostra um esbogo das densidades dos estimadores dos coeficientes da regressao,
obtidas de 1000 amostras simuladas de tamanho 250 contendo cerca de 25% de censuras, com
~ =0,75. A linha tracejada indica o valor ajustado na geracao dos dados. As formas das densidades
estimadas sugerem uma aproximagcao da distribuicao normal assintética, resultado conhecido para

os estimadores de maxima verossimilhanca.

As Figuras (5.2) e (5.3) apresentam esbogos das densidades estimadas dos estimadores dos

parametros da distribuicao dos tempos latentes e das fragoes de cura, respectivamente.

Em todos os casos, observa-se que as estimativas encontram-se distribuidas em torno dos valores
verdadeiros usados na geragao das amostras simuladas, indicando nao haver vicios consideraveis,
o que é corroborado pela Tabela 5.1. Em alguns casos, os valores de EQM, variancia e vicio foram
menores do que 0,00005, mas como adotou-se como padrao o uso de quatro casas decimais, tais

valores aparecem como 0, 0000 nas tabelas.
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Densidade estimada — parametro de forma Weibull Densidade estimada - parametro de escala Weibull

60
1

Densidade
Densidade
40
|

0.8 0.9 1.0 11 12 13 0.01 0.02 0.03 0.04

Figura 5.2: Densidade dos estimadores dos parametros de forma (0) e de escala (&) da distribuicdo weibull
dos tempos latentes.

Densidade estimada Densidade estimada
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Figura 5.3: Densidade dos estimadores das fragoes de cura.

Tabela 5.1: Resultados das simulagoes para ~ conhecido

Gama N Parametro Valor Msédia Mediana EQM Var Vicio? Vicio

0,00 250 B0 0,4760 04754 04733  0,0207 0,0207 0,0000 -0,0006
4 11,1480 -1,1522  -1,1495  0,0372 0,0372 0,0000 -0,0042
v 1,0000 1,0102  1,0034  0,0059 0,0058 0,000  0,0102

continua na préxima pagina
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Tabela 5.1 — continuacao

Gama N Parametro Valor Média Mediana EQM Var Vicio? Vicio

w 0,0250 0,0254  0,0253  0,0000 0,0000 0,0000  0,0004

0 0,2000 0,2022  0,2008  0,0021 0,0021 0,0000 0,0022

n 0,6000 05998  0,5999  0,0022 0,0022 0,0000 -0,0002

1000 Bo 0,4760 04830 04820  0,0047 0,0047 0,0001  0,0070
B 11,1480 -1,1550  -1,1540  0,0097 0,0096 0,0001 -0,0070

v 1,0000 1,0050  1,0040  0,0015 0,0015 0,0000 0,0050

w 0,0250 0,0250  0,0250  0,0000 0,0000 0,0000  0,0000

o 0,2000 0,1980  0,1980  0,0005 0,0005 0,0000 - 0,0020

n 0,6000 0,6000  0,5990  0,0006 0,0006 0,0000  0,0000

025 250 Bo 0,6840 0,6900  0,6888  0,0276 0,0275 0,0000  0,0060
B 11,2910 -1,3119  -1,3157  0,0426 0,0422 0,0004 -0,0209

v 1,0000 1,0196  1,0149  0,0067 0,0063 0,0004 0,0196

w 0,0250 0,0258  0,0255  0,0000 0,0000 0,0000 0,0008

o 0,2000 0,2007  0,1987  0,0019 0,0019 0,0000 0,0007

n 0,6000 0,6026  0,6043  0,0023 0,0023 0,0000 0,0026

1000 Bo 0,6840 0,6869  0,6828  0,0072 0,0072 0,0000 0,0029
5 -1,2910 -1,3030  -1,2981  0,0112 0,0111 0,0001 -0,0120

v 1,0000 1,0050  1,0032  0,0014 0,0013 0,0000 0,0050

w 0,0250 0,0252  0,0252  0,0000 0,0000 0,0000 0,0002

0 0,2000 0,1998  0,2003  0,0005 0,0005 0,0000 -0,0002

n 0,6000 0,6022  0,6026  0,0006 0,0006 0,0000 0,0022

0,50 250 Bo 0,050 09236 009196  0,0367 0,0364 0,0003 0,0186
4 11,4460 -1,4550  -1,4443  0,0562 0,0562 0,0001 -0,0090

v 1,0000 1,0161  1,0113  0,0065 0,0062 0,0003 0,0161

w 0,0250 0,0255  0,0252  0,0000 0,0000 0,0000 0,0005

0 0,2000 0,1986  0,1968  0,0017 0,0017 0,0000 -0,0014

n 0,6000 05960  0,5967  0,0022 0,0022 0,0000 -0,0040

1000 Bo 0,050 0,9088  0,9060  0,0100 0,0100 0,0000 0,0038
B 1,4460 -1,4483  -1,4460  0,0143 0,0143 0,0000 -0,0023

v 1,0000 1,0044  1,0020  0,0014 0,0014 0,0000 0,0044

w 0,0250 0,0251  0,0250  0,0000 0,0000 0,0000 0,0001

continua na proxima pagina
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Tabela 5.1 — continuacao
Gama N Parametro Valor Média Mediana EQM Var Vicio? Vicio
o 0,2000  0,1999 0,2000 0,0005 0,0005 0,0000 -0,0001
P1 0,6000  0,5991 0,6000 0,0006 0,0006 0,0000 -0,0009
0,75 250 Bo 1,1390 1,1624 1,1578 0,0531 0,0525 0,0005 0,0234
51 -1,6130 -1,6443  -1,6394  0,0665 0,0655 0,0009 -0,0313
v 1,0000 11,0163 1,0089 0,0063 0,0061 0,0003 0,0163
w 0,0250  0,0255 0,0251 0,0000 0,0000 0,0000 0,0005
o 0,2000 0,1988 0,1966 0,0018 0,0018 0,0000 -0,0012
D1 0,6000 0,6007 0,6007 0,0024 0,0024 0,0000 0,0007
1000 Bo 1,1390  1,1468 1,1470 0,0134 0,0133 0,0001  0,0078
b1 -1,6130 -1,6220 -1,6210  0,0164 0,0163 0,0001 -0,0090
v 1,0000  1,0045 1,0040 0,0015 0,0014 0,0000 0,0045
w 0,0250  0,0252 0,0250 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002
Do 0,2000 0,1994 0,1990 0,0005 0,0005 0,0000 -0,0006
D1 0,6000  0,6000 0,6000 0,0006 0,0006 0,0000  0,0000
1,00 250 Bo 1,3860 1,4105 1,4110 0,0684 0,0678 0,0006 0,0245
51 -1,7920 -1,8139  -1,8230  0,0830 0,0826 0,0005 -0,0219
v 1,0000 11,0182 1,0110 0,0070 0,0066 0,0003 0,0182
w 0,0250  0,0257 0,0250 0,0000 0,0000 0,0000  0,0007
o 0,2000  0,1993 0,1960 0,0017 0,0017 0,0000 -0,0007
P1 0,6000 0,5984 0,5970 0,0026 0,0026 0,0000 -0,0016
1000 Bo 1,3860  1,3833 1,3793 0,0159 0,0159 0,0000 -0,0027
51 -1,7920 -1,7934  -1,7947  0,0186 0,0186 0,0000 -0,0014
v 1,0000 1,0026 1,0028 0,0014 0,0014 0,0000 0,0026
w 0,0250  0,0252 0,0251 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002
Do 0,2000 0,2012 0,2011 0,0004 0,0004 0,0000 0,0012
D1 0,6000  0,6009 0,6007 0,0006 0,0006 0,0000  0,0009

Nos casos em que considerou-se v desconhecido, adotou-se o procedimento sugerido por Zeng

et al. (2006) de ajustar o modelo para diversos valores deste parametro e escolher aquele que

resultasse no maior AIC.
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Considerando cerca de 25% de censura, foi feita uma simula¢ao com 1000 réplicas de amostras
pequenas (n = 250) e moderadas (n = 1000), e valores de «y entre 0 e 1. A Tabela 5.2 apresenta
medidas descritivas das estimativas dos parametros. Nota-se que em alguns casos o parametro da
distribuicao da fragilidade nao é bem estimado, o que resulta em um aumento da variabilidade dos

coeficientes da regressao, possivelmente acompanhada de vicio nao desprezivel.
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Figura 5.4: Densidade dos estimadores dos coeficientes de regressao.

Densidade estimada — parametro de forma Weibull Densidade estimada - parametro de escala Weibull
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Figura 5.5: Densidade dos estimadores dos parametros de forma (0) e de escala (&) da distribuicdo weibull
dos tempos latentes.

As Figuras (5.4) e (5.5) apresentam, respectivamente, a densidade dos estimadores dos coefi-

cientes da regressao e dos parametros da distribuicao dos tempos latentes obtidos das amostras
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de tamanho n = 1000 simuladas considerando gamma = 0,50. Observe que as distribui¢oes

aparentam uma suave assimetria, o que pode ser a causa dos vicios apresentados na Tabela 5.2.

Funcéo de probabilidade estimada

0.30

Frequéncia (%)

0.05
|

0.00
|

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25

Figura 5.6: Fungao de probabilidade do estimador de ~.

O parametro da distribuicao do termo de fragilidade nao é bem estimado para amostras me-
nores, porém, para amostras de tamanho n = 1000, os vicios induzidos nos demais parametros
tornam-se despreziveis. A Figura (5.6) apresenta a distribuigdo dos valores de vy que resultaram

nos melhores modelos para os dados simulados.

E importante destacar que, mesmo com o erro associado a escolha do melhor modelo, as
estimativas das fracoes de cura nao sofrem muita influéncia em termos de vicio, mesmo para

amostras pequenas, como pode ser visto na Figura (5.7)
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Densidade estimada Densidade estimada
. . p.o . v . . pl. v .
Figura 5.7: Densidade dos estimadores das fragoes de cura.
Tabela 5.2: Resultados das simulagoes para «y estimado e fracao de censura de 25%

Gama N Parametro Valor Média Mediana EQM Var Vicio?> Vicio
0,00 250 5o 0,4760  0,6741 0,5986 0,1345 0,0952 0,0393 0,1981
51 -1,1480 -1,2777  -1,2444  0,0898 0,0729 0,0169 -0,1297
v 1,0000  1,0459 1,0390 0,0115 0,0094 0,0021 0,0459
w 0,0250  0,0236 0,0234 0,0000 0,0000 0,0000 -0,0014
vy 0,0000 0,2705 0,0000 0,2235 0,1503 0,0732 0,2705
Do 0,2000  0,2089 0,2072 0,0023 0,0022 0,0001 0,0089
P1 0,6000  0,5995 0,5984 0,0025 0,0025 0,0000 -0,0005
1000 Bo 0,4760  0,5581 0,5155 0,0314 0,0247 0,0068 0,0821
b1 -1,1480 -1,1969  -1,1869  0,0184 0,0160 0,0024 -0,0489
v 1,0000 11,0187 1,0151 0,0023 0,0020 0,0003 0,0187
w 0,0250  0,0243 0,0245 0,0000 0,0000 0,0000 -0,0007
vy 0,0000  0,1238 0,0000 0,0581 0,0427 0,0153 0,1238
Do 0,2000  0,2060 0,2056 0,0006 0,0005 0,0000 0,0060
P1 0,6000  0,5995 0,5992 0,0006 0,0006 0,0000 -0,0005
0,25 250 Bo 0,6840  0,7937 0,7153 0,1398 0,1277 0,0121  0,1097
51 -1,2910 -1,3526  -1,3376  0,0823 0,0785 0,0038 -0,0616
v 1,0000 11,0357 1,0294 0,0105 0,0093 0,0013 0,0357

continua na proxima pagina
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Tabela 5.2 — continuacao

Gama N Parametro Valor Média Mediana EQM Var Vicio?> Vicio

w 0,0250 00,0248 0,0246 0,0000 0,0000 0,0000 -0,0002

vy 0,2500 00,4048 0,2500 0,2259 10,2020 0,0239 0,1548

o 0,2000  0,2076 0,2068 0,0024 0,0023 0,0001 0,0076

D1 0,6000  0,5978 0,5968 0,0024 0,0024 0,0000 -0,0022

1000 Bo 0,6840  0,7207 0,6928 0,0482 0,0468 0,0014 0,0367

51 -1,2910 -1,3086  -1,2937  0,0246 0,0243 0,0003 -0,0176

v 1,0000 11,0106 1,0084 0,0029 0,0028 0,0001 0,0106

w 0,0250  0,0249 0,0248 0,0000 0,0000 0,0000 -0,0001

vy 0,2500  0,3002 0,2500 0,0887 0,0862 0,0025 0,0502

Do 0,2000  0,2019 0,2017 0,0007 0,0007 0,0000 0,0019

P1 0,6000 0,5984 0,5994 0,0006 0,0006 0,0000 -0,0016

0,50 250 Bo 0,9050 0,9748 0,9512 0,1649 0,1600 0,0049 0,0698

b1 -1,4460 -1,4927  -1,4541  0,1021 0,0999 0,0021 -0,0467

v 1,0000 1,0268 1,0212 0,0108 0,0101 0,0007 0,0268

w 0,0250  0,0256 0,0252 0,0000 0,0000 0,0000 0,0006

~y 0,5000 0,5718 0,5000 0,2274 0,2223 0,0051 0,0718

Do 0,2000 0,2013 0,2008 0,0022 0,0022 0,0000 0,0013

D1 0,6000  0,5987 0,5990 0,0022 0,0022 0,0000 -0,0013

1000 Bo 0,9050 0,9281 0,9157 0,0666 0,0661 0,0005 0,0231

51 -1,4460 -1,4662  -1,4578  0,0335 0,0331 0,0004 -0,0202

v 1,0000 1,0081 1,0058 0,0031 0,0030 0,0001 0,0081

w 0,0250  0,0252 0,0249 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002

~y 0,5000 0,5182 0,5000 0,1083 0,1080 0,0003 0,0182

o 0,2000  0,1989 0,1982 0,0007 0,0007 0,0000 -0,0011

Pl 0,6000  0,6007 0,6003 0,0006 0,0006 0,0000 0,0007

0,75 250 Bo 1,1390 11,1450 1,1710 0,1605 0,1604 0,0000 0,0060

51 -1,6130 -1,6370  -1,6404  0,0997 0,0991 0,0006 -0,0240

v 1,0000 1,0186 1,0141 0,0094 0,0091 0,0003 0,0186

w 0,0250  0,0266 0,0259 0,0000 0,0000 0,0000 0,0016

~y 0,7500  0,7183 0,7500 0,2199 0,2189 0,0010 -0,0317

Do 0,2000 0,1944 0,1938 0,0023 0,0022 0,0000 -0,0056

Pl 0,6000 0,6024 0,6011 0,0023 0,0023 0,0000 0,0024

continua na proxima pagina
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Tabela 5.2 — continuacao

Gama N Parametro Valor Média Mediana EQM Var Vicio?> Vicio
1000 Bo 1,1390 1,1513 1,1480 0,0687 0,0685 0,0001 0,0123

51 -1,6130 -1,6237  -1,6219  0,0353 0,0352 0,0001 -0,0107

v 1,0000  1,0063 1,0045 0,0032 0,0031 0,0000 0,0063

w 0,0250 00,0252 0,0249 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002

~y 0,7500  0,7640 0,7500 0,1070 0,1068 0,0002 0,0140

o 0,2000 0,2004 0,1999 0,0007 0,0007 0,0000 0,0004

Pl 0,6000  0,6008 0,6009 0,0006 0,0006 0,0000 0,0008

1,00 250 Bo 1,3860  1,2798 1,3193 0,1750 0,1637 0,0113 -0,1062
51 -1,7920 -1,7438  -1,7423  0,1105 0,1082 0,0023 0,0482

v 1,0000  1,0007 0,9980 0,0091 0,0091 0,0000 0,0007

w 0,0250  0,0273 0,0263 0,0000 0,0000 0,0000 0,0023

~y 1,0000 0,8388 1,0000 0,2314 0,2054 0,0260 -0,1612

Do 0,2000 0,1916 0,1923 0,0025 0,0024 0,0001 -0,0084

P1 0,6000 0,6033 0,6049 0,0025 0,0025 0,0000 0,0033

1000 Bo 1,3860 11,3673 1,3929 0,0591 0,0588 0,0004 -0,0187

51 -1,7920 -1,7807  -1,7812  0,0328 0,0327 0,0001 0,0113

v 1,0000  0,9997 1,0024 0,0026 0,0026 0,0000 -0,0003

w 0,0250 00,0253 0,0252 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003

vy 1,0000  0,9635 1,0000 0,0919 0,0905 0,0013 -0,0365

o 0,2000  0,1969 0,1986 0,0007 0,0007 0,0000 -0,0031

D1 0,6000  0,5997 0,5999 0,0006 0,0006 0,0000 -0,0003

A fim de avaliar o quanto o percentual de censuras na amostra afeta as estimativas dos parametros

do modelo, foi feita uma simulacéo considerando que cerca de 50% da amostra estava censurada.

As distribuigoes dos estimadores dos coeficientes da regressao apresentaram desvios mais evidentes

da normalidade, mesmo para as amostras de tamanho 1000. Tais estimadores apresentaram um

vicio consideravelmente maior quando comparados aqueles do caso em que se tinha 25% de censuras

na amostra.

Uma parcela do vicio observado nos estimadores é devida ao problema de estimagcao do parametro

da distribui¢do da fragilidade, que conforme observado na Figura (5.10) apresentou grande vari-
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abilidade em torno do verdadeiro valor v = 0,50. Os vicios sao particularmente elevados para o

intercepto (f8y) quando a amostra é de tamanho n =
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250, como pode ser observado na Tabela 5.3.
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Figura 5.8: Densidade dos estimadores dos coeficientes de regressao.

Densidade estimada — parametro de forma Weibull
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forma (0) e de escala (@) da distribui¢do weibull

Asirregularidades apresentadas na densidade estimada dos coeficientes sao devidas ao parametro

de suavizagao usado na estimacao da densidade e ndo necessariamente a verdadeira forma da dis-

tribuicao dos estimadores. Destaca-se que, embora os coeficientes da regressao sejam claramente
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afetados pela dificuldade de estimar parametro -, os estimadores dos parametros da distribuigao
dos tempos latentes sdo aparentemente robustos e nao apresentam desvios de regularidade ou
vicio consideravel. A Figura (5.9) mostra as densidades estimadas dos parametros da distribuicao

Weibull postulada para os tempos associados aos fatores latentes.

Funcéo de probabilidade estimada

0.15
|

Frequéncia (%)

0.00
|
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Figura 5.10: Funcao de probabilidade estimada do 4.

Cabe destacar ainda que, mesmo com os problemas de estimagao do parametro da fragilidade,
as estimativas das fragoes de cura estao consideravelmente proximas dos valores verdadeiros usados

na simulagao.
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Densidade estimada Densidade estimada
. . . pl.) . , . v . pl. . :
Figura 5.11: Densidade dos estimadores das fragoes de cura.
Tabela 5.3: Resultados das simulagoes para « estimado e fracao de censura de 50%
Gama N Parametro Valor Média Mediana EQM Var Vicio?> Vicio
0,00 250 Bo 0,4760 0,7132 0,6520 0,2089 0,1526 0,0563 0,2372
51 -1,1480 -1,2717  -1,2552  0,0986 0,0832 0,0154 -0,1237
v 1,0000 11,0584 1,0517 0,0160 0,0126 0,0034 0,0584
w 0,0250  0,0241 0,0235 0,0001 0,0001 0,0000 -0,0009
vy 0,0000 0,3565 0,0000 0,3575 0,2304 0,1271  0,3565
o 0,2000 0,2184 0,2171 0,0059 0,0055 0,0003 0,0184
P1 0,6000  0,5926 0,5955 0,0045 0,0045 0,0001 -0,0074
1000 Bo 0,4760 00,5984 0,5484 0,0618 0,0468 0,0150 0,1224
51 -1,1480 -1,2100  -1,2039  0,0266 0,0227 0,0039 -0,0620
v 1,0000 1,0248 1,0231 0,0037 0,0030 0,0006 0,0248
w 0,0250  0,0241 0,0239 0,0000 0,0000 0,0000 -0,0009
vy 0,0000 0,1918 0,0000 0,1232 0,0864 0,0368 0,1918
o 0,2000  0,2103 0,2088 0,0016 0,0015 0,0001 0,0103
P1 0,6000  0,5968 0,5956 0,0010 0,0010 0,0000 -0,0032
0,25 250 Bo 0,6840  0,8204 0,7551 0,1976 0,1789 0,0187 0,1364
51 -1,2910 -1,3663  -1,3454  0,1045 0,0988 0,0057 -0,0753
v 1,0000  1,0428 1,0374 0,0146 0,0127 0,0018 0,0428

continua na proxima pagina
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Tabela 5.3 — continuacao

Gama N Parametro Valor Média Mediana EQM Var Vicio?> Vicio

w 0,0250  0,0255 0,0248 0,0001 0,0001 0,0000 0,0005

vy 0,2500 00,4492 0,2500 0,2986 0,2589 0,0397  0,1992

o 0,2000 0,2112 0,2103 0,0056 0,0055 0,0001 0,0112

P1 0,6000 0,5963 0,6016 0,0045 0,0045 0,0000 -0,0037

1000 Bo 0,6840  0,7565 0,7063 0,0717 0,0664 0,0053 0,0727

51 -1,2910 -1,3246  -1,3080  0,0280 0,0268 0,0011 -0,0336

v 1,0000 11,0169 1,0139 0,0039 0,0036 0,0003 0,0169

w 0,0250  0,0248 0,0248 0,0000 0,0000 0,0000 -0,0002

vy 0,2500  0,3660 0,2500 0,1551 0,1417 0,0135 0,1160

Do 0,2000  0,2060 0,2060 0,0017 0,0017 0,0000 0,0060

D1 0,6000  0,5978 0,6004 0,0011 0,0011 0,0000 -0,0022

0,50 250 Bo 0,9050  0,9977 0,9600 0,2003 0,1917 0,0086 0,0927

51 -1,4460 -1,5107  -1,4769  0,1092 0,1051 0,0041 -0,0647

v 1,0000 11,0352 1,0332 0,0148 0,0136 0,0012 0,0352

w 0,0250 0,0261 0,0253 0,0001 0,0001 0,0000 0,0011

~y 0,5000 0,5818 0,5000 0,2833 0,2766 0,0067 0,0818

Do 0,2000 0,1977 0,1990 0,0051 0,0051 0,0000 -0,0023

P1 0,6000 0,5971 0,5997 0,0047 0,0046 0,0000 -0,0029

1000 Bo 0,9050  0,9445 0,9190 0,0872 0,0856 0,0016  0,0395

51 -1,4460 -1,4629  -1,4530  0,0342 0,0340 0,0003 -0,0169

v 1,0000 11,0115 1,0090 0,0043 0,0041 0,0001 0,0115

w 0,0250  0,0253 0,0250 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003

~y 0,5000 0,5590 0,5000 0,1856 0,1821 0,0035 0,0590

o 0,2000 0,2014 0,2020 0,0019 0,0019 0,0000 0,0014

P1 0,6000 0,5984 0,6000 0,0011 0,0011 0,0000 -0,0016

0,75 250 Bo 1,1390 11,1715 1,1479 0,2534 0,2524 0,0010 0,0325

51 -1,6130 -1,6236  -1,6013  0,1095 0,1094 0,0001 -0,0106

v 1,0000 1,0146 1,0134 0,0121 0,0119 0,0002 0,0146

w 0,0250  0,0265 0,0259 0,0001 0,0001 0,0000 0,0015

~y 0,7500  0,6940 0,7500 0,2840 10,2809 0,0031 -0,0560

Do 0,2000 0,1870 0,1915 0,0057 0,0055 0,0002 -0,0130

Pl 0,6000  0,5897 0,5979 0,0061 0,0060 0,0001 -0,0103

continua na proxima pagina
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Tabela 5.3 — continuacao

Gama N Parametro Valor Média Mediana EQM Var Vicio?> Vicio

1000 Bo 1,1390 1,1418 1,1534 0,0917 0,0917 0,0000 0,0028

51 -1,6130 -1,6137  -1,6087  0,0379 0,0379 0,0000 -0,0007

v 1,0000  0,9997 0,9973 0,0039 0,0039 0,0000 -0,0003

w 0,0250 0,0254 0,0252 0,0000 0,0000 0,0000 0,0004

~y 0,7500  0,7262 0,7500 0,1776 0,1770 0,0006 -0,0238

o 0,2000 0,1936 0,1960 0,0020 0,0020 0,0000 -0,0064

P1 0,6000  0,5980 0,5994 0,0013 0,0013 0,0000 -0,0020

1,00 250 Bo 1,3860  1,3210 1,3252 0,2512 0,2469 0,0043 -0,0650

51 -1,7920 -1,7506  -1,7453  0,1284 0,1267 0,0017 0,0414

v 1,0000 1,0102 1,0062 0,0121 0,0120 0,0001 0,0102

w 0,0250  0,0279 0,0272 0,0001 0,0001 0,0000 0,0029

~y 1,0000 0,8158 1,0000 0,2802 10,2462 0,0339 -0,1842

Do 0,2000 0,1827 0,1832 0,0054 0,0051 0,0003 -0,0173

P1 0,6000 0,5923 0,5962 0,0058 0,0057 0,0001 -0,0077

1000 Bo 1,3860 11,3375 1,3670 0,0893 0,0869 0,0024 -0,0485

51 -1,7920 -1,7677  -1,7675  0,0368 0,0362 0,0006 0,0243

v 1,0000  0,9946 0,9988 0,0037 0,0037 0,0000 -0,0054

w 0,0250  0,0258 0,0254 0,0000 0,0000 0,0000 0,0008

vy 1,0000  0,8902 1,0000 0,1678 0,1558 0,0120 -0,1098

o 0,2000 0,1882 0,1921 0,0020 0,0019 0,0001 -0,0118

P1 0,6000  0,5987 0,5999 0,0013 0,0013 0,0000 -0,0013

5.3 Discussao

Um ponto bastante criticado em dados simulados esta relacionado com a distribuicao usada para

a geracao dos tempos de sobrevivéncia. A distribuicdo exponencial é muito utilizada pela facilidade

de tratar analiticamente o procedimento de geracao de amostras, possibilitando maior controle

de algumas caracteristicas desejaveis nos dados simulados.

Porém, possui o inconveniente de

resultar em dados muito dispersos devido a acentuada assimetria a direita da funcao de densidade,

além de estar relacionada & uma taxa de falha constante ao longo do tempo. Zeng et al. (2006)
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utilizam dados simulados de uma distribuicao exponencial padrao tanto para os tempos de falha
quanto para os tempos de censura, o que faz com que nao se tenha muito controle das fracoes de
curados e de censuras na amostra simulada. Mesmo com os inconvenientes relacionados ao uso
da distribuicao exponencial na geracao dos dados de sobrevivéncia, optou-se por considera-la nas
simulagoes apresentadas neste trabalho por possibilitar, ainda que de forma imprecisa, controlar

as probabilidades de cura e de censura de parcela suscetivel.

Um outro ponto a ser destacado é a forma de simular as censuras de forma realistica, levando-se
em conta as suposicoes consideradas na formulacdo do modelo. A escolha arbitraria dos parametros
da distribuicao exponencial utilizada para a geragao dos tempos de censura pode resultar em uma
grande proporcao de censuras em tempos relativamente baixos, o que levaria a subestimacao da
fracao de cura, ou altos, o que diminuiria a proporcao de censuras daqueles suscetiveis. Nas
situacoes praticas, quando o interesse é investigar a proporcao de curados em uma amostra, é
razoavel supor que o tempo de acompanhamento é longo o suficiente para observar a ocorréncia
da falha (ou possivelmente de censura) dos individuos suscetiveis. Individuos censurados apds esse
tempo limiar sao indicativo de cura, enquanto censuras precoces nao fornecem evidéncia sobre a

condicao de cura ou suscetibilidade, o que pode levar a uma subestimagao da fracdo de curados.

A anélise dos resultados obtidos nas simulagoes realizadas considerando o modelo de Yakovlev
e Tsodikov (1996) e o modelo de fragdo de cura com fatores latentes competitivos e fragilidade
permite que algumas conclusoes sejam tiradas. Uma delas é que, quando se considera amostras com
cerca de 25% de censuras, os coeficientes da regressao sao bem estimados quando o parametro da
distribuicao da fragilidade v é igual a 0. Mesmo com tamanhos de amostrais moderados (n ~ 1000)
e percentual de censuras em torno de 50%, os coeficientes sao razoavelmente bem estimados, mas
nota-se um aumento em suas variancias. No entanto, quando o termo de fragilidade é usado para
simular as amostras, frequentemente o modelo ajustado nao é o mesmo considerado na geracao.
Aparentemente existe uma tendéncia de subestimar o parametro v da fragilidade, o que se reflete
diretamente nas estimativas dos coeficientes da regressao, uma vez que estes estao funcionalmente

relacionados a 7.

Assim sendo, mesmo para amostras de tamanho elevado, o modelo pode apresentar dificuldades
em termos de identificabilidade, uma vez que a funcao de log-verossimilhanca possui uma curvatura
demasiadamente suave na dire¢ao de . Tal fenomeno foi relatado por Zeng et al. (2006), embora
tenham sugerido que amostras maiores que n = 1500 seriam suficientes para a estimacgao de +.
O estudo de simulagao apresentado pelos autores do trabalho anteriormente referenciado mostra
que, quando ocorre um erro de especificagdo da transformagéo determinada pelo parametro =,

os coeficientes tornam-se viciados, sobretudo o intercepto fy. Nos casos em que o parametro da
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distribuigao da fragilidade é tratado como conhecido, observa-se que os estimadores nao apresentam

vicio considerdvel, mesmo para amostras de tamanho n = 250 e com 50% de censura.

E importante destacar também que estes coeficientes devem ser interpretados com muita cau-
tela, uma vez que estao funcionalmente relacionados ao v e as fragoes de cura. A rigor, deveriam
ser interpretados em um dado instante de tempo, condicionalmente aos valores das covariaveis.
A presenca de censuras em proporc¢oes em torno de 50% a 60% nao causam vicio aparente aos

estimadores, embora sejam responsaveis pelo aumento das respectivas variabilidades.



Capitulo 6
Aplicacoes

6.1 Dados do InCor

A insuficiéncia cardiaca congestiva (ICC) é uma condigdo caracterizada pela perda da ca-
pacidade de suprir a demanda sanguinea do organismo, debilitando o paciente e possivelmente,

levando-o a 6bito.

O Instituto do Coracao (InCor) do Hospital das Clinicas da Universidade de Sao Paulo, re-
feréncia na pesquisa de causas e tratamentos de pacientes diagnosticados com doengas cardiacas,
desenvolveu um estudo de acompanhamento de pacientes com prognéstico de insuficiéncia cardiaca
por um longo periodo, visando levantar as principais caracteristicas relacionadas com a evolucao
do estado de satude dos pacientes. Embora nao haja cura efetiva para a insuficiéncia cardiaca, uma
andlise preliminar dos dados apresentada por Tunes da Silva et al. (2010) indica que os tratamentos
disponiveis atualmente podem atenuar sua gravidade, propiciando aos pacientes um progndstico

otimista.

E importante destacar que os 18 anos de coleta de dados do estudo favorecem a hipdtese
de que alguns pacientes se comportam como se estivessem curados, o que motiva a aplicacao
do modelo de sobrevivéncia que leva em consideragao esta possibilidade. Embora possa parecer
inadequado o uso do modelo discutido no presente trabalho, serdao apresentados neste capitulo
os resultados da andlise dos dados utilizando o modelo de fracao de cura com fatores latentes
competitivos, diferenciando estes dos fatores observaveis medidos pelas covaridveis. Tal abordagem
é justificada pela complexidade das interagOes existentes entre os inumeros fatores genéticos e

ambientais envolvidos na causa e evolucao da ICC.
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Embora os pacientes tivessem sido acompanhados até a observagao do 6ébito por qualquer
que tenha sido a causa, serd considerado que o mesmo, quando ocorrido, teria tido como causa
fundamental complicaces decorridas do agravamento da insuficiéncia cardiaca, pelo menos para

fins ilustrativos.

6.1.1 Descricao do conjunto de dados

Os dados utilizados neste trabalho referem-se ao tempo de sobrevivéncia de pacientes diagnos-
ticados com insuficiéncia cardiaca congestiva, atendidos pelo InCor no periodo compreendido entre
janeiro de 1991 e fevereiro de 2010. No total, existem 1400 registros, dos quais 48 foram excluidos

da andlise por apresentarem inconsisténcia de dados.

Varidveis demograficas, antropométricas, biofisicas e bioquimicas consideradas pelos pesquisa-
dores como importantes na investigacao dos fatores associados a ICC também encontram-se dis-
poniveis no banco de dados. Foram utilizadas na analise as seguintes covaridveis: idade, sexo, peso,
altura, indice de massa corporal (IMC), cardiomiopatia ou etiologia, classe funcional, hipertensao
arterial, etilismo, tabagismo, cor ou raga, diabetes, espessura do septo interventricular, espessura
da parede posterior do ventriculo esquerdo, didmetro diastélico do ventriculo esquerdo, fracao de
ejecao, diametro do atrio esquerdo, fracao de ejecao do ventriculo esquerdo, ritmo cardiaco medido
no eletrocardiograma, sorologia de doenca de Chagas, dosagem de sédio, hemoglobina, contagem
de leucécitos, colesterol, triglicérides, HDL, LDL, glicemia, creatinina e informagoes do histérico

cirirgico do paciente, como cateterismo e evento cirirgico em geral, excetuando-se os transplantes.

Devido as diferentes escalas de mensuracao das varidveis numéricas consideradas no estudo,
optou-se por utilizé-las na forma categorizada assim como em Tunes da Silva et al. (2010), sendo
que os valores faltantes foram agrupados em uma tnica categoria. A defini¢do das categorias foi
feita usando os valores de referéncia conhecidos na literatura médica e, para a idade, adotou-se
uma categorizacao conveniente, de acordo com a distribuicdo dos valores observados na amostra.
Para cada covariavel, foi adotada como referéncia a faixa de normalidade, sempre que havia uma
disponivel e os efeitos relativos dos desvios dessa faixa de referéncia foram estimados pelos coefi-
cientes do modelo. Os dados apresentam cerca de 50% de censuras, sendo que 20% dos tempos
observados consistem de censuras que ocorrem depois de um longo periodo de acompanhamento,
como pode ser visto na Figura (6.1), o que sugere a necessidade de ajuste de um modelo que leve
em consideracao a fracao de curados. Pelo fato do estudo contemplar uma grande quantidade
de covariaveis, foi adotado um procedimento de selecao de varidveis, que consistiu em ajustar o

modelo de sobrevivéncia com fragao de cura, sem o termo de fragilidade, considerando uma co-
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Figura 6.1: Fungao de sobrevivéncia de pacientes diagnosticados com Insuficiéncia Cardiaca Congestiva.

varidvel por vez, removendo aquelas néo significativas ao nivel de 15%. A Tabela B.1 no Apéndice
B mostra os resultados do ajuste preliminar usado para a selecao de covaridveis do modelo e a Fi-
gura (6.2) mostra as curvas de sobrevivéncia de Kaplan-Meier para as covaridveis individualmente
significativas na etapa de sele¢do anteriormente descrita. E importante destacar que o artificio de
considerar os valores faltantes em uma categoria possibilita que tais registros nao sejam removidos
da amostra no momento da estimagao do modelo. Como pode ser observado na Figura (6.2), as
categorias originadas do agrupamento de registros com informacoes indisponiveis nao encontram-se
demasiadamente afastadas das demais curvas de sobrevivéncia. Com isso, essas categorias serao

utilizadas na fase de estimacao, mas nao é de interesse obter coeficientes a elas associados.

Posteriormente, foi ajustado um modelo de fragao de cura com as varidveis selecionadas na
etapa anterior e aquelas nao significativas ao nivel de 10% foram retiradas. Considerou-se como
significativas aquelas covaridveis em que pelo menos uma categoria apresentou diferenca significa-
tiva da categoria de referéncia. A Tabela B.2 no Apéndice B mostra os resultados do ajuste do

modelo composto pelas covaridveis individualmente significativas.

Para investigar se a inclusao de um termo de fragilidade poderia melhorar o ajuste do modelo,
considerou-se o procedimento sugerido por Zeng et al. (2006) em que diversos valores do parametro
de fragilidade foram utilizados, optando pelo modelo que resulta em maior AIC. Uma vez que

os modelos ajustados possuiam o mesmo nimero de covaridaveis, escolher o modelo com maior
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Tabela 6.1: Valor da funcao de log-verossimilhanca para diversos valores de ~.

g

log-verossimilhanca

0,0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
1,2
1,4

-3599
-3599
-3598
-3597
-3598
-3601
-3606
-3604

99

AIC torna-se equivalente a escolher aquele que proporciona o maior valor para funcao de log-

verossimilhanca, desde que contenham a mesma quantidade de parametros estimados. A Tabela 6.1

mostra essas medidas para diversos valores do parametro da distribuicao do termo de fragilidade. O

critério proposto para a escolha do modelo mais adequado aos dados deve considerar a presenca de

um termo de fragilidade com distribuicao gama com média unitaria e parametro de escala v = 0, 60.

Os resultados do ajuste desse modelo estao dispostos na Tabela B.3. Nota-se que, com a introdugao

do termo de fragilidade, as covaridveis HDL e ECG tornaram-se nao significativas. HEstas foram

retiradas do modelo e os coeficientes associados as demalis covariaveis foram recalculados.

Portanto, o modelo final é aquele que considera as seguintes covaridveis: idade, sexo, cardio-
miopatia, classe funcional, hemoglobina e LDL, além de um termo de fragilidade. A Tabela 6.2
apresenta os coeficientes estimados e suas respectivas probabilidades de significancia.

Tabela 6.2: Modelo de fatores latentes competitivos com termo de fragilidade v = 0, 60

Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao X° Valor-p
Intercepto -0,1736 0,7310 0,0564  0,8123
Idade (anos) até 39

de 40 a 49 -0,0413 0,1290 0,1031 0,7482

de 50 a 59 0,2711 0,1320 4,2288 0,0397

60 ou mais 0,2948 0,1970 2,2408 0,1344
Sexo Masculino

Feminino -0,3390 0,1210 7,8522 0,0051
Cardiomiopatia  Idiopética

Isquémica 0,0773 0,1400 0,3046 0,5810

continua na préxima pagina
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Tabela 6.2 — continuacao

Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao x° Valor-p
Alcdolica -0,1237 0,2380 0,2707 0,6029
Hipertensiva -0,4444 0,1500 8,7354 0,0031
Chagésica 0,8325 0,1320 39,883 0,0000
Classe funcional I ou II
11 0,2535 0,1120 5,1351 0,0234
v 0,5113 0,1610 10,1231  0,0015
Hemoglobina Normal
Baixa -0,0533 0,1298 0,1677 0,6821
Alta -0,7285 0,4040 3,2541 0,0712
LDL Otimo
Desejavel -0,4351 0,1837 5,5881 0,0181
Limitrofe -0,1237 0,1920 0,4134 0,5203
Alto -0,2467 0,2080 1,4126 0,2346

60

A distribui¢ao do tempo associado a cada fator latente deve ser considerada como sendo uma

Weibull com parametros de forma e escala iguais a, respectivamente v = 1,03 e w = 0,0080,

considerando a notagao apresentada na expressao (5.9).

Destaca-se que deve ser ter cuidado ao interpretar os coeficientes como uma medida de relagao

entre a covariavel e o risco de morte do paciente causada pela ICC, uma vez que esse risco varia

ao longo do tempo.

Todavia, pode ser de interesse do pesquisador considerar o modelo com fragdo de cura sem

o termo de fragilidade, contemplando as mesmas covaridveis a fim de interpretar os coeficientes

a elas associados. A Tabela B.4 no Apéndice B apresenta os coeficientes do modelo de fatores

latentes competitivos com riscos proporcionais.
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Figura 6.2: Fungoes de sobrevivéncia das covaridveis individualmente significativas.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

No modelo de riscos proporcionais com fracao de cura proposto por Yakovlev e Tsodikov
(1996) apresentado no Capitulo 3, as covaridveis sao relacionadas diretamente ao parametro da
distribuicdo de Poisson, que por hipotese, representa o nimero médio de fatores latentes entre
os pacientes de cada grupo - tratamento ou controle. Pela estrutura do modelo proposto, tais
covaridveis nao sao relacionadas apenas a fragao de cura, mas também aos tempos de sobrevivéncia

dos pacientes nao curados.

Surge naturalmente a ideia de relacionar as covariaveis tanto com a fracao de curados através
do parametro da Poisson quanto com a distribuicao dos tempos de sobrevivéncia, o que pode

causar problemas de identificabilidade e, portanto, deve ser melhor investigada.

No modelo discutido no Capitulo 4, a escolha da distribui¢ao gama para o efeito aleatorio foi
feita de forma a tornar o problema tratavel analiticamente, embora seja possivel considerar outras

distribuigoes para a fragilidade.

O modelo de sobrevivéncia com fatores latentes competitivos e fragilidade tende a proporcio-
nar um melhor ajuste aos dados, uma vez que considera o efeito aleatério da fragilidade. Deve-se
destacar, no entanto, que apenas os casos particulares em que o modelo apresenta a caracteristica
de proporcionalidade de riscos ou de chances (7 = 0 e v = 1, respectivamente) possuem uma inter-
pretagao dos coeficientes da regressao como uma medida do efeito das covariaveis a eles associadas
na sobrevida do paciente. Nos demais casos, a interpretacao deve ser feita sempre condicionalmente

a um instante de tempo previamente estabelecido.

Sobre o processo de estimagao deste modelo, Zeng et al. (2006) destacam que a curvatura

da funcao de log-verossimilhanga na dire¢do do parametro v é pouco acentuada para os tamanhos
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amostrais usuais, o que leva as dificuldades para estimar adequadamente o parametro de fragilidade.
Com isso, nas ocasioes praticas, o pesquisador deve avaliar qual modelo atenderd de maneira mais
adequada aos objetivos previamente estabelecidos. Naturalmente, muitas consideracoes devem
ser feitas antes de se optar por um ou outro modelo, priorizando a precisao das estimativas de

sobrevivéncia ou a interpretagao dos coeficientes estimados.

7.1 Trabalhos Futuros

Diante da flexibilidade do modelo de cura com fatores latentes competitivos e fragilidade,
poderia ser interessante discutir quando supor que a distribuicao dos tempos latentes é do tipo
exponencial, Weibull, ou mesmo nao especific-la, usando a abordagem semiparamétrica proposta
por Zeng et al. (2006). Além disso, um fato importante de ser investigado é se devemos ou nao
considerar a super-dispersao usando o modelo de fragilidade, usando possivelmente um teste de
Wald para o pardmetro v que determina a transformagao (4.5). Este teste, no caso, deveria
considerar que a hipotese nula encontra-se na fronteira do espaco paramétrico, uma vez que v > 0

e o interesse seria testar Hy : v = 0 contra Hy : v > 0.

Tunes da Silva et al. (2010) optaram por utilizar o modelo de Cox na andlise dos dados de
sobrevivéncia de pacientes atendidos pelo InCor, uma vez que esta abordagem possibilita a andlise
da qualidade do ajuste e das suposicoes necessdrias ao adequado uso do modelo. Tal escolha
evidencia a necessidade de métodos eficientes que permitam avaliar se as suposicoes relacionadas

aos modelos com fragdo de cura estao ou nao atendidas.

Uma proposta que surgiu ao longo da discussao deste trabalho foi a de avaliar a intensidade com
que o erro de especificacdo do modelo pode afetar as estimativas dos coeficientes,em particular, no
caso em o modelo de fragado de cura com riscos proporcionais é ajustado utilizando dados gerados

considerando o efeito de fragilidade.



Apeéendice A
Proposicoes

Algumas etapas da obtencao de férmulas importantes foram omitidas do texto para nao efetar a
fluidez da leitura, mas dada a relevancia para a compreensao dos resultados usados, foram incluidas

neste capitulo para servirem como uma referéncia.

A.1 Funcao de sobrevivéncia com fatores latentes competitivos e

fragilidade

O modelo proposto por Zeng et al. (2006) pode ser obtido daquele proposto por Yakovlev e
Tsodikov (1996) com a inser¢ao de um termo de fragilidade com distribuicdo gama. A equacao

(A.1) mostra como o modelo (4.3) pode ser obtido.

> 1
S(tlx) = /0 ee(m)F(t)gmflm_leXp(‘f/’Y)df

> 1 1/v—1 _
- /0 Wf/ exp{—¢§/7[1L + 0(x) F(t)7]dS. (A.1)

Fazendo a transformacao de varidveis u = £[140(x) F(t)7]; du = [14+60(x)F(t)v]d&, temos que:
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B 0o 1 U 1/7-1 —u/ 1
ste) = [ rar (raeren) ¢ TR

= [L+0(x)F(t)y]/" /OOO mu

= [146(x)F(t)y]~/. (A.2)

Ressaltando que no tltimo passo da expressao acima, tem-se a integral de uma densidade gama

em todo o seu suporte, o que permite a resolucao de forma trivial.

A.2 Equivaléncia com modelo de fatores latentes com distribuicao

Binomial Negativa

Um fato importante a ser destacado é a equivaléncia dos modelos de Zeng et al. (2006) e aquele
proposto por De Castro et al. (2010a), no qual a distribuigao postulada para o nimero de fatores

latentes é uma binomial negativa. A seguir apresentamos a demonstracao dessa equivaléncia.

Sejam W uma varidvel aleatéria com distribuicao binomial negativa e u tal que 0 < u < 1. A
funcao geradora de probabilidade de W avaliada no ponto u, representada pela notacao A,(u), é

dada por:
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-1

sendo que a ultima igualdade é vélida uma vez que o somatério da funcao de probabilidade da

binomial negativa em todos os pontos de massa vale 1.

A equacao apresentada em (A.3) pode ser avaliada no ponto u = S(t), para t > 0, conforme

apresentado em (A.4):

—1

Ay (S®) = {1++0(1—-5@1)} "
{14+~0F()} . (A.4)

Se considerarmos que o parametro € é uma fungao de covaridveis @, digamos 6(x) = exp{/5p +

Bix1 + -+ -+ Ppxp}, tem-se a equivaléncia dos modelos.



Apeéndice B

Selecao de covariaveis

Tabela B.1: Procedimento de sele¢ao de covariaveis - ajustes univariados.

Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao % Valor-p
Idade (anos) até 39

de 40 a 49 -0,0459 0,1010 0,2070 0,6489

de 50 a 59 0,2191 0,1010 4,6780 0,0305

60 ou mais 0,2510 0,1490 2,8490 0,0914
Sexo Masculino

Feminino -0,3040 0,0973 9,7300 0,0018
Peso Normal

Baixo 0,1618 0,1200 1,8196 0,1770

Alto 0,0365 0,1320 0,0758 0,7830
Altura Normal

Baixo -0,1725 0,1370 1,5880 0,2076

Alto -0,0429 0,1140 0,1410 0,7075
IMC Normal

Baixo 0,0663 0,2160 0,0941 0,7590

Sobrepeso -0,1737 0,1160 2,2249 0,1358

Obeso -0,3893 0,1710 5,1563 0,0232
Cardiomiopatia Idiopéatica

Isquémica 0,2015 0,1080 3,4700 0,0626

continua na proxima pagina
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Tabela B.1 — continuagao

Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao % Valor-p

Alcoolica 0,0011 0,1920 0,0000 0,9953

Hipertensiva -0,2507 0,1230 4,1600 0,0414

Chagésica 0,6443 0,1000 41,4000  0,0000
Classe funcional Toull

111 0,1865 0,0892 4,3710 0,0366

v 0,3533 0,1233 8,2070 0,0042
Hipertensao Nao

Sim -0,2380 0,1153 4,2800 0,0386
Etilismo Ex-etilista

Etilista 0,2030 0,1238 2,6900 0,1010
Tabagismo Nao fumante

Fumante 0,1080 0,1240 0,7570 0,3840

Ex-fumante -0,3420 0,3650 0,8760 0,3490
Cor ou raga Branca

Preta -0,3100 0,2680 1,3400 0,2469

Parda -0,2480 0,2550 0,9500 0,3299
Diabetes Nao

Dep. insulina -1,2382 0,7091 3,0493 0,0808

Nao dep. insulina -0,0451 0,1790 0,0634 0,8012
Espessura do septo Normal

Aumentada -0,0975 0,1820 0,2880 0,5917
Espessura da parede Normal

Aumentada -0,0721 0,1870 0,1480 0,7005
Diametro diastélico VE  Normal

Aumentado 0,0379 0,1770 0,0461 0,8301
Fracao de ejecao Normal

Muito baixa 0,0416 0,2350 0,0313 0,8596

Baixa 0,0627 0,2180 0,0827 0,7737
Didmetro AE Normal

Aumentado -0,0932 0,1000 0,8600 0,3538

continua na proxima pagina
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Tabela B.1 — continuagao

Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao % Valor-p
Fracao de ejecao VE Normal

Muito baixa 0,1760 0,2680 0,4330 0,5100

Baixa 0,2810 0,2470 1,2890 0,2560
ECG Sinusal

Fibrilagao -0,0405 0,1742 0,0541 0,8161

Marcapasso 0,6564 0,2766 5,6324 0,0176
Cateterismo Nao

Sim -0,1240 0,1110 1,2400 0,2649
Sorologia Chagas Nao

Sim -0,0957 0,1147 0,6970 0,4038
Sodio Normal

Baixo 0,1452 0,1050 1,9034 0,1680

Alto -0,0783 0,4110 0,0364 0,8490
Hemoglobina Normal

Baixa -0,0577 0,1030 0,3160 0,5737

Alta -0,6067 0,3360 3,2620 0,0709
Leucécitos Normal

Baixo 0,4985 0,2925 2,9050 0,0883

Alto -0,0586 0,1425 0,1690 0,6808
Colesterol Otimo

Limitrofe 0,0629 0,1165 0,2920 0,5890

Alto -0,1764 0,1495 1,3940 0,2380
Triglicérides Otimo

Limitrofe -0,1007 0,1623 0,3850 0,5350

Alto 0,1295 0,1386 0,8730 0,3500
HDL Otimo

Baixo -0,1840 0,1160 2,5090 0,1132

Alto -0,1500 0,2080 0,5190 0,4712
LDL Otimo

Desejavel -0,3040 0,1460 4,3140 0,0378

Limitrofe -0,1260 0,1520 0,6940 0,4049

continua na proxima pagina
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Tabela B.1 — continuagao

Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao % Valor-p
Alto -0,1920 0,1640 1,3630 0,2429
Glicemia Normal
Inapropriada -0,0533 0,1009 0,2790 0,5980
Elevada -0,0829 0,1276 0,4220 0,5160
Creatinina Normal
Baixa 0,3105 0,2408 1,6620 0,1970
Alta -0,0585 0,0875 0,4470 0,5040
Evento cirdrgico Nao

Sim 0,0087 0,2040 0,0018 0,9660
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Tabela B.2: Significancia das covaridaveis no modelo multiplo.

Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao x° Valor-p
Intercepto -1,2098 0,8921 1,8400 0,1751
Idade (anos) até 39

de 40 a 49 -0,0004 0,1031 0,0000 0,9970

de 50 a 59 0,2828 0,1050 7,2600 0,0071

60 ou mais 0,2338 0,1570 2,2200 1,3630
Sexo Masculino

Feminino -0,2453 0,0981 6,2500 0,0124
Cardiomiopatia Idiopatica

Isquémica 0,1467 0,1115 1,7300 0,1879

Alcéolica -0,0725 0,1939 0,1400 0,7086

Hipertensiva -0,2889 0,1249 5,3500 0,0207

Chagaésica 0,6269 0,1016 38,1000  0,0000
Classe funcional I ou II

11 0,2216 0,0900 6,0600 0,0138

v 0,3783 0,1221 9,5900 0,0020
ECG Sinusal

Fibrilacao 0,0563 0,1746 0,1040 0,7469

Marcapasso 0,7112 0,2692 6,9800 0,0082
Hemoglobina Normal

Baixa -0,0148 0,1032 0,0207 0,8857

Alta -0,7672 0,3539 4,7000 0,0302
HDL Otimo

Baixo -0,2484 0,1206 4,2400 0,0395

Alto -0,2079 0,2068 1,0100 0,3148
LDL Otimo

Desejavel -0,3726 0,1452 6,5800 0,0103

Limitrofe -0,1549 0,1532 1,0200 0,3120

Alto -0,3002 0,1691 3,1500 0,0759

71



APENDICE B. SELECAO DE COVARIAVEIS

Tabela B.3: Modelo de fatores latentes competitivos com termo de fragilidade v =

0, 60.
Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao % Valor-p
Intercepto -0,3193 0,7520 0,1801 0,6713
Idade (anos) até 39
de 40 a 49 -0,0497 0,1280 0,1498 0,6987
de 50 a 59 0,2728 0,1320 4,2919 0,0383
60 ou mais 0,2803 0,1960 2,0355 0,1537
Sexo Masculino
Feminino -0,3522 0,1210 8,5079 0,0035

Cardiomiopatia  Idiopatica

Isquémica 0,1002 0,1390 0,5159 0,4726

Alcdolica -0,1414 0,2380 0,3535 0,5521

Hipertensiva -0,3973 0,1500 7,0482 0,0079

Chagésica 0,8318 0,1320 39,9605  0,0000
Classe funcional I ou II

111 0,2692 0,1120 5,7564 0,0164

v 0,5269 0,1610 10,7763  0,0010
ECG Sinusal

Fibrilacao 0,0863 0,2180 0,1559 0,6929

Marcapasso 0,3789 0,3690 1,0517 0,3051
Hemoglobina Normal

Baixa -0,0442 0,1300 0,1160 0,7334

Alta -0,6544 0,3990 2,6942 0,1007
HDL Otimo

Baixo -0,2076 0,1500 1,9199 0,1659

Alto -0,2350 0,2600 0,8142 0,3669
LDL Otimo

Desejavel -0,4005 0,1850 4,6785 0,0305

Limfitrofe -0,1215 0,1950 0,3869 0,5339

Alto -0,2033 0,2130 0,9066 0,3410
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Tabela B.4: Modelo de fatores latentes competitivos de riscos proporcionais.

Covariavel Nivel Estimativa Erro padrao x° Valor-p
Intercepto -0,6649 0,6487 1,0505  0,3054
Idade (anos) até 39

de 40 a 49 0,0113 0,1040 0,0118 09134

de 50 a 59 0,2614 0,1056 6,1332  0,0133

60 ou mais 0,2824 0,1552 3,3106  0,0688
Sexo Masculino

Feminino -0,2581 0,0992 6,7730  0,0093
Cardiomiopatia  Idiopatica

Isquémica 0,1200 0,1128 1,1327  0,2872

Alcoolica -0,0614 0,1951 0,0991  0,7529

Hipertensiva -0,3050 0,1255 5,9084  0,0151

Chagésica 0,6337 0,1019 8,6410  0,0000
Classe funcional I ou II

11T 0,2057 0,0900 5,2157  0,0224

v 0,3332 0,1241 7,2105  0,0072
Hemoglobina Normal

Baixa -0,0449 0,1041 0,1861  0,6662

Alta -0,6822 0,3435 3,9446  0,0470
LDL Otimo

Desejavel -0,3139 0,1470 4,5575  0,0328

Limitrofe -0,0434 0,1527 0,0808  0,7762

Alto -0,1821 0,1657 1,2075  0,2718
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