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Resumo

Modelos de fração de cura compõem uma vasta subárea da análise de sobrevivência, apre-

sentando grande aplicabilidade em estudos médicos. O uso deste tipo de modelo é adequado em

situações tais que o pesquisador reconhece a existência de uma parcela da população não suscetível

ao evento de interesse, consequentemente considerando a probabilidade de que o evento não ocorra.

Embora a teoria encontre-se consolidada tratando-se de censuras à direita, a literatura de modelos

de fração de cura carece de estudos que contemplem a estrutura de censura intervalar, incentivando

os estudos apresentados neste trabalho. Três modelos semiparamétricos de fração de cura para este

tipo de censura são aqui considerados para aplicações em conjuntos de dados reais e estudados por

meio de simulações.

O primeiro modelo, apresentado por Liu e Shen (2009), trata-se de um modelo de tempo de

promoção com estimação baseada em uma variação do algoritmo EM e faz uso de técnicas de

otimização convexa em seu processo de maximização. O modelo proposto por Lam et al. (2013)

considera um modelo semiparamétrico de Cox, modelando a fração de cura da população através

de um efeito aleatório com distribuição Poisson composta, utilizando métodos de aumento de dados

em conjunto com estimadores de máxima verossimilhança. Em Xiang et al. (2011), um modelo

de mistura padrão é proposto adotando um modelo logístico para explicar a incidência e fazendo

uso da estrutura de riscos proporcionais para os efeitos sobre o tempo. Os dois últimos modelos

mencionados possuem extensões para dados agrupados, utilizadas nas aplicações deste trabalho.

Uma das principais motivações desta dissertação consiste em um estudo conduzido por pesqui-

sadores da Fundação Pró-Sangue, em São Paulo - SP, cujo interesse reside em avaliar o tempo até a

ocorrência de anemia em doadores de repetição por meio de avaliações periódicas do hematócrito,

medido em cada visita ao hemocentro. A existência de uma parcela de doadores não suscetíveis à

doença torna conveniente o uso dos modelos estudados. O segundo conjunto de dados analisado

trata-se de um conjunto de observações periódicas de cervos de cauda branca equipados com rádio-

colares. Tem-se como objetivo a avaliação do comportamento migratório dos animais no inverno

para determinadas condições climáticas e geográ�cas, contemplando a possibilidade de os cervos

não migrarem.

Um estudo comparativo entre os modelos propostos é realizado por meio de simulações, a �m de

avaliar a robustez ao assumir-se determinadas especi�cações de cenário e fração de cura. Até onde

sabemos, nenhum trabalho comparando os diferentes mecanismos de cura na presença de censura

intervalar foi realizado até o presente momento.

Palavras-chave: análise de sobrevivência; censura intervalar; fração de cura; anemia; migração

de cervos; simulações.
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Abstract

Cure rate models de�ne an vast sub-area of the survival analysis, presenting great applicability

in medical studies. The use of this type of model is suitable in situations such that the researcher

recognizes the existence of an non-susceptible part of the population to the event of interest, con-

sidering then the probability that such a event does not occur. Although the theory �nds itself

consolidated when considering right censoring, the literature of cure rate models lacks of interval

censoring studies, encouraging then the studies presented in this work. Three semiparametric cure

rate models for this type of censoring are considered here for real data analysis and then studied

by means of simulations.

The �rst model, presented by Liu e Shen (2009), refers to a promotion time model with its

estimation based on an EM algorithm variation and using convex optimization techniques for the

maximization process. The model proposed by Lam et al. (2013) considers a Cox semiparame-

tric model, modelling then the population cure fraction by an frailty distributed as an compound

Poisson, used jointly with data augmentation methods and maximum likelihood estimators. In

Xiang et al. (2011), an standard mixture cure rate model is proposed adopting an logistic model

for explaining incidence and using proportional hazards structure for the e�ects over the time to

event. The two last mentioned models have extensions for clustered data analysis and are used on

the examples of applications of this work.

One of the main motivations of this dissertation consists on a study conducted by researches of

Fundação Pró-Sangue, in São Paulo - SP, whose interest resides on evaluating the time until anaemia,

occurring to recurrent donors, detected through periodic evaluations of the hematocrit, measured

on each visit to the blood center. The existence of a non-susceptible portion of donors turns the

use of the cure rate models convenient. The second analysed dataset consists on an set of periodic

observations of radio collar equipped white tail deers. The goal here is the evaluation of when these

animals migrate in the winter for speci�c weather and geographic conditions, contemplating the

possibility that deer could not migrate.

A comparative study among the proposed models is realized using simulations, in order to assess

the robustness when assuming determined speci�cations about scenario and cure fraction. As far as

we know, no work has been done comparing di�erent cure mechanisms in the presence of interval

censoring data until the present moment.

Keywords: survival analysis, cure rate, interval censoring, anaemia, deer migration, simulations.
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Capítulo 1

Introdução

O estudo do tempo até a ocorrência de um determinado evento é objeto de interesse comum entre
pesquisadores de diversas áreas podendo encontrar, entre estes, exemplos em economia, engenharia,
sociologia, e principalmente em áreas médicas e biológicas. O ramo da estatística que tem como
objetivo estudar o tempo de duração de processos até a ocorrência de um determinado evento é
denominado análise de sobrevivência.

A análise de sobrevivência abrange modelos de regressão que contemplam a presença de ob-
servações incompletas a respeito do tempo de um processo, levando em consideração a informação
parcial que estas podem oferecer, ocasionando então a obtenção de estimativas mais precisas. Neste
contexto, tais observações faltantes são denominadas censuras, sendo comum a ocorrência destas
em estudos de tempos de sobrevida.

Uma observação é dita censurada quando não é possível observar a ocorrência do evento de
interesse, mas sabe-se que o evento não ocorreu no período de inspeção. Existem diversos tipos
de estrutura de censura, sendo os mais comuns denominados �censura à direita�, �censura à es-
querda� e �censura intervalar�. O primeiro tipo, com teoria melhor consolidada, apresenta a maior
parte das aplicações encontradas na literatura, consistindo nos casos em que o evento estudado
ocorre após o período de tempo observado, sem informação precisa a respeito do tempo de ocor-
rência além do conhecimento do mesmo superar o tempo do indivíduo no estudo. Para exemplos
de aplicações da análise de sobrevivência e tipos de censura, tem-se como referências fundamentais
Colosimo e Giolo (2006), Klein e Moeschberger (2003) e Ibrahim et al. (2001a), este último para
o contexto bayesiano.

Neste trabalho em particular, volta-se o foco ao estudo de dados com censura intervalar,
recomendando-se a consulta de Sun (2006) para uma abordagem mais aprofundada deste tipo
de censura. Uma observação cujo tempo de evento é desconhecido mas sabe-se que pertence a um
intervalo especi�cado, impedindo assim precisar o tempo em que o evento realmente ocorreu, é dita
censurada neste intervalo. Conforme a literatura, dados com censura deste tipo são comuns na área
médica, principalmente em estudos clínicos, nos quais observa-se o indivíduo por meio de visitas
periódicas e consequentemente tendo ciência apenas do intervalo de tempo em que a doença ou a
aparição de um sintoma ocorreu.

Usualmente, modelos de análise de sobrevivência supõem a ocorrência incondicional do evento: se
o evento não ocorreu, justi�ca-se que o tempo de observação não foi su�cientemente extenso. Embora
tal suposição aplique-se à maioria dos exemplos práticos, para alguns casos surge naturalmente a
suposição de que é possível que o evento não ocorra, independentemente do período em observação.
Para lidar com a situação em que existe uma parcela composta por tais tipos de indivíduos, ora não
suscetíveis, ora então curados após determinado tratamento, foram propostos na área os modelos de
fração de cura (também conhecidos como modelos de longa duração). Mais detalhes destes modelos
surgirão com o decorrer do texto.

Uma das principais motivações deste trabalho surge com um estudo conduzido por pesquisa-
dores da Fundação Pró-Sangue, em São Paulo - SP, cujo interesse consiste em avaliar o tempo
até a ocorrência de anemia em doadores de repetição, assim como avaliar suas chances de não a
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desenvolverem. Por conta da anemia ocorrer entre os instantes de observação dados pelas consul-
tas, a censura destes dados apresenta estrutura intervalar. No contexto médico, sabe-se que certos
indivíduos não são suscetíveis à anemia, independentemente de quantas doações realizem, sendo
os indivíduos assim caracterizados denominados superdoadores. Pesquisadores disponibilizaram da-
dos de todas as doações de sangue realizadas no período de janeiro de 1996 a dezembro de 2006,
posteriormente analisados neste trabalho. Mais detalhes sobre o conjunto em questão podem ser
encontrados em Almeida et al. (2013) e Almeida et al. (2016).

Outro conjunto de dados, oferecido pelo professor John Fieberg da Universidade de Minnesota
(EUA), é aqui apresentado e analisado. O conjunto é composto por observações periódicas de cervos
(cauda branca) com o uso de rádio-colares em regiões de estudo em Minnesota. O objetivo do estudo
é avaliar o tempo até a migração dos animais em períodos de inverno, contemplando também a
possibilidade destes não migrarem devido à existência de uma parcela não migratória. Embora os
dados possuam análises na literatura envolvendo fração de cura, a abordagem deste trabalho difere
por apresentar o uso de diferentes mecanismos de fração de cura e o uso da estrutura de dados
agrupados. O leitor interessado pode consultar Fieberg e DelGiudice (2008) e Fieberg et al. (2008)
para mais informações a respeito do conjunto de dados e das análises anteriormente realizadas.

Tendo como objetivo a análise destes conjuntos de dados, três diferentes modelos de fração de
cura para dados com censura intervalar são aplicados e discutidos. Mantendo o foco em modelos
semiparamétricos devido à �exibilidade destes, foram utilizadas as especi�cações de mistura simples
(Xiang et al., 2011), fragilidade (Lam et al., 2013) e tempo de promoção (Liu e Shen, 2009) para
modelar a fração de cura. Para os dois primeiros, os autores propuseram extensões para dados
agrupados, aqui apresentadas e aplicadas para o conjunto de dados de migração.

Por �m, um exaustivo estudo por meio de simulações é realizado a �m de avaliar a robustez dos
modelos para dados gerados a partir de diferentes especi�cações. As comparações são realizadas em
cenários de diferentes frações de cura, taxas de censura, tamanho de amostra e mecanismo de geração
de dados. Além disso, estimativas não paramétricas são obtidas através do algoritmo de Turnbull
(Turnbull, 1976), devidamente apresentado neste trabalho por conta de seu uso intermediário na
estimação em dois dos algoritmos estudados.

As implementações em R dos modelos de tempo de promoção e fragilidade estão disponibilizadas
no CRAN (The Comprehensive R Archive Network) através do pacote intercure, desenvolvido como
parte deste trabalho. Para o estimador de Turnbull, foi utilizada a função ic�t do pacote interval. O
modelo de mistura padrão para dados com censura intervalar apresentado em Xiang et al. (2011)
tem sua rotina computacional disponibilizada nos materiais suplementares do artigo original.

1.1 Revisão Bibliográ�ca

Existem diversas pesquisas na área médica com o intuito de analisar o tempo até a ocorrência de
um evento especí�co, podendo este ser dado pela manifestação de uma doença ou mesmo a morte
do indivíduo. Porém, há em alguns casos a possibilidade de um indivíduo não ser suscetível ao
evento de interesse devido a uma possível cura obtida por um tratamento ou por conta de alguma
particularidade da própria observação. A proporção de indivíduos que assim se caracterizam é
denominada na literatura como fração de cura. Diversas pesquisas residem em obter estimativas da
fração de cura de uma determinada população ou mensurar os efeitos de certas covariáveis sobre a
mesma.

Dados em que a fração de cura está presente podem facilmente ser encontrados na literatura,
conforme Peng e Dear (2000) e Lam et al. (2005), nos quais estuda-se a recorrência de tumores de
câncer de mama, Conkin et al. (1992) em seus trabalhos com dados de doença de descompressão
obtidos de experimentos da NASA (National Aeronautics and Space Administration) ou em estudos
de incidência de melanoma (Chen et al., 1999). É importante destacar que o termo �cura� pode estar
associado não somente a contextos biológicos, abrangindo também a não suscetibilidade de eventos
como o primeiro casamento (Aalen, 1992), estudo do tempo de desemprego e ocorrência do primeiro
divórcio, entre outros.
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O primeiro modelo estatístico para fração de cura foi desenvolvido por Boag (1949) e então
modi�cado três anos depois por Berkson e Gage (1952). Tal modelo é conhecido como �modelo de
mistura padrão� e pode ser escrito como:

Spop(t) = πS∗(t) + 1− π, (1.1)

em que Spop(t) e S∗(t) representam as funções de sobrevivência da população e dos indivíduos
suscetíveis, respectivamente, e π denota a probabilidade de um indivíduo ser suscetível ao evento
de interesse.

O modelo de mistura padrão foi amplamente utilizado durante anos em análise de sobrevivência,
apresentando muitos estudos e aplicações até atualmente, com Ma (2010) e Kim e Jhun (2008), por
exemplo, apresentando usos deste para dados com censura intervalar. Uma alternativa a este modelo
surge com Chen et al. (1999) criticando alguns pontos do mesmo e apresentando o modelo original-
mente desenvolvido por Yakovlev et al. (1993) chamado �modelo de tempo de promoção�, também
conhecido como modelo BCH (bounded cumulative hazard model). Nesta abordagem em particu-
lar, consideram-se N variáveis latentes independentes e identicamente distribuídas representando
as possíveis causas da ocorrência do evento de interesse. Usualmente, toma-se N ∼ Poisson(θ) por
conta da garantia da propriedade de riscos proporcionais (Chen et al., 1999). Conforme exempli�-
cado em Rodrigues et al. (2008), as causas de ocorrência do evento podem ser o número de células
defeituosas que causariam o tumor (Yakovlev et al., 1993) ou o número de fatores que levariam um
cliente a cancelar suas operações em um banco (Hoggart e Gri�n, 2001). No modelo de tempo de
promoção, o tempo observado até o evento é dado como sendo o mínimo dos N tempos latentes as-
sociados às causas, considerando-se um indivíduo não suscetível ou curado quando N = 0. Modelos
de regressão utilizando esta modelagem para a proporção de curados podem ser encontrados em
Chen et al. (1999), Ibrahim et al. (2001a), Ibrahim et al. (2001b) e Tsodikov et al. (2003). Mais
recentemente em Yin e Nieto-Barajas (2009) é proposta, sob o paradigma bayesiano e fazendo uso
do modelo BCH, uma modelagem que incorpora conjuntamente covariáveis de forma multiplicativa
e aditiva para os efeitos do tempo de sobrevida e cura, respetivamente.

Abordagens menos populares encontram-se disponíveis para a modelagem da fração de cura,
como a classe proposta por Aalen (1992) baseada no processo de Poisson composto, que atribui
efeitos aleatórios multiplicativos à função de risco para explicar a heterogeneidade dos indivíduos.
Extensões e aplicações desta são revisadas e exploradas por Lam et al. (2013), que faz uso de um
modelo semiparamétrico de riscos proporcionais de Cox (Cox, 1972) com fragilidades, cujo trabalho
é melhor explorado posteriormente neste texto por conta de sua extensão para dados com censura
intervalar. Em Rodrigues et al. (2010) é apresentado, sob uma abordagem bayesiana, um modelo
considerando-se o número de lesões ou células alteradas assumindo distribuição Poisson composta
ponderada.

Também pode-se encontrar na literatura alguns trabalhos que uni�cam a teoria de diferen-
tes modelos de fração de cura, como em Yin e Ibrahim (2005) ou Rodrigues et al. (2008). Estes
criam classes nas quais o modelo de mistura padrão e o modelo de tempo de promoção são casos
particulares, porém, a teoria destes estudos abrange somente casos de censura à direita.

Na prática, a escolha da modelagem da fração de cura é usualmente feita de acordo com a
motivação que os dados proporcionam ou a conveniência das propriedades matemáticas do mo-
delo selecionado, justi�cando a diversidade de abordagens para a estimação de tal proporção nos
trabalhos existentes até então.

Dados com censura intervalar surgem com naturalidade em estudos médicos e biológicos, nos
quais o tempo do evento de interesse não pode ser diretamente observado, sabendo-se apenas que
reside em um intervalo obtido por meio de uma sequência de consultas.

No contexto geral, não necessariamente englobando fração de cura, estimadores não paramé-
tricos da função de sobrevivência foram propostos proporcionando um grande avanço aos recur-
sos descritivos e inferenciais para este tipo de estrutura. Turnbull (1976) propõe um estimador
não paramétrico de máxima verossimilhança utilizando um algoritmo iterativo de autoconsistên-
cia apresentado posteriormente em detalhes nesta dissertação. Posteriormente, Gentleman e Geyer
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(1994) propõem condições para avaliar a unicidade da estimativa, além de condições alternati-
vas para avaliar as estimativas como sendo ou não de máxima verossimilhança. Colosimo e Giolo
(2006) apresentam uma versão modi�cada deste utilizando o estimador produto-limite de Kaplan-
Meier. Em Sun (2006), encontra-se o algoritmo de Turnbull como uma aplicação do algoritmo
EM (Dempster et al., 1977), assim sugerida pelo autor original, e um conjunto de estimadores e
técnicas alternativos para este tipo de conjunto de dados. Em conjunto com o método de Turnbull,
uma abordagem bayesiana para obtenção não paramétrica da curva de sobrevivência é dada por
Gómez et al. (2004) utilizando-se o amostrador de Gibbs juntamente com processos de Dirichlet,
porém, sem expressão analítica, sendo necessário métodos numéricos para estimação. Neste mesmo
artigo, são apresentados estimadores paramétricos e testes não paramétricos para comparação de
funções de sobrevivência. Ainda no contexto bayesiano, Zhou (2004) apresenta um estimador não
paramétrico com forma analítica bem de�nida para a função de sobrevivência, este porém demanda
um grande custo computacional.

Considerando-se dados com uma proporção de curados e censuras do tipo intervalar, em
Aljawadi et al. (2012a) são apresentados estimadores paramétricos e não paramétricos da fração
de cura populacional utilizando a modelagem de tempo de promoção sem a inclusão de covariáveis.
As estimativas são obtidas por meio do algoritmo EM, com uma comparação da performance da
estimação da proporção de curados exibida por meio de simulações.

Um modelo paramétrico de regressão é apresentado em Aljawadi et al. (2013) associando cova-
riáveis ao parâmetro de escala de uma distribuição exponencial na presença de fração de cura sob o
modelo de tempo de promoção para dados com censura intervalar. Neste modelo, a fração de cura
é tomada como constante.

Ma (2010) atribui efeito de covariáveis à cura e à taxa de falha por meio do uso do modelo
semiparamétrico de Cox em conjunto com o modelo de mistura padrão para a cura. A estimação da
taxa de falha acumulada basal é dada pelo método do maior minorante convexo e, em conjunto com
esta, obtém-se estimativas dos parâmetros através do método de Newton-Raphson. Propriedades
inferenciais do estimador proposto são cuidadosamente estudadas neste artigo. Em Liu e Shen
(2009), algoritmo estudado neste trabalho, encontra-se um modelo de regressão semiparamétrico
que faz uso do modelo BCH para explicar a fração de curados em dados com censura intervalar.
Uma alternativa a este último é apresentada em Hu e Xiang (2013), fazendo-se o uso de splines.

Utilizando o modelo de Cox, Kim e Jhun (2008) impõem fragilidades para cada indivíduo
com o intuito de modelar a associação entre a probabilidade de cura e o tempo até a ocorrên-
cia do evento, utilizando estimativas parciais de uma distribuição exponencial por partes para a
curva de risco basal. O artigo faz uso do modelo de mistura padrão e a estimação dos parâme-
tros é obtida maximizando-se uma adaptação da função de verossimilhança aproximada sugerida
por Goetghebeur e Ryan (2000). Ainda com o modelo semiparamétrico de Cox, o trabalho de
Lam et al. (2013) considera o efeito de covariáveis em fragilidades para cada indivíduo, mode-
lando simultaneamente a cura com estas utilizando a distribuição Poisson composta. Algoritmos de
múltipla imputação são utilizados para o processo de estimação neste caso. Lam e Wong (2014)
apresentam uma extensão deste modelo incorporando efeito de grupo para os dados. Este trabalho
apresenta um estudo do modelo de fragilidade para dados com censura intervalar sem agrupamentos
por meio de simulações, exibindo também aplicações em conjuntos de dados reais, contemplando o
efeito de grupo para um dos conjuntos em questão.

Para dados na presença de censura intervalar com a estrutura de medidas repetidas, encontra-se
no trabalho de Xiang et al. (2011) o uso de modelos lineares generalizados mistos para a obtenção
dos efeitos das covariáveis sobre a fração de cura e a taxa de falha na presença de efeitos aleatórios
para grupos, supondo o modelo de riscos proporcionais de Cox e mistura padrão para cura. Este,
em conjunto com seu caso particular para dados sem efeito de grupo, será revisado e utilizado
nos trabalhos aqui apresentados. Ma e Li (2010) utilizam, também para dados agrupados/medidas
repetidas e cura dada por mistura padrão, modelos paramétricos de locação-escala atribuindo dife-
rentes efeitos aleatórios para os preditores lineares associados ao parâmetro de locação e de fração
de cura, respectivamente.
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No contexto bayesiano, Thompson e Chhikara (2003) estendem o modelo de fração de cura
para dados com censura intervalar incorporando medidas repetidas em sua modelagem. Os trabalhos
encontrados em Banerjee e Carlin (2004) apresentam ummodelo paramétrico incluindo fragilidades
para lidar com correlação espacial fazendo uso de distribuições a priori com estrutura autoregressiva.

1.2 Objetivos e Organização

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo e a comparação de diferentes modelos
de regressão semiparamétricos para dados com fração de cura e censura intervalar por meio de
aplicações a dados reais e simulações.

Inicialmente, apresenta-se o algoritmo de Turnbull para estimação não paramétrica da curva de
sobrevivência para dados com censura intervalar, introduzindo brevemente o conceito deste tipo de
censura na notação provida por Turnbull (1976).

É então apresentado um modelo de mistura padrão proposto por Xiang et al. (2011) para cen-
sura do tipo intervalar. O estimador apresentado aborda técnicas de modelos lineares generalizados
para o processo de estimação, trabalhando com modelos mistos para a inclusão de um efeito de
grupo. A rotina computacional, disponibilizada pelos autores, é utilizada nas aplicações e simula-
ções com mudanças super�ciais sobre o código original.

Em seguida, é exibida a metodologia proposta por Liu e Shen (2009), familiarizando o leitor
com a notação original e a construção da função de verossimilhança dos dados. A rotina faz alterna-
damente, em seu processo de estimação, o uso do algoritmo de Turnbull em conjunto com algoritmos
primal-dual de pontos interiores e quase-Newton para a etapa de maximização. Diferente dos outros
modelos semiparamétricos abordados neste estudo, esta proposta não possui extensão para dados
agrupados.

O trabalho segue com a apresentação da proposta de Lam et al. (2013), em que se introduz um
efeito aleatório de natureza multiplicativa ao risco de um indivíduo, modelando tal efeito através
de uma distribuição de Poisson composta. Em trabalhos mais recentes, os autores do artigo original
adaptam o algoritmo para a inclusão de efeitos de grupo (Lam e Wong, 2014), extensão utilizada
em uma das aplicações desta dissertação.

Ao familiarizar o leitor com a teoria dos algoritmos mencionados, são apresentadas aplicações
destes sobre o banco de dados de anemia proveniente da Fundação Pró-Sangue. Uma cuidadosa
análise descritiva é realizada apresentando evidências a respeito da existência da fração de cura,
reforçando o contexto biológico do problema. Aplicações diretas dos algoritmos descritos são rea-
lizadas proporcionando estimativas pontuais e intervalares dos efeitos das covariáveis consideradas
no modelo, consequentemente proporcionando as frações de cura estimadas.

A seguir, uma análise dos dados de migração de cervos é apresentada utilizando os algorit-
mos propostos em conjunto com extensões para efeito de grupo, controlando assim a variabilidade
das observações provenientes de um mesmo animal no decorrer dos anos. Resultados a respeito
do tempo até a migração e da probabilidade de não migrar são obtidos e discutidos neste tra-
balho, corroborando as conclusões obtidas em trabalhos anteriores provenientes dos pesquisadores
(Fieberg e DelGiudice, 2008).

Após a análise dos conjuntos de dados, segue-se um estudo por meio de simulações com o
intuito de avaliar o comportamento dos modelos apresentados quando suas especi�cações não são
as mesmas do real mecanismo de fração de cura. Conclusões gerais do trabalho são apresentadas
no �m deste texto.
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Capítulo 2

Métodos Estatísticos

2.1 Estimador Não Paramétrico de Turnbull

Uma das maneiras mais usuais na análise de tempos de sobrevida de obter-se uma estimativa da
função de sobrevivência para dados censurados à direita é por meio do estimador não paramétrico
de Kaplan-Meier (Kaplan e Meier, 1958). Na presença de censura intervalar, é comum observar o
uso deste mesmo estimador considerando-se a média dos extremos do intervalo de censura como
tempo observado, reduzindo assim o problema para um caso de censuras à direita apenas, e então
utilizando o estimador de Kaplan-Meier. Essa prática, eventualmente adotada por pesquisadores
sem aprofundamento na teoria de censura intervalar, pode levar a um viés nas estimativas e espera-
se que tal viés aumente conforme a amplitude dos intervalos também aumente (Dorey et al., 1993;
Odell et al., 1992; Rücker e Messerer, 1988).

É então apresentado nesta seção, como alternativa ao estimador produto-limite, o estimador
não paramétrico de máxima verossimilhança proposto por Turnbull (1976) para a função de sobre-
vivência de um conjunto de dados na presença de censura e truncamento intervalares. Apesar de o
interesse neste trabalho consistir apenas na análise de dados com censura intervalar, será descrita
a metodologia de forma mais geral, contemplando a possibilidade de truncamento.

Para isto, consideram-se X1, · · · , XN variáveis aleatórias independentes (i = 1, ...N) provenien-
tes da função de distribuição F (x) = P (X ≤ x). Considere também Xi censurada no intervalo Ai.
Desta forma, o conjunto de dados pode ser representado por seus intervalos de censura por meio de
N observações como A1, · · · , AN .

Dizemos que Xi é censurada em um intervalo se Ai tem a forma [Li, Ri]. Observações exatas,
censuras à direita ou esquerda podem facilmente ser incorporadas com a igualdade dos extremos ou
com intervalos semifechados, respectivamente. Os tempos de observação que de�nem os intervalos
de censura são adotados como �xos ou vindos de um mecanismo aleatório independente de Xi.

Com as suposições consideradas anteriormente, e sendo Li e Ri os limites esquerdo e direito,
respectivamente, da i−ésima censura intervalar, a função de verossimilhança é proporcional a

L∗(F ) =

N∏
i=1

[F (Ri+)− F (Li−)], (2.1)

em que Li− e Ri+ representam os instantes imediatamente anterior a Li e posterior a Ri, respec-
tivamente.

De�ne-se então um número �nito de intervalos disjuntos da forma {[qj , pj ]}mj=1 construídos da
seguinte maneira: qj ∈ {Li : i = 1, · · · , N} e pj ∈ {Ri : i = 1, · · · , N} de forma que o intervalo
aberto (qj , pj) não contenha nenhum elemento de {Li, Ri : i = 1, · · · , N} e q1 ≤ p1 < q2 ≤ p2 <
· · · < qm ≤ pm. De�ne-se também C =

⋃m
j=1[qj , pj ].

Além disso, toma-se sj = F (pj+) − F (qj−) para 1 ≤ j ≤ m, com
∑m

j=1 sj = 1 e sj ≥ 0. Se
imposto que as funções de distribuição F possuem valores constantes fora do conjunto C, então o
conjunto de vetores s = (s1, · · · , sm) de�ne classes de equivalência neste espaço de funções. Desta

7
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Figura 2.1: Exemplo ilustrativo para intervalos de Turnbull.

Figura 2.2: Exemplo ilustrativo para intervalos de Turnbull sem �limiar de cura�.

forma, é dito que duas funções com o mesmo vetor s são equivalentes, pois possuem os mesmos
valores fora de C e, de (2.1), tem-se que para qualquer comportamento da função neste conjunto,
a função de verossimilhança é a mesma.

Baseado no exemplo ilustrativo apresentado em Liu e Shen (2009), a Figura 2.1 exibe a cons-
trução dos intervalos de Turnbull para um caso de quatro censuras intervalares. A �gura evidencia
a construção dos mesmos como sendo os intervalos fechados mais internos formados por elementos
dos conjuntos {Li : i = 1, · · · , N} e {Ri : i = 1, · · · , N} para os limites esquerdos e direitos,
respectivamente.

A Figura 2.2, entretanto, apresenta o caso em que não há censura à direita tal que Li, proveniente
desta, supere o maior valor de Rj entre as censuras intervalares �nitas [Lj ;Rj ] contendo certamente
a ocorrência de um evento. A situação assim construída não apresenta o denominado �limiar de cura�
proposto em Zeng et al. (2006), utilizado em Liu e Shen (2009) e no trabalho de outros autores,
implicando na impossibilidade de estimar a fração de cura para alguns estimadores propostos na
literatura. Conforme exempli�cado posteriormente, a ausência deste limiar implica na sobrevivência
estimada pelo algoritmo de Turnbull tendendo a 0 quando t→∞. Aljawadi et al. (2012b) mostram
que o estimador de Turnbull pode ser utilizado para estimar a proporção de curados em seu estudo
comparativo com o estimador de Kaplan-Meier. No estudo aqui apresentado, utiliza-se o último
dos saltos, sm, para estimar a fração de cura associada a amostras sem �limiar de cura�, exibindo
desempenho razoável em aplicações e simulações.

Turnbull (1976) mostra que se pode restringir a busca por um estimador de máxima verossi-
milhança às classes de equivalência e que o estimador destas obtido é, com exceção de alguns casos
triviais, único. Assim, reduz-se o problema de maximizar (2.1) à maximização de

L∗(s1, · · · , sm) =

N∏
i=1

m∑
j=1

αijsj , (2.2)

sujeito a
∑m

j=1 sj = 1 e sj ≥ 0, (1 ≤ j ≤ m), em que:
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αij =

{
1, se [qj , pj ] ⊆ Ai,
0, c.c.

.

Pode-se notar que αij são variáveis indicadoras de que o intervalo [qj , pj ], construído a partir
das classes de equivalência, está contido no intervalo de censura Ai. Para �ns ilustrativos, os dados
hipotéticos da Figura 2.1 apresentam α41 = α42 = α43 = 1.

Com a notação e as devidas considerações apresentadas, pode-se então descrever o processo de
obtenção do estimador de máxima verossimilhança de s. O procedimento descrito a seguir pode ser
visto como uma aplicação do algoritmo EM, entretanto, será aqui mantida a notação e metodologia
do texto original.

Para 1 ≤ i ≤ N , 1 ≤ j ≤ m, tome Iij = 1 se xi ∈ [qj , pj ] e 0 caso contrário. Como o valor de Iij
pode não ser conhecido devido às censuras, fazemos uso da esperança dada por

Es[Iij ] = αijsj/
m∑
k=1

αiksk = µij(s). (2.3)

De�nida dessa forma, a quantidade µij(s) é interpretada como a probabilidade de a i-ésima
observação pertencer ao intervalo [qj , pj ] quando F pertence à classe de equivalência de�nida por
s = (s1, · · · , sm).

Tratando (2.3) como frequência observada ao invés de esperada, temos de imediato que a pro-
porção de observações no intervalo [qj , pj ] é dada por

N∑
i=1

µij(s)/M(s) = πj(s),

em que

M(s) =

N∑
i=1

m∑
j=1

µij(s).

Um vetor de probabilidades s é denominado autoconsistente se

sj = πj(s1, · · · , sm), (1 ≤ j ≤ m). (2.4)

A um vetor s que satisfaça a igualdade (2.4) dá-se o nome de estimativa autoconsistente. Tal
igualdade fornece motivação ao seguinte processo iterativo para encontrar a solução:

1. Obtenha estimativas iniciais s0
j (1 ≤ j ≤ m) de modo que

∑m
j=1 s

0
j = 1 e s0

j ≥ 0 para todo j.

2. Calcule µij(s0) utilizando (2.3) para todo i, j. Com isso, calcule M(s0) e πj(s0).

3. Atualize as estimativas fazendo:
s1
j = πj(s

0)

para todo j.

4. Repita o segundo passo utilizando as estimativas atualizadas.

5. Pare quando o critério de convergência estabelecido for satisfeito.

É possível mostrar que, satisfazendo certas condições, a solução obtida pelo processo iterativo
é equivalente à solução da maximização da função de verossimilhança (2.2). Para isso, de�ne-se

dj(s) =
N∑
i=1

{
αij∑m

k=1 αiksk
− βij∑m

k=1 βiksk

}
, 1 ≤ j ≤ m. (2.5)
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Pode ser mostrado que condições necessárias e su�cientes para que s, obtido através do processo
iterativo, seja estimador de máxima verossimilhança são dadas por

dj(s) = 0 ou dj(s) ≤ 0 com sj = 0, (2.6)

para todo j.
Para a demonstração deste resultado, ou para questões referentes à construção das classes de

equivalência e condições de identi�cabilidade, o leitor deve consultar Turnbull (1976).
Com a solução ŝ obtida, temos

F̂ (x) =


0, se x < q1,
ŝ1 + ŝ2 + · · ·+ ŝj , se pj < x < qj+1 (1 ≤ j ≤ m− 1),
1, se x > pm.

Então, chega-se a

Ŝ(x) =


1, se x < q1,

1−
∑j

k=1 ŝk, se pj < x < qj+1 (1 ≤ j ≤ m− 1),
0, se x > pm.

Note que a função estimada não possui valor de�nido em pontos pertencentes aos intervalos de
equivalência [qj , pj ]. Para contornar este problema, Aljawadi et al. (2012a) gera tempos de sobre-
vida aleatoriamente para cada intervalo de censura que contém um intervalo de equivalência, criando
vetores de valores intermediários para a função de sobrevivência avaliada em pontos pertencentes
aos intervalos de censura.

Colosimo e Giolo (2006) sugerem uma modi�cação do estimador de Turnbull considerando a
ocorrência das observações no extremo direito do intervalo de equivalência, obtendo também com
isso o número de indivíduos em risco até determinado tempo, aplicando então o estimador produto-
limite de Kaplan-Meier em um processo iterativo. Entretanto, a restrição a classes de equivalência
não representa grandes problemas quando o estimador é utilizado para �ns descritivos ou mesmo
para alguns casos inferenciais, conforme o uso em algoritmos posteriormente apresentados.

Além disso, Gentleman e Geyer (1994) apresentam condições simpli�cadas e de cálculo ime-
diato para avaliação de um estimador assim obtido como sendo ou não um estimador de máxima
verossimilhança, em conjunto com condições para avaliar sua unicidade. Tais resultados são con-
templados pela função ic�t() do pacote interval, distribuído no sistema R (R Core Team, 2015).
Para detalhes destes, recomenda-se a leitura do artigo original.

2.2 Modelo de Mistura Padrão

Os modelos de mistura padrão apresentam muitos estudos na literatura considerando dados
com tempos de falha exatos e censuras à direita. Entretanto, a literatura ainda apresenta-se es-
cassa quando refere-se ao uso destes modelos sob a estrutura de censura intervalar. Neste contexto,
Xiang et al. (2011) propõem modelos de fração de cura fazendo uso da teoria de modelos lineares
generalizados mistos, incorporando efeito de grupo ao modelo por meio do uso de efeitos aleatórios
nos preditores lineares relacionados aos tempos de sobrevida e proporção de cura. O efeito aleatório
é adotado com o �m de controlar a variabilidade de indivíduos dentro de um mesmo grupo através
de uma estrutura de correlação imposta, contemplada posteriormente na aplicação ao conjunto de
dados de migração.

É apresentada a seguir a teoria proposta para dados agrupados e não agrupados encontrada
em Xiang et al. (2011), com rotina computacional de ambos os estimadores disponibilizadas nos
materiais suplementares do artigo. Conforme mencionado no artigo original, a identi�cabilidade
para este modelo não está demonstrada e problemas na estimação podem ocorrer por conta disso.
Os autores destacam a necessidade de boa evidência empírica a respeito da existência da fração
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de cura, em conjunto com fatores como uma amostra de tamanho grande, um extenso tempo de
observação e baixa proporção de censuras para mitigar a possibilidade de problemas no processo
de estimação.

2.2.1 Modelo para Dados Não Agrupados

O conjunto de dados observados é denotado por (Ai,xi, δi) , i = 1, · · · , n tal que Ai = [Li, Ri]
é o intervalo no qual a falha do indivíduo i ocorre, xi é o vetor de covariáveis de dimensão p e
δi = I(Ri < ∞) sendo variável indicadora de falha sob censura intervalar �nita. Seja S(t;x) a
função de sobrevivência avaliada no tempo t para um indivíduo com vetor de covariáveis x. Então,

L ∝
N∏
i=1

{S(Li,xi)− S(Ri,xi)} (2.7)

assumindo-se 0 ≤ Li < Ri ≤ ∞, ∀i, implicando na ausência de instantes exatos de falha.
De�ne-se então a variável latente indicadora de suscetibilidade Yi, assumindo 1 para o caso de

o indivíduo ser suscetível e 0 para o caso em que este é curado. A expressão para a função de
sobrevivência populacional é então dada por

Spop(t;xi) = π(xi)S(t;xi) + 1− π(xi), (2.8)

em que π(xi) denota P (Yi = 1|xi). Modela-se tal probabilidade condicional por meio da função de
ligação logito,

πi = π(xi) =
exp (ξi)

1 + exp (ξi)
, (2.9)

em que ξi = w′ib, wi = (1,x′i)
′ e b é o vetor de coe�cientes associados à probabilidade de ser

suscetível. Assume-se também a estrutura de riscos proporcionais para os indivíduos suscetíveis,
implicando em

λ(t;xi) = λ0(t) exp(ηi) e S(t;xi) = S0(t)exp(ηi), (2.10)

com ηi = x′iβ sendo o preditor linear e β vetor p−dimensional correspondente ao efeito das co-
variáveis xi sobre o componente de sobrevivência do modelo. λ0(t) e S0(t) denotam as funções de
risco e sobrevivência basais do modelo no instante t, respectivamente. De�nida a notação acima,
a função de log-verossimilança do modelo de mistura padrão para dados com censura intervalar, a
menos de uma constante, pode então ser expressa por

logL =
N∑
i=1

[
yi log πi + (1− yi) log(1− πi) + yi log

{
S0(Li)

exp(ηi) − S0(Ri)
exp(ηi)

}]
. (2.11)

Através da expressão (2.11), nota-se que o processo de estimação depende da função basal S0(t),
aqui assumida desconhecida por tratar-se de um modelo semiparamétrico e, consequentemente, não
levando à dependência de suposições a respeito da distribuição dos tempos de sobrevida. Faz-se
então o uso do estimador não paramétrico de Turnbull, apresentado anteriormente, para modelar a
componente de sobrevivência.

Sejam 0 = t0 < t1 < · · · < tQ = ∞ os tempos ordenados distintos de todos os extremos dos
intervalos {Li, Ri; i = 1, · · · , N} com αiq = I ((tq−1, tq] ⊂ (Li, Ri]) sendo a variável indicadora de
que o evento do i−ésimo indivíduo que ocorreu no intervalo (Li, Ri] poderia ter ocorrido no instante
tq, em que q = 1, · · · , Q. Para evitar restrições no processo de estimação, os autores modelam os
saltos da função de sobrevivência por meio de γq = log [logS0(tq−1)− logS0(tq)]. Com isso, pode-se
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escrever a função de sobrevivência basal como

S0(tq) =

q∏
k=1

e− exp(γk) = exp

{
−

q∑
k=1

exp(γk)

}
, q = 1, · · · , Q, (2.12)

em que S0(t0) = 1 se γ0 = −∞, e S0(tQ) = 0 se γQ = ∞. Pode-se então reescrever a função de
log-verossimilhança em função dos parâmetros β, b, e γ = (γ1, · · · , γQ−1)′:

logL =

N∑
i=1

(yi log πi + (1− yi) log (1− πi) + Pi) , (2.13)

em que

Pi = yi log

Q∑
q=1

αi

[
exp

{
−
q−1∑
k=1

exp (γk + ηi)

}
− exp

{
−

q∑
k=1

exp (γk + ηi)

}]
,

com ηi = x′iβ.
Da expressão acima, nota-se que o processo de estimação de b independe da estimação de (β,γ),

simpli�cando a obtenção das estimativas através da maximização de lC = lβ + lb em que

lβ =
N∑
i=1

yi log

Q∑
q=1

αi

[
exp

{
−
q−1∑
k=1

exp (γk + ηi)

}
− exp

{
−

q∑
k=1

exp (γk + ηi)

}] (2.14)

e

lb =

N∑
i=1

{yi log πi + (1− yi) log (1− πi)} . (2.15)

A função de log-verossimilhança descrita acima depende das variáveis não observáveis yi,
fazendo-se necessário o uso de técnicas como o algoritmo EM. Para os valores yi desconhecidos,
obtém-se no passo E a esperança y(r)

i = E(yi|β, b, γ) dos mesmos dada por

y
(r)
i = δi +

(1− δi)πi
(∑Q

q=1 αiq

[
exp

{
−
∑q−1
k=1 exp (γk + ηi)

}
− exp {−

∑q
k=1 exp (γk + ηi)}

])
1− πi + πi

(∑Q
q=1 αiq

[
exp

{
−
∑q−1
k=1 exp (γk + ηi)

}
− exp {−

∑q
k=1 exp (γk + ηi)}

]) , (2.16)

em que β, b,γ são obtidos da (r − 1)-ésima iteração.
A demonstração da esperança acima, embora omitida, é obtida utilizando-se o teorema de Bayes,

uma vez que tem-se disponível P (Yij = 1|xij) e componentes da verossimilhança (restrita à classe
de equivalência) como P (αijq, δij |xij ,β, b,γ) para a obtenção de P (Yij |αijq, δij , xij ,β, b,γ) e, com
isso, a esperança condicional desejada.

Após a obtenção dos valores y(r)
i , o passo M do algoritmo EM resume-se à maximização de

lb e lβ , facilmente obtida com o uso da função optim() em R, concluindo assim uma iteração do
processo de estimação. Procede-se então repetindo a imputação de yi e maximizando as funções
de verossimilhança dados os valores �xados das variáveis latentes até que se atinja a convergência
das estimativas. Embora a convergência sugerida no artigo original se re�ra à convergência dos
parâmetros, a rotina disponibilizada nos materiais suplementares avalia a convergência dos valores
imputados yi. As aplicações e simulações apresentadas neste trabalho consideram então a conver-
gência segundo a rotina disponibilizada.
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2.2.2 Modelo para Dados Agrupados

Conforme mencionado anteriormente, os autores estendem o algoritmo para contemplar dados
agrupados, ou seja, dados que compartilham uma estrutura de correlação por pertencerem a um
mesmo grupo. Para este caso, os intervalos de tempo de ocorrência dos eventos são denotados por
(Aij ,xij , δij) , j = 1, · · · , ni, i = 1, · · · ,M, com

∑M
i=1 ni = N , tal que Aij = [Lij , Rij ] é o intervalo

de tempo em que a falha do indivíduo j do grupo i ocorre, xij é o vetor de covariáveis de dimensão
p e δij = I (Rij <∞). De forma análoga ao caso sem agrupamentos, tem-se

L ∝
M∏
i=1

ni∏
j=1

{S(Lij ,xij)− S(Rij ,xij)} , (2.17)

com S(t;x) sendo a função de sobrevivência avaliada em t para o conjunto de covariáveis x. Assume-
se aqui que 0 ≤ Lij < Rij ≤ ∞ para todo j = 1, · · · , ni; i = 1, · · · ,M . Ou seja, não há observações
exatas.

Deriva-se, de modo similar,

Spop(t;xij) = π(xij)S(t;xij) + 1− π(xij), (2.18)

em que

πij = π(xij) =
exp(ξij)

1 + exp (ξij)
, (2.19)

com ξij = w′ijb, wij = (1, x′ij)
′ e b sendo o vetor de coe�cientes associados à probabilidade de

suscetibilidade. Têm-se então as funções de risco e sobrevivência abaixo:

λ(t;xij) = λ0(t) exp(ηij) e S(t;xij) = S0(t)exp(ηij), (2.20)

com ηij = x′ijβ sendo o preditor linear, com β p−dimensional, correspondente ao efeito sobre o
componente de sobrevivência do modelo.

Assumindo mais uma vez Yij como variável latente denotando a não suscetibilidade do indivíduo,
a função de log-verossimilhança do modelo de mistura padrão para dados agrupados com censura
intervalar, a menos de uma constante, é então expressa por

logL =

M∑
i=1

ni∑
j=1

[
yij log πij + (1− yij) log(1− πij) + yij log

{
S0(Lij)

exp(ηij) − S0(Rij)
exp(ηij)

}]
.

(2.21)
Introduz-se os efeitos de grupo U = (U1, U2, · · · , UM ) e V = (V1, V2, · · · , VM ) às componentes

de sobrevivência e incidência através dos preditores lineares

ξij = w′ijb+ Vi (2.22)

e
ηij = x′ijβ + Ui, (2.23)

em que U e V são vetores não observáveis e independentes com distribuição dada por N(0, θ1I) e
N(0, θ2I), respectivamente. O processo de estimação assume que os efeitos aleatórios incorporados
satisfazem

∑M
i Ui = 0 e

∑M
i Vi = 0, conforme proposto em McGilchrist e Aisbett (1991).

Assim como para o modelo sem efeito de grupo, contempla-se aqui o estimador não paramétrico
proposto por Turnbull para a estimação de S0(.) com pequenas alterações na notação. De�nem-se
como 0 = t0 < t1 < · · · < tQ =∞ os tempos ordenados distintos de todos os extremos dos intervalos
{Lij , Rij ; j = 1, · · · , ni, i = 1, · · · ,M}, com αijq = I ((tq−1, tq] ⊂ (Lij , Rij ]) tal que q = 1, · · · , Q. A
modelagem dos saltos através da transformação γq = log [logS0(tq−1)− logS0(tq)] também aplica-se
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para este caso, obtendo-se assim

S0(tq) =

q∏
k=1

e− exp(γk) = exp

{
−

q∑
k=1

exp (γk)

}
, q = 1, · · · , Q. (2.24)

Deste modo, �xados os efeitos aleatórios U e V , a função de log-verossimilhança pode ser
expressa em termos de U , V , β, b e γ = (γ1, · · · , γQ−1)′ como

l1 =
M∑
i=1

ni∑
j=1

(yij log πij + (1− yij) log(1− πij) +Qij) , (2.25)

com

Qij = yij log

Q∑
q=1

αijq

[
exp

{
−
q−1∑
k=1

exp(γk + ηij)

}
− exp

{
−

q∑
k=1

exp(γk + ηij)

}]
,

em que ηij = x′ijβ + Ui.
Conforme McGilchrist (1993), os melhores preditores lineares não viesados (BLUPs) para ambos

os efeitos �xos e aleatórios β, b,γ,U ,V são obtidos por meio da maximização de l = l1 + l2, com
l1 dado em (2.25) e

l2 = −1

2

{
M log(2πθ1) +

1

θ1
U ′U

}
− 1

2

{
M log(2πθ2) +

1

θ2
V ′V

}
.

A função de verossimilhança conjunta l é diretamente obtida da verossimilhança dos dados
quando �xam-se os efeitos aleatórios U e V e soma-se à verossimilhança obtida da densidade
dos efeitos aleatórios demonstrada em McGilchrist (1993), dada por l2. Deste modo l pode ser
vista como uma função de log-verossimilhança penalizada quando os efeitos aleatórios são condi-
cionalmente �xos. Por conta da função l depender também da quantidade desconhecida yi, faz-se
necessário o uso do algoritmo EM para dados incompletos. O problema pode então ser expresso em
termos da maximização da função de log-verossimilhança dos dados completos lC = lβ + lb em que

lβ =

M∑
i=1

ni∑
j=1

yij log

Q∑
q=1

αijq

[
exp

{
−
q−1∑
k=1

exp(γk + ηij)

}
− exp

{
−

q∑
k=1

exp(γk + ηij)

}]
− 1

2

{
M log(2πθ1) +

1

θ1
U ′U

}
(2.26)

e

lb =

M∑
i=1

ni∑
j=1

{yij log πij + (1− yij) log(1− πij)} −
1

2

{
M log(2πθ2) +

1

θ2
V ′V

}
. (2.27)

Para lidar com a quantidade desconhecida yi, calcula-se primeiramente sua esperança condicional
com o restante dos parâmetros �xados. Esta rotina consiste no passo E do algoritmo EM, �xando-se
para cada iteração os parâmetros β, b,γ,U ,V , θ1 e θ2 da iteração anterior. A esperança condicional
de yij , obtida de forma análoga ao caso sem agrupamento, é dada por

yrij = E(yij |β, b,γ,U ,V , θ1, θ2)

= δij +
(1− δij)πij

(∑Q
q=1 αijq

[
exp

{
−
∑q−1
k=1 exp (γk + ηij)

}
− exp {−

∑q
k=1 exp (γk + ηij)}

])
1− πij + πij

(∑Q
q=1 αijq

[
exp

{
−
∑q−1
k=1 exp (γk + ηij)

}
− exp {−

∑q
k=1 exp (γk + ηij)}

]) .
(2.28)
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Uma vez obtidos e �xados os valores yij , realiza-se o passo M do algoritmo, consistindo na
maximização de lC em relação a (β, b,U ,V ,γ) com θ1 e θ2 �xados. Tal otimização, conforme
o processo numérico descrito no Apêndice A.1, pode ser realizada para lβ e lb separadamente
utilizando o método de Newton-Raphson através de rotinas como optim() do pacote computacional

R. Com as estimativas (β̂
(r)
, Û

(r)
, γ̂(r)) e (b̂

(r)
, V̂

(r)
) da r-ésima iteração, além de yij , estima-se

então θ1 e θ2 com o uso de estimadores de máxima verossimilhança restrita, usualmente utilizados
no ajuste de modelos mistos. A obtenção de θ̂1 e θ̂2 e a variância assintótica dos estimadores
apresentados é determinada e vista com detalhes no apêndice de Xiang et al. (2011), baseado em
resultados obtidos em McGilchrist (1993), �elmente retratado no Apêndice A.1 deste trabalho.
Como na versão sem agrupamentos, a convergência é avaliada sobre os valores yrij esperados por
iteração.

2.3 Modelo de Tempo de Promoção

Conforme anteriormente mencionado, o modelo de tempo de promoção, também denominado
BCH (bounded cumulative hazard) model, apresenta-se como opção na análise inferencial de dados
com fração de curados em sua população. A construção e especi�cação de tal mecanismo de fração
de cura, desconsiderando-se o tipo de censura, segue utilizando-se metodologia e motivação �éis
às apresentadas em Chen et al. (1999). As seções posteriores introduzem o leitor ao algoritmo
proposto em Liu e Shen (2009), possibilitando a estimação da fração de cura por meio do modelo
BCH para dados com censura do tipo intervalar. A motivação original do modelo é dada a seguir.

2.3.1 Motivação

Suponha que, para cada indivíduo na população, N denote o número de células tumorosas
metástase-competitivas ativas remanescentes após algum tratamento inicial para este indivíduo.
Uma célula assim de�nida é uma célula tumorosa com potencial de realização de metástase. Além
disso, assume-se que N tem distribuição Poisson com parâmetro θ. Toma-se Zi, i = 1, 2, · · · , como
sendo o tempo aleatório para a i−ésima célula produzir uma doença detectável a partir da metástase.
Assim sendo, Zi pode ser visto como tempo de promoção para a i-ésima célula tumorosa. Dado N ,
assume-se que as variáveis aleatórias Zi, i = 1, 2, · · · , são independentes e identicamente distribuídas
com distribuição F (y) = 1−S(y) não dependente de N . O tempo até a recorrência do câncer pode
então ser de�nido através da variável aleatória Y = min{Zi, 0 ≤ i ≤ N}, com P (Z0 = ∞) = 1. A
função de sobrevivência para Y é dita ser a função de sobrevivência populacional, pois aplica-se a
toda a população em estudo, sendo dada por

Spop(y) = P (sem câncer metástico até o tempo y)

= P (N = 0) + P (Z1 > y,Z2 > y, · · · , ZN > y,N ≥ 1).

Após algumas operações algébricas, conforme pode ser visto em Yakovlev et al. (1993), tem-se

Spop(y) = exp(−θ) +
∞∑
k=1

S(y)k
θk

k!
exp(−θ)

= exp(−θ + θS(y))

= exp(−θF (y)). (2.29)

Da equação acima, é fácil observar que a fração de cura é dada por

Spop(∞) ≡ P (N = 0) = exp(−θ).
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Conforme mencionado em Ibrahim et al. (2001a), o modelo de fração de cura assim de�nido
possui a atrativa estrutura de riscos proporcionais, ausente no modelo de mistura padrão, com o
risco populacional expresso como

λpop(y) = θf(y),

em que f(y) é a função densidade de probabilidade avaliada em y obtida com f(y) = F ′(y).
Existe uma relação matemática entre o modelo BCH e o modelo de mistura padrão simples

expressa a seguir e cuidadosamente estudada em trabalhos que visam a uni�cação da teoria de
modelos de fração de cura (Rodrigues et al., 2008; Yin e Ibrahim, 2005). Conforme explicitado em
Tsodikov et al. (2003), a função de sobrevivência da população suscetível (�não curada�), S∗pop(y),
é dada por

S∗pop(y) = P (Y > y|N ≥ 1) =
exp(−θF (y))− exp(−θ)

1− exp(−θ)
.

A relação entre os modelos é descrita então como

Spop(y) = exp(−θ) + (1− exp(−θ))S∗pop(y). (2.30)

Deste modo, Spop(y) pode ser visto como um modelo de mistura padrão com fração de cura
igual a 1 − π = exp(−θ) e função de sobrevivência da população suscetível dada por S∗pop(y). A
seguir, é apresentada neste trabalho a abordagem utilizada em Liu e Shen (2009) com respeito à
inclusão de covariáveis no modelo BCH, assim como a forma da função de verossimilhança para a
presença de censura intervalar com base nos trabalhos de Turnbull (1976).

2.3.2 Modelagem e Função de Verossimilhança

Em seu artigo, Liu e Shen (2009) consideram a análise de regressão de um conjunto de dados
na presença de censura intervalar para um modelo semiparamétrico de tempo de promoção. Na
notação deste, T denota a variável não negativa representando o tempo até o evento de interesse,
com Z representando o vetor de covariáveis associadas. Assume-se então que

S(t|Z) = P (T ≥ t|Z) = exp(−eα+β′ZF (t)), (2.31)

em que (α,β) são coe�cientes de regressão (modelando a média do número de variáveis latentes N
apresentadas na seção anterior) e F é uma função de distribuição não especi�cada. É fácil notar
que a função de sobrevivência proposta é imprópria tomando-se o limite de t tendendo ao in�nito.
Liu e Shen (2009) mostram que o modelo (2.31) é identi�cável sob a condição de que F seja limitada
por 1, conforme dado a seguir.

Mantendo a notação �el à dos autores, faz-se E0 como sendo a esperança sob os valores verda-
deiros α0, β0 e F0 que satisfazem o modelo (2.31). Para demonstrar identi�cabilidade, assume-se
que a esperança de Z condicionada ao parâmetros de regressão satisfaça E0

[
exp(β′0Z)

]
< ∞ e

|α0| <∞. Assim como sua condicional, a sobrevivência marginal P0(T ≥ t) = E0 [P0(T ≥ t|Z)] não
é própria, conforme veri�ca-se pela desigualdade de Jensen:

lim
t→∞

P0(T ≥ t) = E0

[
exp(− exp(α0 + β′0Z))

]
≥ exp{−E0

[
exp(α0 + β′0Z)

]
}.

Além disso, para garantir a identi�cabilidade do modelo, Liu e Shen (2009) tomam F como
sendo uma função de distribuição usual com limt→∞ F (t) = 1. Considere então (α∗,β∗, F∗)
como sendo um conjunto de parâmetros que satisfaçam a relação (2.31), ou seja, S∗(t|Z) =
exp(−eα∗+β′∗ZF∗(t)). Fixando-se ω em um conjunto de probabilidade 1 no espaço probabilístico,
então

S∗(t|Z(ω)) = S(t|Z(ω)) =⇒ eα∗+β
′
∗Z(ω)F∗(t) = eα+β′Z(ω)F (t) ∀t ∈ (0,∞).
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Fazendo t → ∞ implica eα∗+β
′
∗Z(ω) = eα+β′Z(ω) e, consequentemente, α∗ + β′∗Z = α + β′Z

com probabilidade 1. Suponha então, como uma condição adicional para identi�cabilidade, que se
P (b′Z = a) = 1 para constante real a e para algum vetor real b respectivamente, então a = 0 e b =
0, ou seja, o evento de um preditor linear b′Z se igualar a a só é certo quando tem-se a = 0 e b = 0,
independente do conjunto de covariáveis. Na prática, o vetor de covariáveis Z é su�cientemente
�comportado� para garantir a validade da suposição. Como consequência da suposição adotada,
tem-se α∗ = α e β∗ = β. Logo, tem-se por consequência que F∗(t) = F (t),∀t ∈ (0,∞).

Para a construção da verossimilhança, considera-se que o tempo até a ocorrência do evento
de interesse para cada indivíduo seja desconhecido, mas contido no intervalo fechado [L,R] de
tal forma que L e R denotem os instantes de observação anterior e posterior, respectivamente,
à ocorrência do evento (com R = ∞ no caso em que nenhum evento é observado até a última
observação realizada). Assim sendo, os dados são denotados como (Li, Ri,Zi) para cada indivíduo
i (i = 1, · · · , n), assumindo-se independência e igualdade de distribuição condicionada ao vetor de
covariáveis com Li < Ri para qualquer i, por construção.

A contribuição para a verossimilhança de um indivíduo cujo evento ocorre entre dois instantes
de observação é dada pela probabilidade de ocorrência do evento neste intervalo:

Pθ,F (Li ≤ Ti ≤ Ri|Zi) = exp(−eθ
′Z̃iF (Li−))− exp(−eθ

′Z̃iF (Ri+)),

em que θ′ = (α,β′), Z̃i = (1,Zi) e Pθ,F é medida de probabilidade em função dos parâmetros θ

e da função de distribuição F , tal que exp(−eθ′Z̃iF (t)) é função de sobrevivência conforme (2.31),
sendo esta contínua à esquerda e com limites à direita.

Se R = ∞, ou seja, o indivíduo é curado ou o evento não ocorreu até o último instante de
observação, a contribuição para a verossimilhança é dada por

Pθ,F (Li ≤ Ti ≤ ∞|Zi) = exp(−eθ
′Z̃iF (Li−)).

Logo, a função de verossimilhança para as n observações é dada por

Ln(θ, F ) =
n∏
i=1

[
e− exp(θ′Z̃i)F (Li−) − e− exp(θ′Z̃i)F (Ri+)

]1(Ri<∞) [
e− exp(θ′Z̃i)F (Li−)

]1(Ri=∞)
.

(2.32)
Baseando-se na função de verossimilhança acima para (θ, F ), Liu e Shen (2009) apresentam um

estimador não paramétrico para F restringindo a busca com o uso de classes de equivalência, exten-
são direta do trabalho de Turnbull (1976) para estimação não paramétrica na presença de censuras
intervalares, conforme apresentado anteriormente. Assumindo-se a existência de uma proporção de
curados, Liu e Shen (2009) de�nem um número �nito de intervalos disjuntos {[sj , rj ]}m+1

j=1 cons-
truídos como se segue: sj ∈ {Li : i = 1, · · · , n} e rj ∈ {Ri : i = 1, · · · , n} de modo que (sj , rj)
não contenha membro algum de {Li, Ri : i = 1, · · · , n}, e s1 ≤ r1 < s2 ≤ r2 < · · · sm ≤ rm <
sm+1 < rm+1 =∞. Na construção dos autores, sm+1 denota o maior dos tempos de observação. De
modo similar ao trabalho de Turnbull (1976), faz-se C =

⋃m
j=1 [sj , rj ] e do mesmo modo nota-se

que, �xado θ e um determinado conjunto de dados, a estimativa da função de distribuição F não
pode ser crescente fora do conjunto C. Examinando-se (2.32) veri�ca-se também que, �xando-se
os valores {F (sj−), F (rj+)}mj=1, a função de verossimilhança é independente do comportamento de
F em cada intervalo aberto (sj , rj). Faz-se então pj = F (rj+)− F (sj−) para j = 1, · · · ,m. Deste
modo, o vetor p ≡ (p1, p2, · · · , pm), tal que

∑m
j=1 pj = 1 e pj ≥ 0, de�ne uma classe de equivalência

de funções de distribuição F constantes fora do conjunto C. Ou seja, como em Turnbull (1976),
a busca por um estimador de máxima verossimilhança pode restringir-se à classe de equivalência
composta de funções escada do tipo

t 7→
m∑
j=1

pj1(t ≥ rj),
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com a restrição
∑m

j=1 pj = 1, 0 ≤ pj ≤ 1.
Sem perda de generalidade, Liu e Shen (2009) trabalham ainda com funções da classe assim

de�nida, tomando F contínua pela direita F (t) = F (t+) e assumindo valor constante igual a F (rj)
em [rj , sj+1] para j = 1, · · · ,m, com F (0) = 0 e F (rm) = F (sm+1) = 1, com saltos pj nos instantes
imediatamente anteriores a rj (para j = 1, · · · ,m). Deste modo,

SZi
(t) = Sθ,F (t|Zi) = exp

(
−eθ

′Z̃iF (t)
)

= exp

−eθ′Z̃i

m∑
j=1

pj1(t ≥ rj)

 .
Da expressão acima tem-se, para j = 1, · · · ,m, que

SZi
(sj−) = exp

[
−eθ

′Z̃i(p0 + p1 + · · ·+ pj−1)
]

e
SZi

(rj+) = exp
[
−eθ

′Z̃i(p0 + p1 + · · ·+ pj)
]

= SZi
(sj+1),

em que p0 ≡ 0 por conveniência de notação.
Com isso, nota-se que a verossimilhança dos dados depende somente do vetor de parâmetros

p e θ. Tomando δij como função indicadora assumindo 1 caso [sj , rj ] pertença a [Li, Ri] e, em
particular, δi,m+1 = 1 indicando se a i-ésima pessoa completou o acompanhamento sem ocorrência
do evento (ou seja, Ri =∞) a função de log-verossimilhança pode então ser escrita como

ln(θ, F ) ≡ ln(θ, p) =

n∑
i=1

log


m∑
j=1

δij(SZi
(sj−)− SZi

(rj+)) + δi,m+1SZi
(sm+1)

 . (2.33)

Por conta da suposição da existência de uma proporção de curados, assume-se que o banco
de dados possui ao menos um indivíduo não suscetível ao evento de interesse (Ri = ∞) cujo
último tempo de acompanhamento supere rm. Assim sendo, o termo δi,m+1SZi

(sm+1) é mantido
na expressão (2.33). A contribuição para a fração de cura dá-se por meio dos indivíduos cujos
eventos de interesse não foram observados e com Li > rm. Essa abordagem, comum em modelos de
fração de cura, denomina-se �limiar de cura� (cure threshold) (Zeng et al., 2006). É recomendado
um tempo de acompanhamento su�cientemente longo para que sm+1 seja grande o bastante fazendo
com que alguns indivíduos sejam considerados curados de acordo com o contexto cientí�co. Para
mais detalhes da modelagem aqui apresentada e visualização de um exemplo de dados com essa
estrutura, o leitor deve considerar a leitura do trabalho apresentado em Liu e Shen (2009).

2.3.3 Algoritmo Computacional

Na seção anterior, foi apresentada a função de log-verossimilhança dos dados (2.33). A maxi-
mização da função de log-verossimilhança implica na obtenção dos estimadores semiparamétricos
de máxima verossimilhança denotados por (θ̂n, F̂n). O possível aumento de dimensão do vetor de
parâmetros p a ser estimado traz di�culdades computacionais consideráveis. Tendo em vista estes
potenciais problemas, Liu e Shen (2009) consideram o uso do algoritmo EM para dados com cen-
sura intervalar como uma extensão do método utilizado na ausência de covariáveis, apresentado em
Kalbeisch e Prentice (2002). A etapa de maximização é composta por duas maximizações condi-
cionais, consistindo na obtenção de estimativas per�ladas para p e θ. Tal substituição permite o
uso de técnicas de maximização diferentes para cada vetor de parâmetros através da maximização
condicional da função de log-verossimilhança esperada. Esta rotina consiste essencialmente no algo-
ritmo apresentado em Meng e Rubin (1993), denominado algoritmo ECM. Entretanto, Liu e Shen
(2009) propõem o uso de técnicas de otimização convexa, demonstrando com isso estabilidade nu-
mérica e e�ciência no passo de maximização do algoritmo. A seguir, são apresentadas construções e
propostas encontradas em Liu e Shen (2009), mantendo a notação dos autores e omitindo algumas
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passagens apresentadas pelos mesmos em seus artigos originais, indicando-se ao leitor o artigo ori-
ginal para mais detalhes. Além disso, recomenda-se Boyd e Vandenberghe (2004) como referência
fundamental para a teoria de otimização convexa, amplamente utilizada nos métodos de estimação
que se seguem.

Para simpli�cação de notação em (2.33), de�ne-se para i = 1, · · · , n e j = 1, · · · ,m,

γi,j(θ, p) ≡ SZi
(sj−)− SZi

(rj+) = SZi
(sj)

[
1− exp

(
−pjeθ

′Z̃i

)]
> 0,

γi,m+1(θ, p) ≡ γi,m+1(θ) = SZi
(sm+1) = exp

(
−eθ

′Z̃i

)
. (2.34)

Então, a função de log-verossimilhança (2.33) pode ser escrita como

ln(θ, p) =

n∑
i=1

log


m+1∑
j=1

δijγij(θ, p)

 , (2.35)

em que
∑m+1

j=1 γij(θ, p) = 1 para cada i = 1, · · · , n.
Conforme Liu e Shen (2009), a equivalência de (2.32) com (2.33) permite que cada caso de cen-

sura intervalar seja então representado por ∆i = (δi,1, · · · , δi,m, δi,m+1) para i = 1, · · · , n. O vetor
∆i pode ser interpretado como dados incompletos provenientes de uma distribuição multinomial
com índice 1. Considere agora a variável Xij assumindo valor 1 se o i-ésimo tempo ti pertence
ao intervalo [sj , rj ] e 0 caso contrário, em que i = 1, · · · , n e j = 1, · · · ,m + 1. Com Xij assim
de�nido, o conjunto X = {Xi ≡ (Xi,1, · · · , Xi,m, Xi,m+1),Zi : i = 1, · · · , n} pode ser visto como
o conjunto de dados completos. Em outras palavras, ∆i pode ser visto como uma observação in-
completa informando que o evento tenha ocorrido em uma das classes j contidas em [Li, Ri], mas
não em qual delas, com a informação precisa contida apenas no vetor completo Xi. Deste modo,
condicionado à variável Zi, assume-se Xi como multinomial de classe m+1 e índice 1. Assim, para
j = 1, · · · ,m+ 1, tem-se

P (Xij = 1|Zi) = γij(θ,p) > 0. (2.36)

Supondo a independência dos vetores Xi, o logaritmo da função de verossimilhança dos dados
completos seria então escrito como

lX(θ, p) =
n∑
i=1


m∑
j=1

Xij

[
logSZi

(sj) + log
(

1− exp(−pjeθ
′Z̃i)

)]
−Xi,m+1e

θ′Z̃i

 . (2.37)

Evidentemente, Xij pode não ser observável, entretanto, é possível utilizar a esperança desta
variável como feito em Turnbull (1976) na ausência de covariáveis. Dados {∆i,Zi : i = 1, · · · , n}
e os parâmetros (θ(k), p(k)) da atual iteração k, obtém-se

X
(k)
ij ≡ E[Xij |θ(k), p(k), δi, Zi] =

δijγij(θ
(k), p(k))∑m+1

j′=1 δij′γij′(θ
(k), p(k))

≥ 0, j = 1, · · · ,m+ 1. (2.38)

Deste modo, a função de log-verossimilhança esperada em relação ao conjunto X, de�nindo o
passo E, �ca dada por

l(k)(θ, p) ≡ E(lX(θ, p)|θ(k), p(k),∆i, Zi, i = 1, · · · , n) =

=

n∑
i=1


m∑
j=1

X
(k)
ij

−eθ′Z̃i

m∑
j′=1

pj′1(sj′ ≤ sj−1) + log
(

1− exp(−pjeθ
′Z̃i)

)−X(k)
i,m+1e

θ′Z̃i

 ,

(2.39)
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em que denota-se s0 = ∞. Fazendo c
(k)
ij =

∑m
j′=1X

(k)
ij′ 1(sj ≤ sj′−1) ≥ 0 (considerando-se in-

dependentes de θ e p, pois encarados como observações), tem-se a esperança da função de log-
verossimilhança expressa por

l(k)(θ, p) =

n∑
i=1


m∑
j=1

[
−c(k)

ij pje
θ′Z̃i +X

(k)
ij log

(
1− exp(−pjeθ

′Z̃i)
)]
−X(k)

i,m+1e
θ′Z̃i

 . (2.40)

Liu e Shen (2009) demonstram que a função de log-verossimilhança esperada apresentada acima
é uma função côncava em relação a θ e pj > 0, j = 1, · · · ,m, implicando que qualquer máximo
local é também máximo global no conjunto em que

∑m
j=1 pj = 1, pj > 0, j = 1, · · · ,m e com θ

pertencendo a um conjunto convexo aberto. Conforme desenvolvido no artigo original e retratado
no Apêndice A.2, a alteração da restrição pj ≥ 0, j = 1, · · · ,m para pj > 0, j = 1, · · · ,m segue
diretamente das condições de Karush-Kuhn-Tucker (Boyd e Vandenberghe, 2004).

O passo M é de�nido pela maximização da função de log-verossimilhança esperada per�lada com
respeito a θ �xado p e com respeito a p �xado θ de maneira iterativa, de�nindo assim o algoritmo
ECM. Por conta do número de covariáveis usualmente ser muito menor do que o tamanho n da
amostra, a maximização de (2.40) com respeito a θ pode ser realizada por uma vasta gama de
algoritmos. Neste trabalho, faz-se uso do algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)
através da função optim() pertencente ao pacote estatístico R. Um estudo das derivadas parciais
de (2.39) em Liu e Shen (2009) apresenta condições para identi�car concavidade estrita.

Obtida uma estimativa para o vetor θ, a etapa seguinte do algoritmo ECM resume-se à estimação
de p e consequentemente da função de distribuição F . Entretanto, a dimensão de p em conjunto
com suas restrições pode trazer grandes di�culdades ao processo de estimação.

Como resultado direto da proposição de concavidade apresentada em Liu e Shen (2009), a
função de log-verossimilhança esperada (2.40), �xado θ, é estritamente côncava em função de p
quando há pelo menos um valor não nulo para pj (com pj ∈ [0, 1]) e pelo menos um valor não
nulo para Xij , com j = 1, · · · ,m, o que garante máximo global único como sendo o máximo local
encontrado.

Para auxiliar a estimação de p, de�ne-se para j = 1, · · · ,m,

aj =

n∑
i=1

eθ′Z̃i

m∑
j′=1

X
(k)
ij′ 1(sj ≤ sj′−1)

 , (2.41)

tal que X(k)
ij é de�nido em (2.38), com k sendo o número da iteração atual. Denotando a =

(a1, · · · , am)′, com θ e k �xos, tem-se a seguinte função de log-verossimilhança esperada quando
descartam-se de (2.40) os termos que não dependem de p:

f(p) ≡ −aTp+

n∑
i=1

m∑
j=1

X
(k)
ij log

[
1− exp(−eθ

′Z̃ipj)
]
, (2.42)

em que
∑m

j=1 pj = 1 e 0 ≤ pj ≤ 1, com j = 1, · · · ,m. Dadas tais restrições, conforme mencionado,
quando �xado θ e expressa em função de p, a função de log-verossimilhança esperada (2.40) é
estritamente côncava em p. Assim, o processo de estimação pode ser expresso como

max f(p) sujeita a
m∑
j=1

pj = 1, e pj ≥ 0, para j = 1, · · · ,m. (2.43)

A partir das expressões (2.42) e (2.43), o problema pode ser abordado no contexto de otimização
convexa por meio das condições de Karush-Kuhn-Tucker apresentadas em Boyd e Vandenberghe
(2004). Por conta das restrições dadas pelo método utilizado (vide Apêndice A.2), a busca de p
necessariamente satisfaz pj > 0, para j = 1, · · · ,m. A resolução do sistema não linear obtido ao
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avaliar-se o vetor gradiente de f(p) em (2.43) trata-se de um processo computacional intensivo e
não trivial. Adota-se então o método de Newton para aproximar as equações não lineares, conforme
exibido no Apêndice A.2, com a próxima iteração, �xada a iteração atual (p, τ , v), podendo ser
expressa como

pj ← pj + ψ∆pj τj ← τj + ψ∆τj v ← v + ψ∆v, (2.44)

com ψ interpretado como o tamanho do passo e determinado através do mecanismo de backtracking
(ver Apêndice A.3). Os incrementos ∆pj , ∆τj e ∆v são demonstrados no Apêndice A.2 por meio
da resolução aproximada do sistema não linear derivado de (2.43), com suas expressões também
exibidas no sumário do �m deste capítulo.

As equações (2.44) tornam o processo semelhante ao algoritmo de Turnbull no sentido de que
estas são explícitas e atualizam a si próprias. Além disso, mesmo com valores grandes de dimensão
para p, o algoritmo exibiu soluções numéricas estáveis, conforme pode ser visualizado em Liu e Shen
(2009).

2.3.4 Sumário do Algoritmo

Aqui é apresentado um sumário do algoritmo ECM com o uso da teoria apresentada até então,
assim como as quantidades já de�nidas anteriormente, para as estimativas de máxima verossimi-
lhança de θ e p na presença de fração de cura com censura intervalar. Reproduz-se aqui um passo
a passo de maneira �el ao artigo de origem.

1. Inicie o processo com vetor de parâmetros iniciais θ(0) e probabilidades (saltos) p(0) que

satisfaçam
∑m

j=1 p
(0)
j = 1 e p(0)

j > 0.

2. Obtenha θ(k+1) através da maximização de l(k)(θ, p) com respeito a θ, em que

l(k)(θ, p) =
n∑
i=1


m∑
j=1

[
−c(k)

ij pje
θ′Z̃i +X

(k)
ij log

(
1− exp(−pjeθ

′Z̃i)
)]
−X(k)

i,m+1e
θ′Z̃i

 ,

i = 1, · · · , n, c(k)
ij =

∑m
j′=1X

(k)
ij′ 1(sj ≤ sj′−1),

γi,j(θ, p) = SZi
(sj)

[
1− exp

(
−pjeθ

′Z̃i

)]
, j = 1, · · · ,m,

γi,m+1(θ, p) = exp
(
−eθ

′Z̃i

)
,

SZi(sj) = exp

−eθ′Z̃i

j−1∑
j′=0

pj′

 , j = 1, · · · ,m,

e

X
(k)
ij =

δijγij(θ
(k), p(k))∑m+1

j′=1 δij′γij′(θ
(k), p(k))

, j = 1, · · · ,m+ 1.

3. Para obter p(k+1) pelo método de pontos interiores primal-dual, dado θ(k+1), de�na b(k+1)
i =

exp(Z̃i
′
θ(k+1)) e atualize para j = 1, · · · ,m,

X
(k)
ij =

δijγij(θ
(k+1), p(k))∑m+1

j′=1 δij′γij′(θ
(k+1), p(k))

.

Comece com valores iniciais p̃ = p(k); escolha σ > 1 e τ = (τ1, · · · , τm) em que τj > 0.
Atualize p̃ através dos seguintes passos até a convergência para a obtenção de p(k+1):

(a) Estabeleça η = σ/ξ̂, em que ξ̂ =
∑m

j=1 p̃jτj/m;
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(b) Avalie

ḟj(p̃) =
n∑
i=1

b
(k+1)
i

 X
(k+1)
ij

exp(b
(k+1)
i p̃j)− 1

−
m∑
j′=1

X
(k+1)
ij′ 1(sj ≤ sj′−1)

 ,
f̈j(p̃) = −

n∑
i=1

Xij exp(2Z̃i
′
θ(k+1) exp(b

(k+1)
i p̃j))

(exp(b
(k+1)
i p̃j)− 1)2

,

v+ =

∑m
j=1

[
(1/η + p̃j ḟj(p̃))/(τ

(k)
j − p̃j f̈j(p̃))

]
∑m

j=1

[
p̃j/(τ

(k)
j − p̃j f̈j(p̃))

] ,

∆pj =
−p̃jv+ + p̃j ḟj(p̃) + 1/η

τj − p̃j f̈j(p̃)

e

τ+
j = v+ − f̈j(p̃)∆pj − ḟj(p̃);

(c) Atualize p̃, τ e v por (2.44) utilizando o mecanismo de busca linear padrão backtracking
encontrado no Apêndice A.3.

4. Repita os passos 2 e 3 até que ||θ(k+1) − θ(k)|| + ||p(k+1) − p(k)|| < ε1 e a diferença das
verossimilhanças esperadas convirja para um valor pré-especi�cado ε2.

O algoritmo apresentado tem sua rotina em C disponibilizada pelos autores originais através de
contato por e-mail. Como contribuição adicional deste trabalho, a implementação em R da rotina
apresentada encontra-se disponibilizada no repositório CRAN por meio do pacote intercure.

A convergência do algoritmo pode ser obtida através dos resultados gerais a respeito do algoritmo
ECM com restrições apresentados nos trabalhos de Meng e Rubin (1993), Nettleton (1999) e
Little e Rubin (2002). Liu e Shen (2009) conjecturam que a taxa de convergência de θ̂n seja de
n−1/2 e que para F̂n a taxa seja de n−1/3. A normalidade assintótica e e�ciência de n1/2(θ̂n−θ0) é
obtida através da derivação da função escore de θ tratando-se F como uma função de perturbação. A
matriz de covariâncias assintótica de θ̂n e F̂n pode ser estimada por um subproduto computacional
do algoritmo ECM apresentado em Van Dyk et al. (1995). Para as aplicações deste trabalho, a
matriz de covariâncias de θ̂n é estimada por meio da informação observada de θ para F �xada.

A consistência forte do estimador de máxima verossimilhança foi demonstrada pelos autores
sob determinadas condições de regularidade utilizando-se a distância de Hellinger, garantindo con-
sistência global. O teorema, em conjunto com as construções necessárias para seu enunciado, é
disponibilizado no Apêndice A.4, com a demonstração disponível nos materiais suplementares do
artigo de origem.

2.4 Modelo de Fragilidade

Esta seção apresenta ao leitor o modelo semiparamétrico de fração de cura para dados com
censura intervalar proposto em Lam et al. (2013), denominado simplesmente �modelo de fragili-
dade� em posteriores referências na literatura. A notação original dos autores foi mantida e algumas
demonstrações omitidas a �m de evitar uma apresentação exaustiva remetendo, eventualmente, o
leitor aos artigos originais.
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2.4.1 Notação

Em Aalen (1992) é apresentado um modelo paramétrico de análise de sobrevivência cuja função
de risco é dada por

λ(t|U = u) = uλ0(t), (2.45)

em que λ0(t) é função de risco basal, e U é tomado como efeito individual ou fragilidade, sendo
modelado por uma distribuição Poisson composta. De�nido dessa maneira, o modelo contempla a
possibilidade de uma fração de cura, em que o indivíduo é dado como não suscetível se U = 0.

Lam et al. (2013) estendem tal modelo admitindo o efeito de covariáveis sobre a distribuição
da fragilidade, consequentemente explicando incidência e heterogeneidade para um determinado
indivíduo. Além disso, o modelo semiparamétrico de Cox é utilizado nesta extensão, incorporando o
efeito de covariáveis sobre o tempo até a falha nos indivíduos suscetíveis. Com o intuito de apresentar
a forma analítica do modelo proposto, algumas de�nições são apresentadas a seguir.

Considere uma amostra aleatória de tamanho n tal que Ti denote o tempo de evento e xi =
(xi1, · · · , xip)′ sejam as covariáveis observadas relativas ao indivíduo i, para i = 1, ..., n. De�ne-

se então x(0)
i = (1, x

(0)
i1 , · · · , x

(0)
ip0

)′ como sendo o conjunto de covariáveis associados à incidência,

ou seja, in�uenciando a distribuição das fragilidades Ui, enquanto x
(1)
i = (x

(1)
i1 , · · · , x

(1)
ip1

)′ são as
covariáveis associadas ao tempo de falha dos indivíduos suscetíveis através de efeito multiplicativo
sobre o risco do indivíduo (como no modelo padrão de Cox), sendo x(k)

ij um elemento em xi, em que
p0, p1 ≤ p. Na terminologia de Lam et al. (2013), o segundo conjunto de covariáveis, diretamente
associado ao risco, é dito como sendo associado à latência.

Para o caso de censura à direita, os dados são representados por (yi, δi,xi; i = 1, · · · , n) em que
Yi = min(Ti, Ci), Ci é tempo de censura à direita independente de Ti, e δi é o indicador de falha
dado por δi = I(Ti ≤ Ci).

No caso geral de censura intervalar, os dados observados são apresentados como (li, ri, δi,xi; i =
1, · · · , n), assumindo T não observável e contido no intervalo (li, ri] para todos os indivíduos. O
indicador de falha é de�nido de maneira similar com δi = 1 se ri <∞ e δi = 0, caso contrário.

2.4.2 Modelo

Com as devidas notações, a função de risco condicional do modelo sugerido é dada por

λ(t|ui,x
(1)
i ) = uiλ0(t) exp(β′x

(1)
i ), (2.46)

em que λ0(t) é uma função de risco basal arbitrária e β = (β1, · · · , βp1)′ é o vetor dos parâmetros
de regressão associados ao tempo latente. Nesta modelagem, assume-se que a fragilidade Ui tem
distribuição qui-quadrado não centralizada com zero grau de liberdade (Siegel, 1979), equivalente a
uma distribuição Poisson composta e caso particular da família de distribuições estudada em Aalen
(1992). A variável aleatória Ui é construída como soma de Ki variáveis aleatórias independentes
(W1i,W2i, · · · ,Wkii), cada uma com distribuição χ2

2. Deste modo, condicionando-seKi = ki, obtém-
se

Ui =

{
0, se ki = 0;
W1i +W2i + · · ·+Wkii, se ki > 0.

Neste modelo tem-se Ki ∼ Poisson(ηi/2), em que ηi = exp(θ′xi
(0)) com θ = (θ0, θ1, · · · , θp0)′

sendo o vetor de parâmetros de regressão associados à fragilidade. Como mencionado em Lam et al.
(2013), de modo similar aos modelos BCH, em muitos estudos de câncer associa-se a variávelK como
sendo o número latente de células tumorosas em metástase, sendo neste caso Wji a contribuição
para Ui da j-ésima célula. Neste caso em particular, as contribuições de diferentes células não se
cancelam e possuem efeito aditivo.
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Com isso, denotando por g(·) a função de densidade de probabilidade ou função de probabilidade
de uma determinada variável, tomar a fragilidade Ui como Poisson composta resulta em

g(u|xi(0)) =
∞∑
k=0

g(u|k,xi(0))g(k).

Da relação da soma de variáveis aleatórias com distribuição qui-quadrado central com a distri-
buição gama, e por k = 0 implicar em u = 0, tem-se

g(u|xi(0)) =

{
exp(−ηi/2), se u = 0;∑∞

k=1
e−ηi/2(ηi/2)k

k! × uk−1e−u/2

2kΓ(k)
, se u > 0.

(2.47)

Assim de�nida, a fragilidade possui massa no ponto 0. O modelo contemplado aqui é um caso
particular do modelo apresentado por Aalen (1992), diferenciando-se pelo fato de acomodar o efeito
de covariáveis sobre a incidência individual. A extensão assim realizada permite que a probabilidade
de cura dependa de covariáveis, tornando o processo mais natural na prática. Com as de�nições
apresentadas, é fácil notar que E(Ui|xi(0)) = ηi e, além disso, dadas as covariáveis, pode-se obter a
distribuição marginal de T conforme desenvolve-se abaixo:

S(t|ηi,xi(1)) = P (T > t|ηi,xi(1)) = P (T > t, U = 0|ηi,xi(1)) + P (T > t, U > 0|ηi,xi(1))

= P (T > t|U = 0, ηi,xi
(1))P (U = 0|ηi,xi(1))

+ P (T > t|U > 0, ηi,xi
(1))[P (U > 0, k = 0|ηi,xi(1)) + P (U > 0, k > 0|ηi,xi(1))]

= S(t|U = 0, ηi,xi
(1))P (U = 0|ηi,xi(1))

+ S(t|U > 0, ηi,xi
(1))P (U > 0|k > 0, ηi,xi

(1))P (k > 0|ηi,xi(1)). (2.48)

De (2.46) tem-se que S(t|ui, xi) = exp(−uiΛ0(t) exp(β′x
(1)
i )).

Portanto, de (2.47) e (2.48), obtém-se

S(t|ηi,xi(1)) = e−ηi/2 +

∫ ∞
0

∞∑
k=1

e−ηi/2(ηi2 )k

k!
×
uk−1
i e−ui/2

2kΓ(k)
exp

{
−uiΛ0(t) exp(β′x

(1)
i )
}
dui

= e−ηi/2 + e−ηi/2
∞∑
k=1

(
ηi/2

1 + 2Λ0(t) exp(β′x
(1)
i )

)k
1

k!

= exp

[
−ηi

2

{
1− 1

1 + 2Λ0(t) exp(β′xi(1))

}]
, (2.49)

em que Λ0(t) =
∫ t

0 λ0(u)du é a função de risco basal acumulado. Com a função de sobrevivência
construída desta maneira, a probabilidade de cura é obtida através do limite t → ∞ em (2.49)
levando a limt→∞ S(t|ηi,xi(1)) = P (Ki = 0) = exp(−ηi/2).

De acordo com Lam et al. (2013), pode-se interpretar as fragilidades dependentes de covariáveis
Ui como sendo índices individuais de condição ou estado de saúde que levam em consideração
características dadas por covariáveis como sexo, idade e tipo de tratamento recebido, por exemplo.
Com U vista desta forma, temos intuitivamente que valores pequenos da variável representam
condições melhores de saúde, levando a um risco menor para o evento em questão. O artigo original
menciona ainda que, para doenças tratáveis, valores relativamente pequenos de U podem ser uma
indicação de cura, implicando em um comportamento mais homogêneo para os casos em que U é
menor que um valor arbitrário τ su�cientemente pequeno . Sem perda de generalidade e mantendo
a metodologia �el ao artigo em questão, toma-se τ = 0, assumindo-se então que indivíduos com
Ui = 0 são curados ou com risco extremamente baixo de ocorrência do evento. Assim de�nido, U
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possui distribuição com massa em 0 e é contínua nos reais positivos.

2.4.3 Estimação

Em Lam et al. (2013) apresenta-se uma metodologia para dados com censura à direita em
conjunto com uma extensão direta para o caso de dados na presença de censura intervalar. A ideia
por trás desta extensão baseia-se na imputação de tempos de sobrevida levando-se em consideração
a informação a respeito da função de sobrevivência para cada indivíduo. Deste modo, reduz-se
o problema ao caso mais simples de censuras à direita, possibilitando assim o uso de técnicas já
consolidadas e com boas propriedades para tal caso.

Devido à presença da fragilidade U , o processo de estimação torna-se complicado, pois a função
de verossimilhança parcial, dependente das variáveis latentes K e U , não pode ser diretamente ava-
liada. Entretanto, a estimação torna-se simples quando supõe-se que tais variáveis são observáveis.

Suponha então um conjunto de dados contendo somente observações exatas ou censuradas
à direita, com K e U observáveis. Denote D como sendo os dados completos tal que D =
(yi, δi,xi, ki, ui; i = 1, · · · , n). A estimação de θ e β é obtida diretamente através da maximiza-
ção da seguinte função de verossimilhança parcial LC com dados completos dada por

LC(θ,β|D) =
n∏
i=1

exp
{

exp(θ′xi
(0))

2

}{
exp(θ′xi

(0))
2

}ki
ki!

×
∏
ki>0

uki−1
i exp(−ui2 )

2kiΓ(ki)
×

n∏
i=1

{
ui exp(β′xi

(1))∑
m∈R(yi)

um exp(β′xm(1))

}δi
, (2.50)

em que R(yi) é o conjunto de indivíduos em risco no instante yi.
Consequentemente, tem-se que

LC(θ,β|D) ∝
n∏
i=1

exp

{
−exp(θ′xi

(0))

2

}
exp(kiθ

′xi
(0))×

n∏
i=1

{
exp(β′xi

(1))∑
m∈R(yi)

um exp(β′xm(1))

}δi
= L1(θ)× L2(β). (2.51)

De (2.51), nota-se que as funções de verossimilhança de θ e β são ortogonais entre si e, desta
forma, as estimativas de máxima verossimilhança θ̂ e β̂ são obtidas separadamente. Observando-
se (2.50), tem-se que a estimação dos parâmetros θ e β pode ser obtida com regressão Poisson e
regressão de Cox, respectivamente, uma vez que se tenha o conjunto de dados completos D. Além
disso, a função de risco basal acumulada Λ0(t) pode ser estimada com o estimador de Nelson-Aalen,

Λ̂0(t) =
∑
i:ti≤t

{
δi∑

m∈R(yi)
um exp(β′xm(1))

}
. (2.52)

A seguir, é apresentado um método de estimação utilizando-se imputação múltipla, adotando-
se a técnica de aumento de dados apresentada em Tanner e Wong (1987a) com o aumento de
dados normais assintóticos (Asymptotic Normal Data Augmentation, ANDA) apresentado por
Wei e Tanner (1991). Estudos formais quanto às propriedades de convergência do método de impu-
tação podem ser vistos em Tanner e Wong (1987a), encontrando-se além do escopo deste trabalho.

A ideia do estimador proposto é o aumento dos dados incompletos (yi, δi, xi; i = 1, · · · , n)
para (yi, δi, xi, ki, ui; i = 1, · · · , n) em M processos de geração independentes por meio das
distribuições preditivas (Ki − δi)|(yi,xi, δi) e Ui|(yi, δi,xi) para um vetor de parâmetros inicial
α(0) = (θ(0),β(0)), desenvolvidas no Apêndice A.5. Geradas as variáveis latentes, estima-se α̂ pelo
método da máxima verossimilhança para cada um dos M conjuntos de dados aumentados, consis-
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tindo em uma iteração do algoritmo proposto. Adotando a média destas estimativas como α̂(k),
processo é repetido imputando-se o vetor αh (h = 1, · · · ,M), proveniente de N(α̂(k), Σ̂α(k)), nas
distribuições condicionais das variáveis latentes Ki e Ui. Conforme apresentado em Wei e Tanner
(1991), N(α̂(k), Σ̂α(k)) é uma aproximação para a distribuição condicionada a dados incompletos
p(α|yi, δi,xi), justi�cada em situações de amostras de tamanho grande.

Embora a construção do estimador utilize argumentos bayesianos propostos em Tanner e Wong
(1987a), este pode ser essencialmente tratado como uma implementação do algoritmo de Monte
Carlo para o passo E do algoritmo EM (Rubin, 1987). Para incorporar a fração de cura à função
de verossimilhança dos dados, considera-se o uso da restrição de cauda nula sugerida em Taylor
(1995), fazendo-se Uj como 0 se o j-ésimo indivíduo é censurado além do maior tempo de falha
observado t∗. Além disso, para dados com censura intervalar, os autores do artigo original fazem
uso de imputações dos tempos de sobrevida por meio de suas distribuições condicionais, conforme
exibido adiante.

2.4.4 Algoritmo Computacional

O algoritmo para estimação dos parâmetros de regressão α = (θ′,β′) e obtenção da matriz de
covariâncias de α̂, dada por Σα, é tecnicamente descrito a seguir e pode ser visto com mais detalhes
em Lam et al. (2013).

1. Inicie com α = α̂(0) e Σα = Σ̂(0)
α = φI, sendo I matriz identidade com dimensão (p0 + p1 +

1)× (p0 + p1 + 1) e φ uma constante não-negativa, preferencialmente pequena, como φ = 0, 1.
Além disso, tome cada yi como sendo o ponto médio do intervalo de�nido por li e ri para
casos de censura intervalar, mantendo yi = li para indivíduos em que δi = 0.

2. Calcule Λ̂
(0)
0 (t) baseado na equação (2.52) tomando β̂ = β̂(0) e ui = u

(0)
i = δi.

3. Para o j-ésimo passo (j = 1, 2, · · · ):
(a) Gere α̂h ∼ N(α̂(j−1), Σ̂(j−1)

α ) para h = 1, 2, · · · ,M ;

(b) Gere yh = (yh1, · · · , yhn) fazendo-se yhi = li se δi = 0 para h = 1, · · · ,M . Para

indivíduos com δi = 1, tome α̂ = α̂h e Λ0(t) = Λ̂
(j−1)
0 (t) para h = 1, · · · ,M , e gere yhi a

partir da distribuição condicional

P (Y > y|li, ri, θ̂, β̂,xi) =
S(y|θ̂, β̂,xi)− S(ri|θ̂, β̂,xi)
S(li|θ̂, β̂,xi)− S(ri|θ̂, β̂,xi)

,

em que a função de sobrevivência S(y|θ̂, β̂,xi) é dada por (2.49).

(c) Tomando-se y = yh, α̂ = α̂h e Λ0(t) = Λ̂
(j−1)
0 (t), gere kh = (kh1, · · · , khn) (h =

1, · · · ,M) a partir da distribuição a posteriori de Ki dada por

(Ki − δi)|(yi,xi, δi) ∼ Poisson

(
exp(θ′x

(0)
i )

2 + 4Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )

)
;

(d) Fazendo y = yh, k = kh, α = αh, e Λ0(t) = Λ̂
(j−1)
0 (t), gere uh = (uh1, · · · , uhn)

(h = 1, · · · ,M) a partir da posteriori condicional Ui dada por

Ui|(yi, δi,xi, ki)

{
= 0, se ki = 0;

∼ Gama(ki + δi, {0, 5 + Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )}−1), se ki > 0.

Além disso, faça uhi = 0 se yhi > r∗, em que r∗ é de�nido por r∗ = maxj{rjδj};
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(e) Para h = 1, · · · ,M , maximize a função de log-verossimilhança dada por l(α|Dh) =
logLC(θ,β|Dh) comDh = (yhi, δi,xi, khi, uhi; i = 1, · · · , n) para obter as estimativas θ̂(j,h),

β̂(j,h), fazendo então β̂ = β̂(j,h) para obter Λ̂
(j,h)
0 (t) baseado na equação (2.52).

(f) Atualize as estimativas tomando

θ̂(j) =
1

M

M∑
h=1

θ̂(j,h), β̂(j) =
1

M

M∑
h=1

β̂(j,h), Λ̂
(j)
0 (t) =

1

M

M∑
h=1

Λ̂
(j,h)
0 (t);

(g) Atualize a matriz de covariâncias estimada por

Σ̂(j)
α =

1

M

M∑
h=1

[
− ∂2

∂α′∂α
{l1(θ) + l2(β)}

]−1

α=α̂(j,h),D=D(j,h)

+

(
1 +

1

M

) M∑
h=1

(α̂(j,h) − α̂(j))(α̂(j,h) − α̂(j))′

M − 1
. (2.53)

4. Repita o passo 3 até que seja alcançada a convergência para as estimativas de θ̂, β̂ e Λ̂0(t).

Conforme Rubin (1987); Schenker e Gelfand (1988); Tanner e Wong (1987b), o segundo termo
de (2.53) acomoda a variação entre as imputações. O fator de in�ação (1+ 1

M ) sugere que a redução
na variabilidade obtida pelo aumento de M é afetada principalmente pelo termo 1/M . Discussões
a respeito da escolha de M podem ser vistas com mais detalhes em Lam et al. (2013).

Como destacado no mesmo artigo, a função de sobrevivência estimada Ŝ(y|xi) é uma função es-
cada devido à natureza da função de risco acumulado basal estimada Λ̂0(y). Devido a isso, o processo
de geração de tempos observado em (3b) pode ocasionar um grande acúmulo de empates, tornando
a maximização através da verossimilhança parcial de Cox inconveniente. Uma correção é sugerida
por Lam et al. (2013) utilizando-se uma versão suavizada do estimador de risco acumulado. Os au-
tores sugerem então a imputação de dados através da função de sobrevivência condicional do passo
(b) do algoritmo apresentado utilizando a seguinte modi�cação da função de risco acumulado:

Λ̀0(t) =
Λ̂0(li)(ri − t) + Λ̂0(ri)(t− li)

ri − li
(2.54)

para li ≤ t < ri.
Em conjunto com a adaptação proposta, o método da imputação múltipla permite que os pontos

de salto na função de risco sejam atualizados a cada iteração, não se restringindo a um conjunto
�nito de valores, tornando improvável a presença de empates para os tempos gerados. A abordagem
apresentada contorna o problema de �xar-se um conjunto prede�nido de pontos de saltos, escolha
di�cilmente justi�cável.

Embora uma opção adicional seja apresentada em Lam et al. (2013) para a estimação da curva
de risco acumulado, este trabalho restringe-se ao uso somente da abordagem acima devido à menor
aglomeração dos tempos gerados pela mesma, além de evitar com esta possíveis problemas numéricos
na geração dos dados. A abordagem passa a ser a única adotada pelos autores em publicações
posteriores incluindo o efeito de grupo (Lam e Wong, 2014).

Métricas quanto ao desempenho do algoritmo são apresentadas através de simulações e aplica-
ções a dados com censura à direita ou intervalar em seu artigo original. Os estudos de simulações
posteriormente apresentados neste trabalho são focados na estimação da fração de curados e nas
consequências de especi�cações errôneas. Embora a identi�cabilidade deste modelo não se encon-
tre demonstrada, as simulações exibem estabilidade e precisão nas estimativas dos parâmetros. As
propriedades deste estimador, assim como para sua extensão para dados agrupados apresentada a
seguir, apresentam estudos somente por meio de simulações nos artigos originais.
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2.4.5 Extensão para Dados Agrupados

Na seção anterior foi apresentado o algoritmo proposto por Lam et al. (2013), cuja construção
considera fragilidades com massa no ponto 0 para acomodar a fração de curados na população.
Uma extensão deste para dados agrupados é obtida em Lam e Wong (2014) e apresentada a seguir
neste trabalho. Assim como no modelo de mistura, atribui-se um efeito aleatório para indivíduos
que compartilham um mesmo grupo, contemplando uma possível estrutura de correlação presente
no conjunto.

Considera-se uma amostra aleatória de m grupos com ni indivíduos no i-ésimo grupo (i =
1, · · · ,m). Assim como apresentado anteriormente para o cenário sem agrupamento, desenvolve-
se primeiramente o caso para dados censurados à direita para então posteriormente contemplar
a estrutura de censura intervalar. Faz-se Tij sendo o tempo exato até a ocorrência do evento a
partir da origem de um determinado processo, com xij = (xij1, · · · , xijp)′ denotando o conjunto de
covariáveis observadas para o membro j do grupo i, em que j = 1, · · · , ni.

De�nem-se as partições x(0)
ij = (1, x

(0)
ij1, · · · , x

(0)
ijp0

)′ e x(1)
ij = (x

(1)
ij1, · · · , x

(1)
ijp1

)′ como sendo os
conjuntos de covariáveis associados à fragilidade e ao tempo até o evento, respectivamente, em que
p0, p1 ≤ p e x(l)

ijk ∈ xij para l = 0, 1.
Como os autores expõem, diferente de outros modelos de fração de cura para dados agrupados

apresentados na literatura (como Xiang et al., 2011, visto anteriormente) em que se consideram
efeitos aleatórios independentes entre si associados à cura e ao tempo de sobrevida, Lam e Wong
(2014) sugerem o uso de um efeito único de fragilidade Uij para cada indivíduo, considerando
já ambas as contribuições. Para o grupo i, os valores Uij derivam-se de uma variável latente Ξi,
assumindo valor constante em um mesmo grupo, com contribuição direta sobre a distribuição da
variável latente Kij, conforme será visto posteriormente.

Para dados com censura intervalar, o conjunto de dados é representado por (lij , rij , δij ,xij ; j =
1, · · · , ni; i = 1, · · · ,m) tal que, assim como na modelagem anterior, o instante T em que
o evento ocorre não é diretamente observável, mas sabe-se que pertence ao intervalo (lij , rij ],
de�nindo-se também δij = I(rij < ∞). Representa-se então o conjunto de dados completos por
D = (lij , rij , yij , δij ,xij , ξi, kij , uij ; j = 1, · · · , ni; i = 1, · · · ,m).

Fixada a variável latente de grupo Ξi = ξi, tem-se que os efeitos Uij são independentes, assim
como os tempos Tij . O risco condicional do modelo de fragilidade para dados agrupados é então
dado por

λ(t|uij ,x
(1)
ij ) = uijλ0(t)µij ,

com λ0(t) sendo a função de risco basal arbitrária e µij = exp(β′x
(1)
ij ) em que β = (β1, · · · , βp1)′

é o vetor de parâmetros associados à regressão de Cox. Tomando-se Ξi = ξi, o efeito aleatório Uij
assume uma distribuição Poisson composta, conforme abaixo:

Uij =

{
0, se kij = 0,
W1ij +W2ij + · · ·+Wkijij , se kij > 0,

com Whij ∼ χ2
2 para h = 1, · · · , kij . A variável Uij assim de�nida constitui uma qui-quadrado não

central com zero graus de liberdade, conforme Siegel (1979).
Fixado Ξi = ξi, o número Kij de termos na soma é dado por uma variável aleatória Poisson com

média ηijξi/2 em que ηij = exp(θ′x
(0)
ij ) com θ = (θ0, θ1, · · · , θp0) denotando o vetor de parâmetros

de regressão associados ao efeito sobre a fração de curados.
Assim como no modelo proposto sem agrupamento, a variável latenteK determina se o indivíduo

está curado ou não, além de afetar o tempo de falha do evento no caso em que o indivíduo é
suscetível. Deste modo, um grupo com valor grande para Ξ tende a apresentar valores grandes para
K, proporcionando baixa probabilidade de cura e menores tempos de falha para o grupo inteiro. A
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função densidade de probabilidade de Uij condicionada à variável latente Ξi é expressa por

g(uij |Ξi = ξi,xij) =

{
exp(−ηijξi/2), se u = 0,∑∞

k=1
e−ηijξi/2(ηij/2ξi)

k

k! × uk−1e−u/2

2kΓ(k)
, se u > 0.

(2.55)

Construído dessa maneira, pode-se veri�car que a média da fragilidade é dada por

E(Uij |Ξi = ξi,xij) = ηijξi.

Através de algumas operações algébricas, pode-se expressar a função de sobrevivência condici-
onada a Ξi como

S(t|Ξi = ξi,xij) = exp

[
−ηijξi

2

{
1− 1

1 + 2Λ0(t)µij

}]
, (2.56)

em que Λ0(t) =
∫ t

0 λ0(u)du é a função de risco basal acumulada. Através desta, deriva-se facilmente
a proporção de curados condicional por limt→∞ S(t|Ξi = ξi,xij) = P (Kij = 0|Ξi = ξi,xij) =
exp(−ηijξi/2).

Conforme ressaltado pelos autores, para a construção da função de sobrevivência marginal,
assume-se Ξi ∼ Gama(ω, ω) com média 1 e variância ω−1 para ω > 0. Valores pequenos de ω estão
associados a uma população mais heterogênea enquanto valores altos implicam em variância de
Ξi menor, ocasionando menor grau de associação entre observações de um mesmo grupo. O caso
de independência entre observações de um mesmo grupo é contemplado quando faz-se ω → ∞. A
função de sobrevivência conjunta para o grupo i é dada por

S(ti1, · · · , ti,ni |xi) =

∫
S(ti1, · · · , ti,ni |ξi,xi)f(ξi)dξi (2.57)

= LPΞ

 ni∑
j=1

ηij
2

{
1− 1

2µijΛ0(tij) + 1

} (2.58)

=

 ω

ω +
∑ni

j=1
ηij
2

{
1− 1

2µijΛ0(tij)+1

}
ω , (2.59)

em que LP denota a transformada de Laplace e xi = (xi1
′, · · · ,xini

′)′. Assim como para o caso
sem efeito de grupo, o modelo aqui apresentado não assume uma distribuição associada à função
de risco basal, proporcionando um modelo menos restritivo ao custo de uma maior complexidade.

A interpretação no contexto biológico de U como indicadora da condição de saúde do indivíduo
(sendo menor para aqueles com menor risco) ainda pode ser adotada para este caso, contemplando
também o efeito do grupo: grupos com Ξ pequeno tendem a apresentar membros com baixo risco
e alta proporção de indivíduos não suscetíveis ao evento de interesse. Os autores do artigo origi-
nal ressaltam possíveis interpretações biológicas como efeito do ambiente, condições de vida entre
indivíduos próximos ou mesmo fatores genéticos.

De modo similar à metodologia sem efeito de grupo, é apresentada a função de verossimilhança
para dados censurados à direita, para então apresentar uma extensão para o caso com censura
intervalar. De�nem-se os dados observados como (yij , δij ,xij ; j = 1, · · · , ni; i = 1, · · · ,m), com
xij sendo vetor de covariáveis, yij sendo valor observado de Yij = min {Tij , Cij}, tal que Tij e Cij
denotam os tempos de falha e censura, respectivamente. A variável δij = I(Tij ≤ Cij) indica falha
associada à j−ésima ocorrência do i-ésimo grupo. A função de verossimilhança completa é então
dada por



30 MÉTODOS ESTATÍSTICOS 2.4

LC(ω,θ,β|D) =
m∏
i=1

ωω exp(−ωΞi)Ξ
ω−1
i

Γ(ω)

ni∏
j=1

exp(−ηijξi/2)(ηijξi/2)kij

kij !


×
∏
kij>0

ukij−1
ij exp(−uij/2)

Γ(kij)2kij

(
uijµij∑

(a,b)∈R(yij)
uabµab

)δij
∝

(
m∏
i=1

ωω exp(−ωξi)ξω−1
i

Γ(ω)

) m∏
i=1

ni∏
j=1

exp(−ηijξi/2)η
kij
ij


×
∏
kij>0

(
µij∑

(a,b)∈R(yij)
uabµab

)δij
= L1(ω)× L2(θ)× L3(β),

em que R(yij) é o conjunto de indivíduos em risco no instante imeadiatamente anterior a yij .
Assim como para o modelo sem efeito aleatório, a função de verossimilhança pode ser decomposta
em funções de verossimilhança ortogonais umas às outras, facilitando o processo de estimação
com processos de maximização independentes. Em linguagem R, as funções optim, glm e coxph
possibilitam a obtenção de estimativas de máxima verossimilhança para ω, θ e β, respectivamente.

Por tratar-se de um modelo semiparamétrico, estima-se a função de risco basal acumulada
através de

Λ̂0(t) =
∑

i,j:yij≤t

 δij∑
(a,b)∈R(yij)

uab exp(β̂′x
(1)
ab )

 . (2.60)

Assim como na modelagem sem grupos, é aqui utilizado o algoritmo de aumento de dados ANDA
(Asymptotic Normal Data Augmentation) proposto em Tanner e Wong (1987a), em que geram-
se M conjuntos (Uij ,Kij ,Ξi) a partir da distribuição preditiva conjunta das variáveis latentes,
completando assim os dados observados. Procedimentos padrões de estimação são conduzidos para
cada um dos M conjuntos aumentados, combinando-os para a obtenção de uma estimativa única
para o vetor de parâmetros α = (γ,θ′,β′)′, com γ = log(ω). A seguir é descrito o algoritmo para
a obtenção de α̂, assim como sua respectiva matriz de covariâncias Σα̂.

Apresenta-se aqui os passos do algoritmo de imputação múltipla para dados agrupados. Por este
diferir do algoritmo anterior em poucos aspectos, a extensão para grupos torna-se razoavelmente
simples. Adotando-se γ = log(ω), o processo de estimação, já contemplando o caso de censura
intervalar, é exibido abaixo:

1. Inicie com α = α̂(0) e Σα = Σ̂(0)
α = φI, sendo I a matriz identidade com dimensão (p0 +p1 +

2)× (p0 + p1 + 2) e φ uma constante não negativa, preferencialmente pequena, como φ = 0, 1.

Além disso, obtenha réplicas iniciais y(0)h (h = 1, · · · ,M), fazendo y(0)
hij = (lij + rij)/2 se

δij = 1, para j = 1, · · · , ni; i = 1, · · · ,m; h = 1, · · · ,M .

2. Calcule Λ̂
(0)
0 (t) baseado na expressão (2.52) tomando β̂ = β̂(0) e uij = u

(0)
ij = δij .

3. Para o q-ésimo passo (q = 1, 2, · · · ):
(a) Gere α̂h de N(α̂(q−1), Σ̂(q−1)

α ) para h = 1, 2, · · · ,M ;

(b) Gere yh(q) = (yh11, · · · , yhmni) tomando yhij = lij se δij = 0 para h = 1, · · · ,M . Para

indivíduos com δij = 1, tome α̂ = α̂h e Λ0(t) = Λ̂
(q−1)
0 (t) para h = 1, · · · ,M , e gere y(q)

hij

sequencialmente a partir da distribuição condicional preditiva demonstrada em Lam et al.
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(2010), exibida a seguir:

P (Yij > y|lij , rij , yi,j−1, · · · , yi,1, δi,j−1, · · · , δi1,xi) =
Sj|j−1,··· ,1(y|Υij)− Sj|j−1,··· ,1(rij |Υij)

Sj|j−1,··· ,1(lij |Υij)− Sj|j−1,··· ,1(rij |Υij)
,

para lij < y ≤ rij , em que Υij = (yi,j−1, · · · , yi,1, δi,j−1, · · · , δi1,xi) e

Sj|j−1,··· ,1(t|yi,j−1, · · · , yi1, δi,j−1, · · · , δi1,xi) =

1 +

ηij
2

{
1− 1

2µijΛ0(t)+1

}
ω +

∑j−1
k=1

δiknik

2

{
1− 1

2µikΛ0(yik)+1

}
−ω−dij ,

(2.61)

em que dij =
∑j−1

k=1 δik, tal que particularmente, para j = 1, tem-se

S1(y|xi) =

[
1 +

ηi1
2ω

{
1− 1

2µi1Λ0(y) + 1

}]−ω
.

Conforme proposto pelos autores, como yij varia para cada iteração, utiliza-se uma restrição
de cauda nula modi�cada, atribuindo Uij = 0 para o caso em que a j− ésima observação do
i− ésimo grupo é censurada além do maior limite direito de todos os intervalos �nitos.

(c) Tomando-se y = yh, α̂ = α̂h e Λ0(t) = Λ̂
(j−1)
0 (t), gera-se ξh = (ξh1, · · · , ξhm)

(h = 1, · · · ,M) a partir da distribuição a posteriori de Ξ dada por

Ξi| {(yij ,xij , δij), j = 1, · · · , ni} ∼ Gama(Aij , Bij),

em que

Aij = exp(γ) +

ni∑
j=1

δij e

Bij = exp(γ) +

ni∑
j=1

exp(θ′x
(0)
ij )

2

1− 1

2 exp(β′x
(1)
ij )Λ0(yij) + 1

 ;

(d)Fixando ξ = ξh, y = yh, α̂ = α̂h e Λ0(t) = Λ̂
(q−1)
0 (t), gere kh = (kh,1,1, · · · , kh,m,nm)

(h = 1, · · · ,M) a partir da distribuição condicional de Ki dada por

(Ki − δi)|(yi,xi, δi) ∼ Poisson

(
exp(θ′x

(0)
i )

2 + 4Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )

)
;

(e) Considerando y = yh, k = kh, α = αh, e Λ0(t) = Λ̂
(q−1)
0 (t), gere uh =

(uh,1,1, · · · , uh,m,nm) (h = 1, · · · ,M) a partir da distribuição condicional de U dada por

Ui|(yij , δij ,xij , kij)
{

= 0, se kij = 0;
∼ Gama(Cij , Dij), se kij > 0.

em que Cij = kij+δij e Dij = 0, 5+Λ0(yij) exp(β′x
(1)
ij ). Além disso, faça uhij = 0 se yhij > t∗,

em que t∗ é de�nido por t∗ = maxj {rjδj};
(f) Para h = 1, · · · ,M , maximize a função de log-verossimilhança dada por l(α|Dh) =

logLC(exp(γ),θ,β|Dh) com Dh = (yhij , δij ,xij , khij , uhij ; i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , ni) para
obter as estimativas γ̂(q,h), θ̂(q,h) , β̂(q,h), fazendo então β̂ = β̂(q,h) para obter Λ̂

(q,h)
0 (t)

baseado na equação (2.52).
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(g) Atualize as estimativas tomando

γ̂(q) =
1

M

M∑
h=1

γ̂(q,h), θ̂(q) =
1

M

M∑
h=1

θ̂(q,h),

β̂(q) =
1

M

M∑
h=1

β̂(q,h) e Λ̂
(q)
0 (t) =

1

M

M∑
h=1

Λ̂
(q,h)
0 (t);

(h) Atualize a matriz de covariâncias estimada por

Σ̂(q)
α =

1

M

M∑
h=1

[
− ∂2

∂α′∂α
{l1(exp(γ)) + l2(θ) + l3(β)}

]−1

+

(
1 +

1

M

) M∑
h=1

(α̂(q,h) − α̂(q))(α̂(q,h) − α̂(q))′

M − 1
, (2.62)

em que as funções de log-verossimilhança l1, l2 e l3 são avaliadas em α = α̂(q,h) e D = Dh.

4. Repita o passo 3 até que seja alcançada a convergência para as estimativas de γ̂, θ̂ e β̂.

O segundo termo da expressão (2.62) contempla a variância entre imputações, conforme pro-
posto por Rubin (1987) e utilizado no caso sem grupos. Similar ao modelo que não contempla
agrupamento, o fator (1 + 1/M) trata-se de uma correção devido ao número de imputações geradas
ser �nito.

Conforme a modelagem mais simples, os vetores yh podem apresentar muito empates devido ao
fato de a função de risco acumulado estimada ser uma função escada. Para contornar este problema,
adota-se para a imputação de Yij a modi�cação anteriormente utilizada,

Λ̃0(t) =
Λ̂0(lij)(rij − t) + Λ̂0(rij)(t− lij)

rij − lij
, (2.63)

em que lij < t ≤ rij .
Conforme a�rmam os autores, a modi�cação sugerida não induz grande viés às estimativas.

O artigo de Lam e Wong (2014) apresenta um estudo do desempenho do estimador por meio de
simulações em larga escala, sugerindo o uso deM = 30 a 50 para a obtenção de estimativas razoáveis,
e valores maiores para análise de dados reais, apesar do custo computacional do algoritmo.

O estimador proposto para dados não agrupados tem seu viés, em conjunto com outras proprie-
dades, avaliado em diferentes cenários em seções posteriores deste trabalho com o uso de simulações.
Também para a extensão aqui apresentada, há um destaque na metodologia por conta dos saltos
da função de risco não estarem restritos a um conjunto �nito de valores, diferente de grande parte
das metodologias apresentadas até então.

Assim como para o modelo anterior sem a incorporação de dados agrupados, esta extensão
não apresenta uma demonstração formal da identi�cabilidade dos parâmetros, com as propriedades
gerais do estimador sendo investigadas somente por meio de simulações em Lam e Wong (2014).



Capítulo 3

Aplicações

Neste capítulo, são exibidas três aplicações dos modelos de fração de cura previamente apresen-
tados a conjuntos de dados reais. O primeiro dos conjuntos consiste em dados provenientes de um
estudo retrospectivo com o intuito de comparar o tempo até a diminuição das mamas em mulheres
que se submeteram a tratamentos envolvendo somente radioterapia e radioterapia em conjunto com
quimioterapia (Finkelstein e Wolfe, 1985). Em seguida, o leitor é apresentado à análise de dados
obtidos do hemocentro de São Paulo (Fundação Pró-Sangue), cujo objetivo consiste em estudar a
relação entre as doações frequentes de sangue e a ocorrência de anemia, em conjunto com fatores
como idade e hematócrito do doador na última doação. Por �m, apresenta-se uma aplicação asso-
ciada a um conjunto de dados de migrações de cervos, destinado a responder questões a respeito
da probabilidade de migração para determinados fatores climáticos e geográ�cos. Neste último con-
junto, em especial, algoritmos para dados agrupados são aplicados a �m de controlar a variabilidade
das medidas observadas a partir de um mesmo cervo.

As análises deste capítulo foram realizadas por meio do sistema estatístico R utilizando a im-
plementação do algoritmo de Turnbull presente no pacote interval do repositório CRAN; as rotinas
disponibilizadas por Xiang et al. (2011) para o modelo de mistura; o pacote intercure, recente-
mente disponibilizado no CRAN como parte deste trabalho, com rotinas baseadas nos algoritmos
propostos em Liu e Shen (2009), Lam et al. (2013) e Lam e Wong (2014).

3.1 Dados de Câncer de Mama

Como exemplo introdutório, foram aplicados os algoritmos anteriormente apresentados ao con-
junto de dados de câncer de mama encontrado em Finkelstein e Wolfe (1985), disponibilizado no
pacote interval (Fay e Shaw, 2010) em R.

O trabalho original compara efeitos estéticos do tratamento com somente radioterapia contra
radioterapia em conjunto com quimioterapia em realizados em mulheres com câncer de mama
precoce. A comparação é realizada por meio de um estudo retrospectivo contemplando 46 mulheres
tratadas com somente radioterapia e outras 48 tratadas com radioterapia e quimioterapia, sendo o
evento de interesse de�nido pelo encolhimento moderado ou severo das mamas. Entretanto, o tempo
exato em que a diminuição ocorre é desconhecido, limitando o experimento ao estudo dos intervalos
de tempo que contêm o evento de interesse. Além disso, a diminuição pode não vir a acontecer, o que
implica que existe uma parcela da população que não apresentará o evento de interesse, constituindo
uma fração de cura (em que a �cura� modelada não se trata da cura biológica). O banco de dados
do artigo original encontra-se reproduzido na Tabela 3.1. Medidas resumo envolvendo contagens de
casos e censuras podem ser visualizadas na Tabela 3.2.

Pode-se notar, por meio da Tabela 3.2, que embora a amostra contenha quantidades próximas
de observações para os diferentes tratamentos, o uso exclusivo da radioterapia apresenta um número
menor de casos de redução das mamas.

Por meio do estimador não paramétrico de Turnbull, obtém-se para cada um dos grupos as
estimativas das funções de sobrevivência apresentadas na Figura 3.1, possibilitando melhor repre-

33



34 APLICAÇÕES 3.1

Tabela 3.1: Tempos observados em meses para dados de câncer de mama

(0,7]; (0,8]; (0,5]; (4,11]; (5,12]; (5,11]; (6,10]; (7,16]; (7,14]; (11,15];
(11, 18];≥ 15;≥ 17; (17, 25]; (17, 25];≥ 18; (19, 35]; (18, 26];≥ 22;≥ 24;

Radioterapia ≥ 24; (25, 37]; (26, 40]; (27; 34];≥ 32;≥ 33;≥ 34; (36, 44]; (36, 48];≥ 36;

≥ 36; (37, 44];≥ 37;≥ 37,≥ 37;≥ 38,≥ 40;≥ 45;≥ 46;≥ 46;≥ 46;≥ 46;

≥ 46;≥ 46;≥ 46

(0,22]; (0,5]; (4,9]; (4,8]; (5,8]; (8,12]; (8,21]; (10,35]; (10,17]; (11,13];
Radioterapia ≥ 11; (11, 17];≥ 11; (11, 20]; (12, 20];≥ 13; (13, 39];≥ 13;≥ 13; (14, 17];

+ (14,19]; (15,22]; (16,24]; (16,20]; (16,24]; (16,60]; (17,27]; (17,23];
Quimioterapia (17, 26]; (18, 25]; (18, 24]; (19, 32];≥ 21; (22, 32];≥ 23; (24, 31]; (24, 30];

(30, 34]; (30, 36];≥ 31;≥ 32; (32, 40];≥ 34;≥ 34;≥ 35; (35, 39]; (44, 48];
≥ 48

Tabela 3.2: Frequências de falhas e censuras para dados de câncer de mama

Tratamento N Encolhimentos Censuras
Radioterapia 46 21 25

Radioterapia + Quimioterapia 48 35 13

sentação dos tempos de sobrevida e incidência do evento de interesse. Para efeito ilustrativo, a
Figura 3.2 apresenta também o estimador de Kaplan-Meier no mesmo grá�co, utilizando o ponto
médio dos intervalos em que o evento ocorreu para o cálculo. As regiões sombreadas nos grá�cos se
tratam dos intervalos construídos a partir das censuras intervalares, conforme apresentado na seção
2.1.

Conforme pode ser visualizado, o tratamento com radioterapia proporciona, em geral, a retração
em um tempo maior em relação ao tratamento com radioterapia e quimioterapia. Nota-se também
por meio destes grá�cos e dos dados originais que este conjunto não possui, para nenhum dos
tratamentos, eventos censurados à direita após o maior dos tempos de observação das censuras
intervalares �nitas, o que impossibilita o uso do estimador de tempo de promoção, dependente desta
suposição, assim como implica nas curvas estimadas pelo algoritmo de Turnbull tendendo a 0 quando
toma-se t→∞, conforme Figuras 3.1 e 3.2. Caso a condição seja satisfeita, tem-se como existente
um limiar de cura para a amostra e, com isso, o salto do último intervalo obtido pelo algoritmo
não paramétrico pode ser visto como estimativa para a proporção de curados. As probabilidades
de a retração não ocorrer, neste contexto de�nidas como fração de cura, são estimadas com os
modelos semiparamétricos de mistura padrão e fragilidade anteriormente exibidos, em conjunto
com o último �salto� da estimativa não paramétrica de sobrevivência, podendo ser visualizadas na
Tabela 3.3 acompanhadas de seus respectivos erros padrão obtidos por bootstrap para o método de
Turnbull e através do método delta para os demais estimadores.

Tabela 3.3: Frações de cura estimadas para os dados de câncer de mama

Método Radioterapia Radioterapia + Quimioterapia
Turnbull 0,466 (0,0883) 0,055 (0,0682)
Mistura 0,368 (0,0711) 0,051 (0,0318)

Fragilidade 0,442 (0,0796) 0,031 (0,0431)

Conforme anteriormente destacado, o algoritmo proposto por Liu e Shen (2009) apresenta uma
limitação para a estimação da fração de cura, assim como diversos outros propostos na literatura:
deve ocorrer ao menos um evento censurado à direita com tempo de observação superior ao da maior
falha da amostra em questão. O mesmo problema foi evidenciado para o algoritmo de Turnbull com
as curvas estimadas tendendo a zero. Entretanto, o uso do último �salto� da sobrevivência estimada
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Figura 3.1: Estimador de Turnbull para os dados de câncer de mama.

por este algoritmo proporcionou uma estimativa razoável da fração de cura em comparação com os
demais estimadores. Pode-se, desta maneira, interpretar os tempos contidos no último intervalo da
curva de Turnbull como outliers. Naturalmente, recomenda-se uma forte motivação para o uso destes
métodos, pois a suposição do limiar de cura pode ser facilmente violada por pontos aberrantes.

Para �ns comparativos, foram excluídos da amostra os casos de falha cuja última inspeção ocorre
em tempo superior a todos os casos de censura à direita, resultando no conjunto de estimativas da
Tabela 3.4. Em particular, as estimativas para o erro padrão da proporção de cura estimada com
o método de Turnbull são obtidas via bootstrap considerando B = 300 réplicas. Estimativas não
paramétricas da curva de sobrevivência após a remoção dos indivíduos podem ser visualizadas na
Figura 3.3. Para os ajustes utilizando o modelo de fragilidade adotou-seM = 50 e, após estabilizada
a série de estimativas, foi então utilizado M = 1000.

Tabela 3.4: Frações de cura estimadas para os dados de câncer de mama (removendo 3 indivíduos da
amostra)

Método Radioterapia Radioterapia + Quimioterapia
Turnbull 0,457 (0,0887) 0,064 (0,0829)
Mistura 0,477 (0,0745) 0,064 (0,0360)
Promoção 0,426 (0,0727) 0,117 (0,0391)
Fragilidade 0,494 (0,0789) 0,055 (0,0552)

As curvas de sobrevivência estimadas utilizando os diferentes modelos de fração de cura, além
do estimador de Turnbull, são apresentadas nas Figuras 3.4 e 3.5. A suavidade das curvas obtidas
pelo modelo de fragilidade deriva-se do uso da média de curvas estimadas com o uso do estimador
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Figura 3.2: Estimador de Turnbull (linha preta) e Kaplan-Meier com ponto médio para os dados de câncer
de mama (linha vermelha).

de Nelson-Aalen do risco acumulado e tempos inseridos para os intervalos baseados em distribui-
ções condicionais. Pode-se notar que as curvas de sobrevivência estimadas pelo método de Turnbull
para cada tratamento apresentam cruzamento entre si (vide Figuras 3.1 e 3.3). Embora as cur-
vas de sobrevivência estimadas dos diferentes tratamentos não tenham se cruzado para os ajustes
usando os modelos semiparamétricos, a construção dos modelos de mistura e fragilidade permite
este comportamento em suas estimativas.

Para uma mesma amostra, diferenças podem ser visualizadas entre as estimativas obtidas com
o uso de diferentes modelos. A natureza biológica do problema pode apresentar justi�cativas ra-
zoáveis para a escolha de um mecanismo particular de estimação da fração de curados. Entretanto,
em muitas situações, tal escolha não é trivial, reduzindo as opções em função das conveniências
algébricas ou computacionais de um estimador.

Os resultados dos modelos estudados neste trabalho podem levar a diferentes conclusões quanto
à fração de cura, pois supõem diferentes mecanismos quanto à probabilidade de curados no conjunto
de dados. Em muitas situações reais, a fração de cura é assumida como existente sem entretanto
haver justi�cativas no contexto dos dados para uma escolha adequada do modelo. A ausência de
uma especi�cação natural do modelo de fração de cura acarreta em dúvidas a respeito de qual
metodologia usar, principalmente ao deparar-se com resultados divergentes. Tendo em vista este
problema, um estudo exaustivo por meio de simulações é realizado para a avaliação da robustez dos
modelos, sendo devidamente apresentado no capítulo seguinte.
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Figura 3.3: Estimador de Turnbull após remoção de três indivíduos da amostra.

3.2 Dados de Anemia

Um dos principais focos deste trabalho consiste na aplicação dos modelos de fração de cura
anteriormente apresentados a uma base composta por dados de doações de sangue. Neste contexto,
foi obtido, através de estudos conduzidos na Fundação Pró-Sangue, um conjunto de dados composto
por registros de 1.600.232 doações de sangue (ou tentativas) provenientes de janeiro de 1996 a
dezembro de 2006. O interesse dos pesquisadores consiste em obter o tempo até a ocorrência de
anemia na população de doadores de repetição (indivíduos que doam sangue periodicamente), assim
como quanti�car os fatores que melhor descrevem a não suscetibilidade de determinados indivíduos,
os superdoadores, à doença em estudo.

De acordo com a literatura, doações de sangue (450ml) acarretam na perda de 200 a 250mg de
ferro. Deste modo, a anemia devido à de�ciência de ferro no organismo é uma das complicações mais
comuns entre doadores de sangue. No Brasil, permite-se que doadores do sexo masculino realizem
até quatro doações por ano, com intervalo mínimo de 60 dias entre doações consecutivas. Para as
mulheres, o limite permitido é de três doações por ano, com 90 dias de diferença entre doações.
Na prática, estas restrições são muitas vezes desconsideradas, permitindo a ocorrência de múltiplas
doações em um curto período de tempo, como o banco de dados disponibilizado apresenta.

Além disso, priorizando a saúde dos doadores e tendo em mente a minimização da ocorrência
de anemia, um nível mínimo de hematócrito ou de hemoglobinas no sangue é pré-estabelecido
para o processo de doação, exigindo que os doadores apresentem níveis sanguíneos acima do valor
de corte de�nido. Para os homens, o valor de corte é de 39% de hematócrito (ou 13,0g/dL de
hemoglobina), enquanto que para mulheres é estabelecido 38% (ou 12,5g/dL de hemoglobina).
Indivíduos que apresentam estas condições têm suas doações sanguíneas consideradas seguras e,



38 APLICAÇÕES 3.2

Figura 3.4: Curvas de sobrevivência estimadas para pacientes com tratamento de somente radioterapia

portanto, permitidas.
O problema pode ser interpretado por meio de um modelo de fração de cura com censura inter-

valar, considerando-se a anemia como falha, os instantes de doação como os extremos dos intervalos
de censura, e os indivíduos não suscetíveis representando a fração de cura da população. Trabalha-se
então na reestruturação do banco de dados: antes apresentando doações como observações, trata-se
então o mesmo para a apresentação somente de um intervalo de censura ou censura à direita para
cada doador como observação. Para cada doação, mede-se antes o hematócrito do indivíduo e se
esta medida encontra-se abaixo de um nível crítico, de�nido pelos mesmos pontos de corte ante-
riormente mencionados, o indivíduo é considerado anêmico e consequentemente é impossibilitado
de doar; caso seu hematrócito esteja acima do valor de corte de�nido, o procedimento de doação
de sangue ocorre normalmente (Almeida et al., 2013). Sob o ponto de vista estatístico, tem-se uma
censura intervalar para o primeiro caso, pois sabe-se que o evento de interesse, a anemia, ocorreu
entre a última doação e a atual tentativa. No segundo caso, observam-se as doações consecutivas
até que ocorra a anemia ou até o �m do estudo.

Neste estudo, supõe-se que a primeira doação registrada de um mesmo indivíduo no banco de
dados trata-se de sua primeira doação de sangue, de�nindo a origem do processo, e que este mantém
suas doações realizadas no mesmo banco de sangue. Trabalha-se aqui também com a suposição de
que os instantes de observação são não informativos, entretanto, é esperado que a doação de sangue
em si altere a distribuição do tempo de ocorrência.

A análise dos dados foi realizada para as doações realizadas a partir de 2003, ano em que se
consolida o critério de anemia utilizando o hematócrito, de�nindo a primeira doação a partir deste
ano como início do processo. Para este conjunto, utiliza-se a idade (em anos), o número de doações
nos dois anos anteriores e o hematócrito do indivíduo, variáveis coletadas anteriormente à primeira
doação realizada a partir do período considerado. Embora tais quantidades tenham sido observadas
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Figura 3.5: Curvas de sobrevivência estimadas para pacientes com tratamento de radioterapia e quimiote-
rapia

para cada doação do conjunto, o uso de um modelo que contemple covariáveis dependentes do tempo
encontra-se fora do escopo deste trabalho.

Conforme apresentado nos resultados a seguir, mesmo violando as suposições mencionadas, os
ajustes derivam conclusões condizentes com o padrão esperado na área biológica.

3.2.1 Análise Descritiva

Este estudo faz uso das seguintes covariáveis para explicar o tempo até a ocorrência da anemia e
sua probabilidade de cura: o número de doações realizado nos dois últimos anos associado ao indiví-
duo no início do estudo (basal); a idade no instante da primeira doação após 2003; e o hematócrito
no instante da primeira doação após 2003. Os dados de doações iniciando-se em 2003 têm algumas
medidas resumo como a média das covariáveis com seus respectivos desvios padrão apresentadas na
Tabela 3.5. As informações apresentadas são descritas por:

• Sexo: Gênero do doador (M para Masculino e F para Feminino);

• N: Tamanho da amostra;

• Doações: Contagem de doações do indivíduo nos últimos dois anos observada na primeira
doação a partir de 2003;

• Hct basal: Hematócrito observado anteriormente à primeira doação do indivíduo a partir de
2003;

• Idade basal: Idade, em anos, do doador na primeira doação após 2003;
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• Prop. Censuras: Proporção de eventos censurados na amostra.

Tabela 3.5: Medidas Resumo para Dados de Doadores de Sangue

Sexo N Doações Hct basal (%) Idade basal (anos) Prop. Censuras
F 32503 1,11 (1,151) 41,53 (2,555) 32,96 (10,587) 0,89
M 57228 1,25 (1,570) 45,30 (2,744) 33,50 (9,678) 0,99

Conforme pode ser observado pela Tabela 3.5, o evento de anemia induzida por doação pode
ser interpretado como evento raro para a população masculina. Para as mulheres, a proporção
observada é de 11%, corroborando o esperado: mulheres são mais suscetíveis à anemia por doações
sanguíneas do que os homens.

Ambos os gêneros apresentam, para esta amostra, hematócritos e idades próximos, assim como a
contagem de doações nos últimos dois anos. Devido à literatura médica apresentar evidências quanto
à grande diferença do comportamento do organismo de homens e mulheres, a análise inferencial é
segmentada para os diferentes sexos, implicando em um ajuste diferente dos modelos apresentados
para cada gênero.

Na Figura 3.6, é apresentado o grá�co das funções de sobrevivência estimadas pelo estimador de
Turnbull para este conjunto de dados. Observa-se através deste uma sobrevida menor para mulheres
em relação aos homens. O grá�co evidencia, assim como visto nas tabelas, uma maior proporção
de indivíduos não suscetíveis na população masculina.

Figura 3.6: Curvas de Turnbull para os dados de anemia

A �m de estudar a fundo as relações de suscetibilidade e risco de desenvolvimento de anemia
com as demais covariáveis do estudo, são realizadas a seguir análises inferenciais utilizando modelos
semiparamétricos apresentados em seções anteriores deste trabalho.
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3.2.2 Análise Inferencial

Nesta seção são apresentados resultados decorrentes dos algoritmos propostos em Liu e Shen
(2009) e Lam et al. (2013). Para os dados estudados nesta aplicação, o estimador de mistura padrão
proposto em Xiang et al. (2011) apresenta di�culdades computacionais para a estimação da função
de sobrevivência por conta do número de parâmetros a serem estimados, implicando em tempos
muito altos de processamento por iteração e inviabilizando então a aplicação deste modelo aos dados
de doações sanguíneas.

Todas as análises aqui apresentadas fazem uso das covariáveis idade basal categorizada (variável
indicadora assumindo 1 para idade superior ou igual a 50 anos), hematócrito basal e quantidade
de doações nos dois últimos anos. As análises são particionadas por gênero por conta das dife-
renças de comportamento do organismo para os homens e mulheres, conforme o conhecimento de
pesquisadores da área.

Utilizando-se o modelo de tempo de promoção para dados com censura intervalar proposto
em Liu e Shen (2009), obtém-se as estimativas, em conjunto com seus erros padrão, apresentadas
na Tabela 3.6. Para a obtenção das mesmas, foi adotada a diferença máxima de 0, 0001 entre
os efeitos estimados de cada iteração para critério de convergência. Em virtude do alto tempo
computacional por iteração e do volume de dados analisado, a convergência da log-verossimilhança
esperada é desconsiderada nestes ajustes, adotando-se a diferença máxima de 0, 001 para o vetor
de probabilidades para cada iteração. Para este problema em particular, devido às estimativas da
fração de cura utilizarem apenas as estimativas associadas aos efeitos de interesse, a convergência
considerada do vetor de efeitos estimados é assumida razoável.

Tabela 3.6: Estimativas obtidas pelo estimador tempo de promoção

Sexo Intercepto βContagem βHct βIdade
Feminino 8,550 (0,2350) -0,007 (0,0109) -0,243 (0,0058) -0,234 (0,0489)
Masculino 14,324 (0,4672) 0,048 (0,0151) -0,414 (0,0110) 0,545 (0,0781)

A interpretação dos parâmetros no modelo de tempo de promoção pode ser feita por meio do
risco relativo, pois a estrutura adotada nesse estimador tem a vantagem de apresentar a propriedade
da proporcionalidade dos riscos. Dessa forma, com base nas estimativas e a precisão apresentada
na Tabela 3.6, para o conjunto de mulheres doadoras e �xadas as demais covariáveis, o aumento
de uma unidade no hematócrito basal implica na diminuição do risco de anemia em 21,57%; idades
iguais ou superiores a 50 anos proporcionam diminuição de 20,86% em relação à classe de idades
inferiores a 50 anos; o aumento de uma unidade no número de doações ocorridas nos dois anos
anteriores em relação ao início do estudo implicam na diminuição de 0,70% do risco. Tais resultados
são diretamente observáveis exponenciando-se a estimativa obtida, derivados do risco obtido a partir
da expressão 2.31, com a interpretação análoga das demais estimativas.

Uma informação interessante a ser extraída da mesma tabela consiste no sinal obtido para
o efeito da idade para mulheres mais velhas: a idade superior a 50 anos apresenta maior tempo
até a anemia para mulheres. Nos homens, o efeito tem natureza contrária, apresentando menor
sobrevivência para idosos. Este efeito para mulheres pode ser explicado no contexto biológico pela
menopausa e é esperado pelos pesquisadores.

Como consequência dos resultados apresentados com o uso do estimador de tempo de promoção
de Liu e Shen (2009), pode-se derivar estimativas das frações de cura utilizando-se o limite da
expressão (2.31), apresentadas na Tabela 3.7, �xando-se, por exemplo, os valores médios para cada
covariável associada a cada sexo (obtidas das tabelas apresentadas na análise descritiva). Para �ns
ilustrativos, tem-se para as mulheres:

1− πi = 1− π(xi) = exp(−e8,550−0,007×1,11−0,243×41,53) = 0, 809.

Ou seja, mulheres com idade inferior a 50 anos, hematócrito de 41,53 unidades e 1, 11 doações
realizadas nos últimos dois anos apresenta probabilidade de 0, 809 de não ser suscetível a anemia por
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doações sanguíneas. Analogamente obtém-se, para ambos os sexos e faixas etárias, as estimativas
exibidas na Tabela 3.7 para os valores médios de hematócrito e doações nos dois últimos anos de
cada gênero.

Em particular, para o modelo apresentado em Liu e Shen (2009) cuja fração de cura é expressa
por exp(−eβ′xi), pode-se interpretar eβ como o aumento relativo do logaritmo da probabilidade de
cura. Entretanto, por conta da interpretação obtida ser confusa e não imediata, opta-se apenas pela
comparação direta das frações de cura obtidas, conforme a Tabela 3.7. Os erros padrão associados
às estimativas das proporções de curados, assim como para as demais aplicações deste capítulo,
foram estimados utilizando o método delta.

Tabela 3.7: Frações de cura estimadas pelo modelo tempo de promoção

Faixa Etária Sexo Fração de Cura
< 50 Feminino 0,812 (0,0024)
< 50 Masculino 0,987 (0,0004)
≥ 50 Feminino 0,848 (0,0067)
≥ 50 Masculino 0,978 (0,0016)

Nota-se que, para doadores do sexo masculino com idade inferior a 50 anos, hematócrito médio
e frequência de doação média, a proporção de anêmicos estimada através do modelo de tempo de
proporção é de 1, 3%, evidenciando a raridade da anemia induzida por doações para os homens.

Para as estimativas obtidas pelo modelo de fragilidade de Lam et al. (2013), duas tabelas são
utilizadas para o conjunto de estimativas: uma para aquelas referentes à fração de cura (incidência),
apresentadas na Tabela 3.8, e uma segunda (Tabela 3.9) para estimativas associadas ao preditor
da regressão de Cox e diretamente relacionadas ao risco, denominadas estimativas de latência na
terminologia do autor.

Para os dados associados ao sexo feminino, foi adotadoM = 200 para as primeiras 130 iterações,
com aumento paraM = 400 para as próximas 100 iterações, adotando como estimativa �nal a última
destas. Embora o processo tenha se mostrado estável, a convergência das estimativas não foi obtida
para grande rigor, com diferenças máximas inferiores a 0, 01 para os parâmetros associados à fração
de curados.

Em relação aos dados de indivíduos do sexo masculino, adotou-se, assim como para o sexo femi-
nino, M = 200 para as 130 primeiras iterações e M = 400 para as próximas 100. Adicionalmente,
para resultados conservadores utilizou-se M = 500 para as 20 iterações seguintes, observando di-
ferença máxima inferior a 0, 01 para os efeitos associados à proporção de curados. É importante
ressaltar que, mesmo aumentando consideravelmente o número de imputações por iteração e como
consequência o custo computacional, a convergência não foi observada para critérios mais rigoro-
sos. Entretanto, mesmo sem tal rigor, o estimador do modelo de fragilidade apresenta desempenho
satisfatório para muitos cenários, como apresentado posteriormente nos estudos de simulação.

Tabela 3.8: Estimativas dos efeitos relacionados à fração de cura usando o modelo de fragilidade

Sexo θIntercepto θContagem θHct θIdade
Feminino 7,874 (0,3098) 0,041 (0,0187) -0,219 (0,0080) -0,204 (0,0752)
Masculino 13,082 (0,7159) 0,114 (0,0255) -0,387 (0,0172) 0,565 (0,1267)

As estimativas obtidas por meio do modelo de fragilidade associadas à incidência (fração de
cura) apresentam efeitos com o mesmo sinal com exceção da idade: para os homens, a faixa etária
dos 50 anos ou mais proporciona o aumento da ocorrência de anemia. Para as mulheres, a mesma
faixa etária apresenta menor probabilidade de anemia.

Tratando-se das estimativas associadas ao risco, existem evidências de que um maior número
de doações nos últimos dois anos proporciona risco menor para as mulheres, com este efeito sendo
não signi�cativo para os homens. O aumento do hematócrito, conforme esperado, apresenta maior
sobrevivência para ambos os gêneros.
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Tabela 3.9: Estimativas dos efeitos relacionados ao risco usando o modelo de fragilidade

Sexo βContagem βHct βIdade
Feminino -0,087 (0,0419) -0,077 (0,0112) -0,174 (0,1441)
Masculino -0,001 (0,0546) -0,106 (0,0253) -0,128 (0,2744)

Dado um mesmo indivíduo (�xando ui), o modelo de fragilidade também contempla a estrutura

de proporcionalidade entre os riscos, fornecendo o risco relativo através de somente eβ̂ . Deste modo,
para um mesmo indivíduo i do sexo feminino e suscetível a anemia, o incremento do hematócrito em
uma unidade implica na diminuição de 7,41% do risco; e o aumento de uma unidade na contagem
de doações de sangue realizadas nos dois últimos anos implica em risco 8,33% menor. Da expressão
(2.49), pode-se notar que os parâmetros associados à fração de cura exercem in�uência sobre o risco
populacional, entretanto, os efeitos estimados não apresentam interpretação direta para este caso.

Conforme visto anteriormente, utilizando o modelo de fragilidade, pode-se estimar a fração de
cura com limt→∞ S(t|ηi,x(1)

i ) = exp(−ηi/2), em que ηi = exp(θ′x
(0)
i ). Desta expressão, deriva-se

que o incremento de uma unidade para uma determinada covariável com efeito sobre a fração de
cura implica no aumento (ou diminuição) relativo de 1− eθ̂ no logaritmo da probabilidade de cura.
Devido à interpretação confusa, assim como para o estimador de tempo de promoção, opta-se por
apenas comparar os sinais dos parâmetros estimados em conjunto com a avaliação das estimativas
obtidas para a fração de cura da Tabela 3.10.

Para �ns comparativos, foram estimadas, utilizando o modelo de fragilidade, as frações de cura
para homens e mulheres considerando-se �xados, para cada sexo, os valores médios de hematócrito
e contagem de doações nos dois anos anteriores à primeira doação. Os resultados são exibidos na
Tabela 3.10.

Tabela 3.10: Frações de cura estimadas pelo modelo de fragilidade

Faixa Etária Sexo Fração de Cura
< 50 Feminino 0,855 (0,0118)
< 50 Masculino 0,993 (0,0010)
≥ 50 Feminino 0,880 (0,0129)
≥ 50 Masculino 0,988 (0,0023)

Como pode ser visto pelos resultados apresentados, o modelo de Lam et al. (2013) estima em
85, 5% indivíduos do sexo feminino com idade inferior a 50 anos não suscetíveis à anemia por
repetidas doações. A estimativa para a mesma base utilizando o estimador de tempo de promoção
proposto em Liu e Shen (2009) é de 81, 2% mulheres não suscetíveis com idade menor do que 50
anos. Para os homens com idade inferior a 50 anos, o estimador do modelo de tempo de promoção
estima a proporção de curados em 98, 7%, contra a estimativa de 99, 3% de curados proveniente do
modelo de fragilidade.

Em todo caso, conforme visto anteriormente, o uso de diferentes especi�cações quanto à fração
de cura resultou em estimativas consideravelmente diferentes para a proporção de curados. Em
situações como esta, em que não se sabe o real mecanismo de cura dos dados, é natural o surgimento
de questões quanto à robustez de cada modelo. Esse tipo de problema motiva um estudo aprofundado
quanto às propriedades inferenciais da fração de cura de cada modelo, avaliadas neste trabalho por
meio de simulações.

3.3 Dados de Migração

A observação periódica de animais constitui uma prática comum nas áreas de recursos naturais e
biologia, de�nindo os estudos de telemetria. Neste contexto, muitas pesquisas utilizam rádio-colares
com o intuito de monitorar periodicamente a atividade de um conjunto de animais com o objetivo
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de extrair informações destes para determinado habitat ou condição climática.
Uma contribuição nesta área foi dada pelos autores Fieberg e DelGiudice (2008), que realiza-

ram um estudo envolvendo modelos de fração de cura para avaliar o comportamento de um conjunto
de cervos de cauda branca (Odocoileus virginianus) quanto à migração dadas determinadas condi-
ções climáticas em uma área de estudo de 1865 km2 contida na Floresta Nacional de Chippewa,
Estados Unidos. Os autores do trabalho original disponibilizaram o conjunto de dados utilizado em
seus estudos, possibilitando as análises apresentadas posteriormente. A contribuição deste trabalho
diferencia-se da já apresentada pelos autores por utilizar diferentes abordagens para modelar a fra-
ção de cura e, para dois algoritmos em especial, considerar variáveis latentes para modelar o efeito
de cervo sobre os dados descritos a seguir.

Um total de 357 observações provenientes de 168 cervos diferentes, observados no período com-
preendido entre os anos de 1991 a 2006, foi analisado. Tais cervos foram capturados em áreas
invernais de estudo localizadas no centro-norte de Minnesota (DelGiudice, 1998) durante os meses
de janeiro a março dos anos estudados por meio de armadilhas e armas para enredar os animais,
sendo posteriormente monitorados por meio de rádio-colares (DelGiudice et al., 2005). O equipa-
mento do rádio-colar pode variar como sendo de frequência muito alta, demandando observações
das localizações por meio de aeronaves uma a três vezes por semana, ou como contendo sistema de
posicionamento global (global positioning system, GPS ), permitindo monitoramentos diários com
determinações das localizações obtidas em períodos de uma a quatro horas. Os cervos são acompa-
nhados até a morte ou a falha do equipamento, com novos cervos capturados anualmente para a
substituição destes.

Movimentos são de�nidos pelos pesquisadores como migratórios quando o deslocamento é igual
ou superior a dois quilômetros e realizados a partir de uma área de primavera, verão ou outono
(resumidamente referidas como área de verão no artigo original) para uma área de inverno dis-
tintamente separadas e sem sobreposição, de�nindo assim o evento de interesse. Tais eventos de
migrações são justi�cados por questões nutricionais ou benefícios antipredatoriais obtidos durante
o inverno ao realizar a migração, conforme ressaltam os autores. Em seu trabalho original, estes
supõem que os cervos que migram para uma área invernal sempre retornarão para as áreas de verão,
suposição também incorporada neste trabalho. Mais detalhes do experimento como a descrição do
relevo, metodologia e equipamentos para captura e histórico de predadores da região são descritos
em Fieberg e DelGiudice (2008), DelGiudice et al. (2005) e Fieberg et al. (2008).

Para este estudo, considerou-se cada ano dos dados separadamente de modo que um mesmo cervo
pode não apresentar migração em um certo ano e então ter migrando no ano seguinte, constituindo
duas observações diferentes. Em virtude de tratar o tempo observado como um problema de análise
de sobrevivência, e para isso obter uma escala temporal bem de�nida, a origem do processo é adotada
para cada cervo como sendo o dia 20 de outubro do ano em questão, empiricamente determinada
por constituir a data que antecede a migração da área de verão de qualquer um dos cervos do
conjunto para qualquer ano em todo o período de 15 anos do estudo.

Além dos tempos de observação dos cervos, o conjunto de dados tem como variáveis o ano da
captura, a área de estudo, e o índice de severidade do inverno associado ao ano de migração (wsi),
construído como se segue: durante o período de 1 de novembro a 31 de abril, acumula-se um ponto
para cada dia com temperatura ambiente inferior a -17,7 graus Celsius, e um ponto adicional para
cada dia que apresentou neve com profundidade superior a 38 centímetros, implicando índices de
maior valor associados a invernos mais severos.

Devido ao fato de os animais com rádio-colares não serem acompanhados continuamente, sabe-
se somente que os tempos de migração estão contidos em um intervalo de tempo [Li, Ri], em que Li
representa o último instante de observação anterior à migração do cervo i e com Ri representando
o primeiro instante de observação após o evento, portanto, o uso de técnicas que contemplam a
estrutura de censura intervalar faz-se conveniente para este problema. Alguns cervos, entretanto,
podem não migrar, com tal caso representado como uma censura à direita no conjunto de dados em
questão. Neste caso, a probabilidade de um cervo não migrar constitui a fração de cura do problema
em questão.
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O viés de seleção dos cervos capturados é avaliado em Fieberg e Conn (2014) com o uso de
cadeias de Markov ocultas em conjunto com um modelo logístico, entretanto, tais questões são
tomadas como fora do escopo deste trabalho. Além disso, Fieberg et al. (2008) lidam com três
possíveis tipos de cervo: não migratórios, condicionalmente migratórios e migratórios. Estas clas-
si�cações são desconsideradas neste trabalho, assumindo que qualquer cervo do estudo apresenta
um potencial de migração (migrador condicional), conforme simpli�cado em Fieberg e DelGiudice
(2008).

3.3.1 Análise Descritiva

O conjunto de dados de migração aqui utilizado apresenta as seguintes variáveis: L, última
observação anterior ao evento de interesse, considerando 20 de outubro como origem; o instante,
R, da primeira observação após o evento de interesse; o índice de severidade do inverno no ano da
observação; o indicador de censura; a área de estudo, correspondendo a uma das quatro diferentes
regiões (�D�, �I�, �S�, ou �W�) contidas na Floresta Nacional de Chippewa; e por �m, o ano de
captura.

Na Tabela 3.11 é apresentado um resumo das observações contidas no conjunto de dados dispo-
nibilizado. Através desta pode-se obter o tamanho da amostra, a proporção de censuras, o número
de cervos diferentes e o índice médio de intensidade de inverno com seu respectivo desvio padrão.

Tabela 3.11: Medidas Resumo de Dados de Migração

N Proporção de
censuras

Cervos
distintos

Índice de severidade
invernal (wsi) médio

357 0,61 168 86,06 (49,07)

A variável de área de estudo encontra-se resumida na Tabela 3.12. Pode-se observar uma pre-
dominância de observações provenientes da região �W�.

Tabela 3.12: Frequência absoluta por área de estudo

Área de estudo N
D 31
I 95
S 111
W 120

Além disso, o conjunto de dados apresenta a informação do ano de monitoramento, que varia
de 1991 a 2005, conforme pode ser visto em Tabela 3.13.

É apresentada na Figura 3.7 a função de sobrevivência estimada pelo algoritmo de Turnbull
para tal conjunto de dados. Na Figura 3.8 exibem-se estimativas das curvas de sobrevivência
estrati�cando-se os dados por área de estudo.

Pela curva obtida por meio do estimador não paramétrico de Turnbull em conjunto com os
conhecimentos a priori do pesquisador, pode-se observar a necessidade de contemplar nos modelos
de sobrevivência a possibilidade de os cervos não migrarem ou, neste contexto, existir uma proporção
de curados. Na subseção a seguir são apresentadas estimativas de efeitos associados ao risco e à fração
de cura, juntamente de suas interpretações, utilizando os modelos apresentados neste trabalho.

3.3.2 Análise Inferencial

Inicialmente foi ajustado um modelo de fração de cura para dados com censura intervalar uti-
lizando o mecanismo de mistura padrão, conforme apresentado em Xiang et al. (2011), obtendo
então os resultados da Tabela 3.14 para os efeitos relativos à fração de cura com seus respecti-
vos erros padrão, com os efeitos relacionados ao tempo de sobrevida apresentados na Tabela 3.15,
também acompanhados de seus erros padrão.
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Tabela 3.13: Frequência absoluta por ano de captura dos cervos em estudo

Ano de Captura N
1991 25
1992 26
1993 33
1994 32
1995 8
1996 44
1997 37
1998 5
1999 37
2000 1
2001 59
2002 24
2003 3
2004 10
2005 13

Tabela 3.14: Parâmetros relacionados à fração de cura estimados utilizando o modelo de mistura padrão

Parâmetro Intercepto bwsi bAreaI bAreaS bAreaW
Estimativa -2,071 (0,4974) 0,023 (0,0034) 0,416 (0,4810) 0,840 (0,4734) 1,055 (0,4707)

Tabela 3.15: Parâmetros relacionados ao risco estimados utilizando o modelo de mistura padrão

Parâmetro βwsi βAreaI βAreaS βAreaW
Estimativa 0,004 (0,0012) 0,453 (0,1966) 0,295 (0,1694) 0,281 (0,1594)

Segundo a Tabela 3.15, pode-se observar um aumento relativo de 0,4% no risco de migração
para o aumento de uma unidade do índice de severidade. A área de estudo �W� apresenta risco de
migração 32,45% maior em relação à área �D�, aqui tomada como referência. Conforme visualizado
em Figura 3.8, as áreas �I�, �S� e �W� apresentaram uma menor proporção de cervos não migran-
tes, com a área �W� sendo aquela com maior índice de migração, efeito melhor evidenciado pelas
estimativas da Tabela 3.14. Os ajustes foram obtidos adotando-se como convergência a diferença
absoluta máxima de 0,0001 entre as esperanças das quantidades latentes do processo iterativo.

Na Tabela 3.14 estão apresentadas as estimativas dos parâmetros associados ao modelo para
a probabilidade de um cervo, em um dado ano, migrar. Como utilizou-se uma ligação logito (vide
expressão 2.9), então a interpretação pode ser feita por meio da razão de chances: a chance de
um cervo não migrar é 65,18% menor na área de estudo �W� em relação à área de estudo �D�; o
incremento de uma unidade no índice de intensidade do inverno (wsi) implica em uma chance 2,29%
menor de não migrar. As razões de chances obtidas são exibidas na Tabela 3.16 em conjunto com
seus respectivos intervalos de con�ança (I.C.) de 95%.

Tabela 3.16: Razões de chances associadas aos efeitos estimados

Covariável e−b I.C. de 95%
wsi 0,977 [0,971 ; 0,984]

Área I 0,660 [0,257 ; 1,693]
Área S 0,432 [0,171 ; 1,092]
Área W 0,348 [0,248 ; 1,571]

Para �ns ilutrativos, �xa-se a área �W� e índice de severidade médio observado na migração
(86,06), obtendo-se a fração de cura abaixo:
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Figura 3.7: Estimador de Turnbull para os dados de migração

1− πi = 1− π(xi) = 1− exp(−2, 071 + 0, 023× 86, 06 + 1, 055)

1 + exp(−2, 071 + 0, 023× 86, 06 + 1, 055)
= 0, 276.

Ou seja, 27,6% dos cervos não migram da área �W� quando o índice do inverno (wsi) encontra-
se em 86,06 unidades. Em resumo, as probabilidades de não migração utilizando o estimador de
Xiang et al. (2011), �xado índice invernal médio, são dadas na Tabela 3.17. A diferença entre a
estimativa da tabela e a apresentada no exemplo ilustrativo é dada por conta do uso de mais casas
decimais no cálculo de estimativas da fração de cura da Tabela 3.17. Os erros padrão exibidos em
conjunto com as estimativas pontuais foram estimados por meio do método delta.

Tabela 3.17: Frações de cura estimadas pelo modelo de mistura padrão

Área Fração de Cura
D 0,519 (0,1048)
I 0,416 (0,0572)
S 0,318 (0,0491)
W 0,273 (0,0438)

Mantendo-se a mesma amostra e o mesmo conjunto de covariáveis, foi realizado um ajuste
utilizando o modelo de tempo de promoção proposto em Liu e Shen (2009), com resultados apre-
sentados na Tabela 3.18. Considerando uma tolerância de 0, 1 para a diferença entre os logaritmos
das verossimilhanças esperadas, obteve-se diferença máxima inferior a 10−15 para as estimativas dos
efeitos e inferior a 10−4 para o vetor de probabilidades estimado. Por meio de tal ajuste, pode-se
observar um aumento relativo médio de 1 % (dado por e0,010−1) do risco de migração ao aumentar-
se o índice de severidade do inverno em uma unidade. Do mesmo modo, as áreas de estudo �I�, �S�
e �W� apresentam risco 54,65%, 60,96% e 78,07% maior, respectivamente, em relação à área de
estudo �D�.

Foi então obtida, para �ns ilustrativos, a fração de cura para o índice de severidade médio da
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Figura 3.8: Estimador de Turnbull para os dados de migração com estrati�cação por área de estudo

Tabela 3.18: Parâmetros estimados utilizando o modelo tempo de promoção

Parâmetro Intercepto βwsi βAreaI βAreaS βAreaW
Estimativa -1,362 (0,2881) 0,010 (0,0012) 0,436 (0,2880) 0,476 (0,2834) 0,577 (0,2805)

amostra sob a área de estudo �W� utilizando o modelo de tempo de promoção:

1− πi = 1− π(xi) = exp(−e−1,362+0,010×86,06+0,577) = 0, 340.

O resultado acima implica que, para a área �W� com índice de severidade médio, 34% dos cervos
não migram. Considerando-se precisamente os parâmetros estimados, obtém-se frações de cura para
as outras áreas do estudo �xando-se o índice de severidade como a média deste. As estimativas, em
conjunto com seus erros padrão estimados utilizando o método delta, são apresentadas na Tabela
3.19, diferenciando-se do exemplo acima por considerar mais algarismos signi�cativos para os efeitos
estimados no cálculo da fração de cura.

Tabela 3.19: Frações de cura estimadas pelo modelo de tempo de promoção

Área Fração de Cura
D 0,537 (0,0861)
I 0,382 (0,0488)
S 0,368 (0,0450)
W 0,331 (0,0415)

Diferenças razoáveis podem ser notadas entre as estimativas de fração de cura obtidas por meio
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do algoritmo de mistura padrão e tempo de promoção, conforme visualizado nas Tabelas 3.17 e
3.19, evidenciando a necessidade de uma motivação natural na escolha do mecanismo de fração de
cura.

Utilizando o modelo de fragilidade de Lam et al. (2013), obtém-se as estimativas apresentadas
nas Tabelas 3.20 e 3.21, referentes à incidência e latência do evento de migração, respectivamente.
Em virtude da amostra de tamanho menor, além das 30 estimativas para �aquecimento� do pro-
cesso, foram utilizadas 100 iterações com M = 200, seguidas por 30 iterações com M = 1000, 5
iterações com M = 2000 e �nalmente 5 iterações com M = 3000. Mesmo com valores altos para
M , implicando em custo computacional altamente intensivo, o conjunto de efeitos estimados não
apresentou convergência com o rigor estabelecido de 0, 001 de diferença máxima entre as estimativas
das diferentes iterações. Entretanto, o processo mostrou-se estável e com convergência de 0, 01 para
estimativas associadas à fração de cura.

Tabela 3.20: Parâmetros relacionados à fração de cura estimados utilizando o modelo de fragilidade

Parâmetro Intercepto θwsi θAreaI θAreaS θAreaW
Estimativa -0,596 (0,3093) 0,010 (0,0022) 0,236 (0,3225) 0,279 (0,3052) 0,455 (0,3144)

Tabela 3.21: Parâmetros relacionados ao risco estimados utilizando o modelo de fragilidade

Parâmetro βwsi βAreaI βAreaS βAreaW
Estimativa -0,003 (0,0038) 0,995 (0,6681) 1,100 (0,7217) 0,576 (0,6239)

Ao �xar-se o efeito de fragilidade dado por ui no modelo em questão, tem-se que o risco de mi-
gração na área de estudo �W� é 77,82% maior em relação à área �D�. O aumento de uma unidade do
índice de severidade invernal implica em risco de migração 0,27% menor, contradizendo o aumento
do risco observado utilizando-se as modelagens anteriores. Entretanto, tais efeitos apresentam-se
como não signi�cativos quando consideram-se os erros padrão estimados.

Tabela 3.22: Frações de cura estimadas pelo modelo de fragilidade

Área Fração de Cura
D 0,504 (0,0941)
I 0,420 (0,0770)
S 0,404 (0,0630)
W 0,339 (0,0732)

Novamente, para �ns ilustrativos, obtém-se a proporção de curados associada ao índice invernal
de 86,06 unidades para cervos da área �W� para as estimativas arredondadas apresentadas na Tabela
3.20:

1− πi = exp(−ηi/2) = exp(−e−0,596+0,010×86,06+0,455/2) = 0, 358.

As estimativas das frações de cura considerando maior precisão, exibidas na Tabela 3.22, apre-
sentaram menor diferença em relação àquelas obtidas pelo modelo de tempo de promoção, na Tabela
3.19. Assim como para as demais aplicações, o erro padrão foi estimado por meio do método delta.
O sentido dos efeitos estimados de incidência apresentados em Tabela 3.20 coincidem com aqueles
obtidos pelo modelo de Xiang et al. (2011), ou seja, a relação de áreas com maior e menor efeito
de incidência permanece na mesma ordem. Embora o modelo de tempo de promoção não utilize
conjuntos separados de estimativas associados à incidência e ao risco, os sinais das estimativas obti-
das mostraram-se iguais aos efeitos de incidência obtidos por meio dos outros algoritmos, mantendo
também a mesma relação comparativa entre as áreas.

Uma vez que um mesmo cervo pode ser observado repetidas vezes com o decorrer dos anos,
pode-se considerar um efeito do animal em particular para o conjunto de dados em questão. Assim,
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utilizam-se efeitos aleatórios para modelar a estrutura de correlação de medidas de um mesmo cervo,
também controlando a variabilidade dos dados. Tais questões motivam o uso dos modelos mistos
apresentados e discutidos neste trabalho. O modelo de Xiang et al. (2011) para dados agrupados
proporciona as estimativas de incidência e relacionadas ao risco encontradas na Tabela 3.23 e Tabela
3.24, respectivamente, com variâncias estimadas dos efeitos aleatórios em conjunto com seus erros
padrão exibidas na Tabela 3.25.

Tabela 3.23: Parâmetros relacionados à fração de cura estimados utilizando o modelo de mistura simples
para dados agrupados

Parâmetro Intercepto bwsi bAreaI bAreaS bAreaW
Estimativa -2,089 (0,5668) 0,024 (0,0034) 0,371 (0,5771) 0,814 (0,5655) 1,094 (0,5656)

Tabela 3.24: Parâmetros relacionados ao risco estimados utilizando o modelo de mistura simples para dados
agrupados

Parâmetro βwsi βAreaI βAreaS βAreaW
Estimativa 0,004 (0,0018) 0,976 (0,3297) 0,931 (0,2811) 0,667 (0,2754)

Tabela 3.25: Variância estimada dos efeitos aleatórios associados ao modelo de mistura simples

Parâmetro θ1 θ2

Estimativa 1,180 (0,2454) 0,920 (0,3874)

Nota-se que, embora existam evidências signi�cativas a respeito da existência do efeito de cervo,
as estimativas pontuais de efeito de incidência obtidas para este caso encontram-se razoavelmente
próximas às estimativas encontradas quando não se utiliza a estrutura de grupo. Destaca-se aqui o
fato da amostra ser pequena, explicando os valores altos para os erros padrão obtidos (ver Tabela
3.15 e Tabela 3.24).

Ao �xar-se, como feito anteriormente, área de estudo �W� e wsi = 86, 06, foi obtida a seguinte
fração de cervos não suscetíveis à migração esperada:

1− πij = 1− π(xij) = 1− exp(−2, 089 + 0, 024× 86, 06 + 1, 094)

1 + exp(−2, 089 + 0, 024× 86, 06 + 1, 094)
= 0, 255.

A fração de curados estimada por meio deste exemplo pouco difere daquela obtida quando
desconsidera-se o efeito de cluster, avaliada como 27,3% de curados. As probabilidades de cura
estimadas por região de estudo, considerando a precisão computacional obtida nos efeitos estimados,
são apresentadas na Tabela 3.26. As frações de cura estimadas mostram-se próximas das mesmas
obtidas quanto não utiliza-se a estrutura de grupos.

Tabela 3.26: Frações de cura estimadas pelo modelo de mistura simples considerando-se grupos

Área Fração de Cura
D 0,515 (0,1244)
I 0,423 (0,0711)
S 0,320 (0,0596)
W 0,262 (0,0531)

Nas Tabelas 3.27 e 3.28 são apresentadas estimativas provenientes dos efeitos associados à inci-
dência e ao risco, respectivamente, utilizando o modelo proposto em Lam e Wong (2014), extensão
natural de Lam et al. (2013) para a estrutura de grupos. Similarmente à aplicação a dados de
doença de descompressão exibida em Lam e Wong (2014), foram utilizadas M = 400 imputações
por iteração. Após as 100 primeiras iterações e aquecimento com 30 iterações, observando certa es-
tacionariedade para as estimativas, utilizou-se para resultados mais conservadores M = 1000 para
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outras 10 iterações, proporcionando maior estabilidade no processo e convergência de 0, 01 para as
estimativas associadas à incidência. Como para o ajuste sem efeito de grupo, um aumento sensível
deM não proporcionou convergência com grande rigor para as estimativas. Entretanto, o estudo por
meio de simulação sugere que a estimativa após a centésima iteração do processo pode se mostrar
razoável em termos de viés, como reforçado em Lam et al. (2013) para os efeitos estimados com o
uso de simulação.

A estimativa do logaritmo do parâmetro ω associado ao efeito aleatório é apresentada com seu
erro padrão na Tabela 3.29. Vale ressaltar que, por construção, ω → ∞ implica em Ξ degenerada
em 1 e, consequentemente, independência entre indivíduos de um mesmo grupo. Logo, o baixo valor
da estimativa obtida sugere alta associação entre os membros do mesmo grupo.

Tabela 3.27: Parâmetros relacionados à fração de cura estimados utilizando modelo de fragilidade para
dados agrupados

Parâmetro Intercepto θwsi θAreaI θAreaS θAreaW
Estimativa -0,855 (0,4207) 0,017 (0,0039) 0,194 (0,4595) 0,784 (0,4764) 0,939 (0,4876)

Tabela 3.28: Parâmetros relacionados ao risco estimados utilizando modelo de fragilidade para dados agru-
pados

Parâmetro βwsi βAreaI βAreaS βAreaW
Estimativa -0,007 (0,0043) 0,932 (0,7187) 0,725 (0,7419) 0,178 (0,6652)

Tabela 3.29: Estimativa e erro padrão de log(ω) utilizando o modelo de fragilidade

Parâmetro log(ω)

Estimativa 0,242 (0,4292)

Da expressão (2.57), pode-se obter a sobrevivência marginal de ti �xando-se 0 para os demais
tempos associados ao mesmo grupo. Deste modo, tomando-se t → ∞, a fração de cura associada
aos cervos da área �W� com índice de severidade invernal médio (86,06) é dada por

lim
t→∞

S(t|Area = W, wsi = 86, 06) =

[
ω

ω + exp(θ′x
(0)
ij )/2

]ω

=

[
0, 242

0, 242 + (−e(−0,855+0,017×86,06+0,939)/2)

]0,242

= 0, 264.

Analogamente, obtém-se as frações de cura estimadas apresentadas na Tabela 3.30 utilizando-se
a precisão original das estimativas obtidas. Conforme pode ser observado, o modelo de fragilidade
para dados agrupados apresentou consideráveis diferenças para as estimativas pontuais em relação
ao modelo de mistura padrão para dados agrupados. Entretanto, erros padrão altos foram observados
associados às estimativas provenientes de ambos os modelos.

Tabela 3.30: Frações de cura estimadas pelo modelo de fragilidade considerando-se grupos

Área Fração de Cura
D 0,511 (0,1026)
I 0,459 (0,0822)
S 0,308 (0,0952)
W 0,272 (0,0901)
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Em resumo, as estimativas pontuais das probabilidades de cura utilizando cada um dos modelos
propostos neste trabalho são apresentadas na Tabela 3.31, com representação grá�ca dada pela
Figura 3.9. Conforme evidenciado, o uso da estrutura de agrupamento para o modelo de mistura
padrão parece não afetar as estimativas das proporções de não migrantes, entretanto, grandes
diferenças podem ser notadas para o modelo de fragilidade utilizando grupo em relação a quando
não se considera tal estrutura. Ressalta-se que a amostra é pequena e, como os resultados das
propriedades dos estimadores são assintóticos, pode ser que a aproximação para a normalidade não
esteja boa. É importante que estudos sejam feitos para avaliar o desempenho do estimador para
amostras pequenas.

Tabela 3.31: Frações de cura estimadas para dados de migração

Mistura Mistura com Grupos Promoção Fragilidade Fragilidade com Grupos
Área D 0,519 0,515 0,537 0,504 0,511
Área I 0,416 0,423 0,382 0,420 0,459
Área S 0,318 0,320 0,368 0,404 0,308
Área W 0,273 0,262 0,331 0,339 0,272

Figura 3.9: Estimativas pontuais de fração de cura para dados de migração

Devido às notáveis diferenças entre as estimativas, especialmente para os dados de doações, e a
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complexidade quanto à escolha ideal para o mecanismo de fração de cura nos problemas apresen-
tados, um estudo com respeito ao viés proporcionado por cada estimador em diferentes situações
pode ser útil, motivando um critério de decisão adicional. O capítulo seguinte apresenta ao leitor
estudos realizados por meio de simulações utilizando processos computacionalmente intensivos para
melhor investigar propriedades de interesse dos estimadores aqui apresentados.
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Capítulo 4

Simulações

Com o intuito de estudar a robustez e as possíveis propriedades presentes nos estimadores dis-
cutidos, potencialmente justi�cando a escolha de um modelo para determinadas situações práticas,
foi realizado um estudo exaustivo das modelagens propostas por meio de simulações. Para isto,
foram estudadas métricas de desempenho provenientes dos estimadores aplicados a conjuntos ge-
rados a partir dos diferentes mecanismos de fração de cura anteriormente apresentados (mistura
padrão, tempo de promoção e modelo de fragilidade). Diferentes cenários são estabelecidos a partir
do percentual de curados, percentual de censurados, tamanho de amostra e, conforme mencionado,
diferentes especi�cações para os modelos de fração de cura.

Foi considerada a estimação do efeito de dois tratamentos (representados por uma única va-
riável binária) e uma covariável contínua de média zero, aqui adotada como normal padrão, cujo
efeito sobre a proporção de curados é pré-estabelecido como nulo (como em Lam et al., 2013, por
exemplo). Tratando-se da fração de cura em si, duas possibilidades foram estudadas em conjunto
com as possíveis combinações dos demais fatores: tratamentos T0 e T1 com 40% e 10% de curados,
respectivamente; tratamentos T0 e T1 com 30% e 20% de proporção de curados, respectivamente.

As frações de cura são facilmente determinadas de forma analítica a partir de expressões an-
teriormente apresentadas, com as estimativas obtidas variando-se a covariável binária (tratamento
T0 e T1) e mantendo �xada a covariável contínua como nula, permitindo melhor comparação en-
tre as probabilidades de cura se comparado com o caso em que se �xa o valor médio amostral da
covariável.

Para a proporção de censuras, utilizam-se valores de 35% a 40% e 60% a 65%, obtidas a partir de
uma variável aleatória mista de�nida por C = min(c1, c2×A) tal que c1 e c2 são constantes escolhidas
de modo que obtenha-se valores de censura dentro do intervalo desejado, com A ∼ Exp(1). Tais
faixas de censura consideram o total de censurados da amostra toda, sem desconsiderar indivíduos
curados. Os tamanhos de amostra n delineados para a simulação são tomados por 200, 400 e 800
unidades amostrais. As diferentes combinações de modelos, frações de cura, proporção de censura
e tamanho de amostra de�nem 36 cenários diferentes. Para todo e qualquer cenário, foram gerados
B = 1000 conjuntos de dados, ou seja, cada cenário contém 1000 amostras simuladas das quais são
obtidas estimativas para cada uma delas.

Os diferentes estimadores apresentam diferentes taxas de convergência e critérios de parada,
di�cultando a uniformização do processo de simulação. Por conta disso, os estudos apresentados são
�exíveis quanto a tais critérios, visando a escala do experimento e tempos computacionais viáveis.
O estimador do modelo de mistura tem como critério de parada a diferença máxima inferior a
0, 0001 para as esperanças das variáveis latentes indicadoras de suscetibilidade. Para o estimador
do modelo de tempo de promoção, adota-se a diferença máxima de 0, 001 para as estimativas dos
efeitos e 0, 005 para os saltos da função distribuição. Em virtude do alto tempo de processamento
para a convergência da esperança da log-verossimilhança, esta é desconsiderada. Para o estimador
proveniente do modelo de fragilidade, utilizando M = 50 imputações por iteração, considera-se a
diferença máxima de 0, 001 para as estimativas dos efeitos. Para todos estes, a centésima iteração
é também adotada como critério de parada, como proposto de modo conservador para o modelo de
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fragilidade nas simulações realizadas em Lam et al. (2013). A adoção da centésima iteração como
critério de parada para os estimadores semiparamétricos é justi�cada por, em geral, estimativas
associadas ao modelo de mistura e tempo de promoção convergirem com um número inferior de
iterações, com o modelo de fragilidade apresentando bom desempenho para diversos cenários quando
considera-se tal critério de parada, conforme apresentado posteriormente.

Adicionalmente, devido à melhor performance computacional e por utilizar seus ajustes essen-
cialmente como controle, para o estimador não paramétrico de Turnbull implementado na função
ic�t do pacote �interval�, foram mantidas as con�gurações padrão de número máximo de iterações
igual a 10000 e tolerância de 0, 000001 entre diferenças.

A seguir detalha-se o procedimento para a geração de dados a partir de cada mecanismo. Quan-
tidades como média estimada, em conjunto com viés, erro quadrático médio, erro padrão (calculado
pelo método delta), probabilidade de cobertura e número de conjuntos considerados foram obtidas
para cada cenário utilizando-se os estimadores propostos a �m de avaliar seus desempenhos quando
assume-se uma especi�cação errônea e comparadas com as estimativas do modelo que gera os dados
do cenário. Estimativas não paramétricas utilizando o algoritmo de Turnbull também são exibi-
das em cada cenário para �ns comparativos. Para este algoritmo, em especial, considerou-se como
estimativa da proporção de curados o último �salto� estimado iterativamente para cada estrati�ca-
ção por tratamento: por meio de simulações, as propriedades de tal estimativa sob o estrutura de
censura intervalar são investigadas neste capítulo.

Em particular, o modelo de tempo de promoção não permite a estimação da fração de cura para
conjuntos de dados que não apresentam o limiar de cura de�nido por Zeng et al. (2006). Por conta
disso, o estimador de tempo de promoção é aplicado somente a conjuntos gerados contendo esta
característica. Para o algoritmo de Turnbull, a sobrevivência estimada tende a 0 quando os dados
não apresentam este limiar. Entretanto, utilizando-se o último �salto� da curva estimada, pode-se
obter estimativas razoáveis da fração de cura, conforme exempli�cado para o conjunto de dados de
câncer de mama e reforçado no estudo que se segue.

As probabilidades de cobertura, obtidas para cada estimador com exceção do estimador de
Turnbull, tratam-se da proporção de intervalos de con�ança (95% de con�ança) contendo o valor
real da proporção de curados, construídos para cada fração de cura estimada utilizando o erro padrão
obtido via método delta. Caso as propriedades de um estimador de máxima verossimilhança sejam
satisfeitas, as probabilidades de cobertura estimadas devem aproximar-se de 95% com o aumento
do tamanho da amostra.

Além das estimativas apresentadas nesta seção, para cada cenário da simulação, são estudadas
as estimativas dos parâmetros obtidas quando utiliza-se o modelo que gera os dados do cenário em
questão. Estes resultados são apresentados no Apêndice B.2.

4.1 Geração de dados baseada no Modelo de Mistura Padrão

A metodologia apresentada a seguir baseia-se nos estudos com uso de simulações realizados
em Xiang et al. (2011) sem a presença de efeito aleatório para grupo, com pequenas alterações
adotadas com o intuito de padronizar os diferentes métodos de geração quanto aos instantes de
observação e censura. Geram-se, através do algoritmo a seguir, os dados com censura intervalar
(Li, Ri, δi) com a presença de uma fração de curados:

1. Gera-se uma variável latente binária Yi utilizando-se o modelo logístico P (Yi = 1) =
1

1+e−(b0+b1xi1+b2xi2)
para o i-ésimo indivíduo, com xi1 ∼ Bernoulli(0, 5), xi2 ∼ N(0; 1), b2 = 0,

e com b0 e b1 escolhidos de modo que as frações de cura para cada tratamento coincidam com
seus valores desejados.

2. Gera-se o tempo de censura C = min(c1, c2 ×A), com A ∼ Exp(1). As constantes c1 e c2 são
determinadas de acordo com a proporção de censuras desejada.

3. Caso Yi = 0, toma-se Ti = Ci e o indicador de censura δi = 0.
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4. Caso Yi = 1, o tempo de evento é gerado a partir da distribuição com risco condicional
λi(t) = exp(βxi), com β1 = 0 e β2 = 0, 5. Faz-se δi = 1 se Ti ≤ Ci e 0 caso contrário.

5. Se δi = 0, toma-se Li = Ci < Ri =∞.

6. Se δi = 1, geram-se m instantes de observação a partir da soma de tempos com distribuição
uniforme Qj ∼ U(0, 1; 0, 5), de modo que

∑m−1
j=0 Qj ≤ Ti <

∑m
j=0Qj , em que Q0 = 0

é o primeiro instante de observação. Satisfeita a inequação, faz-se então Li =
∑m−1

j=0 Qj e
Ri =

∑m
j=0Qj .

Com base no processo de�nido acima, foram simulados dados provenientes de um mecanismo
de mistura padrão. A partir dos estimadores apresentados em capítulos anteriores, em conjunto
com o estimador de mistura padrão de Xiang et al. (2011), calcula-se para cada conjunto de dados,
primeiramente, as estimativas dos efeitos associados à incidência. A partir dos efeitos estimados,
aplica-se a expressão para obtenção da proporção de curados proveniente de cada estimador. Tendo,
para cada um dos conjuntos de dados gerados, estimativas das frações de cura para ambos os
tratamentos com seus respectivos erros padrão, são então obtidos e exibidos resultados como valor
médio estimado, viés médio, desvio padrão das estimativas obtidas para cada amostra, erro padrão
médio, probabilidade de cobertura (para valor teórico de 95%) e, por �m, o número estimativas
obtidas para cada cenário, podendo ser inferior a B = 1000 por conta de instabilidades numéricas
ou limitações quanto ao limiar de cura.

Na Tabela 4.1, são apresentados os resultados das simulações provenientes do cenário com taxa
de censura média (35 a 40%), com probabilidades de cura relacionadas aos tratamento T0 e T1 dadas
por 40% e 10%, respectivamente. O viés para este cenário é substancialmente inferior utilizando-
se um estimador apropriado para mistura padrão. Entretanto, as probabilidades de cobertura dos
intervalos apresentam-se inferiores a 95%. Em particular, devido ao erro padrão de cada salto
estimado pelo método de Turnbull ser obtido através de bootstrap, consequentemente tornando esse
resultado inviável na simulação, o erro padrão médio associado às estimativas é desconsiderado deste
estudo para este estimador. Devido a um dos conjuntos não apresentar o denominado limiar de cura,
o modelo de tempo de promoção apresentou uma estimativa a menos em relação aos demais.

Tabela 4.1: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 200, frações de cura
iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,401 0,001 0,004 0,062 0,049 0,883 1000
Mistura T1 0,099 -0,001 0,002 0,040 0,029 0,836 1000
Promoção T0 0,369 -0,031 0,005 0,063 0,047 0,799 999
Promoção T1 0,122 0,022 0,002 0,037 0,027 0,817 999
Fragilidade T0 0,387 -0,013 0,005 0,066 0,053 0,865 1000
Fragilidade T1 0,082 -0,018 0,002 0,044 0,039 0,808 1000
Turnbull T0 0,401 0,001 0,004 0,062 1000
Turnbull T1 0,103 0,003 0,002 0,041 1000

Para o cenário de tamanho de amostra n = 200 com taxa de censura alta (60% a 65%) e
com frações de cura de 40% e 10% para T0 e T1, respectivamente, foram obtidos os resultados
apresentados em Tabela 4.2. Para tais taxas de censura, o estimador de Lam apresentou-se superior
em termos de vício e erro quadrático médio para T1, mesmo não sendo o modelo associado à geração
dos dados.

Ainda avaliando amostras de tamanho n = 200 geradas a partir da simulação de modelos de
mistura padrão, para tratamentos com fração de cura 30% e 20% e taxa de censura média entre
35% e 40%, foi obtida a Tabela 4.3. As probabilidades de cobertura encontram-se mais altas para
este cenário, porém, ainda bastante inferiores ao valor teórico de 95%.
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Tabela 4.2: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 200, fração de cura
entre 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,410 0,010 0,015 0,121 0,049 0,590 1000
Mistura T1 0,141 0,041 0,010 0,094 0,031 0,448 1000
Promoção T0 0,381 -0,019 0,011 0,101 0,046 0,622 949
Promoção T1 0,174 0,074 0,013 0,085 0,032 0,410 949
Fragilidade T0 0,386 -0,014 0,016 0,127 0,067 0,688 1000
Fragilidade T1 0,120 0,020 0,009 0,094 0,074 0,766 1000
Turnbull T0 0,422 0,022 0,012 0,107 1000
Turnbull T1 0,191 0,091 0,014 0,077 1000

Tabela 4.3: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 200, frações de cura
iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,297 -0,003 0,003 0,058 0,046 0,863 1000
Mistura T1 0,196 -0,004 0,002 0,048 0,040 0,879 1000
Promoção T0 0,285 -0,015 0,003 0,057 0,042 0,815 1000
Promoção T1 0,203 0,003 0,002 0,047 0,036 0,865 1000
Fragilidade T0 0,282 -0,018 0,004 0,063 0,047 0,823 1000
Fragilidade T1 0,182 -0,018 0,003 0,054 0,055 0,895 1000
Turnbull T0 0,300 -0,000 0,004 0,060 1000
Turnbull T1 0,198 -0,002 0,003 0,051 1000

Na Tabela 4.4 são exibidas as métricas referentes ao cenário de tamanho de amostra n = 200,
fração de cura de 30% e 20% e taxa de censura entre 60% e 65%. A probabilidade de cobertura
associada à fração de cura para ambos os tratamentos é superior utilizando-se o algoritmo de Lam,
entretanto, o mesmo estimador apresentou os maiores erros padrão para este cenário. Para o modelo
de tempo de promoção, 64 estimativas não foram obtidas por conta da inexistência do limiar de
cura para as respectivas amostras.

Tabela 4.4: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 200, frações de cura
iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,319 0,019 0,015 0,120 0,046 0,538 1000
Mistura T1 0,226 0,026 0,012 0,108 0,040 0,540 1000
Promoção T0 0,307 0,007 0,010 0,102 0,043 0,579 936
Promoção T1 0,241 0,041 0,011 0,094 0,038 0,524 936
Fragilidade T0 0,277 -0,023 0,016 0,126 0,059 0,625 1000
Fragilidade T1 0,191 -0,009 0,013 0,115 0,095 0,801 1000
Turnbull T0 0,338 0,038 0,013 0,106 1000
Turnbull T1 0,257 0,057 0,012 0,093 1000

Aumentando-se o tamanho das amostras geradas para n = 400, o cenário com frações de cura
0, 40 e 0, 10 com níveis de censura intermediários levou aos resultados da Tabela 4.5. Os erros
quadráticos médios mostram-se próximos para este cenário. Ao aumentar os níveis de censura,
obtém-se maior discrepância entre os desvios padrões empíricos e os erros padrões médios, conforme
a Tabela 4.6. O estimador de fragilidade apresenta maior viés médio associado a T1 ao estimar-se
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a fração de cura no cenário de proporções 0, 3 e 0, 2 com nível de censura médio, como mostra a
Tabela 4.7, entretanto, seu erro quadrático médio mostrou-se próximo dos pertencentes aos demais
estimadores. Com maiores taxas de censura sobre o cenário anterior, os estimadores mostraram-se
todos com maior viés e probabilidades de cobertura inferior, com o modelo de tempo de promoção
sobressaindo-se com o erro quadrático médio inferior (ver Tabela 4.8). Algumas estimativas não
foram obtidas para o estimador de mistura devido a erros relacionados à matriz modelo não ser
inversível para certos conjuntos gerados.

Tabela 4.5: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 400, frações de cura
iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,398 -0,002 0,002 0,043 0,035 0,887 1000
Mistura T1 0,101 0,001 0,001 0,029 0,021 0,842 1000
Promoção T0 0,367 -0,033 0,003 0,044 0,033 0,738 1000
Promoção T1 0,124 0,024 0,001 0,027 0,019 0,724 1000
Fragilidade T0 0,388 -0,012 0,002 0,045 0,037 0,879 1000
Fragilidade T1 0,090 -0,010 0,001 0,032 0,029 0,865 1000
Turnbull T0 0,398 -0,002 0,002 0,043 1000
Turnbull T1 0,102 0,002 0,001 0,031 1000

Tabela 4.6: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 400, frações de cura
iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,419 0,019 0,008 0,087 0,035 0,570 1000
Mistura T1 0,136 0,036 0,006 0,072 0,023 0,424 1000
Promoção T0 0,385 -0,015 0,007 0,080 0,033 0,559 962
Promoção T1 0,173 0,073 0,009 0,059 0,023 0,277 962
Fragilidade T0 0,401 0,001 0,008 0,090 0,049 0,710 1000
Fragilidade T1 0,116 0,016 0,006 0,073 0,060 0,807 1000
Turnbull T0 0,419 0,019 0,009 0,090 1000
Turnbull T1 0,163 0,063 0,008 0,064 1000

Tabela 4.7: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 400, frações de cura
iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,297 -0,003 0,002 0,040 0,032 0,868 984
Mistura T1 0,199 -0,001 0,001 0,036 0,028 0,870 984
Promoção T0 0,285 -0,015 0,002 0,040 0,030 0,809 998
Promoção T1 0,205 0,005 0,001 0,034 0,026 0,856 998
Fragilidade T0 0,287 -0,013 0,002 0,042 0,034 0,839 1000
Fragilidade T1 0,189 -0,011 0,002 0,038 0,040 0,928 1000
Turnbull T0 0,297 -0,003 0,002 0,042 1000
Turnbull T1 0,200 0,000 0,001 0,038 1000

Aumentando-se o tamanho da amostra para n = 800 e para censura média e frações de cura de
40% e 10%, com geração baseada no mecanismo de mistura, obtém-se os resultados apresentados
na Tabela 4.9. Dentre os modelos semiparamétricos, o estimador de fragilidade apresentou para
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Tabela 4.8: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 400, frações de cura
iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,311 0,011 0,008 0,086 0,033 0,538 916
Mistura T1 0,217 0,017 0,007 0,083 0,028 0,509 916
Promoção T0 0,308 0,008 0,006 0,076 0,031 0,576 955
Promoção T1 0,237 0,037 0,006 0,070 0,027 0,485 955
Fragilidade T0 0,287 -0,013 0,009 0,093 0,043 0,629 1000
Fragilidade T1 0,195 -0,005 0,009 0,093 0,075 0,825 1000
Turnbull T0 0,319 0,019 0,008 0,087 1000
Turnbull T1 0,237 0,037 0,007 0,077 1000

este cenário os melhores resultados quanto a viés e erro quadrático médio, com o estimador não
paramétrico de Turnbull apresentando-se ainda mais preciso quanto a estas métricas. Para todos
os cenários com tamanho de amostra n = 800, o estimador de Xiang et al. (2011) apresentou
di�culdades técnicas no processo de estimação (tempos inviáveis para cada iteração do algoritmo),
impedindo a avaliação de seu desempenho para cenários com este tamanho amostral e, portanto,
com resultados associados não disponibilizados.

Tabela 4.9: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 800, frações de cura
iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,367 -0,033 0,002 0,030 0,023 0,650 1000
Promoção T1 0,123 0,023 0,001 0,019 0,014 0,599 1000
Fragilidade T0 0,392 -0,008 0,001 0,030 0,026 0,915 1000
Fragilidade T1 0,091 -0,009 0,001 0,022 0,022 0,897 1000
Turnbull T0 0,399 -0,001 0,001 0,029 1000
Turnbull T1 0,099 -0,001 0,000 0,021 1000

Ao aumentar o nível de censura, observa-se menor valor para o erro quadrático médio associado
à fração de cura de T0 utilizando o modelo de tempo de promoção, entretanto, o uso do mesmo
modelo apresentou probabilidade de cobertura bastante baixa associada à estimativa da fração de
cura em T1 (vide Tabela 4.10), sugerindo que a aproximação para a normalidade adotada ao usar
o método delta para estimar os erros padrão pode não ser boa. Também neste cenário, o modelo de
fragilidade apresenta melhor desempenho associado às estimativas relacionadas ao tratamento T1.

Tabela 4.10: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 800, frações de cura
iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,382 -0,018 0,003 0,056 0,023 0,600 936
Promoção T1 0,171 0,071 0,007 0,043 0,017 0,131 936
Fragilidade T0 0,403 0,003 0,004 0,063 0,034 0,718 1000
Fragilidade T1 0,113 0,013 0,003 0,052 0,047 0,865 1000
Turnbull T0 0,413 0,013 0,005 0,067 1000
Turnbull T1 0,141 0,041 0,004 0,049 1000

Maiores probabilidades de cobertura podem ser observadas no cenário com frações de cura 30%
e 20% para T0 e T1, respectivamente, com nível de censura médio. O estimador não paramétrico
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apresentou menor viés médio para este cenário (vide Tabela 4.11).

Tabela 4.11: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 800, frações de cura
iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,284 -0,016 0,001 0,027 0,021 0,808 1000
Promoção T1 0,204 0,004 0,001 0,024 0,018 0,862 1000
Fragilidade T0 0,291 -0,009 0,001 0,029 0,024 0,870 1000
Fragilidade T1 0,191 -0,009 0,001 0,027 0,028 0,932 1000
Turnbull T0 0,298 -0,002 0,001 0,029 1000
Turnbull T1 0,197 -0,003 0,001 0,027 1000

Os resultados obtidos para dados gerados pelo modelo de mistura com n = 800, proporção de
curados de 0, 30 e 0, 20, e alto nível de censura, são apresentados na Tabela 4.12. O erro quadrático
médio das estimativas mostrou-se próximo. O estimador de fragilidade apresentou menor viés para
a proporção de curados de T1.

Tabela 4.12: Resultados para dados gerados por modelo de mistura padrão com n = 800, frações de cura
iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,305 0,005 0,004 0,059 0,022 0,557 968
Promoção T1 0,236 0,036 0,004 0,054 0,019 0,389 968
Fragilidade T0 0,294 -0,006 0,005 0,067 0,031 0,639 1000
Fragilidade T1 0,199 -0,001 0,005 0,068 0,058 0,859 1000
Turnbull T0 0,309 0,009 0,005 0,071 1000
Turnbull T1 0,224 0,024 0,005 0,066 1000

Para facilitar a visualização dos resultados das simulações com dados gerados pelo modelo de
mistura e frações de cura de 40% e 10%, apresenta-se o viés médio e o erro quadrático médio nas
Figuras B.1 e B.2, com variação de tamanho de amostra, nível de censura e estimador utilizado.
Analogamente, obtém-se nas Figuras B.3 e B.4 os grá�cos respectivos considerando-se o cenário
com frações de cura de 30% e 20% associadas a T0 e T1, respectivamente. Por meio das �guras
apresentadas, é notável a melhora das estimativas com o aumento do tamanho da amostra para
todos os cenários com dados simulados pelo mecanismo de mistura, conforme evidenciado pela
diminuição do erro quadrático médio. O estimador de mistura padrão, embora tenha a mesma
especi�cação utilizada na geração dos dados, não apresenta necessariamente o melhor desempenho,
como pode ser visto nos cenários de alta taxa de censura.

O Apêndice B.2 apresenta os efeitos estimados utilizando o modelo de mistura do qual derivam-
se as estimativas das frações de cura apresentadas nesta seção quando utiliza-se o modelo de
Xiang et al. (2011). Conforme esperado, maiores taxas de censura implicam em maior viés as-
sociado às estimativas e baixo desempenho na estimação intervalar, como exibem as probabilidades
de cobertura das tabelas. O leitor pode consultar o mesmo apêndice a �m de avaliar as estima-
tivas dos efeitos obtidos pelo modelo de tempo de promoção e fragilidade quando especi�cados
corretamente, com o intuito de complementar as análises apresentadas nas próximas seções.

4.2 Geração de dados baseada no Modelo de Tempo de Promoção

Para a geração de dados a partir de um modelo de tempo de promoção, obtém-se a média de
uma variável aleatória de distribuição Poisson Ni ∼ P (λi) por λi = β′xi, com esta representando
a quantidade de células tumorosas remanescentes após um determinado tratamento. Obtidas as
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contagens, geram-se então Ni variáveis exponenciais de média 1. O tempo de evento, assim como na
motivação biológica mencionada na introdução deste trabalho, é tomado como o mínimo dos tempos
exponenciais de cada célula tumorosa. O procedimento de geração é detalhado pelo algoritmo a
seguir:

1. Geram-se, para cada unidade amostral, variáveis aleatórias Ni com distribuição Poisson de
média exp(α + β0xi1 + β1xi2) para o i-ésimo indivíduo, com xi1 ∼ Bernoulli(0, 5) , xi2 ∼
N(0; 1), β1 = 0 e com α e β0 escolhidos de modo que as frações de cura para cada tratamento
coincidam com seus valores desejados.

2. Geram-se, para cada unidade amostral, Ni tempos com distribuição exponencial de média
1. Adota-se o mínimo destes tempos como sendo o tempo do evento de interesse, Ti. Caso
Ni = 0, toma-se Ti =∞, constituindo um caso de cura.

3. Geram-se tempos de censura Ci ∼ min(c1, c2 × A), com A ∼ Exp(1). As constantes c1 e c2

são determinadas de acordo com a proporção de censuras desejada. De�ne-se então a variável
indicadora de falhas δi = I(Ti ≤ Ci).

4. Se δi = 0, toma-se Li = Ci < Ri =∞.

5. Se δi = 1, geram-se m instantes de observação a partir da soma de tempos com distribuição
uniforme Qj ∼ U(0, 1; 0, 5), de modo que

∑m−1
j=0 Qj ≤ Ti <

∑m
j=0Qj , em que Q0 = 0

é o primeiro instante de observação. Satisfeita a inequação, faz-se então Li =
∑m−1

j=0 Qj e
Ri =

∑m
j=0Qj .

De forma similar às estimativas para os dados gerados pelo modelo de mistura, as estimativas
das frações de cura provém dos efeitos estimados utilizando-se cada estimador apresentado e suas
expressões de proporção de curados associadas.

Assim como observado para os dados gerados através do modelo de mistura padrão, os resultados
referentes à probabilidade de cobertura obtidos utilizando-se os estimadores propostos para dados
gerados a partir do modelo de tempo de promoção ainda mostram-se inferiores à proporção teórica
de 95% estabelecida (Tabela 4.13). Conforme esperado, o viés e o erro quadrático médio associado
às estimativas do modelo de tempo de promoção são inferiores aos obtidos pelos demais modelos.

Tabela 4.13: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 200, frações de
cura iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,388 -0,012 0,005 0,068 0,049 0,822 1000
Mistura T1 0,099 -0,001 0,002 0,042 0,029 0,837 1000
Promoção T0 0,397 -0,003 0,004 0,060 0,047 0,850 1000
Promoção T1 0,100 -0,000 0,001 0,034 0,024 0,823 1000
Fragilidade T0 0,385 -0,015 0,005 0,070 0,053 0,843 1000
Fragilidade T1 0,088 -0,012 0,002 0,044 0,044 0,870 1000
Turnbull T0 0,397 -0,003 0,004 0,065 1000
Turnbull T1 0,102 0,002 0,002 0,039 1000

Para maiores taxas de censura, mesmo com dados gerados por meio do modelo de tempo de
promoção, o estimador proveniente do mesmo modelo apresentou um número menor de estimativas
por conta de alguns dos conjuntos de dados gerados não apresentarem o limiar de cura necessário. As
estimativas provenientes do modelo dos dados do cenário apresentaram os menores erros quadráticos
médios, com o estimador de fragilidade apresentando maior erro quadrático estimando a proporção
de curados de T0. Tais resultados, estimados sob um cenário de fração de cura 40% e 10% para os
tratamentos e altas taxas de censura, podem ser observados na Tabela 4.14.
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Tabela 4.14: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 200, frações de
cura iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,414 0,014 0,019 0,138 0,048 0,505 999
Mistura T1 0,129 0,029 0,009 0,088 0,030 0,462 999
Promoção T0 0,424 0,024 0,012 0,107 0,047 0,576 917
Promoção T1 0,122 0,022 0,005 0,069 0,026 0,527 917
Fragilidade T0 0,395 -0,005 0,023 0,150 0,069 0,606 1000
Fragilidade T1 0,123 0,023 0,009 0,090 0,083 0,831 1000
Turnbull T0 0,429 0,029 0,016 0,122 1000
Turnbull T1 0,165 0,065 0,009 0,071 1000

Para o cenário de dados gerados pelo modelo de tempo de promoção apresentando frações de
cura de 30% e 20% para T0 e T1, respectivamente, e taxa de censura entre 35% e 40%, o modelo
proposto em Lam et al. (2013) apresentou maior viés, porém, maior probabilidade de cobertura
para as estimativas referentes a T1. O estimador não paramétrico de Turnbull mostra-se como uma
boa opção em termos de viés e erro quadrático médio. Os desvios padrão empíricos encontram-se
consideravelmente próximos neste cenário. Tais resultados podem ser observados na Tabela 4.15. Ao
aumentar-se as taxas de censura, o modelo de tempo de promoção apresenta o menor erro quadrá-
tico médio, com o estimador de fragilidade apresentando o menor viés, embora tenha apresentado
também o maior erro quadrático médio, conforme pode ser visto na Tabela 4.16.

Tabela 4.15: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 200, frações de
cura iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,296 -0,004 0,003 0,057 0,046 0,872 1000
Mistura T1 0,194 -0,006 0,003 0,051 0,039 0,859 1000
Promoção T0 0,298 -0,002 0,003 0,051 0,043 0,880 1000
Promoção T1 0,198 -0,002 0,002 0,045 0,036 0,863 1000
Fragilidade T0 0,289 -0,011 0,004 0,058 0,047 0,857 1000
Fragilidade T1 0,185 -0,015 0,003 0,054 0,055 0,937 1000
Turnbull T0 0,300 0,000 0,003 0,056 1000
Turnbull T1 0,196 -0,004 0,002 0,049 1000

Tabela 4.16: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 200, frações de
cura iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,345 0,045 0,014 0,108 0,047 0,546 1000
Mistura T1 0,246 0,046 0,013 0,103 0,042 0,479 1000
Promoção T0 0,326 0,026 0,010 0,095 0,044 0,588 872
Promoção T1 0,226 0,026 0,008 0,087 0,037 0,536 872
Fragilidade T0 0,281 -0,019 0,019 0,137 0,059 0,581 1000
Fragilidade T1 0,197 -0,003 0,014 0,120 0,104 0,797 1000
Turnbull T0 0,336 0,036 0,012 0,106 1000
Turnbull T1 0,249 0,049 0,011 0,094 1000
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Aumentando-se o volume de dados gerados para n = 400, os estimadores não paramétrico e de
tempo de promoção apresentam os menores vícios médios para as proporções de cura geradas pelo
modelo de tempo de promoção. Embora altas, nenhuma probabilidade de cobertura atingiu 95%
para este cenário (fração de cura de 0, 40 e 0, 10 com níveis médios de censura), conforme a Tabela
4.17.

Tabela 4.17: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 400, frações de
cura iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,390 -0,010 0,002 0,045 0,035 0,860 1000
Mistura T1 0,099 -0,001 0,001 0,029 0,021 0,838 1000
Promoção T0 0,399 -0,001 0,002 0,041 0,033 0,890 1000
Promoção T1 0,099 -0,001 0,001 0,023 0,017 0,840 1000
Fragilidade T0 0,392 -0,008 0,002 0,045 0,038 0,881 1000
Fragilidade T1 0,093 -0,007 0,001 0,030 0,033 0,924 1000
Turnbull T0 0,399 -0,001 0,002 0,044 1000
Turnbull T1 0,099 -0,001 0,001 0,028 1000

Para dados gerados pelo modelo de tempo de promoção com maior nível de censura, o estimador
com a mesma especi�cação apresentou, com diferenças substanciais em relação aos demais, o menor
erro quadrático médio, conforme a Tabela 4.18 mostra.

Tabela 4.18: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 400, frações de
cura iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,399 -0,001 0,012 0,110 0,034 0,460 1000
Mistura T1 0,123 0,023 0,005 0,070 0,021 0,414 1000
Promoção T0 0,418 0,018 0,007 0,082 0,033 0,572 940
Promoção T1 0,118 0,018 0,003 0,051 0,018 0,482 940
Fragilidade T0 0,399 -0,001 0,012 0,111 0,050 0,619 1000
Fragilidade T1 0,115 0,015 0,005 0,069 0,067 0,844 1000
Turnbull T0 0,410 0,010 0,011 0,105 1000
Turnbull T1 0,139 0,039 0,005 0,057 1000

Para o cenário de nível médio de censura cujas frações de cura para T0 e T1 são dadas por 0, 30
e 0, 20, respectivamente, o erro quadrático médio dos estimadores mostrou-se próximo, com o viés
do estimador não paramétrico novamente igualando-se ao viés obtido pelo estimador de tempo de
promoção (Tabela 4.19). Para maiores níveis de censura, o estimador de Turnbull continua sendo
a melhor opção referente ao erro quadrático médio quando descarta-se o estimador de tempo de
promoção, conforme a Tabela 4.20. Neste mesmo cenário, uma estimativa não foi obtida para o
modelo de fragilidade devido a problemas relacionados à implementação por conta da precisão nos
dígitos signi�cativos.

Para um maior tamanho de amostra (n = 800), os estimadores propostos (com exceção do
modelo de mistura, por conta do tempo de processamento por iteração inviável para a escala do
estudo) apresentaram erros quadráticos médios iguais sob a precisão considerada quando avaliados
sob o cenário com T0 e T1 apresentando 40% e 10% de indivíduos curados com nível de censura
entre 35% e 40% (Tabela 4.21). Mantendo as mesmas proporções de curados e aumentando-se os
níveis de censura, foram obtidos os resultados apresentados em Tabela 4.22.

Para os dados gerados pelo modelo de promoção tais que as frações de cura são dadas por 0, 3
e 0, 2, com níveis médios de censura, os estimadores semiparamétricos avaliados apresentaram altas
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Tabela 4.19: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 400, frações de
cura iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,291 -0,009 0,002 0,043 0,032 0,846 1000
Mistura T1 0,198 -0,002 0,001 0,036 0,028 0,868 1000
Promoção T0 0,295 -0,005 0,001 0,038 0,030 0,878 1000
Promoção T1 0,199 -0,001 0,001 0,032 0,025 0,877 1000
Fragilidade T0 0,289 -0,011 0,002 0,043 0,033 0,852 1000
Fragilidade T1 0,193 -0,007 0,001 0,038 0,039 0,939 1000
Turnbull T0 0,295 -0,005 0,002 0,042 1000
Turnbull T1 0,199 -0,001 0,001 0,036 1000

Tabela 4.20: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 400, frações de
cura iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,311 0,011 0,011 0,105 0,032 0,425 1000
Mistura T1 0,214 0,014 0,008 0,091 0,028 0,413 1000
Promoção T0 0,315 0,015 0,007 0,079 0,031 0,517 921
Promoção T1 0,216 0,016 0,005 0,069 0,026 0,511 921
Fragilidade T0 0,292 -0,008 0,011 0,107 0,043 0,559 999
Fragilidade T1 0,194 -0,006 0,009 0,094 0,082 0,825 999
Turnbull T0 0,320 0,020 0,010 0,096 1000
Turnbull T1 0,223 0,023 0,006 0,077 1000

Tabela 4.21: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 800, frações de
cura iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,398 -0,002 0,001 0,028 0,024 0,904 1000
Promoção T1 0,099 -0,001 0,000 0,017 0,012 0,815 1000
Fragilidade T0 0,394 -0,006 0,001 0,031 0,027 0,909 1000
Fragilidade T1 0,096 -0,004 0,000 0,021 0,024 0,946 1000
Turnbull T0 0,397 -0,003 0,001 0,031 1000
Turnbull T1 0,098 -0,002 0,000 0,021 1000

Tabela 4.22: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 800, frações de
cura iguais a 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,416 0,016 0,004 0,065 0,024 0,506 940
Promoção T1 0,113 0,013 0,002 0,040 0,013 0,436 940
Fragilidade T0 0,409 0,009 0,006 0,078 0,036 0,635 1000
Fragilidade T1 0,111 0,011 0,003 0,054 0,053 0,887 1000
Turnbull T0 0,399 -0,001 0,008 0,091 1000
Turnbull T1 0,121 0,021 0,003 0,046 1000

probabilidades de cobertura associadas às frações de cura estimadas, com o estimador de fragilidade
atingindo a probabilidade teórica pré-estabelecida para T1, conforme Tabela 4.23.
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Tabela 4.23: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 800, frações de
cura iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,298 -0,002 0,001 0,025 0,022 0,903 1000
Promoção T1 0,199 -0,001 0,000 0,022 0,018 0,888 1000
Fragilidade T0 0,295 -0,005 0,001 0,028 0,024 0,900 1000
Fragilidade T1 0,197 -0,003 0,001 0,025 0,028 0,954 1000
Turnbull T0 0,298 -0,002 0,001 0,027 1000
Turnbull T1 0,199 -0,001 0,001 0,025 1000

Aumentando-se o nível de censuras, o estimador de fragilidade passa a apresentar grande dife-
rença nas probabilidades de cobertura em relação ao estimador de tempo de promoção, compreen-
dendo maior número de acertos nos intervalos de�nidos. O mesmo estimador apresentou, entretanto,
os maiores erros padrão estimados (Tabela 4.24).
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Tabela 4.24: Resultados para dados gerados por modelo de tempo de promoção com n = 800, frações de
cura iguais a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,313 0,013 0,003 0,058 0,022 0,530 946
Promoção T1 0,214 0,014 0,003 0,051 0,018 0,508 946
Fragilidade T0 0,300 0,000 0,005 0,073 0,032 0,610 1000
Fragilidade T1 0,202 0,002 0,005 0,071 0,064 0,873 1000
Turnbull T0 0,303 0,003 0,006 0,078 1000
Turnbull T1 0,210 0,010 0,004 0,064 1000

Nas Figuras B.5 e B.6, encontram-se os grá�cos de viés e erro quadrático médio associados aos
cenários gerados pelo modelo de tempo de promoção com frações de cura de 0,40 e 0,10 referentes aos
tratamentos T0 e T1, respectivamente. Observa-se ao aumentar o tamanho da amostra, assim como
para os dados gerados pelo modelo de mistura, uma diminuição substancial dos erros quadráticos
médios associados às estimativas de todos os estimadores aqui apresentados. A mesma propriedade
pode ser observada nas Figuras B.7 e B.8, quando considera-se os tratamentos com fração de
cura 0,30 e 0,20, respectivamente. O estimador com a mesma especi�cação dos dados do cenário
apresentou, sob a precisão considerada, erro quadrático médio estritamente inferior em relação a
todos os outros estimadores nos cenários de alta taxa de censura.

As estimativas dos efeitos especi�cados no modelo de tempo de promoção são exibidas nas Tabe-
las B.3, B.4 e B.5 do Apêndice B.2 e, conforme esperado, com erros quadráticos médios tornando-se
menores ao aumentar-se o tamanho da amostra.

4.3 Geração de dados baseada no Modelo de Fragilidade

Através do modelo de Lam et al. (2013), geram-se conjuntos de dados para estudo deste e
dos demais estimadores. A fração de cura, neste caso, é determinada quando a variável latente
Ki assume valor 0 e, consequentemente, Ui = 0. A seguir, detalha-se o processo para geração dos
conjuntos de dados:

1. São geradas as variáveis latentes Ki por meio de distribuições Poisson com média exp(θ0 +
θ1xi1 + θ2xi2)/2 para o i-ésimo indivíduo, com xi1 ∼ Bernoulli(0, 5), xi2 ∼ N(0; 1), θ2 = 0, e
com θ0 e θ1 escolhidos de modo que as frações de cura para cada tratamento coincidam com
seus valores desejados.

2. Gera-se, para cada unidade amostral, Ki variáveis independentes entre si com distribuição
qui-quadrado central com 2 graus de liberdade. Adota-se a soma destas variáveis como sendo
a variável latente Ui.

3. O risco dos tempos de sobrevida Ti condicionados a ui e xi é dado por λ(t|ui,xi) =
λ0(t)ui exp(β′xi), com β1 = 0 e β2 = 0, 5. Assume-se risco basal λ0(t) = 1/2, implicando que
Ti|(ui,xi) apresenta distribuição exponencial com média ui exp(β′xi)/2. Os tempos Ti|(ui,xi)
são então facilmente obtidos pelo método da transformação inversa utilizando as quantidades
Ui geradas no passo anterior. Denota-se os tempos condicionais gerados como apenas Ti.

4. Geram-se tempos de censura Ci ∼ min(c1, c2 × A), com A ∼ Exp(1). As constantes c1 e c2

são determinadas de acordo com a proporção de censuras desejada. De�ne-se então a variável
indicadora de falhas δi = I(Ti ≤ Ci).

5. Se δi = 0, toma-se Li = Ci < Ri =∞.

6. Se δi = 1, geram-se m instantes de observação a partir da soma de tempos com distribuição
uniforme Qj ∼ U(0, 1; 0, 5), de modo que

∑m−1
j=0 Qj ≤ Ti <

∑m
j=0Qj , em que Q0 = 0
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é o primeiro instante de observação. Satisfeita a inequação, faz-se então Li =
∑m−1

j=0 Qj e
Ri =

∑m
j=0Qj .

Com os dados gerados, estima-se os efeitos associados às covariáveis para cada um dos estima-
dores estudados e aplica-se a expressão para a obtenção da fração de cura especí�ca de cada um
variando-se o tratamento e tomando-se a segunda covariável como nula, como feito anteriormente.

Mantida a taxa de censura entre 35% e 40% e �xando-se frações de cura em 40% e 10% para
os dois tratamentos por meio do modelo de fragilidade, foi obtido menor viés para as estimativas
obtidas pelo modelo com a mesma especi�cação do cenário, mesmo com a ausência de convergência
das estimativas na precisão estabelecida. As probabilidades de cobertura se mostram inferiores aos
95% pré-estabelecidos. Os resultados podem ser visualizados na Tabela 4.25.

Tabela 4.25: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 200, frações de cura iguais
a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,414 0,014 0,005 0,068 0,049 0,830 1000
Mistura T1 0,116 0,016 0,002 0,045 0,031 0,812 1000
Promoção T0 0,422 0,022 0,004 0,063 0,048 0,837 993
Promoção T1 0,113 0,013 0,002 0,039 0,026 0,796 993
Fragilidade T0 0,404 0,004 0,005 0,073 0,053 0,845 1000
Fragilidade T1 0,100 0,000 0,002 0,048 0,046 0,899 1000
Turnbull T0 0,423 0,023 0,005 0,068 1000
Turnbull T1 0,120 0,020 0,002 0,044 1000

Ao aumentar a taxa de censura do mesmo cenário, observam-se os resultados fornecidos na
Tabela 4.26. O estimador do modelo de fragilidade novamente se sobressai em relação aos demais
quanto ao viés médio. O modelo de tempo de promoção apresentou menor erro quadrático médio
para as estimativas obtidas neste cenário e para aquele apresentado em Tabela 4.25.

Tabela 4.26: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 200, frações de cura iguais
a 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,489 0,089 0,027 0,137 0,049 0,383 1000
Mistura T1 0,183 0,083 0,017 0,100 0,036 0,333 1000
Promoção T0 0,504 0,104 0,022 0,107 0,048 0,385 938
Promoção T1 0,182 0,082 0,014 0,084 0,033 0,359 938
Fragilidade T0 0,475 0,075 0,027 0,147 0,069 0,513 1000
Fragilidade T1 0,168 0,068 0,015 0,103 0,090 0,785 1000
Turnbull T0 0,503 0,103 0,026 0,124 1000
Turnbull T1 0,215 0,115 0,020 0,081 1000

Para T0 e T1 apresentando 30% e 20% de probabilidade de cura e mantida taxa de censura
entre 35% e 40%, derivam-se os resultados apresentados na Tabela 4.27, em que os erros quadráticos
médios encontram-se próximos para todos os algoritmos. Foi novamente observado um menor viés
médio para as estimativas do estimador de fragilidade, embora estes apresentem menor probabili-
dade de cobertura para T0 quando comparados ao estimador de tempo de promoção.

Mantendo tais proporções de curados e aumentando-se o nível de censuras, observa-se, com
exceção do erro quadrático médio inferior ao obtido pelo modelo de tempo de promoção, melho-
res resultados associados ao estimador de fragilidade, estimador associado aos dados do cenário
considerado (ver Tabela 4.28).
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Tabela 4.27: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 200, frações de cura iguais
a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,314 0,014 0,004 0,060 0,046 0,855 1000
Mistura T1 0,220 0,020 0,003 0,052 0,041 0,866 1000
Promoção T0 0,320 0,020 0,003 0,054 0,044 0,873 993
Promoção T1 0,220 0,020 0,003 0,048 0,038 0,856 993
Fragilidade T0 0,305 0,005 0,004 0,062 0,048 0,863 1000
Fragilidade T1 0,208 0,008 0,003 0,057 0,056 0,929 1000
Turnbull T0 0,322 0,022 0,004 0,059 1000
Turnbull T1 0,223 0,023 0,003 0,052 1000

Tabela 4.28: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 200, frações de cura iguais
a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,379 0,079 0,023 0,128 0,047 0,399 1000
Mistura T1 0,287 0,087 0,021 0,117 0,044 0,360 1000
Promoção T0 0,395 0,095 0,019 0,101 0,046 0,418 962
Promoção T1 0,293 0,093 0,017 0,093 0,042 0,399 962
Fragilidade T0 0,358 0,058 0,021 0,134 0,062 0,541 1000
Fragilidade T1 0,263 0,063 0,020 0,128 0,100 0,750 1000
Turnbull T0 0,402 0,102 0,022 0,108 1000
Turnbull T1 0,309 0,109 0,021 0,097 1000

Para dados gerados pelo modelo de fragilidade com n = 400, frações de cura 0, 40 e 0, 10 para
T0 e T1, e nível intermediário de censura, o estimador de fragilidade apresentou o menor viés médio
em conjunto com as maiores probabilidades de cobertura, embora não apresente convergência em
nenhum caso sob os critérios estabelecidos (Tabela 4.29). Os resultados para maiores níveis de
censura são exibidos em Tabela 4.30.

Tabela 4.29: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 400, frações de cura iguais
a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,412 0,012 0,002 0,048 0,035 0,834 1000
Mistura T1 0,114 0,014 0,001 0,030 0,022 0,849 1000
Promoção T0 0,424 0,024 0,003 0,044 0,034 0,831 987
Promoção T1 0,112 0,012 0,001 0,026 0,018 0,815 987
Fragilidade T0 0,411 0,011 0,003 0,050 0,038 0,863 999
Fragilidade T1 0,103 0,003 0,001 0,033 0,034 0,931 999
Turnbull T0 0,424 0,024 0,003 0,047 1000
Turnbull T1 0,115 0,015 0,001 0,032 1000

Para o cenário com frações de cura de 0, 30 e 0, 20 associadas aos tratamentos T0 e T1, respec-
tivamente, obteve-se os resultados da Tabela 4.31. Sob este cenário, todos os estimadores estudados
apresentaram erro quadrático médio similar. Embora os erros quadráticos médios encontrem-se pró-
ximos ao se aumentar o nível de censuras, o estimador de fragilidade apresenta menor viés e maior
probabilidade de cobertura associados (ver Tabela 4.32).
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Tabela 4.30: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 400, frações de cura iguais
a 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,484 0,084 0,019 0,108 0,035 0,316 934
Mistura T1 0,168 0,068 0,010 0,076 0,025 0,304 934
Promoção T0 0,499 0,099 0,017 0,084 0,034 0,268 957
Promoção T1 0,176 0,076 0,010 0,065 0,023 0,264 957
Fragilidade T0 0,482 0,082 0,018 0,106 0,050 0,454 1000
Fragilidade T1 0,161 0,061 0,010 0,080 0,072 0,785 1000
Turnbull T0 0,491 0,091 0,020 0,107 1000
Turnbull T1 0,196 0,096 0,014 0,066 1000

Tabela 4.31: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 400, frações de cura iguais
a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,317 0,017 0,002 0,043 0,033 0,841 1000
Mistura T1 0,217 0,017 0,002 0,038 0,029 0,838 1000
Promoção T0 0,323 0,023 0,002 0,040 0,031 0,832 980
Promoção T1 0,219 0,019 0,002 0,034 0,027 0,835 980
Fragilidade T0 0,314 0,014 0,002 0,045 0,034 0,857 1000
Fragilidade T1 0,212 0,012 0,002 0,039 0,040 0,945 1000
Turnbull T0 0,325 0,025 0,003 0,044 1000
Turnbull T1 0,221 0,021 0,002 0,037 1000

Tabela 4.32: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 400, frações de cura iguais
a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Mistura T0 0,377 0,077 0,014 0,092 0,034 0,328 951
Mistura T1 0,278 0,078 0,013 0,085 0,031 0,321 951
Promoção T0 0,394 0,094 0,014 0,075 0,033 0,298 960
Promoção T1 0,288 0,088 0,013 0,071 0,030 0,277 960
Fragilidade T0 0,368 0,068 0,014 0,097 0,045 0,475 1000
Fragilidade T1 0,265 0,065 0,013 0,095 0,080 0,774 1000
Turnbull T0 0,390 0,090 0,016 0,090 1000
Turnbull T1 0,293 0,093 0,015 0,080 1000

Quando aumentado o tamanho da amostra para n = 800, sob o cenário de fração de cura 0, 40
e 0, 10 para T0 e T1, com níveis médios de censura, o modelo de fragilidade apresentou estimativas
com menor viés e erro quadrático médio associados (Tabela 4.33).

Para a fração de curados associada a T0 em dados com maiores proporções de censuras, o
desempenho obtido pelo estimador não paramétrico de Turnbull mostrou-se similar ao obtido pelo
estimador associado ao modelo gerador dos dados do cenário, o modelo de fragilidade, como pode
ser visualizado em Tabela 4.34.

Ao considerar o cenário dos dados gerados pelo modelo de fragilidade com frações de cura 0, 30
e 0, 20 para T0 e T1, obtém-se, sob nível médio de censuras, os resultados da Tabela 4.35. Embora
os erros quadráticos médios encontrem-se próximos para os diferentes modelos, o estimador com
especi�cação de fragilidade apresentou menor viés e maior probabilidade de cobertura associados
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Tabela 4.33: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 800, frações de cura iguais
a 10% e 40% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,425 0,025 0,002 0,030 0,024 0,757 968
Promoção T1 0,114 0,014 0,001 0,019 0,013 0,743 968
Fragilidade T0 0,417 0,017 0,001 0,034 0,027 0,830 1000
Fragilidade T1 0,109 0,009 0,001 0,023 0,025 0,941 1000
Turnbull T0 0,424 0,024 0,002 0,034 1000
Turnbull T1 0,116 0,016 0,001 0,024 1000

Tabela 4.34: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 800, frações de cura iguais
a 10% e 40% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,500 0,100 0,014 0,061 0,024 0,179 962
Promoção T1 0,173 0,073 0,008 0,050 0,017 0,173 962
Fragilidade T0 0,486 0,086 0,013 0,075 0,035 0,379 1000
Fragilidade T1 0,161 0,061 0,008 0,062 0,058 0,766 1000
Turnbull T0 0,484 0,084 0,015 0,092 1000
Turnbull T1 0,175 0,075 0,009 0,057 1000

às suas estimativas. Aumentando a proporção de censurados em relação ao cenário anterior, obtém-
se os resultados da Tabela 4.36. As probabilidades de cobertura mostraram-se baixas para este
conjunto de parâmetros.

Tabela 4.35: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 800, frações de cura iguais
a 20% e 30% e taxa de censura entre 35% e 40%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,325 0,025 0,001 0,028 0,022 0,747 962
Promoção T1 0,220 0,020 0,001 0,024 0,019 0,785 962
Fragilidade T0 0,321 0,021 0,001 0,031 0,024 0,808 1000
Fragilidade T1 0,215 0,015 0,001 0,028 0,028 0,916 1000
Turnbull T0 0,327 0,027 0,002 0,031 1000
Turnbull T1 0,220 0,020 0,001 0,027 1000

Tabela 4.36: Resultados para dados gerados por modelo de fragilidade com n = 800, frações de cura iguais
a 20% e 30% e taxa de censura entre 60% e 65%

Método de
estimação

Tratamento Média Viés
Médio

EQM D.P.
Empírico

Erro Padrão
Médio

P.C. B∗

Promoção T0 0,393 0,093 0,012 0,056 0,024 0,168 972
Promoção T1 0,285 0,085 0,010 0,054 0,021 0,184 972
Fragilidade T0 0,377 0,077 0,010 0,067 0,032 0,391 1000
Fragilidade T1 0,269 0,069 0,009 0,068 0,061 0,692 1000
Turnbull T0 0,382 0,082 0,013 0,077 1000
Turnbull T1 0,281 0,081 0,011 0,068 1000
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O viés e o erro quadrático médio das estimativas dos dados gerados pelo modelo de fragilidade
são exibidos nas Figuras B.9 e B.10, para fração de cura de 40% e 10%. Os mesmos resultados
para os cenários com 30% e 20% de curados associados a T0 e T1 são apresentados em B.11 e
B.12. Em termos de viés, o estimador de Lam et al. (2013) apresentou valores, em geral, inferiores
aos demais. Considerando o erro quadrático médio, o estimador de fragilidade mostrou melhor
desempenho no cenário de alta taxa de censura cujas frações de cura para T0 e T1 são dadas por
30% e 20%. Na maioria dos casos, o estimador apresentou-se mais viesado para T0, consequência
direta das estimativas menos precisas associadas ao intercepto dos efeitos de incidência, como pode
ser visto nas Tabelas B.6, B.7 e B.8. Ainda considerando o erro quadrático médio, o estimador
baseado no modelo de tempo de promoção mostra-se, em geral, como uma boa opção sob cenários
cuja especi�cação da cura é dada pelo modelo de fragilidade.

4.4 Discussão

Na maior parte dos cenários, os diferentes estimadores apresentaram, em média, estimativas
razoáveis da fração de cura, mesmo aplicados a dados com especi�cações diferentes do modelo
utilizado para a estimação. O estimador não paramétrico de Turnbull, consolidado na literatura para
análises descritivas sobre dados de censura intervalar, apresentou boas estimativas da proporção de
curados para ambos os tratamentos, desempenhando melhor ou igual, em termos de viés e erro
quadrático médio, do que alguns estimadores semiparamétricos para determinados cenários. Os
resultados obtidos para o limite da curva estimada por este algoritmo incentivam seu uso para a
estimação de frações de cura ao trabalhar-se com variáveis categóricas por meio de estrati�cações,
como pode ser feito para o estimador de Kaplan-Meier. Além disso, mesmo para conjuntos de dados
sem o limiar de cura, o estimador apresentou desempenho similar aos demais quando se considera
o último salto estimado como estimativa da fração de curados, conforme indicam os resultados da
Tabela 4.16.

Sob os critérios considerados, as análises por meio de simulação mostram também que o es-
timador associado à especi�cação correta dos dados gerados de um cenário não necessariamente
proporciona melhores estimativas, como evidencia o cenário de dados gerados pelo modelo de mis-
tura com taxa alta de censuras e frações de cura de 40% e 10%: em média, as estimativas do modelo
de fragilidade apresentam menor viés e valores próximos associados ao erro quadrático médio, se
comparadas com as estimativas obtidas pelo estimador de mistura padrão. Entretanto, esta relação
não se mantém para o cenário que se diferencia apenas por proporções de curados de 30% e 20%.

Em termos de viés, o modelo de fragilidade aparenta ser o candidato mais adequado para cenários
com alto nível de censura, independente do mecanismo de fração de cura adotado para a geração dos
dados. Para baixos níveis de censura, os estimadores com especi�cações iguais aos dados gerados
mostraram-se menos viesados. Tratando-se do erro quadrático médio, sob taxas altas de censura
e tamanhos de amostra n = 200 ou n = 400, o estimador de tempo de promoção apresenta na
maior parte dos casos valores inferiores ou iguais aos demais, mesmo sem adotar a convergência da
verossimilhança esperada como critério de parada. Tais propriedades empiricamente obtidas podem
auxiliar a escolha do pesquisador em situações com especi�cações inde�nidas associadas à fração
de cura dos dados.

As simulações realizadas neste trabalho apresentam como limitação as avaliações restritas às
proporções de curados, entretanto, um estudo das signi�câncias dos efeitos associados às covariáveis
pode ser realizado para cada especi�cação de fração de cura.

Alguns padrões observados nas simulações auxiliam a escolha do estimador para as aplicações
apresentadas: o menor viés para as estimativas do modelo de fragilidade associadas a cenários de
maior nível de censura e amostras de tamanho n = 800 justi�ca a escolha para os dados de anemia,
em que o evento de interesse possui baixa frequência; entre os modelos sem a estrutura de grupos,
o modelo de tempo de promoção apresenta os menores erros quadráticos médios associados aos
cenários de alta censura, tamanho n = 200 ou n = 400 e fração de cura 40% (características
similares às do conjunto de cervos) para qualquer especi�cação de modelo de cura, incentivando o
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uso para os dados de migração, conjunto que apresenta limiar de cura.
Resultados assintóticos foram utilizados para a obtenção dos erros padrão associados às estimati-

vas das proporções de curados, o que pode não proporcionar boas aproximações para as quantidades
em questão em vigor dos tamanhos de amostra adotados, como evidenciam as diferenças entre os
erros padrão médios e os desvios padrão empíricos. Estudos mais aprofundados para a avaliação
dos estimadores de fração de cura para amostras pequenas são necessários e incentivam trabalhos
posteriores.

Os diferentes custos computacionais associados aos diferentes estimadores proporcionaram di-
�culdades na uniformização dos critérios de convergência, demandando as particularidades apre-
sentadas para realizar o experimento em tempo viável. Entretanto, mesmo não observando a con-
vergência da verossimilhança esperada para o modelo de tempo de promoção, o estimador deste
modelo apresentou resultados satisfatórios ou mesmo superiores em alguns aspectos para grande
parte dos cenários. Embora o algoritmo proposto em Lam et al. (2013) seja altamente intensivo, o
processo é facilmente paralelizável, com implementações contemplando tal estrutura disponíveis no
CRAN por meio do pacote intercure. Devido ao fato de as implementações dos diferentes modelos
não se apresentarem otimizadas, discussões a respeito da performance computacional dos mesmos
encontram-se fora do escopo deste trabalho.
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Capítulo 5

Conclusão

Uma das principais contribuições deste trabalho foi dada pela análise de conjuntos de dados
reais motivados pelo contexto de cada um deles quanto à fração de cura. Conforme apresentado nas
aplicações, a escolha de diferentes especi�cações da proporção de curados pode acarretar grandes
diferenças nas estimativas.

Como exemplo, foi visto que o modelo de tempo de promoção estima a proporção de mulheres
não suscetíveis à anemia com idade inferior a 50 anos, �xado hematócrito médio e frequências
históricas de doação média, em 81,2%. Sob as mesmas condições, o modelo de fragilidade estimou
a fração de cura em 85,5%. Em particular, para o problema de doadores de repetição, o evento de
anemia é dado como raro, proporcionando taxas altas de censura, o que pode justi�car a escolha do
modelo de fragilidade, forti�cada pelo desempenho do estimador em cenários simulados com grande
proporção de censuras. A incorporação de efeitos especí�cos para indivíduos fornece motivação
adicional ao uso do modelo por conta da qualidade de vida especí�ca e variabilidade genética dos
diferentes doadores.

Para o conjunto de dados de migração, determinadas áreas de estudo (�D� e �I�) apresentaram
frações de cura próximas estimadas pelos diferentes algoritmos. Para este conjunto de dados, foi
também incorporado o efeito de grupo às estimativas associadas ao modelo de mistura e de fragili-
dade, com as proporções de curados obtidas pelo modelo de mistura para dados agrupados próximas
às obtidas pelo mesmo modelo desconsiderando-se tal estrutura. Valores mais altos de erro padrão
podem ser observados para as estimativas envolvendo efeito de grupo para ambos os estimadores
de fragilidade e mistura, potencialmente justi�cados pelo pequeno tamanho de amostra. Por conta
do uso do método delta para a estimação dos erros padrão associados às frações de cura, a aproxi-
mação para a normalidade pode não ser boa ao se considerar o tamanho da amostra. Assim como
para os dados de doadores de sangue, todos os estimadores apresentaram estimativas associadas à
incidência condizentes com o padrão esperado para este conjunto de dados.

Conforme visto nas simulações, as estimativas obtidas pelo algoritmo de Turnbull apresentaram,
para diferentes cenários provenientes de diferentes especi�cações da fração de cura, viés e erro
quadrático médio próximos aos estimadores semiparamétricos aqui estudados. Pouco encontra-se na
literatura quanto ao uso do estimador não paramétrico da função de sobrevivência para a estimação
da fração de cura, com os trabalhos de Aljawadi et al. (2012b) comparando o viés de tais estimativas
com as obtidas pelo estimador de Kaplan-Meier com a imputação de pontos médios para o tempo
de sobrevida, estes gerados por meio de modelos de tempo de promoção. O trabalho apresentado
visa o estudo da performance do estimador para diferentes mecanismos de geração de dados com
proporção de curados, além de considerar o uso do estimador em cenários que não apresentam o
limiar de cura, que ainda não havia sido abordado. Justi�ca-se seu uso desta forma por meio de
conhecimentos a priori da existência da proporção de curados e por conta das boas estimativas
obtidas nas simulações e na aplicação a dados de câncer.

Em geral, as estimativas semiparamétricas apresentaram vícios próximos para simulações de
baixo nível de censura. Para níveis altos de censura, o estimador obtido a partir do modelo de
fragilidade apresentou menor viés em relação aos demais nas simulações realizadas. O estimador
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de mistura padrão apresentou tempos computacionais inviáveis por iteração em seu processo de
estimação para amostras geradas de tamanho n = 800, assim como em sua aplicação aos conjuntos
de dados de doadores de sangue. O aumento do número de parâmetros a serem estimados com o
aumento de intervalos de observação distintos, em conjunto com problemas de identi�cabilidade do
estimador, podem explicar as di�culdades computacionais do processo de estimação.

Também foi observado um bom desempenho associado ao modelo de tempo de promoção em
relação aos demais, mesmo sem adotar a convergência da log-verossimilhança esperada como critério
de parada, quanto ao erro quadrático médio em cenários de alta censura, amostras de tamanho
200 ou 400 e fração de cura próxima de 40%, incentivando sua aplicação aos dados de migração
que apresentam características similares. Embora as simulações estudadas sugiram cenários que
privilegiam determinados estimadores, estas informações devem ser vistas como complementares,
com a escolha do modelo baseando-se principalmente na motivação biológica do problema.

As rotinas computacionais implementadas no decorrer deste trabalho encontram-se no reposi-
tório público CRAN (The Comprehensive R Archive Network) por meio do pacote intercure, tendo
como próximos trabalhos a manutenção e disponibilização de novas funcionalidades no pacote. É
importante ressaltar que os estudos apresentados neste trabalho possuem foco na estimação da fra-
ção de cura, entretanto, probabilidades de o evento de interesse ocorrer após um determinado tempo
podem ser estudadas por meio dos modelos apresentados. Alternativas dos mesmos estimadores sob
o paradigma bayesiano não foram avaliadas nestes estudos. Além disso, há também interesse em
obter uma correção de probabilidades estimadas para eventos raros utilizando-se modelos de fração
de cura, assim como extensões para o suporte a covariáveis dependentes do tempo.
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A.1 Estimadores de Máxima Verossimilhança Restrita para o Mo-

delo de Mistura

A obtenção do estimador de máxima verossimilhança restrita para θ1 e θ2, do modelo proposto
por Xiang et al. (2011), dá-se conforme a seguir. Sejam os vetores η = (η11, · · · , ηMnM )′ e ξ =
(ξ11, · · · , ξMnM )′ os preditores lineares introduzidos em (2.22) e (2.23). Expressa-se então em forma
matricial: η = Xβ+ZU e ξ = Wb+ZV em queX = (x11, · · · , xMnM )′ eW = (w11, · · · , wMnM )′ são
as matrizes modelo de dimensão N ×p e N × (p+ 1) dos respectivos efeitos β e b; Z = (z1, · · · , zM )
é matrix de dimensão N ×M cujos vetores coluna zi possuem elementos iguais a 1 para indivíduos
do grupo i, com 0 caso contrário. Com isso, �xados os valores latentes y(r), a maximização da
log-verossimilhança lC dá-se através do seguinte processo iterativo: β̂

Û
γ̂

 =

 β0

U0

γ0

+B−1
β


X ′ 0
Z ′ 0
0 I

[ ∂lβ/∂η
∂lβ/∂γ

]
−

 0
U0/θ1

0

 e (A.1)

[
b̂

V̂

]
=

[
b0
V0

]
+B−1

b

{
W ′

Z ′
[
∂lb/∂ξ

]
−
[

0
V0/θ2

]}
, (A.2)

em que β0, b0, U0, V0 e γ0 são valores �xos e atualizados a cada iteração para dados valores θ1 e
θ2. Bβ e Bb denotam as matrizes de derivadas segundas de lβ e lb em relação a (β, U, γ) e (b, V ),
respectivamente, podendo ser expressas por

Bβ =

X ′ 0
Z ′ 0
0 I

[− ∂2lβ
∂η∂η′ −

∂2lβ
∂η∂γ′

− ∂2lβ
∂γ∂η′ −

∂2lβ
∂γ∂γ′

] [
X Z 0
0 0 I

]
+

0 0 0
0 U0/θ1 0
0 0 0

 e

Bb =

[
W ′

Z ′

] [
− ∂2lβ
∂η∂η′

] [W
Z

]
+

[
0 0
0 V0/θ2 0

]
.

Baseados em Sun (2006), os autores denotam:

S(tq;xij) = exp

{
−

q∑
k=1

φijk

}
com φijk = exp(γk + ηij);

gij =

Q∑
q=1

αijq {S(tq−1;xij)− S(tq;xij)} ,

cijq =

Q∑
l=q

(αijl − αijl+1)S(tl;xij),

dijq =

Q∑
l=q

(αijl − αijl+1)S(tl;xij) logS(tl;xij),

fijq = S(tq;xij) logS(tq;xij), fij0 = fijQ = 0,

hijq = fijq logS(tq;xij) + fijq, hij0 = hijQ = 0.

Obtém-se os componentes das derivadas ∂lβ/∂η, ∂lb/∂ξ, ∂lβ/∂γ, ∂2lβ/∂η∂η
′, ∂2lb/∂ξ∂ξ

′,
∂2lβ/∂γ∂γ

′, e ∂2lβ/∂η∂γ
′, conforme abaixo:

∂lβ
∂ηij

= yij/gij

Q∑
q=1

αijq(fijq−1 − fijq),
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∂lb
∂ξij

= yij − πij ,

∂lβ
∂γq

=
∑
i,j

yijφijqcijq/gij ,

−
∂2lβ

∂ηij∂ηij
= yij

{∑Q
q=1 αijq(fijq−1 − fijq)

gij

}2

−
∑Q

q=1 αijq(hijq−1 − hijq)
gij

 ,
− ∂2lb
∂ξij∂ξij

= πij(1− πij),

−
∂2lβ
∂γ2

q

=

M∑
i=1

ni∑
j=1

yijφijqcijq/gij

{
φijqcijq
gij

− (1− φijq)
}
,

−
∂2lβ
∂γqγk

=
M∑
i=1

ni∑
j=1

yij

(
φijqφijkcijqcijk

g2
ij

+
φijqφijkcijk

gij

)
, para q < k,

−
∂2lβ
∂γqηij

= yijφijq

{
cijq
g2
ij

Q∑
l=1

αijl(fijl−1 − fijl)−
cijq + dijq

gij

}
,

−∂2lβ/∂ηij∂ηkl = 0,−∂2lb/∂ξij∂ξkl = 0, para (i, j) 6= (k, l).

Suponha Bβ particionado de acordo com β|U |γ como

B−1
β =

A11A12A13

A21A22A23

A31A32A33

 (A.3)

e Bb uma partição de acordo com b|V tal que

B−1
β =

[
A44A45

A54A55

]
. (A.4)

Aplicando os resultados de McGilchrist (1993), os autores derivam então os estimadores de
maxima verossimilhança restrita para θ1 e θ2:

θ̂1 = M−1
{
tr(A22) + Û ′Û

}
,

θ̂2 = M−1
{
tr(A55) + V̂ ′V̂

}
,

com as variâncias assintóticas de (β̂, b̂, θ̂1, θ̂2):

var(β̂) = A11

var(b̂) = A44

var(θ̂1) = 2θ2
1

{
M − 2θ−1

1 tr(A22) + θ−2
1 tr(A2

22)
}−1

var(θ̂2) = 2θ2
2

{
M − 2θ−1

2 tr(A55) + θ−2
2 tr(A2

55)
}−1

em que tr(A) representa o traço da matriz A.
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A.2 Estimação de vetor de probabilidades para modelo de tempo

de promoção

Esta seção visa apresentar a metodologia proposta em Liu e Shen (2009) para a resolução de
(2.43), ou seja, a partir das quantidades de�nidas na subseção 2.3.3, deseja-se maximizar a expressão

f(p) ≡ −aTp+
n∑
i=1

m∑
j=1

X
(k)
ij log

[
1− exp(−eθ

′Z̃ipj)
]
,

com
∑m

j=1 pj = 1 e 0 ≤ pj ≤ 1, com j = 1, · · · ,m.
Conforme exibido em Liu e Shen (2009), tem-se as derivadas parciais de primeira e segunda

ordem em relação a pj dadas por:

ḟj(p) =
δ

δpj
f(p) = −aj +

n∑
i=1

X
(k)
ij e

θ′Z̃i

exp(eθ
′Z̃ipj)− 1

para j = 1, · · · ,m, (A.5)

f̈j(p) =
δ2

δp2
j

f(p) = −
n∑
i=1

X
(k)
ij e

2θ′Z̃i exp(eθ
′Z̃ipj)

(exp(eθ
′Z̃ipj)− 1)2

para j = 1, · · · ,m. (A.6)

Para j 6= j′, com j, j′ = 1, · · · ,m, tem-se δ2

δpjp′j
f(p) = 0, ou seja, a matriz hessiana é diagonal.

Tal fato permitiu a Liu e Shen (2009) o desenvolvimento de um simples e e�ciente algoritmo.
Primeiramente, apresenta-se a solução ótima com o uso dos multiplicadores de Lagrange. Seja

v e τj , j = 1, · · · ,m os multiplicadores referentes às restrições de igualdade e desigualdade, res-
pectivamente. Com isso, faz-se τ = (τ1, · · · , τm) e 1 = (1, · · · , 1)T , e assim, o problema é visto
como a maximização da função Γ(p, τ , v) = f(p) + τTp+ v(1− 1Tp). No contexto de otimização
convexa, as condições necessárias e su�cientes para que um ponto p∗ seja ótimo estão expressas nas
condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), devidamente apresentadas em Boyd e Vandenberghe
(2004). Especi�camente, os pontos p∗ em [0, 1]m, τ∗ = (τ∗1 , · · · , τ∗m) em Rm e v∗ em R compõem
a solução ótima se e somente se

m∑
j=1

p∗j = 1, p∗j ≥ 0, τ∗j ≥ 0, τ∗j p
∗
j = 0,

ḟj(p
∗) + τ∗j − v∗ = 0, j = 1, · · · ,m. (A.7)

Devido ao fato da matriz hessiana de f(p) ser diagonal, e eliminando por substituição τj , tem-se
então

m∑
j=1

p∗j = 1, p∗j ≥ 0, v∗ ≥ ḟj(p∗), [v∗ − ḟj(p∗)]p∗j = 0, j = 1, · · · ,m. (A.8)

Entretanto, se p∗j = 0, tem-se ḟj(p∗) =∞, contradizendo a segunda desigualdade apresentada.
Assim, os pontos de máximo p∗ e v∗ devem satisfazer:

ḟj(p
∗)− v∗ = 0,

m∑
j=1

p∗j = 1, e p∗j > 0, j = 1, · · · ,m. (A.9)

Uma implicação direta das condições acima é que, para j = 1, · · · ,m, tem-se pj < 1. Tais
condições sugerem valores iniciais no �interior�, ou seja, 0 < pj < 1 para cada j. As condições KKT
contribuem no sentido de que as restrições do ponto interior se mantém a cada iteração do algoritmo
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ECM.
A maximização de F através da resolução do sistema não-linear (A.7) é, na maior parte dos

casos, um processo computacional intensivo e não trivial. Liu e Shen (2009) sugerem o uso do
método de Newton, aproximando as equações não lineares por expansões de Taylor, reduzindo o
problema à resolução das seguintes equações com passos (∆p,∆τ ,∆v):∇2f(p) I 1

diag(τ ) diag(p) 0
−1T 0 0

 ∆p
∆τ
∆v

 =

 ∇f(p) + τ − v1
diag(τ )p− (1/η)1

0

 , (A.10)

em que ∇2f(p) é a matriz hessiana, diag(p) e diag(τ ) são matrizes diagonais com elementos
p1, · · · , pm e τ1, · · · , τm em suas respectivas diagonais principais, I é matriz identidade e 1 é um
vetor composto apenas por 1 em seus componentes, com η sendo um escalar positivo para o controle
das restrições de desigualdade. A construção de tal sistema com notação similar pode ser visualizada
na página 610 de Boyd e Vandenberghe (2004).

Como ∇2f(p) é uma matriz diagonal, o sistema (A.10) pode ser resolvido explicitamente. As
seguintes derivações podem ser obtidas, denotando τ+

j = τj + ∆τj e v+ = v + ∆v, conforme
disponível para o leitor em Liu e Shen (2009):

τ+
j = v+ − f̈j(p)∆pj − ḟj(p), j = 1, · · · ,m,

∆pj =
−pjv+ + pj ḟj(p) + 1/η

τj − pj f̈j(p)
,

v+ =

∑m
j=1

[
(1/η + pj ḟj(p))/(τj − pj f̈j(p))

]
∑m

j=1

[
pj/(τj − pj f̈j(p))

] ,

válidas quando não chegam a uma indeterminação por conta do denominador nulo. Com isso,
tem-se o necessário para calcular o passo do algoritmo de Newton ∆pj para cada j = 1, · · · ,m.
Após calcular τ+

j através de (A.2), obtém-se diretamente os passos de Newton ∆τj = τ+
j − τj e

∆v = v+ − v. O processo iterativo do algoritmo de Newton �ca então determinado pelas seguintes
atualizações a cada iteração:

pj ← pj + ψ∆pj τj ← τj + ψ∆τj v ← v + ψ∆v

em que ψ é interpretado como o tamanho do passo. Para este, além de levar em conta restrições de
KKT, deve-se também considerar que passos �pequenos� proporcionam maior trabalho computacio-
nal enquanto passos �grandes� não asseguram a convergência do algoritmo. Neste trabalho usaremos
para o cálculo de ψ , assim como usado em Liu e Shen (2009), o mecanismo de busca linear padrão
backtracking, o qual assegura que as restrições mantenham-se satisfeitas. A implementação deste
mecanismo é descrita e apresentada no Apêndice A.3, podendo ser encontrada com maiores deta-
lhes nas notas auxiliares de Liu e Shen (2009) disponibilizadas online, ou de forma mais geral em
Boyd e Vandenberghe (2004).
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A.3 Busca linear do algoritmo primal-dual de pontos interiores

Conforme mencionado neste trabalho e em Liu e Shen (2009), detalhes do algoritmo a seguir
podem ser encontrados em Boyd e Vandenberghe (2004). Métodos do ponto interior forçam a busca
em direção de um ponto ótimo contido na área de�nida pelas restrições de desigualdade. O termo
�primal-dual� se refere a problemas homônimos de Lagrange que providenciam suporte teórico para
as técnicas de otimização convexa. Os autores ainda mencionam o fato de que estes algoritmos
tornaram-se amplamente utilizados na prática devido à sua e�ciência e alta acurácia em problemas
de otimização não linear convexa com restrições para um número grande de dimensões.

Para a estimação de parâmetros proposta por Liu e Shen (2009), o método primal-dual do
ponto interior é um procedimento iterativo. Dadas as iterações atuais p(l), τ (l), v(l), l = 0, 1, · · · ,
a próxima iteração é obtida então por

p
(l+1)
j = p

(l)
j + ψ∆pj , τ

(l+1)
j ← τ

(l)
j + ψ∆τj , v(l+1) ← v(l) + ψ∆v,

em que ψ é determinado por um procedimento backtracking padrão de busca linear para garantir
p

(l+1)
j > 0 e τ (l+1)

j > 0. A busca linear primeiramente calcula o comprimento do maior passo positivo
para τ que seja menor ou igual a 1, ou seja,

ψ(l)
max = min{1,min{−τ (l)

i /∆τi|∆τi < 0}}. (A.11)

O algoritmo então procede com ψ = 0, 99ψ
(l)
max, multiplicando ψ por ρ ∈ (0, 1) até que p(l+1)

j > 0.
O backtracking continua então multiplicando ψ por ρ até que

||Fη(p(l+1), τ (l+1), v(l+1))||2 ≤ (1− πψ)||Fη(p(l), τ (l), v(l))||2, (A.12)

em que

Fη(p, τ , v) =

 ∇f(p) + τ − v1
diag(τ )p− 1/η1

1− pT 1

 . (A.13)

Conforme Boyd e Vandenberghe (2004), o valor de π é tipicamente escolhido como sendo entre 0, 01
e 0, 1, e ρ escolhido entre 0, 3 e 0, 8. O valor para η é escolhido como sendo um fator σ multiplicado
por 1/Ê , em que m/Ê =

∑m
j=1 p

(l)
j τ

(l)
j é dito ser o atual hiato de dualidade. Atualiza-se pj , τj , v, até

que

mÊ < ε2 e

 m∑
j=1

(ḟj(p) + τj − v)2

1/2

< ε2,

para um valor ε2 pequeno pré-especi�cado.
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A.4 Consistência do estimador no modelo de tempo de promoção

Devido aos desa�os técnicos encontrados por conta da censura intervalar, o estudo para a de-
monstração da consistência forte para o estimador de máxima verossimilhança (θ̂n, F̂n) com a es-
trutura apresentada de fração de cura é feito utilizando-se a distância de Hellinger, providenciando
consistência global. A distância de Hellinger é uma distância L2 de�nida como

h(q1, q2) =

(
1

2

∫
(
√
q1 −

√
q2)2dv

)1/2

=

(
1−

∫
√
q1q2dv

)1/2

(A.14)

tal qual q1 e q2 não dependem da medida dominante v. Esta é uma verdadeira medida de distância
que satisfaz h(q1, q2) ≤ 1 e h(q1, q2) = 0 se e somente se q1 = q2. A distância de Hellinger foi
utilizada em van der Vaart e Wellner (2000) para a demonstração da consistência forte do caso não
paramétrico com censura intervalar. Liu e Shen (2009) propoem uma extensão para estimadores
de máxima verossimilhança semiparamétricos com fração de cura e censura intervalar, cuja prova é
amplamente baseada na teoria apresentada em van der Vaart e Wellner (1996).

Antes da apresentação do teorema a respeito da consistência do estimador, introduz-se aqui
uma construção similar à utilizada em van der Vaart e Wellner (2000), necessária para lidar com a
aleatoriedade dos tempos de inspeção. O uso desta construção, com a modi�cação para permitir uma
proporção de curados, leva à mesma função de verossimilhança apresentada na expressão (2.32),
para a qual deriva-se o e�ciente algoritmo apresentado.

Toma-se K como um inteiro aleatório positivo que denota o número de inspeções para uma
pessoa, e YK = {YK,1, · · · , YK,K} denota os tempos de inspeção para o evento de interesse, em que
YK,1 < · · · < YK,K . Na prática, é natural assumir E0(K) <∞. Os tempos aleatórios de observação
para uma pessoa são denotados pela matriz triangular Y = {Yk,j : j = 1, · · · , k, k = 1, 2, · · · }, em
que k é valor observado de K. Seja então Yk = {Yk,1, · · · , Yk,k} a k−ésima linha da matriz Y com
realização denotada por yk = {yk,1, · · · , yk,k}.

A informação que tem-se a respeito do tempo de evento T é que o mesmo encontra-se em um
dos intervalos [YK,j−1, YK,j), j = 1, · · · ,K, ou [YK,K , YK,K+1], em que YK,0 ≡ 0 e YK,K+1 ≡ ∞.
Denota-se também Λk = (Λk,1, · · · ,Λk,k+1), em que Λk,j = 1[Yk,j−1,Yk,j)(T ) para j = 1, · · · , k, e
Λk,k+1 = 1[Yk,k,Yk,k+1)(T ) com valores observados denotados por λk = (λk,1, · · · , λk,k+1).

Assume-se então que, condicionado ao vetor de covariáveis Z, o par (K,Y ) é independente do
tempo de evento T . Também é feita pelos autores a suposição de inspeção não informativa tal que
a distribuição de (K,YK ,Z) não dependa do tempo de evento T e dos parâmetros de interesse θ e
F . Dado o vetor de covariáveis Z, a função de sobrevivência condicional de T segue o modelo de
cura apresentado em (2.31). Assim, tem-se a seguinte distribuição condicional para Λk:

(Λk|K,YK ,Z) ∼ MultinomialK+1(1,∆SK(Z)),

∆SK(Z) ≡ (1− S(YK,1|Z), · · · , S(YK,K−1|Z)− S(YK,K |Z), S(YK,K |Z)).

Denotando-se V = (K,Λk,Y K ,Z) com realização dada por v = (k, λk,yk, z) e fazendo-se
z̃T = (1, zT ), adota-se então, conforme Liu e Shen (2009), uma versão da densidade da distribuição
de V , sendo esta uma função de verossimilhança para uma observação v, dada por

pθ,F (v) =

k∑
j=1

λk,j

[
exp

(
−eθ

′Z̃F (yk,j−1)
)
− exp

(
−eθ

′Z̃F (yk,j)
)]

+ λk,k+1

[
exp

(
−eθ

′Z̃F (yk,k)
)]
.

(A.15)
Assim, tendo introduzidas notações e construções anteriores, prova-se a consistência de Hellinger

satisfazendo-se as seguintes condições:

C1 O parâmetro θ é restrito ao conjunto compacto Θ em Rd+1, e função de distribuição basal F
pertencente ao conjunto B de todas as funções de sub-distribuições em (0,∞).
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C2 E0(||Z||2) < ∞ para a norma euclidiana || . ||2 em Rp. Para o parâmetro verdadeiro θ0,
E(exp(e|θ

′
0Z̃|)) <∞.

C3 A verdadeira função parâmetro F0 é monotonicamente crescente e satisfaz

E0

{
1

minj=1,··· ,K(F0(YK,j)− F0(YK,j−1))2

}
<∞.

Com isso, tem-se o necessário para enunciar o seguinte teorema:

Teorema A.1 Sob as condições de regularidade C1-C3, as estimativas de máxima verossimilhança
θ̂n e F̂n satisfazem

h(pθ̂n,F̂n , pθ0,F0)→a.s. 0.
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A.5 Distribuições preditivas do modelo semiparamétrico de Lam-

Wong

Fazendo uso da notação apresentada na seção deste modelo e tomando f como sendo função
densidade de probabilidade ou função de probabilidade, tem-se a distribuição preditiva de ki dada
por

f(ki|yi,xi, δi) ∝ f(yi, δi|xi, ki)f(ki|xi). (A.16)

Para o primeiro termo,

f(yi, δi|xi, ki) =

∫
f(yi, δi, ui|xi, ki)dui =

∫
f(yi, δi|ui,xi, ki)f(ui|ki,xi)dui.

Porém,

f(ui|ki,xi) =

[
1{0}(ki)1{0}(ui) + 1N+(ki)1ui>0

uki−1
i e−ui/2

2kiΓ(ki)

]
.

Deste modo,

f(yi, δi|xi, ki) =

∫
f(yi, δi|ui,xi, ki)1{0}(ki)1{0}(ui)dui+

∫
f(yi, δi|ui,xi, ki)1N+(ki)1ui>0

uki−1
i e−ui/2

2kiΓ(ki)
dui.

Pelo fato do integrando da primeira parcela assumir valor nulo para todos os pontos com exceção
do ponto ui, a primeira integral é nula, implicando em

f(yi, δi|xi, ki) =

∫
f(yi, δi|ui,xi, ki)

uki−1
i e−ui/2

2kiΓ(ki)
dui1N+(ki)1ui>0,

ou seja,

f(yi, δi|xi, ki) =

∫
[uiλ0(yi) exp(β′x

(1)
i )]δi ][exp(−uiΛ0(yi) exp(β′x

(1)
i ))]

uki−1
i e−ui/2

2kiΓ(ki)
dui1N+(ki)1ui>0

=
Γ(ki + δi)(λ0(yi) exp(β′x

(1)
i ))δi

2kiΓ(ki)[0, 5 + Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )]δi+ki

×
∫
uδi+ki−1
i e−ui(0,5+Λ0(yi) exp(β′x

(1)
i ))[0, 5 + Λ0(yi) exp(β′x

(1)
i )]δi+ki

Γ(ki + δi)
1N+(ki)1ui>0

=
Γ(ki + δi)(λ0(yi) exp(β′x

(1)
i ))δi

2kiΓ(ki)[0, 5 + Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )]δi+ki

1N+(ki)

=
(ki + δi − 1)!(λ0(yi) exp(β′x

(1)
i ))δi

2ki(ki − 1)![0, 5 + Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )]δi+ki

1N+(ki).

Logo,

f(yi, δi|xi, ki) =
(ki + δi − 1)!(λ0(yi) exp(β′x

(1)
i ))δi

2ki(ki − 1)![0, 5 + Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )]δi+ki

1N+(ki). (A.17)

Sabe-se também, por construção, que

f(ki|xi) =
(

exp((θx
(0)
i ))

2 )kie−
exp((θx

(0)
i

))

2

ki!
. (A.18)

Relacionando (A.16) com (A.17) e (A.18), é fácil notar que
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f(ki|yi,xi, δi) ∝
(

exp (θx
(0)
i )

2 )ki

ki!
× (ki + δi − 1)!

2ki(ki − 1)![0, 5 + Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )]δi+ki

1N+(ki).

Desenvolvendo a expressão acima, obtém-se

f(ki|yi,xi, δi) ∝
(

exp (θx
(0)
i )

4+2Λ0(yi) exp (β′x
(1)
i )

)ki

ki!
× (ki + δi − 1)!

(ki − 1)!
1N+(ki).

Fazendo c =
exp (θx

(0)
i )

4+2Λ0(yi) exp (β′x
(1)
i )

, com alguma manipulação algébrica, tem-se

f(ki|yi,xi, δi) ∝
cki−δi(ki + δi − 1)!e−c

ki!(ki − 1)!
1N+(ki).

Substituindo os possíveis valores de δi, nota-se que a expressão acima é análoga a

f(ki|yi,xi, δi) ∝
cki−δie−c

(ki − δi)!
1N(ki − δi).

Ou seja:

(Ki − δi)|(yi,xi, δi) ∼ Poisson

(
exp(θ′x

(0)
i )

2 + 4Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )

)
.

Com ki disponível, a distribuição preditiva de ui dá-se através de

f(ui|yi, δi,xi, ki) ∝ f(yi, δi|ui,xi, ki)f(ui|ki,xi). (A.19)

Sabe-se que a função conjunta de yi e δi é dada por

f(yi, δi|ui,xi, ki) = [uiλ0(yi) exp(β′x
(1)
i )]δi [exp(−uiΛ0(yi) exp(β′x

(1)
i ))] ∝ uδii e

−uiΛ0(yi) exp (β′x
(1)
i ).

(A.20)
Se ki = 0, tem-se necessariamente que ui = 0 por construção. Para ki > 0 a distribuição

condicional de ui dado ki é dada por

f(ui|ki,xi) =
uk1−1
i e−ui/2

2kiΓ(ki)
∝ uki−1

i e−ui/2. (A.21)

De (A.19), (A.20) e (A.21), tem-se

f(ui|yi, δi,xi, ki) ∝ uki+δi−1
i e−ui(0,5+Λ0(yi) exp(β′x

(1)
i )).

Portanto,

Ui|(yi, δi,xi, ki)

{
= 0, se ki = 0;

∼ Gama(ki + δi, {0, 5 + Λ0(yi) exp(β′x
(1)
i )}−1), se ki > 0.
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B.1 Grá�cos de viés e erro quadrático médio das simulações

As Figuras B.1, B.2, B.3 e B.4 exibem viés e erro quadrático médio obtidos para diferentes
cenários simulados por meio do modelo de mistura padrão.

Figura B.1: Viés para dados gerados pelo modelo de mistura padrão com frações de cura de T0 e T1 dadas
por 40% e 10%

Para conjuntos de dados gerados pelo modelo de tempo de promoção, tem-se o viés e o erro
quadrático médio dos diferentes estimadores apresentados nas Figuras B.5, B.6, B.7 e B.8.

Os resultados associados aos dados gerados pelo modelo de fragilidade são ilustrados nas Figuras
B.9, B.10, B.11 e B.12.
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Figura B.2: Erro quadrático médio para dados gerados pelo modelo de mistura padrão com frações de cura
de T0 e T1 dadas por 40% e 10%
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Figura B.3: Viés para dados gerados pelo modelo de mistura padrão com frações de cura de T0 e T1 dadas
por 30% e 20%
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Figura B.4: Erro quadrático médio para dados gerados pelo modelo de mistura padrão com frações de cura
de T0 e T1 dadas por 30% e 20%
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Figura B.5: Viés para dados gerados pelo modelo de tempo de promoção com frações de cura de T0 e T1
dadas por 40% e 10%
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Figura B.6: Erro quadrático médio para dados gerados pelo modelo de tempo de promoção com frações de
cura de T0 e T1 dadas por 40% e 10%
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Figura B.7: Viés para dados gerados pelo modelo de tempo de promoção com frações de cura de T0 e T1
dadas por 30% e 20%
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Figura B.8: Erro quadrático médio para dados gerados pelo modelo de tempo de promoção com frações de
cura de T0 e T1 dadas por 30% e 20%
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Figura B.9: Viés para dados gerados pelo modelo de fragilidade com frações de cura de T0 e T1 dadas por
40% e 10%
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Figura B.10: Erro quadrático médio para dados gerados pelo modelo de fragilidade com frações de cura de
T0 e T1 dadas por 40% e 10%
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Figura B.11: Viés para dados gerados pelo modelo de fragilidade com frações de cura de T0 e T1 dadas
por 30% e 20%
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Figura B.12: Erro quadrático médio para dados gerados pelo modelo de fragilidade com frações de cura de
T0 e T1 dadas por 30% e 20%
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B.2 Efeitos estimados na simulação

Embora o foco dos estudos de simulações anteriormente realizados esteja na obtenção e análise
de estimativas de fração de cura, esta seção apresenta, de maneira complementar ao leitor, os
resultados de simulação das estimativas dos parâmetros de regressão obtidas para cada base, da
qual derivam-se as frações de cura estimadas. As tabelas apresentadas nesta seção exibem apenas
resultados dos parâmetros estimados quando o mecanismo de fração de cura do estimador é o
mesmo que o utilizado para gerar o conjunto de dados. Por exemplo: para as bases geradas a partir
do modelo de fragilidade, compara-se apenas as estimativas dos parâmetros obtidas pelo algoritmo
proposto por Lam et al. (2013), pois para este sabemos os reais parâmetros por trás da geração
dos dados.

B.2.1 Modelo de Mistura Padrão

As tabelas a seguir apresentam as estimativas obtidas para cada estimador aplicado aos dados
gerados pela mesma especi�cação, tal que os parâmetros do preditor linear associados à fração
de cura são dados por β0 (intercepto) e β1 (efeito associado à covariável binária). Uma segunda
covariável assumindo distribuição normal de média nula tem efeito dado por β2 = 0, com estimativas
associadas a tal parâmetro também apresentadas nesta seção.

A Tabela B.1 com as métricas referentes ao modelo de mistura padrão para amostras de tamanho
n = 200, assim como as posteriores a esta, apresenta em seu corpo: fração de cura real dos diferentes
tratamentos, taxa de censura (média ou alta); parâmetro estimado; valor real do parâmetro a
ser estimado; média das estimativas pontuais; viés médio das estimativas; erro quadrático médio
das estimativas; desvio padrão empírico das estimativas; erro padrão médio das estimativas; e a
probabilidade de cobertura estimada para intervalos construídos com 95% de con�ança. A Tabela
B.2 apresenta o mesmo conjunto de resultados para amostras de tamanho n = 400. Devido aos
problemas quanto à identi�cabilidade com o aumento da dimensão do vetor a ser estimado, além
do alto custo computacional, não foram obtidas estimativas utilizando o modelo de mistura padrão
para amostras com n = 800.

Tabela B.1: Métricas das estimativas de efeitos obtidas utilizando o modelo de mistura padrão para dados
gerados pelo mesmo mecanismo (n = 200)

Fração de cura Censura Parâmetro Valor Real Média Viés Médio EQM D.P. Empírico Erro Padrão Médio P.C.
(40%, 10%) Censura Média β0 0,41 0,41 0,00 0,07 0,26 0,21 0,89
(40%, 10%) Censura Média β1 1,79 2,00 0,21 1,49 1,21 1,69 0,90
(40%, 10%) Censura Média β2 0,00 0,00 0,00 0,06 0,24 0,18 0,87
(40%, 10%) Censura Alta β0 0,41 0,47 0,06 1,72 1,31 3,37 0,60
(40%, 10%) Censura Alta β1 1,79 2,23 0,44 7,52 2,71 7,98 0,61
(40%, 10%) Censura Alta β2 0,00 0,24 0,24 0,67 0,78 0,20 0,54
(30%, 20%) Censura Média β0 0,85 0,88 0,03 0,08 0,29 0,22 0,88
(30%, 20%) Censura Média β1 0,54 0,56 0,02 0,17 0,41 0,34 0,91
(30%, 20%) Censura Média β2 0,00 -0,01 -0,01 0,05 0,23 0,17 0,88
(30%, 20%) Censura Alta β0 0,85 0,92 0,07 1,11 1,05 0,29 0,54
(30%, 20%) Censura Alta β1 0,54 0,62 0,08 2,59 1,61 0,56 0,62
(30%, 20%) Censura Alta β2 0,00 0,25 0,25 0,36 0,55 0,19 0,53

B.2.2 Modelo de Tempo de Promoção

Para o modelo de tempo de promoção, foram obtidos os resultados apresentados nas Tabelas
B.3, B.4 e B.5. As mesmas quantidades de interesse apresentadas na subseção anterior são exibidas
nas tabelas que se seguem.

B.2.3 Modelo de Fragilidade

Em Tabela B.6, observa-se as mesmas métricas para dados gerados pelo modelo de fragilidade
com estimativas obtidas utilizando-se a mesma especi�cação. As Tabelas B.7 e B.8 exibem tais
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Tabela B.2: Métricas das estimativas de efeitos obtidas utilizando o modelo de mistura padrão para dados
gerados pelo mesmo mecanismo (n = 400)

Fração de cura Censura Parâmetro Valor Real Média Viés Médio EQM D.P. Empírico Erro Padrão Médio P.C.
(40%, 10%) Censura Média β0 0,41 0,42 0,01 0,03 0,18 0,15 0,89
(40%, 10%) Censura Média β1 1,79 1,82 0,02 0,15 0,39 0,28 0,87
(40%, 10%) Censura Média β2 0,00 0,01 0,01 0,03 0,16 0,13 0,88
(40%, 10%) Censura Alta β0 0,41 0,34 -0,06 0,17 0,41 0,15 0,57
(40%, 10%) Censura Alta β1 1,79 1,85 0,06 2,04 1,43 0,57 0,50
(40%, 10%) Censura Alta β2 0,00 0,16 0,16 0,12 0,31 0,13 0,54
(30%, 20%) Censura Média β0 0,85 0,87 0,02 0,04 0,20 0,16 0,88
(30%, 20%) Censura Média β1 0,54 0,53 -0,00 0,09 0,30 0,24 0,89
(30%, 20%) Censura Média β2 0,00 -0,00 -0,00 0,02 0,15 0,12 0,88
(30%, 20%) Censura Alta β0 0,85 0,81 -0,04 0,22 0,47 0,16 0,53
(30%, 20%) Censura Alta β1 0,54 0,57 0,03 0,67 0,82 0,26 0,56
(30%, 20%) Censura Alta β2 0,00 0,15 0,15 0,16 0,37 0,12 0,47

Tabela B.3: Métricas das estimativas de efeitos obtidas utilizando o modelo de tempo de promoção para
dados gerados pelo mesmo mecanismo (n = 200)

Fração de cura Censura Parâmetro Valor Real Média Viés Médio EQM D.P. Empírico Erro Padrão Médio P.C.
(40%, 10%) Censura Média β0 -0,09 -0,08 0,01 0,03 0,17 0,13 0,86
(40%, 10%) Censura Média β1 0,92 0,93 0,01 0,03 0,18 0,17 0,93
(40%, 10%) Censura Média β2 0,00 0,00 0,00 0,01 0,10 0,08 0,91
(40%, 10%) Censura Alta β0 -0,09 -0,16 -0,07 0,10 0,30 0,13 0,58
(40%, 10%) Censura Alta β1 0,92 0,95 0,03 0,07 0,26 0,17 0,82
(40%, 10%) Censura Alta β2 0,00 0,00 0,00 0,02 0,13 0,08 0,81
(30%, 20%) Censura Média β0 0,19 0,19 0,01 0,02 0,14 0,12 0,89
(30%, 20%) Censura Média β1 0,29 0,30 0,01 0,03 0,17 0,16 0,93
(30%, 20%) Censura Média β2 0,00 0,01 0,01 0,01 0,09 0,08 0,92
(30%, 20%) Censura Alta β0 0,19 0,12 -0,07 0,08 0,27 0,12 0,59
(30%, 20%) Censura Alta β1 0,29 0,30 0,01 0,06 0,25 0,17 0,82
(30%, 20%) Censura Alta β2 0,00 -0,00 -0,00 0,02 0,13 0,09 0,81

resultados aumentando-se o tamanho da amostra para n = 400 e n = 800, respectivamente.
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Tabela B.4: Métricas das estimativas de efeitos obtidas utilizando o modelo de tempo de promoção para
dados gerados pelo mesmo mecanismo (n = 400)

Fração de cura Censura Parâmetro Valor Real Média Viés Médio EQM D.P. Empírico Erro Padrão Médio P.C.
(40%, 10%) Censura Média β0 -0,09 -0,08 0,00 0,01 0,11 0,09 0,89
(40%, 10%) Censura Média β1 0,92 0,93 0,01 0,02 0,13 0,12 0,92
(40%, 10%) Censura Média β2 0,00 -0,00 -0,00 0,00 0,07 0,06 0,91
(40%, 10%) Censura Alta β0 -0,09 -0,14 -0,05 0,05 0,23 0,09 0,58
(40%, 10%) Censura Alta β1 0,92 0,93 0,01 0,03 0,18 0,12 0,83
(40%, 10%) Censura Alta β2 0,00 -0,00 -0,00 0,01 0,09 0,06 0,82
(30%, 20%) Censura Média β0 0,19 0,20 0,01 0,01 0,11 0,08 0,88
(30%, 20%) Censura Média β1 0,29 0,28 -0,01 0,02 0,13 0,12 0,92
(30%, 20%) Censura Média β2 0,00 -0,00 -0,00 0,00 0,07 0,06 0,92
(30%, 20%) Censura Alta β0 0,19 0,15 -0,04 0,05 0,23 0,09 0,52
(30%, 20%) Censura Alta β1 0,29 0,29 0,00 0,03 0,17 0,12 0,84
(30%, 20%) Censura Alta β2 0,00 0,00 0,00 0,01 0,08 0,06 0,83

Tabela B.5: Métricas das estimativas de efeitos obtidas utilizando o modelo de tempo de promoção para
dados gerados pelo mesmo mecanismo (n = 800)

Fração de cura Censura Parâmetro Valor Real Média Viés Médio EQM D.P. Empírico Erro Padrão Médio P.C.
(40%, 10%) Censura Média β0 -0,09 -0,08 0,01 0,01 0,08 0,06 0,90
(40%, 10%) Censura Média β1 0,92 0,92 0,00 0,01 0,09 0,08 0,93
(40%, 10%) Censura Média β2 0,00 -0,00 -0,00 0,00 0,05 0,04 0,91
(40%, 10%) Censura Alta β0 -0,09 -0,13 -0,04 0,03 0,18 0,07 0,51
(40%, 10%) Censura Alta β1 0,92 0,93 0,00 0,02 0,13 0,08 0,80
(40%, 10%) Censura Alta β2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,06 0,04 0,82
(30%, 20%) Censura Média β0 0,19 0,19 0,00 0,01 0,07 0,06 0,90
(30%, 20%) Censura Média β1 0,29 0,29 -0,00 0,01 0,09 0,08 0,94
(30%, 20%) Censura Média β2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,04 0,04 0,93
(30%, 20%) Censura Alta β0 0,19 0,15 -0,03 0,03 0,16 0,06 0,53
(30%, 20%) Censura Alta β1 0,29 0,29 -0,00 0,01 0,12 0,08 0,82
(30%, 20%) Censura Alta β2 0,00 -0,00 -0,00 0,00 0,06 0,04 0,85

Tabela B.6: Métricas das estimativas de efeitos obtidas utilizando o modelo de fragilidade para dados
gerados pelo mesmo mecanismo (n = 200)

Fração de cura Censura Parâmetro Valor Real Média Viés Médio EQM D.P. Empírico Erro Padrão Médio P.C.
(40%, 10%) Censura Média β0 0,61 0,59 -0,01 0,04 0,20 0,15 0,85
(40%, 10%) Censura Média β1 0,92 0,97 0,05 0,08 0,28 0,27 0,95
(40%, 10%) Censura Média β2 0,00 0,01 0,01 0,02 0,14 0,13 0,93
(40%, 10%) Censura Alta β0 0,61 0,38 -0,22 0,25 0,44 0,21 0,55
(40%, 10%) Censura Alta β1 0,92 0,97 0,05 0,30 0,55 0,44 0,89
(40%, 10%) Censura Alta β2 0,00 0,11 0,11 0,10 0,30 0,23 0,84
(30%, 20%) Censura Média β0 0,88 0,87 -0,01 0,03 0,18 0,13 0,87
(30%, 20%) Censura Média β1 0,29 0,29 -0,00 0,05 0,23 0,23 0,95
(30%, 20%) Censura Média β2 0,00 0,02 0,02 0,02 0,12 0,12 0,93
(30%, 20%) Censura Alta β0 0,88 0,73 -0,15 0,18 0,40 0,18 0,56
(30%, 20%) Censura Alta β1 0,29 0,30 0,01 0,28 0,53 0,40 0,88
(30%, 20%) Censura Alta β2 0,00 0,11 0,11 0,10 0,29 0,23 0,84

Tabela B.7: Métricas das estimativas de efeitos obtidas utilizando o modelo de fragilidade para dados
gerados pelo mesmo mecanismo (n = 400)

Fração de cura Censura Parâmetro Valor Real Média Viés Médio EQM D.P. Empírico Erro Padrão Médio P.C.
(40%, 10%) Censura Média β0 0,61 0,57 -0,03 0,02 0,14 0,10 0,86
(40%, 10%) Censura Média β1 0,92 0,95 0,03 0,04 0,18 0,19 0,95
(40%, 10%) Censura Média β2 0,00 0,01 0,01 0,01 0,10 0,09 0,92
(40%, 10%) Censura Alta β0 0,61 0,37 -0,24 0,15 0,31 0,15 0,47
(40%, 10%) Censura Alta β1 0,92 0,97 0,05 0,14 0,37 0,33 0,92
(40%, 10%) Censura Alta β2 0,00 0,11 0,11 0,05 0,20 0,17 0,82
(30%, 20%) Censura Média β0 0,88 0,84 -0,04 0,02 0,12 0,09 0,86
(30%, 20%) Censura Média β1 0,29 0,30 0,01 0,03 0,16 0,16 0,94
(30%, 20%) Censura Média β2 0,00 0,02 0,02 0,01 0,08 0,08 0,93
(30%, 20%) Censura Alta β0 0,88 0,69 -0,18 0,11 0,27 0,13 0,48
(30%, 20%) Censura Alta β1 0,29 0,30 0,01 0,11 0,32 0,29 0,92
(30%, 20%) Censura Alta β2 0,00 0,09 0,09 0,05 0,19 0,16 0,83
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Tabela B.8: Métricas das estimativas de efeitos obtidas utilizando o modelo de fragilidade para dados
gerados pelo mesmo mecanismo (n = 800)

Fração de cura Censura Parâmetro Valor Real Média Viés Médio EQM D.P. Empírico Erro Padrão Médio P.C.
(40%, 10%) Censura Média β0 0,61 0,56 -0,05 0,01 0,09 0,07 0,83
(40%, 10%) Censura Média β1 0,92 0,94 0,01 0,02 0,12 0,13 0,96
(40%, 10%) Censura Média β2 0,00 0,02 0,02 0,00 0,06 0,06 0,93
(40%, 10%) Censura Alta β0 0,61 0,36 -0,25 0,11 0,22 0,10 0,38
(40%, 10%) Censura Alta β1 0,92 0,96 0,04 0,07 0,25 0,25 0,94
(40%, 10%) Censura Alta β2 0,00 0,11 0,11 0,03 0,14 0,12 0,77
(30%, 20%) Censura Média β0 0,88 0,82 -0,06 0,01 0,08 0,07 0,81
(30%, 20%) Censura Média β1 0,29 0,30 0,01 0,01 0,11 0,11 0,96
(30%, 20%) Censura Média β2 0,00 0,03 0,03 0,00 0,05 0,06 0,91
(30%, 20%) Censura Alta β0 0,88 0,67 -0,21 0,08 0,18 0,09 0,39
(30%, 20%) Censura Alta β1 0,29 0,30 0,01 0,05 0,22 0,21 0,93
(30%, 20%) Censura Alta β2 0,00 0,09 0,09 0,02 0,12 0,11 0,80
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