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Resumo

Esta Tese explora o Processo de Cox quando sua intensidade pertence a uma familia de di-
fusdes afim. A forma da funcao densidade de Probabilidade do Processo de Cox é obtida quando
a intensidade é descrita por uma difusao afim d-dimensional arbitraria. Analisa-se também o aco-
plamento e convergéncia para o Processo de Cox com intensidade afim. Para ilustrar assume-se
que a intensidade do Processo é governada por uma difusao de Feller e resultados mais detalhados
sao obtidos. Adicionalmente, os parametros da intensidade do Processo sdo estimados por meio do

Filtro de Kalman conjugado com o estimador de Quase-Maxima Verossimilhanga.

Palavras-chave: Processo de Cox, Difusao Afim, Filtro de Kalman, Livro de Ofertas.
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Abstract

This Thesis deals with the Cox Process when its intensity belongs to a family of affine diffusions.
The form of the probability density function of the Cox process is obtained when the density is
described by an arbitrary d-dimensional affine diffusion. Coupling and convergence results are also
addressed for a general Cox Process with affine intensity. We adopted the Feller diffusion for driving
the underlying intensity of the Cox Process to illustrate our results. Additionally the parameters
of the underlying intensity processes are estimated by means of the Kalman Filter in conjunction

with Quasi-Maximum Likelihood estimation.

Keywords: Cox Process, affine diffusion, Kalman Filter, Order Book.
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Capitulo 1

Introducao

Os Processos de Poisson Duplamente Estocésticos, (PPDE), foram introduzidos por Cox (1955)
ao permitir que a intensidade do processo de Poisson pudesse ser descrito por uma varidvel aleatéria
positiva, e nao apenas por um fator deterministico. O objetivo de tal generalizacao foi permitir
que a dinamica de um processo exégeno ao modelo influenciasse as taxas de transicdo do processo

pontual de interesse.

Em um primeiro momento e, sem recorrer ao formalismo necessdrio que sera desenvolvido no
préximo capitulo, um processo pontual Ny pode ser interpretado como a representagao do ato de

contar um fenémeno com o passar do tempo.

Os processos pontuais possuem aplicagoes em diferentes areas do conhecimento. De maneira
muito resumida pode-se apresentar as trés principais areas: bioestatistica, financas e teoria da
confiabilidade. Em bioestatistica eles sao o arcabouco tedrico para estudar eventos recorrentes
(recurrent events), tais como Gail et al. (1980), que estudou a quantidade de tumores em ratos ao
longo de um periodo. Em finangas, Lando (1998) foi o pioneiro em utilizar processo pontuais para
descrever a ocorréncia de eventos de crédito. Na teoria de confiabilidade, o trabalho de Dalal e
McIntosh (1994) desenvolvou uma estimativa para determinar o tempo de parada 6timo para testar

e validar (debugging) um software.

Nas secoes a seguir serd realizada uma breve revisao dos principais trabalhos sobre esse assunto,

bem como a caracterizacao do problema, os objetivos e a estrutura desta tese.

1.1 Resultados Anteriores

O trabalho seminal de Cox (1955) introduziu o Processo de Poisson Duplamente Estocéstico,
PPDE, também conhecido por Processo de Cox.
A principal obra nesta drea é o trabalho de Grandell (1976), que apresenta as principais proprie-
dade do PPDE a partir da construcao classica em probabilidade. De maneira complementar, os
trabalhos de Brémaud (1972) e Daley e Vere-Jones (1988) constroem o processo segundo ideias da

Teoria de Martingais. A principal semelhanca entre estas obras é o foco em derivar as propriedades
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gerais do PPDE, porém sem explorar a forma funcional da intensidade do processo e, portanto

com reduzido numero de aplicagoes.

O estudo do PPDE tomou nova direcao quando se passou a especificar a forma funcional
para a intensidade do processo, e consequentemente foi possivel obter expressoes analiticas para
a funcao densidade de probabilidade e para os momentos do processo. Dentre eles, pode-se citar
Bouzas et al. (2002) que utiliza a distribuigdo Normal truncada para descrever a intensidade do
processo e Bouzas et al. (2006), que generaliza a intensidade para o caso do oscilador harmonico.
A contribuicao destes trabalhos foi a obtencao de expressoes analiticas em forma fechada para a
funcao densidade do processo de Cox, bem como para os seus momentos. Entretanto, em ambos os
casos, os autores utilizam construgoes nas quais a restricao de nao-negatividade para a medida de
intensidade é violada. Para contornar tal limitacao os autores determinam uma regiao no espago

paramétrico onde a probabilidade de realizacoes de valores negativos para a intensidade é reduzida.

Com o intuito de garantir que a restricao de nao-negatividade para a medida de intensidade
seja preservada, Basu e Dassios (2002) e Kozachenko e Pogorilyak (2008) sugerem a ado¢ao de um
modelo Lognormal para a intensidade do processo. Uma formulagdo que incorpora a intensidade
em uma formulacao dinamica é desenvolvida em Dassios e Jang (2008), que utilizaram a forma
funcional de um processo do tipo Shot Noise, o qual, a despeito da garantia da nao-negatividade

da medida de intensidade, nao se trata de um processo difusivo.

Por sua vez Wei et al. (2002), ao assumir que a intensidade é governada por um processo de
Feller unidimensional, obteve a Fungao Densidade de Probabilidade para o Processo Pontual V.
O processo de Feller, introduzido por Feller (1951), foi entao consagrado na literatura de financas
apds o trabalho de Cox et al. (1985). Dentre as propriedades, tem-se que o processo estd bem defi-

nido apenas no R, garantindo que a condicao de nao-negatividade seja automaticamente atendida.

Neste trabalho assume-se que a intensidade é governada por um processo difusivo afim®, conforme
formalizado por Duffie e Kan (1996), d-dimensional flexivel o suficiente para incorporar o processo
de Feller em uma ou d dimensoes. Desta forma, os trabalhos de Bouzas et al. (2002), Wei et al.
(2002), Basu e Dassios (2002) e Kozachenko e Pogorilyak (2008) podem ser visto com casos parti-

culares do modelo ora proposto.

1.2 Aplicagoes do Processo de Poisson Duplamente Estocastico em finangas

A utilizacao de processos pontuais em financas, em especial dos processos de Poisson Dupla-
mente Estocasticos, PPDE, teve um enorme desenvolvimento no final dos anos 90 com o desen-

volvimento dos modelos para gerenciar e aprecar o risco de crédito. Diferente dos trabalhos de

Mais formalmente, uma funcio F : R — R, é denominada afim, se existe a € R e b € R? tal que F(x) = a+b'z
para todo z € R%. Observe que b' denota o transposto do vetor d-dimensional.
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Grandell (1976), Brémaud (1972) e Daley e Vere-Jones (1988), os trabalhos de Duffie e Singleton
(1999) e Duffie et al. (2003) formalizam a construgao da probabilidade do primeiro salto do pro-
cesso pontual NV;, em uma estrutura afim. O tempo até o primeiro salto do processo N, representa,
em um contexto de risco de crédito, o tempo até a faléncia (Default) de uma empresa e/ou pais.
Assim, uma vez atingido o estado absorvente, nao se fazia necessério o estudo da dinamica e das

propriedades do PPDE posteriores ao primeiro salto.

Recentemente uma nova area de aplicagoes dos processos pontuais em finangas surgiu com o uso
destes modelos para descrever o processo de chegada de ordens de compra e venda de um ativo em
uma ambiente de negociagao eletronica. Nestes modelos, o processo de chegada de ordens evolui
ao longo do tempo e o intuito é caracterizar a dinamica do processo e obter expressoes tratdveis
analiticamente para descrever a probabilidade de uma ordem enviada, segundo uma configuracao

de mercado, seja executada antes que o prego se altere, conforme descrito em Cont et al. (2010).

Assim, como nos modelos onde a probabilidade de uma empresa/pais nao honrar suas dividas
pode depender de variaveis de estado exdgenas ao modelo, o namero de ofertas de compra e venda
que chegam no livro de ordens pode depender, por exemplo, do nivel de aversao ao risco dos investi-
dores em um determinado dia, ou da divulgagao de uma informacao, por exemplo, a divulgacao de
uma nova tecnologia que impacta um determinado setor da economia. Por esta razao a construcao
de um modelo analiticamente tratavel que incorpore endogenamente o comportamento estocastico

da intensidade de um Processo Pontual é uma contribuicao a literatura.

1.3 Objetivos da Tese

Diante do exposto e da caracterizacao do problema, o objetivo principal desta tese é estu-
dar o Processo de Poisson Duplamente Estocastico quando a intensidade pertence a uma familia
d-dimensional de difusoes afim. Neste sentido, pretende-se emprestar todo o arcabouco tedrico
dos modelos afim desenvolvido ao longo de décadas para modelar estruturas a termo (Affine Term
Structure- ATS) da taxa de juros e aplica-los nos processos pontuais para estudar sua dindmica com
o passar do tempo. Desta forma, tem-se como a primeira contribuicao deste trabalho o Teorema
1, que descreve a forma da Funcao Densidade de Probabilidade para o Processo de Poisson Dupla-
mente Estocasticos quando a intensidade pertence a uma familia d-dimensional de difuses afim.
Em um caso particular, quando a intensidade é governada por uma difusdo de Feller unidimensio-
nal, os resultados sdo compardveis ao encontrado em Wei et al. (2002). A segunda contribuicao é
o Teorema 2 que prova a velocidade de convergéncia do processo de Cox construido no Capitulo 3.
A terceira contribuicao desta tese é o Teorema 3 onde demonstra-se como é possivel acoplar dois
Processos de Poisson Duplamente Estocéasticos quando as condigoes para tanto sao construidas nas

equacoes diferenciais estocasticas que governam a dinamica das intensidades dos processos.

Além disso, sugere-se aqui, de forma pioneira, a estimacao do processo de Cox com intensidade
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afim por meio do Filtro de Kalman conjugado com o método de Quase-Maxima Verossimilhanca.
A razao para esta proposta advém do fato que o Filtro de Kalman é um algoritmo recursivo sendo
computacionalmente eficiente em problemas com elevado ntimero de observacoes, conforme descrito
na secao 5.5. Além disso, como se vera, o método proposto se comporta bem em um exercicio de

Simulagoes de Monte Carlo.

1.4 Estrutura da tese

Além desta introducao a tese é formada por 5 Capitulos e um Apéndice. No Capitulo 2 o
processo de Cox com intensidade afim em sua forma geral é construido e os principais resulta-
dos apresentados. No Capitulo 3 adota-se o processo de Feller para descrever a intensidade do
Processo de Cox, sendo possivel assim obter resultados mais detalhados para o processo pontual.
No Capitulo 4 tem-se a construcao das condicGes para o acoplamento dos processos de Cox com
intensidade afim. No Capitulo 5 apresenta-se uma metodologia, baseada no Filtro de Kalman,
para estimar os parametros do processo de Cox com intensidade de Feller e seus resultados sao
avaliados por meio de uma Simulagdo de Monte Carlo. O Capitulo 6 apresenta as consideracoes
finais, bem como as sugestoes para pesquisas futuras. O Apéndice contém os cédigos desenvolvidos

em Matlab® utilizados no Capitulo 5.

Com o intuito de facilitar a leitura, adota-se ao longo desta tese a seguinte nomenclatura:
quando for feito uso de Teoremas ja conhecidos estes serao denominados Resultados, quando for
necessario reunir diferentes resultados para apresentar uma nova contribuigao estes serao denomi-
nados por Proposigao e apenas as contribuicbes mais significativas desta tese serao denominadas

de Teoremas.



Capitulo 2

Processo de Poisson Duplamente Estocastico - Modelo
Geral

2.1 Introducao

O Processo de Poisson Duplamente Estocastico ou Processo de Cox é uma possivel generalizagao
do Processo de Poisson no qual a intensidade é definida por um processo estocastico de tal maneira
que condicionado a uma particular realizacao da intensidade \;(w), o salto do processo pontual
torna-se um processo de Poisson ndo-homogéneo com intensidade \;(w). Na sequéncia? as bases

para analisar as propriedades do processo de Cox sao construidas.

2.2 Construgao do Processo Duplamente Estocastico
Considere o espago de probabilidade filtrado (22, G,G,P), onde G = (G¢)>0 ¢ uma filtracao que

contém os conjunto de medida P-nula continua a direita.

Definicao 1 Define-se, (X;)i>0, com X; : D x Ry — RY, a varidvel de estado, como a solucdo

da sequinte Equagao Diferencial Estocadstica (EDE):

dX: = p(X, t)dt + o(X, t)dW; (2.1)

sendo: u(X,t): D x Ry — R% o coeficiente de drift; o(X,t) : D x Ry — R4 o coeficiente de
difusdo do processo e, W; o Movimento Browniano Padrao d-dimensional em (2,G,G,P). Onde

D C R? serd definido na secao 2.3.3.

Definicao 2 (Duffie e Kan (1996)) Define-se (X¢)i>0 como um processo afim, se (2.1) aten-

der simultaneamente:

1. Coeficiente de drift
u(X,1) = K(6 - X,) (2.2)

Para © € R? ¢ K € Rxd

2Para nao utilizar notagdes em excesso, toma-se a seguinte simplificacio: s 1= Ag(w)

5
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2. Matriz de Covariancia

o(X,t) =20 (2.3)
Onde ¥ é uma matriz nao-singular em R%*¢ ¢ ¢ é a matriz diagonal em R%*?, tendo o i-ésimo
elemento em sua diagonal dado por:
o; = a; + b; Xy, i=1,...,d, (2.4)
coma €RebeRY

Desta forma, a varidvel de estado em sua forma afim, segundo Duffie e Kan (1996), serd escrita
como:

dX; = K(0 — Xy)dt + X\/adW,; (2.5)

onde W; é Movimento Browniano Padrao d-dimensional em (2, G,G,P).

Com esta parametrizagao é possivel representar qualquer difusao afim ao se definir os parametros
{K,©,a,b} apropriadamente. Para ilustrar este argumento, tomam-se algumas EDE usualmente
utilizadas em finangas e as representamos segundo a forma descrita em (2.5):

Para o caso univariado (d = 1), tém-se:

e Ornstein-Ulhenbeck (Vasicek)

dXt = /6(9 — Xt)dt + O'th

e Feller (Raiz quadrada, Cox-Ingersoll-Ross)

dXt = /1(9 - Xt)dt + o/ Xtth

e Movimento Geometrico Browniano

1
Xt = lnSt dXt = <,u — 20'2) dt + O'th

Analogamente, tém-se as seguintes EDE’s afins no caso multivariado:

e Heston

BRI

1 0 0 1
Xy | dW,
po \/1—p20] [O 1] ! !
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e CIR Multivariado

0 — 0 0 10
ax, = | "™+ T X, )dt+| 7 X | aw,
K202 0 —kK2 o9 0 1
As quais descrevem um processo bi-dimensional afim X = (V,Y) com espago de estado D =

R+ X R+.

Definicao 3 Define-se como tempo de parada a varidvel aleatdria estendida nao-negativa T :
Q — Rt U {oo}, definida em (Q,G,G,P), tal que {7 <t} € G Vt > 0.

Definicao 4 Define-se a intensidade de um processo como:

At = po+p1- Xy (2.7)
d
=po+ Z Pi,1 Xt (2.8)
=1

Para pp € R e p; € R4 Com X; descrito na Definicao 2.

Defini¢ao 5 Dado o espaco (2,G,G,P) e sendo F uma sub-filtra¢ao de G, define-se a intensidade
acumulada (A¢)i>0, como um processo crescente F-mensurdvel, absolutamente continuo, tal que

P-quase certamente:

A[):O s AOO:OO (§

t
Aoy = / Adu  com t2>0
0
Onde A, é definida de acordo com a equagao (2.7).

Definicao 6 Dada uma sequéncia ndo-decrescente de tempos de parada {7;,i € N}, define-se o

Processo Pontual (Ni)i>0, como um processo continuo a direita (cadlag) construido por:

Nei= Trcp

A construgao da variavel 7 como sendo um tempo de parada requer a correta escolha da filtragao.
Desta forma, neste momento se expandird F para uma filtragdo maior G, onde na secao 2.5.2,
justifica-se sua necessidade com a observacao 1. Dentre as intimeras possibilidades de expandir F,
a estratégia aqui adotada serd expandir F o suficiente para que 7 seja um tempo de parada. Desta

forma, a nova filtracdo G = (G¢)¢>0, pode ser construida como:

G =FVH:
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onde3
Hy=0{Ns:0<s<t}

Definicao 7 Considere (N¢)i>0 um processo estocdstico construido em (2,G,G,P), e toma-se F
uma sub-filtracao de G, entdo define-se Ny como um Processo de Poisson Duplamente Es-
tocdstico com relacdo a Ay, se \y € F-mensurdvel e, se para qualquer0 <t <T etodok =0,1,...,

for satisfeito que:

1
P(Nr = Ny = k|G V Foo) = 4 (Ar)¥exp (=M 7) (2.9)
onde Foo = 0(Fy u € Ry)
Em particular, tem-se que:
P(Np — Ny = k|G V Fo) = P(Np — Ny = k| Foo) (2.10)

Ou seja, condicionado & o-dlgebra F, o incremento N7 — N; é independente da o-algebra G;.

Desta forma, a probabilidade de nenhuma ocorréncia no intervalo [t,T] para o processo de

Poisson nao-homogéneo (IV;):>o com fungao intensidade (\;);>0 é dada por:

P(Np = 0|F0) = exp (_ /tT Audu> (2.11)

Nas se¢oes seguintes a equagao (2.11) serd fundamental para a obtencao da funcao densidade

de probabilidade dos Processos de Poisson Duplamente Estocasticos com intensidade afim.

2.3 Existéncia, unicidade e admissibilidade de (X;):>o
2.3.1 Existéncia

Para definir a existéncia da solucdo forte* da equacdo diferencial estocastica (2.5) se faz ne-

cessario que o seguinte resultado seja satisfeito:

Proposicao 1 (Ikeda e Watanabe (1981)) Ao se tomar as sequintes defini¢ées de norma para
vetores a € RY e matrizes (d x d) B = [b;]:

d d d
lall> = af e BIP=2"% b5
i=1

j=1i=1

tem-se que a condicao de crescimento linear deve satisfazer:

3 AV B:= méximo entre A e B.

*X; é definido como a solugdo forte da EDE (2.1) se para todo ¢ > 0, (X¢);>0 é uma funcio F(t,(Ws,s <t)) e
as integrais estocdsticas fot w(Xs)ds e fot o(Xs)dW, existem para a equagao diferencial estocéstica (2.1) e a solugdo
integral X; = Xo + fot w(Xs)ds + fot o(Xs)dW; é satisfeita.
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V XeR? 3 ¢ € R : [|KO-X)|>+ IZV0]? <1+ | X]) (2.12)

Prova da Proposigao 1

Para o drift a demonstragao se dé trivialmente gracas a estrutura afim:

I - X)II* < (IKe] + IKX])* <
< (I€ell + IKIX1)* = IKe|” + LI X[ + 2Kl X l]e]

No caso do coeficiente de difusao, tem-se, devido as propriedades da norma:

d
I=Val? < ISPVl = 1Z]7 ) (ai — b:X)* =

i=1

d d
DY ( T (biX)? - 2aibz~X) <Py ( T X2 - 2aibz~X) <

i=1 i=1
d
<I=IP) (a? + [lbal 21 X [1* + 2||a¢||Hbz-|||XH>

=1
Entao, definindo

a condic@o (2.12) torna-se
IK(© = X)II? + I=Val* < K8 + IKIIX I + 2K X l©]l+

d
Y < T 2P +2|rair|||b¢|||X||> <
=1

1KOI2 + IKIIX 2 + 20KI2IX O] + ||z|2d(a2 LRI+ 2a6||X||) _
_ |Xu2(||/cn ; |rz||d62> x| <2HICH2||@|| ; Hz||22da6)+

KO + [S]2da? < c<1 ; ||X||)

onde ¢ é uma constante definida apropriadamente na sequéncia. Assim, reagrupando os termos,

se obtém:

HX|!2<H/CH TSR — ) x| (2Wcu2ueu T qudeab)+

+ (HICGH + [|Z]|2da* — c) < (2.13)
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Temos uma equagao polinomial de grau 2 em || X|| negativa para V || X|| desde que as seguintes

condigoes se verifiquem:

/

(HICH +|Z||db?* —c) < 0

<|ylce\|+\2||2da2—c < 0 (2.14)

<2H/CH2H®H T S|22dab) < 4(||/ce>\ | |5|2da? - ) (H/cu T 5B - )

E possivel encontrar um ¢ grande o suficiente tal que o sistema (2.14) seja satisfeito e portanto
existe uma escolha apropriada de ¢ tal que (2.13) também seja satisfeito. Finalmente, ter-se-a4 que

(2.12) serd satisfeita.

Soma-se ao resultado acima o fato de u(X,t) o(X,t) serem funcdes da classe C° e, portanto

garante-se a existéncia da equagao diferencial estocdstica (2.5).

2.3.2 Unicidade

A prova usual para unicidade de uma solugao forte, conforme Karatzas e Shreve (1991), impoem
que os coeficientes u(X,t) e o(X,t) satisfacam a condi¢ao de serem globalmente Lipschitzianos.
Entretanto para alguns dos processos afim que serao abordados nesta tese a condigao de globalmente
Lipschitz nao se verifica. Por exemplo, o processo de Feller unidimensional (2.6) s6 existe em R} e
o coeficiente de difusdo nao é globalmente Lipschitziano, pois a derivada de o(X¢) := 0/ X; nado é
limitada na vizinhanca de zero. No caso de difusées unidimensionais pode-se garantir a existéncia e
unicidade da solugao a partir de condi¢bes menos restritivas sobre os coeficientes da difusao p(X,t)

e o(X,t), conforme o resultado a seguir:

Resultado 1 (Yamada-Watanabe I) Suponha que u(X,t) seja Lipschitz e que o(X,t) satisfaca

a condi¢io de Hélder de ordem o, o > 1/2, ou seja, existe uma constante K tal que:
lo(x) —oy) <K |z—y]
Entdo existe uma inica solugcao forte para a difusdo.

Para o processo de Feller unidimensional, tem-se que o coeficiente de difusdo ¢é o(X,t) := oy X
e ao tomarmos « = 1/2, percebe-se que a condigao é suficiente para a unicidade de uma solugao

forte da equacao diferencial estocastica (2.5), requeridas no Resultado 1.

Entretanto, no caso geral a unicidade de uma solugao para uma EDE multidimensional é obtida

por meio do seguinte Resultado:
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Resultado 2 (Yamada-Watanabe II) Considere a sequinte equagdo diferencial estocdstica d-
dimensional:
dX; = p(X,t)dt + o(X,t)dW;, X, W € R? (2.15)

e suponha que Xo > 0. Entdo as condicdes suficientes para unicidade® (pathwise) sdo dadas por:

Ezistem duas funcoes positivas e crescentes p,h : RT — R tais que:

e h é (fracamente) concava e o drift satisfaz:

li(u) — () <h(|u—v]), Vu,veRy i=1,....d (2.16)

/ h~ (y)dy = +oo, Ve >0;
0

o O coeficiente de difusdo tem a sequinte forma:

o1(X1) ... 0
o(X) = S : (2.17)
0 e O'd(Xd)
com os elementos da diagonal o; : R — [0,4+00],i = 1,...,d, satisfazendo:
|O-l(77)_o-z(£)| Sp(” 77_5 ||)’ VU’fGRa Zzlv’d (218)

€
/ p2(y)dy = +oo, com algum € > 0.
0

Uma vez estabelecidas as condigoes suficientes para a unicidade de uma EDE d-dimensional,
tem-se que que na representagao afim dada pela equagdo (2.5) o coeficiente de difusdo deverd
safisfazer:

YeD, beD", a;=0 Vi. (2.19)

Assim, para se obter a unicidade da solugdo, dado que o coeficiente de difusao ¥4/o nao é

globalmente Lipschitziano, este deve ser uma matriz diagonal.

Entretanto, como forma de flexibilizar as restrigoes sobre o coeficiente de difusao ¥+/o, dadas
em (2.19), Dai e Singleton (2000), constroem as difusoes afim em uma estrutura mais flexivel
denominada Representacao Canodnica. Para tanto, seja m = posto(c), que determinard o nimero
de variaveis de estado que estdo na matriz o. Assim, qualquer equagao diferencial estocéstica d-

dimensional afim, podera ser classificada em uma das d + 1 sub-familias geradas a partir de m,

SPorém de acordo com ITkeda e Watanabe (1981) pag. 52, se para qualquer medida de probabilidade de Borel
P em R?, uma solucio Z; para 2.15 existe tal que a distribuico do valor inicial Zo é P, e a unicidade pathwise é
assegurada, entdo Z; é uma solugao forte de (2.15).
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pois este poderd variar de 0 a d. Com isso a Representacao Canonica A,,(d), definird o modelo

d-dimensional indexado pelo parametro m.

Definicao 8 Seja m = posto(c), entiao para cada m, particiona-se o vetor de estados X; como

X' = (XP,XP) onde XP ¢é um vetor em R™ e XP é um vetor em R*™. A Representacdo

Canénica A, (d), é definida como um caso especial da equagio (2.5) quando®:

BB BD
K= | ppm e
K(d—m) xm K(d—m)x (d—m)
@B
0= op | B er™, O ecRrY™,
BB BD
| e
E(dfm)xm z:(dfm)x(dfm)
CLB
a=| | aP e R, oP eRI™,
a

bi:[bf leL b e R™, P e RI™,

B D
by by BBB BBD
B=1| : = |= mxm mx(d—m)
. . BDB BDD
de bg) (d—m)xm (d—=m)x(d—m)

E os coeficientes acima devem satisfazer:
1. Da equacao (2.19) tém-se:

B =0, BBEepDt, xBBecpt
2. O Processo X P é auténomo em relacao a XP

KBP —0, wBP —o, BBD —j,

3. A dependéncia exclusiva da volatilidade dos fatores de X? em X implica

BPP =0

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

5De acordo com Dai e Singleton (2000) algumas transformagcoes invariantes preservam a admissibilidade e identi-
ficagdo do modelo. Para detalhes sobre quais transformagdes invariante possuem este propriedade vide anexo A de

Dai e Singleton (2000).
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A aparente complexidade introduzida com a Representacdo Candnica, na verdade permitird
provar a existéncia e unicidade para processos mais gerais do que os que satisfazem as condigoes
expressas em (2.19), uma vez que, com esta representacao, a condigao (2.26) garante a existéncia
e unicidade de X 2. Adicionalmente, a volatilidade de X P condicionada em X é conhecida, logo
garante-se a unicidade de X”. Finalmente, pela condicao (2.27) sabe-se que o processo X D quando

XP +£0, possui distribuicio Gaussiana e independente de X5,

2.3.3 Admissibilidade

O fato de se assumir que a varidvel de estado (X;)t>0 é descrita por uma equacao diferencial
estocdstica afim em sua representacao candnica A,,(d), que engloba uma série de processos, impoem
restrigdes conjuntas sobre o espago de estado D e os parametros {K,©, %, o}, para que o processo
(Xt)t>0 uma vez definido em D permaneca em D. Ao mesmo tempo, dado um processo definido
em D, tem-se que Yo (z)[Xo(x)]" deve definir uma matriz semi-positiva definida representando a

matriz de variancia do processo (X¢)i>0.

Definicao 9 Uma equagao diferencial estocdstica afim do tipo (2.5) € classificada como admissivel

se o processo de variancia (2.4) é quase-certamente ndao negativo Vt.

Para atender a Definicao 9, proposta por Dai e Singleton (2000), o espaco de estado D C R? pode

ser construido como:

D:{xeRd:ai—i—bi-xZO, z’e{l,...,d}} (2.29)

No caso do processo de Feller unidimensional, como se verd na secao 3.5, o processo é ad-
missivel desde que a k0 > %02 (condigao de Feller) seja atendida. Neste caso, garante-se que
o drift impedird que o processo se torne negativo quando este se aproximar de sua fronteira,

0D ={z €D:o(x) =0}

Duffie e Kan (1996) estendem a condigao de Feller para o caso multidimensional, inclusive para
os casos onde (X;;, X;;) # 0 para i # j, impedindo que a correlagao entre os processos viole a
restricao de negatividade quando uma das varidveis de estado se aproxima de 9D. Assim a condicao
de Duffie e Kan (1996) é definida como:

Condigcao A (Duffie e Kan (1996)). Para todo i:
1. Vz tal que o;(z) =0, b/ (K(©—X;) > 3b/EETp;
2. Vj, se (b;rE)j # 0, entao o; = ko para k > 0

Adicionalmente e diferente de Duffie e Kan (1996), no presente caso deve-se impor a condigao

de nao-negatividade em (A);>0 seja atendida. Neste sentido, um segundo conjunto de restrigdes
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conjuntas sobre o espago de estado D e sobre os parametros {C, ©, %, 0} deve ser imposto para que

a intensidade seja uma medida positiva:

D= {x e R%: M\(z) > 0} (2.30)

Neste sentido, a forma mais forte de garantir que (2.29) e (2.30) sejam atendidas simultanea-
mente é definir D = Ri. Entretanto, por se tratar de uma restrigao muito forte no espaco de estado
e que excluiria uma grande classe de processos difusivos afim, busca-se, alternativamente, relaxar
esta condicdo gracas & representacdo candnica A, (d), uma vez que, por hipétese, X € DF. Desta
forma, a possibilidade de ()\;);>0 assumir valores negativo advém do fato de X ser Gaussiano com

média P e desvio-padrao o”. Neste sentido, ao impor a condicio:

P >0, (2.31)

pode-se estabelecer a seguinte Proposicao:

Proposicao 2 Se v*uP > oP, entdo o processo XP ¢é quase-certamente nio-negativo, X? € DT.

Prova da Proposicao 2

D

)

resentaca noni T & ussian m médi vio- rao o
Pela Representacao Canonica o processo X é Gaussiano co édia P e desvio-padrao

logo pode-se calcular a probabilidade deste ser quase-certamente positivo, ou seja:

P(XP >0)=9 (gi) (2.32)

onde ®(-) é a Fungao densidade acumulada da distribuigado Normal Padrao.

Gracas a condicdo (2.31), pode-se impor que P(X? > 0) = 1, logo o problema descrito em

(2.32), passa a ser escrito como:

v =inf(y: ®(y) =1) (2.33)

D
onde: v = L5

Logo ao impor que v*uP > oP a condicdo de nao-negatividade é satisfeita quase-certamente.
|

2.4 Transformada de Laplace para o processo (A;):>o

A transformada de Laplace para integrais de processos estocdsticos existe, e pode ser descrita

numa forma fechada analitica, para um nimero bastante restrito de processos Markovianos.
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Neste sentido, o trabalho de Albanese e Lawi (2004) apresenta os critérios para definir quais
processos difusivos podem ter, de maneira analitica, a transformada de Laplace da integral deste
processo. Para tanto, toma-se (X;):>0 um processo difusivo definido no espaco de probabilidade
filtrado (2, G, G, P) e considere a transformada de Laplace Li(X,t, i), definida como:

nx ) =5 [ 1o (<5 [ o0x. 01 )

Gt] (2.34)

Onde f € C*!' e ¢ € C! é limitada e i > 0.

Entao tem-se que:

Resultado 3 (Albanese e Lawi (2004)) A classe de processos difusivos que possuem a trans-
formada de Laplace para sua integral é dada por:
R (X3) A(Xy)? V2A(Xy)

K R e AW, (2.35)

dX; =2

Com as sequintes restrigoes:

1. Trés polinomios do sequndo grau em z: A(z),R(x),Q(x). Sendo que A(x) pertence ao conjunto
{1,z,2(1 —x),22 + 1} e R(X;) > 0;

2. A funcio h(zx) é uma combinagio linear de fungées hipergeométricas confluentes’

do tipo 1Fy se A(x) € {1,z} e Gaussianas do tipo o Fy caso contrdrio.

Entao a transformada de Laplace Liy(X,t, i) € especificada por:

o) - Q)

= 2R (2.36)

Uma vez garantida a existéncia da transformada L;(X,¢, 1), pode-se enunciar o seguinte Resul-

tado, o qual determinard a forma funcional da transformada e sera 1til ao longo deste trabalho.

Para as difusoes afins de que trata esta tese pode-se enunciar o seguinte resultado:

"Uma funcéo hipergeométrica em sua forma geral pode ser descrita por:

pFa(an, .. apivi, - Yg5 2)

Parap < ¢+ 1,v; € C\ Z4+ e sao representados pela seguinte expansao de Taylor ao redor de z = 0

Z(e)n - (o) 2™
Folal,...,ap;Y1,. - ,7q;2) = —
P lI( 1, p3 V1 Yq ) zo: (71)71 --('Vq)n n!

Uma fungao confluente é uma forma degenerada de uma fungao hipergeométrica quando duas das trés singulariedades
regulares se agrupam em uma singulariedade irregular.
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Resultado 4 (Feynman-Kac) Se (Xi)i>0 € um processo difusivo que satisfaz a EDE (2.1) e seja
A seu gerador infinitesimal. Assuma que F,V € C*Y(D x [t,T)) e p > 0. Entdo:

F(X,1, i) = [f(X, ) exp (-,z /tTV(X, s)ds)

Qt} (2.37)

é solugao da sequinte Equagao Diferencial Parcial (EDP):

8 = AF(X,t,n) - V(X,)F(X,t, 1)) (2.38)
P.0.5) = f() zeD |
e
2
AF(X,t) = 8;; + gfgﬂ(x, £ + %Tr (X, )0 (X, t)Tm (2.39)

Além disso®, se U(X,t, i) € C* é uma solucdo limitada da equacdo (2.38), entio U(X,t, i) =
F(X,t, n) sendo expresso por (2.37).

Com o Resultado 4 pode-se enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 3 Se (Xi)i>0 € um processo difusivo afim d-dimensional, conforme descrito em (2.5),

e atende as condigoes de admissibilidade (se¢do 2.5.3), entdo a solu¢ao de (2.37) € da forma:
F(X,t) = 20X (2.40)

onde os coeficientes a(t) e B(t) sio deterministicos’ e satisfazem:

B(t) =pr = KT B(t) - %ﬁTbﬂ (2.41)

1
a'(t) = po — KOB(t) — iﬁTaﬁ (2.42)
Com condigdo de contorno a(0) =0 e 3(0) = ji. Tendo a € R e b € R%.

Prova da Proposicao 3
Assumindo que os processos (X¢)¢>0 € (At)r>0 sdo, respectivamente, afins conforme a Definicao

2 e a equagao (2.7) entdo a equagao (2.38) torna-se:

1« OF(X,t
0= —(po-+p1 - X)F(X, 1)+ Fu(X, 8) + Fx (X, 0)(K(0 — X)) + 2 S 2D (%) (2.49)
2 2= 9X,0X;

(2

80nde Tr denota o traco de uma matriz.
90nde 1 denota a derivada em relaco & t.
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Substituindo F(X,t) = e*®+81)X na EDP acima, e agrupando os termos em X se obtém:

u() X +v(-)=0
onde
u() = —5(0) + pr — KTH() — S50 b3 (2.44)
o) = a'(t) + po — KOB(D) — 2 6(1) aB(1) (2.45)

coma €Rebe R

Utilizando a técnica de separagao de varidveis tem-se que a e 3 satisfazem uma EDO de Riccati
com condigao de contorno a(0) = 0 e 3(0) = [, a qual surge da condigdo de contorno f(x) = ef®

para todo .
|

O sistema de Riccati acima possui solugao analitica em forma fechada em muitos casos, sendo que,
mesmo nos casos onde esta nao estd disponivel é possivel obter «(t) e 5(¢) numericamente por meio

do método explicito de Runge-Kutta!®, por exemplo.

2.5 Distribui¢ao do Processo de Cox (/NV;);>o

Sabe-se que, para o processo de Poisson nao-homogéneo (NV;);>o com intensidade (A¢)i>0, a

probabilidade do nimero de pontos ocorrendo no intervalo [t,T] é dada por:

< /tT /\udu) exp (_ /tT Audu)] (2.46)

k
1
E

P(Np =Ny =k) =

para k=0,1,2,..

Como um passo intermedidrio anunciam-se os seguintes resultados:

Definigao 10 Define-se Gx (i) a fungao geradora de momentos para uma varidvel aleatéria abso-

lutamente continua X por:

onde i € Re (-,-) é o produto escalar, com a seguinte propriedade:

ONo Matlab®, por exemplo, este algoritmo é implementado por meio da rotina ode45
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Lema 1 Se Gx (i) € a fun¢do geradora de momentos de X, entdo:

G (i) =E (Xkeﬂx ) , (2.47)
onde G’)“( () € a k-ésima derivada da Fungio Geradora de Momentos de X.

Prova do Lema 1

Toma-se n = 1, entao:

Gx (i) = CZL /_OO "X fx(X)dX (2.48)
— /Oo <dd€uX> Fx(X)dX (2.49)
/ Xl fx (X (2.50)

=E (XeY) (2.51)

Para n > 1 a dedugao é analoga.

|
Desta forma, pode-se enunciar o seguinte Teorema:
Teorema 1 Ao se escolher um elemento qualquer da familia de difusdes afim
dX; = K(© — X})dt + X\/a + bX,dW, (2.52)

para descrever a intensidade do Processo de Poisson Duplamente estocdstico (Ng)s>0, a forma

da fungao distribui¢ao de probabilidade no intervalo [t,T] é dada por:
1
PN~ N = 1) = B (a0fe ] = 6%, (2:53)

onde G'Kt (i) € a k-ésima derivada da Fungdo Geradora de Momentos de Ay a qual, para i = 1,

possui forma:

F(X,t) = exOF00)-X (2.54)

com os coeficientes a(t) e B(t) deterministicos e satisfazem:

50 = o1~ KTB() — 557b5 (2.55)
@/(t) = po ~ KOB(1) — 57 ap (2.56)
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coma €R ebe R

Prova do Teorema 1
Com o uso dos resultados anteriores a prova é direta. Para tanto, ao tomar k = 0 na equagao (2.46)
tem-se que a prova é obtida a partir do uso da Proposicao 3. A generalizagdo para k > 0 é obtida

ao se combinar a solugao de k = 0 com o Lema 1.

2.5.1 Momentos do processo (N;)i>0

Uma das propriedades do Processo de Poisson Duplamente Estocédstico, PPDE, é que condi-
cionado a uma particular realizacdo da intensidade (A¢)¢>0, 0 salto do processo pontual torna-se

um processo de Poisson nao-homogéneo com intensidade A;. Sendo assim, pode-se enunciar que:
Propriedade 1 O PPDE tem as sequintes propriedades condicionais:
1.— E(N|F) = A¢ (2.57)
2. —  Var(Ny|F) = Ay (2.58)

Onde A; € o processo de intensidade acumulado.

Desta forma, a expressao nao condicional para o primeiro momento é dada por:
E(Ny) = E(Ay) (2.59)

Enquanto que, o segundo momento do processo (NVi);>¢ utiliza, adicionalmente, a férmula da

decomposicao de variancia e as propriedades (2.57) e (2.58), assim:

Var(N;) = E(Var(N¢| F)) + Var(E(N¢| F)) (2.60)
Var(Ny) = E(Ay) + Var(Ay) (2.61)

Desta forma, os momentos do processo (IV¢);>0 sdo obtidos a partir dos momentos do processo

acumulado (A¢)¢>o0.

2.5.2 O processo Compensado (M;):>o

111

Sabe-se que o processo de contagem (IVi)¢>0 é um submartingal'" adaptado a filtragdo G; e

assim serd possivel utilizar do seguinte resultado.

"Um processo cadlag Gi-adaptado (N;);>0 é um submartingale se E[|N¢|] < co para cada t e se s < t implica que
E[Nt|g9] Z Ns-
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Resultado 5 (Decomposi¢ao de Doob-Meyer) Seja (N¢)i>0 um submartingal ndo negativo
continuo a direita com respeito a (,G,G,P) e sendo F uma sub-filtracio de G. Entao existe
quase-certamente um Martingal (My)i>0 continuo a direita e uma sequéncia continua a direita

previsivel e crescente Ay, tal que E(A) < oo e
Ny=M;+A V>0 (2.62)
Pode-se apresentar o seguinte resultado, diretamente relacionado ao Resultado 5:

Proposigao 4 Dado o Processo de Poisson Duplamente Estocdstico (Ni)i>o com intensidade Ay,

entdo o processo compensado My = Ny — Ay € um Gy-Martingal.

Prova da Proposicao 4 Toma-se 0 <t < T e a partir da Definigdo 7 e da Propriedade 1, pode-se

escrever que

E(Mp — M|Gy) = E(N7 — Ne|Gt) — E(Ar — A¢|Gy)
= E(E(Nr — Ni|G: V Foo)|Gt) — E(Ar — A¢|Gy)
= E(E(Nr — Ni|Fo)|Gr) — E(Ar — A¢|Gr)
= E(Ar — M|Gr) — E(Ar — A¢|Ge)

I
o

Com a Proposicao 4 e o Resultado 5, pode-se justificar, conforme apontado na secao 2.2, a

necessidade de expandir a filtracao do tempo de parada 7. Para tanto tem-se a seguinte observacao:
Observacao 1 O tempo de parada 7 nao é um F-tempo de parada quando Fy := oc{W,: 0 < s < t}

Prova da Observacao 1

Assuma por absurdo que 7 é F-tempo de parada quando F; := o{Ws : 0 < s < t}, entdo pela Pro-
posigao 4 existird um processo compensado (um F-Martingale) (M;):>0 que poderd ser representado
como a integral estocdstica com respeito ao Movimento Browniano W. O que é uma contradi¢ao

pois M; deve saltar em 7.

2.6 Estacionariedade do processo (N;):>o

Um elemento importante no estudo das propriedades assintéticas do processo (N¢)i>p ou na
estimagao de seus parametros, como serd tratado no Capitulo 5, é garantir a estacionariedade do

processo (IVi)¢>0. Neste sentido, esta secdo apresenta os requisitos para a estacionariedade do
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PPDE quando sua intensidade é estocastica na forma afim, como descrito na equacao (2.7).

Para tanto, inicia-se com a seguinte definicao:

Definicao 11 O processo (Ni)i>o € estaciondrio se, para cada Ai,..., A, € F eh e R
D
(NA1+h,...7NAn+h) - (NA17"'7NAn)

Ou seja os incrementos de (N¢)¢>0 sao invariantes em distribuigao em relacdo a quaisquer translagoes

h € R. A definigao acima pode ser escrita com a seguinte notagdo compacta:
D
b N =N, heR

Onde:
OpnNa = Nayn

e 2 denota igualdade em distribuigao.

Na sequéncia apresenta-se o funcional de Laplace que sera necessario para a caracterizacao da

estacionaridade do processo (IVi)¢>o:

Resultado 6 Se o processo de Poisson (N¢)i>0 em (Q2,G, G, P) possui intensidade Ay e f : Q@ — Ry,

entdo o funcional de Laplace € dado por:

E [e_Nf} = exp [— /Q(l — e 7@\ (dx) (2.63)

Prova do Resultado 6

Considere primeiro a classe das fungoes simples f(x) = Zle a;li,cp,) para a sequéncia nao

negativa a;, ..., ax e para os conjuntos disjuntos mensuraveis B;, ..., By € , tais que | B; = Q.
Entao:

k k
Nf= Za/ TuepyN(dx) = a;N(B;) (2.64)

=1 /9 i=1

A partir do resultado acima e da independéncia de N(B;) se obtém:
k k

Ele M| = B[] = exp [— S u(B)(1 - >] (2.65)

i=1 i=1

~ exp [— /Q (1- ef(x)),u(dx)] (2.66)

Sendo f : @ — Ry continua, existe uma sequéncia f, tal que f, T f, logo pelo Teorema da
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Convergéncia Monotona, tém-se:

E[ - } = lim E [e an} —nlggoexp[ /9(1 — @) (da) (2.67)
= exp [ /Q (1—¢f dx)} (2.68)
|

Finalmente, pode-se definir as condigOes para caracterizar a distribuicao de equilibrio do pro-

cesso (N¢)e>o0:
Proposigao 5 O PPDE (Ny)i>o € estaciondrio se a intensidade (A¢)i>0 € estaciondria

Prova da Proposicao 5

A transformada de Laplace de um processo pontual (N¢)¢>0 é definida por

En(f) = {ew |- [ ronn] ) (2.69)

Adicionalmente, para um processo pontual (N¢):>0, com intensidade (A;):>0 sua transformada

de Laplace é dada por:

In(f) =E {exp [_ /Q (1- e-f<t>>x(t)<dt)n (2.70)

Desta forma, tomando um h € R e (2.69) tém-se:

LghN:JE{exp /f dt+h]}
E {exp _—/Qf(t - h)N(dt)]}
E {exp B /9(1 - e‘f“‘h))k(t)(dt)} }

- /Q (1- e_f(t))eh)\(t)(dt)} } (2.71)

:E{exp —

Portanto, se (At):>0 é estaciondrio, tal que 6, 2 A, entao usando este fato em (2.71) tem-se que:

Lo, n(f) = Ln(f) (2.72)

Portanto, quando existir, a transformada de Laplace é tnica e prova-se que o PPDE (INVy);>o ¢é

estaciondrio se sua intensidade (A);>0 € estacionaria.
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Portanto, a partir da Proposicao 5, define-se a estacionariedade do processo (N¢)¢>0 a partir do

comportamento de (A)¢>o.

2.6.1 Estacionariedade do processo (\):>0

Conforme descrito na secao anterior a caracterizacao da estacionariedade do processo pontual
(Nt)t>0, reside no comportamento de sua intensidade, (A¢)¢>0. Uma vez que a intensidade foi

definida pela equagao (2.7):

d
At = po + Z Pi1Xit (2.73)
i1

se faz necessario estudar a estacionariedade da varidvel de estado (X¢);>0. Neste sentido, Dai
e Singleton (2000) adicionam as condig¢oes de admissibilidade descritas na segao 2.3.3 que para a
equacao:
dX; = K(© — X)dt + /adW,

os auto-valores de K sejam todos positivos.

2.7 Distribuigao Estaciondaria do processo (N;):>o

Quando o processo (Ny)i>o for estaciondrio, busca-se, adicionalmente, determinar de maneira
analitica a forma da distribuicao estaciondria, ou seja, o comportamento de (N¢)>0 quando t — oo.

Desta forma, pode-se introduzir a seguinte Defini¢ao:

Definigao 12 Suponha que pu, i1, ... sio medidas localmente finitas'? em (Q,G,G,P). Entdo p,

Converge Vagamente para [, com notacao ji, — [i, se
wnf — uf, quandon — oo, para cada f € C’IJQ(Q)

onde: C’IJQ-(Q) ¢ a classe das fungoes continuas com suporte compacto f: Q — R

A partir da Definicdo 12 pode-se apresentar o resultado bem conhecido de convergéncia para

processos pontuais:

Resultado 7 (Kallenberg (1986)) Para a sequéncia de processos pontuais N1, Na, ... em (2,G,G,P)

0s sequintes resultados sdo equivalentes quando t — oo:

1. Ny 3 Ny

12Seja (2, T) uma espago topolégico de Hausdorff e / uma o-algebra em Q que contém a topologia T. Uma medida
é localmente finita se Vp € ,3N, € T tal que p € N e |u(Np)| < +o0.
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2. Nif = Nuoof, para cada f € Cr()

3. E (eMNt) SE (eN=T) | para cada f € C()
Fazendo uso do Resultado 7, tem-se:

Resultado 8 Para cadat > 1, suponha que (Ni)i>0 € um processo de Poisson em (Q,G,G,P) com
intensidade (A\t)t>0. Se A 2 X e X € localmente finita, entdo N N Ny, onde Ny € um processo

de Poisson com intensidade \

Prova do Resultado 8
A partir do Resultado 6, sabe-se que que E [e™/] = eM", para f € Cf(Q), onde h(t) = (1 —e~ ),

Adicionalmente, pelo Resultado 7, se tem A\h — Ak, e entdo:
E [eNtf} =etth L MR [eNWf] (2.75)

Segue que N; — N pelo Resultado 7.
|

Neste capitulo foram derivadas algumas propriedades gerais do processo (N¢):>0, quando a
intensidade (A¢);>0 segue um processo afim d-dimensional. No Capitulo 3 uma forma especifica da

intensidade sera assumida e resultados mais detalhados serao obtidos.



Capitulo 3

Processo de Poisson Duplamente Estocastico - Intensi-
dade de Feller

3.1 Introducao

O objetivo deste Capitulo é utilizar os resultados obtidos no Capitulo 2 quando se impdem uma
forma especifica para os parametros (0 — X;) e ¥y/o. A parametrizacao escolhida é a difusao de

Feller unidimensional devido a sua facilidade em obter solugoes analiticas.

3.2 Construcao do Processo Duplamente Estocastico

Considere o espaco de probabilidade filtrado (2,G,G,P), onde G = (G¢)¢>0 € uma filtragdo que

contém os conjunto de medida P-nula continua a direita, como definido no Capitulo 2.

Definicao 13 Define-se X; : Q x Rt — R™, a difusdo de Feller unidimensional, como:

dX; = /@(9 — Xt)dt + o/ X dWy (31)

onde k >0, 8 > 0 e o > 0 sao constantes e W; é o Movimento Browniano Padrao unidimensional.

A partir da definicdo da varidvel de estado conforme uma difusdo de Feller unidimensional, a
intensidade do processo pontual (A\¢):>0, é obtida ao estabelecer pg = 0 e p; = 1 na definicao (2.7).
A dinamica de (\¢)¢>0 € obtida a partir do uso do Lema de It6 e de (3.1), desta forma, a intensidade

do processo de Poisson Duplamente estocastico é:

A\ = k(0 — \)dt + o/ XdW, (3.2)

onde kK > 0, 8 > 0 e o > 0 sao constantes e W; é o Movimento Browniano Padrao unidimensional.

De acordo com a representagao canonica descrita na se¢do 2.3.1 este processo é da classe A (1),

logo garante-se automaticamente que (A¢)¢>0 > 0.

25
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3.3 Transformada de Laplace para o processo (A;):>o

Com base no Resultado 3, deseja-se avaliar se a transformada de Laplace do processo de inten-

sidade acumulado A; := fg Audu existe. Para tanto,

Proposicao 6 A transformada de Laplace Li(fi, Xt) para o processo difusivo de Feller unidimen-

sional existe.

Prova da Proposicao 6
Sabe-se do Resultado 3, (Albanese e Lawi (2004)), que a transformada de Laplace da integral

de um processo existe, se é possivel representa-lo conforme a seguinte EDE:

W(Xp) A(Xy)? V2A(X:)

=z h(X:) R(X:) R(Xy)

AW, (3.3)

Assim, assuma as seguintes formas funcionais para os polinémios:

Substituindo-os em (3.3), e realizando a mudanca de varidvel z = A, obtém-se
d)\t = /{(0 - )\t)dt -+ g/ )\tth

Uma vez garantida a existéncia da transformada L(f, X;), pode-se utilizar o resultado do

Teorema 1 para determinar explicitamente os parametros o e .

Proposicao 7 A Transformada de Laplace, Li(fi, \t), para o processo difusivo de Feller, é dada

por:
Li(fi M) = B (707 ) = o WD, (35)
onde oy
2k0 2y (e t)/2)
a(t,T)=—In e (3.6)
o (v+k) (e )+ 27

2u (e_V(T_t) — 1)
(v+5) (e — 1) + 29

e y=VkK>2+20%0 (3.8)

Prova da Proposicao 7 Como a intensidade do processo de Poisson é descrita por (3.2) o

B, T) = (3.7)

Resultado 4 permite obter a Transformada de Laplace, como a solugao da seguinte EDP:
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OF OF 1 4, &°F

com condicdo de contorno F(T, A\, i) =1

Conforme enunciado na Proposicao 3 seja a solucao da EDP da seguinte forma:
F(t,T,\) = a(t, T)e PETI (3.10)
Segue que,

Fy = —afe
Fyy = af’e™
F = ozte_m — aﬁt)\e_ﬁ)‘

Substituindo os termos acima na equacao (3.9):

A (U;QﬂZ —af+af — a) = kbaf — ay (3.11)

Ao igualar os dois lados da equacao acima obtém-se:

(3.12)

G0 — B+ B -1 =0
ap  — kbap =0

A primeira equacao do sistema (3.12) é a equacao de Riccati com solucao 5(¢t,T) = v(t,T) /u(t,T')

onde v(t,T) e u(t,T) sdao solugoes para o seguinte sistema de equacdes'?:
2 /
o, T t,T =0
2 U( ) ) + u/( ) ) (3.13)
u(t,T) + v(@t,T) — ko, T) = 0
Defina A =T —t, entao % = —d% e o sistema acima pode ser reescrito como:
2 /
Zu(A) — A = 0
u(A) — v(A) — kv(d) = 0
Da segunda equacao de (3.14) tem-se
A) = (A A
R (3.15)
uw(A) = 4+ v (A) + kv(A)

134 ¢ v sdo funcdes de t e T, mas fixa-se T, entéo v (t,T) denota a derivada com respeito a t e F, denota a derivada
de F em relagao a x.
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Substituindo na primeira equagao de (3.14) e reescrevendo em termo do operador defasagem Q se

obtém a forma quadratica:

<Q2 +kQ — U;) v(A) =0 (3.16)

As raizes da equacao (3.17) acrescida da condigdo de contorno S(7,T) = 0 = v(0)/u(0), resul-

tam na seguinte solucao:
D(A) = 0S0RA _ 05(=y=r)A (3.17)
Derivando (3.17) e substituindo em (3.15) obtém-se:
u(A) = 0.5(y — £)e*P TR 0.5(—y 4 k)5 ITOA (3.18)

Uma vez que A = T — ¢t a solugdo da equacao de Riccati é obtida a partir das equagoes (3.17) e

(3.18):

B(t,T) = v(A)/u(A)
2 (e7T=t) 1)
(v+ k) (e77T=H — 1) + 2y

Bt T) = (3.19)

Ao tomar T fixo tem-se que «(t,T') na equagao (3.12) é funcao apenas de t, logo:

Oa
T kbaf3

a(t,T) = exp (w /t ' 5(8,T)ds>

Substituindo o valor de 3(t,T'), conforme determinado na equagao (3.19), obtém-se:

20 27 (e(7+’€)/2)
t,T)=—1 3.20
a( ) ) o2 n <(7 n H) (e_’Y(T_t) _ 1) T 2’}/ ( )

3.4 Distribuicao do Processo de Cox (Vi)i>o

Sabe-se que, para o processo de Poisson ndo-homogéneo (IV;)¢>o com funcao intensidade (A\¢)¢>0,

a probabilidade do nimero de pontos ocorrendo no intervalo [t,T] é dada por:

PN, — Np = k) = %IE [(/tT )\udu) exp (- /tT Audu)] (3.21)

k

para k=0,1,2,...
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Utilizando a equacgao (3.21) e o Teorema 1 pode-se enunciar a seguinte Proposigao:

Proposicao 8 A func¢ao distribui¢ao de probabilidade,(FDP), para o processo de Poisson ndo-

homogéneo (N¢)i>0 no intervalo [t,T], quando a fung¢do intensidade (A\¢)i>0 € descrita pelo processo

AN\t = k(0 — \)dt + o/ MdW; (3.22)
€ dada por:
1 1
P(Np = k) = [(At)ke_m] = H(;’115(1) (3.23)
Ga (1) = E (67 ) = ealtD)=6(01)x (3.24)
€
2k0 2 (e(7+“)/2)
t,T) = —-1 3.25
ot T) o2 <(7 + k) (e—V(T—t) — 1) + 2~ ( )

2p (eIt — 1)
(v+ k) (e‘V(T_t) — 1) + 2v

onde v =+\kK>+20? (3.27)

B(t,T) =

(3.26)

Prova da Proposicao 8
Para k = 0 na equacao (3.21) a solugao foi obtida com a transformada de Laplace do processo
de intensidade acumulado derivada na Proposicao 7. A generalizagao para k > 0 é obtido ao se

combinar a solugao de £k = 0 com o Lema 1.

3.4.1 Momentos do processo (N;):>0

Uma das propriedades do Processo de Poisson Duplamente Estocastico (N¢)i>0, é que condi-
cionado a uma particular realizagao da intensidade \;, o salto do processo pontual torna-se um

processo de Poisson nao-homogéneo com intensidade \;. Sendo assim, pode-se enunciar que:

ica s dois primeiros momentos do processo >0 com intensidade estocdstica des-
Proposicao 9 Os d tos d Ni)t>0 t dad t tica d
crita por (3.2) sao:

Kt

1. E(Ny) =0t + 1==(\¢ — 0)

2. Var(Ny) = Z2[(e7" + 1)(ho — 6) = 20 + ho)| + &5 (957 + 4555 — rge 201 ) 4 22t (220

K K
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Prova da Proposigao 9

A prova do item 1 é obtida com uso da transformada de Laplace de A; avaliada em: —a%E (e‘ﬁ Jo )‘Sds) ’ o
'u,:

Para demonstrar o item 2 faz-se uso do seguinte resultado:

- ) |- (B

7 M) i (3.28)

Substituindo a expressao acima em Var(N;) = E(A;) + Var(A;) obtém-se o resultado desejado.

3.5 Distribuicao estaciondria do processo (N;):>o

Nesta secao estuda-se a estacionariedade do processo de Cox quando sua intensidade é es-
tocéstica na forma (3.2). Para o processo de Feller univariado as condigoes requeridas no Resultado
1 sdo atendidas ao tomarmos o = 1/2, pois o coeficiente de difusao é o(X;) := 0v/X;. Portanto,
tém-se que as condicoes suficientes para a existéncia e unicidade de uma solucao forte para a equacao

diferencial estocéstica (3.2), conforme exposto no Resultado 1, sao atendidas .

A prova da estacionariedade para a difusao de Feller unidimensional é feita a partir de uma
construgao probabilistica, conforme Karlin e Taylor (1981). Sendo assim, tem-se que a proba-
bilidade da difusao (3.2) partindo de um ponto arbitrario = atinja b antes de tocar em a, ou seja,
P.(Ty < T,), onde T :=inf{t > 0: X; € j} serd importante para avaliar a recorréncia do processo.
Além disso, o comportamento do processo de Feller em sua fronteira pode ser analisado de maneira

simples.

A probabilidade P, (T} < T,) serd calculada com a ajuda da funcao S(\) a qual soluciona a seguinte

Equagao Diferencial Parcial:

%(72()\)5”()\) + 1(X)S’(A\) =0 ou na forma compacta LS =0 (3.29)

Qualquer fungao que resolva a equagao (3.29) é denominada fungao harmonica de £. Apenas
solucoes positivas sao de interesse e ao se excluir as solugoes constantes, tem-se que toda funcao

L-harmoénica que resolve (3.29) é dada por:

A
S(A) ::/ s(n)dn (3.30)

e denominada funcao medida de escala, e

S(\) = eap < / * 2u(n) dn> (3.31)
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define a funcao densidade de escala.

Especificamente, no tratamento das propriedades do processo d\; = k(0 — A\¢)dt + o/ \edWy
tém-se que o drift e a difusdo sdo respectivamente, pu(\) = ac? — bo?X e o(\) = ov/A, com a nova
parametrizacio a = kf/0% e b = k/o>.

Sendo assim, para determinar se o processo A; é estacionario, considere os seguintes Lemas:

Lema 2 O comportamento da fun¢do medida de escala S(x) na fronteiras [I,r] do processo (At)t>0

é:

Prova do Lema 2

Com a nova parametrizagao do processo de Feller, tem-se que a densidade de escala é dada por:

s(\) = eMP)\2a (3.34)

Uma condigao usual para garantir que o processo (A):>0 seja recorrente, é diferenciar os casos
a>1/2ea<1/2. Tomando a = 1 tem-se que:

S(t) = /a s(n)dn (3.35)

_ /a (i?) dn (3.36)

S(t) = 62:] — 2 /a <€2bn> dn (3.37)

Integrando por partes tem-se:

O termo 1 na equacdo (3.37), pode ser identificado como a funcdo integral exponencial'* (Ez-

ponential Integral) Ei(z). Tém-se que: Fi(0+) = —oco e Fi(oco) = 0o, desta forma:

lim S(0,0] = —o00
a—0+

1A funcdo integral exponencial é definida como:
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Ao tomar outro valor para a > 1/2, por exemplo, a = 2, percebe-se que a mesma estrutura

polinomial é obtida,

2 ba 2 ba 2 ba

e
—1/12
2 / ba

B(-1/245 — —1/24¢
s < / b3ad / b2

—1/6 Bi (1,-2 ba)>

E portanto o comportamento do limite nao se altera.
De maneira andloga, devido ao comportamento da funcao integral exponencial, pode-se mostrar
que

lim S[a, o0] = o0

Lema 3 O comportamento da fun¢ao medida de velocidade M(z) na fronteiras [l,r] do processo

()\t)tzo é
M(0, 0] < oo (3.38)
Mo, 00] < 00 (3.39)

Prova do Lema 3

A funcao medida de velocidade é definida por:

B
M(a, ] = / m(\)dA (3.40)

onde: ,
M) = e (3.41)

é a funcao densidade de velocidade.

Caso A M(0,0] < o0

Para a > 0 tem-se ao substituir os valores de o2(\) e s(\) em (3.40):

1o/ 1
M(0,0] = — /0 VT AIN < 00 (3.42)

Para obter o resultado acima, integra-se por partes o lado direito de (3.42) e o fato do termo
e~ 20X ser dominante e, convergir a zero.
Caso B M|a, 0] < o0

Novamente tém-se ao substituir os valores de o%(\) e s(\) em (3.40):

1 [ 1
Mla, 00] = — / A1_2(16*2“& < 00 (3.43)
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O argumento é andlogo ao utilizado no caso A.

Assim, pode-se enunciar o seguinte Resultado:

Resultado 9 Seja (X;)i>0 uma difusdo com gerador L e o(z) > 0 em [a,b] continuo. Para Xo =z

ea<x<b, entao

Px(Tb < Ta) = S

3.44
S~ S(a) (344
onde S(x) € definida pela equagdo (3.50).
Prova do Resulatdo 9
Utilizando a Férmula de Dynkin!® tem-se que:
tAT
E, [S(XMT) — ES(XS)ds} =S(z) (3.45)
0
onde 7:=T, AT
Mas LS = 0, portanto
E, [S(Xinr)] = S(x)
Tomando o limite ¢t — 0o, o Teorema da Convergéncia Dominada garante que:
E,.S(X;) = S(Xo) = S(z)
Reescrevendo a expressao acima como:
S(z) =ES(X;) (3.46)
=SO)P(Ty < T,) + S(a)(1 =P, (Ty < Tu)), (3.47)
e isolando os termos o resultado é obtido.
|

De posse do comportamento da fungao medida de escala S(x), dado pelo Lema 2, pode-se

enunciar a seguinte proposicao:

Proposigao 10 O processo (\t)i>0, parametrizado como dX\; = k(0—\¢)dt+0+/ AdWy, é recorrente.

150 valor esperado de uma funcéo de uma difusio avaliado em um tempo de parada é uma das intimeras contri-
buigoes de Eugene Dynkin apresentados em Dynkin, E. B. Markov processes. Vols. 1, II. Academic Press Inc.,
Publishers, New York; Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1965 Vol. I: xii+365 pp.; Vol. II: viii+274
pp- Traduzido do original Die Grundlehren der Mathematischen Wi ssenschaften, Bande 121, 122 por J. Fabius, V.
Greenberg, A. Maitra, G. Majone.
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Prova da Proposicao 10 Primeiro mostra-se que o processo nao atinge o ponto zero a despeito,
possivelmente, de um conjunto B, tal que u(B) = 0. Para tanto se utiliza do Resultado 9, e obtém-
se que P, (T, < Tj) pode ser suficientemente pequena ao tomar a — «. Portanto, a fronteira o nao
¢é atingida antes de um b arbitrario. Analogamente para a outra fronteira, i.e, co. Como o processo

nao explode, tem-se que o0 T, = limy_., T}, = 00 e, para y < x arbitrarios, tem-se:

PA%<@$z£ﬂfA%<bﬁzMﬂﬂ@_S@

P S0~ S0) (3.48)

De posse novamente do Lema 2 sabe-se que S(oc0) = blim S(b) = oo. Utilizando a regra de
— 00
I'Hopital na equacao (3.48) tem-se que P, (7T, < co) = 1 para y arbitrario, provando a recorréncia

do processo (A¢)i>0-

Desta forma, a partir do Lema 3 e da Proposicao 10 pode-se enunciar que:
Proposicao 11 O processo d\; = k(0 — A\¢)dt + o/ AedWy -
1. E estaciondrio;

2. Sua distribui¢ao estaciondria V(x) € dada por:

Prova da Proposicao 11
Seja p(s,t,z,y) a densidade de transigdo do processo (A¢)t>0, por simplicidade, assuma que
At = ¢ € Ry no instante 0. Assim, a densidade de transicao poderd ter uma notacao mais simples,

p(t,y). Da equagdo Forward de Kolmogorov (ou Fokker-Plank, EFP), tem-se:

op
ot

2
() = g 0 |20t | = utwnte. )] (3.49)

A distribuigao estacionéria, ¥(x) quando existir deve, necessariamente, satisfazer:

U(y) = /\Il(x)p(t,:z,y)da; para todo t >0

Se o processo alcangou o regime estacionario, sua distribuicao de probabilidade serd independente
de t, logo %(t, y) = 0 e, ao combinar com (3.49), tem-se'S:
107

—2%J¥@W@4—8P@W@ﬂ (350)

'Uma prova rigorosa para esta passagem pode ser encontrada na pagina 181 e 219 de Pinsky (1995)
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Integrando a equacgao (3.50) tem-se:

d [UZ(y)‘I’(y)

IR e - o (3.51)

Onde C; é uma constante arbitraria. Multiplicando pelo fator integrante:

o-oo - {230

pode-se escrever (3.51) em uma forma mais compacta:

d

@ [S(y)02(y)‘1’(y)] = C1s(y)

Uma segunda integracao, com S(z) = [ s(y)dy, gera:

B S(x) 1
U(z)=C) (@) (@) + Oy (@) (@) (3.52)
— m(2)[C1S(x) + C] (3.53)

onde m(z) foi definido pela equagao (3.41), e as constantes C e Cy sao determinada tal que
U(z) seja uma fungao densidade de probabilidade. Do Lema 2, sabe-se que o comportamento da
fungao S(z) implica que C; = 0 para manter ¥ (z) positivo em (I, r), assim Cs é escolhido para que

J; ¥(z)dx = 1, portanto: ' '

V@) = 37 2@

de Y z € (l,r)

Logo, pelo resultado do Lema 3, tem-se que:

" 1
M:/l Wd:c<oo

Segue que V¥ (x) existe e portanto o processo é estaciondrio.

Finalmente, ao combinar a Proposicao 5 com a Proposicao 11 obtém-se:

Proposigao 12 O processo (Ni)i>o com intensidade da forma d\y = k(0 — \)dt + o/ NdW; €

estaciondrio.

Prova da Proposicao 12 O resultado é direto ao combinar as Proposicao 5 com a Proposicao 11.
|

Finalmente, pode-se analisar o comportamento dos processos (A¢)i>0 € (N¢)¢>0 quando t — 0.
Desta forma, inicia-se com a determinacao da distribuicao de A\;. E para tanto, enuncia-se a seguinte

Proposicao:
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Proposicao 13 A distribuicdo estaciondria do processo (A¢)e>0 € a distribuicdo Gama, com parametros
2k6

o = o2 € ﬁ = %
Prova da Proposicao 13
A partir do resultado da Proposicdo 11, encontrou-se que a distribuicido estaciondria tem o

seguinte formato:

Logo, substituindo a forma de s(x) conforme descrito na equagdo (3.34), deve-se determinar a

constante normalizadora C. Entao

T(\) = CelsB )51
/ (Ce (%)A%’l> dx=1
0

Realizando a mudanca de variavel ¢ = 2:—2’\:E, tem-se:

00 2\ a—1 2
—t g ag 1
t— —|dt = —
/0 [e < 2/<;> 2&] C

e simplificando,

onde I'(«) é a funcao Gama.

Assim a distribuigao estacionaria é dada por:

\I’()\) — ﬁar(la)e—ﬁ)\Aa—l

Ou seja, U(A) ~ Gama(a, )
|

A partir da Proposicao 12, foi possivel definir as condigoes para assegurar quando o processo
(Nt)t>0 € estaciondrio. Adicionalmente, deseja-se determinar de maneira analitica o formato da

distribuicao de (N¢)i>0 quando t — oo.

Proposicao 14 A distribuicao estaciondria de Ny para t — oo, representada por N, quando A\
é descrita por d\y = k(0 — A\p)dt + o/ \edWy € a distribuicdo binomial negativa.

Prova da Proposicao 14 Para tanto faz-se uso da Proposi¢ao 13 e do Resultado 7:
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P(N; =n) = /OOO P(N; = n|A = \)T(N)dA

9] k,—M\t «
— / (At) € ﬂ efﬁAAafld)\

R B Tla+k) [ B s ket
R G, TN

B B
= Neg(a,p) com P=5q

Portanto NJ ~ Neg(a,p)

Uma vez determinada a distribuigdo estacionaria do processo (IVi):>0 busca-se encontrar qual
¢ a velocidade com que este processo converge para a distribuigao estacionaria N/°. Desta forma,

pode-se enunciar o seguinte resultado:

Teorema 2 O processo (Ny¢)i>o converge para sua distribuicao estaciondria, N, exponencialmente

a tara 2kK.

Prova do Teorema 2 Sabe-se que a densidade de transi¢ao do processo (A¢):>0 quando este segue
uma difusao de Feller é a distribuicao Qui-quadrado nao centralizada. Na Proposi¢cao 13 mostrou-
se que o processo (A)i>o converge para a distribuicao Gama. Tém-se, conforme Karlin e Taylor

(1981), que ambas as distribuigoes possuem representacao espectral dada por:

[ee]
_ _ _ _ I'(n+1)
" — (94260, 2K0—1 20y 2t p2r—1 [ KL\ pog—1 [ _RY 354
pt, ,y) = (2k)>0y> 010 N " e LY 272 ) 2 23 ) T ) (3.54)

n=1

onde L2%71(-) é o polinémio de Laguerre com parametro 25— 1, com a propriedade L3* !(-) = 1

e I' é a fungdo gama.

No caso da distribuigao estacionéria p(y), tem-se que a distribuigdo Gama ¢é obtida, segundo a

representagao espectral, quando n = 0 na equacao (3.54).

Para calcular a velocidade de convergéncia de (\¢)¢>0, tem-se que:

Ip(t,z,y) — p(y)| = O(e”**"),Yz >0 quando t— oo (3.55)
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Pois na representacao espectral para p(t, z,y) e p(y) tem-se que e~ 2~

Vn.

Finalmente tomando a versao nao-condicional do PPDE:

¢ o Unico termo em ¢ para

1
P(Np — Ny =k) = / [k:' (Ath)k exp (—Ay7) p(t, x,y)|Fi | dP (3.56)
Segue que,
IN; — NF| = O(e™ %) quando t — coe (3.57)

; N x
Ter-se-4 a convergéncia do processo (IN¢);>o para N[ .
[

Neste Capitulo foram derivadas, a partir do resultados gerais apresentados no Capitulo 2, algu-
mas propriedades do processo N;, quando se especifica a forma funcional da intensidade do processo
evoluindo segundo um processo difusivo do tipo Feller. A difusdo de Feller é particularmente 1til
pois o processo estd bem definido apenas no R, garantindo que a condi¢ao de nao-negatividade
para a medida aleatoéria seja automaticamente atendida. Adicionalmente, ao se adotar a intensidade
de Feller é possivel obter funcoes tratdveis analiticamente que serdo tteis na etapa de estimacao

dos parametros do Processo de Poisson Duplamente Estocastico, conforme descrito no Capitulo 5.



Capitulo 4

Acoplamento para Processos de Poisson Duplamente

Estocasticos

4.1 Definicoes

Para provar os resultados deste capitulo novas defini¢bes serao introduzidos. Desta forma,

Definicao 14 Seja X o espago de estado e B(X) uma o-algebra em X. Uma medida de Borel

em (X,B(X)) ¢ uma medida localmente finita'.

Definigao 15 Uma medida aleatoria A é um mapeamento mensurdvel do espago de probabili-
dade (2, G,P) em (M, B(M)), onde M é dotado da topologia vaga e formado por todas as medidas
de Borel e B(M) € a o-algebra gerada pelos conjuntos aberto em M.

Definicao 16 Seja N € B(M) o conjunto de todos os valores inteiros ou infinito de M.
Adota-se na sequéncia que os elementos em M e N sao representados por ¢ e v, respectivamente.

Definicao 17 A distribuicdo de A é a medida de probabilidade 11 em (M, B(M)) induzida por
A.

Definicao 18 Uma medida aleatoria com distribuicao 11 é denominada de processo pontual se

(N = 1.

Definicao 19 Um Processo Pontual Ny com distribui¢ao fM II.II(ds) para alguma medida de pro-

babilidade em (M,B(M)) é chamado de Processo de Poisson Duplamente estocdstico.

Neste caso, tem-se que que para qualquer B limitado pode-se escrever:

P(N(B) = k) =P(v € N;v(B) = k) (4.1)
_ / g(B)keg(B)H(dg) (4.2)
K
k
_ <A(f!) e—A(B)) (4.3)

"Definicio pode ser encontrada na nota 12.

39
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Seja N’ x M o produto de N' e M dotado da topologia do produto, e seja B(N') x B(M) a o-
algebra gerada por todos os retangulos By x Bag. Portanto (IVg, A) é uma mapeamento mensuravel
do espago de probabilidade (Q,G,P) em (N x M, B(N) x B(M)) com distribui¢ao dada por:

P(N, € By, I1 € Byy) = / I (B )II(ds) (4.4)

Bm

Para todo By € B(N) e By € B(M).

Esta construgao do Processo de Poisson Duplamente Estocastico serd conveniente para provar
o Teorema 3. Pois, ao assumir que NV; e A estdo definidos no mesmo espaco de probabilidade é
possivel considerar que primeiro se obtém uma realizagdo ¢ de A, e entdo na sequéncia é gerado o

processo N; com medida de intensidade <.

4.2 Resultados e Teoremas

Considere o espago de probabilidade filtrado (€2,G,G,P), onde estao definidos o movimento

Browniano'®, W;(s), e o processo Pontual N;.

Tome duas EDE’s:
dYy = pp (Xy, t)dt + o1 (Xy)dWi(s) (4.5)

dX; = po(Yy, )dt + oo (V) dWi(<) (4.6)

onde: p;(.,t) e o;(.) para i = 1,2 satisfazem as condigoes de regularidade tais que as equagoes

acima possuem uma tnica solucdo forte'?.

Sejam as intensidade \X = f(X,t) e A} = g(Y,t) para as funcdes mensurdveis f : z — x
eg:y+— y, onde X; e Y, resolvem as equacoes (4.5) e (4.6). Associadas a estas medidas sao
construidos dois processos de Poisson Duplamente Estocasticos independentes, NtX e NtY , com

intensidades \;X e A}, respectivamente.

Teorema 3 Se \X > \Y, entdo Ni¥ > NY quase-certamente, com intensidades \X e N\, respec-

tivamente.

Prova do Teorema 3
Para provar o resultado acima sera utilizada a técnica de acoplamento, para tanto tome By €

B(M) arbitrario, conforme a construgao empregada para se obter a equagao (4.4).

Na sequéncia defina § = A\X — A\ > 0. Defina também o par (NtX’l,NtY’l) onde (NtX’]L =

NtY 4 N/) com intensidades A} e A, respectivamente. Entéo:

18 A notacao Wi (¢) é apenas para enfatizar a dependéncia do Movimento Browniano & realizagdo do evento ¢
9Definicao pode ser encontrada na nota 4.
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NAENY e NSTENY (4.7)

A igualdade acima deve-se a propriedade de sobreposicao para Processos Duplamente Estocésticos.

Adicionalmente, tem-se que para uma fungao mensuravel G;:

PY(NY > G vt <u<T)=P"YN"'>G,vi<u<T) (4.8)
<PYYNS > G VvE<u<T) (4.9)
=PY(NS > GVt <u<T) (4.10)

Uma vez que By € B(M) é arbitrario, o resultado é obtido.

- : 1 2 N . LN  \2,N
Corolario 1 Sejam A\, e N\, duas sequéncias mondtonas que convergem para \;’" € A}’

pectivamente. Se )\%’n > )\tz’" para Yn < N, entdo Ntl’n > Nf’n para Yn < N, com intensidades

, Tes-

1 2 :
A" e A, respectivamente.

Prova do Corolario 1 Tome n arbitrédrio, tal que )\% > A?’" entao, pelo Teorema 3 tem-se
que Ntl’n > Nf ™ para n arbitrario. Adicionalmente, uma vez que os processos )\i’N (1t =1,2)
convergem monotonamente, sabe-se, pelo Resultado 8, que se )\i’n 2 AN ¢ ALN & localmente
finita, entdo N; — N}, onde N} é um processo de Poisson com intensidade A'". Repetindo o
mesmo argumento para /\f’n ter-se-4 que N7 é um processo de Poisson com intensidade A>". Pelo

fato que AMY > A2V ytilizando novamente o Teorema 3 o resultado é obtido.
|

Na sequéncia sdo apresentadas as condicdes suficientes para que se verifique A\;¥ > A\ quase-

certamente.

Resultado 10 (Ferreyra e Sundar (2006)) Para o caso de difusoes unidimensionais, Y; e Xy,

que satisfazem as condicoes:

H1. py e po sdo fungoes continuas em D, mensurdveis em D x Ry tais que exista uma constante
K tal que:

1 (2, t) — pa(y, t)| + [p2(z, t) — p2(y,t)| < Klz —y| (4.11)

|1 (2, 8)] + pe(z, )] < K/ (14 22) (4.12)



42CAPITULO 4. ACOPLAMENTO PARA PROCESSOS DE POISSON DUPLAMENTE ESTOCASTICOS

Para todo t > 0; x,y € D

H2. As fungées 01 e o3 sdo estritamente positivas, C1, com primeira derivada limitada, e b(t,a) <
é(t,b), para todot > 0; a <beD

onde Ny )
E:&_ZQEE:@_ZUQ
g1 2 09 2

Para Z; um processo continuo unidimensional e mensurdvel.

T du T du
oo>/£ o1 () 2/” a1 > —00 (4.13)

H3.

Para todo x € D

entao as solugoes Yy, Xy das equagoes (4.5) e (4.6):

Y; =&+ /Ot Zsp (Ys, s)ds + /Ot 01(Y5)dWs(s) (4.14)
X :77+/0t ZS/LQ(XS,S)dS+/0t0'2(Xs)dW3(§) (4.15)
satisfazem:
P(Y; < Xy :t>0)=1 (4.16)
[

O Resultado 10 estabelece as condigoes para a dominacao estocédstica de difusoes gerais. No caso
especifico das difusdes afim unidimensionais definidas no Capitulo 2, pode-se enunciar a seguinte

Proposicao:

Proposicao 15 Para difusdes afim unidimensionais na forma:

t t
Yt=£+/ /cl(@l—Ys)ds+/ S1Var + bY.dww, (4.17)
0 0

t
Xt:77—|—/ ’CQ(@Q—Xs)d3+22\/a2+b2XdeS (4.18)
0

as condigoes suficientes para:
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sao:

C1.
Cc2.

Cs3.
Cy.
C5.
Cé.
c7.

0< bl < bg

ro= € = = 582

xg > A, onde A = (_a—lil, %1;2)—1-
ICQ@Q > IC1®1

bIE% > ng%

Kic > Kaod para c < d €D
El(al — 1) > Eg(ag — 1)

Prova da Proposicao 15

43

(4.19)

Se todas as condigoes forem atendidas simultaneamente, tem-se as condigoes suficientes para
a dominagao estocastica, P(Y; < Xy : ¢ > 0) = 1. As condigoes C1, C2 e C3 satisfazem H3 no

intervalo (A,00). As condigoes C4, C5, C6 e C7 s@o necessdrias para atender H2. A prova da

existéncia e unicidade da solucao forte para (4.17) e (4.18) foram apresentadas na se¢ao 2.3.1.
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Capitulo 5

Estimacao de Processos de Cox com intensidade afim

5.1 Introducao

A estimacao de processos pontuais é um tépico de pesquisa bastante ativo, sendo provavelmente
a econometria financeira a drea que mais explorou este assunto?’. O principal objetivo na econo-
metria financeira dos processos pontuais é, a partir do fluxo de chegada de ofertas de compra e
venda em um ambiente de negociacao eletronica, modelar a dindmica dos negdcios, tanto no que

diz respeito ao volume ou precgo negociado.

Embora existam diversos modelos estatisticos para modelar processos pontuais o método mais
comum envolve estimar o tempo de espera entre eventos sucessivos. Neste sentido Engle e Rus-
sell (1998) e Engle (2000), com a classe de modelos autoregressive conditional duration (ACD),
foram os precursores ao modelar a duracao entre eventos financeiros capaz de incorporar alguns
dos principais fatos estilizados?! presentes nas séries de ordens enviadas e negdcios realizados. De
fato, como se observa, as propriedades presentes na dinamica da duracao de eventos financeiros sao

muito similares as encontradas no estudo da volatilidade didria de um ativo financeiro.

Os modelos ACD, a despeito de sua simplicidade e possibilidade de emprestar os resultados
desenvolvidos para os modelos da familia ARCH/GARCH, o que os tornaram muito atrativos do
ponto de vista pratico, possuem limitagoes que acabaram por estimular solucbes alternativas a

andlise da duracao dos eventos financeiros.

Uma maneira alternativa & duracdo, no estudo de eventos financeiros, é modelar de maneira
direta a intensidade do processo pontual e desta forma ser capaz de incorporar a ocorréncia dos
eventos a qualquer instante de tempo, ou seja, construir o modelo em tempo continuo, bem como

atribuir um comportamento estocastico a intensidade, ausente na familia de modelos ACD’s, se

29Grande parte da disseminacéo de novas técnicas pode ser atribuida & disponibilidade crescente de dados em alta-
frequéncia, os quais, atualmente, estao disponiveis conforme as ofertas sao submetidas, em sua maioria no intervalo
de milissegundos.

210s principais fatos estilizados dos dados de negociacio de ativos financeiros sio: espacamento irregular das
observagoes no tempo, o movimento de precos é discreto, sazonalidade intraday e agrupamento de pontos no tempo
(clustered over time) implicando que a duragdo possuird autocorrelagao positiva e elevada persisténcia.

45
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aproximando conceitualmente da definicao do Processo de Poisson Duplamente Estocastico desen-

volvido no Capitulo 2.

A contrapartida a tornar a intensidade estocdstica é que esta passa a ser um processo estocastico
nao observavel, desta forma os Processos de Poisson Duplamente Estocasticos pertencem a classe
de modelos com varidveis latentes dindmicos uma vez que apenas as realizagoes (N¢)i>0 sao ob-

servaveis enquanto que a intensidade do processo, (A)t>0, € latente.

De maneira geral, a fungao de verossimilhanca do processo (N¢)¢>0, dado um vetor de parametros

0 e (M\t)t>0, pode ser descrita por:

T
L(N|9) = H fF(Nt|A:,0) f (A, 0) (5.1)

t=1
5.2 Revisao dos modelos de estimacao

Nos casos onde a equacao de medida é uma funcao linear do processo latente, (A¢)¢>0, € a distri-
buicao dos erros é Gaussiana, o filtro de Kalman pode ser utilizado em conjunto com o Estimador

de Quase-Maxima Verossimilhanca (QME) para avaliar (5.1).

Alternativamente, os filtros de particula s@o, em geral, utilizados em modelos de espacgo de
estado nao linear com o objetivo de atualizar, de maneira sequencial, a distribuicao da variavel
latente a partir do conhecimento de varidveis observaveis. Em sua grande maioria, os filtros de
particula, diferente do filtro de Kalman, nao possuem solucao analitica em forma fechada e nestes
casos as solugoes sao aproximadas, obtidas por meio de processos de amostragens, denominadas

particulas.

Uma alternativa, assim como Harvey e Fernandes (1989), é utilizar uma distribui¢do conjugada,
Gama, para a intensidade e assim obter a distribuigdo binomial negativa como solucao de (5.1).
A partir das propriedades derivadas para o PPDE apresentadas no Capitulo 2, especificamente na
Proposigao 14, a estimagao do modelo proposto em Harvey e Fernandes (1989) é um caso particular

de £(0) para o processo (N¢)i>0 quando ¢ — 0.

Uma possivel alternativa seria a adocdo de técnicas?? Bayesianas para a solucdo do problema
em (5.1), neste caso o algoritmo MCMC seria a solugdo para extrair a varidvel latente )¢, bem

como a distribuicdo a posteriori do vetor de parametros 6.

A alternativa escolhida nesta tese para estimar o vetor @ serd o filtro de Kalman combinado

com o estimador de Quase-Méxima Verossimilhanca. A razdo para esta escolha advém do fato de

22Neste sentido, o trabalho de Johannes e Polson (2009) é uma referéncia bastante completa sobre a estimagcio de
modelos em tempo continuo para séries financeiras.
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que a equagao de medida é log-linear em relagao a intensidade, fazendo uso portanto das condicoes
de otimalidade do filtro de Kalman. Uma segunda razao decorre do fato que o filtro de Kalman é
recursivo sendo computacionalmente eficiente em problemas com elevado niimero de observagoes,

que serd o caso, conforme descrito na secao 5.5.

Nas secOes seguintes os passos para a estimacao do processo de Cox segundo a metodologia
proposta sao apresentados. Assim, na secao 5.3 apresenta-se o filtro de Kalman. Na secao 5.4, ao
combinar os resultado precedentes ter-se-4 o procedimento completo de estimacio para o vetor 6
do processo (IVi)i>o0. Finalmente, na se¢do 5.6 recorre-se a um exercicio de simulagdo de Monte

Carlo para avaliar a qualidade do método de estimagao ora proposto.

5.3 Filtro de Kalman

A técnica de Filtro de Kalman foi popularizada em financas, especialmente na literatura de
estruturas a termo de taxas de juros, ap6s o trabalho de Duan e Simonato (1999). O uso desta es-
tratégia é especialmente 1til em situacdes como a desenvolvida nesta tese, onde a varidvel de estado
nao é observavel. A utilizagao do Filtro de Kalman para extrair o componente nao-observavel tem
como fundamento o Teorema 1 que determina a rela¢ao entre o componente observavel (a ocorréncia
dos processos pontuais) e a variavel latente. Com o intuito de formalizar a construgao do filtro de
Kalman faz-se necessario a definicdo da equagao de medida que ird determinar o relacionamento
entre os componentes observaveis e nao-observaveis, bem como da equacao de transicao que des-
creve a dinamica da varidvel latente. Desta forma, as equagoes de medida e transicao representam
a formulacao do problema em uma forma de espaco de estado. Por sua vez, o filtro de Kalman
faz uso desta formulacao de espago de estado para recursivamente inferir os valores da varidvel
latente, condicionado nas realizacoes do processo pontual de interesse. Finalmente, tendo como
ferramental a inferéncia recursiva fornecida pelo filtro de Kalman e do método de Quase-Méaxima
Verossimilhanca pode-se estimar os parametros que descrevem a dindminca da intensidade do pro-

cesso pontual, (A¢)e>0.

O uso do filtro de Kalman necessita que o processo de interesse seja reescrito na forma de espago
de estado, para cada instante de tempo k. Assim, adotam-se as seguintes notacoes Fj, a matriz de
transicao; Hy, a matriz de medida; (i, a matriz de variancia e covariancia do erro; Ry, a matriz
de covariancia para o erro da mensuragao.

Desta forma, o filtro de Kalman necessita que a dinamica da varidvel de estado evolua segundo:

X, = Fpxp_1 +wy

onde:

wy, é erro construido a partir de uma distribuicao Normal multivariada com matriz de covaridncia

Q-
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WE ~ N(IJ‘IW Qk)

Em um instante de tempo k, o mapeamento de processo latente, x;, em uma observacao, zj, €
feito por:
z = Hpxy + vi

Onde v, é o erro de mensuracao definido como um ruido branco Gaussiano com matriz de

covariancia diagonal Ry.

Vi ~ N(O, Rk)

O fato do filtro de Kalman ser um algoritmo recursivo é particularmente 1til quando se trata de
modelos onde a dimensao é elevada, uma vez que apenas a ultima inferéncia da varidvel de estado
e a observacao corrente do sistema sao necessario para estimar o estado atual do processo. Na
derivagao dos resultados a seguir adota-se a seguinte notagao X,,, representa a estimativa de x no

instante n dada as observacoes até o instante m, inclusive.

Formalmente o filtro é construido com o uso de duas varidveis:
® X, a estimativa a posteriori do estado no instante k, dadas as observagoes até k, inclusive;
e P, a matriz de variancia e covariancia a posteriori.

Teoricamente pode-se escrever o filtro de Kalman em apenas uma unica etapa, entretanto, tra-
dicionalmente, este é descrito em duas fases distintas: previsdo e atualizacao. A fase de previsao
utiliza a estimativa do estado no instante anterior para prever o estado atual, sendo frequentemente

esta previsao chamada de a priori pois nao incorpora as observacoes do instante atual.

Por sua vez, na fase de atualizag@o a estimativa a priori é combinada com a dltima informacao

disponivel, dando origem a previsao posteriori do estado.

Previsao

As previsoes a priori sao dadas por:
Xplk—1 = FrXp_ 11 + ug
A matriz de variancia e covariancia a priori:

Pii—1 = FiPrp1Fy + Qp
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Atualizacao
Erro de mensuracgao:

Vi = 2k — HypXpp1

Covariancia do erro de mensuracao:

Sk = Hy Py Hj, + Ry,

Ganho étimo de Kalman:
K =Py H; S,

Previsoes a posteriori sao dadas por:
Xk = Xpjk—1 T KiYg

A matriz de variancia e covariancia a posteriori:

Pip = — KeHg)Ppp_1

E importante ressaltar que as férmulas para a atualizacao do sistema e da matriz de covariancia
sao validas apenas quando sdo realizadas através do ganho 6timo de Kalman. Adicionalmente,
assumindo que o modelo proposto reflita o processo gerador de dados e, os valores iniciais Xg|g
e Py refletem a distribuigao inicial dos estados, entao as seguintes relagoes de invariancia sao

preservadas:
o E[x; — Xp] = E[xp — Xppp—1] = 0
e E[y,] =0
Onde E[¢] é o valor esperado de &, e para a matriz de variancia e covariancia tém-se:
o Py = cov(xg — X))
o Ppj1 = cov(xy — Xppp-1)
o S = cov(yy)

5.3.1 Derivagao da matriz de covariancia a posteriori

Partindo da matriz de variancia e covariancia invariante para o erro, definida acima, Py,

tem-se:

Py = cov(xg — Xpjx)
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Ao substituir as definigoes de Xy,
P = cov(xp — (Xgp—1 + Kiyp))
Igualmente para y;,
Py = cov(xg — (Xppp—1 + Kr(zr — HgXpp—1)))
e por ultimo de zy
Py = cov(xy — (Xppp—1 + Ki(Hpxp + vie — HiXpp-1)))
tem-se ao agrupar o vetor de erros:

P = cov((I — KegHy) (% — Xpjp—1) — Kivi)

Uma vez que o erro de mensuragao v, nao € correlacionado com outros termos, tem-se:

P = cov((I — KpHy)(xp — Xpjp—1)) + cov(Kgvy)

Com uso das propriedades da matriz de covariancia:

Py = (I — KpHy)cov(xy, — Rgpp—1) (] — KpHg) " + Kycov(vi) K

Finalmente, tomando a invariancia de Py;_; e a defini¢ao de Ry se obtém:
Py = (I = KpHp)Pypo1 (I - KpHy) T+ KRy K] (5.2)

Esta férmula, também conhecida como forma de Joseph (introduzida em Bucy e Joseph (1968))
para atualizacao da matriz de covariancia, é valida para qualquer valor de Kj. Caso se utilize o

valor 6timo de K}, pode-se simplicar, conforme descrito na segao 5.3.2.

5.3.2 Derivagao do ganho de Kalman

O filtro de Kalman pertence a classe dos estimadores que minimizam o erro quadratico médio
da estimativa a posteriori do estado do sistema.
Desta forma, pode-se formalizar o objetivo do filtro de Kalman como obter a solucao do seguinte

problema de otimizagao:

argmin E[[xy, — Ky |’]

Adicionalmente, a solugao deste problema pode ser vista como equivalente ao problema de

minimizar o trago da matriz de variancia e covariancia a posteriori Py. Desta forma, ao expandir
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os termos da equacao acima e agrupar os termos, obtém-se:

P = Pt — KkHi Pyt — Py H K + K (Hp Py HY + Rp)K] (5.3)
= Pyt — KeHyPrpoy — P HU K + K SpKY (5.4)
O traco é minimizado quando:

8tr(Pk|k)

T
9K, = _Q(HkPk\k—l) + 2K S =0

Resolvendo para K} se obtém o ganho 6timo de Kalman:

K Sy, = (HpPy_1)" = Py HY,

K =Py H S,
5.3.3 Simplificacao da féormula a posteriori da covariancia

Quando se faz uso do ganho 6timo de Kalman, a férmula da covariancia do erro (5.2) pode ser

simplificada. Para tanto, multiplicam-se os dois lados do ganho de Kalman por SkK,Z:

K, SiK} =Py H{ K]

Tomando a férmula (5.2):

Pip = Prpoy — Kk HyPrpoy — Prp HE K] + K S K]

verifica-se que o ultimo termo se cancela, produzindo:

P = Prp1 — Ko HyPrjpo1 = (I — KpHy )Py

O grande apelo desta formula é seu baixo custo computacional, caracteristica esta vital em

problemas de grande dimensao, como sera colocado na secao 5.5.

Uma vez determinada a forma como a varidvel de estado serd obtida o préximo passo é a
estimacado dos parametros que descrevem a dinamica da intensidade do processo. De acordo com
Harvey (1989) o filtro de Kalman oferece todas as informagoes necesséarias para calcular a funcao

de Quase-Maxima Verossimilhanga, assim:

T T

1 1 1 s
log f(y:[x1;6) = —5log2n(T = K) — o > _ log|Si|— 5 > 45, " (5.5)
t=K+1 t=K+1
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Onde T' é o tamanho da amostra; K é a dimensao da equagao que descreve a intensidade do processo.

5.4 Filtro de Kalman para processos de Cox com intensidade de Feller

Com base nos resultados introduzidos nas segoes anteriores sobre o filtro de Kalman, o objetivo
desta secao é representar o processo de Cox (IVi)¢>0, com intensidade de Feller (A);>0, em uma
forma de espago de estado que permitira aplicar o filtro de Kalman conjugado com o método de

Quase-Méaxima Verossimilhanga na estimagao dos parametros.

Na secao 2.3.1 a equagao diferencial estocdstica que governa a intensidade foi reescrita segundo
a representacao candnica introduzida por Dai e Singleton (2000). Este representagao foi ttil para
provar a existéncia e unicidade da EDE em um contexto d-dimensional. Entretanto, de acordo
com Dai e Singleton (2000), um segundo ganho de utilizar a representagao canonica A,,(d) é que
esta também é mazximal no sentido que se impGem restrigoes minimas na etapa de identificacao dos
parametros a serem estimados.

Para construir a equacao de medida, parte-se dos resultados obtidos na secao 3.4:

1 _ 1
PNz =k) = k!E[(AS) ‘ AS] - Gk (5.6)
Ga, (1) =E (e— i Asds> — palt,T)=B(tT)As 5.7

_ 2k0 2y (e(7+“)/2)
b T) =i <(7 T T 27) (58)

2u (e_V(T_t) — 1)
t,T) = 5.9
/8( ) ) (7"1' K) (effy(Tft) _ 1) + 2y ( )
onde =K+ 202 (5.10)

Para apresentar o estimador dos parametros do processo latente, considere a probabilidade
P(Nyr = 0) do processo de Cox com intensidade de Feller no intervalo (¢t — 7). Desta forma, as

equagoes acima podem ser reescritas como:

P(Nyr =0) = a(t,T)e PETIAs (5.11)

sendo que a(t,T) e B(t,T) nao se alteram.

E possivel linearizar (5.11) e obter:
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In P(Nyr = 0) = Ina(t, T) — B(t, T)As (5.12)

Que passa a ser uma equacao log-linear em \; e portanto a equacao de medida pode ser definida

como:

InP(Nyr =0) =Ina(t,T) — B(t, T)As + Xs (5.13)

A equagao (5.13) inclui um termo errético ys enquanto que em (5.11) este termo estd ausente.
Este fato pode parecer inconsistente com o processo de Cox, entretanto a inclusido do termo erratico
(5.13) justifica-se em um contexto de estimagao, pois assume-se que a intensidade do processo pon-
tual é um processo de Feller, entretanto caso o verdadeiro processo que governa a intensidade nao
seja o de Feller, a equagao (5.11) estard mal especificada e os resultados serao sistematicamente
diferente dos observados. Alternativamente, caso o modelo esteja corretamente especificado o termo

erratico nao sera autocorrelacionado e terda média zero.

Adicionalmente, sabe-se que a densidade de transigao do processo de Feller, p(t,z,y) = P(X; €
dy|X;—1 = dx), é a distribuicdo qui-quadrado nao centralizada. Entretanto, no processo de es-
timacao do componente nao-observavel por meio do filtro de Kalman, conjugado com o estimador
de Quase-Méaxima Verossimilhanca se adotard a substituicdo da densidade de transicao exata pela

densidade normal:

)\s’)\s—l ~ N(,U«S’ Qs)

onde us e Qs sao definidos de tal forma que os momentos da distribuigao aproximada sejam exata-

mente os mesmos da distribui¢do exata. Assim, tem-se que:
ps = 0[1 — exp(—k)] + exp(—k)As—1 (5.14)

e Qs uma matriz diagonal com elementos:

Qs = Uﬂ—exg(—n) <z[1 —exp(—k)] + exp(—H)A31> (5.15)

5.5 Estimagao do PPDE para dados de alta-frequéncia

A partir da formulagao descrita na secao anterior, deseja-se modelar o processo de chegada de

ofertas em um ambiente de negociacdo eletronica como um PPDE e para tanto devem-se estimar??

os parametros do processo de Cox (N¢)¢>0, com intensidade de Feller, (A¢)¢>o.

23 As rotinas para estimar os parametros foram desenvolvidas pelo autor em M AT LAB® e encontram-se no apéndice

A
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5.5.1 Descricao da amostra

A amostra é formada por todas as ordens submetidas ao livro de ofertas do contrato futuro de
Reais/Ddélar (cédigo de negociagdo FUT DOL) negociados na BM&FBOVESPA no més de outu-
bro de 2009. Por se tratar de um sistema de negociacao totalmente eletréonico o momento exato
(timestamp) em que as ordens sao submetidas sao armazenados com precisdo de milissegundos.
Adicionalmente, além do momento exato em que a ordem é submetida a amostra possui a quan-
tidade ofertada, preco e lado (oferta de compra ou oferta de venda). A negociagao deste contrato

ocorre de maneira continua das 09:00 as 18:00.

A varidvel que se deseja modelar (varidvel observavel) é a frequéncia de ordens de venda?* que
chegam ao livro de ofertas em um determinado intervalo de 1 minuto ao longo do més de outubro.
Como colocado, as ordens enviadas possuem timestamp em milissegundos, porém como estas ordens
trafegam em diferentes sistemas e redes de comunicagao o intervalo entre duas ordens consecutivas
nao é inferior a 10 milissegundos. Sendo assim, seria possivel, em um intervalo de 1 segundo, que
100 ordens de venda ingressassem no livro de oferta, logo em um intervalo de 60 segundos seria
possivel que 6.000 ofertas fossem enviadas. Desta forma, a varidavel de interesse sera contruida como
o ntimero® de ofertas enviadas em relacdo ao total de ofertas que poderiam ingressar no sistema,

assim para cada um dos dias da amostra:

#(ofertas de venda
Y(t—s=60 seg) = ( 6.000 ) (5.16)

Uma vez calculado o niimero de ordens que chegam por minuto para cada um dos dias da
amostra, calcula-se a média ao longo dos dias e se obtém o nimero médio de ordens que sao
submetidas ao ambiente de negociagao em intervalos de 60 segundos, totalizando portanto 535

observagoes.
5.5.2 Resultados da Estimacgao

Na sequéncia os parametros do Processo de Poisson Duplamente Estocastico quando a inten-
sidade é um processo de Feller s@o estimados. Os valores estimados 8 = (0, k, o) encontram-se na

tabela 5.1, os quais, segundo Hamilton (1994), tém o seguinte comportamento:

VT (07 —80) 2 N (0, [ZonTohTen] ) (5.17)
Onde?S:
R A Vo 0006' o—60 '

24Poderia, sem prejuizo dos resultados, escolher as ofertas de compra ou outra data.
250nde # na equagio (5.16) é a medida de contagem no intervalo (t — s = 60seg)

262 {enota igualdade em distribuicao.



5.5. ESTIMACAO DO PPDE PARA DADOS DE ALTA-FREQUENCIA 55

00 90 oo, ‘

As matrizes de informacao Zop e Zpp foram calculadas numericamente a partir da equacdo

(5.5).

1
Zop = plim T (
t=1

0 K o Erro Padrao x

Estimativa 0.065 0.0043 | 0.00267 0.0010
Erro Padrao | 2.6E-05 | 1.7E-05 | 7.47E-08 2.68E-09

Tabela 5.1: Parametros estimados para as ordens de Venda para o contrato fututo de BRL/USD:

(ticker DOL FUT - vencimento NOV09)

Como se verifica a partir da tabela acima, todos os parametros estimados sdo estatisticamente
significantes a 1%, e a estimativa para o erro de mensuracao y ¢ duas vezes menor que a variancia

do processo, o, corroborando a qualidade do modelo proposto para descrever o processo de ordens

de venda.

A seguir é apresentado de maneira grafica o ajuste do modelo proposto para estimar a pro-

babilidade de ocorréncia de ordens de venda que ingressam no livro de negociacdo e os valores
efetivamente verificados.

X —estimado o - observado
2.2 T T T

P(Nt:0| t 01 min)

1.6 | | | | |
0 100 200 300 400 500 600

Figura 5.1: Ajuste do modelo em relagado aos dados observados: ordens de venda para o contrato futuro de
R$/DOL (ticker DOL FUT - vencimento NOV09)
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Percebe-se que o modelo é flexivel o suficiente para acompanhar as diferentes mudancas no
nimero de ordens que sao submetidas no ambiente de negociagao.

Na sequéncia os residuos do modelo estimado sao analisados para avaliar a hipdtese deste ser
um ruido branco. Inicialmente, na figura 5.2 mostra-se o correlograma dos residuos até a vigésima
defasagem. Percebe-se que a correlacao entre as diferentes defasagens nao sao significativas a 5%

conforme as barras horizontais que denotam o intervalo de confianca para esta estimativa.

08—

o
@
T

Autocorrelagao amostral (ACF)
o
N
T

02 | | 1 | | | | 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Lag

Figura 5.2: Correlograma dos residuos

Adicionalmente, na figura 5.3 exibi-se a funcdo de autocorrelagao parcial e novamente percebe-
9 s 3
se que os valores das estimativas encontram-se dentro do intervalo de confianca de 95%, a despeito

da segunda defasagem onde a estimativa é igual ao intervalo de confianca.

08—

OB brmsmrmns sonnsmes spmesife somomns sommns e Sansins s onmnn s e s SR s nns o s o o s s il oo s e s s e Sty o e s o e o o s ]

02—

Fungao de autocorrelagan Parcial (PACF)

02 | | 1 | | | | 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Lag

Figura 5.3: Correlograma parcial dos residuos

Além da andlise das fungoes de autocorrelagao (ACF) e autocorrelacao Parcial (PACF), realiza-

se o teste conjunto de Ljung-Box para avaliar a autocorrelagao dos residuos até a [-ésima defasagem.
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A estatistica do teste de Ljung-Box é dada por:

2

L
Q<L>=N<N+2>Z(Af+m

k=1

(5.20)

Onde N é o tamanho da amostra, L é [-ésima defasagem e r,% é o quadrado da autocorrelagao

amostral da k-ésima defasagem.

A estatistica do teste possui distribuicao Qui-quadrado com L graus de liberdade. Assim, o

teste para diferentes valores de L encontra-se na tabela a seguir.

Q(L) | p-valor
5 | 8.36 0.13
10 | 13.47 0.19
15 17 0.31

Tabela 5.2: Teste de Ljung-Box para correlacao dos residuos

Da analise da tabela acima verifica-se que existem evidéncias que os residuos nao sao correla-

cionados até a 15% defasagem, corroborando o bom ajuste do modelo estimado.

5.6 Simulacgoes

Para avaliar a qualidade do método de estimagao que combina o Filtro de Kalman e o método
de Quase-Méaxima Verossimilhanga para inferir os parametros do processo de intensidade se recorre

ao uso de um conjunto de Simulagoes de Monte Carlo.

Para tanto, se constroem 200 séries, cada uma com 500 observacoes, de acordo com parametros
previamente definidos 6 = (0,k,0) e, na sequéncia se aplica o filtro de Kalman conjugado com
o estimador de QML. Ao final sera possivel comparar a distribuicao empirica dos parametros
estimados conforme sugerido e comparar estes valores com os parametros iniciais usados para
gerar as séries. A construc@o da varidvel de estado, (A\¢)¢>0, nas simulacoes se valerd do fato que a
densidade de transicao do processo de Feller possui férmula fechada, assim as realizagoes de (At)¢>0,

para t — s > 0, sao construidas de acordo com:

At = ¢cs X fa(d, 1)
onde?7:
0,2(1 _ e*/c(tfs))
4K

2"Onde fx(d,1) é a densidade de probabilidade da distribuigao Qui-Quadrado com d graus de liberdade e parametro
de deslocamento [

Cs —
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4k0
d=—
o2
l:w
Cs

Uma vez geradas as realizagoes da varidvel de estado (M):>o para cada instante de tempo ¢,
a equagao (5.11) faz o mapeamento entre a varidvel simulada e a probabilidade de ocorréncia de

nenhum evento no intervalo ¢t — s.

0 K o
Original 0.04 0.2 0.05
Média das estimacoes 0.04 0.3698 | 0.0448
EQM 1.5303e-005 | 0.37 | 0.0023
SE 0.0039 0.52 | 0.0001

Tabela 5.3: Resultados da Simulagao de Monte Carlo para estimacao dos paramtros

Nas figuras 5.4, 5.5 e 5.6 , a barra vertical denota o parametro gerador dos dados e, os eixos,

os valores estimados e verdadeiro para os parametros do modelo.

Distribuicéo de &
08 T T T T T T T

07r =

05

04t .

03rF A

0z

01F 4

g
002 0025 003 0035 004 0045 005 0.0%5 0.08

Figura 5.4: Distribuicao empirica do estimador de 6
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Distribuicao de o
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Figura 5.5: Distribuicao empirica do estimador de o

Distribuicéo de x
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Figura 5.6: Distribuicao empirica do estimador de
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Da analise dos resultados da simulagao de Monte Carlo, contidos na tabela 5.3 e nas figuras
5.4, 5.5 e 5.6, percebe-se que o critério de estimacao para o processo pontual (IN;);>¢ por meio
do filtro de Kalman conjugado com o estimador de Quase-Maxima Verossimilhanca comporta-se

adequadamente.

O viés do estimador é, em média, baixo e a distribuigdo empirica (finite sample) dos parametros
aproxima-se da esperada, conforme estabelecido na equacao (5.17). Estes resultados quando com-
parados com os obtidos por Chen e Scott (2003) e Duan e Simonato (1999), que aplicaram o método
ora proposto para estimar os parametros que descrevem a estrutura temporal da taxa de juros, sao
muito similares. Nos trabalhos mencionados, assim como neste, o estimador para amostras finitas
de 0 e 0 comporta-se como sua contraparte assintética, com baixo viés. Por sua vez, o parametro

de reversao a média x apresenta o maior EQM entre os parametros estimados.

Se faz necessario destacar que, a despeito dos bons resultados encontrados ao se utilizar o
Filtro de Kalman conjugado com o estimador de Quase-Maxima Verossimilhanga quando aplicado
a dados de negociacao, o intuito do presente capitulo foi apresentar a viabilidade de implementar um
método de estimagao para os parametros do processo de Cox quando a sua intensidade possui uma
forma difusiva afim. O entendimento de outras questoes relacionadas a estimagdo nao cobertas
neste capitulo, tais como exogeneidade, owverfitting, estabilidade dos parametros, bem como sua
performance relativa em relagdo a outros métodos de estimagao nao foram tratado por estarem

fora do escopo desta tese.



Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Consideracoes Finais

Esta Tese explora o Processo de Cox quando sua intensidade pertence a uma familia de difusées
afim. A forma da fungdo densidade de Probabilidade do Processo de Cox é obtida quando a inten-
sidade é descrita por uma difusao afim d-dimensional arbitrdria. Analisa-se também o acoplamento
e convergéncia para o Processo de Cox com intensidade afim. Com o intuito de se obter resultados
mais especificos assume-se que a intensidade do processo é uma difusdo de Feller unidimensional
e resultados mais detalhados sdo obtidos. Adicionalmente, os pardmetros da intensidade do Pro-
cesso, quando esta é definida como uma difusdao de Feller unidimensional, sao estimados por meio
do Filtro de Kalman conjugado com o estimador de Quase-Maxima Verossimilhanga. Por meio de
um exercicio de Monte Carlo verifica-se que método de estimagao proposto comporta-se adequada-

mente.

6.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Entende-se como uma extensao natural deste trabalho a generalizacao do processo pontual N,
para o caso n-dimensional. Neste caso, obter-se-4 uma cadeia de Markov nao-homogénea onde,
no caso geral, o gerador infinitesimal ndo possuird a propriedade de comutatividade. Sendo assim,
¢é factivel pesquisar a estrutura minima que se deve impor no gerador infinitesimal para que seja

possivel obter analiticamente as probabilidades de transicao da cadeia.

Uma segunda possibilidade, independente de ser possivel determinar analiticamente a proba-
bilidade de transicao do processo, consiste em determinar o comportamento assintético da cadeia,

tal como sua distribuicao estacionaria, caso esta exista, e neste caso sua velocidade de convergéncia.

Uma outra linha de pesquisa seria focar exclusivamente no método de estimacao proposto.
Questoes como a possivel existéncia de viéses de discretizagao, corre¢ao do viés do estimador no
caso de amostras finitas, bem como avaliar a estabilidade dos parametros estimados parecem ser

um objeto de estudo bastante promissor.
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Apéndice A
Cdédigos desenvolvidos

function [x, sumll,exitflag,se,testl,test2] = orders_KF(Y);

% Fungdo para estimar os par@metros via Filtro de Kalman e QME
global testl test2

% S(t+1) =mu + F S(t) + erro(Q)

% Y(t) = A+ H S(t) + erro(R)

[nrow, ncol] = size(Y); tau = [1 1 1 1];

options = optimset(’fmincon’);

options = optimset(’TolFun’,le-8,’Algorithm’,’interior-point’);
para0 = [0.05, 0.1, 0.1, 0.01*rand(1,ncol).*ones(1,ncol)];
[x,fval,exitflag,output,lambda,grad,hessian] = fmincon(@loglik,...
para0,[1,0],0],[],[0.0001,0.0001,0.0001,

0.00001*ones(1,ncol)], [ones(1,length(paral))], [],options,Y,

tau,... nrow, ncol);
sumll = fval; % valor da fungdo de MLE
se=transpose(diag(inv(hessian))); % erro padrdo calculado numericamente

%Grafico com os valores previstos e realizados
figure

obs=1:1:nrow;

plot(obs, log(-Y*100),’0’)

hold on

plot(obs, log(-test1%100), ’x’,’Color’,’red’)

grid on

title([’{\color{red}x - estimado \color{blue}o - observadol}’])

ylabel (°’P(N_t=0| t \in 1 min)’,’fontsize’,12,’fontweight’,’b’)

end
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function sumll = loglik(para,Y, tau, nrow, ncol)
% fungdo de Maxima Verossimilhaga para estimar os parémetros

global test

sigmai = para(4:end); R = eye(ncol);
theta = para(l); kappa = para(2); sigma = para(3);

for i = 1:ncol
R(i,i) = sigmai(i)~2;

end
dt = 1/1; initx = theta; initV = sigma”2*theta/(2*kappa);
% Equagdo de transig&o
F = exp(-kappaxdt);
% Equagdo de Medida
A = zeros(1l, ncol); H = A; for i = 1:ncol
AffineGamma = sqrt((kappa+0)"2+2*sigma”2);

AffineBeta = 2*(exp(AffineGammaxtau(i))-1)/((AffineGammat+kappa+0)*. ..
(exp(AffineGamma*tau(i))-1)+2*xAffineGamma) ;

AffineAlpha = 2xkappa*theta/(sigma”2)*log(2+AffineGammaxexp ((AffineGamma+kappa+0)*. ..

tau(i)/2)/((AffineGamma+kappa+0)*. ..
(exp(AffineGammaxtau(i))-1)+2*AffineGamma)) ;

A(i) = -AffineAlpha/tau(i);
H(i) = AffineBeta/tau(i);
end
%Recursividades

AdjS = initx; VarS = initV;
11 = zeros(nrow,1); %log-likelihood
for i = 1l:nrow
mu = thetax*(1-exp(-kappa*dt));
PredS = mu+F*AdjS; %Valores previstos para S e Y
Q = theta*sigma*sigma* (1-exp(-kappa*dt)) 2/ (2*kappa)...
+sigma*xsigma/kappa* (exp(-kappaxdt)-exp(-2xkappa*dt))*AdjS;
VarS = FxVarS*xF’+Q;



end

PredY = A+Hx*PredS;

PredError = Y(i,:)-PredY;

VarY = H’*VarS*H+R;

InvVarY = inv(VarY);

DetY = det(VarY);

%Atualizacao

KalmanGain = VarS*H*InvVarY;

AdjS = PredS+KalmanGain*PredError’;

VarS = VarS*(1-KalmanGain*H’);

11(i) = -(ncol/2)*log(2*pi)-0.5%1log(DetY)-0

Z(i,1) = Predy;
72(i,1) = AdjS;

sumll = -sum(1ll);

end

test_1(2Z);
test_2(Z2);

.5xPredError*xInvVarY*xPredError’;
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%hscript para realizar as simulagdes de Monte Carlo
clear all close all %%

%EDE a ser simulada

% $$dr = a(b-r)dt + \sigma\sqrt{r}dwW$$

t = 0:1/500:1;

a =0.2; % parametro de reversao a media

b = 0.04; % media de longo prazo

s =0.05 ; % volatilidade

r0 = 0.04; % wvalor inicial

MC=10; % Numero de replicacoes da simulacao de Monte Carlo

yAA
n = length(t); r = nan(n,1);

for j=1:MC

r(:,j) = cirpath(t,a,b,s,r0); % simulando a intensidade
kappa=a;
theta=b;
sigma=s;
tau=1;
disp(’interation #’)
]

for i=1:n
AffineGamma = sqrt((kappa+0) "2+2*sigma”2) ;
AffineBeta = 2*(exp(AffineGammaxtau)-1)/((AffineGamma+kappa+0)*. ..
(exp(AffineGammaxtau)-1)+2*AffineGamma) ;

AffineAlpha = 2xkappax*theta/(sigma~2)*...

log(2*xAffineGamma*exp ( (AffineGamma+kappa+0) *tau/2) / ((AffineGamma+kappa+0) *. . .

(exp(AffineGammaxtau)-1)+2xAffineGamma)) ;
A = -AffineAlpha/tau;
H = AffineBeta/tau;
Rt (i, j)=A+H*r(i,j);

end

[x, sumll,exitflag,se,testl,test2] = orders_KF(Rt(:,j));

PAR(j,:) = x;

end

%distribuicao da media de longo prazo

figure [f1,xil] = ksdensity(PAR(:,1)); plot(xil,f1/MC,’k-’) hold
on gl=ones(1l,length(f1))*b; plot(ql,f1/MC) title(’Distribuigio de
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\theta’) EQM(1,2)=sum((PAR(:,1)-b)."2)/MC SE(1,2)=std(PAR(:,1));
A S

hdistribuicao do parametro de reversao a media

figure [£f2,xi2] = ksdensity(-log(1-PAR(:,2)./PAR(:,1)));
plot(xi2,f2/MC,’k-’) hold on g2=ones(1,length(f2))*a;
plot(q2,f2/MC) title(’Distribuigdo de \kappa’)
EQM(1,1)=sum((-log(1-PAR(:,2)./PAR(:,1))-b)."2)/MC
SE(1,1)=std(-log(1-PAR(:,2)./PAR(:,1)));

b
%distribuicao da volatilidade

figure [£3,xi3] = ksdensity(sqrt(PAR(:,3))); plot(xi3,f3/MC,’k-’)
hold on g3=ones(1,length(£3))*0.045; plot(q3,£3/MC)
title(’Distribuicdo de \sigma’) EQM(1,3)=sum((PAR(:,3)-s)."2)/MC;
SE(1,3)=std(PAR(:,3));
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function[r] = cirpath(t,a,b,s,r0)

% funcao para simular o processo de Feller

% INPUTS : t - tempo, n*l vector
yA a,b,s - parametros do modelo, > O
% r0 - valor inicial, cir(t(1))

r = [r0; nanxdt];

v = s872; d = 4xaxb/v;

e = exp(-axdt);

c = v.*x(1-e)/(4*a);

for i = 1:(n-1)

1 =r@)*e(i)/c(i);

r(i+1) = c(i)*ncx2rnd(d,l);
end
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