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Resumo

Silva, D. L. Pontos parcialmente umbilicos em familias a um parametro de
hipersuperficies imersas em R?. 2012. 187 f. Tese (Doutorado) - Instituto de

Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2012.

Neste trabalho, estudamos as singularidades das folhea¢bes mutuamente ortogo-
nais, numa variedade orientada M?® de dimensao 3, cujas folhas sdo as curvas integrais
dos campos de direcoes de curvatura principal associadas a uma imersao o : M® — R*.

Damos aqui continuidade as contribuigoes de R. Garcia referente ao estudo das
singularidades genéricas das folheagoes principais. Apresentamos as configuragoes prin-
cipais numa vizinhanca dos pontos parcialmente umbilicos de codimensao 1, ou seja,
as singularidades das folheagoes principais que aparecem genericamente em familias a
1 parametro de hipersuperficies imersas em R* e os diagramas de bifurcacao perti-
nentes. Enfraquecendo a condi¢ao de genericidade, da maneira mais simples possivel,
encontramos oito tipos genéricos: Dy, Dy, D3, D13, Dy, Dy, ., D) e D;, definidos ao
longo do trabalho.

Nesta tese consubstanciamos matematicamente a seguinte conclusao: As singular-
idades das folheagoes principais, que aparecem genericamente em familias a 1 pardmetro
de hipersuperficies imersas em R*, sdo os pontos parcialmente umbilicos Di, D3, D},
Dis, Dy Diys Dy e Dg, cujas definigoes e propriedades serao apresentados aqui.
A parte central desta tese é estabelecer, analitica e geometricamente, a configuracao
principal destes pontos incluindo seus diagramas de bifurcagao.

Palavras-chave: pontos parcialmente umbilicos, configuracao principal, bifurcacao.



Abstract

Silva, D. L. Partially Umbilic Points in One-parameter Families of Hypersur-
faces Immersed in R*. 2012. 187 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2012.

In this work we study the mutually ortogonal foliations, in oriented three dimen-
sional manifolds M?, whose leaves are the integral curves of the principal curvature
direction fields associated to immersions a : M3 — R*. We focus on behavior of
these foliation around singularities. Here we extend the contributions of R. Garcia
concerning the study of generic singularities. To this end we establish the principal
configurations in a neighborhood of partially umbilic points of codimension one. These
are the singularities which appear generically in one parameter families of hypersur-
faces and give their bifurcation diagrams. We express the condition of genericity by
minimally weakening those given by R. Garcia and by adding instead new higher order
ones. This procedure leads to the novel generic types: Di, Dy, D3, D3, Dy, ,, D1y,
Dzl) and D!, studied in this work. The central part of this thesis is to establish, ana-
litically and geometrically, the local principal configurations at these points, including
their bifurcations diagrams.

Keywords: partially umbilic point, principal configuration, Bifurcation.
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Introducao

Para uma variedade de dimensao n imersa em R"™! sdo associadas n folheacoes
de dimensao 1, mutuamente ortogonais, com singularidades. As folhas sao as curvas
integrais dos campos de dire¢oes segundo as quais a curvatura normal é critica. As
curvaturas normais correspondentes sao chamadas curvaturas principais e as folhas per-
tinentes de linhas de curvatura principal. Assim, para n = 2 teremos duas curvaturas
principais kj(minima)< ks(méaxima), para n = 3 teremos trés curvaturas principais
k1(minima)< ks (intermediaria)< k3(maxima), etc. Trataremos o caso n = 3.

Para superficies imersas em R? as singularidades das folheacoes principais ocorrem
onde as duas curvaturas principais sao iguais, ou seja, nos pontos umbilicos. O estudo
das linhas de curvatura, numa vizinhanga de tais pontos, remonta aos trabalhos de
Monge, Dupin, Darboux, entre outros. No contexto de sistemas dinamicos e teoria das
folheagoes, tal estudo foi iniciado em 1982 por Gutierrez e Sotomayor, ver por exemplo
[12], [13], [14], [8] e [10]. Darboux [2] determinou o comportamento das folheagoes
principais numa vizinhanca de um ponto umbilico genérico no caso analitico, estes
pontos sdo conhecidos como pontos umbilicos Darbouzianos e aparecem em [12]| no
contexto de estabilidade estrutural das linhas de curvatura principal numa versao para
classe C*.

Para hipersuperficies imersas em R* teremos dois tipos de singularidades: um tipo
ocorre nos pontos umbilicos da imersao e o outro nos pontos parcialmente umbilicos,
onde duas das curvaturas principais sao iguais. O estudo das folheagoes principais
numa vizinhanga de um ponto parcialmente umbilico foi iniciado por R. Garcia em [6],
onde ele caracterizou os tipos genéricos.

O objetivo deste trabalho consiste no estudo dos pontos parcialmente umbilicos
que aparecem genericamente em familias a um parametro de hipersuperficies imersas
em R* Abordaremos as configuracoes principais em torno dos ditos pontos e suas

bifurcagoes. Para o caso de superficies em R? tal estudo foi desenvolvido em [8] por

13
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Garcia, Gutierrez e Sotomayor.

No capitulo 1 apresentamos o levantamento de Lie-Cartan adaptado para o estudo
das linhas de curvatura préximas a um ponto parcialmente umbilico. Para a anélise
dos pontos umbilicos em superficies isto foi feito em [1] por Bruce e Fidal. Ver também
8]

No capitulo 2, como aplicacao preliminar do levantamento de Lie-Cartan descrito
no capitulo 1, daremos uma nova demonstragao dos resultados de R. Garcia referentes
a estrutura das linhas de curvatura principal numa vizinhanga de uma curva regular
formada por pontos parcialmente umbilicos Darbouxianos e em torno dos pontos Semi-
Darbouxianos. Ver defini¢goes 1 e 2 no capitulo 1.

No capitulo 3, definimos os pontos parcialmente umbilicos regulares Di, D],
Dy, Dy, ,, Diy,,, ¢ Dis e analisamos as folheagbes principais numa vizinhanga de tais
pontos. Estes pontos aparecem isoladamente ao longo de curvas regulares de pontos
parcialmente umbilicos e tém estreita relacao com os pontos umbilicos de codimensao
2, estudados por Garcia e Sotomayor em [9)].

No capitulo 4, definimos os pontos parcialmente umbilicos para o caso critico, Dll,
e D!, e estudamos as folheagoes principais numa vizinhanga de tais pontos.

No capitulo 5 definimos a estratificacao canénica do espago dos 5-jatos das imer-
soes, a, de M em R? e, usando o teorema de transversalidade de Thom [17], mostraremos
que, genericamente, as singularidades das folheacoes principais que aparecem em familias
a 1 parametro de hipersuperficies sao exatamente os pontos parcialmente umbilicos Dy,
D, D3, Di3, Dy, Diy,,., D, e D, estudados nos capitulos 3 e 4. Neste sentido, estes
pontos serao ditos de codimensao 1.

No capitulo 6 estudaremos as mudangas qualitativas -bifurca¢oes- que ocorrem
nas configuragoes principais dos pontos parcialmente umbilicos Dy, D3, D1, D1, Dih’p,
D}, .. D}e DL

Um resumo dos resultados deste trabalho é apresentado no capitulo 7.



Capitulo 1

Levantamento de Lie-Cartan e os

Pontos Parcialmente Umbilicos

1.1 Preliminares

Seja M? uma variedade compacta de dimensao 3, orientada e de classe C*, k > 5.
Uma imersao a : M® — R* é uma aplicacao tal que Doy, : TM? — R? ¢ injetiva para
todo p € M3, Denotemos por ZF* = ZFs(M3 R*) (s < k) o conjunto das imersoes
de M3 em R? de classe C*, munido com a topologia C*. Associada a cada o € Z*,
definimos a normal & imersao o, N, : M? — R*, por

aq N\ ag N Q:
Na: 1 2 37
|CM1/\O./2/\O./3|

onde A denota o produto vetorial em R* cuja orientacao é dada por este produto,

0 0 )
B 8_51’ @2 = 8_5;’ s = (9_5; onde (uy,ug,uz) : (M? p) — (R?0) é uma carta

positiva em torno de p, e | | =<,>'? ¢ a norma euclidiana em R?. As Formas

€51

Fundamentais de o em um ponto p de M? sao

3
I, = Z 9i;(p)dusdu; = vGo'

ij=1

3
11, = Z Nij(p)du;du; = vAvT,

ij=1

da Oa foate
onde 9i; = < >, >\ij = < Na>, G = [gij]3><3a A = [>\iﬂ3x3 e v =

8_ui’ 8_% 8uﬁu] ’
(dul, dUQ, dU3) Observamos que g;; = gj; € /\ij = Aﬂ

15



Levantamento de Lie-Cartan e os Pontos Parcialmente Umbilicos 16

A curvatura normal de & no ponto p e numa diregdo v = (duy, dus, dug) é definida
por k,(p,v) = I—a As diregoes onde k,(p, -) assume valores criticos sdo chamadas di-
a
recoes principais. Os valores de k, nestas dire¢oes sao chamados curvaturas principais,
as quais denotaremos por ki (p) < ko(p) < k3(p).
Observamos que as dire¢oes onde k&, (p, -) assume valor critico, restrito a condigao
I, = 1, sao dadas pelo método dos multiplicadores de Lagrange com multiplicador &,

resolvendo a equacao

VI, = kVI,. (1.1)

Neste caso, k é uma das curvaturas principais. Disto, tais curvaturas sao definidas pela
equagao

det(A — kG) = 0. (1.2)

Da equagao (1.1) resulta que as diregoes principais sao as solugoes do seguinte sistema

de equacoes lineares:

<)\11 - kigH)dul + (>\12 - kigl2)du2 + ()\13 - k1913)du3 =0
<)\12 - ki912)du1 + (/\22 - k’z’922)du2 + ()\23 - ki923)du3 =0, (1'3>
(M3 — kigiz)duy + (Aas — kigas)dus + (X33 — kigss)dug = 0

onde k; (i = 1,2,3) s@o as curvaturas principais.

Associadas as diregoes principais, dadas pelo sistema (1.3), temos trés campos
de linhas chamados campos de linhas principais. Dois tipos de singularidades, isto
é, pontos onde estes nao estao bem definidos, podem aparecer para estes campos.
Estas sao os pontos umbilicos onde as trés curvaturas principais coincidem, e os pontos
parcialmente umbilicos, onde apenas duas delas coincidem. Definimos U(a) = {p €
M? @ ki(p) = ka(p) = ks(p)}, Pra(a) = {p € M’ : ki(p) = ka(p) # ks(p)}, Pas(@) =
{p € MP : ki (p) # ka(p) = ks(p)}, e P(@) = Pra(@)UPas(a). Os conjuntos U(a) e P(«)
sao chamados, respectivamente, conjunto umbilico e conjunto parcialmente umbilico da
imersao «.

Seja k(p) = ki(p) = ko(p). Em torno de p € Pia(a), podemos escrever localmente
a imersao « como grafico de uma funcao definida no espago tangente, ou seja, se
N(p) é o vetor normal a imersao em p, e3(p) é a dire¢ao principal associada a ks3(p)
e {e1(p),ea(p)} ¢ uma base ortonormal do auto-espago de DN (p) correspondente’ a
—k(p) , tal que (e; Aex Aes)(p) = N(p), entao

afur, uy, uz) = urer(p) + usea(p) + uzes(p) + hur, uz, uz) N (p) (1.4)

Veja [15] para mais detalhes sobre a derivada da aplicagao normal.




Levantamento de Lie-Cartan e os Pontos Parcialmente Umbilicos 17

onde

ks

2

a

b c
uj + 6u§’ + —ugul + gug + ==l

k
h(ul,u2,u3) = 5(16% + Ug) + 9 %

+%U2U§ + qriiuiuuz + %uius + %ulug, (1.5)

+%U%U3 +O0(4).

Observe que nesta expressio de h o termo wu?uy nao aparece, isto pode ser obtido
escolhendo adequadamente a base ortonormal {e;(p),es2(p)}. A carta dada em (1.4)
é conhecida como carta de Monge. Quando escrevemos « como em (1.4) com h da
forma (1.5) (ou seja, sem o termo uiuy), dizemos que « esta escrita na carta de Monge
reduzida (por rotacao).

Além da restricao feita, com uma homotetia e uma inversao podemos fazer k3 = 1
ek=0.

Tais transformagoes nao mudam a estrutura topolégica das linhas de curvatura

numa vizinhang¢a de um ponto parcialmente umbilico.

Definigao 1 [Ponto Parcialmente Umbilico Darbouziano] Sejam p € M3 um ponto
parcialmente umbilico tal que ki(p) = ka(p) = k(p) # ks(p) = 1 e (uy, ug, uz) : M3 — R3
a carta de Monge reduzida. O ponto p € chamado parcialmente umbilico Darbouxiano

do tipo D; se satisfaz as condigoes T') e D;) abaizo:
T) b(b—a) #0;

0y (5)

a c\?2
D2)1<5<<%> +2,a7é2b;
Ds) ¢ < 1.

A defini¢ao acima independe da escolha da base {e;(p), e2(p)}. De fato, tomemos
uma outra base ortonormal {é;(p), é2(p)} do autoespago, de DN (p), associado & —k(p)
e satisfazendo (é; A €3 A e3)(p) = N(p), com

a(liy, Uy, uz) = U1€1(p) + Usa(p) + uszes(p) + h(ty, Uz, uz) N (p) (1.6)
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onde
~ o k B ks 1__ 1~ 1~ 1__
h(ty, g, ug) = 5(1@ + @i3) + ?ug + gau? + §du1uQ + ébulug + acug
1,1, o 1,
=+ 627003103 + §p012u2u3 + P11t uguz + 51?021U2U3
1 B 1 5 ~
+ §p102U1U§ + 6?201“@3 + O(4).
Seja @ o angulo entre € e e;:
[
v
v
/
______ e
g 0
e G

Entao, as coordenadas (uj,us) e (4, Uz2) se relacionam por u; = cos0u; + sen Oy,

Uy = — sen 01y + cos Oy, Substituindo-as na expressao de h acima obtemos que
d = bsen? 0 4 csen 6 cos 6 + (a — 2b) cos? .

Observemos que se cosf = 0 entdo d = b # 0. Assim, podemos supor que cosf # 0.

Escrevemos

sen d

d=71cos®0(br> +cr+a—2b), 7= :
cos 6

Para expressarmos as condigoes T'), D1), Ds) e D3) na defini¢ao 1, com respeito a base
{é1(p), é2(p)}, devemos ter que d = 0. Assim, ou 8 = 0, 7 ou 0 satisfaz br’>+cr+a—2b =
0. Se # ¢ 0 ou 7, as condigoes 1), D1), Dy) e Ds3) s@o trivialmente satisfeitas para os
coeficientes @, b e ¢, ja que |a| = |al, |b] = |b] e |¢] = |c|. Se senf # 0 entdo, impondo a

condicao br2 + ¢ + a — 2b = 0, obtemos que

. —bcos’O+b+acos*b
a= ,
cos
b= (—b+a)cos,
~ —2bcos? 0 + 2cos?fa — a
¢=— ,
sen 0

donde vemos que b(b — @) = b(b — a), implicando que a condi¢do T') é invariante por

mudanga de coordenadas. Com relagao as condigoes Dy), Dy) e D3), temos o seguinte:
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e Se y > (ﬁ)z + 2 entdo a equacao br* + ¢t +a — 2b = 0 nao tem raizes reais, logo

6 é0our e, portanto, a = £a, b = +b e ¢ = +¢.

° Sel<%<(ﬁ)2—l—2,a7é%entéo

a (cos*@)a+b—bcos® 0 1
= = =1 1 2 1.7
b cos? 0(a — b) T oo O(a/b—1) >le #2, (17)
assim como
¢ 2_a+2_ 1 a®+4b? — dab
2b b ~ 4sen2f(a — b)?cos? §

- ! (C>2—a+2 >0
~ sen2fcos?f(a/b—1)2 \\2b b

a

e E, finalmente, se a condi¢ao D3) é valida entao, por (1.7), teremos que ; < 1.

Assim, concluimos que a definicao 1 independe da escolha da base do autoespaco, de
DN (p), associado a —k, que torna d = 0, onde d é o coeficiente do termo u?uy na carta
de Monge.

Em [7|, Garcia mostrou que um ponto parcialmente umbilico satisfazendo a
condicao T') pertence a uma curva regular formada por pontos parcialmente umbilicos,
isto sera demonstrado aqui na proposi¢ao 1. Um arco regular de pontos parcialmente
umbilicos do tipo D; (i = 1,2,3) é chamado curva parcialmente umbilica Darbouxiana
do tipo D; (i =1,2,3).

Ao longo de uma componente conexa de P(«), é esperado que possam ocorrer
transicoes entre os tipos D;, i = 1,2,3. As transicoes mais simples sao as Di-Ds e
Ds-D3, que ocorrem em torno dos pontos parcialmente umbilicos Semi-Darbouxianos
D15 e Do3, que definiremos a seguir. Estes pontos tém estreita relacao com os pontos
umbilicos de codimensao 1 em superficies, estudados por R. Garcia, C. Gutierrez e J.
Sotomayor em [8].

Sejam p € M? tal que ki(p) = ka(p) = k(p) # ks(p) € (wi,uz,u3) : M? - R a
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carta de Monge reduzida ( ver (1.4)), com k3(p) = 1, onde
k 1 1 1 1 1
h(ul, U9, Ug) = §<U% + Ug) + §U§ + ECLU? + Ebulug + gcug + éqOogug

1 2 1 2 1 2
+§QO12U2U3 + 11U uug + EQO21U2U3 + EQ102U1U3

1 1 1 1 1
+§Q201U%U3 + ﬂAu‘f + aBui’ug + ZCU?U% - gDulug’
(1.8)

—i—iEu4 + iQ u3 + 1Q Ut + 1Q Ul + 1Q udu’
5 2 + 57 Qoostiz + £ Qoigatiy + = Quostauy + 7 Qozatiz iy

1 1 1 1
+ZQ2O2UJ%U{2’, + 5@112U1U2U§ + 6@031@’%3 + 6@301“?“3

1 1
+§Q121U1U§U3 + 5@211“%1@2”3 + 0(5)

Definicao 2 [Ponto Parcialmente Umbilico Semi-Darbouziano Dag] O ponto p é chamado

parcialmente umbilico Semi-Darbouxiano do tipo Dasz se:

Dys) b=1a# 0, —b(—q201 + qo21) — cqan1 # 0 e

—2¢111b + 243016 + 2¢a01¢111€

_n 3
xX=cB—(C—A+2k’)b+ bk —1)

£0

Definicao 3 [Ponto Parcialmente Umbilico Semi-Darbouziano D12] O ponto p é chamado

parcialmente umbilico Semi-Darbouzxiano do tipo D1y se:

Dy3) ¢b(b—a) # 0, %:2 e x2 # 0. onde

X2 q1116C + G201 Bb + 2q111¢201b9021 + 2q111q1026°+

S

2765 (k — 1)
+q111Be = 3¢201471,¢ — 2¢71,0 — Qonb® — 3q111¢50,0 — Bbgoa1 +
+CI201C]012b2 + (Bbgo21 + Q21lb2 — G201 Bb — q111 Bc — q1110C0 ) k—
—qu1bk® + Q111bk4] ¢’

Observacao 1 O nao anulamento da constante Yo garante a transi¢ao transversal
D1-Ds ao longo da curva parcialmente umbilica que contém um ponto deste tipo, como

mostraremos na se¢cao 2.4 do capitulo 2.
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Observacgao 2 A estrutura das linhas de curvatura numa vizinhanca de um ponto
a c
parcialmente umbilico onde — = (—) + 2 € topologicamente equivalente a de um

b 2b
ponto do tipo Dio (definicao 3 acima).

Fora do conjunto P(a) UU(«), os campos de linhas principais, denotados por
Li(a) (i = 1,2,3), sdo mutuamente ortogonais. As curvas integrais destes campos
sao chamadas linhas de curvatura principal (ou linhas principais) e as folheagoes
resultantes F;(a) (i = 1,2,3) s@o chamadas folheagoes principais.

A estrutura das linhas de curvatura, proximas a um arco parcialmente umbilico
Darbouxiano e em torno de um ponto Semi-Darbouxiano, foi estudada por R. Garcia
em [6]. (ver figuras 1.1 e 1.2)

N

Figura 1.1: Comportamento de Fj(«) numa vizinhanga de uma curva parcialmente
umbilica Darbouxiana c¢(«) do tipo D;, veja segao 2.2 do capitulo 2. O mesmo acontece

para a folheagdo Fy(cr). A folheagao Fj3(a) ¢ regular.
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D, D,
Figura 1.2: Comportamento de F(«) numa vizinhanga de uma linha parcialmente um-

bilica contendo um ponto do tipo Dy, (esquerda), e de Fi(a) e Fa(«r) numa vizinhanga

de uma linha parcialmente umbilica contendo um ponto do tipo D3 (centro e direita)

Observacao 3 As folhas nas figuras 1.1 e 1.2 sao unidimensionais.
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1.2 Levantamento de Lie-Cartan

O levantamento que descreveremos, para o estudo de um ponto parcialmente
umbilico, consiste basicamente em definir um campo vetorial local, dito de Lie-Cartan,
tangente a uma hipersuperficie no fibrado projetivo de M3, que ¢ o levantamento das
diregoes principais tangentes as folheagoes Fi(a) e Fo(a), e cujas curvas integrais se
projetam nas linhas principais da imersao a.

Para isto, encontraremos o campo de planos, g — Il(g), ortogonal & diregao
principal e3(q) (dire¢ao regular) correspondente a k3, numa vizinhanga de um ponto
parcialmente umbilico.

Tais planos sao definidos por
I1(q) = {(duy, dusg, dus); <(du1,du2,du3), G - (eg(q))T> =0}, (1.9)

onde G = [g;;]3x3 ¢ a matriz associada a primeira forma fundamental, definida anteri-
ormente.
Resolvendo as duas primeiras equagoes de (1.3) em duy, duy com i = 3, encon-

tramos que e3(q) = (duy, dus, dus) satisfaz:

%7 Ul(ul,u27u3)
dus — Wi(uy, ug, us)
%_ Vi(uy, ug, us)
dU3 _Wl(ul,UQ,U3)

onde

Ui = (12923 — 922913) k3 + (—g122a3 — gashiz2 + A22g13 + gazhis) s+
+ A2z A12 — Aoz i3

Vi = (—g11923 + g13g12) k3 + (M1g2s + g11Xes — Misgiz — gishiz) ks+
— A1 A2z + Az iz

Wy = (911922 - gfg) k3 + (—A1g22 — g11dan + 2X10012) ks +
+ A1 Aae — AT,

Assim, o plano procurado satisfaz a equacao

T
<(du1,du2,du3),G- (U1(U1,uz,u3) Vi (uy, ug, us) ,1) >:O, (1.10)

W1(U1,U27U3)’ Wl(Uh U27U3)
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que escrevemos da forma

dus = U(uy, ug, uz)duy + V(uy, ug, uz)dus,

Uy Vi Uy Vi
. [Qnm + glzwl + g13] . [912W1 + 922W1 + g23] (1.11)
- Uy Vi o Uy Vi ’
(13— + Ga3— + g33] (13— + Ga3— + g33]

W1 W1 Wl Wl

Disto,
(q) = {(duy, duy, dus) € T,M?; duz = U (uy, ug, uz)duy + V(uy, uz, uz)dus}.

Observagao 4 FEste campo de planos €, em geral, nao integravel. De fato, dada a um

forma
U Vi U Vi
w :[gnwll + 912W11 + gus)duy + [912W11 + 922W11 + gos)dus
, (1.12)
+] il + A + ga3]du
913 W, g23 W, g33|au3

que define o campo de planos, teremos que, na carta de Monge reduzida (com ks = 1),
a condicao de integrabilidade de Frobenius w A dw = 0 nao € vdlida, numa vizinhanc¢a

da origem, pois
(WA dw)(uy, us, uz) = F(uq, us, ug)duy A dug A dug

onde, considerando apenas os termos de primeira ordem, teremos que

(@C]nl - Q1115) (610215 — Cq111 — C]201b)
h.o.t.
2_ok+1l 0T 2ok p1 et

F(Ul, Usg, Ug) -

implicando que w A dw # 0. Assim, o estudo que desenvolveremos neste trabalho é

estritamente tridimensional.

As diregoes principais e1(q) e ex(q) associadas a ki(q) e ka(q) pertencem a II(q),

e sdo obtidas calculando-se os valores criticos de £’ (q,-) = —(q,-) onde I.(q) e I1.(q)

I,
s@o as restrigoes das formas fundamentais de « ao plano II(g), ou seja,

]T(dul, dUQ) = Ia

dus :L{(ul ,U2 ,U3)du1 +V(u1 ,u2 ,ug)dug

= E.du? + 2F,duyduy + G,duj,
I[T(dul, dUQ) = IIa

dug :L{(ul ,U2 7U3)dU1 +V(u1 ,u2 ,ug)duz

= erdu% + 2 f.duydus + grdug,
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onde

0?1, 0?1, 0?1,
ET = ——5\Y, 7Fr — 5a7 a5 UYL Ur=575\U,U),
20du? (0,0) 20du, 0duy (0,0),& 20du3 (0,0)

0?11, O*I1, O*I1,
r = —=—5(0,0), f = =—=————%-—(0,0 = ——=(0,0).
‘ 28du%( ) 28du18du2( Jeg 28du§( )

dUQ

Fazendo P = T em k7 (q; duy, dus), derivando com rela¢ao a P e igualando a
Uy
zero, teremos que e1(q) e es(q) sdo obtidas resolvendo

LT<U1, 'LL2,U3)P2 + Mr(ul,u2,u3)P —+ Nr(ul,u% 'LL3> = O, (113)
onde
Lr :Frgr_erTa Mr :Ergr_eer Nr :Erfr_erFr

Tais diregoes nao estao definidas se ki(q) = ko(q), ou seja, nos pontos onde

LT’ b) b - 07
{ (w1, s, us) ; (1.14)

Mr(ula Uz, Ug)
Observacao 5 1) A func¢ao N, é combinagao linear das fungoes L, e M,.

2) As expressoes para E., G., F., e., g., fr, L., M, e N,, na carta de Monge
reduzida por homotetia e rota¢ao, sio dadas no apéndice: wver (1.25), (1.26),
(1.27), (1.28), (1.29), (1.30), (1.31), (1.32) e (1.53).

3) Os pontos parcialmente umbilicos sao as solugoes de (1.14).

Proposicao 1 Se p é um ponto parcialmente umbilico Darbouziano do tipo D; (i =
1,2,3) entao p pertence a uma curva reqular formada por pontos parcialmente umbilicos

do mesmo tipo D; (i = 1,2,3).

Demonstragdo: Suponhamos que p ¢ levado na origem do R? pela carta (uy, ug, u3) :
M? — R3. Como vimos na secao anterior, os pontos parcialmente umbilicos, numa
vizinhanga de p, sdo dados por (1.14). Escrevendo L, e M, na carta de Monge reduzida
(ver (1.31) e (1.32)), teremos que

O(Ly, M,)
a(ula Uz, US)

_ 0 —b —(q111 (1 15)
—a+b ¢ —qo1+ qo2

u1=0,u2=0,u3=0
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portanto, se b(b — a) # 0 entdo os pontos parcialmente umbilicos, em torno de p,
formam uma curva regular ¢ de pontos parcialmente umbilicos. Por serem as condigoes
que definem os tipos Dy, Dy e D3 abertas (ver definigao 1), segue-se que se p € ¢ é do

tipo D; entao ¢ € ¢, suficientemente préoximo de p, também é do mesmo tipo D;. W

Observagao 6 Por (1.15), vemos também que um ponto parcialmente umbilico semi-
Darbouziano pertence a uma curva reqular formada por pontos parcialmente umbilicos.

Para mais detalhes, ver lemas 3 e 6 do capitulo 2.

Definigao 4 Sejam p € M?® um ponto parcialmente umbilico tal que ky(p) = ko(p) =
k(p) # ks(p) =1 e (ur, ug,u3) : M® — R? a carta de Monge reduzida. O ponto p é dito

reqular se matriz (1.15) tem posto 2, e é dito critico se (1.15) tem posto 1.

Definicao 5 Suponha p um ponto parcialmente umbilico reqular. Se a matriz formada
pelas duas primeiras colunas de (1.15) tem determinante diferente de zero diremos que

p € bi-reqular (transversal), caso contrdrio, diremos que p € reqular-tangente.

A figura 1.3 mostra a curva parcialmente umbilica, composta por pontos parcial-
mente umbilicos regulares, e os diferentes contatos com o plano umbilico | i. e., plano

gerado por {e1(p), e2(p)}, onde p é um ponto parcialmente umbilico.
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L
L5

|
&0/ et
\_/ plano umbilico

curva Parcialmente

umbilica
contato contato contato
transversal quadratico cubico

Figura 1.3: Contato da curva parcialmente umbilica com o plano umbilico.

Seja
L(uy, up, us, P) = Ly(u1, ug, uz) P? 4+ M, (uy, us, us) P + N, (u1, ug, us),
a equacao
L(uq,ug,us3; P) =0 (1.16)

define uma hipersuperficie no fibrado tangente projetivo PM? sobre um aberto de M?
se (1.15) tem posto 2. Tal hipersuperficie sera chamada hipersuperficie de Lie-Cartan.

Encontraremos um campo

= Xi(ug,ug,us, P)
- X »
X : (ug,ug,u3, P) — U2 o(uy, ug, us, P) |
Uz = X3(u17u2,U,37P>
( )

P = Xy(ui,ug,uz, P
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tangente a hipersuperficie £ = 0 e tal que a projegao I(uy,us,us, P) = (uy,us, us)
das suas curvas integrais sejam as linhas de curvatura principal. Por (1.11) e sendo
dUQ
P = — segue-se que,
du1
= 1,09 = Pug =U+ VP.

Impondo que o campo X seja tangente & hipersuperficie £, ou seja, que 2
,Cule + EUQXQ + £u3X3 + ﬁPX4 = O,

obtemos que
Ly +PLy, + Loy U+ VP)

Lp

Para efeito de simplificagao, multiplicamos 1y, s, 3 € P por Lp obtendo o campo

P =

ul = ,Cp
y = P
X e = Pl | (117
g = (U+VP)Lp
P = —(Ly +PLy+ Ly U+ VP))
4 . dU1
Além da carta (uq, ug, us; P), precisamos da carta (uy, us, us; Q), Q = o Nesta carta,
u
o campo de Lie-Cartan ¢ escrito da forma: ’
. og
uy = Q%
L
y.=¢ 7 0Q " , (1.18)
u'g = UQ+YV) 90

\

onde G(uy, ug, uz, Q) = Ly (uy, ug, ug) + M, (uy, ug, uz)Q + N, (uy, ug, uz)Q*.
Os equilibrios de X (respectivamente Y') sao as solugoes de

Lp(uy,ug,uz, P) =0 (1.19)
(£u1+P£u2+£u3 (U+VP)) (Ul,UQ,U3,P>:O .
respectivamente de Galu, s, 3, Q) = 0 . (1.20)
(qul + gug + gug (UQ + V)) (ub U2, U3, Q) = 0

oL . oL
an(l—172,3), £P—87P

2£Ui —
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A primeira equacao do sistema (1.19) se anula no conjunto parcialmente umbilico
e a segunda é uma equagao cubica em P (respectivamente ()), donde vemos que a
projecao I(uy, us, ug, P) = (uy, us, us) (respectivamente para (1.20) T(uq, uz, us, Q) =
(u1,us,u3)) dos equilibrios de X (respectivamente Y'), na hipersuperficie, sao os pontos
parcialmente umbilicos. Além disso, por construgao, as curvas integrais de X (respec-
tivamente Y') se projetam nas linhas de curvatura de uma das folheagdes, F; ou Fo,
da imersao.

Nos proximos capitulos, usaremos o levantamento de Lie-Cartan para reduzir o
estudo das linhas de curvatura, numa vizinhanca de pontos parcialmente umbilicos, ao

estudo de curvas integrais de campos vetoriais, numa vizinhancga dos seus equilibrios.
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1.3 Apéndice: Calculos até ordem 4

Nesta secao, usando a carta de Monge reduzida com h escrita até ordem 4, encon-
traremos as formas fundamentais de «, o campo de planos (definido em (1.9)) e as
formas fundamentais restritas a este campo de planos. Além disso, escrevemos as ex-
pressoes das funcoes L,, M, e N,, que aparecem na definicao da hipersuperficie de
Lie-Cartan (ver (1.13)).

1.3.1 Coeficientes das formas fundamentais na carta de Monge

reduzida

Para facilitar a apresentagao, reescrevemos (1.4) na forma

a<u17u27u3) - (u17u27u37h(u17u27u3>)7 (121)
onde
2 ks o 1 1 1 1
h(ul, U, Ug) = E(U% + Ug) + Eug + Bau‘;’ + §bu1u§ + gcug + éqOogug
1 1 1
+ 59012U2U§ + g111U1Uug + 59021“3% + §Q102U1U;2J,
1 2 Iy, 1,3 I .59 1 3
+ 5(]201’&111/3 + ﬂAul + EBUIUQ + ZCU1U2 + EDUﬂJJQ
+ iEU% + lQoowg + 1@013@&21@ + leaului + 1@0227«03%%
24 24 6 6 4
1 1 1 1
+ Zonﬂ%Ug + 5@112U1U2u§ + 6@031U§u3 + EQ?’OIU?U?’
1 1
+ 5@121U1U§U3 + 5@211”@2“3 + O(5).

Fazendo uma homotetia, podemos supor que k3(p) = 1. Entao:

oh 1 1 1
™ =w k+ Eauf + §bu§ + 5@102“3 + G201U1U3 + q111U2U3 + 6Q103U§

1 1 1 1 1
+ EBU%UQ + aDug + 5@2021&1“3 + 5@301”?“3 + §Q112“§u2
1

1 1
+ Q211u3u2u1 —+ 5@121’&37]@ -+ 6141[;’ + §CU1U§ + O(4),
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oh

1 1 1
F = ugk + CUQ + qoo1u2us + buius + qriiugus + 2DU1U2 + 2qouug
2

1 1 1
+ EBU? + 5@112“3% + EQQHUSU% + Qr21uzu2u + 5@022?@%%

1 1 1 1
+ éEug’ —+ 6@013U§ + 5@031U3U§ + §CU%U2 + O<4),
oh 1, 1, 1,
= U3 + =(qo21U3 + =G201U7 + Gro2U1U3 + Go12U3U2 + G111ULU2 + 561003“3

us 2 2

1 1 1 1
+ 6@301“? + Q112usuqUg + 5@013?@”2 + 6@031?@ + 5@202”@3
1 1 1 1 1
=+ 5@211162?@ + 5@121163?“ + 5@022“3% + 6@00416% + 5@103“%161
+0(4),

Disto, expandindo as coordenadas do vetor normal

Oh A Oh A Db
N = ouq Ous ous :

Oh n Oh A Oh

Ouy Ous Ous

em série de Taylor (numa vizinhanga da origem) obtemos que N = (ny,ng,n3,ny),

onde

1 1 1
2 2 2 2
ny = —uk — §Q102u3 - 5(1“1 — @111U2U3 — §bu2 — @201U1U3 — 5@112%“2

1 1 1 1 1
— Q211U U3 — 662103”3 — 5@121“31@ — éDug + (—50 + §k3) ulug

1 1 1 1 1
+ (_§Q202 + —k> ulug — 5@30111,%%3 -+ <—6A -+ §]€3> U? — Bu12u2

2
+ O(4),
1 2 Ly
Ny = —Ugk — 59012U3 — bujug — 50162 — Q111U1U3 — Qo21U2Us — Q121UsUUY

1 1 9 1 5 1 9

— 6@013“3 Qoz1uzus — anugul — —Q211U3U1 — §DU1U2
1 1 1

+ (—50 + k:3> uduy + (——Qm + k) upu; + (_EE + 51&”) us

1
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1, 1, 1,
ng = —us — §Q201U1 - §Q003U3 — q102U1U3 — 111U U2 — 5@1021“2 — (o12U3U2
1 1 1
- 5@211?@1@ - 5@103U;2;U1 + ( Q202 + = k’ ) U1U3 Q013U;2>,U2
1 1
- 5@121?@“1 + (—§Q022 + §k2) Ugus — 6@301“? — Q112U U
1 1 1
- 6@031?@ + (_6Q004 + 5) Ug + 0(4),

1 1 1
ng = 1-— 2 ]{?2 — = 2]€2 2 3 Qkau‘? + (—51{? — 1) qO12U§UQ

1 1 3
+ (—51{? — 1) qlogulug 2qO03U3 bku2u1 + ( 2]45 — ].) d111U1U3UL

1 1 1
— §kcu§ + (—k’ — 5) QQ01U3U1 ( k — —) qO21U3U§ + O(4)

Das equagoes acima obtemos os coeficientes da primeira e da segunda formas funda-
mentais denotados, respectivamente, por g;; e Aj;:
gi1 = <au17 Oéu1> =1 -+ k2u% -+ kau? + bkugul -+ kq102u§u1 + 2]§3Q111U2U3U1
+ 2kgaorutus + O(4),

ke
g12 = (s Q) = k*uyug + lﬂhnusuf + 5 U1U2 (kqoa1 + qao1k) uguguy

kqoi2 2

a bk
+k (b + 5) uluy + 5 ——usu; + 5 —ul + kquusus + qlogugkuQ +0(4),

kq201 W3

13 = (v, Q) = urkus + 1+ kCI111U1U2 + (/f%oz + 2) U3U%

ko2 kqoo3 b
+ 2Ul + kqoipuguguy + + G201 U§ul + éuzﬂt% + Q111U§U2
+ % wd -+ O(4),

G292 = (Quy, Quy) = 1+ k2u§ + kcu% + qu(mugug -+ kq012u§u2 + 2k;bu1u§
+ 2kqiiiuguguy + O(4),

1
Ga3 = (Quy, Qyy) = kugus + ékQQOIUQU% + k{hnugm + (kqio2 + b) ususuy
1 1 , (1 ,
+ C]111U3U1 + = 1“1021“2 kqo12 + 20 Ugly + 5’“]003 + Qo21 | usue

1
+ 5(]01211% + O(4>,
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2 2 3 2 2
933 = <au3, aug) = 1 + u3 + qo21u5us + QoozUs + 2qi02U1uz + Gao1UT U3

+ 2qo12u3us + 2q111uuguz + O(4),

0? 1 1
A\ = <W’ N> =k + au; + gao1us + (—§k3 + §A) ui + Bujus + Qso1urus
1
1.4 1 9 1 1 2
+ _Qk + EC uy + Qa11usus + —5147 + 5@202 uz + O(3),

fote) 1 )
Ag = < N> = qinus + bugy + Q121U3U2 + 5@112’&% + Q211u3u1 + §Du§
C

1
Uy + §Buf + O(3),

%o 1
A3 =( =———, N ) = qo1u1 + q111U2 + qroouz + —Q103U§ + Qri2usuy + Q211uzuy
8u18u3 2

1 1
+ Qa02u1u3 + 5@301“% + 5@121“3 + 0(3),

0 1 1
Moo = =5, N ) =k + cus + qoarus + bus + [ —=k> + =C ) ui® + Quaruzwy
ous 2 2
1

1 1 1
+ Dujus + (—§k3 + §E) uj + Qoz1uzus + (—§k’ + 5@022) us® + 0(3),

0’ 1
Aog = < N> = (o12U3 + q111U1 + Go21U2 + 5@013?@, + Qui2uzur + Qra1usuy

1 1
+ 5@0311@ + Qo2uus + 5@211“? +0(3),

[oe" Lo 1 2
Asz = 53, N ) =1+ qorzuz + qroowr + qoosus + | =5k + 5 Q202 | uy
ous 2 2

1

1 1 1
2k2 + 5@022) uz + (—Q004 - —> uz + O(3),

+ Qui2uiug + Qoizusus + ( 5 5
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1.3.2 Expressoes das formas fundamentais restritas ao campo

de planos ortogonais a direcao principal regular

Usando as expressoes para g;; e )\;; dadas acima e a equagao (1.2), encontraremos o

segundo jato® da curvatura principal associada & direcao principal regular. Escrevamos

202

ks(u1,ug,u3) =14 ajpous + agote + aoorts + — U + a0 us
(1.22)
ap20 o apo2 o
+—2 Uy + aip1uiusz + aorU2Us + 5 —Uus.

A seguir determinaremos os coeficientes a9, G010, G001, @200, @110, @020, @101, Q011 € Aoo2-
Seja f(ur, uz,u3) = det(A(ur,ug,us) — ks(u1,ug, us)G(ur,ug,u3)), onde A = [Ajj|sx3
e G = [gijlsxs. Entao, os coeficientes procurados sao obtidos resolvendo o sistema

formado pelas seguintes equagoes:

af of of

0,0,0 0,=—(0,0,0) =0,=—(0,0,0) =0
8u1( ) 78162(7 ’ ) 78’&3(, ’ )
82]‘ 82]‘ 32f
0,0,0) =0, 0,0,0) =0, 0,0,0) =0
821’ >’f O f
——(0,0,0)=0 0,0,0)=0 0,0,0)=0.
8u18u2( T ) ’ 8u18u3( T ) ’ 8u28u3( T )
Disto,
@100 = 41025 @010 = 40125 @001 = 4003
K =k — kQa02 + 2450 + Q202 + 261111
a200 = —
k—1
o kEQ112 — 2q201q111 — Q112 — 26_111161021
a110 =
k—1
K — K — EQo22 + 2¢111° + 2q021* + Q022
Qp20 = —
E—1
EQ103 — 2q012q111 — 2201¢102 — Q103
Q101 =
k—1
_ kQo13 — 2q102q111 — 2%21%12@013
Qp11 = )
k—1
~ kQoos — 3k +3 — 2q102% — Qooa — 2qo12°
Qo2 = — 1 .

3Neste trabalho, s6 precisaremos do segundo jato da curvatura principal na direcdo principal reg-

ular.
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Encontrados k3 e os coeficientes das formas fundamentais, obtemos as expressoes

para U(uy, ug, ug) e V(ug, us, ug) em (1.11):

1

“=a e

2¢201u1 + 2q111u2 + 2qr02us + (—2¢0210 + 21119012 + kQ121—

—Q121)u2” + (2qo03¢102 — 2¢201q102 + kQ103 — Q103 — 2¢11190m2) us® + (2k*—
~2g501 — 2Qa02 — 2k* + 2kQa02 + 205 — 26711 — 2aq102 + 2201 G003 ) uzu1 +
+ (— Q301 + 22010102 — 2q201a + Qs01k) ur* + (—2Q112 + 2q012q102—
—2q1119021 + 2qo03q111 — 240120 — 2Go01q111 + 2kQu12)uzus + (—2aqii+

+2q102q111 + 2¢2019012 — 2¢1110 — 2Q911 + 2Q911k)usus + O(3)),
(1.23)

1
V= m@%mug + 2q111u1 + 2qo12u3 + (kQo31 — 2¢111b — 2qo21¢ — Qo1+

+2qo12q021 U5 + (=2 — 2471, + 2k% — 2qo12 + 2kQo22 — 2Q022 — 2455, —
—2¢1020 + 24315 + 2q021G003) Utz + (—2¢1119201 + 2q003qi11 + 2kQ112—
—2q1119021 + 2q012¢102 — 2G012b — 2Q112)usus + (—Q211 — 2¢1110 + 2¢102q111+
+Qa11k)ui + (kQois + 290039012 — Qo1s — 290124021 — 2¢102q111) U3+
+(—2q111¢ = 2¢201b + 2kQ121 + 2q102G021 — 2Go21b — 2Q121 + 2¢111G012) U1 U+
+0(3)).

(1.24)

Dai, as expressoes da restri¢ao das formas fundamentais ao campo de planos ¢ — I1(q)
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é dada a seguir:

Ir(dul, dUQ) = Ia

I1,(duy, duy) = I1,

onde, na carta de Monge reduzida,

€y

= E,du? + 2F,duyduy + Grdug,

duz=Udui+Vdus

= erdu% + 2 f.duyduy + grdug,

dus=Udui+Vduso

2 Q2012 9 q1119201
Er :]_—|— kﬁ—{— Ui —|—2 U2U1—|—2

F,

_ 2q102¢111 + 292019012

(k—1)?

2 2
i q111
(k—1)

(k—1)?

+ K +

2q201G111 o
+<k_1)2u1 + O(3);
G, =1
+ (l{}— 1>21,L3
240219012
Ty

=k + auy + qao1uz + (— +

A
2

Uz +

(k—1)2

q1029201
(k—12""

2
q1029111 4102
Uy + 2(1{: — 1)2u3u2 + mu; +0(3);

2(]102(1012u 9 . 2q1114021 o
(k=127 " (k-

12 "2

(k —

(k—1)?

2¢1119021 2qo129111
U +

k=12 " T =)

(2k — 1) quo1®  K? 2
(k—1)2 2 )

2¢2019021 2¢1029021 + 241119012
—( k— 1) U +

1)2 Uo2U3

2 2 2
qo12 2y (k2+ qo21 )u22+ q111 w2

uzuy + O(3);

(2]{5 — ].) Q1112 O :I{Zg 2 Q202 <2k - 1) (]1022 k 2
+< +2 U™ + 5 + (k—1)2 5 us

(k—1)°

2

+ <B + (4k - 2) Q201Q111) Wity

+ <Q211 +

(k—1)°

(4]‘@' - 2) q1029111

(k—1)°

4 ((4k - 2) 41029201
1 (k—1)°

) ugus + O(3);

+ Q301> Uz

36

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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4k — 2
fr = quius + bus + (B + ( )Q201Q111> 2

(k—1)?
(4k - 2) 0219111 ) 9 ((41{7 - 2) 40129102 ) 9
+ D | up* + + u
( (k} - 1)2 2 (k} - 1)2 Q112 3
4k: — 2 4k — 2 2
+ ( %216]201 ( )q;u ) Uitls (1.29>
1) (k—1)
+ (2Q211 4k - 2) 40129201 (47{3 - 2 Q102Q111>
_ 1)
+ (2Q121 4k - 2) qo129111 (4k - 2 C]021Q102> Uy + O
_ 1)
l{?3 C (2]%' — 1) (]1112)
. =k 4+ qoorus +buy +cug + | —— + — + — | uy?
9 qo21U3 1 2 ( B 5 (ki — 1)2 1
KB (2k — 1) (Jo212) 2 <Q022 k? (2k —1) %122) 9
+l——=+ =+ —— ) u”+ -t | u
( 2 2 (k—1) ’ 2 2 (k—1) 3
(1.30)

—2 4 4k —2 4+ 4k
+ (D + ( (k _)19)0221%11) gty + <Q121 + ( (k _)161)021261111) sty

(—2 + 4k) qo12q021
(b= 1)

+ (Qo:n + ) usuz + O(3).
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1.3.3 Expressao de L,, M, e N,, até segunda ordem, na carta

de Monge reduzida.

[remos supor k3 = 1.

L, = —buy — quiius —

(2q201q111 + Bk — B)u2 ~( (2q2019021 + 2¢111%)
2(k — 1) ! 2(k — 1)

2 +2 9
4O — 2k3) Up sy — <Q211 + ( Q1o2q§1(1k — 161)201%12)) g g — ((2?]211_610123)

D (q1029021 + q1119012) (g0124102)
+§) U% - (QlQl + 102 0(2]1: - 11)11 012 Ut — (Oklilfi +

+Q;2) u2 + O(3)

(1.31)

A C 21— ¢
M, = (b—a)us + cus — (g01 — qoz21)us + (—5 + B + K — %) ui+

2 —2 —2 +2
+ (—B _D_ Q201CI11]:7 1Q111Q021> Wiy + (_ %11‘]0};2 : 42019102

E C 2 — g2
+Q121 — Q301) U usz + (3 -5 K — %) u3 + (—Qa11 + Qoz1—

—2q0219012 + 2q102¢111 Qo22 Q202 —qgm + Q%oz 2
- — - O3
k—1 s+ Ty 2 ro1 ) tos)

(1.32)

B +¢?
N =t (g S g (00 B

+ D
i <Q211 4 Q1o2Q11]i - 2201%12) uius + (E i q]1£11_(10121) v+ (Qr1+

_|_
_}_61102%2; - 6_{1116]012) gz + (Q;z 4 QZ12illf2) w2+ 0(3)

(1.33)



Capitulo 2

Estrutura das linhas de curvatura
numa vizinhanca de um ponto
parcialmente umbilico Darbouxiano e

semi-Darbouxiano

Neste capitulo, usando o levantamento de Lie-Cartan, daremos uma prova, indepen-
dente dos resultados de R. Garcia, da estrutura das linhas de curvatura proximas aos
pontos parcialmente umbilicos Darbouxianos e semi-Darbouxianos.

Veremos na secao 2.2 que a configuragao principal na vizinhancga das curvas par-
cialmente umbilicas dos tipos D;, Ds; e D3 sao provenientes da projecao por
M(uy, ug, ug, P) = (u1,us,u3) do retrato de fase do campo de Lie-Cartan numa
vizinhanga de curvas de equilibrios normalmente hiperboélicas: uma do tipo sela para
Dy, um atrator (ou repulsor) entre duas do tipo sela (para Dy) e trés do tipo sela (para
Ds3). Veja figuras 2.6, 2.7 e 2.8. Quanto aos pontos Dag e Dio, no campo de Lie-Cartan,
além dos conjuntos normalmente hiperboélicos aparecem conjuntos do tipo sela-no, veja
as figuras 2.14 e 2.21.

2.1 Preliminares

Nesta secao definiremos separatriz parcialmente umbilica e setores parabolicos e hiper-
bolicos associados as linhas de curvatura em uma variedade de dimensao 3.

Sejam M? uma variedade compacta de dimensdo 3, orientada e de classe C*,

39
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k > 4 e ¢ uma curva parcialmente umbilica em M?.

Definigao 6 (Superficie Separatriz Parcialmente Umbilica de ¢) Um subconjunto
S. de M3 ¢ dito Superficie Separatriz Parcialmente Umbilica de ¢ se as sequintes

condigcoes forem satisfeitas:
e S. é uma subvariedade de M3, conexa e de dimensdo 2;
e S. nao possui pontos parcialmente umbilicos;
e S. ¢ invariante pelas linhas de curvatura de uma das folheagoes;

e c esta contida no fecho de S..

Analogamente, definimos separatriz parcialmente umbilica de um ponto parcialmente

umbilico p:

Definigao 7 (Separatriz Parcialmente Umbilica de p) Um subconjunto S, de M?

€ dito Separatriz Parcialmente Umbilica de p se as sequintes condicoes forem satisfeitas:
e S, ¢ uma subvariedade de MP, conexa e de dimensdo 1;
e S5, nao possui pontos parcialmente umbilicos;
e S, ¢ invariante pelas linhas de curvatura;

e p estd contido no fecho de S,,.

Definiremos a seguir o que sao setores parabolicos e hiperbdlicos, referentes as
linhas de curvatura em M?3.

Sejam ¢ uma curva parcialmente umbilica Darbouxiana, p € ¢ e V,, uma vizin-
hanca tubular de ¢, suficientemente pequena e contendo p. Neste trabalho, o conjunto
das superficies separatrizes parcialmente umbilicas, relativas a uma mesma folheacao
principal, particionam V,, em um ndimero finito de regioes abertas que denominaremos
setores.

Seja S um setor. Dado ¢ € S denotaremos por v, a linha principal passando por

g relativa & mesma folheagao principal que define o setor S.

e Dizemos que S é um setor parabdlico se, para todo ¢ € S, V,N~y,Nec # 0 e

IV, N, # 0. Topologicamente, um setor parabdlico ¢ como na figura 2.1.
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e Dizemos que S é um setor hiperbdlico se, para todo ¢ € S, V,N~y,Nec = 0,
SNy, = 0V, N, e a fronteira de V), intersecta vy, em pelo menos 2 pontos.

Topologicamente, um setor hiperbolico é como na figura 2.2.

superficies separatrizes
parcialmente umbilicas

/)

i

‘

Figura 2.1: Setor Parabolico
superficies separatrizes
parcialmente umbilicas

)

Figura 2.2: Setor Hiperbodlico
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2.2 Pontos Parcialmente Umbilicos Darbouxianos

Pela proposicao 1 do capitulo 1, os pontos parcialmente umbilicos Darbouxianos apare-

cem em curvas regulares, chamadas curvas parcialmente umbilicas Darbouxianas. A

estrutura das linhas de curvatura numa vizinhanga de tais curvas é descrita no seguinte

teorema:

Teorema 1 (R. Garcia, [6], [7]) Suponhamos o € TF(M? R*), k > 4. Denotemos

por ¢ uma curva parcialmente umbilica Darbouzxiana. Entao,

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Se ¢ € do tipo Dy, existe uma unica superficie separatriz parcialmente umbilica,
W, de classe C*72, fibrada sobre c¢ e cujas fibras sio folhas de Fy(a). Além
disso, existe uma vizinhanga tubular V, de ¢ tal que o conjunto V. \ W, é um

setor hiperbdlico de Fi(a).

Se ¢ € do tipo D, entao existem duas superficies separatrizes parcialmente um-

bilicas, W1 e Wy, e exatamente um setor parabolico e um setor hiperbolico de

f1<05).

Se ¢ € do tipo D3, entdo existem trés superficies separatrizes parcialmente um-

bilicas, Wy, Wy e W3, e exatamente trés setores hiperbdlicos de F ().

O mesmo acontece para a folheagao Fa(ar) que é ortogonal a Fi(«) e singular na
curva c. Além disto, as superficies separatrizes parcialmente umbilicas associ-
adas a Fa(a), no caso D;, sao tangentes as superficies separatrizes parcialmente

umbilicas associadas a Fi(«) ao longo de c. Veja as figuras 2.3, 2.4 e 2.5.
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Figura 2.3: Comportamento de Fi(«a) e F2(a) numa vizinhanga de uma curva parcial-

mente umbilica Darbouxiana ¢ do tipo D;. As folheag¢oes sao unidimensionais.
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Figura 2.4: Comportamento de Fi(«) e F2(a) numa vizinhanga de uma curva parcial-

mente umbilica Darbouxiana ¢ do tipo Ds. As folheagoes sao unidimensionais.
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Figura 2.5: Comportamento de Fi(«) e Fa(«) numa vizinhanga de uma curva parcial-
mente umbilica Darbouxiana ¢ do tipo D3. As folheag¢oes sao unidimensionais.
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O objetivo desta secao é demonstrar o teorema 1 usando o levantamento de Lie-
Cartan.
Seja ¢ uma curva parcialmente umbilica Darbouxiana do tipo D;, (i = 1,2, 3).

No espago das variaveis uq, us e ug, segue-se de (1.15) que podemos escrever ¢ da forma
Uy = Cl(U3), Uy = CQ(Ug). (21)

Além disso, usando a carta de Monge reduzida com k3 = 1, vemos que

4(0) = (—cqi11 + 90210 — g201b) 7 _ qu
b(—b+a) b

1

Como consequéncia, teremos que ¢ é transversal ao plano umbilico, i. e., ao plano
gerado por e;(p) e ez(p), onde p = a(0) (veja a equagao (1.4) no capitulo 1).

Para demonstrar o teorema 1, usando o levantamento de Lie-Cartan, devemos

analisar o campo de Lie-Cartan, X, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, £(uy, ug, us, P) =

0, onde

L(uy, ug, ug, P) = Lr(u1,U27U3)P2 + M, (uy, ug, ug) P + N, (uq, ug, us),

’l:Ll - Ep
. _ p
P = —(Ly +PLy+ Ly, U+VP)),

e, como visto em (1.11), as fungdes U e V definem o campo de planos ortogonal a
direcao principal regular.
Vimos em (1.23), (1.24), (1.31), (1.32) e (1.33) (apéndice do capitulo 1) que, na

carta de Monge reduzida com k3 = 1, as fungoes U, V, L,, M, e N, sao dadas por
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1

U= m@%oﬂh + 2q111U2 + 2q102u3 + (—2¢0210 + 2¢1119012 + kQ121—

—Q121)u2” + (2g003G102 — 2¢2010102 + kQ103 — Q103 — 2¢111q012) us® + (2k*—
24501 — 2Q202 — 2k* + 2kQ202 + 24300 — 24711 — 2aq102 + 2G201q003) Uzu1+
+ (—Qs01 + 2¢201 0102 — 2¢2010 + Qs01k) ur® + (—2Q112 + 2¢012102—
—2q111G021 + 2qo03q111 — 2qo12b — 2q201q111 + 2kQ112)usus + (—2aqii+
+2q102q111 + 22019012 — 2q1110 — 2Q211 + 2Q211k)ugus + O(3)),

1

V:2(k;—1)2(

2qoo1u2 + 2q111u1 + 2q012us + (Qos1 — 2¢111b — 2qoo1¢ — Qoz1+

+2qo12G021 )u3 + (—2k% — 2431, + 2k* — 2q012 + 2kQo22 — 2Qo22 — 2¢35,—
—2¢1020 + 24815 + 2q021G003) Uzt + (—2¢1110201 + 2q003¢r11 + 2kQ112—
—2¢1119021 + 2q012G102 — 2G012b — 2Q112)uzus + (—Q211 — 2¢1110 + 2¢102q111+
+Qa11k)ui + (kQo13 + 2q003g012 — Qo1 — 2qo12q021 — 26110261111)U§+
+(—2q111¢ = 2¢201b + 2kQ121 + 21029021 — 2G021b — 2Q121 + 2¢111G012) U1 U2+

+0(3)),
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L, = —buy — quyytis — (2¢201¢111 + Bk —B) , <(QQ201QO21 +2q111°)

2k — 1) “1 20k — 1)

2 +2 9
+C — 2k34) uyug — (an + ( Q102q§1<1k — 1Q)201Q012)) Uy lig — ((26(11211_61012;)4_

DY (1029021 + q1119012) (9012G102)
+2>U2 (Q121+ k=1 UgU3 (1) +

Q112

+ 5 )u§+0(3),

A C 2 2
M, = (b—a)us + cus — (g201 — qo21)us + (—5 + B + K — %) ui+

+

2 —2 —2 2
+ (—B _D_ Q201Q11]z 161111(]021) Uty + (_ C_I1116]0]:;2 +1 42019102

E C 2 2
+Q121 — Q301) Uruz + <5 5 K — %) U% + (— Q211 + Qoz1—

—2q0219012 + 2q102q111 Qo2 Qa2 —@o+ Eoo\ o
_ _ Lo 03
k—1 Utz 2 o1 ) toB)

B +¢?
N =t (g S g (00 B

+ D
i <Q211 i Q102Q11]i - 6{201(1012) uius + <§ X q]1€11_(10121) v+ (Qi21+

+

q1029021 + q1119012 Q12 | q012G102 9
0(3).
A )Uzus-l-( 5 +k—1)u3+ (3)

Disto, denotando as coordenadas de X por Xi, X5, X3, X teremos que

X1 = (—2buy — 2q111u3) P + (—a + b)us + cus + (—ga01 + qo21)us + O(2)
Xy, =PX,4

q111U1 + Go21U2 + o12U3 Q201U1 + q111U2 + G102U3
Xy = OR2)) P 02)) X
: (( k-12 ”) B e | “) 1
Xy = As(uq, ug, U3)P3 + Ao (uy, ug, U3)P2 + Aj(uy, ug, uz) P + Ag(ur, ug, us)

(2.3)
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onde
2
2
+ (Qm I %11%22;1-1(1102(1021) s+ O(2)
6 3
As(ur, uz, uz) = ¢+ (—D +2B+ qmqm}i — 1q“1q“21) o+
4q3, — 3 2
+ (—E+k3 L0+ din — CZ)zl + Q201C]021>
2 +4 -3
+ (—Qozn + 2@211( 42014012 - 31012%11 QO12QO21)) s + 0(2)
_2 _4 2 3 2
Ay (ur, ug,u3) = a —2b + (—20 + A+ QQ01C]021]€ - ‘11111 + Q201> -
3 -6
+ <—2D + B+ Q111qQ0]2 - 1Q111Q021) ot
3QI02CI201 - 26]102Q021 - 4QI11QO12
+ | —2Q121 + @301 + r— uz + 0(2)
9112
AO(U1>U2,U3) =|(-B-— 3Q111q201 O+ k= q111” + 2019021 Uat
b1 k1
2
+ <—Q211 _ CI201QO12k+_ 1Q102Q111> s+ O(2)

Os equilibrios de X serao encontrados no lema 1, e a estrutura topologica das
curvas integrais de X, numa vizinhanga dos seus equilibrios, sera dada no lema 2. No

final desta se¢cao demonstraremos o teorema 1 usando ambos os lemas.

Lema 1 Sejam X o campo de Lie-Cartan e ¢ uma curva parcialmente umbilica Dar-

bouxiana.

i) Se ¢ é do tipo Dy entao existe uma unica curva de equilibrios para X que se

projeta em c.

ii) Se ¢ € do tipo Dy ou D3 entdo existem exatamente trés curvas de equilibrios de

X que se projetam em c.

Demonstragdao: Seja (uy,us, uz) : M® — R3 a carta de Monge reduzida com a restri¢ao

ks = 1. De (2.2), vemos que os equilibrios de X s@o dados por

{ ;CP('UQ,UQ,UE},P) =0

2.4
(£u1+P£u2+£ud (Z/H—VP)) (Ul,UQ,Ug,P):O ( )
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Como
Lp(ur,u, ug, P) = 2PL,(uy, ug, ug) + M, (uy, us, u3),

segue-se que os pontos parcialmente umbilicos, que neste caso formam uma curva reg-
ular ¢, anulam a primeira equagao de (2.4). Vimos em (2.1) que podemos escrever as

coordenadas de ¢ da forma
Uy = 01(U3), U9 = CQ(U3), (25)

e que, além disso,

(—cq111 + 90210 — q201b)

b(—b+a) us +0(2)

C1 (U3) =

(2.6)

oo(ug) = —%u?} +0(2)

Substituindo (2.5) e (2.6) na segunda equagao de (2.4) e usando (2.3), obtemos a

seguinte equacgao cubica em P:

(b+O(1) PP+ (—c+O(1)) P* + (a — 2b+ O(1)) P+ O(1) = 0, (2.7)

onde O(1) representa os termos de ordem maior ou igual a 1 na variavel uz. O discrim-
inante!, D(u3), de (2.7) ¢ dado por

D(us) = — (40—; - % + 2) (2?“ - 4)2 +0(1), (2.8)

donde vemos que, para ujz suficientemente pequeno (veja definigdo 1 no capitulo 1):

Condigao Dy) = D(u3) > 0 = Existe uma tnica solucdo, P (u3), de (2.7),
Condigoes Dy e D3) = D(u3) < 0 = Existem exatamente 3 solugoes de (2.7),

que denotaremos por P;(us), Pa(ug) e Ps(us).

Lembre que o discriminante de uma equagio cibica p(x) = 2% + ax? + Bz + v é dado por

1 203 —9a8\° 1 A
D=- AT L (g
4(7+ 27 >+27<B 3)’

com as seguintes propriedades:

D =0 = trés raizes reais sendo duas iguais
D >0 = uma raiz real e duas complexas conjugadas .

D <0 = trés raizes reais distintas
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Como, para ug = 0, a equagao (2.7) tem as seguintes solugoes:

Pl(o):()v
c c? a
PQ(O)—%JF\/W—FLZ
c c? a

concluimos que:

e se ¢ é do tipo D; entao existe uma tnica curva de equilibrios para X que se

projeta em ¢, além disso, tal curva intersecta o eixo P em P;(0),

e se ¢ ¢ do tipo D, ou D3 entao existem exatamente 3 curvas de equilibrios de X

que se projetam em ¢, tais curvas intersectam o eixo P em P;(0), P»(0) e P5(0).

[
Para cada i = 1,2, 3, denotaremos a curva de equilibrios de X intersectando o
eixo P em P = P;(0) por G;(us).

Lema 2 Seja X, o campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan. En-
tao:

Condi¢ao D) =1 € normalmente hiperbdlica do tipo sela para X,
Condi¢ao Dy) = Para i =1,2,3, 5; € normalmente hiperbolica para X satisfazendo:
uma do tipo atratora (ou repulsora) entre duas do tipo sela,

Condi¢ao D3) =; é normalmente hiperbdlica do tipo sela para Xp, i=1,2,3.

Demonstracao:  Seja X = (X1, Xa, X3, X4) 0o campo de Lie-Cartan dado em (2.2).

Analisaremos a linearizacao de X ao longo das curvas de equilibrios

Bi(us) = (c1(ug), ca(us), ug, Py(uz)), i=1,2,3,

encontradas no lema anterior.

Como L, (c1(ug), ca(uz),us) =0 e M,(cq(us), ca(ug), uz) = 0 segue-se que

0X
8—;(61(U3)7C2(U3),U37P) = 2L, (c1(u3), c2(us), uz) =0
0X 0X
8_P2 =4L, P+ M, = a—;(C1<U,3),C2<U3),U3,R) =0
X X
% = 2L, (U + PV) + (2L, P+ M,)V = %(cl(u?,), c2(us), us, Fr) =0,
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disto
0X1 0X1 0X1 0
8u1 8'LL2 8’11,3

0Xo 0Xo 0Xo 0
_ 17} 1o} o
X (Bilus)) = 0Xs OXy Xy 0
ou1 Ous ous

0X4 0X3 0X4 0X4
Ou1 Ous ous oP

Sendo X7 = Lp, Xo = PLp e X5=(U+VP)Lp, veja (2.2), segue-se que

(2.9)

00X, 0

Bu; ~ By )

0Xs 0

o, ~ Dau; Cr)

0Xs 0 )Y
u Pa—uj(ﬁp)(u + PV)+ Lp <8_ + Pau)

para 7 = 1,2,3. Como
Lp(Bi(us)) = 2L, (c1(us), ca(us), us) Pi(us) + M, (c1(us), ca(uz),uz) =0

0X; : 0 o
resulta que —(f;(u3)) ¢ maltiplo de —(Lp) implicando que
au]‘ 8uj

0Xy  9X1 9Xy

ouq Ous ous

0Xs 0X» X2 | _
det [ 572 G2 5 0. (2.10)
0X3 0X3 0X3
ou1 Ous ous

Usando (2.10), teremos que o polindmio caracteristico de DX (5;(ug)) é

0X4 0X3 0Xy 90Xy
2 _ _ _ _
P =2 < oP A) ()\ Oug  Ouy  Ouy ) (2.11)

e Condicao D;(§ > (%)2 +2):

Suponhamos b > 0. Segue-se de (2.11) e de (2.3) que os autovalores de DX (/31 (u3)) =
DX (c1(us), ca(us), us, Py(us)) sao

)\1(U3) = )\2(“3) = O,

0X4

)\3(U3) = 8_P =—-2b+a+ O(Ui}); (212)

I A
)\4(U3) - aul + 8U2 + aug _b CL+O(U3),

Donde vemos que, para us suficientemente pequeno, A3 > 0 e Ay < 0. Logo, teremos

que [31(u3) é uma curva normalmente hiperbolica do tipo sela.
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e Condicao D, (1 < § < (ﬁ)2 +2ea#2b):

Neste caso, DX (51 (u3)) tem autovalores i, Ay, A3 e \y satisfazendo (2.12). Entretanto,

no presente caso, se uz é suficientemente pequeno entao

Az(ug) > 0sea>2b

(2.13)
As(uz) < 0sea < 2b

)\4(11,3) <0e {
Suporemos que a < 2b e b > 0, os outros casos sao analogos.
Para i = 2,3 teremos que os autovalores A1, Ay, A3 e Ay de DX (B;(u3)) =
DX (cq(us), co(ug), us, Pi(u3)) satisfazem Ay = Ay = 0, A3 > 0 e Ay < 0 ja que, por
(2.11) e (2.3), teremos que

0X
Az(uz) = (’3_P4(Cl(u3)’ co(us), us, Pi(us)) = bP;(0)> +2b — a + O(1) > 0
X,  0Xy 0X
Ag(us) = <8u11 + (9u22 =+ 8u§) (c1(ua), calus), us, Pi(uz)) = (2.14)

— bP(02 —b+O(1) <0

Assim, concluimos que a condi¢ao D5 implica que §; é normalmente hiperbélica
do tipo atratora e (5, 3 sao normalmente hiperbolicas do tipo sela. Como a < 2b

entdo Py(us) < 0 < Ps(us), para ug suficientemente pequeno, donde vemos que (1 (u3)

esté entre (o(ug) e Ps(us).
e Condicao Ds (% <1):
Os autovalores de DX (f;(u3)), para ¢ = 1,2, 3, satisfazem
A(us) = Aa(ug) =0 e Ag(us) - Aa(ug) <0 (2.15)

a
Jja que 5 < 2, veja equagao (2.14). Assim, para ug suficientemente pequeno, f3;(u3) é

normalmente hiperbélica do tipo sela (i = 1,2, 3).

Observacao 7 Visto em R*, o campo de Lie-Cartan sempre tem um autovalor nulo.

Nos interessa estudar X restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan.

Observagao 8 Na carta (uy,us, us, Q) o campo de Lie-Cartan é reqular numa vizinah-

n¢a da origem.
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Passemos a analise da restricao do campo de Lie-Cartan, X, a hipersuperficie de
Lie-Cartan, £71(0).

Na carta de Monge reduzida, escrevemos

L, = —buy — qiiuz + O(2),

M, = (b - a)ul + cug — (Q201 - C]021)U3 + 0(2)7 (2-16)
NT = bUQ + qi11us + 0(2)

Sendo £ = L, P%? 4+ M,P + N, teremos que
oL oL oM,
—(0,0,0, P;(0)) = =——(0,0,0)(P;(0))* d
5o (0.0.0. R(0)) = Z7(0.0,0)(B(0)) + 5

= —b(Fi(0))* + cPi(0) + b,

ON,.
8u2

(0,0,0)7(0) +

(0,0,0)

oL
donde vemos que 8_(0’ 0,0, P;(0)) # 0, ja que
Ug

oL {b, sei=1

—(0,0,0,F7;(0)) =
8uQ( ) a—b, sei=23

Disto, numa vizinhanga de (0, 0,0, P;(0)) (i = 1, 2, 3), podemos escrever us = us(uy, us, P)
na equacao
E(ul, U2, U3, P) =0.

A restricao do campo de Lie-Cartan & hipersuperficie de Lie-Cartan é dada por

ul - Xl(UI,UQ(UhUg,P),Ug,P)
Xe =14 ts = Xs(ug, ug(uy, us, P),us, P) (2.17)
P = Xy(uy, us(uy, us, P), us, P)

A linearizacao de X, possui um autovalor nulo e dois nao nulos satisfazendo as mesmas
condigoes dos autovalores nao nulos, A3 e Ay, dadas em (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15). O
autovalor nulo é associado ao vetor tangente a curva de equilibrios. Disto, com relagao

a X, concluimos que
Condigao D) =/ (us3) é normalmente hiperbdlica do tipo sela,

Condigao Dy) = se a < 2b e b > 0 teremos que, para uz suficientemente pequeno,

a curva [31(u3) ¢ normalmente hiperbdlica do tipo atratora,
as curvas [3(ug) e fB3(ug) sd@o normalmente hiperbdlicas do tipo sela,

os outros casos sao analogos.

Condigao Ds3) = as curvas [3;(u3)(i = 1,2, 3) s@o normalmente hiperbolicas do tipo sela.
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|
A seguir provaremos o teorema 1 enunciado no inicio desta secao.
Prova do teorema 1:
Seja ¢ uma curva parcialmente umbilica Darbouxiana. Como visto em (2.1),

podemos escrever ¢ da forma

c(uz) = (c1(us), ca(uz), uz).

e Suponhamos ¢ do tipo D;.

Pelo lema 1, exite uma tnica curva de equilibrios, 1 (u3), do campo de Lie-Cartan
restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan.

Pelo lema 2, 51(u3) é normalmente hiperbolica do tipo sela.

Assim, pelo teorema 4 enunciado no apéndice deste capitulo, existem tnicas va-
riedades invariantes, numa vizinhanga Vj, () de 8i(uz), bidimensionais W§ e
W4, de classe C*72, com WY NWj = B (us).

Afirmagao: TI(W§ ) = (c1(u3), ca(uz), uz), onde H(uy, ug, uz, P) = (uy, ug, uz). De

fato, como

— 0 eixo P é invariante por X

0X
— e, por (2.9), (0,0,0,1) é o autovetor associado ao autovalor a—;(ﬁ1<U3))

que é positivo para uz suficientemente pequeno, veja (2.12),

segue-se, pela unicidade das variedades invariantes, que numa vizinhanca tubular
de 51 (Ug)

Wi = {(c(us), P), para uz suficientemente pequeno. }

resultando que TI(W§ ) = c(u3).

Fazendo
V; = H(VBI(ULS)) (§] Wc = H(Wﬁsl),

concluimos que: Se ¢ é do tipo D; entao

— existe uma tnica superficie separatriz parcialmente umbilica, W., de classe

k—2
Gl
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— por vi) do teorema 4 no apéndice deste capitulo, W, é fibrada sobre c e estas
fibras sao folhas de JFi(a),

— existe uma vizinhanca tubular V. de ¢ tal que o conjunto V. \ W, é um setor
hiperbolico de Fy(a).

Veja figura 2.6.

w(S)=T1(", )

Figura 2.6: Projecao para o caso D;.
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e Suponhamos ¢ do tipo Ds.

Pelo lema 1, existem exatamente trés curvas de equilibrios, (5i(u3), B2(u3) e
Ps(us3), do campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan.
Pelo lema 2, 31 (u3) é normalmente hiperbélica do tipo atratora, fs(us) e f3(u3)

sao normalmente hiperbdlicas do tipo sela.

Assim, pelo teorema 4, teremos que

— Para 1 = 2,3, existem tnicas variedades invariantes bidimensionais W3 e
W, de classe C*72, com W N W5 = B;(us).

— Para 5 (us), Wi = 0

Como no caso Dy, neste caso, teremos que [I(W3 ) = TI(W§) = (c1(us), ca(us), us),
i=1,2.

Fazendo
W, = H(WEQ) e Wy = H(W§3),

concluimos que: Se ¢ é do tipo D, entao

— existem duas superficie separatriz parcialmente umbilica, W; e W5, ambas

de classe C*2,

— existe exatamente um setor hiperboélico e uma setor parabolico de Fi(a).

Veja figura 2.7
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N
Mg,

Figura 2.7: Projegao para o caso Dy com < 2.

e Suponhamos ¢ do tipo Dj.

Pelo lema 1, existem exatamente trés curvas de equilibrios, (51(us3), fo(ug) e
Ps(us3), para o campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan.
Pelo lema 2, as curvas f1(us), fa(u3) e B3(us) sdo normalmente hiperbdlicas do

tipo sela.

Assim, do teorema 4, teremos que para i = 1,2,3, existem tnicas variedades
invariantes bidimensionais W3 e Wg, de classe C*=2, com Wg NW; = B;. Além
disso,

I(W35) = H(Wg) = (c1(us), caus), us),i = 2,3.

Fazendo

Wy =TI(Wg,), Wy = II(W3,) e Wy = TI(W3,),
concluimos que: Se ¢ é do tipo D3 entao

— existem trés superficie separatrizes parcialmente umbilica, Wy, Wy e Wj,

todas de classe C*2,
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— existe exatamente trés setores hiperbolicos de Fi ().
Veja figura 2.8.

Figura 2.8: Projegao para o caso Ds.

59
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2.3 Curva Parcialmente Umbilica em torno de um
ponto do tipo D3

Nesta secao, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2 (R. Garcia, [6]) Suponhamos a € ZF(M?3,R*Y), k > 4, e p um ponto par-
ctalmente umbilico de v do tipo Do3. Entao o comportamento das linhas de curvatura

numa vizinhang¢a de p é como na figura 2.9.

Figura 2.9: A figura do meio representa a configuracao principal de a numa vizin-
hanca de um ponto do tipo D3, e as das laterais representam cada folheacao F; e F5

separadamente.

Observagao 9 Dividiremos a demonstragao do teorema 2 em 3 lemas, dados ao longo

desta secao.
Escrevemos a imersao « na carta de Monge reduzida:

O{(U1, U, U3) - (ula Ug, U3, h(U1, Uy, Ug)),
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onde
k k 1 1 1 1
h(ul, U, Ug) = 5(’&% + U%) + gug + ECLU? + §bu1u§ + gcug + EC]O03U§

1 1 1

+ 5Q012U2U§ + qr1uruu3 + 5%21%3713 + §Q102U1U§
1 1 1 1 1

+ §q201u%u3 + ﬁAu‘f + éBu:{’uz + ZCufug + éDulug

—|—iEu4—|—iQ u4—|—1Q u u3—|—1Q u u3—|—1Q uiul
24 2240043601323610313402223
1 1 1 1

+ Zonw%u?, + 5@112161“210% + 6@031“3163 + 6@301“?“3
1 1

+ 5@121U1U§U3 + 5@2111@“2&3 +O(5).

Nesta carta com k3 = 1, vimos na definicao 2 no capitulo 1 que as condig¢oes para

que p seja do tipo Dsy3 sao:

1) b=1a+#0, =b(—q201 + qo21) — cq111 #0 e

—2¢211b 4 263510 + 2¢201q111¢
b(k —1)

2) x=cB—(C—A+2k%b+ #0

Como veremos no lema 3 a condigdo 1) implicard que p pertence a uma curva
regular de pontos parcialmente umbilicos. Ja a condigao 2) sera usada para mostrar

que ocorre a transicao Dy — D3 ao longo da curva parcialmente umbilica, veja lema 5.

Lema 3 Se p ¢ um ponto parcialmente umbilico, de «, semi-Darbouxiano do tipo Dag
entao p pertente a uma curva reqular ¢ de pontos parcialmente umbilicos. Além disso,
numa vizinhanca de p, podemos escrever as coordenadas uy, us, us de ¢ da sequinte

forma:

1
2((%21 - Q201) b— CQ111)

Ug = C2(U1) = - [Q111A + 91110 - (6_1021 - qgtn) B

—2(q201q021 — ¢311) 1 (k — 1)71 = 2q111 K3 u? + O (3)

(2.18)
1

—2(]201b — ZCQ111 + 426)

ug = cs3(uy) = ( [bA—bC’+cB—2k3b

+(k - 1)_1(_2 (Q%n + qgm) b+ 26]201@1110)} U% +0 (3)
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Demonstracao: Vimos no capitulo 1, observacao 5 , que os pontos parcialmente

umbilicos sao dados por

LT(Ul,Ug, U3> = O, Mr(ul,uz, 'LL3) =0 (219)
e, de (1.15),
(L, M,
det g = b(—qa01 + qo21) + cqan1 # 0,
5(U2,U3)

u1=0,u2=0,u3=0

implicando, pelo teorema da funcao implicita, que p pertence a uma curva regular
de pontos parcialmente umbilicos e que, além disso, podemos escrever uy = co(uq) e

ug = c3(uy) em (2.19). Para encontrar o segundo jato de c¢q e c3, escrevemos

ca(uy) = cyup + cau?

cs(uy) = cyuy + caus.

Resolvendo
(0

Oy

(L (w1, ea(uy), e3(u))] =0

0
G (1, e2(1), (1)) = 0

o2
a—ﬁ[Lr(Ul,@(m),C:a(m))] =0
o2

7
12 1

2
em c;, ¢35, 3 € 5 obtemos que

M, (uy, ca(ur), e3(ur))] =0

\

1
2((%21 - C]201) b— CQ111)
2 —1 31,2
=2 (gao1Go21 — q111) quui(k — 1)~ = 2q111K°] uf + O (3)
1
—2q201b — 2cqi11 + 420)

+<k - 1)_1(_2 (Q%n + qgm) b+ 2Q201C]1110)] U% +0 (3)

ca(u) = — (111 A + ¢111C — (qo21 — ¢201) B

03(u1) = ( [bA —bC +cB — Qk'gb
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Na secao anterior, vimos que a configuragao principal em torno de uma curva
parcialmente umbilica do tipo D3 é proveniente da projecao das curvas integrais de
X, numa vizinhanga de trés selas normalmente hiperbélicas, e a configuracao princi-
pal numa vizinhanca de uma curva do tipo Dy é proveniente da projecao das curvas
integrais de X, numa vizinhanca de um n6é normalmente hiperbélico entre duas se-
las normalmente hiperbolicas. Assim, devemos mostrar que existem trés curvas de

equilibrios de X, sendo duas do tipo sela e uma do tipo sela-né, ver figura abaixo:

D;
sela
I1
e sela-no — ¢ D,
no’ D2
sela sela

Figura 2.10: Equilibrios de X associados a um ponto parcialmente umbilico do tipo
Dos
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O lema 4 a seguir garante a existéncia das trés curvas de equilibrios, e o lema
5 mostra a estrutura da curvas integrais de X numa vizinhanca de tais curvas de

equilibrios.

Lema 4 Sejam (uy,us,uz) : M® — R? a carta de Monge reduzida com ks =1, X o
campo dado em (2.2) e c(uy) = (uy, ca(uy), c3(uy)) wma curva parcialmente umbilica tal
que p = ¢(0) € do tipo Das. Para uy suficientemente pequeno, o conjunto dos equilibrios
de X, que se projetam em ¢, é formado por trés curvas requlares B;(u1), i = 1,2,3,
satisfazendo

Biur) = (u1, c2(ur), c3(wr), Fi(ur))
onde

Pi(u1) =0+ 0(1);

/2 L 4p2
c+Vet+ L0

Py(u) = 5 (1); (2.20)
c— e+ 4b?
Py(u)) = ——+0(1).
2b
Demonstracao: Sendo
w = Lp
P uy = PLp
P = —(Ly +PLy+ Ly (U+VP)),
segue-se que os equilibrios de X sao dados por
Lp(u1,ug,u3, P) =0 (2.21)
(£u1 + PLUQ -+ Lug (?/l + VP)) (Ul,UQ,Ug, P) = 0.

Como

Lp(ur, ug,u3) = 2P L, (uy, ug, uz) + M, (uy, us, us),

resulta que os pontos parcialmente umbilicos, que neste caso formam uma curva regular
¢, anulam a primeira equagao de (2.21). Pelo lema (3) podemos escrever as coordenadas

de ¢ da forma
Uy = CQ(U1)7 us = 03(U1>, (222)
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e, além disso,

1
— A C — (qoor — goo1) B
co(uy) (g0 — @201) b — cqnr) [ A+ qan (qo21 — G201)

—2(q2019021 — G111) qu11(k — )71 = 2q111K*] u? + O (3)
(2.23)
1

—2q201b — 2¢qu11 + 420

c3(uy) = ( ) [bA —bC + cB — 2k%b

+<k - 1)71(_2 (Q%n + qgm) b+ 2(]201%110)] U% +0 (3)

Substituindo (2.22) e (2.23) na segunda equagao de (2.4) e fazendo a = b em (2.3)

obtemos a seguinte equagao ctbica em P:
(b+O0(1) PP+ (—c+ O(1)) P* + (=b+ O(1)) P+ O(1) = 0, (2.24)

cujo discriminante ¢ dado por

1 2+ 4b?

Disto, para u; suficientemente pequeno, a equagao (2.24) possui trés solucoes P;(u1)(i =

1,2,3) como dado em (2.20), ja que em u; = 0 a cubica (2.24) tem as seguintes raizes:

P(0) =0;
1ec+ V2 + 4b2
Ry(0) = L STYETIE,
le— 2%+ 4b2
RO =35

Resumindo, mostramos que X possui trés curvas de equilibrios £y, £ e (3 tais
que I1(5;) = ¢, i = 1,2,3. No espaco das variaveis u;, us, uz ¢ P escrevemos as curvas

de equilibrios de X como segue:
Bi: us =co(uy),us =cs(uy) e P=P(uy), 1=1,2,3 (2.26)
onde ¢y, c3 e P; (i = 1,2,3) foram dadas em (2.18) e (2.20) respectivamente. W

Lema 5 Seja X, o campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan. As
curvas B;, 1 = 2,3 sao normalmente hiperbdlicas do tipo sela para Xy. Quanto a curva

b1, o retrato de fase de X, é como na figura 2.11 abaizo.
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Figura 2.11: Retrato de fase do campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de

Lie-Cartan, numa vizinhanga da curva de equilibrios ;.

Demonstra¢ao: A linearizacao DX (f;(uy)), i = 2,3, de (2.2), possui dois autovalores

identicamente nulos e os seguintes dois nao nulos:
M () = —b(B(0)2 + 1) + O(1), Ao(wr) = b(B(0)2 + 1)+ O(1), i=2,3.

Disto, para u; suficientemente pequeno, Aj(u;) < 0 e Ay(uy) > 0, donde vemos
que, restrito & hipersuperficie de Lie-Cartan, 35 e 3 sao normalmente hiperbolicas do

tipo sela.

Observacao 10 e Visto em R* o campo de Lie-Cartan sempre possui um autovalor
nulo, este autovalor desaparece quando feita a restricao de X a hipersuperficie
de Lie-Cartan. O outro autovalor nulo corresponde a diregao tangente a curva

de equilibrios.

e Numa vizinhan¢a de P = P;(0), i = 2,3, podemos escrever a hipersuperficie de
Lie-Cartan como grdfico nas varidveis uy, us e P, jd que
oL ~ (b(go21 = ga01) — cqin)(c + (=1)'Ve? + 40?)

g 00 PO = T

(i=2,3)
(2.27)

Passemos ao estudo de X, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, numa vizin-

hanca de (31(uq), para u; suficientemente pequeno.
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Seja L(uy,us,uz, P) = 0 a equacao que define a hipersuperficie de Lie-Cartan,
onde
L(uy, us, uz, P) = Ly (uy, up, us) P* + M, (uy, us, us) P + Ny (uq, us, ug).
Na carta de Monge reduzida, temos que
L, = —buy — quusz + O(2),
M, = cuy — (qao1 — qo21)us + O(2),
Nr = bUQ + q111U3 + O<2)
Assim,
oL

— = 2.2
T (0.0.0.0)=b#0, (225)

implicando, pelo teorema da fun¢ao implicita, que podemos escrever uy = us(uy, ug, P)
na equagao L(uq,us,us, P) = 0, numa vizinhanga da origem. A expansdo em Taylor,

até segunda ordem, de us(uy, us, P) é a seguinte

1 c
u2(u1,u3,P) _ _@W 4 (B —1—2%01%11)1@% I <Q201 _ 9021 I C]111>u3P

k—1 b b b2
4 (QQ01C]111QO21 42019012 Q1113 ¢11:C Q02111

(k—1)b? (k—=1)b  (k—1)b? b? (k—1)b
_611117€3 - Qo211 T q111° Qoo 4 q11190219102 1DQ1112
b b ) k—1)b  (k—1)8> 2 b

2
q111-qo12 Qi 1 Qe qo129102 2
HEN A Mk—n)“VHxa

Substituindo uy = wus(uy,us, P) nas coordenadas de X dadas em (2.3) com a = b,

obtemos a restricao do campo de Lie-Cartan a hipersuperficie de Lie-Cartan:

ul = Xl(ul,UQ(ul,U,g,P),Ug,P))

XE = ’[Lg = Xg(ul,UQ(ul,U;),,P),Ug,P) . (229)
p = X4(U1,U2(U1,U3,P>,U3,P)
onde
b—rc — b
X, = (%21 qd111 — 4201 )U3 +O(2)

b
X3 = <L{(u1,u2(u1,u3,P),u3) + PV(U1>U2(U1>U3,P),U3)>X1

k—1

6_11110 k? 2%02%11_9201(1012 2U3Q1113 201402149111 .
b b k-1 k—1  (k—1b (k—1)b )"

X, = (—B B 3Q201Q111> u — bP+
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Os autovalores de DX (51(uy)) s@o

A(ug) =0
Aa(wr) = ¢201 ((qo21 — (]201) b— CQIll)ul +0(2).

b(k—1)

Observacgao 11 Seja € > 0 suficientemente pequeno e suponha, sem perda de gener-
201 ((qo21 — Go01) b — cqui1)
b(k—1)

Se |uq| > €, teremos que:

>0eb>0.

alidade, que

e (i(uy) € normalmente hiperbdlica do tipo sela, se uy > e,
e [1(u1) € normalmente hiperbolica do tipo atratora, se u; < —e

Observagao 12 Sendo \y(uy) < 0, para uy suficientemente pequeno, seque-se do teo-
rema 4, no apéndice deste capitulo, que existe uma variedade, que denotaremos por

WS

i (uy)s Ivariante por X, de classe C*=2 e onde 31(uy) € atratora.

A variedade W35 (1) € & variedade atratora na figura 2.11.

Observagao 13 Quando u; = 0, a variedade central em [31(0), ng(o), tem dimensao

2 e contém a curva de equilibrios, (1, numa vizinhanga de 51(0).

Como veremos, a variedade Wi, ) €a variedade do tipo sela-n6 na figura 2.11.
Passemos ao estudo de X, restrito a Wg 0)° Para isto, faremos uma mudanca de
coordenadas, (u;,us, P) + (u,w, P), de modo a obter o espaco central como sendo o

plano ww. Tal mudanca é dada por

b— b—
U = (%21 Q2z1 anl)u+

+b(3k73+13q201q111) (—2q1116q102 — Q211kb + Q211 — bgo12g201+
+2C]§11 + q111kC — q111C — Q111k4 + Q111k3 + Q201Q111QO21) w

us = w
P - _ (qo210 — Gao1b — cqi1) (Bk — B + 3q201q111)u+ (2.30)
B 2 (k — 1)
n (qo210 — q201b — cqu11) (Bk — B + 3q201q111)w_
b3k —1)

(Q(mb — G201 — CQ111) (Bk - B+ 3Q201Q111)—
b3(k — 1)

o
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Substituindo (2.30) em X obtemos

u = w+ f(u,w,P)
Vo={ v = gluw,P)
P = —bP+ h(u,w,P)
_ _ _0 % _9f _9f _
onde f(oa 07 0) - 9(07 07 O) - h(07 07 O) - 07 ou (07 07 O) - ow (07 07 O) - a]_? (07 07 0) -
dg Oy Oy . 0h _ 0h _ 0Oh B
0, 8u<0’0’0> — 8w(0’0’0) = 8]_9(0’0’()) =0, 8u(0’0’0> — 8w(0’0’0) = 8]3(0’0’0) =

0.
A variedade central W€, na origem, associada a Y, pode ser parametrizada por
P = P(u,w). A restricio de Y, a W¢ ¢ dada por

1 = U
v, =0"° (1, w) , (2.31)
we w o= W(u,w)
onde 5U
—(0,0)=1
5’w( 0) ’
0*U —2q111b + 22010 + 2¢201q111€
— =c¢B—(C— A+2ED =
e
O*W (Q(mb — q201b — CC]111) 420149111
Juw (0,0) = b2(k —1) 70

Assim, o retrato de fase de Y, restrito a variedade central é como na figura 2.12.

Figura 2.12: Retrato de fase de Y,

We

Disto, concluimos que existem variedades invariantes por X,

W5 ) € Wi o)
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cujo comportamento das curvas integrais, numa vizinhanca de tais variedades, é como
na figura 2.11. W

D23.

i)

i)

iii)

Demonstracao do teorema 2: Seja p um ponto parcialmente umbilico do tipo

Lema 3 = p pertence a uma curva regular ¢ de pontos parcialmente umbilicos,

escrita nas variaveis uq, us, uz da forma

c:ug = ca(uy) e ug = cz(uy).

Lema 4 = o campo de Lie-Cartan, X, possui trés curvas de equilibrios 3;, i =

1,2, 3, que no espaco das variaveis uy, us, us, P sao da forma
Bitug = co(u1), wuz=c3(w), P=PFuw), i=123

onde

Pl(o) =0;
1c+ 2+ 4b2
Py(0) = 5 VEE
le— 2+ 4b?
P0) = 55—

Observagao 14 11(3;) = ¢, 1 = 1,2,3
Observagao 15 P < P, < P, para u; suficientemente pequeno.

Lema 5 = as curvas 5 e (3 sao normalmente hiperbélicas do tipo sela para X
restrito & hipersuperficie de Lie-Cartan. Quanto a curva 3, o retrato de fase de

X, & como na figura 2.11.

Assim, conluimos que:

i), ii) e iii) = a configuracao principal, numa vizinhanga de p, é como na figura 2.9. O

que conclui o teorema 2. Veja figuras 2.13 e 2.14.



Pontos Pracialmente Umbilicos Darbouxianos e semi-Darbouxianos

%I
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=
/3
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-

NiC

71

1

L

Figura 2.13: Secoes da Hipersuperficie de Lie-Cartan e suas projecoes na hipersuperficie

imersa em R*.
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P=P,(0)

Figura 2.14: Projecao das curvas integrais de X na hipersuperficie imersa em R*. Ob-
V2 +4b? — V2 +4b?
servamos que, numa vizinhanca de P,(0) = C+++ e de P3(0) = %,
podemos escrever a hipersuperficie de Lie-Cartan da forma ug = us(uy, us, P) (veja a
equagao (2.27)) e, numa vizinhaga de P;(0) = 0, a hipersuperficie de Lie-Cartan é dada

por us = ug(uq, us, P) (veja a equagao (2.42)).

Na figura 2.15 descrevemos as variedades invariantes estratificadas.
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Estrato parabdlico D, (dim 2)

Fronteira (dim 1)

Setor parabdlicoD, (dim 3) 1

e suas fronteiras (dim 2)

Superficies separatrizes D, (dim 2)
e suas fronteiras (dim 1)

Figura 2.15: Variedades invariantes estratificadas numa vizinhanca de um ponto do

tlpO D23.

2.4 Linhas de curvatura em torno de um ponto do
tlpO D12
Nesta secao, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 3 (R. Garcia, [6]) Suponhamos a € TF(M3? R*), k > 4, e p um ponto
parcialmente umbilico do tipo Dq5. Entao o comportamento das linhas de curvatura

prozimas a p € como na figura 2.16.
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Figura 2.16: Configuracao Principal numa vizinhanga de um ponto parcialmente um-
bilico do tipo Ds.

No capitulo 1, vimos que na carta de Monge reduzida as condi¢oes para que p

seja do tipo Do sao:

1) cb(b—a)#Oe%zQ,
2) x2 # 0, onde
X2 = m (bCI111l€4 - bq111k3 — kBbgao1 — kBqiiic + QQHka

—bq111kC + kBbqoa; — Q2110* — Bbqoa1 + bg111C' + Bbgao: ( )
2.32

—3Q1112Q201C - 361111(1%0117 + 26]11152(1102 + Bqiiic — 2bC]1113

+2¢111G20109021 + V*qo12G201) €.

Usando a condigao 1) mostraremos, no lema 6, que um ponto do tipo Dj, pertence

a uma curva regular de pontos parcialmente umbilicos.
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Ja a condigao 2), garante a transi¢do D;-Ds ao longo da curva parcialmente umbilica,

veja lema 7 mais adiante.

Lema 6 Se p € um ponto parcialmente umbilico Semi-Darbouzxiano do tipo D1s, entao
p pertente a uma curva reqular ¢ de pontos parcialmente umbilicos. Além disso, na

carta de Monge reduzida com ks =1, escrevemos

b — b—
U = 1 (U3) = do21 Q2bo21 Q1116U3 + O (2) ,

s = calug) = —QIT”ug +0(2),

C:

numa vizinhanc¢a de p.

Demonstra¢ao: Vimos no capitulo 1 (observac¢ao 5) que os pontos parcialmente um-

bilicos sao dados por
L. (uy,u9,u3) =0 e M, (uy, us, uz) = 0. (2.33)
Como, na carta de Monge reduzida com k3 = 1,

L, =—bv—quw+0(2),
M, = —bu+ cv — (g1 — qoo1)w + O(2),
N, =bv+ qnw+ 0(2)

_ 0 =b —dq111
11 =0,u5=0,uz3=0 —b ¢ —gao1 + qon ’

segue-se que

d(L,, M,)

a(ulu U, u3)

donde
= —b°

u1=0=ugs=us
Assim, pelo teorema da fun¢ao implicita, teremos que p pertence a uma curva regular de
pontos parcialmente umbilicos. Além disso, podemos escrever u; = ¢1(ug) e us = co(ug)

em (2.33). Fazendo
cr(uz) = c%u;;
co(ug) = c§u3
e resolvendo

aiul[MT(Cl(US)a co(uz),uz)] =0

{ %[Lr(cl(uza)mz(u?)),u?,)] =0
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em ¢} e ¢i, obtemos que

- bgo21 — q2010 — qui1c
= 2

c1(u3) us + O (2)

(2.34)

eo(uz) = —Q1—b”u +0(2)

Lema 7 Sejam (uy,us,uz) : M® — R3 a carta de Monge reduzida com ks = 1, X o
campo de Lie-Cartan dado em (2.2) e c(uz) = (c1(us), c2(us), us) uma curva parcial-
mente umbilica tal que p = ¢(0) € do tipo D1s. Para usz suficientemente pequeno, o
conjunto dos equilibrios de X, que se projetam em c, € formado por duas curvas regu-
lares, que denotaremos por 1 e (o, onde [y intersecta o eizo P transversalmente em

P =c¢/b, e By passa pela origem e é tangente ao eixo P neste ponto.

Demonstracao: Sendo

111 — ﬁp
Y uy, = PLp
P = —(Ly +PLy + Ly U+VP)),

segue-se que os equilibrios de X sao dados por

{ Lp(uy, uz,uz) =0

2.35
(£u1 + P£u2 + £U3 (Z/{ + VP)) (u17u27u37P) = 0. ( )

Como
Lp(uy,ug, u3) = 2P L, (u1, ug, us) + M, (uy, us, u3),

resulta que os pontos parcialmente umbilicos, que neste caso formam uma curva regular
¢, anulam a primeira equagao de (2.35). Pelo lema 6 podemos escrever as coordenadas

de ¢ da forma

uy = c1(ug), ug = ca(ug), (2.36)
e, além disso,
c(us) = o — qz;;b — q1110u3 +0(2),
(2.37)
e(ug) = -1y +0(2),

b
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Seja
X4<U3, P) = (£u1 + P£u2 + £u3 (U + VP)) (Cl<U3),CQ(U3),U,3,P>.

Substituindo (2.37) na tdltima equacao de (2.3) e fazendo a = 2b, obtemos que

8X4(U,3, P)
i 20 (2.38)
u3:O,P:%
€
6X4(U3, P) 82X4(U37 P)
AT T = i S A = — 2.
op 0, b2 c#0 (2.39)
u3=0,P=0 u3=0,P=0
Assim,

(2.38) = existe uma tunica curva de equilibrios, f;, transversal ao eixo P, passando
por ug =0, P = ¢/b,

(2.39) = existe uma tnica curva, /35, passando pela origem e tangente ao eixo P neste
ponto.

Como ilustracao veja a figura (2.17). W

P

LT

B,

Figura 2.17: Curvas 3, e (2 no plano uzP.
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Observagao 16 Vimos, em (2.3) que X4 € cubica em P. Substituindo (2.34) em (2.3)

e fazendo a = 2b teremos que, para um ponto do tipo Dis,
X4(C1(U3), CQ(U:I,), us, P) = Ag(Ug)P3 -+ AQ(Ug)Pz + A1<U3)P + Ao(U3),
onde A3(0) = b, A3(0) = —c, A1(0) =0 e Ap(0) = 0. O discriminante de

As(us) P + Ay(us) P? + Ay (u3) P + Ag(uz) =0 (2.40)

D(us) = x2us + O(2), (2.41)

onde X9 foi dada em (2.82). Assim, supondo xo < 0 (0 caso xo > 0 € andlogo) teremos:
e Para uz <0, (2.40) possui uma tinica raiz real;

e Para uz = 0, (2.40) possui uma raiz real dupla em P = 0 e uma simples em

C
P=";
b)

e Para uz >0, (2.40) possui trés raizes reais.

Para que tenhamos a configuracao na figura 2.16, devemos mostrar que 3; é
normalmente hiperbdlica do tipo sela, e que [y é do tipo sela né (veja ilustra¢do na
figura 2.18):

By By

sela no I D,
|:> » Dy,

sela-no
D,

sela

Figura 2.18: Equilibrios de X associados a um ponto parcialmente umbilico do tipo
D12.



Pontos Pracialmente Umbilicos Darbouxianos e semi-Darbouxianos 79

Lema 8 Seja X o campo de Lie-Cartan e [y, Py as respectivas curvas de equilibrios

encontradas no lema 7. Entao,

e (31 € normalmente hiperbolica do tipo sela para X restrito a hipersuperficie de

Lie-Cartan;

e Quanto a curva (o, o retrato de fase de X restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan,

numa vizinhanca da origem, € como na figura 2.19.

Variedade
atratora

_/ B,

e -
Variedade m/

tipo sela-no

Figura 2.19: Retrato de fase de X, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, numa

vizinhanca da origem.
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Demonstracao: Para ug suficientemente pequeno, os autovalores nao nulos da

linearizagdo DX (5 (u3)) do campo de Lie-Cartan sao:

b2—|— 2 2
=+ 0(1), Mofug) = T +O0(1).

Disto, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, ; é normalmente hiperboélica do tipo

)\1 (U3) = —

sela.

Passemos ao estudo do campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie-
Cartan numa vizinhanca de fs.

Seja L(uy,us,uz, P) = 0 a equacao que define a hipersuperficie de Lie-Cartan,

onde
£<U1,U2,U3, P) = LT<U1,U2,U3)P2 + Mr(ul,ug,u:),)P + NT(Ul,Ug,UB).

Na Carta de Monge reduzida, temos que

L, = —buy — qniusz + O(2),
M, = —buy + cus — (Q201 - %21)“3 + 0(2)7
N, = buy + qius + O(2).
Assim,
oL
—=(0,0,0,0) =b#0 2.42
8uz( ) Yy Yy ) 7é ) ( )

implicando, pelo teorema da fungdo implicita, que podemos escrever uy = us(uy, us, P)
na equagao L(uq,us,us, P) = 0, numa vizinhanga da origem. A expansdo em Taylor,

até segunda ordem, de us(uy, us, P) é a seguinte

1 c
ug(ul,ug,P) _ —@Ug 4 <B —1—2%01%11)1@ X <QQ01 Yozt I Q111>U3P

b 2b k—1 b b b2
4 920191119021 92019012 1 l]1113 4 @11:.C 1024111
(lc—l)b2 (k:—l)b (/’{;—1)1)2 b2 (k—l)b

_51111]%‘3 _ Qo211 wia 4+ [ — 611113%21 i q11190219102 lthuz
b b ) k—1)b  (k—1)> 2 b

2 1
4111749012 Q121q111 Q112 40129102 ) ug X 0(3)

ot T e T2 bk-D

Substituindo us = wug(us,us, P) nas coordenadas de X dadas em (2.3) com a = 2b,
obtemos a restricao do campo de Lie-Cartan a hipersuperficie de Lie-Cartan:
ul - Xl(ul,UQ(ul,Ug,P),U3,P))
Xe=9q t3 = Xs(ui,us(us,uz, P),uz, P) . (2.43)
p = X4(U1,U2(U1,U3,P),U3,P)
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onde

(CIozlb — Cq111 — Q201b)
b

X3 - <U(U1,U2(U1,U3,P),U,3) —I—PV(Ul,Ug(Ul,Ug,P),U3)>X1

X, = (—B . 3612019111) ui+

X1 = —bu1 + us + 0(2)

kE—1

anC K 2q0qi11 @orgoe . 2usgin®  go019enqin
+( s I A (s § DA (A TN L
+ 0(2)

A linearizagao DX (52(u3)) possui um autovalor nulo (associado & dire¢ao tan-

gente a curva de equilibrios) e os seguintes dois, escritos em funcao de P:
M (P) = 3bP% —2cP 4+ O(3) e \y(P) = —b+ cP — 2bP* + O(3).

Sem perda de generalidade, podemos supor b, ¢ > 0.

Sendo A2(ug) < 0, para ug suficientemente pequeno, segue-se do teorema 4, no
apéndice deste capitulo, que existe uma variedade, denotada por W?*(55(u3)), invariante
por X, de classe C*~2 e onde f3(u3) é atratora.

Seja € > 0 suficientemente pequeno. Definamos
W = {(uy,us,us, P), |us| <e, wuy=ci(ug)euy=co(us)}.
Entao,
1. W é uma variedade diferenciével de classe C*~2 e invariante pelo fluxo de X.
2. W estéa contida na hipersuperficie de Lie-Cartan
3. As coordendas de um ponto de W satisfaz:

u1:0,u220,u3:0

P = As(us) P + Ay(us)P* + Ay (us)P + Ag(us)
onde A3(0) =b, A3(0) = —¢, A1(0) = Ap(0) = 0.
Nas variaveis us e P vemos, de (2.39), que a solucio de P = 0 é da forma
uz(P) = —cP? 4+ O(3).

Assim
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o ul:0:u2:u3:>P:—0P2+bP3<0paraP<g,

P > 0se |P| < us(P)

o u = ci(us) e us = co(u :>{.
! 1(us) ? 2(3) P < 0se|P|>us(P)

Veja figura 2.20.

P

Figura 2.20: Retrato de fase de X restrito a W no ponto 5(0).

Prova do teorema 3: Seja p um ponto parcialmente umbilico semi-Darbouxiano

do tipo Dy5. Entao
1) Lema 6 = p pertence a uma curva regular de pontos parcialmente umbilicos.

2) Lema 7 = o campo de Lie-Cartan, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, possui

duas curvas de equilibrios [3; e S que se projetam em c.

3) Lema 8 = [; é normalmente hiperboélica do tipo sela, e o retrato de fase do
campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie Cartan, numa vizinhanca

de f5, é como na figura 2.19.

Usando o levantamento de Lie-Cartan, vemos que 1), 2) e 3) implicam que o
comportamento das linhas de curvatura numa vizinhanca de um ponto parcialmente
umbilico do tipo D15 é como na figura 2.16. Como ilustracao, veja figura 2.21.
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B, WS(BZ) B,

Figura 2.21: Resolucao de Lie-Cartan para um ponto parcialmente umbilico do tipo
D12-

D] 5 estrato parabolico D,, (dim 2)
Estratos (dim 1),
bordo do setor

parabdlico D,,
setor parabélico D, (dim 3)

Figura 2.22: Variedades invariantes estratificadas numa vizinhanc¢a de um ponto do

tlpO D12.

2.5 Apéndice

O seguinte resumo ¢ baseado no apéndice de [6], o reescrevemos aqui para facilitar a
leitura.

Sejam M uma variedade m dimensional e de classe C"*', X : M — TM um
campo de vetores de classe C" e £ C M uma subvariedade de classe C" e de codimensao
l>0talqueX‘SEO.
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Sejam DX (p) : T,M — T,M a linearizacao de X em p € £ e QX (p) a aplicacao
no espaco quociente T,M/T,E para p € £.

Para cada p € £, sejam Ej, Ef e E} os autoespagos invariantes de T), M associados
aos autovalores de DX (p) que tém parte real negativa, parte real nula e parte real
positiva.

Dizemos que £ é um conjunto normalmente hiperbolico para X se QX (p) for
invertivel para todo p € £. Se ambos os autoespacos FE; e E forem nao vazios,
diremos que & é normalmente hiperbolico do tipo sela. Se um deles for vazio e o
outro nao, diremos que £ é normalmente hiperbolico do tipo repulsor (E; = (), ou
normalmente hiperbolico do tipo atrator (K = ().

Supondo £ normalmente hiperboélico, teremos que Ej = T,E.

Dizemos que uma variedade W#(&) é uma variedade estével para X se € C W*(E),
W#(€) for localmente invariante pelo fluxo de X e W*(&) for tangente a E; & Ef em
p para todo p € £. Definimos W*(€) de maneira anéloga.

Teorema 4 Seja M uma variedade de classe C™1, 1 < r < oco. Seja X : M — TM
um campo vetorial de classe C" e seja & C M um conjunto normalmente hiperbdlico
para X . Sejam ki e ky inteiros fizrados, tais que QX (p) possui ki autovalores com parte

real positiva e ky autovalores com parte real negativa para todo p € €. Entao:

i) existéncia: existem variedades estivel W*(E) e instavel W*(E) tangentes em
pe& akb,® k) ey ® Ey, respectivamente.

ii) diferenciabilidade: W*(E) e W*(E) sao de classe C", 1 < r < oo.

ii1) unicidade: qualquer conjunto localmente invariante contido numa vizinhanga

de & esta contido em W*(E) UW?*(E).

i) tnvaridncia: Eziste uma vizinhanga U de € tal que {p € U : X;(p) € U,Vt €
(—o0,00)} =&, {peU:Xp € UVt>0}C W) e{peU:Xp €
UVt <0} Cc W(E), onde Xy(p) € o fluxo de X

v) caracterizacao: W3 (E)={pe M :w(p) CEt e W™ (E)={pe M :a(p) C &},

onde w(p) denota o w-limite de p e a(p) denota o a-limite de p.

vi) laminagao: W*(E) € fibrada por uma familia de subvariedades de classe C”
{W=3(p) : p € &} localmente invariantes e tais que T,W**(E) = E> para todo
peéf.
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vii) O andlogo € verdadeiro para W*(E).

Demonstracao: Veja [16] e [5]. W
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Capitulo 3

Pontos Parcialmente Umbilicos D,
1 1 1 1 1
D3, D3, D3y Dy e Dy

Neste capitulo, estudaremos as linhas de curvatura em torno de pontos parcialmente
umbilicos regulares (veja definigdo 4 no capitulo 1) nos quais as condigoes Diy e Doz
sao infringidas da maneira mais simples possivel.

Lembramos que, na carta de Monge reduzida com k3 = 1, as condi¢oes para que

um ponto parcialmente umbilico seja do tipo Dis ou Dsy3 sao, respectivamente,

D1s) ¢b(b—a) # 0, % =2e x2 # 0. onde

1
= ————— [qubC Bb + 2 b 2 b+
X2 = 5o =1 [1110C + G201 Bb + 2q111201b4021 + 2111102

+qinBec— 3(]20161%110 - 2CI?115 - Q211b2 - 3Q111Q§01b — Bbgoo1+
+QQOIQO12b2 + (BbQOzl + anb2 — @201 Bb — q111 Be — Q11150)k—
—q1bk® + Q111bk74] c*

—2q111b + 265010 + 2q201 111

_ _ (O 3
Dos) b =a # 0, x = cB—(C — A+ 2k%)b+ ok —1)

# 0 e

—b(—q201 + qo21) — cqu11 # 0.

Assim, violando as condi¢oes D15 e Do3 da maneira mais simples possivel obtemos

0s seguintes novos tipos:

86
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D)

D;)

D3)

Dis)

D%h,p)

Dih,n)

Se ¢ =0, a=2b+# 0 entao y; # 0, onde

X1 = Q111]€4 - 611111€3 + Q211bk + qo21 Bk — @01 Bk — ¢111Ck — qo21 B
—2¢111° + bgo12qa01 — 3201 q111 + ¢111C — Qa11b + qoo B (3.1)
+2q1110q102 + 2¢201¢111G021

Seb=a+#0, x=0entao y <0,

Seb=a#0,x =0entao Y > 0, onde Y é o coeficiente de u? na primeira equacao
de (2.31) e Y o de u?.

Bk — B + 3q1119201
k—1

Sea=b=0entao cqi1; # 0 e # 0, ou se ¢ = b = 0 entao

Bk — B + 3q111¢201
k—1

aqii; #0 e #0,

Sechb(b—a)#0,¢=2 xo=0e x2 >0,
Secb(b—a)#0, 7 =2, x2=0¢e x2 <0.

No capitulo 5 mostraremos que estes pontos sao todos os pontos parcialmente

umbilicos regulares que aparecem genericamente em familias a um parametro de hiper-

superficies imersas em R*.
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3.1 Linhas de Curvatura numa Vizinhanca de um Ponto
Dj

Seja p € M? um ponto parcialmente umbilico tal que ki(p) = kao(p) = k(p) # ks(p).
Em torno de p, escrevemos a imersao o como em (1.4) onde
c

1
6”3 + —qO03U§

k a b
uj + —ui + -ugus + 6

k
h(uy, ug, uz) = —(u%—iru%)%—??’ 5 5

2

1 2 1 2 1 2
+§CI012U2U3 + iU ugug + §QO21U2U3 + §Q102U1U3

1 1 1 1 1
+§Q2o1u%u3 + ﬂAu‘f + EBU‘I)UQ + ZCU%U% + gDulug

1 1 1 1
+ﬂEu§ + ﬂngwg + 6@0131&31&2 + 6@1031&31&1

1 1 1 1
+ZQ022U§U§ + ZQQOQU%@ + 5@11QU§U1U2 + 6@031”31&3

1 1 1
+6Q301U?U3 + 5@121%“%“1 + 5@211“3“2“% +O(5)
Via homotetia podemos supor, sem perda de generalidade, que k3(p) = 1.

Defini¢ao 8 (Ponto parcialmente umbilico do tipo D}) Sejam p € M? um ponto
parcialmente umbilico tal que k1(p) = ka(p) = k(p) # 1 € (uy, ug, uz) : M® — R? a carta
de Monge reduzida, onde h(uy,us,us) € como dada em (3.2). O ponto p é chamado

parcialmente umbilico do tipo D} se satisfaz c =0, a=20+#0 e x1 # 0, onde

X1 = Q111k4 - C]111]€3 + 2110k + qoo1 Bk — qo01 Bk — ¢111Ck — qoan B
—26_11113 + bgo12q201 — 3Q2012(I111 +q111C — Q2110 + o B (3'3)
+2q¢11109102 + 2¢2019111G021

Observagao 17 Iremos supor b > 0.
Temos como objetivo, nesta se¢ao, mostrar o seguinte teorema:

Teorema 5 Suponhamos o € IF(M? R*), k > 5 e seja p um ponto parcialmente
umbilico do tipo Di. Entao o comportamento das linhas de curvatura, prézimas a p, ¢

topologicamente equivalente ao de um ponto do tipo D;.
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Assim como os pontos estudados por R. Garcia, esperamos que um ponto do
tipo D pertenca a uma curva regular de pontos parcialmente umbilicos. De fato, no
proximo lema veremos que a condi¢ao b # 0 nao s6 implica que p pertence a uma
curva regular de pontos parcialmente umbilicos, como também implica que tal curva é

transversal ao plano umbilico (plano gerado por e1(p) e es(p), veja (1.4)).

Lema 9 Se p é um ponto parcialmente umbilico do tipo DI entao p pertence a uma
curva reqular ¢ de pontos parcialmente umbilicos. Além disso, no espaco das varidveis

Uy, Ug, Uz escrevemos as coordenadas de ¢ em funcao de us:

uy = ci(uz) = (Z@m + aom) q021)u3 +0(2) y :
c: G b ( numa vizinhanga da origem,)

Uy = CQ(Ug) = —Tu;g + 0(2),

ou seja, a curva parcialmente umbilica € transversal ao plano umbilico.
Demonstra¢ao: Vimos em (1.14) que os pontos parcialmente umbilicos sao dados por
L. (uy,u9,u3) =0 e M, (uy, us, uz) = 0. (3.4)

Como, na carta de Monge reduzida,

(L., M,)
ﬁ(ul, UQ)

w1 =0,u2=0,u3=0

det =V #0
segue-se, pelo teorema da fungao inversa, que p pertence a uma curva regular formada
por pontos parcialmente umbilicos e que, além disso, podemos escrever u; = ¢(ug) e

ug = c2(ug) em (3.4). Encontremos o primeiro jato de tais fungoes. Escrevendo

c1(ug) = C%Ug

co(uz) = c§u3

e resolvendo

0
o [Lr(ei(us), c2(ug), ug)] = 0
8“3
a_u?)[Mr<Cl(u3)7 c2(u3), us)] =0
em ci e ¢ obtemos que
— a1 +
Cl(U3) :( C]201b qom)u;;—l—O(?)
(3.5)
oluy) =y 1 0(2)

b
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Para determinarmos a configuracao principal numa vizinhanga de uma curva

parcialmente umbilica ¢, usando o levantamento de Lie-Cartan definido na se¢ao 1.2

do capitulo 1, devemos estudar as curvas integrais de X = (X7, X5, X3, Xy) (restrito

a hipersuperficie de Lie-Cartan) numa vizinhanga dos seus equilibrios. Na carta de

Monge reduzida com k3 = 1, X é dado por

X4
X

X3
X4

com

= (—2buy — 2q111u3) P — buy + (—q201 + qo21)us + O(2)
=PX;
u1 + Qo212 + Qo12u U1+ itz + o2t
_ ((Chn 1 T Go21U2 T Jo12U3 +O(2)> 2 d201U1 T q111U2 T G102U3 ~|—O(2)) X,

k—1 kE—1
= A(uq, ug, u3)P? + B(uy, ug, uz) P? + C'(uy, ug, uz) P + D(uy, ug, us)
(3.6)

2
A =0+ (0 B (st

2 +
d1119012 quQQOQl) s +O(2)

+<Q121+ -

D+ 2B +

6 -3
B(uy, ug, us) q1119201 Q111QO21> wt

k—1

E+ K +20 + C]111

3¢2,, + 2
4 dp21 Q201C]021) Ugt

kE—1

2 +4 -3
Q211 (2¢2019012 - 31012(]111 %12%21)) uz + 0(2)

+ | —Qo31 + 2

—2¢201021 — 4¢3, + 3¢5y,
k — 1 U1‘|—

3q111G201 — 6(1111%21)
UQ‘|—

2D + B +

_|_

k—1
3 —2 —4
q1029201 qkloiQ(in q111q()12) uz + O(2)

2¢111° +
B_ Q111Q201) u + (—C’ NN q111 - (]im%zl) Ugt

2Q121 + Q301 +

_|_

-D ulvu27u3

-(-
(-
s
C(uy, up, ug) = (2C+A K+
(-
(-
(-

2
n (—an B Q201C]012k+_ 161102(]111) s + 0(2).

No presente caso, como queremos que ¢ seja topologicamente do tipo Dy, devemos

mostrar que existe uma tnica curva de equilibrios # de X, e que esta seja topologi-
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camente equivalente a um conjunto normalmente hiperbolico do tipo sela (ver figura

(2.6)). Tal resultado é obtido no seguinte lema:

Lema 10 Os equilibrios do campo X, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, formam
uma curva reqular topologicamente equivalente a um conjunto normalmente hiperbolico

do tipo sela.

Demonstragdao: Sejam (uy, us, uz) : M® — R? a carta de Monge reduzida com k3 = 1
e c(ug) (escrita em func¢ao de uz pelo lema anterior) uma curva parcialmente umbilica
tal que p = ¢(0) ¢ do tipo Di. Suponha us suficientemente pequeno. Vimos, na segao

1.2 do capitulo 1, que os equilibrios de X sao determinados pela equagcao:
X4(01(U3),CQ(U3),U37P) == 07 (37)

onde X, é a quarta componente de X e

(—q201 + qo21)

c1(uz) = ; w+«xm,cmw):—%;w+mxm.
A equagao (3.7) é cubica em P:
A3<U3>P3 -+ AQ(Ug)PQ + Al(U3)P -+ A0<U3> =0. (38)

onde A3(0) =be Ay(0) = A1(0) = Ap(0) = 0. O discriminante desta cubica, em fungao
de us, é

D) = 5 =5z 15+ 06). (39)
onde x; # 0 foi dada em (3.3). Disto, para uz suficientemente pequeno, D(ugz) > 0
implicando que (3.7) possui uma tunica soluc¢ao, que em fungao de P, pode ser escrita
da forma

Wun:@lﬁfﬁ+ouy (3.10)

Resumindo, por (3.5), (3.7) e (3.10) obtemos que, no espago das variaveis u;, ug, ug €

P, a curva de equilibrios de X (que denotaremos por [3) é escrita, em fungao de P, da

forma: )
wy = (—@201 + qo21) ((k —~1)b Pg) +O(),
b X
B:  uy=-11 ((k _~1>b2P3) +0(4), (3.11)
b X
ug = (k_—Nl)bQP3 +O(4).

X
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Agora, estudaremos o retrato de fase de X restrito & hipersuperficie de Lie-Cartan,
numa vizinhanca da curva de equilibrios 5. Para isto, escrevemos a hipersuperfi-

cie de Lie-Cartan como grafico de uma fungao us = wus(uy,us, P). De fato, como

a—ﬁ(O7 0,0,0) = b # 0 podemos escrever uy = us(uy, ug, P) na equacao L(u, ug, us, P) =

3u2

0, onde

1 /B
up(uy, us, P) = _@US - <— + —Q201Q111)u% + <@ — @)u:),P

b b\ 2 k—1 b b
+ 420191119021 42014012 i CI1113 i @11 C Q029111
(k:—l)b2 (k—l)b (lf—l)b2 b2 (k—l)b

b2 b B

_Q111k3 _ Q211 R Q11139021 2411190214102 Dqln2
1 (k—1)0 " (k—1)b? b3

2
11179012 2Q121q111 1 Q112 240124102 9
_Z _ P+0(3).
D T 27 Mk—Q)”“*“ +0@)
(3.12)

Substituindo (3.12) em X (veja (3.6)), obtemos a restri¢do do campo de Lie-Cartan a

hipersuperficie de Lie-Cartan:

ul - Xl(u17u2(ul7u37p)7u37p>)
Xe=19 3 = Xs(ur,ua(uy,us, P),us, P) . (3.13)
P = Xy(uy,us(uy,us, P),ug, P)

onde
X = u3 (go21b — @20 b) + O(2)

b_2
&:<%&_@%ﬁ-%”m+0®)&

b(k—1) (k—1)
X4 = (—B - 3qz;01_(hil) Uy — bP+

a11C k? 2¢102q111 Q2019012 | 20140214111
+(—Q211+ +— - — + +O(2
( - b b k—1 k—1 (k—l)b s <)

Usando a expressao da curva de equilibrios 3, dada em (3.11), veremos que a
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linearizagao de X, DX(5(P)), ao longo de tal curva de equilibrios é

—b—2bP* 4+ O(3) Go21 — G201 + 2(qo21 — q201) P* 4+ O(3) 0
0(3) 0(3) 0
_ (3q111bq§€éj§;€—1)b3) + 0(1) _ (q021—q2o1)(b/€(fj-13)q111q201—3) + 0(1) 3bP? + 0(3)

Assim, teremos que DX (8(P)) possui um autovalor identicamente nulo (associado a

dire¢do tangente a curva de equilibrios) e, em fungao de P, os dois a seguir:

No(P) = 30P%+0(3)

, (3.14)
M(P) = —b—2P%+0(3)

donde vemos que, fora de uma vizinhanga da origem, a curva de equilibrios é nor-
malmente hiperbolica do tipo sela. Para P = 0 a forma de Jordan de DX/(0,0,0)

é

01 0
J = 00 O ,
00 —=b
ou seja, DX ,(0,0,0) = V-1JV onde
0 —(@201 + Go21 X1
b b(Bk — B + 3q111G201)
V= 0 1 0 ,
h % Y
b(k—1) v (k-1) b2(k —1)

Portanto, em P = 0, existe uma tnica variedade de dimensao 2 e invariante por
X, W?, onde a curva de equilibrios é atratora, e uma variedade W€, dita central, de
dimensao 2 e invariante pelo fluxo de X,.

Nosso objetivo é estudar o fluxo de X, restrito a W¢ Para isto, fazemos a

seguinte mudanca de coordenadas em (3.13)

0] +C_1021w+ X1 7
|, =
b b(Bk — B + 3¢1119201) u
ug = w =V-|lw|, (3.15)
X1 X1 X1 =
P =- — p
-0 T RE—0" T RPE-D"
obtendo o seguinte campo:
v = w+ A(u,w,p)
XJ = wo o= B(u,w,ﬁ) ) (316)
p = —bp+Clu,wp)
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onde
0A 0A 0A 0%A
5 (0:0.0) = 5°(0.0,0) = Z2(0.0.0) = 0. 5.5(0,0,0) = 0
PA %
5.3(0,0,0) = bk — 172 # 0,
oC oC oC
%(0, 0,0) = a—w(o, 0,0) = 8_ﬁ(07 0,0) =0,
B(u,w,p) = (w+ A(u, w,p))D(u, w,p),
com

_ q102b — Q%n G201 —q201 + Go21
D f—
) = (G gy

X1 _
+ +0(2).
b(Bk — B + 36]1116]201)p @)

Nas coordenadas u, w e p a variedade central, W€, é tangente ao plano uw, isto

implica que podemos parametrizar W€ por p = p(u, w).
Obteremos a expressao de p(u, w) até segunda ordem, em funcao dos coeficientes

de X ;. Para isto, escrevemos
Plu, w) = paoti® + priuw + poaw® + O(3). (3.17)
Como p(u,w) satisfaz a ultima equagao de (3.16) segue-se que
Pyt iy = —bip(u, w) + O, w, Blu, w)), (3.18)
Escrevendo
C(u, w,P) = caot® + coaoWw> + CooaP” + Cr10uwW + c1o1uP + corrwp + O(3) (3.19)
e considerando apenas os termos de ordem 2 em (3.18), teremos
w(2paou + priw) = —b(p2ot® + priuw + peaw?) + caoou” + co2ow” + Crrouw
implicando que
(ca00 — bpao)u® + (2p20 — P11 + crio)uw + (P11 — bpoz + cozo)w® = 0.

Disto
g = 20 G0 2¢900 Doy = 020 €110 2¢a00
20 b Y 11 b b2 ) 02 b b2 b3 Y

(3.20)

donde obtemos que a variedade central associada a X ; é dada por

2 2
plu,w) = 22002 4 (@ + 0200) uw + (0020 + A0y 6200) w? +0(3).  (3.21)

b b b? b b2 b3
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1 2 2
?la):;rvagﬁo 18 Observamos que capg = EZTCQ’(O,O,O), Cr10 = STZ(O’ 0,0) e cogo =
5@(0,0,0), veja as equagoes (3.16) e (3.19).
Substituindo (3.21) em (3.16), obtemos que a restrigao de X ; a variedade central
é dado por
= A
x, o] & = wtAlw) (3.22)
w = B(u,w)
onde
Alu,w) = Alu, w, p(u,w)), B(u,w) = B(u,w,p(u, w))
e
040 =40 02020020400 = X g
ou" T ow T T ow T T owd T b(k—1)2 7 7

B(u,w,p) = (w + fl(u, w))D(u, w,p(u, w)).

No campo X, a origem ¢ uma singularidade nilpotente, esta foi estudada em [3],

onde é obtido que o retrato de fase de X, é como na figura 3.1.

WY
7

Figura 3.1: Retrato de fase de X..
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Portanto X ; tem retrato de fase, numa vizinhanca da origem, como mostrado na
figura 3.2.

S

7 c‘

’ ’ . ’ ’
‘//,' 7 7 Va
K-, ’ ’ ’ ’ ’
‘e ’ ’ ’

L ’ ’
’ . ’ 7,
/ A
’ ’
i
! 1 | ’t . 1

’
’
’
/"
LADRI VAR VRN VAN S tfoi ) L
Pl
’

Figura 3.2: Retrato de fase de X .

Logo o retrato de fase na figura 3.2 é topologicamente equivalente ao retrato de
fase numa vizinhanga de uma curva normalmente hiperboélica do tipo sela.

|

Prova do teorema 5: Seja p um ponto parcialmente umbilico do tipo Dj.

Pelo lema 9, p pertence a uma curva regular ¢ formada por pontos parcialmente um-
bilicos.

Pelo lema 10, o campo de Lie-Cartan, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, pos-
sui uma tunica curva de equilibrios e esta é topologicamente equivalente a uma curva
normalmente hiperbélica do tipo sela.

Seja I(uy,ug, us, P) = (u1,us,u3). Vimos na segao 1.2 do capitulo 1 que II
projeta as curvas integrais de X, numa vizinhanca de 3, nas linhas de curvatura de «,
numa vizinhanga de ¢. Sendo 8 topologicamente equivalente a uma curva normalmente
hiperbodlica do tipo sela, segue-se que ¢ = II(3) é topologicamente equivalente a uma

curva parcialmente umbilica do tipo D;. Veja figura 2.6 no capitulo 2.
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3.2 Linhas de Curvatura numa Vizinhanca dos Pon-

tos Parcialmente Umbilicos dos Tipos D} e D]

Sejam p € M® um ponto parcialmente umbilico tal que k;(p) = ko(p) = k(p) # k3(p) e
(uy,ug,u3) : M® — R3 a carta de Monge reduzida, definida em (1.4), onde

k k a b c
h(u17 U2, U3) = E(u% + ug) + gug + EU? + §u1u§ + aug + %Ug

1 1
+§QO12U2U§ + qi11u1uuz + §QO21U§U3 + §Q102U1U§

1 1 1 1 1
+§€1201U%U3 + ﬂAU% + EBui’uz + ZCU%U% + gDulug

1 1 1 1
+ﬁEu;‘ + ﬁQoowg + 6@0137«4:33,“2 + 662103“%“1

1 1 1 1
+ZQ022U§U§ + ZQ202U%U§ + 5@112U§U1U2 + 6@031“3@

1 1 1
+6Q301U?{U3 + §Q121U3U§U1 + 5@211U3U2U%+

(3.23)

—|—La500u? + iCl4101/11u2 + iasm“i’ug + iamu?ui
120 24 12 12

+—a uu4+ia u5+ia utu +ia wiu?
21 140U1Ug 120 050Uo Y 401 3 19 302U7 Usg

+ia203uiug + ialmulué -+ Lao[)gug -+ iaomuéu?,
12 24 120 24

—i—laoggu%u% + iCLoqugug + iCL()MUQUé + 1CL?,HU?U,QU;),
12 12 24 6

1 3 1 3 1 2.2 1 2 2
+—CL131U1U2U3 + —~ Q113U U2U5 -+ — 221U UL U3 + — 212U UgUg

6 6 4 4

1
—f—é—lalggulugug + O(6)
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Definigao 9 (Ponto parcialmente umbilico D) e D)) O ponto p é chamado par-
cialmente umbilico do tipo D}, respectivamente D}, se satisfazb = a # 0, cqi11+bgaor —

bgoo1 # 0, x =0 e x < 0, respectivamente x > 0, onde

cB €q1119201 TYE N BGo1 — 24in

=C-A—— -2 — "=
X b (k- 1)b k—1
e
3DB 3cCB 3B? 3cB 6
X = a4;00—a500+a320— b + Cb2 + 2 +12k2b—< ; — (ZQTCI])I;;) k3
6q§mb 6Q§01CQ111€1021 4 6Q211¢111 3Cqu11 6¢2019111C
(k—12 " (k—1)22 F—1 (k-1 (k- 1)2

1247114301 ~ 60111 D 6g301q102  3G201¢Bqoz1  12qe01 Bqinn
(k—1)2b (k—1)b (k—1)2 (k —1)b2 (k—1)b

66]201095’11 12CI021CI%11Q201 6¢2019102€q111 6(]102@%11 3q201cQ211

k=122 (k=12 (h=1% (k=12 (k—1)b

+GQ201Q11100_SCQ111Q301 _ GQ%nb - 6q021q111 8
(k=12  (k—1b (k—12 (k—1)b

Observagao 19 Lembramos que x e X sio o0s coeficientes de u? e de u3, respectiva-

mente, no campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, veja (3.27) e

(3.29).
Nosso objetivo, nesta se¢ao, ¢ mostrar o seguinte teorema:

Teorema 6 Suponhamos o € ITF(M?, R*), k > 5 e seja p um ponto parcialmente um-
bilico do tipo Dy, respectivamente Di. Entdo o comportamento das linhas de curvatura,
prozimas a p, € topologicamente equivalente a uma curva parcialmente umbilica do tipo

Dy, respectivamente Ds, se x > 0, respectivamente x < 0.

Como na se¢ao anterior, comecamos verificando que

AL, M,)

O(uz, usz) = cqunn + bgao1 — bgoan 7 0 (3.24)

det

u1=0,u2=0,u3=0
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implica que p pertence a uma curva regular ¢ formada por pontos parcialmente um-
bilicos. Além disso, pelo teorema da fungao implicita, podemos escrever uy = co(uq) e
ug = c3(ug) em

Lr(ul,u2,u3) = 0, Mr(ul,UQ,U:g) :O

Tais fungoes satisfazem:

1 /A G201 C 3 it 2
(Do B T g3 o T
e2(1) 2 (c i (k—1)ec ¢ We (k—1)c £ 00)
b
es(ur) = — IS u? 4+ 0(3)

—cqinn + bgoa1 — bgzo1
Seja X, o campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan. Para
provarmos o teorema 6, usando o levantamento de Lie-Cartan, devemos mostrar que ¢
é a projecao de trés curvas de equilibrios do tipo sela, para o caso D3, ou uma do tipo
no6 entre duas do tipo sela, para o caso Dsy. O proximo lema garante a existéncia das 3
curvas de equilibrios e o lema 12 determina o comportamento das curvas integrais de

X, numa vizinhanga de tais curvas de equilibrios.

Lema 11 Sejam (uy,us, uz) : M® — R3 a carta de Monge, X o campo de Lie-Cartan
e c(uy) uma curva parcialmente umbilica tal que p = ¢(0) € do tipo D3 ou D3. Para u,
suficientemente pequeno, existem exatamente trés curvas, B; (i = 1,2,3), de equilibrios
de X. No espaco das varidveis uy, us, uz, P escrevemos f;: us = co(uy), ug = c3(uy)
e P=Pi(uy) (i=1,2,3) onde

Pi(u) =0+ O(1);
104—\/02 + 4b? Lo

Py(ur) = 5 2 (1);

Demonstracao: Na secao 1.2 do capitulo 1, vimos que os equilibrios de X sao dados
por
L (uy,ug9,uz) =0
{ M, (uy,ug,uz) =0
(Ly, + PL,, + Loy (U+VP)) (uy,us,uz, P) =0
Sendo as coordenadas da curva parcialmente umbilica escritas em funcao de u;:

ug = co(uy) € ug = c3(uy), segue-se que os equilibrios de X sao dados por:

(£u1 + P£u2 + Lug (Z/I + VP)) (Ul,CQ(U1)703(U1)7 P) = 07
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esta equacao é cubica em P:

As(uy)P? + Ay(uy)P* + Ay (ur) P + Ag(uy) = 0. (3.25)
onde A3(0) = b, A3(0) = —¢, A1(0) = —b e Ag(0) = 0. Usando a carta de Monge
reduzida, o discriminante D(uy) de (3.25) é

2 + 4b?

D(u1) = =—oqp

+0(1) <0, (3.26)

donde vemos que, para u; suficientemente pequeno, X possui trés curvas de equilibrios

como descrito no enunciado, ja que para u; = 0, (3.25) tem raizes

Pl(()) = 0;
c+ 2+ 42
P(0) = 5 ;
c— 2+ 42
Py0) = Yo

Lema 12 Sejam (31, (o € B3 as curvas de equilibrios encontradas no lema 11. Restrita
a hipersuperficie de Lie-Cartan, as curvas ;(uy), i = 2,3 sao normalmente hiper-
bolicas do tipo sela para Xp. Ja (1(uy) € topologicamente equivalente a uma curva

normalmente hiperbolico do tipo sela se x > 0, e um atrator se x < 0.

Demonstracao: Escrevendo £ = L,P? + M,P + N, na carta de Monge reduzida, veja

oL
(1.31), (1.32) e (1.33) no apéndice do capitulo 1, teremos que a—(0,0,0,0) =b#£0,
Ug

implicando que podemos escrever uy = ug(u1, ug, P) na equagao L(us,us,us, P) = 0,
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que define a hipersuperficie de Lie-Cartan. Tal funcao é dada por:

-~ + +

qd111 B 2 _Q211 3Q?11 3q1029111 C]lnc_
b 2(k—1)  (k—1b 2

_k3Q111 X (90219111 — o12)q201b uius 4+ 3qo124i1 _ 3¢111q021 n
b? b2(k —1) (k=10 (k—1)v°
2
g D G111Q121 10290219111 1 Q112 401249102 2
— 3 - -3
o 2 k-0 2 b Chk-1)"T

B B Bg?
<CI111C_ qo21 Q2o1>u3P+( C 3q021Bg01 3Bqi1,

2 b b R T N T T

. 3k*B . 3q111 Q301 6¢111¢201C 6¢1119201 3Q201Q211_

2 (k—1b (k-1  (k—12 (k—1)b
_ 6¢111¢102G201 6402191119501 62014711 6k q111G201

k-1 (k-1  (k—122 (k-1

Q410

Portanto, nas variaveis uq, uz, P, o campo vetorial de Lie-Cartan X, é dado por

= Xy(up,us(uy,ug, P),us, P)

Xe=9 u3 = Xz(u,ua(uy,us, P),us, P) (3.27)
p = Xa(w,ug(uy,us, P),us, P)
onde
b— —b -
X, = (021 Q1Z1)10 qml)ug, + Xu% + XU? + ...
qr02b — i1y q201
X 02) ] X
( b1 T E-nm o )) 1
2Q1113 2¢1029111 ¢11:C k3Q111
X,=-B - - - — WP 1 0(2
4 u1+((k—1)b ] + 2 b Qa11 | us + 0(2)

A linearizagao de X, ao longo das curvas de equilibrios §5;(uq) (i = 2,3), possui
um autovalor identicamente nulo (associado a dire¢ao tangente a curva 3;) e os seguintes
dois nao nulos:

M) = =b(P(0)* +1) + O(1)
Ny(ur) = b(P(0)* +1) +0(1)

Disto, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, as curvas f3;’s (i = 2, 3) sao normalmente

(3.28)

hiperbdlicas do tipo sela.
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Agora, estudaremos o retrato de fase de X, numa vizinhanga de (31 (u;) para u;

suficientemente pequeno. Sendo a forma de Jordan de DX, (51(0)) a matriz

0
0

<

I
o o o
o o =

—b

segue-se que, numa vizinhanca da origem, existe uma variedade W* de dimensao 2
onde ; é atratora (estamos supondo b > 0).

Estudaremos o retrato de fase de X restrito a variedade central, que neste caso
tem dimensao 2 e contém a curva de equilibrios. Como na se¢ao anterior, depois de
feita a mudanca (3.15), obtemos que a restricdo do campo de Lie-Cartan & variedade

central ¢ da forma (3.22), onde

*A P A

—(0,0)=x=0e —%(0,0) =x #0 3.29

5.2(0,0) =x=0e ==5(0,0) = x # (3.29)
donde vemos que, numa vizinhanga de ;(0), o comportamento de X, restrito a var-

iedade central, W€, é como mostrado na figura abaixo:

s s
Wi W

Figura 3.3: Retrato de fase de X restrito a variedade central para y > 0 (esquerda) e
X < 0 (direita).

Assim, concluimos que a curva de equilibrios é topologicamente equivalente a
uma curva normalmente hiperboélica do tipo sela se x > 0, e a um atrator se y < 0.
Como ilustragao, veja figura 3.4.

|

Demonstragao do teorema 6: Seja p um ponto parcialmente umbilico do tipo D2

1
ou Djs.
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we W’ w

1
—— e ——— - =

’ \ I
2 N
W,

7
'
L
\II
/

Curva de equilibrios Curva de equilibrios
do tipo sela atratora

Figura 3.4: Retrato de fase de X, numa vizinhanca da curva de equilibrios para y > 0

(esquerda) e x < 0 (direita).

Pela equacao 3.24, p pertence a uma curva regular ¢ formada por pontos parcialmente
umbilicos.
Pelo lema 11, o campo de Lie-Cartan, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, possui
exatamente trés curvas de equilibrios 51, (2 e (5.
Pelo lema 12, as curvas (3, e (53 sao normalmente hiperbélicas do tipo sela, e ; é
topologicamente equivalente a um conjunto normalmente hiperboélico de tipo sela, se
X > 0, e a um atrator se y < 0.

Seja IT(uy, ug, us, P) = (u1, us, us). Vimos na se¢ao 1.2 do capitulo 1 que IT projeta
as curvas integrais de X, numa vizinhanca de (31, 52 e (3, nas linhas de curvatura de

a, numa vizinhanga de c¢. Assim,

e \ > (0 = c ¢é topologicamente equivalente a uma curva parcialmente umbilica do
tipo Ds, ja que no campo de Lie-Cartan, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan,
b1, P e P sao do tipo sela e I1(5;) = ¢, i =1,2,3.

e \ < 0= c é topologicamente equivalente a uma curva parcialmente umbilica do
tipo Do, ja que o campo de Lie-Cartan, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan,

possui um atrator, (31, entre duas selas, 5, e (5.

Assim, concluimos a prova do teorema 6, veja figura 3.5 abaixo.
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(W (8,)

Figura 3.5: Projecao das curvas integrais do campo de Lie-Cartan na imersao «, quando

esta possui um ponto parcialmente umbilico do tipo D} (esquerda) ou D3 (direita).

3.3 Linhas de Curvatura numa Vizinhanca de um Ponto
1
D 13
A determinagao da configuragao principal numa vizinhanca de um ponto parcialmente
umbilico do tipo Dj; é a mais trabalhosa das que vimos até agora, pois, como veremos,
na singularidade do campo de Lie-Cartan, X, correspondente a este tipo de ponto, a
variedade central tem dimensao 3, ainda mais, a forma de Jordan da linearizacao de
X, em tal singularidade ¢é
010
0 0 1
000
Ao longo desta se¢ao, iremos supor que X e Y denotam os campos definidos em
(1.17) e (1.18), respectivamente, que p € M é um ponto parcialmente umbilico tal que

ki(p) = ka(p) = k(p) # k3(p) e que (u1, us, us) : M®> — R? é a carta de Monge reduzida,

onde
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k k 1 1 1 1
h(ul, U9, Ug) = 5(’&% + U%) + gug + ECLU? + §bu1u§ + gcug + EC]O03U§

1 1 1

+ 5Q012U2U§ + qr1uruu3 + 5%21%3713 + §Q102U1U§
1 1 1 1 1

+ §q201u%u3 + ﬁAu‘f + éBu:{’uz + ZCufug + éDulug

+ L gy iQ U3 + 1Q 13UUs + 1@1 uyul + 1Q 22USU3
247 2T g YT T g OIS T 103 TS T 0222
1 1 1 1

+ Zonw%u?, + 5@112161“210% + 6@031“3163 + 6@301“?“3
1 1

+ 5@121U1U§U3 + 5@2111@“2&3 + O(5).

Via homotetia iremos supor que k3(p) = 1.

Definigao 10 [Ponto parcialmente umbilico Dis] O ponto p é chamado parcialmente

umbilico do tipo D1, se satisfaz

Bk —-—B+3
a=b=0 cqu£0 o k+ 1(]111(12017&0
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Teorema 7 Suponhamos o € IF(M3 R*), k > 5 e seja p um ponto parcialmente

umbilico do tipo Di;. Entio o comportamento das linhas de curvatura proximas a p €

como na figura 3.6.

Figura 3.6: Linhas de curvatura numa vizinhanca de um ponto do tipo D},.

Observagao 20 Observe que um ponto parcialmente umbilico do tipo D14 conecta uma

curva do tipo Dy com uma curva to tipo D3 formando uma curva reqular
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Para ver que ponto do tipo D}, pertence a uma curva regular de pontos parcial-

mente umbilicos, basta observar que, na carta de Monge reduzida,

a(Lra Mr) —q111

det = det
O(usy, us) OO0 € —@q201 t Go21
u1=Y,u2=Y,u3=

) = Cq111 7é 0. (330)

Além disso, pelo teorema da fungao implicita, podemos escrever uy = co(ug) € ug =
c3(up) em

L.(uy,ug,uz) =0 e M, (uy,ug,us) =0.

Dados

co(uy) = chuy + cous
cs(uy) = cyuy + cud

e resolvendo

%[Lr(ubCZ(ul);CZB(ul))] .= 0
U=
o (M (1, ea(wn) es(un)]| | =0
aa—%[Lr(Uh@(Ul)»%(ul))] , =V
U=
LM (o). co(wn)]| =0
\ ur=
em cl, c3, ¢t e ¢, obtemos que
cy=0=cs
2 = A C  (—qou+tgn)B G’ " —K? 4 G010z
22 2 2q111¢ (k—1)c c (k—1)c
2= _ B Qo
’ 21 k-1

donde vemos que as cordenadas us e ug, da curva parcialmente umbilica que contém
um ponto do tipo Dj; podem ser escrita, numa vizinhanga do ponto p, em fungao de

ur: ug = co(uq) e ug = c3(uy) onde

(A C | (o +qm)B Q1 —k3
) = (20 2c - 2q1110 (k—1)c * c *
42014021 9
3.31
+—(k: — 1)0) ui + O(3) (3.31)

03(u1):( B _ ¢ )u%+0(3),

_261111 E—1
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Agora, usando o levantamento de Lie-Cartan, passaremos ao estudo das linhas de
curvatura numa vizinhanga de um curva parcialmente umbilica que contém um ponto
: 1
do tipo Dy5.

Lembramos que o campo de Lie-Cartan é dado por:

d
e Na carta (uy,us,us, P), P = d—Zj:
?.Ll = ﬁp
. _ p
x.={ " Le , (3.32)
us = <U+VP)£p
P = —(Ly +PLy+ Ly U+ VP))
onde L(uy,us, uz, P) = L.(uy, ug, uz) P* + M, (uy, ug, u3) P + Ny (uy, us, us3).
e Na carta (up,ug, us; Q), Q = %:
dUQ
(. oG
uy = Q@
b %
y.=¢ % 0Q ” : (3.33)
it'3 = (UQ‘FV)%
Q = - (ng + guz + gus (UQ + V))

\

onde g(uhuQa us, Q) = LT(ula U/Q,U?,) + M’I‘(u17u27u3)Q + NT<u1a UQ,U:;)QZ.

Lema 13 Suponha wuy suficientemente pequeno. Restrito a hipersuperficie de Lie-
Cartan, o campo Y possui uma unica curva de equilibrios, vy, passando por () = 0.
Quanto ao campo X , existe uma unica curva de equilibrios, 3, numa vizinhanca da

origem, satisfazendo

(k—1)c

P) — P?+0(3
U1< ) B(k - 1) + 3q1119201 ( )
A C  (—qoi+qn)B qi11° —k* qao1q021
py=(2_=2 _ .
ua(FP) (20 2¢ * 2q111C (k—1)c * c * (k—1)c
. (Bk — B;Ct31Q11lq201>2 P4 O(5)

B B G201 Bk — B+ 3q11¢201 \ 4
u3(P)—( - k:—l)( o P4 O(5),.
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Demonstragao: Por (3.33) e (3.32) vemos que os equilibrios de Y e X sao, respecti-

vamente, as solucoes dos sistemas

{ Go(un, uz, us) =0 (3.34)
(QGu, + Gup + Guy UQ +V)) (1, uz,u3,Q) =0
e
{ Lp(uy,us,uz) =0 (3.35)
(Ly, + PLy, + Loy (U+VP)) (ug,uz,u3, P) =0

A solugao da primeira equagao de cada um dos sistemas sao os pontos parcialmente
umbilicos, que podem ser escritos em funcao de uy: us = co(uy), us = cz(ur) (veja a

equagao (3.31)). Sejam

L(uy, P) = (Ly, + PLy, + Luy U+ VP)) (uy, ca(ur), c3(ur), P)

(3.36)
= A3(U1)P3 + AQ(Ul)PQ + Al(ul)P + Ao(ul)
G(u1, Q) = (QGu; + Guy, + Guy UQ +V)) (w1, c2(wr), c3(u1), Q) (3.37)
= By(u1)Q® + By(u1)Q* + Bi(u1)Q + Bo(u1)
onde

2 2
Ag(uy, P) = (C’ g B ]j _qofl‘m)) u +0(2)

As(un, P) = —c + (QB Dy —361111%;1 +16911161201) w +0(2)

) —4 2 2
Aj(uy, P) = (A —20 —k* + qozlq?mk — ;11” i 3%01) up +0(2)

Bk —B+3
AO(Ul, P) = (— ]{;_t 1Q111QQ01) U1 + 0(2)

B —- Bk —3
Bg(ul, P) _ ( — 1(1111(]201) ug + 0(2)

By(uy, P) = (—20 LA = M40 g0 + 30, q“l)) uy + 0(2)

kE—1

6 -3
Bl(ul, P) — e+ (—D 1+ 9B+ Cthzo; — 161111%21) up + 0(2)

o 1{34 2 2 l{?3
By(u, P) = (0 — g doten = T S ) w1 +0(2)
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Como L(0,0) =0, G(0,0) =0,

oG
— =—c#0
u1=0=Q
e
oL Bk —B+3
oL L + 95¢1114201 20
6u1 k—1
u1=0=P

segue-se que exite uma tnica curva satisfazendo (3.34), respectivamente (3.35), e pas-
sando pela origem do espaco das variaveis uy, us, ug e (), respectivamente uy, us, ug €
P, o que conclui a primeira parte do lema.

Para determinar a parte quadratica da curva de equilibrios do campo X procede-
mos como segue:

Escrevendo u; (P) = ui P 4+ u3 P? e resolvendo

( OL
5FWNP%P) =0
P=0
2L
~05 (Ui (P), P) =0
2
| OP .

em u}, u?, obtemos que na carta de Monge

_Bk‘ — B+ 3q1119201
k—1 ’

1_ 2 _
up =0, e uj

implicando que a solugao u; = uy(P) de L(uy, P) = 0 satisfaz

_Bk — B+ 3q111¢201

ui(P) = - P? 4+ 0(3). (3.38)
Substituindo (3.38) em (3.31) obtemos que
A C (—C]Qm + QOzl)B Q1112 —k? 42019021
pPy=(2_=2 _ .
ux(P) (20 2¢ 2q111¢ (k—1)c * c N (k—1)c
Bk — B 2
' ( kti@nﬂhm) P 4+ 0(5)

B 4201 Bk — B + 3q111q201
U3<P) = — —
2¢111 k-1 k—1

concluindo, assim, a demonstracao do lema. W

>2P*+0@L

Os retratos de fase dos campos X e Y, numa vizinhanca das suas curvas de

equilibrios, v e 3, sao descritos nos lemas 14, 15 e 16.
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Lema 14 Restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, a curva de equilibrio de Y € nor-

malmente hiperbolica do tipo sela.

Demonstra¢ao: Vimos na se¢ao 1.2 do capitulo 1, que na carta (uy, us, ug, Q) a hiper-

superficie de Lie-Cartan é dada por G(uy, us, us; Q) = 0, onde
g(uh U, U3, Q) - LT(ula Uy, U3) + M’I‘(u17 U, U3)Q + NT(ula U, U3)Q2-

0
Como, na carta de Monge reduzida, —g(O, 0,0,0) = —qi11 # 0, segue-se que podemos

3u3

escrever ug = ug(uy, ug, Q) em G(uy, us, ug; Q) = 0. Tal fungao é dada por

B C _ k?} + 2
US(Ul,uz,Q)—(— 0 )u%—i— (_ 42014021 T q111 ) .

qo21 9 c
— + us + —Qus + O(3).
2q111 (k‘ - 1)@111) ? C_I111Q ? ( )

Substituindo (3.39) em (3.33) teremos que, nas variaveis u;, us € (), 0 campo vetorial

de Lie-Cartan Yy é dado por

= Yi(u,ug, us(ur,us, @), Q)
Yo =19 e = Yo(ur,us, us(ur,u3, @Q),Q) - (3.40)
Q = Yi(ur, ug, uz(ur, us, Q), Q)

onde
Y1 = QYs
Yo = cuy + O(2)

2q111% + 3
Y, = (—k3+C’—|— 6]111]{;_61?)1(1021)uljL <D+ 6211q221>u2—c62+0(2)

Pelo lema 13, os equilibrios de Yg; formam uma curva regular v e esta pode ser
escrita em funcdo de u;. A linearizacdo de Yy, ao longo de y(u;) possui os seguintes

autovalores:

Mo(w) = ¢+ 0(1) . (3.41)
)\3<U1) = —Cc-+ O(].)
donde vemos que, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, a curva de equilibrios de Yg

é normalmente hiperboélica do tipo sela. W
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Nosso objetivo, agora, é estudar o campo de Lie-Cartan, X, restrito a hipersu-
perficie de Lie-Cartan, £(uy, us, ug, P) = 0, numa vizinhanga da curva de equilibrios /3

descrita no lema 13. Para isto, observamos que

oL
a_u?)(ov 07 07 O) = {111 7£ 07

implica que podemos escrever uz = ug(uy, ug, P) em
E(Ul, U2, U3, P) =0.

Tal fungao, que define a hipersuperficie de Lie-Cartan como grafico, é dada a seguir:

1 (B + 21119201 — B)u2 _ 1(Dk + 2¢111q001 — D)UQ
2 qu1(k —1) b2 qn(k—1) i

¢ py, (Ck — C — E* + k* + 019021 + q111%)
qi11 (hu(k’ - 1)

US(UDU%P) = -

urus + O(3)

Denotemos X = (Xj, X, X3, X4). O campo de Lie-Cartan, restrito & hipersuper-

ficie de Lie-Cartan, é dado por

i = Xq(ur,ug, ug(ur,ug, P), P)
Xﬁ = T:LQ = XQ(Ul,lLQ,Ugr,(ul,UQ,P),P) . (342)
P = Xy(ui,ug, uz(uq, us, P), P)

onde
A-C 42019021 (QQ01 + 61021) B (11112
X, = k(k—1)? - 2
1 CU2+( 5 ( )° + 1 o +k:—1 uy+
_ C _ 2
1 (( Go21 + CJ201) +D-B— ( Qo21 + CJ201) di11 + 4201 Go21
qi11 kE—1 1119021
Q2017<73 61201(10212 I C]021/€3) Uity - < C(C]021 - Q201)) o P
- - 1U2 - 2
qdi11 Q111U€ - 1) qd111 qi11
(—oo1 +qo21) D C+ D  qinr? 3 G2019021 \ o
- - - —k O(3
+( 2¢111 2 k-1 t o1 ) tot)

X2:X1‘P



Pontos Parcialmente Umbilicos D1, D3, D} Di,, D%hm e Dih,n 113

E—1 k—1 k1 =

Q211 42019012 q102 q11@301 ) o
—cP? + + _ B S0l ) o
((2%11 20k =g k-1 —24+9k) 1

+ (< C - do214201 B q111 - k? > Q o %12@2010 i
(k - 1)Q111 (k - 1)(]111 kE—1 di11 2 (k - 1)(]111

2¢102C Q2012QO12QO21 20190219102 2411190129201 k3Q012Q201

2q11,° Bk +3 - B
X, = (—C’— d111 40219201 —|—k3> L + 3¢1119201

+ + — — +
k—1 (k’ - 126]111 (k’ - 1)2 (k/‘ - 1)2 (k/‘ - 1)61111
Q121G201 k?’(k + 1)61102 46]1112 3Q2012
2 20+ A — —
TR T Ty et AT T TR
42019021 3 Q211D q02191029111 420190129021
-2 — k| P
k—1 ) o (Q(k — g i (k—1) i (k—1)

—9
12— k-1 T-12 2k-1) )"

Q211 2q102¢ 40124201C 3q2014111 6QO21Q111)
+ + — 2D+ B+ — Pu
<Q111 E—1  (k—1gmn k—1 k—1 2

+0(3)

Gro2D Jo12q201 D go21Q211 (1012(]1112 _ 3@1219111) 2

Lema 15 A variedade
W = {(u1,ua, P);ug = co(uy)}, (Veja figura 3.8)

onde co(uy) foi dada em (3.31), € invariante pelo fluzo de X, e contém a curva de
equilibrios (numa vizinhanga da origem). Além disso, o retrato de fase de X restrito

a variedade W € como na figura abaizo.

‘
| eixo x, onde x=u, ¢,(u;)
‘

Curva de equilibrios

Variedade W /
¥ i f

]
)
,,,,,,,,,, N

d
~
i

Figura 3.7: Retrato de fase de X restrito a variedade W'.
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P

// = (uy)
u,
'/
u,

Figura 3.8: Variedade W.

Demonstracao: Vimos no lema 13 que, nas variaveis uy, us € P, os equilibrios de X

satisfazem
uy = ui(P), wuy = uy(P), onde us(P) = co(uq(P));

implicando que a curva de equilibrios pertence a variedade W. Quanto a invariancia

de W por X, basta ver que W contem o eixo P e que

uw =0
(ul,UQ,P) eW = uz =0 . (343)
P = X4(U1,CQ(U1),P)

Por (3.43), vemos que o campo em W é paralelo ao eixo P, e por (3.36) teremos

que

02Xy 0Xy Bk — B+ 3q111q201
0,0,0) = — 0Oe —(0,0,0) = — 0
8P2 ( » ) c ?A € aul ( D ) k . 1 ?A

donde segue-se que o retrato de fase de X, restrito a W é como na figura 3.7. Wl
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Lema 16 Restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, o retrato de fase de X numa viz-

inhanc¢a da curva de equilibrios, B, € topologicamente como na figura 3.9.

Figura 3.9: Nesta figura, a curva vermelha representa a curva de equilibrios.

Demonstracao: Escrevendo a curva de equilibrios como no lema 13, teremos que os

autovalores da derivada de X, nos pontos desta curva, sao dados em funcao de P:

A(P)=0
Ao(P) = —2¢cP + O(2)

donde vemos que, fora de uma vizinhanc¢a da origem, a curva de equilibrios de X ¢

normalmente hiperbélica do tipo sela.

Observacao 21 O auto-vetor, da linearizacao de X, na curva de equilibrios, associ-

ado ao auto-valor X\o(P) € constante igual a (0,0,1) (eizo P).
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Se P = 0 teremos trés autovalores nulos (a variedade central na origem tem dimensao
3), e a forma de Jordan de DX,(0,0,0) é

o o O
o O =
o = O

Para o estudo de X, num vizinhanca da origem, faremos a seguinte mudanca de

coordenadas:
w =71z, uy=r%y, P=rz, 22+y*+2=1 r>0. (3.44)
Das relacoes acima, teremos que

U = 2rrx + 1t
Uy = 3rr?y +ry
P =riz+4r:

0 =zx+4+yy+ziz

Resolvendo em 7, &, 3 e 2, usando (3.44) e (3.42), e multiplicando pela fun¢ao positiva
(222 + 3y* + 2?)

obtemos o seguinte campo:

r(k—1)
4 2kB + 6 — 2B
T = ( * Z201q1111 )Zl‘2 — 2czyx + 2c2°x + ey + eyt
+rFy(z,y, 2,7)
9 3kB — 3B
J = 2esya® — Seyn + ( Q201Q111k+ - )zyx + 4deBy+
I +rFy(z,y,2,7)
2kB — 2B +6
s _( h —i—1 Q201Q111)$3 — 2¢2%2% — cayxr — 4ePy?—
9 3kB — 3B
_( QQ01C]1111:‘ : )yzx +rFs(z,y, 2,7)
kB — B+ 3
A ( 2— 611111Q201)Z$ + czy? — c2d +r?Fy(z,y, 2,7)

onde Fi(z,y,2,0) = 0, i = 1,2,3,4. Estudaremos a restrigao deste campo a esfera
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unitaria 22 4+ y? + 22 = 1, ou seja, quando r = 0. Neste caso, os equilibrios sao

¢ (0,0,2) onde z* =1,
(k—1)c 2 ) ( (k—1)c 2)2 2
o — 27,0,z ) onde z + 27 =1,
( kB — B + 3q201q111 kB — B + 3q201q111
( 4 de(k—1)22 8 c(k—1)z3 )
o —— ,—= ,2 | onde
3 3(]201(]111 +kB - B 9 361201Q111 +kB—B
4 de(k —1)z2 2 — 1) 2
(_ clk—1)z ) N (§ clk—1)z ) I
33q201q111 + kB — B 93g¢201q111 + kB — B

Pode-se mostrar que sao seis as singularidades na esfera.

Quanto a linearizacio do campo X, = X (x,y,2,0), nas singularidades dadas

acima, teremos que:

e Os autovalores nao nulos de DX;(0,0, 2) sdo 223, 42>
(k—1)c
kB — B + 3¢2014111
20k — 1)222 20k — 1)222
2cz3(2 k- 1) 2+1),—20z3(2 ck—1)% 2+1)
(3g201q111 + (K — 1)B) (3¢201q111 + (K — 1)B)

e Os autovalores nao nulos de

e Os autovalores nao nulos de DX, (— 22,0, z) sao

> 16c(k — 1)22 8c(k —1)23 ) )
DXo | = T , 2 | sao
’ ( 99201111 + 9(k — 1)B’ 27qo01qa11 + 9(k — 1)B
A < 64(c(k —1))*2" 96(c(k —1))*=> | 27) )
81 Bazo1qu1 + (k= 1)B)* * (3qaorq111 + (k — 1) B)?
o 1))4.4 RV
_ 3@23< 64(c(k — 1))z : 96(c(k — 1))z 2 +27)
27 (3¢201q111 + (k = 1)B) (3g01q111 + (K — 1)B)

donde vemos que temos dois atratores, dois repulsores e duas selas.
Seja
(k—1)B+ 3Q201Q111$2
2k — 2 '
Denotemos as componentes de Xy por & = X}, = X2, 2 = X3, = X{. Como

(k —1)B + 3q201q111

Qz,y,2) = cyz +

cf(gz + yf(g + xf(é =0

kE—1
k—1)B+3
se cyz+ ( ) 5 k:+ 2Q201Q111 x? = 0, segue-se que o cone quadratico Q~*(0) é invariante
por X,. Além disso,
4 de(k —1)22 8 E—1)23
Q(0,0,Z) =0, 9 (__ C( >Z T o C( )Z ,Z> =0
3 3(]201(]111 + kB — B 9 3q201q111 + kB — B



Pontos Parcialmente Umbilicos Dy, D;, D3, D13, Dy, , e Dy, 118

E—1 1 24k —1
Q (_ ( )C 227 0’ Z> —— cz ( ) ?é 0
kB — B + 3¢201q111 23¢0111 + kB — B

ou seja, apenas os atratores e os repulsores pertencem & intersecao deste cone com a
esfera.

Numa vizinhanga da esfera, as quatro singularidades

(0,0,2,0) (3.45)

16c(k — 1)22 —1)2
(_ 6e(k — 1)z . 8c(k —1)z ’2) (3.46)
9901111 +9(k —1)B" 27q01q111 + 9(k — 1)B

sao selas hiperbolicas para X. De fato, além dos autovalores citados acima (da restrigao

a esfera) teremos que

s 1 4 (( 64(c(k —1))*24 N 96(c(k —1))422

—cz® e —cz +27 ).
81 3¢201q111 + (K — 1)B)?  (3q201q111 + (kK — 1) B)? )

sao autovalores associados as singularidades (3.45) e (3.46), respectivamente.

Veja ilustracao nas figuras 3.10 e 3.11, do retrato de fase de X préximo a esfera.

N

Figura 3.10: Retrato de fase de X proximo a esfera.
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Vista superior da esfera

Figura 3.11: Retrato de fase de X numa vizinhanca da esfera, parte superior.

Assim, préoximo a origem, o retrato de fase de X é como na figura 3.9.
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Demonstracao do teorema 7: Seja p um ponto parcialmente umbilicos do tipo
Dj,. Por (3.30), p pertence a uma curva regular ¢ formada por pontos parcialmente
umbilicos.

Sejam X o campo de lie-Cartan na carta (u1, ug, ug, P) (veja (3.32)) e Y o campo
de lie-Cartan na carta (uy, us, ug, Q) (veja (3.33)).
Pelo lema 13, o campo Y possui uma tinica curva de equilibrios, v, passando transver-
salmente por () = 0 e o campo X, possui uma tunica curva de equilibrios, £, numa

vizinhanca da origem, satisfazendo

(k—1)c

P) — P*+0(3

U1< ) B(k - 1) + 3q1119201 ( )
A C  (—qoi+qn)B qi11° —k 019021

Py= (2 _ 2 _ .

ua(FP) (20 2¢ i 2q111€ (k—1)c * c o (k—1)c
. (Bk — B+ 3Q111(]201>2 P4 O(5)
kE—1
B G201 Bk — B + 3q111¢201 ? 4
P)=|— — P .

Pelo lema 14, v é normalmente hiperbolica do tipo sela, e
Pelos lemas 15 e 16 o retrato de fase de X restrito a hipesuperficie de Lie-Cartan, numa

vizinhanga de /3, é como na figura 3.9. (veja figura 3.12)
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Lema 6 Lema 8

— N -_— S

S e

Va

AN i
- A 1 ]
o l )
1 \ )
s \ 1
-z , /
7 | \ ,
\
> X ;
0 EEE . ’
/, ~N 4
’ 1 N -
»4 ,/I' .7
! ! 7
=27 __ DV /\"/;i
AN, il A
s, -
——‘f AT /\
70 ~ -

0=0 P=0

Figura 3.12: Ilustracao dos resultados obtidos nesta sec¢ao.

Assim, concluimos que a curva parcialmente umbilica ¢ é, por uma lado, a pro-
jecao de trés curvas do tipo sela e por outro a de uma curva do tipo sela, implicando
que, em p, a estrutura da curva parcialmente umbilica muda do tipo D; para o tipo

D3, concluindo, assim, a prova do teorema 7. W

Observagao 22 O caso ¢ = b = 0 nos leva a mesma estrutura tologica da linhas de

curvatura numa vizinahnga de um ponto do tipo Dis.
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3.4 Linhas de Curvatura numa Vizinhanca de um Ponto

1 1
Dlh,p € Dlh,n

Seja
’[Ll — ﬁp
1w = P
xoo ) Lr , (3.47)
P = _(£u1+P£u2+£u3 (U+VP))

onde £ = L, P?> 4+ M,P + N,.
Os equilibrios de X sao dados por

L, (uq,ug,u3) =0
M, (uy, ug,u3) =0 (3.48)

(Luy + PLyy + Loy U+ VP)) =0

Suponhamos que

(L, M,)

det
¢ 3(u1,u2)

£ 0.

u1=0,u2=0,u3=0

Na carta de Monge reduzida, a nao anulacao do determinante acima é equivalente:
b(b —a) # 0 (veja a equagao 1.15 na proposi¢ao 1 do capitulo 1)
Seja
up = uy(us) e ug = ug(us) (3.49)

a solugao de

Lr(u17u27u3) - 07
Mr(ulau27u3) =0,

substituindo (3.49) na tltima equagao de (3.48), obtemos que os equilibrios de X sao

dados pela anulagao da seguinte ctbica

C(us, P) = As(us) P + Ag(us)P? + Ay (us) P + Ag(us), (3.50)
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onde

0 0
Ay=—— L, — —LU,
’ 8u2 8U3

ouy Ous Ous

AQZ—iLT—iMT— (iMT)Z/{— (iLT) v,

6U3

Ay :—iMT—iNT— (iN,)M— (iMT) Y,
2 Ous

ouq ou Ous
0 0
A() = _a_ulNT — (a—ugNr> V.

Denotemos por D(u3) o discriminante de (3.50). Sejam

oD
X2 = 8_(0)( Veja equagoes 2.32 e 3.26 no capitulo 2)
us
¢ 02D
o 9D,

Defini¢ao 11 (Ponto parcialmente umbilico Dy, , e Dy, ) Seja

OZ<U1, Ug, Ug) - (ula Uz, U3, h(U1, Us, u3)>7

123

(3.51)

(3.52)

com h como em (3.2). O ponto p = «(0,0,0) € chamado parcialmente umbilico do tipo:

D%h,p) cb(b—a) # 0, %:2; X2 =0 ¢ex2>0.

D}h,n) cb(b—a);«éO,%:2, X2=0¢€x2<0.

Observacao 23 Se fizermos ¢111 = 0, qa01 = 0, goo1 = 0, ¢ =1, b =1, a = 2,
Q121 =0, Q211 =0, B=0,C =0, Q112 =0 e Q301 = 0, obtemos que cb(b— a) # 0,

¢=2, x2=0 € X2 = 570012 # 0.
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Teorema 8 Suponhamos o € IF(M3 R*), k > 5 e seja p um ponto parcialmente

umbilico do tipo D%hm. Entao o comportamento das linhas de curvatura proximas a p
€ como na figura 3.13.

Figura 3.13: Linhas de curvatura numa vizinhanga de um ponto do tipo Dy, ,,.
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Teorema 9 Suponhamos o € IF(M3 R*), k > 5 e seja p um ponto parcialmente
umbilico do tipo D%h,p' Entao o comportamento das linhas de curvatura prorimas a p

€ como na figura 3.14.

?/

-

///

-

Figura 3.14: Linhas de curvatura numa vizinhanga de um ponto do tipo D%h,p.

Demonstracao dos teoremas 8 e 9:  Os equilibrios de X no eixo P sao dados por
C(0, P) = 0 (equagao 3.50). Na carta de Monge

C(O,P):O<:)bP3—cP2:O<:)P:00uP:g.
oC c?

Sendo P luacopes =7 # 0 segue-se que podemos escrever P = P(u3) na

b
equagao C'(uz, P) = 0. Seja 31 a curva cujas coordenadas satisfazem:

61 LU = Cl(u;g), U = CQ(Ug) e P= P(Ug)

onde u; = ¢1(ug) e us = cz(ug) sdo as coordenadas da curva parcialmente umbilica. A
linearizagao, DX (B (us3)), do campo de Lie-Cartan possui dois autovalores nulos e os
seguintes dois nao nulos:

b? + 2 2

A (ug) = ===+ 0(1), AQ(US):%+O(1).
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Disto, restrito a hipersuperficie de Lie-Cartan, ; é normalmente hiperboélica do tipo
sela.

Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno. Definamos
W = {(uy,us,us, P), |us| <e, wuy=ci(ug)euy=co(us)}.
Entao,
1. W & uma variedade diferenciével de classe C*~2 e invariante pelo fluxo de X.
2. W esta contida na hipersuperficie de Lie-Cartan

3. As coordendas de um ponto de W satisfaz:

u = 0,u2 = 0,43 =0

P = C(U3, p)
O discriminante, D(u3), da equagao ctubica C(us, P) satifaz

oD 0*D
—(0,0) =x2=0e —5(0,0) =bx2 # 0
8U3( ) ) X2 € aug ( ) ) X2 7é
Denotemos por X, o campo de Lie-Cartan restrito a hipersuperficie de Lie-

Cartan.
O retrato de fase de X, restrito a variedade W é como na figura 3.15 se xy2 < 0

e como na figura 3.16 se yo > 0
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Figura 3.15: Comportamento de X, restrito a variedade central quando s < 0

Figura 3.16: Comportamento de X, restrito a variedade central quando ys > 0

A linearizacao de X, na origem, possui uma autovalor nao nulo: —b. Assim, o
retrato de fase de X, numa vizinhanca da origem é como na figura 3.17 se Yo < 0 e
como na figura 3.18 se yo > 0

Projetando as curvas integrais de X, numa vizinhanca dos seus equilibrios, na

variedade M concluimos a demonstracao dos teoremas 8 e 9.
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Figura 3.17: Comportamento de X, numa vizinhanca da origem quando yo < 0

Figura 3.18: Comportamento de X, numa vizinhanga da origem quando Yo > 0



Capitulo 4

Pontos Parcialmente Umbilicos
Criticos: D}? e D!

4.1 Preliminares

Seja a : M — R* e (uy, ug, u3) : (M3, p) — (R?,0) a carta de Monge reduzida, ou seja,

o(ur, ug, uz) = (U1, ug, uz, h(ur, uz, us))

onde

k k 1 1 1 1
h(uy, usg, us) = §(u? + u%) + §u§ + éau? + ibulug + Ecug + 6Q003U§
1 1 1
+ —QO12U2U§ + qri1uuguz + —Q(mugus + —Q102U1U§
2 2 2
1 1 1 1 1
+ 561201%%113 + ﬂAu‘f + éBu?uz + ZCufu% + éDulug
—|—iEu4+iQ u4+1Q fuu3+1Q fuu3+1Q uiu?
24 2 24 004 U3 6 013U2Ug 6 1031 lg 4 022 Uo g
1 1 1 1
+ ZQ202U%U§ + 5@112U1U2U§ + 6@031713163 + 6@301“?“3
1 1
+ 5@121U1U§U3 + 5@211U%U2U3 + 0(5)

Lembramos que o conjunto parcialmente umbilico de « é definido por:

(4.1)

Lr(u1,U27U3) =0
M, (uy, ug,uz) =0

129
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onde

L, = —bus — qui1us —

(2¢201111 + BE — B) ((2(]20161021 + 2Q1112)+

20k — 1) e 20k — 1)

2 +2 9
4O — 2k3+) Uty — <Q211 + ( Choz(l;l(lk - 1{1)20161012)) Vgt — ((2?;{31—(]012;)_‘_

D +
+5> uy? — <Q121 4 (%02%(2; - q11)11QO12)> Uglty — (((gilz_qlfj)_i_

+%> us? + 0(3)

(4.2)

A C 2 2
M, = (b—a)us + cus — (g201 — qo21)us + (—5 + B + K — %) ui+

2 —2 —2 +2
+ (—B _D_ 42014111 Q11161021> wiug + (_ 1114012 9201(1102+

k—1 kE—1

E C @ — G
+Q121 — Qs01) urug + (E 5 K — % ug? + (—Qa11 + Qoz1—

—2q0219012 + 2q102q111 Qo22 Q202 —CI(2)12 + Q%oz 2
- - - 0(3
k—1 R 2 o1 ) TO0)

(4.3)

N, = bug + qi11us +

(2¢201111 + Bk — B) ((261201%21 + 2q111%) n
1

2k — 1) 2k — 1)

2 +2 )
+C — 2k34) uguy + (Q211 + ( Q102Q;1(1k — 161)20161012)) usty + ((2?]14:11_61012;)4_

D 9 (q1029021 + q1119012) (9012G102)
+2)U2 +<Q121+ —1) Uguz + (k- 1) +

) teow
(4.4)
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donde vemos que

o(L,. M,)
a(”la Uz, U3)

0 —b —
— q111 ‘ (4.5)
u1=0,u2=0,u3=0 —a+0b ¢ —qo1+ qon

Diremos que o conjunto parcialmente umbilico da « ¢ regular se a matriz (4.5)
tem posto 2, caso contrario, diremos que o conjunto parcialmente umbilico da « ¢é
critico.

Observamos que (4.5) deixa de ter posto 2, da maneira mais simples possivel, se

ocorrer um dos seguintes dois casos:
Caso 1: b=0e q11 =0, ou
Caso 2: a =" e b(ga01 — qo21) + ¢q111 =0
Observagao 24 Iremos supor k = 0.

Analisaremos o primeiro caso. O segundo caso é analogo.
Supondo a # 0, podemos escrever u; = uy(ug, uz) em M, (uy, us, uz) = 0, numa

M., .
vizinhanga da origem, ja que ——(0,0,0) = —a # 0. Na carta de Monge reduzida, tal

5’u1
funcao é dada por:
¢ (=g +
wn(uz, ) = Sy + M% .

1
+2—a3 [2(=B + D)ac+ (—C + E — 2¢3y,)a” + (C + 2¢5y, — A)?] us+

1
+$ [20(1201(]1026& — 2q201G0120° — Qs01¢a + Qra1¢a — Q110”4+ Qozra’—

—(=q201 + qo21)(Ac — Cc+ aB — aD — 2¢3,¢)] uguz—

1
2a3

[Qomaz — 245,90% + 2¢3090* — Qop2a®—
—(—q201 + qo21) ((—qao1 + qo21)(—2¢5y; + A — C' + 4agro2)—

—8q021q102a — 4Q121a + 4Q3010)] uj 4+ O(3)
(4.6)
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Substituindo (4.6) em (4.2) e multiplicando por a?, obtemos que

Ly (uq (ua, us), up, us) = (Da® + Be® — 2qa01qo21ac + 2Cac) uj+
+ ((2q021 — 2q201) (—Go21q2010 + C'a + Be + agoiac)+
+2a(—aqio2qo21 + Q11 + aQ121 — Go21G012€)) UpUz+
+ ((go21 — q201) (Bqoa1 + 2aQ211 — q201 B — 2ag2019012) —
—a*(—2qo12qr02 + Q112)) uj + 0(3)

CONDICAO DE QUASE TRANSVERSALIDADE: Determinante da matriz
hessiana de L, (uq(ug,u3), uz, u3), na origem, diferente de zero. Denotemos por ( este
determinante.

Na carta de Monge reduzida com k3 = 1 e k = 0 teremos que

¢ =4 (=g + qo21)” (0191 + 2C G010 + DB — C?) +
—8a (—q201 + qo21) (Q2OIQIOQQ§21 = q021C 102 — Q12192019021 + C Q121 — Q211D+
+Dga01G012) — 8¢ (=201 + o21) (—Go21 Bqroz + Go21Q211G201 — Go219301 G012 + BQ121+
+Cq201 + qo12 — CQ211) + (8¢2019012Q211 + 4BQ112 — 4Q§01Q§12 — 8Bqi02q9012+
+8Q 12191029021 — 4Q311)¢? + (4DQu1a — 44709501 — 4Q%2 — 8Dqr02q012 — 46702521 —
—4Q7% + 8Q121¢102q021 — 8Dq102G012 + 4DQ112)a” + (—8Q211Q121 + 8Q211G102021+

+8C Q112 — 16C q1029012 — 892019021 @112 + 8¢2019012Q121 + 8Q201(]0126]102%21)GC
(4.7)

Observacao 25 e Se( > 0 entao o conjunto solugao da equagao L, (uq(uz, ug), ug, us) =

0 € formado por um ponto.

e Se( < 0 entao o conjunto solugao da equagao L, (uy(ug, ug), us, uz) = 0 € formado

por duas curvas requlares que se intersectam transversalmente.

Disto, introduzimos as seguintes defini¢oes:
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Definigao 12 [Ponto Parcialmente Umbilico Dll,] O ponto p é chamado parcialmente

umbilico do tipo D), se:
D;) b:q111:0 6(>0.

Definigao 13 [Ponto Parcialmente Umbilico D] O ponto p é chamado parcialmente

umbilico do tipo D! se:
Di) b:qu:O €C<O
Assim,

Proposicao 2

Se p € um ponto parcialmente umbilico do tipo D; entao o conjunto parcialmente um-

bilico da o, numa vizinhanga de p, € formado por inico ponto

Proposicao 3

Se p € um ponto parcialmente umbilico do tipo D! entdo o conjunto parcialmente um-
bilico da o, numa vizinhanca de p, € formado por duas curvas requlares que se inter-

sectam transversalmente em p.
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4.2 Linhas de curvatura numa vizinhanca de um ponto

parcialmente umbilico do tipo D) e D!
Nosso objetivo é provar os seguintes dois teoremas:

P . PR . 1 ~
Teorema 10 Se p ¢ um ponto parcialmente umbilico do tipo D, entao o comporta-

mento das linhas de curvatura de o, numa vizinhanca de p, € como na figura 4.1.

Figura 4.1: Configuragao principal numa vizinhanga de um ponto parcialmente um-
bilico do tipo Dll)
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Teorema 11 Se p é um ponto parcialmente umbilico do tipo D} entdo o comporta-

mento das linhas de curvatura de o, numa vizinhanca de p, € como na figura 4.2.

Figura 4.2: Configuragao principal numa vizinhanga de um ponto parcialmente um-
bilico do tipo D!
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Demonstracao dos teoremas 10 e 11:
Lembramos que depois de feita a restricao das formas fundamentais ao campo de

planos ortogonais a dire¢ao regular (se¢ao 1.2 do capitulo 1), a equagao diferencial das

linhas de curvatura é dada por:

L. (uy,usg, ug)duf + M, (uy, ug, ug)duydus + Ny (uq, ug, ug)dug =0

SejamP:%,Q:%
du1

dUQ’
L(uy, ug,us, P) = LT(U1,U2,U3)P2 + M, (uy, ug, ug) P + Ny (uy, ug, us), (4.8)
g(ulaub us, Q) = Lr(ula Uz, US) + Mr(ula UQ,U;;)Q + NT(ula u27u3)Q2’ (49)
( ’[Ll - EP
.= = Pl , (4.10)
| P = —(Luy, +PL,+ Ly (U+VP))
e ) 96
U = Q%
o 9
y.=¢ % 0Q " : (4.11)
21.3 = (UQ+V)@
| Q@ = ~(Q0u + G, + Gy UQ +V))

Observagao 26 A condicao de quase transversalidade, do conjunto parcialmente um-
bilico, implica que as hipersuperficies implicitas L = 0 e G = 0 possuem, na origem,

um ponto critico do tipo Morse. De fato:

VL(0,0,0,0) = VG(0,0,0,0) = (0,0,0,0)

det(Hessiana L) = det(Hessiana G) = —4¢

Na carta de Monge reduzida, o campo vetorial de Lie-Cartan X é:
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Uy = cug + (—qoo1 + o2 )us — aup + (q%m - % + %) ui+
(2g201q102 — Q301 + Q121) Urus + ( Qo1 + % — %) u3+
+ (—Q211 + Qoz1 — 2%216]012) UgU3 + ( B + D)U1U2+
+(Q%02_%+%_qg12)u§+0< )
uy = P
X =94 u3 =t (—quu — qous + O(2))
P = (qoiGoa1 — C) ug + (q2019012 — Q211) uz — Buy + aP+
(—3q201q102 + Q301 — 2Q121 + 2q102q021) Pus + (B — 2D) Puy+
(—2¢%029012 + q102Q112) U3 + (Q121¢201 — G102G021G201) UrUy — P+
(—@3019012 + Q211G201) U + (g201 Q112 — 3¢201G012¢102 + q102Q211) U1 U3+
(

—Q1OQQO21 + q102Q121) Ugusz + (—3(1201 + 2¢201G021 + A — 2C') Puy + O(3)
(4.12)

+
+
+
_I_
e o campo Y é:

(0 = Quy
Uy = cus + (qo21 — Go1) us — auy + (Byy — 4 + ) ul + (—B + D) uyus+
+ (2g201G102 — Q301 + Q121) Urus + (—Q(Z)z + % - ) us+
+ (= Q211 + Qo31 — 2¢021G012) U2us + (Q%OQ Qm + Q%” - ng) uz + O(3)
3 = Uz(—qo21Uz — Go12U3)
Y =< Q = Duy — cQ + (—qio2g021 + Qu21) us + (—gao1qoz1 + C) ug + Q%a+
(q201G012 — Q211) Qoa1aue + (2B — D) u1Q + (qa01Go12 — Q211) Qor2uauz+
((261012%02 Q112) Go21 + (q102q021 - Q121) Q012) UgUz+
((go21 — q201) Go21 — G201G021 + 2C + 2¢35, — ) Quo+
(—q2019012 + 2Q211 — Qo31 + 2qo219012 + (qo21 — G201) Go12) Qua+
(2g012q102 — Q112) Go12u3 + (qr02021 — Q121) Go21u3 + O(3)

+
_I_
+
+
+

(4.13)
Consideremos o campo vetorial de Lie-Cartan X dado em (4.12). Os equilibrios

de X sao dados por

Lr(UhUz,Us) =0
M, (uq,ug,u3) =0
Ag(U1,U2,U3)P3 + AQ(Ul,Ug,Ug)P2 + Al(ul,UQ,Ug)P + Ao(ul,u2,u;5) = O

onde A3(0,0,0) =0, A43(0,0,0) = —c, 4;(0,0,0) = a e Ay(0,0,0) = 0.
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Como ja vimos, as equagoes L, (uy,us,u3) = 0 e M, (uy,uz,u3) = 0 definem os

pontos parcialmente umbilicos. Assim,

e Se p é do tipo D}) entao o conjunto dos equilibrios de X é constituido por trés

pontos localizados em P =0, P = N
c

e Se p é do tipo D! entao o conjunto dos equilibrios de X é constituido por:

— Duas curvas regulares se intersectando transversalmente em u; = uy = ug =

0=P,
— Duas curvas regulares se intersectando transversalmente em u; = uy = ug =
0, P= 4 e
c
— Duas curvas regulares se intersectando transversalmente em uy; = uy = ug =
0, P=oc.

Observagao 27 Sem perda de generalidade iremos supor que a,b > 0.

a
Em P = — a hipersuperficie de Lie-Cartan é regular. De fato, fazendo ¢;1; =0 =
c

b=k em (4.8), (4.2) e (4.3) obtemos que

g—i (0,0,0,%) —a
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A solucido uy = ug(uy,us, P) da equagao implicita L£(uy, ug(u1,us, P),us, P) =0
é dada por
1 a 1 (—2ac3q021 + 2@63(]201)

up(ur, uz, P) = 5. + 5 ok

U3—|'

+$(2%01%21GC3 — 2a°¢01q021¢ + 3a*°C'c — 3Da’c? — +3a*Be?

—Bc* — 3Cac® + ac*A — 2acq3y, + a*D — a*Ec + 2a®¢2,, c)u+
+ﬁ(—204Q211 + 2¢201G012¢" + 2Q1210%¢ — 231 oo + 22 Cgo —
—23026“]021 - 4DC2CM]201 - 4@121630 + 4DC2(1(]021 - 2a2q201q01202—

— 43 Ga01G102a — 402 cqyy + 2Q301¢%a + 2Bcagag + 4Ca*c(gao1 — o1 )+

+6aGa01 oy ¢ + 202 cEqoa1 — 2¢102q021a° ¢ — 2a*q30; qo21¢ + 2a¢3 q102G021—

—2a?cEqao1 + 4a**qo21qo12 + 4Q2110%¢* — 2a**Qoz1 + 2Dadqa01+

(Dazqgm — ac® Qo+

+2¢301q021¢* — 2¢Cga01 — 2Da’qoo1 Jurus + e

+2ac?q1y + Qu120°¢* + 2acqyy + 21024021 G201 — 2Q1210%Cqoo1+
+2Dqoa1g201 — 2q102q0120°¢* + 4ac®Goz1qo12G201 — 4aC* GGy Gor2—
—acEqd,, + 2acqiy 430 — acEqiy; + Cacgdyy + 2q102G50 a*c+
+Cacgsy, + 2ac®Qoz1qoat + 2Qa211a¢% a0 — Qu12¢” + 2Q1210° 01—
+2acEqu1G201 — 2Cacqo1q01 — 2q102G02160°CGa01 — D2 gy — D2 g0, —
—2Q121% 201 + 2q012q102¢" — 2%02(132103 + ac® Q02 + 2Q121¢* Goa1 —
—2ac®Qoz1G201 — 2Da*qoa1qa01 + Da* gy, — 2ac’ gy — 2Q211a¢%qoo1 —

—4acq8’21q201)u§ +0(3)
(4.14)
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a
Préximo ao ponto <0, 0,0, —>, o campo vetorial X restrito a hipersuperficie de
c

Lie-Cartan é dado por

cug(uy, ug, P) + (—qa01 + qo21)us — aus+
(@301 — 2 +$) ul + (=B + D)us(uy, us, P)us+
(261201Q102 - Q301 + Q121) Uuz+

Uy

( G + 5 %) us(uy, uz, P)*+
(=Qa211 + Qos1 — 2qo219012) w2 (U, us, P)us+
( %OQ_MWL@_%Q)%"‘O( )
Xe =9 3 = (—qoiu1 — qro2uz + O(2))
P = (q2019021 — C) ug(u1,us, P) 4 (q2o19012 — Qo11) us — Buy + aP+

+ (—=3q201q102 + @301 — 2Q121 + 2G102q021) Pus+

+ (B — 2D) Puy(uy, u3, P) + (Q1219201 — q102q021G201) U1Ua(u1, u3, P)-+
+ (—GFoa021 + 1102Q121) w2 (s, us, P)ug — cP*+
+ (=
+ (=

+ o+ o+ o+ +

QQ01QO12 + QQ2119201) U1 (q201Q112 — 3¢2019012G102 + qr02Q211) Uruz+

30301 + 2q2019021 + A — 2C) Puy + (—2¢3029012 + qr02Q112) uj + O(3)
(4.15)

\

a
Disto os autovalores de DX, <0, 0, —) sao 0,0, —a
c
Observacao 28 O eixo P € o autoespacgo associado ao autovalor —a.

Estudaremos X, restrito a variedade central, que neste caso tem dimensao 2.
Escrevendo a variedade central como grafico sobre as variaveis wui,uz: P =

P(uy,u3), obtemos que o campo X, restrito a variedade central satisfaz

X4 :{ul:gw“@ (4.16)

u1=0=u3) 4a?ct

Assim, o retrato de fase de Xg’ ¢ como na figura 4.3 se p é do tipo D! (¢ < 0), e

c

onde
det ((Hessiana (B(uq,u3)))

como na figura 4.4 se p é do tipo D;.
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Figura 4.3: Comportamento de X [;‘ quando ¢ < 0
WC

Figura 4.4: Comportamento de X, quando ¢ > 0
Wc

Quanto aos pontos P =0e P = 0o(Q) = 0) teremos que
e os autovalores de DX(0,0,0,0) s@o 0,0,a, —a
e os autovalores de DY(0,0,0,0) sao 0,0, ¢, —c

Ja vimos que a hipersuperficie de Lie-Cartan tem uma singularidade do tipo
Morse em P =0e P = 0o(Q = 0).

Observacao 29 A wvariedade central de X, respectivamente de Y, numa vizinhanc¢a

de P = 0, respectivamente () = 0, intersecta a hipersuperficie de Lie-Cartan nos

respectivos equilibrios.
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Assim da anélise feita acima, concluimos a demonstracao dos teoremas 10 e 11.



Capitulo 5
Teorema de Genericidade

Uma familia a um parametro de hipersuperficies imersas serda uma familia o, de imer-
soes de uma hipersuperficie orientada M? no espaco R*, onde A € R. A familia o,
serd dita suave se a(m,\) = ay(m) é de classe C*° no produto M?® x R. O espago
destas familias, denotado por Fysyr serd dotado da topologia de Whitney. O termo
genérico, usado para nos referirmos a uma propriedade da familia, significa que é valida
para uma colecao de familias que contém a intersecao enumeravel de abertos densos
em Fypyxr. Pelo teorema de Baire esta colegao sera densa. Ver [17].

Consideremos o espaco J"(M?, R*) dos r-jatos das imersoes, o, de M3 em R
dotado com a estrutura de fibrado principal. O espaco base ¢ M x R, a fibra ¢ o espaco
J"(3,4), onde J"(3,4) é o espaco dos r-jatos de imersdes de R? em R*, preservando
as respectivas origens. O grupo estrutural, A’, é o produto do grupo L7, (3,3) dos
r-jatos de difeomorfismos preservando a origem e a orientacao do R3, agindo a direita
por mudanga de coordenadas, e o grupo O, (4,4) das isometrias positivas, a agao a
esquerda consiste de uma rotacao positiva no R*.

Cada 5-jato de uma imersao em um ponto parcialmente umbilico é da forma

(p, P, w) com (p, p) € MExR* e w na 6rbita de uma imersao polinomial (uy, ua, us, h(u1, us, us3)),

143
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onde

qoo3 u qo12 2
u2 + — U3+ ——Uguj

b
ul—i- 6 9

k ks
—(u? +u3) + 5

h _
(u17u27u3) 2 2

—uj + —uyu; +

6 6

A B
q;u% 3+ Q1202u1u3 + C]2201 % Us + — + —u:{’u2

+qi11urugug + 24 G

C D
i g+ gt + G+ S+ Sk

Q022 2 2 Q202 2 2 Q112 2 Q031 Q301 3

+ 1 23+ 4 13“‘ B —Usu1u U + 6 U3U2+ 6 13+

Q121 Q a500 5

aq10 320
2u3u2 1—|- 2U321+120 1+ 4 32

gg Uz T oty

230 o 3 Q140 Qp50 5 , Q401 ot @302 w2

T Wt T 12J“1202+24 R PR

@203 w2l 1 4 1 1 4 @p32 3 9

g Ul g Moath s Josaustis + o douniyls + oS

02323 4, a311 3 a131 3 13
+—u + UgUs + uuu—l— uuu+—uuu+

221 9 o a212 o
+——ujusuz + 1 u1u2u3+

1
1 CL122U1U2'LL3 + O(6>

4
(5.1)

A parte quadratica geral de h onde (uy, ug, ug, ﬁ) esta na orbita da h tem a forma

Ea00 Eo20 Kooz
5 %—F 5 §+ 5 ug

A variedade dos jatos parcialmente umbilicos, (PU)®, ¢ definida pela condi¢ao de que

Eriouiug + Kioruiug + koriusus +

a matriz simétrica
koo K110 k1o

k1o ko2o  Konn
ki1 ko1 Kooz
possui dois autovalores iguais.
Em [6], R. Garcia mostrou que (PU)® ¢ uma subvariedade de codimensiao 2 em
J5(3,4).
A variedade dos jatos umbilicos, U°, é definida pela condicao de que na matriz

acima ]{?200 = k‘ogo = ]{7002 (S kllO = ]{?101 = ]{3011 = 0. Esta forma uma subvariedade
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fechada de codimensdo 5 em J°(3,4).

Observagao 30 A expressao na equagao (5.1) é um representante da drbita dos jatos

parcialmente umbilicos onde o termo §u%u2 pode ser considerado nulo por uma rotacao.

Definiremos a seguir a estratificacao parcialmente umbilica candnica. O termo
canonica significa que os estratos sdo invariantes pela agao do grupo A% = O, (4,4) x

L5 (3,3). E com relacdo a érbita desta acao que faremos referéncia a seguir.

1. Jatos Umbilicos: U, & uma subvariedade fechada de codimensao 5 em J°(3,4).

2. Jatos Parcialmente Umbilicos: (PU)?, aqueles na 6rbita de J°(u1, us, us, h), onde
h = h(uy,us,u3) é como na equacio (5.1), com k € R. E uma subvariedade de

codimensao 2 em J"(3,4).

3. Q°: Aqueles na orbita de J°(uy, ug, us, h), com h = h(uy, uz, uz) como na equagao
(5.1), onde @ = 0 = b = c¢. E uma subvariedade fechada de codimensio 3 em
(PU)® e de codimensdo 5 em J°(3,4).

4. Jatos Parcialmente Umbilicos Nao Darbouzianos: ND®, aqueles na orbita de

J5(u1, ug, us, h), com h = h(ui, us, u3) como na equagao (5.1) satisfazendo
b(b—a) =0 ou
b(b—a)#0ea—2b=0ouc’— ab(a—2b) = 0.
Esta variedade pode ser particionada como segue:

(a) (Di2)°: Definida pela 6rbita dos jatos com
a—2b=0e x2 #0, ou
2 —4bla—2b)=0ex; #0

+
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(g) (D;) . Definida pela orbita dos jatos com b= ¢g;;1 =0e ( >0
(h) (D})*: Definida pela 6rbita dos jatos com b= ¢g;;; =0e ¢ <0
(i) (

D h’n)5: Definida pela 6rbita dos jatos com a —2b =10, xyo =0e x2 <0

§

)
)

(k) Z°: Definida pela 6rbita dos jatos coma=b0#0, y =0exy =0
)

Bk — B + 3q111G201
k—1

(D%hp) . Definida pela orbita dos jatos com a —2b =0, xo =0¢€ Y3 > 0

(1) W?: Definida pela 6rbita dos jatos com a = b =0 e =0

5. Jatos Parcialmente Umbilicos Darbouzianos: D°, o complementar em (PU)®
de N'D°, aqueles na orbita de J°(uy,us, us, h), com h = h(ui, uz,u3) como na

equagao (5.1), onde

(a) (D))P: (2—2)2 - % 1 2<0
(b) (Dy)": (2%)2 +2> % >1,a#2b
(c) (Dy): % <1.

A estratificagdo canonica de J°(3,4) induz uma estratificagao canonica de J° (M3, R*)
cujos estratos sao subfibrados principais, com codimensao igual a das suas fibras, que
sdo os estratos canonicos de J°(3,4) como definidos acima nos itens 1, 2, 3, 4 ¢ 5.

A colegao dos subfibrados que estratificam J°(M? R*) serd chamada estratifi-
cagdo parcialmente umbilica. Os estratos sdo: PU?(M?, R?) correspondente a (PU)?;
(D;)3(M3,R?Y), i = 1,2, 3, correspondente ao estrato dos jatos parcialmente umbilicos
Darbouxianos (D;)°, i = 1,2, 3, e assim sucessivamente, um fibrado para cada estrato

listado acima.

Teorema 12 As sequintes propriedades sao genéricas para familias a um pardmetro,
ay, de imersoes em Fysyr. O conjunto PU(ay) de pontos (p, \) em M3 x R tal que p
¢ um ponto parcialmente umbilico de oy, forma uma subvariedade, de M3 x R, difer-

encidvel e de dimensao 2, estratificada como seque

e (s pontos parcialmente umbilicos Darbouxianos, Dy, Dy e D3, ocorrem ao longo

de subvariedades de PU(«y) de codimensao 0

e Os pontos parcialmente umbilicos nao Darbouxianos, D15 e Da3, ocorrem ao longo

de subvariedades de PU(«y) de codimensao 1
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e Os pontos parcialmente umbilicos nao-Darbourianos, Dy, Dy, Dy, Diy, Dy, D}
e D!

L, ocorrem ao longo de subvariedades de PU(«y) de codimensao 2.

Demonstracao: Basta aplicar o teorema da transversalidade de Thom ao espacgo dos
jatos. Neste caso, j°ay é um mapa definido em M? x R transversal a estratificacao
canonica de J°(M?3 R*). Observamos que os estratos nao listados no enunciado do
teorema tem codimensao maior do que 4 e, portanto, sao evitados pela transversalidade.
|

Assim, com o teorema 12 concluimos que os pontos parcialmente umbilicos que
aparecem genericamente em familias a um parametro de hipersuperficies imersas em
R*, sdo os pontos Dy, D3, D3, Diy, Dy, ., D1, D} e D}.



Capitulo 6

Diagramas de Bifurcacao dos Pontos
Parcialmente Umbilicos Dl, D%, D%,

1 nl 1 1 1
Diygs Dy, 0 Dip e Dp € Do

Neste capitulo, estudaremos as mudancas qualitativas - bifurcagoes - que ocorrem na
configuragao principal dos pontos parcialmente umbilicos D{, D3, Dy, Diy, Dy, ., Dy,
D} e D; definidos nos capitulos 3 e 4.

6.1 Preliminares

Sejam a : M?® — R* uma imersao, em R*, de uma variedade de dimensao 3, compacta,
orientada e de classe C* (k > 5), e p um ponto parcialmente umbilico de o de um dos

seguintes tipos: Di, D3, D3, Diy, Dy, ., D1, D} ou D;. Escrevemos
a(u, ug, uz) = (ur, uz, us, h(ur, us, us)) (6.1)

onde

148
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a

6

b & Q(]Ug
3 2 3 3

k 1
B,z uz) = o (uf + u3) + Sug + 5 G

2 2

1 2 1 2 1 2
+§QO12U2U3 + qri1uugug + §CJ021U2U3 + §CJ102U1U3

1 1 1 1 1
+§q201ufu3 + ﬁAu‘f + gBui’ug + L—lCufug + gDulug’

1 1 1 1
+ﬂEu§ + ﬂQoowg + 6@013U§U2 + 6@103”3%

1 1 1 1
+1Q022U§U§ + 1@202“%“3 + §Q1QU§U1U2 + EQO?’W?’U%

1 1 1
+6Q301U€’U3 + 5@121“3“%“1 + 5@211U3U2U%+
(6.2)

+—G500U? + —agoutug + ia?)zolb?Ug + iCZQzaOU%Ug
120 24 12 12

—|—la140’u,1u;1 + LCLO50Ug + lCL4017,L4’LU + lagozui’ug
24 120 24 12

+ia203ufu§ + iCL104U1U§L + L(10051@?) + iaomu;*u?,
12 24 120 24

+ia032u§’u§ + iaom“%“é + iaomuﬂé + 1@311u§u2u3
12 12 24 6

+1a 3 1 5 1 2,2 1 2, 2
5 131U U U3 + 6a113u1uQu3 + 4a221u1u2u;3 + 4a212u1uQu3
1
+Za122u1u§u§ + 0(6),
e uma das seguintes condic¢oes ¢ vélida:
D) Se c=0, a=2b+#0 entao y; # 0, onde

X1= quk* — @uk® 4+ Qa11bk + qoo1 Bk — qeo1 Bk — ¢111Ck — qoo1 B
—2¢111° + bgo12g201 — 32017 q111 + ¢111C — Qa11b + go B (6.3)
+2q¢1116q102 + 2¢201G111G021
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D)) Seb=a+#0, x =0 entdao y < 0,
D)) Seb=a+# 0, x =0 entao y > 0, onde

N=C—A— B oo g Bor — 241

b “(k—1)b k—1
(§
- a410C 3DB 3CCB 3B2 3cB GQQ01C(]111
X = b —a500—|—a320— b + bQ + b —|—12]€2b— b2 — (k‘ — 1)()2 k3+

63010 6G30,cq1119021  6Q211G111 n 3cBqi,, 6¢201G111C
(k—1)2 (k —1)2p2 E—1 (k—1)b? (k—1)2

12431, G501 66]201Q111D_6€I§o1Q102 3q201¢Bqo21  12g201Bqi11

h—12  (h=Db (k=12 (h=10 = (k=10

66]2010(1%11 . 12@021‘]%11%01 _ 0¢2019102Cq111 4 66]10261%11 . 3q201cQ211
(k—1)202  (k—1)% (k=12 (k=12 (k—1)b

| 0¢201q111¢C° 3cqinQso1 6g71,b 6¢o21q11 B

k—1)»  (k—1Db (k=12 (k—1)

D) Sea =b = 0 entdo cq1; # 0 e Bk — B+ 3q111qa01k — 1 # 0, ouse ¢ = b = 0
Bk — B + 3q111G201
k 1 # 07

entao aqi;; #0 e

a ~
Dly,) b= ) £0,5 =2, =0¢ 2 > 0,

Diy,.,,) ¢b(b—a) #0, % =2, xa =0 e X2 < 0 (Veja equagdes (3.51) e (3.52) no capitulo
3),

D;) b=q11=0e (>0,
D) b= g1 =0e (<0 (Veja equagao (4.7 no capitulo 4)).

Consideremos uma familia a 1 parametro de imersoes «) tal que oy = . Esta

pode ser escrita da forma

ax(uy, ug, uz) = <U1 + Uy (U1, ug, ug, A), ug + Us(ug, ug, us, \), (6.4)
ug + Us(ur, ug, ug, A), h(ug, ug, ug) + H(uq, us, us, /\)> '
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Onde u1<U,1,’LL2,U3,0) - 07 u?(“la“?au&o) = Oa U3(U17U2,U3,0) =0e H(Ul,’LLQ,Ug,O) =
0.

Fazendo a mudanga de coordenadas

Uy = uy + U (ug, ug, us, A)
U —U2+MQU U2, U3, )

(
(

Uy = uz + Us(uy, ug, us, \)
4)

obtemos que, nestas novas coordenadas, (6.4) é dada por

ax(ty, Us, Ug) = (ﬁh?b,ﬁs,F[(ﬂbsz,ﬂsa)\))-

Eliminando os termos lineares da H, com uma rotagao, podemos supor que

- A A A
(il i, i, \) = a”;( )z ¢ a”‘;( iz + %”2( V2 1 ano(Nisiia +

_a(N) b()\)~ _
+ 6 ?4—7 1U %—i—

QOOS()\)ag %12()\)
6 ° 2

o A) o A) oo
+ quu1 ()t gtz + %212( )u§u3 + Q1022( )u1u§

~ ~2
U2U3+

2

onde H (iy, iy, s, 0) = h(iy, Ty, iis).

Observagao 31 A fim de nao sobrecarregar a notacao, continuaremos usando uy, us,

Uz a0 1MVEs de Uy, Uy, Us.

Observagao 32 Para o caso dos pontos D, D;, D3, Dy, Dy, e Dy, ,, pode ser
assumido que aiio(N) =0, aio1(A) =0, ap11(A) =0 € aso(A) = aoz0(A) em H, ou seja,
que a origem € um ponto parcialmente umbilico de . Isto seque do fato de que o

conjunto parcialmente umbilico que contém um destes pontos € uma curva reqular.

6.2 Diagrama de Bifurcacao de um Ponto Parcial-

mente Umbilico do tipo D]

Seja p um ponto parcialmente umbilico do tipo D} de uma imersao a : M® — R%

Escrevemos o como em (6.1) com h satisfazendo a condigao D]. Seja a) uma familia
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a um parametro de imersoes tal que ag = . Como visto na observacao 32 podemos

escrever

(g, ug, ug) = (uq, ug, ug, hy(ur, ug, us)) (6.5)
onde

k()
ho(ui, ug,us, A) = %(U% + uj) +

k3(A)
2

A b(A\ d(A
ug + _a(6 )ui’ + %ulug + _(6 )u%uﬁ—

A
+%u§ +

%03()\) %12(/\)
e

U2U§ + qi11 (AN ugugug+

A A A Al
%212( )ugu;g + meQ( )u1u§ + _qu( )u2u3 + —< )u‘f%-

+ 2 ! 24

B(\ A
—i——é )ui’ug + —CEL )u%ug -+

D(\)

: E(/\)ung Qoos(A) 4

3
Uty + 21 1 U3+

Q[)lé()\)u§u2 + QlOS()\)ugul + QOZ;()\)

6

A
+ i + Q2°j< Dzt

Q112<>\> 2 Q031 (/\)

UU U9 +
9 T 6

Q1) 5 Qau(})
2 2

UsUZUYL +

A
ugug’ + —Q301( )ui’U3+

+ 6

+

usugut + O(5).
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Teorema 13 Seja 0 um ponto parcialmente umbilico do tipo D de uma imersio o

como em (6.1). O diagrama de bifurcag¢ao de um ponto deste tipo é como na figura 6.1.

A<0 A= A>0

a | o b P

i | i b
S oI
\ \

Figura 6.1: Bifurcacao de uma curva parcialmente umbilica que contém um ponto do
tipo Dj.
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Demonstracao: A equacao diferencial das linhas de curvatura é

E(U]_,UQ,U?),P, )\) = Lr(ulau2au37>\)P2 + Mr(u17u27u3a A)P + NT(Ul,Ug,Ug, )‘)

onde

(A) = Bks(A)) 5

ul_

L, = —d(MNur — b(MNuz — grua(Nus — 2ot () T)B( 36 (A)

B (22019021 + 2q111°) B 3 o — (2q111(A\)go21(N))
(St oo —2k”) e (TR

DN (2q102(A\)q111(A) + 2201 (AN)go12(A))
‘|‘T) Uy — (Q?ll()\) + 2(l€(>\) — k3<)\)) ) Uyu3—

_ (Qm()\) I (qr02(N)qo21 (N) + Q111()\)QO12()\))> Uty — <(q012()\)q102(>\))+

(R(A) = k3(A)) (E(A) = ks(A))

+Q”;(A)> ul + O(3)

M, = (b(A) — a(A)ur + (¢(A) — d(A))uz = (q200(A) — qo21(A))us+

((hu( ))2 2
KO — ks (V) )“*

+ (_% + @ +k()\)3 . (q201(A ))2

+ (=B = D) — 2Q201()\)6218\)—_221(1;))\)(1021()\)> .
24111 (M) qo12(A) + 2¢201 () qr02(N)
- k(X)) — k3(X\) + Qu21(A) — Q301(/\)) u U3+

E(N)  CQ) 5 (@A ))2 (%21()\))2 2
e A

(0 oy - S

Qo22(A)  Qa2(N)  —(q012(N)? + (qr02(N))? 9
£ (g - ) e R )i 06
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(2¢201q111(A) + B(A)k(N) — Bks(\))

N, =d(Nuy +b(N)us + ¢r11(N)us + 260N — ks ui+
(2¢201Go21 + 2(]1112) 3 (2q111(N)go21 (N))
! ( 2 — By T O T2 ) e ( 2K - ks(V) T

DAY (2q102(N) @111 (A) + 2¢201(A)gor2(N))
+T> vt (Q““) * 20:(0) — Fs(V) ) e

+ <Q121<>\) 4 (q102(N)qo21(A) + %110\)@10120\))) Uiz + <(q012(/\)q102(/\))+

(E(A) = ks(A)) (E(A) = ks(X))

(20 oy

Como vimos na se¢ao 1.2 do capitulo 1, o campo de Lie-Cartan é dado por

ul == ,Cp
1w = P
X = 1{2 EP ’ (67)
s = (U+VP)Lp
P = —(Ly + PLy + Ly, (U+VP))

cujos equilibrios, que se projetam nos pontos parcialmente umbilicos, satisfazem

MT(U17U27U3) =0, (6'8)
(£u1 + P;Cuz -+ Eu;,» (L{ + VP)) (Ul,UQ,’LL37P, )\) =0.

A primeira equagao de (6.8) define o conjunto parcialmente umbilico que neste

{ Lr(u17u2>u3) - 05

caso pode ser escrito da forma: w; = wuy(ug, \), uy = ug(us, A) ja que, na carta de
Monge reduzida,
oL, M,)

St Rl — b2
3(u1, Ug)

det

u1=0,u2=0,u3=0,A=0
Seja

A(U3,P, /\) = (Eul + PEUQ —|—£u3 (Z/{ + VP)) (ul(u3,)\),u2(u3,>\),u3,P, )\)

Assim, as singularidades do campo de Lie-Cartan sao dadas pelas raizes de um polinémio

cubico em P:

A(ug, P,X) = As(us, \)P? + Az (uz, \)P? + Aj (ug, \) P + Ag(us, \)
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onde A(0, P,0) = bP3 e b # 0.

Fazendo a mudanca de coordenadas

- A,
P=prP——
3A;3
obtemos
B()\, us, P) = Ag(Ug, /\)P3 + Bl(U3, A)P + B()(U3, )\)
onde
27TAL A2 — 9A, A3 —9A A A3 + 27T Ag A2 + 2.A3
Bl = 3 (S BO = 3 .
27A7 27 A7

Seja d(A) =0, a(\) =2b+ A, b(\) = b. Desenvolvendo as contas, vemos que

_ b
uz=0=\ (k? — 1)

£ 0.

Assim, os equilibrios de X formam uma variedade cuja projecao na variedade de pontos

parcialmente umbilicos da familia ay, é como dado na figura 6.2.
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curvas de equilibrios /
para ) fixado \ - > variedade de equilibrios

curva de sela no U/

umbilicas para A fixado |~ variedade de pontos

parcialmente umbilicos

curva de D,

Figura 6.2: Resolugao dos pontos parcialmente umbilicos de numa familia a um

parametro de hipersuperficies, para o caso Dj.

Logo, a figura 6.1 mostra o diagrama de bifurcacao para um ponto parcialmente
umbilico do tipo Di. Além disso, concluimos que o desdobramento transversal de o é

equivalente a

(g, ug, uz) = (uy, ug, uz, h(uy, ug, uz) + gu:{’)-
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6.3 Diagramas de Bifurcacao dos Pontos Parcialmente
Umbilicos D] e D;

Seja p um ponto parcialmente umbilico do tipo D3 ou D} de uma imersio o : M — R%.
Escrevemos o como em (6.1) com h satisfazendo a condigao D) ou Di. Seja o uma
familia a um parametro de imersoes tal que ay = «. Como visto na observacao 32

podemos escrever

ax(ur, ug, ug) = (ur, ug, ug, hy(ur, u, uz)) (6.9)
onde

k()
ho(uy, ug,us, A) = %(U% + ug) +

k(M)
2

o) 5, b

d(\)
6 1t

2 2
uuy + Tu1u2+

2
uz +

+%u§ +

Qoos(N) 5 qor2(N)
00?(,S u§+ 0122

U2U§ + qi11 (N ugugug+

Go21() q102(N) 4201(N) A(N)
5 udusz + 2 wyus + 5 ujug + o1

—I——B(A)u?uz + —C(A)u%ug +

6 4

+ ui+

D)
6

A A A A
QOIB( )u§u2+ QlOé( )u§u1+ Q02i( )ugug_{_ QQO;( )u%ug_{_

BO) 1, QoY)

4
24 o1 UsT

3
U1 Uy +

_|_

6
+Q112<)\>u§u1u2 n QO?’l(/\)ugug n Q301(/\)u?1,u3+
2 6 6
+Q12;()\)u3u§u1 + Q21;(>\)U3U2U%+
aijr ()

+ 2 ijrk=s i uyusul + O(6)
(6.10)
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Teorema 14 Seja 0 um ponto parcialmente umbilico do tipo Di de uma imersio o

como em (6.1). O diagrama de bifurcag¢ao de um ponto deste tipo é como na figura 6.3.

A<0 =0 >0

Figura 6.3: Bifurcacdao de uma linha parcialmente umbilica que contém um ponto do
tipo Di( x < 0).
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Teorema 15 Seja 0 um ponto parcialmente umbilico do tipo D de uma imersio

como em (6.1). O diagrama de bifurcag¢ao de um ponto deste tipo é como na figura 6.4.

A<0 =0 >0

Figura 6.4: Bifurcagao de uma linha parcialmente umbilica que contém um ponto do
tipo Di( x > 0).
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Demonstracao: A equacao diferencial das linhas de curvatura é dada por

E(U]_,UQ,U?),P, )\) = Lr(ulau2au37>\)P2 + Mr(u17u27u3a A)P + NT(Ul,Ug,Ug, )‘)

onde

(A) = Bks(A)) 5

ul_

L, = —d(MNur — b(MNuz — grua(Nus — 2ot () T)B( 36 (A)

B (22019021 + 2q111°) B 3 o — (2q111(A\)go21(N))
(St oo —2k”) e (TR

DN (2q102(A\)q111(A) + 2201 (AN)go12(A))
‘|‘T) Uy — (Q?ll()\) + 2(l€(>\) — k3<)\)) ) Uyu3—

_ (Qm()\) I (qr02(N)qo21 (N) + Q111()\)QO12()\))> Uty — <(q012()\)q102(>\))+

(R(A) = k3(A)) (E(A) = ks(A))

+Q”;(A)> ul + O(3)

M, = (b(A) — a(A)ur + (¢(A) — d(A))uz = (q200(A) — qo21(A))us+

((hu( ))2 2
KO — ks (V) )“*

+ (_% + @ +k()\)3 . (q201(A ))2

+ (=B = D) — 2Q201()\)6218\)—_221(1;))\)(1021()\)> .
24111 (M) qo12(A) + 2¢201 () qr02(N)
- k(X)) — k3(X\) + Qu21(A) — Q301(/\)) u U3+

E(N)  CQ) 5 (@A ))2 (%21()\))2 2
e A

(0 oy - S

Qo22(A)  Qa2(N)  —(q012(N)? + (qr02(N))? 9
£ (g - ) e R )i 06
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(2¢201q111(A) + BA)k(A) — Bks(A))
2(k(A) = k3(A))

(24201021 + 2q111°) - AT (2¢111(A\)qo21(N))
*( 2h(N) — k() W M) ”*(2<k<A>—k3<A>>+

N, =d(Nuy + b(N)uz + qi11(N)us + u?+

+

DY (2q102(N)q111 (A) + 2¢201(N)go12(N))
) (@mon+ 2(k(N) = Fa (V) ) wst

(Q102(>\)QO21<>\) + Q111(>\)QO12(>\>)> gz + <(Q012()\)Q102()\))_|_

" (Qm“) " (k0N — ks() (V) = k()

#2234 00

Os pontos parcialmente umbilicos da familia «) formam uma subvariedade, em
M x R, diferenciavel e de dimensao 2. De fato, o conjunto dos pontos parcialmente

umbilicos sao definidos por
Lr(u17u27u37)‘) :07 M'r‘(u17u27u37/\) :07

e satisfaz

d(L,, M,
det g = Cq111 — a(qo21 - 61201) 7’é 0.
8(“27 Ug)
u1=0=ug=uz=>\

Seja
0L, OM, OM, JL,
N 8u1 8u2 8u1 8u2 ’

Podemos particionar a variedade dos pontos parcialmente umbilicos, numa viz-

(6.11)

inhanga do ponto do tipo D3 ou D}, como segue:
e Pontos parcialmente umbilicos Darbouxianos:

LT(U17U2,U3,)\) — 0
MT(UhUQ,U,g,/\) =0 5
D(0,0,0,0) # 0

Neste caso os pontos parcialmente umbilicos Darbouxianos sao dos tipos Dy, Ds.
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e Pontos parcialmente umbilicos semi-Darbouxianos do tipo Dag:

LT('L“,'U/Q,'UB,)\) = 0
M, (uy, ug, uz, A) = 0 (6.12)
D(Ul,UQ,U,g,)\) =0

Observacao 33 Na variedade dos pontos parcialmente umbilicos da familia oy,
nao aparecem pontos do tipo Dia, pois

0X,
oP

= a(0) — 2b(0) # 0.

uy=uo=uz=P=\=0
Para os pontos parcialmente umbilicos semi-Darbouxianos do tipo Ds3, teremos
que

(L., M,,D)
a(UQ, Uus, )\)

od ob 0
= (bQ(m + CCI111) (—5(0)0 + 5(0)6 — ba—il\(()))

u1=uo=u3=A=0
donde vemos que, se d(A\) =0, a(A) =aeb(A) =a+ A

od ob da
L0+ (0= b

implicando que o sistema (6.12) define uma curva regular de pontos parcialmente um-
bilico do tipo Dos.

Assim, os diagramas de bifurcacao da familia o em (6.9) sdo dados: na figura
6.3 se ap = a satisfaz a condicao D3, e na figura 6.4 se oy = « satisfaz a condigao Di.

Além disso, o desdobramento transversal da « é equivalente a familia

A
Oé(Ul,UQ,Ug, )\) = <u17u27u37 h(u17u27u3) + §U1U§>



Diagramas de bifurcagao dos pontos Dy, Dy, D3, D3, Dy, ., Dy, ,, D, e D; 164

curvas de pontos /
parcialmente umbilicos
no nivel A. \ , . .
superficie parcialmente
q umbilica

D,; pontos parcialmente umbilicos
(contato quadratico com o plano umbilico)

Figura 6.5: Conjunto parcialmente umbilico da familia «, nas proximidades de um

ponto do tipo D!.

6.4 Diagrama de Bifurcacao de um Ponto Parcial-

mente Umbilico do tipo Di),

Seja p um ponto parcialmente umbilico do tipo Dj; de uma imersao a : M?* — R%
Escrevemos a como em (6.1) com h satisfazendo a condi¢ao D};. Seja )y uma familia
a um parametro de imersoes tal que oy = a. Como visto na observacao 32 podemos

escrever

ax(ug, ug, uz) = (ug, ug, ug, hy(ur, ug, uz)) (6.13)



: ; = 1 pl pl pl pl 1 1 1
Diagramas de bifurcagao dos pontos Dy, Dy, D3, Dis, Dy, ., Dy, D, € D,

onde

ho(uy, ug,us, A) =

+

+

+

+

165

k()

2

d(\)

6

a(A) 3

b(A
6 u1+ﬁ

2
9 u

2

(uf +u3) + 5 U3 Lu3 + uTuy+

6.7012()\)
2

%03()\) 3

uz +

uw% + qi11 (AN ugugug+

2 Q201()\)

A
Q102( )u1u3 4 ;

2
2 1

A0,

24

+

Uz +

Uz +

D)
6

Qo22(N)
+

EN)
24

B

6 4

A A
ng( )u§u2+ Qlog( )ugm

Qui2(A)
2

¢

—U

4 Qoos(N)
Uqy + 24

" Q202(M)

2,2 3 4

3

2.2
U1U3+

Qoz1 (M)
6 usu

Q211()
2

2
UsU U +

Q121(\)
2

usuiug + usupu; + O(5)

(6.14)
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Teorema 16 Seja 0 um ponto parcialmente umbilico do tipo D1, de uma imersio

como em (6.1). O diagrama de bifurcag¢ao de um ponto deste tipo é como na figura 6.6.

A<0 A=0 A>0

Figura 6.6: Bifurcagao de uma linha parcialmente umbilica que contém um ponto do

tipo Di,.

Demonstracao: A equagao diferencial das linhas de curvatura é dada por

»C(ulau%u?nP? )‘) = Lr(u17u2au3a/\)P2 + Mr(u17u27u3a )‘)P + Nr(ulau27u37 >\)

onde
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2(]201(1111(>\) + B )\)k’()\) — Bk‘g()\))u2_
2(k(A) = k(M) :

B (22019021 + 2q111°) B 3 o — (2q111(A)go21(N))
(SRRt + o= 200w~ (PR

L, =—d(MNuy —b(N)us — 111 (N)us — (

DN (2q102(A\)q111(A) + 2201 (N)go12(A))
+T) up — (an()‘) + 20k (N) — ks(\) ) Uruz—

_ (Q102<>\>QO21<>\)+Q111(>\)QO12()\)) Ut — (go12(N)q102(A))
N 1 s ) R vy

+

+ 223 4 003

M, = (b(A) = a(A))ur + (¢(A) = d(A))uz = (q200(A) — qo21(A))us+

A(/\) C(/\) 3 (9201(/\))2 (%110\))2 2
* (_T+T+W> KO — Es(V) >“1+

(B0 oy - I )
—2q111(N)qo12(A) + 2201 (A)q102(N)
+ | = k() = ka(\) + Qi21(N) — Q301(/\)) uuz+

E(\)  C(\) s (@) = (g (N)*\
(T_T_km T RO — (V) >“2+

(0 oy - e S

Qozz(N)  Qao2(A)  —(qo12(N))? + (qr02(N))? 2
+ ( > 2 kN k) ) U5+ 00)
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2¢201q111(A) + B(A)k(A) — Bks()))

N, =dNus +b(Nuz + q111(N)ug + (

2(k(N) — ks(\) Mt
(2¢201G021 + 2¢111%) _ AT (2¢111(N)qo21(N))
+( 200N —Fay) W 2’“(”) ”*(2%)—@(»)*

DY (2q102(\)q111(A) + 2201 (N)gor2(N))
+2)ui (o + 2R — k() ) st

+ <Q121()\) 4 (q102(N)qo21(N) + C]111()‘>CI012()\>)> stz + <(qo12(/\)q102(/\))+

(E(A) = ks(A)) (E(A) = ks(X))

(20 oy

Seja

~_OLOM OM 0L
© Ouy Oug  Ouq Ouy

Pelo teorema da funcao implicita, o conjunto dos pontos que satisfaz
L. (uy,uz,uz,\) =0
M, (uy, ug, uz, A) =0 (6.15)
D(ul, Ug, U3, )\) =0

forma uma curva regular no espaco das variaveis uq, ug, us € A, ja que

det d(L,, M,,D) _ _Bk — B+ 3q111¢201 £0.
8(u1, U,Q,Ug) k—1
1=0=us=ugz=X\

Tal curva é constituida de pontos parcialmente umbilicos do tipo Ds3, veja secao
2.3 do capitulo 2

Além da curva de pontos parcialmente umbilicos do tipo Dsz, a variedade de
pontos parcialmente umbilicos da familia ay contém uma curva de pontos do tipo Dis.

De fato, denotemos a quarta componente do campo de Lie-Cartan por
X4(U1,U2, us, P, )\) = — (Lul + P£u2 + £u3 (U + VP)) (Ul,UQ, us, P, )\)
Os pontos parcialmente do tipo D15 sao definidos pelo sistema
Lr(“la Uz, Uz, )\) =0
MT<U1, Ug, U3, )\) =0
X4<U1,U2,U3, P /\) =0 '

%)](D (Ul,UQ,Ug,P )\) - O

(6.16)
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Desenvolvendo os calculos vemos que

a(Lm Mr’ X4’ %)
det L
8(“17 Ug, U3, >\)

u1=ug=uz=A=P=0

(3q111q201 + Bk — B) cqi11 ( Oa ob
k—1 8)\(0) 28/\(0)
B (—2]{:4 + k‘3 + 24k —4Ck — A — 8q%11 + 2C — 4(]021Q201 + 6(]301) Cq111 @(O)
k—1 O\

Logo, escolhendo adequadamente d(\), a(\) e b(\), o sistema (6.19) define uma curva
regular de pontos parcialmente umbilicos do tipo Dys.
Se d(A\) =0, a(\) = b(\) = A teremos que

(L, My, Xy, 254
det( ( ! ap>> -

8(“17 Uz, U3, P)

3
—22q111 (CB _ M) £ 0.

ul=u2=uz=A=P=0
Neste caso, podemos escrever u; = ug (M), ug = ug(A), uz = ug(A) e P = P(\) em

(6.19). Nas variaveis us e A teremos que

3 (k=1)°B+2(k = 1)goiqun
4q1112(B(k — 1) + 3q201q111)?

us(\) = A+ O(5).

A figura 6.7 abaixo ilustra o contato das curvas de pontos D15 e Doz na variedade de

pontos parcialmente umbilicos.

D23 D113 D23

Figura 6.7: Conjunto parcialmente umbilico de uma familia a 1 parametro associada a

um ponto do tipo Di;.
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Assim, concluimos que o diagrama de bifurcacao de um ponto do tipo D1, é como

na figura 6.6. Além disso, o desdobramento transversal da a é equivalente a familia

A
a(ug, ug, uz, ) = (u1, ug, us, h(uy, ug, uz) + E(U:l)’ + 37““3))-
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6.5 Diagramas de Bifurcacao dos Pontos Parcialmente

K 1 1
Umbilicos D1h,p e Dlh’n

. . e . 1 1 . ~ .
Seja p um ponto parcialmente umbilico do tipo Dy, , ou Dy, ,, de uma imersao « :
M? — R*. Escrevemos a como em (6.1) com k = 0 e h satisfazendo a condigao Dy, ,
ou Df, . Seja ay uma familia a um parametro de imersoes tal que ap = a. Como

visto na observacao 32 podemos escrever

a(uy, ug, us) = (uy, ug, us, hy(uy, ug, ug)) (6.17)

onde

k(A ks(\
a5, 3) = S50 ) + B2

o) 5, b

d(\)
6 1t

2 2
uuy + Tu1u2+

+%u§ +

Qoos(N) 5 qor2(N)
00?(,S u§+ 0122

U2U§ + qi11 (N ugugug+

Go21() q102(N) 4201(N) A(N)
5 udusz + 2 wyus + 5 ujug + o1

+i>\)u?uz + wu%ug +

6 4

+ ui+

D)

E()\)u4 n Qooa(N)
6 2

24 24

A A A A
QOIB( )u§u2+ QlOé( )u§u1+ Q02i( )ugug_{_ QQO;( )u%ug_{_

3 4
u Uy + ug+

_|_

6
A A A
+Q112( >u§u1u2 + QOBl( )u3u§ + QSOI( )u‘;’u;;—l—
2 6 6
A A
—|—Q1221( )ugugul + QQl;( )U3U2U% + 0(5)

(6.18)
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Teorema 17 Seja 0 um ponto parcialmente umbilico do tipo D%h,p de uma 1mersao «

como em (6.1). O diagrama de bifurcag¢ao de um ponto deste tipo é como na figura 6.8.

A<0 A=0 A>0

— |

Figura 6.8: Bifurcagao de uma linha parcialmente umbilica que contém um ponto do

tipo Dy, -
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Teorema 18 Seja 0 um ponto parcialmente umbilico do tipo D}hm de uma 1mersao «

como em (6.1). O diagrama de bifurcag¢ao de um ponto deste tipo é como na figura 6.9.

A<0 A=0 >0

[\S)

[\S]

> 5555

Figura 6.9: Bifurcacao de uma linha parcialmente umbilica que contém um ponto do
tipo D%h,n'
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Demonstracao dos teoremas 17 e 18: A equacao diferencial das linhas de cur-

vatura é dada por

£(U1,U2,U3, P7 )‘) - Lr(u17u2au37 A)P2 + M?‘(u17u27u37 A)P + NT<U1,U2,U3, A)

onde

(A) — Bks()\)) ,

Ul_

L, =—dNus —b(N)us — qri1(N)us — 2 ()j(L?( 343 (M)

B (2¢201G021 + 2¢111%) B 5 vt — (2¢111(A\)qo21(N))
(R o =2 s — (e

DAY (2q102(N) @111 (A) + 2201 (M) go12(A))
50 i (@ + T ray ) ws-

_ (le()\) 4 (qr02(X)qo21 (N) + %110‘)@0120\))) Ul — ((qo12(/\)q102(/\))+

(K(A) = ks(A)) (E(A) = k3(X))

+Q“;(A>> u3 + 0(3)

M, = (b(A) — a(A)us + (e(A) — d(A))uz = (g201(A) — qo21(A) Juz+

A(A) C()\) 3 (Q201( ))2 (%110\))2 2
+(—T+T+k()\) — k(/\) ( ) >U1+

(- - by - ZE R R Ju
_ —2q111()\)q012()\) + 26]201 (A)Q102(>‘)

' E(X) = ks()) +Qun () — Q301()\)) uuz+

E(\) O\ s (V) = (CI021()\))2 9
(T_T_W)_ EOV — ks(V) >“2+

(_Q211(>‘) + Qon(A) — —2q021(A)qzlé))‘)_;j(q)l\;?()‘)%l()‘)) Uguz+

Qo2z(N)  Qao2(N)  —(go12(N))? + (qr02(N))? 9
+( 22 kN k() )“3+O(3)
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2 A) + B(A)k(X) — Bks(A
Nr = d()\)ul + b()\)UQ + Q111()\)U3 + ( Q201Q111( ) ( ) ( ) 3( ))U%‘F
2(k(A) — k3(A))
(202019021 + 2q111%) 3) ((29111(/\)61021(/\))
+ + C(A) = 2k(A)” ) uqug + +
(R + o -0 )una + (GREPIRT
DY (2q102(N)q111(A) + 2201 (M) go12(N))
— A
w55 )t (o + BERGEES et
(Q102()\)Q021()\) + QI11<>\)QO12(>\))> ((%12()\)61102()\))
+ A)+ uguz + +
(@m0 (k) — ks(\) 25 (RO — k()
A
+QZ(UU?HX$
Denotando a quarta componente do campo de Lie-Cartan por
X4(U1,U2, us, P, )\) = — (Eul + P£u2 + Eug (U + VP)) (Ul,UQ, us, P, )\)
teremos que os pontos parcialmente do tipo D15 sao definidos pelo sistema
( L’f‘<u17 Uz, U3, )\) =0
M’r(ulv Uz, Uz, )‘) =0
_ (6.19)
X4(U1, U2, U3, P, )\) = 0
0X4
L aP (Ul,UQ,U,g,P)\)—O

Desenvolvendo os calculos vemos que

a(Lra Mra X47 8X4)
det
8(“1, Uz, U3z, )\)

o , 02X, 09X, X,
- 5(0) (b 8u38P(0) - b(hnW(O) + 8u18P<0)(_bq201 + bgo21 — thn)

Assim, supondo

ul=us=uz=A=P=0

20 #0

concluimos que o diagrama de blfurca(;ao de um ponto do tipo D}, » ¢ como na figura
6.8 e o diagrama de bifurcacao de um ponto do tipo Dlhn é como na figura 6.9. Além

disso, o desdobramento transversal da « é equivalente a familia

A
a<u17u27u37 )\) = <u17u27u37 h(U,l,U/Q,U:g) + 5“’%”2)
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6.6 Diagramas de Bifurcacao dos Pontos Parcialmente
Umbilicos D, e D}

Seja p um ponto parcialmente umbilico do tipo Dzl) ou D! de uma imersao a : MI> — R*,
Escrevemos o como em (6.1) com k = 0 e h satisfazendo a condigao Dll) ou D!. Seja

ay uma familia a um parametro de imersoes tal que oy = a. Podemos escrever

(g, ug, ug) = (U, ug, ug, hy(ur, ug, us)) (6.20)
onde

ki(\)
2

d(A
uyu; + %ufupL

h,\(ul, U2, U3, )\) = allo()\)UﬂLz + a101 ()\)U1U3 + a011()\)U2U3 + U%‘F

ko(A) o ks(A) 5 a(A) 5 b(N)
2

QO03()\) 3 C_Io12()\)

5 us + 2 u2u§ + 111 (N uugus+

Al
utusz + —2(4)u‘11—|—

E(A) Qooa(N)
YRR

A A A
%212( )u§u3+ Q1022( )u1u§+ QQ012( )

B(A C(A
—é )u:{’m + —EL )uf

+

DY)

* 6

2
Uy +

3 4
U Uy + Uz +

A A A
ng( )u§u2+ ng( )u§u1+ Qoii( )

Q112(>\) 2 Q031<>\) Q?)Ol()\)

3 3
2 UU U2 + ————U3Uy + ————UuUjuUz+

6 6
Qin(A) Qa11(N\)

2 usuzu +

Q202(A)
4

+

2 2 2 2
UsUz + UjUz+

_|_

+

uzugu; + O(5)
(6.21)
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Teorema 19 Seja 0 um ponto parcialmente umbilico do tipo Dll, de uma imersao «

como em (6.1). O diagrama de bifurcagcao de um ponto deste tipo é como na figura
6.10.

A<0 =0 A>0

Figura 6.10: Bifurcagao de uma linha parcialmente umbilica que contém um ponto do
tipo D).
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Teorema 20 Seja 0 um ponto parcialmente umbilico do tipo D! de uma imersio

como em 6.1. O diagrama de bifurcacao de um ponto deste tipo € como na figura 6.13.

2>0

<0
= 4
] [

Figura 6.11: Bifurcagao de uma linha parcialmente umbilica que contém um ponto do

tipo D_.
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Demonstracao dos teoremas 19 e 20: A equacao diferencial das linhas de cur-

vatura é dada por
»C(ulau27u37P7 )‘) = Lr(u17u2au37 A)PQ + Mr(u17u27u3a )‘)P + Nr(ulau27u37 >\)

onde

L, = —a0(A) + (—=b(X) 4+ poro(N)aoi1(A) + goro(A)a101(N)) ua+
+ (=q111(A) 4 poo1 (N)ao11(A) + qoor (A) a1 (N)) us+ (6.22)
+ (=d(N) + pioo(N)ao11(A) + quoo(N)aior (N)) up + O(2)

M, = ap20(A) — a20(X) + (2a101(AN)po1o(A) — d(X) — 2a011(A)go10(A) + ¢(N)) us+
+ (—2a011(AN)qoo1 (A) + Go21 (A) — q201(A) + 2a101 (A)poor (A)) usz+

+ (2a101(A)p100(A) — a(A)(A) = 2a011(A)qroo(A) + b(A)) ur + O(2)
(6.23)

N, = a110(A) = (=b(A) + poio(N)ao11(A) + qor0(N)aio1 () ug—
— (—q111(A) + poor(AN)ao11(A) + qoor (A) a1 (X)) uz— (6.24)
— (—=d(X\) + proo(N)ao11(A) + qroo(N)ar01 (X)) w1 + O(2)

onde
Proo() = 2—2QQ01(/\) Ea(A) + qa01(N)E3(A) + 2qu11(N)aiio(N)
4 (a110(N)* = (2ka(N) — k3(N)) (2k1(A) — ks(N))’
Doro(\) = _2—4(1111( J(A)E2(A) + 2111 (M) k3 (A) + 4ai10(A)goa1 ()
4 (a110(N)” = (2ka(X) = k3(A)) (2k1(N) — k3(N))
poot (V) = 2—461102()\) 2(A) + 2q102(A)E3(A) + 4agio(A )C]012(/\)
4 (a110(N)” = (2ka(A) = ks(N) (2k1(X) — ks (N))
do0(\) = _24a110()\)92 01(A) + 2q111 (V) k3(A) — 4q111 (M) k1 (N)
4 (a110(N)* = (2ka(N) = k3(N)) (k1 (A) — ks(N)’
doo(\) = 24Q111()\)a1 10(A) + 2qo21 (M) k3 (A) — 4k1 (A )610210\)’
4 (a110(N)” = (2ka(X) = k3(N)) (2k1(N) — k3(N))
doo1(\) = 2461102()\)@1 10(A) = 4k1(N)go12(A) + 2qo12(A) ks ()
4 (a110(N)* = (2ka(A) = k() (2k1(A) — k3(N))
Seja
D OL OM  OM OL

Ouy Ous  Ouy Ouy
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O conjunto dos pontos parcialmetne umbilicos do tipo D3 é dado por

LT(u17u27u37>\) = 0
M, (uy, ug, uz, A) =0 . (6.25)
D(u17u27u3a)\) - O

Usando (6.22), (6.23) e a condigao de que a origem ¢ um ponto parcialmente umbilico

do tipo D} ou D} de ay, teremos que

o(L,, M,,D) ’ " | _8%1; (—0)

79 79 — 9aga Baz

(amhw,m,» )‘ —a(0) ¢(0) qoan(0) — gaon (0) 2422(0) — 22(0) |
u1=0=ug=uz=X\ aq a9 as 4

onde a1 = ¢201(0)qo21(0)a(0) —c(0)B(0)—C(0)a(0), as = ¢(0)g201(0)go21(0) — D(0)a(0) —
c(0)C(0), az = ¢(0)g201(0)g012(0) + ¢102(0)go21(0)a(0) — ¢(0)Q211(0) — Q121(0)a(0), as =
—'(0)a(0). Supondo danno (0) # 0 teremos que (6.25) forma uma curva regular no

O\

espaco das variaveis uy, us, ug € A.

Assim, concluimos que o diagrama de bifurca¢ao de um ponto do tipo Dllj ¢ como
na figura 6.10 e o diagrama de bifurcagao de um ponto do tipo D! é como na figura

6.13. Além disso, o desdobramento transversal da a é equivalente a familia

O[(U1,U2,U3, )\) - (ulau27u37 h(ulau27u3) + )\UIUZ)-
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Figura 6.12: Conjunto parcialmente umbilico da familia «) nas proximidades de um

ponto do tipo D}.
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Figura 6.13: Conjunto parcialmente umbilico da familia «) nas proximidades de um

ponto do tipo D!.



Capitulo 7
Conclusoes

Neste trabalho estudamos o comportamento das folheagoes principais, numa viz-
inhanca dos pontos parcialmente umbilicos, e seus diagramas de bifurca¢ao em familias
genéricas de hipersuperficies imersas em R* dependendo de um parametro. Isto da con-
tinuidade ao estudo dos pontos parcialmente umbilicos genéricos feito por Garcia em
6] e [7].

Usando o levantamento de Lie-Cartan definido na se¢ao 1.2 do capitulo 1, estu-
damos nos teoremas 5, 6, 7, 8, 9, 10 e 11 o comportamento das folheagoes principais
numa vizinhanga de um ponto parcialmente umbilico do tipo D{, Dy, D3, Dis, Dy,
Dih)p, D; e D!.( Ver definigoes 8, 9, 10, 11, 4.1 e 4.2).

Com o teorema 12, no capitulo 5, concluimos que as singularidades das folheagoes
principais que aparecem genericamente em familias a 1 parametro de hipersuperficies
sa0 0s pontos parcialmente umbilicos dos tipos Dy, D;, D3, Dis, Dy, .., D1, ,, D, D;.
Os diagramas de bifurcagao dos pontos Dy, Dy, D3, Dis, Dy, ., D1y, ,,, D, e D; foram
obtidos nos teoremas 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19 e 20 no capitulo 6.

Esta conclusao sintetiza a contribuicao deste trabalho.
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