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Resumo

LOCH, G. G. Sistemas Rigidos Associados a Cadeias de Decaimento Radioativo.
2016. 68 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

Os progressos computacionais nas ultimas décadas e a teoria matematica cada vez mais
solida tém possibilitado a resolucao de problemas de alta complexidade, permitindo uma
modelagem cada vez mais detalhada da realidade. Tal verdade aplica-se inclusive para os
sistemas rigidos de Equagoes Diferencias Ordinarias (EDOs): existem métodos numéricos
altamente performaéticos para este tipo de problema, que permitem uma grande variagao no
tamanho do passo de integracao sem impactar na sua convergéncia. Este trabalho apresenta
um estudo sobre o conceito de rigidez e técnicas numéricas para resolucao de problemas
rigidos de EDOs. O que nos motivou a estudar tais técnicas foram problemas oriundos da
Fisica Nuclear que envolvem cadeias de decaimento radiotativo. Estes problemas podem ser
modelados por uma cadeia fechada de compartimentos que se traduz em um sistema de
EDOs. Os elementos destas cadeias podem possuir constantes de decaimento com ordens de
grandeza muito distintas, caracterizando a sua rigidez e exigindo cautela na resolugao das
equacgoes que as modelam. Embora seja possivel determinar a solucao analitica para estes
problemas, o uso de métodos numeéricos facilita a obtengao da solu¢ao quando consideramos
sistemas com um nimero elevado de equagoes. Além disso, solugoes numéricas permitem
adaptagoes na modelagem ou em ajustes de dados com mais facilidade. Métodos implicitos
sao indicados para a resolucao deste tipo de problema, pois possuem uma regiao de estabi-
lidade ilimitada. Neste trabalho, implementamos dois métodos numéricos que possuem esta
caracteristica: o método de Radau II e o método de Rosenbrock. Estes métodos foram utili-
zados para obtencao de solugoes numéricas robustas para problemas rigidos de decaimento
radioativo envolvendo cadeias naturais e artificiais, considerando retiradas de elementos das
cadeias durante o processo de decaimento e quando queremos determinar qual era o estado
inicial de uma cadeia que estd em decaimento. Ambos os métodos foram implementados
com estratégias de controle do tamanho do passo de integracao e produziram resultados
consistentes dentro de uma precisao pré-fixada.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Ordinérias Rigidas, Cadeias de Decaimento Radio-

ativo, Método de Radau II, Método de Rosenbrock.
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Abstract

LOCH, G. G. Stiff Systems Associated with Radioactive Decay Chains. 2016. 68 f.
Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2016.

The computational progress in the last decades and the increasingly solid mathematical
theory have made possible the resolution of highly complex problems allowing an ever more
detailed modelling of reality. This is true even for the systems of stiff Ordinary Differen-
tial Equations (ODEs): there are highly performative numerical methods for this kind of
problem which allow a wide variation in the size of integration step without impacting on
their convergence. This thesis presents a study about the concept of stiffness and numerical
techniques to solve stiff problems of ODEs. What motivated us to study these techniques
were problems from the nuclear physics involving radioactive decay chains. These problems
could be modelled by a closed chain of compartments which is translated into a system of
ODEs. The elements of these chains could have decay constants with very different orders of
magnitude which characterizes the stiffness of the problem and requires caution in solving
the model equations. Although it is possible to determine the analytical solution to these
problems when we consider systems with a high number of equations, calculate the solution
by numerical methods becomes easier. Furthermore, numerical solutions allow adaptations
in modelling or data adjustments more easily. Implicit methods are indicated to solve this
kind of problem because they have a unlimited region of stability. In this study, we imple-
mented two numerical methods which have this feature: Radau II method and Rosenbrock
method. These methods were used to obtain robust numerical solutions for stiff problems of
radioactive decay involving natural and artificial chains, considering the removal of elements
during the decay process and when we want to determine what was the initial state of a chain
which is decaying. Both methods were implemented with control strategies for integration
step size providing consistent results within a pre-established accuracy.

Keywords: Stiff Ordinary Differential Equations, Radioactive Decay Chains, Radau II
Method, Rosenbrock Method.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem matemética é uma ferramenta fundamental para a analise e compreensao
de problemas complexos oriundos de diversas areas do conhecimento e, em muitos casos,
é possivel representar o problema por meio de um modelo compartimental que se traduz
em um sistema linear de Equagoes Diferenciais Ordinarias. Nestes modelos, cada compar-
timento esta relacionado aos demais por meio de taxas de transferéncias. Estas taxas de
transferéncia podem apresentar ordens de grandeza muito distintas, de modo que algumas
das componentes da solucao do sistema decaiam mais rapidamente do que outras, caracteri-
zando a rigidez do problema (Shampine e Gear, 1979), (Lambert, 1991), (Willoughby, 1996),
(Deuflhard e Bornemann, 2002). Problemas que envolvem séries de decaimento radioativo
cujas taxas de decaimento dos elementos variam entre bilhoes de anos e fragoes de segundos
configuram alguns exemplos que apresentam rigidez (Thomas e Barber, 1994). Estes feno-
menos oriundos da fisica nuclear serviram como motivacao para este estudo. A apresentagao
destes problemas e os objetivos deste trabalho sao detalhados nas préximas sessoes deste

capitulo.

1.1 Os Is6topos Radioativos e as Cadeias de Decaimento

Radioativo

O uso de técnicas nucleares baseadas em isétopos radioativos esta cada vez mais presente
em diversos campos da atividade humana, facilitando a execucao de intimeras tarefas do
cotidiano. A industria, a agricultura e a medicina sao algumas das areas mais beneficiadas
(International Atomic Energy Agency, 2004), (Okuno e Yoshimura, 2010).

Na industria, uma das aplicacoes de radioisétopos bastante conhecida é a inspegao de
pecas metalicas por meio da gamagrafia industrial. Os fabricantes de valvulas usam a gama-
grafia na area de controle de qualidade para verificar se ha defeitos ou rachaduras no corpo
das pecas. Usa-se também a gamagrafia para inspecionar a qualidade de soldas, partes de
navios e componentes de avides como motores e asas (Pino e Giovedi, 2005).

Na agricultura, é possivel acompanhar o metabolismo das plantas com a utilizagao de
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tragadores radioativos. Além disso, a utilizagao de radiois6topos também é muito 1til para o
controle e eliminacgao de pragas. T'écnicas nucleares podem ser utilizadas em prol da producao
de alimentos e do meio ambiente para determinar a quantidade de um pesticida retido em
determinado alimento e a quantidade dele no solo, na dgua e na atmosfera. Ainda no campo
da producgao de alimentos, uma aplicagao importante é a irradiacao de alimentos para sua
conservagao (da Silva et al., 2009).

Na medicina, milhoes de pessoas em todo o mundo sao beneficiadas pelo uso de radioi-
sotopos a cada ano, tanto para o diagndstico como para o tratamento de varias doengas ou
disfungoes de 6rgaos e sistemas que compoem o corpo humano. Pode-se citar como exemplo
a cintilografia, a radiografia e a radioterapia (de Aratjo et al., 2008). Além destes casos,
as radiagoes ionizantes também sao utilizados no campo da medicina para esterilizacao de
materiais cirtrgicos (Pino e Giovedi, 2005).

Alguns dos radiois6topos utilizados sao naturais e existem na natureza desde a formagao
do planeta. Outros, por sua vez, sao produzidos artificialmente em aceleradores de particulas
e reatores nucleares de fissao. Os aceleradores de particulas sao méaquinas capazes de acele-
rar feixes de particulas carregadas, fazendo com que estes alcancem velocidades altissimas,
proporcionando energias capazes de produzir matéria em grande quantidade e com o feixe
bem controlado. Para a produgao de radiofarmacos, geralmente sao utilizados os acelera-
dores circulares do tipo ciclotron, que mantém o feixe segundo uma trajetéria curvilinea
fazendo com que ele seja acelerado a cada volta. Ja os reatores nucleares de fissao utilizam
a fissdo nuclear para produzir energia (reator de poténcia) ou para produzir néutrons (re-
ator de pesquisa). Os néutrons produzidos pelos reatores nucleares de pesquisa podem ser
utilizados para reagir com nicleos alvos, dando origem a outros elementos, que através do
processo de decaimento radioativo transformam-se em outros até atingirem a estabilidade
nuclear, formando uma cadeia de decaimento radiotaivo. Quando um elemento z; decai para
o elemento x,, costuma-se chamar x; de elemento pai e x5 de elemento filho. Os isétopos
radioativos que sao utilizados em técnicas nucleares podem ser extraidos das cadeias de de-
caimento por meio de processos radioquimicos (International Atomic Energy Agency, 2003),
(International Atomic Energy Agency, 2009a).

Um exemplo de radioisdétopo gerado através do acelerador de particulas do tipo ciclotron é
0 23] (Todo-123), que ¢é utilizado em diagnostico e na monitoragao de tratamentos de doengas.
No seu processo de produgao, alvos estéveis de ?*Xe (Xenonio-124) sao bombardeados com
proétons provindos do ciclotron fazendo com que os nucleos fiquem instaveis por excesso de
protons e desintegrem-se até a geracao do lodo-123, que fica absorvido nas paredes do porta
alvo. Apos a retirada dos demais produtos resultantes das reagoes e a lavagem do porta alvo
com agua, o elemento é recolhido (Luiz et al., 2011).

O 1317 (Iodo-131), que é utilizado em diagnostico e radioterapia, é produzido por extragao
a partir dos produtos obtidos da fissdo nuclear do 2**U ou por bombardeamento com néutrons
no teltrio estavel (1*Te) em um reator nuclear. Na produgao através do bombardeio do

teltrio, o néutron incide no nicleo do °Te, que se transforma em um isétopo do teltrio,
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que por sua vez se torna o 3.

Outro radioisétopo bastante utilizado na medicina nuclear para o diagnoéstico de doengas
& 0 99 Te (Tecnécio-99 metaestavel), que é produzido a partir do ®Mo (Molibdénio-99),
conforme mostra a figura 1.1. O Molibdénio-99, por sua vez, pode ser produzido tanto em

reatores nucleares a partir da fissdo do 23U, quanto em ciclotrons, pela ativacao do Zr
(Zirconio) (Takahashi, 2004).

99m TC

(6,02 horas)

¥ [100%

99MO

(66,02 horas) (estavel)

99

Tc

(2,13x10° anos)

B~: decaimento beta-menos
¥ : decaimento gama

Figura 1.1: Cadeia de Decaimento do Molibdénio-99 (Kocher, 1981).

Independentemente do processo utilizado para geracao dos radioisdtopos, diferentes tipos
e quantidades de rejeitos radiotivos sao gerados e é necessirio um gerenciamento rigoroso
destes rejeitos, uma vez que podem ser altamente radioativos e contaminantes. Desta forma,
¢ importante que se tenha controle sobre a quantidade de cada elemento envolvido nos
processos fisicos citados anteriormente, de modo que seja possivel a geracao dos radioisdétopos
desejados de maneira otimizada e segura (International Atomic Energy Agency, 2009b).

Os processos fisicos envolvendo a transmutacao de radionuclideos durante a irradiacao
de amostras em aceleradores de particulas, na queima de elementos combustiveis em rea-
tores nucleares, ou nas séries de decaimento natural, podem ser representados por modelos
matematicos que descrevem a cadeia de decaimentos radioativos e transformagoes nucleares.
A modelagem matematica compartimental mais simples para uma cadeia de decaimentos
radioativos composta por n elementos considera cada um dos elementos como um comparti-
mento interrelacionado aos demais por taxas de transferéncias e é dada por um sistema linear

de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) de primeira ordem com coeficientes constantes:
2 (t) = Ax(t), (1.1)

onde t € RT ¢ o tempo, A é a matriz n x n dos coeficientes composta pelas constantes de
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decaimento e as componentes do vetor x(t) € R" representam a quantidade de cada elemento
da cadeia no instante de tempo t.

Se considerarmos uma cadeia de decaimentos composta por n elementos onde cada ele-
mento é representado por um compartimento x;, © = 1,...,n, e esta relacionado aos seus
adjacentes por meio de suas constantes de decaimento \; > 0, ¢ = 1, ..., n, teremos a matriz
A dos coeficientes contendo elementos somente na diagonal e nas posi¢oes imediatamente

abaixo dela, como ¢ o caso da cadeia de decaimento natural do Uranio-238 (Figura 1.2).

(=0 =y
[ | [ | [ |,
|y
] o
Em
Lo [ . [ e [ .

Figura 1.2: Cadeia de Decaimento Natural do Urdnio-238 (Kocher, 1981).

As constantes de decaimento \;, i = 1,...,14, sao calculadas em funcao das meias-vidas

(T (il J2y) dos elementos da seguinte forma (Kocher, 1981):

(1/2)

Havendo ramificagoes no modelo e considerando remogao ou inser¢ao de determinada
quantidade dos elementos durante o processo de decaimento, a matriz A continua sendo tri-
angular inferior, porém surgem elementos nao nulos fora das posig¢oes anteriormente citadas.
Por exemplo, considere uma parte da série de decaimento natural do Uranio-235, composta
pelos sete primeiros elementos da série, conforme apresentado na Figura 1.3.

As constantes de decaimento \;, i = 1,...,7, sao calculadas em funcao das meias-vidas
(T(’l1 /2)) apresentadas na Figura 1.3 de acordo com a equagao 1.2. Considerando a grande
variacao das meias-vidas dos elementos envolvidos nessa cadeia, que variam de 21,8 minutos
até 703.800.000 anos, podemos definir o dia como unidade padrao. Dessa forma, a matriz A

dos coeficientes para a cadeia composta pelos sete primeiros elementos da série de decaimento
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| ey
(7T | iy

. . l

Meias vidas: 3
Pa ﬁ

U25: 703.800.000 anos Sl

. : ) Ac
Th?3!: 25 52 horas " i
Pa?31: 32.760 anos (1- fl)hl
Ac??7- 21,773 anos '

Th2"- 18,718 dias ——
Fr?23: 21,8 minutos As
Ra??: 11,434 dias A

fi=0,9862

Figura 1.3: Série de Decaimento Natural do Urdnio-235 (Kocher, 1981).

natural do Uranio-235 é dada por:

X\ 0 0 0 0 0 0
A =X 0 0 0o 0 0
0 A =X 0 0 0 0
A= 0 0 )\ —\4 0o 0 0 (1.3)
0 0 0 fixa =X 0 0
0 0 0 (I-f) 0 =X O
0 0 0 0 YYD VS Y

A Tabela 1.1 identifica cada radionuclideo e mostra os valores correspondentes as cons-

tantes de decaimento.

Elemento Variavel z; Constante de decaimento \; (dia™")

BU 1 0,2700E—11
BITh T 0,6518E+00
Blpa x3 0,5796E—07
27 Ac Ty 0,8721E—04
27Th x5 0,3703E—01
2283Fy Tg 0,4578E+02
23Ra X7 0,6062E—01

Tabela 1.1: Constantes de decaimento da Série de Decaimento Natural do Urdnio-235.

Mesmo sendo possivel determinar a solucao analitica ou semi-analitica para os problemas
de decaimento radioativo, solu¢oes numéricas possibilitam, com maior facilidade, adaptagoes
em ajustes de dados ou modelagem. Além disso, para sistemas que modelam cadeias com

uma grande quantidade de elementos, o calculo da solugao analitica torna-se demasiadamente
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demorado e trabalhoso, de modo que solug¢oes numéricas tornam-se imperativas.

Porém, é necesséria a escolha de métodos numéricos especificos para problemas rigidos, ja
que é comum haver uma grande diferenca nas ordens de magnitude das constantes de decai-
mento radiotivo dos elementos da cadeia e esta diferenca faz com que algumas componentes
da solugao decaiam mais rapidamente do que outras, o que caracteriza a rigidez do problema
(Lambert, 1991), (Stoer e Bulirsh, 1996), (Hairer ¢ Wanner, 1996), (Burden e Faires, 2005),
(Semenov, 2011). Observe, por exemplo, na Tabela 1.1, a diferenga na ordem de grandeza
das constantes de decaimento da série natural do Uranio-235, que variam de 107! até 102.
Esta diferenca implica na rigidez do problema do ?3°U.

As diferengas de magnitude entre as meias-vidas dos elementos de uma cadeia de decai-
mento radioativo também sao consideradas na area da Fisica Nuclear para determinar o tipo
de equilibrio entre um elemento pai e um elemento filho. Dizemos que os elementos estao em
equilibrio secular quando a meia-vida do radionuclideo pai (7}/2(p)) é muito maior do que a
meia-vida do elemento filho (7% /2(d)), ou seja, T1/2(p) >> T1/2(d). Quando a meia-vida do
pai é maior, mas nao muito maior, do que a meia-vida do filho, dizemos que os elementos

est@o em equilibrio transiente (Okuno e Yoshimura, 2010).

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de métodos numéricos adequados a
resolugao de sistemas rigidos de EDOs. A escolha, a implementagao e o uso de alguns destes
métodos para estimar numericamente o inventario dos radionuclideos de qualquer cadeia de
decaimento radioativo aparece como objetivo especifico deste trabalho. Dada uma quanti-
dade z;(t;) do elemento i da cadeia (1 < i < n) no instante de tempo t;, buscamos uma
aproximacao numérica para o inventario de todos os radionuclideos da série em qualquer
instante de tempo t € R. Esta abordagem pode ser utilizada como ferramenta de auxilio
na otimizacao dos processos de producao de radiois6topos e no gerenciamento de rejeitos
radioativos e de situacoes de emergéncia nuclear, estando as cadeias em equilibrio ou ha-
vendo insercao e retirada de determinadas quantidades dos elementos durante o processo de
decaimento.

Os proximos capitulos deste texto apresentam os estudos e resultados obtidos concer-
nentes aos objetivos propostos e estao estruturados da seguinte forma: no Capitulo 2, dis-
cutiremos com mais detalhes a classe de EDOs rigidas; no Capitulo 3, apresentaremos a
solugao analitica para problemas lineares de EDOs, as caracteristicas necessarias aos mé-
todos numéricos para que sejam utilizados na resolucao de equacoes rigidas e os métodos
numéricos que foram implementados neste trabalho (Radau II e Rosenbrock); o Capitulo 4
apresenta os resultados obtidos quando utilizamos os métodos implementados para o calculo
das solugoes dos problemas de decaimento radioativo propostos; por fim, sao apresentadas

algumas consideracoes acerca do estudo realizado.



Capitulo 2

Problemas Rigidos de Equacoes

Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo, tratamos de uma classe de Equacoes Diferenciais Ordinarias que foram
estudadas inicialmente na década de 1950 e atualmente sao conhecidas como equagoes rigidas

(do inglés, stiff). Aqui sera apresentado o conceito de rigidez.

2.1 Problemas Rigidos

Na segunda metade do século XVII, Issac Newton e Gottfried Leibniz publicaram os pri-
meiros estudos notéveis com relacao as EDOs. Enquanto o primeiro direcionava sua pesquisa
para as aplicagoes na area da fisica, o segundo apresentava um viés mais teorico no estudo
deste tipo de equagbes (Sasser, 1992), (Deuflhard e Bornemann, 2002). Durante os séculos
seguintes, muitos foram os estudiosos que voltaram sua atencao para técnicas de resolugao
de EDOs e analises qualitativas de suas solugoes. Entre eles, no ano de 1750, Leonhard Euler
foi o primeiro a fazer uso de séries de poténcias para resolver uma EDO, dando origem ao
conhecido Método de Euler de primeira ordem. Por outro lado, entre o final do século XIX
e o inicio do século XX, Henri Poincaré formulou uma teoria mateméatica inovadora que se
tornou o ponto de partida para o atual campo da matemética de sistemas dinamicos.

Esta base teorica solida, juntamente com o progresso rapido dos computadores e da com-
putacao nas tltimas décadas, tém possibilitado a resolucao de sistemas de EDOs de alta
ordem e complexidade. No ano de 1952, Curtiss e Hirschfelder publicaram um trabalho pio-
neiro sobre a existéncia de uma importante classe de EDOs que viriam a ser conhecidas como
equacoes rigidas, do inglés, stiff equations, e que apresentavam grandes desafios aos métodos
numéricos existentes naquela época (Curtiss e Hirschfelder, 1952). Exemplos de problemas
rigidos podem ser encontrados em diversas areas de aplicagao, tais como mecénica celeste de
Newton, dindmica molecular cléssica, cinética de reagoes quimicas, circuitos elétricos, fisica
nuclear. E importante deixar claro que a rigidez é uma caracteristica inerente ao fenémeno

real e ela independe da técnica utilizada para a resolugao das equacgoes que modelam o
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problema.

Uma das maiores dificuldades associadas ao estudo de sistemas diferenciais rigidos é a
falta de uma definicao matemaética precisa do conceito de rigidez. Existem diversas ideias
intuitivas sobre o que é rigidez e varios resultados teéricos que dao fundamentacao as técnicas
propostas para resolugao numérica de sistemas rigidos. Estas afirmagoes e resultados serao
apresentados e discutidos nos préximos paragrafos deste capitulo.

Normalmente, um problema rigido exige dos métodos explicitos um tamanho muito pe-
queno de passo de integragao para a garantia de uma solu¢cao numérica estével e precisa,

impondo o uso de métodos implicitos. Ou seja:

Definicao 2.1. Equacoes diferenciais que descrevem um problema rigido impoem dificulda-

des as técnicas numéricas expliticas normalmente utilizadas.

Esta foi a primeira constatacao feita por Curtiss e Hirschfelder (1952) acerca desta classe
de problemas. Naquele trabalho, os autores apresentaram um método satisfatorio de solugao
destas equacoes, obtido por meio da utilizacao de um processo de interpolagao progressiva.
Este esquema consiste em destacar e aproximar uma solugao particular da equagao dife-
rencial, excluindo as demais solugoes gerais. Por meio de uma interpretacao geométrica do
processo de interpolagao progressiva, Curtiss e Hirschfelder (1952) consideram como exem-

plo a equagao diferencial:
dx(t)
dt

A solugao analitica da equagao 2.1 e uma comparagao entre o desempenho dos Métodos de

=5(z(t) —t?), teR. (2.1)

Euler Explicito e Implicito para o calculo de uma solugao numérica precisa para esta equagao
sao apresentadas no Apéndice A, onde ratificamos a afirmacao de Curtiss e Hirschfelder
(1952) que métodos explicitos apresentam maior dificuldade para resolugao de equagoes
rigidas.

Com vistas a um conceito matemético mais preciso para rigidez, vamos considerar um
Problema de Valor Inicial (PVI) constituido por um sistema de Equagdes Diferenciais Ordi-
narias (EDOs) do tipo:

2'(t) = f(t,x), x(ty) = zy € RY, (2.2)

onde (t,7) € Q C R¥l e f: Q — R Ja que estas equacoes diferenciais descrevem uma
fungao z(t) indiretamente por meio de sua derivada z/(t), é natural que o processo de solugao
seja interpretado como uma integracao. Por isso, comumente se refere ao processo de solugao
como a integracao numeérica de problemas de valor inicial. Em muitos casos, a variavel ¢ pode
ser interpretada fisicamente como tempo, o que caracteriza um PVI de carater semi-aberto,
com tg <t < oo , normalmente chamado de problema de evolucao. Neste contexto, o vetor
x caracteriza o estado do sistema em cada instante de tempo e por isso frequentemente é
chamado de estado do problema ou vetor estado.

Buscamos uma solugao para a equagao 2.2 em um intervalo = {t e R: a <t < b, —00 <

a < b < oo}. O Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes nos fornece as condigoes
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necessarias a fungao f(t,z) para que tenhamos uma tnica solu¢do de 2.2 no intervalo I: f
deve ser continua e Lipschitziana com relagao a segunda variavel. Considerando que a fungao
f da equacao 2.2 satisfaca tais hipoteses, podemos afirmar que o problema por ela modelado
tem uma tnica solugao no intervalo I.

Vamos considerar inicialmente o caso em que a fungao f(¢,z) da equagdo 2.2 caracteriza

um sistema linear com coeficientes constantes homogéneo, ou seja:
2 (t) = —Ax(t), x(0) = o, (2.3)

onde A é uma matriz constante de dimensao d x d com autovalores distintos \; € C,i =
1,...,d e respectivos autovetores v; € C% i =1,...,d.

Vamos discretizar o problema continuo 2.3 considerando um incremento h > 0 e intro-
duzindo uma malha de pontos equidistantes t,, = nh,n = 0,1,.... Desta forma, a solugao

z, = x(t,) da discretizagao do PVI 2.3 obedece a seguinte relagao de recorréncia:

Tpiq = e M, (2.4)

z

Introduzindo a fungao S(z) = e™#, vamos reescrever a equagao 2.4 da seguinte forma:

Tpr1 = S(AR)z,. (2.5)

Agora, considerando uma aproximacao u, mais simples possivel para z,,n = 1,2,...,

dada pelo Método de Euler, temos:
Upy1 = Uy — hAU,, mn=1,2,..., 1uy= x. (2.6)
Usando a func¢do K(z) = 1 — z, podemos reescrever a equagao 2.6 da seguinte forma:
Upt1 = Up — hAu, = (1 — hA)u, = K(hA)u,. (2.7)

Na literatura, K(z) é chamado de fator de amplificagdo ou fungao de estabilidade do
método e K(Ah) é o operador de amplificacdo correspondente ao método descrito por 2.6
(Miranker, 1981).

A diferenca entre as equagoes 2.7 e 2.5 é tomada como o erro global e, = u,, — x, do

método e obedece a seguinte relagao de recorréncia:

€n+l1 = Untl — Tptl
= K(hA)u, —
(hA)u, — K(hA)x, + K(hA)x, — S(hA)x,

= K(hA)(u, — z,) + (K(hA) — S(hA))z,

= K(hA)e, +T(hA)z,, (2.8)

S(hA)x,,

I
=
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onde T'(z) = K(z) — S(2).

Assim, podemos reescrever a equagao 2.8 como segue:

n

Cn+1 = ZKjTajn—ja (2.9)
=0
de onde obtemos o limitante:
< J I :
lenll < n max [K|’ max [Tz (2.10)
Aqui, || - || denota alguma norma vetorial ou a norma matricial associada.

Se o método numérico é estavel e de ordem p, isto €, satisfaz respectivamente as equagoes:

K| <1, (2.11)
|ITz]| = O]z, (2.12)
entdo segue da equacao 2.10 que o erro global é de ordem p, ou seja, ||e,|| = O(h?).

Nos valendo de algumas propriedades de normas matriciais, segue da equagao 2.11 que

para o Método de Euler, por exemplo, obtemos estabilidade se:
1—XNh| <1, i=1,...,d. (2.13)

Assim, quando o |Apaz| = max |A;| for muito grande, a estabilidade do método ¢ satisfeita
AN
com uma restricao significativa no tamanho do h. Nos valendo destas informacoes, podemos

apresentar uma segunda definicao para rigidez:

Definicao 2.2. Um sistema rigido é aquele cujo |Apaz| € muito grande, de modo que a
estabilidade e o limitante do erro podem ser garantidos simultaneamente somente com um
tamanho de h excessivamente pequeno, requerendo muitas iteracoes do método numeérico para
resolver o PVI (Miranker, 1981).

Uma alternativa para contornar este problema ¢é a utilizacao de estratégias de passo
adaptativo, onde o tamanho de h varia de acordo com o comportamento da solucao do
sistema.

Na literatura, a rigidez do sistema 2.3 também é frequentemente definida em fungao da

magnitude dos autovalores associados a matriz dos coeficientes A:

Definicao 2.3. Um sistema linear de EDOs € rigido quando a sua taza de rigidez o, definida

por:
max |Re(X;)]
=== 2.14
“~ Tnin [Re(\)| (2.14)

1<i<d
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for muito grande (Lambert, 1991).

Porém, esta definicao é um tanto restritiva. Primeiramente, observe que uma tinica equa-
¢ao pode ser rigida, como é o caso da equacao 2.1, utilizada como exemplo no trabalho
pioneiro de Curtiss e Hirschfelder (1952) sobre equagoes rigidas. Além disso, se a taxa de
decaimento da solugao de uma equacao for muito grande com relagao ao inverso do tempo fi-
nal de avaliacao, esta equacao também torna-se rigida. Por outro lado, como mostra Miranker
(1981), esta definigdo também exclui o sistema obviamente rigido correspondente a um os-

cilador harmoénico de alta frequéncia dado por z”(t) + w?z(t) = 0, com w? grande. De fato,
este sistema pode ser escrito da seguinte forma:

2 0 —w? z
R e

de onde segue que os autovalores do sistema sao +iw e a taxa de rigidez do sistema nao

pode ser calculada. Porém, o sistema ¢ rigido, pois para valores grandes de w a solugao
do sistema tem grandes oscilagoes em pequenos periodos de tempo e para obtermos uma
solugao numeérica precisa, que acompanhe tais oscilagoes, é necessario um passo de integragao
h bastante pequeno.

Outro exemplo retirado do livro de Miranker (1981), mostra a contradigdo para um

sistema linear onde os coeficientes da matriz A dependem da variavel ¢:

x) sin(wt)  cos(wt) T (2.16)
2y | | cos(wt) —sin(wt) Ty | .

A matriz dos coeficientes do sistema 2.16 tem como autovalores 1 e a sua solucao varia
com frequéncia w. Ou seja, a taxa de rigidez do sistema sera sempre igual a 1 e o sistema
pode ser rigido dependendo do valor de w, analogamente ao sistema 2.15.

Outro impecilio no uso desta definicao aparece na tenativa de sua extensao para sistemas
nao lineares, mesmo considerando a linearizagao destes sistemas em torno da condigao inicial
do problema.

Além das afirmagoes apresentadas até o momento com respeito ao conceito de rigidez,
a primeira comparando o desempenho de métodos explicitos com métodos implicitos e as
outras duas relacionadas & magnitude dos autovalores da matriz dos coeficientes do sistema,
uma quarta ideia do conceito de rigidez, que vem ao encontro das defini¢des ja apresentadas,

é:

Definicao 2.4. FEquagoes rigidas sao aquelas cujas solugoes variam em escalas de tempo
muito diferentes (Lambert, 1991).

Varios problemas que exemplificam esta ideia podem ser encontrados no capitulo 4 do

livro de Hairer e Wanner (1996) e no capitulo 1 do livro de Miranker (1981). Para tais pro-
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blemas rigidos é necessario o controle do passo de integragao em funcao do comportamento
das solucoes, cuja escala de decaimento pode variar muito.

Neste ponto, é importante deixar claro novamente, que a rigidez é uma caracteristica
do proprio problema e das equagoes diferenciais que o descrevem, nao do método utilizado
para sua resolucao. No decorrer deste texto, iremos considerar como rigido um problema que

satisfaca pelo menos uma das definicoes de rigidez apresentadas neste capitulo.



Capitulo 3

Solucoes para os Problemas Rigidos de

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Este capitulo trata sobre as solugoes para problemas de EDOs. Mesmo nos casos em que a
solugao analitica existe, ¢ importante lembrar que existem dificuldades em considera-la para
um sistema com um nimero muito grande de equagoes. Além disso, existem vantagens no
uso de métodos numeéricos para a resolucao destes sistemas no que diz respeito a facilidade
de alteragoes na modelagem, nas condigoes iniciais e na quantidade de equagoes. Caso estes
problemas apresentem rigidez, torna-se necesséario o uso de métodos numéricos especificos
para este tipo de problema.

Aqui, apresentamos a solucao analitica para sistemas lineares de Equagoes Diferenciais
Ordinarias de Primeira Ordem com coeficientes constantes e as caracteristicas adequadas aos
métodos numéricos utilizados para o calculo das solugoes aproximadas de sistemas rigidos
de EDOs. Estudamos conceitos importantes relacionados a tais técnicas numéricas, como
A-estabilidade e ordem de convergéncia dos métodos. Apresentamos também as técnicas

numeéricas implementadas neste trabalho e as justificativas pela sua escolha.

3.1 Solugao Analitica

A solugao para um sistema linear de Equagoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem
com coeficientes constantes de dimensao d é dada em funcao dos autovalores \; € C,i =
1,...,d associados & matriz dos coeficientes Agxq € seus respectivos autovetores v; € C%, i =
1,...,d (Tello, 1979). Ou seja, a solucao da EDO z/(t) = Az(t) é dada por:

x(t) = ko + krexp(Mt)vy + - - - + kqexp(Agt)va, (3.1)

onde as constantes k;,© = 1,...,d, sao determinadas em funcao das condic¢oes inicias do
sistema.
Na area da Fisica Nuclear, foi Bateman quem adaptou esta solucao analitica para o

caso de um sistema linear no qual cada elemento da série decai para outro tinico elemento

13
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(Bateman, 1910). Por este motivo, as equagoes que descrevem este tipo de problema de
decaimento sao conhecidas pelos fisicos nucleares como Equagoes de Bateman. Para cadeias
onde existe a probabilidade de decaimentos miltiplos ainda é possivel utilizar esta solucao
realizando o desdobramento e acompanhando cada decaimento (Cetnar, 2006). Considerando
uma cadeia linear com n elementos x1(t), x2(t), ..., ,(t), cujas constantes de decaimento
sdo, respectivamente, A;(t), Aa(t), ..., A\y(t), e assumindo-se que no instante inicial ¢ = 0
existe apenas uma quantidade z1(0) = 2% do primeiro elemento, a solugao proposta por

Bateman para cada um dos elementos é da forma:

x1(t) = ale ™Mt (3.2)
0 e—)\lt e—)\zt
alt) = | e (3.3

n—l n e Nt
Zn(t) = 29 ]}_]1 A [H” o Aj)] : (3.4)

j=1 p=1,p#j
Para cadeias mais complexas, onde a quantidade de elementos e de ramificagoes ¢ muito
grande e as constantes de decaimento apresentam ordens de grandeza com magnitudes muito
diferentes, de modo que a diferenca entre as taxas na equacao 3.4 tenda para infinito, uma so-
lugao analitica do sistema de equagoes diferencias torna-se inviavel e a utilizacao de métodos

numéricos especificos para problemas rigidos é necessaria.

3.2 Solucoes Numeéricas

Ao solucionarmos numericamente um Problema de Valor Inicial de EDOs do tipo 2.2
no intervalo I = {t e R:a <t < b —00 < a < b < oo}, objetivamos determinar uma

aproximagcao da sua solugao exata em um conjunto discreto finito de pontos definido por:
to = a,tl = to + Atl,tQ = t1 + AtQ, c. ,tn = tn—l + Atn = b, (35)

onde cada Atg, 1 < k < n, denota o passo de integracao necessario para irmos de t;_; até
ty.

De agora em diante, vamos buscar uma solu¢ao numérica para o PVI 2.2 admitindo que
o mesmo satisfaz as condigoes do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes, ou seja,
0 mesmo possui uma unica solugao.

Com base nas consideragoes do Capitulo 2, é natural compreendermos porque a reacao

dos analistas numéricos tenha sido focar inicialmente em derivacoes de métodos implicitos
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para desenvolver métodos eficientes para a resolugao numeérica de sistemas rigidos. Uma
familia bastante conhecida de métodos numéricos para trabalhar com equacoes diferenciais
¢ a familia dos Métodos de Passo Multiplo Lineares (MPMLs). Segundo Miranker (1981),
as primeiras abordagens de resolugao de problemas rigidos foram feitas com métodos desta
classe e para muitos problemas esta é ainda uma boa estratégia. E importante destacar
inclusive, que o método proposto por Curtiss e Hirschfelder (1952) em seu trabalho pioneiro
era um Método de Passo Multiplo Linear (MPML) implicito. Além disso, a maioria dos
avangos dos métodos destinados a resolugao de problemas rigidos sao estimulados pelos
éxitos e fracassos evidentes destes métodos, como veremos nos préoximos paragrafos.

Primeiramente, vamos definir um Método de Passo Multiplo Linear:

Defini¢ao 3.1. Um Método de Passo Muiltiplo Linear (MPML) de k passos € da forma:

k k
F(.Tn) = Z C)Zjl’n+j — hz ﬁjfn—&—j = O, (36)
j=0 j=0

onde fn, = f(tn,x,), sendo f a fungcao do PVI 2.2. Na equagao 3.6, se By = 0, o método é

explicito, e se B # 0, o método € implicito.

Os métodos de passo multiplo mais conhecidos sdo os BDF (Backward Differentiation
Formulae - Formula de Diferenciagdo Regressiva) e os Métodos de Adams. Estes métodos
podem ser deduzidos, respectivamente, por interpolacao numérica da funcao que descreve a
derivada do problema ou por uma aproximacao da forma integral do problema através de
formulas de quadratura numérica. A seguir, sao apresentados exemplos destes métodos para
o caso em que k = 3 (Hairer et al., 1987).

Método BDF Explicito de 3 passos:

1 1 1
§$n+3 + éxn-l—Q — Tpy1 + éxn - hfn—l—Z =0 (37)

Método BDF Implicito de 3 passos:

11 3 1
El‘n_i_g - 3$n+2 + §l'n+1 — gl’n — hfn+3 =0 (38)

Método de Adams Explicito de 3 passos:

23 16 5
Tn43 — Tnt2 (12f +2 12f +1+ 12f) (3.9)

Método de Adams Implicito de 3 passos:

9 19 5 1
Tpt3 — Tpp2 — N (ﬂfn—i—B + ﬂfnw - ﬂfnﬂ + ﬂfn) =0 (3.10)

Nos MPMLs, cada aproximagao x,.; € obtida de 3.6 resolvendo-se uma equagao da
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forma:

ORTpyk — NPk fasr = constante € R. (3.11)

No caso explicito, resolver a equacao 3.11 requer somente uma divisao por «y. Porém,
no caso implicito, 3.11 representa um sistema de equagoOes finitas que deve ser resolvido
por um procedimento numeérico, como por exemplo, o método iterativo de Newton. Além
disso, os primeiros pontos, g, 1, ..., Tr_1, que sa0 necessarios para calcular a aproximagao
x), também sao considerados como condigoes iniciais e devem ser determinados por alguma
estratégia independente, que deve ser precisa e estavel.

Vejamos alguns conceitos relacionados a consisténcia, estabilidade e convergéncia dos

Métodos de Passo Miltiplo Lineares:

Definicao 3.2. Um Método de Passo Muiltiplo Linear € dito de ordem p se:
[F(z(tn))]| = O(RP), (3.12)

onde x(t) € qualquer solugdao de x' = f(t,z). Além disso, o método € dito consistente se 3.12

€ valida com p > 1.

A consisténcia e a estabilidade dos Métodos de Passo Miltiplo Lineares estao relaciona-
das, de maneira geral, com a solucao de equacgoes de diferencas lineares, com o controle das
raizes de um polindmio naturalmente associado aos MPMLs e com os polindmios caracteris-
ticos destes métodos. Introduziremos agora, os polindmios p e o, respectivamente conhecidos
como primeiro polindomio caracteristico e sequndo polindomio caracteristico associados ao mé-
todo 3.6:

k
p(w) = Z aw’,  o(w) = Zﬁjwj. (3.13)

Vamos supor que estes polindmios sao primos entre si, ou seja, (p|o) = 1. Desta forma,
podemos enunciar o seguinte teorema, que relaciona tais polindbmios com a nogao de consis-

téncia:
Teorema 3.1. Um MPML ¢€ consistente se, e somente se, p(1) =0 e p'(1) = o(1).

A demonstra¢ao do Teorema 3.1 pode ser encontrada em (Lambert, 1991) e ¢ feita a
partir da expansao em Série de Taylor da solugao z(t) do Problema de Cauchy aplicada a
equacao do método 3.6.

Considerando o Método BDF Implicito de 3 passos (3.8) como exemplo para aplicagdo
do Teorema 3.1, é possivel verificar a consisténcia do método. De fato, o primeiro polinémio

caracteristico do método é dado por:

1 3 11
p(w) = —3 + W~ 3w? + €w3. (3.14)
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Derivando p(w) com relagao a variavel w, temos:

3 11
pl(w) = 5 6w + ng. (3.15)

Além disso, o segundo polindémio caracteristico do método é dado por:
o(w) = w. (3.16)

Portanto, segue da equagdo 3.14 que p(1) = 0, da equacao 3.15 que p'(1) = 1 e da
equagao 3.16 que o(1) = 1. Desta forma, concluimos pelo Teorema 3.1 que o Método BDF
Implicito de 3 passos é consistente.

Analogamente, verificamos que o Método de Adams Implicito de 3 passos (3.10) também
é consistente. Observe que o primeiro e o segundo polinémios caracteristicos do método sao
dados por:

pa(w) = —w? + w* = pL(w) = —2w + 3w? (3.17)
oalw) = i — %w + gaﬂ + %w?’. (3.18)

Segue das equagoes 3.17 e 3.18 que pa(1) =0, p/4(1) = 1 e 04(1) = 1. Portanto, pelo
Teorema 3.1, o Método de Adams Implicito de 3 passos é consistente.

A estabilidade dos MPMLs também esté relacionada ao polindémio p(w). O Teorema 3.2

mostra quais sao as condigoes necessarias e suficientes as raizes de p para que a estabilidade

do método seja garantida.

Teorema 3.2. Um MPML ¢€ estdvel se, e somente se, nenhuma raiz de p(w) tiver mddulo

maior do que 1 e toda a raiz com mddulo igual a 1 for uma raiz simples.

Aplicando o Teorema 3.2 na equacao 3.8, que define o Método BDF Implicito de 3
passos, é possivel verificar que tal método é estavel. De fato, as raizes do primeiro polinémio
caracteristico do método sdo: w; =1 e wy3 = % + i@. Entdo, lwi| =1 e |wes| = \/% ~
0,4264, de onde segue que o Método BDF Implicito de 3 passos é estavel.

Para o Método de Adams Implicito de 3 passos temos como raizes do primeiro polinémio
caracterfstico w; 2 = 0 e wy = 1, de onde concluimos, pelo Teorema 3.2, que o método ¢
estavel, uma vez que |wis| =0 < 1e |ws| = 1.

Agora que ja sabemos identificar quando um método de passo multiplo é consistente e es-
tavel, vamos relacionar estas propriedades com a convergéncia deste método. A convergéncia

de um Método de Passo Miiltiplo Linear ¢ definida da seguinte maneira:

Definicao 3.3. Um MPML ¢é convergente se, para toda f Lipschitziana do Problema de
Cauchy, tivermos:
lim max |le,| =0, (3.19)
h—0

onde h é o passo de integracao e e, = x, — x(t,) € o erro global do método.
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Isso posto, podemos apresentar o teorema a seguir, que relaciona os conceitos de consis-

téncia, estabilidade e convergéncia de MPMLs:
Teorema 3.3. Um MPML é convergente se, e somente se, for consistente e estdvel.

Considerando novamente como exemplo os Métodos BDF Implicito de 3 passos e Adams
Implicito de 3 passos, concluimos através do Teorema 3.3 que os mesmos sao convergentes,
uma vez que as analises realizadas sobre seus polindmios caracteristicos e suas respectivas
raizes mostraram que os métodos sao consistentes (Teorema 3.1) e estéveis (Teorema 3.2).

Agora, vamos estudar a regiao de estabilidade dos métodos numeéricos utilizados para
resolucao de Equagoes Diferenciais Ordinarias. Para tal, iremos considerar a seguinte defi-

nicao:
Definicao 3.4. Um MPML ¢é A-estdvel (Absolutamente estdvel) se todas as solugdes da
equagao de diferencas gerada por este método aplicado na equacgao teste

¥ =Xr, MeC, (3.20)

tendem a zero quando n — oo para todo A com parte real negativa e para todo h fizo.

Para determinarmos quais MPMLs sao A-estaveis vamos inserir a equacao teste 3.20 na

equacgao 3.6, que define o método. A equagao de diferengas linear resultante é:

k

> (@ = gB))was; =0, q=Ah. (3:21)

j=o

A equacao caracteristica correspondente & equacao 3.21 é:

p(w) — qo(w) =0, (3.22)
de onde segue que
_ o)
q(w) = @) (3.23)

Desta forma, podemos enunciar o seguinte resultado, que relaciona os polinémios p e o

com a A-estabilidade do método:

Teorema 3.4. O MPML dado pela equacao 3.6 € A-estdvel se, e somente se, todas as raizes
de o tiverem modulo menor ou igual a 1 e a parte real de 3.23 for maior ou igual a zero

para todo w com modulo maior do que 1.

Deste modo, pode parecer que um problema rigido é facilmente resolvido ao considerar-
mos Métodos de Passo Miltiplo Lineares A-estéveis de altas ordens. Porém, se aplicarmos
o Teorema 3.4 ao método BDF Implicito de 3 passos, que temos considerado como exemplo

até aqui, é possivel verificar que tal método nao possui a propriedade de A-estabilidade.
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De fato, basta considerarmos w = 0,3 + 0,96¢ na equagao 3.23 para vermos que q(w) =
—0,016919 + 1,801264, de onde segue que |w| ~ 1,00578 > 1 e Re(g(w)) = —0,016919 < 0.
Assim, pelo Teorema 3.4, o Método BDF Implicito de 3 passos nao é A-estével.

E possivel verificar também que o Método de Adams Implicito de 3 passos nao é A-
estavel, visto que uma das raizes do seu segundo polinémio caracteristico é w; ~ —2, 3658,
cujo moédulo é maior do que 1, o que contradiz o Teorema 3.4. Na verdade, nao existem

MPMLs A-estaveis com ordem maior do que 2, como mostra o Teorema 3.5.
Teorema 3.5. Sao verdadeiras as sequintes afirmagoes (Dahlquist, 1963):
(i) Um Método de Passo Muiltiplo Linear Ezplicito nao pode ser A-estdvel;
(i) A ordem de um Método de Passo Muiltiplo Linear A-estdvel nao excede 2;

(iii) Se a ordem de um Método de Passo Multiplo Linear A-estdvel for igual a 2, entdo a
constante de erro do método € menor ou iqual a —%.
Segundo Cash (2003), este teorema é indiscutivelmente um dos mais importantes ja pu-
blicados no campo da computagao para problemas rigidos, pois mostra a dificuldade de
desenvolver MPMLs eficientes para este tipo de problema e provavelmente ajudou muitos
pesquisadores a focar seus estudos em outros métodos A-estaveis de alta ordem para reso-
lugao de sistemas rigidos.

Assim, temos duas alternativas: enfraquecer a A-estabilidade ou partir para outra classe
de métodos que sejam A-estaveis para altas ordens. Vamos considerar primeiramente o en-
fraquecimento da A-estabilidade.

Na maior parte dos casos, os MPML falham quanto & A-estabilidade para valores de A
na equagao teste (3.20) muito proximos de ser puramente imaginérios. Assim surge a nogao
de A(a)-estabilidade. Vamos desconsiderar tais valores de A e considerar a A-estabilidade
com relagao a um subconjunto do semiplano esquerdo do plano complexo que exclue o eixo
imaginario. Vamos substituir o semiplano esquerdo por um cone S, com vértice na origem

centrado no eixo real negativo e com meio angulo «, conforme a Figura 3.1.

Definigao 3.5. Um MPML ¢ A(a)-estdvel, 0 < a < 7, se todas as solugdes da equagao de
diferencas obtida a partir da equacao do método aplicada na equacgao teste 3.20 tendem a

zero quando n — oo para cada h > 0 fixo e para todo \ # 0, onde

g=Mhe S, ={q:|arg(—q)| < a,q # 0}. (3.24)

Uma das razoes pela qual a defini¢ao 3.5 é bastante 1til é o fato de que muitos problemas
de Equagoes Diferenciais Ordinarias possuem Jacobiana com autovalores pertencentes a uma

regiao como S,, permitindo o uso de métodos que A(a)-estaveis que convergem para a
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Re

Figura 3.1: Regiao S, (em azul) de A(«)-estabilidade.

solugao do problema. Os Métodos de Passo Multiplo Lineares A («)-estaveis mais conhecidos
sao os métodos BDF. Porém, os métodos BDF A(«)-estaveis nao ultrapassam a ordem 6 e
quanto maior for a sua ordem, menor é o angulo « referente a A(«)-estabilidade, de modo
que métodos BDF com ordem p > 7 nao sao A(«)-estaveis para nenhum valor de a. A
Tabela 3.1 mostra a relacao da ordem p dos métodos BDF e o angulo o da sua regiao
de A(a)-estabilidade. A Figura 3.2 mostra as regioes de estabilidade dos métodos BDF

Implicitos.

Ordemp 1 2 3 4 ) 6
Angulo o 90° 90° 86.03° 73.35° 51.84° 17.84°

Tabela 3.1: Relagao entre a ordem p de um método BDF e sua A(a)-estabilidade.

A Figura 3.3 mostra as regioes de estabilidade dos métodos de Adams implicitos. Note
que os métodos de Adams de ordens superiores nao possuem nem mesmo a propriedade de
A(«)-estabilidade.

Dada a impossibilidade de obtermos MPMLs de altas ordens e absolutamente estéveis, a
nossa segunda alternativa é considerar métodos de outra classe que sejam de altas ordens e
A-estéveis, como por exemplo, alguns métodos de passo tnico do tipo Runge-Kutta (RK). O
uso disseminado dos métodos do tipo RK em diferentes areas aplicadas e a sua estabilidade
nos levam a considera-los como ponto de partida para a construcao de métodos de passo
unico eficientes para resolucao de problemas rigidos de EDOs. Vérios estudos mostram a
eficiéncia de métodos de passo tnico para resolucao de problemas rigidos (Kaps e Rentrop,
1979), (Sandu et al., 1997), (Hairer e Wanner, 1999), (Loch et al., 2013c), (Brugnano et al.,
2015), (Liao, 2015).

Na Fisica Nuclear, os métodos de Runge-Kutta explicitos, tais como RK 4-4 e RK
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Figura 3.2: Regido de estabilidade dos Métodos BDF Implicitos (em azul).

ADAMS 2

15

ADAMS 3 . ADAMS 4

05

Figura 3.3: Regiao de estabilidade dos Métodos de Adams Implicitos (em azul).

4-5, sdo bastante utilizados para resolu¢cdo de EDOs (de Carvalho, 2006), (Claro, 2011),
(Isotani et al., 2012), (Takai e Hagino, 2015). Porém, vimos no capitulo 2 que problemas
rigidos sugerem o uso de métodos implicitos para sua resolugao. Desta forma, vamos dedicar
as proximas paginas deste texto para o estudo de métodos de passo tnico absolutamente

estaveis do tipo Runge-Kutta e suas respectivas implementagoes.
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Definigao 3.6. Um método Runge-Kutta de s-estagios (s € N) € dado por:

K; :hf (to—l-éih,%o—i-ZOéijﬁlj) s 1= 1,...,8, Tt :$O+Zﬁi/€i7 (325)
=1

j=1

onde f(t,z) é a fun¢ao do Problema de Valor Inicial, (ty, zo) € a condigdo inicial do problema
e h >0 € o passo de integragao do método. Quando c;; = 0 para i < j temos um método RK
explicito. Se a;; = 0 para i < j e pelo menos um ay; # 0, nos temos um método Runge-Kutta
diagonalmente implicito (ou semi-implicito). Caso contrdrio, temos um método Runge-Kutta

implicito.

Usualmente, as constantes d;, i = 1,. .., s, satisfazem as seguintes equagoes:
S
j=1

Além disso, costuma-se representar o método RK dado pela equacao 3.25 em uma matriz

proposta por Butcher (1964a) da seguinte forma:

0 apip Gq2 ... Qg
Oo | Qo1 Qg ... Qg
55 Qg1 Qg2 ... Uss

ﬁl ﬁQ o Bs

Tabela 3.2: Matriz de Butcher para o método RK 5.25.

Para se obter um método Runge-Kutta de ordem p, expandimos a equacao 3.25 em série
de Taylor até o termo de ordem p desejada e igualamos a expansao com a série de Taylor
da solucao exata correspondente ao PVI. Os calculos detalhados do desenvolvimento de
um método Runge-Kutta podem ser encontrados em Hairer et al. (1987), Lambert (1991),
Stoer e Bulirsh (1996) e Roma e Nos (2012).

Definicao 3.7. Um método Runge-Kutta do tipo 3.25 tem ordem p se
|z(to + h) — 21| < KhPH (3.27)

isto €, se a série de Taylor para a solugao exata x(ty+ h) e a aproximagio x; coincidem até

o termo hP.

Assim como nos MPMLs, a convergéncia de um método de Runge-Kutta se da em fungao
do seu erro global de discretizacao, de modo que o método sera convergente se, e somente se,

seu erro global dado pela diferenga entre a solugao exata e a solugao aproximada calculada
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pelo método tender a zero quando o tamanho do passo de integracao tender também para
Zero.

A estabilidade dos métodos RK também é estudada como nos MPMLs, aplicando-se a
equagao de diferencas do método na equacao teste 3.20. Uma das grandes vantagens dos
métodos de passo tinico RK com relagao aos MPMLs ¢é que eles podem ser de altas ordens
e A-estéaveis, de modo que a solucao aproximada por eles calculada convirja para a solucao
exata do problema, coincidindo com ela até os termos da ordem do método.

As proximas sessoes deste capitulo sao destinadas ao estudo especifico dos métodos RK
A-estaveis implementados neste trabalho. A sessao 3.2.1 versa sobre o método RK implicito
baseado nas formulas de quadratura de Radau (1880) e a sessao 3.2.2 apresenta o método

RK semi-implicito proposto por Rosenbrock (1963).

3.2.1 Meétodos de Radau

Em 1964, Butcher propos o desenvolvimento de métodos do tipo Runge-Kutta baseados

nas formulas de quadratura de Radau (Butcher, 1964b). Dentre eles, o método Radau II

considera que 91, ..., 0 da equagao 3.25 sao as raizes de:
ds—l .
vy ('t —-1)7). (3.28)
Além disto, os f3; e oyj, 4,j = 1,...,s, do método 3.25 sao escolhidos de modo que

satisfacam as seguintes condigoes (Hairer e Wanner, 1996):

- 1
2&52}71:—, q=1,...,p; (3.29)
i=1 q
5
Zaw5q I—EZ, i=1,...,8, q¢q=1,...,n; (3.30)

Zﬁlaql ~—ﬁ (1=69), j=1,....s, ¢q=1,....¢ (3.31)

onde B(p), C(n) e D(() sao as formulas de quadratura de Radau de ordem p, n e ¢ respecti-
vemente. A ordem de convergéncia do método de Radau II é determinada pela equacao 3.29.
Vamos calcular os coeficientes do método de Radau II de 3 estégios. Considerando s = 3

na equagao 3.28, temos que os valores de §;, © = 1,2, 3, s@o as raizes do polindémio:

2

7 (t2 (t — 1)*) = 20¢® — 361 + 18t — 2, (3.32)

de onde segue que:

51 = R - R (3.33)
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Para determinarmos os valores de f3;, 1 = 1,2,3, do Método de Radau II de 3 estagios
substituimos os valores encontrados para d;, i« = 1,2, 3, nas equagcoes definidas por 3.29 até
q = 3, uma vez que precisamos trés equagoes linearmente independentes para determinarmos

o valor de cada (. Desta forma, 31, 52 e (3 sao as solugoes do seguinte sistema linear:

1 1 1 B 1
e ; e L= (3.34)

—/6 446 1

<4 10 6) ( Jgo 6) 1 B 3

Portanto, temos:
16 — /6 16 + /6 1

— V- = ' =_. 3.35
/81 36 ; /81 36 ) ﬁfﬂ 9 ( )

Agora, resta calcularmos os valores de «;j, para i =1,2,3 ¢ j = 1,2, 3. Estes valores sao
determinados substituindo 41, 09, d3, 81, B2 e (3 nas equagoes 3.30 e 3.31 para garantir a
convergéncia do método. Destarte, a matriz de Butcher resultante para o método Radau II

de 3 estagios fica conforme a Tabela 3.3.

4—/6 88—7v6 296—169v6  —24+3v6
10 360 1800 225
446 296+169/6 884716 —2-3v6
10 1800 360 225
1 16—v6 1646 1

36 36 9
16—6 16-+6 1
36 36 9

Tabela 3.3: Matriz de Butcher para o Método Radau II de 3 estdgios.

Observe que a ordem de convergéncia do método de Radau II de 3 estagios ¢ 5, uma vez
que para os valores de 31, f2 e 53 encontrados na resolucao do sistema 3.34, a equacao 3.29 é
satisfeita também para p = 4 e p = 5. Na verdade, é possivel relacionar o nimero de estagios
de um método Radau II com a sua ordem de convergéncia. O teorema a seguir generaliza a

relagao entre o nmero de estagios s e a ordem de convergéncia p:

Teorema 3.6. O método Radau II de s estagios tem ordem p = (2s — 1). Além disso, o

método é A-estdvel.

A demonstracao do Teorema 3.6 é feita com base nas propriedades das quadraturas
de Radau e pode ser encontrada em Butcher (1964b) e Hairer e Wanner (1996). Segundo
este teorema, além do método Radau II de 3 estagios ter ordem 5 ele também é A-estéavel.
De fato, a regiao de estabilidade deste método esta representada em azul na Figura 3.4,
onde é possivel verificar que a mesma compreende todo o semiplano esquerdo. Como vimos
anteriormente, a regiao de estabilidade de um método RK também é encontrada através

da equacao que define o método aplicada na equagao teste 3.20. Com esta substituicao é
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possivel escrevermos o método da seguinte forma:
Tpr1 = K(hN)z, = K(2)x,, (3.36)

onde K(z) é conhecida como a fungao de estabilidade do método 3.25, conforme visto no

Capitulo 2. Deste modo, a regiao de estabilidade do método fica determinada por:
S={z€C:|K(z)| <1} (3.37)
Para o método Radau II de 3 estagios e ordem 5 temos a seguinte fungao de estabilidade:

1+2 42
K(z) = —% o N (3.38)
5 T T 6

10

-10

Figura 3.4: Regiao de estabilidade do Método Radau II de 3 estdgios (em azul).

O método Radau II de 3 estagios se mostra adequado para resolucao de EDOs rigidas,
uma vez que ¢ implicito e possui regiao de estabilidade ilimitada, tornando possivel o uso de
estratégias de passo de integracao adaptativo. A seguir, mostraremos como se da a imple-
mentagao do método Radau II. Para facilitar o entendimento da mudanca de variaveis que

serd realizada, primeiramente vamos reescrever a equagcao 3.25 da seguinte forma:

lii:l’o—f‘hzai]‘f(to—f-(sih,f{j), izl,...,S, (339)
Jj=1
T = X+ hz ij (to + (5zh, Iij) . (340)

J=1
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Introduzindo uma nova variavel z; = k; — x( e substituindo na equagao 3.39, temos:

Zi = h Z O./Z'jf (to + 52}1, Zj + 113'0) . (341)
j=1
Se soubermos os valores para cada z;, ¢ = 1, ..., s, entao a equagao 3.40 se torna explicita

para 1. Seja A = (qy;), entdao podemos escrever 3.41 do seguinte modo:

21 hf (to + (51}1,, Zo + Zl>
=4 : (3.42)
Zs hf (tO + 5sh7 To + Zs)
Assim, é possivel reescrevermos também 3.40 como:
1 = X + Z d,»zi, (343)
i=1

onde (di,...,d,) = (Bi,...,Bs) A7t Calculando STA~! para o método Radau II temos
BTA=t = (0,0,1), de onde segue que d = (0,0, 1).
O método de Newton-Raphson aplicado ao sistema 3.41 precisa calcular, para cada ite-

ragao, a solucao de um sistema linear com a matriz:

I — halla%cf (t0+51h,x0 +Zl) —h@ls%f (t0+55h,1’0+25)
; 5 : (3.44)
_hasla%gf (to +(51h,3§'0+2’1) oo I — hCKSS% (t0+55h,1’0 +Zs)

Para simplificarmos isto, substituimos todas as Jacobianas a% f (to+ 8;h, xo + z;) por uma
aproximacao J = 3% f (to, zo). Entao, as iteragoes de Newton-Raphson para a equagdo 3.41

ficam:

i) i R RADEEN] gy [N+ (A DHFE)]

= 3.45
—I+h(A®J) I—h(A®J) ( )
E deste modo:
—2M 4+ h(A® I)F(2)
P IR N O . 3.46
2 z 2 T—h(A®J) (3.46)
= I -h(A®J) A 2M =2 L hAe DF(). (3.47)
Nas equacoes anteriores, z*¥ = (zgk], . ,z£k]) é a k-ésima aproximagao para a solucao

do sistema e A zF = (A zgk], coy A zgk}) sdo os incrementos. Além disso, F(z/*) é uma
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abreviatura para:
T
F(zH) = (f (to 4 Gih, a0+ zg’“]) Lo f (o Buhy g + zg’fl)) . (3.48)

Cada iteragao requer s avaliagoes de f (¢, z) e a solugao de um sistema linear de dimensao
ds, onde d é a dimensao de x e s 0 ntimero de estagios do método. Como a matriz (I —hAJ)
¢ a mesma para todas as iteracoes, a sua decomposicao LU é realizada somente uma vez e
armazenada em memoria.

A implementagao realizada para este trabalho utiliza como chute inicial para o método
iterativo de Newton z) = 0,7 = 1,...,s. Além disso, o critério de parada para o método de
Newton depende da precisao desejada e do nimero maximo de iteracoes do método k4.,
tomado como 7, uma vez que testes realizados na literatura (Hairer e Wanner, 1996) para
diferentes valores mostraram que o método usualmente converge com um nimero de iteragoes
menor do que este.

Como vimos anteriormente, uma das vantagens dos métodos A-estaveis esta na possibili-
dade do uso de passo de integracao adaptativo. Apresentamos aqui duas maneiras distintas
para determinar o tamanho do passo de integracao do método Radau II de s estégios. Nosso
método considera como novo tamanho do passo o minimo entre os valores encontrados por
cada uma das estratégias. A primeira estratégia faz uso de férmulas embutidas para cal-
culo do passo e a segunda leva em conta também informagoes sobre os dois tltimos passos
utilizados pelo método.

A estratégia que considera férmulas embutidas calcula uma aproximacao ; com um
método Radau de menor ordem a partir dos ultimos k;,7 = 1,..., s utilizados pelo método

Radau II de s estagios. Tal aproximacao ¢ dada por:

Ty =m0+ h (Bof(to, To) + Z Bif (to + &:h, /fz)) : (3.49)

=1

onde 3y = 471, sendo 4 o autovalor real da matriz A~!, que foi anteriormente definida como

a inversa de A = (oy;). Desta forma, o erro é calculado pela seguinte equagao:

err = (1~ hBOJ)_l (31— 21) || (3.50)

De um modo geral, o tamanho do novo passo de integracao depende do erro calculado na
equagao 3.50, do tamanho do ultimo passo utilizado (hyq), do nimero méaximo de iteragoes
considerado para o método de Newton (kn.) e do nimero de iteragoes realizadas pelo

método de Newton na tltima resolugao do sistema linear (ke ):

1
ok 41 1\ #h
e —0,9 (—+ ) B (—) . (3.51)

kaaz + kNewt err
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Na segunda estratégia, o novo passo ¢é calculado de maneira semelhante a primeira, porém
considera também os dois ultimos passos utilizados e os erros cometidos pelas formulas
embutidas nas duas ultimas iteracoes do método. A equacao 3.52 mostra o calculo realizado

nesta estratégia.

1 1
R =0,9( —2 _— h, — . 3.52
new ’ (kaax + kNewt> d (67”7’) Potd—1 (errnl) (3:52)

Demonstracoes mais detalhadas sobre as duas estratégias de controle de passo podem

ser encontradas em Hairer ¢ Wanner (1996) e Pessanha et al. (2005).

Como vimos nesta subsessao, os métodos de passo tnico do tipo Runge-Kutta baseados
nas féormulas de quadratura de Radau constituem-se em uma técnica adequada de resolugao
de problemas rigidos, tendo em vista a sua A-estabilidade e a possibilidade de possuirem
alta ordem de convergéncia. Porém, o estudo de métodos linearmente implicitos A-estaveis
também merece destaque, tendo em vista a sua facilidade de implementacao e consequente
reducao de custos computacionais. A proxima subsessao trata sobre os métodos linearmente

implicitos propostos por Rosenbrock.

3.2.2 Métodos de Rosenbrock

Os métodos de Rosenbrock sao métodos de Runge-Kutta semi-implicitos que tem como
ideia principal a linearizagao de métodos Runge-Kutta implicitos. Eles sao métodos de passo
lnico que servem como uma alternativa para resolver equagoes implicitas que sao resolvidas
normalmente por processos iterativos. A ideia é resolver uma sequéncia de sistemas lineares
em vez de resolver sistemas nao lineares, o que facilita a implementacao do algoritmo.

Para a defini¢cao de um método de Rosenbrock, vamos considerar um sistema autéonomo de
Equagoes Diferenciais Ordinarias do tipo 3.53, uma vez que podemos reescrever os sistemas

nao-auténomos em sistemas autéonomos fazendo uma simples mudancga de variaveis.

2'(t) = f(z(t), x(to) = 0, (3.53)
com z(t) € RY, t € [tog, +oo[ e f: RT — R%

Definicao 3.8. Dado um sistema auténomo de Equagoes Diferenciais Ordindrias do tipo 3.53,

um método de Rosenbrock de s-estdgios € dado pelas formulas:

1—1 [ S
ki = hf (xo + Zaij/{j> + hJZ%j/{j, 1=1,...,8 x1 =20+ ZBJ‘KJ]’, (3.54)

j=1 7=1 7=1

onde ayj, V5 € B; sao coeficientes determinados de acordo com a ordem de consisténcia e
estabilidade desejadas, h é o passo de integra¢io e J = f'(x¢) € a matriz Jacobiana do

sistema 3.535.
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Observe que cada estagio do método 3.54 consiste em resolver um sistema linear de
equagoes com desconhecidos k; e com a matriz [ — hv;;J. Além disso, se tivermos 7y, =
..,%ss = 7 € R precisaremos calcular apenas uma vez por passo a decomposicao LU da
matriz envolvida, facilitando a implementacao do método e reduzindo o tempo de resolugao
do sistema. Desta forma, vamos considerar métodos que respeitem tal igualdade.
Assim como nos métodos de Radau II, os coeficientes dos métodos de Rosenbrock devem
satisfazer determinadas equacoes que garantem a ordem de convergéncia do método. Por
exemplo, para o caso de um método Rosenbrock de ordem 3, as seguintes equagoes devem

ser satisfeitas:

iﬁj =1, (3.55)
j=1

> Bl +vr) = 1/2, (3.56)
k=1
Y Biagan =1/3, (3.57)
J,k, =1
Z Bk + vjr) (g + vir) = 1/6. (3.58)

k=1
A regiao de estabilidade do método de Rosenbrock também ¢é determinada em funcao da
aplicacao da equagao teste 3.20 na equacao que define o método 3.54. Desta forma, a fungao
de estabilidade K (z) é encontrada e utilizada para a obtengao da regiao de estabilidade do
método, conforme equagao 3.37. A funcao de estabilidade para o método Rosenbrock de

s-estagios é:
K(2) =1+ 257 (1 - zA)_l 1, (3.59)

onde 37 = (B1,...,5,), I é a matriz identidade de dimensdo s, A = (ay; + Yij)ij—1 € 1
é o vetor de dimensao s com todas as componentes iguais a 1. Escrevendo a funcao de

estabilidade em fungao de determinantes de matrizes (Hairer ¢ Wanner, 1996), temos:

det(I — zA+ 2187)

k(=) det(I — zA)

(3.60)

Para os métodos RK implicitos e semi-implicitos, como é o caso do método Rosenbrock,
K(z) é uma fungao racional cujos polindmios numerador e denominador tém grau < s.

Assim:
P(z)

Q(z)

E possivel reescrevermos P(z) e Q(z) em funcdo do 7 escolhido e analisarmos deta-

K(z) = (3.61)

lhadamente a regido de estabilidade do método de Rosenbrock, na qual |K(z)] < 1. A

Tabela 3.4, construida com base na analise detalhada realizada por Hairer e Wanner (1996)
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e Sandu et al. (1997), mostra para s = 1,...,5 quais valores de 7 fazem com que a fungao

de estabilidade K (z) torne o método A-estavel com ordem de convergéncia p.

s p>2s—1 p=Ss
1 - v=1
2 2-VD2<7<2+VD)/2 7= (2:VD)2
3 0,18042531 < v < 2,18560010 ~ = 0,43586652
4 0,22364780 < v <0,57281606 v = 0,57281606
o 0,24799464 < v < 0,67604239 ~ = 0,27805384

Tabela 3.4: A-estabilidade do Método Rosenbrock de s estdgios e ordem p em fung¢do do ~y escolhido.

Desta forma, verificamos que é possivel a construcao de métodos RK linearmente im-
plicitos do tipo Rosenbrock que sejam A-estaveis para altas ordens de convergéncia. Estas
caracteristicas tornam os métodos de Rosenbrock adequados para o calculo da solucao de
problemas rigidos de EDOs.

A implementacao dos métodos Rosenbrock pode ser facilitada quando utilizamos uma
mudanca de varidveis. A multiplicacdo matriz-vetor J ) v;;x; que aparece em cada estagio

do método pode ser evitada se considerarmos a seguinte mudanca de varidveis proposta por
Hairer e Wanner (1996):

U; = Z’yijlij, 1= 1,...,5. (362)
j=1

Deste modo, se 7;; # 0Vi, a matriz definida por I" = (;;) é invertivel e cada x; pode ser

obtido a partir de u; da seguinte forma:

) i
R; = —ui—Zcijuj, 1= 1,...,8, (363)
Vii g
onde ¢;; sido os elementos da matriz C' = diag(vy;', ..., 7)) — 7L

Inserindo estas novas variaveis na equagao que define o método 3.54 e fazendo os devidos
ajustes matematicos, podemos reescrever um método Rosenbrock de s estagios da seguinte

maneira;:

i—1 i—1
1 Cij .
<h’yI_J) uz:f (.To"‘jg_l CLijUj> +jg_1 T’U/]’, 1= 1,...,8, (364)

K2

S
Tr1 = Xg + Z mj;uy, (365)
j=1
onde (a;;) = ()T e (my,...,ms) = (br,...,0:)T .
Substitui¢oes de variaveis como as descritas anteriormente evitam nao somente as mul-

tiplicagoes matriz-vetor mencionadas anteriormente como também intimeras outras multi-
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plicacoes inerentes ao método, corroborando para a redugao dos custos computacionais. Es-
tas transformagoes podem ser encontradas também em Wolfbrandt (1977), Kaps e Wanner
(1981), Shampine (1982) e Kaps et al. (1985).

Uma vez que os métodos de Rosenbrock sao métodos de passo tinico A-estaveis podemos
facilmente empregar estratégias de controle do tamanho do passo de integracao. Assim como
no método Radau II, o controle do passo é baseado em férmulas embutidas que usam os

valores k; ja calculados da seguinte forma:
Ty = z0 + Zﬁi/‘ii, (3.66)
i=1

onde os valores dos pesos BA@ sao escolhidos de modo que a ordem de convergéncia de I seja
p = p—1, assumindo que o método utilizado para o célculo da aproximacao x; seja de ordem
p. Nestes casos dizemos que o método Rosenbrock é de ordem p(p).

O erro local é estimado de acordo com a diferenga absoluta entre as aproximagoes x e 7.
Assim, err = ||x; — 21 || e o passo de integracao ¢ aceito se err < 1, caso contrario ¢ rejeitado

e recalculado. O novo tamanho de passo, que é calculado a cada iteracao, é estimado por:

hnew = h - min (fa'cmaan max (facmina 07—91)> ’ (367)

err) i

onde facyaz € facmi, sao limitantes para o tamanho do passo determinados de acordo com
a ordem do método (Hairer e Wanner, 1996).

O método Rosenbrock implementado para este trabalho é de 4 estagios e ordem 3. Utiliza-
mos as mudancgas de variaveis descritas acima para a implementacao e um método embutido
de ordem 2 para o controle do passo de integragao. Considerando v = %, utilizamos os valores

propostos por Sandu et al. (1997) para os demais coeficientes do método, quais sejam:

0 >
0 0 13
Q) = y i) — y 3.68
3 _1 1 11 2 1
4 "1 02 12 12 3 2
Gy=(3 -+ -+ 1), G=(3 -1 10) (3.69)
Desta forma, a matriz inversa de I' = (;;) é dada por:
2 000
-4 2 0 0
= (3.70)
-1 1 2 0
11 &2
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Portanto, os novos coeficientes do método sao dados por:

: (3.71)

o O O

C = diag(yi's -7 ) =T =

o O O O

I
—_
|
wloo

(ai;) = ()T ™" = (3.72)

NN DO O
o O O O
_ o O O
o O o O

(1, ma,mg, ma) = (B, o, By, BT = (2 0 1 1), (3.73)

(i1, 1ha, g, 1) = (By, B2, B, BT = ( 2.0 1 0 ) . (3.74)

Assim, podemos escrever o método Rosenbrock de 4 estégios e ordem 3(2) da seguinte

forma:
g = ZL‘(to)
i’l =Xy + 2uy + Us s (375)

T = xg + 2uy] + us + ua

onde uy, ug, uz € uy sao as solucoes dos seguintes sistemas lineares:

<%I - J) w = f(m), (3.76)

2 4
(EI - J) us = flao) + 7o, (3.77)
2[ J = f(xo +2 )+1 ! (3.78)
h Uz = Zo Ui hul hUQ, .
2 1 1 8
<E[ — J) Uyg = f(xo -+ 2U1 -+ Ug) —+ Eul — EUQ — gUg, (379)

Para o método Rosenbrock de 4-estagios e ordem 3(2) aqui implementado, os fatores
facmaz € facm, utilizados no controle do tamanho do passo de integracao foram respecti-
vamente 10 e 0,1 (Sandu et al., 1997).

Substituindo na equagao 3.59 os valores de 3;, a; e 7;; utilizados para a implementacgao do
método Rosenbrock deste trabalho, segue que a fungao de estabilidade do método Rosenbrock

de 4 estagios e ordem 3(2) ¢ dada por:

8(z% — 62+ 6)

K(z) = 3(z—2)4

(3.80)

A regiao de estabilidade do método Rosenbrock implementado neste trabalho, construida
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a partir da sua funcao de estabilidade determinada na equacao 3.80, esta representada em
azul na Figura 3.5. Observe que a regiao comprende todo o semiplano esquerdo, comprovando
a A-estabilidade do método.

10

-10

Figura 3.5: Regido de estabilidade do Método Rosenbrock de 4 estdgios (em azul).

Vimos que os dois métodos de passo tinico estudados neste capitulo sao adequados para
a resolucao de problemas rigidos de Equagoes Diferenciais Ordinarias, uma vez que possuem
regiao de estabilidade ilimitada e possibilitam o uso de estratégias de controle do passo de
integragao sem que a ordem de convergéncia do método seja comprometida. O proximo ca-
pitulo apresenta a resolugao dos problemas rigidos de decaimento radioativo que motivaram
nosso estudo utilizando os métodos Radau II de 3 estagios e ordem 5 e Rosenbrock de 4

estagios e ordem 3(2).
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Capitulo 4

Simulacoes Numéricas dos Problemas de

Decaimento Radiotaivo

Como vimos no capitulo anterior, os métodos implementados para as simulagoes de pro-
blemas rigidos que serviram como motivagao para este trabalho foram os seguintes: método
Radau IT de 3 estagios e ordem 5 e método Rosenbrock de 4 estagios e ordem 3(2). Este
capitulo mostra a aplicacao dos métodos implementados para resolugao de uma cadeia de
decaimento natural e de uma cadeia artificial. Mostraremos através de um exemplo que é
possivel determinar a solucao tanto para o passado como para o futuro.

Em cada aplicacao faremos uma comparacao entre os métodos com relagao & precisao
alcancada e ao niimero de passos necessarios para tal.

Em funcao da dificuldade intrinseca na defini¢ao do conceito preciso de rigidez, nos vale-
mos das diferentes afirmacoes realizadas no capitulo 2 com relacao ao termo e caracterizamos
a rigidez dos problemas considerados neste capitulo quando eles satisfazem pelo menos uma
daquelas afirmacoes.

Os algoritmos foram implementados em Fortran 90 e executados em uma maéaquina com
processador Intel® Core’™ i5-2450M e sistema Ubuntu 14.04 LTS 32-bit.

4.1 Cadeia Natural de Decaimento do Uranio-238

Como primeiro exemplo de aplicacao vamos considerar a cadeia de decaimento natural
do Uranio-238 (Figura 1.2), que configura um problema rigido cuja taxa de rigidez, calculada
pela equacao 2.14, é aproximadamente 0, 886 x 102!

As taxas de transferéncia \;, t = 1,..., 14, que aparecem na Figura 1.2 sdo as constantes
de decaimento de cada elemento e sao calculadas em funcao das suas meias-vidas (T(i1 /2)) de
acordo com a equacao 1.2. A Tabela 4.1 identifica cada radionuclideo da cadeia do #**U de
acordo com a modelagem proposta z'(t) = Ax(t) e mostra os valores de suas meias-vidas e
respectivas constantes de decaimento.

O nicleo do 2%Pb ¢é estével e por isso ndo decai naturalmente para outro elemento.

35
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Elemento Variavel z;  Meia-Vida T (il gy  Taxa de Decaimento A (em dia™t)
287 T 4.5 bilhoes de anos 0,422E—12
Z4Th To 24 dias 0,288E—01
24Py, T3 1,2 minutos 0,831E+03
BAy T4 240000 anos 0,791E—08
230Th T5 77000 anos 0,246E—-07
226Ra, T 1600 anos 0,118E—05
22Rn T7 3,8 dias 0,182E+00
28pg Tg 3,1 minutos 0,321E+03
214py Tg 27 minutos 0,369E+02
214Bj 210 20 minutos 0,499E+02
214pg 11 160 microssegundos 0,374E+09
210py, Z19 22 anos 0,863E—04
210B; 13 5 dias 0,138E+00
210pg T14 140 dias 0,495E—02

Tabela 4.1: Meias-vidas e constantes de decaimento da série de decaimento natural do 238U

(Kocher, 1981).

Assim, a equagao que descreve o seu comportamento pode ser desconsiderada na resolucao
do sistema que modela o problema. Portanto, vamos considerar a matriz A dos coeficientes
de dimensao 14, compreendendo os elementos entre o 22U e o 21°Po.

Note que enquanto a constante de decaimento do Uranio-238 ¢ da ordem de 107'2, a
constante de decaimento do Polénio-214 é da ordem de 10°. Esta grande diferenca entre as
ordens de grandeza das taxas se traduz em uma matriz A dos coeficientes quase singular
cujo determinante tem valor aproximado de 0, 8735 x 10726,

A solugao numeérica para o problema proposto foi calculada considerando que no instante
inicial ¢y, = 0 existe somente 10* unidades de 233U e o inventério dos demais elementos da
série é nulo. Ou seja, x1(0) = 10000 e z;(0) = 0, ¢ = 2,...,14. Avaliamos o desempenho
dos métodos para 10 bilhoes de dias a partir do instante inicial e exigindo uma precisao
pré-definida de 1074,

Para obtermos uma solugao estavel e consistente com a precisao desejada dentro do inter-
valo considerado utilizando o método de passo tinico fixo RK 4-4 estimamos que o tamanho
do passo de integracao deve ser da ordem de 107!%, implicando o calculo de aproximada-
mente 6,667 x 10?° iteragoes do método (Loch et al., 2013b). Usando este valor como passo
inicial para os métodos Radau II e Rosenbrock implementados, é possivel encontrarmos so-
lugoes robustas para o problema proposto com um ntmero de iteracoes cerca de 10%° vezes
menor do que o método RK-44. O método Radau II calculou a solucao com a precisao de-
sejada realizando 230456 iteracoes e o método Rosenbrock calculou 237613 iteragoes. Em
estudo realizado por Loch et al. (2013a) foi verificado que quanto mais proximo do final

da cadeia estiver posicionado o elemento que possui a taxa de transferéncia com ordem de
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grandeza mais discrepante em relagao a ordem dos demais, maior sera o ntimero de iteragoes
necessarias para o método de Rosenbrock obter solugoes convergentes e consistentes, ja que
para manter a estabilidade do método, o tamanho do passo de integragao é reduzido. Aqui,
verificou-se comportamento semelhante para o método Radau II implementado.

As solugoes numeéricas dadas pelos algoritmos de Radau II e Rosenbrock, apos 10 bilhoes
de dias, sao apresentadas na Tabela 4.2, onde é possivel observar a coeréncia entre as solugoes.
Ambos os métodos calcularam a solugao do problema com um numero de iteracbes da mesma,
ordem de grandeza e em poucos segundos de execucao. As Figuras 4.1 & 4.14 mostram a
solucao numérica do problema calculada pelo método de Rosenbrock para cada um dos

elementos separadamente.

Elemento Rosenbrock (237.613 passos) Radau II (230.456 passos)

2581 0,0957E+04 0,9957E+04
24TH 0,1455E—06 0,1455E—06
24Py 0,5052E—11 0,5052E—11
2847 0,5311E+00 0,5311E+00
280Th 0,1704E+00 0,1704E+00
226Rq 0,3540E—02 0,3540E—02
22Rp 0,2303E—07 0,2303E—07
218py, 0,1305E—10 0,1305E—10
2py, 0,1136E—09 0,1136E—09
21p; 0,8420E—10 0,8420E—10
2Py 0,1122E—16 0,1123E—16
210p}, 0,4868E—04 0,4868E—04
210p; 0,3031E—07 0,3031E—07
210py, 0,8488E—06 0,8488E—06

Tabela 4.2: Solucio apds 10 bilhées de dias para a série de decaimento natural do 238 U.
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Figura 4.1: Solu¢do para Urdnio-238. Figura 4.2: Solucdo para Torio-234.
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Figura 4.3: Solu¢do para Protactinio-234.

Figura 4.4: Solucao para Urdnio-234.
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Figura 4.5: Solu¢do para Torio-230.

Figura 4.6: Solucdo para Rddio-226.
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Figura 4.7: Solu¢do para Radonio-222.

Figura 4.8: Solu¢io para Polonio-218.
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Figura 4.9: Solu¢do para Chumbo-214.

Figura 4.10: Solu¢do para Bismuto-214.
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Figura 4.11: Solucao para Polénio-214.

Figura 4.12: Solu¢ao para Chumbo-210.
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Figura 4.13: Solu¢ao para Bismuto-210.

Figura 4.14: Solu¢ao para Polénio-210.
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4.2 Cadeia de Decaimento com Retirada de Elementos

As quantidades de radioisdtopos necessérias para o uso em éreas aplicadas como indus-
tria, agricultura e medicina normalmente sao retiradas das cadeias durante o processo de
decaimento radioativo. Considerando novamente a cadeia de decaimento natural do Uranio-
238 (Figura 1.2) podemos citar como exemplo o uso do elemento Radonio-222, um gas nobre
utilizado para radioterapia e na composicao de capsulas destinadas ao tratamento do cancer
(Zamboni et al., 2011).

Vamos considerar o mesmo problema da sessao anterior assumindo que 10 por cento da
quantidade existente de ??2Rn ¢ continuamente emanada da amostra durante o processo de
decaimento natural da série do 2**U. As condicoes iniciais, o periodo de avaliacao de 10
bilhdes de dias e a precisao requerida de 10~* também sao mantidos.

De acordo com a Tabela 4.1, o elemento ?*Rn corresponde & variavel z7, cuja equacao

para o problema da sessao anterior, sem extracao, é dada por:
a:'7(t) = )\GI'G(t) — )\71‘7(1?). (41)

Para o caso em que hé extragao continua de 10 por cento da quantidade existente de

Radoénio-222, a equacao 4.1 se modifica para:

As solugoes encontradas pelos métodos Radau II e Rosenbrock mostraram-se mais uma
vez coerentes entre si e sao apresentadas na Tabela 4.3.

Comparando as solugoes encontradas para o caso em que ha extracao do Radodnio-222
com aquelas encontradas na sessao anterior, onde nao hé extracao de qualquer elemento
da cadeia natural do Uranio-238, é possivel verificar que o sistema sofre alteragoes mais
significativas na solucao para os elementos dispostos apds o elemento retirado da cadeia. A
Figura 4.15 apresenta a diferenga entre a quantidade de Raddnio-222 remanescente em cada
uma das amostras dos dois casos considerados (com e sem extragao). Note que a diferenga

aumenta no inicio do periodo e se mantém constante depois de aproximadamente 10° dias.
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CADEIA DE DECAIMENTO COM RETIRADA DE ELEMENTOS

Elemento Rosenbrock (237.613 passos)

Radau IT (230.456 passos)

238U

234Th
234Pa
234U

230Th
226Ra
222Rn
218P0
214Pb
214Bi

2141)0
210Pb
210Bi

210P0

0,9957E+04
0,1455E—06
0,5052E—11
0,5311E+00
0,1704E+00
0,3540E—02
0,1488E—07
0,8430E—11
0,7342E—10
0,5439E—10
0,7252E—17
0,3144E—04
0,1958E—07
0,5482E—06

0,9957E+04
0,1455E—06
0,5052E—11
0,5311E+00
0,1704E+00
0,3540E—02
0,1488E—07
0,8430E—11
0,7342E—10
0,5439E—10
0,7251E—17
0,3144E—04
0,1958E—07
0,5482E—06
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Tabela 4.3: Solu¢do apds 10 bilhdes de dias para a série de decaimento natural do 22 U com extracdo

continua do %22Rn.

Figura 4.15: Diferenca entre a quantidade de **> Rn em cada um dos casos apds 10 bilhées de dias.
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4.3 Inventario Passado e Futuro de uma Cadeia de De-

caimento

O objetivo aqui é recuperar numericamente o inventario inicial de cada elemento de uma
cadeia composta por n elementos conhecendo somente o instante ¢; no qual é verificada a
existéncia de uma quantidade x; do elemento i (1 < ¢ < n). Isto torna possivel a obtencao de
uma aproximacao numeérica para o inventario de todos os radionuclideos em qualquer instante
de tempo t € R. Ou seja, podemos reconstruir o inventéario histérico de cada elemento e
determinar a sua quantidade para qualquer periodo futuro.

Primeiramente, calculamos o inventario de todos os is6topos presentes na amostra no
instante ¢; e a partir destes valores retrocedemos ou evoluimos no tempo utilizando mé-
todos numéricos A-estaveis. Este calculo inicial é realizado com base na seguinte equacao
(Loch et al., 2015):

AalNa JTh2(p) 1 — e~ amMts]
ANy Thpa(p) — T1)2(d) ’

onde o elemento pai (p), com meia-vida T7/5(p) e constante de decaimento A,, decai a uma

(4.3)

fracdo f para o elemento filho (d), que possui meia-vida Tj/5(d) e constante de decaimento
Ad¢- Na equacao 4.3, N, e Ny representam o nimero de atomos do radionuclideo pai e do
radionuclideo filho, respectivamente, e as constantes de decaimento (\) sdo calculadas em
fungao das meias-vidas (7} /2) de acordo com a equagao 1.2.

O Tecnécio-99m, elemento bastante utilizado na medicina nuclear como ferramenta para
o diagnostico de varias doencas ou disfungoes de 6rgaos e sistemas que compdem o corpo hu-
mano (Marques et al., 2001), é gerado a partir do Molibdénio-99 cuja cadeia de decaimento
apresentada na Figura 1.1 configura um exemplo de problema rigido com taxa de rigidez
calculada pela equacao 2.14 valendo aproximadamente 0,28 x 10%. Para esta cadeia, consi-
deramos a hora como unidade padrao. Uma associagao entre as meias-vidas dos elementos

da cadeia e suas constantes de decaimento é apresentada na Tabela 4.4.

Elemento Meia-Vida T}, ,y Taxa de Decaimento ); (em hora™')

Mo 66,02 horas 0,104E—01
99mTe 6,02 horas 0,115E+00
NPT 213000 anos 0,371E—09

Tabela 4.4: Meias-vidas e constantes de decaimento da série de decaimento do %Mo (Kocher,
1981).

Assumindo que no instante de tempo ¢; existe 1 unidade do elemento de interesse da
cadeia, o Tecnécio-99m, utilizamos a equacao 4.3 para o calculo da quantidade de cada
isétopo radioativo presente na cadeia no instante ¢;. A Tabela 4.5 mostra o inventario dos
elementos para diferentes valores de ;.

A partir dos valores apresentados na Tabela 4.5 é possivel calcularmos numericamente,
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t; (horas) Molibdénio-99 Tecnécio-99m Tecnécio-99
0,113E+03 0,100E+01  0,266E+00

10 0,174E+02 0,100E4+01  0,239E-+01
66 0,113E+02 0,100E-+01 0,199E+04
100 0,113E+02 0,100E-+01 0,100E-+06

Tabela 4.5: Inventdrio dos elementos da cadeia do Molibdénio-99 para diferentes valores de t;.

por meio dos métodos implementados, a quantidade de cada elemento da série para qual-
quer tempo t € R com um erro inferior a uma precisao pré-fixada. A Figura 4.16 mostra o
inventario da cadeia de decaimento do Molibdénio-99 em funcao do tempo para o caso em
que t; = 10 horas (h) e a precisao exigida ¢ 107*. Para este caso, a Tabela 4.6 apresenta
as solugoes calculadas pelos métodos Rosenbrock e Radau II para cada um dos elementos
da cadeia para t = Oh, ¢ = 10h e ¢t = 130h. A partir de ¢; = 10 fomos capazes de recons-
truir o inventario de cada elemento desde ¢ = 0 e estimar a quantidade de cada um deles
para um tempo futuro. Para este problema, tanto o método Radau II como o Rosenbrock
apresentaram bom desempenho executando apenas algumas dezenas de iteragoes de cada

método.

t (horas) Rosenbrock Radau II
PMo: 0,1938E+02  *Mo: 0,1938E+02
t=0 9mTe: 0,0000E+00 %™ Te: 0,0000E+00
9Tc: 0,1462E+01  %Te: 0,1462E+01
“Mo: 0,1745E+02  9"Mo: 0,1745E+02
t=10 9mTe: 0,1000E+01  %™Te: 0,1000E+01
9OTe: 0,2394E+01  99Tc: 0,2394E+01
PMo: 0,4952E+01  "Mo: 0,4952E+01
t=130  99"Tc: 0,4372E4+00 %™Te: 0,4372E+00
PTe: 0,1546E+02  P9Te: 0,1546E+02

Tabela 4.6: Inventdrio da cadeia de decaimento do Molibdénio-99 para o caso em que t; = 10h.
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Figura 4.16: Inventdrio da cadeia de decaimento do Molibdénio-99 para o caso em que t; = 10h.

As Figuras 4.17 & 4.20 mostram em escala logaritmica as solugoes de cada elemento para
todos os casos da Tabela 4.5. Mais uma vez, os métodos implementados apresentaram resul-
tados estaveis e precisos com um desempenho semelhante entre eles, tanto no que diz respeito
ao numero de iteragoes quanto ao tempo computacional, demorando poucos segundos para

determinar a solu¢ao numérica.
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Figura 4.17: Cadeia do Molibdénio-99 para  Figura 4.18: Cadeia do Molibdénio-99 para
tj = 1h. tj = 10h.
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Figura 4.19: Cadeia do Molibdénio-99 para Figura 4.20: Cadeia do Molibdénio-99 para
tj = 66h. t; = 100h

A abordagem utilizada para resolugao deste problema pode ser empregada também na
estimativa da quantidade inicial de Molibdénio-99 necessaria para que seja possivel a retirada
periddica de uma determinada quantidade do elemento de interesse Tecnécio-99m.

Além disso, podemos utilizé-la também em outras situacoes que envolvem cadeias de
decaimento radioativo. Vamos destacar como caso de uso uma situacao de escape de ele-
mento radioativo em ambiente monitorado periodicamente. A protecao radiolégica dispoe
de varios recursos para evitar que os individuos recebam doses excessivas ou desnecessarias
de radiagao, entre eles, as monitoragoes individuais e de area. Estas monitoragoes podem
ser pontuais, periddicas ou continuas, dependendo do ambiente, dos individuos e de suas
atividades. Suponha que em determinado ambiente monitorado a cada periodo de tempo P,
detectou-se a existéncia em excesso de certo elemento radioativo. Sabendo que na monitora-
¢ao imediatamente anterior o ambiente nao apresentava qualquer irregularidade, o objetivo
¢ identificar a quantidade de elemento que vazou e o instante de tempo que isto ocorreu.
Utilizando a mesma abordagem empregada no problema do Molibdénio-99 apresentado ante-
riormente, somos capazes de voltar no tempo e inferir uma regiao que apresenta a quantidade
inicial de escape do elemento em funcao do possivel instante de tempo que o acidente acon-
teceu. A Figura 4.21 mostra um esbogo das etapas de monitoracao e investigacao do caso

supra citado.
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Figura 4.21: Abordagem em situac¢ao de vazamento/contaminacao radioativa.

4.3

Esta aplicacao destaca-se por ser uma importante demanda da area de protecao radiol6-

gica.



Capitulo 5
Conclusoes

Estudar técnicas numéricas adequadas a resolucao de Equagoes Diferencias Ordinarias
rigidas foi o objetivo principal deste trabalho. Nao existe um conceito matematico tnico
para rigidez, entretanto sabe-se que a rigidez é intrinseca ao problema e surge sempre que as
componentes da solu¢ao variam com ordens de grandeza muito distintas. Problemas rigidos
impoem dificuldades para convergéncia numérica quando resolvidos por métodos explicitos.
Por outro lado, métodos implicitos absolutamente estéveis, que possuem regiao de estabili-
dade ilimitada, se comportam de maneira satisfatoria e sao os mais indicados para resolucao
deste tipo de problema. A estabilidade absoluta dos métodos implicitos possibilita o uso de
estratégias de controle do tamanho do passo de integragao sem comprometer a ordem de
convergéncia e a estabilidade do método.

Os métodos numéricos implementados foram Radau II de 3 estagios e ordem 5 e Rosen-
brock de 4 estégios e ordem 3(2), ambos de passo tnico, derivados dos métodos de Runge-
Kutta e escolhidos por serem implicitos, de alta ordem de convergéncia e absolutamente
estaveis (A-estaveis). Estes métodos utilizam estratégias de controle do passo de integracao
baseadas no erro cometido em cada iteracao, estimado por meio de féormulas embutidas de
ordem inferior a ordem do método. O erro de convergéncia aceito é pré-determinado pelo
usuario e o controle do passo ¢é realizado de modo que a precisao seja mantida para todo o
intervalo de avaliacao do problema.

Problemas rigidos de decaimento radioativo envolvendo cadeias naturais e artificiais,
com ou sem extragao de elementos durante o processo de decaimento serviram como pano
de fundo para a utilizagdo dos métodos implementados. Um exemplo considerado foi o da
cadeia de decaimento natual do Uranio-238, na qual as ordens de grandeza das constantes de
decaimento dos elementos variam entre 10712 e 10°, implicando na rigidez do problema. O
resultado de destaque aqui é a possibilidade de reconstruirmos numericamente o inventario
de uma cadeia de decaimento radioativo modelada por um sistema rigido de EDOs a partir de
informagoes atuais, permitindo a obtencao de informagoes passadas e futuras dos elementos
que compoem a cadeia.

Os métodos implementados mostraram-se eficientes e adequados para a classe de proble-
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mas estudada, produzindo solugoes convergentes e estaveis dentro de uma precisao pré-fixada
para todos os cenérios propostos. Em um comparativo entre os métodos implementados, o
método de Radau IT obteve a mesma precisao que o método de Rosenbrock com um niimero
menor de iteragoes em todos os casos considerados, porém esta diferenca é pouco significa-
tiva, uma vez que ambos os métodos calcularam a solugao com uma quantidade proxima de
passos de integragao e com o mesmo tempo de execugao. Como os métodos possuem desem-
penho semelhante para os problemas considerados e a implementacao do método de Radau
IT é mais trabalhosa do que a implementacao do método de Rosenbrock, sugerimos o uso do
Método de Rosenbrock para problemas dessa natureza, pois mostraram-se eficientes tanto
para cadeias em equilibrio como para problemas em dindmica nos quais ocorre a retirada de
determinadas quantidades de elementos da cadeia durante o processo de decaimento.

As técnicas numeéricas aqui apresentadas corroboram os resultados produzidos na area de
aplicagao e podem ser utilizadas como plataforma inicial para abordagem de problemas futu-
ros relacionados a producao 6tima de radioisétopos, ao gerenciamento de rejeitos radioativos

e a situagoes de emergéncia nuclear.



Apéndice A

Métodos de Euler Explicito e Implicito

para Resolucao de uma Equacao Rigida

Vamos considerar a equagao (2.1) para compararmos o desempenho dos Métodos de
Euler Explicito e Implicito e ratificarmos a afirmacao de Curtiss e Hirschfelder (1952) que
métodos explicitos apresentam maior dificuldade para resolucao de equacoes rigidas.

Utilizando o Método dos Fatores Integrantes (Boyce e DiPrima, 2015) para o caculo da

solugao geral da equagao (2.1), temos:

2t 2
t)=Cie" ++ =+ —. Al
z(t) = Cre” + "+ + o (A.1)
Vamos tomar como condigao inicial z(5) = 50, t € [5,6] e exigir uma precisao de 1072

quando comparamos a solu¢ao aproximada com a solucao analitica particular dada por:
2t
B o R Rty (A.2)

Para se obter resultados com a precisao desejada é necessario que o método explicito
utilize um passo de integracao de tamanho 1077, enquanto o método implicito atinge a
mesma precisao com um passo de tamanho 1074, Isto significa que para manter a precisao
pré-definida é necessario que o método explicito calcule aproximadamente 9,9 milhoes de
iteracoes a mais do que o método implicito, conforme mostram as Tabelas A.1 e A.2. Observe
que mesmo considerando uma pequena variagdo na variavel ¢, a solu¢do (A.2) da EDO
cresce rapidamente, como mostra a Figura A.1. Esta rapida variacao impoe dificuldades aos
métodos para que a estabilidade seja mantida ao longo das iteracoes e a solucao aproximada

convirja para a solucao analitica de acordo com a precisao desejada.
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Tabela A.1: Desempenho do Método de Euler Explicito para a Equagio 2.1.

Tabela A.2: Desempenho do Método de Euler Implicito para a Equagdo 2.1.

t Erro Absoluto N° de Passos
5,2 3,8E—06 2,0E+6
5,4 8,0E—05 4,0E+6
5,6 8,3E—04 6,0E+6
5,8 1,6E—-03 8,0E+6
6,0 4,6E—03 1,0E+7

t Erro Absoluto N° de Passos
5,2 3,2E—05 2,0E+3
5,4 2,0E—04 4,0E+3
5,6 6,5 E—04 6,0E+3
5,8 3,1E—03 8,0E+3
6,0 2,0E—03 1,0E+4
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Figura A.1: Grdfico da Solugao Analitica Particular (A.2).
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