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Resumo

Braun Rodrigues, N. Classes de Gevrey em grupos de Lie compactos e aplicagoes. 2016.
56 f. Dissertacao - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2016.

Nesse trabalho estudamos as classes de Gevrey e as ultradistribuigoes em grupos de Lie compactos,
que é a generalizagao natural do toro no contexto de analise de Fourier. Para tal utilizamos a teoria
de vetores Gevrey. Fazemos a caracterizacdo dessas classes via o comportamento da transformada
de Fourier como em [DR14], utilizando o operador de Laplace-Beltrami associado & uma métrica es-
pecifica. Por final fazemos uma aplicagdo dessa caracterizagao em um problema de hipoelipticidade
global como em [GWT73|.

Palavras-chave: Classes de Gevrey, Grupos de Lie, Hipoelipticidade Global.
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Abstract

Braun Rodrigues, N. Gevrey Classes on compact Lie groups and applications. 2016. 56 f.

Dissertacao - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

In this work we study the Gevrey class of functions and ultrudistribuitions on compact Lie
groups, which is the most natural generalization of the torus in the context of Fourier analysis. For
such we used the theory of Gevrey vectors. We get a characterization of such class by the behaviour
of the Fourier transform, as in [DR14|, using the Laplace-Beltrami operator associated to a specific
metric. At the end we give an aplication of this characterization in a global hypoellipticity problem
as in [GWT3].

Keywords: Gevrey class, Lie groups, Global Hypoellipticity.
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Lista de Simbolos

(@)
D'(G)
C>(M)
D'(M)

Grupo de Lie compacto;

Variedade Riemanniana compacta,;

Funcoes de classe C°° em G a valores complexos;

Distribuigoes em G|

Funcoes de classe C°° em M a valores complexos;

Distribuigtes em M;

Funcdes mensuraveis de quadrado integravel;

Fungoes Gevrey de ordem s em G}

Ultradistribuicoes de ordem s em G}

Classes de equivaléncia das representacdes unitarias, fortemente continuas
e irredutiveis em G}

Meétrica Riemanniana particular, construida no capitulo 1;

Operador de Laplace-Beltrami associado & métrica (-, -)e;

Operador de Casimir;

Transformada de Fourier de ¢;

Transformada inversa de Fourier;

Norma k de Sobolev;

Norma equivalente & norma k de Sobolev, dada por ||.||x = |[(I + A.)g.HLg.

Matrizes n por n com entradas reais.
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Introducao

As classes de Gevrey e as ultradistribuicoes sao amplamente utilizadas em problemas de resolu-
bilidade e hipoelipticidade global ( C*°, Gevrey e analitica) no toro. Uma das ferramentas bastante
utilizadas é a caracterizagao dessas classes via o comportamento da transformada de Fourier, por
exemplo em [CH94|, [CH98|, [HP04|, [GWT72], e em [Pet05] (e todas as referéncias 14 contidas). Em
tais trabalhos, e em muitos outros, a anélise de Fourier se mostra extremamente Gtil. Um ambiente
mais geral que o toro, e no qual ainda podemos falar da série e da transformada de Fourier, é o dos
grupos de Lie compactos.

O objetivo desse trabalho é o de estudar funcoes Gevrey e ultradistribui¢es em um grupo de Lie
compacto arbitrario, G, provar um teorema de tipo Paley-Wiener para essas classes (caracterizagao
via o comportamento da transformada de Fourier), e por tltimo fazemos uma aplicacdo em um
problema de hipoelipticidade (C*°, Gevrey e analitica) global em G, e a comparamos com um
trabalho de Greenfield e Wallach [GWT73]

No primeiro capitulo estudamos o necessirio da teoria de representacdes de grupos para a
compreensao do teorema de Peter-Weyl (ver teorema 2), resultado que possibilita o estudo da série
de Fourier em grupos de Lie compactos.

Pela teoria local ja temos definidas as classes de Gevrey em qualquer variedade analitica, entao
como um grupo de Lie compacto qualquer, GG, em particular é uma variedade compacta analitica,
ja temos essas classes naturalmente definidas em G. Pela teoria de vetores Gevrey (ver |[KN62|
e [BCM79]) temos que as fungées Gevrey em G sdo os vetores Gevrey para qualquer operador
diferencial linear eliptico em G. Dada qualquer métrica Riemanniana em G temos automaticamente
um operador diferencial linear eliptico, o operador de Laplace-Beltrami.

Na sec¢do 1.2 construimos uma métrica Riemanniana em G, (-, )s, apropriada ao nosso estudo:
o operador de Laplace-Beltrami, A,, a ela associado tem propriedades muito especiais, as quais
permitem a caracterizacao das classes de Gevrey via a transformada de Fourier. O uso desta métrica,
que nos parece original nesta abordagem, faz a conexfo entre a parte algébrica, das representagoes,
e a parte analitica, através do teorema espectral aplicado a A,. Podemos entdo utilizar normas
[+ ll2m = [[({ + Ae)™ | £2(c) equivalentes as normas de Sobolev || - || fr2m () para definir as classes de
Gevrey, uma vez que basta olhar para as normas "pares"de Sobolev, o que evita o uso de operadores
pseudodiferenciais.

O operador A, tem as representacoes (unitarias, fortemente continuas e irredutiveis) como suas
autofungoes. Isso facilita o manuseio das normas || - ||2,,, € aliado as informagoes espectrais de A,
nos permitem avaliar certas convergéncias de séries de Fourier, convergéncias essas centrais nas
caracterizagoes das classes de Gevrey via transformada de Fourier. Outra propriedade importante
do operador A4 é que ele comuta com todos os operadores diferenciais invariantes & esquerda em G.
Tal propriedade é de extrema importancia no resultado de hipoelipticidade Gevrey global, exposto
no tltimo capftulo.

Enfatizamos também que embora a caracterizagao das classes Gevrey via transformada de Fou-
rier seja a mesma feita em [DR14|, a nossa exposicao ¢ mais simples, uma vez que utilizamos a
teoria de vetores Gevrey, evitando o uso da teoria de operadores pseudodiferenciais.

No 1ltimo capitulo aplicamos essa caracterizagao via transformada de Fourier em um problema
de hipoelipticidade C°° e Gevrey global para operadores invariantes & esquerda (analogo aos ope-
radores a coeficientes constantes em R”Y). Tal problema foi estudado anteriormente por Greenfield
e Wallach em [GWT73]. Em tal artigo, os autores primeiro consideram uma situagao mais geral, e
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depois se restringem ao caso de grupos de Lie compactos utilizando uma abordagem tecnicamente
mais complicada. Mostramos ao final que as duas abordagens sao equivalentes, embora acreditamos
que a aqui exposta seja mais simples.



Capitulo 1

Grupos de Lie

Na primeira secao desse capitulo estudamos alguns resultados sobre teoria de representacoes
em grupos de Lie compactos, com o objetivo de enunciar o teorema de Peter-Weyl, resultado esse
que possibilita o estudo da série de Fourier em G. Nao iremos demonstrar tal teorema, e indicamos
os livros [RT10] e [Fol95] para aqueles que desejam estudar a sua demonstra¢ao. Embora a maior
parte dos resultados aqui expostos valem em grupos topolégicos compactos, estamos interessados
em estudar séries de Fourier em grupos de Lie compactos. Seja G um grupo de Lie compacto, de
dimensao n, fixado. Todos os resultados expostos nesse trabalho concernem a G.

Em particular, G é uma variedade analitica compacta. Entao dada uma métrica Riemanniana
em G, temos automaticamente o operador de Laplace-Beltrami globalmente definido em G. Tal
operador serd de grande importincia na caracterizacao das classes de Gevrey via transformada de
Fourier. Na segunda segdo desse capitulo construimos uma métrica particular em G, (-, -)o, de tal
modo que o operador de Laplace-Beltrami associado & essa métrica, A,, tem as representacoes
(unitéarias, fortemente continuas e irredutiveis) como as suas autofunc¢oes. Como o operador de
Laplace-Beltrami é eliptico, podemos usar informagoes espectrais, ou formula assintética de Weyl,
para obter informagoes sobre o crescimento de seus autovalores ([Cha84] e [See69]). Para a constru-
¢ao da métrica (-,-)e sa0 necessarios elementos da teoria de veriedades diferenciaveis e grupos de
Lie. Como esse trabalho nao é sobre teoria geral dos grupos de Lie, enunciamos o minimo necessa-
rio sobre esse tema. Recomendamos, por exemplo, a leitura de [Leel3| para maior entendimento do
assunto.

Nesse capitulo a referéncia para a maior parte dos resultados ¢ o livro [RT'10], e também foram
consultados [DKO00], [Leel3|, [Cha84] e [See69]. Além do teorema de Peter-Weyl, nao demonstramos
os teoremas 4 e 5.

1.1 Representacoes e o teorema de Peter-Weyl

Defini¢ao 1. Seja s um espago de Hilbert e denote por % () o espago dos operadores unitarios
em . Uma representacao unitaria & de G é um elemento do espaco Hom (G, % ()). Se para todo
v € H a fungdo

Goz—&(x)veH

é continua, ¢ é dita fortemente continua (f.c).

Defini¢ao 2. Seja & € Hom (G, % () e V. C S um subespago. Dizemos que V' ¢ -invariante se

§(x)V CV,
para todo x € G.

Defini¢ao 3. Uma representacdo unitéria, fortemente continua & eHom(G, % (7)) ¢é dita irredu-
tivel se os tinicos subespagos fechados {-invariantes de 7 sao {0} e 2.



4 GRUPOS DE LIE 1.1

Defini¢ao 4. Uma representagao unitéaria { € Hom(G, % (7)), fortemente continua, ¢ dita ciclica
se existe v € JZ tal que

span{{(z)v : x € G} C A
é denso em 7. Tal v é dito vetor ciclico para €.

Definicao 5. Sejam . um espaco de Hilbert e {7 };c; uma familia de subespagos fechados tais
que

H =P A
jeJ
Se £ € Hom(G, % (7)), dizemos que £ é uma soma direta
¢=Pélw,
jeJ
se cada JZ; ¢ &-invariante.

Observagao 6. Em todo o texto indicaremos por €
Hilbert, e nao a algébrica.

jeJ‘%? como a soma direta de espacgos de

Definicao 7. Sejam J4 e 74 dois espagos de Hilbert. Uma aplicacao linear continua A : 54 — 74
é um entrelacamento entre as representacoes & € Hom (G, % (1)) e n € Hom(G,% (7)) se vale

Ag(x) = n(x)A,
Para todo x € G. Notacao: A € Hom(&,n). Se A for um isomorfismo dizemos que & ~ 7.

Defini¢ao 8. O dual unitario G de G é o conjunto das classes de equivaléncia de representagoes
unitarias, fortemente continuas e irredutiveis.

Lema 1. Sejam V um espaco vetorial topoldgico, A uma aplicagdo linear continua de V em V,
W CV um subespago A-invariante. Entdo W também é A-invariante.

Demonstragio. Sejam y € A(W) e x € W tais que y = Ax. Se U, é uma vizinhanga aberta de y,
como A é continua, U, = A~1(U,) é vizinhanga aberta de x. Como x € W, existe 2 € W NU,, logo

Az € WNU,y, e portanto AW Cc W. O

Proposigao 1. Seja € uma representacao unitdria fortemente continua de G. Entdo existe uma
famdlia {J€}jcy como na definicao 5 tal que

=Pl
JjeJ
e cada & € ciclica.
Demonstracao. Seja J* o conjunto dos subconjuntos fechados V' C 4, {-invariantes tais que |y é
ciclica. Seja
S={ScJ* :VW,WeS, V.LIWouV=W}
Como {{0}} € S temos que & # (). Considere em & a ordem parcial

S1<Sy &S1C8Ss.
Seja R C & uma cadeia, isto é, dados S1,Ss € R tem-se S; < Sy ou So < S;. Considere

M= (]S

SeR
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Entao M € & e M > R, para todo R € R, portanto M é um majorante de R. Pelo Lema de Zorn,
temos que existe T € & maximal, isto é, se W € & ¢ tal que T < W, entao W = T. Defina

v=@w

weT

Queremos mostrar que V = .. Suponha que nao, isto ¢, existe v € V. Portanto

T U span (£(G)v) € 6,

T | Jspan (£(G)v) > T

e isso ¢ um absurdo, pois T é maximal. ]

Como G é compacto existe uma tnica medida regular de Borel ug tal que valem:

o Joldug = pc(G) =1;
o [ f(x)duc(z) = [, f(zy) duc(z) = [, flyx) duc(z) = [, f@™") dua(z), Vyed

Tal medida é chamada de medida de Haar. Com tal medida podemos definir o espago L*(G).

Definicao 9. Seja f : G — C uma funciao Borel-mensuravel. Dizemos que f € L?(G) se

) = [ 1F@P duala) < o0
Mais ainda, essa norma é hilbertiana, e provém do produto interno
o [ F@s@) dnalo). fa € P(C)
Lema 2. Seja ¢ um espago de Hilbert com produto interno
(u,v) = (u, V), u,veH.

Seja & € Hom(G, % ()) f.c, ciclica e w € F vetor ciclico com ||w| » = 1. Entdo

(u,v)e = /G<§(3:)u,w)_y,Q(w,cf(x)U)yf dpg(z), wu,ve A, (1.1)

define um produto interno em J, & é unitdria para (-, )¢ e ||ull¢ < ||ullz, para toda v € J2.

Demonstracao. Seja u € J fixado. Considere a funcao f, : G — C dada por

fulz) = E(@)u,w)r, z€G.

Temos que

[fu(@) = fu(y)] = [(E(@)u — E(y)u, w) ]
< [[(€(z) — &))ullellwl
= [I(€(x) — &(y))ull»
— 0,
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pois ¢ & fortemente continua. Entdo f, é continua, e a integracio em (1.1) faz sentido. E facil ver
que (-, )¢ € sesquilinear e hermitiano. A tnica propriedade que falta verificar é a positividade de
(-, )¢ Entao seja u € 7 tal que (u,u)¢ = 0, isto é,

| e w)rl? dpote) = 0
G

Entao dado x € G temos

[(§(@)u, w) | = 0.

Entao

(u, €z~ )w)r =0,

para todo x € GG, e portanto

u € (span £(G)w)t = {0}

isto é, u = 0. Vejamos agora que £ ¢ também unitaria com relagao a (-,-)¢: dados u,v € # ey € G
temos

(€)= [ (E@)E)nw)or . €)0)r dpc(o)
:/G<£(xy)u,w>,f<W,f($)U>7f dpg(x)
:/G@(x)u,w)f(w,f(xyl»f dp ()

- /G (@), w) b, €)W o) dug(z)
= (u, &(y~ Hv)e.

Além disso temos

Jul2 = /G (€ ()u,w) o duc ()

< /G l€(x)ul

= [lullZ,

% duc(z)

para toda u € 2. O

Lema 3. Sejam £ € Hom(G,% () f.c, ciclica e (-, )¢ como no lema anterior. Entdo existe
Ae L(A) tal que

(u, Av) yp = (u,v)e, u,v € I.
Além disso A é auto-adjunto, compacto, definido positivo e A € Hom(&,§).

Demonstracao. Seja v € A fixado, e considere a fungao F,(u) = (u,v)¢, u € S. Pelo lema anterior
temos que F}, é linear e

|Fp(u)] < Jlullellvlle,
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para todo u € 7. Entao F, é continuo. Pelo Teorema de Representacio de Riesz, existe Av €
tal que Fy,(u) = (u, Av) y, para todo u € . Definido dessa forma, temos que A € Z(). Alem
disso temos

—~

u, Av) 7,

para todos u,v € €. Portanto A = A*, isto é, A é auto-adjunto. Também temos que dado u €
vale

(u, Au) p = (u, u)¢
= |lull?
>0,

isto é, A é definido positivo. Dados u,v € 5 e y € G temos que

Entao temos a seguinte igualdade

Al(y) = E(y)A,

para todo y € G, isto é, A € Hom(¢, §). Para completar a demonstragao falta mostrar a compacidade
de A. Considere entao o seguinte conjunto:

B={ue A : ||ul|lxr <1}

Sejam {u;}jen C A(A), e {vj}jen C A tais que Av; = u;. Por Banach-Alaoglu, temos que existem
{vj, }ren uma subsequéncia e v € A tais que

<wavjk>f ? <wvv>jfa
k—o00
para todo w € . Entéo

Hujk - Av”?jﬁ” - <A(vjk - v)vA(Ujk - U))%’

= <A(Ujk - U)?Ujk - v>§

- / o) duc(a),
G

onde gi(x) = (§(x)A(vj, — v),w)r(w,§(z)(v), —v)w, v € G. Como
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gk (@)] < [{vg, — v, AG(2™Hw)se|[(E(a ™ w, vj, —v)oe]

—0
k—o00

2
I

|95(2)] < [lvj,, =l
<4,

podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada, e entao concluir que

/ gk dpug —— 0,
G k—o0

e portanto

uj, — Av,
k—o0
isto €,

Avj, —— Av
k—ro0

Defini¢ao 10. Dizemos que uma representacao £ € Hom(G, % (7)) tem dimensdo finita se
dim J7 < oo.

Teorema 1. Seja & € Hom(G,% () f.c. Entao & é uma soma direta de representagioes unitdrias
irredutiveis e de dimensdo finita.

Demonstracao. Pela proposiciao 1, podemos supor £ ciclica. Seja A como no lema anterior. Pelo
Teorema Espectral temos que

(Ker A)* = @ Ker (M — A),
Ao (A)

onde o(A) é o espectro de A, e Ker(AI — A) tem dimensao finita para todo A € o(A). Seja v €
tal que Av = 0. Entao dado u € 7

<uvv>£ = <U’AU>%”
-0,

portanto v = 0, isto é, Ker(A) = {0}. Logo

H = P Ker (M - A).
A€o (A)

Como A € Hom(¢, &), se v € Ker(A — A) e x € G temos

(A = A)(2)v = A&(a)v — () Av
— ¢(@)(\ — Ao
=0,
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e portanto Ker(\ — A) ¢é ¢-invariante. Entdo
E= P ke ar-n)-
A€o (A)

Como cada Ker(A] — A) tem dimensao finita, podemos decompor cada &|ker (A[—A) €I uma soma
direta finita de representagoes unitarias irredutiveis. O

Corolario 1. Se £ ¢ uma representacdo unitdria, fortemente conlinua e irredutivel entdo £ tem
dimensao finita.

Denotaremos d¢ = dim JZ, e [£] a classe de equivaléncia de &, isto ¢, ] € G. Para o que vem a
seguir, dada uma representagao unitéaria £, iremos denotar por 7 o espaco de Hilbert 7, isto é,
¢ € Hom(G, % (#)). E facil ver que 74 = C%

Lema 4. Sejam &, duas representacdes unitdrias, irreduliveis e de dimensdo finita. Entdo

om(en) = { 1SS e

Demonstragao. Seja A €Hom(§,n), isto &, A : i — I e Af(x)v = n(x)Av, para todos v € G e
v € J. Seja v € Ker (A), isto ¢, Av =0 . Entao temos que dado z € G

Al (z)v = n(x)Av
=0.

Logo &(x)v €Ker(A), para todo x € G, e portanto Ker(A) é &-invariante. Como £ é irredutivel,
temos que Ker(A) é o conjunto {0} ou J#. Se n ~ &, temos que Ker(A) nao pode ser {0}, logo
Ker(A) = He, isto ¢, A=0.Se { =7, e A# 0, temos que Ker(A) = {0}. Seja A € C um autovalor
de A, e seja v € J# um autovetor associado a A. Em particular v # 0. Dado x € G temos que

(A — A)(2) = £(@)(A — A)o
=0.

Entao {(z)v €Ker(A — A), para todo = € G, e portanto Ker(A — A) é {-invariante. Como & é
irredutivel e Ker(Al — A) # {0}, pois v €Ker(Al — A), temos que Ker(A\l — A) = 7. O

Defini¢ao 11. Seja [¢] € G. Tome {v1,...,v4,} uma base de . Definimos entdo para cada
1<14,j <d¢ afuncdo & : G — C por

ij(x) = ((2)vj,vi)m,, = €G.

Lema 5. Sejam &, 1 duas representacies unitdrias, fortemente continuas e irredutiveis. Entdo

<§z]a77kl>L2(G) - { %5jl(5ik &=

Demonstracio. Fixe 1 < j <m el <1 <n.Seja E a matriz (E,q) = 0p;jop, € defina A € C™*"
por

A=/§(y)En(y)’1duG(y)-
G

Afirmo que A € Hom(&,n). De fato,



10 GRUPOS DE LIE 1.1

£(x)A = /G E(ay) En(y) ™ duc(y)
=/G£(y)E77(:B‘1y)_lduc(y)
— /G £()En(y2) duc(y)

= An(z).
Pelo lema acima temos que A=A ,com A€ C,sen=&e A=0se & »n. Isto &,
|0 tE
A_{ M €=

Entao temos

Aj = / Z Zfzp pq77qk: ) dpc(y)

p—lq 1

/ &i(Wme(y™h) dua(y)
= /G & (V) (y) duc(y)

= (&ij» 1) 12(G)-

Se & » n, entdo (1, Mkj)r2() = 0. Se £ =0, entdo A = %Tr (A), pois A = \I, e portanto

(&g M) £2(G) = OikA
1

=d0;,—Tr (A

5zkm r( )

Gt / Tr (6(y) En(y™Y)) duc(y)

/ Tr (E) dpc

Zké_jl
m

O

Definigdo 12. As representacdes regulares & esquerda, e a direita, 77, 7r €Hom(G, 7% (L*(Q)))
sdo definidas por

(rL()f)(x) = fly~ ')
(mr(y) f)(z) = f(zy)

para toda f € L?(G) e ug-quase todo z € G.
Agora estamos em condigoes de enunciarmos o resultado principal dessa se¢ao:

Teorema 2 (Peter-Weyl, teo. 7.5.14 de [RT10]). Seja 2 um conjunto de representacies unitdrias,
fortemente continuas, irredutiveis tal que se £,m € A temos que E=n ou £ »n, e

{le) : eeA}=G.
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Entao o conjunto

B = {\/dg ij :fe%l},
¢ uma base hilbertiana para L*(G). Além disso
%'f =span{&;j : 1 <j<de}

¢ mr-invariante, & ~ TR ¢, e
iy

d
20) = @ P A

[€]eG =1

de
TR ~ @ @{

[gled =1
Denotemos ainda

dg

de
<= @ s = Doty
j=1

i=1

Também vale uma versao a esquerda do Peter-Weyl, e portanto %”i é mr-invariante.

Observacao 13. Esse teorema na verdade é sobre grupos topoldgicos compactos, mas aqui s6 esta-
mos interessados em grupos de Lie compactos.

1.2 O operador de Laplace-Beltrami

Seja g = T.G a algebra de Lie de G. Dado = € G definimos as agdes Ry, L : G — G como

Ry(y) = yz, Lg(y) =y,
para todo y € G.

Definicao 14. Um campo C'° em G é uma funcdo X : G — T'G de classe C*° tal que X, € T, G,
isto é, X ¢ uma segdo C'*° do fibrado T'G. Também denotamos por X € C*(G,TQG).

Observacgao 15. Hd uma equivaléncia entre campos, como definidos acima, e operadores diferen-
ciais que satisfezem a regra de Leibnitz. No que se seque usaremos as duas definicoes.

Dada f € C*(G,G) denotamos por fi : ToG — TG o push-foward por f, isto é, dados
X eT;G e g e C™(G) =C%(G,C), (f«Xa)(g) = Xa(go f) = X(g0 f)(@).

Definicao 16. Dizemos que um campo X de classe C*° em G ¢é invariante & esquerda se (L, )Xy =
Xy, para todos z,y € G.

Observacgao 17. A dlgebra de Lie g € isomorfa ao espaco dos campos C*° em G invariantes a
esquerda. Ainda mais, se X € g e f € C®(Q) temos que

d

Xf(z)= i ;
t=

f(z exp(tX)),

para todo x € G. Aqui a fungao exp € definida como em [Leel3).
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Considere a aplicacdo linear ad : g — End (g) dada por

ad(X)(Y)=[X,Y], X,Yeg.
Sejam X,Y,Z € g, entdo temos

ad([Xv Y])(Z) = HX7 Y],Z]
= —[[Z X] Y] -y, Z], X]
[

- [ [X, Z]]
Z)] = [¥,ad(X)(2)]

)
Y)(2)) — ad(Y)(ad(X)(2))

Portanto ad([X,Y]) = [ad(X),ad(Y)], para todos X,Y € g.
Definigao 18. Dado z € G definimos a aplicacdo Ad(x) : g — g como Ad(x) = (Lz 0 Ry—1)«.

Observacao 19. Como Ad(z) é um push-foward, temos que Ad(z)[X,Y] = [Ad(x)X, Ad(x)Y],
para todos X, Y € g e Ad é um homomorfismo.

Defini¢ao 20. Seja w : g x g — C uma forma bilinear. Dizemos que w é Ad-invariante se
w(Ad(z)X,Ad(2)Y) =w(X,Y),

para todo x € G e todos X, Y € g.

Lema 6. FExiste um produto escalar Ad-invariante em g.

Demonstragao. Seja w : g x g — R um produto escalar qualquer em g. Defina (-, - )4 por
(X,Y)g = / w(Ad(z) X, Ad(2)Y) dpc(x), X,Y eg.
G
Afirmo que (-, -)g é Ad-invariante. De fato, se y € G e X,Y € g temos

(Ad(y)X, Ad(y)Y)g = /G w(Ad(2)Ad(y) X, Ad(2)Ad(y)Y) djuc(z)

_ /G w(Ad(zy) X, Ad(zy)Y) dpuc ()

- /Gw(Ad(x)X, Ad(2)Y) dug(z)
= (X,Y),.

1.2.1 Forma de Killing e algebras de Lie semisimples

Definicao 21. A forma de Killing em g é uma aplicagdo bilinear K : g x g — R definida por
K(X,Y)="Tr(ad(X)ad(Y)), X,Y €g,
onde Tr (+) é a fungao trago.

Como Tr (AB) = Tr (BA) para todas matrizes A e B, temos que K é simétrica.
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Lema 7. Dado x € G wvale a formula

ad(Ad(z)X) = Ad(z)ad(X)Ad(z™1),
para todos X,Y € g.

Demonstracdo. Dados x € G e X, Z € g temos

= ad(Ad(2)X)Z.

Proposicao 2. A forma de Killing é Ad-invariante.

Demonstracao. Sejam x € G e X,Y € g. Temos que

O
Definicao 22. A dlgebra de Lie g é dita semisimples se a forma de Killing K é ndo degenerada,
isto &,
VX eg\{0} Y eg: K(X)Y)#O.

Note que K é nao degenerada se, e somente se, a matriz (K(X;, X;));; € inversivel, para toda
{Xi}i=1,....n base de g.

Definicao 23. Suponha g semisimples. Seja {X;}i=1,., uma base de g. Considere R € Mat, (R)
dada por R;; = K(X;, X;). Definimos o operador de Casimir 2 como

0= zn: X X',
i=1

onde X' =377  (R™1);; X;.

Observacgao 24. O operador de Casimir é um operador diferencial de sequnda ordem em G.

O proximo teorema é de fundamental importancia no que se segue.

Teorema 3. Suponha g semisimples. O operador de Casimir ) ndo depende da base de g, e além
disso dado Z € g vale

Z0 =07
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Demonstracao. Seja {Y;}i—1,. . n outra base de g. Entao existe A € GL(R™) tal que

V=) AiX;,
7=1
para todo i =1,...,n. Seja S € GL(R™) dada por

S =K(Y;,Y;), 4,j=1,....n

Entao temos que

Sij = K(Y3,Yj)
=K (Z AXp, Alel>
k=1 =1

=) A K (X, X))
k=1

= Z Az‘kszAsz
k=1

= (ARA")y;,

isto ¢, S = ARAT. O elemento de Casimir na base {Y;} é dado por

n n
D (STHyYiYi= > (STHAnAu XX
=1 id k=1

= Z A%(Sil)ijAlele
igdl=1
= Z (ATsflA)lele

k=1
n

=) (R HuXpX;
k=1

= ixkxk
k=1

Entao  independe da base de g. Mostremos agora que [Z, Q] = 0, para todo Z € g.
Sei,j€{l,...,n} temos

K(X', X)) =Y (R aK (X, X;)

1= 1

(R™Y)ir Ry

1

Il
S
<

e portanto podemos definir um produto interno em g linearmente de

1.2
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(Xi,Xj) —> K(Xz,X]) = 51"1'.

Note que esse produto interno depende da base escolhida. Seja Z € g. Temos que

2.9 = (2. XX

i=1

n
= 12, X)X" + X[ Z, X).
=1

Sejam (Cij)lgi,jgn € (dij)lgi,jgn definidos por

n
[Z,X,L] :ZCUXJ' € [Z,XZ] :Zde]
j=1 j=1

Logo

iy = K(X7,[Z, Xi))
= K([X7, 7], X;)
= —K([Z,X7], X;)

=—K<f}mXﬁ&>

k=1

= - dipK(X" X;)
k=1
= —dj;,

isto &, ¢;j = —dj;. Entao
n

2,9] = (2, X)X + X,[Z, X]
=1

n
=Y XX+ di X, X7

ij=1

n
=Y (e +dj) XX
ij=1
= 0.

Teorema 4. Se g é semisimples entdo a forma de Killing € definida negativa.

Observagao 25. Se g é semisimples, temos que K € definida negativa, e portanto podemos fazer
um processo andlogo ao de Gram-Schmidt, e obter uma base de g, {X;}i=1,. n, tal que

K(X;, X;) = —di,

Portanto R = —1, logo o elemento de Casimir fica na forma
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. )
=1

1.2.2 O operador de Laplace-Beltrami

Seja V um espago vetorial de dimengao finita, com produto escalar (-, -)y. Podemos induzir um
produto escalar em V* via o teorema de Riesz, isto é, dados f,g € V* existem tinicos u,v € V tais
que f(z) = (z,u)y e g(z) = (z,v)y, para todo x € V, e entdo definimos

(frg)vs = (u,v)v.

Agora seja M uma variedade Riemanniana orientavel, com métrica (-, -) s € munida de um elemento
de volume dv. Entdo podemos definir uma norma no espaco das 1—formas C'°*° definidas em M da
forma,

||WH%2(M) = /M<wxawx>T*:cM dv(z), we C®(M;T*M)

onde (-,-)7+zn € como na observacdo anterior. E claro que || - |[z2(ps) provém do seguinte produto
escalar

(W, M2y = /M<wza77x>T*mM dv(z), w,me C®(M;T*M).

Denotemos por d* o adjunto formal da derivada exterior d (atuando em funcgoes), com relagio a
esse produto interno. O operador de Laplace-Beltrami associado a métrica (-, )y é o operador d*d.
Antes de definirmos uma métrica interessante em G, precisamos do seguinte teorema (teorema 3.6.2,
equivaléncia (7) ~ (vii), pg. 149 de [DKO00)):

Teorema 5. Podemos decompor a dlgebra de Lie de G, g, como

g=9&3,
onde a forma de Killing € definida negativa em g, isto é, g’ é semisimples, e 3 € o centro de g, isto
€, € o kernel da forma de Killing.

Nas condigdes do teorema acima, considere em g’ o produto escalar dado por —K (-, -), e tome qual-
quer produto escalar Ad-invariante em 3. Entao a soma desses dois produtos escalares é um produto
escalar Ad-invariante em g. Denotemos por (-, -) 4 tal produto escalar.Tome { X7, ..., X,,Y1,..., Y}
uma base ortonormal de g onde { X1, ..., X,,} ¢ uma base ortonormal de g’ e {Y7, ..., Y}, } € uma base
ortonormal de 3. Podemos entdo induzir uma métrica em G da seguinte forma: dados X,Y € T, G,
existem «;,3; € R, 1 =1,...,n + m tais que

n

Y = Z@'Xi(l’) + Zﬂnﬂyj(l‘),
=1

i=1
e entdo definimos

n+m

(X, Y)ola) = 3 i
=1
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De agora em diante, estaremos sempre considerando essa métrica em G. Temos portanto o operador
de Laplace-Beltrami em G dado por d*d. Defina

n m
IR
i=1 j=1

Entao Ao é um operador diferencial de segunda ordem, e pela observagao 25

Ay =0-— iyﬁ
j=1

Temos que A, comuta com todos elementos de g, pois € é o elemento de Casimir e os Y; formam

uma base do centro de g. De agora em diante consideremos essa base {X1,...,X,,Y1,..., Y}
fixada.

Proposicao 3. O operador A, € semi-definido positivo.

Demonstra¢ao. Sejam X € g, f,g € C*°(G). Entao temos que

/ X f(2)g(x) duc(a / 9 f (@ exp(tX))imog(z) duc(a)
— Jim = / {f(wexp(tX)) — f(2)}bg(x) dp ()

t—0 ¢
_il—%t {/ f(zexp(tX))g(z) dug(x /f r) dpc (v )}

= lim © {/f g exp(—tX)) dpig( /f 2) dpa(s )}

:/Ghm{g(fvexp( tX)) - (x)}f(x)d,u,g(x)

t—0 t

_ / f(2)Xg(z) dpg ().
G

Portanto, se f € C*°(G) temos que

. A f) 1) = / F (@) BT (@) dp(x)
:_Z/f VX7 f(2) duc(a Z/f )Y/ f(2) duc(z)

:; /G Xif(x)X;f(x) duc(x)+; /G Y f(2)Y; f(x) dug(z)
> 0.

Entao A, é semi-definido positivo .

Lema 8. O operador As € o operador de Laplace-Beltrami (associado a métrica (-,-)e).

Demonstra¢ao. Dados f € C*°(G) e X um campo C* em G temos que
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i=1 Jj=1
= <grad(f), X>ou

onde grad(f) = >2IL; Xi(f)Xs + 2201, Yi(f)Ys, e X = 370, i X; + 37, B;Y;. Entdo se f, ¢ €
C>(G) temos

(d*df, ) r2(qy = (df, dP) L2 ()
= /G (grad(/), grad(6))s dpic

=3 [ XKoo e+ /G Vi)Y, grad(6)s s
_Z/X dHG+Z/Y ) duc
- /G {ZX?U) - ZY}(f)} ¢ .

=1 i

Portanto d*df = — 31", Xf(f) - Z;nzl sz(f)

O
Lema 9. As representagoes requlares 7y, Tr sdo isometrias em L*(G).
Demonstragao. Sejam f,g € C*°(G) e y € G. Entao temos que
Lm0 = [ 7o) @m0)al) dpo(a)
= [ 16056 dno (o)
/ F(@)g(@) dpc (@)
>L2(G)
Analogamente temos que
(mrR(W)f, TR(Y)G) L2(c) = (f> 9) 12
O

Lema 10. Para cada y € G a aplicagdo (Ly)*, o pull-back por L, é uma isometria.

Demonstragao. Sejam w,n € C*°(G;T*G) duas 1-formas e sejam Z,Y € C*°(G;TG) dois campos
tais que

w(X)(x) = (X, Z)e(z) e n(X)(x)=(X,Y)e(x),
para todos X € C°(G;TG),z € G. Entao
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(Liw, Lin) ) = /G (Liw, Linyrsc duc(z).

Mas dado X € C®(G;TG) e x € G temos que

= ((Ly)*X7 Z>-( x)
= <<L;L’ 1y— 1)*( ) (Lx 1y— 1)*Z>g
= <<Lz 1)*X7 (L;B 1) Ly*1>Z>g
= (X, (Ly-1)+Z)e(),
e portanto
<L*w L*77>T*G = <(Ly71)*Z, (Lyfl)*Y>.(fB)
Entao

:/G<(Lx—l)*Xa (Lx_l)*y>g diuG(x)
_ / (Z,Y)e(z) dpc(z)

G
~ [ wmirc duola)

G

= (W, M r2(q)-

Lema 11. Dado y € G a aplica¢io (Ry,)* € uma isometria.

Demonstragio. Sejam w,n,Z,Y como na demonstracdo anterior. Dado X € C*(G;TG) ez € G
temos que

Ryw(X)(z) = w((Ry)«X)(zy)
= ((Ry)+X, Z)o(zy)
= ((Ly=15-1)+(Ry )+ X, (Ly-1,-1)+Z) g
= <(Ly © Ryfl)*(Lyflel © Ry)*Xa (Ly 0 Ryfl)*(Lyflrl)*Zﬁ
= ((Ly=1) X, (Ly-1)«(Ry-1)+Z) g
= (X, (Ry-1)+Z)e(x).

Portanto
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<R w, R >L2(G) /<R W, R >T*G d,uG( )
_ /G<(Ry_1)*z, (Ry1).Y)a(x) duc(z)
- /G<(La:—1)*(Ry‘1)*Zv (Lx—l)*(Ry‘l)*Y>g dMG(x)
_ /G«Lyl o Ry)s(Ly—1 0 Ry—1)+Z, (Ly—1 0 Ry)s(Ly—1 0 Ry-1).Y) g duc(x)
= /G<(L(xy)1)*Z, (L(wy)fl)*yvg dMG('r)
:/G<(Lx_1)*z, (Lx-1)+Y)g dpc(z)
_ / (Z,Y)e(2) duc(z)
G
:/<w,n>T;G dpg(z)
G

= (W, n) L2()-
O
Lema 12. O operador de Laplace-Beltrami Ay comuta com as representagdes regulares wy, € mR.

Demonstracao. Sejam f,g € C*°(G) e y € G. Temos que

(mL(y)Asf, 9) 12 Af, (v )9 26
d*df,g o Ly)r2(c)

= (df,d(go Ly))r2(c)
= (df, L,dg) 12()
(- 1df,dg>L2 “
=(d(f o Ly1),dg)r2(c)
d* d(WL(y)f)meQ(G)
Ao(mL(Y)f): 9) 2(c)s

o~ o~ o~ o~ o~ o~~~

isto &, A, comuta com 7 (y), para todo y € G. Analogamente temos que A, comuta com 7g(y),
para todo y € G.
O

Proposigao 4. Seja P um operador diferencial linear em G tal que P comuta com wp, e wr. Entdo
para cada [€] € G existe um nimero complexo Bie) tal que

P&ij = Be&ij, 1 <14,j <dg.
Observacao 26. Se £ ~ 1 entao existe A : Az — J5, inversivel, tal que

Al (z) = n(z)A4,
para todo x € G. Em particular d,, = d¢. Entao se P& = 3¢, 1 < 1,5 < d¢ temos que
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dg
Py =P Y Aulud;
k=1
de

= Z Az‘kﬁgékl/ll;l
Jel=1
de

= Be > AunbuAg

fel=1
= Benij,

para todos 1 < i,j < d¢. Entao de fato os autovalores (5[5]) s0 dependem das classes, e nao das
representacoes.

Demonstragio. Sejam x,y € G e [¢] € G . Temos que

P(rr(y)&ij)(x) = P(&ij(oy))(x)

de

=P Z&k(')fkj(y) (z)
k=1

de
- kaj(y)(szk)(:c)
k=1

Por outro lado temos

P(rr(y)&ij) () = mr(y)(P&ij)(x)

= (P&ij)(zy).
Entdo para todo z,y € G vale
de
(P&ij)(zy) = ;(P&k)(w)ikj(y)-
Tomando em particular 2 = e temos que
de
(P&ij)(y) = ;(P&j)(e)@j@),

para todo y € G. Entao
3 3
P(A;) € A
Repetindo o mesmo argumento com 7y, ao invéz de mr obtemos
P(AS) C A

Portanto P&;; = B¢(i, j)&;, com Be(i,5) € C. Agora dados z,y € G temos que
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P(rr(y)&ij)(x) = P(&ij(ey))(z)

dg

- Z P(&kj(y)Sin (o)) ()

k=1

—E}w (P&) ()

ds

k=1

P(WR(y)fz‘j)(x) =7r(Yy )(P§ZJ)( )
= (P§ZJ)( )
= 55( 7)&ij(zy)

—Z&w% (y)éir (@),

isto &,

de
> Beliy k)ékj ()€ () Z&u% ()éin(2),
k=1

para todos x,y € G. Como {/d¢&;; : [€] € G,ij=1,... ,d¢} ¢ uma base de Hilbert para L*(G),
temos que

Be (i, k)i (y) = Be (i, 5)Eki (y),

para todo y € G, e portanto S¢(i,k) = B¢(i,7), para todos i, jk = 1,...,de. Andlogamente, temos
que fe(k,j) = Be(4,7), para todos 4, j,k = 1,...,d¢. Entao

P& = Bieij-

O

Teorema 6. Seja [¢] € G. Entio

A.fij :/\[g]fija i,j = 1,...,d§,
com A[E} > 0.
Demonstragao. Pela proposicao anterior temos que para cada [] € G existe ¢ € C tal que
Aolij = Ae&ij, 1 <4,j < dg.

Como A, é semi-definido positivo, temos que A¢ > 0.

O

Conclusao: Fixamos uma métrica em G tal que o operador de Laplace-Beltrami, associado &
essa métrica, A,, tem as fun¢oes &;;, [£] € G, 1 <4, j < d¢ como as suas autofuncoes.
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Como o operador de Laplace-Beltrami € eliptico, as coordenadas das representacoes sdo analiticas.
Pela formula assintotica de Weyl (pg. 155 de [Cha84], ver também [See69]) temos o seguinte teorema:

Teorema 7. O conjunto {\g : [£] € CA;} é discreto, e podemos ordena-lo de tal modo que

0 Ay S Ajgg] S S Ay <oy

vale

3o

Ag;) = O,y

n

e de < C(E)3, onde (€) = (14 \g)?

Desse resultado conseguimos provar o seguinte teorema, que é fundamental nas caracterizagdes que
faremos a diante.

Teorema 8. Para k € Z, k > 3", a série

> de(¢)

[€leG
converge.
Demonstragio. Se k > 32 entdo —2k < —3n. Do teorema anterior, existem C, M > 0 tal que se
j > M entao

.2
1< Ay =

Portanto se j > M, aumentando se necessario a constante C, temos

de, (&) §0@>%“
gca+A%) +i
< C( ) —lln ,711
Entao
Z d&j <£j>_2k
J>M
Como

D) =) de (&),
j=1

€led

temos que a série

> de(¢)*

[€]eG

¢ convergente.

1.3 O caso do toro

R"” d
@rZyn A medida de Haar em T™ é simplesmente ﬁ, onde dm é a medida
T T

de Lebesgue em R™ restrita & [0,27]". Lembramos também que se f € L*(T") entdo a série de

Seja G =T" =
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Fourier de f,

> O,

Eezn
onde f(&) = ﬁ Jn e~ ®8) f(x) dm(x), converge para f, com convergéncia em L?(T").
Teorema 9. T" = 7"

Demonstracao. Seja ¢ uma representacao unitaria, fortemente continua e irredutivel em T™. Dados
z,y € T" temos que

Seja entao y € T" fixado. Temos que

O(y)p(x) = d(x)9(y),
para todo z € T". Entdo ¢(y) € Hom(¢, ¢), isto &, ¢(y) : S — H#; é um entrelacamento. Logo

pelo lema 4 temos que
¢(y):: Ay[%%a
para algum )\, € C. Mas como ¢ & irredutivel temos que dim 7 = 1. Portanto ¢ : T" — C. Entao
¢ é continua, logo
o(x) = Y H4(¢),
gen
com convergéncia em L?(T"). Entdo dados z,y € T"

dle+y) =Y = {50 L,

cezn

e por outro lado,

¢(z +y) = ¢(x)o(y)
=12 @ 1 D W)

gezn A
=D @08 YT N300
fezn é’/eZn

Entao vale

S el fegeh = 37 o0 & S dIge)a(e o,

gezn gezn ¢ezn

para todos x,y € T". Como ¢(0) = 1, pois ¢ € Hom(T", % (C)), temos que ¢ ndo ¢ a fungao nula,
e portanto existe £ € Z™ tal que ¢(§) # 0. Entao
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HY:€) — Z et W€ (¢,

EIGZ"
para todo y € T", logo
Ny _ 0 ,Se 5, 7& 67
¢(£)—{ 1 ’Se&'/:é-‘

Entao ¢(z) = e@€)  para todo z € T™. Agora, se ¢ é uma representacio unitaria (fortemente
continua e irredutivel) equivalente a ¢. Entéo existe A € C\ {0} tal que

P(z)A = Ap(x),
para todo x € T". Portanto ¢ = v. Entao

Tn = {"*9 : ¢ ez} = 7",
O
Como T = {ei<”5> : £ € Z™}, temos que o teorema de Peter-Weyl, no caso do toro, diz simples-
mente que se f € L?(T") entdo a sua séria de Fourier converge para f em L?(T").
A forma de Killing em T™ é trivial, uma vez que T"™ é abeliano. Além disso o toro é trivializavel,

isto &, TT™ = T™ x R™. Tomando entao a base canodnica {8%1, cel %}, temos que o operador de
Laplace-Beltrami em T"™ fica da forma:

NAg = — — ] .
;(3%)

E facil ver que e*¢) ¢ € Z", sdo as autofuncoes de A,, e A4(e/{*4)) = |¢|2e¥*4) ¢ € Z". Portanto
& =0+ \§|2)%, e ¢ claro que a série

S+ EHF
gezn

converge se k > %
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Capitulo 2

Funcoes Gevrey e Ultradistribuicoes

Como dito anteriormente, todo grupo de Lie compacto,G, é uma variedade analitica compacta.
Portanto da teoria local, ja temos definidas em G as classes de Gevrey e as ultradistribuicdes
(ver [Rod93]). Por resultados de Kotake e Narasimhan (JKN62|), e de Bolley, Camus e Mattera
(IBCMT9]), as fungoes Gevrey em G sao os vetores Gevrey de qualquer operador diferencial par-
cial linear eliptico. Entdo podemos usar o operador de Laplace-Beltrami, A,, associado & métrica
construida anteriormente, para dar uma definicdo global das classes de Gevrey em G. Para tal
seguiremos a mesma estratégia feita pelo professor Gerson Petronilho nas notas de um mini-curso
ministrado na Primeira Escola Brasileira de Equagoes Diferenciais, realizado na Unicamp em maio
de 2005, " Ultradistribui¢oes Gevrey periddicas em RN"([Pet05]).

Na primeira secao definimos vetores Gevrey para operadores diferenciais parciais lineares em
abertos de R" e comentamos os teoremas importantes. Na segunda secao expomos alguns resultados
necessarios da teoria de distribuicoes, e espacos de Sobolev, em variedades Riemannianas compactas.
Tais resultados foram extraidos de [Hor03] e [Tre06].

Como resaltamos no capitulo anterior, devido ao teorema de Peter-Weyl, podemos estudar
séries de Fourier em G. Na terceira secao desse capitulo expomos os resultados classicos da teoria
de andlise de Fourier em grupos de Lie, como em [RT10]|. Também fazemos uma caracterizagao tipo
Paley-Wiener, das fungoes C* e distribui¢oes em G (teoremas 14 e 19).

Nas duas tdltimas segOes generalizamos a exposi¢do do professor Petronilho sobre os espagos
@sh 45 e P! feita no trabalho supracitado.

2.1 Vetores Gevrey

Seja @ C R™ um aberto. Dado oo € ZT}, a = (0, ..., ) denotamos:

o |a|=a;+ -+ ap;
o al=aq! -yl

o D*= D ...Don,

10 . . . N .
onde D, = T Seja P(z, D) um operador diferencial parcial linear, de ordem m, a coeficientes
1 0%
analiticos em (2, isto &,

P(z,D)= > aq(x)D",

lor|<m

onde a, € C¥(Q).

27
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Definicao 27. Definimos o conjunto caracteristico de P como
Char(P) = {(z,£) € @ x (R"\0) : > aq(z)6* =0}
la|=m
Dizemos que P ¢é eliptico se Char(P) ¢é vazio.

Definigdo 28. Seja s > 1 e seja u € 2'(Q) tal que Pfu € L? (Q), para todo k € Z, . Dizemos que

loc
u € um vetor Gevrey-s para P, e escrevemos u € ¢°(Q); P), se para todo compacto K C ) existe

uma, constante C' > 0 tal que

| PFul| oy < CPFFLEI™S,
para todo k € Z,.

Teorema 10 (Kotake-Narasimhan). Suponha P eliptico e seja u € C*(Q) tal que

|P*u|2(q) < CFFY(km)!, Yk € Zy, (2.1)

para alguma constante positiva C. Entao u € C¥(Q).

k
<k> <kl <k,
e

vdlida para todo k € Z,, temos que a condi¢io (2.1) € equivalente a

Observacao 29. Da desigualdade

1Pl o) < CEFIRI™, Yk € Zs,

para alguma constante positiva C. Portanto o teorema 10 diz que se u € 9'(2) é um vetor analitico
para P entdo u € C¥().

Observacgao 30. Com pequenas alteragdes, € possivel provar uma versio Gevrey do teorema de
Kotaque-Narasimhan. Uma versdo microlocal desse teorema, para classes de fungdes bem mais ge-
rais, foi provado por Bolley-Camus-Mattera em [BCM79].

Com base na observagdo anterior, o resultado que iremos utilizar no que se segue é o seguinte:

Teorema 11. Suponha P eliptico e u € Z'(Q2) um vetor Gevrey-s para P. Entio u € 9°(2).

2.2 Anilise em variedades riemannianas compactas

Seja M uma variedade Riemanniana compacta orientavel de dimensao n fixada.

Definicao 31. Seja &/ um atlas de M. Dizemos que {ug} = {ug} v, ¢)er ¢ uma distribuicdo em
M se:

® Uy € @,(ﬁ¢), com 04) = ¢(U¢);
e Se Uy Uy # 0, vale:

up = (pov™ ") ug.

Definicao 32. Seja & um atlas de M. Seja {n;};en C C*°(M;A"(T'M*)). Dizemos que n; —— 0
j—00
se:
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V(U(j),(b) ced, p= (:131,.. .,xn), "7j‘U¢ = )\jdxl A Aday, )\j € COO(U¢) e

(Njogp™') ——=0 em COO(U¢)

j—}OO
De agora em diante seja &/ um atlas orientado de M.
Teorema 12. 9'(M) = (C°(M; A™(TM*)))*
Demonstragao. Seja u € (C°(M;A"(TM*)))*. Para f € C'So(ﬁqb) definimos

ug(f) = u((fod)day A+ Adxy).

Se fj —— 0 em COO(U¢) tomando
j—o0

temos que 17; —— 0 em C°(M; A" (T M*)). Portanto u(n;) —— 0, e entdo ue(f;) - 0, isto
j—ro0 Jj—o0 J—

é, uy € @/(ﬁ¢)'

Agora se Uy [\ Uy # 0 temos

(@0 ) ug(f) =ug(fo(od ") det(vod™")|)
=ug(fo(pod™ 1)det(w o¢~ 1))
(¥

= u(f o1 det( “Nog)dry A Aday)
=u(f otdr; A -~/\da:n)
= uy(f),
onde ¢y = (Z1,...,T,). Portanto {ug} é uma distribuicdo em M. Reciprocamente, seja {ug}

uma distribuicdo em M. Seja n € C°(M;A"(TM*)). Existem ¢1,...,¢p € & tais que M C
Up, U---UUy,, Tome {p;} particao da unidade subordinada & {Ug, }i=1...ar. Com isso definimos

M

com 1|y, = Nidzi A -+ A dxl,. Temos que u é linear. Se 7, —— 0 em C*°(M; A"(TM*)) temos

7 J—00

J -1 Cyyd -1y CE(Ts)
(pgAg) 0@ = (pgo o™ )(Xyo o) ——0,
Jj—oo
e portanto
J
U¢((p¢)\¢) o) (b ) —>]aoo 0 V¢,

logo

J]—00

u(ng) =Y ug((ppAl) 0 ¢~') —=0.
%

Entao u € (C°°(M; A" (TM*)))*.

Definicao 33. Seja m € Z,. Seja u € L*(M), dizemos que u € H™(M) se:
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V(Ug, ¢) € o temos wo = Hm(ﬁ¢)
Dizemos que H™ (M) é o espago de Sobolev de ordem m sobre M.

Pela invariancia do espaco espaco de Sobolev por difeomorfismo, temos que a definicdo acima inde-
pende do atlas. Ver [Tre06]

Podemos considerar em H™ uma estrutura de espaco de Hilbert definido do seguinte modo: Como
M & compacta, escolha {¢1,...,¢n} € & tais que M = Uy, U---U Uy, e defina

N

<U’U>Hm(M) = Z<u © d);lav © ¢;1>Hm(ﬁ¢7_)v u,v € Hm(M)
= ‘

Temos que (.,.) gm(pr) define um produto interno em H™ (M), e munido do mesmo H™ (M) tem
estrutura de espaco de Hilbert. O produto interno definido a cima depende da escolha das cartas
o1,...,0N, mas a topologia do espago de Hilbert nao, isto é, a topologia induzida por esta escolha
é equivalente & de qualquer outra escolha. Do Teorema da inclusdo de Sobolev tiramos a seguinte
proposicao:

Proposigao 5. Seja {m;}jen C Zy, com m; / 0o, entio temos que

co=(M) = () H™ (M),
JjEN

e a topologia de C°(M) é equivalente a topologia limite projetivo de ﬂjeN H™i(M), isto é

e dada uma sequéncia {¢;}jen C C®(M), temos que

CO(} m
¢ Mg oo TG ez,
j—o00 j—00

Proposicao 6. Seja u : C*°(M) — C um funcional linear. Sao equivalentes:

1. we 2'(M);

2. existem C' >0 e m € Zy tal que

[(u, &) < Cllollgm(ary, Vo € C=(M).

Demonstragao. (2) = (1) é facil.

(1) = (2):

Suponha que (2) nao vale, isto é, existe uma sequéncia {¢;};en C C*°(M) tal que

[(u, ¢5) > jll &l s ary, Vi €N

Para cada j defina 1; € C°°(M) por
1 ¢i(x)
Yyo) = -
() 3 1053 ()

Se 0 < j temos

1
1l e (ary < 101l 3 (ar) = j
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entao |9y go(ary — 0, para todo o > 0, e portanto
j—oo

> (M)

¥j 0.

Jj—o0
Por outro lado temos

[(u, )| > 1,

para todo j € N, logo u ¢ 2'(M).
0

Definicao 34. Seja P um ODPL com coeficientes C¥ em M. Dizemos que P é eliptico em M se

V(Ug, ¢) € &/ temos que P? ¢ eliptico em (7¢, onde

PP(f)=P(fo9), feC(Uy).
Definicao 35. Seja P um ODPL elitptico de ordem m. Definimos o espago %”I;“(M) por
HE(M) = {ue L>(M) : PPue L*(M)}.
Proposicao 7. Seja P um ODPL eliptico de ordem m. Entdo temos

(M) = () P,

keZy
e a topologia de C°°(M) é equivalente a limite projetivo de ﬂkeZ+ %157. Mais ainda, se P for injetor,

a norma ||| gmr € equivalente & norma ||Pk.||L2(M) para todo k € Z .

Seja Ao 0 operador de Laplace-Beltrami em M. Entdao A, é um ODPL eliptico de grau 2, semi-
definido positivo. Além disso I + A, ¢ eliptico e injetor, logo a norma ||.|| 2m(pr) € equivalente a
norma

[-llzm = 11 4 A¢)™ |l 21

para todo m € Z.

2.3 Andalise de Fourier

Proposicao 8. Seja f € L?(G). Entdo f tem a sequinte representacio em série

de
F=de Y (&) 2 (2.3)

e #i=1

Além disso vale

£ 72y = Y de Z (f, &) 2 |-

[leG =l

Tal série ¢ chamada de série de Fourier de f'.

!Lembremos que o sentido da soma em (2.3) ¢ o seguinte: Seja 21 como no teorema de Peter-Weyl, isto ¢, G = {[¢] :
< ~ d d
g€ A} esel,n e Aentdo & 7 ou =1n. Entdo Y 5 de Zifj:l(f, &) L2 (@)6is = Yocen de ij:l(f, &ij) L2 (e &i-



32 FUNCOES GEVREY E ULTRADISTRIBUICOES 2.3

Demonstracio. Pelo teorema de Peter-Weyl 2, dada f € L?(G) fixada temos que

f_ Z d§ Z f fzj L2(G) gzg

[(leG =l

Além disso,

||fHL2(G (fs e

=> > Z Z dedn(f, &) 2 ) (F i) 12 (6 (i ) £2(G)

[€]€G [n)eG bi=1k.j=1

Z d§| s ézj L? G)‘ o

€leG

= > del(f, &'j>L2(G)V2-

[€]eG
OJ

Definicdo 36. Sejam f € L'(G)e ¢ = (&ij)i=1, [€] € G. O &- coeficiente de Fourier de f é definido

Ccomo
/ F@)E@)* duc(a / F@)E@Y) dua ().

Lema 13. Sejam f € L?(G) e & = (fij);lszh com [£] € G. Temos que

dg

Tr (f(£)é(x)) = Z (f:&ij) r2e)Sii(x),

i.j=1
para quase todo x € G.

Demonstracao. Temos que

/ f(@)é(z);; dpa ()

Z/Gf(if)ﬁji(f) dpg(z)
= (f,&i)r2@)

€ portanto

= Z fygz] L2(G sz
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Coroléario 2. Seja f € L*(G). Temos que

=" deTr(f(£)¢),

[€]eG

Demonstracao. De fato,

= (. &)z ([, &id 2o
= (£, &2

Ezemplo 37. Se G =TV e f € L?(T") entdo

para quase todo z € TV, onde

1
o7

f(© /TN f@)e @0 dz, ¢ ez,

Definicao 38. Seja A = (Ag)j'—; € C™ ™. Definimos |Al%¢ = Tr (A*A) = > k=1 | A%

~

Defini¢ao 39. Definimos .# (G) como o espago das aplicagoes

o0
F:G— U cmxm,
m=1

33

satisfazendo F([¢]) € C%>d Também definimos o espaco L2(G) das aplicacdes F € .#(G) tais

que
> dell F(EDrs < oo
€led
Temos que L2(é) é um espaco de Hilbert com relagdo ao produto interno
(B.F)pay = 3 deTe (B(EDF()).
[gleG

Lema 14. [Identidade de Parseval] Sejam f,g € L*(G). Vale
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Nz = p e Tr(FOFE)) = (F(6).9(6)) 125

leG

Demonstracio. Sejam f,g € L*(G). Usando as representacoes em série de Fourier temos

<f79>L2(G)_/f g(z) dug(x)
- Y ded, / (F(&)(@) T Gn@) dc(a)

GRISE
= 3 dedy [ TFEE)T @) 0(e)) drclo)
(€] .G
de dy
Z dfd Z Z f ng kl/&-]l )N (v dNG( )
€], [n]EG 1,j=1k,l=1

6 n
N7 dedy YN F(©udmin(&i(@) (@) 12

€] @ i,j=1kl=1
dg R
= > de > F©49);
[(leG  BHi=1
=Y & (F(©)a(e))
[€]eG
<fv /g\>L2(@)

O

Teorema 13. A transformada de Fourier [ — f define uma isometria sobrejetora de L*(G) em
L3(G).

Demonstracdo. Pelo lema 14 temos que a aplicacao f +— ]?é uma isometria. Seja F' € L2(@). Defina,

f=_ dTr(F([£)€)

[€]eG

Temos que f € L?(G), pois
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rmé@:/f 7@ duc(@)
- Y ded, / F(E)¢ ()T (@) dpc(a)

[€l.ned
de  dy
S dedy 305 F(ED S F () / (@)@ dpc (@)
ged  wi=lki=1 “
de

=Y de > F(E)iF (D)

[geG  HI=1
= deTe (F(E)F([E)")

[ele@
< Q.

Agora temos que

Portanto f: F.
Definigao 40. Se F € L*(G) denotemos

= ) deTr (F(&)E(x)).

[leG

Z ! & a transformada inversa de Fourier.

Defini¢io 41. Definimos o espaco L>(G) como

L®(G) = {H € #(G) : ||H] (5 )4[2}11pd 2 H(E) s < o).

35

Proposigdo 9. A transformada de Fourier Z¢ ¢ um operador linear limitado de L' (G) em L>®(G)

satisfazendo

11l ey < Il -

A transformada inversa de Fourier Z5" é um operador linear limitado de LY(G) em L>™(G) satis-

fazendo

”y51H|’L°°(G) < HH”Ll(@)



36 FUNCOES GEVREY E ULTRADISTRIBUICOES

Demonstragio. Seja f € LY(G). Se [¢] € G temos

1FE) s = | / F(@)€* (@) duc (@) as
< /G F@)1€°(@) s dua(z)
AN

~ 1 ~
E portanto HfHLDo(@) = SUPyg de ? ||f( Mas < |flli(q)- Agora seja H € LY(G), entdo

(Fe H)(x)| = Z deTr (§(z)H (§))
[€]eG
< Z dell§(@) | msl|H(E) | ms
[€]eG
<y d2HH Nas
[€]eG
= HHHLl(@)a

e portanto HﬁG_IHHLoo(C;) < HHHLl(@)

Proposicao 10. Seja ¢ € L?*(G) Entio

o —

(I + Ad)mp(E) = ()P 6(€),

para todos m € Z e [§] € G.

Demonstragao. Sejam [£] € G, ¢ € L?*(G) e m € Z, fixados. Entdo temos que

—

(I T A)mo():; = /G (I + A)"SOE () dpuci ()

dy
) [ 1+ )" @)65: ) dna (o)

meG  ki=1

I
i\
&
S

(D /G (0 (2)E52(@) A ()

onde (§) = (14 )\5) Portanto

Teorema 14. Seja a € #(G). Sio equivalentes:

1. Eziste ¢ € C*(Q) tal que

3(€) = a(é),

2.3
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para toda (] € G;

2. para todo M > 0 existe Cpy > 0 tal que

la(©)llzs < Car(§)™™,
para toda [€] € G.

Observacao 42. A condicao 2 do teorema € equivalente a: Para todo M > 0 existem Cy > 0 e
R > 0 tais que

la(€)llrs < Car(&)™M,
se (€) > R, [¢] € G.

Demonstragao. (1) = (2):
Seja ¢ € C*°(G) tal que QAﬁ(f) = a(&), para toda [¢] € G. Portanto temos que para todo M € Z

(I+A0)Mp € LX(G).

Seja M € Z fixado, entdo existe Cps > 0 tal que

ll2ar = I(Z + A0)Y |l 126y < Cir,

logo
16130 = 1T + D)™ ]2
= 3" de(©)"™MI6(6) s
[€)eG
Entao
(€)*M|6(&) s < Cur, VIE] € G,
e portanto
16(E) |l mrs < Cur (€)M, Ve € G.
(2)=(1)
Defina

¢ =Y deTr(a(§)E).

[€]eG

Mostraremos que tal série converge em C*°(G). Seja N € Z,.. Tome M € Z; tal que

7
M>2N+Zn.

Entao existe Cpy > 0 tal que

la(€)las < Car(€)™, Vi¢] € G.
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Logo temos que

Z deTr (a(§)€) |3y = (1 +Ad)Y Z deTr (a(€)8)|72 ()
<(& <(¢

p p

= Z de (€) QNTT (a(§)& )”L2(G)

p<<§>§m

= Y el al©) s
p<(&)<m

SCJQ\/[ Z d£<§>4N—2NM
p<(§)<m

S 00]2\4 Z <§>4N—2M+%
p<{§)<m
o,
P,M—00
onde em * usamos a identidade de Parseval (lema 14) e a série

Z <§>4N72M+%

[€]eG

é convergénte pelo teorema 8. Logo ¢ € C*°(G) e claramente g/b\(f) = a(§), para toda [{] € G.

Como G também é uma variedade Riemanniana ja temos definido o espago Z'(G).

Definicdo 43. Sejam u € 2/(G) e [¢] € G. Definimos (€) € C%>d por
a(ﬁ)lg = <uaa>a 1< Za] < d{-
Teorema 15. Seja a € .#(G). Sao equivalentes:

1. Eziste u € 9'(Q) tal que

para toda [€] € G.

2. Existem C' >0 e M > 0 tais que

a(&)||us < C{EM

para toda [€] € G.

Observacao 44. A condicdo 2 do teorema é equivalente a: Existem M >0, Cpy >0 e R > 0 tais
que

a(€)||as < Cu (€)™,
e (§) > R, (] €G.

Demonstragao. (1) = (2):
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Seja u € Z'(G) tal que u(§) = a(§), para toda [¢] € G. Portanto existem C > 0 e M € Z tais
que

[(u, 9)| < Cli@llaar, Vo € CF(E).
Entdo se [¢] € G temos

[(u, &ij) < Cll&ijllanms
= OlI(I + A)Meill 126
= (" 1&5l 2
= C(e)™Md
< ML

Portanto

1a(é)||lms < C'EYMTE, Ve € G.

2) = (1):

Para cada N € N defina uy € C*°(G) por

uy = Yy deTr(a(§)€)
()N

Se ¢ € C*°(G) temos

uN; Z d& Z azg €]i7¢>

7,7=1

= d a;i;( &ii(x)o(z) dug(z)
Z 6” : J / J Ha\T
Z dfzaw (5)

7,7=1

Sel<ke¢eC®G) temos

[(uk, @) — (ur, §)] < Z del|a(&)llmsllé ()l s

<c Z M+3113(6) s,

e como ¢ € C*(G),se N > M + 77" existe Cy > 0 tal que
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pois a série

> oMy,

[e]eG

é convergénte (teorema 8). Entdo {uny}yen é uma sequéncia de Cauchy em 2'(G), logo existe
u € 7'(G) tal que

<UN’ d)) —_— <U, ¢>7 VQZ) € COO(G)

N—o0

Além disso,

u(€)ij = (u, &)

= a(f)z’j,

isto &, W(&) = a(§), para toda [¢] € G.

Corolario 3. Seja u € 9'(G). Entao

Demonstracao. Ja sabemos que

Seja ¢ € C*°(G). Entao temos
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= (u, Y deTr($(€)€))

[eeG

de
— Z de Z A(€)ij(u, &i)

e W=

Z%Z/¢@<mumj

leG =1

Z de Z zj <§J27¢>

leG =1

ZZ (€)1:9)

[EeG =1

= 3 de(Tr (@(0)6), )

[€]eG

= () deTr (W(€)6), 6)-

[leG

O]

Observacao 45. Note que usamos em uma das igualdades no final da demonstracdo anterior
que Z[g}e@ de(Tr(u(€)§), ¢) = Z[g]eG de(Tr(u(&)E), ¢). Primeiramente se £ € uma representacdo

unitdria. (fortemente continua e irredutivel) entio & também é. Portanto temos duas opgoes: £ ~ &
ou & » €. Em vista que para efetuar tal soma é necessdrio apenas um, e qualquer um, representante
de cada classe, tanto faz somar sobre {[£] € G} ou sobre {[¢] € G}.

2.4 O espago 4" (@)

Defini¢io 46. Sejam s > 1 e h > 0. Seja f € C°(G), dizemos que f € ¥5"(G) se existe C' > 0
tal que

I fll2x < Ch?*(2k)'*, Vk e Z,. (2.4)
Observacoes: Se s < s’ e h < I/ temos

o« Y5M(@) Cc 9 MG)
o G5N(@) Cc 95 (@)

o ¥N(G) cYM(@),
com as inclusoes continuas.

Proposicio 11. O espaco 45"(G) é um espago de Banach, com respeito a norma

1212k
S h2R(2k)1

= sup
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Demonstragio. Seja {¢;}jen C 9°"(G) uma sequéncia de Cauchy. Como

||¢n - ¢m||2k < H¢n - ¢m”s,hh2k(2k)!sa

temos que {¢;} ¢ uma sequéncia de Cauchy em H?¥(G), para todo k € Z... Entdo para cada k € Z
existe ¢®) € H?*(G) tal que

HQk(G)

; o®).

Jj—00

Denote ¢ = ¢(?). Temos que dado k € Z,

6™ — dllr2G) < N6 — bjllrze) + 6% = dillr2(e)
<6 — dillr2a) + 16" — ;llan

- 05
j—00

entdo ¢ = ¢¥). Logo ¢ € H?*(G) para todo k € Z,, e portanto ¢ € C°°(G). Como {¢;}jen € uma
sequéncia de Cauchy, dado € > 0 existe jo € N tal que se n,m > jo entdo || ¢p, — ¢mls,n < €, isto é

”¢n - ¢m||2k
nrn  TmieR keZ..
k)l o TRE L
Fazendo m — oo obtemos
[Pn — Bll2k
TR S TRER

isto é,

||¢n - ¢||s,h <e.

Gh(Q)

Entdo ¢ € 95"(G) e ¢; - ®.

Lema 15. Seja f € 95"(G). Entio a série

> deTr(f(£)€)

[€]eG

converge para f em 95"(Q).

~

Demonstragao. Seja Tn(f)(x) = X<y deTr (f(§)€(2)), N € N. Temos que
ey~ 4 f(E) se () <N
Ao ={ J© g =h

Portanto

~

1T () = Fl3e = S de(@ ™I Tw (H)(E) — (€)%

[e1eG

= > A& I ©lls:

(>N

entao
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_ 2
[HTN(f) f’2k] _ G % o ng 4k||f s,

2k |s
2k (2%)] R
Como f € 45"(G), existe C' > 0 tal que
1/ |2k
Rk = <C, VkelZs,
isto é
1
TRy 2 O IF s < ke Zy.
€led
Portanto
1 ~
TR 2 O I ©Olhs 7 0
ST (o>N
para todo k € Z4, logo
TN (f) —

Teorema 16. Se h < k' a inclusdo

i1 9MG) = (@)
é compacta.

Demonstragio. Como i é continua, temos que i € Z(45"(G), 45" (G)). Para N € N defina
= Y dTe(f(©)9), [egMG).

Da demonstracao do lema anterior temos que

TN () = Fl3e = D de(@™ 17(©)s

>N

e portanto, se t € N, t > ?jT” temos

17w () = I < Z{d | F©)IIrs p(e) ™

~~

ST

{ > <§>4t} (RPEFD 20k + )12 £I12
(€

)>
< CR(PPMHO@2(k + ) f12 s

IN

onde Cy —— 0, pois
N—o0
D (O <o
[Eled

se t > 3% (teorema 8). Entdo temos
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| TN (f) = fll2x < Cnh2EHD(2(k 4 t))1

h’2k(2k)!5 = h/Qk(Qk)!s . Hf||8,h7
R2EHD 2k + )\ oy (A [(2k+20)(2k + 2t — 1) -+ (2k + 1)(2k)!]°
v (P ) = ()| (20)!
= p? <Z)2k [(2k 4+ 2t)(2k + 2t — 1) --- (2k + 1)]°.
Como

2k
lim <;Z“,) [(2k +2t)(2k +2t—1)---(2k+1)]° =0,

k—o00
pois h < I/, temos que existe uma constante C' independente de k tal que
B\ 2k
h% <h,> [(2k +2t)(2k +2t —1)--- (2k + 1)]° < C.
Portanto
T () = Fllok
h’%(Qk‘)!s

onde ey = CCp, e ey — 0. Logo temos
N—oo

< enl|flls,n (2.5)

HTN(f) - st,h’ < 5N”f”s,h7
e entdo Ty € Z(95M(@G), 95" (@)) pois

|TN (s < NTNCE) = fllsnr + 11 f s e
<enllfllsp =+ I1fllsn
< (L +en)l fllsns

2L(@>h(G) g (@)

N—o0

e de (2.5) temos Ty i. Como Ty tem range finito, temos que i é compacta.

O

2.5 Funcoes Gevrey e ultradistribuicoes

Definigao 47. Seja s > 1. Dezemos que ¢ € C°°(G) ¢ uma fungio Gevrey de ordem s, e escrevemos
¢ € 4°(G) se existe h > 0 tal que ¢ € ¥5"(Q).

Se s = 1, denotamos C*(G) = 41(G), o espaco das funcdes reais-analiticas em G. Podemos munir
%4°(G) com a topologia limite indutivo, tomando {h;}cz, uma sequéncia de ntimeros reais positivos

tais que hj; —— oo, entao
j—00

4%(Q) = [j @5hi (@), (2.6)
j=0

e dizemos que uma sequéncia {¢x lreny C 9°(G) converge a 0 em ¥°(G) se
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o {¢r}ren C 9°M (G), para algum j € N

gs,hj (G)
ey

k—00

® Ok 0.

Definicao 48. Seja u : 9°(G) — C um funcional linear. Dizemos que u € Z.(G) se para toda
sequéncia {¢;}jen C 9°(G) tal que

95(G) 0.

J Jj—0o0

vale (u, ¢;) —— 0.
]—}OO
Dizemos que Z.(G) é o espaco das ultradistribui¢oes de ordem s.

Teorema 17. Seja u : 9°(G) — C um funcional linear. Sao equivalentes:

1. uwe 2.(G);

2. Ve > 03C; > 0 tal que

[(u, §)| < Cesup{[|@llane™ (20)17° = k € Zy}, Vo € 9°(G);

3. ¥j € N3C; > 0 tal que

[{u, §)] < Cjll¢

shyy $E€GVI(G).

Demonstragio. (3) = (1) : Fécil.

(2) = (3) : Facil.

(1) = (2):

Suponha que (2) nao vale, isto ¢, existem g9 > 0 e uma sequéncia {¢;};jen C 4°(G) tais que

[(u, &5)] > jsup{||é;llaned*(20)!17° : k€ Zy} = Nslls, 2 -

Para cada j € N defina ¢; = %W Entao temos
ills, L
€0

1

[¥jlls,2 == —0,
€0 j
e por outro lado
[(u, ¥5) > 1.

Entéo u ¢ 2.(G).
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Capitulo 3

Caracteri¢ao de 4°(G) e 2.(G) via
transformada de Fourier

Nesse capitulo caracterizamos as classes de Gevrey, ¥°(G), e as ultradistribuices, Z.(G), via o
decrescimento/crescimento da transformada de Fourier, como em [DR14]. Com essa caracterizagao
mostramos, por meio de exemplos, que:

e ses>1, U12t<s 9'(G) ; 7°(G);
o Upsi 9°(G) S C(G);
o C¥G) S N1 95(G);

e 7'(G) & Z4(G), para todo s > 1.
Comecamos entao com a seguinte proposigao:

Proposicao 12. Temos que se ¢ € 9°(G) entao existem constantes C > 0, A > 0 tais que

16(&) s < CA ()22, (3.1)
para todos [€) € G e k € Z,.

Demonstra¢ao. Seja ¢ € 4°(G). Entao existem constantes C, A > 0 tais que

|l < CAZF(2K)1® < C(2°A)2FK?F VE e Z,.
Seja A’ = 25A e seja k € Z, fixado. Entao temos que

(CAZERR)? > )3,
= (I + A 6226
= K% 612, 5,

= > del&)™ 16(©) s-

[€]eG

47
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Portanto

16Ol < CA ()22,
para todos [¢] € Geke Z.

O
Lema 16. Seja r > 0. Vale a seguinte identidade:
s),. %
inf ¢5tr—t = ¢~ (£)7? , Vs>0.
t>0
Lema 17. Para r > (4e)® temos que existem constantes B > 0, A > 0 tais que
1
inf k%Fr=F < Be Ar*. (3.2)
ke2Z
Observacao 49. Também consequimos o outro lado da desigualdade:
, 1
inf kSFr~F > Ble AT,
k€2,
com B ' =e 2, A = g eb=— log(%e), Também ¢é importante notar que A, B, A’ e B’ independem
de 7.
A demonstracio desses dois lema é feita no apéndice.
Proposicao 13. Seja ¢ € 95(G). Entao existem constantes A >0 e C > 0 tais que
~ 1 ~
16(&)lms < Ce A0 Vg ed. (3.3)

Demonstracao. Sabemos que existem constantes C' > 0 e A > 0 tais que

—k
13(6)lms < inf c({?) B¢ Vi € 6.

ke2Z

Seja r = %. Se r > (4e)® temos que existem constantes C' > 0 e A’ > 0 tais que

~ e
16()[l s < Cle= M0
Como o conjunto {[¢] € G : () < A(4e)®} & finito, trocando eventualmente as constantes C' e A’
obtemos (3.3) para todo [¢] € G.
OJ

~

Proposicao 14. Seja a € #(G) e suponha que existam constantes C >0 e A > 0 tais que vale

o [
)

a(&)|lgs < Ce 0% V¢l e G.
Entao eziste ¢ € G°(G) tal que &(g) = a(§).

Demonstragao. Defina ¢ = Z[s]e@ deTr (a(§)€). Temos que ¢ € C®(G) e #(€) = a(€). Para finali-

zar, temos que mostrar que ¢ € 4°(G). Para cada N € N considere a aplicagio
Tn() = ) deTr (a(€)§).
(&)<N

Para facilitarmos a demonstracao a letra C significara uma constante positiva arbitraria, que pode
mudar no decorrer da demonstragdo. Se N > M, h > 0e k € Z, temos
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ITn(6) = T (D)3 = Y de(©)™a()ll7rs

M<{(&)XN

<2 Z de (€)1 e=24()

M< (&SN

1
s

e portanto

1
s

{nyN(¢) —TM(¢)\!2k}2 <t Y dg(€) e 24©

2k s 4k 125
h2k(2k)! vty @R
dee—2A(6)%
- —2k
M<()<N <(<}5L>> 2 (Qk)ls)
1

s 71{3/ 27
M<{E)<N <inf,€,62Z+ (#) (k:/)k’s>

Mas pela observacao do lema 17, se M ¢é grande o suficiente, temos que existem B’ > 0e A" > 0
tais que
inf k/SK K > B/efA/T%
KE2Z,4 - ’

(e

com 1 = =>4 —. Entdo temos

{|’TN(Z)2&27];A)<£¢)||2k}2 < Z <£>g€_2A<5>%62A/<<§;LeS)

Portanto se (A — 1 ) > 0, isto é

temos



50 CARACTERICAO DE ¢°(G) E 25(G) VIA TRANSFORMADA DE FOURIER 3.0

|Tn (@) — Tor (D)l]2k

PR S ON

para todo k € Z, isto &,

TN (9) = Trn (D)5, < Cnis

s,h
onde Cnypyy ———— 0. Entao Ty AN ¢, e portanto ¢ € 4%(QG).
N,M—00 N—o0

Resumindo provamos o seguinte teorema:

~

Teorema 18. Sejam a € A4 (G) e s > 1. Sao equivalente:

1. Eziste ¢ € 9°(Q) tal que

para toda [¢] € G.

2. FEzistem constantes C > 0 e A > 0 tais que vale

o=

la(§)llns < Ce= MO,
para toda [€] € G.

Observacgao 50. A condi¢ao (2) do teorema € equivalente a:

o=

la(§)llas < Ce™4E°,
para [€] € G, com (&) suficientemente grande.

Observacgao 51. Esse teorema pode ser encontrado em [DR1}], e a demonstragdo aqui exposta é
diferente, e talvez mais simples.

Agora que temos o teorema 18 em méaos, podemos exibir os primeiros exemplos citados no inicio do
presente capitulo:

Ezemplo 52 (Exemplo de uma funcio f € 4°(G) tal que f ¢ 9*(G) parat < s). Seja s > 1 e defina

f="" dcTr(a(9)s),
[€]eG
com

|

a(€)ij = dudre= 97, [l e .

~

Entao f(&) = a(&) e portanto

1
s

1F(©)llas =e©7,

para toda [¢] € G. Conclusdo: f € 95(G) mas f ¢ 9'(G) para todo t < s, pois & :
t < s. Entao ”

U@ S9:(a).

t<s
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Ezemplo 53 (Exemplo de fungdo f € (N,o; 9%(G) tal que f ¢ C¥(G) = 91 (G)). Seja {Tg}[ﬂe@ C Ry

~

uma sequéncia tal que 7¢ T 0, e defina a € #(G) por
—00

a(&)ij = 51¢(51j6_(£)1_T§ .
Seja

f=Y" deTr(a(§)f).
[]e@

Afirmo que f € ¥°(G) para todo s > 1. De fato, dado s > 1 existe mg > 0 tal que se ({) > myg
temos

1

Entao se (£) > mp temos

_r 1
o= (01T (05

)

: 4 s —T _ 1 x
isto ¢ f € 4°(G). Tome 7¢ tal que (§)~7¢ m 0, por exemplo 7¢ = o Tos (@) Entéao dados e > 0

e [¢] € G temos que

e 1OTTE

444:4@74,__64«@1*%4f«@7
e S

e(€) — ()7

—

&) {e—(© 7}
(€,

Y
I

se (¢) grande o suficiente, isto ¢, existe p > 0 tal que se (§) > p temos que
e (6" TTE > 500
Entao f ¢ C*(G). Conclusao:
C¥(G) S (9°(G).
s>1
Ezxemplo 54 (Exemplo de uma fungao f € C*(G) tal que f ¢ ¥°(G) para todo s > 1). Para cada

€] € ¢ defina a(&) € Clexde por
a(€)i; = 01301;(€) 108,
Defina entao
f@) =" deTr(a(§)&()).

[€]eG

~

como f(&) = a(§), temos que

1F ()l s = (&)~ 'o8D,
e portanto f € C*°(G). Seja s > 1. Dado € > 0 temos que
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(log((£)))? "
log(e) + ()= (@

e portanto existe me > 0 tal que se (£) > m. vale

W |

(log((€)))? < log(e) +<(€)*,
isto &,

1
s

1
(g)~logi€)) g€*€<£> .

Conclusao: dado € > 0 existe m. > 0 tal que se (§) > m. vale

1
s

~ 1
IF©)lns > te=19*.
Entdo f ¢ ¢°(G). Como s > 1 ¢ arbitrario, temos que f ¢ (J,», 9°(G). Portanto
U@ @) S c>@G).
s>1

Proposicao 15. Seja u € 2,(G). Entao para todo € > 0 existe C: > 0 tal que

W=

~

[2(8)|lms < Cee=©°, V[¢] € G.

Demonstragao. Seja u € Z.(G). Seja e > 0 e seja €1 > 0 a fixar. Existe C;, > 0 tal que
[, @) < Cey sup (J[6llare3(20)177)
keZy
para toda ¢ € ¥°(QG). Sejam [{] € Gel<i,j< de fixados. Entao temos que

[, €i5)] < Cey sup (11 lans?* (28)17°)

k6Z+
eseke€’Zy
1€ijll2% = (T + Aa)*&ii ]l 12
= (%1€l 2 ()
= (e*dE
< (O,
Portanto

[, €53)] < Cy sup ((€)2*=3+(2k)17°)
keZ,

<O, { inf ([(£>el]_2k(2k)!5)}_l.

kEZy

Mas (2k)! > e=2#(2k)%* entdo

it ((©e " w)°) = int ([©21e7] )

ke2Z4 T ke2Z4
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e pela observagao feita apos a proposicao 17, se r = (§)e1e® e r > (4e)® existem constantes positivas
A e B, independentes de r, tais que vale

1
. s1—k1.ks > fAr-?.
B ((9=e4) 2 Be

Entao se [¢] € G 6 tal que r = (E)ere’ > (4e)® vale

1
s

1
[(u, &i)| < Cey B™leAe0 )7
onde A’ = Ae®. Como o conjunto
A 4
{[f] €G : (9 < }
€1

é finito, aumentando as constantes se necessario obtemos

1
s

1
(u, &5)| < Coy B™leAs0 €7

para toda [€] € @, e portanto

% eyt
Q&) s < Cey B dee'er ©
1

< C.,0B7 ()3 ©

w|—

1
s

1
S Cglc/B71€2A/€f <£> ,

C'C
le obtemos

para toda [¢] € G. Escolhendo entdo ; = (55) e Ce =

~

1

@(&)||s < Cee'©*, V[¢] € G.

O

Definicao 55. Seja {u;j}jen C Z.(G) uma sequéncia de ultradistribui¢oes. Dizemos que u; N—> 0
—00

em 7.(G) se

(un, ) ——0,
N—o0

para toda ¢ € 9°(QG).

Proposicao 16. Seja a € //l(é) e suponha que para todo € > 0 existe C. > 0 tal que

0=

la()llars < Cee™@°, Vi) € G
Entio eziste u € 2.(Q) tal que U(¢) = a(), para toda [¢] € G.
Demonstracao. Para cada N € N defina
uy = Y deTr (a(§)§).
(O)<N

Como uy é uma soma finita de fungoes analiticas, temos que uy € Z.(G) para todo N € N. Sejam
N > M dois ntimeros inteiros positivos. Se ¢ € ¥°(G) entao existem constantes A, C' > 0 tais que

~

16(&) s < CeMOF | Vg € G

0=

Portanto
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UN, Z d£ Z az] <§j17¢>

1,j=1

-z 5SS oy /) | @)o(w) duc(a)
,j=1
Z d§ Z aU ¢(a)7

1,j=1

e entdo se € > A.

[(un @) — (s, @) < Y dellal€)llmsl o)l ms
M<(&)<N
<cc. Y dee 9749
M<(§)<N

— 0,
N,M—oc0

se ¢ < A. Conclusdo: para cada ¢ € 9°(G), existe limy_,o0 (un, ¢). Defina entdo

<’LL, ¢> = J\;i_I)noo<uN7 ¢>7 ¢ € gS(G)

3.0

Primeiramente temos que u ¢ linear e @(¢) = a(€), para toda [¢] € G. Seja {gbj}]eN C “%(G) uma

sequéncia tal que ¢; # 0, isto &, existe h > 0 tal que ¢; € Ggsh(Q) e

existem constantes A > 0 e C; >0, com C; —— 0 tais que
Jj—o0

163() s < Cye= 407,
para todos j € Ne [¢] € G. Entéo dado j € N temos

o=

un, ¢ < Y della(©) sl o) ms
(<N
1

<CC: Y (©Fem @79,
()N
Entao tomando € < A podemos passar ao limite N — oo, obtendo assim

[(u, )| < C5Ce > (&) T,

3E€

e portanto (u,¢;) — 0, isto ¢, u € Z(G).
j—00

Resumindo provamos o seguinte teorema:

Teorema 19. Seja a € ///(CA?) Sao equivalentes:

1. Eziste u € 2.(QG) tal que

——> 0. Entao
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para toda [€] € G;

2. Para todo € > 0 existe uma constante Ce > 0 tal que

@l

la(€)l|ms < Coe™®"
para toda [¢] € G.

Observagao 56. A condigao (2) do teorema € equivalente a:

o=

la(€)llms < Cee* ",
para [€] € G, com (&) grande o suficiente.

Observagao 57. O teorema 19 também pode ser encontrado em [DR1}], e como no teorema ante-
rior, o demonstracio aqui exposta € diferente.

Agora podemos exibir o altimo exemplo citado no inicio do presente capitulo:

Ezemplo 58 (Exemplo de uma ultradistribuicio u € Z,(G) tal que u ¢ 2'(G)). Seja a € 4 (G)
dada por

a(&)ij = 511513'6@)%.
Defina
u= Y deTr(a(§)f).
[€)eG

Como 4(£) = a(€), para toda [¢] € G, temos

~

186 s = 9%, Vg e &

Seja £ > 0. Temos que

s el6)

<0 para (§)>>1

T — € <§>"
— (&)

— 0.
(§)—o0

Entao existe m. > 0 tal que se (§) > m,. vale

1 1
S

L0 e

! —a}<f>i
Tome C, = max{1, e{ €2 0 (§) < m.}. Entao temos
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1
s

, V[ged.

Logo u € 2.(G). Como u € 9'(G) se, e somente se, existem C, M > 0 tais que

@)l ms < Cee™t®

~

@) |us < CEM, Vg €q,
isto é,
OF < oM, vie eg,

e se tais constantes existissem teriamos

(€)% < log(C) + Mlog((€)),

e isso é um absurdo, pois teriamos

log(C) + Mlog({£))
(€)as (€)oo

1< 0.

Conclusao:

7'(G) & 2.(G).

Observacao 59. Todos esses exemplos foram inspirados nos exemplos dados pelo professor Petro-
nilho nas notas "Ultradistribuicées Gevrey periédicas em RN ",

Lema 18. Seja {un}nen C ZL(G) uma sequéncia de Cauchy em ZL(G), isto €, (un,d) € de

Cauchy em C para toda ¢ € 9°(G). Entao existe u € 2L(G) tal que uy —>§3(G) u.
—00

Demonstraggo. Como {(un,¢)}nen ¢ Cauchy para toda ¢ € ¥*(G) temos que {un|ysny} C
(95"(@))* & Cauchy com respeito & topologia fraca, para todo h > 0. Como ¢*"(G) é Banach para
todo h > 0, segue do teorema de Banach-Steinhaus que dado h > 0 existe u® € (45"(G))* tal que

<UN, ¢> m <uha ¢>a

para toda ¢ € 45"(G). Seja hg como em 2.6 fixado. Se hg < ' temos 45" (G) c 4> (@), entéo

I
’LLh = ug,
gs,ho (G)

e portanto a aplicacao linear u : 4°(G) — C definida por

(u, ) = (uf, 8), ¢€F*"(G)

estd bem definida. Além disso claramente u é continua (pela propria definigdo de convergéncia em
97°(@)), logo u € Z.(G), e

<uNa ¢> N—> <u7 ¢>7
—00
para toda ¢ € 4°(G).
Corolario 4. Seja u € 2.(G). Entao

w= Y deTr(a()).

[€]eG
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Demonstrac¢do. Pelo teorema 19 ja sabemos que

Se ¢ € 4%(@G), temos que

e portanto

Entao

zj%H@©®€%&U
[€]eG

¢ = Z dé‘TI‘

[€1eG

= (u, > deTr ($(€)6))
[€]
de
= Z dg 2 ¢(£)Z]<u’£ﬂ>

[leG  Bi=1

de
=Y A S w8 [ H0E duota)

gec Bi=t
= Z de¢ Z £)ij €]Z?¢>
gleG  Bi=1
de
= > de Y8 (i ¢)
GRS
de
= Z df Z a(g)z]<€]za¢>
gleG  Bi=1
= () deTr (@(€)6), 6)
[€]eG
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Capitulo 4

Hipoelipticidade global

Com os teoremas 18 e 19, podemos tratar de problemas de hipoelipticidade global como em
|[GWT3|, e de hipoelipticidade Gevrey global em G .

Nesse capitulo final estudamos um pouco os operadores invariantes a esquerda, generalizagao
natural dos operadores a coeficientes constantes no toro TV. Definimos o seu simbolo (matricial),
equivalente ao simbolo discreto de operadores em TV, e o relacionamos com a transformada de
Fourier. Feito isso, aplicamos os teoremas 18 e 19 em um problema de hipoelipticidade C*° global
e um de hipoeliticidade Gevrey global.

Na ultima secdo comparamos o teorema provado neste trabalho e o resultado obtido por Gre-
enfield e Wallach em [GWT73].

4.1 Operadores diferenciais em G

Definicao 60. Seja A : C°°(G) — C°°(G) um operador linear continuo. Definimos o4 : G —
A (G) por

oa(z,€) =€£(x)"(A(x), z€G.leC.
Dizemos que o4 é o simbolo matricial, ou somente simbolo de A.

Proposicao 17. Seja A: C®(G) — C*°(G) um operador linear continuo. Entdo vale

= 3 deTr(E@)oal@. ©)F(€), | e€C™(@),x €.
GIEE

Demonstra¢go. Sejam f € C*°(G) e z € G. Temos que

Z deTr (§(x)oa(x f Z de'Tr (€ (z)"(AE)(z) A(&))

[le@ [€]eG
= Y deTr ((A8)(2)f(€))
[leG
=) d Z (A&i)) () F(€);
[gleG  Bi=1
> de Z F(©5k ¢ | @)
e HI=t
= (Af)(=).

29
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Definicao 61. Seja P : C°(G) — C*°(G) um operador em G. Dizemos que P é invariante a
esquerda se

P(rr(f)) = 7L(Pf),
para toda f € C°(Q).

Seja P um operador diferencial parcial em G, com coeficientes C*°| isto é, P é da forma

Pz X)= > ar(x)X’,

H|<m

onde I = (iy,...,ip), com i; € {1,...,n}, |I| =p, X = X; ... X, ear € C®(G). Se P ¢ um
ODPL em G é invariante & esquerda, entdo P comuta com a representacao mr, e como cada X; é
invariante & esquerda, temos que as funcoes aj sfo constantes para todo I. Ent@o neste caso P é
da forma

onde I = (i, ...,i,), com i; € {1,...,n}, [I| =p, XI = X; ... X, e ar sdo constantes.

Proposicao 18. Seja P um operador diferencial parcial linear invariante o esquerda. Entdo seu
simbolo op(x,&) independe de x.

Demonstragao. Seja P um ODPL invariante a esquerda. Dada [{] € G ez € G temos

uma vez que &* = £71, isto ¢, op(x, &) = op(e, £), para toda [¢] € G.

4.2 Dois problemas de hipoelipticidade global

Nesta secdo P serd um ODPL invariante a esquerda. Dizemos P é globalmente (Gevrey-s)
hipoeliptico se para toda u € 2'(G) (Z.(Q)) tal que Pu € C*(G) (9°(Q)) tem-se que u € C*(Q)
(9°(@Q)). Seja op(§) o simbolo de P.

Proposicao 19. Dada u € Z'(G) temos que
Pu(€) = op(&)als).

para todo [€] € G.
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Demonstragio. Sejam u € C*°(G) e [] € G. Temos que

—

Bu(n)iom = / Pu()n (%) dc ()

= 3 de [ Tr€@op (U i () i)

[€]eG

—Z Z deop(§)uu(§ /&j )Nk (7) duc

[s]Gwl !

_zap

= (UP(W)A(n))kma

para 1 < k,m < d,, isto &, JSEL(n) = op(n)u(n). Como C*°(G) & denso em Z'(G) temos que o
resultado também ¢ vélido para u € 2'(G).
O

Definicao 62. Dada H € C"*™ definimos a norma

[Hlop = inf{[|HAllzzs : A€ C™" ||Allgs =1}

Teorema 20. P € globalmente hipoeliptico se, e somente se, existem constantes C, N, R > 0 tais
que

lop (&) lop < CLEY, (4.1)
para toda €] € G tal que (§) > R.

Observagao 63. A condi¢ao (4.1) é equivalente a:

o€ AE©) s
mf{ GR

A€M € G e |A©)us =1, Vg € G < o0
Demonstragio. (<)

Seja u € 2'(G) tal que Pu= f € C*(G). Entdo dada [¢] € G, com (¢) > R, temos

f(§) = Pu(§)
= op(§)u(f),

e portanto vale

a(€) = op(€) "' F©)-
Entao dada [¢] € @, com (§) > R, temos que

@) rrs < llop€) lopll F(E) s
CENF(E)llus,

e como f € C®(G), pelo teorema 14 temos que u € C*°(G).
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=)

4.2

Suponha que (4.1) nao vale. Pela observagao acima existe uma sequéncia {[{;]}jen C G, com

(§;) > j, e para cada j existe A; € C% %% com |Ajllzs =1 tal que

lop (&) A lls < (&)
Defina u = 3772 d¢, Tr (4;;). Como
() = A; sen =¢; para algum j
Y=o se 1 # & para todo j,
temos que |[u(n)||gs < 1, e entdo u € D'(G) \ C*°(G). Mas temos que

[Pu(é)las = [lop
= |lop

< (&),

Ju(é;)|l s

(&
(&) Ajllms

e se n # &, para todo j
[Pu(mlzs = llop(n)un)|lms

=0.

Entao dado N > 0 escolha 0 < Cny < 1 tal que

|Pu(é)|ms < Cn (€)™Y, j<N.

Portanto

1Pu(€) s < Cn (&)Y,
para todo [¢] € G, e entdo Pu € C®(G). Isto ¢, P ndo é globalmente hipoeliptico.

O

Teorema 21. P ¢ 9°(G)-globalmente hipoeliptico se, e somente se, para todo € > 0 existem C. > 0

e R >0 tais que

o=

lop (&) Hlop < Cee=©",
para toda [€] € G, com (€) > R.

Observacao 64. A condi¢ao (4.4) é equivalente a: Para todo € > 0

inf{HUP(f)A(é)HHS
65<§>

Demonstragdo. (<)

Seja u € 2'(G) tal que Pu = f € C®(G). Entéo dada [¢] € G temos

—

(&) = Pu(€)
= op(£)a(€).

Portanto vale

s s s ea(@).[g1€ G ela©lns =1,V € G < .

(4.4)
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a(6) = or(§) "' 1(€).
para toda [¢] € G. Entdo se (€) > R temos que

[@©)llms < lop(€) ™ lopll F()1rs

1
< G F(E) s

Como f € 4°(G), pelo teorema 18 temos que u € ¥°(G).
(=)

Suponha que (4.4) nao vale. Pela observacao acima existe 9 > 0 e existe {[{;]}jen C G, com

dgj Xd,

(&) > j, e para cada j existe A; € C %, com ||A4j]lgs =1 tal que

=

lop (&) Ajllas < je0).
Defina u = 72| d¢'Tr (4;§;). Como
) = A; sen=¢; para algum j
=0 se n # & para todo j,
temos que ||u(n)||gs < 1, entao u € Z'(G), e pontanto u € Z.(G) \ 4°(G). Mas temos que

1Pu(&))lus = llop(&;)aE) | s
= llop(&)Ajllas

=

< je—50<§j> 7
e se 1 # & para todo j
[1Pu(n)| s = llop(mu(n)|mas (4.5)
Seja C' > 0 tal que
1 e 1
je*€o<€j>s < 0677‘)(6]’)87

para todo j. Entdo temos que

1
s

|Pu(€) s < Cem 37,
para toda [] € G, e portanto Pu € 4°(G). Isto é, P nao é ¥*°-globalmente hipoeliptico.

4.3 Hipoelipticidade global por Greenfield-Wallach

Nessa ultima se¢do expomos um pouco do trabalho feito por Greenfield e Wallach em [GWT73].
Também iremos adotar a notacao utilizada por eles. Para nao termos problemas de notagao na
hora de compararmos as duas abordagens, denotaremos, nessa secdo, a transformada de Fourier,
desenvolvida nos capitulos anteriores, por .%.
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Sejam M uma variedade compacta, sem bordo, de dimensdao n, dv um elemento de volume, e E
um operador diferencial parcial linear normal, isto é, EE* = E*E, eliptico de ordem m em M.
Listemos alguns fatos provenientes do teorema espectral:

e O conjunto dos autovalores de I/ ¢ enumeravel. Sejam {);};cz, C C os seus autovalores, de
tal forma que \; # \j se ¢ # j, e \g = 0;

e Para cada j = 1,2,..., denotemos por F; C U o autoespago associado a A;, e Fy = ker .
Para todo j € Z4 temos que dj = dim F; < oo. Além disso vale que

L*(M) = P Fj;
§>0

o X is0 AT < o0

Observacgao 65. Note que a priori os autoespacos F); sao subespacos de L*(M). Mas como E ¢
eliptico, temos que F; C C*°(M).

Para cada j € Zy temos a projegdo Pj : L*(M) — Fj.

~

Definicdo 66. Seja T' € Z'(M). Se j € Z definimos T(j) € F} por

TG)f =T(f), fekF

Teorema 22. Dada T € '(M) temos que cada T(j) o PieJ'(M) e

T=>"T(j)oP;, em%'(M).

J20

Definicao 67. Seja P um operador diferencial parcial linear em M. Dizemos que P é E-invariante
se FP = PF.

Uma consequéncia imediata da definicdo é que se P é E-invariante entdao P(F}) C Fj para todo
J € Z. Definimos entao P(j) = P|FJ_.

Teorema 23. Seja S : 7, — szo F? tal que S(j) € F}. Sdo equivalentes:

1. Eziste T € 9'(M) tal que T = S;

2. Eziste k > 0 tal que

1SG)llze < L+ ),
para todo j.
Teorema 24. Seja T € 9'(M). Sio equivalente:
1. TeC®(M);

2. 320 ITG)2:2IM1? < 00, para todo k > 0;

TG)|I12
3. Supjso % < 00, para todo k > 0.
J
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Observacao 68. Nos teoremas 23 € 24, as normas ||S(5)| 12 € |T(j)|| 2 sio definidas via o Teorema
de Riesz.

Observagao 69. Seja P um operador diferencial parcial linear em M, E-invariante. Sejam f,u €
P'(M) tais que Pu= f. Se j € Zy e ¢ € F; temos que

-~

isto ¢, Pf(j) = P(5)f(4), para todo j > 0.

Teorema 25. Seja P um operador diferencial parcial linear de ordem m em M, E-invariante.
Entao P ¢é globalmente hipoeliptico se, e somente se, existem constantes L, N > 0 tais que

5/ . .. N
m(P(j)) = inf{||Pfllr2 : f € Fj, [fllL2 =1} = LIAj[, (4.7)
para j suficientemente grande.

Demonstrag¢do. Suponha (4.7) vélida, e seja f € 2/(M) tal que Pf = g € C*>°(M). Dado j > 0
temos que

P()f(5) =190)-
Como estamos supondo (4.7) temos que 13( j) € inversivel para j suficientemente grande, e
Sy 1., =
1PG) op < 2117

Portanto se j é suficientemente grande temos que

e dado k > 0 vale

~

1FWDllzz _ [1PG) " lopllFG) ] 2
RY L | Aj1F
<1 Hﬁ(j)llﬁ

Lo ktm

Como g € C*, pelo teorema 24 temos que f € C™, isto é, P é globalmente hipoeliptico.

Suponha agora que (4.7) ¢é falso, isto &, existe uma sequéncia {f,} € C*°(M) com f, € F}_,
[falllz=1e

1
P < —.
H fcz”L2 = |)\ja‘ja

Defina

f:Zfow
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Pelos teorema 23 e 24 temos que f € 2/(M)\ C*°(M). Mas
Pf=> Pfa,

e portanto ﬁf(ja) = Pf,, e entdo

IPF ()2 = 1P fall 2

1
< —
RYNIE
isto é, para todo k > 0 temos
B
o 1P
>0 A

Pelo teorema 24 Pf € C*, isto é, P nao é globalmente hipoeliptico. Isto encerra a demonstracao.
O

Vejamos agora a conexao entre esse teorema e o teorema 20. Seja novamente G um grupo de
Lie compacto, e tomemos como operador eliptico normal FE o operador de Laplace-Beltrami A,
definido em 8. Para cada [{] € G definimos o espaco HS por span{&; : 0 < i,j < d¢}. Como o
operador A, comuta com qualquer operador diferencial parcial linear invariante a esquerda, entdo
todos os operadores diferenciais parciais lineares invariantes & esquerda sao Ae-invariantes. Se P é
um operador diferencial parcial linear invariante & esquerda, entdo np P = Pmy, e como visto no
teorema 4 temos que PHZf C Hf, para todo 1 < i < dg, isto &, PH¢ C HE. Entdo nesse caso

podemos substituir os espagos Fj pelos espacos HE.

Observagao 70. Note que podemos enumerar os autovalores de Ao, {\j}jez,, com Nj # A se
i # k. Entao para cada j > 0 o espago F; é dado por

F,= & H-
{5)\5:>\J}

Do teorema 2 (Peter-Weyl) temos que

(@) = g =

[EleG
As projegdes Py : L*(G) — HE¢ sao dadas por
de
Pef = ) delf. &) 128
ij=1

Seja u € 2'(G) fixada. Portanto u(¢) € (H¢)" é dada por

)

()¢ =wu(9), ¢eH".

Observagao 71. Nessa parte estamos usando a notagao do artigo [GW73], introduzida nessa segao,
e denotaremos por % a transformada de Fourier introduzida nos capitulos anteriores.

Seja [¢] € G fixada. Se ¢ € H® temos

dg

&= de($, )28,

1,j=1
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e portanto

dg

U)o =Y de(d,&ij)rzu(C)-

ij=1
Seja U(€) € HE tal que

a(€)¢ = <¢7 U(€)>L27
para toda ¢ € HE. Entao U(€) é dada por

de

U©) =Y deu(&;)&j-

ij=1

Logo

@172 = 1U ()17
de
=de Y [u(&y)?

i,j=1
= de||u(€)| s

Note que como d¢ < C’(f}g temos que

lu(€)l72 < la@)l7 < €)= [w(@)]7e, (4.8)
para toda [{] € G. Seja agora um operador diferencial linear invariante & esquerda P. Como en-
fatizamos anteriormente, temos que P(H®) C HE, e portanto podemos definir P(£) = P|ye¢. Seja
€] € G fixada. Se f € HS temos temos que

de

F= delf &) 265

3,j=1
Portanto vale

de

Pf= Z de ([, &ij) 12 P&ij,

ij=1
para toda f € HS. Mas
de

P&j =Y de(P&ij, &ir) r2&ir,
r=1

logo
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dg

Pf= " di{f &ij)r2(P&j, S 12

2,J,r=1

de
= 3 EF(DEG) [ P6)@E @ ducla)é
ijr=1 G

de
:/G Z dgﬁz‘rf:i($)(P§ij)9(f(£ji))dug(x)

i,4,r=1

- [ & (& @PO@F () ducta)

:dg/GTr(fap(x,f)f

(
= dgTx (Eop(€)7 (f)(€))
= d¢Tr (Edeop(§)-F (f)(£))-

1)(€) duc(x)

Como no corolario 2, temos que

IPfI22 = dillop(&)Z(f)(E)ks,

e portanto vale

lor(©F (H©NEs < IPFIF: < CLOFllor(©F (HE)F2, (4.9)

para toda f € HS. Juntanto (4.8) e (4.9), temos que quando M é um grupo de Lie compacto, e E é
o operador de Laplace-Beltrami A, 0 teorema 25 é equivalente ao teorema 20. Com um argumento
andlogo poderemos mostrar a equivaléncia entre o caso analitico.



Apéndice A

Lemas 16 17

Relembrando o lema 16 diz que se r > 0 vale a seguinte identidade

0=

%gg tstp=t = e~ (2)r , Vs >0,

e o lema 17 diz que para r > (4e)® existem constantes B > 0, A > 0 tais que

1
inf k%*r~F < Be 477, (A.1)
ke,

16. Seja f(t) = t'r~, definida para t > 0. Temos que

f/(t) — (estlogteftlogr)/
= (slogt + s — logr)tsir—*
=t"r"!(s(logt + 1) — logr).

A tnica raiz de f/ na regido t > 0 é tg = rse~l. Além disso, se 0 < t < to temos f(t) < 0, e se
N
t > to temos f(t) > 0. Portanto infi~q f(t) = f(to) = e=(2)es, O

17. Seja [tAo/] 0 maior inteiro par menor que tg, e tome kg = [;fvg] ou kg = [;;0] + 2. Entdo temos que
inf kSFp—k = gskop—ko,
kE2Z, 0

Como r > (4e)®, temos que rs >de = 2< 2%7"% Além disso, temos que tg —2 < kg <tp+2, e
1 1
portanto 21—61"2 < ko < %7“?. Entao

3 S
log(r—1k$) <1 L=
og(r—k§) <log <7“ (26) r>

3
= slog (2@)

=—a<0.

-1
Como kiFop—ho = (p=1gs)ko = ko log(r kS), temos

69
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kgko,r,—ko < e~ o0
< e—a(to—Z)
62(16711250

1
a1
=2 ?

1
_ —Ars
= Be ,

com B=¢2te A=

ol

Observagao 72. Se na demonstragio a cima usarmos as desigualdade contrdrias teremos

1
s

)

_ _ A/
kSkor k,‘o ZB,G Alr

com B ' =e 2, A = g eb=— Iog(z—le), Também ¢é importante notar que A, B, A’ e B’ independem
de 7.
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