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Resumo

Camargo, A. P. Estabilidade numérica de formulas baricéntricas para interpolacao. 2015.
120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao

Paulo, 2015.

O problema de reconstruir uma funcao f : [a,b] — R a partir de um ndamero finito de valores
conhecidos f(xo), f(x1),..., f(x,) aparece com frequéncia em modelagem matematica. Em geral,
nao é possivel determinar f completamente a partir de f(xo), f(x1),..., f(z,), mas, em muitos
casos de interesse, podemos encontrar aproximacoes razoaveis para f usando interpolacdo, que
consiste em determinar uma fun¢ao (um polindmio, ou uma funcdo racional ou trigonométrica, etc)

g que satisfaca

g(x;) = f(zi), 1=0,1,...,n.

—

Na pratica, a funcdo interpoladora g é avaliada em precisdo finita e o valor final computado g(x)
pode diferir do valor exato g(x) devido a erros de arredondamento. Essa diferenga pode, inclusive,
ultrapassar o erro de interpolacdo F(z) = f(z) — g(x) em vérias ordens de magnitude, compro-
metendo todo o processo de aproximagdo. A estabilidade numérica de um algoritmo reflete sua
sensibilidade em relacdo a erros de arredondamento. Neste trabalho apresentamos uma anélise
detalhada da estabilidade numérica de alguns algoritmos utilizados no calculo de interpoladores
polinomiais ou racionais que podem ser postos na forma baricéntrica.

Os principais resultados deste trabalho também estao disponiveis em lingua inglesa nos artigos

e Mascarenhas, W e Camargo, A. P., On the backward stability of the second barycentric

formula for interpolation, Dolomites research notes on approzimation v. 7 (2014) pp. 1-12.

e Camargo, A. P., On the numerical stability of Floater-Hormann’s rational interpolant,
Numerical Algorithms, DOI 10.1007/s11075-015-0037-z.

e Camargo, A. P., Erratum: “On the numerical stability of Floater-Hormann’s rational inter-
polant", Numerical Algorithms, DOT 10.1007/s11075-015-0071-x.

e Camargo, A. P. e Mascarenhas, W., The stability of extended Floater-Hormann interpo-
lants, Numerische Mathematik, submetido. arXiv:1409.2808v5

Palavras-chave: Interpolacao, Férmula baricéntrica, Estabilidade numérica.
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Abstract

Camargo, A. P. Numerical stability of barycentric formulae for interpolation. 2015. 120 f.
Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2015.

The problem of reconstructing a function f : [a,b] — R from a finite set of known values
f(zo), f(x1),..., f(x,) appears frequently in mathematical modeling. It is not possible, in gene-
ral, to completely determine f from f(xg), f(z1),..., f(z,) but, in several cases of interest, it is
possible to find reasonable approximations for f by interpolation, which consists in finding a suitable

function (a polynomial function, a rational or trigonometric function, etc.) g such that

g(x;) = f(x4),i=0,1,...,n.

In practice, the interpolating function ¢ is evaluated in finite precision and the final computed value
g@ may differ from the exact value g(x) due to rounding. In fact, such difference can even exceed
the interpolation error E(x) = f(x) — g(z) in several orders of magnitude, compromising the entire
approximation process. The numerical stability of an algorithm reflect is sensibility with respect to
rounding. In this work we present a detailed analysis of the numerical stability of some algorithms
used to evaluate polynomial or rational interpolants which can be put in the barycentric format.

The main results of this work are also available in english in the papers

e Mascarenhas, W e Camargo, A. P., On the backward stability of the second barycentric

formula for interpolation, Dolomites research notes on approzimation v. 7 (2014) pp. 1-12.

e Camargo, A. P., On the numerical stability of Floater-Hormann’s rational interpolant,
Numerical Algorithms, DOI 10.1007/s11075-015-0037-z.

e Camargo, A. P., Erratum: “On the numerical stability of Floater-Hormann’s rational inter-
polant", Numerical Algorithms, DOI 10.1007/s11075-015-0071-x.

e Camargo, A. P. e Mascarenhas, W., The stability of extended Floater-Hormann interpo-
lants, Numerische Mathematik, submited. arXiv:1409.2808v5

Keywords: Interpolation, Barycentric formulae, Numerical stability.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de reconstruir uma funcao f : [a,b] — R a partir de um ndamero finito de valores
conhecidos f(z¢), f(z1),..., f(x,) aparece com frequéncia em modelagem matematica. Em geral,
nao é possivel determinar f completamente a partir de f(xq), f(x1),..., f(z,) mas, em muitos casos
de interesse, é possivel encontrar aproximagoes razodveis para f usando interpolacdo, que consiste
em determinar uma fun¢do (um polindémio, ou uma fun¢ao racional ou trigonométrica, etc) g que
satisfaca

g(x;) = f(zi), 1=0,1,...,n.

Na pratica, a funcao interpoladora g é avaliada em precisao finita e o valor final computado g/(\a:)
pode diferir do valor exato g(x) devido a erros de arredondamento. Essa diferenga pode, inclusive,
ultrapassar o erro de interpolacdo E(z) = f(z) — g(z) em varias ordens de magnitude, compro-
metendo todo o processo de aproximagcao. A estabilidade numérica de um algoritmo reflete a sua
sensibilidade em relacao a erros de arredondamento. Neste trabalho apresentamos uma anélise
detalhada da estabilidade numérica de alguns algoritmos utilizados no calculo de interpoladores
polinomiais e racionais que podem ser postos na forma baricéntrica

n n
o@) = 3 f(x) / ey g {agan,. o),
=0

1=0

como os interpoladores de Lagrange e de Floater-Hormann.

No Capitulo 2 faremos uma breve revisao sobre os principais conceitos relacionados & interpo-
lacao baricéntrica e também sobre os fundamentos da aritmética de ponto flutuante e no Capitulo
3 reunimos os principais resultados conhecidos sobre a convergéncia e estabilidade numérica dos
Interpoladores de Lagrange (polinomial) e de Floater-Hormann (racional). As nossas contribuigoes
sao apresentadas nos Capitulos 4, 5 e 6.

No Capitulo 4 apresentamos uma andlise da sensibilidade da féormula baricéntrica genérica com
relagdo a perturbacoes dos seus pardmetros: nés de interpolagdo, valores interpolados e pesos de
interpolacao. Mostramos, também, que a férmula baricéntrica possui a propriedade de estabilidade
backward quando a constante de Lebesgue associada aos nés de interpolagdo é pequena, isto é: que
o valor computado da férmula baricéntrica (em aritmética de precisao finita) corresponde ao valor
exato da formula baricéntrica com parametros (nos, valores e pesos) perturbados. Esse resultado
generaliza os resultados obtidos em [Masl4| para interpolacao nos nés de Chebyshev do segundo
tipo.

No Capitulo 5 apresentamos um algoritmo para calcular o interpolador de Floater-Hormann
que possui a propriedade de estabilidade backward sobre toda a reta real. Esse algoritmo é baseado
em uma generalizagdo, para o interpolador de Floater-Hormann, da primeira férmula baricéntrica
para o interpolador polinomial de Lagrange. A nossa andlise generaliza os resultados de [Hig04]
sobre a estabilidade da férmula baricéntrica para o interpolador polinomial de Lagrange. Também
utilizamos os resultados do Capitulo 4 para fazer uma analise detalhada da estabilidade numeérica



2 INTRODUCAO 1.0

da férmula baricéntrica para o interpolador de Floater-Hormann. Diversos experimentos numeéricos
sao apresentados para consolidar os resultados teéricos.

No Capitulo 6 apresentamos uma andlise da estabilidade numeérica dos interpoladores de Floater-
Hormann estendidos, os quais visam diminuir os efeitos causados pelos erros de arredondamento na
avaliagao numérica do interpolador de Floater-Hormann para nos igualmente espacados. A nossa
anélise identifica diversos argumentos inconsistentes presentes na literatura corrente acerca da esta-
bilidade numérica de tais interpoladores e mostra que esses interpoladores sao bem menos estaveis
do que se acreditava até entao. O nosso resultado principal mostra que, em alguns casos, a cons-
tante de Lebesgue para o interpolador de Floater-Hormann estendido possui ordem de crescimento
exponencial com rela¢do ao parametro que define a sua ordem de aproximacio (acreditava-se que
a ordem de crescimento dessa constante de Lebesgue era logaritmica com relacdo a esse mesmo
parametro.)



Capitulo 2

Preliminares

2.1 A férmula baricéntrica

A fomula baricéntrica para interpolacao do vetor real y = (yo,y1, ..., Yn), associada aos nos de
interpolacao x = (zg,z1,...,@yn), a < xg < 1 < ...T, < b, € a0s pesos w = (wg, Wi, ..., wy) &
dada por

n

n
Z % % , parax € [avb]/{anxla-”al‘n}‘
=0~ '/ =0~ " (2.1)

Yi, para x = x;.

gz, x,y,w) =

Eventualmente também escreveremos x = x" = (z, 27, ..., 7)) para denotar que x depende de n.
Durante o texto, assumiremos que os pesos de interpolacdao sao nao nulos, isto é

wi #0,i=0,1,...,n.

Assumiremos, também, que

n

ST 40, Vo e [ab]/{z0, 71, 70} (2.2)

X — X
i=0 t

Dessa forma, a expressao (2.1) define uma funcao continua em [a,b] que interpola y em x e o
operador linear

y 2 (., x,y,w) € Cla, b], (2.3)

entre os espacos normados (R"*1 ||.||o0) e (Cla,b],||.||s0), estd bem definido.
Quando os valores interpolados y provém de uma fungao continua f € Cfa,b], isto &,

y’L:f(xl)u i:O,l,...,n,

a transformacdo ® também pode ser interpretada como o operador linear

f}—)Q(wX’f(X)vW) € C[a’ab]v f(X) = (f(xO)af(xl)’7f($n)) (24)

E facil ver que ambos os operadores definidos por (2.3) e (2.4) possuem a mesma, norma
Ax,w) := max ||q¢(.,x,y,W)||leoc = max ||q(.,x, f(x),W)||o 2.5
(x, w) Hyuoong ( )| Hfuoong (%, f(x), w)| (2.5)

com relagao & norma do supremo ||.|| definida em C[a, b] e em R™ . O ntimero A(x, w) ¢ historica-
mente denominado a constante de Lebesgue do interpolador (2.1) [BMHK12|, [BMHS13|, [MdC14].
Eventualmente também escreveremos A(X,W)\Z para explicitar o intervalo [a,b] de referéncia em



4 PRELIMINARES 2.2

questao. Note que a constante de Lebesgue também corresponde ao valor maximo da funcao de
Lebesgue Leb(z,x,y,w) =

1, sex € {xp,x1,...,Zn},
max |q(z,x,y,W)| = n . n , (2.6)
[[y[loo<1 e ;) Iwgﬁz/ izoxf—;i , caso contrario,
pois
max max T,X, YV, W = max max z,x,y,w)| .
lylle <1 (m@b}’lﬂ’ Y ”) v e fab] <||y|oo31|Q(’ Y ”)

A constante de Lebesgue possui um papel fundamental no estudo da estabilidade numérica da
formula baricéntrica (2.1), pois ela mede a sensibilidade do interpolador ¢ com relacdo a perturbagoes
nos valores interpolados y. De fato, para yi,y2 € R"! temos

Hq('7xa y2,W) - Q('7X7y17W>H00 < A(X7W) Hy2 - ylHOO (27)

A constante de Lebesgue também ¢ util para medir a taxa de aproximacdo de ¢(.,x, f(x),w),
para uma funcao particular f, em relacao a melhor approximacao ¢(.,x,v*,w) para f dentro do
subespago ®(R"*1). De fato, segue direto de (2.7) que

1f = a(, %, f(x), W)lloo

IN

Hf_Q('axa"*’W)HOO + HQ('vx?V*?W)_Q('vxvf(x)vw)HOO
< f=alx v wllo + A W[V = f(%)]]oo

< (LA W)) [ = (% v Wl (2.8)

Observagao 1. A desigualdade (2.8) wale, de fato, para qualquer aprorimagao q(.,x,v,w) €
@(Rn+1).

Para os principais interpoladores considerados nesse trabalho (interpoladores de Lagrange e de
Floater-Hormann), os pesos de interpola¢ido w(x) sdo fungdes homogéneas de x, no sentido de que

w(p(x)) = a*w(x), p(x) = (p(x0), p(21); - -+ p(2n)), (2.9)

para toda funcao afim invertivel ¢ : [a,b] — [c,d], = 25 ax + 3, onde k & um ntimero inteiro
ndo negativo que depende de w, mas nio depende de ¢. Sob essa condi¢ao, para g : [¢,d] — R e
x' = p(x), temos

Q(U7X,7g(x/)7w(xl)) = Z u;g(xx /Z u— ;,‘ = ’L;) ° wlg xL /Z 99(90_1 Sp(xz)

=0
= 2 a(i—lfii il / > sy = = / > T
= (o H(u),x,g(p(x)), w(x)). (2.10)

Portanto, sob (2.9), a formula baricéntrica (2.1) para x’ e g é facilmente obtida compondo-se a
formula baricéntrica para x = ¢~ 1(x’) e (g o ) com a transformacao afim ¢ ~!. Por esse motivo,

muitas vezes os resultados referentes a formula baricéntrica (2.1) sdo enunciados para os intervalos
de interpolacdo padrio [—1,1] ou [0,1]. Por exemplo, segue de (2.10) que A(p(x), w(p(x)))|¢ =

c

Hn‘?axlllq( x', g(x), w(x'))[|oc = g g%, (g0 @)(x), w(x))llee = Alx, W),
gllea< gop|leo<1

pois [|g]lec <1 <= ||lg o ¢||loo < 1.
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2.2 Derivadas de interpoladores na forma baricéntrica

Sob a hipotese (2.2), as singularidades xo, 21, . . ., x,, do interpolador (2.1) sdo removiveis e temos
uma funcdo analitica em um entorno da reta real!. As derivadas de q(x,X,y, w) sdo lineares em y:

k n k (l)
ey w) _ g (‘9 a(z.x. ’W)>yi, (2.11)

Oxk . Oxk
=0

posicao i
. ~ = .
come® =(0,...,0, "1  ,0...,0),i=0,1,...,n.
Neste trabalho nao estudamos as propriedades dessas derivadas, porém precisamos de seus

valores nos nés de interpolacao para definir os interpoladores de Floater-Horamnn estendidos no

Capitulo 6. Baseados na Proposigao 12 de [SW86|, Klein e Berrut [KB12] apresentaram uma férmula
) akq(zj,x,e(i>,w)

de recorréncia simples? para calcular os coeficientes Dj(k; = Dk em (2.11):
. . Ml)(k_l) — D(k_l) se 1 7&]
0 _J 1, sei=y k) ) wi i i
D;i = { 0., seitj e,para k>1, D,/ = S D;Z), sei=j. (2.12)
é# . I’
Temos, portanto, que
0%q(2, %y, W) _ N~ k)
o =Y D7 v (2.13)
i=0

2.3 Fundamentos da aritmética de ponto flutuante

Para compreender os efeitos dos erros de arredondamento na avaliacdo numérica de expressoes
matematicas, é necessario conhecer as propriedades fundamentais do sistema de ntmeros de ponto
flutuante. O nosso trabalho baseia-se no modelo padrao apresentado em [Hig02], sob o qual estao
alicercadas as aritméticas de ponto flutuante utilizadas por diversas linguagens de progracao como
C, C++, Java e Fortran, e também a maioria dos microprocessadores atuais. Nesse modelo, o sistema
de niimeros de ponto flutuante [F é definido como um subconjunto da reta real cujos elementos

y=+m x pet
sao caracterizados por 4 pardmetros inteiros
e 3 base [,
e a precisao t
e ¢ o intervalo e, < e < enqr para o expoente.

A mantissa m ¢ um nimero inteiro tal que 0 < m < Bl em > B paray # 0 e e > epin. Essa
iltima condicdo garante a unicidade da representacdo de cada nimero de ponto flutuante em F. O
tipo double (IEEE 754) definido em C,C++ e Java corresponde a 8 = 2, t = 53, epin = —1021 ¢
emaz = 1024 ([Hig02], p. 37.)

Para uma expressao matematica expr = expr(ai,as,...,ax), funcdo dos parametros reais
. —_— .
a1, 3, ..., ar, denotaremos por fl(expr), ou simplesmente expr, o elemento de F obtido pela ava-

liacado numérica de expr segundo as regras de arredondamento que definem a aritmética de ponto
flutuante em questdo. Por exemplo,

!Como a féormula baricéntrica representa sempre um interpolador racional, entio ela possui um nfimero finito de
polos.
2Aqui estendemos a definicio desses coeficientes também para k = 0.
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fllar + (a2 + a3)), fU(fl(an) + fl(az +a3)), e fl(fl(a1) + fU(fl(a2) + fl(as)))

denotam o mesmo elemento de F. Na terceira expressao acima, todos os arredondamentos na ava-
liagdo numérica de ag + (a2 + a3) estao explicitos e, nas duas primeiras, alguns estao implicitos.

Na nossa analise iremos considerar o modelo de aritmética de ponto flutuante padriao® descrito
na péagina 40 de [Hig02]

fllwop z)=(wop 2)(1496), |d|<e op=+,—,%/, Yw,z € F, (2.14)

onde ¢ = B'~t denota a precisdo do sistema F, ou precisio da maquina (ndo confundir com o
parametro precisdo t.) Para a aritmética de precisdo dupla (tipo double), por exemplo, temos € =
2752 7 2.22 x 10716,

A principal ferramenta para analisar a propagacdo de erros de arredondamento é o contador de
erro de Stewart [Hig02]

k

(k) = [Ia+&)y, comp==+1 elg|<e (2.15)
=1

Em vista de (2.15), podemos reescrever (2.14) como

fllwop z) = (wop 2)(1), op=+,—,x%,/. (2.16)

E conveniente, também, escrever (k), quando desejamos indexar por u, k erros de arredondamento
especificos. As propriedades béasicas do contador de erro de Stewart podem ser resumidas por

= (e lbabey = (1 + Kby 2.17)
se k1 < ko entdo (ki)y = (ko) (2.18)
e (lema 3.1 de [Hig02])
ke

< 1.01ke. (2.19)

se ke < 0.001 entao [(k)—1]< 1 <
— ke

Por exemplo, suponha que desejamos avaliar o produto (w—z)(r—s) numericamente, com w, z,r, s €
F. Por (2.16), temos que

fllw=2) = (w—2z)(1h
fllr—s) = (r—s)(1)2

e, portanto,

com [(3)1—1] < 3.03¢, se 3e < 0.001. Em outras palavras, o erro relativo (% — 1)

entre o valor computado e o valor exato de (w — z)(r — s) possui valor absoluto menor ou igual a
3.03e. No caso geral, é possivel mostrar que, se w;, 2;,75,5; € F,i <p,j <gq, entao

%A equagdo (2.4) da pagina 40 de [Hig02] utiliza u = % ao invés de .
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p p
IT (wi £ =) IT (wi £ 2) 2p+29g—1) sep>leq>1,

fl 221 = 7’?7 a, com o = (2p — 1) sep>leqg=0, (2.20)
Hl(rj + s;) Hl(rj +s;) (2q) sep=0eq>1.
j= j=

Por (2.17) e (2.18), também é facil constatar que: se uma soma de m + 1 nimeros de ponto

r—+1 r
flutuante ag, aq, ..., a,, € avaliada de forma recursiva <Z a; = [Z ai] + arH), entao o valor final
) i=0 i=0
computado da soma satisfaz

fl (ZO ai> = Zoaz<m>l (2.21)

Por fim, vale que

fl (Zai<k>i> = (Z%) (m + k) (2.22)
=0

i=0
sempre que ag(k)o,a1(k)1,...,am(k)m € F possuirem o mesmo sinal (k > 0). Nesse caso, (2.22)
m
mostra que a soma Y a; pode ser computada com erro relativo pequeno. A equacao (2.22) segue

=0
de (2.21) e

m

2 ai{m+k)i
e < (minfmo4 1)) < S < (maxtm 4R ) < (1497
i 3 ag i

=0
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Capitulo 3

Interpoladores e a féormula baricéntrica:
exemplos

3.1 Interpolador polinomial de Lagrange

Dados x e y, o interpolador polinomial de Lagrange é definido como o tnico polindémio p,(z),
de grau menor ou igual a n, que satisfaz

Explicitamente, temos

() =Zyi€¢(:ﬂ,x), li(x,x) = H " i=0,1,...,n. (3.2)
=0

9
Ty — T4
i=0 ’
J#i
Os polinémios ¢;(x,x) sdo chamados os polinémios de Lagrange associados aos nos x e sao carac-
terizados por

li(xg,x) =0, (delta de Kronecker.) (3.3)

Segue direto de (3.3) que os polinomios de Lagrange formam um conjunto linearmente independente,
e, portanto, uma base do espaco vetorial P, dos polinémios de grau menor ou igual a n. Isso destaca
a unicidade do polinomio caracterizado por (3.1), pois y fornece os coeficientes do polindémio p, ()
com relagao a base {{p(z,x),l1(z,%),...,ly(x,%x)}.

3.1.1 Erro de interpolacao

Para fungoes suaves, o erro de interpolagdo pode ser estimado com base no seguinte resultado
classico (|[Hen82|, p. 231 ou [IK94], p. 190):

Teorema 1. Sejam f : [a,b] — R uma funcio de classe C" ! e p,(z) o polinémio interpolador
de Lagrange para f de modo que

pn(x;) = fx), i=0,1,...,n.

Entao, dado x € [a,b] existe um nimero real & (com min{xg,z} < § < max{x,z,}) tal que

ARG T ,
f(x) = pulz) = mw(x), w(z) == i:HO(x — ;). (3.4)

Como corolario direto, segue que, se f é de classe C*° e possui todas as suas derivadas limitadas
em [a, b] por uma mesma constante (como as fungdes trigonomeétricas seno e cosseno, por exemplo),

9
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entdo para qualquer sequéncia de malhas de interpolacio x!,x%....,x"* ... (x* com k41 pontos), a

sequéncia de interpoladores de Lagrange associados pi(x), p2(x),...,px(x),..., converge uniforme-
mente para f. Porém, para fun¢des continuas sem nenhum grau de diferenciabilidade, esse resultado
é falso. De fato, Faber mostrou, em 1914, que, para qualquer sequéncia de malhas x',x2.... x*, ...
contidas em [a, b], existe uma funcao continua f* : [a,b] — R tal que a sequéncia de interpoladores

de Lagrange associados pi(z), p2(2),. .., pr(z),... nio converge uniformemente' para f* [Smi06].
grang g

k

3.1.2 A férmula baricéntrica para o interpolador de Lagrange

Sex ¢ {xo,x1,...,2,}, segue, por (3.2), que

v(x); = H = ,1=0,1,...,n. (3.6)

: T — xj W' ()
7=0
JjF#i
A expressao (3.5) para o interpolador de Lagrange é comumente chamada de formula de La-

grange modificada, ou primeira féormula baricéntrica. Aplicando (3.5) para o polinémio constante
“1". obtemos

1 = we) ), 1k (3.7)
i=0
Logo, por (3.5) e (3.7), segue que
pa(z) = wis f50 20— gz, x,y,9(x)). (3.8)
i=0 i=0

Temos, entao, que o interpolador de Lagrange pode ser expresso em funcio da férmula baricéntrica
(2.1), para os pesos definidos por (3.6). A expressao (3.8) para o interpolador de Lagrange é também
chamada de segunda formula baricéntrica (|Trel2], cap. 5, p. 34.)

3.1.3 Familias especiais de nds para interpolacao polinomial

Nos igualmente espagados

Os conjunto de (n + 1) nés igualmente espacados em [a, b] é definido por

zi = (Teq)i = a+1ih, i=0,1,...,n, h = (3.9)

Por meio de manipulagoes algébricas simples ([Hen82|, p. 239), pode-se mostrar que, para essa
familia de nos, os pesos de interpolacao (3.6) satisfazem

V(Xeq)i = (nl,});_ ( " > . (3.10)

7

Por um lado, nés igualmente espagados sao convenientes, pois possibilitam a discretizacao de
operadores de altas ordens para a resolugao de equagoes diferenciais ordinarias por diferencas finitas,
por exemplo ([Lev07], cap. 1.) Por outro lado, aos nés igualmente espagados estd associado o
chamado fendmeno de Runge, no qual a sequéncia de polinémios que interpolam a funcao

'De fato, vale que lklm " — pr(z)]| = oco.
—



3.1 INTERPOLADOR POLINOMIAL DE LAGRANGE 11

0= 1

em noés igualmente espacados em [—5, 5] ndo converge uniformemente para f [Epp87]|, [[K94] p.275.

(3.11)

Noés de Chebyshev do primeiro tipo

Em vista da formula do erro de interpolagdo (3.4), uma estratégia para evitar esse fendmeno de
divergéncia consiste em escolher nés de interpolagdo para os quais a norma do respectivo polindmio
w(z) seja minima, isto &, encontrar a solugdo do seguinte problema de otimizagao

min ( max |w(:v)|> saa. a<zp<zy<...<xp<Dh (3.12)
Z0,Z15+2Zn \x € [a,b]
A solugédo do problema (3.12), para [a,b] = [—1, 1], & dada pelas raizes do polinémio de Chebyshev
do primeiro tipo Ty4+1(x):
{ To(z) = 1, Ti(z) = =,
Tir1(z) = 22T(x) — Tp—1(z), k> 1.

Utilizando-se as identidades trigonométricas para a soma e subtracao de arcos, é facil mostrar
(por indu¢ao) que

Thi1(x) = cos((n + 1) xarccos(z)) Vo € [-1,1]. (3.13)

Temos, entao, que o polindmio mdnico %Tn_i_l(.’ﬂ) atinge seu modulo méaximo, em [—1, 1] (com sinais
alternados), nos n + 2 pontos distintos cos(kmw/(n+ 1)),k = 0,1,...,n + 1 e essa é uma condigao
suficiente (e também necesséaria) para ser solugao do problema (3.12) ([IK94|, p. 228 ou [Hen64], p.
194.) Logo, por (3.13), obtemos a solugao de (3.12) analiticamente:

;i = (Tehep1 )i = — COS <m> ,1=0,1,...,n. (3.14)
Os n6s (3.14) sao denominados os nos de Chebyshev do primeiro tipo. A solucao geral de (3.12) é
dada pela imagem dos n6s de Chebyshev (3.14) pela transformacao afim ¢ : [—1,1] — [a, ], ¢(x) =
b_?ax + bJFT“.

Para os nos (3.14), os pesos de interpolagao (3.6) também possuem uma forma analitica fechada
([Hen82], p. 249)2, pois, nesse caso, temos w(x) = 55 Tp41(x) = 55 cos((n + 1) x arccoss(z)). Assim,

w'(z) = Th q(z) = =S sin((n+1)* arccos(x))ﬁ
e, portanto,
36) 1 nei 2" [((2i+ D)7\ .
che i = —— = (-1 =0,1,...,n. 1
¥(Xcheb1) @) (-1) D sin < 2 D) i=0 n (3.15)

Uma vantagem da formula baricéntrica (3.8) em relagdo a primeira féormula baricéntrica (3.5) é
a sua invaridncia sob dilatagdes dos pesos de interpolagdo por um mesmo fator. Logo, podemos
utilizar os pesos simplificados

77 = (~1)sin ($547) i = 0,1,.m

em (3.8) ao invés dos pesos dados por (3.15).

2Na expressio para w;l da pagina 249 de [Hen82] ha um erro tipografico. No lugar de 2", deveria estar escrito
27",
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No6s de Chebyshev do segundo tipo

Um outro conjunto interessante de nés sio as raizes do polinémio (1 —22)U,_1(x), onde U,,_1(x)
denota o polindémio de Chebyshev do segundo tipo:

{ Up(z) = 1, Ui(x) = 2z,
Uks1(x) = 22Uk(x) — Ug—1(x), k> 1.

Esses sao os nés de Chebyshev do segundo tipo e sao dados, explicitamente, por

T

x; = (Tehep2)i = — COS () ,1=0,1,...,n. (3.16)
n

A expressdo trigonométrica para os polindémios de Chebyshev do segundo tipo é

Un_1(z) = ———sin(n * arccos(z)) V z € [-1,1]

Vi

e sua relagdo com os polindmios de Chebyshev do primeiro tipo se d& por

Uns(x) = 1 T3 (a),
ou seja, os n6s de Chebyshev do segundo tipo correspondem aos pontos de maximos e minimos do
polinémio T, (x) em [—1,1].
Em 1972, Salzer [Sal72] observou algumas boas propriedades dessa familia de nés para inter-
polagdo. Por exemplo, o polinémio w(z) (3.4) associado aos nos de Chebyshev do segundo tipo ¢é
quase 6timo, no sentido de que

n

max (ﬁ(x_(xchelﬂ)i)> < e = 2 max <H(ﬂf—($cheb1)i)>-

z € [-1,1] \i=o z € [-1,1] \i=0
Além disso, para essa familia de nés, os pesos (3.6) assumem uma forma extremamente simples:

V(Xcheb2)i = 2Ti(—1)" 2772 i =0,1,...,n,

com 790 =T, =1 e 1; =2, para 0 < ¢ < n. Novamente, podemos utilizar os pesos simplificados

’Y: :7_1'(71)71,—17 1=0,1,...,n (317)
em (3.8).

3.1.4 Constantes de Lebesgue

O famoso teorema de aproximagao de Weierstrass [PQ08] afirma que, dada uma fun¢ao continua
f i [a,b] — R, existe uma sequéncia de polinémios pi(z), p5(x),...,pp(x),... (grau de p;(z) = k)
que converge uniformemente para f. Em particular, o Teorema de Jackson ([Pow81], p.196) afirma
que, se f é Lipschitziana com constante de Lipschitz L, entdo para cada inteiro positivo k, existe
um polinémio pg(x), de grau menor ou igual a k, tal que

Lr
. _ il < T 1
Sy =l = = adle =g 1
Como vale

(2.8)
If —a(xy, @)l = If =pulle < (1 + A W) = Balloo,
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temos que, para uma sequéncia fixa de malhas de interpolaciao x!,x2.... x*, ... (x¥ com k+1 pon-

tos), a sequéncia de polindomios interpoladores de Lagrange associados pi(x),p2(x),..., pr(x),...
converge uniformemente para a funcao Lipschitziana f se
A (xF,~ (xF
i AC5GN) (3.19)
k—so00 k
Observe que a formula (3.2) para o interpolador polinomial de Lagrange fornece a seguinte expressao
para a constante de Lebesgue (2.5)

n
Ax,7(x)) = max |[lg(.,x,y,7(x))l|c = max (Z Ifz'(w’X)I) : (3.20)
[[ylloo<1 ¢ € [ab] \ 5
A divergéncia dos polinomios interpoladores associado ao fenémeno de Runge descrito na Secao
3.1.3 mostra que a condicao (3.19) é falsa para a familia de nés igualmente espagados (3.9). De fato,
temos que a sequéncia de constantes de Lebesgue associada aos nés igualmente espacados possui
comportamento assintotico exponencial. Mais precisamente, vale que [TW91]

2n72 2n+3

— < A(x2pr(x5y) < ¥ (3.21)

n

O limitante inferior para (3.21) pode ser obtido calculando-se a funcao de Lebesgue correspondente
no ponto & = a+ h/2 = xg + h/2. De fato, para n > 2, temos

A1 () = R lh(ext)| = 2 o

JF#

I gz i)

=0 i=0
J#£i
n n L ) n n L )
- n ()R e ()
i= j= i= j=
J# Jj#i
n n
_ 1 n 1 1 n -\ _ gn-2
- RZ ; max{1l,i—1} > Wz ; - n2
1=0 ? 1=0 ?

O limitante superior em (3.21) pode ser obtido de forma andloga.

Para os nos de Chebyshev (do primeiro e segundo tipo), o cenario é oposto e a constante de
Lebesgue cresce logaritmicamente em fung¢do do ntmero de nés. Mais precisamente, para n > 2,
vale que (ver |Giin80| e [MP73])

n n n n 2
A (Xcheb2’ Y (Xcheb2)) < A (Xchebla v (Xchebl)) < % 10g(n) + 1.01L. (3'22)

Assim, por (3.19), a sequéncias de interpoladores de Lagrange associadas aos nés de Chebyshev
convergem uniformemente para f, contanto que f seja Lipschitziana.

Erdss [Erd64] mostrou que, dada uma sequéncia de malhas x',x%.... x* ... (x¥ com k + 1
pontos), existe uma constante positiva ¢ tal que

A (x¥, v (x%) > 2log(k) —¢, Yk > 1.

Logo, em vista de (3.22), temos que os nés de Chebyshev sdo quase 6timos em termos da constante de
Lebesgue. Porém, o problema de encontrar, para cada inteiro positivo k, a malha (xX)* que minimiza
a constante de Lebesgue (3.20) para o interpolador de Lagrange, segue sem solugao analitica. Esse
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problema possui solucao tnica se xg = a e x, = b (extremos fixos), ou se assumirmos que a fungao
de Lebesgue (2.6) correspondente assume o seu valor méximo (a constante de Lebesgue) também
nos extremos do intervalo [a, b]. No primeiro caso, Bernstein e Erdds conjecturaram que a solugao
6tima deveria ser tal que todos os méximos locais da funcao de Lebesgue correspondente deveriam
possuir o mesmo valor, isto é,

A =N == A (3.23)

* ok k
= Leb (Ti*,xk,'y(xk)> e OLeb (n 7(‘)); 76)) = 0.

com xi—1 <A < xi, A

(3.24)

Essa conjectura foi posteriormente provada por Kilgore [Kil77], |[Kil78] e por De Boor e Pinkus
[BP78].

Para fins praticos, a quase otimalidade dos nés de Chebyshev (do primeiro e segundo tipos) ja
¢ suficiente e nao ha necessidade de se determinar (x*¥)*. Porém, para fins teoricos, aproximacoes
de (x%)*, obtidas numericamente, poderiam ser de algum auxilio para indicar uma possivel forma
analitica (se é que ha) para (x¥)*. Nesse contexto, os resultados de Kilgore e de De Boor e Pinkus
fornecem um método pratico para determinar (xX)* numericamente, pois, em vista de (3.23), o
problema de encontrar os nés os que minimizam a constante de Lebesgue pode ser reescrito como

k—1
] 2
a:xo<rgll;11..r.l<xk:b \Ij(x07$17"'>xk)> \I/(.%'O,xl,...,$k) = Z; ()\;k _A;!ii’l)

e o gradiente de U ¢ facilmente obtido em func¢ao das derivadas parciais de AT, A3, ... A}:
0
22N (3_24) OLeb(t} x* ~(xX T + OLeb(} x*X ~(x¥))
Ox; o ﬂx/ Oz; Oz; )

Assim, (xX)* pode ser obtido numericamente pela aplicaco de algum método de otimizacio baseado
em busca sobre linhas (line search methods) [NW99|, como o método de méaxima descida ou métodos
de Newton ou quasi-Newton, etc. o

Na Tabela 3.1 exibimos os valores de (x7)*, (x8)* e (x92)* para [a,b] = [—1,1] (sem extremos
fixos), obtidos numericamente com o auxilio da rotina constrOptim (método = BFGS) implementada
no pacote stats para o programa R para computﬁ(;éo esﬁlt\istica/.ﬁ a Figura 3.1 vemos a confirmacao
visual da Conjectura de Bernstein/Erdos para (x7)*, (x8)* e (x?)*. Em contrapartida, a Figura 3.2
mostra a func¢ao de Lebesgue para os nos de Chebyshev (primeiro e segundo tipos) e igualmente
espacados), para n = 9.

(x")* (x®)* (x%)"

-0.9865454955855157

-0.9891036618765031

-0.9910000713804621

-0.8374508094897234

-0.8706395597205336

-0.8946461009573271

-0.5597961051979238

-0.6464123573168064

-0.7101643870420273

-0.1966064122640150

-0.3439983562775071

-0.4560085103542909

0.1966064122640154

0.0000000000003631

-0.1571382123669736

0.5597961051979242

0.3439983562781299

0.1571382124291026

0.8374508094897233

0.6464123573172054

0.4560085104135425

0.9865454955855156

0.8706395597207011

0.7101643870778138

0.9891036618765271

0.8946461009711987

0.9910000713819509

Tabela 3.1: Malhas otimizadas em [—1, 1] sem extremos fizos
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Figura 3.1: Fungdes de Lebesgue associadas aos ndos (x7)*, (x8)* e (x92)*.
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Figura 3.2: Fungdes de Lebesgue (n = 9) para: nds de Chebyshev do primeiro tipo (a), nds de Chebyshev
do segundo tipo (b) e nds igualmente espagados (c).

3.1.5 A influéncia da constante de Lebesgue na etapa numeérica de aproximacao

Na secao anterior discutimos diversas propriedades tedricas da constante de Lebesgue para o
interpolador de Lagrange, porém a sua relevincia na etapa numérica de aproximacao ainda nao
foi devidamente apresentada. Para esse fim, faremos a seguir uma discussdo informal® sobre a
estabilidade numeérica da primeira formula baricéntrica (3.5) para o interpolador de Lagrange.

Para compreender melhor o processo de aproximagdo na pratica, é conveniente decompor o
erro total de interpolacao Er(x) = E4(x) + En(x) como a soma do erro de aproximagao E4(z) =
f(x)—p(z,x,y,7(x)),y = f(x), e do o erro numérico En(x) = p(z,x,y,7(x)) — fl(p(z,x,y,7(x)))
oriundo da avaliacao de p(z,x,y,7y(x)) em precisdo finita. Por outro lado, conforme explicaremos
com mais detalhe no Capitulo 4, também é conveniente decompor o processo de avaliacdo numeérica
em diversas etapas. Uma possivel decomposicao em duas etapas é apresentada a seguir

e Na primeira etapa: X,y — X, ¥, os nés e valores interpolados sao avaliados em precisao finita.

e Na segunda etapa: p(x,%X,¥,7(X)) — fl(p(x,%X,¥,7(X))) , os valores arredondados X e ¥
sao utilizados por algum algoritmo para produzir o valor final computado de p(z,x,y, v(x)).

E possivel mostrar que, para alguns algoritmos (por exemplo os algoritmos do Tipo I que serdo
apresentados no Capitulo 5), o erro introduzido na segunda etapa é, no méximo, proporcional ao
produto neA (X, (X)) ||y|loo- Além disso, se os noés de interpolacdo ja sdo arredondados, isto é
X = x, entao o erro introduzido na primeira etapa satisfaz

~

|p($, X, yf)/(x)» - p(xa X, Y7/Y(X)))|

) ‘q(.fU,X,}A’,"}/(X))) - q(.fU,X,y,"}/(X)))‘
< AT )T = Yoo

-3
~

%A anélise detalhada da estabilidade numérica da primeira formula baricéntrica (3.5) segue como o caso particular
d = n da anélise dos algoritmos do Tipo I que serd apresentada no Capitulo 5.
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Dessa forma, temos que o erro numeérico total para primeira férmula baricéntrica para o interpolador
de Lagrange esta intimamente relacionado & constante de Lebesgue (0 mesmo ocorre com a formula
baricéntrica (2.1), como serda mostrado no Capitulo 4.)

Para verificar como isso ocorre na pratica, realizamos um experimento numeérico relativo a
interpolagao da funcao f(x) = sin(x) no intervalo [—5,5], para as familias de noés igualmente
espagados Xeq em [—5,5] e nés de Chebyshev do segundo tipo Xcheb2,[—5,5 definidos em [—5, 5],
OU S€ja Xcheb2,[-5,5] ¢ @ imagem dos nés de Chebyshev do segundo tipo (3.16) sob a transformacao
afim ¢ : [—1,1] — [-5,5] tal que p(—1) = =5 e p(1) = 5.

No gréfico (a) da Figura (3.3) temos o erro én[aoé . logig | f(z) — fl(p(x,%X,y,v(X)))| entre o

i

valores* de f(x) e os valores computados fl(p(z,%,y,v(X))) de p(x,%,y, (X)) em precisio dupla
(e = 2752 =~ 2.2 x 10716.) Como as derivadas da fun¢do seno sdo todas menores ou iguais a 1,
em magnitude, segue de (3.4) que o erro de aproximacao E4(x) converge uniformemente para zero
conforme n — oco. Em particular, para n > 30, vale que |E4(z)| < 1076 < ¢, para ambas as
familias de nos. Assim, os valores plotados para n > 30 correspondem, essencialmente, ao erro
En(x) oriundo da avaliacao de p(z,x,y,v(x)) em precisao finita.

No grafico (b) da Figura (3.3), temos o erro logy i én[aug . Ip(x, X, ¥,v(X))— fl (p(z,%,5,7(X))) |

relativo a segunda etapa da decomposigdo do erro numeérico descrita acima (os valores relativos a
primeira etapa sao similares). Os valores p(z,X, ¥, y(X)) foram obtidos avaliando-se a formula (3.5)
com precisao de 50 casas decimais, com o auxilio da biblioteca de precisao multipla MPRF, e depois
arredondando o resultado obtido para precisao dupla.

Em ambos os casos, podemos observar que o valor neA (x,7 (x)) || f||oco fornece a ordem correta
para a magnitude do erro numérico. Em particular, vemos que o erro numérico associado aos noés
igualmente espacados possui crescimento exponencial em fungao de n. Além do fenémeno de Runge
descrito na segdo 3.1.3, esse e outros fenémenos similares de instabilidade numeérica contribuem para
a ma reputacao dos nés igualmente espacados para interpolacao de Lagrange.

)
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Figura 3.3: Erro total de interpolagdo log;, m[a ]|f(ac) — fl(p(z,x,y,7(x)))| (a) e erro na segunda
xr € [-5,5

etapa log, In[ax Hp(m,f{,&,’y(f()) — fl(p(z,%,¥9,7(%X)))| (b) para a func¢iao f(x) = sin(z), para os nds
xr € [-5,5
de Chebyshev do sequndo tipo (x = X((;Lb2> e nos igualmente espagados (X = xég)), ambos definidos em

[—5,5]. As linhas tracejadas indicam os valores do produto neA (X,v (X)), em cada caso.

3.2 Interpolador de Floater-Hormann

Vimos nas Segoes 3.1.3 e 3.1.5 que a interpolagdo de Lagrange para nés igualmente espacados
é problemética, tanto do ponto de vista de aproximacao, quanto do ponto de vista da estabilidade

“Na verdade, os valores de f(z) plotados também sio arredondados, mas desprezamos essa diferenca pois o erro
de arredondamento é da ordem da precisao da méquina para a funcao considerada.
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numérica. Uma alternativa para contornar esse inconveniente é utilizar intepoladores que possuam
ordem de convergéncia baixa, mas que garantam convergéncia uniforme conforme o espagamento
entre dois nos de interpolagao consecutivos tenda a zero, como Splines ([Hen82|, cap. 5). Uma outra
alternativa seria o uso direto de interpoladores polinomiais locais de grau baixo.

Em 2007, Floater ¢ Hormann [FH07| apresentaram uma maneira interessante de misturar esses
interpoladores polinomiais locais (de grau, no méximo, d) para formar um interpolador racional
global:

n—d
Z )\i,d(xﬂ X)pi,d(xa X, y)
Td(x, X, y) = =0 n—d , (325)
> Aid(z,x)
i=0
onde p; 4(z,%,y) denota o tnico polinémio de grau menor ou igual a d que interpola (x;,¥:), - . ., (Zitd,

Yi+d) € as funcoes ponderadoras A; 4(z,x) sdo definidos por

id(T,X) = (_1)i 1= n—
Nia(z,x) @ =) (r—7ma) 0,1,..., d. (3.26)

Para d = n, o interpolador de Floater-Hormann (3.25) se reduz ao interpolador polinomial de

Lagrange (3.2) e, para d = 0, (3.25) se reduz a formula comumente chamada de interpolador de
Berrut [Ber98].

3.2.1 A férmula baricéntrica para o interpolador de Floater-Hormann

Floater e Hormann mostraram que o interpolador (3.25) pode ser descrito pela formula baricén-
trica (2.1) para os pesos de interpolacao dados por

min{n—d,i} - jHd ) - min{n—d,i} j+d .
TR SRS s gt Sy NI R S § QR (CR 15
j=max{0,i—d} T=3j j=max{0,i—d} | 7=
T#i T#q
isto é,
Td(x>X7Y) = Q($7X7Y»Md(x)>~ (328)

Essa propriedade segue das identidades

n n—d
pa(X)i o '
Z T — = Z)\Z,d(xvx)a (329)
=0 1=0
[
iw — nz_fl)\. (2, %)pi.a(z, X, y) (3.30)
rar T — - ar: i,d\ Ly X)Pi d\T, X,y ), .

as quais sao obtidas ao exprimir cada p; 4(z,x,y) em funcdo da primeira férmula baricéntrica (3.5).
Na proxima secao veremos que

o~ pa(x)i £ 0, Yz € R/{zo,z1,...,2n} (3.31)

e, portanto, (3.28) define uma funcdo analitica (em uma faixa aberta contendo reta real) que inter-
pola y em x.
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3.2.2 Auséncia de poélos reais

Floater e Hormann mostraram que, para cada valor real x, o lado direito de (3.29) pode ser
escrito como uma soma de termos ndo nulos de mesmo sinal (o que prova (3.31).) No Capitulo
5 utilizaremos essa propriedade para definir os algoritmos do Tipo I e, devido a isso, a seguir
discutimos essa propriedade com algum detalhe.

Sejam
5*1(1"7 X) = )\O,d(xvx)a
i it 1 Tq Titd+1
. — _ KA T i+d+ . _ o
i) = 0 j=1;£—1 r—zj | (#—2i)(®—Tiydt1)’ Osisn-d-1,
$n—d(z,x) = Ap_qal(w,x)
e T_1:= —00 € Tyt := 00. Observe que, para 0 < i <n—d—1, §(x,x) é apenas uma outra forma
de escrever \; 4(z,%x) + Nit1,4(x,x). Assim, para um dado valor real x ¢ {zo,x1,...,2,} tal que
T < x < Tpt1, para algum k € {—1,0,...,n}, escrevemos
n—d
iz, x) = k—d §—1(2,Xx k—d—2j—1(Z,X
> Ail,x) Ok—a &-1(z,x) + > 3 j—1(7,%)
i=0 0<k—d—2j—1<k—d (3.32)
3.32
+ > Ai(T,x) + > Ekr1424(T, %),
k—d < i < k k<k+1+2j<n—d
0 < i < n—d
com

5 1, sej é par,

J 0, se j é impar,
e com a convencao de que somas sobre conjuntos vazios valem zero. Mostrar que todas as parcelas
em (3.32) possuem o mesmo sinal é um exercicio simples, porém um pouco tedioso. Por exemplo,
tomando-se duas parcelas consecutivas na utilma somatoria em (3.32), temos

St 1425 (7, X) ( = ) Akg142j (2, X) + Apg142j41(2, %) (3.33)
3.26 ‘ .
=7 ()M (N0 (2, )| = Mkt rgj (2, %))
e &pyita+n (T, X) =
(=D FIR2GEDFARL (X o) (2, %) = [ A1)+ (2, %)) - (3.34)

Como as diferengas entre parenteses em (3.33) e (3.34) sdo positivas, segue que &yy142;(7,X) e
r1+42(j+1) (2, X) possuem o mesmo sinal.
3.2.3 Erro de interpolacao

Se a fungéo interpolada f é suficientemente suave, entdo, para d > 1, a taxa de convergéncia de

rq(x,x,y) para f(z) ¢ O(h?t1), onde

h:=h(x)= max z;11— T;.
(x) 0<i<n—1" 't ¢

Mais precisamente, vale que

Teorema 2 ([FHO07|). Suponha que d > 1 e que f : [a,b] — R ¢ de classe C?2([a,b]). Sen —d é
impar, entao
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1“2 loo

Iralx, £00)) = flloe < Wb — @) M

(3.35)

Sen —d € par, entdo

(d+2) (d+1)
ral %, £()) = flloo < B (0 — @) Mgglee 4 W=

Portanto, se f é ao menos de classe C%*2([a,b]), o Teorema 2 garante que, para d > 1 fixado, a
sequéncia de interpoladores de Floater-Hormann associados a uma sequéncia de malhas x!, x2, ...,
x? ... (x* com k + 1 pontos), converge uniformemente para f (com ordem de convergéncia d + 1)
contanto que

lim h (x*) = 0.

k—o0
Em particular, vale a convergéncia para noés igualmente espagados.

Para d = 0, a taxa de convergéncia é de ordem O(h), contanto que a razao de espagamento local

Tif1—Ti  Tip1—Ti }

B(x) := max mln{xhxiil, Eo——

1<i<n—2
permaneca limitada quando h — 0.

Teorema 3 ([FHO7]). Suponha que d = 0 e que f : [a,b] — R ¢ de classe C?([a,b]). Se n —d é
impar, entao

174 %, £(X)) = flloo < (1 + B(x)) (b — a) L2

Sen —d € par, entao

Iral %, £(%)) = flloo < h(1+ B(x)) (b= a) 1= 411 )

Manter d fixo € uma condicao suficiente, porém nfao necessaria, para garantir a convergéncia
da sequéncia dos interpoladores de Floater-Hormann para uma funcdo particular f. Para os nos
igualmente espagados, por exemplo, se f é de classe C*°([a,b]) e possui todas as suas derivadas
limitadas por uma mesma constante, entdo a sequéncia dos interpoladores de Floater-Hormann
71(., Xeq', [(Xeq')), 72(-, Xeq?, [(Xeq?2)); - - - » Tk (s Xeq"s [ (Xeq”)), - - - (mantendo-se d = n) converge
uniformemente para f com erro da ordem de h", o qual é muito menor do que h*t! para d < n.
Nao é simples, porém, determinar, para uma dada funcdo f, qual relacao entre d e n deve existir
para garantir a convergéncia dos interpoladores quando n — oco. Um estudo mais detalhado sobre
essa questao foi apresentado em [GK12| para os casos nos quais f é analitica.

3.2.4 Constantes de Lebesgue

Os resultados conhecidos sobre o comportamento assintotico da constante de Lebesgue (2.5)
para o interpolador de Floater-Hormann restringem-se, essencialmente, & familia de nés igualmente
espacados. Bos, De Marchi, Hormann e Klein [BMHK12| mostraram que, para a familia de nés
igualmente espagados (3.9), a constante de Lebesgue A(xgy, id(Xgq)) associada ao interpolador de
Floater-Hormann com pardmetro d possui crescimento logaritmico com relacdo & n e crescimento
exponencial com relacdo a d:

# ( 2d; ! >ln (5-1) < Abgmalxly) < 27'(2+m(n). (3.36)

Posteriormente, Hormann, Klein and De Marchi [HKM12] mostraram que esse comportamento nao
é afetado quando os nés de interpolagdo sdo obtidos a partir de pequenas perturbacoes dos nos
igualmente espacados:
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2d+ 1 . n rom _
2d+211v1d+1< d )hl(d_l) < AR pa(x®) < 27IMY2 4+ Mn(n)),

para

max i g —z7

M= S

Para outros tipos de nés, a andlise da constante de Lebesgue em fungdo do parametro d parece

ser bastante intricada, pois a distribuicao dos d+ 1 nés dos subconjuntos utilizados para calcular os

interpoladores locais em (3.25) pode ser bastante sensivel com relagdo ao parametro d. Por exemplo,

para os nos de Chebyshev do segundo tipo (3.16), quando d < n, os d+ 1 pontos das malhas locais

sdo quase igualmente espacados e é razoédvel esperar que o comportamento da constante de Lebesgue

A (X b2 Md(Xohena)) fosse similar ao comportamento da constante de Lebesgue polinomial para

d+1 nos igualmente espacados (que ¢ da ordem de 2%.) Por outro lado, para d = n, o comportamento

da contante de Lebesgue A (X3 opa, 1d(Xhen2)) deve ser similar ao comportamento da constante

de Lebesgue para o interpolador de Lagrange ( d = n), a qual possui crescimento logaritmico em

n, conforme visto em (3.22). A Figura 3.4 mostra que esse ¢, de fato, o comportamento esperado
para essa constante de Lebesgue.

® Nos igualmente espacados ot
2+ | + Nos de Chebyshev ot

.
- -
At
+++ - ++.
++++ o : ++++
.

++
oy,
+4 4y
+ et Tty
b

0 10 20 30 40 50
d

Figura 3.4: As constantes de Lebesgue A (X2, 11a(x2q)) € A (XDhep2s 1d(Xohepz)), €m escala logaritmica
(base = 10) para n =50 e 1 < d < 50.

3.2.5 Sobre a magnitude da fungao de Lebesgue para o interpolador de Floater-
Hormann no interior do intervalo de interpolagao

Nesta secao, o conjunto de nos igualmente espacados xgq serd denotado, simplesmente, por x.
Em 2013, Klein [Kle13] observou que a funcao de Lebesgue (2.6)

Leb(x,x, pq(x))

associada ao interpolador de Floater-Hormann com noés igualmente espacados e d < n/2 possui
magnitude da ordem de log(n) no intervalo [z4, x,_q]. Mais precisamente, vale que

|Leb(z,x, pqa(x))| < 0.65(2 + log(n +2d)), = € [zg4,Tn_d],d > 5,
ou, em termos da constante de Lebesgue (2.5) com intervalo de referéncia® [xg4, z,,_4],

A(x, pa(x)[zn~¢ < 0.65(2 + log(n + 2d)), d > 5. (3.37)

T

Essa é a motivagdo principal para a definicdo dos interpoladores de Floater-Hormann estendidos,
os quais estudaremos, em detalhe, no Capitulo 6. A desigualdade (3.37) corresponde ao Teorema

*Note que o intervalo de referéncia nio precisa necessariamente conter todos os noés de interpolacio.
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3.1 de [Klel3]. Porém, o leitor eventualmente podera ter um pouco de dificuldade em fazer essa
associacgao, devido a falta de rigor com que essa desigualdade é apresentada em [Klel3].

A seguir apresentamos uma abordagem alternativa para (3.37), a qual é baseada no caso parti-
cular d =1 em (3.36)

Alx, pa(x)|5n < 2+4+1n(n) (3.38)

e na seguinte relagdo de recorréncia (isso sera provado adiante) para d < s:

rap1 (e x[k k+s +1Lylk k+s+1]) =

i x[k.k+s]); Yy i pg(X[E+1E+1+s]) 5 yp g4
: Tr— Ik—‘r] ]:0 Tr— $k+1+3
i pg(x[kk+s]) ZS: pg(x[k+1,k+1+45]); ? (3.39)
j:O l‘*l‘k,_*_j j:O Tr— I’k+1+]
onde
X[k’,k‘—{—S] = ($k>$k+1a"'7$k+s)7 y[k,k‘—FS} = (yk7yk+1a"'ayk+s) (340)
e
5 a(x[k,k+s (x[k,k+s
o ik + oyl s]) = 3 el v / y; tuldikeal),
: j_

Note que a relagao (3.39) fornece um método simples para calcular os pesos de interpolacao para o
interpolador de Floater-Hormann para nés igualmente espacados: pqy1(x[k,k+1+s]); =

/'Ld(x[k"v k+ S])Ua para j =0.
pa(x[k, k+s]); — pa(x[k+1,k+1+s])j—1, para 1<j<s. (3.41)
—pa(x[k+ 1,k + 1+ s)])s, para j = s+ 1.

Assim, para determinar os pesos (simplificados) para o interpolador de Floater-Hormann para n = 9
e d = 3, por exemplo, podemos partir dos pesos simplificados

fio(x[0,6]) = (1,-1,1,—-1,1,—1,1) (3.42)

para o interpolador de Berrut (d = 0) e iterar (3.41) parak=0es=16,7¢ 8:

N , 1,1,0

f1(x[0,7]) = E 01— N . 1% = (1,-2,2,-2,2,-2,2,—-1),

~ 1,— 2 2,-2,2,—-1,0

:LLQ(X[O?8]) = EO 1. — 2 2 9.9 _13 = (17_3a4a _4747 _4747 _371)7

_ o (1,-3,4,-4,4,-4,4,-3,1,0) o oo oo o
M3(X[079]) - (0717 3 4 4 4 4 4 3 1) - (17 4777 8787 8787 7747 1)

Essas relagoes podem ser encontradas na pagina 8 de [FHOT7].
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A prova de (3.39) segue das identidades (3.29) e (3.30). De fato, temos

XS: x[k k+s])j Yktj i x[k+1 k+1+s]) Ykt
S gl ks]); 5 g (< Lk 1+5]) 7 —
Z T—Tp g - Z T—Tp 144
5=0 J j=0 J
k+s—d k+s+1—d
Zk; )‘i7d(x7x)pi,d<x’xvy> - % . )‘i,d(xvx)pi,d(*r’x7Y>
i= i=k+ _
k+s—d k+s+1—d _
Zk ALd(I,X) - ) %: . )\i,d(x7x)
1= 1=K+
k+s—d
z:k [)\i,d('rax)pi,d(ma)(u}I) - )\H_l’d(x,X)pi_'_l’d(Q?,X,y)]
= J—
k+s—d _
Zk Nia(zx) = Aigp1a(z.x)]
1=
k+s—d
Zk Miai1(@X) | pia(@xy)(@—2irar1) + pi1a(rxy)(@i—o)] (3.9)
i= >
k+s—d T
Ek (2= rar1) [N g1 (@.%)]
1=
= Chdtl (=T 41) B
k+4s—d T
Z AZ,d—I—l(*raX)
1=k
k+s—d
Z A d+1(x X)pz dJrl(x X,y)
i—
k+s—d
Zk )\i,d—i-l(x?X)
1=

A nossa estimativa para o lado esquerdo de (3.37) ¢ dada por

Teorema 4. Se x é formado por nds igualmente espagados e 1 < d < [n/2], entdo

A%, pa(x))n~* < 2+ In(n).

T4
Esse resultado segue do seguinte Lema, para u =0e s=n

Lema 1. Se x é formado por nds igualmente espacados, 1 < d < |n/2],s>2d,u>0cu+s<mn,
entao

A(x[u,u+ |, pa(x[u,u + s]))|zuts=2 < 24 In(n). (3.43)

Tyu+d

Demonstracao. A prova é feita por inducdo em d. Para d = 1, o resultado segue de (3.38). Suponha,

entdao, que d > 1, u+s <n, s > 2(d+ 1) e que o resultado vale para d.
Comou+s—1<u+s<nes—12>2d dadosy € R"™ com |ly]loc < lexz €

[Tut(@r1)s Puts—(ar 1))/ {ATurd+1: Tutd+2, - s Tugs—(as1)}, segue, pela hipétese de indugdo, que
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(2.5),(3.43)
< (24 In(n))

—1
SZ pa(x[uuts—1]); yut;
=0

—1
SZ pa(xu,uts—1]);
r—x ;
u+jg =0

T Lyt

(2.5),(3.43)
< (2 +In(n))

—1
SZ pa(X[ut+lutl+s—1]); yuii4j
i=0

-1
SZ pd(x[u+1u+1+s—1]);
T—x i :
u+1+j =0

T—Ty+1+4j

(3.39)
Logo, obtemos |rg11(x, x[u, u + sl y[u,u+ s])| <

O ;| g s 1)

2 2.

r—x ; r—2x ;
0 u+j 0 u+1+j
(2+1n(n)) L J (3.44)
ST g (xu,uts—1)) Sil prg(X[utLut14+5—1))

Portanto, basta mostrar que as duas somatorias do denominador em (3.44) possuem sinais opostos.
De fato, como os interpoladores de Floater-Hormann ndo possuem poélos, entdo, para 0 < m < n—1,
a funcao

om(t) = Sil pa(xfut1utl+s—1]); Sil pra(x[uuts—1]);
j:O j:()

t—Zyti4j =Ty j
nao muda de sinal em |z, Zy41[ € 0 sinal de ¢, (x) pode ser obtido analisando o sinal do limite

1 1 — 1)
lim () = pg(x[u+ 1, u+14+5s—1])m-n-1
tﬂx& ,U/d(x[u7 U+ S — 1])m—u

(3.45)

Por (3.27), temos que os pesos para o interpolador de Floater-Hormann com noés igualmente es-
pacgados depedem apenas dos pardmetros d e n e do espacamento entre os nés. Logo, temos
pa(xju+ 1, u+14s—1))m-u-1 = pa(x[u,u + s — 1])m_nu—1 € isso e (3.27) mostram que (3.45) é
negativo.

O



24

INTERPOLADORES E A FORMULA BARICENTRICA: EXEMPLOS
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Capitulo 4

A estabilidade backward da férmula
baricéntrica para interpolacao

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre a estabilidade numérica da férmula baricéntrica
(2.1) para interpolacdo, o qual consiste na anélise dos Erros II e III definidos na Figura 4.1. Esse
estudo teve como motivagao principal a analise da estabilidade numérica da férmula baricéntrica
para o interpolador de Lagrange (3.2). A principal referéncia sobre o topico até entao [Hig04]
considerava apenas os efeitos dos erros de arredondamento no Passo 3 da Figura 4.1, ou seja,
assumia-se que x e y eram formados por nimeros de ponto flutuante (no contexto da interpolagao
de Lagrange, os pesos de interpolagao (3.6) ndo eram interpretados como parametros do problema
original de interpolagdo, por serem definidos em fun¢ao de x.)

Interpolador abstrato

X i q(z,x,y, w)
Funcao abstrata Passo I: Interpolacao abstrata
f(@) Erro I: Teoria da aproximagcao X = 1Os exatos
y = f(x)

W = pesos exatos

Passo II: representacao

de ¢ em precisao finita
O erro total

é uma combinacgao
dos erros nos
Passos I, IT e III

Erro II: depende de como
x,y e w sao arredondados

Passo III: avaliagao numérica Na préatica, utilizamos
Resultado final de q(z,%X,y,w) q(r,X,y,w)
27 PPN - ~~ o~ ~
f@) = fl(q(z,X,¥,W)) Erro I1I: Analise de estabilidade X,y e W = versoes
arredondadas de x,y e w

Figura 4.1: Decomposicdo do erro de interpolagao.

O trabalho de Higham [Hig04] mostra que, sob o modelo de aritmética de ponto flutuante
definido na Segao 2.3, a primeira formula baricéntrica (3.5) é backward estavel, no sentido de que,
para cada namero de ponto flutuante xz, o valor computado fl(p(z,X,y,v(X))) de p(z,X,y, (X))
é igual a p(x,X,y,v(X)), para y relativamente proximo a y. Por outro lado, Higham afirma que
a segunda formula baricéntrica (3.8) para interpolagdo de Lagrange ndo possui a propriedade de
estabilidade backward em geral.

A propriedade de estabilidade backward depende do significado preciso do termo relativamente
prozimo empregado acima, o qual pode variar de acordo com o contexto, devido as diferencas de
rigor exigido em cada situacao. A seguir apresentamos uma possivel formalizacao desse conceito,
porém ndo iremos insistir doravante no formalismo com relagdo a essa questao.

25
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Definigao 1. Seja ¢(n,€) uma fungdo positiva. Um algoritmo para avaliar uma expressio numérica

u(ag, ...,y ..., ) € dito ¢-backward estdvel com relagao ao pardmetro n—dimensional oy =
(a1, k2, ..., 0y) Se para cada conjunto de pardmetros arredondados oy, . .., Q, . . ., Q. existe um
vetor n—dimensional oy, tal que o valor computado fl(u(ag,...,ak,...,0)) de u(ag, ..., qk, ...,

o) satisfaz

—~ ~ _ __ _ e o — o
Flu(@, ... @, G) = u(@,....k,...,0r), com  max |—_—KJ
1<j<n

< ¢(n,e). (4.1)

p—

Ak,j

No trabalho de Higham, por exemplo, temos ¢(n,€) = O(ne).

O primeiro resultado concreto referente a estabilidade backward da segunda férmula baricéntrica
para interpolacao foi obtido por Mascarenhas [Mas14], o qual desenvolveu um algoritmo backward
estavel (conforme a nocao de estabilidade backward definida acima) para calcular

q(z,%,y,7") (4.2)

para todo conjunto de nés formados por ntmeros de ponto flutuante X, onde v* sdo os pesos
simplificados dados por (3.17). Esse interpolador foi inspirado no interpolador de Lagrange para os
nos de Chebyshev do segundo tipo q(x, Xcheb2, ¥, 7). Por coincidéncia, o interpolador (4.2) também
corresponde ao interpolador de Floater-Hormann para nés igualmente espacados, com d = 1 (ver
equagoes apos (3.42).)

O nosso trabalho generaliza os resultados obtidos em [Masl4| ao estabelecer a propriedade
de estabilidade backward para a formula baricéntrica (2.1) para familias mais gerais de nos e de
pesos para interpolacdo, a saber aqueles para os quais a constante de Lebesgue (2.5) ¢ pequenal.
Além disso, incorporamos & analise da estabilidade backward os efeitos causados pelos erros de
arredondamento no Passo II da Figura 4.1.

A necessidade de fragmentar o processo de avaliagdo numérica da formula baricéntrica em duas
etapas (Passos II e III) ¢ motivada pelos resultados apresentados na Tabela 5 de [Mas14|. Nela sao
comparadas as performances das férmulas

p(o,x, FUF),7(x) = EEZp(a,x, fUF(X), o1 (%), (4.3)
P, %, fUIF(%), Y(Xehobz)) = “LEp(ax, fI(£(%)), 1), (4.4)
g(2,%, FI(f(%)), Y(Xeheb2)) = a(x,%, FI(f(x)),7"), X = Xenena (4.5)

para interpolagao da funcao f(z) = sin(x) proximo aos nés de interpolacao e para uma quantidade
grande de nos (n > 1000), de modo a termos um Erro T desprezivel (ver equagdo (3.4)) quando
comparado & precisdo da maquina utilizada e ~ 2.2 x 1076, Os valores exibidos naquela tabela cor-
respondem aos valores obtidos pela avaliacdo numérica das expressdes no lado direito das equacoes
(4.3), (4.4) e (4.5) (observe que, nas duas ultimas, os pesos simplificados sdo utilizados.)

O erro para o interpolador (4.3) na Tabela 5 de [Mas14]| é O(ne) e esta de acordo com os resul-
tados estabelecidos por Higham [Hig04|. Porém, para o interpolador (4.4), os dados apresentados
mostram um erro da ordem de ne e isso justifica a necessidade de uma analise mais apurada
sobre a sensibilidade das formulas baricéntricas (3.5) e (3.8) com relacdo aos erros oriundos do
arredondamento dos parametros x e w.

Essa discrepancia ne vs n?e motivou o estudo apresentado em [MdC16] sobre a estabilidade
numeérica de interpoladores do tipo (4.4) e (4.5) para interpolacao de Lagrange, para os quais os

'Para o interpolador de Lagrange associado aos nos de Chebyshev do segundo tipo considerado em [Mas14], por
exemplo, a constante de Lebesgue é O(log(n)) (ver equagao (3.22).)
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pesos de interpolagdo w nao estdo em exata concordancia com os pesos y(x) para interpolacao
polinomial com noés arredondados x = X. O caso de interesse

o —

X = Xcheb2; W = 6\\7:7*

contemplado em (4.4) e (4.5), onde os nés de Chebyshev arredondados sdo combinados com os pesos
simplificados (3.17), é denominado em [MdC16] de o caso de Salzer, em homenagem a férmula (3.17)
para os pesos de interpolacdo polinomial primeiramente deduzida por Salzer [Sal72].

A vantagem na utilizagdo das formulas (4.4) e (4.5) com os pesos simplificados ao invés da
formula (4.3) ¢ a ordem de complexidade computacional. Enquanto sdo necessarias O(n?) operacoes
aritméticas para calcular todos os pesos, e portanto, toda a expressao, em (4.3), as expressoes (4.4)
e (4.5) podem ser avaliadas com apenas O(n) operagoes aritmeéticas.

4.1 A estabilidade backward da féormula baricéntrica para interpo-
lagao

Nesta segao apresentamos a analise da estabilidade backward da féormula baricéntrica (2.1)
para interpolagdo. Para tal fim, consideramos nés x C [a,b] e pesos de interpolagdo teoricos de
referéncia w e os nos X C [a, /b\] e pesos W (ambos arredondados) que serdo efetivamente utilizados
na avaliagdo numeérica de (2.1). Assumiremos, também, que os valores observados y sdo formados
por nimeros de ponto flutuante?, isto é y = ¥. Quando xy = a, por exemplo, podemos ter &g < a
e isso justifica considerar um novo intervalo de referéncia [a,E] para interpolacdo. Em todo caso,
definimos x_1 :=a, T_1: =@, Tpi1:=be Tpiq:i= b A relacdo entre x e X e entre os intervalos

~

de referéncia [a, b] e [a,b] é mensurada por meio dos nimeros

i = 0(x,X)jp = F=5r -1, —1<j<k<n+l
§:=06(x,X) = 8 4.6
(x,X) r;l;g\ k| (4.6)

~

e do homeomorfismo (afim por partes) x : [a,b] — [a, b]

. Tig1 — T PR .
X@) =i+ 2 ZNF-T), & < T < Ty, —1 <i <o, (4.7)
Tit1 — T

convencionando-se que

T < fﬂ_l para 0 < ¢ < n, (48)
Tp=a <= i'\() = 6, (4.9)
Tn=b < T,=0 (4.10)
e que a relacdo (4.7) esta definida para i = —1 e i« = n apenas quando a # Zg e T, # b. Analoga-

mente, definimos 0, = 0 quando ; = T,
Para evitar casos patolégicos, iremos assumir, também, que
w; #0, w; #0, 0 < i< n. (4.11)
A relacdo entre w e w é quantizada pelo vetor de erros relativos ¢
Wy

G = ((w,w); = ——1, i=0,1,...,n. (4.12)
Wy

2Qs efeitos do arredondamento de y podem ser mensurados facilmente em termos da desigualdade (2.7)
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Exemplo 1. Em [MdC16[, mostramos que a diferenca entre as performances dos interpoladores
(4.3) e (4.4) relatada na secdo anterior se deve, essencialmente®, @ diferen¢a na magnitude do vetor
de erros relativos (4.12) em cada caso. Em ambas as formulas (4.3) e (4.4), os nds de referéncia x
sao tomados como os nos de Chebyshev do sequndo tipo arredondados, isto é:

~ —

X = X = Xcheb2

e 0s pesos de referéncia sao dados por

n

Wv(x). (4.13)

W =

m

Porém, no caso do interpolador (4.3), os pesos arredondados W™ ™ sao obtidos pela avalia¢ao nu-

mérica de (—1)"%7(@ segundo a formula (3.6)

= 1 (e 0). (1.14)

equanto que os pesos arredondados W para o interpolador (4.4) sdo os pesos simplicados v* dados
por (3.17).
De acordo com as regras de arredondamento descritas na Segdo 2.3, vale que

—

Snum *)
w; = (_1)71% fl(ny(x))

B2 e (il (1)

($cheb2)l_(@)j

= W%ﬂ%ﬂ [ ——
0

(2:20) n ony. T 1

= w1 Erseemmy
J#

(2.17)

=" 2n+1)igygr (%)

= <2n+1>,~wi,

ou seja,
1C" |og = —1| = L) e 1.01(2n + 1) (4.15)
T et W T ooitn (2n + 1); - T e '

para (2n + 1)e < 0.001. Em contraste, o Lema 3 de [MdC16] fornece o sequinte limitante superior
para ||¢5*]o

[[¢5% oo < 2.4624||Xcneb2 — Xcheb2l|con? < 9ne, (4.16)

para HP@ - Xcheb2Hoo < 3e.

3As quantidades mais apropriadas para descrever esse fenf)meno S0 zi = % -1,i=0,1,...,n [\IdClG] Porém,

se z; é pequeno, como, por exemplo, |z;| < 0.5, entdo z; e {; =
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(*) Nao hd erros de arrendamento ao multiplicar/ dividir um nidmero de ponto flutuante por uma
poténcia de 2.

A Figura 4.2 mostra os valores de ||{"™™||o € ||(*¥||oo calculados numericamente para diversos
valores de n e as retas de quadrados minimos obtidas mostram que os limitantes superiores em (4.15)
e (4.16) fornecem a ordem correta para magnitude dos vetores (™™ e (3%, Os dados representados
na Figura 4.2 foram obtidos com o auzdio da biblioteca MPFR. Os nds Xcnheb2 foram calculados
com precisio dupla, utilizando-se a constante M PI da biblioteca C++ padrdo e a erpressdo x; =
sin (7‘(‘%) para 0s nds (3.16). Os pesos de referéncia w foram obtidos pela avaliagao numérica
da expressio (4.13) utilizando-se aritmética de alta precisdo, com 50 casas decimais, e 0S8 pesos
arredondados W™ foram obtidos pela avaliacdo numérica da expressao (4.14) em aritmética de
precisdo dupla.

© st
Tl 4 sal -
--- y=-16.9+1.95x b
o | = num A
—— y=-16.5+0.965x A
“

logqo( |1
-10

-12

14

3 4
logio(n)
Figura 4.2: Erro relativo nos pesos de interpolacao.

Antes de prosseguir com o enunciado dos teoremas sobre a estabilidade backward da formula
baricéntrica, precisamos do seguinte resultado

Lema 2. A transformagao X : [T_1,Zn+1] — [T—1, Tnt1] definida em (4.7) é estritamente crescente
e satisfaz

max
—1<i<n+1

T—T;

‘m - 1} < max{0g;, Opy14}, pora T <& < Eppa

Demonstragio. Para mostrar (4.17), observe que g(Z) := x(&) — & é uma fungao afim por partes e,

portanto, assume seus maximos e minimos locais nos pontos Z_1, Zg, . - ., Tn, Tn+1. Analogamente,
a funcao
h) = X&m g
T—%;
x -y . N N
B $k+7512117512 (F=2i+2—Tk)—z; _q
= T—%;

_ Th41— Tk Th41 Tk (2. = . 1
- <§k+1—£k 1) + (Ek+1—§k (ng xk) + ('rk $Z)) T—I;

ou é constante (parai € {k,k+1} ), ou é monétona (parai ¢ {k,k+ 1}) no intervalo [Ty, Tj41]
e, portanto, assume seus valores de maximo e minimo nos extremos desse intervalo. Logo,

h(2)] < max{[h(Zx), [A(Er)]} = max{ors, Oprri} VT [Tk, Tha]-
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4.1.1 Resultados tedricos

Teorema 5. Sob as hipdteses (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11), se

n

[w—la xn—&-l]/{wOa L1y .- 7xn}
=0

ed em (4.6), ¢ em (4.12) e a constante de Lebesque (2.5) satisfazem

1 —[|¢]loo
db < ——— — 4.18
< (1.18)
entdo, dado & € [T_1,Zn41]/{Z0,Z1,...,%n}, vale que
dY—— #0 (4.19)
— T — Xy
=0
e existe B € R tal que
Q(iaﬁava) = q(X('i)’X?va)? para gl = (1+Bl)yla i:O,l,...,n, (420)

com

(0 +[I¢lloo) (1 + A(x, W)

Pl = T¢I A W)’

(4.21)

Demonstracao. Pelo Lema 2, Temos que

T X(i')_xi -1
o T—T;

satisfaz |v;| < 0 e (4.18) mostra que ||¢||c < 1. Logo, podemos escrever w; = w;/(1 + ¢;) e segue
que

_ Z wz/ 1+<z
=7 / I CET P IY Ry ke / 2 50w

0
1+7/Z (422)
= 1+ 2 X(1x+<_lxl = 1+ q(x(2),x,0,w),
para
Ui::ilg_ll 0,1,...,n.
Como
V]l + [I€lloe 6 +[I¢oo
oo < < : (4.23)
= 1 —[¢]]oo 1 —1[¢]loo
entao
(2.5) ) (4.18)
lg(x(2),x,0,w)] < A(x,W)||o]lec < A(X,w)1+HgHOO < 1 (4.24)
- [e’e]

e isso prova (4.19).
Por (4.22), segue, também, que
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n n
q(2,X,y,w) = %% Z%%

- yiw; (gt s .
) §(<’C>/ <E x(i)ixi>(1+Q(X($),X,0,W))

para

(4.25)

Logo, ¥i = yi(1 + f;), com

1+v; 1
Bl = ‘(HZ) @ o) 1‘
(1) —ax(@)x.0w)
1Fa(x(2) %.0w)

1+v,; s
|21 +a(xc(@) x.0,w)]

= 1-[q(x(2),x,0,w)|

(I+AGw))|o][oo
1=A(x,w)|o]]oo

— —
= =
At 1A
Y =
N =

(0+[[¢]loo) [1+A (x,w)] .
1—[¢]loo =A%, W) (6+][¢][o0) ? t=0,1,.

coy M.

Corolario 1. Sob as hipdteses do Teorema 5, vale que

AR, W)

b 1+6
< AWl g A i)

Demonstragio. Para & € [a,b], denote por y(&,y) e B(&,y) os vetores especificados em (4.25).
Entao:

AR W) =  max [ max [g(#R,y,W)|
I¥lI<1 \ & € [a,]

4.20 N ~ s
( = ) max max la(x(2),x,¥(2,y), w)]
I¥lI<1 \ 2 € [a.b]

(2.5) b i
< A(x,w)|, | max max [|§(Z,¥)]|o
IylI<1 & € [a,b]

A(x,w)]z (l—i— max —max_ H,B(J%,y)Hoo>

I¥II<1 & e [a,b]

A(x,w)]Z (641(¢]loo) (14 A(x,w) ) )

1
( + 11l oo =[8-S o] A (W)

_ b 146
= Axwl, 1—H<||oo—[5+|\<||oo1A(x,w>|’;)

O]

Teorema 6. Assuma que a precisio da mdquina € definida em (2.14) seja tal que (2n+6)e < 0.001
e defina

[l + (42
1—(n+2)e

(4.26)
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Sob as hipdteses do Teorema 5, se 6, Z e A(x,w) satisfazem
0+ 2)A(x,w)+Z <1

et € |a, b] ¢ um numero de ponto flutuante, entio o valor computado fl(q(Z,X,y,W)) € igual a
q(r,x,y,w)) para algum x € [a,b] ey € R tais que

|# — x| < max |T; — x4
—1<i<n+1

Ji=yi(l+a;)(1+v3), i=0,1,...,n,

com
(14+Ax,w))(0+ 2)
< 1.01(2 6 < . 4.27
vl < L0M2n 460 e flall < g RS (427)
Demonstracdo. Se & :Aik’ para k € {0,1,...,n}, basta tomar x = x3, e y = y. Vamos assumir,
portanto, que & € [a,b]/{Zo,Z1,...,&n}-
Pelas regras de arredondamento descritas na Segao (2.3), temos que
n n n
Wi _ Wi +2> i W; Wi +3>
e, portanto,
~ S - 7 Wy 3 7 2
flg(a, %y, W) = (Z s /E = >
/<"+4
(217) ’L(n+2
= T—x; /Z T— xl
= q(»’i‘ X,y
para
. (n+4); (217 ,
w, = win+2); e y = ylm =" yi(2n+6);, i=0,1,...,n. (4.28)
Como, também, w; = w;(1+ ¢;),i = 0,1,...,n, entdo ¢ := 7 — 1 satisfaz
(14¢; (2. 17
S = |ty - 1| = | —1) [+ 20 (1+G) — 1]
(n+2)e +2)e
< Yt 2eGl+ 2 —1] |<z!( R e
< |G|+ (n+2)e < Z.

1—(n+2)e

Logo, aplicando o Teorema 5 para (x,w), (X,w’) ey = y’, obtemos fl(q(Z,X,y,W)) = q(2,X,y’,w') =
q(x(2),x,¥,w), para

9 = yi(l+a) = ui(

1+ a;)(2n +6);
= y(l+

a))(14v;),i=0,1,...,n,

com |x(z) — x| < ||X — x||oo (ver Lema 2) e

(6 A(x,w
il = {20 +6); = 1] < L0120+ 6) e |oy] < {SEELEA0L
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Observacgao 2. Os resultados dessa se¢ao foram publicados no artigo [MdC14]. No enunciado do
Teorema (2.1) em [MdC14], resultado correspondente ao Teorema 6, estd escrito “(2n + 5)e"ao
invés de “(2n + 6)e". Esse erro € proveniente da omissao de uma passagem no desenvolvimento da
equag@o analoga & equagao (4.28) em [MdC14].

4.1.2 Experimentos numéricos

O Teorema 6 afirma que, sob certas hipo6teses,

fl(q('j::7 i? y7 w)) = Q(x7 X7 y’ w))’ (4'29)
para algum vetor B € R"*! tal que
gl:(l—’_ﬁl)ylvlzovlvvna

e fornece uma estimativa superior para ||8||, a qual depende dos parametros n,d,¢ e A.
Se os denominadores em (4.26) e (4.27) sdo relativamente grandes, digamos

1-Z—-00+2)A(x,w) > 05 e 1—(n+2)e > 0.5,
entdo a ordem de grandeza dos limitantes superiores para a e v em (4.27) sdo
max{|[{||cc, 1€, I}A(X, W) e ne,

respectivamente, e isso nos leva a um limitante superior para 8 = a +v +av (av denota o produto
coordenada a coordenada de a e v) da ordem de

max{|[(]|co, 1€, d}A(x,W). (4.30)

Nessa secao apresentamos alguns experimentos numeéricos para mostrar que a estimativa (4.30)
fornece a ordem correta da dependéncia do erro backward em funcao desses pardmetros.

O vetor de erros relativos B ¢, em geral, dificil de mensurar, pois ha apenas uma equacao, a
saber a equacio (4.29), para determinar as n+ 1 incognitas 8o, 81, - . ., Bn. Porém, quando y = eU)
para algum {ndice 7, isto &,

yi=1 wyi=0i#]

podemos determinar [3; explicitamente por meio de (4.29):

ot gee®, ) = C5 [ e (1 e w),
i=0"

ou seja,

(4.31)

Sensibilidade com relagao a ¢

Para analisar a sensibilidade do erro backward com relacdo ao pardmetro ¢, realizamos um
experimento com os interpoladores (4.3) e (4.4) discutidos no Exemplo 1.

Nesse caso, temos X = X = Xcpebz €, €ntdo, § = 0. Além disso, o Lema 4 em [MdC16] mostra
que, se ||X — Xcheb2||oo < 4.6 x 10716 entdo

(3.22)
A(x,7(x)) < 1.063A(Xcheb2,V(Xcheb2)) < 1.063 (2log(n)+1.01).
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Isso mostra que, para cada um dos dois casos considerados W = W™ ¢ W = w*? | a estimativa
(4.30) para a ordem do erro backward é essencialmente descrita pela magnitude (O(ne) e O(n?e),
respectivamente) dos vetores de erros relativos ¢"*™ e (5.

Para ilustrar esse fenomeno, calculamos fy em (4.31) no nimero de ponto flutuante 7 mais

proximo (& direita) de & = fI (—cos (’%r)), para diversos valores de n e k, com k < n/2. Os
numeradores em (4.31), em cada caso, foram obtidos avaliando-se as expressoes ¢ (x,’;, x,e(0), w"“m)
eq (xz,x,e(o),wsal) em precisdao dupla. O denominador q(:z:}';,x,e(o),y(x)) em (4.31) foi obtido
pela avaliacdo numeérica dessa expressao em precisao elevada (50 casas decimais), com o auxilio da
biblioteca de precisao multipla MPFR.

As retas de quadrados minimos na Figura 4.3 mostram que, de fato, |5y| € da ordem de ne,para

W e da ordem de n%e, para w*¥, conforme ja haviamos previsto em teoria.

QA A
4 sal o
24 |--- y=-17.0+1.9% P
= num
=4 |/ y=-16.4 +0.905x ahT oy
—~ ! -
ED o~ 2
U)Q 1
S o
= |
L0 s

2’5 30 35 40
logso(n)

Figura 4.3: O erro backward <ri13x/ logyo (|80]) para os pesos W™ e w3,
1<k<n/2

Sensibilidade com relacao a A

Para analisar a relagdo entre o erro backward e a constante de Lebesgue A, realizamos um
experimento com os interpoladores polinomiais de Lagrange* com nos igualmente espacados para
n € {2,3,...,50}. Para cada valor de n, escolhemos n + 1 nés igualmente espacados x em [0, n],
de modo a termos nos inteiros (representéveis em precisdo finita) e, portanto, § = 0. Para cada
valor de n, calculamos Sy em (4.31) em 1002 pontos igualmente espacados em [0,n] e com pesos
arredondados obtidos pela avaliagdo numeérica de w = (x). Nesse caso, o argumento acima da
equacao (4.15) também se aplica e temos que vetor de erros relativos ¢ possui magnitude da ordem
de ne. Dessa forma, temos que a estimativa (4.30) para a ordem do erro backward é essencialmente
descrita por A(x,7y(x)), uma vez que a constante de Lebesgue para o interpolador de Lagrange com
nos igualmente espacados possui crescimento exponencial com relagdo & n (ver Secao 3.1.4.)

Os valores mostrados na Figura 4.4, mostram que, de fato, |5y| possui crescimento exponencial
em funcao de n.

4Na Secdo 5.4.1 ha experimentos similares com os interpoladores de Floater-Hormann.
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logz(|Bo|)

-40 -30 -20 -10

-50

--- y=-56.6 +0.864x

o

40

50

35

Figura 4.4: O erro backward mdzimo maxlog, (|Bo|) sob 10002 pontos igualmente espagados em [0,n] .
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Capitulo 5

A estabilidade numérica do interpolador
de Floater-Hormann

Em 2012, Webb, Trefethen e Gonnet [WTG12| mostraram, por meio de experimentos com
interpoladores de Lagrange, que a segunda formula baricéntrica (2.1) ndo é estével para extrapolagao
no plano complexo e, em particular, na reta real. Por outro lado, os resultados apresentados na Se¢ao
5 de [MdC16| e em [Hig04] afirmam que a primeira féormula baricéntrica (3.5) para o interpolador de
Lagrange é backward estavel sobre toda a reta real (tomando-se como referéncia os nés arredondados
X.) Neste capitulo apresentamos uma generalizagdo da primeira féormula baricéntrica (3.5) para o
interpolador de Floater-Hormann e um algoritmo backward estavel para avalia-la.

A férmula em questdo é

n n—d
X)iYi
pu— .1
p(z,x,y, p(x)) ’ s > Nia(z,%) (5.1)
=0 1=0
onde as funcoes \;(z,x) e os pesos de interpolagdo p4(x);,7 = 0,1,...,n —d sdo dados por (3.26)

e (3.27), respectivamente. A identidade (3.29) mostra que as expressoes definidas por (3.28) e (5.1)
sao idénticas. Observe que, para d = n, a formula (5.1) coincide com a primeira formula baricéntrica
(3.5) para o interpolador de Lagrange.

Como estamos essencialmente interessados na comparac¢ao entre algoritmos e o erro causado
pelo arredondamento dos nés (Erro Tipo II na Figura 4.1) é devido somente as caracteristicas da
maquina e nao dos algoritmos em si, assumiremos, na nossa andlise, que

X=X ey=7.
Na pratica, iremos manter a notacdo original e comparar o valor calculado fl(rq(z,X,y)) com

p(@,%,y,u(X) = q(z,Xy, pX))

ao invés de (3.28) ou (5.1). A Segdo 4 de [MdC16] explica por que isso é razoavel também do ponto
de vista de aproximacao.

5.1 Algoritmos

Nesse trabalho consideramos dois tipos de algoritmos para a avaliacdo do interpolador de
Floater-Hormann:

e Tipo I: Utiliza a formula (5.1). Atengao especial é dada ao célculo do seu denominador.

e Tipo II: Utiliza a formula (3.28).

37
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A distingao entre dois algoritmos de um mesmo tipo se da pelo modo como os pesos de interpolacgao
w1(X) sado calculados. Os erros de arredonadamento oriundos desse processo sdo mensurados por
go= 2 p(R)i = — 1, i=0,1,...,n, (5.2)
(%)
onde fi denota o vetor de pesos arredondados que seréo efetivamente utilizados na computacao.
Dados z, X,y e [, os algoritmos do Tipo II calculam o numerador e o denominador de ¢(z, X, y, i)
com um lago simples e retornam o valor computado do quociente entre eles. Os algoritmos do

Tipo I também calculam o numerador de p(z,X,¥y, 1) com um lago simples, porém o denominador
n—d
> Ai(x,X) é calculado como indicado pelo lado direito da igualdade (3.32). Mostramos, na Segao
i=0
3.2.2, que todas as parcelas de (3.32) possuem o mesmo sinal e, como observado anteriormente
em [Masl4|, essa propriedade é tutil para construir algoritmos estaveis para a avaliacao de fungoes

raclonals.

5.2 Analise da estabilidade backward dos algoritmos do Tipo I e
do Tipo II

A nossa anélise se baseia na decomposicao do erro total de interpolacdo de acordo com o dia-
grama da Figura 4.1.

5.2.1 Erro no Passo II

Os pesos de interpolacao i1 podem ser obtidos, por exemplo, pela avaliagdo numérica de u(X).
Porém, em alguns casos de interesse, os pesos ((x) possuem formas algébricas fechadas simples que
podem ser calculadas numericamente de forma eficiente, como no caso de Salzer para interpolagao
polinomial (d = n) abordado no Exemplo 1 do Capitulo 4, ou no caso dos noés igualmente espagados,
cujos pesos simplificados podem ser obtidos por meio da relagao (3.41).

Com relagao a primeira estratégia de obtencao dos pesos, temos o seguinte

Lema 3. Se i1 € obtido por meio da avaliagao numérica de j(X) de acordo com a formula (3.27) e
a precisao da mdquina € é tal que 3de < 0.001, entdo o vetor de erros relativos z definido por (5.2)
satisfaz

l|z]]oo < 3.03de, d>1. (5.3)

A analise ¢ feita somente para d > 1, pois, para d = 0, os pesos dados por (3.27) ja sdo formados
por ntumeros de ponto flutuante (+1), os quais ndo dependem dos nés X.

Demonstracao. Cada parcela em (3.27) pode ser calculada com alta precisao relativa. De fato, por
(2.20), obtemos

-1

4 j+d ' j+d 1
pley | I a-a | = o] I = | o (5.4
re rej 7 T
TH#1 TH#1

Observe que o produtoério em (5.4) possui exatamente d fatores, pois (3.27) mostra que j < i < j+d.

Como a soma em (3.27) possui no maximo d + 1 parcelas e todas possuem o mesmo sinal,
podemos utilizar a propriedade (2.22), para m = d e ¢ = 2d, para concluir que

pi = fl(p(X)i) = pX)i3d).
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Logo,

B (3, (2.19)
Himp(X)i| |(3d) — 1] < 3.03de.

w(x)i

|2( w(X))il - =
0

Com relagao a segunda estratégia, se os erros relativos na avaliagdo numeérica dos pesos analiticos
p(x) sao

Mg .
vy = —1,:=0,1,....n 5.9
()i (55)
e definimos
H’L: Zgi)z _]-7 i:O,l, y 1,
entao
Z; = (1+9i)(1+vi)—1 = 9i+Uz’+0iU¢, i:(),l,...,n. (56)

Como o uso dos pesos analiticos p(x) s6 é vantajoso quando os erros (5.5) sdo pequenos, é razoavel
assumir que o termo dominante em (5.6) é 6;. De fato, para a segunda formula baricéntrica (3.28),
por exemplo, os pesos simplificados para nés igualmente espacados sao formados por numeros

inteiros (ver (3.41)) para os quais v; =0, ¢ =0,1,...,n. Temos o seguinte:
Lema 4. Se
Aflx = X][oo
————[1 +log(d)] <0.1, 5.7
o 2+ log(a) (5.7
para
n(x) = min |2ip1— i), (5.8)
entdo
1% = X[loo
0|0 < 4.45————[1 + log(d)]. 5.9
161] ) [ (d)] (5.9)

Demonstrag¢io. Comegamos analisando cada parcela de p(X); em (3.27):

jtd

T=]

TH#

Para max{0,i —d} < j <min{n —d,i} e j <7 < j+d, defina

I(x, %) wix)ig g ﬁ Gy (5.10)
X, X); i = o = — .
B w(X); X — Ty ’

T=3j

T4

—~ A- > —~ j+d —~
r(x,X)r; = % -1 e s(xX); = oo r(x,X) i)
r=j

T#14
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Por (5.8), vale que

~ 2 -
(36, %) | < HEEl

Como, também, max{0,i — d} < j <min{n —d,i} e j < 7 < j + d, obtemos

s(x,%);; < AxHle jid L < xRy 4 )og(d)] < 0.1
A O Pl = U (5.11)
T # 1

Portanto, por (5.7), podemos aplicar o Lema 9 de [MdC16] para concluir que |[¥(x,X); ;| <

s %)iy SRy GG xR
- )

s(x,X);,5 + [1+1log(d)] < 0.445. (5.12)

1-— S(X,i)i’j - 1- S(X,ﬁ)i’j

Voltando para (5.10), escrevemos

min{n—d,i}

px)i= > w®i[l+9(x,R)igl (5.13)
j=max{0,i—d}

e, como todas as parcelas de (5.13) possuem o mesmo sinal (ver (3.27)), segue que

min{n—d,i}

p(x)i = [T+pl > wX)i; = [1+pilu),
j=max{0,i—d}

ara algum ntmero real p; tal que |p;| < max 9(x,X); 4.
P & pi 1 |,Oz‘ - max{0,i—d}<j< min{n—d,i}| ( ’ )z,y|
Portanto, por (5.12), obtemos

max ‘% - 1‘ < 4.452X= 11 4 Jog(d)].
O

Observagao 3. Os resultados deste capitulo foram publicados no artigo [dC15]. Em [dC15], come-
temos um pequeno erro na estimativa (5.11). Dessa forma, os fatores 20 e 2.248 no enunciaodo do
Lema 2 em [dC15] devem ser substituidos por 46 e 4.459, respectivamente.

Para algumas familias de nds para as quais o espacamento méximo e minimo entre os nés é
bem diferente, a estimativa (5.9) pode ser melhorada. Para os nos de Chebyshev do segundo tipo,
por exemplo, o fator [1 + log(d)] poderia ser substituido por uma constante. De fato, observando a
relacdo

C_sal
L= i
7 1+Q9al

entre 0 e C“""l (definido no Exemplo 1) e a inequagao (4.16) obtemos
110]]00 < 1.12[|¢5%|o0 < 10.08n2%,

para ||¢*¥||s < 0.1, e vale que

N(Xchebz) = |cos () —cos (Z)] = ‘2sin(%)2‘ < 5.
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Os valores apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2 mostram que a estimativa (5.9) fornece a ordem
correta para ||0||~. Consequentemente, para os nos igualmente espagados, a primeira estratégia é
qualitativamente melhor, pois nesse, caso a estimativa superior (5.3) é apenas O(de), enquanto que
a estimativa superior (5.9) ¢ O(ne[l + log(d)]), para ||x — X||oc &~ €. Essa discrepancia aumenta
dramaticamente no caso dos nés de Chebyshev do segundo tipo definidos em [a, b], para os quais
n(x) ¢ O (b;—;l) No entanto, enfatizamos que os valores da Tabela 5.2 sdo meramente ilustrativos,
pois nao ha formas analiticas simples conhecidas para os pesos associados aos nés de Chebyshev do
segundo tipo para d < n. O caso de interesse (d = n) abordado no Exemplo 1, para o qual 6 ~ (%2,

¢ analisado em detalhe em [MdC16].

d\n 102 105+ 1 102 10° +1 108
1 9.331072 | 6.741072 | 89010=2 | 1.09 10~ T | 57510~ T
4 1.00 10T | 6.66 1072 | 9.35 102 | 1.29 10~ | 7.31 10~ 2
1.1510~ 1 [ 7311072 [ 9.1010=2 | 1.28 10~ 1 | 7.94 102
10 1.70 10T | 7.00 1072 | 84710~ 2 | 1.31 10~ 1 | 7.79 102
13 1.13102 | 6.971072 | 7.86 10=2 | 1.30 10T | 7.93 10~ 2

Tabela 5.1: Valores de max

/oo = 10715

0<i<n

16,
Al —RTos (1F108(

7y bara nds igualmente espacados definidos em [—1,1]; ||x —

d\n 102 10541 107 10° + 1 108
1 1.7410=2 [ 2.0210°2 | 1.6910~2 | 1.02 10~ 2 | 1.40 10~ 2
2 1471072 | 2371072 | 1.2410°2 | 865 10~ 3 | 1.31 10~ 2
3 1.40 1072 [ 2381072 | 1.251072 | 7.8810~3 | 1.42 10~ 2
4 1.301072 [ 2371072 | 1.2710=2 | 7.78 10~3 | 1.42 10~ 2
5 1.271072 [ 2391072 | 1.2410=2 | 7.5910~3 | 1.42 10~ 2

Tabela 5.2: Valores de max —l2 —

Jnax e =2 para os nds de Chebyshev do segundo tipo; ||x — X||o := 10715.
<i<n el

Os valores apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2 foram obtidos com o auxilio da biblioteca MPFR.
Os no6s x foram calculados com precisao de 30 casas decimais. Os nos X foram calculados em
precisao dupla (=~ 16 casas decimais) e transformados para niimeros com 30 casas decimais. Todos
os calculos intermediarios foram realizados com precisdo de 30 casas decimais e o resultado final foi
arredondado para precisao dupla.

5.2.2 Erro no Passo III

Teorema 7 (Estabilidade backward dos algoritmos do Tipo I). Se x é um nimero de ponto flutuante
e a precisao da mdquina € € tal que

d+1
(W (5.14)

5 +11> € < 0.001,

entao o valor calculado fl(p(x,X,y, 1)) de p(x,X,y,u(X)) € igual a p(z,X,y, n(X)), para algum
vetor y € R"M! tal que

v o= Ui(14z)(1+ k),

com z definido em (5.2) e

ki < 1.01 (334 4 11) e, i =0,1,...,n.
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Demonstrac¢ao. Vamos iniciar analisando o célculo do denominador (3.32). Temos que

R ' i+d R = s a
fll&(ex) = fL| (=11 [H w—wj] 11 (estes)

j=i+1
Como
-1
i+d . (2.20) i+d
fl [}H x—g:j] = (H (x_laj>><2d>i
J=i+1 J=i+l
€

fi(ctesnn) 2 (i) o

0<i<n-—d-1,entao fl(&(z,X)) (216),(2.17)

(—1)¢ [(;ljil $_15J> (zf%i)_(ﬁgj:;l) (2d+6); = &(x,X)(2d + 6);. (5.15)
Analogamente, obtemos
FU&i(2, X)) = &i(2, %) (2(d + 1))i, 1 = —1,n—d (5.16)
e
flNi(2, X)) = Ni(z,%)(2(d + 1)), i =0,1,...,n —d. (5.17)

Assim, por (2.18), (3.32), (5.15), (5.16) e (5.17), obtemos fI ("zd )\i(:zﬁ)) -
=0

fl <5kd £ 1(z,%)(2d + 6)_1 + > Er—a—2j-1(2,X)(2d + 6)—q—2j-1 +
0<k—d—2;—1<k—d
Yo iz, x)(2d+6); + > Eht142j (2, X)(2d + 6>k+1+2j> ,
k—d<i<k h<k+142j<n—d

para xx < « < Tpy1. Como nao hé mais que d + LWJ + 2 parcelas na expressao acima e todas

possuem o mesmo sinal (ver Secao (3.2.2)), podemos aplicar (2.22) e (2.18) para obter

fl (gxi(x,§)> - <§)\i(:ﬂ,§)> <3d+ 7+ V’J*;_dbl (5.18)

Agora, voltando as atengoes para o numerador de (5.1), temos

£l (%) - (%) 3%, i=0,1,...,n
e, portanto,
i <i ’TZ) 205 (B (n+ 3y,
1=0 i=0

Logo,
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A 2.9.48) = fl fl(;::o ff%) (2.16),(2.17) é:o I:igiZ/J\i<1><n+3>i<3d+7+Ln+;fdJ>2
y Ry Y - e - n—d
fl( /\i(xf()> > Ai(@X)
=0 i=0
> 1&g,
o = p(, X, ¥, u(X)),
;0 Ai(z,X)

para

~ ~

Y = yz”f}() (n+3d+11+ L%HDZ

Definindo x; = (n+3d + 11 + LWJ >Z — 1, entao (5.14) e (2.19) mostram que
ks < 1.01 (3L 4 11)¢,i=0,1,...,n
e isso completa a prova. O

Corolario 2 (Avaliacdo estavel da fun¢do de Lebesgue). Sob as hipdteses do Teorema 7, se x €
[a,b] é um nidmero de ponto flutuante e o vetor z em (5.2) salisfaz

||z]00 < 1, (5.19)

entdo a funcao de Lebesgue (2.6) pode ser avaliada de forma que

fU(L(z,X,a,b))
L(x7 i7 a7 b)

3n+5d+1
2

—1| < 1.01(1+|z\|oo)< +11> €+ 12]|0o- (5.20)

Demonstragdo. Para cada numero de ponto flutuante © € [a,b], podemos definir um vetor y,
v € {-1,1},i=0,1,...,n tal que
L(z,X,a,b) = p(z, X, ¥, u(x)). (5.21)

Assim, aplicando o Teorema 7, obtemos

fUilL(z,%X,a,b)) = flp(z,X,¥,1) = p(z,X,¥,u(X)), (5.22)
para algum vetor y € R™*! tal que

Y, = @ (1+Z,‘) (1"’_"%)7
Ccom
ki < 1.01 (33 4+ 11) e, i=0,1,...,n.

Aléem disso, as condigoes (5.14) e (5.19) implicam que y; e ¥; possuem o mesmo sinal para todos
os indices ¢. Consequentemente, todas as parcelas do numerador da expressao do lado esquerdo de
(5.21) sao positivas, e

in Z — min || < {ApEXYD) o 7l = Ui
Bl = i Bl < Dasya S @l = max p
e (5.20) segue de (5.21) e (5.22). O

A estabilidade backward para os algoritmos do Tipo Il segue diretamente do Teorema 6 no
Capitulo 4, tomando-se § = 0.

Teorema 8 (Estabilidade backward para algoritmos do Tipo II). Se os vetores X, [i e a precisio
da mdquina € sao tais que
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(2n + 6)e < 0.001

Z(AX,p(x)) +1) <1,
para

[I¢]loc + (1 4 2)e
Z:: = —
1—(n+2)e ’ ¢ G 1+ 2z

— 2k

k=0,1,....n, (5.23)

entdo o valor calculado fl(q(z,X,y, 1)) de q(z,X,y, u(X)) € igual a q(x,X,y, u(X)), para algum
vetor y € R"! tal que

171' = Z//\z(l —|—Oél)(1 —I—I/Z'), = 0,1,.. N,
com

ZN+ARu(R
o oo < ZHEEEHEIL ¢ [|1]lo < 1.01(20 + 6)e.

5.3 Analise da estabilidade forward dos algoritmos do Tipo I e do
Tipo II

Por estabilidade backward de um algoritmo do Tipo I ou do Tipo II, queremos dizer que, para
cada conjunto de parametros compostos por nimeros de ponto flutuante X, y e z € [a,b] ha um
vetor B € R""! (pequeno em magnitude e que depende de z, X e y) tal que o valor final calculado
fllu(z,X,y, (X)) de u(z,X,y, u(X)) satistaz

(u = p para um algoritmo do Tipo I e u = ¢ para um algoritmo do Tipo II.) Como de praxe,
podemos limitar o erro forward em func¢ao do erro backward e da constante de Lebesgue de acordo

com (2.7), isto ¢, |fl(u(z,X, ¥, u(X))) — u(z, X, ¥y, u(X))| =

u(e, X, y, p(X)) — u(@, Xy, px)| < AXpX) [y = Vlloo < AXK, 1)) [1B]loo][¥ oo (5-25)

O Teorema 7 afirma que o vetor de erros relativos B sempre existe para os algoritmos do Tipo
I e fornece uma estimativa superior

O(||z| + ne) (5.26)

para ||B||~. Quando a constante de Lebesgue A(X, 1(X)) é pequena, o vetor B também existe para
os algoritmos do Tipo 1I e, nesse caso, o Teorema 8 fornece uma estimativa superior

O(AX, p(X))(l|2]|oc + ne)) (5.27)

para ||B]|o0, conforme discutido na Segao 4.1.2.

Como A(X,pu(X)) > 1, as relagdes (5.25), (5.26) e (5.27) podem dar a impressdo de que os
algoritmos do Tipo I s8o mais forward estaveis do que os algoritmos do Tipo Il com mesmos
parametros (X,y, = e fi). Porém, a andlise da estabilidade forward é mais sutil, por que um erro
backward grande nao necessariamente leva & um erro forward grande. O exemplo mais simples desse
fenémeno é a interpolagao da fungdo constante f(z) = 1 (ver nota de rodapé na pagina A3011 de
[WTG12]) para o qual o valor calculado de (2.1) é sempre idéntico a 1, ndo importando o quao
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grande é o erro cometido na avaliagao do numerador e do denominador de (2.1). Além disso, Higham
[Hig04] apresentou as seguintes estimativas para os erros relativos forward
< flp(, X, ¥, 1)) S fla(z,X,y, 1))
er1|y|(x) = - —1 e erlyl|(zr)= —— = —1 5.28
D=y ="z 52
para os algoritmos dos Tipos I e II para o interpolador de Lagrange (d = n):
ler1[¥](z)] < 1.01(5n+ 5)e cond(z,n,y), ne < 0.001
e
lera[y](z)] < (3n+4)e cond(z,n,y) + (3n+ 2)e cond(z,n, 1)+ O (€?), (5.29)
Z ‘H(x Ui
1=(1,1,...,1), cond(z,n,y) := # e Celis [Cel08] obteve uma relagao similar para
HAX)iY5

T—x;

o erro forward da férmula baricéntrica generlca (2.1) na sua Tese de doutorado. Dessa forma, como

5.24
@] < Byl cond@.ng) com Byl 2 Olllll+nd).  (5:30)
a relagao (5.29) sugere que os algoritmos do Tipo IT sao significativamente menos estaveis do que
os algoritmos do Tipo I somente nos casos em que |er;[1](z)| >> |er1[y](x)]-

Ainda assim, a relagao (5.29) é viezada em favor dos algoritmos do Tipo I, pois ndo permite
identificar as situagoes nas quais os algoritmos do Tipo Il sdo mais estaveis do que os algoritmos
do Tipo I. Para preencher essa lacuna, apresentamos a seguir uma versao de (5.29) para d e n
quaisquer

Teorema 9. Se os pesos arredondados i sao utilizados por ambos os algoritmos do Tipo I e do
Tipo II, ers[y|(x) # —1 e a precisio da mdquina € é tal que

3e < 0.001,
entdo os erros relativos definidos em (5.28) satisfazem

er1[y](z) + 1

era[y](x) + 1 = 1+ en[lj(z) + o, (5.31)

com

lo| < 3.03¢(1 + |er1[1](x)])-

Demonstragao. Por (5.28) e pelas propriedades (2.16) e (2.17), temos Z;%Egﬁ =
(W i 2 12 ) [ i Ai(a > - 43
Hpexs) (E=)/n(5 _ <2>3f’(220 =
q(z X,y 1 ()0, L p(x) ned
(02 fl( X, e >/ﬂ<¢§0 :ﬂtb ) U i;O i(I’X)>
De forma anéloga, (2.16) mostra que
1+erm[l](z) = (14— =—
7l ( PR (x,i)>

Portanto,
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er[y](z 2.17
G CLD 3514 enlll@) =1+ en[l](@) + o,

(2.19)
o= (3)s -1 +er[l](z)) e |o| < 3.03¢(1+ |eri[1](x)]).
OJ

Observe que, no caso y = 1 mencionado apo6s a equagdo (5.27), (5.31) nos mostra claramente
que ers[y](x) deve ser bem pequeno.

Uma estimativa analoga a (5.29) pode ser obtida por (5.30) e (5.31), rearranjando os termos em
(5.31)

erlyl(z) — o —er[1](z)
1 4+ eri[ll(z) + o

ersl§l(z) = (5.32)

_2

(B t2, 0 < £ < t, para limitar o denominador

e utilizando a expansdo de Taylor %th =1-—-t+
em (5.32).

5.4 Experimentos numeéricos

Nessa secao apresentamos os resultados de diversos experimentos numéricos para mostrar ao
leitor como a teoria desenvolvida nas duas secoes anteriores se aplica em situacoes concretas.

Nos experimentos descritos a seguir, X,y, i e x correspondem a nameros de ponto flutuante
IEEE 754 padrao (precisdo dupla). Os experimentos foram realizados com dois algoritmos fixos
(um do Tipo I e um do Tipo IT) para os quais ji é calculado com erro relativo (5.2) satisfazendo
||z]|co < 3.03de (veja o Lema 3 na Secdo 5.2.) O valor calculado (f1) de uma expressdao matematica
foi obtido com precisdo dupla e o seu valor exato foi obtido avaliando-a com aritmética de alta
precisdo (50 casas decimais) com o auxilio da biblioteca MPFR.

Observagao 4. Na nossa implementa¢ao dos algoritmos do Tipo I nds utilizamos (e recomendamos
fortemente o uso) a estratégia proposta na Se¢ao 3.1 de [Mas1/] para lidar com underflow/overflow
no cdlculo de produtos com um nimero grande de fatores.

5.4.1 Interpolacao dos polinémios Lagrange

Anélogo ao desenvolvimento da Se¢ao 4.1.2, podemos determinar o erro backward por meio da
relagao (4.31)

fl(u(z, %, e, u(X)))

quando o vetor de valores observados y satisfaz ¥ = e), para
=1, el =0 k#j

(esse caso corresponde a interpolacao do j-ésimo polindémio de Lagrange com nés X.) Quando a fracao
em (5.33) é muito pequena, entdo a magnitude do lado direito de (5.33) indicara um erro relativo
de cerca de 100% e a verdadeira relacio entre os valores calculados e exato de u(z,X,el), (X))
(u = p ou u = ¢ ) nao serd devidamente representada. Nesse caso, a quantidade

gt _ B u(z,X, e, u(x))
T+ 8 fl(u(x, %, e0), u(R)))

¢ mais indicada para descrever o fenémeno.

-1 (5.34)
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No experimento descrito abaixo, calculamos as expressoes dadas pelos lados direitos de (5.33)
e (5.34) para medir a magnitude dos vetores de erros relativos 8 e f* na avaliacdo numérica dos
algoritmos dos Tipos I e II. Escolhemos n + 1 = 101 nos igualmente espacados em [0, n] (de modo
a ter nos formados por numeros inteiros) e calculamos o valor absoluto das expressdes em (5.33) e
(5.34) para diversos valores de z e para j € I ={0,9,18,27,36,45}. Os resulados sao mostrados
na Figura 5.1, em escala logaritmica (base = 10.)

oA ++
: +++++ o W
Tipo |l 4 T
+ . +++ whese
. +F e o renatsae
e Tipoll +++++ Lot A JUPPRRPTTTE L
.
L?— + neA +++++ ....* l.(?_ +++ . ...---0
+F .t + -
++++ e .
++++ ot + ...
o | S+ D) ol .
~ +++ o — A
! +t e’ 1 .
e .t
+tt "--'
WO | L ancas et w
J il
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x/n
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o
(=N M @ M
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0 A +++++++ ’,.---,.-0"""".” 87 ++++++tt.o---0-..-"’
+'F"+ waneettt 4+ t..-"'
+ . +F e
+ 0 +hee
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. .
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"1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
x/n x/n
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Figura 5.1: Valor absoluto do erro backward (em escala logaritmica) max logy, (18]) para interpolagio (a)
VRS

e o erro forward reverso max log,q (|Bj*|) para extrapolagao (b), (¢) e (d).
J €

O gréafico (a) mostra o comportamento do erro relativo backward (5.33) para interpolagao em funcao
do parametro d que define a ordem de convergéncia do interpolador de Floater-Hormann. Para cada
valor de d,1 < d < 50, o valor plotado corresponde ao maximo valor absoluto do lado direito de
(5.33) sobre 10000 pontos igualmente espagados = em [0, n] e sobre 7 € I. Os valores neste grafico
mostram que o erro backward para o algoritmo do Tipo II cresce exponencialmente com relagao a
d e sugere que a estimativa superior (5.27) fornece, de fato, a ordem correta da magnitude desses
erros neste caso. Esses valores também mostram que o erro relativo backward para o algoritmo do
Tipo I ndo depende da constante de Lebesgue, como ja haviamos comentado em (5.26).

Em cada um dos gréficos (b), (c) e (d), observa-se um comportamento similar, porém agora
para extrapolacdo sobre o intervalo [n,5n], para valores fixos de d (d = 5 no grafico (b), d = 10
no grafico (¢) e d = 20 no grafico (d).) Os valores das abscissas nesses graficos correspondem a 51
nos igualmente espagados n = tg,t1,...,t50 = 5n em [n, 5n] e a ordenada correspondente a abscissa
tr (1 < k < 50) ¢ o méaximo valor absoluto do lado direito de (5.34) sobre 1001 nos igualmente
espacados © em [ty_1,tx] e sobre j € I. A curva superior nos graficos (b), (c) e (d) sao formadas
pelos valores correspondentes da constante de Lebesgue (sobre [tx_1,tx]) vezes o produto ne, para
€:=2.3%10716.
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Os valores no grafico (a) também indicam que eri[y](x) = O(e), a partir do que poderia-
se deduzir, por (5.32), que ers]y](z) = eri[1](z) = O(neA(X, u(X))) e isso corrobora os valores
plotados para o algoritmo do Tipo IT no mesmo grafico (o intervalo de referéncia para a constante
de Lebesgue nesse caso é o intervalo de interpolagao [a, b] = [0,n].)

5.4.2 Avaliacao estavel da funcao/constante de Lebesgue

As estimativas (3.36) nos dao informagoes tteis sobre o comportamento da constante de Le-
besgue para nés igualmente espagados, porém obter informacgoes mais precisas sobre a constante
de Lebesgue para essa e/ou outras familias de nos é, em geral, dificil e/ou trabalhoso. Na pratica,
podemos calcular a constante de Lebesgue maximizando a funcao de Lebesgue (2.6)

Pl g
. =R Z:r? #(i)’b = ;ig - , X ¢ {anxlv"'vxn}a
L(z,xX, u(X)) = P DRMCES (5.35)

1, caso contrario,

a qual coincide com a definicdo do numero de condigdo cond(x,n, 1) em (5.29). As expressoes em
(5.35) sugerem que os algoritmos dos tipos I e IT podem ser facilmente adaptadados para calcular
a funcdo de Lebesgue. Observe que (5.35) nada mais é do que a soma dos valores absolutos dos
interpoladores tratados na secao anterior e vimos que os algoritmos do Tipo I sao estaveis para
calculé-los. Consequentemente, é possivel avaliar a funcao de Lebesgue por meio dos algoritmos do
Tipo I com erro relativo pequeno O(]|z||s + n€), como ja afirmado no Corolario 2.

A Figura 5.2 mostra as consequéncias dessa propriedade na pratica.

o
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X X
() d =15 () d =20

Figura 5.2: log;, L(z,X, u(X)) em [—5,5], para d = 5,10,15 and 20. X corresponde & versio arredondada
(em precisao dupla) de n + 1 = 52 pontos igualmente espagados em [—1,1].
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Em cada gréafico, a curva em cinza, obtida pelos valores calculados com o algoritmo do Tipo I,
mostra o grafico de uma funcdo “bem comportada', suave por partes, como deveriamos esperar
pela definigao (5.35). A curva em preto, obtida pelos valores calculados com o algoritmo do Tipo 11,
apresenta um comportamento similar dentro de uma certa vizinhanca do intervalo de interpolagao
[—1,1]. Porém, fora dessa vizinhanca, a curva apresenta um comportamento tipico de ruido. Esse
fenémeno pode ser explicado brevemente da seguinte forma: quando x esti longe do intervalo de
interpolagao, o valor exato do denominador de (3.28) (dado pelo lado esquerdo de (3.29)) é muito
menor do que cada uma de suas parcelas, porém os erros de arredondamento originados nos calculos
dessas parcelas sdo proporcionais as suas magnitudes e esses erros geralmente nao se cancelam
na prética. Além disso, sob o modelo de aritmética de ponto flutuante descrito na Secao 2.3, é
facil mostrar que o numerador de (5.35) pode ser calculado com alta precisdo relativa. Portanto,
o verdadeiro valor de (5.35) é ofuscado pelos grandes erros de arredonadamento originados no
célculo do lado esquerdo de (3.29) e isso explica porque os valores plotados na Figura 5.2 possuem
comportamento de ruido. Um fendmeno similar de instabilidade para a segunda férmula baricéntrica
para o interpolador de Lagrange (d = n) foi reportado em [WTG12|. A vantagem dos algoritmos
do Tipo I é que o denominador de (5.1) (dado pelo lado direito de (3.32)) é calculado com alta
precisado relativa e isso previne instabilidade nesse caso.

Uma vez constatado que o erro relativo para o algoritmo do Tipo I & O(ne) nesse caso, poderia-
mos, também, explicar a instabilidade do algoritmo do Tipo IT em termos da equagao (5.32), pois,
nesse caso, temos ers[y|(x) =~ eri[1](z), e er1[1](z) é geralmente grande para extrapolacao.

5.4.3 Funcgoes ordinarias

Os exemplos explorados nas se¢oes anteriores sao importantes (o exemplo da Secao (5.4.1) ilustra
o comportamento do erro backward e o exemplo da Secao 5.4.2 mostra como calcular a fungdo de
Lebesgue com alta precisdo relativa.) Porém, eles representam apenas uma pequena parcela dos
casos possiveis, a saber quando os numeradores de (3.28) e (5.1) podem ser calculados com alta
precisao relativa, ndo importando o valor de d ou a magnitude da constante de Lebesgue. Para
interpolacdo de fungdes mais comuns, como

f(x)=sin(z) e f(x)= Tlxg (funcao de Runge),
por exemplo, tal condi¢do geralmente nao se aplica e hi perda significativa de precisao nos calculos

desses numeradores conforme a ordem de aproximagcao (parametro d) aumenta. A Figura 5.3 ilustra
esse efeito.
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(a) f(z) = sin(z) (b) f(@) = 172

Figura 5.3: m[ax5 . |fl(u(z, X, f(X), 1n(X))) — u(z,X, f(X), (X)), u=p e uw =g, com n+ 1= 201 pontos
T € [—9,

igualmente espagados em [a = —5,b = 5].
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Para cada valor de d, a ordenada correspondente nos graficos (a) e (b) corresponde ao méaximo
erro forward (em escala logaritmica, base = 10) de (3.28) e (5.1) para 10000 pontos igualmente
espagados em [a = —5,b = 5|. Esses graficos mostram que as estimativas superiores dadas por
(5.25) e (5.26) fornecem uma boa estimativa sobre a magnitude do erro forward para o algoritmo
do Tipo I. A similaridade entre as performances dos algoritmos dos Tipos I e II, nesse caso, pode
ser explicada em termos de (5.32) e o fato do erro eri[1](x) para interpolacdo da funcdo constante
nao ser muito maior do que o erro eri[y](x).

Agora para extrapolagdo, na Figura (5.4) vemos o erro relativo forward (também em escala
logaritmica) na avaliagdo numérica das formulas (3.28) e (5.1) em [5,500], para d = 3 fixo e para
os mesmos 201 no6s igualmente espacados em [—5,5]. Os valores das abscissas nesses graficos cor-
respondem a 100 pontos igualmente espagados 5 = tg,t1,...,tg9 = 500 em [5,500] e a ordenada
correspondente & abscissa t; (1 < k < 99) é o maximo valor absoluto do erro relativo forward sobre
1000 pontos igualmente espacados em [tg_1, tx].

N A//"’""""’""M '-'}': it ™
d"f
- B "f’u‘
AR Tipo | < -~
- —e— Tipo ll &
@ s b -
s ©4
I 1
ol
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
X X
(a) f(z) = sin(z) (b) f(z) = 1752
Figura 5.4: i Erﬁgz(l,tk] flszg,;if{,(j;)ulg,(g)))) -1, k=0,1,...,99 (u=p eu=q).

O erro relativo no célculo do denominador de (5.1) é O(ne) (ver (5.18)) e, consequentemente, o
erro relativo forward que observamos para o algoritmo do Tipo I nesses graficos é, essencialmente, o
erro relativo no célculo do numerador de (5.1). Além disso, lembrando que os numeradores de (3.28)
e (5.1) sao calculados de forma idéntica, a comparagao entre os erros dos algoritmos dos Tipos I e
IT mostra o grande impacto dos erros de arredondamento na avaliagdo numérica do denominador
de (3.28) para extrapolacao. Em vista de (5.29), esse fendmeno também mostra que, nese caso, o
namero de condigao cond(z,n,1) é muito maior do que cond(x,n,y) para = longe do intervalo de
interpolagao.

5.4.4 Discussao

Os exemplos mostrados nas se¢bes anteriores sugerem que os algoritmos do Tipo I sao mais
estaveis do que os algoritmos do Tipo II para extrapolacdo. Para interpolacdo, os algoritmos do
Tipo I sao significamente mais estaveis do que aqueles do Tipo II somente nos casos nos quais a
constante de Lebesgue é alta e o numerador de (5.1) pode ser calculado com alta precisao relativa
e os resultados dos experimentos da secdo anterior mostraram que isso parece ser incomum na
pratica. Alem disso, [MdC16] mostrou que os algoritmos do Tipo II podem ser efetivamente mais
estaveis do que os algoritmos do Tipo I para fungoes com baixa constante de Lipschitz, no contexto
da interpolacdo de Lagrange (d = n). Portanto, a analise da estabilidade forward desses algoritmos
pode ser sutil e os resultados apresentados neste capitulo e o estudo [MdC16] fornecem informagoes
relevantes para ajudar na escolha do algoritmo mais apropriado para uma aplicacao particular.



Capitulo 6

A estabilidade numérica dos
interpoladores de Floater-Hormann
estendidos

Os exemplos numéricos da Segdo 5.4.3 mostraram que os interpoladores de Floater-Hormann
sao instaveis para valores grandes do parametro d (o qual define a ordem de convergéncia desses
interpoladores, ver Teorema 2) para noés igualmente espagados e que essa instabilidade ¢ devida,
essencialmente, ao crescimento exponencial da constante de Lebesgue em funcao de d.

Em uma tentativa de aumentar a estabilidade numérica desses interpoladores para nos igual-
mente espagados, Klein [Klel3| introduziu uma nova classe de interpoladores, denominada classe dos

interpoladores de Floater-Hormann estendidos. Dados nos igualmente espacados x = Xgq, valores
y e d > 0, o interpolador de Floater-Hormann estendido genérico é definido por

’Fd($7 X, Y) = Td($7 ia 5})7 T € {':U(b wn]v
onde a malha X = (Z_g,...,T_1,%0,- -, Tn, Tnil,---,Tnrq) € Obtida a partir de x adicionando-se

d pontos igualmente espacados em cada extremo do intervalo [xg,z,] e, supondo y = f(x), para
alguma funcdo f : [z_4,Tptd] — R, 0 vetor y € R 2441 ¢ definido como alguma aproximacao
de f(%X). No unico método apresentado em [Klel3] para construir efetivamente essas aproximagoes,
y = Ydﬁ(y) ¢ uma funcio linear em relacdo & y, definida por um certo processo de extrapolagao
sobre os 2d nos adicionados (o qual descreveremos formalmente na proxima secao), determinado
por dois parametros d e 7.

Contudo, a analise apresentada em [Klel3] ignora os efeitos de d e 7 no proceso de aproximacao
e, consequentemente, superestima o condicionamento (e também a estabilidade) dos interpoladores
estendidos. Por exemplo, o Teorema 3.1 de [Klel13| afirma que, “sob certa interpretagao”, a constante
de Lebesgue A dos interpoladores estendidos satisfaz

A <0.65(2 +log(n +2d)), parad >5 (6.1)

(observe que nao ha nenhuma dependéncia de d ou 72 no limitante no lado direito da equacao acima.)
Por outro lado, a norma Ad’d:ﬁ(x) do operador linear y —— 74(x,x,y) = rq (:z:,fc, Y(iﬁ(y)>, a
qual corresponde & constante de Lebesgue (2.5) para interpolacao baricéntrica, estd bem definida

e a desigualdade (6.1) ¢ falsa, em geral, para A, ;.(x). Os efeitos de d e 7 sobre a ordem de
aproximacao também sdo subestimados. Por exemplo, a Figura 6 de [I~{1e13] analisa a estabilidade

dos interpoladores estendidos em fungao de d € {1,2,...,50}, com d = 7 e n = 11 fixos, porém
nao é mencionado que a ordem de aproximagao desses interpoladores nao é sensivel ao parametro
d para d > d.

Neste capitulo apresentamos uma nova analise da estabilidade numeérica dos interpoladores de
Floater-Hormann estendidos, a qual considera propriamente os efeitos de d e 1 no processo total de
aproximagao. Nosso resultado principal (Teorema 10) mostra que a constante de Lebesgue A, ;- (x)

51
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pode ter crescimento exponencial em func¢éo do parametro que define a ordem de aproximacao desses
interpoladores. Além disso, nossos experimentos numéricos mostram que o processo de extrapolacgao
na construcao desses interpoladores é uma fonte significativa de instabilidade numérica. A conclusao
é que as vantagens dos interpoladores estendidos sobre os interpoladores de Floater-Hormann sao
muito mais limitadas do que se afirmava na literatura corrente.

6.1 Definigao formal

Conforme mencionado na Secao 3.2.5, a definicdo dos interpoladores de Floater-Hormann es-
tendidos é motivada pela observacao de que, dados nés de interpolacdo x igualmente espacados,
a funcdo de Lebesgue (2.6) associada ao interpolador de Floater-Hormann com noés x e d possui
magnitude da ordem de log(n) no intervalo [xg,z,_gq] para n > 2d,. Mais precisamente, vale que
(ver Teorema 3.1 em [Klel3|)

A(x, pa(x)) ][54 < 0.65(2 + log(n)), d>5. (6.2)

X

Dessa forma, a teoria vista no capitulo anterior mostra ambos os algoritmos dos Tipos I e II sdo
estaveis para a valiagdo numérica dos interpoladores de Floater-Hormann no intervalo [xg, Z,,—q].

Seguindo essa linha de raciocinio, a idéia por tras do interpoladores estendidos é clara: se a
fungao f, a ser interpolada em [zg,x,], admite uma extensao f* (com algum grau de suavidade)
em [x_g, Tpiq) € se os valores de f* sdo conhecidos também nos pontos x_g, ...x—1, Tnt1, - - -, Tntd,
entdo o interpolador de Floater-Hormann r4(., X, f*(X)) € numericamente estével no intervalo ori-
ginal de interpolagdo [zg,x,|. Como, em geral, ndo conhecemos valores outros do que os valores
originais y = f(x), é proposto que tais valores sejam obtidos por meio da extrapolagao (sobre os
nos adicionados) de alguns interpoladores locais. Para os interpoladores estendidos apresentados em
[Klel3], esse processo de extrapolacao é definido em fungao de dois parametros n < n e d < i: para
x; € {x_g,®_441,...x_1}, por exemplo, o valor aproximado de f*(z;) é obtido pela avaliacdo (no
ponto x;) do polinémio de Taylor de grau d do interpolador de Floater-Hormann com parametro d
e nos xg, r1,...r5. Mais precisamente, dados nés igualmente espacados x = (xg, z1,...,2,) e valo-
res y = (Y0, Y1, - -, ¥yn), 0 interpolador de Floater-Hormann estendido com parametros d, 72,d e & é
definido por

fd7ﬁ7dﬁ(x,x,y) =rq(z,X,y), (6.3)
com X,y € R"11+2% dados por
d g (0) y(0) K
- . ~ 0 , , L .
T =x0+ih, Gi= >, rd(xoaik y®) (o kggm) ) -k <1< -1,
k=0
d g (n) y(m) k
_ . _ Oy g x™, o .
Ti=xn+ (i—n)h, =) m(xazk Y )(xlksf ) , n+1<i<n+s,
k=0
\

com xO = (zo,z1,...,23), ¥ = (Wo,y1,---,¥a), X = (Zp i, Tp_sit1,... 2n) € YO =
(Yn—#» Yn—ni+1s - - -y Yn). Klein originalmente trabalhou com k = d. Porém, para fins de anélise,

convém estender essa definigdo (e ndo ha nenhum esfor¢o adicional nisso) para o contexto mais
geral.
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6.2 Criticas

6.2.1 Interpretacao incomum da constante de Lebesgue

Segundo Klein, como os valores aproximados ¥ =~ f*(X) podem ser obtidos também por algum
outro processo de aproximagao e como o interpolador 7, - d’n(a:,x,y) 6 serd avaliado em [xg, x,],
as incertezas nesse processo de aproximagdo poderiam, para efeito geral, ser desprezadas. Conse-
quentemente, assumindo que y = f(X), a quantidade

n+k n+k
A = A, pg(X)"r = 6.5
(X Md(X))‘xo z e“}?jfzn] Z_:R T — x; ZZ_:H T —x; ( )
(onde o vetor ug(X) € R"F1*+2% ¢ indexado por —k,...,—1,0,...,n,n+ 1...n + k) poderia ser

interpretada como a constante de Lebesgue do interpolador estendido (6.3) no sentido usual de
amplificador da magnitude do erro devido a perturbagdes nos valores interpolados, isto é

‘Fdﬁ’dﬁ(m,x,y+Ay)—fdﬁ’dﬁ(a:,x,y)‘ < /~\||Ay\|oo, para x € [xg,Zn]. (6.6)

Porém, como todas as derivadas em (6.4) sdo func¢des lineares em y (ver equacdo (2.13)), isto é:

O*rg (20, x©,y ) 01 (2, x() y ™) " _
i =S we. F =Y "y k=01,....d (67

£=0 l=n—n

entdo a norma (a constante de Lebesgue no sentido usual de (2.5))

Ad,ﬁ,cz,n(x) (68)

do operador linear y = 7, - - (z,X,y) esta bem definida e, supondo (6.6), valeria

~ _ (6.2)
Njrdn(x) < A < 065(2+]log(n+2d)), d=>5 (parar =d.) (6.9)

Uma primeira objecao ao trabalho de Klein é que a inequacao (6.9) é obviamente incorreta para
valores grandes de d. Por exemplo, se d=n=d= n, entdo rq (az x(0) y(O)) =1y ( x(0) y(n)) =
rq (z,%x,y) s@o polindmios de grau d, os quais coincidem com sua expansdo de Taylor de ordem d.
Logo, o polinémio fd,ﬁ,(i,,.;(% x,y) = rq(z,X,y) interpola o polindmio 74 (z,%,y) em n+1+2x pontos
distintos e, portanto, devem ser idénticos (lembrando que o interpolador de Floater-Hormann com
parametro d reproduz identicamente polindmios de grau até d.) Portanto, temos que, nesse caso, o
interpolador estendido é idéntico ao interpolador de Floater-Hormann o qual, por sua vez, é idéntico
ao interpolador polinomial de Lagrange e, como vimos no Capitulo 3, a constante de Lebesgue para
interpolagdo polinomial em nés igualmente espacados possui crescimento exponencial com relagao
ao grau d = 2 = d = n do polinoémio e isso é incompativel com (6.9).

Podemos, também, fazer uma anélise empirica da ordem de magnitude da constante de Lebesgue
(6.8) com base na seguinte representacao dos interpoladores estendidos
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= e pd(X) G (6.4) 1a(X)iyi zyz_
Td,ﬁzdzn(x7 x, y) - . T—T; D(x) = Z T—T; D(x)
i=—K |
[ i okry(20,x(0) y(®
-1 ud(i)z'(kzo el Oégcko vO) o zo)k>
i=—kK

r d ks (zn,x(®) y(@) o)k
n+r ud(i)i<k§0 o ok ) G e )
+ | X o D(z)

i=n+1

- ] /o

d~ k —1 ~\ (x;—z )k
*ry(z0,x(0),y(©) pa(X); 70
+ X d Ok ) [Z dix_iik' D(z)
i=—kK

k=0
d k n n n+k -\ (zi—zn)F
*rg(zn,x(™ y@) G Zi=n)
+ Z d( naxk ) [ Z ud(X)ac—;%ik! ]/D(JE),
k=0 1=n+1
n+k %
para D(z) = > ”d , OU seja,
i=—K

k=0/{¢=n—n i=n-+1
*ok n X i L ii 7 10>k
2z (“ + Ll [z —— ] / D<x>) 7
n—n—1
Ba(X)e
+ 2 ([58]/p@)w

n d k n+k (%) (zifzn)k
+ oy (e o |y MR D) |y
(=n— ¢ k=0 7 |iz=nt1 N

(**) Estamos assumindo que 1 < [n/2].

Dessa forma, a funcao de Lebesgue para o interpolador estendido fica Leb, - ; (2,x) =

n -~ d —1 o\ (z5—x0)k 'n,—”
k (x)z 3 0
KZ:O %}ggﬁ + kzo Cé,g [Z %77@‘ + ( 3 l;d(zie
= = i=—K s
f: pa(X)e d k) | "o ) (@i—zn)" /’D (6.10)
Y, T c Ha\X)i ™ —

Na Figura 6.1 exibimos os gréficos da func¢ao de Lebesgue (6.10) para alguns valores de d, com
n =>50,d =k = 18 e n = 20 fixos. Como podemos observar, o maximo da funcdo de Lebesgue em
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cada caso é bem distinto do que o suposto por (6.9). Na Se¢ao 6.3 falaremos mais sobre a constante
de Lebesgue para os interpoladores de Floater-Hormann estendidos.

o
Lc')_
0 |
AN
o
O’
o |
Q|
b w
m,
ol Mwwwwvwwwwwwvwwvwwwwwwm‘n ol . A
-1.0 -0.5 00 05 1.0 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0
(a)d=7 (b) d =10
S
o
o Q|
o (o]
(18 oA K A/J
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0
(c) d=13 (d) d =16

Figura 6.1: A funcdo de Lebesgue Lebd’ﬁ_in(a@,x), para n + 1 = 51 nds igualmente espagados em [—1,1],
comd=r =18 e n = 20 fizos. '

6.2.2 Estabilidade versus convergéncia

Em principio, a discrepancia entre (6.5) e (6.8) para valores grandes de d apontada na secio
anterior ndo chega a ser uma grande contradi¢do no trabalho de Klein, pois, ao final da pagina 2275
de [Klel3], esta explicito que se deve tomar d<n<<n e, para valores pequenos de J, a constante
de Lebesgue (6.8) &, de fato, pequena. Por exemplo, ndo ¢ dificil ver que a relagao (6.9) é verdadeira

para d = 0. Basta combinar a relacio A, pa(X))[5n (6§2) 0.65(2 + log(n + 2d)), d > 5, com o
fato de que ||¥||c = ||y||, nesse caso. Com base na estimativa (6.9) para a constante de Lebesgue
dos interpoladores estendidos e nos experimentos numéricos apresentados em [Klel3|, os quais sdo
realizados com valores relativamente baixos de n e cz, Klein conlui que os interpoladores estendidos
sao mais estaveis do que os interpoladores usuais de Floater-Hormann com relagao ao pardmetro d.

Para fins didaticos, reproduzimos abaixo o experimento correspondente a Figura 6 de [Klel3]|,
porém com a funcao f(x) = sin(x) e com diferentes parametros. A Figura 6.2 mostra o compor-
tamento do erro de interpolacdo para a funcdo f, adicionando-se uma perturbacao de 1071 (com
sinais alternados) nos valores interpolados, para d=n = 3,n= 1000 fixos ¢ d = s variando de 1
até 50. Os parametros utilizados por Klein sdo n = 1000, n =11 e k = d= 7, fixos e a perturbacao
adicionada aos valores interpolados é da ordem de 10~'2. Optamos por utilizar a funcio seno no
nosso experimento pois o erro Tipo I (ver Figura 4.1) para o interpolador de Floater-Hormann
para a fungao de Runge (3.11) (utilizada no experimento de [Klel3]) pode nao ser desprezivel para
valores grandes de d, ou seja, o erro total de interpolagdo para a funcdo de Runge pode nao refletir
somente as caracteristicas da estabilidade numérica do método. Observe, por exemplo, que no caso

do interpolador de Lagrange (d = n), a convergéncia ndo é obtida para funcao de Runge no caso
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de noés igualmente espacados, conforme ja mencionado na Secao 3.1.3. Por outro lado, o limitante
superior (3.35) para o erro de interpolagao é decrescente em funcao de d para a func¢ao seno, pois
suas derivadas sdo todas limitadas por uma mesma constante.

Os resulados apresentados na Figura 6.2 e na Figura 6 em [Klel3] sdo similares e mostram que,
para valores fixos de 1 e k = d, os interpoladores estendidos (EFH) sdo, de fato, mais estéveis do
que os interpoladores de Floater-Hormann (FH) com relagao ao parametro d.

- FH
* EFH

1\

0 10 20 30 40 50
d

x

Figura 6.2: O erro logaritmico logy ( [I(x) — f(:c)|> para [ = FH e [ = EFH paran+1 =103 +1

X
[7515]
nds igualmente espacados em [—5,5] (d =1 =3, k = d), com perturbacao de 1071° nos valores interpolados
(com sinais alternados).

O problema relevante da anéalise de Klein é que a convergéncia e a estabilidade dos interpolado-
res estendidos sdo analisados separadamente. Klein mostra que, para funcoes suaves, o erro de
interpolagdo dos interpoladores estendidos (6.3) ¢ O(h?), com

D = min{d, d}.

Porém, essa informacdo parece ser ignorada no restante do artigo e o resultado é uma anélise
cujas conclusoes ndo sdo realistas. Observe na Figura 6.3, por exemplo, o comportamento do erro
de interpolacio para a mesma funcio quando a perturbacdo de 1070 nos valores interpolados
¢ ausente: o parametro d > d parece nao ter efeito algum sobre a ordem de aproximacdo dos
interpoladores estendidos e isso mostra que o parametro que define a ordem de convergéncia desses
interpoladores &, de fato, D = min{d, d}.

FH

@4 e EFH
OID,

d

Figura 6.3: O erro logaritmico log, ( max |I(z) — f(:c)|> para [ = FH e [ = EFH paran+1 =103 +1
€

[7515]
nds igualmente espagados em [—5,5] (d=n =3, K =d).

Isso nos leva, inevitavelmente, as seguintes conlusoes:

e Os interpoladores estendidos com parametros d, 7, d ek s6 podem ser comparados aos inter-
poladores de Floater-Hormann com parametro d quando d > d.
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e A comparacao de estabilidade feita na Figura 6.2 (ou na Figura 6 de [Klel3]) nao faz sentido,
pois os interpoladores comparados possuem ordens de convergéncia distintas.

e A analise de Klein [Klel3] NAO implica que os interpoladores estendidos sio mais estaveis
do que os interpoladores de Floater-Hormann.

Na préxima secdo apresentamos uma andlise mais apurada sobre a estabilidade numérica dos
interpoladores de Floater-Hormann estendidos quando d > d. Em particular, mostramos que a
constante de Lebesgue associada aos interpoladores estendidos (6.3) cresce exponencialmente em
relacio ao parametro d, quando 7 = d = d. Além disso, apresentamos experimentos numéricos os
quais mostram que o processo de extrapolacao utilizado na construcao dos interpoladores estendidos
é uma fonte substancial de instabilidade numérica.

6.3 Estabilidade numeérica

6.3.1 O caso minimal d =7 = d

A nossa analise sobre a estabilidade dos interpoladores estendidos baseia-se predominantemente
no estudo do caso minimal

d=n=d, (6.11)
para o qual temos a mesma ordem de aproximagao para os interpoladores estendidos e de Floater-
Hormann com parametro d, conforme discutido na Secao 6.2.2.

A Figura 6.4 mostra o erro de interpolacdo com a mesma configuracido do experimento relativo
a Figura 6.3, porém agora sob (6.11).

FH
* EFH

10 20 30 40 50

0

-10

0 10 20 30 40 50
d

Figura 6.4: O erro logaritmico log, < |I(z) — f(x)) para I = FH e I = EFH paran+1=103+1

max )
T € [~—5,5
nds igualmente espagados em [—5,5] (k=d=n=4d).

Como podemos observar, ndo s6 os interpoladores estendidos (EFH) n@o apresentam nenhuma
melhora expressiva sobre os interpoladores de Floater-Hormann (FH), como se mostram até mais
instaveis para valores grandes de d. O interpolador estentido foi calculado utilizando-se as matrizes
definidas em (2.12) para o calculo das derivadas em (6.4), como sugerido em [Klel3]. Recordamos
que, para esse experimento, o erro de interpolacido abstrata cometido no Passo 1 da Figura 4.1 do
Capitulo 4 é desprezivel em relacdo aos erros de arredondamento para d > 10 e, portanto, o que
vemos na Figura 6.4 é essencialmente o erro cometido no processo de avaliagdo numeérica desses
interpoladores.
A Figura 6.5 mostra que esse erro possui trés componentes principais:

1. A primeira componente é devida ao arredondamento dos valores interpolados. Para ilustrar
o feito causado por esses arredondamentos, calculamos os nos X e valores interpolados ¥ com
precisdo dupla e avaliamos o interpolador resultante 7 4, J,n(x’ X,¥y) com aritmética de precisao
mais alta (50 casas decimais) com o auxilo da biblioteca MPFR (EFH*).
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2. A segunda componente é devida ao truncamento do valores extrapolados para precisao dupla.
Para ilustrar esse efeito, avaliamos o interpolador estendido 7, - 7, (¢,%,¥) em precisao dupla,
porém calculando-se os valores extrapolados gerados a partir de y com precisdo mais alta (50
casas decimais) e depois arredondado-os para precisao dupla (EFH**).

3. A terceira componente ¢ devida aos erros de arredondamento uriundos da avaliagdo numé-
rica dos valores extrapolados ja truncados. Esse efeito pode ser visualizado comparando-se
(EFH**) com (EFH).

10 20 30 40 50

0

-10
L

0 10 20 30 40 50
d

Figura 6.5: O erro logaritmico log, ( m[a>§) . [I(x) — f(:v)|> para = FHeI=EFH (k=d=n=4d) e
xr € |—9,

n=10°.

A comparacdo entre (EFH**) e (EFH) mostra que o processo de extrapolagao sugerido em
|Klel3| para construir os interpoladores estendidos (o qual utiliza as matrizes (2.12) para calcular
as derivadas em (6.4)) é uma fonte significativa de instabilidade numérica. Os valores com a legenda
(EFH*) na Figura 6.5 mostram, ainda, que, mesmo caso fossemos capazes de calcular os valores
extrapolados com boa precisao, os interpoladores estendidos, ainda assim, seriam instaveis na pratica
para valores grandes de d, pois, em geral, os valores interpolados possuem erros de arredondamento.
Isso, por sua vez, remonta & tradicional andlise de perturbacao com relacdo aos valores interpolados,
isto é: a analise da constante de Lebesgue.

Anilise da constante de Lebesgue

Vimos, na Figura 6.1 da Secao 6.2.1, que a constante de Lebesgue para os interpoladores esten-
didos nao possui crescimento logaritmico com relagdo ao parametro d como fora suposto por Klein.
Mais ainda, os valores (EFH*) na Figura 6.5 sugerem que a constante de Lebesgue A, - 7 (x) , para

o caso minimal (6.11), possui crescimento exponencial com relagdo ao parametro d = d = 1 que
define a ordem de convergéncia para os interpoladores estendidos. A seguir provamos efetivamente

que essa constante de Lebesgue cresce exponencialmente com relacao ao parametro d.
Tn Tn
Recordemos que A (xgq, fd (ng)) ‘Io = A(xgq, fy(xgq)) ‘930 denota a constante de Lebesgue para

o interpolador de Lagrange com d+1 noés igualmente espacados. Vimos, em (3.21), que essa constante
de Lebesgue possui crescimento exponencial com relagdo & d, ou seja

9d—2 en 9443

d d

? < A(Xeqa’Y(Xeq)) 20 < 7 (612>
Teorema 10. Sen > d +2 ed > 2, entdo a constante de Lebesgue para o interpolador estendido
com pardmetros d=n=d e Kk > 1 satisfaz

Ad,ﬁ,cz,n(x)

> (1= 2 = ) A =) (6.13)

o
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Demonstragio. De acordo com (3.25) e (6.3), dados vetores x,y € R"*! temos

n+r—d _
o 2 )‘Z(xzi)ﬁl(ﬁ’ivy)
rd,d,d,ﬁ($7X7Y) :rd(x,x,y) = Z__:+n—d~ )
onde
iz, %) 1 <i<ntr—d (6.14)
(z,%) = _ ——, para —k<i<n+kK-— .
: (=70 (2 —Ferd)
e pi(x,X,¥) € o polinémio de grau menor ou igual a d que interpola os dados (¥i, Jit+1,- - -, Yi+d)
em (Z;, Tiy1,.-.,%i1q). Observe que (6.14) ndo é a extensdao da formula (3.26) para vetores com

indices negativos, porém essas quantidades diferem apenas em um fator (—1)" e o interpolador de
Floater-Hormann (3.25) ¢ invariante sob dilatac¢oes das fungdes (3.26) por um mesmo fator.

Lembrando que, sob (6.11), os interpoladores ry (a:,x(o),y(o)) ery (x,x(“),y(n)) em (6.4) sao
polinomiais (ver comentario apos (3.26)), a defini¢do (6.4), o fato das séries de Taylor serem exatas
para polindémios e a unicidade do polinémio interpolador de Lagrange mostram que

~ = = ﬁO(xvia
(T, X,y) =19 *
pl( Y) { pn—d(l"

) para —k <1 <0.
75’)7 para n—d<i<n-—d+ k.

Hr <

0 .
( 2 Ai(%*))

. B %Xo(xvx)ﬁo(xaivf’)
Assim, para obtemos 7q 44, (z,X,y) = E—— +

Cut (nd+/<,)_\v( ~)>
> iz x)pi(e, %, y) A=K X a(2, %, §)
i=1 + An—d (%) (6 15)
nt+rk—d _ n+k—d _ ’ '
> iz, X) > iz, %)

I=—K t=—kK

Observe que, como n > d + 2, as 3 somas em (6.15) ndo possuem termos em comum.
Seja x € |xg, z1] fixado. Afirmamos que y5,vy7,...,y: € {—1,1} definidos por

{ya‘ = yi=(-1)?

vy = (DML 2<j<n
satisfazem
5 ~_ hyl
Nz, x)pi(r, %,y ) = > 2 parai € {0}U{2,3,...,n+r —d}, (6.16)
=0 |z — l‘i+j|
onde 7v;,7 =0,1,...,d, sdo dados por (3.10). De fato, a primeira formula baricéntrica (3.5) para o

interpolador de Lagrange mostra que

~ . d A/~y’.* .
)\i(xvx)ﬁi(xvivy*) = (_1)Z Z L

T—Tiqj "
§=0 i+J
A equacao (6.16) segue de
Y0¥ ol 7yi _ _Iml
x—x0  |z—x0|’ x—m1 ~ |r—21|
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u¥ Ad—=3 |~ . |as* i .
iy DT hlviyy (Dl GOl 9 <y j<ngr—d
T—Tj4j T—Titj T—Titj |$*mz‘+j‘ 9 = >~ .

Observamos, ainda, que

(= hwn) (75”&-(%5«))

i=—1 i=n—d
= >0 e - > 0. (6.17)
Ao(z,x) An—d(z,X)
A equagdo (6.17) ¢ verdadeira, poisNS\_n(x,i),S\_KH(Q:,}"{), ..., Ao(x, %) possuem todos o mesmo

sinal e Ap_g(2, %), A\p—gr1(2,X), ..., Au_dar(2,X) possuem sinais alternados e decrescem em mag-
nitude. Combinando esse fato com (6.15) e (6.16), obtemos

(£ 5em
M=r ) Ko (z,x)po (2,8, ) — | A (2,x)P1 (2, %,y )|
-~ Ag (z,x)
|Td,d,d,n(357x7y*)’ > . ntrk—d _

> Ai(zx)

Alem disso, segue de (6.16) que Xo(z, x)po(z, X, y*) — | A1 (z, x)p1 (2, %, y*)| >

d
|z — o e — 21| el G \e -yl o2y

A altima somatéria em (6.18) é positiva para todo x € Jzg,x1[. A expressao entre colchetes
também ¢é nao-negativa para x € |zg, z1[, pois

lz—1|

l=hol G20 4 _
|x—x2]"

[71]

N[

T—x2

> ‘1 + L2—T1

Logo, como NX_H(x,i),S\_HH(a:,i), . Xo(z,%), A (2, %) possuem todos o mesmo sinal e A (z,X),
A2(2,X), ... \prx—d(z,X) € uma sequéncia alternada e decrescente, obtemos

Faddn(t,x,y") > = (6.19)
Z S‘i(zvx)
i=—d
Além disso, vale que
o (z.%)| lz—z 1] 2h
X_1(z,%)| lz—zq] — (d—1)h
e
M(@X)| |zl h
No(z,®)  lz—zap| = dh

e isso implica que >

-1 _

1=—K
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Portanto, segue que

Fagan(exy) > (1= 7 - g ) lhole %y,

Por fim, (6.16) mostra que, para * € [xo,21], |Do(.,X,¥")| é idéntico & funcdo de Lebesgue
para interpolacao de Lagrange sobre (d + 1) nos igualmente espacados em [zg, z4] e é um fato bem
conhecido que a funcdo de Lebesgue para interpolagdo polinomial em nés igualmente espacados
assume seu maximo no primeiro subintervalo da particao (ver [Bru97|, por exemplo.) Logo, podemos

~ In
escolher o™ € Jao, z1[ tal que A, 7 (x) i > |Faddr(x,y")] >
0

(1- 225 - @) o™ %,y = (1 - 225 — qy ) Al v ()2

O]

~ ITn
Note que o Teorema 10 e a desigualdade (6.12) implicam que a taxa de crescimento de Ag 4 4 x(x)
zo

é, pelo menos,

2d—2
a2 -

Dessa forma, temos que, no caso minimal (6.11), a constante de Lebesgue para os interpoladores
estendidos possui crescimento exponencial com relacdo ao pardmetro d que define a ordem de
aproximacao desses interpoladores. Combinando-se essa informacao com (3.36), podemos obter um
limitante real para a pequena melhora da constante de Lebesgue para os interpoladores estendidos
sobre os interpoladores de Floater-Hormann

A Tn d—2
An,d,ﬁ,cz,m(x)’I > 2d2 > 1
RGO = 27T (2+log(n) = 242(2+log(n)

e essa estimativa contrasta drasticamente com aquela sugerida por (3.36) e (6.9):

A

)"

Ddid s\ g < 0.65(2+log(n+2d))
Axpa(x)gr = ) 2d + 1 Lo
2d¥2 d log(7-1)

A Figura 6.6 mostra o crescimento da contante de Lebesgue para os interpoladores de Floater-
Hormann (FH) e Floater-Hormann extendidos (EFH) na pratica, para 1 <d=d =7 = < 50 e
n = 1000. Os valores (EFH*), corretos, foram obtidos calculando-se a fungao de Lebesgue (6.10)
com precisao de 50 casas decimais. Os valores (EFH), visivelmente sem um padrao definido, foram
obtidos calculando-se a férmula (6.10) com precisao dupla. Podemos inferir, dai, que a formula (6.10)
para a funcao de Lebesgue dos interpoladores estendidos é numericamente instavel. Os valores (LI)
correspondem & constante de Lebesgue para o interpolador de Lagrange com d + 1 nds igualmente
espacados e corroboram a nossa estimativa inferior dada por (6.13).

Portanto, a andlise do caso (6.11) mostra que os interpoladores estendidos podem nao ser mais
estdveis do que os interpoladores de Floater-Hormann com mesma, ordem de aproximacao. Além
disso, os valores (EFH) e (EFH**) da Figura (6.5) mostram que os interpoladores estendidos sao
muito sensiveis aos erros de arredondamento cometidos no processo de extrapolacio definido por
(6.4). Enfatizamos, ainda, que a desigualdade (6.13) para a constante de Lebesgue independe do
namero (k) de pontos adicionados em cada extremo do intervalo e isso sugere que métodos base-
ados em extrapolacdo ndo devem ser eficazes para melhorar o condicionamento dos interpoladores
de Floater-Hormann para interpolagao em nés igualmente espacados. A Figura 6.7 mostra a sensi-
bilidade da constante de Lebesgue com relagao ao parametro s e sugere que o valor k = d é quase
6timo.
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Figura 6.6: Constantes de Lebesgue para os interpoladores de Floater-Hormann (FH), Floater-Hormann
estendidos (EFH*) e para o interpolador de Lagrange (LI) com d + 1 nds igualmente espagados (k = d =
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Figura 6.7: Constantes de Lebesgue para o interpolador de Floater—Hormann extendido em funcao do

parametro k, com n = 2000 e d==d.

6.3.2 Caso geral

No caso geral, a andlise do crescimento da constante de Lebesgue para os interpoladores de
Floater-Hormann estendidos nao é tao simples. Porém, a Figura 6.8 sugere que, dentro do caso
d=d (para o qual a ordem de convergéncia é d), o valor minimo para a constante de Lebesgue é
obtido no caso minimal analisado na secdo anterior, isto é: quando 7 = d.

Figura 6.8: log,, (]\n,d,",d,d(x)) em fungdo da diferen¢a 7 — d, com n = 100.

n

6.3.3 Uma proposta para melhorar a estabilidade numérica dos interpoladores

de Floater-Horamnn estendidos

Um outro questionamento que poderiamos fazer acerca da definicdo dos interpoladores de
Floater-Hormann estendidos em (6.3) é sobre a necessidade da utilizagao de polindémios de Taylor no
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processo de extrapolacao. Ora, é bem divulgado nos livros de Calculo e Anéalise que a principal fun-
¢do (pelo menos a mais explorada) dos polinoémios de Taylor é a de aproximacao de fungdes suaves.
Dessa forma, nao ha como deixar de questionar qual seria a vantagem, no processo de aproximagao,
de se utilizar polinomios de Taylor (de obtengdo computacional relativamente complexa, devido
ao célculo de derivadas) das fun¢oes racionais 74 (x,x(o),y(o)) ery (m,x(“),y(“)) cujas expressoes
analiticas sdo previamente conhecidas.

Sob (6.11), as funcoes racionais utilizadas para gerar os valores extrapolados (6.4) para a cons-
trucdo dos interpoladores estendidos sdo funcgoes polinémiais e, portanto, coincidem com o seus
polinémios de Taylor de grau d, isto é:

OFrq (350 x(0) y(0) ) (z—2x0)*
ok k!

M=

ra (2,x©,y©) =

k=0

(6.20)

8de(CL“nzx(n)7y(n)) (z—2n)F
Ok kL

M=

ra (2, X, y®)) =

k=0

lembrando que x(© := (z9,21,...,25) ¢ xX™ = (Z,_ 7, Zpn 41, .., 2n). Dessa forma, podemos
utilizar também os algoritmos' do Tipo I descritos na Secdo 5.1 para calcular os valores extrapolados
(6.4).

No processo de extrapolagdo proposto por Klein, cada §_, é gerado pela extrapolacao de fungoes
construfdas a partir dos dados xg, x1,...,Z# € Yo, Y1, - - -, Y. Porém, nada impede que utilizemos os
proprios valores extrapolados j4 calculados para gerar os demais valores. Por exemplo, para cada
valor de 7, podemos utilizar

T, g2y Tortiitl € Yortls Ymrt 2y o o oy Ymrtint 1 (6.21)

para gerar §_, e, analogamente,

Tngr—ii—1> Tngfr—2y -+ s Tntr—1 € Yndr—ii—1> Yntr—2s+ > Yntr—1 (6.22)

para gerar Jn4+.. Denominaremos o procedimento descrito por (6.21) e (6.22) por estratégia de
extrapolacao de Neville, devido & analogia que podemos fazer com a estratégia de Neville no contexto
de eliminagao [Miith90]|, [AGP97], na qual cada bloco com 7 + 1 zeros numa mesma linha de uma
matriz sao gerados por eliminacao Gaussiana utilizando as 72 + 1 linhas imediatamente anteriores a
linha em questao.

No caso (6.11), pode-se mostrar (por inducdo em 7 > 2) que os polinémios de grau d = d que
interpolam os dados (6.21) sao todos idénticos ao polindmio que interpola (6.21) para 7 = 1 e isso
mostra que a estratégia de Neville é idéntica & estratégia de extrapolagdo proposta por Klein em
aritmética exata (sem erros de arredondamento.) Porém, a estratégia de Neville se mostra mais
estdvel numericamente na prética, como podemos constatar na Figura 6.9. Para os valores com a
legenda EF H(Tay), os valores extrapolados y foram obtidos pela avaliagdo numérica das expressoes
no lado direito de (6.4). Para os valores com a legenda FFH(Lag), os valores extrapolados y
foram obtidos pela avaliacao numérica das expressdes no lado esquerdo de (6.20), utilizando-se um
algoritmo do Tipo I. Para os valores com a legenda EF Hp.,(Lag), os valores extrapolados ¥ foram
obtidos utilizando-se a estratégia de extrapolacao de Neville, com um algoritmo do Tipo I para
avaliar os interpoladores definidos pelos pontos (6.21) e (6.22).

N&o recomendamos o uso dos algoritmos do Tipo II para este fim, pois os algoritmos do Tipo I sdo mais estaveis
para extrapolacao.
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Figura 6.9: O erro logaritmico log, ( max |I(z) — f(a:)|> paral=FHel=EFH (k=d=n=4d) e

€ [=5,5]
n = 103.

A idéia de se utilizar a estratégia de Neville surgiu de um argumento heuristico baseado na con-
vexidade da fun¢ao de Lebesgue para o interpolador de Lagrange fora do intervalo de interpolacao.
Porém, uma anélise mais detalhada sobre a estabilidade numérica dos algoritmos que utilizam o
processo de Neville ndo aparenta ser simples. Por exemplo, embora a estratégia de Neville apresente
uma melhora efetiva em relagdo & estratégia de Klein no processo global de aproximacao, os erros
introduzidos nos dois processos de extrapolacao possuem a mesma ordem de magnitude, como mos-
trado na Figura 6.10, para d = 43. Em todo caso, dadas as limitacées das vantagens obtidas com a
estratégia de Neville em relagdo aos interpoladores de Floater-Hormann, tal anédlise ndo se faz tao
necesséaria. Observe que ha uma melhora efetiva em relagao ao processo de extrapolacido proposto
por Klein, porém ainda assim nao conseguimos uma melhora expressiva sobre os interpoladores de
Floater-Hormann (ver Figura 6.9.)

Na Figura 6.10, os valores extrapolados de referéncia (exatos) foram obtidos calculando-se o
interpolador de Lagrange com um algoritmo do Tipo I em precisao mais alta (50 casas decimais)
com o auxilio da biblioteca MPFR. Para os valores com a legenda Klein, os valores extrapolados
y foram obtidos pela avaliacdo numérica das expressoes no lado esquerdo de (6.20), utilizando-se
um algoritmo do Tipo .

t 3 £3a
&+ *****"** & *;&****
# Klein e ottt
w | | ® Neville et o | ot
o at®
¥ %
* *
o | »* o | »*
=) - = *
» *
** »*
»* *
* *
[T * 0 4 *
* *
** »*
* *
o] % ol %
* *
* *
:
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
T T

(a) (b)

Figura 6.10: O erro logaritmico nos wvalores extrapolados para d = 43: logyo |fl(§-7) — G—+| (a); e
logyo | fl(Gntr) — Gntr| (D). Em ambos os processos de extrapolagao, os novos pontos foram calculados com
um algoritmo do Tipo I (utilizando-se a forma de Lagrange para o polinémio interpolador.)



Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado sobre a estabilidade numérica da férmula
baricéntrica para interpolacdo. Nos Capitulos 1, 2 e 3 apresentamos os principais conceitos relacio-
nados & estabilidade da formula baricéntrica e também uma breve revisao bibliografica sobre alguns
interpoladores e suas relagoes com a formula baricéntrica. No Capitulo 4 estudamos a sensibilidade
da férmula baricéntrica genérica com relacao a perturbacgdes dos seus parametros e concluimos que
a formula baricéntrica possui a propriedade de estabilidade backward quando a constante de Le-
besgue associada aos nés de interpolacao é pequena. Esse resultado generaliza os resultados obtidos
em [Masl4] para interpolacdo nos nos de Chebyshev do segundo tipo. No Capitulo 5 focamos no
caso particular dado pelo interpolador de Floater-Hormann e apresentamos um tipo de algoritmo
que possui a propriedade de estabilidade backward sobre toda a reta real. Nossos experimentos
numéricos mostraram que esses algoritmos (Tipo I) sdo mais estaveis do que os algoritmos que
avaliam a formula baricéntrica (Tipo II) para extrapolac¢do. A nossa anélise generaliza os resultados
apresentados em [Hig04] e [WTG12| para o interpolador de Lagrange. No Capitulo 6 mostramos que
os interpoladores de Floater-Hormann estendidos sdo menos estaveis do que se fora anteriormente
descrito na literatura. Provamos que, em alguns casos, a constante de Lebesgue para os interpola-
dores estendidos possui ordem de crescimento exponencial com relacao ao parametro que define a
sua ordem de aproximacao e, caso geral, verificamos esse fato experimentalmente.

De forma resumida, as principais conclusées desse trabalho sao

e A férmula baricéntrica possui a propriedade de estabilidade backward quando a constante de
Lebesgue associada aos nés de interpolacao é pequena.

e Os algoritmos do Tipo I para os interpoladores de Floater-Hormann possuem a propriedade
de estabilidade backward sobre toda a reta real e sao mais estaveis do que os algoritmos do
Tipo Il para extrapolagdo. Para interpolacao, os algoritmos do Tipo I e do Tipo II apresentam
comportamento similar nos casos mais comuns.

e Os interpoladores de Floater-Hormann estendidos nao sdo significativamente mais estéveis
do que os interpoladores de Floater-Hormann e a constante de Lebesgue associada a esses
interpoladores possui crescimento exponencial em funcao da ordem de aproximacao.

7.1 Consideracoes Finais

Neste trabalho utilizamos as propriedades fundamentais da aritmética de precisdo finita para
analisar a propagacao dos erros de arredondamento na avaliacao numérica de férmulas baricéntricas
para interpolagdo. Porém, é importante frisar que, embora os resultados obtidos no nosso estudo
sejam especificos sobre interpolagdo, as técnicas de manipulacdo de expressoes algébricas para o
desenvolvimento de algoritmos estaveis sao de carater geral e podem ser aplicadas nos mais variados
contextos. Nesse sentido, consideramos que o aprendizado decorrente desse estudo vai além da
especializacdo em tépicos sobre interpolacao.

65
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Ressaltamos, também, a importancia da realizacdo de experimentos numeéricos para obter uma
melhor compreensao dos fenémenos estudados. Por um lado, os resultados das simulacées podem
ajudar na obten¢do de uma explicacdo légica para o fendomeno. Por outro lado, os experimentos
numeéricos servem para comprovar (ou contradizer) hipoteses e teses formuladas a partir de ar-
gumentos tedricos. Um bom exemplo disso sao as consideracoes sobre a estabilidade forward dos
algoritmos dos Tipos I e II feitas na Segao 5.3.

Por fim, a discussao apresentada no Capitulo 6 (em especial a Se¢ao 6.2.2) enfatiza a necessidade
da analise mutua dos erros (teérico/abstrato e numérico) que compoem o processo de aproximagao.

7.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Uma das aplicagoes diretas da aproximacao de funcdes por interpolacao é o desenvolvimento de
férmulas lineares para integragao

Q=

f@)dz ~ ; wif ()

como, por exemplo, as integrais de Newton-Cotes, Gaussiana ([IK94], cap. 7) e de Romberg [Mil68].
Nesse sentido, um estudo sobre a estabilidade de férmulas numeéricas para integragdo pode ser
considerado como uma complementagao natural do nosso trabalho.

Em vista do insucesso dos interpoladores de Floater-Hormann estendidos com relagao a melhora
do condicionamento/estabilidade dos interpoladores de Floater-Hormann, o problema de minimi-
zar os efeitos dos erros de arredondamento na avaliacdo numeérica dos interpoladores de Floater-
Hormann também pode ser considerado como um problema relevante para estudos futuros.

Uma outra direcdo é o estudo de interpolagdo polinomial em mais do que uma variavel. Nesse
contexto, a teoria esti ainda sob construcao e ha diversos problemas para serem estudados. Por
exemplo, a tnica familia de pontos para interpolacdo em [—1, 1] com polindmios bivariados de grau
completo menor ou igual a n com constante de Lebesgue quase 6tima (O(log?(n))) conhecida sio os
Pontos de Padua [BCM™06]. Ainda nao se sabe se existe uma familia de pontos para interpolagao
em [—1,1]? (com polinémios trivariados de grau completo menor ou igual a n) que possua contante
de Lebesgue da ordem de log3(n). Até mesmo problemas mais fundamentais como a existéncia e a
unicidade de interpoladores polinomiais em duas ou mais varidveis ainda ndo sdo completamente
compreendidos [Bos91].
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