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Resumo

Camargo, A. P. Estabilidade numérica de fórmulas baricêntricas para interpolação. 2015.

120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São

Paulo, 2015.

O problema de reconstruir uma função f : [a, b] −→ R a partir de um número �nito de valores

conhecidos f(x0), f(x1), . . . , f(xn) aparece com frequência em modelagem matemática. Em geral,

não é possível determinar f completamente a partir de f(x0), f(x1), . . . , f(xn), mas, em muitos

casos de interesse, podemos encontrar aproximações razoáveis para f usando interpolação, que

consiste em determinar uma função (um polinômio, ou uma função racional ou trigonométrica, etc)

g que satisfaça

g(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.

Na prática, a função interpoladora g é avaliada em precisão �nita e o valor �nal computado ĝ(x)

pode diferir do valor exato g(x) devido a erros de arredondamento. Essa diferença pode, inclusive,

ultrapassar o erro de interpolação E(x) = f(x) − g(x) em várias ordens de magnitude, compro-

metendo todo o processo de aproximação. A estabilidade numérica de um algoritmo re�ete sua

sensibilidade em relação a erros de arredondamento. Neste trabalho apresentamos uma análise

detalhada da estabilidade numérica de alguns algoritmos utilizados no cálculo de interpoladores

polinomiais ou racionais que podem ser postos na forma baricêntrica.

Os principais resultados deste trabalho também estão disponíveis em lingua inglesa nos artigos

• Mascarenhas, W e Camargo, A. P., On the backward stability of the second barycentric

formula for interpolation, Dolomites research notes on approximation v. 7 (2014) pp. 1�12.

• Camargo, A. P., On the numerical stability of Floater-Hormann's rational interpolant,

Numerical Algorithms, DOI 10.1007/s11075-015-0037-z.

• Camargo, A. P., Erratum: �On the numerical stability of Floater-Hormann's rational inter-

polant", Numerical Algorithms, DOI 10.1007/s11075-015-0071-x.

• Camargo, A. P. e Mascarenhas, W., The stability of extended Floater-Hormann interpo-

lants, Numerische Mathematik, submetido. arXiv:1409.2808v5

Palavras-chave: Interpolação, Fórmula baricêntrica, Estabilidade numérica.
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Abstract

Camargo, A. P. Numerical stability of barycentric formulae for interpolation. 2015. 120 f.

Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo,

2015.

The problem of reconstructing a function f : [a, b] −→ R from a �nite set of known values

f(x0), f(x1), . . . , f(xn) appears frequently in mathematical modeling. It is not possible, in gene-

ral, to completely determine f from f(x0), f(x1), . . . , f(xn) but, in several cases of interest, it is

possible to �nd reasonable approximations for f by interpolation, which consists in �nding a suitable

function (a polynomial function, a rational or trigonometric function, etc.) g such that

g(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.

In practice, the interpolating function g is evaluated in �nite precision and the �nal computed value

ĝ(x) may di�er from the exact value g(x) due to rounding. In fact, such di�erence can even exceed

the interpolation error E(x) = f(x)− g(x) in several orders of magnitude, compromising the entire

approximation process. The numerical stability of an algorithm re�ect is sensibility with respect to

rounding. In this work we present a detailed analysis of the numerical stability of some algorithms

used to evaluate polynomial or rational interpolants which can be put in the barycentric format.

The main results of this work are also available in english in the papers

• Mascarenhas, W e Camargo, A. P., On the backward stability of the second barycentric

formula for interpolation, Dolomites research notes on approximation v. 7 (2014) pp. 1�12.

• Camargo, A. P., On the numerical stability of Floater-Hormann's rational interpolant,

Numerical Algorithms, DOI 10.1007/s11075-015-0037-z.

• Camargo, A. P., Erratum: �On the numerical stability of Floater-Hormann's rational inter-

polant", Numerical Algorithms, DOI 10.1007/s11075-015-0071-x.

• Camargo, A. P. e Mascarenhas, W., The stability of extended Floater-Hormann interpo-

lants, Numerische Mathematik, submited. arXiv:1409.2808v5

Keywords: Interpolation, Barycentric formulae, Numerical stability.
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Capítulo 1

Introdução

O problema de reconstruir uma função f : [a, b] −→ R a partir de um número �nito de valores
conhecidos f(x0), f(x1), . . . , f(xn) aparece com frequência em modelagem matemática. Em geral,
não é possível determinar f completamente a partir de f(x0), f(x1), . . . , f(xn) mas, em muitos casos
de interesse, é possível encontrar aproximações razoáveis para f usando interpolação, que consiste
em determinar uma função (um polinômio, ou uma função racional ou trigonométrica, etc) g que
satisfaça

g(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.

Na prática, a função interpoladora g é avaliada em precisão �nita e o valor �nal computado ĝ(x)
pode diferir do valor exato g(x) devido a erros de arredondamento. Essa diferença pode, inclusive,
ultrapassar o erro de interpolação E(x) = f(x) − g(x) em várias ordens de magnitude, compro-
metendo todo o processo de aproximação. A estabilidade numérica de um algoritmo re�ete a sua
sensibilidade em relação a erros de arredondamento. Neste trabalho apresentamos uma análise
detalhada da estabilidade numérica de alguns algoritmos utilizados no cálculo de interpoladores
polinomiais e racionais que podem ser postos na forma baricêntrica

g(x) =
n∑
i=0

wi
x−xi f(xi)

/
n∑
i=0

wi
x−xi , x /∈ {x0, x1, . . . , xn},

como os interpoladores de Lagrange e de Floater-Hormann.
No Capítulo 2 faremos uma breve revisão sobre os principais conceitos relacionados à interpo-

lação baricêntrica e também sobre os fundamentos da aritmética de ponto �utuante e no Capítulo
3 reunimos os principais resultados conhecidos sobre a convergência e estabilidade numérica dos
Interpoladores de Lagrange (polinomial) e de Floater-Hormann (racional). As nossas contribuições
são apresentadas nos Capítulos 4, 5 e 6.

No Capítulo 4 apresentamos uma análise da sensibilidade da fórmula baricêntrica genérica com
relação à perturbações dos seus parâmetros: nós de interpolação, valores interpolados e pesos de
interpolação. Mostramos, também, que a fórmula baricêntrica possui a propriedade de estabilidade
backward quando a constante de Lebesgue associada aos nós de interpolação é pequena, isto é: que
o valor computado da fórmula baricêntrica (em aritmética de precisão �nita) corresponde ao valor
exato da fórmula baricêntrica com parâmetros (nós, valores e pesos) perturbados. Esse resultado
generaliza os resultados obtidos em [Mas14] para interpolação nos nós de Chebyshev do segundo
tipo.

No Capítulo 5 apresentamos um algoritmo para calcular o interpolador de Floater-Hormann
que possui a propriedade de estabilidade backward sobre toda a reta real. Esse algoritmo é baseado
em uma generalização, para o interpolador de Floater-Hormann, da primeira fórmula baricêntrica
para o interpolador polinomial de Lagrange. A nossa análise generaliza os resultados de [Hig04]
sobre a estabilidade da fórmula baricêntrica para o interpolador polinomial de Lagrange. Também
utilizamos os resultados do Capítulo 4 para fazer uma análise detalhada da estabilidade numérica

1
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da fórmula baricêntrica para o interpolador de Floater-Hormann. Diversos experimentos numéricos
são apresentados para consolidar os resultados teóricos.

No Capítulo 6 apresentamos uma análise da estabilidade numérica dos interpoladores de Floater-
Hormann estendidos, os quais visam diminuir os efeitos causados pelos erros de arredondamento na
avaliação numérica do interpolador de Floater-Hormann para nós igualmente espaçados. A nossa
análise identi�ca diversos argumentos inconsistentes presentes na literatura corrente acerca da esta-
bilidade numérica de tais interpoladores e mostra que esses interpoladores são bem menos estáveis
do que se acreditava até então. O nosso resultado principal mostra que, em alguns casos, a cons-
tante de Lebesgue para o interpolador de Floater-Hormann estendido possui ordem de crescimento
exponencial com relação ao parâmetro que de�ne a sua ordem de aproximação (acreditava-se que
a ordem de crescimento dessa constante de Lebesgue era logaritmica com relação a esse mesmo
parâmetro.)



Capítulo 2

Preliminares

2.1 A fórmula baricêntrica

A fómula baricêntrica para interpolação do vetor real y = (y0, y1, . . . , yn), associada aos nós de
interpolação x = (x0, x1, . . . , xn), a ≤ x0 < x1 < . . . xn ≤ b, e aos pesos w = (w0, w1, . . . , wn) é
dada por

q(x,x,y,w) =


n∑
i=0

wiyi
x−xi

/
n∑
i=0

wi
x−xi , para x ∈ [a, b]/{x0, x1, . . . , xn}.

yi, para x = xi.

(2.1)

Eventualmente também escreveremos x = xn = (xn0 , x
n
1 , . . . , x

n
n) para denotar que x depende de n.

Durante o texto, assumiremos que os pesos de interpolação são não nulos, isto é

wi 6= 0, i = 0, 1, . . . , n.

Assumiremos, também, que

n∑
i=0

wi
x− xi

6= 0, ∀ x ∈ [a, b]/{x0, x1, . . . , xn}. (2.2)

Dessa forma, a expressão (2.1) de�ne uma função contínua em [a, b] que interpola y em x e o
operador linear

y
Φ7−→ q(.,x,y,w) ∈ C[a, b], (2.3)

entre os espaços normados (Rn+1, ||.||∞) e (C[a, b], ||.||∞), está bem de�nido.
Quando os valores interpolados y provém de uma função contínua f ∈ C[a, b], isto é,

yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n,

a transformação Φ também pode ser interpretada como o operador linear

f 7−→ q(.,x, f(x),w) ∈ C[a, b], f(x) := (f(x0), f(x1), . . . , f(xn)). (2.4)

É fácil ver que ambos os operadores de�nidos por (2.3) e (2.4) possuem a mesma norma

Λ(x,w) := max
||y||∞≤1

||q(.,x,y,w)||∞ = max
||f ||∞≤1

||q(.,x, f(x),w)||∞ (2.5)

com relação à norma do supremo ||.||∞ de�nida em C[a, b] e em Rn+1. O número Λ(x,w) é historica-
mente denominado a constante de Lebesgue do interpolador (2.1) [BMHK12], [BMHS13], [MdC14].
Eventualmente também escreveremos Λ(x,w)|ba para explicitar o intervalo [a, b] de referência em

3
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questão. Note que a constante de Lebesgue também corresponde ao valor máximo da função de
Lebesgue Leb(x,x,y,w) =

max
||y||∞≤1

|q(x,x,y,w)| =


1, se x ∈ {x0, x1, . . . , xn},

n∑
i=0

∣∣∣ wi
x−xi

∣∣∣/ ∣∣∣∣ n∑
i=0

wi
x−xi

∣∣∣∣ , caso contrário,
(2.6)

pois

max
||y||∞≤1

(
max

x ∈ [a,b]
|q(x,x,y,w)|

)
= max

x ∈ [a,b]

(
max
||y||∞≤1

|q(x,x,y,w)|
)
.

A constante de Lebesgue possui um papel fundamental no estudo da estabilidade numérica da
fórmula baricêntrica (2.1), pois ela mede a sensibilidade do interpolador q com relação à perturbações
nos valores interpolados y. De fato, para y1,y2 ∈ Rn+1, temos

||q(.,x,y2,w)− q(.,x,y1,w)||∞ ≤ Λ(x,w) ||y2 − y1||∞. (2.7)

A constante de Lebesgue também é útil para medir a taxa de aproximação de q(.,x, f(x),w),
para uma função particular f , em relação à melhor approximação q(.,x,v∗,w) para f dentro do
subespaço Φ(Rn+1). De fato, segue direto de (2.7) que

||f − q(.,x, f(x),w)||∞ ≤ ||f − q(.,x,v∗,w)||∞ + ||q(.,x,v∗,w)− q(.,x, f(x),w)||∞
≤ ||f − q(.,x,v∗,w)||∞ + Λ(x,w)||v∗ − f(x)||∞

≤ (1 + Λ(x,w)) ||f − q(.,x,v∗,w)||∞. (2.8)

Observação 1. A desigualdade (2.8) vale, de fato, para qualquer aproximação q(.,x,v,w) ∈
Φ(Rn+1).

Para os principais interpoladores considerados nesse trabalho (interpoladores de Lagrange e de
Floater-Hormann), os pesos de interpolação w(x) são funções homogêneas de x, no sentido de que

w(ϕ(x)) = αkw(x), ϕ(x) := (ϕ(x0), ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)), (2.9)

para toda função a�m invertível ϕ : [a, b]→ [c, d], x
ϕ7−→ αx+ β, onde k é um número inteiro

não negativo que depende de w, mas não depende de ϕ. Sob essa condição, para g : [c, d] −→ R e
x′ = ϕ(x), temos

q(u,x′, g(x′),w(x′)) =
n∑
i=0

w′ig(x
′
i)

u−x′i

/
n∑
i=0

w′i
u−x′i

=
n∑
i=0

αkwig(x
′
i)

ϕ(ϕ−1(u))−ϕ(xi)

/
n∑
i=0

αkwi
ϕ(ϕ−1(u))−ϕ(xi)

=
n∑
i=0

αkwig(x
′
i)

α(ϕ−1(u)−xi)

/
n∑
i=0

αkwi
α(ϕ−1(u)−xi) =

n∑
i=0

wig(x
′
i)

ϕ−1(u)−xi

/
n∑
i=0

wi
ϕ−1(u)−xi

= q(ϕ−1(u),x, g(ϕ(x)),w(x)). (2.10)

Portanto, sob (2.9), a fórmula baricêntrica (2.1) para x′ e g é facilmente obtida compondo-se a
fórmula baricêntrica para x = ϕ−1(x′) e (g ◦ ϕ) com a transformação a�m ϕ−1. Por esse motivo,
muitas vezes os resultados referentes à fórmula baricêntrica (2.1) são enunciados para os intervalos
de interpolação padrão [−1, 1] ou [0, 1]. Por exemplo, segue de (2.10) que Λ(ϕ(x),w(ϕ(x)))|dc =

max
||g||∞≤1

||q(.,x′, g(x′),w(x′))||∞ = max
||g◦ϕ||∞≤1

||q(.,x, (g ◦ ϕ)(x),w(x))||∞ = Λ(x,w(x))|ba ,

pois ||g||∞ ≤ 1⇐⇒ ||g ◦ ϕ||∞ ≤ 1.
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2.2 Derivadas de interpoladores na forma baricêntrica

Sob a hipótese (2.2), as singularidades x0, x1, . . . , xn do interpolador (2.1) são removíveis e temos
uma função analítica em um entorno da reta real1. As derivadas de q(x,x,y,w) são lineares em y:

∂kq(x,x,y,w)

∂xk
=

n∑
i=0

(
∂kq

(
x,x, e(i),w

)
∂xk

)
yi, (2.11)

com e(i) = (0, . . . , 0,

posição i︷︸︸︷
1 , 0 . . . , 0), i = 0, 1, . . . , n.

Neste trabalho não estudamos as propriedades dessas derivadas, porém precisamos de seus
valores nos nós de interpolação para de�nir os interpoladores de Floater-Horamnn estendidos no
Capítulo 6. Baseados na Proposição 12 de [SW86], Klein e Berrut [KB12] apresentaram uma fórmula

de recorrência simples2 para calcular os coe�cientes D(k)
j,i :=

∂kq(xj ,x,e(i),w)
∂xk

em (2.11):

D
(0)
j,i =

{
1, se i = j
0, se i 6= j

e, para k ≥ 1, D
(k)
j,i =


wi
wj
D

(k−1)
j,j −D(k−1)

j,i , se i 6= j

−
∑̀
6=j
D

(k)
j,` , se i = j.

(2.12)

Temos, portanto, que

∂kq(xj ,x,y,w)

∂xk
=

n∑
i=0

D
(k)
j,i yi. (2.13)

2.3 Fundamentos da aritmética de ponto �utuante

Para compreender os efeitos dos erros de arredondamento na avaliação numérica de expressões
matemáticas, é necessário conhecer as propriedades fundamentais do sistema de números de ponto
�utuante. O nosso trabalho baseia-se no modelo padrão apresentado em [Hig02], sob o qual estão
alicerçadas as aritméticas de ponto �utuante utilizadas por diversas linguagens de progração como
C, C++, Java e Fortran, e também a maioria dos microprocessadores atuais. Nesse modelo, o sistema
de números de ponto �utuante F é de�nido como um subconjunto da reta real cujos elementos

y = ±m× βe−t

são caracterizados por 4 parâmetros inteiros

• a base β,

• a precisão t

• e o intervalo emin ≤ e ≤ emax para o expoente.

A mantissa m é um número inteiro tal que 0 ≤ m < βt e m ≥ βt−1 para y 6= 0 e e > emin. Essa
última condição garante a unicidade da representação de cada número de ponto �utuante em F. O
tipo double (IEEE 754) de�nido em C,C++ e Java corresponde a β = 2, t = 53, emin = −1021 e
emax = 1024 ([Hig02], p. 37.)

Para uma expressão matemática expr = expr(α1, α2, . . . , αk), função dos parâmetros reais
α1, α2, . . . , αk, denotaremos por fl(expr), ou simplesmente êxpr, o elemento de F obtido pela ava-
liação numérica de expr segundo as regras de arredondamento que de�nem a aritmética de ponto
�utuante em questão. Por exemplo,

1Como a fórmula baricêntrica representa sempre um interpolador racional, então ela possui um número �nito de
pólos.

2Aqui estendemos a de�nição desses coe�cientes também para k = 0.
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fl(α1 + (α2 + α3)), f l(fl(α1) + fl(α2 + α3)), e fl(fl(α1) + fl(fl(α2) + fl(α3)))

denotam o mesmo elemento de F. Na terceira expressão acima, todos os arredondamentos na ava-
liação numérica de α1 + (α2 + α3) estão explícitos e, nas duas primeiras, alguns estão implícitos.

Na nossa análise iremos considerar o modelo de aritmética de ponto �utuante padrão3 descrito
na página 40 de [Hig02]

fl(w op z) = (w op z)(1 + δ), |δ| ≤ ε, op = +,−, ∗, /, ∀w, z ∈ F, (2.14)

onde ε = β1−t denota a precisão do sistema F, ou precisão da máquina (não confundir com o
parâmetro precisão t.) Para a aritmética de precisão dupla (tipo double), por exemplo, temos ε =
2−52 ≈ 2.22× 10−16.

A principal ferramenta para analisar a propagação de erros de arredondamento é o contador de
erro de Stewart [Hig02]

〈k〉 =

k∏
i=1

(1 + ξi)
ρi , com ρi = ±1 e |ξi| ≤ ε. (2.15)

Em vista de (2.15), podemos reescrever (2.14) como

fl(w op z) = (w op z)〈1〉, op = +,−, ∗, /. (2.16)

É conveniente, também, escrever 〈k〉u quando desejamos indexar por u, k erros de arredondamento
especí�cos. As propriedades básicas do contador de erro de Stewart podem ser resumidas por

1

〈k〉u
= 〈k〉w, 〈k1〉u1〈k2〉u2 = 〈k1 + k2〉v, (2.17)

se k1 ≤ k2 então 〈k1〉u = 〈k2〉v (2.18)

e (lema 3.1 de [Hig02])

se kε < 0.001 então |〈k〉 − 1| ≤ kε

1− kε
≤ 1.01kε. (2.19)

Por exemplo, suponha que desejamos avaliar o produto (w−z)(r−s) numericamente, com w, z, r, s ∈
F. Por (2.16), temos que

fl(w − z) = (w − z)〈1〉1
fl(r − s) = (r − s)〈1〉2

e, portanto,

fl((w − z)(r − s)) = fl((w − z)(r − s)〈1〉1〈1〉2)

(2.16)
= (w − z)(r − s)〈1〉1〈1〉2〈1〉3

(2.17)
= (w − z)(r − s)〈3〉1,

com |〈3〉1−1| ≤ 3.03ε, se 3ε < 0.001. Em outras palavras, o erro relativo
(
fl((w−z)(r−s))

(w−z)(r−s) − 1
)

entre o valor computado e o valor exato de (w − z)(r − s) possui valor absoluto menor ou igual a
3.03ε. No caso geral, é possível mostrar que, se wi, zi, rj , sj ∈ F, i ≤ p, j ≤ q, então

3A equação (2.4) da página 40 de [Hig02] utiliza u = 1
2
ε ao invés de ε.
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fl


p∏
i=1

(wi ± zi)
q∏
j=1

(rj ± sj)

 =


p∏
i=1

(wi ± zi)
q∏
j=1

(rj ± sj)

α, com α =


〈2p+ 2q − 1〉 se p ≥ 1 e q ≥ 1,
〈2p− 1〉 se p ≥ 1 e q = 0,
〈2q〉 se p = 0 e q ≥ 1.

(2.20)

Por (2.17) e (2.18), também é fácil constatar que: se uma soma de m + 1 números de ponto

�utuante a0, a1, . . . , am é avaliada de forma recursiva

(
r+1∑
i=0

ai =

[
r∑
i=0

ai

]
+ ar+1

)
, então o valor �nal

computado da soma satisfaz

fl

(
m∑
i=0

ai

)
=

m∑
i=0

ai〈m〉i. (2.21)

Por �m, vale que

fl

(
m∑
i=0

ai〈k〉i

)
=

(
m∑
i=0

ai

)
〈m+ k〉 (2.22)

sempre que a0〈k〉0, a1〈k〉1, . . . , am〈k〉m ∈ F possuírem o mesmo sinal (k ≥ 0). Nesse caso, (2.22)

mostra que a soma
m∑
i=0

ai pode ser computada com erro relativo pequeno. A equação (2.22) segue

de (2.21) e

1
(1+ε)m+k ≤

(
min
i
〈m+ k〉i

)
≤

m∑
i=0

ai〈m+k〉i
m∑
i=0

ai

≤
(

max
i
〈m+ k〉i

)
≤ (1 + ε)m+k.
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Capítulo 3

Interpoladores e a fórmula baricêntrica:
exemplos

3.1 Interpolador polinomial de Lagrange

Dados x e y, o interpolador polinomial de Lagrange é de�nido como o único polinômio pn(x),
de grau menor ou igual a n, que satisfaz

pn(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n. (3.1)

Explicitamente, temos

pn(x) =

n∑
i=0

yi`i(x,x), `i(x,x) =

n∏
j = 0
j 6= i

x− xj
xi − xj

, i = 0, 1, . . . , n. (3.2)

Os polinômios `i(x,x) são chamados os polinômios de Lagrange associados aos nós x e são carac-
terizados por

`i(xk,x) = δi,k (delta de Kronecker.) (3.3)

Segue direto de (3.3) que os polinômios de Lagrange formam um conjunto linearmente independente,
e, portanto, uma base do espaço vetorial Pn dos polinômios de grau menor ou igual a n. Isso destaca
a unicidade do polinômio caracterizado por (3.1), pois y fornece os coe�cientes do polinômio pn(x)
com relação à base {`0(x,x), `1(x,x), . . . , `n(x,x)}.

3.1.1 Erro de interpolação

Para funções suaves, o erro de interpolação pode ser estimado com base no seguinte resultado
clássico ([Hen82], p. 231 ou [IK94], p. 190):

Teorema 1. Sejam f : [a, b] −→ R uma função de classe Cn+1 e pn(x) o polinômio interpolador
de Lagrange para f de modo que

pn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.

Então, dado x ∈ [a, b] existe um número real ξ (com min{x0, x} < ξ < max{x, xn}) tal que

f(x)− pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x), ω(x) :=

n∏
i=0

(x− xi). (3.4)

Como corolário direto, segue que, se f é de classe C∞ e possui todas as suas derivadas limitadas
em [a, b] por uma mesma constante (como as funções trigonométricas seno e cosseno, por exemplo),

9
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então para qualquer sequência de malhas de interpolação x1,x2. . . . ,xk, . . . (xk com k+1 pontos), a
sequência de interpoladores de Lagrange associados p1(x), p2(x), . . . , pk(x), . . . , converge uniforme-
mente para f . Porém, para funções contínuas sem nenhum grau de diferenciabilidade, esse resultado
é falso. De fato, Faber mostrou, em 1914, que, para qualquer sequência de malhas x1,x2. . . . ,xk, . . .
contidas em [a, b], existe uma função contínua f∗ : [a, b] −→ R tal que a sequência de interpoladores
de Lagrange associados p1(x), p2(x), . . . , pk(x), . . . não converge uniformemente1 para f∗ [Smi06].

3.1.2 A fórmula baricêntrica para o interpolador de Lagrange

Se x /∈ {x0, x1, . . . , xn}, segue, por (3.2), que

pn(x) =
n∑
i=0

yi

 n∏
j = 1
j 6= i

x−xj
xi−xj

 x−xi
x−xi = ω(x)

n∑
i=0

yiγ(x)i
x−xi = p(x,x,y, γ(x)), (3.5)

para ω(x) de�nido por (3.4) e

γ(x)i :=
n∏

j = 0
j 6= i

1

xi − xj
=

1

ω′(xi)
, i = 0, 1, . . . , n. (3.6)

A expressão (3.5) para o interpolador de Lagrange é comumente chamada de fórmula de La-
grange modi�cada, ou primeira fórmula baricêntrica. Aplicando (3.5) para o polinômio constante
�1", obtemos

1 = ω(x)
n∑
i=0

γ(x)i
x−xi . (3.7)

Logo, por (3.5) e (3.7), segue que

pn(x) =
n∑
i=0

γ(x)iyi
x−xi

/
n∑
i=0

γ(x)i
x−xi = q(x,x,y, γ(x)). (3.8)

Temos, então, que o interpolador de Lagrange pode ser expresso em função da fórmula baricêntrica
(2.1), para os pesos de�nidos por (3.6). A expressão (3.8) para o interpolador de Lagrange é também
chamada de segunda fórmula baricêntrica ([Tre12], cap. 5, p. 34.)

3.1.3 Famílias especiais de nós para interpolação polinomial

Nós igualmente espaçados

Os conjunto de (n+ 1) nós igualmente espaçados em [a, b] é de�nido por

xi = (xeq)i = a+ ih, i = 0, 1, . . . , n, h :=
b− a
n

. (3.9)

Por meio de manipulações algébricas simples ([Hen82], p. 239), pode-se mostrar que, para essa
familia de nós, os pesos de interpolação (3.6) satisfazem

γ(xeq)i =
(−1)n−i

n!hn

(
n
i

)
. (3.10)

Por um lado, nós igualmente espaçados são convenientes, pois possibilitam a discretização de
operadores de altas ordens para a resolução de equações diferenciais ordinárias por diferenças �nitas,
por exemplo ([Lev07], cap. 1.) Por outro lado, aos nós igualmente espaçados está associado o
chamado fenômeno de Runge, no qual a sequência de polinômios que interpolam a função

1De fato, vale que lim
k→
||f∗ − pk(x)|| =∞.



3.1 INTERPOLADOR POLINOMIAL DE LAGRANGE 11

f(x) =
1

1 + x2
(3.11)

em nós igualmente espaçados em [−5, 5] não converge uniformemente para f [Epp87], [IK94] p.275.

Nós de Chebyshev do primeiro tipo

Em vista da fórmula do erro de interpolação (3.4), uma estratégia para evitar esse fenômeno de
divergência consiste em escolher nós de interpolação para os quais a norma do respectivo polinômio
ω(x) seja mínima, isto é, encontrar a solução do seguinte problema de otimização

min
x0,x1,...,xn

(
max

x ∈ [a,b]
|ω(x)|

)
s.a. a ≤ x0 < x1 < . . . < xn ≤ b. (3.12)

A solução do problema (3.12), para [a, b] = [−1, 1], é dada pelas raízes do polinômio de Chebyshev
do primeiro tipo Tn+1(x): {

T0(x) = 1, T1(x) = x,
Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x), k ≥ 1.

Utilizando-se as identidades trigonométricas para a soma e subtração de arcos, é fácil mostrar
(por indução) que

Tn+1(x) = cos((n+ 1) ∗ arccos(x)) ∀ x ∈ [−1, 1]. (3.13)

Temos, então, que o polinômio mônico 1
2nTn+1(x) atinge seu módulo máximo, em [−1, 1] (com sinais

alternados), nos n + 2 pontos distintos cos(kπ/(n + 1)), k = 0, 1, . . . , n + 1 e essa é uma condição
su�ciente (e também necessária) para ser solução do problema (3.12) ([IK94], p. 228 ou [Hen64], p.
194.) Logo, por (3.13), obtemos a solução de (3.12) analiticamente:

xi = (xcheb1)i = − cos

(
(2i+ 1)π

2(n+ 1)

)
, i = 0, 1, . . . , n. (3.14)

Os nós (3.14) são denominados os nós de Chebyshev do primeiro tipo. A solução geral de (3.12) é
dada pela imagem dos nós de Chebyshev (3.14) pela transformação a�m ϕ : [−1, 1] −→ [a, b], ϕ(x) =
b−a

2 x+ b+a
2 .

Para os nós (3.14), os pesos de interpolação (3.6) também possuem uma forma analítica fechada
([Hen82], p. 249)2, pois, nesse caso, temos ω(x) = 1

2nTn+1(x) = 1
2n cos((n+ 1) ∗ arccoss(x)). Assim,

ω′(x) = 1
2nT

′
n+1(x) = −n+1

2n sin((n+ 1) ∗ arccos(x)) 1√
(1−x2)

e, portanto,

γ(xcheb1)i
(3.6)
=

1

ω′(xi)
= (−1)n−i

2n

(n+ 1)
sin

(
(2i+ 1)π

2(n+ 1)

)
i = 0, 1, . . . , n. (3.15)

Uma vantagem da fórmula baricêntrica (3.8) em relação à primeira fórmula baricêntrica (3.5) é
a sua invariância sob dilatações dos pesos de interpolação por um mesmo fator. Logo, podemos
utilizar os pesos simpli�cados

γ∗i = (−1)i sin
(

(2i+1)π
2(n+1)

)
, i = 0, 1, . . . , n

em (3.8) ao invés dos pesos dados por (3.15).

2Na expressão para w−1
k da página 249 de [Hen82] há um erro tipográ�co. No lugar de 2n, deveria estar escrito

2−n.
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Nós de Chebyshev do segundo tipo

Um outro conjunto interessante de nós são as raízes do polinômio (1−x2)Un−1(x), onde Un−1(x)
denota o polinômio de Chebyshev do segundo tipo:{

U0(x) := 1, U1(x) := 2x,
Uk+1(x) := 2xUk(x)− Uk−1(x), k ≥ 1.

Esses são os nós de Chebyshev do segundo tipo e são dados, explicitamente, por

xi = (xcheb2)i = − cos

(
iπ

n

)
, i = 0, 1, . . . , n. (3.16)

A expressão trigonométrica para os polinômios de Chebyshev do segundo tipo é

Un−1(x) = 1√
(1−x2)

sin(n ∗ arccos(x)) ∀ x ∈ [−1, 1]

e sua relação com os polinômios de Chebyshev do primeiro tipo se dá por

Un−1(x) = 1
n T
′
n(x),

ou seja, os nós de Chebyshev do segundo tipo correspondem aos pontos de máximos e mínimos do
polinômio Tn(x) em [−1, 1].

Em 1972, Salzer [Sal72] observou algumas boas propriedades dessa família de nós para inter-
polação. Por exemplo, o polinômio ω(x) (3.4) associado aos nós de Chebyshev do segundo tipo é
quase ótimo, no sentido de que

max
x ∈ [−1,1]

(
n∏
i=0

(x− (xcheb2)i)

)
≤ 1

2n−1 = 2 max
x ∈ [−1,1]

(
n∏
i=0

(x− (xcheb1)i)

)
.

Além disso, para essa família de nós, os pesos (3.6) assumem uma forma extremamente simples:

γ(xcheb2)i = 1
nτi(−1)n−i 2n−2, i = 0, 1, . . . , n,

com τ0 = τn = 1 e τi = 2, para 0 < i < n. Novamente, podemos utilizar os pesos simpli�cados

γ∗i = τi(−1)n−i, i = 0, 1, . . . , n (3.17)

em (3.8).

3.1.4 Constantes de Lebesgue

O famoso teorema de aproximação de Weierstrass [PQ08] a�rma que, dada uma função contínua
f : [a, b] −→ R, existe uma sequência de polinômios p∗1(x), p∗2(x), . . . , p∗k(x), . . . (grau de p∗k(x) = k)
que converge uniformemente para f . Em particular, o Teorema de Jackson ([Pow81], p.196) a�rma
que, se f é Lipschitziana com constante de Lipschitz L, então para cada inteiro positivo k, existe
um polinômio p̃k(x), de grau menor ou igual a k, tal que

max
x ∈ [a,b]

|f(x)− p̃k(x)| = ||f − p̃k||∞ ≤ Lπ

4(k + 1)
. (3.18)

Como vale

||f − q(.,x,y, γ(x))||∞ = ||f − pn||∞
(2.8)

≤ (1 + Λ(x, γ(w))) ||f − p̃n||∞,
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temos que, para uma sequência �xa de malhas de interpolação x1,x2. . . . ,xk, . . . (xk com k+1 pon-
tos), a sequência de polinômios interpoladores de Lagrange associados p1(x), p2(x), . . . , pk(x), . . .
converge uniformemente para a função Lipschitziana f se

lim
k−→∞

Λ
(
xk, γ

(
xk
))

k
= 0. (3.19)

Observe que a fórmula (3.2) para o interpolador polinomial de Lagrange fornece a seguinte expressão
para a constante de Lebesgue (2.5)

Λ(x, γ(x)) = max
||y||∞≤1

||q(.,x,y, γ(x))||∞ = max
x ∈ [a,b]

(
n∑
i=0

|`i(x,x)|

)
. (3.20)

A divergência dos polinômios interpoladores associado ao fenômeno de Runge descrito na Seção
3.1.3 mostra que a condição (3.19) é falsa para a família de nós igualmente espaçados (3.9). De fato,
temos que a sequência de constantes de Lebesgue associada aos nós igualmente espaçados possui
comportamento assintótico exponencial. Mais precisamente, vale que [TW91]

2n−2

n2
< Λ

(
xn
eq, γ

(
xn
eq

))
<

2n+3

n
. (3.21)

O limitante inferior para (3.21) pode ser obtido calculando-se a função de Lebesgue correspondente
no ponto x̆ = a+ h/2 = x0 + h/2. De fato, para n ≥ 2, temos

Λ
(
xn
eq, γ

(
xn
eq

)) (3.20)

≥
n∑
i=0

∣∣`i (x̆,xn
eq

)∣∣ =
n∑
i=0

∣∣∣γ (xn
eq

)
i

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

n∏
j = 0
j 6= i

(
x̆− (xneq)j

)∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.9),(3.10)

=
n∑
i=0

1
n!hn

(
n
i

) ∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏

j = 0
j 6= i

([a+ h/2]− [a+ jh])

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i=0

(
n
i

)
1
n!

n∏
j = 0
j 6= i

∣∣j − 1
2

∣∣ ≥ n∑
i=0

1
n!

(
n
i

)
1
4

n∏
j = 2
j 6= i

|j − 1|

= 1
4n

n∑
i=0

(
n
i

)
1

max{1,i−1} > 1
4n2

n∑
i=0

(
n
i

)
= 2n−2

n2 .

O limitante superior em (3.21) pode ser obtido de forma análoga.
Para os nós de Chebyshev (do primeiro e segundo tipo), o cenário é oposto e a constante de

Lebesgue cresce logaritmicamente em função do número de nós. Mais precisamente, para n ≥ 2,
vale que (ver [Gün80] e [MP73])

Λ (xn
cheb2, γ (xn

cheb2)) ≤ Λ (xn
cheb1, γ (xn

cheb1)) <
2

π
log(n) + 1.01. (3.22)

Assim, por (3.19), a sequências de interpoladores de Lagrange associadas aos nós de Chebyshev
convergem uniformemente para f , contanto que f seja Lipschitziana.

Erdös [Erd64] mostrou que, dada uma sequência de malhas x1,x2. . . . ,xk, . . . (xk com k + 1
pontos), existe uma constante positiva c tal que

Λ
(
xk, γ

(
xk
))
≥ 2

π log(k)− c, ∀ k ≥ 1.

Logo, em vista de (3.22), temos que os nós de Chebyshev são quase ótimos em termos da constante de
Lebesgue. Porém, o problema de encontrar, para cada inteiro positivo k, a malha (xk)∗ que minimiza
a constante de Lebesgue (3.20) para o interpolador de Lagrange, segue sem solução analítica. Esse
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problema possui solução única se x0 = a e xn = b (extremos �xos), ou se assumirmos que a função
de Lebesgue (2.6) correspondente assume o seu valor máximo (a constante de Lebesgue) também
nos extremos do intervalo [a, b]. No primeiro caso, Bernstein e Erdös conjecturaram que a solução
ótima deveria ser tal que todos os máximos locais da função de Lebesgue correspondente deveriam
possuir o mesmo valor, isto é,

λ∗1 = λ∗2 = . . . = λ∗k, (3.23)

com xi−1 < λ∗i < xi, λ∗i = Leb
(
τ∗i ,x

k, γ(xk)
)

e
∂Leb

(
τ∗i ,x

k, γ(xk)
)

∂x
= 0. (3.24)

Essa conjectura foi posteriormente provada por Kilgore [Kil77], [Kil78] e por De Boor e Pinkus
[BP78].

Para �ns práticos, a quase otimalidade dos nós de Chebyshev (do primeiro e segundo tipos) já
é su�ciente e não há necessidade de se determinar (xk)∗. Porém, para �ns teóricos, aproximações
de (xk)∗, obtidas numericamente, poderiam ser de algum auxílio para indicar uma possível forma
analítica (se é que há) para (xk)∗. Nesse contexto, os resultados de Kilgore e de De Boor e Pinkus
fornecem um método prático para determinar (xk)∗ numericamente, pois, em vista de (3.23), o
problema de encontrar os nós os que minimizam a constante de Lebesgue pode ser reescrito como

min
a=x0<x1...<xk=b

Ψ(x0, x1, . . . , xk), Ψ(x0, x1, . . . , xk) :=
k−1∑
i=1

(
λ∗i − λ∗i+1

)2
e o gradiente de Ψ é facilmente obtido em função das derivadas parciais de λ∗1, λ

∗
2, . . . λ

∗
k:

∂λ∗i
∂xj

(3.24)
=

��
���

���
���

�:0
∂Leb(τ∗i ,x

k,γ(xk))
∂x

∂τ∗i
∂xj

+ ∂Leb(τ∗i ,x
k,γ(xk))

∂xj
.

Assim, (xk)∗ pode ser obtido numericamente pela aplicação de algum método de otimização baseado
em busca sobre linhas (line search methods) [NW99], como o método de máxima descida ou métodos
de Newton ou quasi-Newton, etc.

Na Tabela 3.1 exibimos os valores de (̂x7)∗, (̂x8)∗ e (̂x9)∗ para [a, b] = [−1, 1] (sem extremos
�xos), obtidos numericamente com o auxílio da rotina constrOptim (método = BFGS) implementada
no pacote stats para o programa R para computação estatística. Na Figura 3.1 vemos a con�rmação

visual da Conjectura de Bernstein/Erdös para (̂x7)∗, (̂x8)∗ e (̂x9)∗. Em contrapartida, a Figura 3.2
mostra a função de Lebesgue para os nós de Chebyshev (primeiro e segundo tipos) e igualmente
espaçados), para n = 9.

(x7)∗ (x8)∗ (x9)∗

-0.9865454955855157 -0.9891036618765031 -0.9910000713804621
-0.8374508094897234 -0.8706395597205336 -0.8946461009573271
-0.5597961051979238 -0.6464123573168064 -0.7101643870420273
-0.1966064122640150 -0.3439983562775071 -0.4560085103542909
0.1966064122640154 0.0000000000003631 -0.1571382123669736
0.5597961051979242 0.3439983562781299 0.1571382124291026
0.8374508094897233 0.6464123573172054 0.4560085104135425
0.9865454955855156 0.8706395597207011 0.7101643870778138

0.9891036618765271 0.8946461009711987
0.9910000713819509

Tabela 3.1: Malhas otimizadas em [−1, 1] sem extremos �xos
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(a) k = 7 (b) k = 8 (c) k = 9

Figura 3.1: Funções de Lebesgue associadas aos nós (̂x7)∗, (̂x8)∗ e (̂x9)∗.

(a) x9
cheb1 (b) x9

cheb2 (c) x9
eq

Figura 3.2: Funções de Lebesgue (n = 9) para: nós de Chebyshev do primeiro tipo (a), nós de Chebyshev
do segundo tipo (b) e nós igualmente espaçados (c).

3.1.5 A in�uência da constante de Lebesgue na etapa numérica de aproximação

Na seção anterior discutimos diversas propriedades teóricas da constante de Lebesgue para o
interpolador de Lagrange, porém a sua relevância na etapa numérica de aproximação ainda não
foi devidamente apresentada. Para esse �m, faremos a seguir uma discussão informal3 sobre a
estabilidade numérica da primeira fórmula baricêntrica (3.5) para o interpolador de Lagrange.

Para compreender melhor o processo de aproximação na prática, é conveniente decompor o
erro total de interpolação ET (x) = EA(x) +EN (x) como a soma do erro de aproximação EA(x) =
f(x)−p(x,x,y, γ(x)), y = f(x), e do o erro numérico EN (x) = p(x,x,y, γ(x))−fl(p(x,x,y, γ(x)))
oriundo da avaliação de p(x,x,y, γ(x)) em precisão �nita. Por outro lado, conforme explicaremos
com mais detalhe no Capítulo 4, também é conveniente decompor o processo de avaliação numérica
em diversas etapas. Uma possível decomposição em duas etapas é apresentada a seguir

• Na primeira etapa: x,y 7−→ x̂, ŷ, os nós e valores interpolados são avaliados em precisão �nita.

• Na segunda etapa: p (x, x̂, ŷ, γ(x̂)) 7−→ fl (p (x, x̂, ŷ, γ(x̂))) , os valores arredondados x̂ e ŷ
são utilizados por algum algoritmo para produzir o valor �nal computado de p(x,x,y, γ(x)).

É possível mostrar que, para alguns algoritmos (por exemplo os algoritmos do Tipo I que serão
apresentados no Capítulo 5), o erro introduzido na segunda etapa é, no máximo, proporcional ao
produto nεΛ (x̂, γ (x̂)) ||y||∞. Além disso, se os nós de interpolação já são arredondados, isto é
x̂ = x, então o erro introduzido na primeira etapa satisfaz

|p(x,x, ŷ, γ(x)))− p(x,x,y, γ(x)))| = |q(x,x, ŷ, γ(x)))− q(x,x,y, γ(x)))|
(2.7)

≤ Λ (x, γ (x)) ||ŷ − y||∞.
3A análise detalhada da estabilidade numérica da primeira fórmula baricêntrica (3.5) segue como o caso particular

d = n da análise dos algoritmos do Tipo I que será apresentada no Capítulo 5.
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Dessa forma, temos que o erro numérico total para primeira fórmula baricêntrica para o interpolador
de Lagrange está intimamente relacionado à constante de Lebesgue (o mesmo ocorre com a fórmula
baricêntrica (2.1), como será mostrado no Capítulo 4.)

Para veri�car como isso ocorre na prática, realizamos um experimento numérico relativo à
interpolação da função f(x) = sin(x) no intervalo [−5, 5], para as familias de nós igualmente
espaçados xeq em [−5, 5] e nós de Chebyshev do segundo tipo xcheb2,[−5,5] de�nidos em [−5, 5],
ou seja xcheb2,[−5,5] é a imagem dos nós de Chebyshev do segundo tipo (3.16) sob a transformação
a�m ϕ : [−1, 1] −→ [−5, 5] tal que ϕ(−1) = −5 e ϕ(1) = 5.

No grá�co (a) da Figura (3.3) temos o erro max
x ∈ [−5,5]

log10 |f(x) − fl(p(x, x̂,y, γ(x̂)))| entre o

valores4 de f(x) e os valores computados fl(p(x, x̂,y, γ(x̂))) de p(x, x̂,y, γ(x̂)) em precisão dupla
(ε = 2−52 ≈ 2.2 × 10−16.) Como as derivadas da função seno são todas menores ou iguais a 1,
em magnitude, segue de (3.4) que o erro de aproximação EA(x) converge uniformemente para zero
conforme n −→ ∞. Em particular, para n ≥ 30, vale que |EA(x)| < 10−16 < ε, para ambas as
famílias de nós. Assim, os valores plotados para n ≥ 30 correspondem, essencialmente, ao erro
EN (x) oriundo da avaliação de p(x,x,y, γ(x)) em precisão �nita.

No grá�co (b) da Figura (3.3), temos o erro log10 max
x ∈ [−5,5]

|p(x, x̂, ŷ, γ(x̂))−fl (p(x, x̂, ŷ, γ(x̂))) |

relativo à segunda etapa da decomposição do erro numérico descrita acima (os valores relativos à
primeira etapa são similares). Os valores p(x, x̂, ŷ, γ(x̂)) foram obtidos avaliando-se a fórmula (3.5)
com precisão de 50 casas decimais, com o auxílio da biblioteca de precisão múltipla MPRF, e depois
arredondando o resultado obtido para precisão dupla.

Em ambos os casos, podemos observar que o valor nεΛ (x, γ (x)) ||f ||∞ fornece a ordem correta
para a magnitude do erro numérico. Em particular, vemos que o erro numérico associado aos nós
igualmente espaçados possui crescimento exponencial em função de n. Além do fenômeno de Runge
descrito na seção 3.1.3, esse e outros fenômenos similares de instabilidade numérica contribuem para
a má reputação dos nós igualmente espaçados para interpolação de Lagrange.

(a) (b)

Figura 3.3: Erro total de interpolação log10 max
x ∈ [−5,5]

|f(x) − fl (p(x,x,y, γ(x))) | (a) e erro na segunda

etapa log10 max
x ∈ [−5,5]

|p(x, x̂, ŷ, γ(x̂)) − fl (p(x, x̂, ŷ, γ(x̂))) | (b) para a função f(x) = sin(x), para os nós

de Chebyshev do segundo tipo
(
x = x

(n)
cheb2

)
e nós igualmente espaçados

(
x = x

(n)
eq

)
, ambos de�nidos em

[−5, 5]. As linhas tracejadas indicam os valores do produto nεΛ (x̂, γ (x̂)), em cada caso.

3.2 Interpolador de Floater-Hormann

Vimos nas Seções 3.1.3 e 3.1.5 que a interpolação de Lagrange para nós igualmente espaçados
é problemática, tanto do ponto de vista de aproximação, quanto do ponto de vista da estabilidade

4Na verdade, os valores de f(x) plotados também são arredondados, mas desprezamos essa diferença pois o erro
de arredondamento é da ordem da precisão da máquina para a função considerada.
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numérica. Uma alternativa para contornar esse inconveniente é utilizar intepoladores que possuam
ordem de convergência baixa, mas que garantam convergência uniforme conforme o espaçamento
entre dois nós de interpolação consecutivos tenda a zero, como Splines ([Hen82], cap. 5). Uma outra
alternativa seria o uso direto de interpoladores polinomiais locais de grau baixo.

Em 2007, Floater e Hormann [FH07] apresentaram uma maneira interessante de misturar esses
interpoladores polinomiais locais (de grau, no máximo, d) para formar um interpolador racional
global:

rd(x,x,y) :=

n−d∑
i=0

λi,d(x,x)pi,d(x,x,y)

n−d∑
i=0

λi,d(x,x)

, (3.25)

onde pi,d(x,x,y) denota o único polinômio de grau menor ou igual a d que interpola (xi, yi), . . . , (xi+d,
yi+d) e as funções ponderadoras λi,d(x,x) são de�nidos por

λi,d(x,x) :=
(−1)i

(x− xi) . . . (x− xi+d)
, i = 0, 1, . . . , n− d. (3.26)

Para d = n, o interpolador de Floater-Hormann (3.25) se reduz ao interpolador polinomial de
Lagrange (3.2) e, para d = 0, (3.25) se reduz à fórmula comumente chamada de interpolador de
Berrut [Ber98].

3.2.1 A fórmula baricêntrica para o interpolador de Floater-Hormann

Floater e Hormann mostraram que o interpolador (3.25) pode ser descrito pela fórmula baricên-
trica (2.1) para os pesos de interpolação dados por

wi = µd(x)i :=
min{n−d,i}∑

j=max{0,i−d}
(−1)j

j+d∏
τ = j
τ 6= i

1
xi−xτ = (−1)i−d

min{n−d,i}∑
j=max{0,i−d}

∣∣∣∣∣∣∣∣
j+d∏
τ = j
τ 6= i

1
xi−xτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (3.27)

isto é,

rd(x,x,y) = q(x,x,y, µd(x)). (3.28)

Essa propriedade segue das identidades

n∑
i=0

µd(x)i
x− xi

=

n−d∑
i=0

λi,d(x,x), (3.29)

e

n∑
i=0

yiµd(x)i
x− xi

=
n−d∑
i=0

λi,d(x,x)pi,d(x,x,y), (3.30)

as quais são obtidas ao exprimir cada pi,d(x,x,y) em função da primeira fórmula baricêntrica (3.5).
Na próxima seção veremos que

n∑
i=0

µd(x)i
x− xi

6= 0, ∀ x ∈ R/{x0, x1, . . . , xn} (3.31)

e, portanto, (3.28) de�ne uma função analítica (em uma faixa aberta contendo reta real) que inter-
pola y em x.
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3.2.2 Ausência de pólos reais

Floater e Hormann mostraram que, para cada valor real x, o lado direito de (3.29) pode ser
escrito como uma soma de termos não nulos de mesmo sinal (o que prova (3.31).) No Capítulo
5 utilizaremos essa propriedade para de�nir os algoritmos do Tipo I e, devido a isso, a seguir
discutimos essa propriedade com algum detalhe.

Sejam 

ξ−1(x,x) = λ0,d(x,x),

ξi(x,x) = (−1)i

(
i+d∏
j=i+1

1
x−xj

)
xi − xi+d+1

(x−xi)(x−xi+d+1) , 0 ≤ i ≤ n− d− 1,

ξn−d(x,x) = λn−d,d(x,x)

e x−1 := −∞ e xn+1 :=∞. Observe que, para 0 ≤ i ≤ n−d− 1, ξi(x,x) é apenas uma outra forma
de escrever λi,d(x,x) + λi+1,d(x,x). Assim, para um dado valor real x /∈ {x0, x1, . . . , xn} tal que
xk < x < xk+1, para algum k ∈ {−1, 0, . . . , n}, escrevemos

n−d∑
i=0

λi(x,x) = δk−d ξ−1(x,x) +
∑

0≤k−d−2j−1≤k−d
ξk−d−2j−1(x,x)

+
∑

k − d < i ≤ k
0 ≤ i ≤ n− d

λi(x,x) +
∑

k<k+1+2j≤n−d
ξk+1+2j(x,x),

(3.32)

com

δj :=

{
1, se j é par,
0, se j é ímpar,

e com a convenção de que somas sobre conjuntos vazios valem zero. Mostrar que todas as parcelas
em (3.32) possuem o mesmo sinal é um exercício simples, porém um pouco tedioso. Por exemplo,
tomando-se duas parcelas consecutivas na útilma somatória em (3.32), temos

ξk+1+2j(x,x) = λk+1+2j(x,x) + λk+1+2j+1(x,x)
(3.26)

= (−1)k+1+2j+d+1 (|λk+1+2j(x,x)| − |λk+1+2j+1(x,x)|)
(3.33)

e ξk+1+2(j+1)(x,x) =

(−1)k+1+2(j+1)+d+1
(∣∣λk+1+2(j+1)(x,x)

∣∣− ∣∣λk+1+2(j+1)+1(x,x)
∣∣) . (3.34)

Como as diferenças entre parenteses em (3.33) e (3.34) são positivas, segue que ξk+1+2j(x,x) e
ξk+1+2(j+1)(x,x) possuem o mesmo sinal.

3.2.3 Erro de interpolação

Se a função interpolada f é su�cientemente suave, então, para d ≥ 1, a taxa de convergência de
rd(x,x,y) para f(x) é O(hd+1), onde

h := h(x) = max
0≤i≤n−1

xi+1 − xi.

Mais precisamente, vale que

Teorema 2 ([FH07]). Suponha que d ≥ 1 e que f : [a, b] −→ R é de classe Cd+2([a, b]). Se n− d é
ímpar, então
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||rd(.,x, f(x))− f ||∞ ≤ hd+1(b− a)
||f (d+2)||∞
d+ 2

. (3.35)

Se n− d é par, então

||rd(.,x, f(x))− f ||∞ ≤ hd+1
(

(b− a) ||f
(d+2)||∞
d+2 + ||f (d+1)||∞

d+1

)
.

Portanto, se f é ao menos de classe Cd+2([a, b]), o Teorema 2 garante que, para d ≥ 1 �xado, a
sequência de interpoladores de Floater-Hormann associados a uma sequência de malhas x1,x2, . . . ,
xk, . . . (xk com k + 1 pontos), converge uniformemente para f (com ordem de convergência d+ 1)
contanto que

lim
k→∞

h
(
xk
)

= 0.

Em particular, vale a convergência para nós igualmente espaçados.
Para d = 0, a taxa de convergência é de ordem O(h), contanto que a razão de espaçamento local

β(x) := max
1≤i≤n−2

min
{
xi+1−xi
xi−xi−1

, xi+1−xi
xi+2−xi+1

}
permaneça limitada quando h −→ 0.

Teorema 3 ([FH07]). Suponha que d = 0 e que f : [a, b] −→ R é de classe C2([a, b]). Se n − d é
ímpar, então

||rd(.,x, f(x))− f ||∞ ≤ h(1 + β(x))(b− a) ||f
′′||∞
2 .

Se n− d é par, então

||rd(.,x, f(x))− f ||∞ ≤ h(1 + β(x))
(

(b− a) ||f
′′||∞
2 + ||f ′||∞

)
.

Manter d �xo é uma condição su�ciente, porém não necessária, para garantir a convergência
da sequência dos interpoladores de Floater-Hormann para uma função particular f . Para os nós
igualmente espaçados, por exemplo, se f é de classe C∞([a, b]) e possui todas as suas derivadas
limitadas por uma mesma constante, então a sequência dos interpoladores de Floater-Hormann
r1(.,xeq

1, f(xeq
1)), r2(.,xeq

2, f(xeq
2)), . . . , rk(.,xeq

k, f(xeq
k)), . . . (mantendo-se d = n) converge

uniformemente para f com erro da ordem de hn, o qual é muito menor do que hd+1 para d � n.
Não é simples, porém, determinar, para uma dada função f , qual relação entre d e n deve existir
para garantir a convergência dos interpoladores quando n → ∞. Um estudo mais detalhado sobre
essa questão foi apresentado em [GK12] para os casos nos quais f é analítica.

3.2.4 Constantes de Lebesgue

Os resultados conhecidos sobre o comportamento assintótico da constante de Lebesgue (2.5)
para o interpolador de Floater-Hormann restringem-se, essencialmente, à familia de nós igualmente
espaçados. Bos, De Marchi, Hormann e Klein [BMHK12] mostraram que, para a família de nós
igualmente espaçados (3.9), a constante de Lebesgue Λ(xn

eq, µd(x
n
eq)) associada ao interpolador de

Floater-Hormann com parâmetro d possui crescimento logarítmico com relação à n e crescimento
exponencial com relação à d:

1

2d+2

(
2d+ 1
d

)
ln
(n
d
− 1
)
≤ Λ(xn

eq, µd(x
n
eq)) ≤ 2d−1(2 + ln(n)). (3.36)

Posteriormente, Hormann, Klein and De Marchi [HKM12] mostraram que esse comportamento não
é afetado quando os nós de interpolação são obtidos a partir de pequenas perturbações dos nós
igualmente espaçados:
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1
2d+2Md+1

(
2d+ 1
d

)
ln
(
n
d − 1

)
≤ Λ(xn, µd(x

n)) ≤ 2d−1Md(2 +M ln(n)),

para

M :=
max

0≤i<n
xni+1−xni

min
0≤i<n

xni+1−xni
.

Para outros tipos de nós, a análise da constante de Lebesgue em função do parâmetro d parece
ser bastante intricada, pois a distribuição dos d+1 nós dos subconjuntos utilizados para calcular os
interpoladores locais em (3.25) pode ser bastante sensível com relação ao parâmetro d. Por exemplo,
para os nós de Chebyshev do segundo tipo (3.16), quando d� n, os d+ 1 pontos das malhas locais
são quase igualmente espaçados e é razoável esperar que o comportamento da constante de Lebesgue
Λ (xn

cheb2, µd(x
n
cheb2)) fosse similar ao comportamento da constante de Lebesgue polinomial para

d+1 nós igualmente espaçados (que é da ordem de 2d.) Por outro lado, para d ≈ n, o comportamento
da contante de Lebesgue Λ (xn

cheb2, µd(x
n
cheb2)) deve ser similar ao comportamento da constante

de Lebesgue para o interpolador de Lagrange ( d = n), a qual possui crescimento logaritmico em
n, conforme visto em (3.22). A Figura 3.4 mostra que esse é, de fato, o comportamento esperado
para essa constante de Lebesgue.

Figura 3.4: As constantes de Lebesgue Λ
(
xn
eq, µd(x

n
eq)
)
e Λ (xn

cheb2, µd(x
n
cheb2)), em escala logaritmica

(base = 10) para n = 50 e 1 ≤ d ≤ 50.

3.2.5 Sobre a magnitude da função de Lebesgue para o interpolador de Floater-
Hormann no interior do intervalo de interpolação

Nesta seção, o conjunto de nós igualmente espaçados xn
eq será denotado, simplesmente, por x.

Em 2013, Klein [Kle13] observou que a função de Lebesgue (2.6)

Leb(x,x, µd(x))

associada ao interpolador de Floater-Hormann com nós igualmente espaçados e d < n/2 possui
magnitude da ordem de log(n) no intervalo [xd, xn−d]. Mais precisamente, vale que

|Leb(x,x, µd(x))| ≤ 0.65(2 + log(n+ 2d)), x ∈ [xd, xn−d], d ≥ 5,

ou, em termos da constante de Lebesgue (2.5) com intervalo de referência5 [xd, xn−d],

Λ(x, µd(x)|xn−dxd
≤ 0.65(2 + log(n+ 2d)), d ≥ 5. (3.37)

Essa é a motivação principal para a de�nição dos interpoladores de Floater-Hormann estendidos,
os quais estudaremos, em detalhe, no Capítulo 6. A desigualdade (3.37) corresponde ao Teorema

5Note que o intervalo de referência não precisa necessariamente conter todos os nós de interpolação.
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3.1 de [Kle13]. Porém, o leitor eventualmente poderá ter um pouco de di�culdade em fazer essa
associação, devido à falta de rigor com que essa desigualdade é apresentada em [Kle13].

A seguir apresentamos uma abordagem alternativa para (3.37), a qual é baseada no caso parti-
cular d = 1 em (3.36)

Λ(x, µd(x)|xnx0 ≤ 2 + ln(n) (3.38)

e na seguinte relação de recorrência (isso será provado adiante) para d ≤ s:

rd+1(x,x[k, k + s+ 1],y[k, k + s+ 1]) =

s∑
j=0

µd(x[k,k+s])j yk+j
x−xk+j

−
s∑
j=0

µd(x[k+1,k+1+s])j yk+1+j
x−xk+1+j

s∑
j=0

µd(x[k,k+s])j
x−xk+j

−
s∑
j=0

µd(x[k+1,k+1+s])j
x−xk+1+j

, (3.39)

onde

x[k, k + s] := (xk, xk+1, . . . , xk+s) , y[k, k + s] := (yk, yk+1, . . . , yk+s) (3.40)

e

rd(x,x[k, k + s],y[k, k + s]) =
s∑
j=0

µd(x[k,k+s])j yk+j
x−xk+j

/
s∑
j=0

µd(x[k,k+s])j
x−xk+j .

Note que a relação (3.39) fornece um método simples para calcular os pesos de interpolação para o
interpolador de Floater-Hormann para nós igualmente espaçados: µd+1(x[k, k + 1 + s])j =

µd(x[k, k + s])0, para j = 0.

µd(x[k, k + s])j − µd(x[k + 1, k + 1 + s])j−1, para 1 ≤ j ≤ s.
−µd(x[k + 1, k + 1 + s])s, para j = s+ 1.

(3.41)

Assim, para determinar os pesos (simpli�cados) para o interpolador de Floater-Hormann para n = 9
e d = 3, por exemplo, podemos partir dos pesos simpli�cados

µ̃0(x[0, 6]) = (1,−1, 1,−1, 1,−1, 1) (3.42)

para o interpolador de Berrut (d = 0) e iterar (3.41) para k = 0 e s = 6, 7 e 8:

µ̃1(x[0, 7]) =
(1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, 0)
−(0, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1)

= (1,−2, 2,−2, 2,−2, 2,−1),

µ̃2(x[0, 8]) =
(1,−2, 2,−2, 2,−2, 2,−1, 0)
−(0, 1,−2, 2,−2, 2,−2, 2,−1)

= (1,−3, 4,−4, 4,−4, 4,−3, 1),

µ̃3(x[0, 9]) =
(1,−3, 4,−4, 4,−4, 4,−3, 1, 0)
−(0, 1,−3, 4,−4, 4,−4, 4,−3, 1)

= (1,−4, 7,−8, 8,−8, 8,−7, 4,−1).

Essas relações podem ser encontradas na página 8 de [FH07].
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A prova de (3.39) segue das identidades (3.29) e (3.30). De fato, temos

s∑
j=0

µd(x[k,k+s])j yk+j
x−xk+j

−
s∑
j=0

µd(x[k+1,k+1+s])j yk+1+j
x−xk+1+j

s∑
j=0

µd(x[k,k+s])j
x−xk+j

−
s∑
j=0

µd(x[k+1,k+1+s])j
x−xk+1+j

=

k+s−d∑
i=k

λi,d(x,x)pi,d(x,x,y) −
k+s+1−d∑
i=k+1

λi,d(x,x)pi,d(x,x,y)

k+s−d∑
i=k

λi,d(x,x) −
k+s+1−d∑
i=k+1

λi,d(x,x)

=

k+s−d∑
i=k

[λi,d(x,x)pi,d(x,x,y) − λi+1,d(x,x)pi+1,d(x,x,y)]

k+s−d∑
i=k

[λi,d(x,x) − λi+1,d(x,x)]
=

k+s−d∑
i=k

λi,d+1(x,x)[pi,d(x,x,y)(x−xi+d+1) + pi+1,d(x,x,y)(xi−x)]

k+s−d∑
i=k

(xi−xi+d+1)[λi,d+1(x,x)]

(3.9)
=

k+s−d∑
i=k

λi,d+1(x,x)
[pi,d(x,x,y)(x−xi+d+1) + pi+1,d(x,x,y)(xi−x)]

(xi−xi+d+1)

k+s−d∑
i=k

λi,d+1(x,x)

=

k+s−d∑
i=k

λi,d+1(x,x)pi,d+1(x,x,y)

k+s−d∑
i=k

λi,d+1(x,x)

.

A nossa estimativa para o lado esquerdo de (3.37) é dada por

Teorema 4. Se x é formado por nós igualmente espaçados e 1 ≤ d ≤ bn/2c, então

Λ(x, µd(x))|xn−dxd
≤ 2 + ln(n).

Esse resultado segue do seguinte Lema, para u = 0 e s = n

Lema 1. Se x é formado por nós igualmente espaçados, 1 ≤ d ≤ bn/2c, s ≥ 2d, u ≥ 0 e u+ s ≤ n,
então

Λ(x[u, u+ s], µd(x[u, u+ s]))|xu+s−dxu+d
≤ 2 + ln(n). (3.43)

Demonstração. A prova é feita por indução em d. Para d = 1, o resultado segue de (3.38). Suponha,
então, que d ≥ 1, u+ s ≤ n, s ≥ 2(d+ 1) e que o resultado vale para d.

Como u + s − 1 < u + s ≤ n e s − 1 ≥ 2d, dados y ∈ Rn+1, com ||y||∞ ≤ 1 e x ∈
[xu+(d+1), xu+s−(d+1)]/{xu+d+1, xu+d+2, . . . , xu+s−(d+1)}, segue, pela hipótese de indução, que
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∣∣∣∣∣s−1∑
j=0

µd(x[u,u+s−1])j yu+j
x−xu+j

∣∣∣∣∣ (2.5),(3.43)

≤ (2 + ln(n))

∣∣∣∣∣s−1∑
j=0

µd(x[u,u+s−1])j
x−xu+j

∣∣∣∣∣
e ∣∣∣∣∣s−1∑

j=0

µd(x[u+1,u+1+s−1])j yu+1+j

x−xu+1+j

∣∣∣∣∣ (2.5),(3.43)

≤ (2 + ln(n))

∣∣∣∣∣s−1∑
j=0

µd(x[u+1,u+1+s−1])j
x−xu+1+j

∣∣∣∣∣ .
Logo, obtemos |rd+1(x,x[u, u+ s],y[u, u+ s])|

(3.39)

≤

(2 + ln(n))

∣∣∣∣∣s−1∑
j=0

µd(x[u,u+s−1])j
x−xu+j

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣s−1∑
j=0

µd(x[u+1,u+1+s−1])j
x−xu+1+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣s−1∑
j=0

µd(x[u,u+s−1])j
x−xu+j

−
s−1∑
j=0

µd(x[u+1,u+1+s−1])j
x−xu+1+j

∣∣∣∣∣
. (3.44)

Portanto, basta mostrar que as duas somatórias do denominador em (3.44) possuem sinais opostos.
De fato, como os interpoladores de Floater-Hormann não possuem pólos, então, para 0 ≤ m ≤ n−1,
a função

ϕm(t) :=
s−1∑
j=0

µd(x[u+1,u+1+s−1])j
t−xu+1+j

/
s−1∑
j=0

µd(x[u,u+s−1])j
t−xu+j

não muda de sinal em ]xm, xm+1[ e o sinal de ϕm(x) pode ser obtido analisando o sinal do limite

lim
t−→x+m

ϕ(t) =
µd(x[u+ 1, u+ 1 + s− 1])m−u−1

µd(x[u, u+ s− 1])m−u
. (3.45)

Por (3.27), temos que os pesos para o interpolador de Floater-Hormann com nós igualmente es-
paçados depedem apenas dos parâmetros d e n e do espaçamento entre os nós. Logo, temos
µd(x[u + 1, u + 1 + s − 1])m−u−1 = µd(x[u, u + s − 1])m−u−1 e isso e (3.27) mostram que (3.45) é
negativo.
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Capítulo 4

A estabilidade backward da fórmula
baricêntrica para interpolação

Neste capítulo apresentamos um estudo sobre a estabilidade numérica da fórmula baricêntrica
(2.1) para interpolação, o qual consiste na análise dos Erros II e III de�nidos na Figura 4.1. Esse
estudo teve como motivação principal a análise da estabilidade numérica da fórmula baricêntrica
para o interpolador de Lagrange (3.2). A principal referência sobre o tópico até então [Hig04]
considerava apenas os efeitos dos erros de arredondamento no Passo 3 da Figura 4.1, ou seja,
assumia-se que x e y eram formados por números de ponto �utuante (no contexto da interpolação
de Lagrange, os pesos de interpolação (3.6) não eram interpretados como parâmetros do problema
original de interpolação, por serem de�nidos em função de x.)

Função abstrata
f(x)

Passo I: Interpolação abstrata−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Erro I: Teoria da aproximação

Interpolador abstrato
q(x,x,y,w) x = nós exatos

y = f(x)
w = pesos exatosy

O erro total
é uma combinação
dos erros nos
Passos I, II e III

y

Passo II: representação
de q em precisão �nita

Erro II: depende de como
x,y e w são arredondados

Resultado �nal

f(x)
??
≈ fl(q(x, x̂, ŷ, ŵ))

Passo III: avaliação numérica
de q(x, x̂, ŷ, ŵ)

←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Erro III: Análise de estabilidade

Na prática, utilizamos
q(x, x̂, ŷ, ŵ){

x̂, ŷ e ŵ = versões
arredondadas de x,y e w

Figura 4.1: Decomposição do erro de interpolação.

O trabalho de Higham [Hig04] mostra que, sob o modelo de aritmética de ponto �utuante
de�nido na Seção 2.3, a primeira fórmula baricêntrica (3.5) é backward estável, no sentido de que,
para cada número de ponto �utuante x, o valor computado fl(p(x, x̂, ŷ, γ(x̂))) de p(x, x̂, ŷ, γ(x̂))
é igual a p(x, x̂, ỹ, γ(x̂)), para ỹ relativamente próximo a ŷ. Por outro lado, Higham a�rma que
a segunda fórmula baricêntrica (3.8) para interpolação de Lagrange não possui a propriedade de
estabilidade backward em geral.

A propriedade de estabilidade backward depende do signi�cado preciso do termo relativamente
próximo empregado acima, o qual pode variar de acordo com o contexto, devido às diferenças de
rigor exigido em cada situação. A seguir apresentamos uma possível formalização desse conceito,
porém não iremos insistir doravante no formalismo com relação a essa questão.
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De�nição 1. Seja φ(n, ε) uma função positiva. Um algoritmo para avaliar uma expressão numérica
u(α0, . . . , αk, . . . , αr) é dito φ-backward estável com relação ao parâmetro n−dimensional αk =
(αk,1, αk,2, . . . , αk,n) se para cada conjunto de parâmetros arredondados α̂0, . . . , α̂k, . . . , α̂r existe um
vetor n−dimensional α̃k tal que o valor computado fl(u(α̂0, . . . , α̂k, . . . , α̂r)) de u(α0, . . . , αk, . . . ,
αr) satisfaz

fl(u(α̂0, . . . α̂k, . . . , α̂r)) = u(α̂0, . . . , α̃k, . . . , α̂r), com max
1≤j≤n

∣∣∣∣ α̃k,j − α̂k,jα̂k,j

∣∣∣∣ ≤ φ(n, ε). (4.1)

No trabalho de Higham, por exemplo, temos φ(n, ε) = O(nε).
O primeiro resultado concreto referente à estabilidade backward da segunda fórmula baricêntrica

para interpolação foi obtido por Mascarenhas [Mas14], o qual desenvolveu um algoritmo backward
estável (conforme a noção de estabilidade backward de�nida acima) para calcular

q(x, x̂, ŷ, γ∗) (4.2)

para todo conjunto de nós formados por números de ponto �utuante x̂, onde γ∗ são os pesos
simpli�cados dados por (3.17). Esse interpolador foi inspirado no interpolador de Lagrange para os
nós de Chebyshev do segundo tipo q(x,xcheb2, ŷ, γ

∗). Por coincidência, o interpolador (4.2) também
corresponde ao interpolador de Floater-Hormann para nós igualmente espaçados, com d = 1 (ver
equações após (3.42).)

O nosso trabalho generaliza os resultados obtidos em [Mas14] ao estabelecer a propriedade
de estabilidade backward para a fórmula baricêntrica (2.1) para famílias mais gerais de nós e de
pesos para interpolação, a saber aqueles para os quais a constante de Lebesgue (2.5) é pequena1.
Além disso, incorporamos à analise da estabilidade backward os efeitos causados pelos erros de
arredondamento no Passo II da Figura 4.1.

A necessidade de fragmentar o processo de avaliação numérica da fórmula baricêntrica em duas
etapas (Passos II e III) é motivada pelos resultados apresentados na Tabela 5 de [Mas14]. Nela são
comparadas as performances das fórmulas

p(x,x, f l(f(x)), γ(x)) = (−1)n2n−1

n p(x,x, f l(f(x)), n
(−1)n2n−1γ(x)), (4.3)

p(x,x, f l(f(x)), γ(xcheb2)) = (−1)n2n−1

n p(x,x, f l(f(x)), γ∗), (4.4)

e

q(x,x, f l(f(x)), γ(xcheb2)) = q(x,x, f l(f(x)), γ∗), x = x̂cheb2 (4.5)

para interpolação da função f(x) = sin(x) próximo aos nós de interpolação e para uma quantidade
grande de nós (n ≥ 1000), de modo a termos um Erro I desprezível (ver equação (3.4)) quando
comparado à precisão da máquina utilizada ε ≈ 2.2×10−16. Os valores exibidos naquela tabela cor-
respondem aos valores obtidos pela avaliação numérica das expressões no lado direito das equações
(4.3), (4.4) e (4.5) (observe que, nas duas últimas, os pesos simpli�cados são utilizados.)

O erro para o interpolador (4.3) na Tabela 5 de [Mas14] é O(nε) e está de acordo com os resul-
tados estabelecidos por Higham [Hig04]. Porém, para o interpolador (4.4), os dados apresentados
mostram um erro da ordem de n2ε e isso justi�ca a necessidade de uma análise mais apurada
sobre a sensibilidade das fórmulas baricêntricas (3.5) e (3.8) com relação aos erros oriundos do
arredondamento dos parâmetros x e w.

Essa discrepância nε vs n2ε motivou o estudo apresentado em [MdC16] sobre a estabilidade
numérica de interpoladores do tipo (4.4) e (4.5) para interpolação de Lagrange, para os quais os

1Para o interpolador de Lagrange associado aos nós de Chebyshev do segundo tipo considerado em [Mas14], por
exemplo, a constante de Lebesgue é O(log(n)) (ver equação (3.22).)
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pesos de interpolação w não estão em exata concordância com os pesos γ(x) para interpolação
polinomial com nós arredondados x = x̂. O caso de interesse

x = x̂cheb2, w = ŵ = γ∗

contemplado em (4.4) e (4.5), onde os nós de Chebyshev arredondados são combinados com os pesos
simpli�cados (3.17), é denominado em [MdC16] de o caso de Salzer, em homenagem à fórmula (3.17)
para os pesos de interpolação polinomial primeiramente deduzida por Salzer [Sal72].

A vantagem na utilização das fórmulas (4.4) e (4.5) com os pesos simpli�cados ao invés da
fórmula (4.3) é a ordem de complexidade computacional. Enquanto são necessárias O(n2) operações
aritméticas para calcular todos os pesos, e portanto, toda a expressão, em (4.3), as expressões (4.4)
e (4.5) podem ser avaliadas com apenas O(n) operações aritméticas.

4.1 A estabilidade backward da fórmula baricêntrica para interpo-

lação

Nesta seção apresentamos a análise da estabilidade backward da fórmula baricêntrica (2.1)
para interpolação. Para tal �m, consideramos nós x ⊂ [a, b] e pesos de interpolação teóricos de
referência w e os nós x̂ ⊂ [â, b̂] e pesos ŵ (ambos arredondados) que serão efetivamente utilizados
na avaliação numérica de (2.1). Assumiremos, também, que os valores observados y são formados
por números de ponto �utuante2, isto é y = ŷ. Quando x0 = a, por exemplo, podemos ter x̂0 < a
e isso justi�ca considerar um novo intervalo de referência [â, b̂] para interpolação. Em todo caso,
de�nimos x−1 := a, x̂−1 := â, xn+1 := b e x̂n+1 := b̂. A relação entre x e x̂ e entre os intervalos
de referência [a, b] e [â, b̂] é mensurada por meio dos números

δj,k := δ(x, x̂)j,k =
xj−xk
x̂j−x̂k − 1, −1 ≤ j < k ≤ n+ 1

δ := δ(x, x̂) = max
j 6=k
|δj,k| (4.6)

e do homeomor�smo (a�m por partes) χ : [â, b̂] −→ [a, b]

χ(x̂) = xi +
xi+1 − xi
x̂i+1 − x̂i

(x̂− x̂i), x̂i ≤ x̂ < x̂i+1, −1 ≤ i ≤ n, (4.7)

convencionando-se que

x̂i < x̂i+1 para 0 ≤ i < n, (4.8)

x0 = a ⇐⇒ x̂0 = â, (4.9)

xn = b ⇐⇒ x̂n = b̂ (4.10)

e que a relação (4.7) está de�nida para i = −1 e i = n apenas quando â 6= x̂0 e x̂n 6= b̂. Analoga-
mente, de�nimos δj,k = 0 quando x̂j = x̂k.

Para evitar casos patológicos, iremos assumir, também, que

wi 6= 0, ŵi 6= 0, 0 ≤ i ≤ n. (4.11)

A relação entre w e ŵ é quantizada pelo vetor de erros relativos ζζζ

ζi := ζ(w, ŵ)i =
wi
ŵi
− 1, i = 0, 1, . . . , n. (4.12)

2Os efeitos do arredondamento de y podem ser mensurados facilmente em termos da desigualdade (2.7)
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Exemplo 1. Em [MdC16], mostramos que a diferença entre as performances dos interpoladores
(4.3) e (4.4) relatada na seção anterior se deve, essencialmente3, à diferença na magnitude do vetor
de erros relativos (4.12) em cada caso. Em ambas as fórmulas (4.3) e (4.4), os nós de referência x
são tomados como os nós de Chebyshev do segundo tipo arredondados, isto é:

x = x̂ = x̂cheb2

e os pesos de referência são dados por

w =
n

(−1)n2n−1
γ(x). (4.13)

Porém, no caso do interpolador (4.3), os pesos arredondados ŵnum são obtidos pela avaliação nu-
mérica de n

(−1)n2n−1γ(x) segundo a fórmula (3.6)

ŵnum = fl

(
n

(−1)n2n−1
γ(x)

)
, (4.14)

equanto que os pesos arredondados ŵsal para o interpolador (4.4) são os pesos simplicados γ∗ dados
por (3.17).

De acordo com as regras de arredondamento descritas na Seção 2.3, vale que

ŵnumi

(∗)
= 1

(−1)n2n−1 fl (nγ(x))

(2.16)
= n

(−1)n2n−1 〈1〉ifl (γ(x))

= n
(−1)n2n−1 〈1〉ifl

 n∏
j = 0
j 6= i

1
(x̂cheb2)i−(x̂cheb2)j


(2.20)

= n
(−1)n2n−1 〈1〉i〈2n〉i

n∏
j = 0
j 6= i

1
(x̂cheb2)i−(x̂cheb2)j

(2.17)
= 〈2n+ 1〉i n

(−1)n2n−1γ(x)i

= 〈2n+ 1〉iwi,

ou seja,

||ζζζnum||∞ = max
0≤i≤n

∣∣∣∣ wi
ŵnumi

− 1

∣∣∣∣ = max
0≤i≤n

∣∣∣∣ 1

〈2n+ 1〉i
− 1

∣∣∣∣ (2.17),(2.19)

≤ 1.01(2n+ 1)ε, (4.15)

para (2n + 1)ε < 0.001. Em contraste, o Lema 3 de [MdC16] fornece o seguinte limitante superior
para ||ζζζsal||∞

||ζζζsal||∞ ≤ 2.4624||x̂cheb2 − xcheb2||∞n2 < 9n2ε, (4.16)

para ||x̂cheb2 − xcheb2||∞ ≤ 3ε.

3As quantidades mais apropriadas para descrever esse fenômeno são zi = ŵi
wi
− 1, i = 0, 1, . . . , n [MdC16]. Porém,

se zi é pequeno, como, por exemplo, |zi| < 0.5, então zi e ζi = −zi
1+zi

possuem a mesma ordem de magnitude.
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(*) Não há erros de arrendamento ao multiplicar/ dividir um número de ponto �utuante por uma
potência de 2.

A Figura 4.2 mostra os valores de ||ζζζnum||∞ e ||ζζζsal||∞ calculados numericamente para diversos
valores de n e as retas de quadrados mínimos obtidas mostram que os limitantes superiores em (4.15)
e (4.16) fornecem a ordem correta para magnitude dos vetores ζζζnum e ζζζsal. Os dados representados
na Figura 4.2 foram obtidos com o auxílio da biblioteca MPFR. Os nós x̂cheb2 foram calculados
com precisão dupla, utilizando-se a constante M_PI da biblioteca C++ padrão e a expressão xi =
sin
(
π 2i−n

2n

)
para os nós (3.16). Os pesos de referência w foram obtidos pela avaliação numérica

da expressão (4.13) utilizando-se aritmética de alta precisão, com 50 casas decimais, e os pesos
arredondados ŵnum foram obtidos pela avaliação numérica da expressão (4.14) em aritmética de
precisão dupla.

Figura 4.2: Erro relativo nos pesos de interpolação.

Antes de prosseguir com o enunciado dos teoremas sobre a estabilidade backward da fórmula
baricêntrica, precisamos do seguinte resultado

Lema 2. A transformação χ : [x̂−1, x̂n+1] −→ [x−1, xn+1] de�nida em (4.7) é estritamente crescente
e satisfaz

|χ(x̂)− x̂| ≤ max
−1≤i≤n+1

|x̂i − xi| (4.17)

e ∣∣∣χ(x̂)−xi
x̂−x̂i − 1

∣∣∣ ≤ max{δk,i, δk+1,i}, para x̂k ≤ x̂ ≤ x̂k+1.

Demonstração. Para mostrar (4.17), observe que g(x̂) := χ(x̂)− x̂ é uma função a�m por partes e,
portanto, assume seus máximos e mínimos locais nos pontos x̂−1, x̂0, . . . , x̂n, x̂n+1. Analogamente,
a função

h(x̂) = χ(x̂)−xi
x̂−x̂i − 1

=
xk+

xk+1−xk
x̂k+1−x̂k

(x̂−x̂i+x̂i−x̂k)−xi
x̂−x̂i − 1

=
(
xk+1−xk
x̂k+1−x̂k − 1

)
+
(
xk+1−xk
x̂k+1−x̂k (x̂i − x̂k) + (xk − xi)

)
1

x̂−x̂i

ou é constante (para i ∈ {k, k+ 1} ), ou é monótona (para i /∈ {k, k+ 1}) no intervalo [x̂k, x̂k+1]
e, portanto, assume seus valores de máximo e mínimo nos extremos desse intervalo. Logo,

|h(x̂)| ≤ max{|h(x̂k)|, |h(x̂k+1)|} = max{δk,i, δk+1,i} ∀ x̂ [x̂k, x̂k+1].
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4.1.1 Resultados teóricos

Teorema 5. Sob as hipóteses (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11), se

n∑
i=0

wi
x−xi 6= 0 ∀ x ∈ [x−1, xn+1]/{x0, x1, . . . , xn}

e δ em (4.6), ζζζ em (4.12) e a constante de Lebesgue (2.5) satisfazem

δ <
1− ||ζζζ||∞
Λ(x,w)

− ||ζζζ||∞, (4.18)

então, dado x̂ ∈ [x̂−1, x̂n+1]/{x̂0, x̂1, . . . , x̂n}, vale que

n∑
i=0

ŵi
x̂− x̂i

6= 0 (4.19)

e existe βββ ∈ Rn+1 tal que

q(x̂, x̂,y, ŵ) = q(χ(x̂),x, ỹ,w), para ỹi = (1 + βi)yi, i = 0, 1, . . . , n, (4.20)

com

||βββ||∞ ≤ (δ + ||ζζζ||∞)(1 + Λ(x,w))

1− ||ζζζ||∞ − [δ + ||ζζζ||∞]Λ(x,w)
. (4.21)

Demonstração. Pelo Lema 2, Temos que

νi := χ(x̂)−xi
x̂−x̂i − 1

satisfaz |νi| ≤ δ e (4.18) mostra que ||ζζζ||∞ < 1. Logo, podemos escrever ŵi = wi/(1 + ζi) e segue
que

n∑
i=0

ŵi
x̂−x̂i

/
n∑
i=0

wi
χ(x̂)−xi =

n∑
i=0

wi/(1+ζi)
(χ(x̂)−xi)/(1+νi)

/
n∑
i=0

wi
χ(x̂)−xi

= 1 +
n∑
i=0

wi

(
1+νi
1+ζi

−1
)

χ(x̂)−xi

/
n∑
i=0

wi
χ(x̂)−xi = 1 + q(χ(x̂),x, σ,w),

(4.22)

para

σi := 1+νi
1+ζi
− 1, i = 0, 1, . . . , n.

Como

||σ||∞ ≤
||ν||∞ + ||ζζζ||∞

1− ||ζζζ||∞
≤ δ + ||ζζζ||∞

1− ||ζζζ||∞
, (4.23)

então

|q(χ(x̂),x, σ,w)|
(2.5)

≤ Λ(x,w)||σ||∞ ≤ Λ(x,w)
δ + ||ζζζ||∞
1− ||ζζζ||∞

(4.18)
< 1 (4.24)

e isso prova (4.19).
Por (4.22), segue, também, que
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q(x̂, x̂,y, ŵ) =
n∑
i=0

yiŵi
x̂−x̂i

/
n∑
i=0

ŵi
x̂−x̂i

=
n∑
i=0

yiwi

(
1+νi
1+ζi

)
χ(x̂)−xi

/(
n∑
i=0

wi
χ(x̂)−xi

)
(1 + q(χ(x̂),x, σ,w))

= q(χ(x̂),x, ỹ,w),

para

ỹi := yi

(
1 + νi
1 + ζi

)
1

1 + q(χ(x̂),x, σ,w)
. (4.25)

Logo, ỹi = yi(1 + βi), com

|βi| =
∣∣∣(1+νi

1+ζi

)
1

1+q(χ(x̂),x,σ,w) − 1
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
(
1+νi
1+ζi

−1
)
−q(χ(x̂),x,σ,w)

1+q(χ(x̂),x,σ,w)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣ 1+νi1+ζi

−1
∣∣∣+|q(χ(x̂),x,σ,w)|

1−|q(χ(x̂),x,σ,w)|

(4.24)

≤ (1+Λ(x,w))||σ||∞
1−Λ(x,w)||σ||∞

(4.23)

≤ (δ+||ζ||∞)[1+Λ(x,w)]
1−||ζζζ||∞−Λ(x,w)(δ+||ζζζ||∞) , i = 0, 1, . . . , n.

Corolário 1. Sob as hipóteses do Teorema 5, vale que

Λ(x̂, ŵ)|b̂â ≤ Λ(x,w)|ba
1+δ

1−||ζζζ||∞−Λ(x,w)|ba(δ+||ζζζ||∞)
.

Demonstração. Para x̂ ∈ [â, b̂], denote por ỹ(x̂,y) e β(x̂,y) os vetores especi�cados em (4.25).
Então:

Λ(x̂, ŵ)|b̂â = max
||y||≤1

(
max

x̂ ∈ [â,b̂]
|q(x̂, x̂,y, ŵ)|

)
(4.20)

= max
||y||≤1

(
max

x̂ ∈ [â,b̂]
|q(χ(x̂),x, ỹ(x̂,y),w)|

)
(2.5)

≤ Λ(x,w)|ba

(
max
||y||≤1

max
x̂ ∈ [â,b̂]

||ỹ(x̂,y)||∞

)

≤ Λ(x,w)|ba

(
1 + max

||y||≤1
max

x̂ ∈ [â,b̂]
||βββ(x̂,y)||∞

)
(4.21)

≤ Λ(x,w)|ba
(

1 +
(δ+||ζ||∞)(1+ Λ(x,w)|ba)

1−||ζ||∞−[δ+||ζ||∞] Λ(x,w)|ba

)
= Λ(x,w)|ba

(
1+δ

1−||ζ||∞−[δ+||ζ||∞] Λ(x,w)|ba

)

Teorema 6. Assuma que a precisão da máquina ε de�nida em (2.14) seja tal que (2n+6)ε < 0.001
e de�na

Z =
||ζζζ||∞ + (n+ 2)ε

1− (n+ 2)ε
. (4.26)
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Sob as hipóteses do Teorema 5, se δ, Z e Λ(x,w) satisfazem

(δ + Z)Λ(x,w) + Z < 1

e x̂ ∈ [â, b̂] é um número de ponto �utuante, então o valor computado fl(q(x̂, x̂,y, ŵ)) é igual a
q(x,x, ỹ,w)) para algum x ∈ [a, b] e y ∈ Rn+1 tais que

|x̂− x| ≤ max
−1≤i≤n+1

|x̂i − xi|

e

ỹi = yi(1 + αi)(1 + νi), i = 0, 1, . . . , n,

com

||ννν||∞ ≤ 1.01(2n+ 6)ε e ||ααα||∞ ≤ (1 + Λ(x,w)) (δ + Z)

1− Z − (δ + Z)Λ(x,w)
. (4.27)

Demonstração. Se x̂ = x̂k, para k ∈ {0, 1, . . . , n}, basta tomar x = xk e ỹ = y. Vamos assumir,
portanto, que x̂ ∈ [â, b̂]/{x̂0, x̂1, . . . , x̂n}.

Pelas regras de arredondamento descritas na Seção (2.3), temos que

fl

(
n∑
i=0

ŵi
x̂−x̂i

)
=

n∑
i=0

ŵi〈n+2〉i
x̂−x̂i e fl

(
n∑
i=0

yiŵi
x̂−x̂i

)
=

n∑
i=0

yiŵi〈n+3〉i
x̂−x̂i

e, portanto,

fl(q(x̂, x̂,y, ŵ)) = fl

(
n∑
i=0

yiŵi〈n+3〉i
x̂−x̂i

/
n∑
i=0

ŵi〈n+2〉i
x̂−x̂i

)
(2.17)

=
n∑
i=0

yiw
′
i
〈n+4〉i
〈n+2〉i

x̂−x̂i

/
n∑
i=0

w′i
x̂−x̂i

= q(x̂, x̂,y′,w′),

para

w′i = ŵi〈n+ 2〉i e y′i = yi
〈n+ 4〉i
〈n+ 2〉i

(2.17)
= yi〈2n+ 6〉i, i = 0, 1, . . . , n. (4.28)

Como, também, wi = ŵi(1 + ζi), i = 0, 1, . . . , n, então ζ ′i := wi
w′i
− 1 satisfaz

|ζ ′i| =
∣∣∣ wi
ŵi〈n+2〉i − 1

∣∣∣ =
∣∣∣ (1+ζi)
〈n+2〉i − 1

∣∣∣ (2.17)
= |〈n+ 2〉i′(1 + ζi)− 1|

≤ |〈n+ 2〉i′ζi|+ |〈n+ 2〉i′ − 1|
(2.19)

≤ |ζi|
(

1 + (n+2)ε
1−(n+2)ε

)
+ (n+2)ε

1−(n+2)ε

≤ |ζi|+(n+2)ε
1−(n+2)ε ≤ Z.

Logo, aplicando o Teorema 5 para (x,w), (x̂,w′) e y = y′, obtemos fl(q(x̂, x̂,y, ŵ)) = q(x̂, x̂,y′,w′) =
q(χ(x̂),x, ỹ,w), para

ỹi = y′i(1 + αi) = yi(1 + αi)〈2n+ 6〉i
= yi(1 + αi)(1 + νi), i = 0, 1, . . . , n,

com |χ(x̂)− x| ≤ ||x̂− x||∞ (ver Lema 2) e

|νi| = |〈2n+ 6〉i − 1| ≤ 1.01(2n+ 6)ε e |αi| ≤ (δ+Z)(1+Λ(x,w))
1−Z−(δ+Z)Λ(x,w) .
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Observação 2. Os resultados dessa seção foram publicados no artigo [MdC14]. No enunciado do
Teorema (2.1) em [MdC14], resultado correspondente ao Teorema 6, está escrito �(2n + 5)ε"ao
invés de �(2n+ 6)ε". Esse erro é proveniente da omissão de uma passagem no desenvolvimento da
equação analoga à equação (4.28) em [MdC14].

4.1.2 Experimentos numéricos

O Teorema 6 a�rma que, sob certas hipóteses,

fl(q(x̂, x̂,y, ŵ)) = q(x,x, ỹ,w)), (4.29)

para algum vetor βββ ∈ Rn+1 tal que

ỹi = (1 + βi)yi, i = 0, 1, . . . , n,

e fornece uma estimativa superior para ||βββ||∞, a qual depende dos parâmetros n, δ, ζζζ e Λ.
Se os denominadores em (4.26) e (4.27) são relativamente grandes, digamos

1− Z − (δ + Z)Λ(x,w) ≥ 0.5 e 1− (n+ 2)ε ≥ 0.5,

então a ordem de grandeza dos limitantes superiores para ααα e ννν em (4.27) são

max{||ζζζ||∞, nε, δ}Λ(x,w) e nε,

respectivamente, e isso nos leva a um limitante superior para βββ = ααα+ννν+αααννν (αααννν denota o produto
coordenada a coordenada de ααα e ννν) da ordem de

max{||ζζζ||∞, nε, δ}Λ(x,w). (4.30)

Nessa seção apresentamos alguns experimentos numéricos para mostrar que a estimativa (4.30)
fornece a ordem correta da dependência do erro backward em função desses parâmetros.

O vetor de erros relativos βββ é, em geral, difícil de mensurar, pois há apenas uma equação, a
saber a equação (4.29), para determinar as n+ 1 incógnitas β0, β1, . . . , βn. Porém, quando y = e(j)

para algum índice j, isto é,

yj = 1, yi = 0, i 6= j,

podemos determinar βj explicitamente por meio de (4.29):

fl
(
q(x̂, x̂, e(j), ŵ)

)
=

(1+βj)wj
x−xj

/
n∑
i=0

wi
x−xi = (1 + βj)q(x,x, e

(j),w),

ou seja,

βj =
fl
(
q(x̂, x̂, e(j), ŵ)

)
q(x,x, e(j),w)

− 1. (4.31)

Sensibilidade com relação à ζζζ

Para analisar a sensibilidade do erro backward com relação ao parâmetro ζζζ, realizamos um
experimento com os interpoladores (4.3) e (4.4) discutidos no Exemplo 1.

Nesse caso, temos x = x̂ = x̂cheb2 e, então, δ = 0. Além disso, o Lema 4 em [MdC16] mostra
que, se ||x− xcheb2||∞ ≤ 4.6× 10−16, então

Λ(x, γ(x)) ≤ 1.063Λ(xcheb2, γ(xcheb2))
(3.22)

≤ 1.063
(

2
π log(n) + 1.01

)
.
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Isso mostra que, para cada um dos dois casos considerados ŵ = wnum e ŵ = wsal , a estimativa
(4.30) para a ordem do erro backward é essencialmente descrita pela magnitude (O(nε) e O(n2ε),
respectivamente) dos vetores de erros relativos ζζζnum e ζζζsal.

Para ilustrar esse fenômeno, calculamos β0 em (4.31) no número de ponto �utuante x∗j mais

próximo (à direita) de x̂k = fl
(
−cos

(
kπ
n

))
, para diversos valores de n e k, com k ≤ n/2. Os

numeradores em (4.31), em cada caso, foram obtidos avaliando-se as expressões q
(
x∗k,x, e

(0),wnum
)

e q
(
x∗k,x, e

(0),wsal
)
em precisão dupla. O denominador q(x∗k,x, e

(0), γ(x)) em (4.31) foi obtido
pela avaliação numérica dessa expressão em precisão elevada (50 casas decimais), com o auxílio da
biblioteca de precisão múltipla MPFR.

As retas de quadrados mínimos na Figura 4.3 mostram que, de fato, |β0| é da ordem de nε,para
wnum, e da ordem de n2ε, para wsal, conforme já havíamos previsto em teoria.

Figura 4.3: O erro backward max
1≤k≤n/2

log10 (|β0|) para os pesos ŵnum e ŵsal.

Sensibilidade com relação à Λ

Para analisar a relação entre o erro backward e a constante de Lebesgue Λ, realizamos um
experimento com os interpoladores polinomiais de Lagrange4 com nós igualmente espaçados para
n ∈ {2, 3, . . . , 50}. Para cada valor de n, escolhemos n+ 1 nós igualmente espaçados x em [0, n],
de modo a termos nós inteiros (representáveis em precisão �nita) e, portanto, δ = 0. Para cada
valor de n, calculamos β0 em (4.31) em 1002 pontos igualmente espaçados em [0, n] e com pesos
arredondados obtidos pela avaliação numérica de w = γ(x). Nesse caso, o argumento acima da
equação (4.15) também se aplica e temos que vetor de erros relativos ζζζ possui magnitude da ordem
de nε. Dessa forma, temos que a estimativa (4.30) para a ordem do erro backward é essencialmente
descrita por Λ(x, γ(x)), uma vez que a constante de Lebesgue para o interpolador de Lagrange com
nós igualmente espaçados possui crescimento exponencial com relação à n (ver Seção 3.1.4.)

Os valores mostrados na Figura 4.4, mostram que, de fato, |β0| possui crescimento exponencial
em função de n.

4Na Seção 5.4.1 há experimentos similares com os interpoladores de Floater-Hormann.
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Figura 4.4: O erro backward máximo max log2 (|β0|) sob 10002 pontos igualmente espaçados em [0, n] .
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Capítulo 5

A estabilidade numérica do interpolador
de Floater-Hormann

Em 2012, Webb, Trefethen e Gonnet [WTG12] mostraram, por meio de experimentos com
interpoladores de Lagrange, que a segunda fórmula baricêntrica (2.1) não é estável para extrapolação
no plano complexo e, em particular, na reta real. Por outro lado, os resultados apresentados na Seção
5 de [MdC16] e em [Hig04] a�rmam que a primeira fórmula baricêntrica (3.5) para o interpolador de
Lagrange é backward estável sobre toda a reta real (tomando-se como referência os nós arredondados
x̂.) Neste capítulo apresentamos uma generalização da primeira fórmula baricêntrica (3.5) para o
interpolador de Floater-Hormann e um algoritmo backward estável para avalia-la.

A fórmula em questão é

p(x,x,y, µ(x)) =

n∑
i=0

µ(x)iyi
x− xi

/
n−d∑
i=0

λi,d(x,x) , (5.1)

onde as funções λi(x,x) e os pesos de interpolação µd(x)i, i = 0, 1, . . . , n − d são dados por (3.26)
e (3.27), respectivamente. A identidade (3.29) mostra que as expressões de�nidas por (3.28) e (5.1)
são idênticas. Observe que, para d = n, a fórmula (5.1) coincide com a primeira fórmula baricêntrica
(3.5) para o interpolador de Lagrange.

Como estamos essencialmente interessados na comparação entre algoritmos e o erro causado
pelo arredondamento dos nós (Erro Tipo II na Figura 4.1) é devido somente às características da
máquina e não dos algoritmos em si, assumiremos, na nossa análise, que

x = x̂ e y = ŷ.

Na prática, iremos manter a notação original e comparar o valor calculado fl(rd(x, x̂, ŷ)) com

p(x, x̂, ŷ, µ(x̂)) = q(x, x̂, ŷ, µ(x̂))

ao invés de (3.28) ou (5.1). A Seção 4 de [MdC16] explica por que isso é razoável também do ponto
de vista de aproximação.

5.1 Algoritmos

Nesse trabalho consideramos dois tipos de algoritmos para a avaliação do interpolador de
Floater-Hormann:

• Tipo I: Utiliza a formula (5.1). Atenção especial é dada ao cálculo do seu denominador.

• Tipo II: Utiliza a formula (3.28).

37
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A distinção entre dois algoritmos de um mesmo tipo se dá pelo modo como os pesos de interpolação
µ(x̂) são calculados. Os erros de arredonadamento oriundos desse processo são mensurados por

zi := z(µ̂, µ(x̂))i =
µ̂i

µ(x̂)i
− 1, i = 0, 1, . . . , n, (5.2)

onde µ̂ denota o vetor de pesos arredondados que serão efetivamente utilizados na computação.
Dados x, x̂, ŷ e µ̂, os algoritmos do Tipo II calculam o numerador e o denominador de q(x, x̂, ŷ, µ̂)

com um laço simples e retornam o valor computado do quociente entre eles. Os algoritmos do
Tipo I também calculam o numerador de p(x, x̂, ŷ, µ̂) com um laço simples, porém o denominador
n−d∑
i=0

λi(x, x̂) é calculado como indicado pelo lado direito da igualdade (3.32). Mostramos, na Seção

3.2.2, que todas as parcelas de (3.32) possuem o mesmo sinal e, como observado anteriormente
em [Mas14], essa propriedade é útil para construir algoritmos estáveis para a avaliação de funções
racionais.

5.2 Análise da estabilidade backward dos algoritmos do Tipo I e

do Tipo II

A nossa análise se baseia na decomposição do erro total de interpolação de acordo com o dia-
grama da Figura 4.1.

5.2.1 Erro no Passo II

Os pesos de interpolação µ̂ podem ser obtidos, por exemplo, pela avaliação numérica de µ(x̂).
Porém, em alguns casos de interesse, os pesos µ(x) possuem formas algébricas fechadas simples que
podem ser calculadas numericamente de forma e�ciente, como no caso de Salzer para interpolação
polinomial (d = n) abordado no Exemplo 1 do Capítulo 4, ou no caso dos nós igualmente espaçados,
cujos pesos simpli�cados podem ser obtidos por meio da relação (3.41).

Com relação à primeira estratégia de obtenção dos pesos, temos o seguinte

Lema 3. Se µ̂ é obtido por meio da avaliação numérica de µ(x̂) de acordo com a fórmula (3.27) e
a precisão da máquina ε é tal que 3dε < 0.001, então o vetor de erros relativos z de�nido por (5.2)
satisfaz

||z||∞ ≤ 3.03dε, d ≥ 1. (5.3)

A análise é feita somente para d ≥ 1, pois, para d = 0, os pesos dados por (3.27) já são formados
por números de ponto �utuante (±1), os quais não dependem dos nós x̂.

Demonstração. Cada parcela em (3.27) pode ser calculada com alta precisão relativa. De fato, por
(2.20), obtemos

fl

(−1)j


j+d∏
τ = j
τ 6= i

x̂i − x̂τ


−1 = (−1)j


j+d∏
τ = j
τ 6= i

1

x̂i − x̂τ

 〈2d〉. (5.4)

Observe que o produtório em (5.4) possui exatamente d fatores, pois (3.27) mostra que j ≤ i ≤ j+d.

Como a soma em (3.27) possui no máximo d + 1 parcelas e todas possuem o mesmo sinal,
podemos utilizar a propriedade (2.22), para m = d e q = 2d, para concluir que

µ̂i = fl (µ(x̂)i) = µ(x̂)i〈3d〉.



5.2 ANÁLISE DA ESTABILIDADE BACKWARD DOS ALGORITMOS DO TIPO I E DO TIPO II 39

Logo,

|z(µ̂, µ(x̂))i| =
∣∣∣ µ̂i−µ(x̂)i

µ(x̂)i

∣∣∣ = |〈3d〉 − 1|
(2.19)

≤ 3.03dε.

Com relação à segunda estratégia, se os erros relativos na avaliação numérica dos pesos analíticos
µ(x) são

υi =
µ̂i

µ(x)i
− 1, i = 0, 1, . . . , n (5.5)

e de�nimos

θi = µ(x)i
µ(x̂)i

− 1, i = 0, 1, . . . , n,

então

zi = (1 + θi)(1 + υi)− 1 = θi + υi + θiυi, i = 0, 1, . . . , n. (5.6)

Como o uso dos pesos analíticos µ(x) só é vantajoso quando os erros (5.5) são pequenos, é razoável
assumir que o termo dominante em (5.6) é θi. De fato, para a segunda fórmula baricêntrica (3.28),
por exemplo, os pesos simpli�cados para nós igualmente espaçados são formados por números
inteiros (ver (3.41)) para os quais υi = 0, i = 0, 1, . . . , n. Temos o seguinte:

Lema 4. Se

4||x− x̂||∞
η(x)

[1 + log(d)] ≤ 0.1, (5.7)

para

η(x) := min
0≤i<n

|xi+1 − xi|, (5.8)

então

||θθθ||∞ ≤ 4.45
||x− x̂||∞
η(x)

[1 + log(d)]. (5.9)

Demonstração. Começamos analisando cada parcela de µ(x̂)i em (3.27):

w(x̂)i,j := (−1)j
j+d∏
τ = j
τ 6= i

1
x̂i−x̂τ .

Para max{0, i− d} ≤ j ≤ min{n− d, i} e j ≤ τ ≤ j + d, de�na

ϑ(x, x̂)i,j =
w(x)i,j
w(x̂)i,j

− 1 =


j+d∏
τ = j
τ 6= i

x̂i − x̂τ
xi − xτ

− 1, (5.10)

r(x, x̂)τ,i = x̂i−x̂τ
xi−xτ − 1 e s(x, x̂)i,j =

j+d∑
τ = j
τ 6= i

|r(x, x̂)τ,i|.
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Por (5.8), vale que

|r(x, x̂)τ,i| ≤ 2||x−x̂||∞
|i−τ |η(x) .

Como, também, max{0, i− d} ≤ j ≤ min{n− d, i} e j ≤ τ ≤ j + d, obtemos

s(x, x̂)i,j ≤ 2||x−x̂||∞
η(x)

j+d∑
τ = j
τ 6= i

1
|i−τ | ≤

4||x−x̂||∞
η(x) [1 + log(d)] ≤ 0.1.

(5.11)

Portanto, por (5.7), podemos aplicar o Lema 9 de [MdC16] para concluir que |ϑ(x, x̂)i,j | ≤

s(x, x̂)i,j +
s(x, x̂)2

i,j

1− s(x, x̂)i,j
≤ s(x, x̂)i,j

1− s(x, x̂)i,j

(5.7),(5.11)

≤ 4.45
||x− x̂||∞
η(x)

[1 + log(d)] ≤ 0.445. (5.12)

Voltando para (5.10), escrevemos

µ(x)i =

min{n−d,i}∑
j=max{0,i−d}

w(x̂)i,j [1 + ϑ(x, x̂)i,j ] (5.13)

e, como todas as parcelas de (5.13) possuem o mesmo sinal (ver (3.27)), segue que

µ(x)i = [1 + ρi]
min{n−d,i}∑

j=max{0,i−d}
w(x̂)i,j = [1 + ρi]µ(x̂)i,

para algum número real ρi tal que |ρi| ≤ max
max{0,i−d}≤j≤ min{n−d,i}

|ϑ(x, x̂)i,j |.

Portanto, por (5.12), obtemos

max
i

∣∣∣µ(x)i
µ(x̂)i

− 1
∣∣∣ ≤ 4.45 ||x−x̂||∞η(x) [1 + log(d)].

Observação 3. Os resultados deste capítulo foram publicados no artigo [dC15]. Em [dC15], come-
temos um pequeno erro na estimativa (5.11). Dessa forma, os fatores 2δ e 2.24δ no enunciaodo do
Lema 2 em [dC15] devem ser substituídos por 4δ e 4.45δ, respectivamente.

Para algumas familias de nós para as quais o espaçamento máximo e mínimo entre os nós é
bem diferente, a estimativa (5.9) pode ser melhorada. Para os nós de Chebyshev do segundo tipo,
por exemplo, o fator [1 + log(d)] poderia ser substituído por uma constante. De fato, observando a
relação

θi = − ζsali

1+ζsali

entre θθθ e ζsalζsalζsal (de�nido no Exemplo 1) e a inequação (4.16) obtemos

||θθθ||∞ ≤ 1.12||ζζζsal||∞ ≤ 10.08n2ε,

para ||ζsal||∞ ≤ 0.1, e vale que

η(xcheb2) =
∣∣cos

(
π
n

)
− cos

(
0π
n

)∣∣ =
∣∣∣2 sin

(
π
2n

)2∣∣∣ ≤ 1
2n2 .
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Os valores apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2 mostram que a estimativa (5.9) fornece a ordem
correta para ||θθθ||∞. Consequentemente, para os nós igualmente espaçados, a primeira estratégia é
qualitativamente melhor, pois nesse, caso a estimativa superior (5.3) é apenas O(dε), enquanto que
a estimativa superior (5.9) é O(nε[1 + log(d)]), para ||x − x̂||∞ ≈ ε. Essa discrepância aumenta
dramaticamente no caso dos nós de Chebyshev do segundo tipo de�nidos em [a, b], para os quais
η(x) é O

(
b−a
n2

)
. No entanto, enfatizamos que os valores da Tabela 5.2 são meramente ilustrativos,

pois não há formas analíticas simples conhecidas para os pesos associados aos nós de Chebyshev do
segundo tipo para d < n. O caso de interesse (d = n) abordado no Exemplo 1, para o qual θ ≈ ζsal,
é analisado em detalhe em [MdC16].

d \n 102 103 + 1 104 105 + 1 106

1 9.33 10−2 6.74 10−2 8.90 10−2 1.09 10−1 5.75 10−1

4 1.00 10−1 6.66 10−2 9.35 10−2 1.29 10−1 7.31 10−2

7 1.15 10−1 7.31 10−2 9.10 10−2 1.28 10−1 7.94 10−2

10 1.70 10−1 7.00 10−2 8.47 10−2 1.31 10−1 7.79 10−2

13 1.13 10−2 6.97 10−2 7.86 10−2 1.30 10−1 7.93 10−2

Tabela 5.1: Valores de max
0≤i≤n

|θi|
n||x−x̂||∞(1+log(d)) para nós igualmente espaçados de�nidos em [−1, 1]; ||x −

x̂||∞ := 10−15.

d \n 102 103 + 1 104 105 + 1 106

1 1.74 10−2 2.02 10−2 1.69 10−2 1.02 10−2 1.40 10−2

2 1.47 10−2 2.37 10−2 1.24 10−2 8.65 10−3 1.31 10−2

3 1.40 10−2 2.38 10−2 1.25 10−2 7.88 10−3 1.42 10−2

4 1.30 10−2 2.37 10−2 1.27 10−2 7.78 10−3 1.42 10−2

5 1.27 10−2 2.39 10−2 1.24 10−2 7.59 10−3 1.42 10−2

Tabela 5.2: Valores de max
0≤i≤n

|θi|
||x−x̂||∞

2
n2 para os nós de Chebyshev do segundo tipo; ||x− x̂||∞ := 10−15.

Os valores apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2 foram obtidos com o auxílio da biblioteca MPFR.
Os nós x foram calculados com precisão de 30 casas decimais. Os nós x̂ foram calculados em
precisão dupla (≈ 16 casas decimais) e transformados para números com 30 casas decimais. Todos
os cálculos intermediários foram realizados com precisão de 30 casas decimais e o resultado �nal foi
arredondado para precisão dupla.

5.2.2 Erro no Passo III

Teorema 7 (Estabilidade backward dos algoritmos do Tipo I). Se x é um número de ponto �utuante
e a precisão da máquina ε é tal que(

3n+ 5d+ 1

2
+ 11

)
ε < 0.001, (5.14)

então o valor calculado fl(p(x, x̂, ŷ, µ̂)) de p(x, x̂, ŷ, µ(x̂)) é igual a p(x, x̂, ỹ, µ(x̂)), para algum
vetor ỹ ∈ Rn+1 tal que

ỹi = ŷi (1 + zi) (1 + κi),

com z de�nido em (5.2) e

|κi| ≤ 1.01
(

3n+5d+1
2 + 11

)
ε, i = 0, 1, . . . , n.
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Demonstração. Vamos iniciar analisando o cálculo do denominador (3.32). Temos que

fl(ξi(x, x̂)) = fl

(−1)ifl

[ i+d∏
j=i+1

x− x̂j

]−1
 fl

(
x̂i − x̂i+d+1

(x−x̂i)(x−x̂i+d+1)

) .

Como

fl

[ i+d∏
j=i+1

x− x̂j

]−1
 (2.20)

=

(
i+d∏
j=i+1

1
(x−x̂j)

)
〈2d〉i

e

fl
(

x̂i − x̂i+d+1

(x−x̂i)(x−x̂i+d+1)

)
(2.20)

=
(

x̂i − x̂i+d+1

(x−x̂i)(x−x̂i+d+1)

)
〈5〉i,

0 ≤ i ≤ n− d− 1, então fl(ξi(x, x̂))
(2.16),(2.17)

=

(−1)i

[(
i+d∏
j=i+1

1
x−x̂j

)
x̂i − x̂i+d+1

(x−x̂i)(x−x̂i+d+1)

]
〈2d+ 6〉i = ξi(x, x̂)〈2d+ 6〉i. (5.15)

Analogamente, obtemos

fl(ξi(x, x̂)) = ξi(x, x̂)〈2(d+ 1)〉i, i = −1, n− d (5.16)

e

fl(λi(x, x̂)) = λi(x, x̂)〈2(d+ 1)〉i, i = 0, 1, . . . , n− d. (5.17)

Assim, por (2.18), (3.32), (5.15), (5.16) e (5.17), obtemos fl

(
n−d∑
i=0

λi(x, x̂)

)
=

fl

(
δk−d ξ−1(x, x̂)〈2d+ 6〉−1 +

∑
0≤k−d−2j−1≤k−d

ξk−d−2j−1(x, x̂)〈2d+ 6〉k−d−2j−1 +

∑
k−d<i≤k

λi(x, x̂)〈2d+ 6〉i +
∑

k<k+1+2j≤n−d
ξk+1+2j(x, x̂)〈2d+ 6〉k+1+2j

)
,

para xk < x < xk+1. Como não há mais que d+
⌊
n+1−d

2

⌋
+ 2 parcelas na expressão acima e todas

possuem o mesmo sinal (ver Seção (3.2.2)), podemos aplicar (2.22) e (2.18) para obter

fl

(
n−d∑
i=0

λi(x, x̂)

)
=

(
n−d∑
i=0

λi(x, x̂)

)〈
3d+ 7 +

⌊
n+ 1− d

2

⌋〉
1

. (5.18)

Agora, voltando as atenções para o numerador de (5.1), temos

fl
(
µ̂iŷi
x−x̂i

)
=

(
µ̂iŷi
x−x̂i

)
〈3〉i, i = 0, 1, . . . , n

e, portanto,

fl

(
n∑
i=0

µ̂iŷi
x−x̂i

)
(2.21)

=
n∑
i=0

(
µ̂iŷi
x−x̂i

)
〈n+ 3〉i.

Logo,
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fl(p(x, x̂, ŷ, µ(x̂))) = fl

 fl

(
n∑
i=0

µ̂iŷi
x−x̂i

)
fl

(
n−d∑
i=0

λi(x,x̂)

)
 (2.16),(2.17)

=

n∑
i=0

µ̂i
x−x̂i

ŷi〈1〉〈n+3〉i〈3d+7+bn+1−d
2 c〉

2

n−d∑
i=0

λi(x,x̂)

=

n∑
i=0

µ(x̂)i
x−x̂i

ỹi

n−d∑
i=0

λi(x,x̂)

= p(x, x̂, ỹ, µ(x̂)),

para

ỹi = ŷi
µ̂i

µ(x̂)i

〈
n+ 3d+ 11 +

⌊
n+1−d

2

⌋〉
i
.

De�nindo κi =
〈
n+ 3d+ 11 +

⌊
n+1−d

2

⌋〉
i
− 1, então (5.14) e (2.19) mostram que

|κi| ≤ 1.01
(

3n+5d+1
2 + 11

)
ε, i = 0, 1, . . . , n

e isso completa a prova.

Corolário 2 (Avaliação estável da função de Lebesgue). Sob as hipóteses do Teorema 7, se x ∈
[a, b] é um número de ponto �utuante e o vetor z em (5.2) satisfaz

||z||∞ < 1, (5.19)

então a função de Lebesgue (2.6) pode ser avaliada de forma que∣∣∣∣fl(L(x, x̂, a, b))

L(x, x̂, a, b)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1.01(1 + ||z||∞)

(
3n+ 5d+ 1

2
+ 11

)
ε+ ||z||∞. (5.20)

Demonstração. Para cada número de ponto �utuante x ∈ [a, b], podemos de�nir um vetor ŷ,
ŷi ∈ {−1, 1}, i = 0, 1, . . . , n tal que

L(x, x̂, a, b) = p(x, x̂, ŷ, µ(x̂)). (5.21)

Assim, aplicando o Teorema 7, obtemos

fl(L(x, x̂, a, b)) = fl(p(x, x̂, ŷ, µ̂)) = p(x, x̂, ỹ, µ(x̂)), (5.22)

para algum vetor ỹ ∈ Rn+1 tal que

ỹi = ŷi (1 + zi) (1 + κi),

com

|κi| ≤ 1.01
(

3n+5d+1
2 + 11

)
ε, i = 0, 1, . . . , n.

Além disso, as condições (5.14) e (5.19) implicam que ỹi e ŷi possuem o mesmo sinal para todos
os índices i. Consequentemente, todas as parcelas do numerador da expressão do lado esquerdo de
(5.21) são positivas, e

min
0≤i≤n

ỹi
ŷi

= min
0≤i≤n

|ỹi| ≤ fl(p(x,x̂,ŷ,µ̂))
p(x,x̂,ŷ,µ̂) ≤ max

0≤i≤n
|ỹi| = max

0≤i≤n
ỹi
ŷi

e (5.20) segue de (5.21) e (5.22).

A estabilidade backward para os algoritmos do Tipo II segue diretamente do Teorema 6 no
Capítulo 4, tomando-se δ = 0.

Teorema 8 (Estabilidade backward para algoritmos do Tipo II). Se os vetores x̂, µ̂ e a precisão
da máquina ε são tais que
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(2n+ 6)ε ≤ 0.001

e

Z(Λ(x̂, µ(x̂)) + 1) < 1,

para

Z :=
||ζ||∞ + (n+ 2)ε

1− (n+ 2)ε
, e ζk :=

−zk
1 + zk

, k = 0, 1, . . . , n, (5.23)

então o valor calculado fl(q(x, x̂, ŷ, µ̂)) de q(x, x̂, ŷ, µ(x̂)) é igual a q(x, x̂, ỹ, µ(x̂)), para algum
vetor ỹ ∈ Rn+1 tal que

ỹi = ŷi(1 + αi)(1 + νi), i = 0, 1, . . . n,

com

||α||∞ ≤ Z[1+Λ(x̂,µ(x̂))]
1−Z[Λ(x̂,µ(x̂))+1] e ||ν||∞ ≤ 1.01(2n+ 6)ε.

5.3 Análise da estabilidade forward dos algoritmos do Tipo I e do

Tipo II

Por estabilidade backward de um algoritmo do Tipo I ou do Tipo II, queremos dizer que, para
cada conjunto de parâmetros compostos por números de ponto �utuante x̂, ŷ e x ∈ [a, b] há um
vetor βββ ∈ Rn+1 (pequeno em magnitude e que depende de x, x̂ e ŷ) tal que o valor �nal calculado
fl(u(x, x̂, ŷ, µ(x̂))) de u(x, x̂, ŷ, µ(x̂)) satisfaz

fl(u(x, x̂, ŷ, µ(x̂))) = u(x, x̂, ỹ, µ(x̂)), ỹi = (1 + β)ŷi, i = 0, 1, . . . , n (5.24)

(u = p para um algoritmo do Tipo I e u = q para um algoritmo do Tipo II.) Como de praxe,
podemos limitar o erro forward em função do erro backward e da constante de Lebesgue de acordo
com (2.7), isto é, |fl(u(x, x̂, ŷ, µ(x̂)))− u(x, x̂, ŷ, µ(x̂))| =

|u(x, x̂, ỹ, µ(x̂))− u(x, x̂, ŷ, µ(x̂))| ≤ Λ(x̂, µ(x̂)) ||ỹ − ŷ||∞ ≤ Λ(x̂, µ(x̂)) ||βββ||∞||ŷ||∞. (5.25)

O Teorema 7 a�rma que o vetor de erros relativos βββ sempre existe para os algoritmos do Tipo
I e fornece uma estimativa superior

O(||z||∞ + nε) (5.26)

para ||βββ||∞. Quando a constante de Lebesgue Λ(x̂, µ(x̂)) é pequena, o vetor βββ também existe para
os algoritmos do Tipo II e, nesse caso, o Teorema 8 fornece uma estimativa superior

O(Λ(x̂, µ(x̂))(||z||∞ + nε)) (5.27)

para ||βββ||∞, conforme discutido na Seção 4.1.2.
Como Λ(x̂, µ(x̂)) ≥ 1, as relações (5.25), (5.26) e (5.27) podem dar a impressão de que os

algoritmos do Tipo I são mais forward estáveis do que os algoritmos do Tipo II com mesmos
parâmetros (x̂, ŷ, x e µ̂). Porém, a análise da estabilidade forward é mais sutíl, por que um erro
backward grande não necessariamente leva à um erro forward grande. O exemplo mais simples desse
fenômeno é a interpolação da função constante f(x) ≡ 1 (ver nota de rodapé na página A3011 de
[WTG12]) para o qual o valor calculado de (2.1) é sempre idêntico a 1, não importando o quão
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grande é o erro cometido na avaliação do numerador e do denominador de (2.1). Além disso, Higham
[Hig04] apresentou as seguintes estimativas para os erros relativos forward

er1[ŷ](x) =
fl(p(x, x̂, ŷ, µ̂))

p(x, x̂, ŷ, µ̂)
− 1 e er2[ŷ](x) =

fl(q(x, x̂, ŷ, µ̂))

q(x, x̂, ŷ, µ̂)
− 1 (5.28)

para os algoritmos dos Tipos I e II para o interpolador de Lagrange (d = n):

|er1[ŷ](x)| ≤ 1.01(5n+ 5)ε cond(x, n, ŷ), nε < 0.001

e

|er2[ŷ](x)| ≤ (3n+ 4)ε cond(x, n, ŷ) + (3n+ 2)ε cond(x, n,1) +O
(
ε2
)
, (5.29)

1 = (1, 1, . . . , 1), cond(x, n, ŷ) :=

n∑
i=0

∣∣∣µ(x̂)iŷix−xi

∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i=0

µ(x̂)iŷi
x−xi

∣∣∣∣ e Celis [Cel08] obteve uma relação similar para

o erro forward da fórmula baricêntrica genérica (2.1) na sua Tese de doutorado. Dessa forma, como

|er1[ŷ](x)|
(5.24)

≤ ||βββŷ||∞ cond(x, n, ŷ) com ||βββŷ||∞
(5.26)

= O(||z||∞ + nε), (5.30)

a relação (5.29) sugere que os algoritmos do Tipo II são signi�cativamente menos estáveis do que
os algoritmos do Tipo I somente nos casos em que |er1[1](x)| >> |er1[ŷ](x)|.

Ainda assim, a relação (5.29) é viezada em favor dos algoritmos do Tipo I, pois não permite
identi�car as situações nas quais os algoritmos do Tipo II são mais estáveis do que os algoritmos
do Tipo I. Para preencher essa lacuna, apresentamos a seguir uma versão de (5.29) para d e n
quaisquer

Teorema 9. Se os pesos arredondados µ̂ são utilizados por ambos os algoritmos do Tipo I e do
Tipo II, er2[ŷ](x) 6= −1 e a precisão da máquina ε é tal que

3ε ≤ 0.001,

então os erros relativos de�nidos em (5.28) satisfazem

er1[ŷ](x) + 1

er2[ŷ](x) + 1
= 1 + er1[1](x) + σ, (5.31)

com

|σ| ≤ 3.03ε(1 + |er1[1](x)|).

Demonstração. Por (5.28) e pelas propriedades (2.16) e (2.17), temos er1[ŷ](x)+1
er2[ŷ](x)+1 =

fl(p(x,x̂,ŷ,µ̂))
fl(q(x,x̂,ŷ,µ̂)) =

〈1〉1 fl

(
n∑
i=0

µ(x̂)iyi
x−x̂i

)/
fl

(
n−d∑
i=0

λi(x,x̂)

)
〈1〉2 fl

(
n∑
i=0

µ(x̂)iyi
x−x̂i

)/
fl

(
n∑
i=0

µ(x̂)i
x−x̂i

) = 〈2〉3
fl

(
n∑
i=0

µ(x̂)i
x−x̂i

)
fl

(
n−d∑
i=0

λi(x,x̂)

) .

De forma análoga, (2.16) mostra que

1 + er1[1](x) = 〈1〉4
fl

(
n∑
i=0

µ(x̂)i
x−x̂i

)
fl

(
n−d∑
i=0

λi(x,x̂)

) .

Portanto,
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er1[ŷ](x)+1
er2[ŷ](x)+1

(2.17)
= 〈3〉5(1 + er1[1](x)) = 1 + er1[1](x) + σ,

com

σ = (〈3〉5 − 1)(1 + er1[1](x)) e |σ|
(2.19)

≤ 3.03ε(1 + |er1[1](x)|).

Observe que, no caso ŷ = 1 mencionado após a equação (5.27), (5.31) nos mostra claramente
que er2[ŷ](x) deve ser bem pequeno.

Uma estimativa análoga à (5.29) pode ser obtida por (5.30) e (5.31), rearranjando os termos em
(5.31)

er2[ŷ](x) =
er1[ŷ](x)− σ − er1[1](x)

1 + er1[1](x) + σ
(5.32)

e utilizando a expansão de Taylor 1
1+t = 1− t+ 2

(1+ξ)3
t2, 0 < ξ < t, para limitar o denominador

em (5.32).

5.4 Experimentos numéricos

Nessa seção apresentamos os resultados de diversos experimentos numéricos para mostrar ao
leitor como a teoria desenvolvida nas duas seções anteriores se aplica em situações concretas.

Nos experimentos descritos a seguir, x̂, ŷ, µ̂ e x correspondem a números de ponto �utuante
IEEE 754 padrão (precisão dupla). Os experimentos foram realizados com dois algoritmos �xos
(um do Tipo I e um do Tipo II) para os quais µ̂ é calculado com erro relativo (5.2) satisfazendo
||z||∞ ≤ 3.03dε (veja o Lema 3 na Seção 5.2.) O valor calculado (fl) de uma expressão matemática
foi obtido com precisão dupla e o seu valor exato foi obtido avaliando-a com aritmética de alta
precisão (50 casas decimais) com o auxílio da biblioteca MPFR.

Observação 4. Na nossa implementação dos algoritmos do Tipo I nós utilizamos (e recomendamos
fortemente o uso) a estratégia proposta na Seção 3.1 de [Mas14] para lidar com under�ow/over�ow
no cálculo de produtos com um número grande de fatores.

5.4.1 Interpolação dos polinômios Lagrange

Análogo ao desenvolvimento da Seção 4.1.2, podemos determinar o erro backward por meio da
relação (4.31)

βj =
fl(u(x, x̂, e(j), µ(x̂)))

u(x, x̂, e(j), µ(x̂))
− 1, (5.33)

quando o vetor de valores observados y satisfaz ŷ = e(j), para

e
(j)
j = 1, e

(j)
k = 0, k 6= j

(esse caso corresponde à interpolação do j-ésimo polinômio de Lagrange com nós x̂.) Quando a fração
em (5.33) é muito pequena, então a magnitude do lado direito de (5.33) indicará um erro relativo
de cerca de 100% e a verdadeira relação entre os valores calculados e exato de u(x, x̂, e(j), µ(x̂))
(u = p ou u = q ) não será devidamente representada. Nesse caso, a quantidade

β∗j = − βj
1 + βj

=
u(x, x̂, e(j), µ(x̂))

fl(u(x, x̂, e(j), µ(x̂)))
− 1 (5.34)

é mais indicada para descrever o fenômeno.
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No experimento descrito abaixo, calculamos as expressões dadas pelos lados direitos de (5.33)
e (5.34) para medir a magnitude dos vetores de erros relativos βββ e β∗β∗β∗ na avaliação numérica dos
algoritmos dos Tipos I e II. Escolhemos n+ 1 = 101 nós igualmente espaçados em [0, n] (de modo
a ter nós formados por números inteiros) e calculamos o valor absoluto das expressões em (5.33) e
(5.34) para diversos valores de x e para j ∈ I = {0, 9, 18, 27, 36, 45}. Os resulados são mostrados
na Figura 5.1, em escala logaritmica (base = 10.)

(a) (b) d = 5

(c) d = 10 (d) d = 20

Figura 5.1: Valor absoluto do erro backward (em escala logaritmica) max
j ∈ I

log10 (|βj |) para interpolação (a)

e o erro forward reverso max
j ∈ I

log10

(
|β∗j |

)
para extrapolação (b), (c) e (d).

O grá�co (a) mostra o comportamento do erro relativo backward (5.33) para interpolação em função
do parâmetro d que de�ne a ordem de convergência do interpolador de Floater-Hormann. Para cada
valor de d, 1 ≤ d ≤ 50, o valor plotado corresponde ao máximo valor absoluto do lado direito de
(5.33) sobre 10000 pontos igualmente espaçados x em [0, n] e sobre j ∈ I. Os valores neste grá�co
mostram que o erro backward para o algoritmo do Tipo II cresce exponencialmente com relação à
d e sugere que a estimativa superior (5.27) fornece, de fato, a ordem correta da magnitude desses
erros neste caso. Esses valores também mostram que o erro relativo backward para o algoritmo do
Tipo I não depende da constante de Lebesgue, como já havíamos comentado em (5.26).

Em cada um dos grá�cos (b), (c) e (d), observa-se um comportamento similar, porém agora
para extrapolação sobre o intervalo [n, 5n], para valores �xos de d (d = 5 no grá�co (b), d = 10
no grá�co (c) e d = 20 no grá�co (d).) Os valores das abscissas nesses grá�cos correspondem a 51
nós igualmente espaçados n = t0, t1, . . . , t50 = 5n em [n, 5n] e a ordenada correspondente à abscissa
tk (1 ≤ k ≤ 50) é o máximo valor absoluto do lado direito de (5.34) sobre 1001 nós igualmente
espaçados x em [tk−1, tk] e sobre j ∈ I. A curva superior nos grá�cos (b), (c) e (d) são formadas
pelos valores correspondentes da constante de Lebesgue (sobre [tk−1, tk]) vezes o produto nε, para
ε := 2.3 ∗ 10−16.
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Os valores no grá�co (a) também indicam que er1[ŷ](x) = O(ε), a partir do que poderia-
se deduzir, por (5.32), que er2[ŷ](x) ≈ er1[1](x) = O(nεΛ(x̂, µ(x̂))) e isso corrobora os valores
plotados para o algoritmo do Tipo II no mesmo grá�co (o intervalo de referência para a constante
de Lebesgue nesse caso é o intervalo de interpolação [a, b] = [0, n].)

5.4.2 Avaliação estável da função/constante de Lebesgue

As estimativas (3.36) nos dão informações úteis sobre o comportamento da constante de Le-
besgue para nós igualmente espaçados, porém obter informações mais precisas sobre a constante
de Lebesgue para essa e/ou outras familias de nós é, em geral, difícil e/ou trabalhoso. Na prática,
podemos calcular a constante de Lebesgue maximizando a função de Lebesgue (2.6)

L(x, x̂, µ(x̂)) =


n∑
i=0

∣∣∣µ(x̂)ix−x̂i

∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i=0

µ(x̂)i
x−x̂i

∣∣∣∣ =

n∑
i=0

∣∣∣µ(x̂)ix−x̂i

∣∣∣∣∣∣∣∣n−d∑i=0
λi(x,x̂)

∣∣∣∣∣
, x /∈ {x0, x1, . . . , xn},

1, caso contrário,

(5.35)

a qual coincide com a de�nição do número de condição cond(x, n,1) em (5.29). As expressões em
(5.35) sugerem que os algoritmos dos tipos I e II podem ser facilmente adaptadados para calcular
a função de Lebesgue. Observe que (5.35) nada mais é do que a soma dos valores absolutos dos
interpoladores tratados na seção anterior e vimos que os algoritmos do Tipo I são estáveis para
calculá-los. Consequentemente, é possível avaliar a função de Lebesgue por meio dos algoritmos do
Tipo I com erro relativo pequeno O(||z||∞ + nε), como já a�rmado no Corolário 2.

A Figura 5.2 mostra as consequências dessa propriedade na prática.

(a) d = 5 (b) d = 10

(c) d = 15 (d) d = 20

Figura 5.2: log10 L(x, x̂, µ(x̂)) em [−5, 5], para d = 5, 10, 15 and 20. x̂ corresponde à versão arredondada
(em precisão dupla) de n+ 1 = 52 pontos igualmente espaçados em [−1, 1].
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Em cada grá�co, a curva em cinza, obtida pelos valores calculados com o algoritmo do Tipo I,
mostra o grá�co de uma função �bem comportada", suave por partes, como deveríamos esperar
pela de�nição (5.35). A curva em preto, obtida pelos valores calculados com o algoritmo do Tipo II,
apresenta um comportamento similar dentro de uma certa vizinhança do intervalo de interpolação
[−1, 1]. Porém, fora dessa vizinhança, a curva apresenta um comportamento típico de ruído. Esse
fenômeno pode ser explicado brevemente da seguinte forma: quando x está longe do intervalo de
interpolação, o valor exato do denominador de (3.28) (dado pelo lado esquerdo de (3.29)) é muito
menor do que cada uma de suas parcelas, porém os erros de arredondamento originados nos cálculos
dessas parcelas são proporcionais às suas magnitudes e esses erros geralmente não se cancelam
na prática. Além disso, sob o modelo de aritmética de ponto �utuante descrito na Seção 2.3, é
fácil mostrar que o numerador de (5.35) pode ser calculado com alta precisão relativa. Portanto,
o verdadeiro valor de (5.35) é ofuscado pelos grandes erros de arredonadamento originados no
cálculo do lado esquerdo de (3.29) e isso explica porque os valores plotados na Figura 5.2 possuem
comportamento de ruído. Um fenômeno similar de instabilidade para a segunda fórmula baricêntrica
para o interpolador de Lagrange (d = n) foi reportado em [WTG12]. A vantagem dos algoritmos
do Tipo I é que o denominador de (5.1) (dado pelo lado direito de (3.32)) é calculado com alta
precisão relativa e isso previne instabilidade nesse caso.

Uma vez constatado que o erro relativo para o algoritmo do Tipo I é O(nε) nesse caso, podería-
mos, também, explicar a instabilidade do algoritmo do Tipo II em termos da equação (5.32), pois,
nesse caso, temos er2[ŷ](x) ≈ er1[1](x), e er1[1](x) é geralmente grande para extrapolação.

5.4.3 Funções ordinárias

Os exemplos explorados nas seções anteriores são importantes (o exemplo da Seção (5.4.1) ilustra
o comportamento do erro backward e o exemplo da Seção 5.4.2 mostra como calcular a função de
Lebesgue com alta precisão relativa.) Porém, eles representam apenas uma pequena parcela dos
casos possíveis, a saber quando os numeradores de (3.28) e (5.1) podem ser calculados com alta
precisão relativa, não importando o valor de d ou a magnitude da constante de Lebesgue. Para
interpolação de funções mais comuns, como

f(x) = sin(x) e f(x) = 1
1+x2

(função de Runge),

por exemplo, tal condição geralmente não se aplica e há perda signi�cativa de precisão nos cálculos
desses numeradores conforme a ordem de aproximação (parâmetro d) aumenta. A Figura 5.3 ilustra
esse efeito.

(a) f(x) = sin(x) (b) f(x) = 1
1+x2

Figura 5.3: max
x ∈ [−5,5]

|fl(u(x, x̂, f(x̂), µ(x̂)))− u(x, x̂, f(x̂), µ(x̂))|, u = p e u = q, com n+ 1 = 201 pontos

igualmente espaçados em [a = −5, b = 5].
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Para cada valor de d, a ordenada correspondente nos grá�cos (a) e (b) corresponde ao máximo
erro forward (em escala logaritmica, base = 10) de (3.28) e (5.1) para 10000 pontos igualmente
espaçados em [a = −5, b = 5]. Esses grá�cos mostram que as estimativas superiores dadas por
(5.25) e (5.26) fornecem uma boa estimativa sobre a magnitude do erro forward para o algoritmo
do Tipo I. A similaridade entre as performances dos algoritmos dos Tipos I e II, nesse caso, pode
ser explicada em termos de (5.32) e o fato do erro er1[1](x) para interpolação da função constante
não ser muito maior do que o erro er1[ŷ](x).

Agora para extrapolação, na Figura (5.4) vemos o erro relativo forward (também em escala
logaritmica) na avaliação numérica das fórmulas (3.28) e (5.1) em [5, 500], para d = 3 �xo e para
os mesmos 201 nós igualmente espaçados em [−5, 5]. Os valores das abscissas nesses grá�cos cor-
respondem a 100 pontos igualmente espaçados 5 = t0, t1, . . . , t99 = 500 em [5, 500] e a ordenada
correspondente à abscissa tk (1 ≤ k ≤ 99) é o máximo valor absoluto do erro relativo forward sobre
1000 pontos igualmente espaçados em [tk−1, tk].

(a) f(x) = sin(x) (b) f(x) = 1
1+x2

Figura 5.4: max
x ∈ [tk−1,tk]

∣∣∣ fl(u(x,x̂,f(x̂),µ(x̂)))u(x,x̂,f(x̂),µ(x̂)) − 1
∣∣∣ , k = 0, 1, . . . , 99 (u = p e u = q).

O erro relativo no cálculo do denominador de (5.1) é O(nε) (ver (5.18)) e, consequentemente, o
erro relativo forward que observamos para o algoritmo do Tipo I nesses grá�cos é, essencialmente, o
erro relativo no cálculo do numerador de (5.1). Além disso, lembrando que os numeradores de (3.28)
e (5.1) são calculados de forma idêntica, a comparação entre os erros dos algoritmos dos Tipos I e
II mostra o grande impacto dos erros de arredondamento na avaliação numérica do denominador
de (3.28) para extrapolação. Em vista de (5.29), esse fenômeno também mostra que, nese caso, o
número de condição cond(x, n,1) é muito maior do que cond(x, n, ŷ) para x longe do intervalo de
interpolação.

5.4.4 Discussão

Os exemplos mostrados nas seções anteriores sugerem que os algoritmos do Tipo I são mais
estáveis do que os algoritmos do Tipo II para extrapolação. Para interpolação, os algoritmos do
Tipo I são signi�camente mais estáveis do que aqueles do Tipo II somente nos casos nos quais a
constante de Lebesgue é alta e o numerador de (5.1) pode ser calculado com alta precisão relativa
e os resultados dos experimentos da seção anterior mostraram que isso parece ser incomum na
prática. Além disso, [MdC16] mostrou que os algoritmos do Tipo II podem ser efetivamente mais
estáveis do que os algoritmos do Tipo I para funções com baixa constante de Lipschitz, no contexto
da interpolação de Lagrange (d = n). Portanto, a análise da estabilidade forward desses algoritmos
pode ser sutil e os resultados apresentados neste capítulo e o estudo [MdC16] fornecem informações
relevantes para ajudar na escolha do algoritmo mais apropriado para uma aplicação particular.



Capítulo 6

A estabilidade numérica dos
interpoladores de Floater-Hormann
estendidos

Os exemplos numéricos da Seção 5.4.3 mostraram que os interpoladores de Floater-Hormann
são instáveis para valores grandes do parâmetro d (o qual de�ne a ordem de convergência desses
interpoladores, ver Teorema 2) para nós igualmente espaçados e que essa instabilidade é devida,
essencialmente, ao crescimento exponencial da constante de Lebesgue em função de d.

Em uma tentativa de aumentar a estabilidade numérica desses interpoladores para nós igual-
mente espaçados, Klein [Kle13] introduziu uma nova classe de interpoladores, denominada classe dos
interpoladores de Floater-Hormann estendidos. Dados nós igualmente espaçados x = xn

eq, valores
y e d ≥ 0, o interpolador de Floater-Hormann estendido genérico é de�nido por

r̃d(x,x,y) = rd(x, x̃, ỹ), x ∈ [x0, xn],

onde a malha x̃ = (x−d, . . . , x−1, x0, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+d) é obtida a partir de x adicionando-se
d pontos igualmente espaçados em cada extremo do intervalo [x0, xn] e, supondo y = f(x), para
alguma função f : [x−d, xn+d] −→ R, o vetor ỹ ∈ Rn+2d+1 é de�nido como alguma aproximação
de f(x̃). No único método apresentado em [Kle13] para construir efetivamente essas aproximações,
ỹ = Yd̃,ñ(y) é uma função linear em relação à y, de�nida por um certo processo de extrapolação
sobre os 2d nós adicionados (o qual descreveremos formalmente na próxima seção), determinado
por dois parâmetros d̃ e ñ.

Contudo, a análise apresentada em [Kle13] ignora os efeitos de d̃ e ñ no proceso de aproximação
e, consequentemente, superestima o condicionamento (e também a estabilidade) dos interpoladores
estendidos. Por exemplo, o Teorema 3.1 de [Kle13] a�rma que, �sob certa interpretação�, a constante
de Lebesgue Λ̃ dos interpoladores estendidos satisfaz

Λ̃ ≤ 0.65(2 + log(n+ 2d)), para d ≥ 5 (6.1)

(observe que não há nenhuma dependência de d̃ ou ñ no limitante no lado direito da equação acima.)

Por outro lado, a norma Λ̃d,d̃,ñ(x) do operador linear y 7−→ r̃d(x,x,y) = rd

(
x, x̃, Yd̃,ñ(y)

)
, a

qual corresponde à constante de Lebesgue (2.5) para interpolação baricêntrica, está bem de�nida
e a desigualdade (6.1) é falsa, em geral, para Λ̃d,d̃,ñ(x). Os efeitos de d̃ e ñ sobre a ordem de
aproximação também são subestimados. Por exemplo, a Figura 6 de [Kle13] analisa a estabilidade
dos interpoladores estendidos em função de d ∈ {1, 2, . . . , 50}, com d̃ = 7 e ñ = 11 �xos, porém
não é mencionado que a ordem de aproximação desses interpoladores não é sensível ao parâmetro
d para d > d̃.

Neste capítulo apresentamos uma nova análise da estabilidade numérica dos interpoladores de
Floater-Hormann estendidos, a qual considera propriamente os efeitos de d̃ e ñ no processo total de
aproximação. Nosso resultado principal (Teorema 10) mostra que a constante de Lebesgue Λ̃d,d̃,ñ(x)

51
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pode ter crescimento exponencial em função do parâmetro que de�ne a ordem de aproximação desses
interpoladores. Além disso, nossos experimentos numéricos mostram que o processo de extrapolação
na construção desses interpoladores é uma fonte signi�cativa de instabilidade numérica. A conclusão
é que as vantagens dos interpoladores estendidos sobre os interpoladores de Floater-Hormann são
muito mais limitadas do que se a�rmava na literatura corrente.

6.1 De�nição formal

Conforme mencionado na Seção 3.2.5, a de�nição dos interpoladores de Floater-Hormann es-
tendidos é motivada pela observação de que, dados nós de interpolação x igualmente espaçados,
a função de Lebesgue (2.6) associada ao interpolador de Floater-Hormann com nós x e d possui
magnitude da ordem de log(n) no intervalo [xd, xn−d] para n > 2d,. Mais precisamente, vale que
(ver Teorema 3.1 em [Kle13])

Λ(x, µd(x))|xn−dxd
≤ 0.65(2 + log(n)), d ≥ 5. (6.2)

Dessa forma, a teoria vista no capítulo anterior mostra ambos os algoritmos dos Tipos I e II são
estáveis para a valiação numérica dos interpoladores de Floater-Hormann no intervalo [xd, xn−d].

Seguindo essa linha de raciocínio, a idéia por trás do interpoladores estendidos é clara: se a
função f , a ser interpolada em [x0, xn], admite uma extensão f∗ (com algum grau de suavidade)
em [x−d, xn+d] e se os valores de f∗ são conhecidos também nos pontos x−d, ...x−1, xn+1, . . . , xn+d,
então o interpolador de Floater-Hormann rd(., x̃, f∗(x̃)) é numericamente estável no intervalo ori-
ginal de interpolação [x0, xn]. Como, em geral, não conhecemos valores outros do que os valores
originais y = f(x), é proposto que tais valores sejam obtidos por meio da extrapolação (sobre os
nós adicionados) de alguns interpoladores locais. Para os interpoladores estendidos apresentados em
[Kle13], esse processo de extrapolaçao é de�nido em função de dois parâmetros ñ < n e d̃ ≤ ñ: para
xi ∈ {x−d, x−d+1, ...x−1}, por exemplo, o valor aproximado de f∗(xi) é obtido pela avaliação (no
ponto xi) do polinômio de Taylor de grau d̃ do interpolador de Floater-Hormann com parâmetro d̃
e nós x0, x1, ...xñ. Mais precisamente, dados nós igualmente espaçados x = (x0, x1, . . . , xn) e valo-
res y = (y0, y1, . . . , yn), o interpolador de Floater-Hormann estendido com parâmetros d, ñ, d̃ e κ é
de�nido por

r̃d,ñ,d̃,κ(x,x,y) = rd(x, x̃, ỹ), (6.3)

com x̃, ỹ ∈ Rn+1+2κ dados por



x̃i = x0 + ih, ỹi =
d̃∑

k=0

∂krd(x0,x(0),y(0))
∂xk

(xi−x0)k

k! , −κ ≤ i ≤ −1,

x̃i = xi, ỹi = yi, 0 ≤ i ≤ n,

x̃i = xn + (i− n)h, ỹi =
d̃∑

k=0

∂krd(xn,x(n),y(n))
∂xk

(xi−xn)k

k! , n+ 1 ≤ i ≤ n+ κ,

(6.4)

com x(0) := (x0, x1, . . . , xñ), y(0) := (y0, y1, . . . , yñ), x(n) := (xn−ñ, xn−ñ+1, . . . , xn) e y(n) :=
(yn−ñ, yn−ñ+1, . . . , yn). Klein originalmente trabalhou com κ = d. Porém, para �ns de análise,
convém estender essa de�nição (e não há nenhum esforço adicional nisso) para o contexto mais
geral.
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6.2 Críticas

6.2.1 Interpretação incomum da constante de Lebesgue

Segundo Klein, como os valores aproximados ỹ ≈ f∗(x̃) podem ser obtidos também por algum
outro processo de aproximação e como o interpolador r̃d,ñ,d̃,κ(x,x,y) só será avaliado em [x0, xn],
as incertezas nesse processo de aproximação poderiam, para efeito geral, ser desprezadas. Conse-
quentemente, assumindo que ỹ = f(x̃), a quantidade

Λ̃ = Λ(x̃, µd(x̃))|xnx0 = max
x ∈ [x0,xn]

n+κ∑
i=−κ

∣∣∣∣µd(x̃)i
x̃− xi

∣∣∣∣
/

n+κ∑
i=−κ

∣∣∣∣µd(x̃)i
x̃− xi

∣∣∣∣ (6.5)

(onde o vetor µd(x̃) ∈ Rn+1+2κ é indexado por −κ, . . . ,−1, 0, . . . , n, n + 1 . . . n + κ) poderia ser
interpretada como a constante de Lebesgue do interpolador estendido (6.3) no sentido usual de
ampli�cador da magnitude do erro devido a perturbações nos valores interpolados, isto é∣∣∣r̃d,ñ,d̃,κ(x,x,y + ∆y)− r̃d,ñ,d̃,κ(x,x,y)

∣∣∣ ≤ Λ̃||∆y||∞, para x ∈ [x0, xn]. (6.6)

Porém, como todas as derivadas em (6.4) são funções lineares em y (ver equação (2.13)), isto é:

∂krd
(
x0,x

(0),y(0)
)

∂xk
=

ñ∑
`=0

c
(k)
0,` y`,

∂krd
(
xn,x

(n),y(n)
)

∂xk
=

n∑
`=n−ñ

c
(k)
n,` y`, k = 0, 1, . . . , d̃, (6.7)

então a norma (a constante de Lebesgue no sentido usual de (2.5))

Λ̃d,ñ,d̃,κ(x) (6.8)

do operador linear y 7−→ r̃d,ñ,d̃,κ(x,x,y) está bem de�nida e, supondo (6.6), valeria

Λ̃d,ñ,d̃,κ(x) ≤ Λ̃
(6.2)

≤ 0.65(2 + log(n+ 2d)), d ≥ 5 (para κ = d.) (6.9)

Uma primeira objeção ao trabalho de Klein é que a inequação (6.9) é obviamente incorreta para
valores grandes de d̃. Por exemplo, se d̃ = ñ = d = n, então rd

(
x,x(0),y(0)

)
= rd

(
x,x(n),y(n)

)
=

rd (x,x,y) são polinômios de grau d̃, os quais coincidem com sua expansão de Taylor de ordem d.
Logo, o polinômio r̃d,ñ,d̃,κ(x,x,y) = rd(x, x̃, ỹ) interpola o polinômio rd (x,x,y) em n+1+2κ pontos
distintos e, portanto, devem ser idênticos (lembrando que o interpolador de Floater-Hormann com
parâmetro d reproduz identicamente polinômios de grau até d.) Portanto, temos que, nesse caso, o
interpolador estendido é idêntico ao interpolador de Floater-Hormann o qual, por sua vez, é idêntico
ao interpolador polinomial de Lagrange e, como vimos no Capítulo 3, a constante de Lebesgue para
interpolação polinomial em nós igualmente espaçados possui crescimento exponencial com relação
ao grau d̃ = ñ = d = n do polinômio e isso é incompatível com (6.9).

Podemos, também, fazer uma análise empírica da ordem de magnitude da constante de Lebesgue
(6.8) com base na seguinte representação dos interpoladores estendidos
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r̃d,ñ,d̃,κ(x,x,y) =
n+κ∑
i=−κ

µd(x̃)iỹi
x−x̃i

/
D(x)

(6.4)
=

[
n∑
i=0

µd(x̃)iyi
x−x̃i

]/
D(x)

+

 −1∑
i=−κ

µd(x̃)i

(
d̃∑
k=0

∂krd(x0,x(0),y(0))
∂xk

(xi−x0)
k

k!

)
x−x̃i

/D(x)

+

 n+κ∑
i=n+1

µd(x̃)i

(
d̃∑
k=0

∂krd(xn,x(n),y(n))
∂xk

(xi−xn)k

k!

)
x−x̃i

/D(x)

=

[
n∑
i=0

µd(x̃)iyi
x−x̃i

]/
D(x)

+
d̃∑

k=0

∂krd(x0,x(0),y(0))
∂xk

[
−1∑
i=−κ

µd(x̃)i
(xi−x0)

k

k!
x−x̃i

]/
D(x)

+
d̃∑

k=0

∂krd(xn,x(n),y(n))
∂xk

[
n+κ∑
i=n+1

µd(x̃)i
(xi−xn)k

k!
x−x̃i

]/
D(x),

para D(x) =
n+κ∑
i=−κ

µd(x̃)i
x−x̃i , ou seja,

r̃d,ñ,d̃,κ(x,x,y)
(6.7)
=

[
n∑
i=0

µd(x̃)iyi
x−x̃i

]/
D(x)

+
d̃∑

k=0

ñ∑̀
=0

c
(k)
0,` y`

[
−1∑
i=−κ

µd(x̃)i
(xi−x0)

k

k!
x−x̃i

]/
D(x)

+
d̃∑

k=0

n∑
`=n−ñ

c
(k)
n,` y`

[
n+κ∑
i=n+1

µd(x̃)i
(xi−xn)k

k!
x−x̃i

]/
D(x)

(∗∗)
=

ñ∑̀
=0

(
µd(x̃)`
x−x̃` +

d̃∑
k=0

c
(k)
0,`

[
−1∑
i=−κ

µd(x̃)i
(xi−x0)

k

k!
x−x̃i

]/
D(x)

)
y`

+
n−ñ−1∑
`=ñ+1

([
µd(x̃)`
x−x̃`

]/
D(x)

)
y`

+
ñ∑

`=n−ñ

(
µd(x̃)`
x−x̃` +

d̃∑
k=0

c
(k)
n,`

[
n+κ∑
i=n+1

µd(x̃)i
(xi−xn)k

k!
x−x̃i

]/
D(x)

)
y`.

(**) Estamos assumindo que ñ < bn/2c.

Dessa forma, a função de Lebesgue para o interpolador estendido �ca Lebd,ñ,d̃,κ(x,x) =


ñ∑̀
=0

∣∣∣∣∣µd(x̃)`
x−x̃` +

d̃∑
k=0

c
(k)
0,`

[
−1∑
i=−κ

µd(x̃)i
(xi−x0)

k

k!
x−x̃i

]∣∣∣∣∣ +
n−ñ−1∑
`=ñ+1

∣∣∣µd(x̃)`
x−x̃`

∣∣∣
ñ∑

`=n−ñ

∣∣∣∣∣µd(x̃)`
x−x̃` +

d̃∑
k=0

c
(k)
n,`

[
n+κ∑
i=n+1

µd(x̃)i
(xi−xn)k

k!
x−x̃i

]∣∣∣∣∣


/
|D(x)|. (6.10)

Na Figura 6.1 exibimos os grá�cos da função de Lebesgue (6.10) para alguns valores de d̃, com
n = 50, d = κ = 18 e ñ = 20 �xos. Como podemos observar, o máximo da função de Lebesgue em
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cada caso é bem distinto do que o suposto por (6.9). Na Seção 6.3 falaremos mais sobre a constante
de Lebesgue para os interpoladores de Floater-Hormann estendidos.

(a) d̃ = 7 (b) d̃ = 10

(c) d̃ = 13 (d) d̃ = 16

Figura 6.1: A função de Lebesgue Lebd,ñ,d̃,κ(x,x), para n + 1 = 51 nós igualmente espaçados em [−1, 1],
com d = κ = 18 e ñ = 20 �xos.

6.2.2 Estabilidade versus convergência

Em princípio, a discrepância entre (6.5) e (6.8) para valores grandes de d̃ apontada na seção
anterior não chega a ser uma grande contradição no trabalho de Klein, pois, ao �nal da página 2275
de [Kle13], está explícito que se deve tomar d̃ ≤ ñ << n e, para valores pequenos de d̃, a constante
de Lebesgue (6.8) é, de fato, pequena. Por exemplo, não é difícil ver que a relação (6.9) é verdadeira

para d̃ = 0. Basta combinar a relação Λ(x̃, µd(x̃))|xnx0
(6.2)

≤ 0.65(2 + log(n + 2d)), d ≥ 5, com o
fato de que ||ỹ||∞ = ||y||, nesse caso. Com base na estimativa (6.9) para a constante de Lebesgue
dos interpoladores estendidos e nos experimentos numéricos apresentados em [Kle13], os quais são
realizados com valores relativamente baixos de ñ e d̃, Klein conlui que os interpoladores estendidos
são mais estáveis do que os interpoladores usuais de Floater-Hormann com relação ao parâmetro d.

Para �ns didáticos, reproduzimos abaixo o experimento correspondente à Figura 6 de [Kle13],
porém com a função f(x) = sin(x) e com diferentes parâmetros. A Figura 6.2 mostra o compor-
tamento do erro de interpolação para a função f , adicionando-se uma perturbação de 10−10 (com
sinais alternados) nos valores interpolados, para d̃ = ñ = 3, n = 1000 �xos e d = κ variando de 1
até 50. Os parâmetros utilizados por Klein são n = 1000, ñ = 11 e κ = d̃ = 7, �xos e a perturbação
adicionada aos valores interpolados é da ordem de 10−12. Optamos por utilizar a função seno no
nosso experimento pois o erro Tipo I (ver Figura 4.1) para o interpolador de Floater-Hormann
para a função de Runge (3.11) (utilizada no experimento de [Kle13]) pode não ser desprezível para
valores grandes de d, ou seja, o erro total de interpolação para a função de Runge pode não re�etir
somente as características da estabilidade numérica do método. Observe, por exemplo, que no caso
do interpolador de Lagrange (d = n), a convergência não é obtida para função de Runge no caso
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de nós igualmente espaçados, conforme já mencionado na Seção 3.1.3. Por outro lado, o limitante
superior (3.35) para o erro de interpolação é decrescente em função de d para a função seno, pois
suas derivadas são todas limitadas por uma mesma constante.

Os resulados apresentados na Figura 6.2 e na Figura 6 em [Kle13] são similares e mostram que,
para valores �xos de ñ e κ = d, os interpoladores estendidos (EFH) são, de fato, mais estáveis do
que os interpoladores de Floater-Hormann (FH) com relação ao parâmetro d.

Figura 6.2: O erro logaritmico log10

(
max

x ∈ [−5,5]
|I(x)− f(x)|

)
para I = FH e I = EFH para n+1 = 103 +1

nós igualmente espaçados em [−5, 5] (d̃ = ñ = 3, κ = d), com perturbação de 10−10 nos valores interpolados
(com sinais alternados).

O problema relevante da análise de Klein é que a convergência e a estabilidade dos interpolado-
res estendidos são analisados separadamente. Klein mostra que, para funções suaves, o erro de
interpolação dos interpoladores estendidos (6.3) é O(hD), com

D = min{d, d̃}.

Porém, essa informação parece ser ignorada no restante do artigo e o resultado é uma análise
cujas conclusões não são realistas. Observe na Figura 6.3, por exemplo, o comportamento do erro
de interpolação para a mesma função quando a perturbação de 10−10 nos valores interpolados
é ausente: o parâmetro d > d̃ parece não ter efeito algum sobre a ordem de aproximação dos
interpoladores estendidos e isso mostra que o parâmetro que de�ne a ordem de convergência desses
interpoladores é, de fato, D = min{d, d̃}.

Figura 6.3: O erro logaritmico log10

(
max

x ∈ [−5,5]
|I(x)− f(x)|

)
para I = FH e I = EFH para n+1 = 103 +1

nós igualmente espaçados em [−5, 5] (d̃ = ñ = 3, κ = d).

Isso nos leva, inevitavelmente, às seguintes conlusões:

• Os interpoladores estendidos com parâmetros d, ñ, d̃ e κ só podem ser comparados aos inter-
poladores de Floater-Hormann com parâmetro d quando d̃ ≥ d.
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• A comparação de estabilidade feita na Figura 6.2 (ou na Figura 6 de [Kle13]) não faz sentido,
pois os interpoladores comparados possuem ordens de convergência distintas.

• A análise de Klein [Kle13] NÃO implica que os interpoladores estendidos são mais estáveis
do que os interpoladores de Floater-Hormann.

Na próxima seção apresentamos uma análise mais apurada sobre a estabilidade numérica dos
interpoladores de Floater-Hormann estendidos quando d̃ ≥ d. Em particular, mostramos que a
constante de Lebesgue associada aos interpoladores estendidos (6.3) cresce exponencialmente em
relação ao parâmetro d, quando ñ = d̃ = d. Além disso, apresentamos experimentos numéricos os
quais mostram que o processo de extrapolação utilizado na construção dos interpoladores estendidos
é uma fonte substancial de instabilidade numérica.

6.3 Estabilidade numérica

6.3.1 O caso minimal d̃ = ñ = d

A nossa análise sobre a estabilidade dos interpoladores estendidos baseia-se predominantemente
no estudo do caso minimal

d̃ = ñ = d, (6.11)

para o qual temos a mesma ordem de aproximação para os interpoladores estendidos e de Floater-
Hormann com parâmetro d, conforme discutido na Seção 6.2.2.

A Figura 6.4 mostra o erro de interpolação com a mesma con�guração do experimento relativo
à Figura 6.3, porém agora sob (6.11).

Figura 6.4: O erro logaritmico log10

(
max

x ∈ [−5,5]
|I(x)− f(x)|

)
para I = FH e I = EFH para n+1 = 103 +1

nós igualmente espaçados em [−5, 5] (κ = d̃ = ñ = d).

Como podemos observar, não só os interpoladores estendidos (EFH) não apresentam nenhuma
melhora expressiva sobre os interpoladores de Floater-Hormann (FH), como se mostram até mais
instáveis para valores grandes de d. O interpolador estentido foi calculado utilizando-se as matrizes
de�nidas em (2.12) para o cálculo das derivadas em (6.4), como sugerido em [Kle13]. Recordamos
que, para esse experimento, o erro de interpolação abstrata cometido no Passo 1 da Figura 4.1 do
Capítulo 4 é desprezível em relação aos erros de arredondamento para d ≥ 10 e, portanto, o que
vemos na Figura 6.4 é essencialmente o erro cometido no processo de avaliação numérica desses
interpoladores.

A Figura 6.5 mostra que esse erro possui três componentes principais:

1. A primeira componente é devida ao arredondamento dos valores interpolados. Para ilustrar
o feito causado por esses arredondamentos, calculamos os nós x̂ e valores interpolados ŷ com
precisão dupla e avaliamos o interpolador resultante r̃d,ñ,d̃,κ(x, x̂, ŷ) com aritmética de precisão
mais alta (50 casas decimais) com o auxílo da biblioteca MPFR (EFH*).
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2. A segunda componente é devida ao truncamento do valores extrapolados para precisão dupla.
Para ilustrar esse efeito, avaliamos o interpolador estendido r̃d,ñ,d̃,κ(x, x̂, ŷ) em precisão dupla,
porém calculando-se os valores extrapolados gerados a partir de ŷ com precisão mais alta (50
casas decimais) e depois arredondado-os para precisão dupla (EFH**).

3. A terceira componente é devida aos erros de arredondamento uriundos da avaliação numé-
rica dos valores extrapolados já truncados. Esse efeito pode ser visualizado comparando-se
(EFH**) com (EFH).

Figura 6.5: O erro logaritmico log10

(
max

x ∈ [−5,5]
|I(x)− f(x)|

)
para I = FH e I = EFH (κ = d̃ = ñ = d) e

n = 103.

A comparação entre (EFH**) e (EFH) mostra que o processo de extrapolação sugerido em
[Kle13] para construir os interpoladores estendidos (o qual utiliza as matrizes (2.12) para calcular
as derivadas em (6.4)) é uma fonte signi�cativa de instabilidade numérica. Os valores com a legenda
(EFH*) na Figura 6.5 mostram, ainda, que, mesmo caso fossemos capazes de calcular os valores
extrapolados com boa precisão, os interpoladores estendidos, ainda assim, seriam instáveis na prática
para valores grandes de d, pois, em geral, os valores interpolados possuem erros de arredondamento.
Isso, por sua vez, remonta à tradicional análise de perturbação com relação aos valores interpolados,
isto é: a análise da constante de Lebesgue.

Análise da constante de Lebesgue

Vimos, na Figura 6.1 da Seção 6.2.1, que a constante de Lebesgue para os interpoladores esten-
didos não possui crescimento logaritmico com relação ao parâmetro d̃ como fora suposto por Klein.
Mais ainda, os valores (EFH*) na Figura 6.5 sugerem que a constante de Lebesgue Λ̃d,ñ,d̃,κ(x) , para

o caso minimal (6.11), possui crescimento exponencial com relação ao parâmetro d = d̃ = ñ que
de�ne a ordem de convergência para os interpoladores estendidos. A seguir provamos efetivamente
que essa constante de Lebesgue cresce exponencialmente com relação ao parâmetro d.

Recordemos que Λ
(
xd
eq, µd

(
xd
eq

))∣∣xn
x0

= Λ(xd
eq, γ(xd

eq))
∣∣xn
x0

denota a constante de Lebesgue para
o interpolador de Lagrange com d+1 nós igualmente espaçados. Vimos, em (3.21), que essa constante
de Lebesgue possui crescimento exponencial com relação à d, ou seja

2d−2

d2
< Λ(xd

eq, γ(xd
eq))

∣∣∣xn
x0
<

2d+3

d
. (6.12)

Teorema 10. Se n > d + 2 e d ≥ 2, então a constante de Lebesgue para o interpolador estendido
com parâmetros d = ñ = d̃ e κ ≥ 1 satisfaz

Λ̃d,ñ,d̃,κ(x)
∣∣∣xn
x0
≥
(

1− 2
d−1 −

2
d(d−1)

)
Λ(xd

eq, γ(xd
eq))

∣∣xn
x0
. (6.13)
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Demonstração. De acordo com (3.25) e (6.3), dados vetores x,y ∈ Rn+1 temos

r̃d,d,d,κ(x,x,y) = rd(x, x̃, ỹ) =

n+κ−d∑
i=−κ

λ̃i(x,x̃)p̃i(x,x̃,ỹ)

n+κ−d∑
i=−κ

λ̃i(x,x̃)

,

onde

λ̃i(x, x̃) =
(−1)i

(x− x̃i) . . . (x− x̃i+d)
, para − κ ≤ i ≤ n+ κ− d (6.14)

e p̃i(x, x̃, ỹ) é o polinômio de grau menor ou igual a d que interpola os dados (ỹi, ỹi+1, . . . , ỹi+d)
em (x̃i, x̃i+1, . . . , x̃i+d). Observe que (6.14) não é a extensão da fórmula (3.26) para vetores com
índices negativos, porém essas quantidades diferem apenas em um fator (−1)κ e o interpolador de
Floater-Hormann (3.25) é invariante sob dilatações das funções (3.26) por um mesmo fator.

Lembrando que, sob (6.11), os interpoladores rd
(
x,x(0),y(0)

)
e rd

(
x,x(n),y(n)

)
em (6.4) são

polinomiais (ver comentário após (3.26)), a de�nição (6.4), o fato das séries de Taylor serem exatas
para polinômios e a unicidade do polinômio interpolador de Lagrange mostram que

p̃i(x, x̃, ỹ) =

{
p̃0(x, x̃, ỹ), para −κ ≤ i ≤ 0.
p̃n−d(x, x̃, ỹ), para n− d ≤ i ≤ n− d+ κ.

Assim, para obtemos r̃d,d,d,κ(x,x,y) =

(
0∑

i=−κ
λ̃i(x,x̃)

)
λ̃0(x,x)

λ̃0(x,x)p̃0(x,x̃,ỹ)

n+κ−d∑
i=−κ

λ̃i(x,x̃)

+

n−d−1∑
i=1

λ̃i(x,x)p̃i(x, x̃, ỹ)

n+κ−d∑
i=−κ

λ̃i(x, x̃)

+

(
n−d+κ∑
i=n−d

λ̃i(x,x̃)

)
λ̃n−d(x,x)

λ̃n−d(x,x)p̃n−d(x, x̃, ỹ)

n+κ−d∑
i=−κ

λ̃i(x, x̃)

. (6.15)

Observe que, como n > d+ 2, as 3 somas em (6.15) não possuem termos em comum.
Seja x ∈ ]x0, x1[ �xado. A�rmamos que y∗0, y

∗
1, . . . , y

∗
n ∈ {−1, 1} de�nidos por{

y∗0 = y∗1 = (−1)d

y∗j = (−1)d+j−1, 2 ≤ j ≤ n

satisfazem

λ̃i(x,x)p̃i(x, x̃,y
∗) =

d∑
j=0

|γj |
|x− xi+j |

, para i ∈ {0} ∪ {2, 3, . . . , n+ κ− d}, (6.16)

onde γj , j = 0, 1, . . . , d, são dados por (3.10). De fato, a primeira fórmula baricêntrica (3.5) para o
interpolador de Lagrange mostra que

λ̃i(x,x)p̃i(x, x̃,y
∗) = (−1)i

d∑
j=0

γjy
∗
i+j

x−xi+j .

A equação (6.16) segue de

γ0y∗0
x−x0 = |γ0|

|x−x0| ,
γ1y∗1
x−x1 = |γ1|

|x−x1|

e
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γjy
∗
i+j

x−xi+j =
(−1)d−j |γj |y∗i+j

x−xi+j =
(−1)i−1|γj |
x−xi+j =

(−1)i|γj |
|x−xi+j | ,

2 ≤ i+ j ≤ n+ κ− d .

Observamos, ainda, que(
0∑

i=−τ
λ̃i(x, x̃)

)
λ̃0(x,x)

> 0 e

(
n−d+κ∑
i=n−d

λ̃i(x, x̃)

)
λ̃n−d(x,x)

> 0. (6.17)

A equação (6.17) é verdadeira, pois λ̃−κ(x, x̃), λ̃−κ+1(x, x̃), . . . , λ̃0(x, x̃) possuem todos o mesmo
sinal e λ̃n−d(x, x̃), λ̃n−d+1(x, x̃), . . . , λ̃n−d+κ(x, x̃) possuem sinais alternados e decrescem em mag-
nitude. Combinando esse fato com (6.15) e (6.16), obtemos

|r̃d,d,d,κ(x,x,y∗)| ≥

(
0∑

i=−κ
λ̃i(x,x̃)

)
λ̃0(x,x)

λ̃0(x,x)p̃0(x,x̃,y∗)−|λ̃1(x,x)p̃1(x,x̃,y∗)|∣∣∣∣∣n+κ−d∑
i=−κ

λ̃i(x,x̃)

∣∣∣∣∣
.

Além disso, segue de (6.16) que λ̃0(x,x)p̃0(x, x̃,y∗)− |λ̃1(x,x)p̃1(x, x̃,y∗)| ≥

|γ0|
|x− x0|

+

[
|γ1| − |γ0|
|x− x1|

− |γ1|
|x− x2|

]
+

d∑
j=2

(
|γj |
|x− xj |

− |γj |
|x− xj+1|

)
. (6.18)

A última somatória em (6.18) é positiva para todo x ∈ ]x0, x1[. A expressão entre colchetes
também é não-negativa para x ∈ ]x0, x1[, pois

|γ1|−|γ0|
|γ1|

(3.10)
= 1− 1

d ≥
1
2 ≥

∣∣∣1 + x2−x1
x−x2

∣∣∣ = |x−x1|
|x−x2| .

Logo, como λ̃−κ(x, x̃), λ̃−κ+1(x, x̃), . . . λ̃0(x, x̃), λ̃1(x, x̃) possuem todos o mesmo sinal e λ̃1(x, x̃),
λ̃2(x, x̃), . . . λ̃n+κ−d(x, x̃) é uma sequência alternada e decrescente, obtemos

|r̃d,d,d,κ(x,x,y∗)| ≥

∣∣∣∣∣ −1∑
i=−κ

λ̃i(x,x̃)

∣∣∣∣∣|p̃0(x,x̃,y∗)|∣∣∣∣∣ 1∑
i=−d

λ̃i(x,x̃)

∣∣∣∣∣
. (6.19)

Além disso, vale que

|λ̃0(x,x̃)|
|λ̃−1(x,x̃)| = |x−x−1|

|x−xd| ≤
2h

(d−1)h

e

|λ̃1(x,x̃)|
|λ̃0(x,x̃)| = |x−x0|

|x−xd+1| ≤
h
dh

e isso implica que

∣∣∣∣ −1∑
i=−κ

λ̃i(x, x̃)

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ 1∑
i=−κ

λ̃i(x, x̃)

∣∣∣∣− |λ̃0(x, x̃)| − |λ̃1(x, x̃)| ≥

∣∣∣∣ 1∑
i=−κ

λ̃i(x, x̃)

∣∣∣∣ (1− 2
d−1 −

2
d(d−1)

)
.
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Portanto, segue que

|r̃d,d,d,κ(x,x,y∗)| ≥
(

1− 2
d−1 −

2
d(d−1)

)
|p̃0(x, x̃,y∗)|.

Por �m, (6.16) mostra que, para x ∈ [x0, x1], |p̃0(., x̃,y∗)| é idêntico à função de Lebesgue
para interpolação de Lagrange sobre (d+ 1) nós igualmente espaçados em [x0, xd] e é um fato bem
conhecido que a função de Lebesgue para interpolação polinomial em nós igualmente espaçados
assume seu máximo no primeiro subintervalo da partição (ver [Bru97], por exemplo.) Logo, podemos

escolher x∗ ∈ ]x0, x1[ tal que Λ̃d,ñ,d̃,κ(x)
∣∣∣xn
x0
≥ |r̃d,d,d,κ(x∗,x,y∗)| ≥(

1− 2
d−1 −

2
d(d−1)

)
|p̃0(x∗,x,y∗)| =

(
1− 2

d−1 −
2

d(d−1)

)
Λ(xd

eq, γ(xd
eq))

∣∣xn
x0
.

Note que o Teorema 10 e a desigualdade (6.12) implicam que a taxa de crescimento de Λ̃d,d,d,κ(x)
∣∣∣xn
x0

é, pelo menos,

2d−2

d2
.

Dessa forma, temos que, no caso minimal (6.11), a constante de Lebesgue para os interpoladores
estendidos possui crescimento exponencial com relação ao parâmetro d que de�ne a ordem de
aproximação desses interpoladores. Combinando-se essa informação com (3.36), podemos obter um
limitante real para a pequena melhora da constante de Lebesgue para os interpoladores estendidos
sobre os interpoladores de Floater-Hormann

Λ̃n,d,ñ,d̃,κ(x)|xn
x0

Λ(x,µd(x))|xnx0
≥

2d−2

d2

2d−1(2+log(n))
≥ 1

2d2(2+log(n))

e essa estimativa contrasta drasticamente com àquela sugerida por (3.36) e (6.9):

Λ̃d,ñ,d̃,κ(x)|xn
x0

Λ(x,µd(x))|xnx0
≤ 0.65(2+log(n+2d))

1

2d+2

 2d+ 1
d

 log(nd−1)

.

A Figura 6.6 mostra o crescimento da contante de Lebesgue para os interpoladores de Floater-
Hormann (FH) e Floater-Hormann extendidos (EFH) na prática, para 1 ≤ d = d̃ = ñ = κ ≤ 50 e
n = 1000. Os valores (EFH*), corretos, foram obtidos calculando-se a função de Lebesgue (6.10)
com precisão de 50 casas decimais. Os valores (EFH), visivelmente sem um padrão de�nido, foram
obtidos calculando-se a fórmula (6.10) com precisão dupla. Podemos inferir, daí, que a fórmula (6.10)
para a função de Lebesgue dos interpoladores estendidos é numericamente instável. Os valores (LI)
correspondem à constante de Lebesgue para o interpolador de Lagrange com d+ 1 nós igualmente
espaçados e corroboram a nossa estimativa inferior dada por (6.13).

Portanto, a análise do caso (6.11) mostra que os interpoladores estendidos podem não ser mais
estáveis do que os interpoladores de Floater-Hormann com mesma ordem de aproximação. Além
disso, os valores (EFH) e (EFH**) da Figura (6.5) mostram que os interpoladores estendidos são
muito sensíveis aos erros de arredondamento cometidos no processo de extrapolação de�nido por
(6.4). Enfatizamos, ainda, que a desigualdade (6.13) para a constante de Lebesgue independe do
número (κ) de pontos adicionados em cada extremo do intervalo e isso sugere que métodos base-
ados em extrapolação não devem ser e�cazes para melhorar o condicionamento dos interpoladores
de Floater-Hormann para interpolação em nós igualmente espaçados. A Figura 6.7 mostra a sensi-
bilidade da constante de Lebesgue com relação ao parâmetro κ e sugere que o valor κ = d é quase
ótimo.
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Figura 6.6: Constantes de Lebesgue para os interpoladores de Floater-Hormann (FH), Floater-Hormann
estendidos (EFH*) e para o interpolador de Lagrange (LI) com d + 1 nós igualmente espaçados (κ = d̃ =
ñ = d) e n = 103.

Figura 6.7: Constantes de Lebesgue para o interpolador de Floater�Hormann extendido em função do
parametro κ, com n = 2000 e d̃ = ñ = d.

6.3.2 Caso geral

No caso geral, a análise do crescimento da constante de Lebesgue para os interpoladores de
Floater-Hormann estendidos não é tão simples. Porém, a Figura 6.8 sugere que, dentro do caso
d̃ = d (para o qual a ordem de convergência é d), o valor mínimo para a constante de Lebesgue é
obtido no caso minimal analisado na seção anterior, isto é: quando ñ = d̃.

Figura 6.8: log10

(
Λ̃n,d,ñ,d̃,d(x)

)
em função da diferença ñ− d̃, com n = 100.

6.3.3 Uma proposta para melhorar a estabilidade numérica dos interpoladores
de Floater-Horamnn estendidos

Um outro questionamento que poderíamos fazer acerca da de�nição dos interpoladores de
Floater-Hormann estendidos em (6.3) é sobre a necessidade da utilização de polinômios de Taylor no
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processo de extrapolação. Ora, é bem divulgado nos livros de Cálculo e Análise que a principal fun-
ção (pelo menos a mais explorada) dos polinômios de Taylor é a de aproximação de funções suaves.
Dessa forma, não há como deixar de questionar qual seria a vantagem, no processo de aproximação,
de se utilizar polinômios de Taylor (de obtenção computacional relativamente complexa, devido
ao cálculo de derivadas) das funções racionais rd

(
x,x(0),y(0)

)
e rd

(
x,x(n),y(n)

)
cujas expressões

analíticas são previamente conhecidas.
Sob (6.11), as funções racionais utilizadas para gerar os valores extrapolados (6.4) para a cons-

trução dos interpoladores estendidos são funções polinômiais e, portanto, coincidem com o seus
polinômios de Taylor de grau d, isto é:

rd
(
x,x(0),y(0)

)
=

d̃∑
k=0

∂krd(x0,x(0),y(0))
∂xk

(x−x0)k

k!

rd
(
xn,x

(n),y(n)
)

=
d̃∑

k=0

∂krd(xn,x(n),y(n))
∂xk

(x−xn)k

k! ,

(6.20)

lembrando que x(0) := (x0, x1, . . . , xñ) e x(n) := (xn−ñ, xn−ñ+1, . . . , xn). Dessa forma, podemos
utilizar também os algoritmos1 do Tipo I descritos na Seção 5.1 para calcular os valores extrapolados
(6.4).

No processo de extrapolação proposto por Klein, cada ỹ−τ é gerado pela extrapolação de funções
construídas a partir dos dados x0, x1, . . . , xñ e y0, y1, . . . , yñ. Porém, nada impede que utilizemos os
próprios valores extrapolados já calculados para gerar os demais valores. Por exemplo, para cada
valor de τ , podemos utilizar

x−τ+1, x−τ+2, . . . , x−τ+ñ+1 e ỹ−τ+1, ỹ−τ+2, . . . , ỹ−τ+ñ+1 (6.21)

para gerar ỹ−τ e, analogamente,

xn+τ−ñ−1, xn+τ−2, . . . , xn+τ−1 e ỹn+τ−ñ−1, ỹn+τ−2, . . . , ỹn+τ−1 (6.22)

para gerar ỹn+τ . Denominaremos o procedimento descrito por (6.21) e (6.22) por estratégia de
extrapolação de Neville, devido à analogia que podemos fazer com a estratégia de Neville no contexto
de eliminação [Müh90], [AGP97], na qual cada bloco com ñ + 1 zeros numa mesma linha de uma
matriz são gerados por eliminação Gaussiana utilizando as ñ+ 1 linhas imediatamente anteriores à
linha em questão.

No caso (6.11), pode-se mostrar (por indução em τ ≥ 2) que os polinômios de grau d̃ = d que
interpolam os dados (6.21) são todos idênticos ao polinômio que interpola (6.21) para τ = 1 e isso
mostra que a estratégia de Neville é idêntica à estratégia de extrapolação proposta por Klein em
aritmética exata (sem erros de arredondamento.) Porém, a estratégia de Neville se mostra mais
estável numericamente na prática, como podemos constatar na Figura 6.9. Para os valores com a
legenda EFH(Tay), os valores extrapolados ỹ foram obtidos pela avaliação numérica das expressões
no lado direito de (6.4). Para os valores com a legenda EFH(Lag), os valores extrapolados ỹ
foram obtidos pela avaliação numérica das expressões no lado esquerdo de (6.20), utilizando-se um
algoritmo do Tipo I. Para os valores com a legenda EFHNev(Lag), os valores extrapolados ỹ foram
obtidos utilizando-se a estratégia de extrapolação de Neville, com um algoritmo do Tipo I para
avaliar os interpoladores de�nidos pelos pontos (6.21) e (6.22).

1Não recomendamos o uso dos algoritmos do Tipo II para este �m, pois os algoritmos do Tipo I são mais estáveis
para extrapolação.
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Figura 6.9: O erro logaritmico log10

(
max

x ∈ [−5,5]
|I(x)− f(x)|

)
para I = FH e I = EFH (κ = d̃ = ñ = d) e

n = 103.

A idéia de se utilizar a estratégia de Neville surgiu de um argumento heurístico baseado na con-
vexidade da função de Lebesgue para o interpolador de Lagrange fora do intervalo de interpolação.
Porém, uma análise mais detalhada sobre a estabilidade numérica dos algoritmos que utilizam o
processo de Neville não aparenta ser simples. Por exemplo, embora a estratégia de Neville apresente
uma melhora efetiva em relação à estratégia de Klein no processo global de aproximação, os erros
introduzidos nos dois processos de extrapolação possuem a mesma ordem de magnitude, como mos-
trado na Figura 6.10, para d = 43. Em todo caso, dadas as limitações das vantagens obtidas com a
estratégia de Neville em relação aos interpoladores de Floater-Hormann, tal análise não se faz tão
necessária. Observe que há uma melhora efetiva em relação ao processo de extrapolação proposto
por Klein, porém ainda assim não conseguimos uma melhora expressiva sobre os interpoladores de
Floater-Hormann (ver Figura 6.9.)

Na Figura 6.10, os valores extrapolados de referência (exatos) foram obtidos calculando-se o
interpolador de Lagrange com um algoritmo do Tipo I em precisão mais alta (50 casas decimais)
com o auxílio da biblioteca MPFR. Para os valores com a legenda Klein, os valores extrapolados
ỹ foram obtidos pela avaliação numérica das expressões no lado esquerdo de (6.20), utilizando-se
um algoritmo do Tipo I.

(a) (b)

Figura 6.10: O erro logaritmico nos valores extrapolados para d = 43: log10 |fl(ỹ−τ ) − ỹ−τ | (a); e
log10 |fl(ỹn+τ )− ỹn+τ | (b). Em ambos os processos de extrapolação, os novos pontos foram calculados com
um algoritmo do Tipo I (utilizando-se a forma de Lagrange para o polinômio interpolador.)



Capítulo 7

Conclusões

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado sobre a estabilidade numérica da fórmula
baricêntrica para interpolação. Nos Capítulos 1, 2 e 3 apresentamos os principais conceitos relacio-
nados à estabilidade da fórmula baricêntrica e também uma breve revisão bibliográ�ca sobre alguns
interpoladores e suas relações com a fórmula baricêntrica. No Capítulo 4 estudamos a sensibilidade
da fórmula baricêntrica genérica com relação à perturbações dos seus parâmetros e concluímos que
a fórmula baricêntrica possui a propriedade de estabilidade backward quando a constante de Le-
besgue associada aos nós de interpolação é pequena. Esse resultado generaliza os resultados obtidos
em [Mas14] para interpolação nos nós de Chebyshev do segundo tipo. No Capítulo 5 focamos no
caso particular dado pelo interpolador de Floater-Hormann e apresentamos um tipo de algoritmo
que possui a propriedade de estabilidade backward sobre toda a reta real. Nossos experimentos
numéricos mostraram que esses algoritmos (Tipo I) são mais estáveis do que os algoritmos que
avaliam a fórmula baricêntrica (Tipo II) para extrapolação. A nossa análise generaliza os resultados
apresentados em [Hig04] e [WTG12] para o interpolador de Lagrange. No Capítulo 6 mostramos que
os interpoladores de Floater-Hormann estendidos são menos estáveis do que se fora anteriormente
descrito na literatura. Provamos que, em alguns casos, a constante de Lebesgue para os interpola-
dores estendidos possui ordem de crescimento exponencial com relação ao parâmetro que de�ne a
sua ordem de aproximação e, caso geral, veri�camos esse fato experimentalmente.

De forma resumida, as principais conclusões desse trabalho são

• A fórmula baricêntrica possui a propriedade de estabilidade backward quando a constante de
Lebesgue associada aos nós de interpolação é pequena.

• Os algoritmos do Tipo I para os interpoladores de Floater-Hormann possuem a propriedade
de estabilidade backward sobre toda a reta real e são mais estáveis do que os algoritmos do
Tipo II para extrapolação. Para interpolação, os algoritmos do Tipo I e do Tipo II apresentam
comportamento similar nos casos mais comuns.

• Os interpoladores de Floater-Hormann estendidos não são signi�cativamente mais estáveis
do que os interpoladores de Floater-Hormann e a constante de Lebesgue associada a esses
interpoladores possui crescimento exponencial em função da ordem de aproximação.

7.1 Considerações Finais

Neste trabalho utilizamos as propriedades fundamentais da aritmética de precisão �nita para
analisar a propagação dos erros de arredondamento na avaliação numérica de fórmulas baricêntricas
para interpolação. Porém, é importante frisar que, embora os resultados obtidos no nosso estudo
sejam especí�cos sobre interpolação, as técnicas de manipulação de expressões algébricas para o
desenvolvimento de algoritmos estáveis são de carater geral e podem ser aplicadas nos mais variados
contextos. Nesse sentido, consideramos que o aprendizado decorrente desse estudo vai além da
especialização em tópicos sobre interpolação.
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Ressaltamos, também, a importância da realização de experimentos numéricos para obter uma
melhor compreensão dos fenômenos estudados. Por um lado, os resultados das simulações podem
ajudar na obtenção de uma explicação lógica para o fenômeno. Por outro lado, os experimentos
numéricos servem para comprovar (ou contradizer) hipóteses e teses formuladas a partir de ar-
gumentos teóricos. Um bom exemplo disso são as considerações sobre a estabilidade forward dos
algoritmos dos Tipos I e II feitas na Seção 5.3.

Por �m, a discussão apresentada no Capítulo 6 (em especial a Seção 6.2.2) enfatiza a necessidade
da análise mútua dos erros (teórico/abstrato e numérico) que compõem o processo de aproximação.

7.2 Sugestões para Pesquisas Futuras

Uma das aplicações diretas da aproximação de funções por interpolação é o desenvolvimento de
fórmulas lineares para integração

b∫
a
f(x)dx ≈

n∑
i=1

wif(xi)

como, por exemplo, as integrais de Newton-Cotes, Gaussiana ([IK94], cap. 7) e de Romberg [Mil68].
Nesse sentido, um estudo sobre a estabilidade de fórmulas numéricas para integração pode ser
considerado como uma complementação natural do nosso trabalho.

Em vista do insucesso dos interpoladores de Floater-Hormann estendidos com relação à melhora
do condicionamento/estabilidade dos interpoladores de Floater-Hormann, o problema de minimi-
zar os efeitos dos erros de arredondamento na avaliação numérica dos interpoladores de Floater-
Hormann também pode ser considerado como um problema relevante para estudos futuros.

Uma outra direção é o estudo de interpolação polinomial em mais do que uma variável. Nesse
contexto, a teoria está ainda sob construção e há diversos problemas para serem estudados. Por
exemplo, a única família de pontos para interpolação em [−1, 1]2 com polinômios bivariados de grau
completo menor ou igual a n com constante de Lebesgue quase ótima (O(log2(n))) conhecida são os
Pontos de Padua [BCM+06]. Ainda não se sabe se existe uma familia de pontos para interpolação
em [−1, 1]3 (com polinômios trivariados de grau completo menor ou igual a n) que possua contante
de Lebesgue da ordem de log3(n). Até mesmo problemas mais fundamentais como a existência e a
unicidade de interpoladores polinomiais em duas ou mais variáveis ainda não são completamente
compreendidos [Bos91].
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