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Resumo

RUIZ, L. S. Conservacao de momento angular em sistemas mecéanicos dissipativos.
2012. 59f. Dissertagdo de mestrado - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2012.

Objetiva-se discutir e explorar as consequéncias da conservagdo do momento angular em situ-
acoes fisicas que apresentem dissipagdo de energia. Frequentemente, sistemas mecéanicos dissipa-
tivos sao omitidos nas formulagoes matematicas da mecénica classica. No entanto, a conservacao da
energia mecanica é uma idealizagao drasticamente incompativel, a longos periodos de tempo, com a
maioria das situagoes reais. Apesar de parecer controversa, esta abordagem é compreensivel desde
que é incluida na dissipacao toda a complexidade dos sistemas mecanicos, os quais nao podemos
modelar completamente. Espera-se assim que os resultados obtidos sejam parcialmente comprova-
dos em experimentos, sendo que a discrepancia é atribuida & parte desconhecida do fend6meno, que
muitas vezes é considerada irrelevante para fins praticos. Devido a mencionada complexidade de
fendmenos dissipativos, a postura adotada nesta dissertacdo foi analisar especificos exemplos, de
natureza distinta, simplificados, que apresentem as duas propriedades em questdo. Concentrou-se
especialmente no problema de dissipacao de energia em corpos deforméveis na auséncia de estimulos

externos.
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Abstract

RUIZ, L. S. Conservation of angular momentum in dissipative mechanical systems.
2012. 59f. Dissertagdo de mestrado - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2012.

The goal of this work is to study physical systems where angular momentum is a conserved
quantity while energy is dissipated. It is a common practice among people working on classical
mechanics to neglect energy dissipation. While this hypothesis leads to beautiful mathematical
theories, it is strongly violated by the majority of real world systems. The physical complexity
of the many ways in which energy is dissipated turns the mathematical modelling of dissipative
forces troublesome. There is essentially no general mathematical model for dissipative forces in
good agreement with a wide range of experiments. This is in contrast to the very few accepted
conservative force models: gravity, elasticity and magneto-electricity. The dissipative force model
usually varies among the various physical situations. So, in this work several systems where energy
is dissipated while angular momentum is conserved will be considered. The main example will be

the motion of a deformable body free from external forces and torques.

Keywords: angular momentum, energy dissipation, rigid body.
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Capitulo 1

Introducao

Comecemos com a equag¢ao fundamental da mecinica Newtoniana de particulas:
. . . . 3
mii; = fi(t,z1, ..., TN, T1, ..., TN), 1=1,.N, teR, z; € R’

Esta equacao descreve o movimento de um sistema de N particulas no espaco, com massas m;
e posicoes x;, interagindo entre si e com o meio. Desenvolvida de maneira quase simultanea ao
calculo, proporcionou a ciéncia um assombroso avanco.

Apesar de terem sido evidenciados os limites de seu dominio de validade, sao inegaveis sua
eficiéncia e vasta generalidade de aplicacoes. Nesta forma apresentada, pode descrever movimento
de sistema de particulas isolado ou interagindo com um agente externo, podendo as particulas estar
restritas a uma superficie por exemplo. Pode-se partir destas equacoes para desenvolver teorias de
movimento de corpos continuos s6lidos, ou fluidos.

No entanto, nao se afirma que as bases da mecénica Newtoniana se reduzem a esta equacgao.

Durante a modelagem de um problema, é necessario imaginar, observar ou realizar medidas sobre
uma dada situacao fisica, de forma a ganhar afinidade, formular hipdteses e concluir qual é uma boa
expressao para as funcoes f;, forca sobre a ¢—ésima particula. Para um sistema mecéanico “isolado”
(situacao idealizada), postula-se que valem os principios de Galileu, os quais sdo apresentados
no apéndice A. Entre suas consequéncias, estdo que as forcas nao dependem explicitamente do
tempo, e também que dependem somente das posicoes e velocidades relativas entre as particulas.
Ou seja, a dependéncia temporal nas forcas é consequéncia de um agente externo. Nesta situacao,
uma combinacao do principio de superposicao, da terceira lei de Newton e da isotropia do espaco
implica que:

N
fi(ﬂfl, ...,JZN,jil, ...,i‘N) = ng)”(l’] — J,‘i,j?j — xl)(xj — JZZ)
7j=1

Onde gbij(xj — Xy, .fj — :CZ) = (ﬁﬂ({ﬂl — xj,a%i — .fj),Vi,j.
Estas hipdteses bastam para que seja garantida a conservacao do momento angular total do

sistema, qual seja:
MR — R?

N
M(l’l,...,l’N,i‘l,...,j}N) = E MLy X Tj.
i=1
De fato, se (z1, ..., zn) € solugdo,

N N

d . . . . .

aM(.Il, oy TN, 1, ...,a:N) = E T; X (mlml) = E ¢ij(xj — Ti, Ty — xz)xl X (LL']‘ — .CE,) =
i=1 1,7=1
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N N N
= Z (f)@‘(ﬂ?j _xi,ij —xz)xl XTj= Z(ﬁ”(%] —xi,j:j —JZZ)J,‘Z X l“j—f—z gf)ij(l‘j — X, ij —$7,)337, XTj =
3,7=1 1<J i>]

N
=D (ilaj — wi i — i) — gl — wj, & — i5))wi x 2j = 0.
1<j
Restringindo ainda mais o problema, podemos formular a hipotese (nao intuitiva) de que exista
uma funcao V : RN — R3 tal que f; = —grad, V(z1,..., 2N, 1, ..., 2n). Onde grad,, € o
gradiente com respeito as coordenadas da i—ésima particula.
Neste caso, define-se a energia mecdnica total do sistema:

N
E = ZTZ- +V.
=1

Onde T; := mizi??/Q, ¢ a energia cinética da ¢—ésima particula.
Assim, ao longo das solugbes da equagao de Newton, temos:

N N
E= Z— < @, grad , V' > +Z < grad, V,o; >+ < grad ;. V,&; >=
i=1 i=1

AN
= —Z — < grad ; V, grad , 'V >
=1

Sob as hipodteses acima, esta expressao, em geral, serd nao nula.

No entanto, supondo adicionalmente que V' nao dependa das velocidades (e consequentemente
cada f;), obtemos a conservagao da energia.

Note que as hipdteses acima sao suficientes para as conservagoes de energia e momento angular,
mas nao foi assegurado que sao necessérias.

As dedugoes acima levam a se esperar que a conservagiao de momento angular, que requer menos
hipodteses sob a forca, seja mais frequente que a conservacao de energia.

Considere o exemplo do sistema Terra-Lua (ignorando a interagao com os demais corpos ce-
lestes). Em primeira aproximacao, o problema pode ser tratado (segundo a mecénica Newtoniana)
como duas particulas interagindo gravitacionalmente. Em um segundo momento, pode-se conside-
rar a atuacao da forga gravitacional sobre a crosta terrestre e o oceano. Esta interacdo induz um
movimento que gera calor. Este pode ser pensado como convertido a partir da energia cinética ou
da interagao gravitacional Terra-Lua. Esta “dissipagao de energia” pode alterar consideravelmente o
movimento descrito pelo modelo ideal? Este tipo de pergunta é uma das motivacoes para a escolha
do tema.

Considere agora o sistema que é um oscilador harmoénico amortecido. Sem atrito, todas as
solugdes sao periddicas. Com a adicdo de um termo dissipativo, todas as solugoes tendem ao equi-
librio, com a mola relaxada e com a massa em repouso. Este é o papel que usualmente se atribui
a dissipagao de energia: para tempos longos, faz o sistema entrar completamente em repouso, evi-
denciando que o modelo ideal é apenas uma aproximacao para pequenos intervalos de tempo.

No entanto, suponha que dada uma condicao inicial, o momento angular seja conservado e
nao nulo. Assumindo a presenca de atrito, ou outro mecanismo de dissipacdo, esperamos que a
velocidade de todas as particulas se aproxime de zero a longo tempo. Supondo que elas nao podem
se afastar arbitrariamente, o momento angular ndo poderia se manter constante. Espera-se entao
que o movimento das particulas nao se “trivialize” com o tempo, o que desperta maior interesse pelo
assunto.

As equacoes de Newton para sistemas mecéinicos conservativos possuem diversas formulacoes
distintas, como por exemplo a Lagrangiana e a Hamiltoniana. Para sistemas mecénicos dissipa-
tivos isso nao ocorre. Algumas classes de forgas dissipativas podem ser descritas no formalismo
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Lagrangiano através da introducao da chamada “funcao de dissipacao de Rayleigh”, D. Neste for-
malismo, sendo L =T — V a fungao Lagrangiana, as equagoes de movimento ficam:

d (oL\_oL __op
dt \ 9q dg  9¢’

Por exemplo, para o oscilador amortecido, T' = mi?/2, V = kx?/2 e D = ci?/2. Nao foi encontrado
algum principio variacional que resultasse nestas equagoes, como acontece para o caso conservativo.
No entanto, elas possuem uma propriedade de invaridncia por mudancas de coordenadas, como as
usuais equagoes de Euler-Lagrange. Mais precisamente, suponha que o sistema esteja definido em
um aberto de R (sem vinculos). Suponha que Q(t) seja solucdo desta equacdo. Se Q@ — ¢q(Q) é
uma mudanca de coordenadas defina, L1(Q, Q) := L(¢(Q), ¢(Q)Q), DP1(Q, Q) := D(¢(Q), ¢ (Q)Q).
Assim,

OgL1 = 4L o ¢'(Q) + 03L 0 °q(Q)(Q, ), L1 = 93L o (Q), 95D1=08;Dod(Q)

d d / :
= —0oL1 = 2 (931) 0 (Q) + 0L 0 *¢(Q)(Q, ).

Onde d?q(Q) é o Hessiano de ¢(Q). Assim, usando o produto interno canénico,

d (0L oLy 0Dy, T i 37L _87[’ 62
dt(@@)_aQ+aQ_q(Q) [dt(@q') 8q+3(j]' (1.1)

Como ¢(Q) é difeo, o primeiro termo se anula se e so se o segundo também é nulo. Observe que
foi suposto que L nao depende explicitamente do tempo.

A mecéanica Newtoniana para sistemas de particulas pode ser estendida para sistemas continuos,
a chamada mecéanica do continuo. As dificuldades matematicas enfrentadas na mecanica do continuo
sdo muito maiores do que aquelas dos sistemas de particulas finitos. Mesmo assim, sob certas
hipéteses, muitos dos resultados validos para sistemas de particulas sao generalizados para sistemas
continuos.

Em particular, ocorre a situagdo onde o movimento de um corpo continuo apresenta conservagao
de momento angular e dissipagao de energia. Trata-se de um sélido em rotacao nao submetido a
forgas externas. Este problema sera analisado com detalhes ao longo do texto. Para tal, sera utilizado
um formalismo Lagrangiano, por analogia com o ji citado. Por uma série de argumentos heuristicos,
como serd feito na segdo 2.2, afirma-se que qualquer configuracao inicial deste sistema evolui para
uma rotagao estacionédria em torno do eixo de maior inércia (da configuracao de equilibrio). Aqui,
novamente, a conservacao do momento angular é a evidéncia clara de que o corpo nao pode cessar
sua rotacao.

Este modelo possui diversas aplicacoes. Suas solugOes sao interessantes na observacao da pre-
cessao de asterdides e cometas, e o chamado “alinhamento de poeira cosmica”. Para referéncias
detalhadas sobre estes fenémenos, o leitor pode consultar [EL00], [Efr00], [Efr01], [ELS02], [LE99]
e [SBHO05]. O comportamento assintotico do modelo também ¢é de interesse no projeto de satélites
artificiais. Em geral, estes sao colocados em orbita em torno da Terra de forma estacionéria com res-
peito ao solo. Esta é uma situacao na qual pode ser usada a hipdtese de auséncia de forgas externas,
desde que no referencial do corpo a atracao gravitacional seja “compensada pelas forgas inerciais”. A
questao do movimento rotacional de satélites ganhou evidéncia apds o inesperado comportamento
do satélite Explorer I, o primeiro satélite americano a ser colocado em 6rbita com sucesso, em 1958.
O satélite, que possuia um formato cilindrico alongado, foi projetado para girar em torno do eixo de
menor inércia. No entanto, antes de dar uma volta completa em torno da Terra, o mesmo passou a
precessar de forma irregular, com amplitude cada vez maior. Esta questao foi tratada por diversos
autores. Aqui serd seguido aquele de M. Levi e J. Baillieul nas referéncias [BL87] e [BLI1].

Esta dissertagao esta dividida da seguinte forma:

e O capitulo 2 é dedicado a andlise de sistemas que motivaram o trabalho, quais sejam, o



4 INTRODUCAO 1.0

problema de Kepler e a dindmica de um soélido livre, ambos com dissipagao.

e No capitulo 3, este dltimo sistema é formulado de maneira geral e sdo obtidos alguns resulta-
dos.

e No capitulo 4, sdo dadas aplicacoes da formulacdo para casos especificos e é apresentada no
final uma abordagem alternativa a um dos modelos.

e Na conclusdo, sao sugeridas questoes que surgiram durante o estudo.



Capitulo 2
Motivacao

Este capitulo é dedicado & anélise dos sistemas mecanicos cujas analogias motivaram o presente
estudo. A dissipagao de energia e conservagdo do momento angular estdo presentes em todos eles.

2.1 Modelo pontual de dissipacao

Examinemos a seguinte modelagem (bastante simplificada) do sistema isolado de dois corpos
interagindo gravitacionalmente.

Serdo desprezadas suas dimensdes espaciais, tratando-os como particulas. A massa de um dos
corpos seréd considerada muito maior que a do outro, adotando-se como referencial inercial o centro
de massa deste. Ainda, a interacdo serd “perturbada’ pela presenca de uma forca dependente da
velocidade relativa (uma for¢a que pode ser simplificacao da for¢a de maré).

Assim como no caso conservativo (nao perturbado), o movimento é restrito a um plano.

Denote por x(t) € R? a posi¢io do menor corpo em relagio ao maior, r := ||z, e V(r) := —k/7.
Onde k é uma constante positiva.

Desta forma, x(t) é solu¢ao do seguinte sistema de equacoes:

{ U= 7V’(’r‘)§ fv(a:-u)r% (2.1)

Onde v é um pardmetro positivo.
Observe que este sistema pode ser obtido pelo formalismo Lagrangiano com funcgao dissipagao:

v(z-1)?
D(:Ca .T) 5 r2
Definindo, como usual, a energia mecanica do sistema: E(t) := ||ul|?/2 + V (r), segue que:
. . 2 . 2
Bmueit V(r)S = v (S 2“) S A S C 2“) — 2D <0.
r r r r r

Portanto, em geral, a energia mecénica nao serd uma integral primeira deste sistema. Sendo
uma funcao decrescente do tempo.

No entanto, observando o momento angular, L := xjus — xau;, constata-se diretamente que
L = 0. Portanto, neste modelo modificado, L continua sendo uma integral primeira.

Considere agora a mudanca (local) de coordenadas dada implicitamente através das equacoes:

z1 = rcost

T = rsend

uy = —Lsenf/r + ncosf
ug = Lcos/r + nsenfd
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Nestas coordenadas, o sistema se escreve como:

L=
. L
=5
r=mn
L2
=TT

Sendo assim, considere o campo vetorial I sobre (um aberto de) R? dado pelas duas tltimas
equacdes do sistema acima: F(r,n) = (n, —vn — k/r? + L?/r3).

Suponha que o momento angular (constante) seja nao nulo. Assim, F' somente se anula (para
r > 0) em (rg,n0) = (L*/k,0).

A matriz jacobiana deste campo no equilibrio tem traco —v e determinante k*/LS. E, portanto,

autovalores
v vz k4
VT I
Logo, essa matriz possui autovalores com parte real negativa em qualquer situacao. Ou seja, o
ponto de equilibrio é um atrator hiperbélico.
Nessas novas coordenadas, a energia se escreve E = n%/2 4+ L?/2r? — k/r.
E claro que E = n?/2 4+ (L/(V/2r) — k/(V/2L))? — k?/(2L?) > —k?/(2L?).

Vejamos como sao os niveis (nao vazios) dessa fun¢ao quando assume valores negativos,

ko L?
E:—c2<:)n2:2———2—2c2.
roor
Seja f :]0,00[— R, f(r) := (2kr — L? — 2¢*r?)/r?. Se ¢ # 0, f se anula se e somente se
c? < k%/(2L?), ou seja, para todo ¢ com nivel de E nio vazio, com raizes

1 P
7"1’2 = 2762 (kﬁ Zl: ]{72 — 202L2) .

Além disso, f'(r) = 2(L? — kr)/r3, ¢ mono6tona decrescente, com raiz rg = L?/k. Ainda, sob a
hipotese ¢ < k?/(2L?%), vale
k

ro >
2c?

>

L2
? =T0-

E, desde que 2¢%ry > k, temos:

r1ro L2 L2
r=—= < — =r7p.
T 2¢2r9 k

Portanto, os niveis negativos (nao vazios) da energia tém o aspecto representado na figura (2.1).
Onde também é destacado o nivel de energia nula, facilmente verificado.
Verifica-se que VE(r,n) = (—=L?/r® + k/r? 7). E, portanto,

(VE(r,n), F(r,n)) = —vn® <0,  ¥n#0.

Desse calculo, vemos que F(r,n) é tangente ao nivel de energia E(r,n), se e somente se n = 0,
Vr €]0,00[. Caso contrario, o campo F' é transversal ao conjunto, garantindo que o seu fluxo por
estes pontos, para um intervalo de tempo suficientemente pequeno (e positivo), estd contido no
interior da curva (E < E(r1,m1)).

Além disso, é 6bvio que, dadas duas energias (iniciais) distintas E; < Es < 0, o conjunto de
nivel E71(E)) esta contido no interior de E~1(Fy).
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Figura 2.1: Niveis negativos da energia mecanica.

Considere entao a solu¢ao da equagao diferencial com condi¢do inicial (r1,0). Neste ponto,
F(r1,0) = (0, —k/r? + L?/r3), ou seja, ¢ um campo vertical ndo nulo (para 71 # rg). Logo, existe
€ > 0 suficientemente pequeno tal que n(t) # 0,Vt € (0,¢). Pelo fato da energia ser decrescente
ao longo das solugoes, (r(t),n(t)) pertence & unido da curva de nivel (da energia inicial) e seu
interior para todo t € (0, €). Mais precisamente, pertence ao interior da curva, pois, se para algum
t € (0,¢€), pertencesse ao conjunto de nivel, pela transversalidade do campo nesta regiao haveria uma
componente da solu¢ao contida no exterior do conjunto de nivel. Isto contrariaria a monotonicidade
da energia.

Assim, a fungao energia serd estritamente decrescente ao longo de qualquer solucao com condigao
inicial de energia negativa (Eg < 0). Mais do que isto, vemos que nesta situac¢ao o fluxo permanecera
em um conjunto compacto, ou seja, as solugoes estao definidas para todo ¢ > 0.

Portanto, concluimos que toda solu¢ao com Ey < 0 tende assintoticamente ao equilibrio (rg,0).

Qualitativamente, a figura (2.2) ilustra o comportamento das solugoes nesta regiao.

n )
T T
/ T
-
/ S E=0
B \ \\‘\\
0 T e——
7NN | =
A N — &
i
\‘\u =
L
\
-

Figura 2.2: Comportamento qualitativo das solugoes.
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Na figura, o comportamento das solugoes proximas ao equilibrio, do “tipo espiral", deve-se ao
fato de F' ter rotacional estritamente negativo no equilibrio, para quaisquer valores das constantes
k, L e v. Escrevendo o sistema de equacoes em coordenadas polares em torno do equilibrio, pode-se
afirmar que o angulo correspondente as trajetérias nesta regido tenderd a +oo caso v < 2k%/L3
(analogamente ao oscilador harménico subamortecido). Se v > 2k?/L3, o referido angulo serd
assintoticamente limitado (analogamente ao oscilador harmonico superamortecido). Para uma prova
dessas afirmagoes, consultar a secao 30 do capitulo 5 da referéncia [Pon62].

Observagao 2.1.1. Note que no caso sem amortecimento (v =0), temos a situagao usual, onde a
energia E € integral primeira. Ou seja, as solugoes ficam restritas as curvas esbogadas na figura (2.1).
Isso é o esperado, tendo em vista que a solugao deste cldssico problema (com energia negativa) é o do
movimento relativo dos corpos restrito a uma elipse (implicando que a coordenada r seja periddica),
ou a um circulo (caso especial em que r = 1¢, ou seja, é a solug¢do de equilibrio).

Em contrapartida, no caso em considera¢ao, qualquer condi¢do inicial com energia suficien-
temente baiza (e momento angular ndao nulo) evoluird para um estado de rotagao do sistema no
qual a distancia relativa é constante (sem colisdo). Em outras palavras, para um observador situ-
ado em um dos corpos (referencial nao-inercial) o outro corpo descreverd um movimento circular
assintoticamente.

E importante ressaltar que este movimento circular existe no caso em que L # 0. Como nas
novas coordenadas, L = 20, se tivermos inicialmente L = 0, decorre que 6 é constante (pois 7 > 0).
Logo, as equagoes de movimento ficam:

r=n
) k
= —U _——
Ui n 2
E assim, desde que E = 72/2 — k/r e E = —u?< 0, por um argumento similar ao anterior,

concluimos que as regioes de energia negativas sdo positivamente invariantes pelo fluxo. Desta
forma, dado € > 0, e considerando a regiao A, compacta, representada na figura (2.3), tome
uma solucdo maximal que “entre"em A.. Se ela nao sair de A, entdo ela esta definida para todo
t € (0,00), pois esta regiao ¢ compacta. Entao pelo teorema de Poincaré-Bendixson deveria existir
um ponto de equilibrio ou uma 6rbita periddica em A, o que geraria uma contradi¢do, pois ndo ha
pontos de equilibrio e em uma 6rbita periédica, a energia nao poderia ser decrescente.

B

. E<0

— N

A
i _
| r
a4 N
<
bt

Figura 2.3: Regides de energia negativa para momento angular nulo.
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Concluimos assim que toda solugdo (maximal), definida no intervalo (0,¢y), com energia inicial
negativa tem a propriedade:
lim r(t) = 0.

t—to

Ou seja, os dois corpos colidem, assim como no caso conservativo.

Observagao 2.1.2. Suponha que tg = 4+00. Neste caso, teriamos

k
lim |¢|= lim 4/F+ —— = 4o0.
t—+o0 t—+o0 r(t)

Logo, existe N > 0 tal que |7(t)| > 1,¥t > N. Seja C := max |r(t)|.

0<t<N
Mas isto implicaria que
t
> ‘/ 7(s)ds
N

/Otf“(s)ds /ONi“(s)ds

Gerando assim um absurdo. Logo, as particulas colidem em tempo finito.

t—o00

Ir(t)| = >t—N—CN=% .

Portanto, para energias iniciais negativas, a presenca da dissipacao nao faz com que os dois
corpos colidam (contanto que suas velocidades iniciais ndo estejam na dire¢ao que liga os corpos),
o que ¢é intuitivamente plausivel.

Observagao 2.1.3. O ponto de equilibrio relativo (r,n) = (ro,0) tem outra caracteristica interes-
sante. A partir da expressao da energia reduzida (ou seja, com L = cte), tem-se:

L* k
VE = _7’73—’_7“72777 :>VE<T0,0):(0,0)

Além disso, sua matriz hessiana é:

1 0 1 0
Hg = 302 2k = Hg(r,0) = k4
R ] 0 Is

Isto implica que (L?/k,0) é minimo local (pelo menos) nio degenerado da fung¢io energia re-
duzida. Claramente a solugao de equilibrio desta equagao é estdvel, uma vez que o equilibrio € atrator
hiperbdlico.

No entanto, no problema original, onde L ndo é firada a priori, as correspondentes solugoes
circulares nao sao estdveis (no sentido de Liapounov). Pode-se constatar este fato observando que
para quaisquer duas condigdes iniciais proximas (com momentos angulares distintos) sao gerados
movimentos circulares (de mesmo raio) com velocidades angulares distintas. Mas isto nao as impede
de ser orbitalmente estdveis.

Deve-se observar que a forca dissipativa aqui usada é extremamente particular. De fato, a de-
terminagdo experimental de forcas dissipativas é algo complexo, e frequentemente recorre-se a ex-
pressoes simplificadas por razdes praticas. No entanto, um ponto que deve ser destacado neste
modelo, é que a forca utilizada é compativel com o principio de Galileu para sistemas mecani-
cos isolados (dentre os quais este se enquadra). Uma discussao sobre este principio é exposta no
Apéndice A.

2.2 Dissipagao interna em um corpo isolado

A descricao do movimento de corpos cujas propriedades internas e dimensoes sao nao despreziveis
(frente & situag@o que estao sujeitos) sera desenvolvida com mais detalhes, e com maior generalidade,
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no capitulo 3. Nesta secdo de motivagdo, & apresentada uma proposta desenvolvida na referéncia
[LB72].

Um assunto vastamente discutido em textos de mecénica classica é o corpo rigido, que consiste
em um objeto (macroscopico) com uma distribuicado de massa nao necessariamente homogénea
munido de um vinculo interno, qual seja, de que a distancia relativa de suas componentes seja
constante no tempo. Essa propriedade justifica a ideia de rigidez. O assunto muitas vezes se torna
complicado, devido aos tipos de forgas (ou torques) externos as quais o objeto esta sujeito.

O intuito desta secao é analisar fenomenologicamente os efeitos de dissipagao interna de energia
em corpos elasticos na auséncia de forcas externas. Trata-se de algo semelhante ao que foi feito na
secao anterior, ou seja, uma tentativa de tornar o modelo mais real ao adicionar um decréscimo
gradual na energia mecéanica do sistema.

Para uma abordagem construtiva do problema, desde as hipoteses citadas até as equacoes de
movimento, pode-se consultar, por exemplo, o capitulo 6 da referéncia [Arn89]|. Nela, autor deduz
as equacoes de movimento para um sistema constituido de N particulas cujas distancias mutuas
sao fixas e no final as “adapta” para o caso continuo.

Considere um referencial ortonormal de R? que se move juntamente ao corpo. A hipétese de
auséncia de forcas externas implica que o centro de massa do corpo se move com velocidade constante
em relacao a qualquer referencial inercial que se tome. Portanto, pode-se tomar este ponto como
origem tanto do referencial fixo no corpo (referencial moével) quanto de um referencial inercial.
Neste caso, o movimento do corpo fica determinado pela rotacao do referencial movel em relagao
ao referencial inercial. Tal rotagdo é representada por uma fungao (suave)

Y :]0,00) — SO(3),

sendo que a base mével &, por definicio, a imagem da base canonica de R3 por Y (¢), para cada t.

Desta forma, Y)Y ()T =Id =YYT+YYT =0 =YYT = —(YYT)T. Ou seja, YYT ¢
antissimétrica.

Denote por Ant(3) o espaco vetorial dos operadores lineares antissimétricos sobre R3. Assim,
usando o isomorfismo S : Ant(3) — R? descrito no lema (3.2.3) (que ndo é apresentado aqui
por nao ser essencial neste desenvolvimento), podemos definir wy(t) := S(Y ()Y (1)T) € R3, que
é denominado wvetor velocidade angular no referencial inercial. Fisicamente, a dire¢do deste vetor
é aquela (tnica, se 0 corpo nao estd em repouso) a qual as velocidades instantineas de todas
componentes do corpo sao perpendiculares. Seu sentido estd associado & orientacao da rotacao, e
sua norma representa o quao rapido esta girando o corpo em torno da diregdo mencionada. Todas
estas ideias podem ser estabelecidas de forma matemaética, como feito em [Arn89], em termos das
velocidades e posicoes das componentes do corpo. Mas, para o propésito desta motivagao, estas
ideias sao suficientes. Aqui, a parte essencial da discussdo é sobre a evolucao deste vetor no tempo.

Assumindo que a extensdo espacial do corpo é representada por um subconjunto aberto (li-
mitado e conexo) B C R3, tome inicialmente um referencial no centro de massa do corpo. Seja
p = p(x1,z2,x3) sua densidade de massa e defina o operador linear (conhecido como tensor de inér-

cia no referencial do corpo) I € Lin(R3), com componentes (em qualquer base ortonormal positiva
de R3):

3
Lij = /B ((Z x%) 0ij — xia:j>p(xl,xg,a:g)dxldxzdxg.
k=1

Desta defini¢do, decorre que I é simétrico e seus autovalores sdo positivos. Isto é consequéncia,
do lema (3.2.5), apresentado posteriormente.

Defina w(t) := Y (t)Two(t) e L := Iw, chamados velocidade e momento angular no referencial
do corpo respectivamente. Este ultimo é de fato o momento angular total do sistema descrito no
referencial mével. Pensando no corpo rigido como um sistema de particulas, usa-se o resultado de
que na auséncia de forgas (e portanto torques) externas, o vetor momento angular, no referencial
inercial, £ := Y (t)L(t) = Y (t)Iw(t) = Y (t)IY (t)Two(t), é constante no tempo.
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Desta forma, este vetor satisfaz:
YIw(t) = £ = constante = Yo+ YIw =0

S To+ (Y 'YVw=To+Y'YY)YIw =T+ YT (wy x YIw) = [0 +w x [w=0.

Onde foi usada a propriedade (#7) do lema (3.2.3) e o resultado: A(uxv) = (Au) x (Av),Vu,v €
R3,VA € SO(3).

Portanto, w satisfaz a seguinte equacao de movimento:
Tw=1Jwxw (2.2)

Observacao 2.2.1. Para ilustragao, suponha que o corpo execute um movimento com velocidade
angular wg constante. Nesta situacao, € fdacil entender o motivo da interpretacao fisica associada
a este vetor. Sob esta hipdtese, ainda supondo wy ndo nulo, em uma base ortonormal ordenada de
R3 onde o terceiro vetor tem a dire¢io e sentido de wo, tem-se que Y ()Y (£)T = S~ wp) = Ag =
constante, onde:

0 —as a9 0 —Hon 0
Ao = as 0 —al = ||w0|| 0 0
—az a1 0 0 0 0

Assim, Y = AgY, e portanto,

cos(|Jwollt) —sen (llwollt) 0O
Y = Yoexp(tdo) =Yp sen (|lwollt)  cos(||wol|t) 0
0 0 1

Logo, o referencial mdovel girard em torno da dire¢do determinada por Ypwog com velocidade
angular igual ao mddulo deste vetor. Além disso, 0 = &y = Yw + Y& = AyYw + Y. Mas,
novamente pela propriedade (iii) do lema (5.2.3), AgYw = S™1(wp)wo = wo x wo = 0. Portanto,
Yw =0 = w = constante.

Suponha agora que a velocidade angular no referencial do corpo, w, seja constante no tempo e
nao nula. Pela equagdo de movimento, obtemos que 0 = Iw = (Jw) X w. Logo Iw = Iw, A € R,
AN#£0. Logo ¢ =YIw=AYw = wy=Yw=A1 Assim, wy também é constante, e 0 movimento
€ 0 mesmo descrito anteriormente. Além disto, o cdlculo mostrou que ele tem a mesma diregdao que
o momento angular { (consequentemente, w ~ L).

Ou seja, wy € constante se e somente se w também for, tornando equivalentes as questoes de
encontrar rotagées estaciondrias nos referenciais inercial e do corpo.

A partir da construgdo apresentada, sdo diretamente obtidas quatro integrais primeiras, quais
sejam, energia mecinica e vetor momento angular:

1 1
(=YL=YlIw, T:§ <w, Iw >=3 <wo, YIYTwy >

Seja {f1, f2, f3} uma base (ortonormal) de autovetores de I. Se wy, wy, w3z sdo as coordenadas
de w nesta base, as quantidades conservadas acima implicam que:

{ 0] = I}w + 3w} + I3w3 = constante (2.3)

2F = [w? + w3 + I3w3 = constante

Ou seja, no referencial do corpo, a velocidade angular se move ao longo da intersecao de dois
elipsdides. Esta interseciio somente sera bidimensional no caso Iy = I = I3 (e ||[¢||*> = 2[1 F), onde w
é constante. Quando os momentos de inércia sao mutuamente distintos, pode-se notar que existem
somente seis pontos de equilibrio do fluxo sobre cada superficie de momento angular constante.
Portanto, conclui-se que existem somente trés tipos de trajetorias da velocidade angular possiveis:
restrita a uma orbita periddica, constante em um ponto de equilibrio e em uma conexao de selas.
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A figura (2.4), extraida da referéncia [BO78|, ajuda a compreender esta situagao.

Figura 2.4: Retrato de fase para a velocidade angular no referencial do corpo rigido.

Observa-se que os pontos de equilibrio ao longo dos eixos de maior e menor inércia sdo estaveis
(no sentido de Liapounov), ao contrario do equilibrio no eixo de inércia intermediéria.

E facil constatar que no caso em que (somente) dois dos momentos de inércia sdo iguais (para
um sélido de revolugao, por exemplo), as conexdes de sela deixam de existir e surge uma curva
fechada constituida de pontos de equilibrio.

Considerando entao o caso menos degenerado (representado na figura), pergunta-se o que acon-
teceria com as trajetorias sobre o elipsdide de momento angular constante se a energia do sistema
decrescesse gradualmente.

Esta proposta baseia-se no fato de que usualmente corpos sélidos na natureza nao tém seu movi-
mento bem descrito pela dinamica do corpo rigido. Este modelo fica particularmente ineficaz em
grandes escalas de tempo, isto é, para descrever o movimento assintético. Corpos sblidos isolados
em rotacao tém suas componentes submetidas a aceleracdo, o que causa deformacdes, vibracoes. A
energia mecanica passa a ser transferida para estes movimentos internos do corpo, nao tao lenta-
mente, dependendo da geometria do mesmo. Serd assumido que a energia mecénica é decrescente,
ou seja, que a energia transferida para os movimentos internos nao pode ser convertida novamente
em rotacao do sistema total e que o processo de transferéncia seja muito lento comparado & ve-
locidade de rotagao, o que geralmente é denominado processo quasi-estatico. Um bom exemplo real
sao solidos que possuem hastes agregadas, as quais vibram com considerdvel amplitude quando
submetidas a rotacao.

Os referidos movimentos internos, no entanto, nao sao suficientes para alterarem o momento
angular total. Para que isto ocorra, as deformacdes tém que imprimir um “torque efetivo"nao nulo
sobre o corpo, o que serd assumido ter muito menos influéncia do que a dissipacao de energia (ou
nao ocorrer de fato).

Para entender o efeito da dissipacao de energia no movimento do corpo, analisaremos o que
ocorre proximo aos movimentos de “equilibrio”, onde w é constante.

Pensando de forma intuitiva, dada uma velocidade angular inicial proxima a qualquer um dos
dois equilibrios de menor momento de inércia, o correspondente nivel de energia esta préximo do
maior admissivel (em relagdo ao momento angular correspondente, fixo). Desta forma, a velocidade
angular descreverd aproximadamente uma curva fechada, que nao podera ser periédica devido a
leve queda na energia. E 0 movimento evolui desta forma na sequéncia, afastando-se do equilibrio,
até se aproximar da regiao onde existiam as conexoes de sela. Ou seja, nestas regioes o equilibrio
atua como um repulsor, com comportamento semelhante a um foco repulsor linear.
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Nas regioes proximas aos equilibrios de maior momento de inércia, na regiao que era compreen-
dida entre as conexdes de sela, tem-se um comportamento analogo, porém o equilibrio passaria a ser
um atrator das 6rbitas do correspondente setor. Em outras palavras, toda rotacao com velocidade
angular préoxima tenderia a uma rotagao estacionaria, uma configuracao de energia minima, na qual
se cessaria a deformacdo do corpo e, consequentemente, a dissipacao.

Ao ponto de sela, € atribuida uma idéia de robustez, sendo que ele permaneceria na presenca
da “perturbacao” imposta. No entanto, as conexoes de sela seriam provavelmente desfeitas.

Assim, ap0s esta série de afirmagoes que parecem razoaveis, é sugerido que nao héa alternativa
sendo aquela em que, exceto nos pontos de equilibrio instaveis e nas separatrizes de sela estaveis,
toda velocidade angular inicial evoluird para uma rotacao ao longo do eixo de maior momento de
inércia.

A figura (2.5), retirada da referéncia [BL87], ilustra a situacdo descrita.

Figura 2.5: Retrato de fase para a velocidade angular no referencial do corpo com dissipagao.

Sendo assim, é interessante entender o significado fisico deste estado.
Pela observacio (2.2.1), para uma rotacdo estacionaria: w = Y (t)Twg = constante. Logo,
naquela base citada,

cos(flwollt) — sen ([lwol[t) O
Yiwo= | —sen(|lwollt) cos(|jwollt) 0 |w.
0 0 1

Assim, pela independéncia linear das fun¢oes seno e cosseno, conclui-se que w = (0,0, £||lw]||) =
(0,0, £|woll)-

Logo,
0 0 COS & sena 0 seno  cos« 0
0 =Y 0 =Yy = —sena cosa 0 |,| cosaa —sena O
Jwol +[lwol 0o 0 1 o 0 -1

Onde, na ultima implicacao, foi usado que obrigatoriamente Yy € SO(3).
E, finalmente,
cos([lwollt + @)  sen (|lwollt +a) O
Y(t)=[ —sen(||wollt + ) cos(|jwollt+a) 0
0 0 1
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Portanto, segundo o referencial inercial, assintoticamente, quase todo estado inicial evolui para
uma rotagao “bem comportada” do corpo, na qual todas suas componentes (ou “pontos materiais”
que o constituem) descrevem um movimento circular, com o médulo da velocidade constante, em
torno do eixo de maior inércia, que coincide neste caso com a dire¢do da velocidade angular “fixa
no espacgo’.

Esta foi a motivacao para estudar o corpo rigido no contexto de dissipagao de energia, e conser-
vacao do momento angular. Este modelo tem analogias muito interessantes com relacao ao apresen-
tado na secao (2.1). Além da questao das duas integrais primeiras citadas, outra analogia reside no
movimento assintético, o qual é estavel e esta na intersegdo do nivel de momento angular constante e
minimo local relativo de energia (como discutido na observagao (2.1.3)). Ainda, em ambos os movi-
mentos assintoticos, o sistema estd em um equilibrio que nao é “estatico”, isto é, as componentes do
mesmo continuam em movimento em relagao a qualquer referencial inercial (se o momento angular
total é nao nulo).

Note que ambas as situagOes foram interessantes quanto & conservacao do momento angular,
que facilitou extremamente a anélise reduzindo os graus de liberdade do sistema essencialmente
para dois, contexto no qual a teoria qualitativa das equacdes diferenciais ¢ muito mais acessivel.

2.3 Oscilador harmoénico amortecido acoplado a corpo rigido livre

Desde que a tltima segao foi dedicada a uma abordagem intuitiva sobre dissipagdo em solidos,
propde-se agora uma situacao (talvez a mais simples possivel) deste tipo de mecanismo.

O estudo do modelo apresentado aqui foi proposto e desenvolvido na referéncia [Lev89]. Todos
os resultados aqui expostos foram apresentados na mesma.

Considere um corpo rigido, com operador de inércia I, cujos momentos de inércia sao Iy > I >
I3. Ao longo do eixo de maior inércia, estao acopladas ao corpo duas particulas de massas iguais
(myp) através de molas com elasticidade, amortecimento e comprimento iguais. As particulas estao
vinculadas a se movimentar somente ao longo deste eixo, sendo que as molas estdo orientadas em
sentidos contrarios. A figura (2.6) ilustra a situacao.

Figura 2.6: Corpo rigido acoplado a oscilador harmonico amortecido.

Observe que se I1 = I, 0 eixo em questao nao é unico. Escolhendo um, as equacoes de movimento
a seguir também serao validas.

Escolha uma base ortonormal de autovetores de I, e denomine por eixos x, ¥y, z 08 associados aos
momentos [1, Is, I3, respectivamente. Este é um referencial fixo no corpo, sendo que as duas molas
oscilam ao longo do eixo x.
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Sejam k a constante de mola, +xg as posi¢oes de equilibrio das particulas e ¢ a constante de
amortecimento das molas.

Pensando no modelo como um sistema de particulas, e assumindo que nao haja forca externa,
faz-se uso da conservagao do momento angular total para encontrar as equagoes de movimento (este
pode ser pensado como obtido a partir da mecanica Newtoniana ou através do teorema de Noether).

Para simplificar o problema, suponha que as condigoes iniciais das particulas sejam simétricas,
de forma que possamos assumir que o centro de massa do sistema esteja em repouso em relacao ao
corpo rigido.

Desta maneira, o momento angular total do sistema é dado por:

l .= me X v; = Log + 2mpr X v.

)

Onde fcr = Y (t)Iw é o momento angular do corpo rigido, r,v sdo a posicao e a velocidade da
particula de coordenada x positiva (a posi¢ao e a velocidade da outra sdo simétricas a r e v, logo
To X Vg =T X ).

Sendo Y (t) como discutido na se¢ao anterior, e pela descricdo do sistema, vemos que r =
Y(t)(xz) = 2Y (t)Z. Onde = = ||r|| e & é o vetor unitario na dire¢ao positiva do eixo x.

Logo, v =7 = &Y i +aYi = iYi+awyx (Y&) = rxv =aYix (zwyx Vi) = Y (22% x (wx &)).

Portanto, £ = Y M, onde

M = Iw — 2m,z2E x (& X w).

2 0=l=YM+YY'YM=YM+wyxYM
= M4+wxM=0.

Além disso, as duas particulas estdo sujeitas & interacdo com o corpo, através das molas. Para
descrever esta interagao, escreve-se a equagao de movimento (Newtoniana) para as mesmas:

mpf[) = F = —k(]} — [L‘(])Yi' —cxYz + Ffuinc-

Onde Fyine € a forca de vinculo associada a restricdo de que a particula se movimente somente
na direcdo do eixo x.

Assumindo-se o principio de D’Alembert, infere-se que a componente de Fy;,e na direcao de &
é nula.

Mas, v =Y (2w X & + &%) = 0 =Y (&% + 2w X (w X T) + 20w X T + 2w X T).

Logo as equagdes de movimento sdo:

M+wxM=0
mpd + k(x — x0) +c& +mpxr <w X (WX Z),& > +2my < Tw X T,Z > +mpzr < w X T, >=0

Ou, explicitamente em termos das coordenadas de w na base citada:

{ Io 4 w x Tw + 4myrd (0, wa, ws) + 2mpw2(0, W, ws) + 2myz?w (0, —ws3, we) = 0 (2.4)
i+ k(z — zo)/my + ci/my = 2(w3 + w3) '

Na segao (4.3) este sistema sera deduzido usando-se o formalismo Lagrangiano, indicando a
compatibilidade do principio de D’Alembert usado aqui.

E interessante associar uma energia a este sistema. Podemos pensar que a energia total é a soma
da energia cinética do corpo rigido, a energia cinética das massas e o termo de interacao dado pela
energia potencial da mola.

Somos levados assim a definir:

1 1
E= 3 < Tw,w > +§mp(3'c2 + (w3 + wd)a?) + k(z — x0)?. (2.5)

Usando as duas primeiras equagoes de (2.4) e derivando a energia com respeito ao tempo,
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concluimos por um célculo direto que E = —2¢i? < 0. Isso indica certa adequacao do modelo ao
contexto proposto. Pois foi visto que o momento angular total é conservado (aqui, praticamente por
principio) e esta fungdo energia é decrescente ao longo das solugoes. Observe que na auséncia da
dissipagao, ¢ = 0, a energia é conservada, e ela também é constante quando é cessado o movimento
da mola.

Escrito na base movel, o momento angular fica:

M = (Liwr, (I2 + 2mpx?)wa, (I3 + 2myr?)ws) = I(z)w. (2.6)

Onde I(z) = diag(I1, Ix(z), I3(7)) = diag(I1, (I + 2m,x?), (I3 + 2m,x?)), pode ser pensado
como um operador de inércia do sistema completo (note que nao é necessariamente constante).
A conservagdo do momento angular implica que é conservado:

||M||2 = %w% + (12 + 2mp:v2)2w§ + (Is + 2mpx2)2w§. (2.7)

Na referéncia [Lev89] em questao, o autor afirma que esta é a inica quantidade conservada nao
trivial na presenga da dissipacao (¢ # 0).
O decréscimo da energia implica que sobre uma solucao com energia inicial Fy:

0 < [w} + Lwi + Lws + my(i? 4+ (w3 + wd)a?) + k(z — 20)* < 2E. (2.8)

Claramente, o conjunto dos pontos (wi,ws,ws,r, @) € R que satisfazem esta desigualdade é
limitado, e também fechado, sendo imagem inversa de fechado por fungao continua. Logo é com-
pacto.

Além disso, as equagoes do sistema (2.4) podem ser escritas em forma normal:

i (-k)
1 h
w2 m((—rz’, — I + 2mpx2)w1w3 — dmpruwy)
- ’ (2.9)
@_3 m((ﬁ — I, — 2mp;v2)w1w2 — dmyruws)
’ U
! —k(z —z0)/myp —cu/mp+x(w%+w§)

Logo, a solucao do sistema para qualquer condicao inicial estd definida para todo ¢ > 0. Assim
faz sentido investigar o comportamento assintético das mesmas, de uma forma global.

Daqui em diante, serd analisada a solu¢ao do sistema (2.9), ou equivalentemente, a do sistema
(2.4).

Teorema 2.3.1. Se ¢ > 0, o conjunto w—Ilimite de toda solugao do sistema estd contido em:
{(z,u,w) € R :u=0}.

Denominado conjunto de dissipag¢do zero, ou configuracoes rigidas. Mais do que isto, limy_, oo © = 0.

Demonstragao. Foi visto que toda solugao esta definida para todo t > 0, e estd contida (positiva-
mente) em um compacto. Um resultado de EDO (ver por exemplo [Sot79], Teorema 5 do capitulo
VII) que seu conjunto w—limite é ndo vazio, compacto, conexo e invariante pelo fluxo.

Para garantir o teorema, basta mostrar que Ve > 0, e qualquer condigao inicial Zy = (x(0), £(0), wp),
existe T' = T'(e, Zp) tal que Vt > T, ¢(t, Zo) = (z(t), 2(t),w(t)) € {(z,u,w) : |u| < e}

Suponha que isto ndao valha. Assim, existem 0 < € < 1, Zy e uma sequéncia de tempos, t1 <
ty < .. <tp < ..,comt, —3 400 tais que |(t,)| > ¢, Vn € N.

Ainda, se |@(t)| > e, E(t) = —2ci(t)? < —2ce. Logo, o conjunto {t > 0 : |&(t)| > e} C R deve

ter medida nula. Pois caso contrario, teriamos F(t) s —00, absurdo, pois £ > 0.
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Observe que esta conclusao também vale para {t > 0 : |Z(t)| > ¢/2}.
Assim, nao ha perda de generalidade em assumir que Vn € N, existem ¢y, 9, tp1 € (tn, tnt1), tno <
tn1, tais que £/2 < |&(t)| < e,Vt € (tno0,tn1), [E(tno)| =€/2 € |E(th1)| = €.

tn,l . tn,l
s E(to) — B(tor) = — [ Bdt =2 / ci%dt > ce(tnr — tno).
tn’() tn,O
Por outro lado,
€
€ _ . . < . B .
5 = litta) =t <, max [#O)]tn1 — tus

No entanto, pela segunda equacao de (2.4) e pela equacao (2.8), vemos que

. k c .
5] < — o — o] + |l + [l (] + wd) < K, ¥t > 0.
mp mp

Onde K > 0 86 depende da energia Ejy.

ced
= E(tn,o) - E(tn7]_) Z E
(e} 0 tn.1 0 CE3
= lim E(t)—Ep = —20/ 2dt < —202/ idt = — Z(E(tn,o)—E(tn,l) < - Z Y
fe0 0 n=1"tn,0 n=1 n=1
Absurdo. O

O teorema assegura que para toda condicao inicial, assintoticamente, a velocidade das molas vai
a zero. Consequentemente, dada qualquer condicao inicial sobre o w—limite de qualquer solucao,
nao havera dissipagao de energia. Isto é compativel com as consideragoes da se¢ao (2.2).

No entanto, observe o caso em que o corpo possui a simetria Is = I3. Por exemplo, quando o
corpo é parecido com o da figura (2.6). Das equagoes (2.9), vemos que existem condic¢oes iniciais
adequadas que resultam em uma solucao do tipo:

w1 = constante, x = constante, wy = Acos(at), ws = Asen (at).

Ou seja, o corpo precessa. Em vista da secao anterior, este é um comportamento inesperado.
Esperar-se-ia que todo movimento tendesse a uma rotacao em torno do eixo de maior inércia.
Mais do que isto, na referéncia |[Lev89|, afirma-se que este tipo de solugao seria limite assintotico de
solugoes com outras condigoes iniciais (até com movimento inicial da mola). No entanto, argumenta-
se que este comportamento é excepcional, e que se deve a uma imposicao “artificial” deste modelo,
o vinculo das particulas se moverem somente sobre o eixo z. Ainda assim, ele afirma que esta
precessao assintdtica é nao genérica, em vista do seguinte resultado.

Teorema 2.3.2. Suponha que Iy > Is. A curva (w(t),z(t),z(t)) = (w(t), 0, 0), onde T > 0
é constante, é solugao do sistema (2.4) se e somente se w(t) = ws, constante, com componentes
satisfazendo w3 + w3 < k/m,,. Neste caso, Too,weo Satisfazem:

kxo
k—mp(w? +w3)

I(Z oo )Woo = AWoo, Too =

I(x) foi definido na equagao (2.6).
Demonstrag¢ao. Sob estas condicoes, a funcao w satisfaz,

w1 = Qwows
w2 = Qowiws
w3 = agwiws
Too(k — mp(w3 + wi)) = kxg
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Onde a1 = ([2 - Ig)/[l = (IQ(LL‘OO) - 13(.%'00))/]1, Qo = (13(1‘00) - Il)/IQ(J}OO), a3 = (Il -
Iy (000)) /I (w00).

Note que a ultima equagdo impde que a solucao w(t) esté restrita a um cilindro. Observando a
conservagao do momento angular e da energia, para provar que w é constante basta mostrar que na
intersecao deste cilindro com os dois correspondentes elipsdides nao pode conter um segmento de
curva.

A dltima equagdo fornece: 0 = (d/dt)(w3 + w?) = (g + ag)wiwows.

Suponha que as = —a3. Dai temos que:

Ig—|—2mp$oo—11 I3—|—2mp:voo—11 o I2+2mp:coo—[1
I3+ 2mpr I +2mpr - I3+ 2mpToo

= I3 > I.

Gerando um absurdo. Logo, wjwows = 0.
Suponha que existam tg e i tais que w; # 0. Logo, isto vale em uma vizinhanca de tg. Logo,

L
Tt

0= ;W13 = Wy dt

Portanto, |w;| é constante nesta vizinhanga. O que é absurdo. Conclui-se entdo que w é constante.
A ultima equacao fornece entao o valor que x4, deve ter, o qual estd bem definido se atendida
a hipotese.
Observe que a primeira equacao de (2.4) agora mostra que: 0 = w X Mw = w X [(Zx)w. Ou
seja, I(zoo)w = Aw. O

No préximo teorema, serd imposto m, = 1, sem que haja perda na anélise qualitativa.

Teorema 2.3.3. Suponha que os momentos de inércia e o comprimento de relazamento da mola
satisfacam: Iy > I(xg) > I3(x0). Seja p := ||[M]|, a norma do momento angular inicial (que ¢é
conservada). Considere o valor da constante de mola k no sequinte intervalo:

-1
H o
0<k< 1l —— =: k,.

12( ¢hb> Y

Para cada um destes valores, existemn dois eizos no plano (z,y), v’ e y”, diferentes dos eizos x
ey, tais que o sistema admite uma rotagao estaciondria em torno deles. Ou seja, w = 0, e w estd
na dire¢ao do eizxo.

O andlogo deste resultado vale no plano (x,z), com eizos z' e 2", e

—1
K 0
k,i= =1 —— .
: ﬁ( h—k)

Demonstragao. De fato, note que os tnicos equilibrios possiveis do sistema (2.9) sdo (w1, ws,ws, T, &) =
(i
(ii

(i

+1/11,0,0, 20, 0).
0, +u/I5(x),0,2,0). Onde x satisfaz: k(Iy + 22)%(z — 20) = p’a.
0,0, +u/I3(x), x,0). Onde x satisfaz: k(Iy + 2%)?(x — z0) = p’z.

twi, 0, +ws, vI1 — I3,0), eixo 2’. Onde w3 = k(1 — zo(v/I1 — I3)71).
E (I + 1 — I3)%w3 = p? — kI?(1 — 2o(vT1 — I3)7Y).

(v) (£w1,0, Fws, VI — I3,0), eixo 2”. Onde w? = k(1 — zo(vT1 — I3)71).
E (LL+ 1 — I3)%3 = p? — kIZ(1 — 2o(vVT; — I3)7Y).

) (
) (
) (
) (

(iv



2.3 OSCILADOR HARMONICO AMORTECIDO ACOPLADO A CORPO RIGIDO LIVRE 19

(vi) (Fwi,+ws,0,vT; — I2,0), eixo y'. Onde w3 = k(1 — zo(vT1 — I2)71).
E (I3 + I — [b)*w3 = p? = kI} (1 — z0(vVTL — I2)71).

(vii) (fwi, Fws, 0,11 — I3,0), eixo . Onde wj = k(1 — zo(vI1 — I2)™1).
E (Is + 1) — L)2w2 = pi2 — kI2(1 — 2o (VI — I2)7Y).

Ou seja, existem no méaximo os sete eizos de equilibrio acima. De tal forma que os quatro tltimos
desaparecem exatamente para os valores de parametros enunciados. Ou seja, ocorrem bifurcagoes
(pelo menos) nestes valores de parametro.

A anadlise detalhada destas afirmacoes é simples, porém tediosa. Por isso é omitida. ]

Observe que para os mesmos quatro iltimos equilibrios listados, a posicao de equilibrio das
massas é independente da constante de elasticidade da mola.

Além disso, nestes casos o elipsoide (efetivo) de inércia possui simetria com respeito aos eixos y
ou z.
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Capitulo 3

Equacoes de movimento

A discussao desse capitulo ¢ sobre a evolu¢ao temporal de um sistema mecanico (continuo)
que nao seja um corpo rigido ideal, mas que contenha componentes rigidas e elasticas ou que seja
deforméavel. Contanto que esta deformagao nao seja expressiva ao ponto de nao ser possivel definir
um referencial natural (ndo inercial) que acompanhe o mesmo.

O tratamento é o desenvolvido na referéncia [BL87].

Faz-se necessério estabelecer a notagao e os conceitos relacionados & dindmica do corpo rigido
ideal. Serd trabalhada aqui uma formulagao Lagrangiana para este tipo de problema.

Uma referéncia suficiente para este assunto se encontra em [Arn89].

3.1 Conceitos preliminares

A classe de sistemas mecanicos do tipo corpo rigido consiste naqueles que possuem como vinculos
(holonémicos):
lr(z1,t) — r(xe,t)|| = 12, vVt > 0.

Onde z1, x5 sao coordenadas de pontos do corpo na posic¢ao inicial, e r(x1,t),r(x2,t) sdo suas
posi¢oes apos um tempo ¢ (r12 é constante no tempo).

Como é conhecido, da formulacao Lagrangiana da mecénica cléssica, a descrigdo do sistema é
completamente determinada por um conjunto de coordenadas associadas aos graus de liberdade do
mesmo.

No caso do corpo rigido, os graus de liberdade sao determinados pelos vinculos ja citados. E as
coordenadas (independentes) que completamente o descrevem sdo (Y,y) € SO(3) x R3.

As coordenadas Y, y representam, respectivamente, a rotacao de um referencial fixo ao corpo e o
deslocamento de sua origem (o qual move-se “rigidamente” com o corpo), em relacao ao referencial
inercial adotado.

O método proposto para descrever um corpo “aproximadamente rigido", como mencionado no
inicio, é adicionar as coordenadas acima uma coordenada “continua’, u, associada as deformacoes
ou oscilacgoes relativas das componentes do corpo, no referencial mével.

O espaco ao qual pertence esta u nio serd estabelecido aqui. E conveniente assumir que u(-,t) €
C(B,R?), que em geral estd contido em um espago vetorial (B € R? delimita a extensdo espacial
do corpo na posicdo inicial, ou relaxada, isto é, sem deformacdes, e C(B,R?) um espaco de funcdes
continuas de B em R3). A descri¢do deste espaco serd feita de acordo com a necessidade do problema.

As coordenadas (Y,y) determinam um referencial no qual o corpo estd em repouso. Qualquer
vetor v nesse referencial é representado no referencial inercial como V através da equacao:

V() = Y (®)olt) +y(t). (3.1)

21
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E um resultado basico do tratamento do corpo rigido que V¢ > 0, Y (t) = Y (¢)Q(t). Onde,

0 —Wws3 w2
—Ww?2 w1 0
Sendo w(t) = (w1,w2,ws) a velocidade angular do corpo descrita no referencial movel. Vale

ressaltar que em [Arn89|, prova-se que Y = QY| mas neste contexto €2 esta descrito no referencial
inercial, o que causa a troca na ordem.

Assim, sendo U : Bx R — R3, onde U(z,t) ¢ a posiciao do ponto z do corpo (nio deformado),
no referencial inercial, no instante ¢, entao por (3.1), temos:

Uy=YQu+Yu+y=Y(Qu+u)+79.

Portanto, a energia cinética do sistema é
1 1 1.
7= [0 =5 [ 19060 + w0 + YO GOPm (62
B B

Onde dm é a medida de massa do corpo no instante inicial (posicao relaxada) e Y (t) € SO(3) =
Yol = |lvl, Yo € R®.

3.2 Deducao das equacgoes

Para deduzir as equacoes de movimento, observe que uma das coordenadas que o descrevem
estd sobre um grupo de Lie, SO(3) (com a multiplicagdo usual de matrizes). Assim, é conveniente
estudar a diferenciacao de fungoes sobre este espaco.

A discussao que segue objetiva deduzir a equagao (3.6) (a ser apresentada). Ela é apresentada
em um contexto menos concreto, porém, sem maiores dificuldades do que o caso de interesse.

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n.

Associado a M, temos seu fibrado tangente, TM := U {z} x T, M. Este possui uma estrutura

xeM
de variedade diferenciével, dada pelo atlas: A7y = {dp : ¢ € A}. Onde, A ¢ o atlas de M.

Se p: U C M — U C R" entao dp : TU — U x R", dp(x,v) := (p(x),dp,v), sendo
TU = | J{a} x T M.
xeU
Assim, dado x € M, existe carta ¢ : U C M — U C R" tal que x € U. Logo, dy é um
difeomorfismo, tendo {x} x T, M como um aberto de seu dominio.
Seja L : TM — R uma fungao de classe C°°. Tome z € M e uma carta ¢ tal que x esteja em
seu dominio. Como foi discutido acima, £ := Lodp~!: U x R" — R ¢ de classe C°°.

Defini¢ao 3.2.1. Uma fungdio de classe C*°, v: 1 CR — M, com 0 € I, v(0) =z (I intervalo
aberto), satisfaz 4 equagio de Euler-Lagrange em x (em relag¢io a L) se existe ¢ : x € U — U C
R"” carta de M tal que

d (0L oL
— [ == (dp(y(t),Y' 1)) | — == (dp(y(t),7'(t))) = te~y vy :
i (550,70 - et o) =0, werhmnw) 63
Onde, L € obtida de L como anteriormente através de ¢, notando que, como foi definida, L €
C>®(U x R™). Assim, como usual, se (a(t),B(t)) € U x R™,

oL d <8£

%(Oz(t)yﬁ(t)) = d(L(a(t),)pe € (R")" = 0 aQ(a(t),ﬁ(t))> e (R, Vi
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Analogamente,

@(a(t),ﬂ(t)) = d(L(, (1)) aq) € R")"
Portanto, a equagao estabelece que, para cada t no dominio descrito, este funcional (sobre R™)
é identicamente nulo.
Um resultado que segue diretamente da equacao (1.1) (tomando D = 0) é que a defini¢do
anterior nao depende da carta. Ou seja, se 7y satisfaz & equagao (3.3), entao, para qualquer ¢ : x €
VcM—YV,

<§g<dw< (), 7'<t>>>>—§g<dw< O O) =0, Vieq (GI)NUNY)

L= Lody™t

Teorema 3.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel e My C M uma subvariedade de dimensdio
k < n. Suponha que L € C>®*(TM). Sendo assim, se v : I — My satisfaz a equagao de Euler-
Lagrange em © € My (em relagao a L|py, ), entio, eviste ¢ : x € U C M — U, carta, tal
que

d (0L oL

— [ = (do(v(1), 7' (1)) ) = = (dp(v(t),~'(t 0,0)=0 VoueRF VL.

{5 (G5 et o) - Goetm.ye)f 0.0 =0 w
Onde, (0,v) € R % x RF = R™ ¢ um vetor cujas n — k primeiras componentes sio nulas, e as

demais sao as componentes de v.

Demonstragao. Como My é subvariedade de M, existe uma carta de subvariedade de My em x. Isto
é, existe ¢, como mencionada no enunciado, e tal que (U N My) = {0},—x X Uy C {0}k x RF,
onde dim M =n > dim My = k.

Para facilitar a prova, defina, P, : R” — R¥ ¢ J, : RF — R™, tais que:

Py(a,b) :=b, Ja(b) := (0,b).

Defina também a inclusdo, i : My — M, i(x) = x,Ya € M.

Sendo assim, é facil verificar que pg := Pobopoi: UN My — 00, é carta de My. Além disso,
Vy € UN My, poi(y) = (0,u) € {0}n—k x Up. Mas, o(y) = P2(0,u) = u = @oi=Jyo .

Logo, pela hipétese,

% (S a0 0)) - G @b ) -0 34

Onde, Lo := Llpyy, odpyt = Lodiodp,' = Lod(iopy)=Lod(p ! oJy)=LoJs. Sendo
L:=Lo dgo_l.

Desta forma,
5 (42010, () = S (oogn(a (1), Taodu) 7 () = e (n(a (). dlu) Y (1)

= S deo(y(2) /()

Assim como,

56 (@00, ()0 = 5o (Teopa(r(B), Jeod i)y (0o = P52 Gl (6). o) (1)

0Ly

= 30 (ror(®); v(1).
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Segue que, de acordo com (3.4),
d (0L
dt \ oQ

0Ly

_ @(dcpo(’y(t),’/(t))) =

(dwo(’Y(t)a’/(t))))

=<Z<ggwﬂ%mﬁﬁm>—ggwwwmywp>mgzo (3.5)

O

Caso M seja uma variedade riemanniana, usando a equagio (3.5) e a relagao Ja o d(o)y ) =
d(J2 0 00)~(t) = dpyr) © diny), Obtemos que:

d (0L, _ . oL , . ) .
(4 (55000020 = 55600101 OD) o don| 0disy =0
Novamente, pela equacdo (1.1), esta equagao vale para toda carta. Ou seja, este funcional, que
pertence a T, ;) M™, tem restri¢do nula ao subespaco de 7', M, (identificado pela aplicac¢ao injetora
din () 2) Ty(0) Mo.
Devido a existéncia da métrica riemanniana, para cada ¢t no dominio adequado existe um dnico
vetor em T, ;M que representa este funcional (com relagao a métrica, da forma usual).
Este vetor seré representado simplesmente, sem fazer mencao a carta (ja que é o mesmo para

todas), por:
oL

: (‘% ~ 55 (107 (0) € Ty Mgt

4 (5z00.0)

Portanto, a equagao (3.5) é equivalente a:

mo (5 (5007@) - 50070 ) 0w (3.6)

Onde 7, : T;M — Ty My é a projecao ortogonal, Vg € M.

No contexto deste trabalho, a variedade de interesse que é determinada pelas restricoes do
movimento do sistema fisico ¢ SO(3) x R3 x C. Observe que, desde que SO(3) C GL(3) é uma
subvariedade, SO(3) x R? x C ¢ subvariedade de GL(3) x R3 x C. Note que podemos munir esta
ultima (e portanto a primeira também) com uma métrica natural, pois cada uma das variedades
no produto possui a sua, quais sejam:

(X.Y)gre = Tr (X'Y) VX,Y € M(3), (T, y)gs = xy, (u,w)e = /Bu(:r)w(:z:)dzx.

Lembrando que TAoGL(3) = M(3), VA € GL(3).

Observacgao 3.2.1. Como mencionado na segio anterior, a especificagdo do espago de fungoes C
é feita para cada modelo. Nas principais referéncias usadas neste trabalho, [BL87] e [BLI1|, nao
foram definidas com detalhes as propriedades de seus elementos.

No presente trabalho, este espago serd tratado de maneira informal. Foi chamado de variedade
diferencidvel, mas nao haverd uma discussao mais séria sobre isto. Com base nas referéncias, pode-se
sugerir pensar em C como um conjunto de difeomorfismos, “contendo a identidade em seu interior”.

O tratamento dado aos espagos SO(3) e R3 tem fundamentos. Este tratamento serd aplicado
também para o espago de fungoes, tentando sequir as ideias mais elementares de cdlculo de variagoes.
Tendo como “espago tangente” em wm ponto u € C, o conjunto das fungéoes h : B — R3 tais que
ezista uma familia suave ¢ em C com ¢g =u € Oche| .y = h.

Assim, fica definida a métrica em GL(3) x R? x C:

(X 2, h), (Y9, h2)) grizysraxe == Tr (XTY) + a2y + /B hi(x)ho(z)dz.
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A seguir serd suposto, como principio, que a evolugdo temporal do sistema é dada pelas solugoes
das equagoes de Euler-Lagrange.
No caso de interesse, o sistema mecéanico consiste em um corpo (continuo) que pode sofrer

pequenas deformagoes, dissipando energia, sendo que a Lagrangiana do sistema tem a forma: L :
T(SO3) x R? x C) 2TSO(3) x RS x (C x V) — R, com

LY, you, Y, 9,u) = T(Y,y,u, Y, 9,u) — V(Y, y,u). (3.7)

Onde T é dado pela equacgao (3.2) e V' depende das caracteristicas (digamos “internas”) do corpo
em consideracdo, sendo suposto que V' é constante relativamente as variaveis Y, 7, u;. Esta ¢ uma
suposicao que é feita em geral. A dependéncia sobre as velocidades é deixada para uma “funcao de
dissipacao”.

Assim, dado (Y, y,u) € SO(3) x R? x C e recordando que esta variedade ¢ subvariedade de um
(aberto de um) espaco vetorial, M (3) x R3 x C, o funcional de Euler-Lagrange associado a L pode
ser encontrado através do Teorema 3.2.1.

Observagao 3.2.2. SO(3) possui a estrutura de grupo de Lie, com a multiplicagao usual de ma-
trizes. Assim, cada espago tangente € facilmente calculado: Ty SO(3) =Y T;SO(3) =Y Ant(3),
onde Ant(3) € o conjunto das matrizes 3 X 3 antissimétricas.

Para isto, observe a seguinte propriedade da projegao ortogonal:
Tvyu) = (Py X Idgs x Idy) : M(3) x R® x V — Ty SO(3) x R? x V.
Onde Py é facilmente calculada no préximo lema.

Lema 3.2.1. Para todo Y € SO(3) e todo A € M(3),

PyA=Y(YTA), (3.8)
Onde B, := 1/2(B — BT) ¢ a parte antissimétrica de uma matriz B.

Demonstragao. Sabe-se que TrGL(3) = M(3) = Sym(3) & Ant(3) (e ainda que Sym(3) L Ant(3)).
E portanto, M(3) =Y M(3) =TyGL(3) =Y Sym(3) @Y Ant(3) =Y Sym(3) & Ty SO(3). (De
fato, se B € Y Sym(3) NY Ant(3), existem Cy € Sym(3),Cy € Ant(3) tais que YC; = B =Y Cy,
logo C1YT = (YO)T = (YC)T = —~CoYT = €y = —Cy = B =0).

Além disso, como Y Sym(3) LY Ant(3), e

(YTA+ (YTA)T)

A=Y{YTA) =Y 5

+Y €Y Sym(3) @Y Ant(3),

(YTA—(YTAT)
2

temos que:
YTA-(YTAT)

PrA=Y 5

(YT A),.

Também serd necessario o seguinte lema.

Lema 3.2.2. Seja T : TGL(B) — R wma fungdo invariante a esquerda, ou seja, tal que exista
K:M@3)—R, eT(YY)= K(YYY), para todo (Y,Y) € TGL(3). Assim, para toda curva C*°,
Y(t) € SO(3), (Y,Y) € TSO(3),

Py (575 (gg) _ gg) —y (CZj(t) + [(LA(t)]) (3.9)

Onde Q=YTY e A(t) = <g§>a
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Demonstragao. TGL(3) = GL(3) x M(3) é um aberto do espago vetorial M (3) x M(3). Portanto,
de forma consistente com a discussao anterior,

aT N aT
SV 2 (T(Y) € MG, o

o (YY) = dy (T(.,Y)) € M(3)".

Onde a identificacao é dada pela métrica em GL(3).

Considere a fungao Q : GL(3) x M(3) — M(3), Q(By, Ba) := By ' Bs.

E claro que €(By,.) ¢ linear. Portanto, dyQ(Y,.)B =Y !B.

Temos também que, VH € GL(3) — {0}, pequeno o suficiente para que Y + H € GL(3),

QY +HY) - QYY)+ Y 'HYTY (Y +H) T oY YOI HY Y
1| B IH || B

_ Y+ H) M d- Y+ H)Y ' + (Y + H)Y 'HY Y)Y

| H|
Y+ H) Y —HY '+ HY '+ HY 'HY L)Y HY 'HY 1.
_ Y +H)Y( + + ) — (v +H)
| H| | H|
Logo,
QY + HY) - QYY)+ Y 'HY Y| [H |y —1? H=0
] <Y +H)” 1HWHYH

Pois

lim (Y 4+ H) '=y L
H—0

Logo, dyQ(.,Y)B = —Y'BY~'Y, VB € M(3).
Assim, VB € M(3),

dy (T(.,V))(B) = doK(Q)(dy (2, V) B) = —doK(Q)(Y ™' BY 'Y

dy (T(Y,))(B) = do K (Q)(dy (Y, .)) B) = do K (Q)(Y ' B)

Usando novamente a identificacdo pela métrica, e o fato que Y1 = Y7, as equacdes anteriores
fornecem que, VB € M (3):

<<§1:C’B> - <le§ YTIBY” 1Y> ~Tr ((?é) YTBYTY) STy (( gg) BYTY> _
o) 5 )
<§17;’B> - <g[s§’ 1B ( ) = <Y(Z€,B>. (3.10)

Portanto,
d (0T or d (.9 oK d (0K oK oK
— (=) - — (v y—0f = Y— +Y—=—0T. 11
dt (ay) ) d( 8Q)+ 20 dt<8ﬂ)+ 20 ' o (3.11)
Logo,

d (0T\ 0T\  (d (0K\  57u0K OK
Py <dt<ay> 6Y>_Y(dt<8(2>+y Yasz*asﬁ)
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dA 1 ( 0K 0K OK\" OK\" dA
=Y |+ +20"T— (=) QT-Q( = =Y (— +QA+ 40" ).
<dt+2< 70 T a0 <e—m) <asz> )) (dt+ * )
Se recordarmos que Y € Ty SO(3) = Y Ant(3), veremos que existe uma matriz antissimétrica

M tal que Y = Y M. Logo, @ = YTY = M, é antissimétrica. Assim, segue o resultado do lema.
O

Observacao 3.2.3. Podemos fazer uma identificagio natural M(3) = RY agrupando as colunas
de cada matriz em sequéncia (transpostas) formando um vetor de nove entradas. E facil ver que
esta identificagao (isomorfismo linear) preserva os produtos internos em questao. Portanto, o vetor
0K /09 que representa o funcional doK € a derivada usual de K.

Retornando & Lagrangiana de interesse, descrita por (3.7), temos que a equacao de Euler-
Lagrange associada a ela, e a curva (t) = (Y (¢),y(t), u(t)), &

T(Yy,u) (jt (%(7(75),7’@))) - gg(’Y(t),’y’(t))) =0.

Ou, explicitamente,

d (0L oL
d (oL oL
d (0L oL
it (57) 5 ¢ .

A equacao (3.13) necessita de esclarecimento. Novamente, nao sera detalhada e estrutura do
espago de fungoes. Alguma restrigao desnecesséaria que fosse imposta a ele poderia limitar a aplica-
bilidade do resultado apresentado.

O simbolo 9 é usado sem significado preciso. Neste trabalho ele terd o seguinte sentido:

Dados F:C — R, ucCeheV:=T,C, defina:

d
0 F(h) = %F(gbe) le=0 -

Caso exista a derivada. Onde ¢g = u e doc/de|._, = h Este funcional, claramente linear, é
usualmente chamado derivada direcional de F'.
Chamaremos de §F/du € V a funcao (unica, se existir) tal que

. F(h) = / <h, 5F> da,Yh e V.
B ou

Ainda na mesma equagao, o simbolo dL/dv denota a derivada com respeito & variavel v := wuy,
da mesma maneira.

Este sistema de equacoes nao atende completamente as necessidades do modelo o qual este
trabalho se propoe tratar. O sistema completo seréd estabelecido adicionando um termo especifico
em cada equacdo. Essa estrutura momentinea servird apenas para facilitar o desenvolvimento de
cada termo.

A equagdo (3.12) é equivalente a:

d (0T oT ov
o or) - av) = ()
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Além disso,
1 . 1 .
T=T+T,+T5= 3 / 1Qu + w||>dm + / (Qu + uy, Y_1y> dm + 5 / |9)|%dm.
B B B

Pode-se assim observar que a funcdo 17 atende as hipoteses do lema 3.2.2, onde a funcao K :
M (3) — R mencionada é:

1
:/ | Au + v||2dm,
2 /B

facilitando o célculo das derivadas desse termo.
Para calcular a derivada de K, considerando a equivaléncia de normas sobre espacos vetoriais
de dimensao finita, VH € M (3) — {0} pequeno, temos

KQ+H)—-K(Q) —fB (Qu + v, Hu) dm _ HHUHQ ||HHSup / ™ H im
| H | 5 |H] - A

< allH| / Jul2dm =2 0
B

Ou seja,
doK(H) = / (Qu + v, Hu) dm. (3.15)
B
Logo, denotando por E;; a matriz com entrada 7j igual a 1 e todas as outras nulas, e; o i-ésimo
vetor da base canonica de R?, Vw € R? temos,

3 3

ggw— Y (doK(Ey)) Eijw =) </B (Qqu%ujez')dm)) wjei =

i,j=1 i,j=1

= / Z (Qu + v)jujwje; | dm = / Z (e + v)ul)jw; | exdm =
B

1,7=1

= g/B ((Qu+ v)uTw)Z. dme; = (/B(Qu + v)qum) w = g—g /B(Qu + v)ul'dm.

Onde a notacio ab? € Lin(R3), a,b € R3 foi usada para denotar o operador: ab’h := (b- h)a
(adaptada a notacao de matrizes).
Portanto,

At) = /B (Qu -+ v)uT)odm (3.16)

O célculo do termo correspondente a funcao 75 é mais direto.

TQ(Y,y,u,Y,y,v):/<Yu+Yv,y'> dm
B

Claramente

To(Y + H) = To(Y) — [3 (Hu,gydm  To(Y + H) = To(Y) — [ (Hv,5) dm

- = 0.
1H]] 1H]]

Ou seja,
dYTQ(H):/B<HU,’y> dm, dyTg(H):/B<Hv,y> dm. (3.17)
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Portanto, Vw € R3,

3 3

3
T
0 2 Z d T2 EZ_]w = Z (/B (Ez]u,y) dm)> Eijw :/B Z <u]'€,',y> w;e; dm =

i,j=1 i,j=1

3

3
/ Z ujg)iwjei dm = Z
B

3

</B(Z)UT)z‘jdm) wje; = Z </B yqum> ; wje; = </B Z)UTdm> w

ij=1 ij=1 ij=1
Logo,
d aT2 . T . T
—— = u + yvtdm
dt oY B Y Y
E, reproduzindo o mesmo célculo para 975/9Y, conclui-se que:
aTQ . T d aTQ 3T2 . T
< = dn = —— - = = d
oY B yoam = g oy oY Byu mn
d 0Ts GTQ /
—— Y [ (Y™ 3.18
v (Gor— 9 ) T (3.13)

Assim, resulta da equagao (3.12), fazendo uso de (3.16) e (3.18):
d (0T oT oTy oTy 0Ty 0T, 2%
) ) = S Py 22 p (2.
) )= (@ (Gr) -5 (dt (o)) = ()

=7 (GO man) +y [0ty (v
= B+ 0 Aa0) + /BG’W“T)@ <Y 1g¥>

Passemos agora ao desenvolvimento da equacao (3.13). Esta é equivalente a:
A (0T _oT _ oV
dt \ v Su  Su’

Para todos v € C, n € V, temos:

1d .
570 = 34 [ 19+ o+ YT

:/B<Qu+v+YTy,77>dm

Portanto, pela definigao, existe a funcao 07 /év € C, cuja expressao €,

or
— =Qutv+ YTy = —
ov

d oT

pTh =YT'Yu+Y"Yu+ Y YV +uy + Y g+ Y7

Analogamente, Yu € C, n € V:

1d .
5T(0) = 54 [ 196+ v+ Y73 Pdm

= /B (Qu+v+ YTy, Qn)dm.
e=0

Assim, lembrando que a matriz €2 é antissimétrica, decorre que:

oT

S0 AT Qu+v+YTH) = —QPu—Q+ YTy
u
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Portanto, resulta da equagao (3.13):

. 1%
g + 2Qus + Qu+ QPu+ YT = o (3.19)

Para calcular a equagdo (3.14), considere Vw € R? — {0}:

T(y+w) —T(Y) — [V (Qutv) +g,w)dm [ ||lw]>dm

w—0
ol ol (B}l

Portanto, dyT(w) = ([ Y (Qu + v) + gdm, w). Ou seja,

/YQu—l—fu)—i—ydm:>jt8 /YQu+v)+Y(Qu+Qut+utt)+ydm_

= / Y (Q%u + Q) + Y (Qu + Quy + ug) + jjdm.
B

Pois Y = Y.
Desde que 0T/0y = 0 a equagao (3.14) se reduz a:

v

/ wi + Q%+ 2Quy + Qu + YT jjdm
B dy

(3.20)
Consideraremos sistemas mecanicos que apresentam forgas dissipativas, modeladas matematica-
mente como gradientes de uma funcao das velocidades associadas as coordenadas que os descrevem.
Como mencionado anteriormente, as equagoes de movimento sdo obtidas através de uma alteragao
no sistema (3.12), (3.13) e (3.14).
Neste contexto, faz-se uso de uma fungao dissipagao (de Rayleigh) D : TM — R, suave, tal
que a evolucao temporal do sistema é solucao de:

b (4 (OLY oL oDy _
Y\Nat\gy ) oy "oy )

d (LY oL 6D
dt \ dv ou v
a(ory or oo _
dt \ 0y oy 0y

Todos estes resultados apresentados sao agora resumidos no seguinte teorema:

Teorema 3.2.2. (Baillieul & Levi, 1987)
A evolugdo temporal do sistema mecdnico em consideragdo, com energia potencial V e fungao
dissipagao D € solugao do segquinte sistema de equagoes

— () + 2, A@)] + /B(y ijul)g = (Y 5v) v ) (3.21)
up 4 2Qu + Qu+ DPu+ Yl = oV oD (3.22)
ou ov
/ ug + Q%+ 2Quy + Qu + Y Yjdm = A Y—lai_) (3.23)
B dy dy

Onde A(t) é dado por (3.16).
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Observagao 3.2.4. Na presenca de for¢as devidas a interagoes externas, o movimento € descrito
da mesma forma, com um termo adicional depois do sinal de igual em cada uma das equagoes
apresentadas.

A dificuldade consiste em, caso a for¢a nao venha de um potencial conhecido, separar a forca
total em sua contribuicao ao longo de cada uma das coordenadas.

E conveniente escrever estas equacdes numa forma alternativa. Para isso, defina a seguinte funcio
(isomorfismo linear): S : Ant(3) — R3,

0 —bs b by
S(B) =8 bs 0 b || =1 b
—by b 0 b

O seguinte lema é facilmente verificado escrevendo-se explicitamente em componentes.
Lema 3.2.3. Dados A, B € Ant(3) e wi,wy € R3, valem as seguintes identidades:
(i) S([A.B]) = S(A) x S(B).
(i5) S(wiwl —wow?) = wy x w1, e portanto, S((wrwl),) = %wz X wy.
(113) Aw; = S(A) X w;.
Com ajuda desse lema, as referidas equacOes sao reescritas. A constatacao das seguintes ex-
pressoes é direta.

Corolario 3.2.1. As equagoes (5.21), (3.22) e (5.23) sao equivalentes a:

a(t) +w x a(t) + /Bu x Y " Yjdm = —28 ((Y‘lgl‘i)) — 28 ((Y*??)() (3.24)

D
utt+2w><ut—|—d)><u—|—w><(wxu)—l—Y_lg'j:—d—V—d— (3.25)
ou  ov
D
/utt +wx (Wxu)+2wxXu +xutY Yjdm = —Yﬁla—v —Yﬁla—. (3.26)
B dy 9y

Onde a(t) :== [pu % (us +w X u)dm = 25(A) e w(t) := S(Q) que serd denominada velocidade
angular no referencial do corpo.

Somente para simplificar a notagdo, defina a seguinte derivagao: Db(t) := 0b/0t + w(t) x b(t),
Vb e CL.

Corolario 3.2.2. Com esta notagao, as equacoes (3.2/), (3.25) e (3.26) sao escritas como:

/Bu x (D*u+Y " Yj)dm = —28 ((Ylg‘ga) —28 <<Y1(;Z;>a> (3.27)

oV 6D

D*u4+Y lj=—" -2 2
U+ i 50 oo (3.28)
oV 9D
Y D?u + jjdm = —— — — 3.29
/B oy Oy (3.29)

Demonstragio. De fato, D?u = D (us +w X u) = ug + @& X 1+ 2w X s +w X (w X u).
Além disso,

c'H—wxa:/utx(wxu)—i—ux(utt+wxu+wxut)+w><(uxut)—}—wx(ux(wxu))dm.
B
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Pela identidade de Jacobi para o produto vetorial,

wx (uxu)+u X (wWxu)+ux(uyXw)=0=>wx(uxu)+u X wWxu) =ux(wxu)
wx(uX (wxu)+(wxu) X (wxu)+ux (wxu)xw)=0=wX (ux(wxu))=ux(wx(wxu))

Logo,

c'z—i—wxa:/ux(utt+wxu+2wxut—i—wx(wxu))dm:/(uxDQu)dm
B B

O

Definicao 3.2.2. Suponha que a evolugdo temporal de um sistema seja dada pelas equagoes (3.24),
(3.25) e (3.26). Considere as propriedades:

(i) A configuragao u(z,t) = u(z) € constante no tempo.
(ii) As fungées V)Y, dD/Y sio nulas ao longo desta solugio.
(i1i) As fungées OV /Dy, D)y, sao nulas ao longo desta solugao.

Se a solugao satisfizer as propriedades (i) e (ii1), ela serd denominada solugdo livre de torque.
Se a solugdo satisfizer as trés propriedades, ela serd denominada solug¢ao estaciondria.

Suponha agora que o corpo execute um movimento que seja livre de torque. Observemos o
movimento do (chamado) centro de massa do sistema sob estas hipoteses. Da equagcao (3.23), infere-
se:

d2
dt?Y/ w+YTydm=0=Y"y = —C(t) + c1 + teo,
B

onde cj, c2 sao constantes relacionadas as condigoes iniciais, C(t) := (fB udm) /m,em:= [zdm a
massa total.

Em particular, (d/dt)(YC + y) = c2, o que é denominado conservacao do momento linear total
(m(d/dt)(YC + y), que esta no referencial inercial). O vetor YC + y é denominado o centro de
massa do sistema, no referencial inercial.

Pode-se trivialmente fazer as constantes ¢; = ca = 0 escolhendo adequadamente a origem do
referencial inercial.

Suponha agora que a solugao seja estacionéria. Logo, C'(t) é constante.

Defina: ¢ : (B —C) — R3, {(z) := u(z + C) — C. Logo ((-) ¢ difeo sobre sua imagem.

Defina também:

a(t) := /BC C(z) x (w(t) x {(x))dm. (3.30)

Desta forma,

_/ Cla—C)+C) x (W x (¢ — C) + C))dm = /Cm— C) x (w x C(z — C))dm+
B

+</B§ )x(wa)+C><(w><</BC($—C)dm>—|—mC’><(w><C).

/BCx—C’)dm:/B(u(x)—C)dm:m(C—C’):0.

Logo,
a(t) =a(t)+ C x (wx C)

= a+wxa=a+mCx (WxC)+wxi+mwx (Cx(wxC))=-mCxYTj.
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Onde a ultima igualdade é justificada pela equacao (3.24).
Desde que y = —YC, jj= -YD*C = - Y(WxC+wx (wx()),=-CxYTj=Cx (& x
C)+C X (wx (wxQ))).
Portanto,
a+wxa=0.

Observe que, neste regime de movimento,

) == [ @) x (Ca) xwlt) = Lsl0)

Onde, I = — (IB—C (S‘l(g(az)))2 dm) ¢ um operador linear (constante no tempo).

Logo, para solugoes estacionarias, w(t) deve satisfazer:
TInow = (Toow) X w. (3.31)

O vetor a(t) que surge na equacao (3.24) esta relacionado ao momento angular total no referen-

ctal do corpo. Note que ele é simétrico.
Para uso futuro, é conveniente enunciar os resultados desta discussao na forma de um lema.

Lema 3.2.4. Para solugoes estaciondrias, as equagoes (3.24), (3.25), (5.26) sao equivalentes a:

Tow(t) = Iw(t) X w (3.32)
wxu—l—wx(wxu):—%—% (3.33)
y(t) ==Y (t)C (3.34)

Se o referencial inercial € adequadamente escolhido.

Novamente, pensando no corpo como uma extensao de um sistema de particulas, é natural
definir-se 0 momento angular no referencial inercial como:

M(t) ::/BUXUtdm:/B(Yuqty)xgt(Yquy)dm:/lg(Yu+y)x(Y(ut+wxu)+y)dm. (3.35)

Logo, no referencial do corpo,

YIM =a(t) + YTy x / (Du + YTy)dm.
B
Vemos assim que a(t) esté relacionado com o momento angular no referencial do corpo.
Calculando:

%M(t) = /(Yu +y) x (Y D*u 4+ §j)dm = Y/ u x (D?u+ YTij)dm 4 y x /(YDQu + ij)dm = 0.
B B B

Vemos assim que no caso de solugao livre de torque, das equagoes (3.27) e (3.29) decorre que o
momento angular total é conservado. Fato que muitas vezes é colocado como postulado em teoria
da elasticidade.

Tratemos agora a questao da energia para corpos deforméveis.

Como usual em mecanica Lagrangiana, h4 uma expressio para a energia total do sistema. E
andloga a transformacao de Legendre para o caso de dimensao finita:

E= <Q, gg> - L(Q.Q). (3.36)
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. 0L oL . 0L
E:= <yaay>+<ut78v>+<y7ay>—T+V. (3.37)

E, pelas equacoes (3.10), (3.15) e (3.17), temos:

Logo,

OL
<y, a'> = (Y7y)- / Du+ YTydm = / (YTy) - (Du+YTy)dm
Y B B

dL T.
<v,&}>—/8v-(Du+Y y)dm
oL

<Y, > = / YIYu- (Du+YTy)dm = / Qu - (Du+YT'g)dm.
Y B B
Logo, como usual,
1
E= 2/ |Du+YTg|2dm +V =T + V.
B

A derivada temporal de E ao longo das solug¢oes das equagdes no teorema (3.2.2) fica (usando
a equacao (3.37)):

“\Y 9y Y sy G Yt \ oy g \ oo "t \ gy
[ 9T\ OTN [y OTN [, 0T\ [, 0T\ [y 0T\ |
Y8y Yt sy oy Yoy Y S %
o YN YNy VN d (0T 0T OV L/ d (0T 0T | OV
Y ay )T\ S v/ \Pat\ay) oy Tay /) T\"ar \sv)  du " bu
Ly A (0T _or oV
Tdt \ 9Y oy oY/’

Este célculo justifica de certa forma a correspondéncia que se faz da fungao D com a variagao da
energia. No entanto, sob as hipoteses feitas, nao é possivel garantir que a expressdo acima seja nao
positiva, o que estaria de acordo com o contexto de dissipagdo, onde a energia mecéanica perdida,
ou convertida em outra forma de energia, nao é convertida a forma inicial.

Logo,

Observacgao 3.2.5. Um caso particular interessante desse sistema de equagoes € o corpo rigido
ideal onde, por definigao, nao hd o grau de liberdade relacionado & deformagao, u(t,z) = x,Vt, x
e V,D =0 (jd que nao hd deformagao). Neste caso podemos tomar a coordenada y sobre o centro
de massa do corpo, ficando constante no tempo, ou seja, eliminando este grau de liberdade. Dessa
forma, (3.28) e (3.29) nao fazem parte das equagoes de movimento, e o operador I, € exatamente
o conhecido por tensor de inércia do corpo rigido.

Neste caso, também temos:

a(t):—/Ba:x(xxw)dm:Iw.

Que é o momento angular usado na se¢ao (2.2).

Deve-se ressaltar que esta observagao consiste apenas na conclusao: fazendo-se estas erigéncias
sobre as varidveis, conseque-se resgatar o problema usual do corpo rigido ideal sem forcas externas,
podendo este ser visto neste contexto. Isso indica que essas equagoes podem realmente ser adequadas
para a situagao proposta.
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A seguir, serd necessario o seguinte lema.

Lema 3.2.5. Todos autovalores de I, 11 > Is > I3, sao positivos. Além disso, defina:

_ b1 a2_213—11 ag_:—fl—b

a1 Il . _[2 13

Dessa forma, valem as identidades e as desigualdades:
(i) a1+ as + a3 + ajasas = 0;
(i) IZoq + I3ag + I3as = 0.
(iii) Ihoq + Ihag + Isas = 0.
(i) |oy] < 1,Vi=1,2,3.

Demonstracio. Como I, é simétrica, existe uma base de R? formada por seus autovetores. I,
1 =1,2,3 sao seus correspondentes autovalores.
Tome v € R? vetor nao nulo qualquer. Assim,

(v, Inov) = _/BC (v, X (( xv))dm :/B . ¢ x v||*dm > 0.

Além disso, a expressao acima se anula se e somente vx((z) = 0,Vz € B—C, o que é equivalente a
¢(z) = M2)v,Vz € B—C, e que contradiz o fato de ¢ ser difeomorfismo. Logo (v, I,ov) > 0,Vv € R3,
0 que prova a primeira afirmacao.

As identidades citadas resultam de calculos diretos.

Seja {e; € R3,i = 1,2,3} uma base ortonormal de autovetores correspondentes a I;, e (; € R
tais que ( = (1e1 + (2e9 + (3€3.

Assim, se a permutacao {1,2,3} — {i,j, k} é par,

hi=<eluei>= [ erx(Pdm= [ &+ ciam
B-C B-C

Logo,
LI Jpc G —Gdm
I; fB—C Cag + Clgdm

Qo — |Oél| < 1.

O

O teorema a seguir determina as propriedades da velocidade angular para as solucoes esta-
clonérias.
Teorema 3.2.3. Para as solugoes estaciondrias, valem:
(i) A wvelocidade angular é constante, weo.
(11) O wvetor a(t) é constante, oo = LooWoo-

(111) woo € autovetor de Io.

Demonstragao. A dificuldade do teorema reside na demonstragao do item (1).
Para tanto, observe que, por hipotese, u ¢ um difeomorfismo sobre sua imagem. Portanto, a
fungao Ou/0z nao se anula em B.
Assim, tomando a derivada parcial da equagao (3.33) com respeito a z em um ponto p € B, e
fazendo h := du(p)/0z, temos:
wx (wxh)+wxh=c
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Onde ¢ := —0,(6V/ou).
Seja H := S~!(h). Dessa forma, a equa¢io acima é equivalente a:

wx (Hw)+Hwo+¢=0. (3.39)

Como h é ndo nulo, tome v € R, qualquer unitario ortogonal a h, e seja w := (h x v)/||h||. Ou
seja, {v,w, h/||h||} € base ortonormal positiva.

E um calculo direto verificar que H(v) = —||h||w, H(w) = ||h|jv, H(h/|h||) = 0. Ou seja se G é
a matriz de mudanca de base (ortogonal) dada por:

v v v3 0 a0
G = w1 w2 w3 = GHGT = —Hh” 0 0
ha/l[kll - ha/l[Rll - hs/lRl 0O 0 0

Definindo, @ := Gw e multiplicando a equacao (3.39) a esquerda por G, temos:

(j)l — WoWs (6)
o x (GHGT®)+ GHGTo+Ge=0 < W + 01003 = - | - (3.40)
(D% + @% c3

Onde (cq, ¢2,c3) = Ge/||h]].
Podem ocorrer entdao duas situagoes:

(i) c1 #0ou cp # 0.

Sem perda de generalidade, assuma que ¢y # 0.

Neste caso, multiplique as duas primeiras componentes do sistema (3.40) por w; e ws, respecti-
vamente e some-as:
1d, ,

2
C: C
(P +@)=0=ay= 2w = cg = <1+C§>w%.

Col) — 1wy = 1w + Woly = ——
2 dt C1 1

Ou seja, pela continuidade de w, w; é constante. Logo, novamente pela terceira equacao de
(3.40), Wy & constante. E, pela segunda equacao (desde que w; = 0 e foi suposto ¢; # 0) obtemos
que w3 é constante. Ou seja, w é constante, implicando (desde que G é invertivel) em w ser constante.

(ii) g =0eca=0.
Neste caso, sendo z; € R as coordenadas de w(t) = >, x;(t)e;, e observando que w também
satisfaz & equacao (3.32), temos:

3
Toow = lexzel = (Ioow) X W = (I2 — Ig)ﬂfgl‘gel + (I3 — Il)$1$362 + (Il — ]2)1’135’263.
i=1

Assim, a equacao (3.32) nestas coordenadas fica:

1 Q1T2T3
i)g = Q2X1X3 . (3.41)
3 Q37102

Os coeficientes «; foram definidos no lema (3.2.5).
Defina,

~ ~ 1
M = I w, T::§<w,loow>.

d, - d
= $(M2) = a(ﬁx% + 1323 + I323) = 2(Ifaq + I3ag + I2az)z 2923 = 0
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d -~ d
= £(2T) = %(Ill‘% + IQ.’L‘% + Igl‘g) = 2(]10(1 + IQO&Q + Igag)l'll'gxg =0

Pelas identidades (ii) e (iii) do lema (3.2.5).
Assim, desde que z; e w; (i = 1,2, 3) sdo coordenadas de w em duas bases ortonormais, conclui-se
de (3.40) que elas satisfazem:

La? 4 1323 + IZx = M? = constante
1158% + 12263 + IglL‘% = 2T = constante (3.42)
|wl|? = 2% + 23 + 2§ = & + 3 + @3 = & + &}

Por estas equagoes, observamos que w fica restrito a intersecao de dois elipsdides e um cilindro.
Assim, para concluir o teorema, resta somente provar a seguinte afirmagao.

Afirmacgao: As equacoes (3.42) somente podem ser satisfeitas simultaneamente se w é constante.
Prova:

Suponha que ajasas # 0. Assim, pela convengao do lema (3.2.5), I; > Iy > I3 > 0.

Portanto, das equacgoes (3.42) decorre:

_ d _
Ig([l(cg + wg) — 2Tcin) + (M2 — 2[1Tcm) = (13 — IQ)(Il — Iz)x% = %wg = —2&1@20&3:6‘1.%’2333
Mas de (3.41) e da terceira equagao de (3.42),
d
%(D% = 2001 a3 X1 T2 T3.
Conclui-se disto que x1z9x3 = 0.
Logo, para i = 1,2, 3:
d
7% = 201003 =0 = ||z4|| = constante = x; = constante = w = constante.

Vejamos agora o caso em que ajagas = 0.
Temos: p
%(Dg = 2aqanazrizory =0 = w3 = constante.

Se w3 = 0, a conclusao de que w é constante é trivial. Analisemos entao o caso contrario.
Sem perda de generalidade, suponha o7 = 0. Logo,

T1 = ajxaox3 =0 = x1 = constante

I, = I3 = (g = —O03.

Ou seja, obtemos os dois sistemas de equagoes:

) Dol 1 —30 )

(.4;12 = —Wiws - (j)g = —@?2)@2 = —64_)?2) w9

w3 0 w3 0 0
T 0 T 0 0
. . 2 2
T2 = a2T1X3 — T2 = —(agxl) T2 = —(agwl) )
. . 2
€3 — QX112 xr3 *(0{2‘%'1) €3 z3

Além disso, sabemos que existe uma matriz ortogonal G tal que:

w x w ] i 0
71 ~ 1 71 1 :1 1 - "1 (CYQLU]_)Q _
w2 =G T2 = w2 == w2 = —f2G T2 = —5 G T2
ws xs3 0 “s (f)g “s T3 “s xrs3
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0 w1 2 € —I1
SR O R e IO 0 e Y S B
_ _ w
—Wws3 w3 3 rs3 0
(@03 — (agr1)*)@n [ —asa} (@03 — (agr1)?)w2 0
= (@3- (w21)?)w: | =G 0 = | —(@2 = (awz)?e | =1 0
— (w1 )23 0 0 0

Onde, a ultima implicacao é obtida por diferenciagao, e usando que ws # 0.

Portanto, ou @; = @y = 0 (de onde segue trivialmente que w ¢ constante) ou @3 = a3x?, o que
nao pode ocorrer.

De fato,

loll? = a7 = adad (e} + 23) = adad(|w]|* — o)
%

TP =2 2,9 | -2 -2 2 -2
lw]|* = Zwi = w3(0] +w3) = w3([Jw]]” — @3)
i
Assim, se a equacdo mencionada valesse, teriamos a%x% = (2)32, = x%, e portanto, deveria valer
|ag| = 1. Mas isto contraria o item (iv) do lema (3.2.5).
Isto conclui a prova da afirmagdo, e portanto do item (7).
O item (iz) é mera consequéncia das definicoes de a(t) e I, 0 qual foi definido no lema 3.2.4.

Para obter o item (774), basta observar que a equagao (3.32) fornece: woo X Ioowoso = 0.
Ul



Capitulo 4

Modelos

Desde que o ultimo capitulo destinou-se a uma formulacao das equagoes de movimento para
corpos elasticos, propde-se aqui aplicar os resultados a contextos mais especificos, explicitando a
geometria e as propriedades internas do sistema.

Naturalmente, esta abordagem permite estabelecer mais resultados, que talvez nao valham no
caso geral da secdo anterior.

Os dois primeiros modelos descritos aqui sdo apresentados na referéncia [BL87].

Devido as motivacoes para este estudo, seria interessante utilizar as equagoes do teorema (3.2.2)
ao caso de corpos rigidos com hastes flexiveis agregadas (sistema isolado).

Isto reflete a situacao de um satélite artificial, por exemplo. Além disso, seria um “andlogo em
dimensao infinita” para o modelo da se¢ao (2.3). A mola com amortecimento seria substituida por
uma haste flexivel que dissipa energia quando em oscilagdo. Matematicamente, na descricao do
movimento, troca-se a posi¢ao da particula, z(t) € R, pela deformacao da haste: u(t¢,-) € C(R), um
espaco de funcoes.

4.1 Hastes flexiveis fixas a corpos rigidos

Nos célculos e dedugdes da segdo anterior, nao foi mencionada a “natureza” da integral. Tudo o
que foi feito é vélido se tivermos a integral de Riemann (ou considerarmos dm como a medida de
Lebesgue em R3).

Considere um corpo rigido (ocupando um volume correspondente a um aberto de R?) com uma
haste flexivel de comprimento 1 com uma de suas extremidades fixas a ele.

Considere a haste na posicdo relaxada e defina como eixo z o eixo fixo ao corpo que contém a
haste neste estado. A origem do sistema de coordenadas do corpo é tomada no ponto que conecta
a haste ao corpo.

O sistema, seré considerado livre para se movimentar no espaco, sem interacoes externas. Ele é
representado na figura (4.1).

Pretende-se aplicar o desenvolvimento do capitulo (3) neste contexto. No entanto, a extensao
deste corpo nao consiste em um aberto. A haste, na posicao relaxada, é representada por um
intervalo do eixo z.

Seria desejavel desenvolver o contetido apresentado com hipdteses mais fracas sobre dm, e obter
as equacoes de movimento para este corpo como caso particular.

Para os propositos deste capitulo, no entanto, a postura adotada é reconhecer que as equacoes
finais deduzidas fazem sentido para este corpo, se convenientemente adaptadas.

Denote por R C R? a regido delimitada pela parte rigida do corpo, e h = {0} x {0} x [0,1] a
regiao delimitada pela haste (em repouso).

39
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Figura 4.1: Corpo rigido livre com uma haste agregada.

A varidvel associada a deformagcdo, u(t,-), sio impostas as restri¢des de ser suave (em R3) e:

u(t,z,y,2) = (z,y,2), se (z,y,2) €R

u(t,z,y,z) = u(t, 2), se (v,y,z) €h (4.1)

u12(t,0) = Q,u12(t,0) = ura(t,1) = PBuia(t,1) =0, Vt ‘
U3(t, 0) = 8Zu3(t, 1) =0 Vit

Onde u | (t, z) = (u1,u2, z + us).

Assim, o espago de fungdes C citado na se¢do anterior é o espaco das fungoes suaves que satis-
fazem as propriedades acima mencionadas. Note que a identidade, u(t,-) := Idps, claramente esté
neste espaco. Além disso, se n € V, trivialmente, estas propriedades também sao satisfeitas.

A energia potencial de deformacao esta associada somente & haste, desde que na parte rigida a
energia é puramente cinética. Assumindo que a haste possui secao transversal uniforme, esta energia
é dada por:

1 1
V(U) Y, y) = V(’U,) =5 / H1 (azzul)2 =+ N?(azzUQ)Q + N3(8zu3)2d2~
0

2

Também pode-se trabalhar sem a referida hipotese. A situacao seria como se houvessem vinculos
internos, talvez alterando até a forma das equacoes de movimento. Este tipo de tratamento é também
exposto em [BLI1].

Esta energia também é chamada de energia de deformagao e, juntamente com as condigoes de
contorno da equagao (4.1), advém da teoria de elasticidade (unidimensional, para hastes). Esta se
supondo que o material satisfaz o que se chama de lei de Hooke linear, por isso a dependéncia
quadratica em cada termo (é analoga & energia potencial de uma mola).

Observe que V depende apenas da primeira derivada da terceira componente, ug, da deformacao.
Normalmente, os coeficientes satisfazem: ps > 1, po. Isto é reflexo da maior resisténcia da haste
em vibrar na direcao de seu eixo.

De forma analoga ao caso da mola, a funcao dissipacao é parecida com a potencial, trocando as
posicoes pelas velocidades dos pontos materiais. HA também a ideia de “dissipacao linear”.

1 1
D= / bt (0aatn )2 + bip(Donitn)? + (Bt 2d2.
0

Onde u denota O;u.
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Observe que o potencial de deformacao é invariante pela mudanca do referencial inercial para
o corpo. O mesmo nao ocorre com a funcao dissipa¢ao (assim como a energia cinética), pois, no
referencial inercial a deformacio ¢ U = Yu+y = U; = Y(Qu + Y7Ty).

Para estas funcgoes, temos:

ov._ov._9v._9v._9D 9D 9D 9D _
oy oy 9y 9y OY 9y 9y 0Oy

Para calcular 6V /du, considere, n € V:

_ld —A
_2d€ 0 - ’

e=0

5UV(77> Nl(azz(¢e)1)2 + NZ(azz(¢e)2)2 + N3(8zz(¢e)3)2dz

Onde .
A= / iy + pounn + pzusnidz =
0

1 1
= Z Hi (ugm’- o —ui'mi |g +/ maﬁuid«z) + p3 <u§773 6 —/ ngafu;»,dz) .
0 0

i=1,2

A igualdade foi obtida por sucessivas integrais por partes. Assim, por tanto u; quanto 7; sa-
tisfazerem as condigoes de contorno, e por um calculo andlogo para o segundo termo, conclui-se
que:

1
6.V (n) = / im0y + panp0ius — psnzdzusdz.
0

Assim, fica claro, da definicdo da derivada que:

oV

o= (10%u1, podug, —p30%uz) =: (9L, 0%, —0%)u =: pdu. (4.2)
De forma completamente anédloga, concluimos que:

oD 4 4 2 4 a4 2

% = (k18zv1, k‘gazvz, —k‘382113) = k(@z,ﬁz, —62)11 = k@ut. (4.3)

Onde as ultimas igualdades sao apenas as defini¢oes destes simbolos.

Observe que, como as condigoes de contorno nas equagoes (4.1) valem para todo ¢, valem as
mesmas condicoes para suas derivadas temporais. Portanto, o calculo aqui esbocado pode ser re-
produzido sem alteracoes.

Teorema 4.1.1. Para este sistema, as equagoes de movimento sao:

1
Id)—l—wauJ—i—mbchly—i—/ ux (D*u+ Y Yj)dz=0 (4.4)
0
D?*u + pdu + kduy + Y Lj=0 (4.5)
d2 1
0
Onde my, I e ¢ = (fR udm’) /My, sao a massa, o operador de inércia e o centro de massa da

parte rigida, respectivamente. E o operador D foi definido no coroldrio (/.4.1).

Demonstracao. Neste caso,

/ u x (D*u+ Y Yij)dm = / u x (D*u+ Y Yij)dm + / ux (D*u+ Y Yj)dz =
B R h
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:/rx(d}xr—f—wx(wxr)—l—Y_ly)dm—i—/ u x (D?*u+ Y " Lj)dz.
R 0

Onde r(z,y, z) := (z,y, 2).
Mas,

/ rx (rxa)dm = —I.
R

Erxwxwxr)+wxr)x(rxw)+wx (wxr)xr)=0.
:>/Rr><(w><(w><r))dm :—wx/Rrx(rxw)dm =w X lw.

Portanto, da equacao (3.27), concluimos (4.4).
A equagao (4.5) é obtida diretamente das equagcoes (3.28), (4.12) e (4.13).
Para a terceira equagao, calculemos,

1
/ D*u+ Y ljidm = myi x €+ myw X (w X &) +mpY i + / D*u+ Y~ jdz.
" 0
Logo, da equagao (3.29),

1
mp(Yw x ¢+ Yw x (wxé)—l—@)—l—/ Y D?*u 4+ jjdz = 0.
0

Além disso,
2 . d _ 9 - _ o
—Ye)=—(YQ)=YQc+YQ=Ywx (wxé)+Ywxec.
dt? dt

Dai é concluida (4.6). O

Note que qualquer solucao deste sistema é livre de torque. Assim, pelas consideracoes feitas na
se¢ao (3.2), constata-se que, com a escolha correta do referencial inercial:

1
my+Y/ (u+mpe)dz=0= y=-YC
0

Onde m = my + 1 é a massa total do sistema e, novamente, C' é o centro de massa do sistema
completo.

Note que a conservacao do momento angular também é consequéncia da propriedade citada.

Neste modelo ja é possivel observar uma relagao mais interessante entre a variagao de energia e
a funcao D. Pela equagao (3.38), temos:

. 6D !
E=- <ut, > = —/ klvlaﬁvl + k‘QUQagUQ — kgvgafvgdm.
0

v
Assim, observando novamente as condigdes de contorno e fazendo as mesmas passagens do
calculo do A, concluimos que:

1
E = —/ k:l(afvl)Q + k2(8§v2)2 + k3(8zv3)2dm = —2D(ut) <0.
0

Esse sistema realmente tem a propriedade de ser dissipativo. Observe que a diminui¢ao da
energia ¢ devida somente ao movimento da haste (relativo & parte rigida).

Outra propriedade interessante é que a energia deixa de diminuir se e somente se u; = 0
(& u(t, z) = u(z)).
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De fato,
0?0y (t, z) = 0,
E=0s{ 8%0us(t, z) =0,
0,0z (t,z) =0,

Assim, 0,v1(t,z) = ci(t). E, das condi¢oes de contorno, ¢i(t) = 0,v1(¢t,0) = 0,Vt. Logo,
v1(t, 2) = ca(t) = c2(t) = v1(t,0) = 0,Vt = v; = 0. Analogamente para us.

Para 0,0:us(t,z) =0 = v3(t,2) = c1(t) = c1(t) = v3(t,0) = 0 = uz = 0. A reciproca é trivial.

Observe que, mesmo nesse modelo especifico, o conhecimento sobre as solucdes de dissipacao
nula restringiu-se apenas ao que foi obtido na se¢ao (3.2). Ou seja, de que a rotacao ¢ dada em
torno de um eixo fixo no espago cuja direcdo é auto espaco do operador de inércia I, apresentado.

No entanto, seria interessante investigar se ha alguma rotacao de equilibrio que seja “estavel”
ou que atraia a “maioria” das solu¢oes como imaginado na exposi¢ao da se¢ao (2.2). Visto que a
mesma ocorreu, de certa forma, no modelo da secao (2.3).

Com este intuito, observemos o que ocorre com as solugoes estaciondrias.

Para este caso, em vista do teorema (3.2.3), a velocidade angular é constante, w... Logo, a
equagao (4.5) fica:

Vi, z

Woo X (Woo X 1) + YT§j = —pdu.

Mas, desde que a posicao do centro de massa é constante no tempo, Y7§j = —D?C = —ws X
(Woo X C).
Logo, sendo Qo = S (wuo),
pou = —Q% (u - C). (4.7

Que é essencialmente uma equacao diferencial ordinaria de quarta ordem com as condicoes
de contorno (4.1) e, adicionalmente, aquelas impostas pela equacao (4.4), que é do tipo “integro-
diferencial”.

Nao é objetivo deste trabalho tratar esta equacdo. Assim como néo foi feito pelos autores da
referéncia.

Note que nao foram encontrados vestigios do comportamento assintotico natural acerca deste
problema, e nem foi possivel apontar alguma caracteristica que o impeca de ocorrer.

4.2 Caso de rotacao restrita a um plano

A fim de facilitar a anéalise citada no final da secdo anterior, considere o0 mesmo problema com
a adicao de certas restricoes.

Para diminuir o ntimero de varidveis, restrinja a liberdade de rotagdo exigindo que o corpo seja
chato, vinculado a girar somente sobre um plano fixo no referencial inercial, sem atrito, paralelo
ao (z,y). Suponha que a haste somente oscile ao longo de um plano, digamos (y, z) (que é fixo ao
corpo), diminuindo também as coordenadas de deformagao da haste para s6 uma (uz).

Suponha que a parte rigida seja um disco, simétrico com respeito ao eixo z, ao longo do qual fica
a haste na posicao relaxada, de forma que a origem do referencial mével permaneca fixa durante o
movimento. Isto elimina a varidvel y.

A figura (4.2) ilustra a situagao.

A imposicdo destes vinculos adicionais modificam os espacos onde estao definidas as coorde-
nadas. Consequentemente mudando a dedugao das equagdes de movimento.

Aqui, a variavel associada a rotagao do corpo estd em SO(2), o grupo das matrizes de ordem
dois, ortogonais e de determinante positivo, o qual pode ser naturalmente mergulhado em SO(3).
Dai, pode-se calcular a projecao ortogonal dos espagos tangentes e usar os resultados do capitulo 3.

Esta nao é uma analise elaborada, a qual os autores da referéncia nao mencionam. Talvez porque
as equagoes de movimento sejam exatamente as mesmas da segao (4.1), com a restrigao das variaveis
que o presente modelo impoe.
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Figura 4.2: Haste eléstica anexa a disco rigido submetido a movimento plano .

Desta forma, a matriz de rotacdo Y somente pode ser da forma:

cosf(t) —senf(t) 0 ' (0 -1 0
Y(t)=| senf(t) cosft) 0 |=>Q=YY@t)=61 0 0 |. (4.8)
0 0 1 0 0 0

Portanto, w(t) = (0,0,0) =: (0,0,w) (este ¢ um abuso de notacdo que nio causard enganos).

Pelas hipoteses, a deformagao ¢ a identidade sobre o disco. E sobre a haste, é da forma: u(t, z) =
(0,ug(t, 2), us(t, 2) + 2).

Assim, da equagao (3.24), o vetor Ya(t) é conservado.

Calculemos a terceira componente a:

1
<a(t),z>= </ r X (r X w)dm—i—/ (0,ug,us + z) % (—wu2,8tu2,8tu;g)dz,2> =
R 0

1 1
= / w(z? + ) pdxdy +w/ uidz = w <I —|—/ u2dz> .
D 0 0

N ._ — 2 2 4
Onde, novamente por um abuso de notagdo, u := u9, e I := fD(:L' + y*)pdzdy é o momento de
inércia do disco com respeito ao eixo z.
Logo, desde que a terceira componente de a é igual & terceira componente de Ya, decorre que

1
w (I—i—/ u2dz) = M = constante. (4.9)
0

Observacao 4.2.1. Em wvista da forma que a matriz de rotagdo, Y, adquire neste modelo, estd
sendo suposto que as derivadas de V e D que aparecem na equagao (3.24) tém terceira componente
nula. Isto € imposto, de maneira informal aqui, devido a um argumento intuitivo.

Como a haste estd oscilando da maneira descrita, ela exerce um torque total ndo nulo que
necessariamente estd no plano (z,vy). Portanto, a priori, poderiamos “inferir” somente a conservagao
da componente z do momento angular.

Para uma justificativa mais clara, consultar o apéndice B.

Quanto a equacao (3.25), sua segunda componente se reduz a:
Ugt + Pzzzs + Klzzzn = WU (4.10)
Onde p := ug e k := ko.

A terceira componente da mesma equacao fornece que 8t2u3 = 0. Assim, pelas condicoes de
contorno, ug = 0.
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Desta forma, se uma solugao é estacionéria, ela é solugao do seguinte problema (nao linear):

2, _
HUzzzy —wu =0

w <I+ /Olqu,z) =M (4.11)

w(t,0) = uy(t,0) = uyy(t,1) = uzzz(t, 1) =0

Observagao 4.2.2. Os autores da referéncia indicada afirmam que as solugdes deste problema sdo
0s pontos criticos da sequinte fun¢do energia:

1 1t
E(w,u,v) = §Iw2 + 3 / v? 4 U2, + wiuldz,
0
quando restrita a condi¢cao de momento angular M constante.
O motivo de ter sido citado neste trabalho, € sua interessante compatibilidade com a discussio
da se¢ao (2.2), onde foi sugerido que a rotagao estaciondria “estdvel” estaria em um minimo de
energia sobre o conjunto de momento angular constante.

Os autores ainda afirmam que o operador diferencial 9*/9z*, com as condi¢des de contorno
dadas pela terceira equagao do sistema (4.11), possui uma sequéncia de autofuncoes nao triviais,
uy(2),ug(z), .

Associada a esta sequéncia de solugoes, temos uma sequéncia de velocidades angulares corres-

pondentes (autovalores): 0 < w; < we < ---. E ainda, lim; . w; = +00. Cada w; deve satisfazer:
M
W; = 1 .
I+ [y ui(z)?dz

Estas velocidades angulares desempenham um papel central no seguinte resultado, o principal
da referéncia [BL87|, que sera somente enunciado aqui devido a dificuldade encontrada em sua
demonstracao.

Teorema 4.2.1. Suponha que haja dissipagao (k> 0).

Entao, as mencionadas velocidades angulares sao tais que, para o momento angular no intervalo:
M € (Iwj,Iwji1), o problema (4.14) (com as condigdes de contorno) possui j solugoes estaciondrias,
nao triviais e distintas: u(t,z) = u;(z),1 <1 < j, além da solugdo trivial.

Além disso, considere a norma:

ot = = ([ 7,

Entao, se 7 > 1, a solugao com menor velocidade angular (uy) € “dinamicamente estdvel”, isto
€, qualquer solugao com condi¢cao inicial prozima a ela, mantém-se proxima para todo tempo, nesta
norma. Caso M < Iwq, a unica solugcao estaciondria € a trivial, que é dinamicamente estdvel.
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4.3 Aplicacao ao corpo rigido com oscilador

Como mencionado na se¢ao (2.3), as equacoes de movimento deduzidas para o corpo rigido com
oscilador também decorrem de um tratamento Lagrangiano.

Infelizmente, aquele contexto compreende objetos que sao tratados em mecéanica de particulas
e em mecanica do continuo, o corpo rigido e o sistema massa-mola. Para aplicar o formalismo
Lagrangiano, ha novamente a dificuldade citada na se¢ao (4.1). A medida de massa dm, somente
como medida de volume sobre R3, parece nao ser suficiente para traduzir matematicamente o
problema.

Assim, a postura aqui adotada é partir da energia cinética dada pela equagao (3.2), adaptando-a
de forma natural (aditivamente) ao problema.

Note que o referencial do corpo é adotado sobre o centro de massa, o qual sabemos que estd
em repouso, o que elimina a coordenada y. A priori, dever-se-ia incluir esta coordenada, deduzir as
equacoes de movimento, e mostrar este fato. Mas isto serd assumido.

A energia cinética é (por defini¢do):

. 1
T(YV,3,Y,2) = 2/ 192dm + my | 2Q + ]|
R

Onde o primeiro termo é a energia cinética do corpo rigido e o segundo das particulas, como
natural (m, é a massa das particulas).

Como o corpo rigido nao se deforma, a energia potencial e a funcao de Rayleigh reduzem-se
apenas as mesmas do sistema massa-mola:

V(z) = k(z —x)%, D(&) = ci’.

Para calcular as derivadas da energia cinética com respeito as coordenadas de rotagao, o pro-
cedimento ¢ uma copia da segdo (4.2). Temos: T =Ty + T, com T;(Y,Y) = K;(YTY) = K;(Q).
Da mesma forma,

(‘Zf;) - /R ((@r)rT), dim = ;/Rr X (wx r)dm = ST,

<aalg{22> = 2mp ((J}QJAT + ‘TJA:)(ZL';%)T)Q — mp(x:i:) X (.TU) X &+ .TJAZ') — mprj % (L{) « i‘)

Portanto, observando que este sistema ¢é “livre de torque”, da equagao (3.21) decorre:

d
— (Iw + 2mpa:2

yr & x (wx ) +wx (Iw+2mpr?d x (w x 7)) = 0. (4.12)

Note que esta equagao é equivalente & primeira equagao do sistema (2.4), desde que L = Jw +
2mpr?d X (w X 7).
Por outro lado,

or 2 <QA+'”A>:>d or 2mpy < Iw X T+ aw X T+ LT, T >

— =2m, < QI + 1T, & — | =) =2m, <iw X T+ 2w X T+ IT, T >.

O P ’ dt \ O P ’
oT e s 9. iya - s L
%:2mp<x9w+xm,9x>:—2mp<x9 T+ 20,2 >= —2mpy < zw X (WX &)+ Iw X T, > .

Logo, a equagao de movimento é:
my < ET + 20w X T+ 2w X T+ 2w X (w X T),T >= —k(x —xg) — cd. (4.13)

E esta é justamente a segunda equagao do sistema (2.4).
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Pode-se calcular a energia mecanica do sistema, como definida na equagao (3.36).

T . K . . .
i,y = a—,YTY :/ <Qr,YTYr >dm+2m, < 2Qi + i3, 2YY 7 >=
oY o0 R

_ / | x r|2dm + 2m, < 22 + i3, 203 >
R

oT
& =2my, < 22,208 + T > .
ot

Logo,

1
E:Q/ <rx (Wx7r),w>dn+myllaw x &+ 22||* + k(z — 20)?
R

1
= F = 3 < Tw,w > +my|lew x & + 22||* + k(z — z0)>

Que é exatamente a energia definida em (2.5). O que confirma sua compatibilidade com a
definicao de energia apresentada em (3.36).

4.4 Elasticidade tridimensional

Uma situagao fisica interessante que nao foi explorada até agora é o caso de um corpo sélido
que nao tenha alguma parte rigida. Um corpo que nao sofra acdo de forcas externas e que seja
deformavel.

E razoavel imaginar que qualquer objeto real seria melhor modelado com este principio, ja que
a rigidez perfeita é uma idealizacao.

No entanto, pensando desta forma, surgem problemas parecidos com aquele mencionado na
secdo (2.1). E a dificuldade de modelar uma estrutura extremamente complexa de forma a ndo
tornar o problema matematicamente intratavel e, a0 mesmo tempo, nao trivializa-lo ou desprovir
de significado fisico.

Em geral, objetos sé6lidos possuem densidade de massa nao homogénea, o que usualmente indica
diferente resisténcia a deformagao ao longo de sua extensdao. Além de possuir articulagdes, que se
movimentam e dissipam energia de forma completamente distinta de outras partes.

Nesta secao, os objetos de estudo sao corpos que possuem elasticidade tridimensional, ou seja,
que se deformam (dissipando energia) em todas as diregoes do espago, ndo possuindo parte rigida.

Ha dificuldades conceituais que estas propriedades envolvem. Elas dificultam principalmente a
interpretacao fisica na formulagdo e nos resultados obtidos.

Nao é mais intuitivamente claro qual seria o ponto do corpo tomado como origem do referencial
movel. Neste problema, é dificil visualizar uma configuracao relaxada que o acompanha. Desde que
o sistema esta isolado, é razoavel assumir que seu centro de massa permanece em repouso (em
relacdo a um referencial inercial) durante o movimento, vistos os resultados das se¢oes anteriores,
e pelas fungoes potencial e de dissipacao apresentadas a seguir. Assim, tome o ponto de referéncia
do corpo no centro de massa, eliminando a coordenada de movimento y = 0.

A segunda dificuldade esta na defini¢ao dos eixos do referencial do corpo. Dada a posicao inicial,
imagine a configuracao relaxada do corpo naquela posicao, e uma base ortonormal de autovetores
do operador de inércia (relaxado). A base movel sera determinada pela imagem desta base pela
matriz Y (), solu¢do das equagoes de movimento deduzidas aqui.

Outras restricoes que sao impostas, essenciais, sao a linearidade e a homogeneidade da defor-
macao e da dissipacao. Ou seja, que elas se comportem como na mola e na haste, cujas forcas eram
lineares no deslocamento e na velocidade (respectivamente), agora nas diregoes z, y € z.

Este conceito andlogo a forca, sobre cada elemento do corpo, é desempenhado através dos
chamados tensores de tensdo e de tensdo viscosa. Exigindo sua linearidade, obtemos as fungoes
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potencial e de dissipagao (consultar por exemplo [LL86]):

V(Y u,y) = /B [g ((Osug)? + OpuiOsur,) + (IQ{ - g) (8lul)2] av, (4.14)
D(Y,v,5) == /B B ((Ovg)? + OgviOivg) + (g - g) (811)1)2] av, (4.15)

onde u, K,n,( sao constantes e foi feito uso da notacdo de soma. Uma exigéncia “técnica” sobre
o volume do corpo, B C R3, & que ele seja aberto com bordo suave, de modo a poder aplicar o
teorema de Stokes.

Defina, os tensores de tensao e de tensdo viscosa, respectivamente, através de suas componentes:

2
o = (K — ?’M)Vu)éik + u(Osup + Fus)

) In (4.16)
Oik = ((C — E)Vv)éik + ﬁ(aﬂ)k + akvi)

Para o significado fisico destes objetos, consultar a referéncia [LL86| (paragrafo 4 para o primeiro,
e paragrafo 34 para o segundo).

Exigiremos tais tensores tenham componente normal nula sobre o bordo. Esta é uma condigao
tipica, que serd exigida valer para todos os difeomorfismos do espago C. Logo,

(on(x))i = (K = 2-)Vu(t, z))ni(z) + p(dur(t, ©) + Oui(t, 2))ng(x) = 0

N 3 (4.17)
(Gn(z)); = ((C — 57 )Vu(t, 2))ni(x) + n(Oivk(t, ) + Okvi(t, z))nk(x) = 0

Para todo x € 9B, e para todo t. Onde n(x) := (n1(x), n2(x),n3(z)) é o vetor normal (exterior)
a 0B.
Desta forma, dados u € C e h € V, obtemos:

_4d
 de

K u

() =5 [ 4 (@007 + @ulo00@000) + (5 - ) @oon?| av

e=0
= / |:/‘ (@'ukaihk + 8iukakhi) + (K — 2;) alulajhj] 1%
B

_ /B [u(< Vu;, Vhi > + < Vhi, 0u >) + <K - 2;6) (W)Wh)] v

Mas, por uma identidade vetorial elementar e pelo teorema da divergéncia, para todos a campo
escalar e w campo vetorial,

/ < Va,w > +aVwdV = / V(oaw)dV = / a<w,n>dS.
B B oB
Logo, fazendo a = h; e w = 0y, a i—ésima coluna do tensor o, decorre:
2
< 0, Vh; >= oikOkh; = ((K — ?M)Vu)aihi + ,u(< Oiu, Vh; >+ < Vu;, Vh; >)

2
— (K — g)(vu)(w) + u(< B, Vhy > + < Vg, Vh; >).

Mas, da identidade citada:
/ < Vh;,0; > +h;Vo;dV = / h; <o;,n>dS =0,
B oB

pela condicgdo de contorno (4.17).
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Mas constata-se que Vo; = Opoi, = (K + %) 0;(Vu) + pAu;. Logo,

hiVo; = (K+ %) < V(Vu),h > +pu < Au,h > .

Portanto,
0V (h) = / < 0, Vhy > dV
B

:_/B<<K+g)V(Vu)+uAu,h>dV, Yh e V.

Desta forma, concluimos que:

oV 7

=== (K + g) V (V) — pAu,
analogamente,

D n

= (c+ 5) V (Vo) - (Av.

Note que (consultar, por exemplo referéncia [LL87|, paragrafo 15) esta tltima funcao é exata-
mente a que ocorre na equagao de Navier-Stokes para fluidos isotrépicos, com viscosidade. Logo,
podemos resumir estes célculos em mais um corolério do teorema (3.2.2). Observando que o sistema
é livre de torque, temos:

Teorema 4.4.1. As equagoes de movimento para um corpo eldstico tridimensional reduzem-se a:

M = Y/ u X Dudm = constante < / u x D*udm =0 (4.18)
B B

DU = ug+0 X u+2w X up+w X (wxu) = (K + %) V(Vu)+pAu+ (C + g) V(Vug)+(Auy. (4.19)

YTy = —/ udm =0 (4.20)
B
Onde, a iltima equagdo pode ser entendida como a definicdo de y.

Novamente, definindo a energia mecanica como na equagao (3.36), obtemos que E =T + V. E,
pelos mesmos cdlculos, concluimos que ao longo das solucgoes,

B(t) = —2D(w).

Observe que neste caso, o anulamento da funcdo D nao é equivalente & auséncia de deformacao,
como constatado nas segoes (4.1) e (4.2).
O objetivo da deducao destas equagoes de movimento é o assunto apresentado na proxima se¢ao.

4.5 Tempo de relaxacao

Um tratamento para o sistema fisico modelado na secao (4.4) foi extensivamente apresentado,
principalmente por Michael Efroimsky, na série de artigos [LE99], [ELO00], [Efr00], [Efr01] e [ELS02].
Pretende-se aqui, esbo¢ar as ideias contidas principalmente na referéncia [Efr00|. Portanto, se al-
guma passagem matemética ou interpretacao fisica ficarem obscuras, sugere-se ao leitor consultar
este artigo. A abordagem proposta exige uma grande manipulagdo de expressoes que, em sua maio-
ria necessitam de argumentos fisicos para serem asseguradas, transcendendo o método matematico.
Por isso, os detalhes dos calculos serao omitidos, exibindo-se somente o necessario para acompanhar
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as ideias. Foi considerado interessante exibi-lo nesta dissertacao, com o fim de ilustrar a dificuldade
na obtencao de previsdes numeéricas desses modelos.

Seja um corpo “aproximadamente rigido” como proposto na se¢ao (4.4). Tome um referencial
inercial com origem no centro de massa do mesmo. Em vista dos resultados (ou de principios
fisicos), assumiremos que a energia cinética do corpo, Ty, € decrescente, e que 0 momento angular
(no referencial inercial) é conservado. Tome entao um sistema de coordenadas (ortonormal) inercial
no qual o momento angular M estd (fixo) ao longo do eixo z (base {es,ey,e.}). No corpo, tome
um referencial com origem no centro de massa e base (ortonormal), {e1, e, es}, de autovetores do
operador de inércia.

Consideremos as equagoes de Euler para o corpo rigido (2.2). Assumindo-se pequenas defor-
magoes, poderiamos pensar nos momentos de inércia I1 < Is < I3 dependentes do tempo. Portanto,
seria valido questionar estas equacgoes de movimento, propondo o sistema:

%(sz) = (I] - Ik)ijk-

Como este sistema é uma perturbagdo do original, as trajetorias da velocidade angular nao
devem se distanciar muito das originais. Assim, dadas as condi¢Ges iniciais, pode-se pensar em
periodo de rotacao deste corpo, 7.

Para uma rotacio completa, no entanto, o autor afirma que w;/w; ~ 7! e Il/IZ ~ er~!. Onde
€ ~ 1075 (usualmente), é um parametro dependendo das tensdes relativas do material. Assim, é
valido partir das equagdes usuais.

Procederemos agora com o chamado tratamento adiabdtico, o qual quantificaremos, mas que
neste contexto é expresso pela suposicao de que o decréscimo de energia é muito mais lento do que
os movimentos de rotacao e precessao do corpo, os quais sao denominados processos rdapidos.

Com isto, para uma rotagao ou precessao completa, podemos assumir que a energia cinética,
assim como o modulo do momento angular, sao conservados (dados pela equagao (2.3)).

Em vista da discussao na se¢ao (2.2), espera-se novamente que “quase todo” movimento aproxime-
se assintoticamente de uma rotac¢ao em torno do eixo de maior inércia (para caso nao degenerado).

Isto é equivalente a esperar que 6 Z%0. Onde 0 ¢ o angulo entre os vetores momento e velocidade
angular. Entao é interessante estudar a evolugdo deste dngulo, ou melhor de sua média temporal
no periodo de precessao.

Por motivos operacionais, sendo 1" o periodo de precessao, é conveniente analisar

d 2 2 I 2
— (sen“f), sen“f) .= — sen “6(s)ds.
G (sen®). (sen0) = - [ seno(

Como queremos trabalhar com condi¢oes iniciais proximas ao eixo de maior inércia, imaginamos
que d(< sen 26 >)/dt < 0. Assim, sendo €2 a velocidade de precessdo, o tratamento adiabatico estara
fundamentado na hipoétese:

—% <sen29> < Q.

Assim, das conservagoes obtemos, com P, @, R, S constantes (dependentes somente dos momen-
tos de inércia):

_ I3 —L\? Iz —\?
= (B21) vt = (B20) (- Qubin- sud).

Consultando a segao 14.1 da referéncia [SG59|, constatamos que existem constantes 3, 2, k, vy, «,
escritas em termos de 1123, Tvin, M?, tais que a solucdo do sistema de equacoes é dada em termos
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das funcoes elipticas de Jacobi:

w1 = yen (Qt — to), k?)
wy = Bsn (Qt — to), k?) (4.21)
w3 = adn (Qt — to), k?)

M2 —201T.in G- 213T.;y, — M? v 2037 .;y, — M?
Is(I3 — )’ I(I3— 1)’ LIz — 1)
0- (M? — 211 Tein) (I3 — I2) J— I, — I 21374, — M?
11515 ’ I3 —Is M2 — 20T,

Onde,

Observacao 4.5.1. A solu¢do apresentada ndo estd definida para quaisquer condi¢des iniciais.
Lembrando que tratam-se das solugoes do corpo rigido, constata-se que elas sao vilidas somente nas
regioes, limitadas pelas separatrizes de sela, que contém o eizo de maior inércia (veja figura (2.4)).
Esta condigdo ¢ equivalente a: M? > 21T, (portanto, o denominador na definicio de k ¢ nao
nulo).

Mas esta € a regiao de interesse neste estudo. Nas outras regioes, as solugoes sao parecidas.

Note que, perto das separatrizes de sela, nao € razodvel pensar em tratamento adiabdtico, pois
espera-se que {1 — oo prozimo a elas. Portanto, a andlise apresentada € aplicdvel perto do polo C,
itersecao do eizo 3 com os elipsdides.

Dizemos que o corpo rigido é prolato se Iy < Iy = I3, e oblato se Iy = Iy < I3. Neste tltimo
caso, as solugdes se reduzem as solugoes cldssicas de Euler: w1 = wcos Q(t—1p), wa = wsen Q(t—tp)
e wz = constante.

O corpo esta em rotagao, logo, segundo o referencial fixo a ele, cada um dos pontos esta sujeito
a acdo de uma “forca ficticia”, devida a sua aceleracao. A resposta a esta é sua deformacao, a qual
esté relacionada ao tensores de tensao e deformagao, apresentados na se¢ao (4.4). O proximo passo
é estimar a dissipagao de energia (que o autor denomina ineldstica) associada a esta agao.

Denotando por r,v,a e r’,v’, a’ as posicoes, velocidades e aceleracoes dos pontos nos referenciais
inercial e do corpo, respectivamente, das secoes anteriores, sabemos:

a=d +woxr+2wxv+wx(wWxr)xoxr+wx(wxr). (4.22)

Por argumentos analogos aos do inicio da se¢do, o autor argumenta que a’ e 2w x v’ sdo des-
preziveis em relagdo aos demais, portanto serao ignorados nos calculos.

Procedendo como foi feito, podemos encontrar uma expressao para <sen29> (Tein)- A partir de
agora, comecamos a “relaxar” o tratamento adiabético, considerando a variagdo de energia. Desta
forma, fazemos:

o <sen 9> = T T
Temos, |[M|senf = [|[Y M x e3|| = /Tw? + [3w? = \/I{R + (I3 — I35)w3.
Portanto, o periodo de 6 & igual ao periodo de w3. Mas o periodo de wy = Bsn (w(t — tg), k?) &

( sen 29> (4.23)

/2 2
T =4K(k?) := 4/ (1— kK sen2g0)*%dg0 =27 (1 + k;) + O(Kk*).
0

Observagao 4.5.2. Nas condigdes estabelecidas, esperamos que wi,ws == 0. Portanto, das conser-
vagoes, obtemos que I§w§’ ~ 2I3T, ~ M?, ou seja, 2I3T,;, — M? ~ 0. Logo, k ~ 0, desde que o
denominador que ocorre em sua defini¢do nao se aproxima de zero.

Em vista desta consideragao, € interessante trabalhar com a expansdo anterior.

Das propriedades destas func¢oes de Jacobi, vemos que o periodo de 6 é 7/2 = 2K (k?).
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Portanto, M? (sen?0) = IfR + (I3 — I£S)5? (sn?(u, k?)) .
O autor ainda afirma que

(sn?(u, k?)) = /ZKsn (u, k*)d / 2(u, k*)d :1+ik +ik4+0(k¢6).
2K T K 16 32

Logo, usando também a defini¢ao de 3, obtemos:

+ O(K*).

s(I I3+ Iyds — 2, I 1 (203 0 — M2)2 (I — ;1\ 12
<sen29>— (I113 + I213 112) (213 ) <2 1> 3

chm (Is — I,) (I3 — I) 4 M2 20Ty \Iz3—1I) Is3—1,

Um caso particular interessante que se pode pensar é o oblato (desde que para o prolato, a
regiao onde estes calculos fazem sentido desaparece), fazendo Is — I3. Obtendo:

d oblato 211 13
M? 29 = .
(chm (sen >> I3 — I

Defina, W como sendo a parcela da energia eldstica armazenada no corpo dependente do tempo,
devido a tensoes “alternantes”.

Pela definico, T, = W, taxa de perda de energia eléstica.

A deformacado do corpo é constituida por um comportamento eldstico e outro “pléstico”, este
responsavel pelo corpo nao retornar exatamente a sua condicao inicial ap6s deformar-se.

Como sugerido na secao anterior, esta deformagao é descrita pelos tensores de deformacao e
deformacao viscosa. Definindo €;; := (0;u; + 0;u;)/2, é facil constatar que:

1 Tro 1 1
Oij = (KTI“ 6)(51']' +2u (Eij — 56” Tr €> , €ij = 79K 62']' + ﬂ (Uij — 5(5@] Tr O')

- . . 1 ) . Tro 1 /. 1 5
055 = (C Tr 6)(51']' + 277 <6ij — géw TI“G) y €ij = 79C 51']' + % <Uij - 5(52] TI‘O'> .
Considere novamente o caso do corpo oblato, descrito na observacao (4.5.1). A aceleragao dada
pela formula (4.22) fica assim na forma:

a=[-z(w]+w?/2), —y(w] +w?/2), —w’2] +
+ [wawz cos Q(t — tg), wswz sen Q(t — tg), wsw(x cos Q(t — tg) + ysen Q(t — tg))] +

+w? /2 [ysen 2Q(t — to) + x cos 2Q(t — to), xsen 2Q(t — to) — y cos 2t — tg), 0] .

Ou seja, a aceleracao é composta por uma componente constante no tempo, outra oscilante
de frequéncia 2 e outra de frequéncia 2€2. Vemos que a contribuicdo deste ultimo termo néao é
desprezivel. Este é um dos principais pontos levantados pelos autores nas cinco referéncias citadas.
Estes entraram em desacordo com os resultados dos autores da referéncia [SBH05|, que desprezaram
esta contribui¢do em um artigo posterior.

A referéncia [SBH05| apresenta justificativas para tal procedimento, ressaltando as hipoteses que
eles estavam fazendo sobre as condicoes de movimento e as propriedades do material constituinte.
A principal aplicacdo que estao interessados é o movimento de asterdides e cometas.

Em vista desta evidéncia, propde-se que a perda de energia é dada por uma superposi¢cao das
energias dissipadas devido as oscila¢oes em todos os modos normais (€2,,):

W= W@, Z 2 W" o= h 2@3") - (4.24)
Qp Qn

Onde Q(2,) é chamado de fator de qualidade do material constituinte do corpo (dado experi-
mental), Wy(Q,) e < W(Q,) >, os valores méximo e médio (em um periodo) da energia elastica
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armazenada no corpo, correspondentes a vibragoes de frequéncia §2,,.
O valor médio é dado por (fornecido pelo autor, sem mencionar referéncias)

1

(W) =3 /B (gijeij) AV + % /B (Gij€ij) AV = %} < W) > (4.25)

O qual, para temperaturas usuais, nao possui contribuicao da parte plastica dos tensores. Esta
é uma abordagem estranha relativamente & secao anterior, onde a perda de energia estava ligada
exatamente ao tensor com dependéncia nas velocidades.

Desta forma, o autor da referéncia propoe uma expressao mais geral para (4.24):

. Q, d<W(Q,) >
W =-2 / < ~—dV. (4.26)
%n: B Q(Qn) av

Sugerindo que o fator de qualidade pode ter uma variagao ao longo da extensao do corpo, porém
deve ser muito pequena tendo em vista dados geologicos usuais (a discussao é restrita a asterdides
e cometas).

Esta forma da equagao foi proposta para estimar d < W (€,,) > /dV, a energia elastica associada
ao modo 2, por unidade de volume (que serd nao desprezivel somente para 3 = Q e Qy = 20Q).
Pois,

awy) 1 d < W(Qy,) >
W=l =y
Qn

Logo, por um simples calculo, obtém-se:

dg/l/) _ 41# ((92}/2 _ ;) {(Tro)?) + <‘7ij‘7ij>) :

Observado os resultados da se¢do anterior, o tensor o deve ser tal que:
OikNE = 0, 8Z-al-j = pa;. (427)
Onde n é o vetor normal ao bordo, p ¢ a densidade de massa e a ¢ dada por (4.22).

Observacao 4.5.3. Note que a seqgunda condi¢ao € essencialmente uma simplificacdo da equagao
(4.19), considerando uma rotacao rigida do corpo e desprezando os termos inerciais citados. Esta
condi¢ao de contorno também foi utilizada na se¢ao anterior.

Para facilitar a obtencao de o o autor faz a suposicdo de que o corpo é um prisma retangular
de dimensdes 201, 205, 2¢3. E argumentado que esta hipotese ndo compromete o resultado, com base
no principio de elasticidade de Saint- Venant. No entanto, se a geometria do corpo for “complicada”
ou se possuir componentes de dimensao um ou dois, tal aproximacao deixa de ser adequada.

A partir daqui, surge um extenso calculo para obter a média das componentes do tensor o.
Estes serao omitidos, mas sao encontrados no apéndice C de [Efr00]. O processo consiste em obter a
aceleracao a a partir das expressoes apresentadas em (4.21), por diferenciagdo. Em seguida, integra-
se a equacao (4.27) para obter o tensor (observando a condigao de contorno). Este processo nao é
direto, possui sutilezas relacionadas a aparecimento de “termos seculares” quando se aproxima as
funcoes de Jacobi por fungoes trigonométricas da seguinte maneira:

cn (u, k%) = cosu + $k?*(u — senwucosu)senu + O(k*)
sn (u, k%) = senu — 1k%*(u — senwucosu) cosu + O(k*)
dn (u, k%) =1 — $k?sen?u + O(k?)

Calculando a média do tensor em um periodo de precessao, obtém-se W, a partir de (4.26).
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Portanto, juntamente com (4.23), finalmente conclui-se que:

d 9 2[3p2 21T, — M? LI+ Ivls — 211 15
— < sen“f >= —
it W) P

( . , (Is — I)(I3 — I2)

1 L(lL-1 L3 Thin — M )

- — QHy(2I5T.s, — M 4.28

1 (Is — 1) (I35 — I5)2 M2 — 2[1Tcm] 0(21s ) (4.28)
+ O(k4)}.

Q(M? — 21, T,;,)Hy [

I+ Isls — 21115
(I3 — I1)(I2 — 1)

+20Q (213T i, — M?)Hy

Q(29)

Onde, as constantes Hy, Hy, Ho dependem somente da geometria do corpo (41, /s, ¢3), obtidas
na integragao da equagao (4.27):

237 o o o (2.6T0105 — 0104 — 1.6TE503) (0] + €5 — 203)
Ho= a0 ey e — ey @ — ) - (- )
1 2 1 3/\%2 3/\*1 3 2 3
= 60 ( 4 4 )
mt (B4 B)(6 - )@+ 8) \ -5 G-

100 690503 — £20305 — 30905 + 0.21090503 + 019020303 + 021416503
-~ omd (€3 + ) (6 — £5)°(€; — £3)

Mais interessante (e util, segundo o autor, para observagao de precessao de astertides) do que
a equacdo (4.28), é a equacdo que relaciona a velocidade de alinhamento, d < sen?6 > /dt com
< sen?f >. Nesta expressdo, os termos constantes sao constituidos pelos momentos de inércia,
momento angular, fator de qualidade e densidade do material e as dimensoes do corpo (¢1, 42, {3).
Esta é a equacao (8.29) de [Efr00].

Afirma-se que parte destas quantidades pode ser medida com melhor precisdo, o que permite
inferir propriedades do corpo através desta formula. Nota-se que a equacao é da forma (sendo
¢ =< sen?f >):

2

d¢ _

2 = [(9) + O(k") ~ f(9).
Podemos assim, a priori, estimar o tempo que ¢ gasta para evoluir de ¢g até § ~ 0:
d
d
P (4.29)
g0 /(9)

O qual é denominado tempo de relaxag¢ao do corpo.

Do ponto de vista observacional, este é um dado 1til no caso de corpo oblato. Observa-se que
para corpos com esta propriedade, é mais simples estimar df/dt, cujo resultado exato é (referéncia
[ELO00]):

AT A (N Y/ AR Ial Ik

Ha evidéncias numéricas de que o tempo de relaxacao neste caso nao é muito sensivel & escolha
de ¢g. Portanto, considerando a precisdo de um determinado aparelho, escolhe-se o valor de § de
forma que nao seja possivel distinguir uma rotagdo estacionaria de uma outra com este angulo de
deflexdo. Na ocasiao de sua publicagao, a referéncia [EL0O0| aponta o valor § = 6° como compativel
com os aparelhos de medida.

Assim, observando o tempo que um asterdide leva para cessar sua precessdo, pode-se inferir
quando se deu seu ultimo impacto com outro corpo (de forma que sua rotagao de equilibrio fosse
perturbada, nao alterada drasticamente). No entanto, no artigo [EL00]|, os autores fazem uma esti-
mativa deste tempo para o asterdide Toutatis 4179, que possui um didmetro de 4km e um periodo
de rotacdo de 7.5 dias. E tratado como um corpo oblato, obtendo-se:

o 3 <63(£3/£1)4cot20+ 20) GM3p

tretae < 1.6 x 101%anos.
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Ou seja, nao é possivel medir este tempo para este asteréide, mas pode-se usar a mesma ideia na
observagao da evolugao do angulo #. Em [EL00], é avaliada esta possibilidade.

O autor cita referéncias informando que no sistema solar a maioria dos asterdides e cometas
estao no estado de rotacao de equilibrio, justificando de certa forma estes célculos, e tornando viavel
a medida deste tempo, ja que é frequente a ocorréncia de corpos oblatos.
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Conclusoes

O trabalho concentrou-se em uma pesquisa bibliografica principalmente sobre o problema do
corpo sblido munido de componentes elasticas.

Procurou-se dar uma visao propria sobre o assunto e os resultados das referéncias estudadas,
sempre que possivel explorando as analogias presentes.

Constatou-se que a conservagao do momento angular para os problemas de continuo fornecem
condicoes de contorno que auxiliam a anélise das solucdes. No entanto, nao se simplifica tanto o
problema como no caso de mecéanica de particulas, onde a reducao na dimensao das coordenadas
é, em boa parte dos exemplos, fundamental. Este aspecto foi notado nas segoes (2.1) e (2.3). A
dissipagao de energia parece ser mais interessante nestes problemas, devido a forma que geralmente
possui, que limita a norma da variavel de deformacao.

Como ¢é conhecido do formalismo Hamiltoniano da mecénica classica, no espaco de fase nao
podem ocorrer pontos de equilibrio atratores (ou repulsores). Nos exemplos (em dimensao finita)
apresentados aqui eles ocorreram no entanto. Observa-se que se o equilibrio ocorre em minimo
local da energia mecanica (restrito & condi¢do de momento angular constante), ha um “sentido de
estabilidade” associado a ele. O teorema (4.2.1), somente enunciado, estabelece uma certa analogia
neste aspecto.

Seria interessante também tratar problemas de elasticidade usando uma abordagem alternativa
a Lagrangiana.

4.5.1 Propostas de estudo

Na se¢ao (2.3), o teorema (2.3.3) assegurou a existéncia de catorze pontos de equilibrio sobre
cada superficie de momento angular constante, porém nao foi determinado o comportamento das
solucoes proximas a eles.

Uma das dificuldades encontradas nesta andlise é que a superficie invariante, dada pela equagao
(2.7), tem dimensao 4.

O autor da referéncia estudada, [Lev89], fez uma ilustragdo de tal comportamento, porém nao
fez uma anélise completa, afirmando que esta apareceria em um artigo posterior, o qual nao foi
encontrado. Pretendia-se tratar aqui este problema, mas nao houve éxito.

Na secdo (4.1), mostrou-se que E = —2D(u;) < 0, com E > 0. Esta ¢ uma situacio anéloga a
explorada no teorema (2.3.1).

Sugere-se supor que u(t,-) convirja uniformemente para uma funcao definida em B. Assim,
usando as mesmas ideias deste teorema, seria interessante mostrar que esta funcdo tem que ser
identicamente nula.

Finalmente, a principal proposta esta relacionada aos resultados das segoes (4.4) e (4.5). Na
dltima, apds um longo desenvolvimento, com aproximacoes e uso de dados experimentais, chegou-
se a uma estimativa do tempo de relaxagao (equagao (4.29)).

Fazendo uma observacao sobre este procedimento, nao ficou claro o uso da expressao (4.25) para
a energia de deformacao média armazenada no corpo, de forma a ser compativel com o desenvolvi-
mento da secdo (4.4).

De fato, apés um simples calculo, constata-se que a energia potencial dada em (4.14) pode ser

o7
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escrita como: )
1 K 1
V= / 7 <€z’k — —0; Ir 6> + —(Tr 6)2 dV = / €iroikdV.
B 3 2 2 /s
E, analogamente,
1
D= /éiktiikdv.

2z

Logo a expressdo proposta é: (W) :=V + D ~ V, para temperaturas ndo muito altas.

Mas, de acordo com a secio (4.4), T = E —V = —V — 2D a partir da qual nio é claro que se
pode desprezar a funcao dissipacao, desde que sequer sabemos que V' é crescente proximo ao polo
C (o que implicaria T < 0). E ainda, isto faz com que no resultado final ndo ocorram as constantes
de dissipacao 7, ¢, surgindo o fator de qualidade.

Pensando de forma alternativa, o problema ji estaria estabelecido, a priori, pelas equagoes
(4.18), (4.19) e (4.20). Propoe-se assim obter uma estimativa para o tempo de relaxagdo a partir
das mesmas. Desta maneira talvez fosse possivel encontrar uma expressao para o fator de qualidade
em termos das constantes de dissipacao.

Nao foi encontrado algum artigo onde tentou-se ou propou-se lidar com o problema desta forma,
nao aproximada, talvez pela dificuldade que ele possa impor.



Apéndice A
Principios de Galileu

O contetido deste apéndice é principalmente baseado na secao 2 do capitulo 1 da referéncia
[Arn89].
Considere um sistema isolado de N particulas, satisfazendo as leis de Newton:

. . . . 3
m;&; = fi(t,z1,....,eN,T1, ..., ZN), 1=1,.N, x; €R

Os principios de Galileu estabelecem que este sistema de equagoes deve ser invariante pelo grupo
de transformagoes gerado pelas trés seguintes familias:

(t,x1 +tv,..,on +tv, 21 + v, ..., 2x +v), vE RS

(i) Ql(t,xl, ...,;EN,i‘l, ...,i‘N) :

(t —to,x1 — X0y .., TN — T0, L1, -, EN), to €R, xo € R3.

(ii) Go(t, 1,y TN, E1y ooy TN) -

(iii) Gs(t,x1,...,xN, T1, ...,i'N) : (t, Gxy,...,Gxy, Gy, ...,Giy), G € 0(3)

A partir deste principios, pode-se estudar quais sdo as restricoes que eles impoem as forcas
fi : RN x R — R3.

Seja o campo F : RxRN — RxRON | F(t, X, X) := (1,1, ..., &n, f1(t, X, X), ..., fn(t, X, X)),
onde X := (z1,...,zN).

Afirmar que o sistema de equagOes deve ser invariante por estas transformagoes significa que,
se s é o fluxo de F', entao s = gk—l opsoGr, k=1,2,3 (supondo que o campo seja completo).

Mas disso decorre que:

0 . 0 )
%SDS ng‘(taXvX) — %gk‘ o st(taXvX)

= F(SOS © gk(t7X7X)) = ng(gos(t,X,X))%tps(t,X,X) = ng(()@s(taX7X))F((Ps(t>X>X))'

= F(Gr(t, X, X)) = F(ps 0 G ops ' (t, X, X)) = DG (t, X, X)F(t, X, X).

Ainda,
1 0 O -~ 0 0 - 0
ol Ids 0 - 0 0 0
ol 0 Ids 0 0 0
D=1 1 g o Id; 0 0
0 0 0 0 Ids 0
o 0 0 -~ 0 0 .- Idg

E imediato constatar que DGy = Idg N+1 € que DG3 = Gs, desde que é linear.
Portanto, estas condi¢oes implicam que as forgas f; devem satisfazer:
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Q) filt,z1, ., xN, T1, . EN) = filt, 21 + 0, 2N +t0, 21 + 0, 2y ), v E RS
(ii) f,’(t, T1y.ey TN, T1, ...,.i‘N) = fz(t —tg,x1 — Tg, ..., TN — T, T1, ...,j:‘N), to € R, T € R3.
(iii) Gfi(t,$1, ey TN, T1, ...,l"N) = fi(t,G$1, v, Gz, Gi1, ...,GiN), G e 0(3)

Notando que se pode tomar xyp = 0 em (ii), conclui-se que f; independe da variavel ¢, para
i =1,..,N. E assim, tomando zop = x; em (i) e t = 0,0 = —&; em (i), conclui-se que cada
fi depende somente das posicoes e velocidades relativas entre as particulas, e nao relativas ao

referencial.
Ou seja, f; = fi(x1 — %4, ..., aN — T4, 81 — T4, ..., TN — T4), €

Gfi(x1 — @iy ooy TN — T, T — Ty ooy TN — &) =
= fi(G(z1 — ), ..., G(an — 2;), G(&1 — &), ..., G(&N — %)), VG € O(3),i =1,...,N.
Em particular, serdo compativeis com os principios de Galileu quaisquer f; da forma:

N
Fi = bills — wall, iy — dll, < @y — @i, 8y — 0 >) (25 — ).
=1

Portanto, sdo compativeis com tais principios as forcas gravitacionais (com ou sem dissipa¢io):

N . .
m;m; < Tj— T, Tj — T4 >
fi = |: + miv;v; ) (IL‘]' — LL‘@)
; [l — i[? [l — il

Desde que, restringindo este caso para N = 2, tomando o referencial no centro de massa e
chamando de x a posigao relativa entre as particulas, é obtida a equagao (2.1). Isto garante que

esta forca satisfaz os principios de Galileu.



Apéndice B

Equacoes de movimento para problema
restrito

O objetivo desta segdo ¢ obter a equagao de movimento (4.14) a partir dos resultados apresen-
tados na segao (3.2).

Note que, em vista dos vinculos impostos, a matriz de rotagdo (4.8) pertence a SO(2) (ou a
um mergulho de SO(2) em GL(3), que é um subgrupo de Lie). Portanto para obter as equagoes de
movimento, basta calcular a proje¢ao ortogonal de M (3) sobre T7450(2).

Seja v : (—e,e) — SO(2) uma curva de classe C* tal que v(0) = Id. Considerando novamente
a equagao (4.8), vemos que v somente pode ser da forma:

cosf(t) —senf(t) 0O
~(t) = ( send(t) cosf(t) O ) .
0 0 1

Onde 6(0) = 0. Além disso, como ~ é suave e as fungoes seno e cosseno sao difeos locais (sobre
dominios diferentes), decorre que 0(t) também é suave. Logo,

. 0 -1 0
4(0) = 6(0) < 1 0 0 ) € T1aSO(2).
0 0 0

Logo, T14SO(2) C M(3) é o conjunto das matrizes da forma:

0 0 -1 0
A= X o )=x[1 0 o).
00 0 0 0 0

Ou seja, tal que X € Ant(2) C M(2). Observe que, de fato, este é um espago vetorial.
Para calcular T74SO(2)*, tome B € M(3):

b13 T bas
BI( Z bgg >:>ATB:< Xz —513 )
b31 b32 533 0 0 0

Logo, TrATB=0& Tr XTZ =0 & Z € Sym(2). Ou seja, B € T14S0(2)* se e 56 se:

21 %2 b13
B= Z9 23 ba3

b31 b3 b33
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Assim, dados Y € SO(2) e C € TyGL(3) = YM(3) = YT14SO(2) ® YT4SO(2)*, temos que

13 0 z13
C = Y ( X 1'23 > = Y ( Xa 0 ) + Y < XS 1‘23 ) . (B].)
T3l Tz w33 00 0 T3 Tz 33
Onde X, e Xq sao as partes simétrica e antissimétrica de X, respectivamente.
Denote por Py a projecao ortogonal e 7 : M (3) — M (2) a funcao definida por:

bi3
7T( Z bos >::Z.
b31 b3 b33

Assim, da equagao (B.1) decorre que:

Boc— ( (V) (YT C))a
0 0

O OO
~__—
Il
7
A
o =
A
3
(e}

8
N
O OO
~_—

Faca
(_d(ory_or
Cdt \gy ) oY’
Portanto, pela equagao (3.11), vemos que

o @ (0K oK Ty A
Y70 =2 (55 )+ |2 5] = 0 =4+ 1.4

Observe que, devido a defini¢do de V' e D, o sistema em questao é livre de torque, logo a primeira
equacao de movimento fica:
~ d (0T oT
P|l——)—-—=)=0.
dt \ 9Y 1904

Logo, o S7' (& 4+ w x a) = 27 (A—l— [Q,A]) =0.
Mas, pela defini¢ao do isomorfismo S temos que:

< (a—l—u?xa)g, Sl ) =2 (A+[0,4]) =0

Portanto, a primeira equacao de movimento deste sistema consiste apenas na terceira compo-
nente da equacao (4.4). Isto justifica a abordagem apresentada na segao (4.2).
A outra equacdo de movimento pode ser deduzida da maneira ja apresentada.
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