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Resumo

SCHOEFFEL, J. Simetria radial de solugoes positivas de sistemas elipticos cooperativos.
2012. 51f. Dissertagdo (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2012.

Neste trabalho estudamos a questao de simetria de solugbes positivas de equagoes e sistemas de
equacoes diferenciais parciais. Descrevemos em detalhe a demonstracao de dois resultados sobre si-
metria radial, um para equagoes em dominios limitados e outro para sistemas de equagoes no espago
todo. Ambas as demonstracoes baseiam-se no método dos moving planes. Em seguida aplicamos

um dos resultados mencionados acima para a equacao de Choquard.

Palavras-chave: simetria radial, moving planes, equagao de Choquard.






Abstract

SCHOEFFEL, J. Radial symmetry of positive solutions of cooperative elliptic systems.
2012. 51f. Dissertagdo (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2012.

In this work we study the question of symmetry for positive solutions of equations and systems of
partial differential equations. We describe in detail the proof of two results on radial symmetry, one
for equations in bounded domains and the other for systems of equations in the whole space. Both
proofs are based on the method of moving planes. We apply one of the results mentioned above for

the Choquard’s equation.

Keywords: radial symmetry, moving planes, Choquard’s equation.
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Capitulo 1

Introducao

Em seus célebres artigos [GNN79] e [GNN81]|, Gidas, Ni e Nirenberg provaram resultados de
simetria radial e monotonicidade de solugoes positivas de equagoes elipticas da forma

Au(z) + f(u(z)) =0,

tanto na bola com condigao de Dirichlet como no espago todo. Desde entao esse assunto tem atraido
a atencao de muitos pesquisadores e o método dos moving planes por eles introduzido tem sido
bastante usado e generalizado. Em [LN93| foram provados resultados semelhantes para equagoes
dependendo radialmente da variével espacial, isto é, por exemplo, a equacao

Au(z) + f(r,u(z)) = 0,

onde r = |z|. J& em |Tro81] foram provados resultados de simetria radial para solugdes positivas de
sistemas elipticos

sob uma condicao de cooperatividade e outra de nao degeneréncia na origem. Posteriormente,
Busca e Sirakov [BS00]| generalizaram o resultado de Troy (mesmo no caso auténomo) substituindo
a condicao de nao degeneréncia por hipéteses sobre os sinais de certos menores numa vizinhanca
da origem.

Um exemplo de um sistema que tem degeneréncia na origem vem da equagao de Choquard

~Au(z) - (/R ! 2(y)dy) u() + u(z) = 0. (1.1)

u
s |z —yl
De fato, definindo
va) = [t
R3 |2 — |

e levando em conta que em dimenséao trés a solu¢ao fundamental do laplaciano é —1/r, obtemos o
sistema cooperativo

u(x),v(x) >0 (1.2)
u(x),v(x) gl



2 Capitulo 1. Introdugao

Em [MZ10] foi provado que toda solugao positiva da equacao (1.1) ¢ radialmente simétrica e
decrescente. O método empregado é uma adaptagao dos moving planes para equagoes integrais. Em
particular, os autores nem mencionam a equivaléncia entre a equagao (1.1) e o sistema cooperativo
(1.2). Entretanto, os resultados de [Tro81] nao se aplicam ao sistema (1.2) pois o mesmo é degenerado
na origem. A motivacdo para este trabalho era demonstrar o resultado de simetria radial para
o sistema (1.2) como uma consequéncia direta dos resultados de [BS00]. No entanto, conforme
detalhamos no capitulo 4, os resultados de [BS00] nao se aplicam diretamente ao sistema (1.2) porque
um certo menor tem o sinal "errado". Provando e usando um teorema de decaimento exponencial
a priori (isto é, sem saber de antemao que a solugao é radialmente simétrica), conseguimos superar
essas dificuldades mostrando através de estimativas delicadas que o termo com sinal "certo" domina
o termo com sinal "errado".

Como preparagao para estudarmos o sistema (1.2) no capitulo 4 fizemos um estudo preliminar
da questao de simetria em duas situagoes: uma equac¢ao em dominio limitado e um sistema de
equagoes em R™.

No capitulo 2 estudamos o caso de uma equacao em dominio limitado, que foi tratado por Brezis
em |Bre99|. No decorrer do capitulo procuramos descrever com detalhe o estudo feito na primeira
segao desse artigo. Para isso consultamos também [BN91] e [PROS].

O estudo feito para a elaboragao desse capitulo foi muito importante, uma vez que foi o primeiro
contato com técnicas utilizadas no estudo da simetria, e cujas ideias aparecem novamente no capitulo
3, porém de forma mais abstrata. Desse modo, o principal objetivo desse capitulo é nos preparar
para o capitulo seguinte.

No capitulo 3 fazemos o estudo da simetria para sistemas de equacoes em R™. Esse estudo
foi feito por Busca & Sirakov no artigo [BS00] citado acima. O que faremos aqui, precisamente,
é detalhar a demonstracao de um caso particular do teorema 1 desse artigo. Tal detalhamento é
fundamental para obtermos as estimativas no capitulo 4.

Tanto no capitulo 2 quanto no capitulo 3, o estudo da simetria é feito através do método dos
moving planes, que por sua vez baseia-se em principios do maximo. Entretanto, no decorrer desses
dois capitulos, nos deparamos com situacgoes em que o principio do maximo usual nao se aplica,
donde tivemos que buscar formas alternativas desse resultado. Para isso consultamos os livros
[Eva9d8], [RR04], [PW67] e [GT01]|. No apéndice 4 reunimos todos os enunciados de principios do
méximo que utilizamos no trabalho, fazendo uma comparacao com os enunciados usuais.



Capitulo 2

Equacoes em Dominios Limitados

O foco deste trabalho é estudar sistemas de equagoes em R™. Faremos isso no capitulo 3. Entre-
tanto neste capitulo estudaremos o problema abaixo, que se refere a apenas uma equagao, a qual
é considerada em um dominio limitado. Esse estudo preliminar foi importante para nos familiari-
zarmos com algumas ideias que aparecem no capitulo 3 de forma mais abstrata, por exemplo, o
método dos moving planes.

Consideremos o problema

—Au = f(u) em ()
u>0 em ) (2.1)
u =0 sobre 0f2.

Pergunta: Se o dominio ) tem alguma simetria entao a solugao u de (2.1) herda essa simetria?
Impondo algumas condigbes sobre ) e f, o seguinte teorema responde & pergunta positivamente:

Teorema 2.1. Seja Q@ C R™ um conjunto aberto, convexo na dire¢ao x1 (ou seja, (x1,y), (x],y) €
Q= (x,y) € Q Va < ax < zy) imitado, simétrico em relagao ao hiperplano x1 = 0 e f
lipschitziana. Se u € C?*(2) N C(Q) € solugio de (2.1), entdo u é simétrica com respeito a x1 e

%(x)<0;V$=(x1,y)€(2c]R><R”—1 com x1 > 0.

Demonstragao:
Denotaremos = = (1,22, ...,2Z,) € R” por & = (z1,y), onde 21 E Rey = (xa,...,2,) € R?*L
Essa notagao ja foi usada no enunciado do teorema.

Como veremos adiante, a demonstragao do teorema consiste essencialmente em provar a seguinte
desigualdade:

u(ry,y) <u(zl,y), Vo= (r1,y) € Qcomz; >0eV 2] com |2]] < z1. (2.2)

Observagao 2.2. Para fazer sentido escrever u(z,y) na desigualdade acima, devemos ter
(2),y) € Q. De fato,

Q simétrico em relagao ao hiperplano 1 =0 e x = (x1,y) €Q = (—xz1,y) € Q.

Q convexo na dire¢io x1 e (x1,y), (—x1,y) €Q = (2,y) €Q, V 2} com |2} <z1. M

A demonstragao do teorema foi dividida em trés passos: Primeiro vamos admitir (2.2) para
provar a simetria de u, depois demonstramos (2.2) e por tultimo fazemos a parte da derivada.

Passo 1. Mostrar que u é simétrica com respeito a x7.
Queremos mostrar que, V = = (z1,y) € Q, u(z1,y) = u(—2x1,y).

Seja (x1,y) € 2, com x1 > 0. Da simetria de €2, (—z1,y) € Q.
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('X 1 DY)

Figura 2.1

Consideremos uma sequéncia (a,), C R, a, N\ —z1. Como x; # 0, existe ng suficientemente
grande tal que |a,| < 1, V n > ng (veja a figura abaixo).

Logo, por (2.2), u(x1,y) < u(an,y), ¥ n > ng.

Da continuidade de u, a, "—3 —x1 = u(an,y) e u(—x1,y), donde obtemos

u(z1,y) < u(—1,9). (2.3)

Vejamos agora que vale também a desigualdade contraria.

Se u é solugao de (2.1) entao u, dada por a(z1,y) = u(—z1,y), também é. De fato, seja
(r1,y) €

o At(z1,y) = Au(—21,y) = f (u(—z1,9)) = f (@(z1,9))-
e u>0em Q= u>0em
o (r1,y) € 00 = (—x1,y) € 0. Portanto, u(x1,y) = u(—x1,y) = 0 sobre I.

Com isso (2.3) vale para @ no lugar de u:

w(z1,y) < a(—2z1,9).

E pela defini¢ao de 4 isso é o mesmo que

u(—r1,y) < u(@1,y). (2.4)

Juntando (2.3) e (2.4) obtemos a igualdade

u(r1,y) = u(=r1,9),

como queriamos.



Passo 2. Mostrar a desigualdade (2.2).

Nesse passo usaremos o método dos moving planes. Vejamos qual a ideia geométrica desse
meétodo:

Consideremos um vetor unitario v € R™ e definamos, para A € R o hiperplano

Hy ={z eR"; (y,2) = A}

A afirmacéo abaixo nos d4 uma ideia melhor de que hiperplano é esse:
Afirmagao 2.3. Hy=Hpo+ A\ 7y
Demonstragao da afirmacao 2.3:
(2)Dadoy=x+ Ay € Hy+ A -7,

() = (12) + A (1,7) =0+ A=A\
Logo, y € Hj.
(C) Seja y € Hy, entao x =y — Ay € Hy, pois

(v, z) =y — A7) =A-A=0

E como y = x + Ay, temos y € Hyp + A - 7. |

Concluimos assim que todos os hiperplanos H) tém o mesmo vetor v como normal, e portanto
variando A variamos apenas a "altura" do hiperplano. Ou seja, os hiperplanos H) sao paralelos
uns aos outros e quanto maior o A, mais "alto" estara o hiperplano.

Dado um dominio €2, consideremos Xy a "tampa" de € cortada fora por H), isto é,

Ya={xe€Q; (v,z) > A}.

X1

Figura 2.2
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O método dos moving planes consiste em mover o plano H) sobre o dominio © (onde mover
significa variar ), de modo que o refletido de ¥\ por H), permaneca contido em §2. Essa
exigéncia fornece um A; minimo e um Ay maximo. Assim, varia-se A dentro do intervalo
(A1, A2). Para \’s nesse intervalo, faz-se uma comparacao da solugado u com sua refletida por
H), (que denotaremos por u) e definiremos mais adiante). Para obter tal comparagao (relagoes
do tipo u < uy ou uy < u) utilizam-se principios do méaximo.

Agora que sabemos como o método funciona, vamos aplica-lo ao nosso caso. Tomamos v =
e1=(1,0,...,0). Nesse caso temos

Hy ={z = (21,y) €Q; x1 = A}

Yy ={z = (r1,y) € QY x1 > A},

Denotemos a = sup {z1; (z1,y) € 2}. Temos que a > 0, visto que 2 é aberto e simétrico em
relagao a x1 = 0.

No nosso caso teremos A1 = 0 e Ao = a. De fato, para A > a, H) nao intersecta €2, e para
A < 0, a simetria de € garante que o refletido de X5 por Hy nao esta contido em 2. J& para
A € (0,a), o refletido de ¥ por H) esta contido em €2, como veremos na observagao abaixo:

Observagao 2.4. (Acompanhe na figura 2.3) Dado 0 < X\ < a e x = (x1,y) € Xy, denotare-
mos 2*=(2\ — x1,y). Observemos que x* ¢ o refletido de = pelo plano Hy. Sendo assim, se
denotarmos

fb\i o refletido de X por Hy,

temos com essa notacao que
i)\ = {:L’A; x € EA}.
Entao, para garantir 3y C Q,V A€ (0,a), basta ver que

reXy=>2'eQ, Ve (0,a)

De fato, seja x = (x1,y) € X pela observagao 2.2 basta ver que |2\ — x1| < x1, mas isso
decorre imediatamente das duas linhas abaizo:

A>0 = 2\ —x21 > —x1

TEX)N = A<11 = 22 —11 <211 —11 =11
Agora podemos definir, V A € (0,a):

v — uy(z) = u(z?) r — wy(z) =ur(z) —u(zr).



Figura 2.3

Ao invés de mostrar (2.2) diretamente, trabalharemos com w) e usaremos a seguinte equiva-
léncia, demonstrada a seguir:

(2.2) ©wy >0, em Xy, VA€ (0,a). (2.5)

Notemos que wy > 0 & uy > u, e essa segunda desigualdade é exatamente o que o método
dos moving planes se propoe a provar. Assim, a equivaléncia acima transfere o problema de
demonstrar (2.2) para a aplicacdo do moving planes.

Demonstragao de (2.5): Lembremos que (2.2) é dada por

w(zy,y) <u(xl,y), Vo= (r1,y) € Qcomz; >0eV 2] com ||| < 1.
(=) Fixemos A € (0,a) e z = (z1,y) € ¥x. Vimos na observagao 2.4 que |2\ — 1| < x;. Dai,
por (2.2), u(x) < u(z?) = ux(z). Donde wy, > 0.

(<) Seja x = (z1,y) € Q com x1 > 0. Existe A\g € (0,a) tal que x1 = \g, e portanto x € Xy,
V 0 < X < Ag. Dai, por hipotese,

u(z) < up(z) = u(z), Ve (0,N). (2.6)

x’1+:1:1

5 temos

Seja z} com |z}| < x1 = Ag. Tomando \ =
A<T1=A € x’1:2)\—a:1.
Logo (2.6) implica u(z],y) > u(z1,y).

Sendo assim, para concluir o passo 2 basta garantir que wy > 0, V z € Xy, V XA € (0,a).
Faremos isso aplicando principios do maximo a wy.

Primeiramente, dado x € X, calculemos Aw) (z):
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Awy(z) = Au(a?) — Au(e) = — f(ula?)) + f(u(@)) = —f(ur(z)) + f(u(2)).

Definamos, para cada = € X,

f(u(@)) — fua(z))

ex(z) = wx(z)

,  sewy(z)#0

0, se wy(x) =0

Entao, Awy(x) = ex(x)wy(z).

Além disso, notemos que 90X\ C Hy U0Q. Dai, x € 90X\ = x € H) ou x € 9.

reHy=z=1"=w(z)=0
e

z €N = u(z) =0= w(z)=u(z) >0,

pois, por hipétese, u é nao-negativa. Portanto w) satisfaz

{ —Awy +cywy =0 em Xy (2 7)

wy >0 sobre 90Xy

Queremos garantir primeiramente wy > 0 em Y. Para isso gostariamos de usar um principio
do maximo. Entretanto, nao temos nenhuma informacao sobre o sinal de ¢y, logo nao podemos
aplicar o principio do maximo usual (teorema 1 do apéndice) & (2.7). Por conta disso teremos
que usar uma nova versao do principio do maximo, a qual chamaremos de "Principio do
Maéximo para Dominios Estreitos". Esse resultado estd enunciado e demonstrado no apéndice
(teorema 3), mas também o colocaremos aqui, em forma de lema:

Lema 2.5 (Principio do Méaximo para Dominios Estreitos). Seja Q@ C R™ aberto, limitado e
conexo. Se u € C%(Q) N C(Q) satisfaz

—Au-+cu<0 em )
u<0  sobre 0f,

com ||¢”||n < Sn, onde ¢~ = max{—c,0}, ||.||» € a norma em Lz e S, > 0 é a melhor
2 2
constante de Sobolev em R™, entdo u < 0 em €.

Demonstragao: Teorema 3 do apéndice. |

Observagao 2.6. Nao precisamos nos preocupar aqui com a expressao de Sy, ela serd usada
apenas na demonstracao do lema. O importante é notar que

ey = ([’
([112)’
el (1)

le™ oo - 16217

IN



onde |Q = [ 1. Logo, se ||c™ ||, for limitada e Q for suficientemente pequeno para garantir

el - 1907 < S,

o teorema pode ser aplicado. E dai que vem o nome do teorema: ele funciona para dominios
que sao suficientemente "estreitos”. [

Como f ¢ lipschitziana, 3 L tal que, ¥ @,y € [ [ullo . [ull ), £(@) — F@)] < Llz — y]. Em
particular,
lealloe < L (2.8)

Ou seja, ¢y é limitada, V A, donde a observagao acima e o lema 2.5 garantem que 3 § > 0 tal
que VA>0com0<a—A<9d,

W) > 0 em EA. (29)
Vejamos agora que (2.9) vale V A € (0,a) e ndo apenas para \'s proximos de a. Para isso
consideremos o conjunto

A={ e (0,a); wx>0em X)}.

Queremos mostrar que A = (0, a).

o A # ¢, pois (a —d,a) C A.

e A é fechado em (0, a).
De fato, seja (A\p)n C A, A\, — A. Vamos mostrar que \ € A.
Temos wy, > 0em Xy, ,VneN. Sejax = (r1,y) € Xy.

1> A=de>0tal que x1 > A +e.

Da convergéncia A, —> A, para esse €, 3 ng tal que V n > ng, |\, — A| < €. Dai
concluimos que

TI>A+e> N, = €,
= wy, () =uy,(z) —u(r) >0, ¥V n>ng.

Fazendo n — 0o, 2’ — 2* e como u é continua, u(z**) — u(z*). Portanto

wy, () — wir(z) = wy(z) >0
= A€
= A é fechado.

e A é aberto em (0,a).
A demonstracao desse item é mais complexa que a dos itens anteriores. Precisaremos
usar aqui mais um principio do maximo.
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Consideremos o conjunto
AN ={\€e(0,a); wy>0em X,}.

Afirmagao 2.7.
A=A

Demonstragao: (2) Trivial, pois wy > 0 = wy > 0.
(C) Dado A € A, por (2.7) vale

{ Awy —cywy =0 em Xy

wy >0 sobre 3. (2.10)

A ideia agora é aplicar um principio do maximo ao problema acima, mas novamente a
versao usual nao nos serve, pois nao temos hipéteses sobre o sinal de cy. Usaremos aqui
a seguinte versao do principio do maximo:

Teorema 2.8. Seja ) C R™ aberto e conexo, n > 2. Suponhamos que u € C3(Q)NC(Q)
satisfaz

Au—+cu <0 em €,

com ¢ limitada em 2. Suponhamos ainda que u nao € constante. Entao, independente do
sinal de ¢, u nao pode ser zero em um ponto de minimo interior.

Esse teorema foi extraido do livro de Gilbarg & Trudinger [GT01] e esta também enun-
ciado no apéndice (teorema 5).

Conferindo as hipoteses: Fixado A temos

— Awy—cywy = 0 em Xy e valem as hipoteses sobre o dominio Xy e sobre a regularidade
de wy.

— ¢y ¢ limitada em X, conforme vimos em (2.8).

— w) hao é constante:
De fato, se w) fosse constante seria identicamente nula (pois é continua e se anula no
pedago da fronteira contido em H) ), mas exibiremos z € 03NS tal que wy(x) # 0.
Seja (z1,y0) € X\ um ponto interior. Consideremos

a' = sup{z; (z,90) € Xr}.

Entao z = (a’,y0) € 0Xx N 0N = u(x) = 0. Além disso, a simetria de © implica
(—da',yo) € 09 e a convexidade de Q implica z* = (2\ — d’, o) € Q.
Como por (2.1) u > 0 em €2, temos u(z*) > 0, e portanto

wa(r) = ur(x) — u(z) = u(z) — 0 > 0.
Assim, wy nao é constante.

Entao o teorema 2.8 se aplica ao problema acima, e concluimos que wy nao pode ser zero
em um ponto de minimo interior. Mas a condicdo wy > 0 sobre ¥ implica que pontos
de X) onde wy se anula sao pontos de minimo interior. Logo, concluimos do teorema 2.8
que wy > 0 em Xy. Ou seja, A € A'. [ |

Vejamos agora que A é aberto.

Dado A € A, mostremos que 3 € > 0 tal que (A — e, A+ ¢€) C A, ou seja, I € > 0 tal que
VpeA—eA+e),w,>0em X,
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Sejam €' > 0 tal que (A — €, A+ €) C (0,a) e § suficientemente pequeno (para valer
Lo < Sh, onde Sy, é dado no lema 2.5 e L na equagao (2.8)). Tome K C ¥, compacto,
com fronteira suave, tal que X, \ K| < %

Escolhamos €” < € tal que, V pe (A —€", A+ ¢€"), [, \ K| <.

Esse €’ existe porque os ¥)’s sdo todos limitados (uma vez que sao subconjuntos de 2).

)\GAAJ;g])\EA':Nu)\>OemZ,\:>w>\>OemK.

Pela continuidade de u, garantimos que

Je<e talquew, >0em K, Ve (XA—eA+e). (2.11)

Para concluir, basta ver que w, >0em X, \ K,V p € (A—€, A +e).

Notemos que V pp € (A —€e,A+¢€), (X, \ K) C K UOJX,. Donde, por (2.11) e pela
segunda linha de (2.7), w, > 0 sobre 0 (3, \ K). Além disso, a primeira linha de (2.7)
garante em particular que Aw, — ¢ w, = 0 em X, \ K. Portanto temos

{ Awy —cyw, =0  em X, \ K (2.12)

wy >0 sobre 0 (X, \ K),
com eyl < Le S \K[<0,Vupe(A—eA+e).

2 ~
Assim, como |[[cy|| . - 13\ K]% < L-§n < Sp, olema 2.5 junto com a observacgao que o
segue garantem que

wy>0em X, \ K, Ve (A—eA+e). (2.13)

Juntando (2.11) e (2.13) concluimos que

wy>0em X, Ve (A—eA+e),

como queriamos.

Acabamos de mostrar que A C (0,a) é nao-vazio, fechado e aberto. Portanto, sendo (0,a)
conexo, A = (0,a), donde (2.9) vale V X € (0,a). Dai, pela afirmagao 2.7,

N =(0,a),

ou seja,

wy>0em Xy, VA€ (0,a).
Que é exatamente a expressao do lado esquerdo de (2.5). Concluimos assim o passo 2.

Passo 3. Mostrar que 88—;‘1(1’) <0,Vzx=(r1,y) € Qcom z; > 0.

No passo 2 vimos que wy, satisfaz, ¥ A € (0,a),

Awy —cywy =0  em Xy
wy >0 em Yy (2.14)
wy=20 sobre H).

Dado zg = (z1,y) € Q com z1 >0, 3 X € (0,a) tal que g € Hy (A = x1).

Esse contexto sugere que usemos um resultado como o teorema 7 do apéndice. Mas esse
teorema exige condigOes sobre o sinal de ¢y que nao temos aqui. Felizmente, encontramos no
livro de Gilbarg & Trudinger [GT01] um resultado anélogo, mas sem a hipotese sobre cy:
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Capitulo 2. Equagoes em Dominios Limitados

Teorema 2.9. Sejam 2 C R™ aberto e conexo, n > 2, e xg € 0. Suponhamos que u €
C3(Q)NC(Q) satisfaz

Au—+cu >0 em €,

com ¢ limitada em Q. Suponhamos ainda que existe uma bola B C Q com xo € OB, que
u(zo) > u(x), Vo € Q, e que u(zg) = 0. Entao

ou

a(xo)i (Vu(zg), v(xo)) > 0,

onde v € a normal exterior a 0§ no ponto xg, desde que a derivada exista.

Esse teorema também esta enunciado no apéndice (teorema 8).
Aplicaremos o teorema 2.9 para o xy dado acima, com Q = ¥y e u = —w).

Conferindo as hipoteses:

e X, é aberto e conexo;

e 1o € Hy C0Xy;

o —wy €CETHNCOE)) e A(—wy) — ex(—wy) =0 em Xy, por (2.14);
e c) ¢é limitada, por (2.8);

e 1) € Qe Q aberto implicam que 3 € > 0 tal que B(xg,€) C Q. Portanto podemos tomar
uma bola menor B C B(z,€) tal que B C ¥ e z¢ € 0B.

e 20 € Hy = —w)(zg) =0= —wy(x0) > —wyr(z), ¥ z € Xy, pela segunda linha de (2.14);

e 1z ponto interior de Q implica que —wy é C? em ¢, logo a derivada normal existe.

X1

Figura 2.4

Como —e; é a normal exterior 4 d¥ ) no ponto xg, o teorema 2.9 nos da
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= g(;i\(xo) > 0. (A)
Por outro lado,
g(:i‘(xo) = 88;(2A—$17y)_§;(x17y)
= D) - 2w
ou

pois zg € Hy = xg = x). Portanto, juntando (A) e (AA) temos

ou ou
—2871:1(.’170) >0 = aixl(.fl?()) < 0,

como querfamos demonstrar.

Concluimos assim a demonstracao do teorema 2.1.

Como o laplaciano ¢ invariante por rotagdo e a fungao f do problema (2.1) ndo depende de z,
o raciocinio feito para a diregdo e; na demonstragao do teorema 2.1 pode ser feito para qualquer
outra direcdo . Inclusive definimos Hy e ¥y para v qualquer. O enunciado do caso geral ficaria
assim:

Teorema 2.10. Seja 2 C R™ um conjunto aberto, convexo na direcao vy, limitado, simétrico em
relagao ao hiperplano Ho = {x € R"; (y,z) = 0} e f lipschitziana. Se u € C*(Q)NC(Q) € solugio
de (2.1), entdo u € simétrica na diregdo vy e g—:(a:) <0, VezeXy={zreQ; (y,z) >0} CQ.

Observagao 2.11. Notemos que, quando varia-se v por todas as diregoes possiveis, o hiperplano
Hy citado no teorema 2.10 percorre todos os hiperplanos que passam pela origem.

Desse teorema mais geral, obtemos o seguinte corolario, que trata de simetria radial:
Corolario 2.12. Seja Q = B(0,1) C R™. Assuma que u € C*(Q) N C(Q) satisfaz

—Au = f(u) em §)
u>0 em ) (2.15)
u=20 sobre 052,

onde f € C1. Entio u € radialmente simétrica e a derivada radial u'(r) ¢ negativa para 0 <r < 1.

Afirmagao 2.13.
f et = f restrita a [— ull o, lully] € lipschitziana.

Demonstragao da afirmagao 2.13:
A hipétese f € C! implica que f’ é continua.
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Portanto, a restricao de f’ ao compacto [— |lul, , [|ull..] € limitada, digamos

[F(2)| <M,V 2 € [=lull , [lull o)
Pelo teorema do valor médio, dados z,y € [— |lull, |ull ), * <y, 3 z € (x,y) tal que
[f(@) = fF)l = |f' )] |z —yl < M|z —y].
Ou seja, f restrita a [— ||ul| o, ||u]lo] € lipschitziana. [ |

Demonstracao do corolario 2.12: A ideia aqui é aplicar o teorema 2.10. Verifiquemos as hip6-
teses:

e O dominio B(0,1) é aberto, limitado, convexo em todas as dire¢oes e simétrico em relagao a
qualquer hiperplano passando pela origem.

e A hipotese " f ¢ lipschitziana" foi usada na demonstragao do teorema 2.1 para garantir (2.8),
e para isso necessitamos apenas de "f restrita a [— ||ul| ., u|,] € lipschitziana". Portanto,
pela observacao acima, o teorema pode ser aplicado para a f do coroléario.

Sendo assim, o teorema 2.10 garante que, V diregdo «y, u é simétrica na diregao +.

X
il

Figura 2.5

Geometricamente isso significa que, dados x e y como na figura acima, tem-se u(z) = u(y),
lembrando que o desenho vale para uma diregao vy qualquer.

Consideremos a esfera S(0,7), com 0 < r < 1 (acompanhe o procedimento na figura abaixo), e
tome dois pontos, digamos x e y, sobre essa esfera.

Consideremos ainda o segmento ligando z e y e o seu ponto médio z = L;”J Tome o hiperplano
perpendicular a esse segmento e passando por z. Chamaremos esse hiperplano de h. Temos que
h passa pela origem e que x e y sao pontos simétricos em relagdo a h. Logo, pelo teorema 2.10,
ul() = uly).

Como z e y foram escolhidos arbitrariamente sobre S(0, R), concluimos que u(z) = u(r), onde
r = |z|, ou seja, u é radialmente simétrica.

Vejamos agora o que acontece com a derivada. O teorema 2.10 garante, V direcao -, que
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S(0,r)
B(0,1)
Figura 2.6
ou
%(aﬂ)<0, VaeeXy={ze; (y,z) >0} C Q.

Nos precisaremos do resultado apenas em uma dire¢ao, tomemos digamos v = e;.
Seja 0 < r < 1. Tomando = = (z1,y) com |z| =7 e x; > 0, temos

ou ou
8731(:6) = 87:1(:6)

ou or
= Ema?l(x)

E isso implica

como queriamos.






Capitulo 3

Sistemas de Equacoes em R"

Neste capitulo trabalharemos com sistemas de equagoes em R™. Mais precisamente com o se-
guinte sistema se equacoes diferenciais parciais nao-lineares:

Au+g(u,v) =0  em R"
Av+ f(u,v) =0  em R"”

u,v >0 em R" (3.1)
u(x),v(x) — 0 quando |z| — oo,
onde n > 2, g, f € C* ([0, +00) x [0, +00),R) e valem as seguintes hipéteses sobre g e f:
dg of
s >0e 2L > -
(H1) 9 (u,v) >0e 9 (u,v) >0,V (u,v) € [0,400) X [0, +00);
dg of
(H2) 3 €> 0 tal que %(u,v) >0e %(u, v) >0,V (u,v) € O(e),
onde O(e) = {(u,v) € (0,+00) x (0,4+00);u+ v < €}.
(H3) %(U,’U) <Oe det(A [(Ul,’Ul) (U4,’U4)]) 0,V (U,’U), (uivvz) € O( ) 1<i<4,
g 0
ou (’U,l,’l)l) aig(u27v2)
onde A [(ug,v1),..., (u4,v4)] =
of of
%(U&U:a) %(U4,U4)
~ of
Observagao 3.1. (H1) + (H3) = 8—(u,v) <0 em Ofe). [ )
v

Nesse contexto, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Suponhamos que (u,v) € C*R") x C*(R™) ¢ uma solugio de (3.1), com g e f
satisfazendo (H1), (H2) e (H3). Entao existe um ponto xo € R™ tal que u e v sao radialmente
simétricas com respeito a origem xg, 1Sto €,

u(z) =u(r) e v(x)=uv(r), onde r = |x — |

Além disso,
u'(r)<0 e '(r) <0, YV or=|z—xo >0.

Esse resultado ¢ um caso particular do teorema 1 do artigo de Busca & Sirakov [BS00|. Traba-
lhamos com esse caso particular porque é exatamente ele que sera utilizado na aplicacdo feita no
proximo capitulo.

17
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Observacgao 3.3. Consideramos aqui apenas o cason > 2. No apéndice de [Iko09], Ikoma demons-
tra o teorema acima para o caso n = 1.

O restante desse capitulo seré dedicado & demonstracao do teorema 3.2.

Demonstragao:

Para provar a simetria de u e v usaremos o método dos moving planes, que ja foi usado no
capitulo 2. Do mesmo modo que no capitulo anterior, faremos primeiro o raciocinio para a dire¢ao
e1, e depois generalizaremos para uma diregao qualquer. Diferentemente do problema (2.1), onde o
dominio da equagao era um conjunto limitado, aqui trabalhamos em todo o R™. Assim, a "altura"
dos hiperplanos considerados sera qualquer, nao estando limitada somente a um intervalo.

Iniciemos definindo os hiperplanos usados no nosso caso, bem como as regioes delimitadas por
cada um deles: para cada A € R definimos

Hy={z = (z1,y) €R"; 21 = A},
r={z=(21,y) e R"; z1 > A},

Sy ={z=(z1,9) €R"; 1 < A}.

Dado A € R e z = (x1,y) € R, denotaremos z*=(2\ — z1,y). Notemos que z* é a reflexdo de
x com respeito ao hiperplano H).

Dado (u,v) nas condig¢oes do teorema, queremos encontrar A € R tal que u e v sdo simétricas
em relacdo a H). Para isso, definimos as seguintes fungoes:

U,)\:E)\—>R 1)/\227)\—>R
—

U)\Z 27)\ — R V,\i 27)\ — R
x — Ux(z) =ur(z) — u(x), x — Vi(z) =vr(z) —v(z).

Nosso objetivo é encontrar um valor de A para o qual Uy = V) = 0, pois isso implica v e v
simétricas em relacao a Hy.

Observagao 3.4. = = (z1,y) € Hy = 2 = 2\ — z1,y) = (221 — x1,y) = x. Portanto Uy =0 e
V=0 em Hy. [

Notemos que

Auy(z) = Au(z?), V z € 5,
e

(|x| — 0 & |2 — oo) = (ux(m) = u(2*) — 0 quando |z| — oo) .

Como a defini¢do de vy é analoga a de uy, temos que o mesmo vale para vy. Assim, se (u,v) é
solugao de (3.1) entao (uy,vy) satisfaz:

Auy + g(ur,vy) =0 em Xy
Avy + f(ur,vy) =0 em Xy (3.2)
ux(z),va(z) — 0  quando |z| — 0.
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Logo, Ux(z), VA(z) — 0 quando |x| — oo, e subtraindo as equagoes em (3.1) das equagoes
m (3.2) obtemos

AU (&) + g(ur(2), v3(x)) — g(u(2),0(x) =0 em
AVi(z) + f(ua(@), 0A(2)) = f(ulz), v(z)) = em Xy (3:3)
Ux(z),Va(z) — 0  quando |z| — 0.

Usando o teorema do valor médio podemos escrever:

g(ur(@),va(@)) — g(u(z),v(z)) = glur(z),va(z)) — g(ur(z),v(2))
+g(ua(z),v(z)) — g(u(z), v(2))
Jg

= Dura) e, V) Vale) + 226 N), v(a)) - Ur(a),

flua(@), oa(x)) — f(u(z),v(x)) = flur(z),or(z ))—f(U(IE)aUA(fE))

onde

= W w0 0r()  Ura) + () ma(e, X)) Vi)
§i(x,A) € (minf{u(x), ux(x)}, max{u(z), ux(z)})
ni(x,A) € (min{v(x),vr(x)}, max{v(z),vx(z)}), i=1,2.

Isso nos permite reescrever as equagoes em (3.3) usando as derivadas de f e g:

onde

AUy (x) + gz(uA(x), m(xz, ) Va(z) + gIgL(&(m, A),v(z))-Ux(z) =0, Ve (3.4)
AVAE) + e 0),02@) - Url2) + 2 (wla) ol ) Vo) =0, Ve By (35)
&i(z,A) € (min{u(z),ur(z)}, max{u(x),ur(x)})
ni(x,\) € (min{v(x),vy(z)}, max{v(x),vx(z)}), i=1,2.
Denotemos

A=inf{A>0;, U, >0eV,>0em X,, V u>A}>0.

Passo 1. Mostrar que A < 400, ou seja, que existe \* € {A>0; U, >0eV, >0, V > A}

Observacao 3.5. Sejam fi(|z]) = In(|z| +27) e fa(|z]) = % fungoes definidas V x € R™.
Derivando em x # 0 temos

1

x| + 27 *_J‘é(lwl) Yz #0.

fill=]) =
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||

Logo, 3 19 > 0 tal que In(|z| 4 27) < 5 quando |z| > ro.

150 100 50 0 50 100 r 150

— i (xD=In([x[+27) "
=== f(X)=x/27
Figura 3.1
Os motivos para considerarmos essa constante ro ficarao claros no decorrer do trabalho. 'y
Seja € > 0 aquele dado em (H2). Segundo o prolema (3.1),
u(z),v(x) — 0 quando |z| — o0, (3.6)
logo
existe Rgp > 1o talque u < % e v< % em R"\ B(0, Ry). (3.7)

Denotemos, V A € R,
B0, Ro* = {; o* € B[O, o]},

ou seja, B[0, Ry]* ¢ a reflexdo de B[0, Ry] com respeito ao hiperplano Hy.
Notemos que A > Ry = B[0, Ro]* C Xy.
Assim, (3.6) nos garante que existe A* > Ry tal que, V A > \*,

max u < min wu
B[0,Ro]* B[0,Ro]

max v < min v,
B0,Ro]* B0, Ro]

pois, ¥ A > \*, B[0, Ry]* C &) C Xy~
Dai, como z € B0, Ro]* = 2* € B0, Ry], temos que u(z*) > u(z) e v(z*) > v(z), V 2 €
B[0, Ro]*, ou seja,

Uy>0 e V>0 em B[0,Rg]), V>N (3.8)

Desse modo, para completar a demonstragao do passo 1, resta garantir que 3 A** > A\* tal que

Uy>0 ¢ VAa>0 em %\\B[0,Rg]", V> (3.9)

Para isso precisaremos considerar a fungao auxiliar i : R” — R dada por
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7(71,72)
h(l’) _ |ZC‘ 2 +17 sen23
In (In(|z| +27)), sen=2.

Afirmacgao 3.6. A funcao h definida acima satisfaz

e hz)>1,VaxeR"

o Ah(z) <0 sempre que |z| > ro (onde ro € aquele dado na observagao 3.5).

Demonstragao da afirmacao 3.6:

2)

C _(n=2)
e Para n >3 é obvio, ja que |z|7 "2z >0.

Para n = 2 temos

h(0) = In(In27) = In(In3%) = In(31n3) = In3 + In(In 3) > 1,

pois In3 > 1. Como In é uma fungao crescente, h(x) = h(|z|) > h(0) > 1.

e Paran > 3:

o
Ox?

2

(z) =

(n
4

—2)n

Portanto, para x # 0,

Ah(z)

_n Xj .
= — 2 — i=1,... 0;
2
_(n42) x; (n—2), 0+  (n—2), ,_(n+6)
of~ 4% 2ty - S B B2 g
1=1,.
n
0?h
= —(z
i=1 81:12( )
 n=2)n, w2 nn-2) o2 (n-—2)
-2 (n+2) -2 (n+2)
_ _n=2n - -2 (”2 ) |z~ 22
-2 (n+2)
- ()02
< 0, poisn > 3.

(n=2)

M) = |e|~"7" + 1;

oh, = (n—2)

Em particular Ah(z) < 0 sempre que |z| > ro.

Paran = 2:

h(z) =1n (In(|z| + 27));

_ (n+2)
2
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——(z) = =1, 2 0;
or ) T mEr e e T B O

9%h 1 1 x2

022" = " in(fal + 20))? (el + 277 ol?

L 1 x? 1 1 2
_ i Lz 1 9 0

2
ane) = S 2w

i=1 Oz}
_ 1 1 7 1 1 n 1 1 i
T (In(z] +27)2 (= +27)2 (x4 27) (Jo| +27)2  In(|z| + 27) |z] 4 27 |z]
1 27
= — + , x#0.
(lz| +27)2 (In(|z| +27))*  |=|(Jz] + 27)2 In(|z| + 27) 7

Portanto, para z # 0 e n = 2,

Ah(z) <0 & 27 < !
[z|(Jx| +27)2 In(|z] +27) ~ (jz] + 27)2 (In(|z| + 27))?
o T L
|z|  In(|z| + 27)
|z

&S] 27 —.
n(le] +27) <

O que, pela observagao 3.5, vale sempre que |z| > 7.

|
Assim, juntando os dois itens da afirmagao 3.6, concluimos que
Ah
T < 0, em R" \ B[O, 7‘0]. (310)

Para cada A € R definimos Uy, V) : £, — R por

U A= % (S \%4 A= %

A necessidade de trabalharmos com Uy e Vy, ao invés de trabalharmos diretamente com Uy e
V), ficara clara no decorrer da demonstragao do passo 1, mais precisamente na observagao 3.12 da
pégina 29, onde fazemos consideracoes sobre isso. Adiantamos que tal necessidade esta diretamente
ligada ao fato de permitirmos det (A [(u1,v1), ..., (us,v4)]) =0 em (H3).

Essas novas fungoes satisfazem equagoes analogas as equagoes (3.4) e (3.5) satisfeitas por Uy e
V), conforme veremos na afirmacao abaixo:
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Afirmacao 3.7.

AT (@) + —— (Vh(z), VOx(2)) + gg (ur (@), 11 (2, A)) Vx (2)

h(x)
+ gz (& (2, ), v(x)) Ux(z) + Ahf(LS)UA(x) =0, Vzeky (311)

AV (x) + h(zx) (Vh(2), VVr(2)) + gi (€(2, ), va(2)) Tx ()

+ % (u(z),n2(z,\)) Valz) + Ah(»’v)v)\(:p) =0, Vzel, (3.12)

Demonstragao da afirmacao 3.7:

Faremos as contas apenas para demonstrar a equagao (3.11). A demonstragao de (3.12) é anéloga,
utilizando (3.5) no lugar de (3.4).

Comecemos calculando o gradiente e o laplaciano de U y:

vy 9 (Ux
axi N 8.7;2 h

_[0Uy oh\ 1
N <aa}1h_U/\6(I}Z>h2

_ 8U>\1_%@ em 2
N 8JZZ h h2 81:/ A

0%U ) 9 [(0U,

Ox? ox; ( Ox; >
0’Uyx1 0Uy 1 Oh oUy 12U, Oh\ Oh Uy 0%h

022 h mwﬂ%f( h2 R3 >8xi_h28x?

Ox; h2 k3 Oz

_ 12Uy 2000k 20\ (0h)'_UnO%h o
T h 022 b2 Ox; 0w, | 3\ Ouy h? 92’ A
Dai,
— 1 Uy
VU)\ - EVU)\ - ﬁVh,
1 Uy
(Vh.VUA) = + (Vh,VUs) = 25 (Vh, Vh),
_ 1 2 22U U,

AU = 3 AUN = 25 (VU Vh) + 55 (Vh, Vh) = S5 Ah, em 5.

Com isso em maos, calculemos a soma de trés das cinco parcelas de (3.11):
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AT5(z) + hé) (Vh(z), VT (x)) + AJES) T\ (2) =
P AUM) — 1 (VU ), Vbt + 228 (), Vhte) - P A
+ = (i)? (Vh(z), VUA(x)) — Q}Z;()? (Vh(z), Vh(z)) + Ah}(’g) ({;(EZ;)
_ h(lx)AUA(az)
W (@ me ) K@) + 6. 0w) - 1)
= D@ X)) Va(e) — (0, 0(a)) Do),
que é exatamente o que afirma a equagdo (3.11). _

Depois de tantas contas, lembremos que a func¢ao h foi introduzida para que pudéssemos mostrar
(3.9). Pelo primeiro item da afirmagao 3.6, temos que h é uma fungao positiva, portanto mostrar
(3.9) equivale a mostrar que 3 A** > \* tal que

Uy>0eVy>0emXy\ B[0,Ro]*, ¥V A> A\ (3.13)

A prova de (3.13) sera por absurdo . Suponhamos que V X' > \* existe A > X tal que,

inf U)\ <0 ou inf V)\ < 0.
EA\B[0,Ro]* Sa\B[0,Ro]*

Entao, Vn € N, n > \*, existe A\,, > n tal que,

inf Uy, <0 ou inf Vi, <O0.
Zan \B[0,Ro]*n Zan \B[0,Ro]*n

Nessas condigoes, temos trés possibilidades:
1. Para algum n € N, \,, > n > \*, vale
inf  U,, <0 e V, >0emZ,,\B0,R);

A
S, \B[0,Ro]rn "

2. Para algum n € N, A\, > n > A\*, vale

Uy, >0em Xy \ B[0,Ro]*™ e inf  Vy, <0;
EAn\B[O,RO]*n

3. Para todon € N, A\, > n > \*, vale
inf U,\n <0 e inf V}m < 0.
an \B[0,Ro]*n 2, \B[0,Ro]*n
Queremos, em cada caso, chegar numa contradicao. Para isso a seguinte afirmacao seré essencial:

Afirmacao 3.8. Seja A € R. Se 3 xg € X\ tal que Ux(z0) < 0 entdo I z1 € T, tal que

Ux(z1) =minU) < 0.
PN
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Demonstragao da afirmacao 3.8:
De (3.3) temos que Uy(xz) — 0 quando |x| — oco. Como

_ |Ua@)
()

Ua(@)] < [Ux(2)],

vale também U (x) — 0 quando || — oco.
Logo 3 M > 0 tal que

reXyelr|>M = Ux(z)>Ux(xg),
pois Uy (xg) < 0.
Portanto
minUy = min Uy < Ujx(z0) <O0.
> EAHB[O,M}

E como ¥, N B[0, M] ¢ fechado e limitado, o minimo acima existe, ou seja, 3 x1 € Xy tal que

U,\(acl) = @nUA < 0.
PN

Pela observacao 3.4, Uy = 0 sobre Hy, logo Uy = 0 sobre Hy, e entdo x1 ¢ Hy. Ou seja, x1 € Xy,
como queriamos.
|

Vejamos agora cada caso separadamente:

1. Para algum n € N, \;, > n > \*, vale

inf U, <0 e Vy >0emXy, \B[0,R*.
Z}\n\B[()?RO])\n

A primeira condicao, infy \ pjo, Ry U, <0, implica que existe zg € Xy, \ B[0, Ro]* C Xy,
= X¥,, U H,, tal que Uy, (79) < 0. Mas pela observacio 3.4, Uy, = 0 em H),, portanto
xo € Ekn.

Dali, pela afirmacao 3.8, existe Z), € X, tal que

U)\n (i)\n) = ILH]U)W < 0. (3.14)
3xn

Além disso, (3.8) garante que

&y, ¢ B[O, Ro]™.

Observagao 3.9. Como A\, > \* > Ry e
x, € i, \ B[O, Ro]™,
temos que i’,\n,iﬁz ¢ B[0, Ry]. Assim, por (3.7),

u(@y, ), u(@y"), v(iy, ), v(@y) <

DO ™

Consequentemente,
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fi(i‘)\na )‘n)u ni(i’)\n) )‘n) < ) 1= 17 2.

N

[ )

Como %), & ponto de minimo interior, AUy, (£,) > 0e VU, = 0. Dai, escrevendo a equagio
(3.11) para Z), temos

dg ) R - g R ) Ah(Zy)\ = .
a,, )\n 14 a0 7)\n ) —— |U <0
(3.15)
Da segunda condigao temos V', (Zy,) > 0, que unida a hipotese (H1) nos da
g A ) T s
e substituindo isso na equagao (3.15) temos,
dg . . Ah(Zy, )\ = .
o n)s - <0. 1
(52 @ vtin ) + GV 0, (0,) <0 (3.16)

A observagao 3.9 junto com a hipotese (H3) garantem que

29 (€1(,0 ) 0(,)) < 0.

Além disso, por (3.10), temos

Ah(z),)
7h(i‘)\n) < 0.

E substituindo essas duas desigualdades em (3.16) obtemos

U, (2x,) >0,
que contradiz (3.14).
. Para algum n € N, A\, > n > \*, vale
U)\n >0em E,\n \ B[O, Ro])‘" e inf V)\n < 0.

E/\n\B[O,RQ]A”

Esse caso é analogo ao anterior. Por conveniéncia vamos rapidamente repetir o raciocinio:

Do mesmo modo que no caso 1, concluimos que existe &, € ¥y, \ B[0, Ro]* tal que

Y

Escrevendo a equagao (3.12) para Z), obtemos

2 (€lor A on )T, 00 + (5wl )l 0 +

h(ix.) V)wl(f)\n) <0.
" (3.18)
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De U, (Zy,) > 0 e (H1) decorre que

O (@r M) 02 (B0, T, (3,) 2 0,

e portanto

Ah(Zy,)
h(Zx,)

Dai, usando a observagao 3.1 e a equagao (3.10) concluimos que

<g£ ((@xa)s 12 (T An)) + ) V. (,) <0.

Vi, (2,) >0,
o que contradiz (3.17).

. Para todon € N, A\, > n > \* vale

inf U}m <0 e inf Vi, <O0.
2an \B[0,Ro]*n S0 \B[0,Ro]An

Do mesmo modo que nos casos 1 e 2, as condicoes acima implicam que existem Z),,Zy, €
Y, \ B[O, Ro]™ tais que

U)\n (QAZ)\n) = @U}m <0, (3.19)
S,

Vi, (Zy,) =minV,, <O0. (3.20)
S,

E portanto valem, agora simultaneamente, as inequagoes (3.15) e (3.18). Para uso posterior,
vamos renumera-las nesse caso

dg dg

== (un, (&x,), m(Ex,, An)) Vir, (&r,) + < (€1(Zn,s An),v(2,)) +

Ah(zy,)\ =
ov ou

h(Zx,)

(3.22)

OF (y(ns M), v (E2)) T () + (Qf (ulEn, ) m(ns M) +

9r Ah(@r,)\ 3
ou ov

po Vi, (Zy,) <0.

Temos também uma observagao analoga a observagao 3.9:

Observagao 3.10.

Ao > N>Ry e iy,,%\, €2y, \ B0, R =

B,y 837, Ex,, 3" & B0, Ro] =

A

uldy, ) ul@y), o(@x, ), o (@), u(@, ), w(@n), o(@s,), v(@Ey) < 5 =

DN

Ei(Zx, M), i (Bx, An), & @, An), i (Zx,,, An) < i=1,2.

€
27



28 Capitulo 3. Sistemas de Equagoes em R"”

[ )

Como z), e ), sao pontos de minimo, vale

Por (H1), gg, gL > 0, portanto

2 (uny (0,11 r M) Va2, 2 52 (i, (80,0, 11 (820 20) Vi (8,
(ol )220 (22,) Una (80,) 2 92 (€2(2, M), 00, (00,) U (8,

Usando essas desigualdades em (3.21) e (3.22), respectivamente, obtemos que

82 (un (@0, 1 (@r M) Vi (B0,) + 52 (€1 (80 An), 0(80,)) U, (8,) + G280 T, (82,) < 0

5 (©(@x0s M)y oa, (82,)) U, (B,) + 55 (@), m2(@,5 M) Vi, (@) + h(g(f“s)v a(Ex,) <0

Denotando, Vn € N, n > \*,

G SR ENIEE S T e
o - 9 Ah(i ’
87£ (&2(Zx,5 An), v, (21,)) (‘Ti (u(@x,),12(Exs An)) + h(gig)

o sistema acima pode ser escrito matricialmente como
U, (2x,) Y1
M(n) - B = , (3.23)
Vi (@x,) ()

det M(n) >0, VneN, n>\.

onde y1,y2 < 0.

Afirmagao 3.11.

Demonstragao da afirmacao 3.11:

et () = 5 (€60, A 0000, )) G (W, ) (n, M)+ 5 (60(on, ), o, ) s
0F B | Abi,) Mh(,)
B T R T B T TE0

= 90 (n, (2, s M) 0 (€2(Fr, M), 02, (52,)
= et (A [(60(r, M), 080 )), (0, (80,1 (B, M) (€200 M), 0, (B, ) (i, oo )

+@(§1(mmxn),v(mn)) Ah’é?)) + ‘;’j( (#x),m2(Ex, s An)) Ahfégh)) Ly

ou
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onde a matriz A é aquela dada em (H3), e por hipotese tem determinante nao-negativo.

A observagao 3.10 junto com a hipotese (H3) e a observagao 3.1 garantem que

0 . . 0 . -
O (€1 M) 0(02,)) S0 ¢ I (ul, )l ) <0 (3:21)
E por (3.10),
Ah(zy,) Ah(Zy,)
—- <0 e —5<0. 3.25
Win) <" hiEa) 52
Assim,
g . . An(zy,)  Of . ~ Ah(zy,) Ah(Zy,) AR(Z,)
au (gl(x)\'rﬂ A'nf)?’U(J’.)\n)) h(i’,\n) +av (u(x)\n)?UQ(x)\n? An)) h(i/\n) + h(.’i')\n) h(i’,\n) > 07
donde concluimos que det M (n) > 0.
]

Observacao 3.12. E aqui que fica clara a necessidade de trabalharmos com Uy e Vy ao invés
de Uy e V). Se tivéssemos trabalhado diretamente com Uy e Vy (o que implicaria tomar h =1
em todas as contas acima), teriamos

2 @an A 0(0,) 22 (a2, (0 )
Mn) =
L (Go@n M) 0 (B0)) 90 (u(En,). (Erss M)

Ou seja, M (n) seria exatamente a matriz A dada em (H3), e por hipdtese det A > 0. Assim
nao consequiriamos garantir que M (n) € inversivel, como precisamos.

[ )
Pela afirmacao 3.11, M (n) é inversivel, logo existe
of - . Ah(@,) 9y X .
) m (u(@x, ), m2(Zx,, An)) + h(Zx,) 9 (ur, (&x,), M (2, An))
MO = G
€ n of . . dg . . Ah(zy,)
_aiu (52(‘/E>\n7)\n)7v)\n(x)\n)> % (El(m)wﬂ)\n)’v(‘xA L)) + h((i)\n)
Dai, voltando em (3.23) temos
Un, (£2,) Y1
_ = M(n)~
Van(Z,,) Y2
of , . N Ah(Z),) dg R X
) (E)v (u(@r,); n2(Zx, 5 An)) + Th(EN) =5, (un, (Bx,); M(Ex5 An)) 2

o @l o B+ (G @A alan,) + G0
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ou seja,

O, (i5,) = gk [ (O s, bomtn, ;) + o))y = 98 s, om(n, M) e

B Ah(z
Vauln) = ki |~ 0 €@ A on, @ o+ (52 (@(n Aol + ) ) e

Entao a hipotese (H1), unida com (3.24) e (3.25) e com o fato de serem y;,y2 < 0, implica
que
U)\n(.@)\n) >0 e V)\n(i’)\n) > 0.

E isso contradiz (3.19) e (3.20).

Esgotamos assim as trés possibilidades, e com isso demonstramos (3.13). Como (3.13) = (3.9),
concluimos a demonstracao do passo 1.

Passo 2. Mostrar que uma das duas coisas acontece:

e OuA=0;
e ouA>0eUp=0,V)=0.

Do passo 1 temos que 0 < A < +00, entdo ou A = 0 ou A > 0. Para A > 0, suponhamos por
absurdo que, Up # 0 ou V) #Z 0.
Da defini¢ao de A, temos Uy > 0 e V) > 0 em X,. Dai, por (H1),
g
5, ua(@),m(a, A)) - Va(z) 20, Vo eIy,
of
ou

E considerando essas desigualdades nas equagoes (3.4) e (3.5) temos

(&2(x, A),va(2)) - Ua(z) >0, Ve,

0
AUM() + 52 (€(@,A),v(@)) - Uy S0, ¥ o€y,

AV (z) + %(u(az),ng(x,A)) -VA<0, VzelX,.

Apliquemos o Principio do Maximo de Hopf (teorema 5 do apéndice) a cada uma das equagoes
acima.
Verificando as hipoteses:

e Y\ é aberto e conexo;

e A continuidade de u e v, junto com a condigao u(z),v(xr) — oo quando z — 0, garantem
que u e v sdo limitadas. Dai g, f € C'! implica que as derivadas acima também sdo limitadas.

e Se Up e V) fossem constantes teriam que ser identicamente nulas (pois Up(x), Va(x) — 0
quando |z| — 00). Entretanto, pela suposigao por absurdo, Uy #Z 0 e Uy # 0. Assim Uy e
VA nao sao constantes.
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Desse modo, sendo Uy > 0 e VA > 0 em Xp, concluimos que

Up >0 e Va>0 em Xjp,

pois se existisse x € X tal que Up(z) = 0 ou Vi (x) = 0 teriamos Uy ou V) se anulando num ponto
de minimo interior, o que contradiz o teorema 5 do apéndice. Dai,

Upr>0 e V> 0.

Da defini¢ao de A, existem sequéncias (Ag)ken € (Yk)ken, com Ay 7 A ey, € Xy, , tais que
VkeN,

ou Uy, (yx) <0 ou Vy, (yx) <O.

Pelo menos uma dessas duas possibilidades ocorrera para um numero infinito de indices k’s,
suponhamos, sem perda de generalidade, que seja Uy, (yx) < 0. Assim, obtemos uma subsequéncia
de (A)ken, que denotaremos igualmente por (Ag)ren, tal que Uy, (yx) < 0, e portanto Uy, (yx) < 0,
VEkeN.

Dai, pela afirmagao 3.8, temos que existe (zx)ren C 2y, tal que

Uy, (zr) =minU),, <0, VkeN. (3.26)

X

Existem duas possibilidades para a sequéncia (xy)ren:

1. (xk)ken possui uma subsequéncia limitada.

Nesse caso, como toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia convergente, concluimos
que existe uma subsequéncia de (xj)ren, que ainda denotaremos por (x)ren, convergente.
Ou seja, existe T € X tal que limg__,o 21 = Z. Dai,

lim U,\k (x) = Up(2),
k— o0
o que implica U (z) < 0. Entretanto, U > 0 em Xy, logo € Hy, donde
Up(Z) = 0. (3.27)
Além disso, como zy é ponto de minimo, VU, (zx) =0, V k € N, o que implica
VUA(f) =0.

Na demonstracao da afirmacdo 3.7 vimos que VU, = %VUA — %Vh, portanto as duas
igualdades acima implicam

VUA(E) = 0. (3.28)

Escrevendo (3.4) para A = A, e lembrando que Vj > 0 em X, por (H1) temos
g
AUp(x) + %(ﬁl(x,A),v(x))UA(:c) <0, VazeXj. (3.29)

Vamos aplicar o Lema de Hopf enunciado no teorema 8 do apéndice:

e X, é aberto, conexo e satisfaz a condicao da bola para qualquer ponto em Hjy;

o A(=Un)(@) + 82 (&1 (z, M), v(x))(—Un)(x) > 0;



32

Capitulo 3. Sistemas de Equagoes em R"”

e A continuidade de u e v, junto com a condi¢do u(z),v(x) — 0 quando z — o0,
garantem que u e v sdo limitadas. Dai g € C'! implica que a derivada acima também &
limitada;

e T € Hy =0%, e, por (3.27), —Ur(Z) =0 > —Ux(z),V z € Xj.

Portanto,
O(—=Uyp) ,_ oUyp ,_
=A 0
ae)) (@) =5, @ >0,
mas isso contradiz (3.28).
k—oo
ag] == oo

Nesse caso, como A\, —> A e |z — oo quando k — o0, temos que existe kg € N tal que,
vk > kOv

ok € Ta, \ (B[o, Ro] U B[, RO]’\k> . (3.30)

Como zj, é ponto de minimo, AUy, (zg) > 0 e VU, (z) = 0. Substituindo isso na equagio
(3.11) temos

0 dg

S, o) (o WDV )+ (2061 o M) o) +

Ah(xk)) U)\k (xg) <0.

h(x)
Mas

€
z ¢ B[0, Ro)U B[0, Ro]™ = & (zx, \), v(zg) < o

donde por (H?2)

dg

%(&(wk,)\k),v(flfk)) <0.

Além disso,

10) A
21 & B0, Ro] (3.10) h(zy)

Dai, como Uy, (zx) < 0, concluimos que

15) _
a*g(wk (1), m(2x, A))Va, (1) < 0.

Donde (H1) implica V, (zx) < 0, V k > ko. E isso, pela observacdo 3.8, implica que existe
(2k)k>ko C X, tal que

Vi (zk) =minVy, <0, V k> k. (3.31)
E,\k

A equagao (3.31) para V é analoga a equagao (3.26) para U. Assim como la, temos duas
possibilidades para a sequéncia (zx), mas contas analogas as feitas no item 1 acima garantem

que |(zx)] "% 50. Desse modo, existe k; > ko tal que

2k € Sae \ (B[o, Ro] U B[, RO]%) . (3.32)
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Concluindo, estamos na seguinte situagao: existem @, 2k, € Xy, \ (B0, Ro] U B[0, Ro]*1)
tais que

U)\k (mlﬂ) = min U)\kl <0,
Sk,

VA;C(Zkl) = min V)‘kl < 0.
E)\k

1

Que é exatamente a situagao do item 3 do passo 1. E o mesmo raciocinio feito 14 nos leva a
uma contradigao.

Observacio 3.13. A propriedade xy,, 2, ¢ B[0, Ro] U B[0, Ro]*1 € muito importante para
que os cdlculos do item 3 funcionem. A condicao Ty, ,Zy, € Xy, no item 3 € substituida aqui
por Ty, , 2k, ¢ B[O, Ro]. '

E isso finaliza a demonstragao do passo 2.
Passo 3. Conclusao da demonstragao da simetria.

O passo 2 fornece duas situagoes possiveis:

e A>0elUp=0,Vy,=0:

Isso significa que u e v sdo simétricas em relagdo a Hy.

e A=0:
Ou seja, U, >0e V, >0em X,, ¥V u >0, o que implica
Uyp>0eVy >0, em 20:{(331,3/); x1 >0, yER”_l}. (3.33)

Nesse caso, é necessario refazer todo o raciocinio dos passos 1 e 2, mas agora para A < 0.
Vejamos mais precisamente como devemos refazer o raciocinio. Dado

AN =sup{A<0; U,<0eV,<0emX,, Vu<A}<0,
precisamos
Passo 1°. Mostrar que A’ > —o0, ou seja, que existe \* € {A < 0; U, <0eV, <0, ¥V <A}

Passo 2’. Mostrar que necessariamente uma das duas coisas vale:
— OuAlN =0;
—oulN <0eUp=0,Vy=0.

Observagao 3.14. A demonstracdo dos passos 1’ e 2° € andloga & demonstragdo dos passos
1 e 2. Em quase todo o raciocinio basta trocar algumas desigualdades e colocar max onde se
tem min. O 4nico ponto onde aparece algo um pouco mais diferente, € na demonstracio de
(5.8): No passo 1’, no lugar de (3.8) mostra-se que

Uy<0 e V<0 em B[O,Ro], V<A

Consequentemente, todo o raciocinio posterior serve pra garantir que 3 X** < \* tal que

Uy<0 e V<0 em E)\\B[O,RQ], V)\<)\**,



34 Capitulo 3. Sistemas de Equagoes em R"”

ao invés de mostrar (3.9). Mas, se acompanharmos o raciocinio fazendo as respectivas mu-
dancas, vemos que todos os argumentos sao vdlidos.

O passo 2’, assim como o passo 2, fornece duas situagoes possiveis:

—N<0eUpy=0,Vy=0:
Isso significa que u e v sdo simétricas em relagao & Hp:.
- N=0:
Ou seja, Up <0 e Vy <0 em Xy, que unindo com o que ja tinhamos em (3.33) nos da

Uy=0 e Vh=0.
E isso é o mesmo que dizer que u e v sao simétricas em relagao a Hy.

Ou seja, concluimos que existe um hiperplano, a saber, ou Hyp, ou Hps, ou Hy, em relagdo ao
qual u e v sao simultaneamente simétricas.
Com isso mostramos que u e v sao simétricas na direcao e;.

Todo o raciocinio feito até agora para a direcao e; pode ser refeito para as diregoes eo, ..., ep,.
Obtemos assim mais (n — 1) hiperplanos em rela¢ao aos quais u e v sdo simultaneamente simétricas.
Denotando o plano cuja normal é e; por H , =1, ..., n, temos que

T

(Hi, =1 o d) =20 €R™
=1

Na verdade, como o laplaciano é invariante por rotagao e as funcdo g e f do problema (3.1) nao
dependem de x, o raciocinio feito acima para e; pode ser refeito para qualquer outra diregao ~.

Desse modo, dada uma direcao -y, temos que existe um hiperplano normal a -, que denotaremos
por H;, tal que u e v sao simétricas em relacao a H:\Y

Pode-se mostrar que, para cada diregao -y, o plano H; passa por xg.

Vejamos agora que x( é a origem em relacao a qual u e v sdo radialmente simétricas:

De fato, dado r > 0, consideremos dois pontos z, y € S(xg,r).

Queremos mostrar que u(z) = u(y) e v(z) = v(y). Do mesmo modo que fizemos no capitulo
2, conseguimos obter aqui um hiperplano h passando por zg e tal que x e y sdo pontos simétricos
em relagdo a esse hiperplano. Denotando por v o vetor normal a h, temos que h = H} Logo,
u(z) = u(y) e v(x) = v(y), como queriamos.

d d
Passo 4. Mostrar que —du (ry<0e —dv (r) <0,V r=|z—ux >0.
r r

Lema 3.15. Seja w : R™ — R uma fungao satisfazendo w(x) |x|:>oo 0 ew >0 emR"™ Entdo existe
no mdzimo um A € R tal que w € simétrica em relacdo a Hy.

Demonstragao do lema 3.15:
Suponhamos por absurdo que existam A; # Ay tais que w é simétrica em relagdo a Hy, e Hy,.
Entao, dado = = (2A\1 — z1,y) € R",

M =w@) = w2k = (20 - 21),y) = w(2A — (2M — 1), y)
= w(r1,y) = w((2A2 — 2\1) + 71,y)
= w(zy,y) =w(P+z1,y),

w(z) = w(x

onde P = 2)\y — 2)\; # 0. Ou seja, w é periodica na primeira variavel. Entao, V n € N, w(z1,y) =
w(nP + x1,y) e dai
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n—oo0 = wnhP+z)—0 = w(x,y) =0.

Mas isso contradiz a hipdtese w > 0.

Esse lema vai nos ajudar a provar a seguinte afirmacao:
Afirmagao 3.16.

1. Sewu e v sao simétricas em relacao a Hp entao,

VA>A, Uy>0eVy>0

2. Se u e v sao simétricas em relagdo a Hp/ entao,

VA< AN, Uy<0eVy<0

3. Se u e v sao simétricas em relagio a Hy entdo,

Y >0, Uy>0eVy>0

YV A<O, Uy<0eVy<0

Demonstragao da afirmagao 3.16:

em Xy.

em 2.

em %y,

em Xy.

1. Suponhamos por absurdo que existam A\; > A e x € ¥, tais que Uy, () = 0 ou Vy, (z) = 0.
Da defini¢ao de A temos que Uy > 0e V) > 0em Xy, V A > A. Considerando isso e (H1) nas

equagoes (3.4) e (3.5) temos que

AUy, (1’) + gft(fl(:c,)\l),v(x)) . U)\l(x) <0, VaeXy,

of

AV}q (CL') + 7(”(1:)3772($, )\1)) : V>\1 (l') <0,Vze 2/\1.

ov

Dali, aplicando o teorema 5 do apéndice as equacoes acima temos

Uy (x)=0 = Uy =0 = wu simétrica em relacdo a H),,

Vy(@)=0 = V), =0 = v simétrica em relagdo a Hy,.

E como A\ > A > 0 > A’ isso contradiz o lema 3.15.

2. Suponhamos por absurdo que existam Ay < A’ e x € 3, tais que Uy, (x) = 0 ou Vy,(z) = 0.

De maneira anéloga ao item anterior obtemos

A(=Uy,) (z) + gz(él(% Aa),v(x)) - (=Uy,) (z) <0, Vz € Xy,

of

A(=Vy,) (z) + == (u(x), m2(z, A2)) - (=Va,) (z) <0, V2 € Xy,.

ov

E pelo teorema 5 do apéndice,
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Un,(x) =0 = Uy, =0 = wu simétrica em relacdo a H),,

V() =0 = V), =0 = v simétrica em relagdo a Hy,,
onde Ao < A’ < 0 < A, contradizendo o lema 3.15.

3. Como vimos no passo 3, esse caso acontece quando

U,>20eV, >0 emX,, Vu>0,

U,<0eV, <0 em,, Vpu<O.

Dai, um procedimento analogo ao feito nos itens anteriores, aplicando o teorema 5 do apéndice,
nos da o resultado.

|
Agora sim podemos obter o resultado sobre as derivadas. A afirmacdo acima nos permitira
aplicar o teorema 8 do apéndice. Dividiremos o célculo em trés casos:

e u e v sao simétricas em relacao a Hx:

Nesse caso, a primeira coordenada de xg ¢ igual a A, logo, dado r > 0, existe z = (A, y) com
A > A tal que r = |z — zo].

Para esse A, como vimos na demonstracao da afirmagao 3.16, valem as seguintes equagoes

AU () + 226 (2, X),0(2)) - (-Un) (1) 2 0, ¥ 2 € 5y,

A(=Wy)(2) + gf(u(z),nz(z,)\)) (=V))(2) >0, V z € .

Pela afirmagao 3.16, como x € Hj,
—Ux(x) =0> -Ux(2) e —W(z) =0 > =V)(2), VzeX,.

E do mesmo modo que fizemos para a equagao (3.29), verifica-se que as outras hipoteses do
teorema 8 do apéndice valem para as equagdes acima. Assim, o teorema 8 do apéndice garante

que
0 (=Uy) d(—W)
aer) () >0 e 3en) (x) >0,
ou seja,
oU,, oV

Por outro lado, z € Hy = x = 2, logo
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oU),

oz, %) =
e portanto
ou
Analogamente,
v
901 ) =

Assim, pela regra da cadeia temos

ou

ov

E portanto,

au A au
"o ™) " 8 @
ou
_267x1($)’
10U,
10V,

P a) = ) gte) = ') (22,

92, @) = U/(T)Tm(m) _ () <)\ ; A> |

V() = (A

u € v sao simétricas em relagdo a Hys:

T ov

Aqui, a primeira coordenada de ¢ é igual a A’, logo, dado r > 0, existe z = (A, y) com A < A’

tal que r = |z — x|

Nesse caso, analogo ao item anterior, aplicando o teorema 8 as equacgoes

AUME) + 2 (62, 0),0(:) - Ur(2) 2 0, ¥ 2 € By,

of

AVA(2) + 5= (u(2), m2(2, A)) - Va(z) 2 0, ¥ 2z € 5y,

ov

obtemos que

ou seja,

oV
e 87:1:1( ) <0,
ov
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Assim,

iy = () on iy = () v
u(r)—(/\_A/>ax1(x)<O e v(r)_<)\—A’>ax1(w)<0'
e u e v sao simétricas em relacao a Hy:

Finalmente, nesse caso a primeira coordenada de xy é igual a 0, logo, dado r > 0, existe
z = (A\,y) com A > 0 tal que r = |z — zg|.

Dali, para esse A, valem

A (U3 (2) + 92(6(2 0, 0() - (~T3) (2) 20, ¥ 2 € 5y,

A (V3 () + Sz, mz ) - (V) (2) 20, ¥ 2 € By,

donde obtemos

ou ov
e portanto
Fen T ou ren T ov
u'(r) = </\—A’> —axl(x)<0 e v'(r) = <)\—A’> —axl(x)<0.

Assim concluimos a demonstragao do passo 4.



Capitulo 4

Aplicacao: Equacao de Choquard

Consideremos a seguinte equagao integro-diferencial:

—Au(zx) — </R b 2(y)dy> u(z) +u(z) — g1 (u(z)) =0, VaeR3, (4.1)

u
s |z —yl
com ¢1(0) = ¢1(0) = 0.

Para g1 = 0, essa equagdo é conhecida como equagdao de Choquard. A equagdo de Choquard
pode ser considerada como uma certa aproximagao da teoria de Hartree-Fock para um plasma de
um componente.

Nosso objetivo aqui é estabelecer um resultado sobre simetria para as solugoes de (4.1) usando
0 que vimos no capitulo anterior.

Impondo uma condigao de crescimento em g; é possivel mostrar que todas as solugoes fracas
positivas de (4.1) em H'(R?) sdo na verdade solugoes classicas que tendem a zero no infinito. Para
isso usam-se teoremas de regularidade eliptica e o seguinte resultado:

Lema 4.1. Seja 1 <p < g < oo com % — % = % Dada uma funcio f denotemos, ¥V x € R3,

1)@ = [ =y

Entao, existe uma constante C > 0 tal que

(g < ClAlp-

O resultado acima foi extraido da péagina 119 de [Ste70], e é fundamental para o estudo da
regularidade das solugoes.
Além disso, se definirmos, para cada solucao u, a fungao

v: R® — R

1 2
r — v(x)= u”(y)dy,
(=) /Rs\x—y\ )

temos que

—Av=u? e v(x) pimoly

Resumindo concluimos que, se u ¢ uma solugdo positiva da equagao (4.1) entdo u,v € C*(R?) e
(u,v) & solugao do seguinte sistema:

Au—u+uv+gi(u)=0  emR3

Av+u?=0 em R3
u,v >0 em R3 (4.2)
u(zx),v(xr) — 0 quando |z| — oo,

39
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onde g; € C! ([0, +00),R) e satisfaz g1(0) = g7(0) = 0.

Logo, para mostrar que as solugoes da equacao (4.1) sao simétricas basta mostrar que as solugoes
do sistema (4.2) s@o simétricas.

Observagao 4.2. Resultados sobre a simetria das solu¢ao da equacao de Choquard jd foram de-
monstrados, por exemplo por Ma & Zhao em [MZ10]. Mas destacamos aqui que neste trabalho
consequimos garantir a simetria usando outras ferramentas. Mais precisamente, a relacdo esta-
belecida acima, entre a equacao (4.1) e o sistema (4.2), permite demonstrarmos propriedades de
simetria para as solugoes da equagao de Choquard usando as ideias descritas no capitulo anterior,
com algumas modificagoes.

A ideia inicial aqui é aplicar o teorema 3.2 do capitulo anterior para esse caso particular. Para
isso, antes de mais nada precisamos verificar se as hipoteses do teorema 3.2 sdo satisfeitas pelo
sistema (4.2):

o gu,0) = —u+uv+ gi(u), f(u,v) = u2, logo g, f € C1 ([0, +50) x [0, +50), R).

9y of

o %(u,v) =u>0e %(u,v) =2u >0,V (u,v) € [0,+00) x [0,400). Portanto vale (H1).
dg of
B —(u,v)=u>0e %(u,v) =2u >0,V (u,v) € (0,+00) x (0,+00). Portanto vale (H2).

e A hipotese gj(0) =0 garante que 3 71 > 0 tal que |u| < 1 = |g}(u)| < 3. Logo, tomando
e = min {ry, 3} temos, V (u,v) € (0,+00) x (0,+00) com u+v <,

Jg

1
%(u,v):—l—i-v—i-g’l(u)§—1+v+§<0.

Portanto a primeira parte de (H3) esta satisfeita. Entretanto,

—1+v1+gi(u1) U2
det (A [(ur,v1), ..., (ug,v4)]) = det = —2uguz < 0,
QU3 0

V (ui,v;) € (0,400) x (0,+00), 1 <i <4,

enquanto (H3) exige que esse determinante seja nao-negativo, ao menos numa vizinhanga da
origem.

Sendo assim, nao podemos aplicar o teorema 3.2 aqui. Entretanto, todos os passos da demons-
tracao do teorema 3.2 que nao usam a hipdtese sobre o determinante podem ser aproveitados para
esse exemplo. Desse modo, poderemos aplicar a demonstracao do teorema 3.2 para esse caso, desde
que substituamos os argumentos que utilizam a hip6tese sobre o determinante por outros que nao
a utilizem.

Como vimos no capitulo 3, tal hip6tese sobre o determinante foi usada apenas num ponto do item
3 do passo 1, mais precisamente na demonstragao da afirmacao 3.11, onde garantimos det M (n) > 0,
VneN n>\".

Observemos que para obter a contradicao do item 3 do passo 1, na demonstracao do teorema
3.2, basta que exista um n > A\* tal que det M (n) > 0. O que precisamos fazer entao é garantir
que det M(n) > 0, para algum n > A* sem usar a hipotese det(A [(ul,vl),...,(U4,v4)]) > 0.
Felizmente conseguimos mostrar isso, na verdade conseguimos infinitos n’s tais que det M (n) > 0,
como podemos ver no lema abaixo:

Lema 4.3. Consideremos a matriz M(n) que aparece na demonstra¢io do teorema 3.2, para o
contexto do sistema (4.2). Entao existe ng € N tal que

det M(n) >0, Vn>ng.
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Para demonstrar o lema 4.3 o seguinte resultado, referente ao decaimento das solugoes de (4.2),
serd fundamental:

Lema 4.4. Seja (u,v) € C?(R3) x C*(R3) solugio de (4.2). Entdo existem constantes K > 0 e
Qo > 0 tais que

r

7).

u(z) <

onder = |z|, Vo €R3 com |z| =1 > Q.

Observagao 4.5. Notemos que o decaimento obtido para uw € um pouco mais rdpido que o decai-
mento da exponencial, ja que também aparece um r no denominador. a

Demonstracao do lema 4.4:

Da hipotese ¢1(0) = ¢;(0) = 0 decorre que

g1 (u)

, VO<s<u.

=

e gi(s) <

|

dry >0 talque |ul<re = <

Além disso, sendo (u,v) solugao de (4.2), temos u,v > 0 em R?® e u(x),v(r) — 0 quando
Juntando todos os fatos acima temos que existe Qo > 0 tal que

1 1 1
1> Q0 = [o@)| < e ) <r = () < g elo(@)] < 3 V0 < s < ula)

Assim, para |z| > Qo vale

L (e - @)

u(x) € 1-@(1‘)—9’1(8) >

, V0 <s<u(z). (4.3)

N |

1
2
Observagao 4.6. A segunda desigualdade acima nao serd usada na demonstracao desse lema.

Entretanto como precisaremos dela na demonstragao do lema 4.3, jd a deizamos registrada aqui. @

De (4.3), como u > 0, temos

<1 —v(x) — W> u(x) > u2m)
Logo, para |z| > Qo temos
—Au(zx) + u;:) < —Au(z) + <1 —v(z) — ‘W) u(x) = (4.4)
Dado a > 0, definamos
¢: R3\ {0} — RS
z o dlx) =,
onde r = |x|.
Calculemos Ag:
0¢ o¢p,  Or
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o = ()@

r r roor3 2 gt
_ <_“ 1 GQ';C@Q 3af% + 33?) . =123
r roor r r r
Somando para ¢ = 1 até 3, obtemos
e 3a 3  a*? 3ar? 32
A = —_— 4+ — 4+ —F 4+ —F
(@) r < r o r2 + r2 + r3 + rd >
e 1 1
- <a2+ ;(—3a+3a) + 2(—3+3)>
—ar
= @5 = a%(x)

Ou seja, ¢ satisfaz a equacao

—A¢+ap =0.
Vamos tomar a’ = %, isto é, a = % A equagao acima fica
1
—A¢ + 5(1) =0. (4.5)
_%QO )
Para x € R3 com |z| = Qg temos que ¢(x) = & g, ¢ constante. Assim, como u(z) — 0

quando |z| — oo, existe uma constante K > 0 tal que

u(z) < Ké(z), (4.6)
sempre que |z| = Qo.
Definamos
6: R3\{0} — R

r — 0(x) =u(x) — Ko(z).

Entao
M0@) = Aua) - Ko@) = M) Ky 0 s g

Donde 0 satisfaz

—Af(z) 0(;) <0, (4.7)

para |x| > Qo. Vejamos que isso implica (z) < 0 para |z| > Qo:

De fato, por (4.6), (x) < 0 para |z| = Q. Além disso, #(x) — 0 quando |z| — oo (pois u
e ¢ o fazem). Assim, se existisse algum xo com |zg| > Qo tal que 6(xo) > 0, entdo O(x) restrita a
R3\ B(0,Qp) teria um ponto de maximo yo € R?\ B[0, Qo] com 6(yg) > 0.

Mas dai yg seria um ponto de méximo interior, donde valeria Af(yp) < 0 e teriamos
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—A0(yo) + o) >0,

o que contradiz a equagao (4.7).
Portanto, concluimos que 6(x) < 0 para |z| > Qq e dai
K _r
u(z) < Ko(x) = —e V2, |z| > Qp.

r
]

Observacao 4.7. A constante Qg que aparece no lema acima serd fundamental na demonstracao
do lema 4.3. A usaremos para reescolher uma constante que aparece na demonstracdo do teorema
3.2. Como veremos, essa nova escolha (que nao afeta o restante da argumentagao) serd a unica
alteracao que precisa ser feita na demonstracao do teorema 3.2 a fim de conseguirmos demonstrar

o lema 4.5. [

Demonstragao do lema 4.3:
A matriz M (n) associada ao sistema (4.2) é dada por

—1+ v(En,) + 61 (€0 (Er, M) + G un, (82,
M(n) = ,
262(Fx,, An) S
onde
Ah(z 1 |z|73 11
7():_—7| ‘1 :—*75<0, V.’E#O
ha) a1 Aa? o fal
Temos

Ah(zy,) | Ah(Zy,) Ah(Z),)
h(Zy,) — h(2,) h(Z,)

Como vimos em (4.3), se |z| > Qo entdo 1 — v(z) — g{(s) > 4, V 0 < s < u(x), ou seja,
—1+v(z)+di(s) < -3, V0 <s <u(z)

Sendo assim, se na demonstragdo do teorema 3.2 (logo apds a observagdo 3.7) escolhermos
A* > max{ Ry, Qo}, teremos

det M(n) = (—1 + U(CE}W) + g'l(ﬁl(@\n, An))) — 252(%)\71, )\n)U)\n(SAU)\n).

j/\nvi‘kn € E}m = |:%)\"’, |3~3)\n| >y >n> A > Qo

e portanto
) A 1 ) A Ah(Zy, 1 Ah(Zy,
L 00+ 66 (rn ) € —5 = (<1 0(E0,) 161 M) ) > 55,
ja que &1(Zx,, An) < u(Zy,) (por (3.19)) e % < 0.
Assim,
1AR(Zy,) = Ah(Zy,) Ah(Zy,) - N
det M(n) > —= ——~2n - 5 — 260(Zx,,, An)un, (2r,,)-
T R Tw B T B
Como

Ah(zy,) Ah(2y,)
h(Zy,) h(Zy,)

> 0,
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se garantirmos
_1 Ah(Zy,)
2 h(Zx,)

obtemos det M (n) > 0. Entao, para finalizar a demonstragao do lema basta garantir que existe
no € N tal que V n > ng vale (4.8). E isso que faremos a seguir:

—285(Zx,,, An)un, (Zr,) >0, (4.8)

Lembremos que estamos trabalhando no contexto do item 3 do passo 1 da demonstracao do
teorema 3.2. Nesse contexto, vimos em (3.19) que vale Uy, (£,) < 0. Portanto

Isso, juntamente com o lema 4.4, fornece

K _

|

ja que |25, ] = Qo
Além disso, escrevendo a equagao (3.22) para o caso particular do sistema (4.2) obtemos

. — AR(Zy,)— .
h(Zy,)
Em (3.20), vimos que V', (Z»,) < 0, portanto
_ — Ah(Zy,) = -
282(2x,, An)U s, (21,) < S A")Vxn (Z,) <0
h(Z»,)

O que nos permite concluir que Uy, (Z,) < 0, uma vez que &(Zy,, Ay) > 0. Portanto

Ux,(@x,) <0 = uy, (Tx,) < &(Tr,, An) <ully,),

e aplicando novamente o resultado do lema 4.4, obtemos a seguinte estimativa:

‘ikn|

K _
Assim, juntando (4.9) e (4.10), temos
] ) K _Puwl g o] 2K?
—262(Zx,s An)un, (Tr,) = —2——€ V2 ——e V2 = — - —.
|| x| I oY . O
[Za,le V2 [2a,|e V2
Dal, substituindo a expressao para Ah}zg*'s), temos
1 Ah(zy,) 1 1 2K?

=~ N 2§2<i.An7An)u)\n(£>"ﬂ) 22
2 h(ix,) 812x, 2 + |2, |2

E como [Ty, | > Ay >n > 1, vale |7y, |* + \i)\nlg < 2\@\”]%. Dai,
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1 Ah(Zy,) 1 1 2K?
— 5= = 28(Ta,, An)un, (Tr,) = - -
2 h(Zy,) ( n)urn (@) 1617, 12 12al 0 o]
" [Zx.l e V2 |En, e V2
B 1 ) 32K iy, |2
16|y, |2 [2] o3,
2] [Zx,le V2 |2a,|e V2
1 EVERS
- 1 - 32K2 ‘TP" .
16 T 2 TAn TAn,
o e i le v
Ou seja, Vn € N,
1 Ah(zy,) 1 |y, |2 1
2
BN oy (Fa Anun, (Br,) > ———— | 1 - 32K2 LA : (4.11)
2 h(Zy,) 162, |2 [2al [
" e VI |&y, e V2
Como 2,2y, € Xy,
n— 400 = A\, — +o0 = |&y,|,|Zx,| — +o0.
Dai,
0,2 !
L A S
n—s+oco ‘5)\" n—s—4o00 ’mn’
e V2 |Zx, e V2
Desse modo, concluimos que existe ng € N tal que V n > ng vale
WL 1 1
32K2 |.’L')\n‘ < =,
‘fxn |1An| 2
e vz |&y le V2
Isso implica, atravées de (4.11), que V n > ny,
1 Ah(Zy - N 1
_7# — 262(Tx,, An)un, (2,) 2 ———5 > 0.
2 h(Zy,) 32|y, |2
E é isso que queriamos garantir em (4.8).
|

Desse modo, unindo o lema 4.3 com a demonstracao do teorema 3.2, temos o seguinte resultado
sobre a simetria das solugoes de (4.2):

Teorema 4.8. Suponhamos que (u,v) € C*(R3) x C%(R3) ¢ uma solugdo de (4.2). Entdio existe
um ponto xg € R3 tal que u e v sdo radialmente simétricas com respeito a origem xg, isto €,

u(z) =u(r) e ov(z)=o(r), onde r = |z — xo|.

Além disso,
u(r)<0 e V(r)<0, Vr=|z—u1z>0.






Apéndice: Principios do Maximo

Nos capitulos 2 e 3 utilizamos formas nao usuais do Principio do Maximo. O objetivo desse
apéndice ¢ listar tanto as formas usuais como as utilizadas por nés, a fim de fazer uma comparacgao
e visualizar a necessidade da utilizagdo das formas alternativas.

Os dois primeiros teoremas se referem as formas usuais do principio do maximo:

Teorema 1 (Principio do Maximo Fraco, pagina 329 de [Eva98]). Seja @ C R™ aberto e limitado.
Se u € C%(Q) N C(Q) satisfaz

—Au+cu<0 em §2
u<0  sobre 0,

com ¢ >0 e continua em . Entao u <0 em €.

Teorema 2 (Principio do Méaximo Forte, pagina 333 de [Eva98|). Seja Q C R™ aberto, limitado e
conero. Se u € C*(Q) N C(Q) satisfaz

—Au+cu<0 em )
u<0  sobre 0,

com ¢ > 0 e continua em §), e u nao € constante em 2. Entdo u < 0 em €.

No capitulo 2 nos deparamos com o problema (2.7), que nao satisfaz a hipéotese ¢ > 0 exigida nos
teoremas acima. Desse modo, precisamos usar uma nova forma do principio do maximo, que nao

tenha essa hipotese. O proximo teorema enfraquece a hipotese sobre ¢: denotando ¢~ = max{—c¢, 0},
ao invés de exigirmos ¢~ = 0, como antes, exigimos apenas que ¢~ tenha norma pequena, mais
precisamente:

Teorema 3 (Principio do Maximo para Dominios Estreitos, pagina 02 de [Bre99|). Seja Q C R”
aberto, limitado e conexo. Se u € C%(Q) N C(Q) satisfaz

—Au+cu<0 em )
u<0  sobre 0,

com HC*H% < Sp, onde HH% ¢ a norma em L2 e S, € a melhor constante de Sobolev em R™. Entdio
u <0 em .

Observagao 4. o A expressao para Sy €

2
R\
SEH () ||¢||(2+12)

e Notemos que

47
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ey = ([
([1-)
- el (1)

Logo, denotando [,1 = ||, se ||¢” || for limitada e Q for suficientemente pequeno para

garantir
2
el ([ 1) <5

o teorema pode ser aplicado. E dai que vem o nome do teorema.

IN

Demonstragao:
Temos, por hipotese —Au + cu < 0 em Q. Multiplicando ambos os lados por v+ = max{u,0}
obtemos

—Avut + cuut <0. (12)

Notemos que ¢ = ¢t — ¢~ e uut = (u*)?. Entdo a segunda parcela fica ¢t (ut)? — ¢~ (ut)?. Pela
Formula de Green, se integrarmos a primeira parcela obtemos

/—Auu+:/VuVu+— %UJF.
Q Q o0 Ov

Como u < 0 sobre 99, u™ = 0 sobre 9. Além disso, VuVu™ = ]Vuﬂz. Portanto, integrando

12 temos
/Q|VU+‘2+/QC+(U+)2—/QC_(U+)2SO. (%)

Usando a expressao de S, temos que

\V4 +1/2

5, < 17l
[Jut]%n

n—2

Sl 2 < V3

= [ Ivarf
_/QC+(U+)2+/QC(U+)2
/Qc(qu)Q.

A
INx

IN

Da Desigualdade de Holder temos

[ e @ <l gt Py
9] n—2
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E por hipotese, HC*H% < Sp. Entdo, se [[ut]|%, # 0 temos
n—2
SalluF e < Snllu P,
n—2 n—2

que é um absurdo. Logo u™ = 0, ou seja, u < 0 em .
|
No decorrer do capitulo 2, bem como no capitulo 3, precisamos novamente aplicar principios do
méaximo, mas agora os dominios nao sao estreitos, e em geral nao temos a hipétese sobre c. Para
esses casos, encontramos um resultado no livro de Gilbarg & Trudinger:

Teorema 5 (Principio do Maximo de Hopf, pagina 35 de [GT01]). Seja Q@ C R™ aberto e conexo,
n > 2. Suponhamos que u € C*(Q) N C(Q) satisfaz

Au+cu <0 em €,

com ¢ limitada em ). Suponhamos ainda que u nao é constante. Entao, independente do sinal de
¢, u nao pode ser zero em um ponto de minimo interior.

Observagao 6. O resultado acima nao estd explicitamente enunciado em [GT01], mas decorre de
uma observagao feita logo apos a demonstracao do teorema 3.5, na pdgina 35 desse livro. [ )

Os préximos teoremas nao sao principios do maximo, mas sim lemas que falam sobre a derivada
normal de u. Esses lemas sao usados para demonstrar os respectivos principios do méximo, mas
também sao importantes por si s6, como podemos ver no texto. Primeiro enunciemos a forma usual
desse resultado:

Teorema 7 (Lema de Hopf, pagina 330 de [Eva98]). Seja Q@ C R™ aberto e limitado. Suponhamos
que u € C*(Q) N CHQ) satisfaz

—Au+cu <0 em €,

com ¢ > 0 e continua em Q. Suponhamos ainda que existe um ponto xy € 9 tal que u(xg) > 0 e
que eziste uma bola aberta B C Q) com xg € OB. Entdo

%(xo): <VU(IEO), Z/(CUO)> > 0,

onde v € a normal unitdria exterior & B no ponto xg.

Em diversas oportunidades nos capitulos 2 e 3 precisamos de um resultado no formato do
enunciado acima. Entretanto, da mesma forma que o principio do maximo usual, o chamado Lema
de Hopf usual nao pode ser utilizado no texto por ter hipdteses sobre o sinal de ¢. Dai buscamos

um novo enunciado que se encaixasse nas nossas hipoteses, e o encontramos novamente no livro de
Gilbarg & Trudinger:

Teorema 8 (Lema de Hopf, pagina 34 de [GTO1]). Sejam @ C R" aberto e conexo, n > 2, e
zo € 0. Suponhamos que u € C*(Q) N C(Q) satisfaz

Au+cu >0 em €,

com c limitada em Q. Suponhamos ainda que existe uma bola B C Q com xg € OB, que u(xg) > u(x),
VxeQ, equeu(ry) =0. Entao

ou .

5, (20)=(Vu(zo), v(z0)) > 0,

onde v € a normal exterior ¢ OS2 no ponto xg, desde que a derivada ezista.
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