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Resumo

Seja f um homeomorfismo do anel A = S! x [0,1], p : A Aa projegdo do recobrimento
universal A = R x [0,1] e y a medida de Lebesgue. Dizemos que f ¢ irrotacional ([3]) se ele preserva
area, orientacao, as componentes de fronteira e, sendo f um levantamento de f ao recobrimento

universal e pq : A->Ra projecao sobre a primeira coordenada, a fungao ¢ : A — R definida como

d(x,y) = p1 o f(Z,7) — T, para todo (Z,7) € p~(z,y) satisfaz J4é(x,y)dp = 0.

A ideia deste trabalho é apresentar a conjetura de Boyland para o anel e mostrar algums re-
sultados nessa direcao. Tal conjectura diz que: Dado um homeomorfismo irrotacional do anel, que
possui uma medida com ntimero de rotagao positivo, é verdade que, neste caso, existem pontos
com nimero de rotacao negativo? Para dar uma resposta parcial a esta pregunta, nesta dissertagao
(baseada no estudo do [7]) comegamos considerando os homeomorfismos do anel que preservam
orientacao, as componentes de fronteira, com nimero de rotagao positivos em ambas fronteiras, e
que tem un levantamento transitivo (o motivo desta hipoteses vem de [3]), mostrando que neste
caso 0 esta no interior do conjunto de rotacao. Este resultado vai permitir provar a conjetura para
0os homeomorfismos do anel irrotacionais, sem pontos fixos na fronteira e com um levantamento
transitivo. Além disso vai permitir estudar a dindmica de tais homeomorfismos. No final do tra-
balho, estendemos algums dos teoremas provados ao longo dos capitulos anteriores a um conjunto
maior de homeomorfismos e estudamos o comportamento de tais homeomorfismos com base nestes
resultados.

Palavras-chave: Homeomorfismos do anel, transitividade, conjunto de rotacao, Conjetura de Boy-
land.
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Abstract

Let f be a homeomorphism of the annulus A = S! x [0,1], p : A — A the covering mapping
and p the Lebesgue measure. We say that f is a rotationless homeomorphism ([3]) if it preserves
Lebesgue, orientation, boundary components and, if f is a lift of f to A and Pt A — R the

projection on the first coordinate, the function ¢ : A — R defined as ¢(z,y) = p1 o f(7,y) — , for
all (Z,9) € p~ (=, y) satisfies [, ¢(x,y)du = 0.

The idea of this work is to present Boyland “s Conjecture for the annulus and show some results
in its direction. The conjecture is the following: Given a homeomorphism of the annulus, which
has a measure with positive rotation number, is it true that, in this case, there are points with
negative rotation number?. To give a partial answer to this question, in this dissertation (based
on [7]) we begin considering the homeomorphisms of the annulus that preserve orientation and
boundary components, with positive rotation numbers in the boundaries, with has a transitive lift
(the reason for this hypothesis is in [3]), and we show that 0 is in the interior of the rotation set.
This result will be of help to prove the Boyland “s Conjecture for rotationless homeomorphisms of
the annulus, without fixed points in the boundaries and with a transitive lift. In addition, we will
be able to study the dynamics of such homeomorphisms. In the end of this work, we extend some
of the theorems proved in the previous chapters to a bigger set of homeomorphisms and we study
the behavior of such homeomorphisms using these results.

Keywords: Homeomorphisms of the Annulus, transitivity, rotation set, Boyland “s Conjecture.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho vamos estudar, em termos gerais, a dindmica dos homeomorfismos do anel f :
A — A, onde A = S! x [0,1], onde tais homeomorfismos satisfazem certas condi¢des que serdo
definidas no final deste capitulo.

No comego do estudo da dindmica dos homeomorfismos do anel, um objetivo importante foi
geralizar certos conceitos e resultados que sdo conhecidos para os homeomorfismos do circulo. A
dinAmica destes homeomorfismos é¢ bem comprendida e tem-se uma quantidade importante de
resultados acerca do seu comportamento, tais resultado sao apresentados abaixo.

Uma das questoes importantes no estudo da dindmica dos homeomorfismos do circulo ocorre
quando um tal homeomorfismo f é equivalente a uma rotagao. Para trabalhar neste caminho, a idéia
foi trabalhar com o recobrimento universal do circulo, R, e a proje¢do do recobrimento universal
sobre 8!, p: R — S! = R/Z. O passo seguinte é trabalhar com um levantamento do homeomorfismo
f, que chamaremos F': R — R, e satisfaz

fop=poF

E conhecido que tal levantamento é tnico no sentido que se existe outra F} satisfazendo o anterior,
entao F' e I diferem por uma constante inteira.

Dizer que f : S! — S! preserva orientacio ¢ pedir que F satisfaca que F(z + 1) = F(z) + 1
para qualquer x real, logo se f preserva orientacao, define-se

H(F) = lim ~(F"(z) — 2)

[n|—o0 T

e tem-se que este niamero existe para qualquer x real e independe da escolha do z, sendo, além
disso, tnico no sentido que se eu tivesse levantamento F1, p(F') e p(Fy) diferem por um inteiro.
Define-se entao o niimero de rotagao do homeomorfismo que preserva orientagao f como

p(f) i= B(F)(mod1)

onde F' é um levantamento de f.
A questao quando p(f) é racional u irracional estd bem estudada e tem-se muitos resultados,
mas para motivar nosso trabalho, s6 vamos definir o seguinte:

Definicdo: Dizemos que f tem uma orbita periddica, se existe x € S! e ¢ inteiro positivo tal
que fi(z) = x.
Logo temos um resultado importante que fala o seguinte:

Resultado 1.1 : Seja um homeomorfismo f : S' — S que preserva orientagdo. Entdo p(f) é
racional se, e somente se, f tem uma orbita periddica.

E também, temos



2 INTRODUCAO 1.0

Resultado 1.2 : Seja F' um levantamento de f, entao para todo x € R, e para todo n inteiro
positivo vale
F(F) - F — f(F)n| < 1

Este tltimo resultado mostra que todas as 6rbitas, acompanham o niimero de rotagao.

O estudo dos homeomorfismos do anel mostra que pode-se geralizar a maioria dos conceitos
anteriores para tais homeomorfismos.

Para comecar com a geralizacdo, vamos trabalhar no anel A = S! X [0,1] e os homeomorfismos
f de A nele mesmo. Vamos tomar o recobrimento universal do anel A =R x [0,1]]ep: A — A
a projegao do recobrimento universal sobre o anel. Trabalharemos também com p; : A — R a
projecao sobre a primeira coordenada, e escolhemos f: A — A o levantamento do homeomorfismo
f que satisfaz

fop=pof

Para generalizar o nimero de rotagao, vamos definir, em principio, um conjunto maior, denotado
por p(f), chamado conjunto de rotagao de f, como todos os pontos de acumulag¢ao do conjunto

{M&WawmmajegmeN}

n

O anterior significa que se w € p(f) entao existem x; € E, ni € N, k € N tais que

pL(f™ (%)) — pa (@)

w = lim
k—o0 ng
e se existe _
BNy o (=
p(z) = lim n(f"@) — @) re A
n—oo n

para T € p~!(x) dizemos que p(x) é o nimero de rotacio de x. Sabemos também que p(f) é um
intervalo fechado e limitado.

Para posterior trabalho, vamos lembrar que se f : A — A é um homeomorfismo e u é uma
medida boreliana, definida em A, dizemos que p é f-invariante, se

para qualquer U subconjunto p-mensuravel de A.
Agora se existe uma medida boreliana y em A f-invariante, podemos definir o chamado nimero
de rotagdo de p como segue. Seja ¢ : A — R definida como

¢(x) = p1(f(2)) — pi(2)
para qualquer & € p~!(z). Entdo, definimos o niimero de rotacdo de i como
o) = [ o

Do Teorema Ergédico de Birkhoff sai que, por ser o f-invariante, temos que para quase todo ponto
x € A e para todo 7 € p~1(x)

n—1 .
pm)ZJE;ig;¢oﬂ@»:Jg&Pﬂf<x2 (@)

existe e



1.0 3

Também é conhecido que dado w € p(f), existe (pode-se construir) uma medida boreliana
f-invariante i tal que

w= /Ad>d/7= (70

Definigao: Dizemos que f ¢ um homeomorfismo irrotacional ([4]), se ele preserva a medida de
Lebesgue, orientagao, as componentes de fronteira e, além disso p(leb) = 0, onde leb é a medida de
lebesgue.

Feita esta introducao e dada a tultima definicao, estamos em condi¢ées de apresentar a mo-
tivacao principal deste trabalho, que é a seguinte conjectura:

Conjectura de Boyland: Dado um homeomorfismo do anel f, que preserva area, orientagao
e as componentes de fronteira, por ([1]), se existem duas medidas de probabilidade f-invariantes,
p1 e pz com p(u1) < p(pe), entdo para qualquer racional p/q tal que p(u1) < p/q < p(uz), existe
uma Orbita g-periédica de f com esse niimero de rotagao (ou o que ¢ o mesmo, se p/q € p(f), existe
z € A tal que f9(2) =z + (p,0) o qual implica que f tem uma 6rbita g-periddica).

Entao, suponha f um homeomorfismo irrotacional, e que exista uma medida com numero de
rotagao positivo. Pela versao do teorema de Conley-Zehnder para o anel (|8]), existem pontos fixos
com namero de rotacio nulo. A questdo é a seguinte: E verdade que na situacdo anterior existem
6rbitas com nimero de rotacao negativo?.

A conjectura anterior ainda é um problema aberto. Nesta dissertacdo, comecaremos trabal-
hando com os homeomorfismos f, que preservam orientagao e as componentes de fronteira, com
numero de rotagdo nas fronteiras estritamente positivo, e que tem um levantamento f transitivo,
isto é f tem uma orbita densa (notemos que se f é transitivo implica que f o é, mas o reciproco
nem sempre ¢ verdadeiro).

O motivo para trabalhar com os homemorfismos que tem um levantamento transitivo é que por
([3]), a transitividade do levantamento é satisfeita para um conjunto residual dos homeomorfismos
irrotacionais. Neste contexto, daremos certas definicoes e provaremos alguns resultados que per-
mitem assegurar que o zero esti no interior do conjunto de rotagao, provando assim a conjectura
para os homeomorfismos irrotacionais com levantamento transitivo e sem pontos fixos na fronteira.
Além disso, daremos alguns resultados interessantes acerca do comportamento de um conjunto par-
ticular que definiremos (o qual serve para provar o resultado anterior) e suas componentes conexas.

No final do trabalho, definiremos um conjunto maior dos homeomorfismos do anel, e trabal-
haremos para provar que o zero estd no interior do conjunto de rotagdao destes homeomorfismos,
obtendo outro resultados interessantes.
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Capitulo 2

Apresentacao dos resultados principais

2.1 Notacoes, definicoes e resultados principais

Notagao: Dizemos que A = S x[0, 1] é o Anel, e chamaremos de faixa o conjunto A= Rx [0, 1],
o recobrimento universal do anel. Denotaremos por p : A Aa aplicacao de recobrimento da faixa
infinita sobre o anel, por p; : A> Ra projecao na primeira coordenada e por f : A — A um
homeomorfismo do anel que preserva as componentes de fronteira, isto é, que manda pontos da
fronteira en pontos da mesma componente conexa da fronteira.

Definigao: Dizemos que f: A — A 6 um levantamento de f se satisfaz que
pof=/fop
Notar aqui, que f tem mais de um levantamento.

Definicao: Dizemos que f preserva orientagao, se o levantamento f satisfaz

fF@E+1,9) =f@75+ (1,0 V(Z,7) € R x [0,1]

Definicao: Seja ]? :~Z — A um homeomorfismo, dizemos que fé transitivo, se dados quaisquer
dois abertos U, V em A existe n inteiro positivo tal que f*(U) NV # 0.

De ([2]), temos que se f & transitiva, entdo f tem uma 6rbita densa.

Definigao: Se f : A — A é um homeomorfismo, dizemos que zg é um ponto nao errante,
se para todo U € A, U contendo x, existe um inteiro positivo ng tal que f™(U)NU # ().

Definigao: Seja f : A — A um homeomorfismo que preserva orientagdo e as componentes
de fronteira, definimos em A o seguinte conjunto

B =) f"((~o0,0] x [0,1])

n<0

Notemos que, pelo fato de (—oo, 0] x [0, 1] ser fechado e fum homeomorfismo, B é um conjunto
fechado.
Para apresentar os resultados principais, daremos a seguinte defini¢ao

Definicao: B~ é o seguinte conjunto:

B~ =T

iel
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onde I'; € uma componente conexa nao limitada do conjunto B, e a uniao é sobre todas as compo-
nentes conexas nao limitadas do conjunto B.

No trabalho, na verdade, construiremos o B~ e da construcao saird que ele tem essa forma.
Agora estamos em condi¢ées de apresentar os resultados principais.
Na primeira parte, vamos considerar os seguintes homeomorfismos:

Definigao: Sejam os homeomorfismos f : A — A que preservam a orientagdo, as componentes
de fronteira, e que, além disso, possuem um levantamento transitivo. Tais homeomorfismos serao
denotados por Hom!["*(A).

Estes homeomorfismos serao estudados no capitulo 4, e os resultados principais (os quais apare-
cem em [5]) sdo os seguintes

Teorema 1 Se f € Hom![“"*(A) e o numero de rotagio de (f, f) restrito nas fronteiras do anel,

p(f \Rx{i}) € estritamente positivo para i = 0,1, entdo o conjunto B~ € fechado e nao vazio e
satisfaz que

B~ N {0} x [0,1] # 0.
Também estudaremos o conjunto w-limite de B~ e provaremos que:
Teorema 2 Nas mesmas hipdteses do Teorema 1, temos que:
o [o.¢] .
)= () (U ) =0
n=0 \i=n
Ou seja, as iteradas de B~ pela fconvergem para o fim esquerdo de A. As propriedades de B~
podem-se estender para provar o seguinte resultado:

Teorema 3 FEziste um nimero real pt(B~) < 0 tal que, se Z € B™, entdo

pl(fn@))—m(a <p+(B_) <0

lim sup
n—00 n
Fazendo uma interpretagao geométrica dos resultados anteriores, podemos falar que existe um
conjunto na faixa infinita, chamado B~ cujos pontos convergem para a esquerda de tal faixa, com
uma velocidade minima estritamente negativa, e sempre no mesmo conjunto. Note que nao falamos
nada acerca da velocidade particular (ntimero de rotagao) de cada ponto em B~, ou seja, pode
acontecer que p(x,y) ndo possa ser calculado para nenhum ponto em B~, mas, caso exista, p(x,y)
tem que ser negativo.
Outra conseqiiéncia interessante do Teorema 3 é que, embora nao possa garantir a existéncia
de algum ponto com nimero de rotagao no intervalo (p*;0), caso exista, este ponto nao estarfa no
conjunto B~. Logo o Teorema 3, somado ao resultado em (|1]) implica que:

Corolario 1 Seja f € Hom![“"$(A). Se fndo tem pontos fizos na fronteira de g, entdo o conjunto
de rotagdo € um intervalo com o 0 no seu interior.

Este corolario mostra que a conjectura apresentada no capitulo anterior é verdadeira para home-
omorfismos irrotacionais do anel, sem pontos fixos na fronteira e com um levantamento transitivo.

No desenvolvimento do trabalho, vamos definir um conjunto D genérico, com certas caracteris-
ticas, as quais sao satisfeitas pelos conjuntos B~ e w(B~), o omega limite de B~ (caso ele nao seja
vazio), e o estudo da projegao deste conjunto sobre o anel, ajuda a provar alguns dos resultados



2.1 NOTACOES, DEFINICOES E RESULTADOS PRINCIPAIS 7

anteriores. Mas agora, estamos interessados em estudar o préprio conjunto D, e a dindmica dos
homeomorfismos definidos antes, quando agem sobre tal conjunto.

Este é o objetivo do capitulo 5, mas agora vamos apresentar o conjunto D e os resultados que
serao provados nesse capitulo (este conjunto e o trabalho do capitulo 5 aparece em [7]).

Definigao: D é um conjunto nao vazio, fechado em A que satisfaz as seguintes propriedades:
e f(D)CD
e D C (—00,0) x[0,1].

e Toda componente conexa de D ¢ ilimitada a esquerda.

DNR x {i} =0,i € {0,1}.

e Z € Dentao z — (1,0) € D.
Os resultados principais a provar neste capitulo sao:
Teorema 4 : p(D) € denso em A.

Teorema 5 : Existe uma componente conexa I' de D, tal que p(I') € densa em A, f(l“) c’l,e
existe um inteiro positivo k tal que f~H(T) C T + (k,0), ou seja f(p(T)) = p(I).

Teorema 6 : Se I' é uma componente conexa de D, entao I' — (1,0) C T.

No ultimo capitulo, vamos definir o seguinte conjunto (tal trabalho foi feito a partir de [6]).

Definicao: Seja H_’Z”t o conjunto dos homeomorfismos que preservam orientacdo e as compo-
nentes de fronteira, e tais que, para qualquer vizinhanca U de S! x {0} e qualquer vizinhanca
V de S! x {1},existem inteiros positivos ki e ks tais que fF*(U)NV # B e fF2(V)NU # 0.

E vamos pedir que tais homeomorfismos satisfacam também a seguinte definigao

Definigao: Dizemos que o homeomorfismo f tem um levantamento nao limitado a esquerda f , se
para qualquer M > 0, existe um ponto € A e um inteiro positivo n tal que pl(f"(“)) —-p(2) < =M.

trans

No transcurso do trabalho, mostraremos que, se f € Hom! ", entao f satisfaz estas pro-

priedades, logo os resultados principais sao os seguintes

Teorema 7 : Seja f € Himt, tal que f € nao limitada & esquerda e o numero de rotacdo de ambas
fronteiras € estritamente positivo. Entao 0 estd no interior de p(f).

Este resultado, basicamente mostra que, dado que p( f) é um intervalo fechado, e como o fato de
f preservar as componentes de fronteira e a orientagao implica que ele é homotdpico a identidade,
(1] assegura_que existem pontos com nuimero de rotacao negativo. Mais ainda, como 0 esta no
interior de p(f), existem pontos z € A que satisfazem que

s 21" G) ~ @

n—00 n

<0

Um dos resultados deste trabalho também é analisar quais propriedades dindmicas dos homeo-
morfismos estao implicadas pelos extremos dos intervalos de rotagao. Um dos resultados apresen-
tados analisa quando a seguinte propriedade

inf  {py(J"(3) - p1(3)} —an > —oc

zEA neA
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é satisfeita. Agora, do teorema anterior, o seguinte resultado sai como conseqiiéncia direta:

Corolario 2 : Seja f € H™t, tal que p(f) = [a,b], onde a € racional, e tal que o mimero de
rotagio de ambas fronteiras € estritamente maior que a. Entao existe um nimero real M > 0 tal
que, para cada zZ € A, e qualquer inteiro positivo n se tem que

pi(f"(Z) = p1(2) —an > —M

Note que este corolério ¢ o anélogo ao resultado 1.2 para os homeorfismos do anel, mostrando como
a projecdo na primeira coordenada da traslacdo de um ponto z atraves das iteradas positivas de f
tem um afastamento limitado a esquerda em relagdo ao extremo inferior do intervalo de rotagao.

Um objetivo interessante neste trablho seria poder assegurar alguma coisa acerca do tamanho
do conjunto de pontos como velocidade negativa. Para obter algum resultado nessa direcao, vamos
comecar definindo novamente os conjuntos B~ e w(B™), e um conjunto novo, que sera chamado K,
o qual vai conter pontos com velocidade negativa; feito isso, geralizaremos alguns resultados sobre
os conjuntos B~ e w(B™), para poder apresentar alguns resultados importantes acerca do conjunto
K..

Comegamos entdo com a seguinte

Definigao: Seja f € Hﬂrm”t, tal que o levantamento f é nao limitado & esquerda e o nimero de

rotagao de ambas fronteiras é estritamente positivo. Temos entao que p(f) = [a,b], com a < 0 < b,
e para qualquer ntmero real positivo ¢ definimos o conjunto:

n(f"(2) —m(3)

K. = {x € A, limsup

n—o0

<c+a}

onde Z € A ¢ qualquer ponto que satisfaz que p(z) = x.

Aqui notemos que, pela definicdo do limite superior, o conjunto K. é invariante, pois se um
ponto z € K, entdo a sua 6rbita toda estd em K.
Logo, temos o seguinte resultado:

-

Teorema 8 : Para qualquer ¢ > 0, qualquer componente conexa de KEC (o complemento de K.) é
homotopicamente trivial.

Notemos primeiro aqui que K¢ é um conjunto aberto, logo o fato de que qualquer componente
conexa deste conjunto é homotoépicamente trivial, implica que estes conjuntos abertos em A nao
possuem uma curva que seja homotopicamente nao trivial, isto é, uma curva fechada simples que
de uma volta completa ao anel.

Definigao: Dizemos que o ponto x € A é um ponto recorrente para f se existe uma subseqiiéncia
{ni} C N tal que limy_,o, f™(2) = . E denotamos por Ry o conjunto de todos os pontos recor-
rentes de f.

Uma observagao para fazer aqui é que se x € A é um ponto recorrente, entdo ele é um ponto
nao errante.

Logo temos os seguintes corolarios:

Corolario 3 : Para qualquer e > 0, se x € Ry N KEC e T possui um numero de rotagdo, entio o
numero de rotacdo € racional. Se, adicionalmente, f for transitiva no anel, entdo, ou K. = A ou
K. serd um conjunto cujo interior é vazio e existird um unico racional p/q tal que, se v € Ry ﬂKEC
e ele possui nimero de rotagao, ele € p/q.

Se além da transitividade, asumimos que f preserva a medida de Lebesgue, entao:
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Corolario 4 : Para qualquer € > 0, toda componente conexa de KEC € uma ilha periodica, isto €,
um conjunto aberto, homotopicamente trivial, invariante através de alguma iterada de f.
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2.1



Capitulo 3

Preliminares.

Neste capitulo mostraremos alguns resultados que serao de utilidade ao longo do trabalho.

3.1 Ferramentas basicas

Para comegar, vamos lembrar a compactificacdo L-R da faixa /T~como a topologia produto 7.
Definimos a compactificacdo L-R de maneira a obter um disco A = AU {+oo} U {—o0} compacto,
com a topologia T que contém

T DO 1U{(—00;a) x [0,1]U{—o0}} U{(b;+00) x [0,1] U {+o0}}

Notemos que com esta topologia, A ¢, basicamente, um disco Hausdorff e compacto. Além disso,
notemos que, se chamamos —oco = L e 400 = R, f induz um homeomorfismo f sobre A que satisfaz
f(L)=L. f(R)=Re [(x) = f(x). para todo z € A,

Uma consequéncia importante na defini¢ao da topologia 7, é que, os abertos contendo L (re-
spectivamente R), sdo os conjuntos que contém uma semi-faixa do tipo

{L} U {(=00,a) x [0, 1]} ({L} U {(b, 00) x [0, 1]})

para algum a (ou b) em R.

Um resultado preliminar que vamos precisar posteriormente, tem a ver com a nogao de distancia
e convergéncia num subconjunto das partes de R™. E por isso que vamos definir seu significado.

Vamos comegar definindo uma distancia nas parte compactas de R™ (no nosso caso, é suficiente
provar para R?, ou num disco fechado desse espaco, que serd compacto com a topologia herdada).
Logo a idéia é a seguinte, definida a distancia nas partes compactas de R", vamos definir seqiiéncia
de Cauchy de compactos, convergencia de compactos num compacto, e a convergencia de uma se-
qgiiéncia de compactos, o passo final sera provar que, num disco fechado de R?, o conjunto definido
pela seqiiéncia convergente de compactos é fechado, logo serd compacto no disco, como uma pro-
priedade particular também mostraremos que se a seqiiéncia de compactos é conexa, o conjunto
limite também o é.

Seja d : R™ x R™ — R a distancia usual, e sua topologia métrica associada. Lembremos que
dado um ponto x;1 € R"™ e um compacto Ko C R"”, temos bem definida a distancia do ponto ao
compacto, que é dada por

d(z1, K2) = inf d(x1,y)
yeKo
e esta distancia é, de fato, o minimo (pois a fungao d é continua e Ky é fechado e limitado), e é
atingida num y; € Ks, logo

Ko) = f Ko) = K
d(z1, K») = ylenK2d(x17 2) = ;Iel}gd(ﬂ?l, 2) = d(x1,y1)

11
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Agora, se 1 € K; com K; compacto em R"™ podemos definir (pelos mesmos motivos que acima)

sup d(z1, K2) = max d(z1, K»)
1€K; r1€K

Agora vamos definir d : Po(R") x Po(R") — R (ondePo(R™) s@o as parte compactas de R")
do seguinte modo

d(K1, K3) = max d(z1, K2) + max d(z2, K1)

r1€K1 T2€K>o

Vejamos que d define precisamente uma distancia, isto é, que satisfaz as seguintes propriedades:

] d(Kl,Kg) >0 VKi, K5 € Pc(Rn)

Isto é claro, dado que d(z1, K2) e d(z2, K1) sdo ambas maiores que 0, logo, seu méaximo
também o é.

° d(Kl,KQ) =0 K1 =Ky

Se K1 = K» entao é claro que d(K1, K3) = O~Para a outra implicagao, o objetivo é provar
que ambos conjuntos sao coincidentes, mas se d(K7, K2) = 0 entao, pela propriedade anterior
temos que

0 = max d(z1, K2) = max d(x2, K1)

r1€Kq ro€Ko

Logo, por exemplo, d(z1, K2) = 0, e, pelo fato de Ka ser compacto e d continua, temos que
r1 € Ky para todo x1 € Ki, logo K1 C K», da mesma forma, Ko C K1, e temos a outra
implicagao.

o d(Ky, Ks) =d(Ky, K)
Trivial

o d(Ki,Ky) < d(Ki, M)+ d(M,Ky) VM € Po(R™)

Pela definicao de d é claro que

d(Ky1, M) +d(M, K3) > (d(z1, M) + d(m, K1)) + (d(m, K2) + d(T2, M))

e isso acontece para todo z; € Ki, para todo Zo € Ks, e para todo m,m € M, logo, em
particular, isso acontece para mg e mi, sendo estes, os os pontos de M onde as fungoes
d(z1,M) e d(Z2, M) atingem seu minimo respectivamente, entao temos que o lado direito da
desigualdade anterior e igual a

d(Z1,mg) + d(m, K1) + d(m, K3) + d(Z2,m1)
Logo, como o anterior é valido para todo m,m € M temos que o anterior ¢é igual a
d(z1,mo) + d(mg, K2) + d(m1, K2) + d(Z2,m1)
mas por propriedade da funcao d temos que
d(z1,mp) + d(mo, K2) + d(mq, K2) + d(Zo,m1) > d(z1, K2) + d(T2, K1)

e como o de acima acontece para todo 77 € Kj, e para todo To € Ko, temos, tomando o
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maximo em K; e o maximos em Ko que
d(K1, K») < d(K1, M) + d(M, K>)
VM € Po(R"™)

Portanto, provamos que d ¢ uma distancia em Po(R™). Agora podemos definir o que é uma seqiién-
cia de Cauchy em Po(R™).

Definicao: Dizemos que a seqiiéncia {K,} -, de compactos em R" é uma seqiiéncia de cauchy
se satisfaz que dado € > 0, existe ng inteiro positivo tal que se n,m > ng entao d(K,, K,,) < €.

A idéia é a seguinte, vamos definir a convergéncia de uma seqiiéncia de Cauchy de compactos
sobre um conjunto compacto, logo, vamos definir, em geral, o conjunto limite de uma seqiiéncia de
Cauchy de compactos, e vamos provar que é um conjunto compacto, provando logo que as duas
defini¢oes coincidem (isto é que se a seqiiéncia de compactos converge a um compacto K, este
ultimo é, precisamente o conjunto limite).

Definicao Seja {K,},-, como antes, e K C R™ compacto, dizemos que a seqiiéncia {K,} -,
converge a K, e o denotamos por K, — K, se dado € > 0, existe ng inteiro positivo tal que se
n > ng entao d(K,, K) < e.

Uma observacao: note que os mesmos resultados valem tanto em R™ como em A\, com uma
diferenca importante, como Aé compacto, a topologia induzida por d (topologia métrica) sobre as
partes compactas eu posso assegurar que qualquer seqiiéncia de compactos possui uma subseqiiéncia
convergente .

Deﬁnlgao Seja {K,},-; uma seqiiéncia de Cauchy de conjuntos compactos definimos o con-
junto limite K — {z € R" satisfazendo que existe z; € K; i = 1,2... e x; — x}, e o denotamos
por

K = lim K,

n—o0

Ou seja Kéo conjunto de todos os limites de todas as seqiiéncias de Cauchy {z,} com z; € K.
Proposicao 3.1.1 : Seja {K,},~, uma seqiéncia de Cauchy de conjuntos compactos. O conjunto

K = lim K,

n—o0

€ um conjunto compacto em R".

Demonstragao: Sé6 é preciso mostrar que o conjunto é fechado e limitado em R™. Que é limitado,
sai do fato de {K,,} ser uma seqiiéncia de cauchy de conjuntos compactos e da definigao de K.

Para ver que é fechado, deve-se provar que K contém todos seus pontos de acumulacao. Entao,
seja z € R tal que existe {z;}ien C IN(, e tal que z; — 2, vamos provar que z € K.

Dado que z; € K, para cada i, existe uma seqiiéncia de cauchy {z} nas condigoes de acima.
Entao, dado €1 = 1, existe ip € N tal que se i > i temos que d(z;,2) < i. E também para este
mesmo €, existe ig, tal que se I, > i, entdo d(z, z,) < %

Escolhemos i1 = max{zo,zo} e tomamos z;,. Notemos que por nossa escolha, existe j; suﬁ-
cientemente grande tal que da seqiiéncia {zi} convergendo a z;,, zfll satisfaz que d(z Zl,z“) < 2,
logo

( 2 7’\) <l=e

chamemos entao
J1

J;jl - zil
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logo podemos escrever
d(a:jl,E) <l=¢

Em geral, dado ¢, = 271%1, fazendo o mesmo proceso, vamos achar i, = max{in_1,in—1}.
Tomando z;, e j, suficientemente grandes, j, > jn—1, eu obtenho, chamando

——
x5, = z;

n in

que

1
d(zj,,2) < on1 -~ n

Para conluir, devemos obter uma seqiiéncia convergente a z nas condig¢oes da definigao, isto é
cada x; tem que estar em K; para ¢ € N, mas isso é obtido completando a seqiiéncia da seguinte
forma, dado que j,4+1 > jn para todo inteiro positivo n, definimos

l . . .
Ty =z Jn < I < In+1 € Ly = Tjpyqs I = In+1

Logo por ser cada seqiiéncia uma seqiiéncia de cauchy, e por construcao, a seqiiéncia {z, }nen € uma
seqiiéncia de cauchy convergindo a z e tal que z; € K; para todo i, portanto z € K por definigdo,
obtendo assim que K é compacto. |

Agora, o que falta provar é que se eu tenho K,, — K, segundo a defini¢do, entdao K é pre-
cisamente o conjunto limite, mas isso decorre do seguinte resultado.

Proposicao 3.1.2 Seja {K,},. | uma seqiéncia de compactos, K compacto, K,, — K, z; € K;,
1 € N, tal que x; — x, entao x € K

Demonstragao: Notemos que como K é compacto, provar a proposigao é provar que d(x, K) = 0.
Entao, dado € > 0, existe n; inteiro positivo, satisfazendo que, se n > n; temos d(K,,K) < §. E
também temos que existe ny inteiro positivo, tal que se n > ny entao d(z,,x) < 5.

Tomando ng = max{ny,na}, obtemos que d(z, K) < §. Logo, como isso vale para todo ¢ > 0 e
K é fechado, temos o pedido. |

Temos entdo que as duas defini¢bes coincidem, logo vamos usar indistintamente uma notagao o
a outra.

Proposicao 3.1.3 : Seja {K,,} € uma seqiiéncia de compactos e coneros que converge a K, entdo
K € conexo.

Demonstragao: Caso contrario, K é pelo menos uniao de dois compactos disjuntos Kie f(g, cuja
distancia entre eles é é > 0, mas como a seqiiéncia de compactos converge, para um n sficientemente
grande, a distancia d entre K, e K; é menor que g, para ¢ = 1,2, com o qual obtemos, pela
desigualdade triangular, um contradigdo que prova nossa afirmacao. |

Antes de definir os conjuntos como os quais vamos trabalhar, vamos provar a seguinte afirmagao:

Afirmagao 3.1.1 : Se f € transitiva, entao todo ponto de A € nio errante.

Prova: A prova é clara. Dado xg € A e U aberto contendo o ponto, temos que, pelo fato de fter
uma orbita densa, existe ng € Z e zg € A tal que f™(zy) € U. Agora, tomemos V C U aberto,
tal que f”o (z0) nao esteja em V', agora como o0 mesmo f”o(zo) = gyo tem uma orbita densa, existe
mo € 7 tal que fmo (yo) € V, se myp > 0 temos o pedido, e se my < 0 s6 consideramos —my e
também obtemos nossa afirmacao. |
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Afirmagao 3.1.2 : Se Qq e Qs sdo conjuntos abertos e conexos tais que 1NNy # O e 0NN = 0,
entao {31 C Qs.

Prova: Seja x € 01 N Qs e seja y € 21 qualquer ponto nesse conjunto, como §2; é conexo, existe
a C Q ligando z e y, como aN Qs = ) temos que a C Iy obtendo assim o procurado. |
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Capitulo 4

O conjunto B

Para comecar, vamos lembrar a seguinte defini¢ao:

Definigao: Seja f : A — A um homeomorfismo que preserva orientagdo e as componentes de
fronteira, definimos em A o seguinte conjunto

B = () f"((~o0,0] x [0,1])

n<0

Notemos, novamente, pelo fato de (—oo, 0] x [0, 1] ser fechado e fum homeomorfismo, B é um
conjunto fechado.

4.1 Demonstracao do Teorema 1

Para comecar a demonstragao do Teorema 1 vamos introduzir os seguintes conjuntos em R X
[0, 1]. Dado um numero real a, seja:

Vo = {a} x [0,1] : V. = (—o0;a] x [0,1] VoE = [a; +o0] x [0,1]

a

denotamos por V, V=~ e VT os correspondentes a Vo, V" e Vy" e por V, V- e VT e V,, V- e V,F
os correspondentes em A.

Notemos que, dado que f é um homeomorfismo, f também o é. Definimos assim

B= /(")

n<0

que é fechado. E claro que L € ]?”(XA/*) para todo n < 0. Logo, como B ¢ ndo vazio e fé um
homeomorfismo temos que

B =fVI)n(\f'(v)cv n () J(V")=B (4.1)

Agora denotemos por B~ a componente conexa de B que contém L e por B~ o conjunto
correspondente na faixa que, por construcao, é a uniao de todas as componentes conexas ilimitadas
de B. Ele, em principio, pode ser vazio. Entdao o que vamos provar no Lema 4.1.1 é precisamente
que o conjunto B~ é nao vazio, mais ainda, vamos provar que intercepta V.

Notemos que B~ é fechado, pois B~ o é, e pelo falado na secao anterior, B~ & a unido de {—o0}
com um fechado, dai obtemos que B~ é fechado.

E também, no caso de ele ser nao vazio, temos que f(B~) C B™, por (4.1).

O que resta para provar do teorema 1 é, precisamente, que o conjunto B~ é nao vazio e que

17
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intercepta V', mas isso decorre do préximo lema e da afirmacgao posterior.

Lema 4.1.1 Seja f : A — A um homeomorfismo que preserva orientagdo, e as componentes de
fronteira, e fitemos o levantamento f : A — A. Suponha que para todo a < 0 existe un inteiro
positivo n tal que f*(V)NV," #0. Entao B~ NV # 0 (e o equivalente para a faiza: B~ NV #10).

Demonstragao: Dado NV > 0, tomamos a < 0 suficientemente pequeno tal que
n—mf{z>0 . )HV#@}

Note que o acima é certo, pois pela continuidade de f: se |a| € muito grande, as iteradas de V f
demoram mais tempo para atingir V. Agora, pela definigao de n e o fato de fpreservar orientacao,
temos que f I(Va) CV~,paraj=0,1,...,n—1le f”( 2)NV # (). O anterior implica que existe um
arco continuo, nao hmltado a esquerda F N C f "v,)ynveo (p01s f preserva orientagao), tal que
r N conecta L a V isto é, com um extremo em L e outro em V. Entao, para este arco I'y, tomando
1 <4 < n temos, pelo falado acima que fZ(I’N) c fHVvoYn five) Cf "‘”(Va_) cvT,
logo 'y C f ‘(V~) para todo i = 0,...,n. Passando & compactlﬁcagao temos FN - f ( ),
1 =0,...,n, portanto

n

f N C ﬂ f_Z(V_

i=0
com fN nv # (). O anterior implica que, fazendo N — oo temos que n — oo, logo, temos uma
seqliéncia de compactos e conexos {I'y}, N € N, todas com extremos em L e 17, logo, pelo provado
no inicio do capitulo, temos que a seqiiéncia posui uma subseqiiéncia convergente a um compacto e
conexo ' C A\, que conecta L com V. Pela construcao, temos que FcB ~, obtendo assim o Lema.
|

Afirmagao 4.1.1 : Se f € Homﬁ’;ans(A), entdo as hipdteses do Lema 4.1.1 sdo satisfeitas para
(f, f)-

Prova: O tinico que premsamos provar € que, se f é transitiva, entao para todo a < 0, existe um
inteiro positivo n tal que f"( )NV~ # (), lembrando que f preserva orientagao e componentes de
fronteira.

Suponha que existe a < 0, tal que para todo inteiro positivo n, f”(V) NV, =, notemos que,
como f preserva orientagao, o anterior implica que f”(zntV+) NV, =10

Como f é transitivo, possui uma orbita densa, ou seja, existe zg € intV™, tal que para algum
Jo €Z, fJO (x0) € intV," ou seja, pela continuidade de f, existe U C intV ™ contendo zq e fJO( )N
intV,~ # (). Por hipoteses jo < 0.

Pelo provado no capitulo 2, temos que todo ponto de fé nao errante, chamando Wy = ij(U) N
intV,~, temos que Wy ¢ diferente de vazio e é aberto, logo existe ig > 0 tal que f*(Wy) N Wy # 0.

Logo temos duas possibilidades: |ig| > |jo| ou [jo| > |io]:

e lio| > |jol
Se isso acontece, entdo temos que ig + jo > 0, entdo para zg € intV ', consideramos fio+j0 (z0),
sendo que f70(xg) € intV, e, pela escolha de ig, f077°(xg) € intV, , o que é uma contradigao.

e |jol > liol

Tomando o Wy definido antes, temos que W1 fZO (Wo)NWo # 0 (pode se supor que ig é o primeiro
inteiro posmvo para o qual isso acontece), e como todo ponto de A é nao errante, temos s que existe
i1 > 0 tal que Ws = f”(Wl) N W1 # 0, logo f“(Wl) N Wy # (), pois por construgao, Wi C Woe,
pela escolha,iy > ig (pois pode-se tomar 11 do mesmo modo que 20)

Em geral, definimos 4,, tal que fZ"( ) N W, # 0, e chamamos Wy,41 = fin(W, (N )N Wi, e temos
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que, por construgao WnH C Wn C ... C Wy, logo existe z,4+1 € Wl e também 2,11 € Wp.

Por ser f um homeomorfismo, temos que existe zg € Wy tal que z,11 = fo++in(z). Como
i; > ig para qualquer j, temos que existe um myg inteiro positivo e um z, € Wy satisfazendo o anterior
tais que ig + ... + img > |jo| € Zny1 :f0+"'+im0 (20) € Wy. Se consideramos kg = ig + ... + img,
e yo = f7(20) € intVT Temos que f*F70(yg) € intV,", o qual é novamente uma contradicio.
Logo todas as contradigoes vem de supor que existe a < 0 tal que para todo inteiro positivo n,

f”( )N V: = (), logo temos que se f ¢ transitiva, entao para todo a < 0, existe um inteiro positivo
n tal que fA(V)NV, #£10
Logo temos nossa afirmacao e portanto a prova do Teorema 1. ]

De aqui para frente, vamos considerar f € Hom!*"$(A) e tal que p(f |rxgiy) > 0 parai=0,1.

Note que B~ C B C V™ e como ]?(B) C B C V7, e p nas fronteiras é positivo pelo resultado 1.2,
B e portanto B~ nao intersecta R x {i}, i« = 0, 1. Além disso, B~ C A é um conjunto fechado, B~
intersecta V', limitado a sua direita, cujas componentes conexas sao ilimitadas (porque L € B™).

4.2 O conjunto w(B™)

Aqui, vamos comecar analisando o conjunto

-NUFG

n=0i=n

um subconjunto de A e seu correspondente conjunto na faixa

-N U7

n=01=n
contido em A.

Lema 4.2.1 w(B~) € um conjunto fechado, f mwvariante, cujas componentes conexas sao todas
ilimitadas.

Demonstragao: Vamos estudar primeiro o conjunto w(B ). Notemos que f(é_) C B, pois
caso contrario, como f ( ) L, terfamos que B n f ( ) #0, logo a uniao dos dois conjuntos seria
um conexo que contém B~ o qual nao acontece por defini¢ao de B~

Como f ¢ um homeomorfismo e B~ é fechado, temos que f"( *) é fechado, compacto (pois
fechado num compacto é compacto) e conexo para todo n inteiro positivo. Logo, por todo o anterior

= /"(B)
n=0

E uma intersec¢ao encaixante de conjuntos conexos e compactos, cuja intersegao é nao vazia (L esta
nessa 1nterse(;ao) Logo, a interse¢ao é conexa e compacta e pela forma COmMO escrevemos o conjunto
e o fato de f ser homeomorfismo, é claro que ele é f invariante pois f”( ) C B~ para todo n.

Entao
N N N o0 N N o0 . N o0 R R N R
FloB) =7 (ﬂ f”(B‘)> — N\ PE) = PB)N B~ =w(B)
n=0 n=1 n=1
e temos que w(B~) é [ invariante.
Agora, todo o anterior vale para w(B™), e como L € w(B™), temos, por ser ele conexo, que cada
componente conexa de w(B™) é ilimitada & esquerda. Assim, fica provado o lema. |
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Dado que B~ ¢ fechado, temos que w(B~) C B~ e portanto, o conjunto w-limite de B~ nao
intersecta as fronteiras de A, entao a idéia é provar que w(B™) é vazio. Entao definimos

Definigao: D é um conjunto nao vazio, fechado em A que satisfaz as seguintes propriedades:

e f(D)CD.

e D C (—00,0) x[0,1].

e Toda componente conexa de D ¢ ilimitada a esquerda.
e DNR x{i} =0,ie{0,1}.

e Z € D entao z — (1,0) € D.

Notemos que os primeiros quatro items sao satisfeitos por B~ e w(B™). Para o tltimo item, temos
que, dado z € B7, se I' é a componente conexa de B~ que contém Zz, I' é conexa, contida em B~
e ilimitada a esquerda, além disso, I' C fN”(V_) para todo n < 0, logo, pelo fato de ]? preservar
orientagao temos que I' — (1,0) C fn(V* - (1,0)) c fv”(V*) para qualquer n < 0, por tanto,
I' — (1,0) C B, é conexo e ilimitado a esquerda, logo ele estd em B~. A idéia para o omega limite
¢ a mesma, so trabalhar com a defini¢ao de w(B™).

Notemos uma conseqiiéncia importante da tltima propriedade, o fato de que B~ satisfaz B~ —
(1,0) c B™.

Agora vamos provar um resultado acerca de p(D) C A

Lema 4.2.2 : p(D) > S! x {0} ou p(D) D S* x {1}

Demonstragao: Suponha que o lema ¢é falso. Entao existem pontos pp € S* x {0} e p; € St x {1}
tais que {po,p1} Np(D) = 0. Como p(D)° ¢ aberto, existe e > 0 tal que Be(p;) Np(D) =0, i =0, 1.
Como

f(D)CD € pof(f,@:fop(f,@

temos que, por continuidade de f que

f(p(D)) C p(D) = f(p(D)) C p(D).

Como f é transitiva, f também o é, logo, pelo mesmo raciocinio feito depois do Lema 4.1.1,
existe N > 0 tal que

f_N(BE(pO>) N Be(p1) #0

e afirmamos que
FN(Be(po)) Np(D) =0

pois se isso ndo acontecesse, pelo falado acima, temos que f¥(p(D)) C p(D), com o qual obtemos
que B(po) Np(D) # 0, e isso contradiz a escolha do e.

Entdo, por tudo o que foi feito até agora, obtemos que f~V (B.(po)) UB.(p1) ¢ conexa e disjunta
de p(D). Logo podemos assegurar que existe um arco simples e continuo -, disjunto de p(D), cujos
pontos finais sio f~(pg) e p1.

Logo, tomando 5 uma componente conexa de p~!(7) em A, temos que ela conecta R x {0} com
R x {1}, sendo 4 um arco simples, continuo e disjunto de D. Como resultado de isso, temos que
5 —(i,0) N D = () para todo i inteiro positivo, e isto contradiz o fato de as componentes conexas de
D serem ilimitadas a esquerda, e obtemos assim o lema. |

Para finalizar esta secao, vamos provar um resultado que serd util na demonstragdo do teo-
rema 2.

Lema 4.2.3 : Seja f: A= Aunm homeomorfismo transitivo, {1 um aberto nao vazio em Z, e
suponha que Q C f(Q), entao Q é denso em A.
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Demonstragao: Suponha que {2 nao é denso, entao o conjunto G = f(2)\ {2 tem interior nao vazio.
Por construcao, temos que f_l(G) C Q e como f_”(Q) C Q para todo n inteiro positivo, obtemos
que f~™(G) C Q para todo n inteiro positivo, por tanto f~"(G) NG = 0. O anterior implica que
f"(G) N G = () para todo inteiro positivo n. Mas como G tem interior nao vazio, isso contradiz,
pela Afirmacao 3.1.1, o fato de f ser transitiva. |

Note que o mesmo resultado ¢ obtido se na hipoteses colocamos f(€2) C €.

4.3 Demonstragcao do Teorema 2

A idéia da demonstragao ¢ a seguinte: vamos supor que w(B™) # (), fazendo uso do Lema 4.2.2
vamos contruir um conjunto €2 aberto, satisfazendo as hipéteses do Lema 4.2.3, e dai, vamos obter
uma contradigao.

Suponha w(B~) diferente de vazio. Pelo Lema 4.2.2, vamos ter que p(w(B~)) D S! x {0} ou
p(w(B~)) D 8! x {1}. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que p(w(B~)) D S x {0}

Agora, como o ntimero de rotagao de f restrito a S! x {0} é estritamente positivo, temos que

existe o > 0 tal que p1(f(z,0)) > Z + 20, para todo = € R. Pela continuidade de f, podemos
escolher € > 0 suficientemente pequeno tal que

prof(Z,y) >T+0o V(z,9) € R x [0, €]
Como St x {0} C p(w(B™)), existe um numero real a < 0 (pois w(B~) C V) satisfazendo
w(B7)N{a} x [0,¢] #0

Do fato de w(B™) ser fechado, existe 0 < ¢ < € tal que o ponto (a,d) € w(B™) e, para todo ¥,
0<y<9d, (a,y) ¢ w(B7), ou seja, (a,0) é o ponto de w(B~) mais baixo no segmento {a} x [0, €].
Vamos denotar por v ao segmento {a} x [0,) (note que w(B~) Nv = 0).

Tomemos ©1 a componente conexa nao limitada de w(B~) que contém (a,d), e seja 2 a com-
ponente conexa de (©1 U )¢ que contém (—o0,a) x {0}.

Pela construgdo, 92 C ©1 U v, e pelo fato de f ser homeomorfismo e (©1 U v) fechado, temos

que 9f(2) C f(©1) U f(v). _
Além disso, dado que w(B~)Nv =0 e w(B~) é f invariante temos que:
e f(©1)Nv =10 pois f(O1) Cw(B™) (e, em geral, pelo mesmo motivo f(w(B~))Nv = 0).
e ©1 N f(v) = 0 pois, caso contrario, se z € O1 N f(v) pela invariancia de w(B~) terfamos uma
contradicgao.

e f(v) Nv =0 pela escolha do e.

Entao, dado que € é uma componente conexa de (©1Uv)¢ e ©1Uw é fechado temos que 2 é aberto,

0 que vamos provar agora é que 2 C f(£). N N
Observemos que, pelo feito acima, temos df(2) C w(B~) U f(v), e pela hipotese acerca do

nimero de rotagao de f na fronteira (—oo,a) x {0} C f((—o00,a) x {0}) C f(£2), logo 2N f(Q) # 0.

Agora, pelos items de acima, e o fato de f ser um homeomorfismo que preserva orientagdo com

nimero de rotagao positivo na fronteira, podemos assegurar que f(v)NQ=0e f(v)N Q£ 0.
Logo temos duas possibilidades (por ser w(B~) unido de componentes conexas e f invariante):

° .]?(@1) N = 1]
Entdo temos que, OﬂQ) NN = 0. Como (01 Uv)N fN(v) =0e f(v)NQ° # 0, pela continuidade
de f, obtemos que f(v) N = . Além disso, como f(©1) N ©1 = ), asseguramos também que

f(©1) N Q = 0, pois caso contrario, teriamos que f(w(B~)) Nwv # () o qual sabemos que nao
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acontece (pois f((a,d)) € f(©1), e qualquer entorno desse ponto tem intersecao nao vazia com f(v)

e isso implicaria o de acima), portanto provamos que (f(©1) U f(v))NQ = 0.

Agora, dado z € , existe (pois as componentes conexas e as componentes conexas por curvas
coinciden em /T) um arco continuo simples v com ponto inicial em z e ponto final em 29 € (—00,a) x
{0}. Note que, de (—o0,a) x {0} C f((—oc,a) x {0}) C f(2) & claro que 2z € f(92), e ja que
YN (©1Uwv) = (. Pelo que acabamos de provar v N (f(©1) U f(v)) = 0, logo v C f(2) (pois

caso contrario v tem que interceptar a fronteira de f(2)). Como z € Q é arbitréario, conluimos que

Qc f(Q).

L] f(@l) = @1
Notemos outra vez, que, como (01 Uwv) N f(v) = (), temos f(v) N o =, como f(a, 0) € Q° entéo
flo)ynQ=10.

Tomemos um arco continuo simples v como no caso anterior, dado que yN©1 =~y N f(v) =0,

entao ~y pertece a uma componente conexa de (01 U f(v))¢ como zp € v N f(2), (01U f(v))° =
(f(©1)U f(v)), f() e v sdo conexos, temos que f(£) e v pertecem A mesma componente conexa,
mas isso diz que todo ponto z € {2 é ponto de f(Q), portanto 2 C fv(Q)

Entao, por todo o provado acima, temos que §2 é aberto, 2 C f(Q) sendo que f é transitiva,
concluimos, pelo Lema 4.2.3, que 2 é denso em ;L mas isso é uma contradicao, pois  C V7. A

contradi¢ao seguiu da suposigao de que w(B™) é nao vazio, fica provado o Teorema 2.

4.4 Demonstracao do Teorema 3

Para provar o Teorema 3, vamos provar antes um lema, e o Teorema saird como corolario desse
lema

Lema 4.4.1 Eriste um inteiro positivo Ny tal que fN*(B~) C B~ — (1,0)

Demonstragao: Ja sabemos do Teorema 2, que w(B~) = (), como w(B~) = (2, f(B), e
B~ c V7, afirmamos que existe N7 > 0 tal que para todo n > N se satisfaz f"(B~) C V_,. Pois
caso contrario, temos que para todo inteiro positivo n se cumpre que f”(B )N (V_+27) # () e isso
contradiz o fato de ser w(B~) = (). Entao dado que existe Ny, temos que le (B7)+(1,0) cV—,

logo, das propriedades de B~ e o fato de f preservar orientagdo, podemos escrever
FOUNBY) +(1,0) = FMH(BT) +(1,0) € f¥1(B7) +(1,0)

Isso diz que o conjunto f~¥1(B~) + (1,0) é positivamente invariante. Além disso, como MNB)
B~ suas componentes conexas sao ilimitadas, logo as de N1 (B7) +(1,0) o sdo, mas isso s6 acon-
tece se fN1(B~) 4 (1,0) C B~ provando assim o lema. [ |

Agora notemos que, como le (B7) € B~ —(1,0), considerando k inteiro positivo temos, por
un argumento inductivo que

f*NY(BT) € BT = (k,0)

E claro que eu ndo posso assegurar a existéncia do nimero de rotagao para qualquer z € B, mas
eu posso limitar superiormente, para qualquer ponto nesse conjunto, seu posivel valor. Lembremos
que a expressao usada para calcular o nimero de rotagao é a seguinte

n("®) -»E)

n

e o valor é obtido tomando o limite de n tendendo a infinito. Para limitar superiormente este
valor, vamos calcular o limite superior da seqiiéncia a,,, lembrando que, se eu tenho uma seqiiéncia
b, qualquer, defino ¢ = sup,,>.(by) e limsup,,_,. b, = inf, (supg>n(ax)) = inf, ¢ e que, pelas
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propridades do supremo cpy1 < ck.
Por o feito acima, s6 precisamos considerar que acontece a partir de certo n inteiro positivo.
Seja entao n = Nj.

Primeiro, notemos que para r = 0,1,..., Ny — 1, a funcao h(z) =

@) — E‘ e continua, e para

qualquer T € A satisfaz que h(Z) = |p1(f7(Z)) — p1(¥)| < L para algum L > 0 fixo e para todo r
em {0,1,..., N1 — 1}(o anterior sai de considerar h definida em [0, 1] x [0, 1] para cada r, logo pela
continuidade num compacto obtemos que, para cada r, h é limitada, e s6 tomamos L o maior desses
valores).

Agora, podemos escrever (pois estamos considerando n > Nj), n = kNj +r com 0 < r < N;
k > 0, logo para qualquer z € B~

(@) @ _p("@) - (@) + 01 (@) - (@)

e como n = kN7 + r temos que o anterior é igual a

pi (T (N @) = i (PN@) + (PN (@) — 91 (3)

n
e pelo feita anteriormente temos que
p(f (N @) = p (@) + (@) (@) L Lk 1
n ~“kN1+r  kNy+r Ny
Dai, pelas propriedades do limite superior concluimos a demonstracao de Teorema 3. |

4.5 Demonstracao do Corolario 1

Por ser f transitiva, como ja sabemos, todo ponto de A ¢ nao errante, logo pelo Teorema 3 e os
resultados em [4], se f ndo tem pontos fixos na fronteira, o 0 esta no interior de p(f). [ |

4.6 Propriedades de p(D) C A

Para a definigao do conjunto D, olhar a segdo 4.2. Consideramos aqui ftransitiva, e movimen-
tando os pontos da fronteira de A estritamente para direita.

Nesta secao, apresentaremos dois resultados acerca do conjunto p(D) no anel, que serdo de muita
importéancia na demonstracao do Teorema 4.

O primeiro dos lemas fala acerca do que acontece se p(D) nao é denso no anel, ou, o que é o
mesmo, se p(D) # A.

Lema 4.6.1 : Se p(D) # A, entao (p(D))¢ é um conjunto conexo e denso em A, mais ainda,
(p(D))¢ contém uma curva fechada simples, homotopicamente ndo trivial em St x (0,1).

Basicamente, o que diz o lema, é que se a projecao de D nao é densa no anel, entao seu comple-
mentar é denso, e além disso, contém uma curva que separa as componentes do bordo do anel.

Demonstragao: Notemos que

f(p)c D =p(F(D)) cp(D)

mas como p o f: f op obtemos

f(p(D)) C p(D)



24 O CONJUNTO B™. 4.6

Mas pela continuidade de f, também temos que f(p(D)) C p(D) Agora, como f é um homeomor-
fismo satisfazendo o de acima e (p(D))¢ = A\ p(D) temos que

£ (D)) = A\ £ (p(D)) > A\ p(D) = (p(D))*

Logo, pelo Lema 4.2.3 temos que (p(D))¢ é denso em A.

Agora, seja E uma componente conexa de (p(D))¢, e suponha que nao exista v C E como no
enunciado do lema, entdo, afirmamos que p~!(E) ndo é conexo. Caso contrério, se 7 € p~}(E),
como ele é conexo, T — (1,0) € p~1(E), logo podemos construir v ligando Z e 7 — (1,0), v C p~ 1 (E),
e isso contradiz a suposigao. Logo, existe um conjunto Ejp; C /~1, tal que p(Eyp) = E, sendo
Eji ¢+ conexo e aberto (isso como consequéncia de p ser uma aplicagao continua). Entao, pelo falado
acima, podemos escrever

+0o0
P E)= | (Bup+(i,0))

i=—00

Agora, como f ¢ transitiva e f=! ((p(D))¢) C (p(D))¢), existe um primeiro inteiro N > 0, tal que
f NM(E) C E, isso ¢é claro, pois f~™(E) C (p(D))¢ logo, ou a intersegio com E ¢ disjunta, ou
f7™(FE) esta contido no proprio E, pois estamos trabalhando com componentes conexas, também
é satisfeito que f~*(E)NE = parai € {1,2,..., N — 1}, ent@o, resumimos o anterior em
fii(Eh-ft) Np~Y(E) = () para todo i que nio ¢ miltiplo de N
FN(Eiift) C Epigt + (o, 0),
N para algum inteiro fixo i, portanto
fk'N(Eh-ft) C Eift + (k.i9,0), para todo inteiro k < 0.

Agora vamos provar que o anterior nao pode acontecer. Suponha ig > 0. Como ftem uma oOrbita
densa, existe Z € Ejz — (1,0) tal que fY(2) € Ej, onde, pelo ja feito antes, posso supor [ > 0.
Entdo temos que f' (Eyp — (1,0)) N Eype # 0 logo

f (Elige) N (B — (1,0)) #0

O que contradiz nossa afirmacao anterior, pois ig é maior que 0. Como o mesmo é valido se escol-
hemos i¢p menor que 0, obtemos uma contradi¢ao, que provem de supor a nao existencia de = nas
condigdes do lema. Logo toda componente conexa E C (p(D))¢ contém uma curva fechada simples,
homotopicamente nao trivial vg.

O tnico que resta a provar é que (p(D))¢ possui uma tnica componente conexa, mas isso sai
do fato de que, pela transitividade de f, f~'(yg) Nye # . Caso contrario, sejam %JEr e vg as duas
componentes conexas de (vg)¢, se f~1(yg) Nye = 0, entdo a imagem de uma das componentes
conexas, suponha yg, satisfaz que

) <
O qual contradiz a transitividade de f, pois os pontos em VE nunca ficam fora desse conjunto (Lema
4.2.3). |

Agora seja
e C (p(D))° = {81 x {0};8" x {1}}

uma curva fechada, simples, homotopicamente nao trivial. Vamos dar una definicdo mais formal
das componentes conexas de (yg)°. Como sao duas componentes conexas, definimos vy, como a
componente conexa de (vg)¢ que contém S' x {0} e v{ como a componente conexa de (vg)¢ que
contém St x {1}.

Concluiremos esta se¢do como o seguinte lema

Lema 4.6.2 : Seja I' uma componente conexa de D, se p(D) # A, temos que
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se p(T') C v, entao p(T') D ST x {0}
se p(T') C v, entio p(T) D ST x {1}

Demonstragao: Notemos que como p(I') C p(D), entdo p(I') C p(D) e (p(I"))¢ D (p(D))°. Logo,
(p(I'))¢ & aberto e contém um conjunto conexo e denso, logo, pelo mesmo raciocinio do teorema
anterior, (p(I"))¢ é aberto, conexo e denso.

Agora suponha m C vg (aidéia para o outro caso é a mesma). Como g é fechada. simples e

homotopicamente nao trivial, contida no interior do anel, é claro que p(I') N S* x {1} = (). Suponha
que o lema nao vale. Como (p(I'))¢ é aberto e conexo, temos que, se p(I') ndo contém S! x {0}, entao
existem pp € S' x {0} e € positivo tal que Bc(pg) N p(T') = 0. Portanto, pelo feito no lema 4.2.2,
existe o um arco no anel, como pontos extremos em py € S! x {0} e p; € S x {1} satisfazendo que
aNp(T) = 0. Mas todo o anterior implica que

p Ha)NT =0

Agora, como cada componente conexa de p~1(«a) é fechada, e une pontos na fronteira da faixa, isso
contradiz o fato de I ser ilimitada a esquerda. Obtemos assim uma contradi¢do que prova o lema.ll
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Capitulo 5

Da estrutura de D C A

Comegamos lembrando as propriedades que satisfaz o conjunto fechado e nao vazio D:
e f(D)CD.
e DCV™.

e Toda componente conexa de D ¢ ilimitada a esquerda.

DNR x{i} =0,:e{0,1}.

e Z € Dentao 7 — (1,0) € D.

5.1 Resultados preliminares

A idéia desta secao, é definir uma relagdo de ordem nas componentes conexas de D, e considerar
certas possibilidades que podem acontecer nestas componentes conexas, mais precisamente, consid-
eramos o caso em que a projecao sobre o anel é ou nao é injetora.

O trabalho a realizar vai ser um pouco mais geral, e vai permitir definir um ordem nos conjuntos
fechados conexos ilimitados de V'~ que tem complementar conexo. Vamos comegar provando certos
resultados que serao de utilidade em nossa definicao de ordem.

Proposigao 5.1.1 : Seja I' uma componente conexa de D, entdo I'C possui sé uma componente
conexa, a qual € ilimitada.

Demonstragao: Lembremos que I é ilimitada a esquerda, ' C V—, e TNR x {i} = () parai =0, 1.
Logo é claro que existe uma componente conexa ilimitada de I'® que contém int(V "), R x {0} e
R x {1}.

Suponha agora que I'“ tivesse outra componente conexa, denotada por €', contida em V. Como
C C I'°, sua fronteira tem que estar contida em I'. Pelas propriedades de D, f*(I') C V™ para todo
inteiro positivo n. B _ _

Como 9C C I' C V™ e f & um homeomorfismo, temos que df(C) C f(OC) C V™ e pelo fato
de f preservar orientagao, temos que f(C) C V~. Mas isso, pelo mesmos argumentos trablhados
antes, contradiz o fato de ter f uma érbita densa, pois os pontos de C' permanecen em V'~ ao longo
de iteradas positivas de f. Esta contradi¢cao prova a proposigao. |

Definigao: Para uma componente conexa I' de D, definimos
mr = sup{z € R : (z,7y) € I para algum y € [0, 1]}.
Da defini¢ao anterior, consideramos o seguinte conjunto conexo e fechado

T U {mr} x [0,1]

27
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Claramente, seu complementar possui, pelo menos, duas componentes conexas abertas e ilimitadas
em (—oo, mr) x [0,1], uma denotada por I'jyy,, que contém (—oo.mp) x {0} e a outra, denotada
Lup, que contém (—oo,mr) x {1}. E claro que existe a possibilidade de (I' U {mr} x [0,1])¢ ter
outras componenetes conexas ilimitadas, mas s6 estas duas componentes conexas ilimitadas nos
interessam, devido & seguinte afirmagcao:

Afirmacgao 5.1.1 : Dada uma componente conexa I' de D, se © € um conjunto fechado e conexo,
ilimitado a esquerda, que satisfaz ©NT =0 e © C (—oo, mr) X [0,1], entdo © C T'yp 0ou © C T gpun.

A prova da afirmacao anterior vai ser feita imediatamente depois da prova do Lema 5.1.2, que prova
um caso mais geral do anterior.

A idéia agora é definir uma relacdo de ordem nas componentes conexas de D, mas o trabalho
vail ser mais geral, isto é, vamos definir uma relagao de ordem sobre os conjuntos conexos, disjuntos,
fechados e ilimitados a esquerda de V' ~, com complementar conexo. O motivo par fazer isso é que,
ainda que tivesemos I'1, 'y duas compoenentes conexas de D, f(I'1) e f(I'z) podem pertencer a
uma mesma componente conexa. Entao é preciso definir uma relagao de ordem mais geral, e vamos
mostrar que f preserva a ordem.

Comecamos tomando I' C D uma componente conexa e a < 0 tal que V, N T # (.
Consideramos

reempe =1¢N ((—o0,a) x [0,1])
Entao

Lema 5.1.1 : ['“"P% tem, pelo menos duas componentes conexas abertas, uma denotada por
tdown que contém (—oo,a) x {0} e a outra, denotada por Iy ,,, que contém (—oo,a) x {1}.
Demonstragao: Suponha que o lema é falso, Entao (—oo,a) x {0} e (—o0,a) x {1} estdo na mesma
componente conexa, e existem P € (—00,a) x {0}, Q € (—o00,a) x {1}, e um arco continuo simples
n € TmP% com pontos finais P e Q. Logo, pela construgao n C (—oo,a) x [0,1], e n° tem duas
componenetes conexas em (—oo,a) x [0,1]. Como I'Nn =0, TNV, # 0 e I' ¢ ilimitada a esquerda,
temos que I' esté contida nas duas componentes disjuntas de 1°, o que contradiz a conexidade de
I", e prova o lema. |

Vamos provar um resultado acerca das componentes conexas de D e sua interse¢cao com o0s
segmentos verticais da forma V.

Proposigao 5.1.2 : Seja I' C D uma componente conexa de D, e seja a < 0 tal que V, intersecta
I'. Entao I' NV~ tem, pelo menos, uma componente conexa ilimitada, que intersecta V.

Demonstragao: Como antes, vamos considerar a L — R compactificagao de E, denotada por g, e
qualquer elemento em A sera denotado com o A acima.

Seja agora zn €T 'n V,” uma seqiiéncia tal que p1(z,) — —00 quando n — o0, ou, o0 que é o
mesmo, z, — L em A. Lembremos que Teé conexo, intersecta V e contém L. Notemos que, no
caso mais geral, I' NV~ pode ter mais de uma componente conexa, alguma das quais podem até
nao ser ilimitadas, agora, é claro que as componentes conexas ilimitadas de I' MV~ intersectam V,,
pois caso contrario, se M é uma componente conexa propria e ilimitada de I'NV,” que nao corta V,
temos que M NT'\ M = (), mas isso implica que I" ndo é conexo, o qual é uma contradigdo. Também,
pelo mesmo motivo, se eu tivese uma componente conexa de I'NV,~, N, limitada, N intercepta V.

Pelo falado acima, cada Zz, pertence a uma componente conexa de I' N V,~, chamada I';,, que

~

intercepta V,. Como ja provamos no comenco do trabalho, existe uma subseqiiéncia {I‘m} conver-

gente a um elemento f*., com a propriedad de que [* contém L (pela escolha da seqiiéncia z,,), e
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intercepta YA/a.

O que falta provar e que ['* c T. Notemos fm — f*, implica que para todo € > 0 e n; suficien-
temente grande um § entorno de fn contém T*. Suponha que T'* ndo esteja contida em f logo
por ser I fechado, temos existe B, (p) tal que Be,(p) NT = 0, para algum p € I'* e algum €y > 0.
Sendo que Beo( D) é a bola métrica com a distancia euclidea usual. Mas tomando n; suficientemente
grande, pelo falado acima T*e Fn estao contidos num % — entorno U de Fn , mas isso implica que
a distancia de p a [’ é menor que a distancia de p a Fnj que é menor a 9 o qual contradiz a escolha
do ¢, logo tomando uma componente conexa de I'* que intercepte V, temos a proposigao provada.l

Vamos definir os seguintes conjuntos, I'y gown € I'a,up do seguinte modo

a downda forma (av 37)}
da forma (a,y)}

Lo down = T gounU{todos os pontos em I
Loup = Fa up U {todos os pontos em OT

a,up

E como notamos antes, se I' ¢ uma componente conexa de D, a qual intersecta algum V,, é posivel
que I' NV, tenha mais de uma componente conexa ilimitada, entao denotamos por

[’ N V,"] = Unido de todas as componentes conexas ilimitadas de 'NV,".
Os seguintes resultados mostram o caminho para definir a relagao de ordem procurada

Proposigao 5.1.3 : Sejam a,b < 0, tais que b < a, e seja I' uma componente conexa de D que
intersecta V. Entao I'y gown C adown € Tbup C Layup-

Demonstragao: Vamos trabalhar com I'y goun, a outra inclusao é provada da mesma forma. Seja
Z € 't down- Por definicao de I'y goum, existe um arco continuo simples § que conecta z a py €
(—00,b) x{0}. E claro que podemos escolher 6 de forma que 0NT = e & C Ty gown C (—00,b) x [0, 1].
Como a > b, temos que o tnico que fica de 0 N ITy gown ¢ ONT, mas 6 NT = . Como poy € Ty down,
obtemos que 6 C I'y gown, dado que z é arbitrario, e as componentes conexas por curvas sao as
componentes conexas em D, provamos que I'y gouwn C I'q down, que era o resultado procurado. |

Sejam agora I'y e I's duas componentes conexas distintas de D, e V, tal que V, N Ty #
entao temos que:

Lema 5.1.2 : Uma e s uma das sequintes possibilidades € satisfeita:
[FQ N Va_} C Fla,down ou [FQ N Va_] C Fla,up-

Demonstragao: A idéia geométrica do lema é simples, dadas duas componentes conexas de D,
se algum segmento da forma V, intercepta I'1, entdo todas as componentes conexas ilimitadas da
intersecao de I's com o segmento V,, estao contidas na componente conexa de Fcomp ™ que contém
(—o0,a) x {0} ou estao contidas na componente conexa que contém (—oo, a) X {1}

A idéia da demonstragao, é provar, primeiro que [I's NV, | C I'14 down U '1a,up, € logo, provado
isso, supondo que existem componentes conexas em I'14 gown € '1qup achar uma contradicao que
prova o buscado.

Vamos provar que [I's NV,;"] C I'igdown U I'a,up. Suponha que isso nao acontece, entdo existe
uma componente conexa ilimitada de I'y NV, ", denotada por I'5, contida numa componente conexa
de T{°"P*, diferente de I'14 down € T'1a,up- Denotemos essa componente conexa por ' mid.

Fixemos p € T'5. Como p ¢ T'y, existe € > 0 tal que B.(p)NI'; = ). Agora, tomemos o/ C Rx (0, 1)
uma curva simples e continua que conecta p como o ponto (1,0.5) (note que (1,0.5) ¢ V™), e va-
mos tomar o tal que ela esteja contida em I'{. Lembremos que I'{ é aberto, conexo e contém p e
(1,0.5). Para favorecer nossa construgao, dado que I'{ O (0, +00) x [0, 1], vamos também a tomar
o/ satisfazendo que o/ N (1, 4+00) x {0.5} = 0.

Feito o anterior, vamos definir a como o arco continuo simples dado pela semirecta [1, +00) x {0.5},
mais uma parte continua de o/, com pontos finais (1,0.5) e algum ponto em I'; de modo que aNT
consista s6 do ponto final da parte continua de o’ que nao é (1,0.5) (obviamente, por nossa escolha
e todo o falado acima, esse ponto nao pode ser p).

Por construgao, o conjunto a UT'} tem as seguintes propriedades:
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e a UT'} & conexo, fechado e disjunto de R x {0} e R x {1}.

e R x {0} e R x {1} estdo em diferentes componentes conexas de (o UT'}).

e « ¢ limitada a esquerda, ou seja, existe M > 0 tal que para todo z € a, p1(z) > —M.
e (UTH)NTy =0.

A menos obvia das propriedades é a terceira, mas sai do fato de I'g ser limitado a direita.
Agora, escolha b < a tal que o C Vbj-l Pela proposicao 5.1.3, temos que I'1p down C I'a,down €
2

T'pup C Tg,up. Por a suposigao feita ao comengo temos que
P; N (Flb,doum U I‘lb,up) = @

Pelas propriedades dos conjuntos, podemos escolher 8y C I'1pgown € B1 C I'1pup arcos continuos
simples satisfazendo o seguinte:

e [y conecta um ponto de (—oo,b) x {0} a um ponto de I';.
e (31 conecta um ponto de (—o0,b) x {1} a um ponto de I';.

E claro que podemos tomar 8; C V,, i = 0,1. Entdo, por construcdo de a e a escolha de b, a
seguinte implicagao

(5()U,31)QF§=@E}(,30U51)CV()_?(ﬁoU,@l)ﬁazw.

Logo, como I's NI’y =0 e anNTy = (), temos que o conjunto Sp UT'; U 1 é um conjunto conexo,
fechado e

(BoUTHUB)N(UTE) =0

Mas o UT; U 1 contém pontos de R x {0} e R x {1}, e isso contradiz o fato de Sy UT'; U f; ser
um conjunto fechado, conexo, e R x {0} e R x {1} estar em diferentes componentes conexas de
(e UT%). Esta contradicdo mostra que

[Fg N Vai] C I‘1(1,doum U I‘10,,up-

Provado o anterior, vamos supor que para I'5, I'5* C [FQ N V{], temos que I'5 C I'ig gown € I'5" C
Pla,up-

Fazendo a mesma construgdo que antes, existe uma curva continua simples @« C R x (0,1),
que contém [0, 4+00) x {0.5} e conecta algum ponto de I'; ao ponto (1,0.5), de modo que a C I'§
e intersecta I'; so no seu ponto final diferente de (1,0.5). Outra vez, por construgao, temos que
R x {0} e R x {1} estao em diferentes componentes conexas de (awUT'1)e.

Agora, novamente, escolha b < a tal que a C Vbj_l. O fato de ter I';,I'5" C [Fg N V2_], e a
demonstracao da Proposi¢ao 5.1.2, implica, ja que b < a, que I'5 e I'S* interceptam V3, e portanto
[F; N V};} e [Fg* N Vb_] sa0 nao vazios, e pelo ja feito, temos que

[Fz N ‘/b_] U [Fg* N VE,_] - 1—\lb,down U F1b,up

Suponha que [F’Q‘ N Vb_] NT1p,up # 0, logo temos que I's NIy, # 0, 0 que implica, pela Proposi¢ao
5.1.2, que T5NT1q.up # 0, 0 que, pela escolha de I's, ¢ uma contradigao. Logo [T5 NV, | NT1pup = 0,
logo também temos que [F;‘* N Vb_] N T1pdown = 0.

Entéao, podemos tomar /3y um arco continuo simples, com pontos finais em I'; ¢ (—o0,b) x {0},
totalmente contido em I'1p gown. E B1 continuo simples com pontos finais em I'5* e (—o0,b) x {1}
contido totalmente em I'yp . Agora, Bo UI'o U By é um conjunto conexo, fechado, contendo pontos
de R x {0} e R x {1} e, por construgao

(BouT2UB)N(aUTy) =10
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A qual da a mesma contradi¢ao de antes, provando o Lema. |

Vamos provar agora, usando o lema anterior, a afirmagao 5.1.1, feita ao principio do capi-
tulo. A prova sai de considerar V, = V,,,., e note que, no lema anterior, o fato de I'y e I'y pertencer
a D, é para assegurar que ambos conjuntos sdo conexos, fechados, disjuntos e contidos em V
mas as hipoteses da nossa afirmacdo, implica que © e I' satisfazem as propriedades pedidas para
Va = Vinp. Agora, por nossa escolha (e por construgao) temos que [@ N Vﬂ;F] C I'mp,down = L'down
ou [0NV,; ] C Trmpup = Lup. Mas como ©NT =0 e © C (—oo,mr) x [0,1], sendo ele fechado,
obtemos [© NV, | = ©, provando assim a afirmacao 5.1.1.

Lembrando que nosso objetivo é definir uma relagao de ordem sobre as componentes conexas
de D, temos que os resultados anteriores serviram para justificar a seguinte definigao.

Definicao: Sejam I'y e I'y diferentes componentes conexas de D, e a < 0 tal que I'y e I'y in-
terceptam V,. Dizemos que

'y <, T'p se [FQ N Va_] C I‘1a,down

2

O proximo passo, é mostrar que a definicdo anterior, é precisamente uma boa definicdo para a
relacdo de ordem procurada. A primeira cosa que vamos provar é que a definicdo independe de a,
e s6 precisamos que V, intercepte I'; e I's. Para isso vamos provar o seguinte:

Lema 5.1.3 : Dadas 'y e I's componentes conexas distintas de D, e a < 0, tal que Vo, NT; #
(1 =1,2), temos que se cumpre uma e s6 uma das sequintes possibilidades:

Ty <,T71 ouly <419

Demonstragao: Do Lema 5.1.2, temos que [I's NV, | C T'igdown ou 2NV, ] C I'igup. No
primeiro caso, por defini¢ao temos que I's <, I'1. Logo, s6 temos que provar que, se [I's NV, | C
I'a,up, entao I'y <4 I'a.

Como, pelo Lema 5.1.2 [I'1 N V] C T'ag down ou [I't N'V,7] C T'aq up, vamos supor que [I'o N V,7] C
Iigup € que [I'1 NV,7] C Tygup, a idéia é achar uma contradigao. Entéo, supondo o anterior, vamos
trablahar na mesma forma que no Lema 5.1.2.

Comegamos tomando um arco continuo simples & C R x (0, 1), como na demonstragao do Lema
5.1.2, de modo que o C I'§ e intercepte I'y s6 no ponto final de o que néo é (1,0.5). Outra vez,
temos que (aUT'1) é um conjunto fechado conexo tal que R x {1} e R x {0} est@o em diferentes
componentes conexas de (aUT'1)C.

Como [I'a NV, C T'igup, existe um elemento I'; € [I'a N V7], que, por definicao, é fechado,
conexo, ilimitado a esquerda, e I'S C I'14 4. Novamente, tomemos b < a tal que oo C Vbil-

Notemos que, da demonstracao do Lema 5.1.2, obtemos que [F; N Vb_] C T'1pup,¢ podemos
escolher um arco continuos simples 31 C I'1p 4 que conecta um ponto de I'; a algum ponto em
(—o0,b) x {1}. Além disso, por construgao, temos que 51 NI = 0.

Agora, da nossa suposicao, temos [I'y N V| C I'gqup, entdo temos a seguinte:

Afirmacao 5.1.2 : Eziste um numero real ¢ < b tal que (I't N V.") N T2q down = 0.

Prova: Suponha a afirmagao falsa, logo temos uma seqiiéncia de pontos z, € I't NT'24 down tais que
p1(zn) = —o0 se n — oo (note que o anterior é certo pois estamos supondo a afirmagao falsa), ou
equivalentemente, z,, € Ae 3z, — L. E claro, pelo mesmo argumento de antes (Proposigao 5.1.2),
que cada z, pertence a uma componente conexa de Ti N f/\'a’, denotada fl,n que por construgao
satisfaz fl,n - f2a7down.

Agora, como na Proposicao 5.1.2, escolhendo uma subseqiiéncia fl,m convergente a T* obte-

mos que ™ c fl, L ecT* e por construgao T c fgaydown, e do Lema 5.1.2 concluimos que
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[(T'1 NV,7)] C T'2q,down, © que contradiz o fato de ter [I'y NV, 7] C I'yqup € prova a afirmacdo. M

Da afirmacao 5.1.2, escolhemos ¢ < b satisfazendo o anterior, entao temos I'sc gown C T'2p,down
logo temos que I't N Tac gown = (POIS T'ocdown C T'2a.downs € ('t N VE) N Tag down = 0, logo da
definicao dos conjuntos I'sc down € I'2q,down implica o anterior).

Entao, existe um arco continuo simples [y, que conecta um ponto de I's a algum ponto de
(—00,¢) x {0}. Note que podemos escolher 3y de modo que Sy N T’ é um extremo de [y, denotado
mo, € Bo \ {mo} C T'acdown, obtendo, pelo trabalhado acima, que Sy N T = 0.

Tomando o conjunto conexo e fechado (8y UT'2 U 31), temos que ele contém pontos de R x {0}
e de R x {1} e, além disso, por construgao

(BouUT2UB)N(aUTy) =10

E obtemos assim a mesma contradi¢gao que no Lema 5.1.2, e issa contradi¢ao prova o Lema 5.1.3.1

Entao, notemos que, até agora, provamos que se V, intercepta I'y e I'9, sendo estas compo-
nentes conexas de D, temos I'y <, I'1 ou I'1 <, I's. Vamos provar no préximo lema, que essa ordem
independe da escolha de a.

Lema 5.1.4 : Sejam 'y, 'y duas componentes conexas diferentes de D, e sejam a,b < 0 tais que
Iy e 'y interceptam V, e Vy,. Entao temos o sequinte

' <. T <1
FQ <a Fl <:>F2 b Fl

Demonstragao: Suponha que b < a e I'y <, I'1, por definicao [I's N V7] C I'14 down- Logo, da afir-
macao 5.1.2, o conjunto (I'2NV,;") N4,y € limitado. Como (I'2NV, ") € (T2NV,") e Tipup C Ciaup
temos que (I'2NV,~) NIy 4, ¢ um conjunto limitado, como o qual obtemos que [Fz N Vb_} C ', down
que por defini¢ao implica I'y <p I'y.

Se I'y <3 I'1, por definicao [Fg N Vb_} C TI'ib,down, como b < a, temos [Fg N Vb_] C [anV,]
(isso olhado como conjuntos) e I'ip gown C I'a,down, 1080, claramente temos [I's N V"] C I'ig down,
pois alguma componente conexa ilimitada de [Fg N Vb_] tem interse¢ao nao vazia como I'vg gown, €
issa componente forma parte de uma componente conexa ilimitada de [I's N V"], logo o Lema 5.1.2
implica o afirmado, obtendo que I's <, I'1. Provamos assim o Lema, pois a outra equivalencia é
provada da mesma forma. |

Para concluir com as propriedades de ordem, precisamos provar o seguinte Lema.

Lema 5.1.5 : Se I'y, 'y, I's sao componentes conexas de D, a < 0 tal que V, intercepta I'1, I's,
I's, e elas satisfazem que 'y <, I's e I'y <, I's, entdo I'y <, I's.

Demonstragao: Por a hipoteses do lema, temos que [I't N V| C I'ag down € [T'2 NV, ] C I'sq.down-
Notemos que do Lema 5.1.2 e da demonstragdo do Lema 5.1.3, obtemos que, se © e A sdo duas
componentes conexas de D interceptando Vg, o fato de [© N'V,"] C Ay down, implica que [ANV,] C
Og,up- Desta tltima observacao, obtemos T'o NV, | C T'igup, € 3NV, ] C T'aqup. Logo, pela
afirmacao 5.1.2, tomamos b < a tal que as seguintes afirmagoes sao satisfeitas:

I'snN Vb_ C FQb,up

rhn VE,_ - I‘267down

DY ‘/b_ C FSb,down
Agora suponha que 'y gown nao esteja contida em I'sp jouwn, 10go existe um arco continuo sim-
ples a C Ty gown conectando um ponto de (—oo,b) x {0} com um ponto p & I'spgown, cOmo
(—00,b) x {0} C I'sp down temos que a intercepta OI'sp gown C I's, logo « intercepta I's, e dado que
a C (—o0,b) x [0,1] (pois @ C I'gp down), obtemos aN ('3 NV,”) # 0. Mas da primeira linha das
inclusoes de acima, obtemos que o N T'gp 4, logo obtemos que o C T'op gown € N T4y # 0, 0 qual
¢ um contradi¢ao, portanto I'ap gown C I'spdown 0 que implica que [I't NV, C I'sp gown, 0 qual da,
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por definigdo que I'y < I'3 que era o que queriamos provar. [ ]

Provado este tultimo lema, estamos em condigoes de definir uma relacao de ordem sobre as com-
ponentes conexas de D. Mas notemos a hipétese de que os conjuntos eram componentes conexas
de D foi para assegurar que eles eram disjuntos, ilimitados a esquerda, contidos em V'~ e como
complementar conexo, logo, todo trabalho feito até aqui pode ser aplicado diretamente sobre as
hipoteses uma familia de conjuntos fechados, disjuntos, conexos, ilimitados a esquerda, contidos
em V7~ e com complementares conexos. A proxima definicdo é mais geral, e aplica-se como caso
particular sobre as componentes conexas do conjunto D.

Definigao: Sejam © e A conjuntos fechados disjuntos, conexos, ilimitados a esquerda, contidos
em V'~ com complementares conexos. Dizemos que

0 <A
se para qualquer, e portanto para todo a < 0 satisfazendo que V, intercepta © e A se cumpre que
[@ N Vai} - Aa,down-

Como ja falamos acima, a definicado anterior se aplica no caso particular das componentes conexas
de D, e o trabalho até o final da segao, sera sobre as componentes conexas de D, para provar que,
sobre elas, f preserva a ordem definida. Para isso vamos provar mas alguns resultados, e usar a
defini¢ao dada acima. O motivo para usar a defini¢do anterior ¢ porque, sendo I'; e I'y componentes
conexas de D, pode acontecer que f (Fl) ef (Fg) estejam na mesma componente conexa, mas elas
continuarao satisfazendo a definigao anterior, e portanto estarao ordenadas, isto ¢, provaremos que
f preserva a ordem, ou seja se I'y < I'; entao f(Fg) =< f(Fl)

Definic¢ao: Denotamos por I't & componente conexa de D que contém f(F), isto é, f(F) cT.

Lema 5.1.6 : Sejam I'y e I's componentes conexas de D, e suponha I'y < 'y entdo f(l“l) =< f(I‘g),
e, se T # T3, entio T <T'5

Demonstragao: Suponha que I’; =< I’f. Como I'y < I'y, para qualquer a < 0 tal que I'y e I'g,
agora da prova do Lema 5.1.3 e o anterior temos que [I's N V,7] C I'igup.
Pelo j& provado, podemos escolher b < a < 0 suficientemente pequeno tal que

ryn V}; - 112b,down
I'snN VE)_ C Flb,up
+ - +

FZ N ‘/b C 111b,down

Agora tomemos ¢ < b suficientemente pequeno tal que fi( .) NV, =0, e que como antes, satisfaga
que

Fl N ‘/c_ C F2C,down
I'snN Vﬁ cT'ie up
ryNv, cry

le,down

Entéo existe um arco continuo simples a C '}, ,  que conecta um ponto de (—oo,c) x {0} a um

le,dow
ponto P € f(Ty) C I';. Da escolha do c, FYa) C V,~ e conecta um ponto de (—o0,b) x {0} a
fH(P) €Ty, _
Como a C Flc down anTT =0, logo f~!(a)NT = (). Pelas hipéteses sobre ¢, temos que « con-

tém um ponto de (—oo, b)x {0} e f~1(a)N(—00, b)x {0} # 0, 0 qual implica que f_l(a)ﬂf‘lbdown #0
e f~Ha) C V,, sumado a que f~1(a)N Ty = () obtemos, por argumento de conexidade maximal
(e o fato de que as componenetes conexas por curvas e as componentes conexas sao iguais) que
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fﬁl(a) - I‘1b,down~
Mas a escolha de « e todo o anterior implica que I's N T'1p gown 7 0, contradizendo a escolha do
b e o fato de ter I'o NV,™ C I'1pp. Esta contradicao chego de supor que, tendo I'y < I'y se satisfaz

f(T2) < f(I1), logo provamos que se I'y < I'y entdo f(I';) < f(T'2). E claramente, se I'f # T4, a
prova anterior mostra que I‘f =< F; concluindo assim a prova do Lema. |

Nos casosem que D = B~ ,ou D = w(B:), pode-se mostrar que ffl também preserva a ordem.
No caso D = w(B™) é trivial, pois w(B~) é f-invariante, entdo em particular, f~!(w(B~)) C w(B™)
e aplicamos diretamente o Lema anterior. B

Quando D = B~ se I' ¢ uma componente conexa de B~, f~}(I') = I'" é também um conjunto
fechado, conexo, ilimitado a esquerda e limitado a direita, mas é posivel que nao esteja contido em

B~ ou seja que I'" N (0, +00) x [0, 1] # 0. Entao temos duas possibilidades:

o f~HI) N (0,400) x [0,1] = §. Como fN‘(f_l(F)> = I'", existe uma componente conexa de

B~, I'", que satisfaz I'~ D ffl(F) e, claramente J?(F*) NT # 0, o seja f(F*) C T, portanto
- =f4I).

o f~HI)N(0,+00)x[0,1] # 0. Como [f_l(F) N V_] tem, pelo menos uma componente conexa,

I, temos que f(I*) C T C B, entao existe uma componente conexa de B~, I'", que contém
I'* e f(I'") C I'. Claramente I'" ndo é necessariamente tnica, pois a componentes conexa
ilimitada de f~1(T') NV~ ndo precisa ser tnica.

Mas, em ambos os casos, temos que:

Lema 5.1.7 : Sejam 'y, 'y componentes conexas de D, e suponha que I'y < T'a, entdao, para
qualquer escolha de I']7 e I'y , temos I'] < T'5.

Demonstragao: Usando o Lema anterior, como f preserva ordem, se I'y # I'g, e supondo I'y < I'[,
obtemos que I'y < I'1, contradizendo nossa hipétese, logo s6 pode acontecer que I'y < I';, como
queriamos provar. |

Provados todos estes resultados, vamos analisar agora que acontece quando consideramos uma
componente conexa de D, I', e sua projecao sobre A, p(I'). Notemos que podem acontecer duas
situagoes:

e Que p|r nao seja injetora, isto é, p(z1) = p(Z2) para uma certa escolha de 21,22 € I, 21 # 2.
e Que p|r seja injetora, isto é, p(z1) # p(22), para qualquer z1, 2o € T

Nas proximas segoes, vamos analisar os dois casos por separado.

5.2 ' C D, componente conexa, e p|r nao injetora.

Entéo, temos que existe 7 € A, e um inteiro s > 0 tal que Z, 5+ (s,0) € ', logo I'NT'+(s,0) # 0.
Também é claro que I' — (s,0) C D, pois é um conjunto conexo, ilimitado a esquerda e contido em
V. Todo o anterior implica que

I'—(s,0)CT

pois I' é uma componente conexa de D.
Suponha que I — (1, 0) nao estivese contida em I', como I' — (1,0) C D, temos, por conexidade
maximal, I' — (1,0) N T" = (. Agora, I' — (1,0) é conexo, fechado, ndo intercepta I' e também,
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nao intercepta Vp,. = {mr} x [0,1] (ver definicdo de mp na secdo anterior), logo, o Lema 5.1.2
implica, dado que por definigdo dos conjuntos [F —(1,0)N V,;F] =TI —(1,0), que uma, e 86 uma
das seguintes possibilidades é satisfeita:

T — (1,0) C Tgown ou T — (1,0) C Ty
Sem perda de generalidade, suponha I' — (1,0) C Iy, (a outra possibilidade é analoga). Entao
Proposigao 5.2.1 : SeI' — (1,0) C I'yp, entao I' — (i,0) C T'yp, para todo inteiro i > 1.

Demonstragao: Suponha que exista sy > 1, onde eu posso supor que Sy ¢ o primeiro inteiro
positivo para o qual acontece que I' — (s9,0) C I, logo temos que I', I' — (1,0),..., ' — (sp — 1,0) sao
todos disjuntos (caso contrario, obtemos que, ou sy nao existe, ou sy nao é o primer inteiro para
qual acontece o anterior).

Como I' — (1,0) C I'y, (o qual implica, pelo feito na demonstracdo do Lema 5.1.3) que I' <
I' — (1,0) dando como resultado que I' — (s,0) NI’ — (s +1,0) =P e I' — (5,0) < ' — (s + 1,0)
para todo inteiro s > 0 (o ultimo acontece, pois de nao ser certo para algum sj, tomando um V,
apropriado, obtemos trasladando V, por s1, que I' — (1,0) < T, o qual é uma contradigao).

Entao, em particular, usando o fato de < ser uma relagao de ordem, temos:

1.T<T—(1,00)<T"'=(2,0) < ... <" = (sp — 1,0)
2. F—(So—l,O) <F—(80,0)

Agora, por nossa suposigao, temos I'—(s9,0) C T'e ’NI'—(s9—1,0) = 0 temos, de 2 acima, que para
qualquer a tal que V,NT — (s0,0) # (), também se da que V, NI # 0 e (I' — (50,0))a,down C T'a,down
logo, todo o anterior implica que I' — (sp — 1,0) < I, e isso contradiz 1 de acima.

A contradigao chegou de supor que I'NT — (¢, 0) # () para algum sg > 0, logo TNT — (4,0) = 0
para todo inteiro 7 > 0 e

'<T'— (1,00 <I'=(2,0) < ... < I'—(¢,0)

Agora se a € R ¢ tal que I e I — (3, 0) interceptam V5 entao [I'N V"] C (' = (4,0)) 4 goun S€ € 0

se [I' = (2,0) NV, ] C Iqup, como claramente Iy yp C Typ, temos que I' — (¢,0) N Ty, # 0, e como
por construcao temos I'— (¢, 0) NV, = 0, do Lema 5.1.2 obtemos I' (4, 0) C I';,;, como afirmamos. B

Fazendo o mesmo raciocinio, obtemos o mesmo resultado para I' — (1,0) C I'gopn. Entao, dado
que pelo fato de p|r ser ndo injetora, I' — (sp,0) C I' para algum sy > 0, por o contrapositivo da
proposicao anterior obtemos que

r—(1,0)CT

Para finalizar, se p|r nao é injetora, dizemos que I' ¢ uma componente nao injetora.

5.3 I C D, componente conexa, e p|r injetora.

O fato de p|r ser injetora, implica que 'NT + (s,0) = (), para todo inteiro s # 0. Em particular
I'NnT —(1,0) = 0 (lembrar também que ' "R x {i} = () para ¢ = 0,1). Usando esta idéia vamos
dar a seguinte definicao.

Definigao: Dizemos que I" é uma componente inferior se I' < I' — (1,0). E dizemos que I' é
uma componente superior se I' — (1,0) < T.

Entao temos o seguinte

Lema 5.3.1 : Se ' C D € uma componente conexa inferior, entdo
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dTRx{1}) >0
e, analogamente, se I' C D é uma componente superior entao
d(I;R x{0}) >0

Demonstragao: Vamos provar para o caso em que I' é uma componente inferior, o outro caso é
analogo.
Entao, para qualquer < mr, se consideramos o segmento {z} x [0,y*], onde

gy =y"(@) =sup{y € (0,1) : Tn{Z} N[0, y] = 0}
Notando que o ponto (z,y*) € I', como I' — (1,0) C Iy, temos que
0

I — (170) N {55} X [0737*]

Agora tomemos o ponto (mp — 1,yr) € I' — (1,0) e um arco continuo simples v C R x (0, 1), tal
que:

L yn(T—=(1,0) = (mr —1,3r)

2.yNC=0

3. Os pontos extremos de v sdao (mr — 1,yr) e (mp + 1,0.5)
4. yN{mp 41} x [0,1] = (mr + 1,0.5)

Dado que I' — (1,0) c 'y, e ('UT —(1,0))¢ é conexo, é posivel escolher v satisfazendo o anterior.
Agora também notemos que, se tomamos o conjunto I' — (1,0) Uy U {mr + 1} x [0,1], seu
complementar possui, por contrugao e por ser p|r injetora, exactamente duas componentes conexas
ilimitadas a esquerda em (—oo,mr + 1) x [0,1], uma contendo (—oo,mr) x {0}, denotada por
(I' = (1,0)) down € outra contendo (—oo,mr) x {1}, chamada (I' — (1, 0)),,. Dado que a escolha do
ponto (mr,yr) foi arbitraria, a construcao feita acima pode nao ser tnica, mas qualquera seja a
escolha do ponto, afirmamos que I' C (" — (1,0))gown- O anterior é certo ja que, considerando

z < min{mp;min{z € R : (z,y) € v, para algum y € (0,1)}}-10

Temos que, tomando T como acima, o segmento Vz nao intercepta v (pela escolha), e também
temos, pelo fato de estar I' — (1,0) C T'y, e ter ' Ny = (0 que, escolhendo y* como antes, o
segmento {z} x [0,y*] néo intercepta I' — (1,0) Uy U {mr + 1} x [0, 1], e como (z,y*) € I" obtemos
I'n (T = (1,0))down # 0, 0 que implica

I'c (F - (170))down~

Agora, suponha que d(I',R x {1}) = 0 (note que isso implica que I' vai-se aproximar a R x {1}
quando z € T satisfagam que p;(2) — —oo, isto pela escolha de v e o fato de R x {1} e I" ser
fechados), como ' N R x {1} = () temos que para qualquer M que satisfaz

M < My = min{mp — 10;min{z € R : (Z,y) € v, para algum y € (0,1)}}-10

existe um e > 0 tal que, se z € 'NR x [1 — ¢, 1], entao, pelo falado antes, p1(z) < M.
Entao, tomemos Mj e € > 0 como acima, e escolhamos zp € ' N R x [1 — ¢, 1] tal que

pl(gg)zpl(g) VzZ € R x [1—6,1]

dG; R x {1}) <d(ZR x {1}) YZeTn{p(Z)} x[1—e1] com Z £ %
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Basicamente, o que fizimos foi, considerar a partir de {mr} x [0, 1], o ponto Zy € I' com o maior
valor na primeira componente, que esteja contido em R x [1 — €, 1], e que também tenha o maior
valor na segunda componente, quando considero os elementos que estao em I' N {p1 (2o} x [1 — ¢, 1].

Agora, considere o segmento vertical fechado [, contido em R x [1 — ¢, 1], comecando em Zj
e acabando em R x {1}. Por construgao de [, INT = Zy, e (também por contrucdo de [ e )
IN(yU{mr+1} x[0,1] =0. Como I C (" — (1, 0))down, pelo Lema 5.1.2 temos I" — (1,0) C [y,
implicando que I N (I’ — (1,0)) # O (pela escolha de M).

Todo o anterior mostra que existe z; € [NT — (1,0), o que implica que

z1+ (1,00 el+(1,0)NT

Mas isso contradiz a escolha do Zy, pois ele era o ponto de I' "R X [1 — €, 1] com maior valor na
sua primeira coordenada. Esta contradi¢ao foi obtida supondo que d(I'; R x {1}) = 0, logo, temos
provado lema. |

5.4 Demonstracao do Teorema 4

Agora, provados os resultados preliminares, vamos dar uma demonstracao da densidade de
p(B7). Aqui vamos usar certos fatos ja provados sobre o comportamento de p(D).

Supondo que p(B~) # A, vamos tomar uma componente conexa I'; que, pelo provado anteri-
ormente, podemos supor que satisfaz m oS! x {0}. Feito isso, vamos provar, primeiro que ou
Ff CcTjou Ff < T'; e, separando por casos (I'; uma componente injetora, ou I'y uma componente
nao injetora), vamos provar que nenhuma das duas possibilidades pode acontecer, o qual é uma
contradi¢ao que provara que p(B~) é denso em A.

Comegamos assumindo que p(B~) # A. Dos fatos provados na secgao 4.6 para o comportamento
de p(D), temos que existe uma componente conexa I' de B~ que satisfaz p(T') C 75, p(T') D S x {0}
(podemos supor isso sem perda de generalidade, com a outra possibilidade trabalha-se de maneira
andaloga), sendo vg a curva homtopicamente nao trivial, fechada, simples em A, com g C p(B—)C.

Agora vamos fazer a mesma constru¢ao da demonstragao do Teorema 2, s6 trocando w(B~) por
B__ ~ ~

Seja o > 0 tal que p1(f(z,0)) > T + 20, para todo = € R. Pela continuidade de f, podemos
escolher € > 0 suficientemente pequeno tal que

e S' x[0,e] Cg
e prof(Z,))>F+0 V(7 €eRx[0€

Como S! x {0} C p(I), existe um numero real a < 0 satisfazendo
I'n{a} x[0,¢] #0
Do fato de B~ ser fechado, existe 0 < § < e tal que o ponto (a,d) € B~ e tal que, para todo g,
0<y<§é,(ay) ¢ B, ou seja, (a,0) é o menor ponto de B~ no segmento {a} x [0,€]. Vamos
denotar por v ao segmento {a} x [0,9) (note que B~ Nv = ().

Tomemos I'; a componente conexa de B~ que contém (a,d). Como p(I'1) Ny5 # 0, claramente,
pelo provado antes, isso implica que

d(p(T'1); 8! x {1}) >0
d(T; R x {1}) > 0

Afirmamos que Ff nao esta acima de I'y. Para mostrar que significa isso, vamos provar primeiro o
seguinte

Proposigao 5.4.1 : T nov =1
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Demonstracao: Ff ¢ uma componente conexa de B, pelo falado acima, B~ Nv = 0, logo
Iy Nno=0.

Proposigao 5.4.2 : SeI'1N f(I'1) =0 ey < f(Ty), entao f(v)NT1 =0.

Demonstragao: Como f(I'1) C B~, e por hipoteses temos que I'1 N f(T';) =0 e Ty < f(T'y), dos
Lemas 5.1.6 e 5.1.7, temos que f_l(f‘l) < T'1, o que implica por definigdo que [f_l(Fl) N Va_} C
I'a,down para algum a < 0.

Por outro lado, notemos que I' U v é um conjunto conexo e fechado tal que (I' Uv)¢ tem uma
componente conexa, denotada 2 que contém (—oo,a) x {0}.

Agora, por construgao, Q C p~1(vg), e por defini¢do de I'ig down, temos

ﬁ D) Fla,down
Entao, como f_l(Fl) NIy =0e [f_l(Fl) N Va_} C T'ig.down C S temos s6 duas possibilidades:

e f~L(T'1)Nv =0, o que prova a proposicio.
° ffl(l“l) Nov # (. Entao consideramos um elemento © € [ffl(f‘l) N ﬁ} —{componentes conexas

ilimitadas de f~! N Q}. Agora dado que f~1(I';) é conexo e ilimitado, e f~1(I'}) N T = 0,
afirmamos que © Nv # (), pois caso contrario, como © ¢ conexo e ilimitado, e nao intercepta
I'; nem v, sendo que f~!(I'1) sim, terfamos que f~!(I'1) tem, ao menos duas componentes
conexas ilimitadas, uma interceptando v, e a outra que nao, e isso contradiz a conexidade de

f7HTy). Logo ©Nwv # 0. Como ©® C V™ e f(©) C 'y C B~, obtemos, por ser O ilimitada a
esquerda e conexa, que © C B, e isso contradiz o fato de B~ Nwv = ().

Logo néo acontece que f_l(Fl) Nwv # (. [ |

Mais ainda, se I'y < Ff, entao [fNQ Va_] C [Ff N Va_} C I'ta,up, implicando que, pela prova do

Lema 5.1.3, que I';y < f(I'1). A ultima proposi¢ao provada vai permitir provar, precisamente o que
estamos buscando, pois dai vamos obter o argumento para a contradicao que prova o seguinte:

Lema 5.4.1 : f(I'1) nao estda acima de 'y, ou seja, acontece uma e sé uma das sequintes possibil-
tdades:

° N(Fl) cIq

° (Fl) =< Fl
O que implica T'1 = Ff ou FT < Ty.

Demonstragao: Claramente, se Ff C I'y, temos I’f =TI'y. Suponha que I'y < f(I'1). Tomemos €2
como na demonstra¢do anterior, ou seja, a componente conexa de (I'y U v)¢, ilimitada a esquerda
e que mora no conjunto limitado a direita (—oc,0) x [0,1] N p~!(y5). Por contrugdo, 02 C I't Uv
como f(I'1)NT; = 0, e por defini¢do de v obtemos v N f(v) = 0, tendo alem de tudo isso (pela
proposicio anterior) que f(I'y) Nv =T N f(v) = 0, afirmamos que

Fo)noa =10

Pois é claro que 6j(Q) C f(8Q) e f(8Q) C f(lil) U ﬁv) (ja que f é um homeomorfismo). Como
(—00,a) x {0} C f((—o0,a) x {0}), temos que f(v) N Q" # 0.

Resumindo o anterior temos:

o f(T)NTy =0

e f(o)NT1 = f(T1)Nv =10
o f(W)NQ £

o Iy <I'7
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o (—00,a) x {0} C f((=00,a) x {0})

E de tudo isso, concluimos que (f(T'1) U f(v)) N = 0 e, portanto Q C f(2) o qual é uma con-
tradicao, provando assim o lema. |

Agora temos que I'y = Ff ou I‘f < I'y. Vamos analisar por separado o caso em que I'y é
uma componente injetora e o caso em que I';y é uma componente nao injetora, e obter em ambos
casos uma contradi¢do. Essa contradi¢ao vai a provar que p(B~) é denso em A.

5.4.1 Iy é uma componente injetora

Lembremos que I' C D é uma componente inferior, se I' < I' — (1,0), e I' é uma componente
superior se I' — (1,0) < I.

Como I'y C B~ satisfaz que é injetora, entao I'y — (1,0) N Ty = (. Como ambos conjuntos
sao conexos, ilimitados a esquerda, contidos em V'~ com o complementar conexo, temos que I'; <
'y —(1,0) ouT'y — (1,0) < T, ou seja I'y é uma componente inferior ou I'; é uma componente
superior.

Como p(I') C vy, temos, pelo falado antes, que m D S! x {0}, entdo temos que d(I'1, R x
{0}) =0, o que implica, pelo Lema 5.3.1, que I'; ndo é uma componente superior, portanto, temos
que ela é uma componente inferior.

O Lema 5.4.1, implica que s6 temos duas possibilidades:

1. f(I'1) Cc Ty, ou seja I'f =T.
2. I'f <Ty.

Notemos que, se ' = I'y, obviamente Ff ¢ uma componente injetora e inferior, e para todo inteiro
k>0, Ff + (k,0) < I';. O altimo é claro, pois s6 estou movimentando as componentes conexas
ilimitadas e aplicando os Lemas 5.1.2 ¢ 5.1.3.

Se Ff < I'y temos o seguinte:

Afirmagdo 5.4.1 : Para todo k inteiro positivo, I'7 + (k,0)NT1 =0 e I'{ + (k,0) < Ty.

Prova: Se para algum ko > 0, T + (ko,0) N Ty # () entdo I'y — (ko,0) NT{ # 0. Como I'f ¢
uma componente conexa de B~ e 'y — (ko,0) C B~ ¢ fechado e conexo, I'; — (ko,0) C I'{’, mas isso
contradiz o fato de I‘f =< I'1, pois pela proposigao 5.2.1, se 'y < T'y —(1,0), entdao I'y < 'y — (ko, 0).
Logo temos que I'y < I'y — (ko,0) e 'y — (ko,0) C I‘f, e como Ff é conexo todo o anterior im-
plicaria que I'y < Ff o qual é uma contradi¢ao. Obtemos, entao, que para todo inteiro positivo k,
If + (k00N = 0.

Se o restante da afirmagao nao for correto, entao para algum inteiro positivo ki, I'1 < Ff—i—(/ﬁ, 0)
dando assim que I'y — (k1,0) < FT < I'y, e isso contradiz, novamente, o fato de I'; ser uma compo-
nente inferior. |

Entao o que provamos foi o seguinte, que, em qualquer dos casos 1 e 2 de acima, para todo
inteiro k > 0, Ff +(k,0)NT1=0e Ff + (k,0) < T'y. Agora levando em conta esta propriedade em
comum, vamos provar a contradicdo que s6 deixa a possibilidade de I'; ser uma componente nao
injetora.

Lema 5.4.2 : Eziste um segmento vertical V, = {r} x [0,1] e uma seqiéncia n; — oo, tal que
—
1— 00

f"i(r1) NV, # 0 para todo i.

O Teorema 5 segue deste Lema pois existe uma seqiiéncia de pontos x; € f™(I'1), que além disso,
pertencem ao compacto V., logo essa seqiiéncia possui uma subseqiiéncia convergente, mas pela
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defini¢io de w(B™), o fato de ele ser fechado e f(B~) C B~, terfamos que o limite dessa subse-
qiiéncia moraria em w(B7), contradizendo o fato de ser vazio, provando assim que I'; s6 pode ser
uma componente nao injetora.

Demonstragao(do Lema 5.4.2): Como I'y é uma componente conexa inferior I'y < I'1 — (1,0),
o fato de f preservar a ordem, implica que f(I'1) < f(I'1) — (1,0) (temos que observar que f(I';)
pode nao ser uma componente conexa, mas, ainda assim, vamos abusar da notagao e dizer que ela
é uma componente inferior). _ _

Também, por nossa afirmagao, temos f(I'1) < I'1 — (1,0), entdao f(I'1) + (k,0) < I'1 para todo
inteiro positivo k. Como f (T'1) € B, temos para qualquer uma das possibilidades 1 e 2 de antes,
f(1) c T UQ (onde Q esta definido como no comengo da se¢do), pois em qualquer caso temos
que se satisfazem uma das duas situagoes:

° f(l“l) cIq

. f(Fl) <I'l & [f(Fl) N Va_} C IMadown C 2 onde a e Q sdo definidos, outra vez, como no
comego da segao. Lembremos que 2 é conexo, e d€2 C I'; Uv ndo intercepta J?(Fl), como f(l“l)
é conexo, temos, como antes, que f(I';) C Q.

Bem, agora f(I'1)NTy =0, f(T1)+ (k,0)NTy =0 e f(T'1)+ (k,0) < T;. Com o anterior provamos
também, que se temos a e {2 como no comeco da se¢ao, entao

f(rl) + (ka O) N Va_] C 111a,down C ﬁ

Como 9Q C T1Uw e Q C (—o0,0) x [0,1], tomando &’ > 0 suficientemente grande tal que F(T) +
(K',0) n {1} x [0,1] # @, por ser f(T'1) + (k’,0) conexo, temos que, por todo o falado acima,
f(T1) + (K,0) intercepta 92 no unico lugar possivel, v. Fixemos k' tal que aconteca isso. B

Denotemos por I'* a uma componente conexa ilimitada de f(I'y) + (k’,0) N Q. Por ser f(I'1) +
(k',0) conexo, e pela escolha de &/, temos que I'* nao esta contida em B, pois ele tem intersegao
nao vazia com v. B

Entéao, existe um inteiro positivo a; > 0, tal que f%(I'*) intercepta (0, +00) x [0, 1]. Para poder
continuar, vamos provar agora a seguinte resultado:

Proposigao 5.4.3 : Se I' ¢ uma componente conexa de B~ que satisfaz FO)NT =P e f(I)<T
entio f"(T)NT =0 e f7(T) < T para todo inteiro n > 0.

Demonstragao: Por contradigdo. Suponha que existe algum ng > 1 (sendo ele o primer inteiro
para o qual acontece), tal que f™(I') N T # (. Isso significa que T', f(T), f3(T),..., f"jfl(l“) sao
conjuntos disjuntos (pela escolha de ng), fechados, ilimitados a esquerda e conexos de A, cada um
dos quais possui complementar conexo. Notemos também que, pelo fato de I' ser uma componente
conexa e fO(I)NT # 0, fo(T) C _

Agora, o fato de < ser um ordem e f preservar ele, obtemos que

ol <L < 2(0) < f(T) <T
Por outro lado, como I'N f7~Y(T") = (), temos f™(I') N f~1(I') = 0, e o fato de f preservar ordem
implica que
fro(r) < fro=4(r)

Logo f”0 )N ( f”0 YT))down possui uma componente conexa ilimitada a esquerda.

Dado que f™(I") C T', usando o Lema 5.1.2, obtemos por conexidade que

L < fro-Y(D)

Mas isso ¢ uma contradi¢do ao falado acima, que provindo de supor que para algum ng > 0,
frI)NT # 0. Logo f(I') NT = () para todo inteiro positivo n e o resto da proposigao sai do fato
de f preservar a ordem. [ |

De todo o trabalhado acima, temos duas posiblidades:
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e Se f(I'y) C Ty. Temos que f+1(Ty) € f(Ty) C f(I'1) C T'y. Como f(T'y) + (K,0)NTy = 0,
entao temos

FUrHT) + (K,0) Ty € fo(Ty) + (K,0)NTy € f(T1) + (K,0) Ty =0

Tomando I'* ¢ f(I';) + (K,0) N Q como acima, claramente temos fIr)NT =0, e por f
preservar <, obtemos f® (I'*) < I';.

e Se f(I1) < Ty (f(T1) NT; = 0), entdo da proposicio 5.4.3 temos que f4(I'1)NT; = 0 e
fe (Fl) <TIy.

Como I'y é uma componente inferior e ]?preserva orientacao temos
For (00 + (8,0)) = Forsi(y) 4+ (,0) < Jo (00) < Ty

E também, f411(T'1)+(k/,0)NT; = 0, pois se isso nao acontece, terfamos que f4171(I' )Ny —
(k',0) # 0, entao existiria uma componente conexa ¥ (notemos que pelo fato de I'y ser uma
componente injetora ¥ # I'y) contendo f+4(I';) e Ty — (K, 0). Do fato de fa11(I')) < Ty e
I't <T'1—(K,0), obtemos que ¥ NIy goum € YNNI 4p (pelo Lema2) tem componentes conexas

ilimitadas e isso é uma contradicio ao lema 5.1.3. Logo Tomando I'* C f(T'1) + (k¥',0) N Q
como antes, estamos nas mesmas condi¢oes do ftem anterior.

Resumindo todo o feito, temos que, em qualquer das duas possibilidades, f(I'1) C 'y ou f(I'1) < T,
podemos escolher T'* C f(Ty) + (k,0) N Q (onde I'* é uma componente conexa ilimitada e &' > 0
fixado no comeco), satisfazendo I'* N (0, +00) x [0, 1] # 0 e tal que

furNTy=0e fu(*) < Ty

Entdo como antes, temos que pelo fato de 1 (T'*) N (0, +00) x [0,1] # 0, implica que fa (T)nQ
possui uma componente conexa ilimitada I que intercepta v e portanto nao esta contida em B,
logo existe ag > 0 tal que f®(I'*) C fet@tl 4 (k/,0) intercepta (0,+00) x [0,1]. Com o mesmo
raciocinio obtemos I'*** C f‘l?(I‘**)ﬁﬁ que intercepta v. Novamente, I'*** nao esta contida em B~
e existe um inteiro az > 0 tal que f3(I"**) intercepta (0, +o0) x [0, 1].

Em geral, definimos n; = a1 +as + ... + a; + 1 e temos que n; — oo se i — 00, e para todo ¢ > 1

fni—l (f(rl) + (k/70)> > fm—l(r*) > f@‘f’---‘f’%(fai (F*)) > fag—i—...—l—ai(l‘\**) 5.0 jcvai(r *..0k )

i—veces

~ =N
E fo(T *-* )N (0,400) x [0,1] # 0. Logo temos que, por construcao
Fri(C1) N Vo — (K,0) = f(T1) N Vi # 0

E temos assim provado o Lema. |

_ Mas pelo falado antes, isso implicaria que w(B~) # (), pois f“i(f‘l) C B~ para todo nj,
fri(Ty) C fM(B7), e f"*Y(B~) C f*(B7), logo de todo o anterior temos que f*(B~)NVy # 0
para todo n, o que implica pelo fato de V' ser compacto que w(B™) # (), contradizendo o Teorema

2. Logo concluimos que I'; s6 pode ser uma componente nao injetora.

5.4.2 Iy € uma componente nao injetora.

Como estamos supondo p(T'1) C 75, obtemos novamente que p(T';) D S x {0}.

Afirmagao 5.4.2 : Se I' é uma componente nao injetora de B~ e f(I‘) C I, entdo existe um
inteiro k > 0 tal que f~4(T) Cc T + (k,0).
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Prova: Dado que f(I) C I, temos I' C FUT). Como T ¢ V—, f(T') ¢é limitado a sua direita,
logo existe k > 0 tal que f~1(I') — (k,0) C V.
Se 7 > 1 temos

P = (k,0)) = FHD) = (k,0) € T = (k,0) C T

Como f_l(l“ — (k,0) é fechado, conexo, ilimitado a esquerda, contido em V™~ e possui todas suas
iteradas positivas em I' temos, por defini¢cao, que f~(I') — (k,0) € B~. Como I' C f~}(I), temos

que I' — (k,0) € f~4T) + (k,0) e como I é uma componente conexa nao injetora, temos f(I') —
(k,0)NT # 0, dado que ambos conjuntos sao conexos e I' ¢ uma componente conexa, temos
FYT) = (k,0) C T ou, o que o mesmo f~4(T) C T + (k,0)
O que prova nossa afirmagao. |
Agora, f~YT) C T + (k,0), entdao f2(T) C f~1(T) + (k,0) C T + (2k,0) e, em geral, por
0 mesmo argumento e um proceso inductivo, obtemos que

F(T) c T + (n.k,0)

Seja agora §2 definido como na demonstragdo da proposi¢ao 5.4.2, definimos o seguinte conjunto
o0 ~
o=
n=0

Logo podemos assegurar que

Lema 5.4.3 : Nao acontece que f(I'y) C T'y.

Demonstragao: Suponha que isso acontece, entao, tomando £2; como acima, é claro, pelo fato de
f ser homeomorfismo, que

f_l(Ql) C
Logo, temos a seguinte:

Proposicao 5.4.4 : Q; C p~'(3).

Demonstragao: Primeiro, por nossa construcao, 9Q C I'y Uv, e como f~! é um homeomorfismo,
temos que

QCA— (T Uv) = fHQ) c ! (21 (MU v)> —A- (ffl(n) U f*l(v)>

E além disso, como f 1 (Q) é aberto, concluimos que sua fronteira esta contida em (f_l (T)u ! (U)) .

Olhemos que, em geral, o anterior pode ser feito para 0 (f_’(ﬂ)), sendo 4 qualquer inteiro positivo,

logo podemos escrever (pois é mas conveniente para a nossa prova) que

o (7@) U 70 e = (U f"m)) ' (U f"(v)) 51
n=0 n=0 n=0

Agora, como fﬂ(Q) NQ # (), s6 temos que provar que (UZO:() ]?*"(Fl)) U (UZOZO f*”(v)> -

p~(y5'), logo a equagdo anterior daria que f_’(Q) C p~ () para todo inteiro positivo i, dando
como resultado I'y C .

Entao o proximo passo é analisar os conjuntos (UZOZO f‘"(I‘ﬂ) e (UZOZO f_"(v))
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o UnZo f7 (M)
Pelo fato de I'; ser nao injetora e como estamos supondo f(Fl) C I'y, temos da afirmacao
5.4.2, que para todo n > 0, existe k£ > 0 inteiro (fixo) tal que

f7(T1) €T+ (n.k,0)

E também, estamos supondo que p(I'1) D S x {0}, logo obtemos dai que para todo inteiro
positivo n se cumpre

Ty + (n,0) Cp~vg)

entao, juntando o anterior temos que
U F() € Uiz (F7() + (nk,0)) € 974 (3p)
que é o procurado.

o Unlo/(v)

Da escolha de v temos, pela mesma justificativa que no Teorema 2, que f_l(v) Nv =10, e
como vN B~ =0, obtemos f~!(v) NIy = §. Também temos, por construgao e as propriedades
de f respectivamente, as seguintes inclusoes

Q2 (—o0,a) x {0} (=o00,a) x {0} D f~!((—o0,a) x {0})
Implicando que f~1(v) N # 0, logo pelo anterior f~(v) C Q C P (vg).

Entao, F2(w) c fHQ), e a fronteira deste tdltimo conjunto estd contida em T u
f~1(v) € p~L(v5 (pelo anterior). Como f~1(£2) ¢ conexo e tem intersecio ndo vazia com €
obtemos que

F2w) c Q) cp ()

E por um argumento inductivo, obtemos que

FMw) C ) Cp ()
Para todo inteiro n maior do que 1. Isso acaba provando a proposicao.

Agora como f1(21) C Qy,  é denso, mas ; C pil(”yg), e isso é uma contradicao.
Como resultado do anterior, s6 é posivel que, sendo I'y uma componente nao injetora, f(I'1) <
I';. Mas se isso acontece, temos a versao da proposi¢ao 5.4.2 para uma componente nao injetora:

Lema 5.4.4 : Se I'y € uma componente nao injetora de B~, existe um segmento vertical V; =
{r} x [0,1] e uma segiiéncia n; — oo, quando i — oo tal que ™ (T'1) NV, # 0 para todo inteiro
1> 1.

Demonstragao: Como f(I'1) < T'y, temos, como na Proposigao 77, a e ) tais que

{f(rl) N Vai} - I_‘1L1,d0u171 cQ
e, pelo mesmo argumento que no Lema 5.4.2, obtemos ]?(Fl) c Q.
Agora,se para alguns inteiros ng e ko, temos que f(I'y) + (kg,0) NT'y # 0, entdo (TN
'y — (ko,0) # 0, e como T'y é nao injetora, o anterior implica que f™°(I'1) NIy # (. Dado também
que I'; é uma componente conexa, obtemos f"o(f‘l) C I'1 o qual provamos, no Lema 5.4.1, que nao
acontece.
Logo para todos os inteiros positivos k e n temos
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F(T1) + (k,0)N Ty =0

Além disso, pelo fato de f preservar orientacio e I'y C I'y + (k,0) temos f(I'1) C f(I'1) + (k,0).
Também temos que f preserva <, e f(I'1) < I'y, entdao, do Lema 5.1.7 podemos assegurar que

fr(Ty) < ... < f(Iq) < Ty

Logo, como f™(Ty) + (k, 0) N Ty = 0, afirmamos que fm(T'1) + (k,0) < Ty pois se isso ndo acontece
temos que I'y — (k,0) < f"(I'1) e f*(I'1) < ['1 o qual, por ser I'1 ndo injetora, ¢ uma contradigao.
Entao temos que f™(T'1) + (k,0)NTy =0 e (1) + (k,0) < T'y. Logo estamos na mesma situagao
do Lema 5.4.2, e a prova continua da mesma forma. |

Como no Lema 5.4.2, concluimos que w(B™) # (), o qual contradiz o Teorema 2.

Mas acabamos de obter, supondo p(I';) nao denso, uma contradigdo, pois I'y ndo pode ser
injetora, e também nao pode ser nao injetora. Logo, p(I'1) tem que ser denso em A, provando assim
o Teorema 4.

5.5 Demonstracao do Teorema 5

Lembremos antes de comecar, que procuramos provar. Existe uma componente conexa I' de
B, tal que p(I') ¢ densa em A, f(F) Cc I, T'—(1,0) C I" e existe um inteiro positivo k tal que
f7HT) €T+ (k,0), ou seja f(p(T)) = p(T).

A idéia para a prova deste resultado é a seguinte: Vamos fazer a mesma construgao que no comego
do da segao anterior, para achar a menor componente conexa de B~ (dadas certas condigoes), logo,
vamos ver que condigoes pode satisfazer essa componente conexa. Depois, vamos fazer o mesmo
para (em certas condigoes), a maior componente conexa de B~ e vamos provar que uma das duas
componentes, satisfaz o Teorema 5.

Seja € > 0 tal que para todo (z,y) € R x {[0,€] U [1 — ¢, 1]} vale que

plof(%7y) >T+o
para algum o > 0 fixo.
Como ja sabemos, p(B~) = A, entao temos que existe um b suficientemente negativo tal que

O N {b} x [0,¢ £0

para alguma componente conexa © de B™.

Entao vamos considerar a componente conexa mais baixa de B~ em {b} x [0, €].

Entao, dado que B~ é fechado, existe um ¢ satisfazendo 0 < § < € tal que (b,d) € B~ e para
todo 0 <y < ¢ temos (b,y) ¢ B~. Denotemos por v el segmento {b} x [0,0).

Seja agora I'y a componente conexa de B~ que contém (b,d). Lembrando os resultados das
proposigoes 5.4.1 e 5.4.2 e do Lema 5.4.1, se I'; < f(T'1) entdo o conjunto 2 (o qual é uma
componente conexa aberta de (I'y Uv)¢ ilimitada a esquerda, que esta em (—o0,0) x [0, 1] e contém
(—00,b) x {0}) satisfaz que: 2 C f(€2) e isso contradiz a transitividade daf.

Logo, s6 pode acontecer que f(I';) C I'y ou f(I';) < I'y. Vamos analisar todas as possibilidades
que podem acontecer com a componente conexa I'y:

1. I’y é uma componente injetora inferior
2. T'1 é uma componente injetora superior

3. T'1 ¢ uma compontente nao injetora

No caso 1, se f(I'1) € Ty ou f(I'1) < T'y, e no caso 3, se f(I'y) < I';, os Lemas 5.4.2 e 5.4.4,
implicariam, novamente, que w(B~) # (), e isso contradiz o Teorema 2.
Entao, s6 pode acontecer que I'y seja uma componente injetora superior, ou I'y seja uma com-

poenente nao injetora e f(I';) C I'y. Suponha entdo que I'1 seja uma componente injetora superior.
Temos as seguintes possibilidades:
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o d(I',Rx {1})>0
e d(I,Rx {1})=0

Entao temos o seguinte
Lema 5.5.1 : SeI'; € uma componente injetora superior, entao d(I'1,R x {1}) =0
Demonstragao: Como I'; é uma componente injetora superior, o Lema 5.3.1 implica que
d(',Rx{0})>0
Agora, suponha que d (I'1, R x {1}) > 0, entao existe €; tal que
FINR x{[0,e] U1 —e€1,1]} =0

Dado que ]7 ¢ transitiva, f também o ¢, logo existe um ponto z € S! x [1 -9, 1] e um inteiro
n >0 tal que f~"(z) € S! x [0, %]. Dos resultados do capitulo anterior, temos que f(I't) C I'y ou

f(I'1) < T'1, entado, pela proposi¢ao 5.4.3, e os Lemas 5.1.5 e 5.1.6, obtemos que
fM(I1) €Ty ou fA(Iy) < Ty

Agora, lembrando a defini¢do de mp (ver o comego do capitulo), tomemos d € R tal que f_i(Vd) C
Vw:rl—l’ parai=0,1,...,ne f*(I'1) NV, C T U gown (esto tltimo é obtido da Afirmacao 5.1.2
provada no inicio).

Tomemos z € V;” um ponto tal que p(z) = z e seja k o segmento vertical que tem por extremos
a z e um ponto z; € R x {1} (notemos que k C 'y yp NV,").

Como f~(%) € R x 0,9] N Vinr,

) _1

F(Vy) C Vinp, -, obtemos que f_”(k)ﬂvmrl = (). Pela escolha de 71, temos que f~"(%;) ¢ 't down,

claramente temos que ]?*"(E) € T'1 down- Agora como

como f~™(Z) € I'1 gown € k € conexo obtemos

F (k) N0 (T own) # 0

Mas 0 (I'1 down) C I'1 U Vinr, » €, como f_”(k:) N Vinr, 4 = (), obtemos que f_”(k:) NIy # 0, o que
implica que

kN f(Ty) # 0

E isso é uma contradigao, pois k C I'y yp NV, e f"(l“l) NV, CI't UT'1 gown- Esta contradi¢ao
prova o Lema. ]

Tomemos o € > 0 definido no comego do capitulo, e um ¢ suficientemente negativo tal que
Tin{e} x[1—¢€1]#0

Como acima, pelo fato de B~ ser fechado, existe p tal que 0 < p <€, (¢,1 — pu) € B, e para
todo 7, com 1 — p <y < 1, temos que (¢,y) ¢ B, ou seja, (¢,1 — ) é o maior ponto de B~ em
{c} x [1 — ¢, 1]. Denotamos agora por w ao segmento {c} x (1 — u, 1].

Seja agora I'y a componente conexa de B~ que contém (¢,1 — p). Notemos que as provas
do Lema 5.4.2 e do Lema 5.4.4 forom feitas para uma componente conexa I' satisfazendo que
p(T) D S! x {0}, mas supondo que p(I') D S' x {1}, os resultados dos Lemas 5.4.2 e 5.4.4 sdo
andalogos, s6 que agora, eles impedem que I'y seja uma componente injetora superior (tem-se que
refazer todas as provas desde o comego, s6 supondo agora que existe uma componente conexa de
B~ que satisfaz p(T") C ’yg) Agora se 'y é injetora (superior), pelo falado, I's # I'y, e portanto
1Ny =0.

Entao, I's, ou é uma componente conexa nao injetora, ou é uma componente injetora inferior.
Neste ultimo caso, temos , por ser ela injetora, e I's < I'y — (1,0), que d (I'2, R x {1}) > 0 (Lema
5.3.1), logo, como d(I';,R x {1}) = 0 (pois estamos supondo I'; injetora superior), nao é posivel
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que I'y < T'y. Isso implica que I'y < I'y. Mas o anterior implica que (pelo fato de (¢,1 —u) € 'y e
ele ser o maior ponto de B~ no segmento {c} x [1 — ¢,1]) temos que I'y intercepta v, o qual é uma
contradicao, pois v nao pertence a B~. Outra vez, pelo mesmo argumento, temos que I's é uma
componente nao injetora e f(I'y) C T's.

Notemos que falta provar a densidade, pois todo o resto ja foi provado. O proximo Lema conlui
a prova do Teorema 5, pois ou I'1 ¢ uma componente nao injetora e f(I'1) C I't, ou, caso de I'y ser

injetora, temos, pelo falado acima que I's é nao injetora e f(I'y) C I's.

Lema 5.5.2 : Se I' é uma componente nao injetora de B~ tal que f(I') C T, entdo p(T') = A.

Demonstragao: Aqui, notemos que o conjunto I satisfaz as mesmas propriedades que o conjunto
D. E portanto valem os mesmos resultados que para D, logo p(T') D S! x {0} ou p(TI') D S* x {0}.
Entao suponha que (o outro caso é o mesmo) que

p(T) > 8" x {0}

os resultados acerca de p(D) mostram que se p(I') nao é denso em A, entdo existe uma uma curva

fechada simples v € A — {S! x {0}US! x {1}}, homotépicamente nio trivial e tal que p(T') Ny = 0.
Dado que p~!(7y) possui exactamente duas componentes conexas, 7~ e y* contendo R x {0} e
R x {1} respectivamente, p(I') é conexo e p(T') D S x {0}, temos que I' € p~'(y7).

Como T é fechado e S! x {0} C p(T'), podemos achar um ponto (¢, §') € T tal que, tomando ¢

como no comecgo do capitulo satisfaca:

o ¥ <e
o Sev' ={c'} x[0,0') entao T Nv' =P ev' Cp~'(y).

Agora, escolhamos €' como a componente conexa de (I'Uv")¢ que contém (—o0,c’) x {0} e consid-
eramos o seguinte conjunto:

Qsat = UZOZO fin(Q,)

Agora pelos mesmos argumento que na Proposigao 5.4.4, vamos obter que Q41 C p~t(y7). Das
propriedades de f, temos que f~!(Qsat) C Qsat, 0 que implica que Q4 ¢ denso em A e esta contido
num conjunto nao denso, o que é uma contradicao e prova o lema. |

Com este ultimo Lema, provamos o Teorema 5, pois provamos que uma das duas componentes
conexas, I'y I'y, tem projecdo densa em A, f(I';) C I'; (i = 1 ou i = 2) e é nao injetora, isso
implica(pelo ja provado), que existe k inteiro positivo tal que f~(I') € T + (k,0) e o resto do
resultado. |

5.6 Demonstracao do Teorema 6

Nesta secao, vamos provar que toda componente conexa I' de B~ é uma componente nao inje-
tora, ou seja, vamos provar que I' — (1,0) C I".

Vamos necesitar de um resultado acerca das componentes conexas ['; e I'y com as que trabal-
hamos na se¢ao anterior.

Proposicao 5.6.1 : Ambas componentes conexas I'y e I'y sd@o componentes nao injetoras.

Demonstragao: Se a proposicao for falsa para I'y, como ja provamos, I'; tem que ser uma compo-
nente injetora superior. Como I'y ndo corta v e I'; nao corta w (pelas definigoes de v e w), temos
que ter I'y < 'y e, pelo fato de ter I'y N 'y = ), temos

d(Fl,R X {0}) >0

e isso contradiz o Lema 5.5.2, pois p(I'y) é densa em A. Entao I'y é uma componente nao injetora.
Agora supondo que I's é nao injetora, como j& provamos, 'y s6 pode ser uma componente injetora
inferior, com o qual, Iy é ndo injetora e f(Fl) C I'y, logo, p(T'1) = A, mas do fato de ter 1 NIy = ()
temos que
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d(Ts, R x {1}) > 0

0 que é, outra vez, uma contradigao. |

Estamos agora em condi¢oes de provar que I' — (1,0) C T' para toda componente conexa I'
de B™. A idéia da prova, é supor que I' ndo satisfaz o anterior, logo, s6 pode acontecer que I' seja
uma componente injetora, a qual também podemos supor, sem perda de generalidade, como uma
componente inferior. Logo, trabalhando com I' e a proposicdo anterior, vamos provar, que nestas
hipoteses, w(B~) # 0, o qual contradiz o Teorema 2 e prova o resultado.

Entao, supondo que I' é uma componente injetora inferior, consideramos o segmento vertical
v = {c} x [0, €) satisfazendo o seguinte:

1. 0 <e<¢€, onde ¢ étal que V(z,y) € R x [0,€], p1 o f(Z,y) > T + o, para algum o > 0 fixo.
2. v C I'gown-
3. vNB™ #0

O anterior ¢ posivel pois p(B~) = A e se {c} x [0,b) C Tgown € (c,b) € T, entao B~ N{c} x [0,b) #
() (pelos resultados anteriores). Entao podemos escolher um ¢ suficientemente negativo tal que
{c¢} x [0,€]N B~ # 0, sendo € obtido de 1) de acima. Se {c} x [0,€) C Tgoun, por 2) e 3), estamos
nas condigoes que precissamos. Se isso nao acontece, seja 0 < € < € tal que v = {c} X [0,€) C Tgoun
e (c,e) el

Do feito acima, podemos escolher ©® como a menor componente conexa de B~ em v e por
w = {c} x [0,d) C v o segmento vertical tal que wN B~ =0 e (¢,0) € ©. Do Teorema 5 temos que
© satisfaz o seguinte:

e O é nao injetora.

e f(®)CO.

*p(0)=4
Agora, se © < T', j4 provamos antes que existe um ntmero real d tal que © NV,;” C I'goun, como I'
é uma componente injetora inferior, isso implica que d(I', R x {1}) > 0, mas do anterior, temos que

d(O,R x {1}) > 0

Mas isso contradiz o fato de p(©) ser denso em A.
Entao podemos assumir que I' < ©. Como antes consideramos ) a componente conexa de
(O Uw)¢ que contém (—oo,c) x {0}, dos resultados obtidos nos capitulos anteriores, temos

) @c,doum

e como I' < ©, temos ['NV.] C Ocdown- Entdo, dado que I' & conexo, TN # 0 e T NN C
I'N(O©Uw) =10, temos

rca

Vamos dividir o resto da prova em dois passos:

Passo 1: Aqui vamos provar que para qualquer par de inteiros n >0 e k > 0, f”(f‘) + (k,0) é
disjunto de © e f*(T') € Q = f*(T) + (k,0) < O.

Como I' < O, temos que para qualquer inteiro positivo n, ou ]?"(F) C © ou f(F) Ne =1
e f*(I') < © (isso pois f preserva a ordem e f(©) C ©).

Primeiro, suponha que f(F) C ©, isto implica que f_l(@) DT, logo, se f_l(@) NV =0, entao
ffl(@) esta contida numa componente conexa de B~ , por nossa suposi¢ao, temos que ffl(G) =T,
o qual é uma contradigao, pois I' é injetora e © nao. B

Entdao f~1(©)NV # (). Seja I'” a componente conexa de f~1(©) NV~ que contém I'. Do fato de
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J?*l(@) ser conexo, temos que I" intercepta V', contém I' e esta contida em B~ (pois I' é ilimitada
a esquerda). Entao I =T eisso é uma contradigao pois I' C Qe QNV = (). Logo, temos que
f(T)N© =0 e por o falado acima, f(I') < © e entao f(I') C Q.

Agora, podemos assegurar que f(I') = r+ (lembremos que I't é a componente conexa de B~
que contém f(I')), pois se isso ndo fosse certo, entao f “YI'*t) > T ndo é uma componente conexa
de B~, logo f~HT) NV # 0, o que implica que f~1(T+) Nw # 0, pois f~HTT)NO =10, ¢
S7HIT) N Q # 0. Se denotamos por I't* a componente conexa de f~(I'") N Q que contém T,
temos que I't* esta contida em B~ e, pelo fato de f~(I'") ser conexo, I't* intercepta w, e isso é
uma contradigao. B N

Entao, f(T') = '™ C Q, mas todo o feito acima pode-se aplicar a f™(T'), pois f preserva <, logo,
por um argumento inductivo, para todo inteiro positivo n temos que:

o« /MT)NO =0.

° f" (I') & uma componente conexa de B™.
e fMI)CQ

° f"(l—‘) < 6.

Como I' é uma componente injetora inferior, logo f“(F) também, e do Lema 5.4.1 e o fato de fv
preservar ordem, temos a afirmacgao do passo 1, pois no caso em que f(F) =T, pelo fato de I' ser
injetora, I' + (k,0) N T = (), e como ela ¢ uma componente inferior, temos I' + (k,0) < T' < ©. No
caso em que ['" # I, como I't ¢ injetora (I't + (k,0)) NIt = (), pelo Lema 5.4.1, como antes temos
que I't + (k,0) < T'*.

Passo 2: Aqui vamos fazer a mesma construgdo que no Lema 5.4.2.

Fixemos &’ > 0 um inteiro, de forma que f(T') + (k,0) intercepte w. Denotemos por I'* a

componente conexa ilimitada de f(I') + (k,0) N Q. Pela escolha de k” e a conexidade de f(T')+ (k',0)
temos que I'* nao esta contida em B™, pelo fato dela interceptar w. Entao, existe um inteiro positivo
ap tal que f*(I'*) intercepta (0, +o0) x [0, 1].

O passo 1 implica que fo (f(I‘) + (k, 0)) = fat(T) + (K,0) ndo intercepta © e é menor que
ela na ordem <. Entao, temos que

r* C f()+ (K,0) = f1(T*)NO =0 e f1T*) < O.
Entéo como antes, temos que pelo fato de f@ (I'*) N (0, +00) x [0,1] # 0, implica que f91(I'*) N Q
possui uma componente conexa ilimitada [ que intercepta w e portanto nao esté contida em B,
logo existe az > 0 tal que f%2(I'*) C fo2tatl 4 (K/,0) intercepta (0,+00) x [0,1]. Com o mesmo
raciocinio obtemos I'** C f®2(I"™**) N Q) que intercepta w. Novamente, ['** nao esta contida em B~

e existe um inteiro ag > 0 tal que f9(I"**) intercepta (0, +o00) x [0, 1].
Em geral, definimos n; = a1 +as + ... + a; + 1 e temos que n; — 0o se i — 00, e para todo 7 > 1

fnifl (f(rl) + (k/,0)> D) fnlfl(l-w*) D) fa2+...+ai(fai(r*)) D) fa2+...+ai(r**) 5.0 fai(l'\ )
E f%(T ** )N (0,+00) x [0,1] # 0. Logo temos que, por construgao
Fr(E) O Vo = (K,0) = f™(T1) N Vie # 0

E temos assim provado o Passo 2.

Mas isso implicaria que w(B~) # (), contradizendo o Teorema 2. Logo I' s6 pode ser uma
componente nao injetora. Provamos assim o Teorema 6.



Capitulo 6

O conjunto Hi”St

Vamos comecar, como ao longo do trabalho, lembrando a definicdo mais importante para este
capitulo:

Definicao: Seja H_’Z“t o conjunto dos homeomorfismos que preservam orientacdo e as compo-
nentes de fronteira, e tais que, para qualquer vizinhanca U de S! x {0} e qualquer vizinhanca
V de S' x {1} ,existem inteiros positivos ki e ks tais que fF1(U) NV # B e fF2(V)NTU # 0.

6.1 Resultados preliminares

Aqui, vamos provar que, precisamente H omff’ms C H_ZF”St, de fato vamos provar algo um pouco

mais forte. Notemos que, da definigao acima, se f é transitivo, todo ponto de f & nao errante, logo, é
claro que dada U vizinhanga de S' x {0}, existe U C U aberto, e ny inteiro, tal que f™ (@YNV #90,
agora como todo ponto de f é nao errante, existe Uy C f"(Uy) e ng inteiro positivo (onde eu posso
supor [ng| > |n1], pois caso contrério repito o proceso) tal que f2(U;)NU; # . Logo, consideramos
Uy = f~™(U;) C U C U e, como ng +ny > 0, temos que 21" (Uy) NV # (), obtendo assim o
procurado. O raciocionio para a outra possibilidade é analogo. Logo mostramos que se f é transitiva
no anel entdo f € Hfrmt. Outra cosa para notar, é que a condi¢ao de transitividade no anel da como
resultado um conjunto maior que H omﬁﬁ”“”s, pois o fato de ele ser transitivo no anel nao implica
que tal homeomorfismo possui um levantamento transitivo.

Uma outra coisa para provar aqui é que se f € Hi”“, entdao f? € Hi”St. Para mostras isso,

sejam U D S! x {0} e V D S! x {1}, definimos os seguintes conjuntos
q—1 q—1
U=(rw) e V=11V
=0 =0
Entao temos a seguinte:

Afirmagao 6.1.1 : Se (f9)*(U) NV = 0 para todo k inteiro positivo, entio fN(U)NV =0 para
todo inteiro positivo N.

Prova: Certamente, se conseguimos provar esti afirmacao, concluimos que f¢ € Hﬁrmt por contra-
positivo, pois, pelo fato de f € Hj_"St, a tese de nossa afirmagao, é falsa, logo temos o procurado.

A prova vai sair, também, negando a tese. E vamos considerar s6 o caso em que ¢ > 0 (no final
veremos porque), aqui temos duas possibilidades:

e g>N
Entéo, como existe N > 0 tal que fV (ﬂg:_ol fl(U)> NV # 0, temos que ﬂ;\z\?_l fAU)N V 40,
como N >1,0<¢g—1<qge N < ¢, em algum momento j = ¢, logo, como ‘7ﬂfi(U) £ 0

49
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se j = N,..., N+ q — 1, do anterior obtemos que VN f49U) # 0, dado que V= ﬂg:_ol fi(V), em
particular, f9(U) NV # (), como o qual, tomando k = 1 obtemos o contrapositivo.

e g<N
Aqui, temos que N = g.r+1[, com r,l > 0e 0 <[ < g, por nossa suposicao, fN(ﬁ) NV # (), notando

que
q—1+1
Y f’“q< N rw )

temos que existe z € [ !+ Fi(U) tal que fr9(z € V. Agora, do fato de f preservar as componentes
de fronteira temos que, como U D S! x {0}, f{(U) D S! x {0} para todo i inteiro. Logo, do anterior
obtemos que, em particular

q—1
ﬂ F)yc (N rw) =
=0

i=—1
Entao, tomando Z € Uy, temos que 2 € U e f4(2) € f{(Uy) c fY().
Como f!(2) € f1(D), entio f7¢ (f!(2)) € V, mas como % € VL, fi(U), f12) € NS ™ 11U,
em particular, f/(Z) € U, e temos, trabalhando como acima, que f"4(U)NV =+ (), provando assim

0 que procuramos.
Notemos que para a prova com ¢ < 0, a hipéteses da afirmagao é o mesmo que peder

(£ @ynv =0

para todo r > 0 inteiro, ou, o que é 0 mesmo
T
Un (f“”) (V) =0

mas aqui, nossa tesse seria que entao Un N (17) = (), para todo N > 0, sendo agora que

U = lel Ly fiU) eV = ﬂ‘q‘olf’( V) e isso ja esta provado no caso anterior, logo concluimos
que se f € H’"St entao f? € H’"St para todo inteiro q. |

Vamos dar a seguinte definigdo, que vai servir para generalizar os resultados a um conjunto
maior de homeomorfismos.

Definigao: Seja f um homeomorfismo, dizemos que f tem um levantamento nao limitado a es-
querda f, se para qualquer M > 0, existe um ponto z € A e um inteiro positivo n tal que

m(F"(Z) - p(3) < —M.

Primeiro, notemos que, claramente, se f € H omtmns entao f tem um levantamento nao limi-
tado a esquerda, pois f tem uma 6rbita densa, logo tomando Z nessa Orbita, onde podemos supor
que p1(z) > 0. Logo, tomamos um conjunto fechado F , cuja distancia a z, na primeira componente,
seja maior a M, e tal que Fa esquerda de z, fazendo o mesmo raciocinio que nos capitulos anteri-
ores, podemos escolher n > 0 inteiro tal que f™(z) € F e temos assim o pedido.

Agora temos que, se escolhemos todos os homeomorfismos em Himt ilimitados a esquerda, é
claro que este conjunto contém H omff_““"s, entao agora comecaremos a geralizar alguns resultados
que ja conhecemos do conjunto H omtmm ao conjunto Hi”St que posuim um levantamento nao

limitado a esquerda.

Notemos que pelo fato de ter que os homeomorfismos em H Er”St preservam a orientagao e as com-

ponentes de fronteira, podemos como antes, definir os conjuntos B, B~ e w(B~) em A. Comegamos
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lembrando que, como antes
B~ =T
i€l
Onde I'; sdo as componentes conexas ilimitadas do conjunto B, e a uniao é tomada sobre todas as
componentes conexas de B ilimitadas.

Para continuar, vamos provar que para os homeomorfismos em Hi”St que possuem um levan-
tamento nao limitado a esquerda, o conjunto B~ é diferente de vazio, e mais ainda, satisfazem o
mesmo que os homeomorfismos em H omﬁ’;‘ms, isto ¢ que B~ NV # (), temos entao que:

Lema 6.1.1 : Seja f um homeomorfismo do anel com um levantamento nao limitado a esquerda,
que preserva a orientacdo e as componentes de fronteira. Se os numeros de rotagio de ambas
fronteiras sao positivos, entao B~ NV # ()

Demonstragao: Notemos duas coisas antes de comegar a demonstragao, a primeira é que este lema
nao pede que f € Hj_”St, sO precisa que o homeomorfismo tenha um levantamento nao limitado a
esquerda, e a segunda, é que para provar o lema, s6 provaremos que para qualquer z negativo, existe
um 7 inteiro positivo tal que f"(V) NVy # 0, logo a prova vai continuar como o Lema 4.1.1 do
Capitulo 4.

Mas notemos que, dado que fé nao limitada a esquerda, para qualquer x negativo, existe um
inteiro positivo n tal que f™(V*)NV, # 0. O anterior sai do fato de considerar que dado qualquer
x negativo, s6 tomando V, e M > 0 tal que —M < x — 1, existe z € A e um inteiro positivo n
satisfazendo que

n(f"(2) -mE) < -M

Agora, antes de continuar, vamos fazer duas observacoes, a primeira é que, a hipéteses de f ter um
levantamento nao limitado a esquerda, implica que existem pontos (pelo menos um) em A cujas
iteradas positivas através de fﬁcam a uma distancia a esquerda do ponto original tanto como eu
queira. A segunda observagao é que dado qualquer ponto Z, existe um primer inteiro k, tal que
Z+(k—1,00e V- ez + (k,0) VT,

Entao, tomando V,, M >0,z € g, n inteiro positivo e k como acima, temos que 2+ (k,0) € VT,
mais ainda Z + (k,0) € V* NV, logo, como —M < z—1e f preserva orientacio temos que
f"(g—k (k,0)) satisfaz que p(f"(Z + (k,0))) — p1(Z + (k,0)) < —M; agora, o anterior fala que
p1(f™(k,0)) esta a uma distancia a esquerda de zZ 4 (k,0) maior a M, e temos que, pela escolha de
M, fr(Z+ (k,0)) € V., obtendo assim o procurado.

Logo, pelo fto de f presrevar orientagao, f™(V) NV, # 0 e daqui na frente a demostragao segue
como no Lema 4.1.1 do Capitulo 4. |

Agora, definimos o conjunto w(B~) como antes, e obtemos novamente o seguinte resultado:

Propriedade: w(B~) é um conjunto fechado, f invariante, cujas componentes conexas sao to-
das ilimitadas.

Até o final da se¢@o, vamos continuar geralizando algumas propriedades satisfeitas pelas f €
H omf’;‘mi e que sao satisfeitas também pelos homomorfismos em H_T‘“.

Lema 6.1.2 : p(B~)N (Sl x {0} US! x {1}) £0 e, se w(B~) £ 0, entio,
p@(B7)N(St x {0} US! x {1}) #0.

Demonstragao: Vamos provar o resultado para B~, o outro caso é igual, usando fortemente a
invariancia de w(B™).
Comecamos supondo que o lema é falso. Logo, existe € > 0 tal que p(B~) C S x [¢,1 — ¢]. Como
f € Hi"t existe um ponto z € S! x [0, €] e um inteiro positivo n tal que f~"(z) € S' x [1 —¢,1].
Agora tomemos k7 o segmento ligando z e S! x {0}, e k2 0 segmento ligando f~"(2) com S!x{1}.
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O arco a = ko U f~"(k1) € uma curva compacta e conexa ligando as duas fronteiras (pois f preserva
tais componentes). Logo se I" é qualquer componente conexa nao limitada de AV, entdo p(T') Na # 0.

Agora, tomemos I' uma componente conexa de B~, logo por nossa suposi¢ao, p(I') N ke = 0,
portanto, pelo falado acima, obtemos que p(I') N f~" (k1) # 0, o que implica que p(f“(f‘)) Nk # 0,
e isso é uma contradigao, ja que f*(I') C B~. [ |

Proposicao 6.1.1 : f(p(B~)) =p(B™)

Demonstragao: Dado que f(B~) C B~, temos que f(p(B~)) C p(B~). Agora, vamos mostrar
que, se Z € B, existe um inteiro positivo i tal que f~(Z) — (i,0) € B, isso mostraria que, se
z € p(B7), existe um z € B~, tal que p(z2) =z e

FHR) =71 0E) = p(fH(2) = p(fH(Z - (i,0))) € p(B7)

acabando assim a prova. |

6.2 Demonstracao do Teorema 7

A idéia da prova e a mesma que antes, comegaremos provando que w(B~) é um conjunto vazio,
e logo que existe um inteiro positivo N; tal que fM (B~) ¢ B~ —(1,0), como o qual obteremos
diretamente o pedido.

Afirmacgao 6.2.1 : w(B~) =0.

Prova: Suponha, por contradi¢ao, que w(B~) # 0, logo pelo lema 6.1.2, podemos supor que
pw(B~)) NS x {0} # 0. Como ambos nimeros de rotagao nas fronteiras sdo positivos, existe
o >0 tal que se (7,7) € R x {i}, i =0, 1, entdo p1(f(x,i)) > T + 20, para todo 7 real.

Seja € > 0 suficientemente pequeno tal que para todo (z,y) € R x [0, €] e para todo (7,y) €
R x [1 — ¢, 1] seja satisfeito que py o f(Z,y) > T+ o (essa escolha é posivel pois f é continua). Pelo
provado em capitulos anteriores existe um nimero real a < 0, tal que w(B~) N{a} x [0,¢€] # 0.

Do fato de w(B™) ser fechado, existe 0 < ¢ < € tal que o ponto (a,d) € w(B~) e tal que, para
todo 7, 0 <y < 4, (a,y) ¢ w(B™), ou seja, (a,d) é o ponto mais baixo de w(B~) no segmento
{a} x [0, €]. Vamos denotar por v ao segmento {a} x [0,4) (note que w(B~)Nv = 0).

Tomemos ©; a componente conexa nao limitada de w(B~) que contém (a,d), e seja ;1 a com-
ponente conexa de (©1 Uv)¢ que contém (—o0,a) x {0}.

Pela construcao, 021 C ©1 Uwv, e pelo fato de f ser homeomorfismo e (01 Uwv) fechado, temos

que 9f () C f(©1) U f(v). -
Além disso, dado que w(B~)Nv =0 e w(B~) é f invariante temos que:
e f(©1)Nv =10 pois f(O1) C w(B™) (e, em geral, pelo mesmo motivo f(w(B~))Nv = 0).

e O1N f(v) = 0 pois caso contrario, se z € ©1 N f(v) pela invaridncia de w(B~) terfamos uma
contradicao.

e f(v)Nwv =0 pela escolha do e.

Entao, dado que (©1 Uw) é fechado, temos que €y é aberto, o que vamos provar agora & que
Q1 C f(). N N
Observemos que, pelo falado acima, temos 9f(€21) C w(B~) U f(v), e pela hipotese acerca do

ntimero de rotagao de f na fronteira (—oo, a) x {0} C f((—o0,a)x{0}) C f(Q1), logo Q1N f(Q1) # 0.
Logo temos duas possibilidades (por ser w(B~) unido de componentes conexas e f invariante):

. (@1)ﬂ91=@
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[ ] f(@1> == @1
Se comegamos assumindo que f(@l) N©; =, como ©1 Uwv é conexo, pelo falado acima temos que
f(O1Uv)N(O1Uv) =0 e dQ C O Uv, segue-se que (O Uv) NN =

Agora, como (a,0) € v e f((a, 0)) ¢ Q1, e ©1 Uwv é conexo, pelo falado acima temos que
F(©1Uv) Ny = 0. Como 8f(§21) C f(©1Uw), temos, pela afirmagio 3.1.2, que  C F(Q).

Agora, se asumimos que f(@l) ©1, como ©1NN; = P evNQy = O, claramente Jf (21)NQ =0
e outra vez, pela escolha do v e a afirmagéo 3.1.2, temos que 1 C f(Ql) [ |

Agora, 1 é aberto e contém [a — 2,a — 1] x {0}, logo, como A ¢ o recobrimento universal,
e p((z+1,9)) = p((7,y)), para qualquer (Z,y) € A, temos que p(€1) é uma vizinhancade S! x {0},
e dado que €1 C f(€1), segue-se que p(Q1) C f(p(h)).

Como f € Hj_”‘“, existe uma seqiiéncia de pontos z,, arbitrariamente perto de S! x {1} cu-
jas orbitas positivas, em algum momento estao em p(Ql), mas a invaridncia negativa de € (se
Q1 C f() entdo f~1(Q1) C Q) mostra que z, € p(Q1), pois f*(p(Q1)) C p(Q1) para qualquer
inteiro positivo k. Por tudo feito até agora, p(€;) intercepta qualquer vizinhanca de S! x {1}, o
que implica que d(21; R x {1}) = 0. Como 9€; C ©1Uv e dado que, claramente d(v; R x {1}) > 0
temos que d(©1; R x {1}) = 0, segue-se que p(w(B~)) NSt x {1} # 0.

Agora, provado o anterior, podemos trabalhar como antes na construgao de €1 mas em S' x {1},
logo, pelo provado acima, existe b < 0, e um ponto (b, 1 — d2), com 0 < d3 < ¢, tal que (b,1 — d2) €
w(B7) e tal que se w = {b} x (1 — d2,1] entdo wNw(B~) = 0, e tomamos Oy a componente conexa
de w(B™) que contém (b,1 — d3) e chamamos 9 & componente conexa de (O2 U w)¢ que contém
(=00, b) x {1}. Dado que a construgio ¢ a mesma, obtemos novamente que €3 C f(£22).

Consideramos agora o conjunto:

0y = (G 0 — (i,O)) U <G 0y — (i,O))
=0 1=0

Proposigao 6.2.1 : Q3 € conezo.

entao temos a seguinte:

Demonstragao: Primeiro, notemos que, como £ é conexo e como (—oo,a—i)x{0} C (21 N2y — (4,0))
para cada ¢ inteiro positivo, isso implica que (|2 — (4,0)) é um conjunto aberto e conexo. Pelo
mesmo motivo (| J;2, Q2 — (4,0)) é aberto e conexo.

Como Qg é abertoe [b —2,b — 1] x {1} C Qq. existe um d3 > 0 tal que [b — 2,0 — 1] x[1 — d3,1] C

o implicando que
[—OO, b— 1] X [1 — 03, 1] C (U Qo — (i,O)) (6.1)
=0

Notemos que, como p(Q;) N S* x {1} # @, podemos achar um ponto (¢,1 — ;) € €y, onde
d4 < 03, logo, por (2.1), existe um inteiro positivo ¢ tal que (¢ —1i,1—0d4) € (—o0,b—1) x [1 — I3, 1],
entdo temos que (¢ — 4,1 —d4) € Q1 — (4,0) e (¢ — 4,1 — d4) € ;2 Q2 — (4,0), isso mostra que
(UZo — (4,0)) N (U2, Q2 — (4,0)) # 0 dando como resultado que €3 é conexo, como queriamos
provar. |

Agora, como (23 & aberto e conexo, existe um arco continuo « ligando os pontos (a — 1,0) e
(b—1,0), com o C Q5. Como por construcio, Q3 C f(3) e VN3 = 0, segue-se que f*(V)Na =0
para todo n inteiro positivo (pela invariancia negativa do 3). Mas o anterior contradiz o fato de
f ser nao limitada a esquerda ja que, como « é um arco continuo, existe um x negativo, suficien-
temente pequeno tal que a C Vj, e fazendo a mesma construgao que no Lema 6.1.1, terfamos que
fM(V) NV, # 0 para algum n inteiro positivo, e como os numeros de rotagao nas fronteiras sao
estritamente positivos, temos que (V) N« # (), mas isso provamos que niao pode acontecer, logo
temos um contradi¢ao, que decorre de supor que w(B~) # ), logo provamos nossa afirmacao. M
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Agora estamos nas mesmas condi¢oes do Lema 4.4.1, usando esse Lema e o resultado de [1],
temos provado o Teorema 7. |

6.3 Demonstracao do Corolario 2

Primeiro, vamos mostrar que para todo ponto z € A se satisfaz que ‘pl(f(z)) — pl(z)‘ < L, para
algum L > 0 fixo. Para mostrar isso, s6 basta considerar z € [0,1] x [0, 1], j4 que para qualquer
otro ponto em A é da forma z + (p,0), com p inteiro, logo se o anterior fora certo, temos que

<L

PTG+ (3,0) = pi(z + (1, 0)| = [p1(F (2 + (1, 0)) = p1(2) = | = |1 (F(2) = pa(2)

pelo fato de fpreservar orientacao. N

Mas o fato de que o L exista sai do fato de que f é continua, p; é continua, a fungao diferenga é
uma fungao continua, e a fun¢do norma também o é, logo h(z) = ‘pl(fi(z)) —p (z)’ ¢ uma fungao
continua definida sobre um compacto, logo ela é limitada, provando assim, que

n(F(2) = pi=)] < L

para algum L>0 fixo e para todo z € A.
Agora suponha que o corolario é falso, logo, para todo M > 0, existe z € A e um inteiro positivo
n tal que B
p1(f"(2)) —pi(z) —an < —M
Notemos que, como estamos supondo a racional, a = p/q, com p e q inteiros e eu vou supor g > 0
(se a<0,p<0).

Vamos definir g = f9e g = fq — (p,0), agora, para definir p(g), lembremos que é definido como
todos os pontos de acumulagao do conjunto

{p1(§”(2)) —Pl(z);z cAnc N}

n

mas isso é equivalente a pedir que exista uma seqiiéncia {nr} C N e {2z} seqiiéncia de pontos em
A tal que
g% (z)) — p1(z
i Pr@™ ) = pie) _
N —>00 Nk

para algum r € R, mas

(g™ (2k)) — P1(2) ::1”><(}h - (00" () ~ () (6.2)
ng Nk

Logo, lebrando que fvpreserva orientagao, temos, pelas mesmas contas que antes que (5.2) fica

P1 ((fq)nk (Zk) - (nkpa O)) —P1 (Zk) p1 (fq"’“ (Zk)) —P1 (zk)

ng ng

ou, o que é 0 mesmo

qm(fwzk)) —pilz)
qng

Entao, do anterior obtemos que, se p(f) = [a, b] temos que

p(9) = [0,qb — p (6.3)
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Pelo ja provado, g € Himt, agora, a idéia é provar, supondo o corolario falso, que g possui um
levantamento ilimitado a esquerda (claramente, pelas hipoteses do corolario, os numeros de rotagao
nas fronteiras de g sao estritamente maiores que zero), logo, provando isso, teriamos, pelo Teorema
anterior, que 0 esta no interior de p(g) e isso é uma contradi¢do, pois acabamos de provar que 0 é
um extremo de p(g). Logo temos que o corolario é verdadero. B

Entao, como estamos supondo o corolario falso, existem seqiiéncias {M} C N; {2} C A e
{ni} C N tais que, M} — oo se k — oo, e por continuidade de f, ny — oo quando k — oo e

p1(F™) (z8) — pi(zn) — gnk < =M,

Notemos que podemos considerar, sem perda de generalidade, que ny = rpg+ 1 com 0 < [, < ¢
e r, > 0, ambos inteiros. Logo ny — co se e s6 se rp, — oo. Entao o anterior pode ser escrito como

pr(F (Y (21))) = 1 (2) — pri — glk < — M,
chamando %, = fU%(z;) temos
p1(9"™ (Zk) — p1(z) — Slk < =M
sumando e sustraindo p1(Z;) = p1(f* (z1)) obtemos
PTG = 21 ) + (T (0) = pr(ar) = e < =My
logo temos, por todo o feito até agora nesta demonstracao que
P (@ () = p1(3k) < =M — (01 (F* (21) — pr(20) + glk <=My - L+ glk

Observemos que como 0 < I < q, o%lk ¢ um valor limitado, como L ¢é fixo, temos que —M}, — L +
glk — oo quando k — 0o, com o qual, g possui um levantamento ilimitado a esquerda, como o qual
provamos que 0 estéd no interior do conjunto de rotacdo de g, que era o que buscabamos provar.
Logo pelo falado antes, este resultado prova o Corolario.

6.4 Demonstracao do Teorema 8

Neste capitulo, comegarems mostrando alguns resultados preliminares, feito isso, a prova dos
resultados principais serd conseqiiéncia destas provas.

—0C
Lema 6.4.1 : Toda componente conexa de (p(B~)) € homotdpicamente trivial.

Demonstragao: Vamos assumir, por contradi¢do que (p(B*))C = E, e que existe uma curva
fechada simples, homotopicamente nao trivial vg no interior de E. Claramente, o conjunto ’yg
possui duas componentes conexas, uma que contém St x {0}, denotada por Vg, € outra que contém
St x {1}, denotada por 7.

Observemos que, se I' ¢ uma componente conexa de B, entao ou p(I') C v5 ou p(I') C 7.
Agora como (pelo Lema 6.1.2) p(B~) N (S x {0} US! x {1}) # (), podemos assumir, sem perda de
generalidade, que p(B~) NS x {0} # (. Tomemos também e > 0 suficientemente pequeno tal que

e S x[0,e] CygpeSx[1—¢1 CHj.

e Para todo (z,7) € R x ([0,€¢] U[1 —¢,1]), vale p1(f(z,y)) > .
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Agora vamos fazer uma construgao similar a feita na demonstragao do Teorema 1, obtendo as-
sim um ponto (a,d) € B~, tal que § < € tal que, se v = a x [0,6), entdo v N B~ = (). Seja I'; a
componente conexa de B~ que contém (a,d), e £ a componente conexa de (I'y Uv)® que contém
(—o0,al x {0}.

Pela escolha do €, temos que v C vz, € como I't Uv é conexo, 9Q C 't Uv e p(I'1) Nyg = 0,
isso mostra que p(0§2) C v e portanto temos que p(2) C v5. [ |

Proposigao 6.4.1 : f~1(v) C .
Demonstragao: Notemos que v N B~ = (), e como f(]fl) C B7, entao

fr)no=Tinf ) =0

Além disso, pela escolha do e, fwynv="0e também Fw ) = (). Como 92 C T'; Uw, temos que
f~Hv) NN = §. Como f1(v) é conexo, e f~ Y(a,0)) € ( ) concluimos que ) cQ,
provando assim a proposi¢ao. |

Proposicao 6.4.2 : Para todo inteiro n > 0, p (U:‘L:o f_’(Q)) Cg

Demonstragao: Vamos provar a proposicao por indugao. Ja sabemos que vale para n = 1,

suponha agora que o resultado é valido para n = k — 1. Da proposigao anterior, obtemos que

fRw) c f~ kH(Q) e como p(f F1(Q)) C v5 (argumento indutivo), temos que p(f~*(v)) C 5.
Notemos que f~*(I'1)Uf*(v) é conexo e como I'y € B, dos resultados prehmmares temos que

p(JH(I'1)) € p(B7), e portanto p(f~*(I't)) C 7y (isso é claro, pois [~ (a, 5>6f fT)ns e e

[ %(a,d) € V> como as componentes conexas de p(B~) moram ouyy ou em ”yE temos o resultado).l

Todo o anterior implica que p(@f*k(Q)) C vg» lo que da como resultado que p(]?*k‘(Q)) C g,
como queria demonstrar.

Seja agora o conjunto
oo
o =Jre
i=0

Pela defini¢cao do conjunto, é claro que 1 C J?(Ql), e também é claro que p(£21) é uma vizinhanga
de S' x {0} pois p(2) o ¢, mas pelo provado acima temos que

=Ur(f () C g
1=0

O que, pela invariancia negativa de p(€)1), como antes, contradiz o fato de estar f € Hj_"St. Assim,
provamos o Lema 6.4.1. [ |

Notemos que, dado € > 0, existe um racional p/q tal que a < p/q < a + € e tal que os numeros
de rotacdo das duas fronteiras é maior que p/q. Seja agora g = f9e g = fp — (p,0). Dado que
fe Hi”“, segue que f? € H_’KZSt, e os numeros de rotagao das fronteiras sao estritamente positivos
para ¢g. Construimos entao, da mesma forma que antes, o conjunto B, . O Teorema 1 mostra que,
para todo ponto z € B, , temos que

0> limsup LGN =p1(@) _ o mUME) —mGE)

n—00 n n—00 n
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e entao pela mesma conta feita na demonstracao do Corolario anterior

p(f"(3) - »(3)

lim sup
n—oo

<p/q

N C
Dai concluimos que B, C K, logo By C K, e portanto (B,;) > K¢, com o qual, o Teorema 8

segue do Lema anterior.

6.5 Demonstracao do Corolario 3

Lembremos que os conjuntos K. e K& sdo conjuntos f-invariantes. Agora seja E uma compo-
nente conexa de K¢, e E C A uma componente conexa de p~HKY) que satisfaz p(E) = F, se
E possui um ponto nao errante z (lembremos que o conjunto dos pontos nao errantes contém ao
conjunto dos pontos recurrentes), , existe um inteiro ¢ tal que f9(E) N E # () (eu suponho que ¢q é
o primeiro inteiro para o qual isso acontece), como cada componente conexa de K EC é homotopica-
mente trivial, temos que ENE+ (1,0) = () para todo inteiro 4. Agora como K¢ ¢ invariante, o fato
de ter f9(E) N E # () implica que f4(E) = E, logo, existe um inteiro p tal que fq(E) =F+ (p,0).

Suponha agora que z € Ry N KY, e que z tivesse ntiimero de rotacdo. Como z é um ponto
recurrente, existe uma seqiiéncia ny, tal que lim,, o f™(2) = z, pelo falado acima, nj tem que ser
da forma ny = rpq (ngy — oo se e s6 se r — 00).

Logo

. n . r
e= I f(z) = T (F)4(2)
como estou supondo que f4(E) = E + (p,0) temos que f*9(E) = E + (rp,0). Como z tem numero
de rotacao, o limite N
1o P ) — i)

n—00 n

existe, em particular existe o seguinte

i PR — pe)

T —>00 ’I"kq

e sao iguais, mas

Frra(5)) — 1 _ 714 _
i PR =pi() (M) Apre = pi(z) o e (FM() — (=) P p
T —>00 TRq T —>00 TEq Tp—>00 Trq q q

Logo, pela unicidade do limite, o numero de rotagao de z é p/q e provamos assim a primeira parte
do corolario.

Para a segunda parte do corolario, notemos que se f é transitiva, ela possui uma 6rbita densa,
como K. é invariante, se ele contém um ponto de tal érbita, ele contém toda a érbita e, pelo fato
de ele ser fechado, temos que K. = A. Se ele ndo contém a Orbita densa, claramente ele tem interior
vazio, pois caso contririo em algum momento, algum ponto da érbita densa estaria no interior de
K., e isso nao acontece.

Agora, se K. # A, e f é transitiva temos que, se ' é uma componente conexa de K, EC , COmMo
antes obtemos um primer inteiro positivo g, logo isso falaria que existem exactamente g compo-
nentes conexas diferentes de KEC, pois claramente f(E)NE =0 sei = 1,..,q — 1, e além disso
f{(E) N fi(E) = 0 para qualquer i # j, 1 < i,5 < ¢ — 1, pois caso contrario suponha i < j e
fUE)N fI(E) #0,logo j —i < qe EN fi7%(E) # () o qual ndo acontece. Agora suponha que eu
tivesse ¢ + 1 componentes conexas diferentes em K GC (a prova para uma quantidade maior sai por
inducdo). Seja E,41 a componente conexa que nao ¢ imagem de fi(E)comi=1,...,q—1. Como KX
contém a orbita densa, existe zy € E e ng inteiro positivo, tal que f™0(z9) € Eq41. Agora notemos
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dos coisas, primeiro, claramente ng = ri para algum ¢ tal que 1 < ¢ < ¢, e a segunda é que se E' é f9-
invariante, f*(F) também é fd-invariante para i = 1,...,q — 1 pois f4(fi(E)) = f/(f4(E)) = f{(E).
Agora como estamos supondo que f"(zy) € Eqy1 entao ng > ¢, portanto ng = rq+icom 0 < i < q.
Também, notemos que se E é fl-invariante, é f9 -invariante, logo todo o anterior implicaria que
E;1 N fY{(E) # 0 o qual é uma contradicdo, que prova que existem exactamente g componentes
conexas em K. Pelo provado no comego da demonstragio concluimos a demonstracio do corolario.

6.6 Demonstracao do Corolario 4

Se K. # A, como f preserva a medida de lebesgue, quase todo ponto em A tem numero de
rotagao, como Kec é aberto, existe um ponto em K EC que tem numero de rotagao, mas isso, pelo
corolario anterior implica o resultado.
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