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Resumo

VICTOR, B. L. Resolubilidade Semiglobal e Global para uma Classe de Campos Ve-
toriais Complexos em Variedades Diferenciaveis. 2017. 120 f. Dissertacao - Instituto de

Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2017.

Neste trabalho estudamos a resolubilidade C*° de campos vetoriais complexos suaves da forma
L = L; + iLy, em uma variedade suave M, com as seguintes propriedades: Vo € M, Li(x) e
Ls(x) sao linearmente independentes e [L1, Lo](x) é uma combinagao linear de Li(x) e La(x).
Para tratar da resolubilidade local, nos utilizamos da teoria dos espagos B, e operadores de
forga constante. Seguindo para a resolubilidade semiglobal, estudamos a folheagao gerada por L
e Lo: mostramos que neste caso as folhas possuem estrutura de variedade complexa, o que nos
permite obter um panorama bastante completo sobre o problema. Para encerrar, provamos que L
é globalmente resoluvel se e somente se for semiglobalmente resoluvel e M for L-convexa; exibimos

condicoes suficientes para que isto ocorra.

Palavras-chave: Folheagao, Resolubilidade Semiglobal, Resolubilidade Global.
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Abstract

VICTOR, B. L. Semi-Global and Global Solvability for a Class of Complex Vector Fields
in Differentiable Manifolds. 2010. 120 f. Dissertacao - Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2017.

In this work we shall study the smooth solvability of C*° complex vector fields L = Ly + il on
a smooth manifold M, assuming the following properties: Vo € M, Li(x) and Ls(x) are linearly
independent and [L1, Lo](z) is a linear combination de L (z) and Lo (x). Discussing local solvability,
we shall employ the theory of B, ;, Spaces and Operators of Constant Strength. Moving on to Semi-
Global Solvability, we shall study the foliation that is generated by L; and Ls: we prove that in this
case the leaves are actually complex manifolds, which allow us to obtain an wide comprehension of
the problem. Finally, we show that L is globally solvable if and only if it is semi-globally solvable

and M is L-convex; we then exhibit sufficient conditions in order to it occurs.

Keywords: Foliation, Semi-Global Solvability, Global Solvability.



vi



Sumario

7

8

Introducao

Preliminares
2.1 Classe dos Operadores em Estudo . . . . . . . ... ... ... ... ... .......
2.2 Resolubilidade Local . . . . . . . . . .

Operadores com Forga Constante
3.1 OsEspacos Bpi . . . o o oo
3.2 Defini¢ao e Propriedades . . . . . . . . . . ..

Folheacao associada a L
4.1 Forma local do Operador . . . . . . . . . . . . .. .
4.2 A Estrutura Complexa de Cada Folha . . . . . . .. .. ... ... ... ... ....

Uma Analise da Regularidade das Solugoes
5.1 A Fungao Regularidade . . . . . . . . . ... .
5.2 Propagacao de Singularidades e de Suportes nas Folhas . . . . . . .. ... ... ...

A Topologia em C*°(M)
Resolubilidade Semiglobal

Resolubilidade Global

Referéncias Bibliograficas

vil

17
17
21

25
25
34

37

43

49

57



viil SUMARIO



Capitulo 1

Introducao

Dado P um operador diferencial parcial linear, sabemos que Pu é uma fungéo suave sempre que
u também o for. Na grande maioria dos casos, porém, a reciproca nao é verdadeira: um exemplo é
o operador da onda P = 9? — 92, onde existem solugoes do caso nulo (Pu = 0) que nio sio sequer
fungoes. Os operadores para os quais a reciproca vale sao chamados de hipoelipticos.

Sao conhecidos na literatura exemplos ainda mais intrincados: para os operadores de Hans Lewy
e Mizohata-Grushin, existem funcées de classe C*° que nao possuem nem mesmo solucao local no
espacgo das distribui¢des. Discorreremos um pouco mais sobre ambos adiante.

Analisando este contexto, percebe-se o porqué do interesse no estudo da resolubilidade C°
(solugoes suaves para fungoes suaves) de um ODPL. Esta dissertagao trata exatamente de um caso
desta forma: um campo complexo L = L1 +iLs definido em uma variedade real M, com as seguintes
hipéteses sobre L1, La:

o [L1, Lo](x) é combinagao linear de Li(x) e La(x), para todo = € M.

e Li(x) e La(x) s@o linearmente independentes, para cada x € M.

O problema acima foi estudado por Duistermaat e Hormander em [DH72], entre as paginas 242
e 248. Dito isto, o principal objetivo do trabalho é facilitar a compreensao do paper (cujos autores
sao famosos pela escrita extremamente concisa), desenvolvendo de modo mais detalhado as contas
e a teoria matematica por tras de cada passo dado.

Iniciamos com a resolubilidade local, definindo o conceito tanto no contexto de fungoes suaves
como no de distribuicdes. Em seguida, analisamos a importancia das hipdteses assumidas ini-
cialmente, fazendo comparacées com importantes exemplos de campos vetoriais complexos nao-
resoltveis localmente.

Apo6s aplicar o Teorema de Frobenius, obtemos uma forma local especial para o operador.
Trazemos a teoria dos espagos By e definimos os operadores de forga constante. Provando que
estes sdo sempre localmente resoluveis e que L é um operador do tipo, concluimos que L (com as
hipoteses impostas) sempre serd localmente resolavel.

Nosso proximo passo é estudar a folheagao gerada por Ly e Ls. Em um primeiro momento,
sabemos apenas que uma folha é uma variedade real, de dimensao 2. Verificamos que esta admite
estrutura de variedade complexa, logo ap6s a exibi¢do de uma nova descrigao local de L; obtemos que
em cada folha L é localmente um miltiplo do operador del-barra. Introduzimos o que chamaremos
de funcoes subharmonicas.



2 INTRODUCAO 1.0

Com um resultado de subharmonicidade (como definido anteriormente) demonstrado para a
fungdo de regularidade

su(z) = sup {t € R; u € H" em uma vizinhanca de z},

conseguimos resultados sobre propagagao de singularidades e de suportes nas folhas.

Tais resultados sdo fundamentais para chegarmos a seguinte conclusao: L sera semiglobalmente
resoluvel se e somente se nenhuma folha for relativamente compacta, além de outras trés pro-
priedades equivalentes a ambas.

Na prova da afirmagao, aplicamos intimeros fatos de topologia e analise funcional, mais modernos
e sofisticados do que aqueles apresentados no artigo original, que sao descritos de maneira minuciosa
a medida que sao utilizados.

Por fim, introduzimos o conceito de P-convexidade e provamos que M ser L-convexa aliado
a L ser semiglobalmente resoluvel é equivalente & resolubilidade global do operador. Apds alguns
resultados, exibimos um exemplo em que L(C*(M)) = C*°(M): quando M for uma variedade
pseudoconvexa, defini¢do esta feita no texto.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Classe dos Operadores em Estudo

Em todo o trabalho, serd denominada de M uma variedade real, C'™°, paracompacta e de di-
mensao n. Denotaremos por L um campo vetorial complexo suave em M, dado por L = L1 + iLo,
onde L1, Lo sdo campos vetoriais reais de classe C*° e assumem as seguintes hipoteses:

[L1, Lo](z) é combinagao linear de Li(z) e La(x), para todo x € M. (2.1)
Li(z) e La(x) sao linearmente independentes, para cada x € M. (2.2)

Note que ambas as condigoes sao invariantes se multiplicarmos por uma funcao C'*° a valores
complexos que nunca se anula.

Daqui em diante, assumiremos que f é funcdo de classe C*° e estudaremos a existéncia de
solugoes suaves da equagao

Lu=f. (2.3)

Isto é, nosso objetivo sera tratar da resolubilidade C*° do operador L, que dividiremos em trés
casos.

2.2 Resolubilidade Local

Definicao 1. Dado P um operador diferencial, dizemos que P € um localmente resolivel no
caso C™® se, firado xy € M e dadas U wvizinhan¢a aberta de xg, f € C*°(U), existem um aberto
V 5z contido em U e u € C*°(V) tais que Pu=f em V.

Mostraremos ainda neste capitulo que as hipoteses 2.1 e 2.2 sao suficientes para a existéncia
local de uma solugéao suave. Antes disto, ndo obstante, faremos uma breve anélise sobre a relevancia
de ambas as propriedades.

Se na Definigdo 1 trocamos C*° (V') por D'(V), dizemos que P é apenas localmente resolivel.
E muito conhecido na literatura o fato de que nem todo ODPL com coeficientes de classe C™ ¢é
localmente resoluvel. No ano de 1957, Hans-Lewy mostrou em |[Lew57| que

7 1 .
Qz,y,w) = §Dm - §Dy + (z +iy) Dy (2.4)



4 PRELIMINARES 2.2

nao ¢ localmente resolivel em nenhum ponto de R3.

Outro famoso exemplo é o operador de Mizohata-Grushin, que age em (t,z) € R? da seguinte
maneira:

My, =< —ith L (2.5)

onde k € N. E sabido que M, é localmente resoliivel na origem se, e somente se, k é par.

Uma pergunta interessante que pode ser feita neste momento: quais das condigdes que implicam
a resolubilidade local suave de L falham para @) e M;?

Iniciando a an&lise com o operador (), temos:

) 1 ) 10 0 ) 10 0
Q(z,y,w) — li - §Dy + ($+ zy)Dw = (2% +y%) +1 - <28y _ x6w>

Py Py

E facil notar que P; e P sdo linearmente independentes para qualquer (x,y,w) em R®. Por outro
lado,

0

[P17P2](xay7w) = _%7

que claramente nao é combinacao linear de P; e P, em nenhum ponto do espaco.

Proposicao 1. A condicao 2.2 nao € suficiente para que haja resolubilidade local.

Procedemos agora de modo anéalogo para My, My e Ms:

M (t, ) :@“Li‘ <—t§x>7 Ms(t, ) =@+i~ (—t2§x>, Ms(t, x) = (;) +i.(_t3§$)

R1 R2 R3 R4 RS RG

Vemos aqui que os pares (R1, R2), (Rs, Ry4) e (R5, Rg), sdo linearmente independentes se e somente
se t # 0. Calculando o colchete de Lie,

0

Ry, Rul(1,2) = 2t - [Rs, Rl(t,) = 32 0

[RhRZ](t?‘T) :_g Oz

oz’

podemos verificar que [Ry, Ra] é gerado por Ry, Ro se e somente se ¢t # 0. Em contrapartida, [R3, R4]
e [Rs, Rg] sdo combinagoes lineares de (Rs, R4) e (R5, Rg) respectivamente em todo o plano.

Proposigao 2. A condigdo 2.2 nao € necessdria para que haja resolubilidade local.

Demonstracao. Basta ver que My é resoluvel na origem, contudo a condigao nao é satisfeita neste
caso. O



2.2 RESOLUBILIDADE LOCAL )

Proposigao 3. A propriedade 2.1 nao € suficiente para que haja resolubilidade local.

Demonstragao. Sabemos que M3 nao é resoluvel em (0,0), apesar de valer a propriedade referida
no ponto. O

Proposicao 4. My, My e M3 sdo localmente resoliveis no caso C* para todo (t,x) € R? tal que

t#0.

Para finalizar, note que em todos os casos em que sabiamos que nédo vale a resolubilidade local,
a Propriedade 2.1 falhou. De fato, é possivel demonstrar que esta é uma condicao necessaria. Para
demonstragao, verifique o Teorema 6.1.1 de [Hor03].

Assim, inferimos imediatamente que @) nio é localmente resoltivel em nenhum elemento de R?
e M nao é localmente resolavel nos pontos da forma (0, x).

Voltamos agora ao objetivo inicial proposto. Unindo a condic¢ao 2.1 com o Teorema de Frobenius,
obtemos a existéncia de um sistema coordenadas locais y,...,¥y, em uma vizinhanca da origem,
denotada aqui por V, tal que:

0 0 0 0

Li=by, 41— +b,—, Lo=cp1— +cp—oi, 2.6
1 n layn—l nayn 2 n—1 ayn—l nayn ( )
onde by,_1, by, ch_1 € ¢, s8o fungoes reais de classe C*°. Como L = Ly + iLo, concluimos que
0 0 0
L= (b,_ iCp— b iCp) =—— = Gy — 2.7
( n—1 + 2Cp, 1)ayn_1 + ( n + ch)ayn an 1ayn_1 + anayn ( )

Proposicao 5. Tanto a,—1 quanto a, nao se anulam em nenhum ponto.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo existir 2y de maneira que a,—1(z9) = 0. Entdo temos que
bn—1(x0) = ep—1(x0) = 0, e consequentemente

bn-1(z0) bn(xo)|
cni(zo) enlzo)| = (2.8)

o que contradiz o fato de Ly e Lo serem linearmente independentes. Para a,,, a prova é completa-
mente analoga. O

Considere agora L como operador nas variaveis y”’ = (yn—1,¥n), dependendo dos parametros
/
Y =1, Yn-2)

Proposicao 6. Para cada pardametro w' = (wy, ..., wy—2), L é um operador eliptico nas varidveis
/!

Y.

Demonstragio. Dado € = (£,_1,&,) € R?, suponha que a,,_1(w',y")én_1 + an(w',y")é, = 0. Entdo

bnfl(w,a :E//)fn,1 + bn(w/a x,/)fn =0
Cn—l(wla x”)gn—l + bn(w/a x”)gn =0

Aplicando mais uma vez o fato de L1, Lo serem linearmente independentes, concluimos que £ = 0
e portanto o operador é eliptico. O
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Capitulo 3

Operadores com Forca Constante

Para solucionar o problema local, temos a liberdade de supor M um aberto de R™ e L como
em (2.7). Utilizando-nos de tal fato como ponto de partida, mostraremos que L é um operador
de forga constante em uma vizinhanca de cada ponto e que todo ODPL deste tipo é localmente
(C'°°-resoluvel.

Este resultado requer uma consideravel quantidade de pré-requisitos. Apresentaremos entao
somente um apanhado geral de tudo que serd necessério para o teorema principal e o provaremos.

As demonstracoes restantes, entretanto, ndo serdo exibidas e podem ser encontradas com detalhes
em [Hor05].

3.1 Os Espagos B,

Definicao 2. Uma fungao positiva k definida em R™ serd chamada de peso se existirem constantes
positivas C' e N tais que

k(& +n) < 1+ CENVE®m), VEneR” (3.1)

Denotaremos o espago de todas as fungoes peso por J£ . Um exemplo muito simples e importante
é, para cada s € R:

hs(€) = (14 1¢%)¥2. (3.2)

Proposicao 7. Dados a, 3 € R, entio (1 + |a+ B]?) < (1 + |af?)(1 +|B])2.

Demonstracao. Aplicando a desigualdade triangular,

L+ |a+ B2 < (L+ |of* + 81> + 2|a|]). (3.3)

Por outro lado,

L+l (@ +181)% = 1+ |al + 18 + |81 + 2]al*|8] + 2|5 (3-4)

Analisando (3.3) e (3.4), concluimos que ¢é suficiente demonstrar que

2(Jaf?18] +181) > 2(|al|B]), (3.5)

o que nao é dificil de checar: basta verificar separadamente casos |a| > 1 e |a| < 1.



8 OPERADORES COM FORCA CONSTANTE 3.1

Corolario 1. A fungdo hy(&) = (1 + |£]2)%/2 ¢ de fato um peso.

Demonstra¢ao. Comegamos com o caso onde s > 0. Pela Proposi¢ao 7, tomando o =ne g = &,
segue que

L+ le+0P) < @+ - (L +E)* = A+ [ +n*) < 1+ )7 (1+[¢]).

Isto é, obtemos a desigualdade (3.1) com C' =1e N = s.

Como o caso s = 0 ¢é trivial, s6 falta o verificarmos para s < 0. Nesta situagdo, escolhemos
a=¢+n,p=—E Logo,

1+ <Q+1E+92) 1+ €)Y = < (1+ |€])? 3.6
A+ [nf) <A+ 1€+ - (1 +[€]) T+ ed (1+1¢1) (3.6)
Elevando & s/2 a ultima desigualdade em (3.6), obtemos:
(1+ In*)*? s

> (1+ [€])°, 3.7

e portanto
(L4 [+ &P < L+ €)™ - (L+ [n*)*">. (3.8)
O

Considere agora P um polindmio na variavel £ e defina P* = 8?P.

Proposicao 8. A funcao 15(5)2 = Z |PY(&)|* € um peso.
|a|>0

Demonstracao. Fixamos um polinémio P com grau m. Pela férmula de Taylor,

3
QPE+m) =8P+ 3 ag“*BP(n)é,. (3.9)
1<|8|<m—|a] '
Segue de 3.9 que
5 2
= o (e’ 5
PE+n)?= > |gPm+ > 85+5P(77)-E
la|<m 1<|8|<m—]al
2
o o+ 56
<> [loerm|+| > o P(n)ﬁ
o] <m 1<|B8|<m—]a
< > |]ogP( )|?+2|0¢ P(n)] - > a‘“ﬁp()-g -
laj<m | 1<|Bl<m—|al

2
:
2| X gTPm): %!

la|<m |1<|B]<m—|a]

Estimemos a segunda parcela da expressao dentro do somatorio acima:



3.1

OS ESPACOS Bp x

8 181
200¢P(m)|-| > ag*ﬂp(n)é! <200¢PMm)|- > ‘ag*ﬁp(n)‘-%
1<|8|<m o] 1<[8|<m—laf
< [ogP)|- Y [07P®)| - Can (Z 5]‘)
h<m i=1

Fazendo analise semelhante da tltima parcela,

>

1<[B|<m—|a

e P(n) -

>

5 2
5' <
/8 1<|B8|<m—|«a|

(1<ﬁ<m ||

D

<,
1<|18|I<m—

< Y |ozpm)|

[v]<m

Desta forma, deduzimos que:

PE+n)?< Y
jal<m
-3 |5 ol (S
lal<m | [y|[<m Jj=1

2
< P +C'- ( > (ang)) - (Z €j) + " P(n)?
[v[<m J=1
(Z fﬂ) + " Py
1+Co- (Z fj) +C" (Z 521)]
j=1 i=1

A

P(n)*+Co- P

IN

P(n)?-

< P(n)* (1 +Clg)*"

0 que encerra a prova.

8a+5P( )

&h 2
i
€B>2

A
[
e

Ca,Q (Z €2J>
j=1

o2+ P

2+ P ()

laf

‘ 2

|

P + 02 Pa)] - Y |07PN)] - Can (Z 5)]
[v|<m

7j=1

: (i s”)
(Se)

O]

Neste trabalho, o polindémio P sera o simbolo de um operador diferencial linear com coeficientes
constantes. Este ¢ um exemplo crucial de peso, sendo o alicerce fundamental da teoria de Hormander.
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Também é importante salientar que o conjunto das func¢oes peso é fechado para soma, multiplicagao
e divisao. Estamos devidamente preparados para introduzir os espagos By, j.

Definicao 3. Se k € # el < p < oo, determinamos por By, . o conjunto de todas as distribuigoes
u €. tais que Fu € uma funcao e

. 1 , 1/p
lull s = 5 ( [meFE©! df) < oo (3.10)

Quando p = oo, definimos ||ul|., , = ess sup [k(§)F (u)(&)]-

Repare que se tomamos k = hs como definido em (3.2) e p = 2, temos os espagos Hg. Cada
espago com a norma ||||p ,, € um espago de Banach, e valem as inclusoes . C B, C ..

Exibiremos agora resultados sobre a acao de operadores com coeficientes constantes em B, i, a
relacdo entre estes com a suavidade de fungoes e uma versao da Desigualdade de Young.

Teorema 1. Considere P(D) um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes.
Se u € Bp,kﬁ7 entdo P(D)u € By ). No caso em que u € uma distribuicdo com suporte compacto,
também vale a reciproca.

Teorema 2. Sejam k € & e j € um inteiro ndo-negativo tais que

1 J 11
A+IE) L9, com =+ = =1. (3.11)
k(8) P q
Neste caso, By C C7. Reciprocamente, se B,y NE(X) C CY para algum aberto X, entio vale

(3.11).

Teorema 3. Suponha que u1 € By, NE'(R™) e uy € Bogp,. Entdo uy * ug € Bp i, € vale a
estimativa

||,LL1 * u2Hp,k1k‘2 S Hul”p,kl Hu2||oo,k2 . (312)

Uma maneira classica de constatar que uma certa distribuicao é na realidade uma funcao suave

S

seria demonstrar que ela pertence a todo espaco H; , com s real. Como tudo definido até o momento

é uma generalizacao dos Espacos de Sobolev, surge naturalmente uma questao sobre a existéncia
de espagos B},OI‘;. Vejamos de que modo se pode defini-los.

Teorema 4. Sejam v € By, e p € /. Entao pu € By e vale a desigualdade abairo:

lpull, . < C(p) llully i (3.13)

Teorema 5. Seja p € C°(R™) tal que /cp(x)dw = 1. Denotamos p.(x) = e "p(x/c). Seu € By,

com p < 00, entao u * Q. ;; u em B .



3.2 DEFINICAO E PROPRIEDADES 11

O Teorema 5 é uma consequéncia do Teorema 4, o qual nos mostra como as fungoes regularizantes
podem ser aplicadas aqui como em outros casos ja conhecidos. J4 o Teorema 4 nos mostra que é
viavel discutir regularidade B, ; em vizinhancas de pontos. Reescrevendo de maneira mais formal:

Defini¢ao 4. Um subespagco W de P'(X) é chamado de semilocal se pu € W quando u € W e
p € CX(X). Quando W for semilocal e contiver u sempre que pu € W para toda ¢ € CX(X),
diremos que W serd local.

Note que ja vimos que B, ¢ semilocal. Isto é suficiente para induzir uma definicao de B};’C,
através do resultado abaixo:

Teorema 6. Se W ¢ semilocal, o menor espaco local contendo W € o espaco

Wlhe = {u; ue 2(X),pu e W, Vo € CX(X)}.

Para os espagos BL"]‘;, temos versoes analogas dos Teoremas 1 e 2, com ambas as voltas ver-
dadeiras. O conjunto é fechado para multiplicacdo por fungoes suaves e tem estrutura de espago de
Frechét com a topologia induzida pelas seminormas u — [loull,, ., ¢ € C2°(X).

Outro fato interessante e de bastante utilidade para a demonstracao de nosso resultado, é que
podemos estimar a regularidade de uma solu¢do fundamental para um ODPL com coeficientes
constantes.

Teorema 7. Se P(D) é um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes e nao-
nulo, entdo existe E uma solu¢io fundamental E € B¢ _.

)

Afirmamos que o resultado acima é preciso, no seguinte sentido: o espago BlOCP é o "melhor"
espaco do tipo que pode conter uma solugdo fundamental. Suponha existir uma distribuicao F

pertencendo Bl"c tal que P(D)E = ¢. Pelo que ja discutimos previamente,
— l
d=P(D)E€eB Oz/P (3.14)
k k
Assim = - F(§) = = € LP.
P P
k ~
Observe que se u € B__ 5, entao ||k - F(u)]], < ']5 : HP}"(U)H . Ou seja,
P oo
Bloc Bloc (315>
007

3.2 Definigao e Propriedades

Sejam agora Pi(D), P,(D) dois operadores diferenciais com coeficientes constantes. Sabemos
que as fungoes induzidas Pj, P» sao fungoes peso. Podemos nos questionar: comparando as fungoes
peso, é possivel de algum modo comparar os operadores em si?
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Considere P(z, D) um ODPL qualquer. Tomando ¥, y2 quaisquer, é factivel obter propriedades
de P estudando as relagoes entre P, e Py,7 A resposta é afirmativa para ambas as indagacoes;
nosso objetivo seréd trazer um bom exemplo para a derradeira.

Definicao 5. Sejam P(D), Q(D) operadores com coeficientes constantes. Dizemos que Q € mais
fraco que P, ou Q < P se existe C' > 0 tal que
% <C, V¢eR" (3.16)
P(¢)

Quando Q < P < Q, dizemos que ambos os operadores sdo igualmente fortes.

Definicao 6. Um operador diferencial P(xz, D) definido em X ¢é dito de for¢a constante em X
se para y1,y2 € X arbitrdrios, os operadores de coeficientes constantes P(y1, D), P(y2, D) possuem
a sequinte propriedade:

M < C(y1,92);, Cly1,y2), £€R™,. (3.17)

P(y2, &)
Tome um operador de coeficientes constantes P, de ordem m. E facil reparar que o conjunto

de operadores mais fracos do que P tem estrutura de espaco vetorial e nenhum operador de ordem
estritamente maior que m pertence a ele. Logo, a dimensao do espaco é finita.

Lema 1. Suponha que P(x, D) é um operador com coeficientes suaves e forca constante. Fizado x,
definimos Py(D) = P(xo, D). Seja Py, P, ..., P, uma base do espago de operadores de coeficientes
constantes que sao mais fracos que Py. Entao

P(z,D) = Ry(D) + ) ¢;(x)P;(D), (3.18)
j=1

onde as fungoes c; sao unicamente determinadas, se anulam em xg e sao de classe C°.
Temos agora todas as ferramentas para demonstrar o resultado principal.

Teorema 8. Seja P(x,D) um operador diferencial com coeficientes C* e de forca constante em
uma vizinhanga de xg € R™. Se X é uma vizinhanga suficientemente pequena de xg, existe uma
transformacao linear E : E'(R™) — E'(R™) com as sequintes propriedades:

P(x,D)Ef = f em X, se f € E'(R"). (3.19)

VEFI, e < Cillfllgs se f € E®)N By che 4. (3.20)

Demonstragao. Seja X, = {x;|r — x¢| < €}. Pela hipotese, podemos encontrar ¢y tal que P(z, D)
possui coeficientes suaves e ¢ de forga constante em X,,. Escolha uma fungao de corte x € C°(R")
de modo que x = 1 em uma vizinhanga de B(0, 2¢q).
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Considere a decomposi¢ao de P feita em (3.18) e seja Ey € B};Cﬁ uma solucao fundamental de
»4°0

Py(D), cuja existéncia é garantida pelo Teorema 7. Escrevemos Fy = yEp. Segue imediatamente

que Fy € Boo,f%'

Além disto, Fy * f = Ep * f em X, quando supp f estd contido em X, , ja que

Eox f=(xEox* f)+[(1 = x)Eo * f]
T ‘—B/_/

e y € supp B pode ser escrito como y; + y2, onde |y1| > 2¢¢ e |y2 — xg| < £0. Assim,
Po(D)(Eo x f) = Py(D)(Fo = f) = Fy x (Py(D)f) = f em X, se f € &'(Xc,) (3.21)

Tome ¢ € C°(R™) tal que ¢ = 1 na bola unitaria fechada, com suporte no conjunto {z; |z| < 2}.
r — X0

Como usual, escrevemos . = . Suponha por um instante que existe £; > 0 para o qual

dado f € &'(R™) existe uma tnica g € £'(R™) tal que

9+ > ciPi(D)(Foxg) = ¢-f, 0<e<el<eof2 (3.22)

Determinamos entdo Ef = Fy * g. E imediato que E & linear e leva elementos de £&'(R") em
E'(R™). Mais ainda, isolando g na equagdo (3.22), notamos que na verdade supp g C supp . e,
consequentemente, g € £'(X,,). Portanto,

P(SU’D)Ef:P(va)(FO*g)

= Py(D)(Fp * g) +ZCJ (z, D)(Fo * g)
7=0

_g—l—Zc] (x,D)(Fo*g)

—g+Zl/J€c] (x,D)(Fop*g), em X
=1 eme:

o que mostra (3.19). Precisamos provar ainda a unicidade de (3.22) e a desigualdade (3.20). Es-
tudemos a seguinte funcgao:

A 2'(RY) — Z'(R")
T
g — Y vc;Pi(D)(Fo % g).
Fixemos f € &'(R™). Sabemos que existe k € % tal que f € Bay. De forma mais geral,

demonstraremos que A. leva B, em si mesmo. Logo em seguida, calcularemos sua norma. Mas
antes, temos de enunciar dois lemas:
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Lema 2. Fizado k € %, podemos encontrar g > 0 tal que para todo 0 < § < §g existe uma fungao
peso ks de modo que

lpullp s < 20l lullyr,»  w € Bps (3.23)

onde ¢ € & e By = By, (ou seja, os dois pesos sao equivalentes).

T — X0

Lema 3. Suponha ¢ € C°(R") e seja P(x) = ¢ ) Se h(x) € suave em uma vizinhanga

de xg e h(zg) =0, seque que ||Y:h|; ; = O(e), quando € € suficientemente pequeno.

Agora, lembre-se que Fy € B_ 5. Logo, existe C' > 0 tal que |Po(§)F (Fb)(§)] < C, para cada

§ € R". Como cada P; ¢ mais fraco do que P, podemos tomar C' de modo que

|P;(§)F (Fo)(&)| <C, j=0,1,...,m (3.24)

Suponha que g € B, ,, para ¢ suficientemente pequeno onde vale o Lema 2. Pelo Teorema 3,
obtemos:

.
1Acglly ks < D 190 Py (D) (Fo % 9)l, 4,
§=0
;
<Y e (Pi(D)Fo % 9, 1,
j=0
!
<23 cyllyy [(P(D)Fo % ), 4,
=0

r
<2 cillyy 1PH(D)EFoll gy 9l 15
7=0

T
<20 " |lbecylly g llg

J=0

P,ké :

Utilizando o Lema 3, é possivel selecionar 1 de maneira que 0 < g1 < gp/2 e
d 1
Z |Yecilly ; < el quando 0 < € < ¢;. (3.25)
j=0

Como a escolha de 1 vale para qualquer peso k, concluimos que A, pode ser visto como um
operador de Bj g, e juntando a desigualdade (3.25) com a estimativa anterior, notamos que

1
HAag”p,k(; S 5 Hng,k(g : (326)

. 1
Isto é, sua norma ¢ menor ou igual a 3

Resumindo, temos um operador linear A, : By, — B, que possui norma menor do que 1.
Logo, I + A. € inversivel, o que nos permite concluir a existéncia de uma tnica solucao da equagao
(3.22), considerando & primeira vista apenas o espago By j, e portanto By .
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Nao obstante, a unicidade é mais geral, valendo para £'(R™). De fato, suponha existirem g1, ga
solugoes distintas, sendo a primeira a encontrada acima. Logo g1,f € Bay, e g2 € Bay,. Por
podermos encontrar k£ de modo que By, , Ba, C By, terfamos duas solugoes distintas em By,
de f. Contradigao.

Finalizamos a prova com a estimativa prometida. De (3.26),

2{[e fllp s = 211 Acg + glly ks = 219l 1, = 21 Acgllp 15 = 11911, (3.27)

Portanto,

IEFI, Bors < I1F0l o 55 91l ns < 211F0ll o 7 N0efllpps < 41F0l o 5 1Welln ([ 1lprs s (3-28)

aplicando o Teorema 3, a desiguldade (3.27) e o Lema 2. O resultado como enunciado segue nova-
mente do fato das normas [, e ||.|, ;, serem equivalentes.
O

Corolario 2. Seja P(x,D) e X como no Teorema 8. Entao a equacao P(x,D)u = f possui (em
X ) solugao uw € C*°(X) para cada f € C®(R™).

Demonstragao. Seja f um elemento de C*°(R"™). Tomamos ¢ € C°(R") tal que ¢ = 1 em X.
Repare que ¢f € &'(R™) N H*(R™) para s € R arbitrario. Por (3.19), P(x, D)E(¢f) = ¢f = f em
X. Segue de (3.20) que Ef = u pertence a H® para cada s; logo de classe C*°. O

Teorema 9. Dado x € M, existe uma vizinhanga V 3 x tal que L € um operador de forca constante
em V.

Demonstracao. Fixe xg € M, e considere um aberto U que contém zg tal que

0 0
+ ap—=—".

L
| Yn—1 ayn

U :an—la

Tomando V' > xp um aberto compactamente contido em U, existem Cq,Ce > 0 de modo que

Cy < |ap—1(2)|, |lan(x)] < Co, VeV (3.29)

pois ja vimos na Proposi¢ao 5 que ambos os coeficientes nunca se anulam. Portanto, dados x1, x2
em V,

L(z,€)* = lan-1(2) - &1 + an(z)) - &al* + lan—1(z5)* + an(z;)?
< Han—1(2;)P(1 4 2/&n—1]%) + lan(z;)|2(1 + 2|&.[%),
<2-C5(1+ [énaal® + 6], j=1,2.
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Reciprocamente, aplicando a Proposi¢ao 6 com possivelmente uma redugao de V', constatamos que
existe ¢; > 0 de maneira que:

L(%,)? = |an-1(x;) - o1+ an(x;) - &al* + lan—1(z5)[* + |an(2;)[?
> 2 cr® (|61 + 16al?) + lan—1(z))]* + lan(z;)[?
>2-c®(|enaf* + [€a]?) + 207
> 2L+ [ga|? + &%), J=1,2

onde cg = min {C1, ¢ }.

L C
Ou seja, M < —2, o que finaliza a prova.
|L(z1,8)| 2

Corolario 3. L € um operador localmente C*°-resolivel.



Capitulo 4

Folheacao associada a L

Pelo fato dos operadores reais L e Lo formarem uma estrutura involutiva, existe uma folheagao
de M de modo que cada uma das folhas tem o espaco tangente gerado por tais campos. Para mais
detalhes sobre folheagoes, recomendamos [CLNS85].

A priori, uma folha neste caso é somente uma variedade real de dimensao 2, que localmente
pode ser descrita como um subconjunto de M cujas primeiras n — 2 varidveis sao fixas.

Complexificando seu fibrado tangente e definindo L = L — iLs, segue que

L+L L-L
[1=— " L[,= ) 4.1
1 9 ) 2 2% ( )
Consequentemente, L e L sdo linearmente independentes e também formam um conjunto gerador.
Isto é, em cada folha o subfibrado gerado por L forma uma estrutura complexa, como descrito em

[BCHOS].

4.1 Forma local do Operador

Apresentaremos agora uma nova caracterizagao local do operador L, que seré de suma importan-
cia no decorrer deste trabalho.

Teorema 10. Para cada ponto de M, existe um sistema local de coordenadas de forma que L = (1?,
Z
0 1 0 0
onde a € fungdo de classe C*® ¢ — == | ——— 4+ 11—
Jung oz~ 2 (axnl 8$n)
Demonstracao. Primeiramente, fixamos um ponto em M que serd a origem, e recordamos que

podemos considerar L = ap_1-—— + ap em um sistema local de coordenadas yi,...,yn

. . Oyn—1 "0y ) )
definido em uma vizinhanga U deste ponto, de maneira que as fungoes a,_1 € a, nao se anulam em

U.

Considere entdo L' = L/a,—1. Note que provar o resultado para L’ é equivalente a provar para
L. Portanto, podemos supor que

o v, 2 (4.2)

L =
0yn,1 8yn

onde b, = B, + i, € uma funcdo que nunca se anula.

Considere o seguinte problema de Cauchy:

17
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( OYn—1
=1
ot ’

dy
87: = 571(2917 e ,yn_g,yn—byn)

yn—l(yh o 7yn—2707<) =0

yn(yla o 7yn—2707§) - C

\

Com uma conta simples, conseguimos provar que (Y1, ..., Yn—2,6C) —> (Y1, -+, Yn—2, Yn—1,Yn)
é um difeomorfismo em torno da origem, e consequentemente (yi, ..., yn—2,t,¢) é sistema local de
coordenadas.

Verifiquemos a forma do campo L neste novo sistema:

At Oyo—1 Ot Oy, Ot
of of

—_ n

= +
ayn—l ayn
0 0
(%AB %W
0f  Oyn

of _ 0f O 0f
_ of  Oyn

 Oya OC
OYn 0
= () ()1
a¢ OYn
visto que y,—1 = t, pela unicidade de solugao do problema de Cauchy. Concluimos assim que

o . 0
L_a—f_lspaic)

of . of ) OYn—1 + of Oyn

(4.3)

com ¢ € C*°(U) e assumindo apenas valores reais. Note que, como L e L sao linearmente indepen-
dentes, a func¢ao ¢ é diferente de 0 em cada ponto.

Considere f = —ip¢. Visto termos demonstrado que L é localmente C°°-resolivel, a menos de
uma reducao de U, existe v de maneira que

Lv = v +ipve = f = —ip¢ (4.4)

Posto isto, definimos a seguinte funcao:

C /
u(y',t,¢) i/o W't gg. (4.5)

Aplicando L em u, obtemos:
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¢ ) /
vy, 1,0).e" V) do +ip(y,t, ¢)e?W o)

C / !
i [—ipe —ipue] (', 0).e” W0 do 1 ip(y ¢, )e’ W0

Lu(y',t,¢) =

J
J

¢ / /
- _i/o [pc + vl (4, 1,0)." 40 df +ip(y 1, (et V1O

¢ , )
= /O [we”(y ’“9)] W 1.0)d0 (' t, ¢)er v o)

=ip(y,t, O).e”(yl’t’o)

Escrevemos agora

t
Z(y ,t,¢) = u(y,t,) —i/o oy, €,0)e’W 0 g (4.6)

e afirmamos que LZ = 0, Z; # 0 em U. De fato,

t
LZ(y',t,¢) = Lu(y',t,¢) —iL [/0 ¢(y'7§,0)e”(y"5’°)d§]
t
= ip(y',1,0).e"W 0 —iL { /0 w(y’,é,O)e”(y'@O)dg}

. ol (o 9 ¢ o
= ip(y',t,0).e?W B0 g {& + w&n} [/O oy, £, 0)e’ ,éyo)dg]

= ip(y',t,0)."V"0) —ip(y t,0).e"V 0
— 0.

Além disso, Z¢(y',t,¢) = uc(y,t,¢) = e?W' 0 £ 0. Ou seja, dZ # 0.
Daqui em diante tomaremos 3’ apenas como parametro fixado. Repare que esta atitude poderia
ter sido tomada desde o inicio, pois em nenhum momento houve qualquer alteracao nas primeiras

n — 2 coordenadas. Mas a opcao feita aqui teve exatamente o fim didatico de explicitar esse fato.

Para prosseguir com a demonstragao, necessitamos do resultado a seguir:

Proposicao 9. As formas dZ,dZ sao linearmente independentes.

Demonstracio. Sejam a1, as funcdes suaves tais que a1dZ + apdZ = 0. Aplicando em L,

ale(L) + CLQdZ(L) = agdZ(L) = azL(Z) = a9 (Z) =0 (47)

Em contrapartida,



20 FOLHEACAO ASSOCIADA A L 4.1

LZ(y,t,¢) = Lu(y',t,¢) —iL [/Ot oy, &, 0)e yﬁo)dg}

C !
=i [ [ ) (0.0.0) b — gt £,

0 0 ¢ /
[l [ smen]

= —2ip(y, 1, ()" V1) tip(y,1,0).e" V) —ip(y 1, 0).e" W) =
= —2ip(y,t,)e" W0,

que nunca se anula. Logo, as = 0. Analogamente, aplicando em L obteremos que a; = 0, encerrando
a prova.

O

Repare que a Proposigao 9 nos permite inferir que d(ReZ) e d(ImZ) sao linearmente indepen-
dentes. Determinando

Z(?J’?C? t) = xn—l(yl7c7 t) + zxn(y/7 C? t)? (4'8)

segue que (Zp—1,x,) é um sistema de coordenadas. Calculemos L neste sistema. Como LZ = 0;

O0xp_1 Oz, OLp— ox
p— 4.
5 +1 5 "~ 4 ac L4 <p< 8{) 0 (4.9)

Da equagao (4.9) extraimos duas igualdades:

On-1 _ OTn

a T ac
Oxn __ O%n-1
a7 ac

Tomamos f € C°(U) arbitréaria e aplicamos L:

8f af
Yo
B Of Oxn_1 af Oxn . Of Oxn_1 of 0z,
- <8xn_1 ot owy ot ) Ty (8$n_1 o¢ " By, ¢ >

_ of [8xn_1 i Gaﬁn_l] N of {(%n +w8xn}

Lf=

drn | ot P ac oz, | Ot ac
of 0%xp—1 .0z,  Of 0x, O0xp_1
= Dns [ ot ot ] o {_Z ot ot ]
Orn_1 Oxn] [ Of  .Of
- [ o ot } <8zn1 +Zaazn>
Se denotamos ¢ = [03387;1 — agt"]
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O0xp—1 Oxy,

L—¢< 9 —|—i8), (4.10)

0 que estabelece o término da demonstracao do Teorema 10.
O

Como pode notar o leitor familiarizado com a teoria de estruturas formalmente integréveis, o
que acabamos de provar decorre imediatamente do Teorema de Newlander-Nirenberg, que afirma
que toda estrutura complexa é localmente integravel. Uma demonstragao do resultado e a teoria
geral podem ser vistas em [BCHOS].

4.2 A Estrutura Complexa de Cada Folha

Provemos por fim que cada folha tem estrututura de variedade complexa. Fixamos um ponto
xo da variedade M, denominamos de £ a folha que passa por ele e escolhemos (y1, ..., yy) sistema
de coordenadas em um aberto Wy 3 g da variedade como no Teorema 10.

Logo, existe V; 3 xg aberto da folha tal que g = y,—1 + 4y, ¢ um homeomorfismo de V; em um
aberto de C. Suponha (z1,...,x,) outro sistema de coordenadas para o qual L ¢é caracterizado da
mesma maneira, definido em um aberto Wy tal que Wi N Wa # ().

Analogamente, existirda Vo C L aberto de modo que V.= ViNVy # Qe h = x,_1 + iz, &

homeomorfismo de Vo em um aberto de C. Afirmamos agora que ¢’ = (y1,...,yn—2) € uma fungao
apenas de 2’ = (x1,...,x,_2) e vice-versa. De fato,

o of ﬁ
Lf=a <8xn_1 +Z<9xn)

o N~ (O 9y | Of Oy
=0 Z(ayj Ot | By; Ot

j=1
0 0
=c- < / + z'f> .
ayn—l 8yn
. ayj Byj o . P ! ot
Ou seja, ——= = 0paraj=1,2,...,n— 2. O raciocinio para mostrar que =’ s6 depende

6xn_1 - &rn
de vy’ & totalmente analogo.

Resumindo: quando ocorre a troca de sistema de coordenadas e as variaveis x’ sao fixadas, o

2

mesmo acontece para y'. Falta-nos mostrar que a funcdo de transicdo em £ dada por go h™! é
holomorfa.

Fazendo uma simples conta, deduzimos que Lf = Lg = 0 e, em Vi N V5, segue que:

0 0
9_ ;99

Zi
8xn_1 858”

— 0. (4.11)

Mas isto é o mesmo que afirmar que
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dgof) , Ogof)
=0 4.12
_ _O(goft) . ) _
onde z,y sdo coordenadas em C. Ou seja, — o = 0 e assim concluimos que a funcgao é
z

holomorfa.

Temos portanto um atlas para M que induz uma estrutura de variedade complexa em cada
folha, o que nos permite introduzir o seguinte conceito:

Definigao 7. Seja ¢ : Q — RU{oc0, —oo}, onde Q2 € um aberto de uma folha da L-folheagdo. Diremos
que a funcao serd subharmonica se for semicontinua superiormente e 8590 > 0, no sentido de
distribuicdes (ou p = —00). Quando ¢ for de classe C?, diremos que serd estritamente subharmonica
no caso de a desigualdade ser estrita.

Definicao 8. Se ¢ € definida em M, diremos que serd subharmoénica se for semicontinua superi-
ormente e a restricao a cada folha for subharmoénica.

Definigcao 9. Diremos que @ serd superharménica quando —p for subharmonica.

Relacionaremos agora a subharmonicidade de uma fungdo com a ac¢ao dos operadores L e L
sobre a mesma. Com tal intuito, calculemos o colchete de Lie dos campos:

De (4.1),

[L,L] = [L1 + iLy, Ly — iLs)]
= —i[Ly, Lo] +i[Lo, L1]
= 2i Lo, L1]
= 2i(a1 L1 + asLo)
= (ag +ia1)L — ((ag —icy))L
— AL — AL,

onde A € C>*(M).
Proposigao 10. 99¢ > 0 se e somente se (L + \)Ly > 0 em cada folha.

Demonstracao. Para iniciar, a afirmacao é local. De fato, precisamos somente provar que para cada
) )
ponto da variedade existe uma vizinhanga na qual a distribuigdo 00y é nao-negativa.

Por isso, podemos considerar L = a%, L= a% e encontrar a funcdo A explicitamente:
. 0 0 Oa\ 0O
LL =aa—— — | = 4.1
““azaﬁ“(az)az (4.13)
_ 0 0 Oa\ 0
LL=aa——+a| — | =— 4.14
aa@z@z+a<8z) e (4.14)

Assim,
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op P _dadp
%20z "9z 02
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Capitulo 5

Uma Analise da Regularidade das
Solucoes

5.1 A Funcao Regularidade

Aqui usaremos das ferramentas obtidas até o momento a fim de obter melhor descrigao das
singularidades e dos suportes de Lu = f. Para medir a regularidade de uma distribuicao em M,
definimos

su(z) =sup {t € R; u € H' em uma vizinhanca de z} . (5.1)

Proposigao 11. A funcgdo s, € semicontinua inferiormente.

Demonstragao. Considere A, = {x € M;s,(z) > c}. Se x € A., existe uma vizinhanga V' de z tal
que u y € H", com r > ¢. Dado y € V, temos pela definigdo que s,(y) > r > ¢. Logo A, é aberto.
O

O restante desta segao serd dedicado & demonstracao do resultado abaixo.

Teorema 11. Se u € D'(M) e Lu = f, entao min {s,, s} € uma fun¢ao superharmonica se s é
superharmonica e sy > s.

Demonstracao. Pelo que foi discutido na demonstracao da Proposicao 10, podemos assumir que M
é um aberto de R" e

0 0 0

L: _— = ] ———
92 0wy oz

pois a é uma func¢éo suave que nunca se anula.

Pela Definigao 8, precisamos apenas atestar que a funcdo é superharmoénica em cada folha.
Cada uma destas ¢ uma superficie de Riemann (variedade complexa de dimensao 1), que podemos
considerar localmente definida em {w} x C, com w € R"~2.

Sem perda de generalidade, vamos supor que w = 0 e considerar um disco de raio r centrado em
z = 0. Com isto, min(s,, $)(0, z) serda superharmonica se, e somente se, para qualquer A harmoénica
em {|z| < r} de modo que min(s,, s)(0,z) > h(z) se |z| = r, entdo min(s,, s)(0, z) > h(z) quando
|z| <.

25
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Proposigao 12. Tomando h uma fungcao como definido logo acima, sao equivalentes:
1. min(sy, s)(0, z) é superharmonica.
2. Se min(sy, s)(0,2) > h(z) para |z| = r, entao min(s,, s)(0,z) > h(z) quando |z| < r.
3. Se min(sy, 5)(0,2) > h(z) para |z| = r, entdo min(s,, s)(0,z) > h(z) quando |z| < r.

Demonstragao.

1 = 2. Suponha que min(s,,s)(0,z) — h(z) > 0 em {|]z| =r}. Como o conjunto é compacto e
min(s,, s) — h é semicontinua inferiormente, esta assume minimo. Ou seja, existe € > 0 de modo
que min(sy, s)(0,2) — h(z) > em {|z| =}

Pela hipotese, deduzimos que min(s,, s)(0,z) — h(z) > € quando |z| < r, e consequentemente
min(sy, $)(0,2) > h(z) em {|z| < r}.

2 = 3. Trivial.
3 = 1. Consideramos que min(s,,s)(0,z) > h(z) quando |z| = r. Para todo € > 0, obtemos
min(sy, s)(0, z) > h(z) —e no mesmo conjunto. Aplicando a hipotese, min(s,, s)(0, z) > h(z) —€ em

{|z] < r}. Como ¢ é arbitrario, inferimos que min(s,, s)(0,z) > h(z) para |z| < r, o que comprova
a afirmacgao.

Voltamos & prova do Teorema 11 com a hipdtese de que vale

min(sy, s)(0,2) > h(z), |z|=r, (5.2)

e demonstraremos que a desigualdade estrita continua valendo para |z| < 7.

Visto que s é superharmonica por defini¢do, precisamos demonstrar a propriedade apenas para
Syu. Defina

v=x1x2u, x1 € CPR"?), x2 € CZ(C); (5.3)

onde x1(0) = 1, enquanto que x2 = 1 em {|z| < r}. Neste caso,

ov Ox2 .
Fra xixaf + X1 U=9 (5.4)

Proposicao 13. s,(2/,z) > h(z), para todo (2',z) € M.

Demonstragao. Como a fun¢do min{s,, s} é semicontinua inferiormente e min{s,, s}(0,z) > h(z)
para |z| = r, existem £1,e2 > 0 de modo que

min{s,, s}(z’,2) > h(z), V|| <e1, r—ea <|z] <7 +ea. (5.5)

Pela superharmonicidade de s,

s(z’,2) > h(z), V|| <e1, |z| <r+eq. (5.6)
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N2

Analisamos a equacao (5.4): —== = 0 no conjunto {|z| < r}, o que nos mostra que sq4(z’,2) >

s¢(2’, z) para |z| < r. Assim, unindo (5.6) com a hipotese de que s¢ > s,

sg(2’,2) > h(z), V|| <eq, |2] < (5.7)

Note bem: (5.5) implica que min{s,,ss} (z,2) > h(z) para [2/| < e1 e r < [2] < 7+ €.
Juntando o fato de que sy > min {s,, s¢} com (5.7),

sg(2!,2) > h(z), V|| <er, 2| <r+ea. (5.8)

Por fim, escolhemos 1 e x2 que se anulem quando |2'| > €1/2 e |z] > r + £2/2 respectivamente.

O]

A seguir, usaremos as notagoes usuais para o calculo de operadores pseudodiferenciais. O espago

de simbolos de tipo (p, d) e ordem m sera denotado por SZZ 5)° Enquanto que a classe de operadores

pseudodiferenciais de mesmo tipo e ordem serd denotada por \I/?; 5)° Recomendamos [Hor71] e

[Tre80] como referéncias para a teoria.

Tome uma funcao F' holomorfa em C de modo que Re F = h e defina como ) o operador
pseudo-diferencial cujo simbolo é dado por

Q) =(1+&+G+- -+ =1+ (5.9)
Proposicao 14. 8(62_1)) = Qg.
0z
Demonstragao. Se w € CZ°(R™), temos:
1 . F(z
Q@) = gz [ [0 i) i) dy g (5.10)

Derivando sob o sinal da integral,

@) = e [ [ [ i) )] [Zf”‘ﬁl

log(1 2
By 55— low(1+ 6| dy ds

ag:’) (z) = (Qi)n// [ei-<x—y7£>(1+]f‘Q)F(Qz)w(y)] [ifn+;$log(l+‘§|2)} dy dé

Fazendo a multiplicagao da segunda equagao por ¢, a soma das duas e aplicando o fato de F' ser
holomorfa, segue que

0(Quw
0z

) _ 1 i.(x—y, % 1 1 _
(2) = (%)n//[u D1+ 1) )] - 5 161 — & dy de. (5.11)

Em contrapartida,



28 UMA ANALISE DA RECULARIDADE DAS SOLUGOES 5.1

Q(52) 0= [ [ mourien™ [+ 2 ) ay ae
= oy [ e G [0 (G )y e+
gy [ ] [ (S ) ay

Nao obstante,

/ ERES) ( ow (y)> dy = i€ / e u(y)dy e

OYn—1

/ez:(—yé) (g;l)(y)> dy = iin/ei'<_y’§>w(y)dy-

Logo,

Q (ZZ) (x) = (271r)” // [ei-(z—yﬂ(l + \§|2)¥w(y) . % [ifn—l _ fn] dy dg. (5.12)

Por extensao, a igualdade também segue para v, como queriamos provar.

O

Proposicao 15. Para todo x e todo 0 < p <1, Q € \IJ’E

com 2" = (xp_1, ).

p1-p) €M uma vizinhanga de x se h(z") < t,

Demonstracdao. Nosso ponto de partida é obter a estimativa sem qualquer derivada.

)

Qar,&) = (1+1€P) 5" = eap [ 72 log (1 +1¢P)

Assim,

Q(, )] = |eap [E 10g (14 [¢2) || = exp [ 1og (1+ )] = (14 %) 5 < (1 +1¢)?
e consequentemente
Q&) < C(1+¢))". (5.13)
Vejamos o que acontece quando derivamos em &:

F(z) 2
2 1+ [€)?

%M%O=M%®[ }::\%m%mscu+mf¥
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Generalizemos este resultado: afirmamos que ‘D?Q(a:, 5)‘ < C(1+ gl va e VAR

Provaremos por indugao em |a|. J& demonstramos o caso em que || = 0 e supomos verdadeiro
para |a| < j. Se |a| =7 + 1,

Q.6 = 0, (Q(x.9) = F(2).0¢ [Q@’@ <£>]

1+ €2
_ B B— Y &
_F(z).§ﬂ< . >a§ (Q(,8)) .07 <1+ |§P>'
Note que p1 (&) =1+ [¢£]? € 5(21,0) = p2(§) = 1_515’2 € S(1 o) Portanto,

ool <ay (7)o @),

v<B

&
% (1+ raz)‘

<clz( )02 (1+ )1 oy (14 Je) b

<8
C(1+ ¢~
<O+ [ghl

O proximo passo é verificar o comportamento de Dg Q(x,&):
10F
2 0x;

1 0*F 1 0F OF
- . log(1
3900, 5 (@) gy (@) 10g(1 +16P)|.

Para seguir com a prova da Proposi¢ao 15, nos utilizaremos do lema a seguir:

18]-1
Lema 4. Para 8 # 0, 95Q(x, &) = log(1+ |£?) Z G j(z) (log(1 + [¢]? )) , onde cada
Gg,j € uma fungao de classe C™.
Demonstra¢ao. Provaremos por inducao em |3| = n. Os casos n = 1,2 sao exibidos logo acima.

Consideramos entao que vale para n = p, e provaremos que vale paran = p+ 1.
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5Q(x,€) = 0,,00(Q(x,€)) =

Iv|—1
= O, {log(Hf (ZG ) (log(1 + [¢[) )]
7=0
Ivl— 16G
log(1 +[¢[*) > 5 @) (log(1+ [¢]*))
1

j=0 Tk

Ivl= .
n {bg(l iR (logu Qw8 5 (@) ( Gy(a) ({1 + 52»])] .

Portanto,

Ivl—-1 , 4
9. €) = log(1 +1€)Q(x. ) { > (%5220 + 5 ) G (@) (o1 + 16| } v

7j=1

+1og(1 + [€%)Q(x, ) - <16F (%) - Gy (1)) - (log(1 + [¢] ))'7')

T log(1 1 1€P)Q(e,6) - (8§°<x>) |

- 9Gy0 - (LoF o (9Gy  1OF
Se Gpo =5 = Gls-n = <23xk G%(v—1)> eGﬁ,J—< By 20w, Cru-y ) para

1 <7 <|B| — 2, concluimos a prova.

O

Estamos preparados para estimar Df D?Q(az, ¢). Com tal finalidade, temos de estudar a fungao
(&) = log(1 + |€]?). Da regra de L’Hospital, segue que

Jim (“"Sz)r —0, Ya >0, Vr € N. (5.14)

Derivando em £ apenas uma vez, decorre que 85].(,0(5) = |2, que ja temos ciéncia de

1+ yg
pertencer a S, (_110). Destas afirmacoes inferimos que

©(§) € S{ ), Ya>0. (5.15)

Outro ponto a ser observado é que (5.15) também vale claramente para poténcias naturais de ¢(&).
Assim, se |B] > 1,



5.1 A FUNCAO REGULARIDADE 31

181-1
0002 Q(x,€) = 9¢ |log(1 + |€]%) - Q(x,€) - Z G () (log(1 + [¢[%))’
i 161-1 .

= ¢ |Q,€) ZGm (log(L + [¢[*))’

18]-1 )
=y ( ié ) (3§Q(x £ ) Z G () (log(1+ |g%)""
Ao
18]-1 ;
-2 (5) (ee)- | 3 onor a7 [t i) "]
Ao

Consequentemente, fixando K C M compacto, o, 3 € Z} e a > 0:

18]-1 .
0208 Q(,6) <) ( ‘; ) \8262(33,5)\- > 1Gs ()] - |9 [(bg(l + |€\2))”1H
j=0

A<a

18]—1

< Z ( > Ca(L +[¢) = Z Cpj-Cary- (14 gy lal+A
7=0

< C (L4 fgl)tele
<O (L4 fghterlel 0<p<l

Selecionando a = (1 — p)|f], alcancamos éxito na estimativa desejada para |3| > 1. Por ja haver
mostrado que ela também ¢é valida no caso nulo, encerramos a prova da Proposigao 15.
O

Voltemos a demonstracao do Teorema 11. Associando a Proposi¢ao 15 (para p > 1/2) com a
Proposigao 13, obtemos que Qg € H, IOC = Qg € Lloc Se x € C*(R™) é identicamente 1 em uma
vizinhanga de supp v, escrevemos w = xQu e

ow d(Qu)  Ix
FE Q X T gz vt Xy,

utilizando a Proposicao 14. Mas @ é pseudolocal, isto é,
supp sing(Quv) C supp sing(v).
Por g); se anular no suporte de v, deduzimos que ?;Qv € C°(R™), e particularmente em L2
Logo %;) e L?, dado que xQg também é L2

Afirmamos que w € L?; reiteramos que w é uma distribuicdo cujo suporte é compacto, e recor-

0
remos ao Teorema 1. Se P(D) = 55 © P(D)w € L?, isto nos diz que P(D)w € By com k = 1.
z

Assim w € B, 3, com ﬁ(ﬁ) =/2+&-12 + &,2. Como consequéncia,

2,P
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1
(2m)"

pelo Teorema de Plancherel.

/(2 e + E2)|Fw)(©)de < 00 = F(w) € I2 = w e 2,

Escrevemos assim Qu = xQu + (1 — x)Quv=_w + (1 — x)Qu, o que comprova que Qu € L2 .
EL2 ECOO

Proposicao 16. v € H™ em uma vizinhanca de x sempre que T < h(z").

Demonstracao. Seja @ o operador pseudo-diferencial cujo simbolo é

—F(2) —F(2)
2 2

= (1+ %)

Qa, &) =(1+&+&+ - +2) (5.16)

Com argumentos analogos aos que foram feitos na Proposigao 15, temos para todo z e todo

0<p<l, Qe \Il‘(’p 1_p) ©M uma vizinhanga de x se o > —h(z”). Estudemos entao a composi¢ao

@ o @; denominando por ¢(z,§) seu simbolo,

a8~ Y~ (980w.0) - (D20, 6)

S+ Y - (98G09) - (D5Q(0).

1 ~ a—|o
Lema 5. Dado o € Z7, o (8?@(96,5)) (DZQ(z,&)) pertence a 5(1 (‘)) |, para cada a > 0.

Demonstra¢ao. Provaremos o resultado através da seguinte indugao em n = |al: dado a > 0,

o DIQ(,€) = Galw,€) - exp [ 10g (1+[¢?)

a/2

€5(1,0)

o 02Q(@.€) = Hala,&)- ep [ 1og (1+[¢P)]

a)2—al
€5(1,0)

Quando n = 0, Go(z,§) = Ho(z,£) = 1 que é um elemento de S?l 0y Suponha a afirmacao

verdadeira paran =k. Se |a| =k +1e b > 0,
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D2Q(x,€) = DY DEQ(x,¢€)
— D¢ [Gaw,) - ¥ 1°g<1+5|2>)]

) tog(1-+¢]2)) + Gyla, ) DY [€<F<22> 1°g(1+|’5|2))]

F

— DYGh(,) - ol

= | D¥ (Gp(x,8)) + Ga(,€) - D! (Féz)>-log(1+]§\2) - (P ros(141))
—_— —

b/2
(1,0)

b/2
(1,0) b/2
ES(LO)

€S €S

Assim, G, (x,€) = [D;j(Gg(m,f)) + Gg(z,€) - DY (ng)) -log (1 + |§|2)} € SE)LO)‘ Analogamente,

0¢Q(w,8) = 979, Q(x, )
= [Hﬁ(:c,f) A 1°g(1+|’52)>}

= 0 Hp(x,¢) - (T2 ox(116P)) | Hp(x,€) - 0 {B(FZ(Z) log(1+£|2))]

o —F(2)\ e ZEG) Jog (142
— agJ(H/g(.%’,{))—i-H,g(x’é‘). ( 2( )> 'agj (log (1+ ‘§|2)) €< 5 g( +¢] ))
N

(1,0)

Portanto, Ha(x,€) = |0 (Hp(x,€)) + Ha(w,€) - (52 ) - 0 tog (14 [¢)] € 55"

Finalizamos a indugao se estabelecemos b = a/2. Para provar o Lema, basta checar que

é (3?@(9%5)) -(D3Q(,8)) = iGa(:n,g) - Ho(z,€).

O
Retornamos a prova da Proposicao 16. Pelo Lema 5, podemos escrever
QoQ=1+P, (5.17)
onde I ¢ a identidade e P € \11(1}0/)2 Fixe agora 7 < h(z").
Repare que QV ev T e v tem suporte compacto. Assim, existe s € R de modo que v € H*.
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Como Qu € L12007 por continuidade obtemos que @QU € H

loc®

Recorrendo a (5.17),

v=QQuv — Pv . (5.18)
cHT EHS+1/2

loc loc

Se s+ % < 7, entdo v € H*T1/2. Repetimos o processo até o momento em que s + % for maior do
que 7. Deduzimos por fim que v € H™, o que completa a prova da Proposicao 16.

O

Finalmente, estamos prontos para concluir a demonstracao do Teorema 11. Para isto, baste
verificar que a proposi¢ao acima comprova que s,(0,z) > h(z) quando |z| < r.
O

Observagao I: Se a € C°(M) e (L + a)u = f, a mesma conclusao do Teorema 11 é valida. De
fato, a afirmagao é local e se b é funcao suave tal que Lb = a em uma vizinhanga, podemos utilizar
o resultado com v = ePu e g = e’f. Afinal,

L(v) =€’ L(u) + L(e®) - u = e’ (L(u) + uL(b)) = e’ (L + a)u = fe = g
e a regularidade de u,v e f, g sdo as mesmas para todo ponto.

Observagao II: Quando f é C*, podemos tomar s = 400 e consequentemente s, é superhar-
monica.

5.2 Propagacao de Singularidades e de Suportes nas Folhas

Nas duas proposigoes a seguir, a é um elemento de C*°(M).

Proposicao 17. Sejau € D'(M) e (L+a)u = f. Entio (sing supp u)NC(sing supp f) ¢ invariante
sob a L-folheacio em C(sing supp f). Isto €, se x € (sing supp u) N C(sing supp f), a componente
coneza da folha que passa por x em C(sing supp f) estd contida em sing supp u.

Demonstracao. Inicialmente, recordamos o seguinte fato: em um aberto conexo, se f é uma funcao
subharménica e nao é identicamente igual 400, o conjunto {y; f(y) = +oo} possui medida nula.

Sejam z € sing supp u N C(sing supp f), L, a folha da L-folheacio que passa por = e C,
a componente conexa de L, N C(sing supp f) que contém x. Como C(sing supp f) é aberto, os
conjuntos £, N C(sing supp f) e C, sdo abertos de L.

Definindo M; = C(sing supp f), segue que f‘Ml € C*(Mj). Pelo Teorema 11, s, é uma fungao
superharmonica em C,. Suponha, por contradicio, existir yo € C(sing supp u) pertencente a C,.
Terfamos assim um aberto U em C, tal que s,(y) = oo para todo y € U, o que contradiz o fato de

que sy (x) # oo.
O

Proposicao 18. Seja u € D'(M) e (L + a)u = f. Entdo supp u NC(supp f) € invariariante sob
a L-folheagio em C(supp f).
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Demonstracio. Sejam x € supp u N C(supp f), Fp a folha da L-folheagdo que passa por = e C; a
componente conexa de F, N C(supp f) que contém .

Considere, por contradicio, a existéncia de w € C, tal que w € C(supp u); inferimos da
Proposigao 17 que s, = oo em Cy, e portanto u é uma fungdo em um aberto Y C M que con-
tém C,.

Seja b uma solucdo local de Lb = a. Como ja argumentado anteriormente, L(ePu) = e’ f. Assim,
b

fixado y € Uy, existe uma vizinhanga V 3 y de M de maneira que = 0 em V. Ou seja, ebu‘VmC

é holomorfa.

Quando y pertence ao suporte de u, deduzimos por continuacao analitica que VN C, C supp u,
ja que supp ebu = supp u. Isto é, C, N supp u é um conjunto aberto e fechado. Temos deste modo
um absurdo, visto que x € supp u, w € C(supp u) e C; é conexo. Portanto C, C supp u.

O

Uma consequéncia imediata da Proposi¢ao 17 é o caso em que f € C°°(M). Em tal situagao,
Csing supp f = M e C, = F,, pois toda folha ¢ um conjunto conexo. Analogamente, se f = 0 e
T € supp u, inferimos da Proposicao 18 que F, esté inteiramente contida em supp wu.
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Capitulo 6

A Topologia em C°°(M)

Apoés mostrar que L é sempre um operador "resolivel em cada ponto de M ", nossos proxi-
mos passos serao estudar a resolubilidade do campo em subconjuntos compactos e finalmente na
variedade toda.

Para tal objetivo, existe a necessidade de se impor uma topologia no conjunto das funcoes
f: M — C de classe C*°. A questao de analisar quando o campo é globalmente resoliivel no caso
suave, por exemplo, passa por verificar a sobrejetividade do operador linear L : C*°(M) — C*°(M).

Com um enorme arsenal de resultados da Analise Funcional em nossas maos para os mais diversos
tipos de espagos de fungoes, colocar uma topologia adequada em C°°(M) facilitard imensamente
nosso trabalho. Seguimos para a construgao.

Tome uma sequéncia g; de fungdes em C*°(M) cujo suporte é compacto, de maneira que:
e Para cada j € Z", temos: supp g; C ;41
e QyCchC...Q, C... *M,
onde ; =int {z € M;g;(x) = 1}.
A topologia de C*°(M) sera dada entao pela seguinte familia de seminormas:

f—lloeflli, VEk € A (6.1)

onde |||/, € a norma de Sobolev de ordem k. Para calcular a norma acima, escolhemos um conjunto
m

finito de cartas (¢i5,Uij), ¢ = 1,...,m tal que supp g; C U U;; e tomamos uma partigao da
=1
unidade x;; subordinada a cobertura. Portanto

ol = 3 s - 930 o (6.2)
=1

q
Supondo outro conjunto de cartas (¢4, Vj;), I = 1,...,q tal que supp g; C U Vi; e uma particao

I=1
da unidade p;; subordinada, afirmamos que a norma analogamente construida, que denominaremos

HH;, ¢ equivalente a primeira.

37
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De fato,

M=
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Por um processo semelhante, exibimos a existéncia de Cz > 0 tal que ||g; f[|; < C2 ||g;f]];, o que
nos permite verificar que as normas s&o equivalentes. Assim, a topologia dada é bem definida.

Teorema 12. Com a topologia dada acima, C*°(M) é um espago de Fréchet. Isto é, um espago
vetorial topoldgico localmente convexo, metrizdvel e completo.

Demonstracdo. A fim de provar a afirmacao, temos de encontrar uma norma que gere a mesma
topologia e mostrar que o espago é completo com esta. Definimos

o)

L1 (gl
”m‘;%<uwm0‘ 63

Precisamos somente verificar que C*°(M) é completo com relagdo a métrica induzida, visto que
as outras propriedades desejadas decorrem trivialmente da escolha de ||.||,. Note bem: f,, é uma
sequéncia de Cauchy com relagao a ||.||, se e somente se é de Cauchy com relacdo a toda seminorma

g5l

De fato, dado € > 0, suponha existir ng tal que || fm — fall, <&, ¥Ym,n > ng. Repare que

(Hmm—hm,):

- ! k. _ k.
1+”gk’(fm_fn)”k <1+”gk’(fm_fn)”k) <2 Hfm fn||*<2 9

Consequentemente,

_ ok 1 )
128<Q+M&m—n%'

Quando ¢ < 2=*+1) obtemos

Lt llge(fm = flle < 7312
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0 que nos permite concluir que

ke

T < okl (6.4)
— 9

Hgk<fm - fn)”k <

Ou seja, f, € sequéncia de Cauchy com relacao a ||gx.||,, para qualquer k € Z7.

Em contrapartida, se g, é uma sequéncia de Cauchy para cada norma ||gj.||,, fixado € > 0,
existem ng, mg € N de modo que

™

[e%¢) [ee) mo—1
1 <||9k( — fn) ||1<;> 1 (llgk fn)“kz) £
- < -, — < =, sem,n > ng.
,g,;o 2 1+ [|grfly ; 2 kz_o 2% L+ [|grfly 2
(6.5)

E assim deduzimos que g,, ¢ Cauchy em relagao a norma ||.||,.

Para finalizar, seja h, uma sequéncia de Cauchy para ||.||,. Pelo que provamos acima, fixado
xg € M, existe j € N tal que g = 1 em uma vizinhanga coordenada V de zg para todo k > j.
Decorre disto que 0 f,, ¢ de Cauchy em V para qualquer a € Z'} e portanto f, converge para f,
fungao de classe C* em V.

Através da arbitrariedade de xy, deduzimos que f,, — f em C*°(M), tal qual desejavamos. [

Verificar que C*°(M) é espago de Fréchet é importante para nossas pretensoes, porém ainda
nao suficiente. Para continuar progredindo, trazemos duas novas defini¢oes:

Definigao 10. Um espago E de Fréchet é chamado Fréchet-Montel se todo subconjunto fechado
e limitado de E é compacto.

Seja F' um espaco de Fréchet, com topologia dada por uma familia crescente de seminormas p;,.
Isto ¢, pn(z) < ppy1(z), Ve € F,neZ™.

Definigcao 11. Diremos que F' € Fréchet-Schwartz se dados € > 0 e n natural, a n-bola unitdria
Vo =A{x € F;pn(x) < 1} pode ser coberta com um nimero finito de (n — 1)-bolas de raio €.

Uma outra topologia usualmente imposta no espago das fungoes suaves é dada do seguinte
modo: fixamos uma sequéncia crescente de compactos K, que exaure a variedade e escolhemos a
subsequente familia de seminormas:

kn() = sup sup Y [DPy, (6.6)

§ UinKn#0 o€UinKn 52
onde os conjuntos U; sao abertos coordenados que cobrem M.

Na parte 6 do artigo [AV65], os autores provam que C*°(M) é Fréchet-Schwartz com a topologia
descrita logo acima. Extraimos ainda do mesmo trabalho as seguintes afirmagoes:

Proposigao 19. Seja E um espago de Fréchet-Schwartz. Entao:
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o I ¢é Fréchet-Montel.

e Se N ¢ subespaco fechado de E, tanto N como E/N serao Fréchet-Schwartz com respeito a
topologia naturalmente induzida em ambos os casos.

Seja Fy o espago de Fréchet do conjunto C°°(M) com a topologia definida no inicio da segao.
Considere F» o espaco dado pelo mesmo conjunto com a topologia imposta em [AV65].

Proposigao 20. Fy e F5 sao isomorfos como espagos de Fréchet.

Demonstra¢ao. Definimos a identidade I : F; — F5. Como ambos espagos sao Fréchet, existe um
teorema da aplicagao aberta (Teorema 17.1 de [Tré67b]). Mas a fungao é trivialmente sobrejetora,
sendo assim suficiente verificar que I é continua.

Fixamos rg € Z*. Sem perda de generalidade, podemos escolher K,, em 6.6 como £,,. Decorre
disto que

Cro N grof sy < Firo(f)- (6.7)

Em contra partida, pelo Teorema do Mergulho de Sobolev, encontramos sy suficientemente grande
tal que

’Qro(f) = K’To(g?“of) < CSO ’ HgT‘osto < CSO ’ HgSosto ’ (6-8)

o que completa a prova. O

De agora em diante, iremos nos referir a C°°(M) como o espago de Fréchet-Schwartz (e con-
sequentemente Montel) dado pelas seminormas como em (6.1). Seu dual forte sera denotado por
E'(M), podendo ser visto como o espago das distribuigdes cujo suporte é compacto.

Retornamos novamente a [AV65]: denotando por p, a seminorma f —— [|g, f||,,, definimos

Np = {g € C™(M); pn(g) =0}, (6.9)

Ce(M)

n

isto é, o nicleo de p,. Tomando o quociente A,, = , € facil notar que

P,:A, — R
g — pul(9)

é uma norma neste espaco. Denominaremos por F), o espago de Banach dado pelo completamento
de A,, com a norma P,.

Um resultado provado no artigo é de que a existem aplicagoes ayn4+1 @ Fr41 — Fj, compactas
com imagem densa, de modo que C*°(M) = lim F,,. Ou seja, é o limite projetivo desta sequéncia
H

de espacos de Banach. Mais ainda, seu dual pode ser descrito como o limite indutivo abaixo:

! T /
g'(M) = lim F, (6.10)
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onde as aplicacoes oy, : F), — F} | sdo compactas e injetoras.
Apesar de interessante do ponto de vista tedrico, esta caracterizagao do dual forte de C*°(M)
obtida por Andreotti e Vesentini ainda se mostra dificil de trabalhar, pela dificuldade em obter uma

: x /
boa caracterizacao dos espacos F),.

Por outro lado, se tomamos uma exaustao crescente por compactos K,, temos ciéncia de que
como conjuntos

G F, =& M) = fj H™(K,). (6.11)
n=0 n=0

Observe também que as inclusoes I, : H(K,,) < H~ D (K, ) sdo injetoras e compactas, pelo
Teorema de Rellich.

Se G = lim H "(K,), segue do Teorema 17 de [Kom67] que G é um espago DFS. Em outras
H

palavras, um dual de um espago Fréchet-Schwartz. Sabendo que G e &'(M) sao espagos DFS e iguais
como conjuntos, uma pergunta natural a se fazer é se sao de fato isomorfos.

Teorema 13. &'(M) = lim H "(K,)
e

Demonstra¢ao. Analogamente ao que ja fizemos na demonstracdo da Proposicdo 20, provaremos
que a aplicagao identidade

I:lim H "(K,) — lim F}, (6.12)
— —

é um isomorfismo, com o conhecimento prévio de que é bijetora.
Como o Teorema da Aplicagdo Aberta também é valido para espagos DFS (basta associar o
Corolario A.6.4 de [Mor93] com o Corolario da Proposi¢ao 17.2 de [Tré67b]), temos apenas de

comprovar a continuidade de I.

A fim de mostrar que a funcdo é continua, basta mostrar que para todo ¢ € Z™, a aplicacao
restricao

I\H,Q(Kq) :H9(K,) — li_n}F;L (6.13)

é continua.

Ou seja, se dado ¢ € Z*, encontrarmos r € Z* de modo que H™9(K,) C F/ e a inclusao for
continua, concluiremos que I também o é. Lembramos que

F =Ny ={pe&M); u(f)=0,Yf € C®M) de modo que p,(f) =0} . (6.14)

Fixado ng € Z", existe jo € N de forma que K,, C Qj, e ng < jo. Tomados p € H " (K,,) e
f € C®(M) tal que pj,(f) = 0, obtemos:

[Cs I = 10 950 )] < Ml g 11950 Fllg < Ml —ng - 11950 £ 1155 = O (6.15)
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e logo verificamos que H ™" (K,,) C F](O.

Finalmente, considere uma sequéncia (zn, (7)) — (z,y) em H ™" (Ky,,) x F}. Por valer a
convergéncia no espago das distribuigoes, segue que I(z) = y e portanto o grafico da aplicagao é
fechado. Pelo Teorema do Gréfico Fechado segue a continuidade de I, o que encerra a prova.

O



Capitulo 7

Resolubilidade Semiglobal

Trataremos nesta se¢éo da resolubilidade C'*° do operador L em um subconjunto K, compacto
arbitrario de M. Com o intuito de definir isto de forma rigorosa, precisamos introduzir os espagos

= (K).

Definigao 12. Dados U C R™ e w € U, dizemos que f € C°(U) se anula de ordem infinita em w
se 0%(f(w)) =0, Ya € ZT.

Proposigao 21. A defini¢ao 12 € invariante por difeomorfismos.

Demonstrag¢ao. Sejam U,V abertos de R™, f € C°(U) que se anula de ordem infinita em yg e
g :V — U um difeomorfismo. Afirmamos que f o g se anula de ordem infinita em g=!(yo).

Escrevendo h(z) = (f o g)(z) e g(zo0) = yo, ¢ facil notar que h(zo) = f(yo) = 0, por hipotese.
Fixamos agora v € Z' diferente de 0 e aplicamos a férmula de Faa di Bruno (para ver uma
demonstracao, checar Proposigao 4.3 de [BMO04]:

yll'mh(‘m) _ Zkl'a'kl' <;l . aaf(y0)> . ((;‘ . aalg(x0)>’“ (511' . aalg(x0)>’“17 (7.1)

onde @ = k1 + ...+ ki, a soma é tomada sobre todos os conjuntos {d1,...d;} com [ elementos
distintos de N™\ {0} e todas as l-uplas ordenadas (ki,...,k;) pertencentes a (N"\ {0})!, e [ varia
nos naturais, de modo que

I
v=>|kildi.
i=1

Como a suposi¢ao é de que f se anula de ordem infinita em yg, decorre imediatamente de (7.1)
que 0 mesmo acontece para h em xg.

O

Definigao 13. Dada f € C*(M), dizemos que a fun¢do se anula de ordem infinita em xq se existe
carta (¢,U) tal que zg € U e 0%(f o ¢~ ') (¢(z0)) =0, Va € Z7

Proposicao 22. E(xg) = {f € C°(M); f se anula de ordem infinita em xy} € fechado na topolo-
gia de C*>°(M).

43
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Demonstra¢ao. Como C*°(M) é metrizavel, é suficiente atestar que o conjunto é sequencialmente
fechado. Considere {g,},cn C £(z0) uma sequéncia que converge para g em C°°(M).

Segue diretamente da definicio que 9%g, converge pontualmente para 9%¢ para qualquer vizi-
nhanca coordenada relativamente compacta de xg e qualquer 3, o que nos leva a concluir que g se
anula de ordem infinita em xg. O

Definigao 14. Dado K C M compacto, definimos E(K) = m E(x).
zeK

Definicao 15. Definimos o espaco das funcgoes suaves em K como o sequinte quociente:

O®(K) = C°(M)/E(K). (7.2)

Daremos ao conjunto definido a topologia quociente. Ja vimos na Proposi¢ao 22 que E(K) é
subconjunto fechado de C°°(M); obtemos da Proposi¢ao 19 que é um espago de Fréchet-Schwartz.

Proposigao 23. O dual forte de C*°(K), que denotaremos por £'(K), pode ser visto como o espago
das distribuicoes com suporte em K.

Demonstragio. Lembramos que &'(K) = {u € &'(M); u(f) =0,Vf € C°(M) N E(K)}. Dada dis-
tribui¢ao p em &'(K), decorre facilmente da definigdo que

(19) =0, Vo e CX(MnLK), (7.3)

e assim supp u C K.

Em contra partida, se u é uma distribuicao cujo suporte esta contido em K e g um elemento de
C*®(M)N E(K), segue do Teorema 1.5.4 de [Hor76] que

<u7g> =0,

O que encerra a prova. ]

Proposicao 24. L estd bem definido como operador em C®(K).

Demonstra¢ao. Sejam fi, fo € C°(M) tais que fi; — fo se anula de ordem infinita em K. Dado

o € K, tome um sistema de coordenadas centrado em zg de maneira que L = a§ na vizinhanca
Z

do ponto.
Neste caso, fazendo uma simples conta fica claro que L(f; — f2) se anula de ordem infinita em

Tg, 0 que finaliza a prova, pela arbitrariedade de xy.

O

Portanto, dizer que L é resoltvel em K (ou L(C™(K)) = C*(K)) ¢é equivalente a afirmar que
dada f € C*°(M), existe u € C*°(M) de modo que

Lu — f se anula de ordem infinita em K.
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Encontraremos agora condi¢Oes necessarias e suficientes para a resolubilidade de L em K.

Teorema 14. Fizado K C M compacto, as sequintes condi¢des sdo equivalentes:

1. LC®(K) = C>*(K).

2. (L+a)C®(K)=C®K), Ya € C*(K).

8. LO®(K) e (L4 A\)C™(K) sio densos em C®(K), onde [L,L] = AL — AL.
4. Existe uma fungao p € C*°(K) estritamente subharmonica em K.
5

. Nenhuma folha da L-folheacdo estd contida em K.

Demonstragao.

1 = 2: Dada f € C*°(K), queremos encontrar u € C*°(K) tal que (L + a)u = f. Tome b ¢ w tais
que L(b) = a e L(w) = e’f. Definindo u = e~%w, temos

L(w) = L(ePu) = e®L(u) +u - L(b)e® = e*(L(u) + au) = *f = (L + a)u = f.

2 = 3: Imediata. Basta escolher a =0 e a = \.

3 = 4: Selecione f € C*°(K) de maneira que (L + \)f é suficientemente proxima de 1, para que

Re [(E+ A)f)] = Re [(L+ N f)] > % em K.

Como f € C*®(K), existe ¢ € C*°(K) tal que L(t) aproxima f ¢ Re [(L+ X)Ly > 0 em K.
Basta entao recorrer & Proposicao 10, com a fungao ¢ = Re 1.

4 = 5: Demonstraremos por contradi¢ao. Suponha a afirmacao 4 vélida e seja £ uma folha da
L-folheagao. Se L C K, entdo L C K. Logo, L é compacto e existe yg € L onde a fungao ¢ atinge
maximo.

Afirmamos que £ contém cada folha que passa por algum de seus pontos; isto segue imediata-
mente do Teorema 2 da Secao 1 do Capitulo 3 de [CLN85|. Assim, ¢ possui méaximo local na folha
Ly,, 0 que contradiz o fato de ¢ ser estritamente subharmonica.

O restante desta secao sera dedicado a prova da implicagao 5 = 1.

5 = 1: Iniciamos a demonstragao com duas proposi¢oes. Na primeira, faremos uso do transposto do
operador L, definido em relacdo a uma medida fixada sobre M que em um sistema de coordenadas
(x1,...x,) assume a expressao f(z) dx, com f de classe C° e positiva.

Proposigao 25. Sev € &'(K) e L'v =0, entdo v =0.

Demonstragio. Pela expansao assintética, é possivel checar que o operador diferencial (L + L!) tem
ordem 0 (visto que L e L! sdo operadores de ordem 1). Concluimos assim que a soma de L com o
seu transposto ¢ uma funcao suave e portanto L' = —(L +b), onde b € C*°(M).

Supondo por absurdo que (L +b)v =0 e v # 0 , existe g € K de modo que zy € supp v. Pela
Proposicao 18, F, C supp u C K, o que contradiz a hipdtese.
O
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Proposigao 26. Sev € £'(K), L'v = f e sy >t € R, entdo s, > t.

Demonstragao. Pelo Teorema 11, como sy > t, temos que S = min {s,, ¢} é superharménica. E
claro que S =t em 0K e que S < t. Por ser semicontinua inferiormente, assume minimo em algum
ponto z € K.

Neste caso, S serd constante em JF,, que por hip6tese nao esta contida em K. Concluimos que
S =t em F, e consequentemente em M, o que nos mostra que s, > t.

O

Perceba que a Proposigao 26 nos mostra que Liv € H(K) implica dizer que v € H°¢(K),
para qualquer ¢ > 0. E note que afirmar que L(C*(K)) = C*®(K) é equivalente a dizer que
L:C>®(M) — C*(K) é uma aplicagdo sobrejetora. Recorremos agora a analise funcional:

Teorema 15. Sejam E, F espagos localmente convexos e u : E — F uma transformacao linear
continua. As sequintes condi¢des sio equivalentes:

1. u(E) é densa em F.
2. ut € uma aplicagao injetora.
Demonstra¢ao. Seguem diretamente do Teorema de Hahn-Banach os seguintes resultados:

e )M é um subespaco denso em F se dado f € F’ que se anula em M, f se anula em F.

e Se M ¢é um subespaco proprio e fechado de F, existe g € F’ nao-nulo que se anula em M.

Provemos entdo a ida. Suponha u(E) densa em F e que u!(f) =0, com f € F’. Como u!(f) =
f owu, constatamos que f se anula em u(E) e portanto f = 0.

Demonstremos a volta pela contrapositiva. Se u(F) nao é denso em F, existe g € F’ nao-nulo
tal que g = 0 em u(F). Neste caso, u'(g) = gou =0, o que prova que u' nao é injetor.

O

Teorema 16. Sejam E, F espacos Fréchet-Montel e sejau : E — F uma aplicagdo linear continua,
com imagem densa em F. As sequintes propriedades sao equivalentes:

e u(E)=F

e Para toda sequéncia {y,} em F', tal que {u'(y,)} € fortemente limitada, temos que {y,} €
fortemente limitada.

Para aplicar os resultados acima, tomamos £ = C*°(M), F = C°(K),u =L, E' =& (M) e
F' = &'(K). Combinando a Proposi¢do 25 com o Teorema 15, concluimos que L(C*°(M)) é densa
em C*°(K), obtendo assim as hipoteses para utilizar o Teorema 16.

Seja {{tn} uma sequéncia em &'(K), tal que {L'(u,)} ¢ uma sequéncia limitada. Por uma

propriedade dos Espagos DFS (ver Teorema A.5.7 de [Mor93]) e aplicando o Teorema 13 , existem
s,C € R de modo que:

L'(pn) € HY(K), || L'(pn)|, < C, VneN. (7.4)
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Como ja vimos, podemos fixar € > 0 suficientemente pequeno e inferir de (7.4) que para todo n
natural p, € H* ¢(K). Nos falta apenas uma estimativa do tipo ||y, . < C’ HLt(Mn)HS.

S§—& —

Definimos E = {u € H*1(K); L'v € H*(K)} e |l.|l; = |lllgs-1 + ||L*.|| ;o uma norma neste
espaco. Mostremos que E com a norma ||.||; é um espago de Banach. Se u, é uma sequéncia de
Cauchy no espago, entao

u, — uem HY(K)
L'u, — wvem H%(K)

Mas L*u, — L'u em D’. Assim, L'u = v, o que nos mostra que o espaco é completo. Seja

T:E — H*°(K)
v o= .

T é uma aplicacdo bem definida, como visto logo apdés a Proposicao 26. Provaremos que é
continua, através Teorema do Gréfico Fechado. Suponha que

T, — xem kB
T(xn) — yem H°(K).

Segue assim que:

z, — zem H*Y(K)
x, — yem H °(K).

Pelo Teorema de Rellich, a inclusdo H*~¢(K) — H*!(K) ¢ compacta, e portanto continua. Entdo,
x =1y e T é continua. Ou seja,

v]ls_. < C4 (HLtUHS + ||UHS_1) , Yve E. (7.5)

Proposigao 27. Existe Cy > 0 de maneira que

< Gy (||[L7]|,), YveE. (7.6)

[vfls—e <

Demonstra¢ao. Provaremos por redugao ao absurdo. Supondo que a Proposi¢do 27 nao vale para
nenhum Cs > 0, segue que para cada j € N, existe w; € E tal que

lwjll—e >3 (HLtijs) : (7.7)

wj

Estabelecemos v; = W
Wills—e

. Logo, ||ujll,_, = 1 para qualquer j natural e [|L'v;]|, — 0,

por (7.7).

Como H*7¢(K) é um espago reflexivo, existe uma subsequéncia v, fracamente convergente.
Pelo Teorema de Rellich, vj;, é fortemente convergente em H $=1 ¢ denominamos por v seu limite.
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Neste caso, L'v = 0, o que nos permite deduzir que v = 0. Isto ¢, para k suficientemente grande,

1
12 5], <

1
— lv; < —. .
s — 401) ”/U]kHS_]_ — 401 (7 8)

1
Portanto, por 7.5, ijkHS_g < B por 7.5, o que é contradicao. Esta provada a afirmacao.

Estamos prontos para finalizar a prova da implicagdo 5 = 1: associando a hipdtese 7.4 com a
Proposigao 27 e atentando ao fato de que u,, € E para qualquer n, concluimos que:

fin € HS5(K), |pnll._. < C.Cy, VneN. (7.9)

s§—& —

Entao a sequéncia é limitada e aplicando o Teorema 16, atingimos finalmente o resultado desejado.
O

Definigao 16. Dizemos que L é semiglobalmente resolivel se L(C*(K) = C*(K)) para todo
K Cc M compacto.

Corolario 4. A resolubilidade semiglobal de L € equivalente ao fato de nenhuma folha da L-
folheacao ser relativamente compacta em M.

Demonstracao. L é semiglobalmente resolivel se e somente se nenhuma folha esté contida em qual-
quer compacto, pelo Teorema 14. Mas isto é o mesmo que dizer que nenhuma folha é relativamente
compacta em M. O

Uma observacao a ser feita é de que a definicao de resolubilidade em compactos dada no trabalho
¢ um pouco diferente do conceito usual. Neste, L é resoluvel em K se para cada f € C°°(M), existe
aberto VO K eu e C®(M) tal que Lu = f em V.



Capitulo 8

Resolubilidade Global

Nosso objetivo nesta se¢ao sera estudar a resolubilidade suave global de L. Em outras palavras,
encontrar condigoes suficientes para que dada f € C°°(M), exista u € C°°(M) de forma que
Lu = f. Com tal intuito, comegamos com a defini¢ao a seguir:

Definicao 17. Seja Q uma variedade C* e P um operador diferencial em . Diremos que um
aberto X C Q € P-convezo se para cada K C X compacto e s € R, existe um compacto K' C X tal
que:

pe&(X), Pue H(X), supp Pty C K = supp p C K'.

Veremos pouco a frente que o conceito de P-convexidade esta diretamente ligado a resolubilidade
global de L. Antes, ndo obstante, enunciamos um teorema:

Teorema 17. Sejam E,F espacos de Fréchet-Schwartz, uw : E — F uma transformacao linear

continua com imagem u(E) densa em F. Considere E' = lim ind(E,), F' = lim ind(F},) seus

. . ! ! 4 : ~ / / ! ! ~
respectivos duais, onde cada Ey, F, € Espago de Banach e as inclusoes E;, — E, , F, < F ., sao

compactas para todo p natural. As sequintes proposicées sao equivalentes:

e u € sobrejetora

e Para cada p € N, existe ¢ € N de modo que se p € F' e u'(p) € E,,, entio p € F).

Teorema 18. LC>®(M) = C*°(M) se e somente se para cada compacto K C M temos
LC®(K) =C*(K) e M um conjunto L-convezxo.

Demonstracao.

= Se admitimos resolubilidade global, precisamos apenas provar que M é L-convexo. Fixando
K C M compacto e considerando E = F = C*(M), tome p € £'(M) de maneira que L'y € H5(K).

Pela construgio de &'(M) feita no Teorema 13, existe 5 € N de modo que L'(u) € H I (K;) e
aplicando Teorema 17 encontramos m € N tal que u € H~™(K,,). E suficiente tomar K’ = K,,.

< Por hipoétese, nenhuma folha da L-folheagao é relativamente compacta em M. Segue imediata-
mente da Proposi¢ao 25 que L! & injetora, e pelo Teorema 15 inferimos que L(C°°(M)) é denso em

Cc=(M).
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Note que a L-convexidade nos garante que dada pu € &' (M) tal que L'(u) € H¥(K), existe
um K’ C M compacto de forma que supp u C K’. Ja a resolubilidade semiglobal, através da
Proposicao 26, nos permite concluir que u € H*~!. Como existe ¢ € N tal que K’ C Kses—1> —q,
constatamos que p € H™9(K,) e aplicamos o Teorema 17.

O

Quando estudamos o caso semiglobal, encontramos uma propriedade geométrica equivalente ao
problema: basta analisar as folhas da L-folheagdo. Suponha que esta condigao ja foi checada; a fim
de alcancar objetivo anélogo para resolubilidade global, o Teorema 18 nos mostra que é suficiente
encontrar propriedades que estabelecam L-convexidade.

Baseados nisto, encontraremos algumas condigoes suficientes para haver resolubilidade C'*°
global.

Teorema 19. Suponha verdadeiras as sequintes propriedades:

1. Nenhuma folha da L-folheacdo € relativamente compacta em M.

2. Para cada compacto K C M, existe K' C M compacto de maneira que se L é uma folha
da L-folheacio e C € uma componente conexa de £LNCK, que é relativamente compacta na
topologia de M, entao C C K'.

Entio LO®(M) = C>(M).

Demonstra¢ao. Como a condi¢ao 1 nos da resolubilidade semiglobal, é necessario mostrar somente
que M é L-convexa. Mais uma vez fixamos K C M compacto, s € R e tomamos p € &'(M) tal que
Li(u) € H¥(K).

Perceba que apenas precisamos provar que (supp NG supp Lt(u)) é subconjunto de um com-
pacto fixo. De fato, se o conjunto sempre estiver contido em K, teremos que supp u C K" = KUK’
que é claramente um compacto de M.

Seja = € (supp uNC supp Lt(,u,)). Denotamos por L, a folha que passa por x e por C, a
componente conexa de £, N 0K que passa por x na topologia da folha. Através da Proposicao 18
deduzimos que C, C supp uNCK. Isto é, C, é relativamente compacto.

Concluimos da Propriedade 2 que C, C K’, para z arbitrario. Logo, (supp uN G supp Lt(p)) é
subconjunto de K’, o que fecha a prova. O

Veremos agora propriedades que sao equivalentes & Condigao 2 do Teorema 19 quando ja temos
ciéncia de que L é semiglobalmente resolivel.

No préximo enunciado, designaremos por F (M) a classe das fungdes continuas em M que tem
a seguinte propriedade: dado qualquer sistema de coordenadas em M, definido para (z1,...,Zp—2)
em I, (,_1,7,) em J, onde I e J sdo intervalos respectivamente em R"2 e R?, de maneira que a
intersecgao das folhas da L-folheacao com I X J sdo definidas por {z¢} x J, entao u‘ 1 bertence
a C(I;C>®(J)).

Teorema 20. Suponha que LC®(K) = C*(K) para cada K C M compacto. Entio as sequintes
condigoes sao equivalentes:
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1. Para cada compacto K C M, existe K' C M compacto de maneira que se L é uma folha
da L-folheacio e C € uma componente conexa de L NCK, que € relativamente compacta na
topologia de M, entao C C K'.

2. Para cada compacto K C M, existe um compacto K' C M tal que para cada x ¢ K', existe
uma solugao f € C°(M) de Lf =0 com a sequinte propriedade:

[f(@)| > suplf(y)l

yeK

3. Existe uma fungao ¢ em F(M) subharmonica tal que {z;¢(x) < c} é compacto em M para
cada c € R.

Demonstracao.

1 = 2: A demonstragao sera feita por contradicao. Sejam K, K’ como no enunciado de 1. e suponha
existir z ¢ K’ de maneira que

|f(2)] < sup|f(y)l, (8.1)

yeK

para toda f € C*°(M) tal que Lf = 0. Considere agora o conjunto E = {f € C*°(M); Lf = 0}.

Note que F pode ser considerado um subespago de C'(K), o espago das fungdes continuas em
K com a topologia do supremo; basta considerar suas restricoes a K. Definimos entao o seguinte
funcional linear:

C

AE —
fo= fl2)

Por (8.1), A é continuo. Pelo Teorema de Hahn-Banach, A pode ser estendido a um funcional
A : C(K) — C continuo. Trazemos agora um resultado.

Teorema 21. (Representacao de Riesz) Seja X um espago topoldgico Hausdorff compacto. Entao
C(X)* € isometricamente isomorfo a M(X), o espago das medidas complezas de Radon em X.

Demonstragao. Corolario 7.18 de [Fol99]. O

Do Teorema 21, existe uma medida p suportada em K de modo que
u(f) = AN(f) = A(f) = f(2), (8.2)

para toda f € E. Ou seja, 6, — p € ortogonal ao kernel de L em C°°(M). Fazemos uso dos seguintes
teoremas auxiliares:

Teorema 22. Sejam E, F' dois espacos localmente converos Hausdorff e u : E — F uma aplicag¢ao
linear continua. Entdao o ortogonal de Ker u € o fecho fraco da imagem de u.

Demonstragao. Proposi¢ao 35.4 de [Tré67b. O
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Teorema 23. Considere u, B, F' como no Teorema 22. Neste caso, sdo equivalentes as condigoes
abaizo:

o u(E) € fechada em F'.

o u!(F') € fracamente fechada em E'.

Demonstragao. Ler a demonstragdo do Lema 37.4 de [Tré67h]. O

Do Teorema 22, segue que 0, — i esta no fecho de Im L' em &£'(M). Como j& valem a resolu-
bilidade semiglobal e a afirmacao 1, empregando o Teorema 19 obtemos resolubilidade global. Pelo
Teorema 23, notamos que d, — p pertence de fato a Im L!. Portanto, existe w € £'(M) tal que

L'w =08, — p. (8.3)

Seja £ a folha que passa por xz e C a componente conexa de x em £ N LK na topologia da
folha. Pela hipotese e por x ¢ K’', C nao é relativamente compacta em M. Entao C'\ {x} nao é
relativamente compacta e é componente conexa de £ N L (K U {x}).

Proposigao 28. supp w N (C\ {z}) =10

Demonstragio. Note que (supp L'w) N(C'\ {z}) = 0 e supp w é um conjunto compacto. Suponha
por contradigao que existe y; € (supp w) N(C'\ {z}). Pela Proposi¢ao 18, teriamos que

(C\{x}) C supp w,

o que contradiz a compacidade do suporte de w.
O

Finalmente, estamos prontos para provar que 1 = 2. A Proposi¢ao 28 mostra que existe uma
vizinhanca s de x de modo que L'w = §, em k e

(supp w) N k = {x}.
Tomando k suficientemente pequena, de modo que seja uma vizinhanga coordenada, terfamos que:

w= Z Co + 0%0,, <882 + a> w = —0. (8.4)

|a|=0

p
Lembrando o leitor que se Z bg-@ﬁ 0, = 0, entao bg = 0 para qualquer 3, concluimos claramente

5=0
que (8.4) é uma contradi¢ao, o que encerra a prova da afirmagao.

2 = 3: Comecamos fazendo a ressalva de que K C K’, se como em 2. Tome uma sequéncia K,, de
compactos em M satisfazendo as seguintes propriedades:

o K; /M.

° K], Cint Kjyq1, Vj €N,

Fixaremos também abertos w; tais que
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K; C Kj Cwj C Kjp1, VjeN.

Proposicao 29. Para cada j € N, podemos tomar fji, com k = 1,...,n; solugoes C*° de L de
maneira que

n
1
1. Z\fjk|2 < g5 em K;.
k=1

j
2. Z ‘fjk;|2 > 7 em Kj+2 N (ij)
k=1

Demonstragdo. Dado zg € Kjio N (Cwj), existe por hipétese g € C*°(M) solugio de L tal que
l9(0)| > supg].

J

Seja A € R; |g(xo)| > A > sup|g|. Definindo h = %, verificamos que h continua sendo uma
K;
solucao suave, |h(zg)] > 1 e sup|h| < 1. Além disso, existe Uy > zo aberto para o qual h(x)| >
i

1, Vz € Uy.

Por Kji5 N (Cwj) ser compacto, é possivel encontrar fj1,..., fj; € C*°(M) solugdes de L tais
que:

o sup|fjx| <1, parak=1,2,...,q.
K;
e max |[fjx|>1em Kji20N (ij).

1<k<q

Como o conjunto de solugoes de um campo é fechado por multiplicagao, basta elevarmos as fungoes
fjk a poténcias suficientemente grandes. Neste caso continuarao sendo suaves, solucoes de L e
valerdo ambas as estimativas.

O
Proposicao 30. Se f € F(M) e Lf =0, entio |f|*> ¢ subharménica.

Demonstracao. Recorremos & Proposigao 10:

= Af - L(f) + LIf - L(f)]
=\ -L(f)+ L(f)- L(f) + f - LLf

A L) +|L(HIP+ - (LL = [L, L)) f
= M- L) +|L(HP+f-(LL)f = f-[L, L] f
=Af-L(H)+|L(HP = f-[LL] F
=Af- L)+ |L(HP = Af-L(F)+ f-A-Lf
=|L(f)PP > 0.
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oo Ny
Definimos entéao ¢ = Z Z |fjk|2. Por definigao, segue que ¢ € F(M). Mostremos que é de
j=1 k=1
exaustao, isto &, {z; p(x) < ¢} é compacto em M para cada ¢ € R.

Proposicao 31. Para cada j natural, temos o > j em ij.
nj
Demonstragdo. Se * € K;+1 N Cwj, pela Proposigo 29 segue que Z |fjr(@)* > j e portanto
o(x) > j. Caso contrario, seja p = max{s; x ¢ Ks}; neste caso, = ¢ o.ljpz_ll ex e Ky
np_1
Logo, Z | fip—1,k) (z)]* > p—1 > j. Assim, concluimos que ¢(x) > j em ambos os casos, 0 que

k=1
encerra a prova. O

Corolario 5. {z; ¢(z) < c} é compacto em M para cada ¢ € R.

Demonstracao. Dado ¢ € R, existe j € N; j > ¢. Logo, o conjunto acima é fechado e contido em
wj, que por sua vez ¢ subconjunto de K1, sendo assim compacto. O

Esta completa a prova de que 2 = 3.

3 = 1: Sejam ¢ uma fungao subharmoénica pertencente a F(M), de exaustdao e K C M um
compacto arbitrario. Definimos

sup{p(z);ixr € K} =¢c, K ={x€ M;p(x)<c} (8.5)

Por hipotese, K’ é um conjunto compacto. Se C' é como no enunciado, seu fecho C' na topologia
de M também é compacto.

Denotamos por 0'C' a fronteira de C' na topologia das folhas. Pelo que acabamos de discutir e
por nenhuma folha ser relativamente compacta em M (resolubilidade semiglobal), este conjunto é
nao-vazio. Neste caso, temos que 9'C C K.

Afirmamos que

sup p(x) = sup ¢(z). (8.6)
zel z€d'C

Lema 6. Se K C M ¢é compacto e i € uma fungio subharmonica em uma vizinhanga de K, entdo

sup ¢(z) = sup ¥(z), (8.7)
zeK z€d'K

onde &' K € a fronteira de K na topologia das folhas.

Demonstracao. Tome y € K um ponto tal que sulg Y(x) = ¥(y) e denote por L, a folha que passa
(S
por y. Se y estiver na fronteira de £, N K, nao ha o que fazer. Caso contrério, ¢ é constante na

componente conexa do interior de £, N K que contém y.
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O argumento logo acima nos prova que a igualdade proposta vale quando v for estritamente
subharmoénica (perceba que podemos usar esta definigdo pois ¥ ¢é de classe C*° em cada folha).
Mais do que isto: neste caso o supremo é atingido somente em &' K

Suponha finalmente por contradigao que ¥(y) > sup t(z). Pelo Teorema 14, podemos encon-
z€0'K
trar n € C°°(M) estritamente subharmonica em K. Entao 7n(y) < sup n(z) e a igualdade (8.7) vale
zeK

para Y + en, para qualquer € > 0.
¥(y) — sup ¥(z)

z€d' K
sup n(z) — n(y)
rzeK

Escolhemos € = — . Se w € 9K, segue que

Wh(w) + en(w) — v(y) — en(y)] = [(w) — 1)) +  [n(w) — n(y)]
[sup bla) - w<y>]+e[supn<x>—n<y>]

€I K reK

% Lsengw() %Z)(y)}
<0,

o que é absurdo, ja que vale para todo w € K. O

Retornando & demonstragao, a igualdade 8.6 segue imediatamente do Lema 6. Se a aplicamos,
junto ao fato de 9'C' estar contido em K, obtemos que C C K’, como queriamos provar.
O

Analisando os Teoremas 19 e 20, notamos que a existéncia de uma fungao suave, subharmonica
e de exaustao, associada com resolubilidade semiglobal, implica em resolubilidade global. Por outro
lado. o Teorema 14 exibe a equivaléncia entre a existéncia de uma funcao estritamente subharmonica
e a resolubilidade C'*° em compactos.

Lembramos agora do seguinte resultado de Anéalise Complexa: um aberto 2 C C™ é pseudocon-
vexo se e somente se admite uma funcao p de exaustdo, suave e estritamente plurisubharmonica.
Inspirados nisto, fixando um campo L e a folheagdo gerada por ele, definimos:

Definigao 18. M ¢ dita pseudoconvexra com relagao a L se existir p € C°°(M) estritamente
subharmonica (no sentido da Defini¢cao 8) de modo que para cada ¢ € R

{z;p(x) < c} CC M. (8.8)

Teorema 24. M é uma variedade pseudoconvexa com relacdo a L se, e somente se, existe
@ € C°(M) subharmonica, de exaustao, e L é semiglobalmente resolivel.

Demonstracao. Se M é pseudoconvexa, existe p funcao suave, estritamente subharmoénica e de
exaustao. Dado K C M compacto, a mesma é estritamente subharmoénica em K. Recorrendo ao
Teorema 14, segue que L(C>®(K)) = C®(K).



56 RESOLUBILIDADE GLOBAL

Reciprocamente, como ja comentado logo apds a prova do Teorema 20, deduzimos das hipoteses
que L(C*°(M)) = C*°(M). Nao é dificil ver que as implicagées 1 = 2 = 3 = 4 do Teorema 14
permanecem validas quando trocamos K por M. Isto é, existe ¢ € C*°(M) estritamente subhar-
monica.

Definimos entdo p = ¢ + e¥. Obviamente p € C°°(M). Observe também que o conjunto
{z;p(z) < ¢} C {z;p(z) < c}, visto que e¥ & estritamente positiva; logo é de exaustdo. Nos falta
verificar que é estritamente subharmonica:

(L+N[L(p+e”)] = (L + N[L(e)] + (L + N)[L(e?)]
= (L + N)[L(@)] + (L + N[L(y) - €]
= (L+N[L(@)] + A-e¥ - L(Y) + (LLY) - e + L() - L(¢) - e¥
= (L+ N)[L(@)] + (L + N[L()] - € + L(yp) - L() - ¥
= (L+ ML)+ (L+ NL@)] - e’ + L) - e .
>0 >0 >0

Esta demonstrado o resultado.
O

Corolario 6. Quando M ¢ pseudoconvera com relagao a L, este operador € globalmente resolivel.
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