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Resumo

Banzatto, A. F. Equagoes de Difusao Nao Locais do tipo Neumann. 2018. Dissertacao (Mes-

trado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

Neste trabalho estudaremos uma classe de problemas nfo locais do tipo Neumann. Consideramos
o caso linear nao homogeéneo, bem como o semi-linear com nao linearidades globalmente Lipschitz.
Procuramos escrever um trabalho auto-contido. Apresentamos alguns resultados classicos de Analise
e suas aplicagdes no contexto de equacao de evolucdo nao local. Na introducio, apresentamos uma
motivagdo para tais equacoes tendo em vista os fendémenos de reagio e difusao baseados no trabalho
de P. Fife [4].

Palavras-chave: EDP, Difusao, Nao homogénea, Neumann.
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Abstract

Banzatto, A. F. Neumann Non-Local Diffusion Equations. 2018. Dissertacao (Mestrado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

In this work we will study a class of nonlocal problems of the Neumann type. We consider the
non-homogeneous linear case as well as the semi-linear one with globally Lipschitz non-linearities.
We seek to write a self-contained work with some classic results of Analysis and its applications in
the context of non-local evolution equations. In the introduction, we present a motivation for such
equations in view of the phenomena of reaction and diffusion based on the work of P. Fife [4].

Keywords: PDE, Diffusion, Nonhomogeneous, Neumann.



vi



Sumario

1 Resultados Preliminares

1.1 Defini¢oes Bésicas e Desigualdades . . .

1.2 Teorema de Arzela-Ascoli

1.3 O Espectro de um Operador Limitado .
1.4 Espacos LP . . . . . .

2 Contracao Com Parametros e o Teorema de Stampacchia

2.1 Teorema da Contragao Uniforme . . . .

2.2 Teorema de Stampacchia e Lax-Milgram

3 Problema de Neumann Nao

Local

3.1 Equacao Linear Nao Homogénea . . . .

3.1.1 Resultados Preliminares . . . . .

3.1.2 Existéncia e Unicidade . . . . . .

3.2 Uma Equacao Semi-Linear

3.3 Regularidade com Relagdao aos Parametros . . . . . . . . .. .. ... .. ... ..

Referéncias Bibliograficas

Vil

13
13
18

29
29
29
38
44
47

51



viil SUMARIO



Introducao

Baseando-se principalmente nos trabalhos [1, 10], a finalidade desta dissertagao é discutir alguns
resultados sobre equacdes de evolugdo semi-lineares ndo locais do tipo Neumann. Lidaremos com a
unicidade e existéncia global de solucoes e comportamento assintético no caso linear. Inicialmente,
utilizaremos algumas ideias de [4] para dar uma motivagdo da classe de equacoes discutidas em
nosso trabalho.

Para isto, considere J : R® — R uma funcao par, ndo negativa e continua com

/ J(x)dr =1 e ||J]| oo @mn) < 00.
Inicialmente, observamos que equacoes de evolucao nao locais da forma,

up(t,z) = (Jxu—u)(t,x) = [po J(@ —y)u(t,y)dy —u(t,z), € Q,t >0
u(t,z) =0, em RV \ Q (1)
u(0,z) = up(z),

bem como suas variagoes, tem sido muito utilizadas na modelagem de processos de difusdo. De
acordo com [4], se u(t, z) representa a densidade populacional no ponto z e instante t, e J(x — y)
a distribuicdo probabilistica de nos movermos do ponto y para o ponto x, entdao

[, e =ity = (T xwit.a)

é a taxa cujo individuos estdo chegando na posicao x de todos os outros lugares e

u(t,x) = /RN J(y — x)u(t,x)dy

é a taxa que mostra o deslocamento de x para todos os outros lugares y. Esta consideracao, na falta
de fontes internas ou externas e na suposicdo de que fora de €2 ndo ha vida, nos leva para o fato de
que a densidade u satisfaz a equacao (1).

O problema (1) é chamado de equagio de difusiao nao local do tipo Dirichlet, embora a difusao
da densidade u no ponto z e tempo ¢ nao dependa das derivadas u(t,x) , ela depende de todos os
valores de uw numa vizinhanga de x através do termo de convolugao J * u bem como dos valores de
uem .

Fixemos entdo © um dominio limitado e conexo do RY. Vamos comecar a olhar para possiveis
generalizagoes da equacao classica semilinear do calor

w(t, ) = Au(t,x) — f(u(t,z)), Ve € Qet > 0. (2)

Focando em extens6es nao locais, devemos questionar qual é a contrapartida mais "natural"do
termo de difusdo Au. Uma maneira de motivar nossa resposta é caracterizar seu negativo, —Au
como a derivada funcional no espaco L?(f2) da integral de Dirichlet

colult, z)] = /Q %yvu(t,xﬂ?dm. (3)
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Lembremos da seguinte relagao muito utilizada em célculo:

div(u(t, x)Vu(t,x)) = Vug(t, z)Vu(t, ) + u(t, z) Au(t, z), (4)

ou seja,
Vue(t, 2)Vu(t,x) = div(u(t, 2)Vu(t, z)) — u(t, 2) Au(t, ). (5)

Entao, para u suficientemente suave, obtemos

deo t, / Vg (t, ) Vau(t, )dz.

Utilizando (5) e assumindo que [, div(u(t, z)Vu(t, z))dz = 0 neste caso, encontramos

d
Wit = [ —wlt)dult. ),
dt Q
ou seja,
deo
E[u(tv )} = <_Au(t7 ')7 ut(ta )>7 (6)
onde a operacdo (-,-) é o produto interno de L?(Q). Assim, escrevemos formalmente que
560
— Au(t
uft, ) = 50, @

onde é o diferencial em L?(Q) do funcional e[u(t, z)].

A energla €g € muitas vezes interpretada como uma medida de quanto u deixa de ser constante.
Além disso, para todo u € H(Q2), €o[u] > 0 com €p[u] = 0 se, e somente se, u é constante em quase
todo ponto.

Um funcional energético nao local natural que pode agir como uma medida alternativa do mesmo
problema é

cwfutt.e)) = [ [ LI y)utt.o) - ut,y) Pdody 0

para alguma fungao nao negativa J assumindo, por exemplo que u(z) = 0 em RN \ ©, como em
(1). Novamente, €19[u] > 0 e €10[u] = 0 apenas quando u é constante.
Assim, utilizando a Proposicao 3.1, do Capitulo 3, temos que

dcelio he /RN /]RN z —y)(u(t,x) —u(t,y))(ue(t, z) — u(t,y))dedy

= [ utew / J(z - y)(ut, @) — ult, y)dedy,
RN RN

o que nos dé

que é equivalente a

(5610

W[u(t,x)] =—Jxu(t,z) + (/ J(x — y)dm) u(t, x). (9)
Utilizando a hipotese [pn J(x — y)dz = 1, encontramos

)

aelo(u(t,x)) = —Jxu(t,r) + u(t,x).

Dessa forma, se entendemos que €19 é formalmente anélogo a €g, concluimos que a expressao Jxu—u
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também é andloga a Au em (2).
Indo um pouco além, podemos incorporar o termo nao linear f(u) em tais modelos da seguinte
maneira: seja W uma func¢ao derivavel tal que W’ = f. Definimos

elu(t, z)] = eo[u(t, z)] + /Q W (u(t, z))dz, (10)

erfu(t, )] = erofu(t, )] + /Q W (u(t, x))dz. (11)

Observamos que o efeito nao linearidade pode ser interpretada como uma reagdo ou forga externa
agindo no sistema assumindo valores que dependem da propria densidade u no sistema. (Para
maiores discussOes neste sentido, veja [8].)

Assim da equacao (2) concluimos que

de€
t,x) = —— 12
ut( ,SL’) Su’ ( )
ja que, por (7) e W'(u) = f(u) temos
ie[u(t x)] = ie [u(t,z)] + 6/ W (u(t,z))dx = —Au+ f(u(t,x))
ou T 5y Y ou Jq ' N e
Analogamente, podemos calcular sua versao nao local correspondente u(t, x) = —65% que é

uit @) = J s ult,x) — ult, @) — f(u(t,2)). (13)

A expressao g—z é o diferencial em L?(9) do funcional e[u(t, )], e as leis de evolucio (2), (13) e

em geral (12) sdo derivadas de suas respectivas energias. Deste modo, obtemos de (12) que

Gelutto] = (5u) =

Outra interpretagao de (12) e seu andlogo para €; sugere o seguinte: do lado direito, a quantidade
—g—z, sendo o negativo da taxa a qual e muda quando submetida a variacao de u, pode ser considerada
uma forca, em analogia com os campos de for¢a potenciais. O lado esquerdo de (12) é entdo a reagao
ou fluxo, no sentido de um movimento ou taxa de mudanca se contrapondo a uma forga exercida.
Assim, (12) pode representar alguma relagdo que envolve forca/reacao.

Finalmente, nos modelos de difusdo de organismos no espaco onde u é sua densidade, a expressao
Jxu—u pode representar transporte através de mecanismos de reacao a longa distancia. Com efeito,
se J(r) é uma func¢ao de distribui¢do probabilistica de difusdo em relagdo a distancia r,temos que
a expressao Jxu —u & direita de (13) representa a taxa liquida de aumento devido & difusao. Note
que existe um principio de conservacao, ja que

Se ||?

Su (14)

/ (J *u(t,x) — u(t,z))der = 0.
RN

Para problemas locais, as duas condi¢des de contorno mais comuns sdo a de Neumann e Dirichlet.
Quando olhamos para condi¢oes de contorno em problemas nao locais, temos que modificar as
formulagoes usuais das equacoes locais. O problema que daremos atencao neste trabalho é o analogo
as condi¢oes de Neumann:

w(t,x) = /QJ(.%' —y)(ul(t,y) —u(t,x))dy, x € Q,t >0, (15)
u(0,z) = up(x),z € Q.

Neste modelo temos que o integrando leva em conta a difusdo apenas dentro de Q2. De fato, como
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ja discutido anteriormente, temos que a expressao [ J(z — y)(u(t,y) — u(t,x))dy leva em conta os
individuos chegando ou saindo da posicao = de outros lugares. Como estamos integrando em (2,
impomos que a difusdo se estabeleca apenas em (). Desta forma, os individuos nao podem entrar
ou sair da regiao de interesse.

Problemas nao locais como (1) e (15) sao frequentemente utilizados para modelar processos ou
situacdes em ecologia, biologia, processamento de imagens, sistemas de particulas, etc. !

Finalmente observamos que aqui nesta dissertacao, também vamos considerar o problema semi-
linear relacionado a (15)

w(t z) = / (@ — y)(ult,y) — ult,2))dy + f(ult, 2),
QO
u(0,z) = up(z),

assumindo f globalmente Lipschitz em R. Assim como no problema (15), temos que a expressao
[ J(x—y)(u(t,y) —u(t, x)dy leva em conta os individuos chegando ou saindo da posi¢ao x de outros
lugares, com a difusdo passando-se apenas em (), sobre acao de uma forga externa que depende da
propria solucao u. Ou seja, podemos caracterizar f como sendo um agente externo que altera de
alguma forma o modo como os individuos se locomovem e interagem dentro de ). Para tal problema
também mostraremos unicidade e existéncia global de solucdes em L?((2).

'Veja por exemplo [1, 4]. Nesse sentido o estudo qualitativo destes modelos se torna uma tarefa til e importante
em Analise Matemaética.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo vamos enunciar e demonstrar alguns resultados que serdo usados no decorrer
deste trabalho. Como por exemplo mencionamos as Desigualdades de Young, Holder e Minkowski.
Enunciaremos também, baseando-se em [11], o Teorema de Arzela-Ascoli, que nos sera muito tutil.
Logo apo6s estudaremos Operadores Compactos. Em seguida introduzimos os Espacos LP e conclui-
mos o capitulo com o Teorema de Fischer-Riez, que nos diz que todo espago LP é um espago de
Banach.

1.1 Definicoes Basicas e Desigualdades

Definicao 1.1 Uma sequéncia {x,} é dita de Cauchy se: dado € > 0, existe ng € N tal que, se
n, m > ng, entao
d(xn, Tm) < €.

Definicao 1.2 Um espaco normado X € um espaco de Banach se toda sequéncia de Cauchy em
X converge. Dizemos que L(X,Y) € o espago de operadores lineares continuos com dominio X e
contra-dominio Y.

Definicao 1.3 Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial com produto interno que também é um
espaco de Banach com a norma candnica definida pelo produto interno

2]l = v/ (@, z).

Notagao: Escrevemos f(x) = O(x) se © — xg, caso exista ¢ > 0 tal que |f(z)| < c|g(x)]|, para
todo x proximo a xzg e, f(z) = o(g(x)), se x — x¢, caso ocorra

lim f(@)

a0 g(x)

Definicao 1.4 Uma aplicacao f: X — Y € diferencidvel no ponto a € X se existe uma aplicagdo
continua linear f'(a) : X — Y tal que

1f(z) = fla) = f(a)(z = a)lly = o(|z — alx), com x— a,

ou seja,

o 17@) = 1(0) = (@) = @)y

=—a [ — allx

Neste caso, f'(a) € L(X,Y) é chamada derivada de Frechét em a.

=0.

Quando f é n-vezes continuamente diferencidavel em um aberto U C X, consideremos suas
derivadas de k-ésima ordem f*) 1 < k < n como sendo um polinémio continuo de ordem k para
cada z € U, determinado pela formula de Taylor:

5
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"1
f(x+h) :fo z)(R*) + o(||h||%),h = 0,z € U,

onde fO)(z) = f(x).
Uma aplicagao f : U C X — Y, U aberto, é analitica em U se f é infinitamente sempre
diferenciavel em cada ponto de U e, se Vz € U, existe 6 = §(z) > 0, tal que sempre que ||h||x <6,

o0

1
fl@+h)= Zkfﬂk)
k=0

a série convergente na norma Y uniformemente em ||h|x < 0.
Proposicao 1.1 Aplicagées continuas com dominios compactos sdo uniformemente continuas.

Demonstracgido: Seja K ¢ RY um conjunto compacto, Y um espaco de Banach, f : K — Y uma
aplicacdo continua. Sejam {x }ren, {yk}ken C K tais que xp — yx — 0. Suponha que existe 6 > 0
e subsequéncia {ki,--- ,kj,---} tais que

| f(zr;) = fur)ll =6, ¥ jeN.

Como K ¢ compacto, tomando subsequéncia, se necessario, podemos supor que limj oo Tg;, =
lim; o0 Y, = 20 € K. Mas f & continua, entdo || f(zx;) — f(yk,)|| — 0. Mostrando que ndo pode
existir tal 6 > 0 e, assim, ||f(zx) — f(yx)|| — 0. Portanto f é uniformemente continua. ]

Lema 1.2 Para todo a,b > 0, vale
(a+b)P < 2P(aP + V7).
Demonstracgao: De fato, temos

(a+b)P < (max{a,b} + max{a, b})?
= (2max{a,b})?
= 2P{maxa, b}P < 2P(a? + bP).

1 1
Proposicao 1.3 (Desigualdade de Young) Sea,b>0,p>1e -+ — =1 entao
P 4q

a? bl
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Se a = 0 e b = 0, a conclusdo é clara. Assumamos que ambos sejam postivos
(a,b > 0). Se k € (0,1), definimos f(t) para t > 1 por f(t) = k(t — 1) — t* 4+ 1. Notemos que
f()=k(1-1)—1¥4+1=0ce que

flt) = k—kt*1>0
k(1 -1 >0
1—th1>0
=1 <

t ¢

tlj S ]-a
que vale pois 1 —k > 0 e t > 1. Deste fato (f'(t) > 0) concluimos que f(t) = k(t — 1) —tF +1 >0,
para todo ¢t > 1. Dali,

th <k(t—-1)+1=Fkt+(1—-k). (1.1)
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Se a > b, colocamos t = ¢ (portanto, t > 1) e k = - (pertence a (0,1) pois p > 1). Substituindo

1
p
em (1.1), temos

1

B <3

1 1
Multiplicando a desigualdade acima por babr temos,

11 1 /a 11 11
apbq§f<f—1>bqbp+bqbp.
p\b
Usando % + % =1, ainda obtemos
avbi < 9(3—1)+b
p \b
b
- 2 24
b p
1
e
p b
1
o)
p q
a b
- — 42,
b q
O caso a < b é completamente analogo. [ |

1.2 Teorema de Arzelid-Ascoli

Definicdo 1.5 Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que H C X € relatimente compacto se H ¢
compacto.

Definicao 1.6 Seja X um subconjunto de um espago métrico. Dizemos que X € totalmente limitado
se dado € > 0 existe um recobrimento {O1,--- ,Ox} com a propriedade: se x,y € O;, entdo d(z,y) <
€.

Teorema 1.4 (Arzela-Ascoli) Suponha X um espago métrico compacto, C(X,C) o conjunto de
todas as fungoes f: X — C continuas, com a métrica

d(f,g) = sup{d(f(z),g(z));z € X}
e ® C C(X,C) é pontualmente limitado e equicontinua. Mais explicitamente
o a)sup{|f(z)|: fePt<ooVreX, e

e b)See >0, todo x € X tem uma vizinhanca V tal que

fly) = fla)| <e
para todo y € V e para toda f € .

Entao ® ¢é totalmente limitada em C(X,C).

Demonstragao: Fixe ¢ > 0. Para todo z € X, seja V, uma vizinhanca tal que b) ocorra, UzexVy D
X. Como X é compacto, existem pontos z1,---,z, € X, com vizinhangas Vp,---,V, tais que
X = U, V;, de modo que

[f(@) = fzi)| <&, (Vfe®,xeV,l<i<n) (1.2)
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Note que
(@) = 1f(x) + f@:) = fla)l < [f (@) = fl@)] + |f ()],
e, por a)
|f(z)] <e+ M,

onde M; = sup{|f(x;)|: f € ®}.
Como X é compacto, segue que

sup{[f () : z € X, f € @} = sup U {|f(2)] : z € V}, [ € @}

< sup{|f(a)| 1z € Vi, f € B}
=1

=1

Seja agora D = {\ € C: |\| < M} e associe a cada f € ® o seguinte ponto p(f) € D" C C™:

p(f) = (f(@1), -+, fwn))- (1.3)

Para cada f € ® e £ > 0, defina também B.(f) = B:(f(x1)) X -+ X B=(f(zy)), com |B:(f)] < &,
onde B(f(x;)) € uma bola em D com raio & pequeno.

Como D é compacto, D" = D x - -- x D também é compacto. Note que UscoB-(f) C D™. Além
disso, por construcao,

D\ | B(f)

fed

também é compacto. Logo existe uma cobertura C de subconjuntos de didmetro menor que ¢, tal
que

cul |JB(s)) oD
fed
Assim, D™ possui uma cobertura finita Cy,- -+ ,Cp, Be(f1), -+ , Be(fm) tais que, para toda f €
®, existe k, 1 < k <m, de modo que
(@) = fu(zi)| <&, 1<i<n (1.4)

Como para todo « € X, z estd em algum V;, segue que, para este ¢

[f(z) = fzi)| <eelfrlx) = fulz:)| <e. (1.5)

Assim

[f (@) = fr(@)| = [f (@) = f(@i) + (@) = ful@i) = fulz) + frlzi)]
< [f(@i) = (i)l + [f (@) = f@i)] + [fa(@) = fr(@i)]
< 3e.
Assim | f(x) — fx(z)| < 3¢ para todo z € X.

Temos entdo que as bolas centradas em fq,--- , fi de raio 3¢ cobrem ®. Como € é arbitrario, ®
é totalmente limitado. [
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1.3 O Espectro de um Operador Limitado

Definicao 1.7 Dados E, F espagos de Banach, dizemos que um operador T : E — F € limitado
(continuo) se existe constante ¢ > 0 tal que

|Tul| < c|lu||, Yu € E.

Defini¢ao 1.8 Um operador limitado T € L(E,F), ou seja, T : E — F continuo, com E,F
espagos de Banach é dito compacto se T(Bg) tem fecho compacto em F, ou seja a imagem de T
por Bg = {z € E,||z|| < 1} tem fecho compacto em F.

Defini¢ao 1.9 Seja E um espago de Banach e T € L(E) operador limitado. O conjunto resolvente,
denotado por p(T'), é definido por

p(T) ={X € C;(T — \I) é bijetiva de E em E}.

O espectro, denotado por o(T), é o complementar do conjunto resolvente, isto é, o(T) = C\p(T).
Um nimero complexo é dito ser um autovalor de T se

N(T - AT) £ {0}
N(T — M) é o autoespago correspondente.
Defini¢ao 1.10 Um operador T* : D(T*) C F* — E* é chamado adjunto de T se
(Tu,v)p g+ = (u, T*v)p p+,Yu € D(T),Yv € D(T"),
onde E*, F* sao os espacos duais de E,F e D(T), D(T*) sao os dominios de T e T*.

Agora, assumiremos que F = H é um espago de Hilbert e que T' € L(H). Identificando H* e
H, veremos T como um operador de H nele mesmo.

Defini¢ao 1.11 Um operador limitado T € L(H) € dito ser autoadjunto se T* =T, isto é
(Tu,v) = (u, T*v) Yu,v € H.

Defini¢ao 1.12 Seja T : D(T) C H — H um operador. Dizemos que T é simétrico se
(Tu,v) = (u, Tv)Vu,v € D(T).

Observacao: Para operadores limitados, as nocdes de simétrico e auto-adjunto coincidem:.

1.4 Espacos L?

Aqui vamos recordar os espacos LP.
Seja (2, M, p) um espago de medida, isto €, {2 é um conjunto e

1. M é uma o—algebra em (), ou seja, M é uma colegao de subconjuntos de € tais que:

e feM,
e Se A e M, entdo A° € M,
o U A, € M sempre que A, € M, para todo n.

2. p é uma medida, isto é, p : M — [0, oo] satisfaz

o u(0) =0,
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o 1 (UX A,) =22 u(Ay) sempre que (A;,) é uma familia contavel disjunta de membros

de M.

3. & o-finito, ou seja, existe uma familia contavel (€2,,) em M tal que Q = U2, e () < 00
para todo n.

Os conjuntos E € M com a propriedade p(E) = 0 sdo chamados de conjuntos de medida nula,
podemos escrevé-lo como |E| = 0.

Dizemos que uma propriedade vale q.t.p. (para quase todo ponto x € ) ou quase sempre se
vale para todo €2 exceto num conjunto de medida nula.

Chamamos de L'(2) o espaco das fun¢oes integraveis de Q em R

L%Wz{fﬂ%—ﬂ&/f@ﬂu<m}x€9.
Q

Definicao 1.13 Sejap € R com 1 < p < co. Definimos

L(Q) = {f Q2 — s [|fll1oe = ( / !f(w)lpdu>p < oo},

e, sep =00
L*(Q) ={f:Q—R; f é mensurdvel e existe uma constante C tal que |f(z)| < C g.t.p. em Q}.

com

Hf”Loo(Q) =inf{C; |f(z)| < C q.t.p. em Q}.
Notagao: Seja 1 < p < oo; denotamos por ¢ o expoente conjugado

11
S4-=1.
P q

Quando p = 1 tomamos ¢ = co. Analogamente, quando p = oo, definimos seu conjugado por g = 1.

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Holder) Se f € LP(2) eg € LY(Q), p,g>1el/p+1/q=1
entdo

/ Faldi < 1 £l - llglla
Q

Demonstracao: Se ||f|l, - |lgllq = 0 entao ||f|l, = 0 ou ||lg|l; = 0 e assim |f - g| = |f|lg]| =0 e

portanto [, |fgldu = 0.
Se || fllp - llgllq # 0, neste caso, temos que mostrar que

A f

£l

g
1914

dp <1

Note que, como / = H J = 1, temos pela Proposicao 1.3 que
I llpll,  1Hlgllg g
( |f| )p ( lg| )q ) .
/ U|!Mdu§/’fp L A\Tole) 1/‘Ubﬂx+1/lm¢m

o [£lp llglly Q P q p Ja llfllp a Ja llgllg

1 1

= —+-=1.
p q

Note que a demonstragao vale para o caso p = 0o e ¢ = 1 onde teremos 0 = lim, %
Assim, concluimos a prova. [
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Proposicao 1.6 (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € LP(Q2), 1 < p < o0 entdo

1+ glly < [1£llp + [lgllp-
Demonstragao: Se p = oo,
[f+ gl <1+ 1gl < 1 Flloe + llglloo-

Mostraremos parap=1ep > 1.
Se p =1, a afirmagao ¢ clara ja que [ |f + gldu < [ |fldx + [ |gldp.
Se p > 1, notamos que

f+gP=1f+gP " f+al <IFIfF+9P "+ gllf +glP"

Mostremos que (f + ¢)?~! € L4(9).

De fato, como % + % = 1 entao pg = p + ¢, assim

/(!f +gPhdp = / If + glPdp < 0o = (f + g)P ' € LYQ).
Q Q

Dai, temos pela Desigualdade de Holder

/ 1+ glPdu < / IS+ gl / gl1f + gl du
Q Q QO
< 1IN+ 9P Mg + gl (F + 97
= (1Flp + gl + 97

Entao
1f + gll?

T £ llp + llgllp- (1.6)

Mas, )
I(F +9)PHlg = (/ (If +g|p_1)qdu> = lf+glls.
Q

Dai, de (1.6), obtemos

p_B
If+alp * <l +llglla = 1 + gllo < 1 fllg + llgllp-

Teorema 1.7 (Fischer-Riesz) O espago LP é uma espaco de Banach para todo 1 < p < oc.

Demonstragao: Faremos os casos p =00 e 1 < p < 0.

e Caso p = oco: Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em L*°(2). Dado um inteiro k > 1, existe
um inteiro N tal que

, myn > Ng.

El e

[ fm = fallLeo @) <
Assim, existe um conjunto de medida nula Ey tal que

1
| fm — fnl < 7 Ve € Q\ Eg, Vm,n > Ny, (1.7)

pela afirmacao.
Entao temos E = UiE}, assim, E tem medida nula, e temos para todo © € Q\ Eg, a

sequéncia f,, ¢ de Cauchy (em R) e converge para alguma f. Desde modo f,(z) — f(z) para
todo xz € Q \ E. Tomando o limite em (1.7) com m — oo, obtemos
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| =

Conluimos que f € L=(2) e [|f — fallLe) < % para todo n > N. Desde modo f, — f em
L>(Q).

Caso 1 < p < oo: Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em LP(Q). E suficiente mostrar que
uma subsequéncia converge em LP(2).

Tomemos uma subsequéncia {f,, } tal que

1

Mostremos que fp, converge em LP(2).

Para simplificar a notagao, escrevemos fj, ao invés de f,,, , assim

1
[ frv1 = frllor) < 2R Vk > 1. (1.8)
Seja

gn(@) = |frsr(@) = fr(2)].
k=1

Note que ||gnllzr0) < 1.

Como g1 < g2 < --- g.t.p em Q e sup, fQ gn < 00, segue do Teorema da Convergéncia
Monétona (veja por exemplo [2], Teorema 4.1) que g,(z) tende a uma fungao g(z) q.t.p em
), com g € LP(Q).

Por outro lado, para m,n > 2, m > n, temos, pela desigualdade triangular

[fm(2) = fu(2)] < |fm(2) = fna (@) + -+ + [fapr(z) = ful2)]
< 9(x) = gn—1 ().

Segue que f,(x) é de Cauchy, q.t.p em € e converge para um limite finito, f(z).
Temos
|f(x) = fu(z)] < g(2)

q-.t.p para n > 2, e, em particular, f € LP(Q). Finalmente, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada (veja [2]|, Teorema 4.2), segue que || f, — f|| — 0, ja que |fn(z) — f(x)|P — 0 q.t.p
e também |f,(z) — f(2)|P < gP(x) € LY(Q).



Capitulo 2

Contracao Com Parametros e o Teorema
de Stampacchia

Na primeira sec¢do deste capitulo, baseando-se em [5], enunciaremos e demonstraremos o Teo-
rema do Ponto Fixo de Banach assim como o Teorema da Contragdo com Parametros. A partir dele,
obtemos o Teorema da Fungao Implicita. J4 na segunda segao, seguiremos [2]. Vamos apresentar
a Lei do Paralelogramo e resultados sobre projegdes em conjuntos convexos e fechados, para em
seguida obtermos o Teorema da Representacdo de Riesz, que é de grande importancia em Ana-
lise Funcional e no estudo de EDP’s. Em seguida enunciaremos e demonstraremos o Teorema de
Stampacchia e seu famoso corolario conhecido como Teorema de Lax-Milgram.

2.1 Teorema da Contracao Uniforme

Inicialmente mostramos o Teorema do Ponto Fixo em espagos métricos completos

Teorema 2.1 (Banach) Seja (S, d) um espago métrico completo e seja T : S — S uma contra-
cdo, isto é, existe 0 < 1 tal que

d(T(z),T(y)) < 0d(z,y), Vx € S.

Entao, existe um unico ponto firo de T em S, a € S, T(a) = a. Além disso, para todo x € S, a
sequéncia (T"a) ), onde T" =T oT o---oT converge e
—
n

lim 7™ (z) = a.

n—oo

Demonstragao:
Unicidade: Sejam a e a; dois pontos fixos. Temos entdo

d(a,a1) = d(T(a),T(a1)) < 6d(a,ay).

Logo, d(a,a;) = 0, portanto a = aj.
Existéncia: Sejam = € S e z,, = T"(x). Mostremos que {z,,} ¢ de Cauchy.
Afirmacao:
d(T"(z), T"(y)) < 0"d(z,y). (2.1)

De fato, mostremos por inducéo: Para n = 1, temos:
d(T(z), T(y)) < bd(z,y),

o que é verdade, por hip6tese.

13
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Vamos supor valido para n e mostremos que vale para n + 1. Logo

d(T™(T(x)), T"(T'(y))) < 6"d(T'(x),T(y))
< 0"d(z,y).
Portanto
AT (), T (y)) < 0" d(z,y).

Agora, note que d(zp4r, xn) < 0™d(x,, x), €, pela desingualdade triangular, obtemos:

d(zy,x) =d(z,z,) < d(z,T(z)) + d(T(x), TQ(x)) + 4 d(Trfl(as), T" (z))

<
<(A+0+0* 4+ 0 Nd(z,T(x)).
Temos entdo que 6 forma uma progressdo geométrica, e assim,

d(z,2,) < %ed(x,T(m)). (2.2)
Segue por (2.2) e (2.1), que

n

1-6

d(-rn—&-r) xn) < d(.T, y)

Seja m = n + r. Entdo, dado € > 0, tomemos ng € N de tal modo que
e(1-10) 1

In({——%)—.

o = (d(:c,T(a:))) o

Concluimos que
(T, Tn) < €.

Portanto {z,} é de Cauchy e existe a € S, S é espago métrico completo, tal que =, — a.
Falta mostrar que lim z,, = a é ponto fixo de T'(x). De fato:

T(a) =T(limzy,) =limT(z,) = limz,11 = a.
|

Definicao 2.1 Se (S,d) e (A,l) sao espagos métricos completos, dizemos que T : S x A — S ¢
uma contracao uniforme se existe 0 < 1 tal que

d(T'(z,A), T(y,N) < 0d(z,y).
para todo x,y em S e X em A.

Proposicao 2.2 Se A é um operador em um espago de Banach qualquer tal que ||A|| <1 el é a
identidade, entio (I — A) é inversivel.

Demonstragdo: Notemos que, se ||A]| < 1, a série Y7 [|A||" converge. Sendo assim, dado € > 0,
existe N tal que a sequéncia {> ;" A"} é de Cauchy. De fato, tomando k,j € N tal que k > j e
m =1+ h, temos

m l

AN A =T+ A4+ AT (T+ A+ 4+ A
k=0 Jj=0

= < > A

n=Il+1

>

n=I[+1
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como Y 7 ||A||™ é convergente, temos

> At <e

n=I[+1

para [ suficientemente grande. Logo, segue que {> ;- A*} ¢ de Cauchy.
Agora, mostremos que

doAr=(1-A)
n=0
De fato,
(I—A)(I+A+..._|_Am):I_Am—l—l’

e como || A¥|| < ||A||* e [|A||* — 0 quando k — oo temos que A¥ — 0, assim

lim (I —A)(I+A+---+A") = lim ([ - A" =TI

~~
m
Dy A™

Segue entao que (I — A) é inversivel.

15

Agora vamos provar o Teorema da Contracao Uniforme, que é o principal resultado deste Capi-

tulo.

Teorema 2.3 (Teorema da Contracao Uniforme) Sejam U,V abertos nos espagos de Banach
X,Y, e seja U o fecho de U (um espago métrico completo). Suponha T : U x V. — U contragao

uniforme em U, e seja g(y) o tinico ponto fizo de T(-,y) para cada y € V.

Se T € C*U x V,X), 0 <k < oo, isto ¢, a derivada parcial de Frechét (Definicio 1.4) até a
ordem k existe em U X V e se estende continuamente até U x V', entao a aplicagao y — g(y) estd

em CF(V, X).

Se a aplicagdo (x,y) — T(x,y) € X € analitica em Uy X V, onde Uy é uma vizinhanga de U,

entdo a aplicagao y — g(y) € analitica de V em X.

Demonstragao: Dividiremos a demonstragdo em dois casos:

e Caso k=0

Temos por hipétese que T é continua e temos que mostrar que g é continua. Bom, pela
continuidade de T, dado €1, existe § > 0 tal que, se ||(x,y) — (zo,y0)|| < 0 entao |T(x,y) —

T(zo,y0)| < e1.

Agora, como g é ponto fixo, pela desigualdade triangular temos

lg(y1) — g(v2)ll =T (g((y1),y1) — T(9(y2), y2)ll
=[T(g((y1),y1) — T(9((y2), y1) + T(9((v2),y1) — T(9((y2),y2)ll
<0lg(y1) — g(y2)|l +e1.

Entao
lg(y1) —gw)l[(1—0) < &
€1
lg(y1) — g(y2) |l < 1—9
Tomando
€= °1
1—-6’

segue o resultado.
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e Caso k=1

Como T é contragao uniforme ||T(z1,y) — T(x2,y)| < ||0]|||z1 — x2]|, segue que a derivada
com respeito & primeira coordenada, T, (x,y) é tal que ||T,(z,y)|| <6 < 1.

Agora, como g(y) = T'(g9(y), y), encontramos, pela regra da cadeia que ¢'(y) deve ser a solugao
M da equacao:
M =T(9(y), y)M + Ty(9(y),y)
(I = T:(9(y),y))M =Ty (9(y), y)-

Mas, || Tx(g(y),y)|| < 6 < 1, e, pela Proposicao 2.2 podemos escrever
M = (I =Tu(9(y),9) " Ty(9(y), y)-

Note que tal equagdo possui solu¢do continua tnica, M(y). Queremos mostrar que ¢'(y) =
M (y), assim

gy +n) —gly) — M(y)n
7

lim
n—0

-

Para isto, considere v = g(y + 1) — g(y). Entao, usando o fato de g(y) ser ponto fixo para
cada y, temos

T(g(y) +v,y+mn) —T(9(y),y) =,

pois

T(g(y) +9(y+mn) —9),y+n) —T(9(y),y) =T(g(y +n),y+n) —T(9(y),y) = -

Entao

(I = Tx(9(y),y)y = Ty(9(v), y)n + A, (2.3)
com A =T(g(y) +v,y+n) —T(9W)y) — Tu(9(y),y)v — Ty(9(y), y)n.

Como T ¢é de classe O, segue que

1T(g9(y) +~v,y+n) —T(9(y),y) — Tx(9(y),y)y — Ty(9(¥), y)

ull =0
I+ [l

se [yl + [lnll = 0.

De fato, se n — 0, entdo v — 0, ja que g é continua. Portanto, para algum ¢ > 0, com ||7]|
pequeno o suficiente

A < e(llr Il =+ llnl])- (2.4)

Entao
v ="Ty(9y), y)n + A+ Tu(g(y), y)y

I < 1Ty (g(w)s y)nll + AL+ Ol1]l-

Usando (2.4), segue para n suficientemente pequeno que



2.1 TEOREMA DA CONTRACAO UNIFORME 17

15 1 €
_ < -
bl (1-155) < T=gITilal+ =5l

[l
ST+ el

IN

Tomando € pequeno o suficiente, ||v(n)|| = O(||n||) com n — 0.
Agora, por (2.3),

A(n,v(n) = (I = Tz)(v(n) — Mn). (2.5)
Entao, encontramos
ly = Mull = |(I - T)"'A|
< I =T) AL
Portanto,
Iy = Mnl| = of[n]]

Mas, pela definicao de y

lg(y +n) — g(y) — Mn|| = o(|nll)

Portanto

e Caso k>1

Para este caso, procedemos por inducao. De fato, se o resultado vale para (k — 1), entao
quando T' € C*, temos por hipotese que g € C*~1 pelo menos, e vale

(I = Ta(9(y), )9’ () = Ty(9(v), v),
o que nos da ¢’ € C*~1, logo g € C*.

Mostremos agora que a aplicacio g(y) é analitica, quando, por hipétese, T : U x V. — U ¢é
contracao uniforme e analitica em Uy x V, com U; aberto de U.
Tome (g(y),y) € Up x V. Note que, como T é analitica em Uy x V C X x Y podemos escrever

como uma série de Taylor para algum raio de convergéncia p.
Vamos entao estender T para o plano complexo. Para isto, seja X¢ = {Z = u + iv,u,v € X}.
Vamos definir a extensao da série T em X¢ como

Te(z + Az,y + Ay) = T(z,5) + DT(2,5)(Az, Ag) + -+,

Tomando a bola B(g(y), p) C Xc, temos T¢ possui o mesmo raio de convergéncia p, e Te|x = 7.
Temos entdo que T¢ é analitica, contragao uniforme e vale Tc(g(y),y) = g(y).
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Sendo assim, basta mostrarmos que g é C'. De fato, isto é mostrado de maneira inteiramente
anédloga ao que foi feito anteriormente. Entdo, temos que g é analitica. [ |

Como consequéncia do Teorema, da. Contracao Uniforme obtemos o Teorema da Funcao Implicita

Teorema 2.4 (Teorema da Fung¢ao Implicita) Sejam X,Y,Z espacos de Banach e U,V aber-
tos em X,V respectivamente. Assuma F : U x V — Z continua e diferencidvel, que (xo,yo) € U,
F(z0,y0) =0, e a derivada parcial Fy(xo,yo) € L(X,Y) tem inversa continua.

Entao, existe uma vizinhanga de (xo,y0), U1 x V1 C U XV, e uma fungao f : Vi — Uy, f(yo) =
x0, tal que para (x,y) € Uy x Vi, F(xz,y) = 0 se, e somente se, f(y) = x. Portanto F(f(y),y) =0
para todo y € V1.

Se F:UxV — Z ¢ CF (1 <k < o0) ou analitica perto de (xo, o), entdo f é C* ou analitica,
respectivamente, perto de yg.

Demonstragao: Vamos definir L = (Fy(x0,%0))""' € £(Z,X) e G(z,y) = x — LF(x,v).
Temos que G ¢ C' numa vizinhanca de (g, o) em X (ou C* ou analitica) com G(zo,%0) = 0.
Além disso

G:C(x)y) =1- (FI(xO)yO)_I(FI(xvy)))
o que nos da G.(zg,y0) =1—-1=0.

Note que, por continuidade numa vizinhanca de (zo, o), [|Gz(z,y)|| < 0 < 1, 0 que nos mostra
que G é contragdo, assim
1G(z1,y) — G(z2,y)|| < O|lz1 — 22|

Entao, para todo y € Vi, existe f(y) tal que G(f(y),y) = f(y).
Por outro lado, f(y) = f(y) — LF(f(y),y). Portanto F(f(y),y) = 0.
A outra afirmacdo segue diretamente do Teorema 2.3. [ |

2.2 Teorema de Stampacchia e Lax-Milgram

Definicao 2.2 Denotamos por E* o espaco dual do espaco vetorial normado num corpo K =R e
E como sendo o espago de todos os funcionais lineares de E em K, com a norma

[fles = sup  [f(@)|= sup [f(@)]
|z||<1 z€E |z||<1 z€eFE

Definicao 2.3 Seja E um espaco vetorial normado em um corpo K. Um conjunto C' C E € dito
convero se
tr+(1—-t)yeC

sempre que x,y € C' e para todo t € [0, 1].

Proposic¢ao 2.5 (Lei do Paralelogramo) Seja H um espaco de Hilbert. Para quaisquer z,y €
H

J

Iz +yl* + [l =yl = 2(l|=[* + |y |*)-
Demonstragao: De fato, Vo, y € H

lz+ylI* = (z,y) = (z,2) + 2{z, y) + (4, ),

lz —yl* = (z,z) — 2(z,y) + (,9).
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Assim ) )
|z +yll” + llz —yll® = (z,2) + 2(z,y) + (y,y)+

+ <JZ‘,.’E> - 2<‘T7y> + <y7y>
= 2| + 2[ly|*.

Observacao Podemos escrever a Lei do Paralelogramo da seguinte maneira

2 2

r+y
2

r—y
2

1
= Sl + ),

e sua demonstragao é analoga.

Teorema 2.6 (Projecao em um Conjunto Convexo e Fechado) Seja K C H um conjunto
convezo, fechado e nao vazio. Entio, para todo f € H existe um unico u € K tal que

If = ull = min||f — ol = dist(f, K). (2.6)
Ainda mais, u é caracterizada pela propriedade
ueK e (f—uv—uy <0WeK. (2.7)
Notacgao: O elemento u é chamado de projecdo de f em K, e é denotado por
u = Pgf.

Demonstracao:

e Existéncia

Seja {v,} uma sequéncia de minimizacao para a equacdo (2.6), isto é, v, € K e
o= 1f ~ vall —+ d = inf |1 ~ o]

Afirmacgao: {v,} é sequéncia de Cauchy.

De fato, aplicando a Proposicao 2.5 com z = f —v, e y = f — v, nos da

2 2
f=vn—(f —vm)
e

Hf—’l)n“v‘f_'l)m

_1 _ 2 _ 2
9 - 2(||f Un” + Hf Um” )

ou seja
2

_l’_

2
VUn + Um

2

Unp — Um

2

1
Hf— :§(di+d%1)'

, Un + Um .
Como K é convexo, temos que —5 pertence a K, e assim

T
2
Segue entao
2
1
ot < (@ d) - &
e assim
lim |2 va = 0.
m,n—00 2
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Logo a sequéncia é de Cauchy, como afirmamos.

Assim, a sequéncia {v,} converge para algum limite v € K com d = || f — ul|.
Equivaléncia entre (2.6) e (2.7)

Assuma que u satisfaga (2.6) e seja w € K. Temos que, como K é convexo,

v=(1-tu+twe K Vte|0,1].

Assim

1f =l <[If = [(1 = u+tw]| = |f —u—t(w -]
Portanto

If =l < If = u—tw—w)* = {f —u—t(w—u), f —u—tlw—u)
< f =l = 26(f —u,w —u) + £[Jw — ul®.

Logo, para qualquer ¢ € (0, 1]
2(f —u,w —u) < tl|lw—ul?
Fazendo ¢t — 07 obtemos
<f_u7w_u> Soa

o que nos da (2.7).

Por outro lado, assumindo que wu satisfaz (2.7), temos

uw— fII = llo = fI? =2(f —u,0—u) — [Ju—v|> <0 Vv € K,

ja que

(fmuwv—u)=(f-uf-utv—f)
=|If —ull® +{f —uv—f)
=f —ulP+(f—v-utvv-f)
= f =ull® = llv = fI? + (v = w0 = f)
=f = ull® = lo = fI? + o = ul? = (v —u, f =),
e o resultado segue.
Unicidade

Assuma que uy e ug satisfaga (2.7). Temos
(f —u,v—w) <0,Yve K (2.8)

(f —ug,v—ug) <0,Yv € K. (2.9)

Escolhendo v = ug em (2.8) e v = u; em (2.9) e somando, encontramos

(f —ur,ug —ur) + (f —ug,up —ug) = (f,ug —u1) — (ug, ug — uy)
+ (f,u1 — ug) — (ug,u1 — uz)
= <U1,ul> — <U1,U2> — <UQ,U1> + <’LL2,’IL2>
<0.
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Donde tiramos
(w1 — ug,u1 —ug) <0,

ou seja
(up — ug,u; —ug) = 0.

Logo u; = us.

Proposicao 2.7 Seja K C H um conjunto convexo fechado e ndao vazio. Entao Pg nao aumenta
distdncia, isto é
P fr — Prcfoll < |l fi — foll V1, f2 € H.

Demonstragao: Tome uy = Px f1 e us = Pg fo. Temos

(fi—u,v—w) <0Vo € K (2.10)

(fo —ug,v —ug) <0 Vv € K. (2.11)

Tomando v = ug em 2.10 e v = uy em 2.9 e somando, obtemos

(f1 —u1,ug —ur) + (fo — ug,ur —uz) <0
—(f1 —ur,u1 —ug) + (fo —uz,u1 —ug) <0
(fa —u2 +ur — fr,ur —u2) <0
(ur — ug,ur —ug) < [(f1 — fa,u1 — uz)
2

Jur —ua||” < [l fr = fall[lur — uz-

Segue entao que
[ur —ua| < [ f1 = fol-

Corolario 2.8 Assuma que M C H é um subespaco fechado linear. Seja f € H, entdo u= Py f €

caracterizado por
ue M e (f—uv)=0VYve M. (2.12)

Além disso, Py € um operador linear, chamado de projecdo ortogonal.
Demonstracgao: Por (2.7), temos
(f —u,v—u) <0VveM,

e assim
(f —u,tv —u) <0, Vt € R,

pois, como M é subespago linear, segue entdao que

Analisaremos alguns casos:

e Set >0, tomando t — oo, temos (f — u,v) < 0.

e Se t <0, tomando t — —oo, temos (f — u,v) > 0.
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Portanto, (f — u,v) = 0. Segue que (2.12) é valida.
Por outro lado, se u satisfaz (2.12),

(f —u,0—u) =0,

pois v —u € M,Vv € M.
Falta mostrar que Py f é linear.

o Py fi+ PMfa= Puy(fi+ f2)
De fato, sejam Pysf1 = u1 e Py fo = us. Entdo, Vv € M temos

(fi —ui,v) =0
(fo —u2,v) =0

((f1 + f2) —a@,v) = 0.

Subtraindo as equagdes acima, encontramos

(it f2) =0 —f1— fo+ (ug +ug),v) =0,Yv € M

ou seja
((u1 +u2) —a,v) =0,Yv € M.

O que implica
lur + ug —fLHQ =0VYve M.

E assim
PM(fl + fQ) == Ul + ug.

o Pylf=APyf
De fato, dados f €e He A€ Rese Pyf =ue Py\f=w entao

(f —u,v)y =0Yv e M
(Af —w,v) =0Yv e M.

Agora, considerando (Af — Au,v) = 0 e subtraindo de (Af —w,v) = 0, encontramos

Af=Af —(w—Au),v) =0,Yv e M
(—w+ Au,v) =0,Yv € M.

O que implica
| M — w|)* = 0.

E assim
w = Au.

Teorema 2.9 (Teorema da Representacao de Riesz) Seja H um espago de Hilbert em R com
produto interno (.,.) e p € H*. Entao existe um tinico f € H tal que

o(z) = (x, f),Yx € H.

Além disso, ||¢||lm- = || f]-
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Demonstragao: Seja M = N(p) = {u € H : p(u) = 0} = ¢ 1{0}. Note que M C H é fechado,
pois {0} ¢ fechado em R e como ¢ ¢ continua, sua imagem inversa mapeia fechados em fechados.

Vamos assumir M % H, pois caso contrario ¢ = 0 e a conclusao do Teorema é 6bvia, bastando
tomar f = 0.

Mostremos que existe g € H tal que ||g]| =1 e (g,v) = 0,Vv € M, e assim g ¢ M.

De fato, tome go € H com go ¢ M. Seja g1 = Pprgo. Entédo

_ 90— 9
g0 — a1
é tal que ||g|]| = 1 e, pelo Corolario 2.8, (g,v) = 0.
Agora, dado qualquer u € H, tome v = u — A\g, com A = (péui
wlg

Note que v estéa bem definida, pois ¢(g) [p(g0) —¢(g1)] # 0. Ainda mais, v € M, ja

~llgo — a1l

p(v) = p(u—Ag) = ¢(u) — Ap(g) = 0.
Segue que (g,v) = 0, isto &,

que

0= (g,v) = (g,u—Ag) = (g,u) — X9, 9)

e(u), 1o
=Yg)\g;u) —e\g)— 9l -
(9){g, u) — & )SO(Q)H |
Donde concluimos
0 =¢(g){g,u) — o(u)
p(u) = ¢(g){g,u),Vu € H.
Tomando f = ¢(g)g, o resultado segue.
Falta mostrar que [|¢||g- = || f]-
De fato,
lell =" sup Jo(w)|=sup [(f,u)| =[]

uweH ||u||=1 uweH ||u||=1
|

Definicao 2.4 Seja V um espaco vetorial sobre R. Uma forma bilinear é uma fungdo B : VXV —
R que € linear em ambas as varidveis, ou seja, para todo u,v € V temos

B(u+',v) = B(u,v) + B(u/,v),
B(u,v +v") = B(u,v) + B(u,v'),
B(\u,v) = B(u, \v) = AB(u,v).

Definicao 2.5 Uma forma bilinear a : H x H — R ¢é dita ser
e continua, se existe uma constante c tal que
la(u, V) || < cllullllv]], Vu,v € H;
e coerciva, se existe uma constante o > 0 tal que
a(v,v) > a|v||?, Vv € H.

Defini¢ao 2.6 Duas normas ||.||1 e ||.||2 sobre um espago vetorial E sao ditas equivalentes se exis-
tem constantes c1 e cag com c1 < co tais que

cillzlli < [lzll2 < col|z||y, Vo € E.
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Teorema 2.10 (Stampacchia) Suponhamos que a(.,.) seja uma forma bilinear continua e coer-
civa no espaco de Hilbert H. Seja K C H um subconjunto convezo, fechado e nao vazio. Entdo,
dado qualquer ¢ € H*, existe um unico elemento u € K tal que

a(u,v —u) > p(v—u),Yv € K. (2.13)
Além disso, se a(.,.) for simétrica, ou seja a(u,v) = a(v,u),Yu,v € H, entdo u pode ser
caracterizado pela sequinte propriedade:
ueK
‘ 1 1
S0 ) — () = min{Sa(v,v)  p(0)). (2.14)

Demonstragao: Sabemos do Teorema 2.9 que existe um tnico f € H tal que
p(v) = (f,v),Yv € H.

Por outro lado, se fixarmos v € H, a aplicagdo v — a(u,v) é um funcional linear continuo em
H. Usando o Teorema 2.9 novamente, encontramos um tnico elemento em H, denotado por Au, tal
que
a(u,v) = (Au,v),Vv € H.

Temos que A é linear. Além disso, A é continuo. De fato, temos que existe ¢, € H* tal que,
para todo v € H

ou(v) = a(u,v) = (Au, v).

Segue que,

[Aull = llpull = sup fa(u,v)] < sup clluflflv]] < cfjull
oll<1 loll<1

a(u,u) = (Au,u) > aful]?.
Assim, o problema (2.13) é equivalente ao problema
(Au,v —u) > (f,v —u),Vv € K,
ou seja, queremos demonstrar que
(f — Au,v —u) <0,Yv € K.
Dado p > 0, consideremos o problema
(pf — pAu,v —u) <0,Yv € K,

ou ainda,
(pf — pAu+u —u,v —u) <0,Vv € K.

Assim, queremos encontrar u € K tal que u = Px(pf — pAu+ u).
Definamos S : K — K por S(w) = Pg(pf — pAw + w). Pela Proposi¢ao 2.7, temos

[S(w1) = S(w2)[| < [[(w1 —wa) — p(Awr — Awz)||.
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Assim,

1S(w1) — S(w2)||* < (w1 — wa)||* — 2p(Awy — Awa, w1 — wa) + p?||Awy — Aws||?
< [[(w1 — wa) || = 2pa| (w1 — wa)|* + p*c|| (w1 — w2)|?

< (w1 — wa)|2(1 = 20 + pc2).
Escolhendo p > 0 e ¢ > o > 0 de modo que

k> =1—-2ap+ p°c® <1,

2

quando p = 3, k? & minimo e vale 1 — concluimos que S é uma contracao em K. Segue pelo

BOR)
c
Teorema 2.1 que S(u) = u, ou seja

pf —pAu+u=u

Au = f,
o que mostra (2.13).

Suponhamos agora que a forma bilinear a seja simétrica. Assim a(.,.) define um novo produto

interno em H e uma nova norma ||lull; = (a(u,u))%.
De fato, note que

e a(u,v) = a(v,u) por hipotese;

[ ]
)

(]
e

(
(u+v,w) = a(u,w) + a(v,w), pois a é forma bilinear;
(i 0) = Aa(u, v);
(

e a(u,u) > 0 e igual a zero se, e somente se u = 0, pois a é coerciva.

Note que esta nova norma é equivalente & primeira com constantes de equivaléncia c e a.
Segue que (H,|.][1) é um espago de Hilbert. Pelo Teorema 2.9, para cada ¢ € H*, existe um
inico g € H tal que
p(v) =a(g,v),Yv € H.

Assim, queremos resolver
a(g —u,v—u) <0,Vv € K. (2.15)

A solugao de (2.15) é a projegao sobre K (relativa ao produto interno a(.,.)).
Pelo Teorema 2.6, sabemos que u é o tnico elemento de K que atinge

=

mina(g —v,g - v)2.

Assim, v minimiza a funcéo

v a’(g —U,9— U) = CL(’U,U) - QQ(Q’U) + a(g>g)
= CL(U, U) - 2@(7)) + a(gv g)
Concluimos que u satisfaz

1

Qa(u,u) —(u) < za(v,v) — p(v),Yv € K.

1
2
|

Corolario 2.11 (Lax-Milgram) Suponhamos a(-,-) seja uma forma bilinear conlinua e coerciva
no espaco de Hilbert H. Entio dado qualquer ¢ € H*, existe um idnico elemento uw € H tal que

a(u,v) = p(v),Yv € H.
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Além disso, se a(-,-) for simétrica, entdo u pode ser caracterizado pela sequinte propriedade:

ue H

1

S0 ) — p(u) = min{ Za(v,v) — p(v)}.

Demonstragao: Tome K = H no Teorema 2.10 e use um argumento anédlogo ao que foi usado na
prova do Corolario 2.8. [ |

Agora finalizamos o capitulo com o seguinte resultado sobre o espectro de operadores auto-
adjuntos.

Teorema 2.12 Seja T € L(H) um operador autoadjunto. Defina

o T = e (TG0,

Entao o(T) C [m,M], m € o(T) e M € o(T). Ainda mais,
17| = max{[m], [M]}.

Demonstragao: Seja A > M. Provemos que A € p(T'). Note que, para u # 0

(r) @) =l () (i ) < Ml

[l /7 \ ]

Por outro lado
—(T'(u) = Ay u) < || T(u) — Aulf][u]

e também
—{T(u) = Au,u) = —(T'(u), u) + Aljul?
> —[|ul*M + Afjul?
= afjul®.
Assim

1T (w) = Aul| = affull.
Logo, se tomarmos a(u,v) = (T'(u) — Au,v), temos que a é coerciva.
Agora,
0, v)] = [T() — Xat )|
< T (w) = Aullffvll
< T = Alfllwlifvll
< cffulf[lv].

Segue entao que a é continua.
Pelo Corolario 2.11, dado ¢ € H*, existe um unico u € H tal que

(T'(u) = Au,v) = p(v).
Pelo Teorema 2.9, concluimos que
<T(u) - )\U,U> = <fa U>7

para algum f € H.
Portanto (T — M) é bijecao, e assim A € p(T).
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Agora, seja A < m. Para u # 0, escrevemos
u u
(r ) = luler () (i ) = mll
[ull )\l

Logo,
(T'(u) = M, u) < |T(w) = Aul|[[ull

(T(u) = Xu,u) = (T(u),u) = Aul®
> (m = A)|ul®
= O] full*.
De modo analogo, a(u,v) = (T'(u) — Au,v) é continua e coerciva, entao, pelo Corolario 2.11,
segue que A € p(7T).
Provemos agora que M € o(T') (m € o(T) é analogo).
A forma a(u,v) = (M(u) — T'(u),v) é simétrica e satisfaz

(Mu —T(u),v)y = (M(v),v) — (T'(v),v) > 0,Yv € H,

pois M = sup,cpi(T(u),u) e T é auto-adjunto.
Assim, satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwarz

la(u,v)| < a(u,u)%a(v,v)%,b’u,v € H,
isto &,
(M () = T(w), v)| < (M(u) = T(u),u)2 (M(v) = T(v),0)2,Yu,v € H,

Segue que 1
IM(u) —T(uw)| <e(M(u) —T(u),u)2,Yu € H. (2.16)

Pela definigao de M, existe uma sequéncia {u,} tal que |u,| =1 e (T(uy),u,) — M.
De (2.16), temos que

[T

1M (un) = T(un)|| < c(M(un) — T(un), un)
< o[ M (up, up) — (T(tn), un)]2 — 0.

Finalmente, mostremos que ||T|| = u, onde p = max{|m/|, |M|}. De fato, escrevemos, para todo
u,v € H, como T é auto-adjunto

(T(u+v),utv) = (T(u),u) + (T'(v),v) + 2(T(u),v)
(T'(u—v),u—v)=(T(u),u) + (T'(v),v) — 2(T(u),v).

Subtraindo as equagdes, temos

(T(u+v),u+v) —(T(u—wv),u—2v)y=4T(u),v).

Entao
AT (u), v)| = (T(u+v),u+v) = (T(u—v),u —v)|
< [(T(u+v),u+v)|+ (T(u—20),u—uv)
< (w4 of* + flu = of|?).

Pela Proposicao 2.5,

AT (), 0)] < 20(full? + [v]?).
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Substituindo v por av, com « > 0, segue que

AT (), av)] < 2u([lul® + [lav]]*)

4a(T(w),v)] < 2u([lul® + o®||v]*)
Nl 2
AT (u), )] < 2u ( — = +alvl” ).
I

Agora, tomando o« = —, obtemos

o]l

(T (u), )| < pllulll[o]l, Vu,v € H.

Entao ||T|| < p.

Por outro lado, [(T'(u),v)| < |T||||u||?, pois M = ||T|.
Temos entao que |m| < ||T|| e M < ||T|| e assim p < ||T]|.
Logo, [|T']| = p.

2.2



Capitulo 3

Problema de Neumann Nao Local

Baseando-se em [1, 10], estudaremos neste capitulo o problema de Neumann nao local. Mostra-
remos a existéncia e unicidade de solucoes utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach 2.1 e
também estudaremos o comportamento assintético das solugdes com relagdo a varidvel temporal ¢.
Consideraremos o caso linear e semilinear com linearidades globalmente Lipschitz. Na tltima secao,
estudaremos a regularidade das solugbes com relagdo a alguns pardmetros do nosso problema. Para
tanto, utilizaremos o Teorema da Contragdo Uniforme 2.3.

3.1 Equacao Linear Nao Homogénea

Nesta secao vamos estudar questoes de existéncia e unicidade da seguinte equagao de difusdo
nao local linear e ndo homogénea

wn(t, ) = / J(& — y)(ut, y) — u(t, 2))dy + f(t,2),

Q (3.1)
u(0,2) = ug(z),

onde z € Q ¢ RY ¢ um dominio aberto limitado e conexo, t € R, a condicdo inicial uy € L%*(Q) e
f € C(R,L?(f)), com

(H) J € C(RM,R), nfo negativa, com J(0) > 0, J(—x) = J(z) para todo z € RV e

/RN J(z)dz = 1.

Também assumimos, sem perda de generalidade que ||.J|| oo gy < 00.

A seguir obtemos alguns resultados preliminares necesséarios para a prova dos resultados princi-
pais.

3.1.1 Resultados Preliminares

A proxima proposicao é um resultado dtil que utilizaremos mais a frente.

Proposicao 3.1 Seja J satisfazendo (H), entdo para w € LP(Q) e v € L1(R2), com I%—i—% =1, vale

1
[ o@ [ 3@ =) —u@ydpiz = =5 [ [ 3= 9)((e) — u@)06) ~ o@)dyde. (:2)

29
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Em particular, se p = 2, temos, para u € L*(Q)

/Qu(:t)/ﬂj(x— W) (u(y) — u(z dydx——// v — ) (uly) — u(@)Pdyds.  (3.3)

Demonstracao: Chamando a integral do lado direito de (3.2) de
n=[ [ - — (@) (u(y) — v())dydz

:/Q/Q (2 — ) (uly) — ulx dyda:—// 2 — ) (uly) — u(z))o(@)dyds.

Trocando a ordem das varidveis no primeiro termo da soma, obtemos

I = /Q /Q J(y — ) (u(z) z)dzdy — / / z — y)(uly) — u(z))v(z)dydz.

Como J(z) = J(—=x), segue

I = // 2 — ) (u(x) — uly)o(x)dzdy — // v — ) (uly) — u(@))o()dydz.

Gracas ao Teorema de Fubini, temos

I = _2// z — y)(uly) — u(z))v(z)dydz.

Assim sendo, provamos que o lado direito de (3.2) &

/ / T — —u(z)(v(y) — v(z)dyde =
= —2/ / J(x—vy ) —u(z))v(z)dydx.

[ o@ [ 3= 9)(uts) ~ ute)dydz -

— [ ([ 1wy — [ 1@ () v (35
LU / )
// 2 — ) (uly) — u(z))o(x)dydz.

0@ [ 3= 9)(ls) ~ u(e))ddz -

// z — ) (u(y) — u(z))o(x)dyde =
-/ / 7 — y)(uly) — u())(v(y) — o(x))dyde.

A segunda parte da Proposi¢do é um caso imediato de (3.2). [

(3.4)

Por outro lado

Entdo, de (3.4) e (3.5), temos

Inicialmente consideramos a equagao nao local do tipo Neumann homogénea e linear
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wi(t ) = / (@ - y)(ult,y) — ult, 2))dy,
Q
u(0,2) = wo(a),
com x € ,t > 0.

Defini¢ao 3.1 Uma solug¢iao para o problema (3.1) e (3.6) (quando f = 0) é uma fung¢ao u €
C([0, 0], LY()) tal que

u(t, z) = uo(x //Ja:— u(s,y) —u(s,z)) dyds—i—/fsa:

onde x € Q,t > 0.

Observacao: Apesar de estarmos definindo as solu¢des em L'(£2), a maioria de nossos resultados
serdo enunciados em L2(f2). !

Proposi¢ao 3.2 Para todo ug € L'(Q) a nica solu¢do u de (3.6) preserva a massa total em S,

ou seja
/u(t,:n)dz: = / up(x)dx, Yt > 0.
Q Q

Demonstragao: Como

u(t, ) — up(x / / z —y)(u(s,y) — u(s, z))dyds,

integrando em z e utilizando o Teorema de Fubini, obtemos

/ (tm)dx—/uo dm///Jx_ (o1 — s,
/// z —y)(u(s,y) — u(s, z))dydzds
:/ / [/ Ju(s, y)dy - / J(@ — y)dyu(s, mﬂ duds
/U/ Ty Sydydw—// 2 — y)dyul )dx}ds

Lema 3.3 A fung¢io A: Q — R dada por A(z) = [, J( y)dy € continua e satisfaz A(x) > c,
para algum ¢ > 0.

Demonstragao: Como J é continua por (H), temos que é uniformemente continua em conjuntos
compactos de RY. Logo, dado € > 0, existe § > 0 tal que se |[z—z| < J, entdo |J(z—y)—J(z—y)| < ¢.
Agora, note que

4) — 4G = | [ I -ty - [ 16 y)dy\

Q
g/Qu@_y)_ﬂz_y)myg/diy:e\m.

Desta forma, concluimos que A é continua em 2.

'Note também que L?(Q) C L'(9).)
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Mostremos agora que A(x) é estritamente positiva. De fato, suponha que nao. Entéo existe uma
sequéncia {z,} C Q tal que 0 < A(z,) < L. Segue entdo que A(z,) — 0. Note que A(z,) — A(z)
se x € () pela continuidade de A. Portanto

OzA(J:):/QJ(x—y)dy>O,

absurdo, pois, por (H), J(0) > ¢ > 0.

Analogamente, se x € €, temos [, J(z — y)dy = 0, 0 que também é absurdo, pois J(0) > 0 e
J é continua. Segue entdo que A é estritamente positivo e pode ser estendida continuamente até €.
|

Seja C*(Q) o espaco das fungdes continuas k-vezes diferenciaveis em Q, com k > 0. Se g € C*(Q)
ea=(ay, - ,ay) é um multi-index de tamanho || = a3 + - -+ + ay,, com || < k, escrevemos

g 92 g

= o o1 .02 aoan 9
0z 0x5 Oxy

D%g
Teorema 3.4 Sejam f € L'(Q) e g € C*(Q), com D%g limitada para todo |o| < k. Entdo

/Qg(x —y) fly)dy € C*(Q)

De(fxg) = f+D%,
se o] < k.
Ainda mais, as derivadas de ordem menor ou igual a k de f x g sdo limitadas.

Demonstragao: Dividiremos a prova em casos.

e Caso k = 0. Note que g(z —y) é majorada para alguma constante C, que independe de x e y,
ouseja |f(y)g(z —y)| < C|f(y)| e & continua. Portanto, a integral é finita para cada = e pelo
Teorema de Continuidade e Derivacdo sob o sinal de Integragao (consulte obra [9], Capitulo
1, pagina 20), temos que f % g é continua.

e Caso k = 1. Fixemos j = 1,--- ,n. Pelo caso anterior, segue que f x 0,9 € continua. Para
quaisquer x e y, temos

102, [f (W)9(2 = )]l = 1 ()(D2,9)(x — y)| < C|f(y)| € L1 ().

Entao, pelo Teorema de Continuidade e Derivacao sob o sinal de Integracao, temos que existe
Ou; (f % g) e que Oy, (f xg) = f*(85,9) ¢ continua. Variando j, concluimos que f*g € C().

e Caso k > 1. Segue por inducao de maneira inteiramente andloga ao que foi feito anteriormente.
Agora notemos que vale, pela desigualdade de Holder
[D(f * )Ly = If * Dgllzee () < I fllz1 @) [1DYgllLoo (@) < 00,
se 0 < |of < k. ]

Definicao 3.2 Uma solug¢ao de (3.6) ¢ dita estaciondria se for independente do tempo t. Nesse
caso, a solugao estaciondria de (3.6) é descrita por

0= / J(x — ) (e(y) — o(@))dy. (3.7)
Q
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Proposicao 3.5 Toda solugio estaciondria da equagdo (3.6) € constante em 2, e, como a massa
total é preservada, a unica solugdo estaciondria com a mesma massa de ug €

o=t [
9 Jo

Demonstragao: Primeiramente, note que a equacdo (3.7) e o Lema 3.3 nos diz que
[ @ =nnet@) = [ 3= v)etudy
Ahela) = [ I~ elu)dy

Q
2) — oJ (@ —y)e(y)dy

Pelo Teorema 3.4 e pelo Lema 3.3, temos que ¢ é continua. Com efeito, ¢ pode ser estendida
continuamente em ).

Defina,

K = max p(z)
e

e considere o conjunto A = {z € Q : p(z) = K}. Temos que A é fechado e nao vazio, pois ¢ é
continua em .

Afirmacao A é aberto em Q. Seja x¢ € A, entdo

0= /Q J(z0 — y)(e(y) — o(z0))dy,

e, como xg é ponto de maximo, p(y) < ¢(xg) o que nos da que, para todo y € QN B(xp,d),
o(y) = p(xo), para qualquer B(0,d) C supp(J). Logo, conseguimos uma bola aberta dentro de A,
implicando que A é aberto.

Como 2 & conexo, ) é conexo, e entdo A = ). Assim ¢ é constante. Segue da Proposi¢io 3.2
que a solucdo estaciondria preserva a massa

1
/@‘/Uoéw\Q’_/uoéw—/uo,
Q Q Q 1] Jo

onde ug é a condicao inicial. [ |

Proposicao 3.6 Dada J satisfazendo (H), a quantidade

3 J(z = y)(uly) — u(z))*dydz
)\1 = )\1(J, Q) = inf ’ /Q/Q

WELA(@) [, u=0 / (u())?da
Q

é estritamente positiva.

Demonstracgiao: E claro que A; > 0. Provaremos que a; ¢ de fato estritamente positiva. Para este
fim, considere o subespaco W de L?(2) dado pelo complemento ortogonal das constantes, ou seja

H:{ueLQ(Q):/u:O}
Q

e o operador T': H — H dado por
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onde A(z fQ y)dy. Temos que T' é simétrico, pois

/Q Tu(z)v(z)dz = / / J(z — y) (ulz) — u(y))dyv(z)dz

5| ] e~ — u(y)(v(z) - v(y))dyds

- [ w@To(@)ds
Q
pela Proposicao 3.1.

Mostremos que T é a soma de um operador inversivel e um operador compacto. Para isto,
observamos inicialmente que J(z — -) € L*(Q), para todo = € 2. Com efeito, pela Desigualdade de
Hélder 1.5, temos

172 = )22 = /Q 7@ = y)Pdy < L5y 7@ = e

< 19| sup |J(2)]? < oo.
z€R™

Agora, seja S : Q — L%(Q) definido por S(x) = J(z — -). Note que S € C(2, L?(2)), pois,

para quaisquer x,z € Q

15(2) = S(2) 2200 = /Q @ —y) — J(z —y)dy.

Fixemos um compacto K com a propriedade {z — y;x,y € Q} C K. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que se |w —w'| < §, com w,w’ € K C R", entdo

NG
VI

pois J é uniformemente continua em qualquer compacto de R™. Agora, note que

[T (w) = J(w)] <

g
1S(z) = 8(2)[172(q) < ]

se|r—z|<d,jaque|lxr—y—(z—y)| =z — 2z
Segue da Proposicao 1.1 S é uniformemente continua em €2, e portanto uniformemente limitada
em (2.

Aﬁrmagéio O conjunto ® = {Gu e L*() : [Jul|2(q) < 1}, onde G : L*(Q) — L*(Q2), definido

por Gu(z fQ (y)dy é totalmente hmltado e G é um operador compacto.
De fato note que Gu Q— R e C(Q). Além disso

|G (u(z))] =

1
/QJ(:E - y)U(y)dy‘ <@ = lle2(0) < 1 1lpoe ()22,

assim

iggﬂG(u(w))\ :Gu € P} < 0.
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Se € > 0, para todo x € Q existe § > 0 tal que

|G (u(z)) — Gu(2)] = /Q J(z = y)uly)dy — /Q J(z - y)U(y)dy‘

< (@ =) = Iz = ez lull2@) < 1@ =) = J(z =)l

- (/Qu<x—y>—J<z—y>de)%,
(L)'

sempre que |z —z| < d. Aqui estamos usando que J é uniformemente continua em qualquer compacto
de R".

Como tal estimativa independe u com [ul[z2(q) < 1, temos para todo [z — 2| < ¢ e para todo
Gu € ®, a desigualdade acima. Ou seja, ¢ é pontualmente limitado e equicontinuo.

Segue pelo Teorema de Arzela-Ascoli 1.4 que ® é totalmente limitada.
Assim, dado € > 0, existe ne € N tal que

o | JBe().
i=1
Logo, existe subsequéncia {Gu,} C ® de Cauchy. O que nos diz que G é compacto.
Afirmacao: O operador N : H C L?(Q) — L?(Q) dado por N(u(z)) = A(z)u(z) é um

operador inversivel.
De fato, do Lema 3.3, temos que A(z) > ¢ > 0 e assim, B dada por

é inversa de N.

Agora, note que T é simétrica e limitada, o que nos diz que é auto-adjunta. E mais, segue pela
Proposi¢ao 2.12 que seu espectro verifica o(T) C [m, M], onde m = inf,cy HUHL2<Q)=1<TU’U> e
M = SuPyer full 0, =14T4, u)-

Note que, de modo semelhante ao que foi feito na Proposi¢ao 3.1, obtemos

m = inf (T, u)
ueH ”u”L2(Q):1
1
we Jull 2 =1 2 Jo Jo (z — y)(u(z) — u(y))

= A1

Entao m > 0. Mostremos que m > 0. Suponha por absurdo que m = 0. Temos que 0 € o(T) e
Tu = 0 para algum u € H e u # 0, ou seja N(T') # {0} e T nao ¢ injetora. Segue pela Proposicao
3.5 que u deve ser constante e igual a zero, ja que sua integral é nula. Logo m > 0 e assim, a1 > 0.

|

Precisaremos, também, dos seguintes Lemas para mostrar a existéncia e unicidade do problema

(3.1):
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Lema 3.7 Seja f € C([a,b], L3(Q)). Entdo a funcio g : [a,b] — L%(Q), definida por

o) = [ 1o, s

€ uniformemente continua.

Demonstragao: Note que [|g(t)[|z2(q) < oo, pois

]g(t)H%g(Q):/Q</:1.f(5,x)d3>2d8§/g [(/:1%;3)5 </:(f(3,x))2>%rd:z
< [t=a) [ (s dsi
< (t—a)/g/at(f(s,x))zdsdm.

Pelo Teorema de Fubini

t
90 B2y < (6= ) [ 175 0)eds

< (t—a)* sup [|f(s,")]1 22y

s€la,b]

< (t —a)?k < oo,

com k constante. Note que k existe pois f é uma funcao continua com dominio compacto, logo
admite maximo.

Mostremos agora a continuidade uniforme. Sem perda de generalidade vamos mostrar que, para
cada € > 0, existe > 0, tal que se [t — 1] < & entdo ||g(t) — g(t1)|[z2(q) < &, supondo ¢ > t1, com
t,t1 € [a, b]

Temos

lot6) = g(e1) ey = |

Q

RO vs) (o) o

t 2
< f(s, x)ds) dzx.
t1

Pela Desigualdade de Holder 1.5

lg(t) = g(t) By <
1
¢
< -t / ((s,))2dsdz.
QJt
(3.8)
Pelo Teorema de Fubini
t
lg(t) = g(t) 32y < It — ti] / /Q (f(s,2))?dads
1
t
<lt=tl [ I s.)leds
1
< (t—t)? up 17 (5, 2) 172y < (¢ —t1)%k,
s€la,
onde k é uma constante dependente de f.
Tomando ¢ = L, o resultado segue. [

(b —a)?k
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Lema 3.8 Dados A como no Lema 3.3 e ug € L%(Q) temos que a funcio S : [a,b] — L*(Y) dada
por S(t) = e A0tuy(+), com A(- = o J(- —y)dy, € uniformemente continua em [a,b].

Demonstragao: Dado £ > 0, vamos mostrar que 3§ > 0 tal que se |t — t1]| < ¢, entdo

e g () — e A0 ()| g2 < €

Temos, pela Desigualdade de Holder 1.5 e tomando o supremo que

/Q’u()(x) (e—A(x)t _ e—A(z)t1> 2

Note que, como e~ 40 < 1 para todo ¢ positivo,

de < [|le= 40" — e A0 o) luo () F2(q)- (3.9)

le= A0k (eAO 0= _ D oo < R = 1lzee()-
Dai, segue de (3.9) que

/ ‘Uo A@@)t e—A(x)h)

2

dw < Hef“')(tl—t) - 1”
Além disso,

[AC) (1 = O] < [T oo o) [€2][t2 — 2]
Chamando M = ||J|| g ()[$2], (3.9) fica

(t1 t

o | 22 ey lle™ — Uiy = lluollr2(e)

i": tl—t

M(t; — )| = (M)"
< luollz2(ey Z’“n,)' < ol 3 220
n=1 :

Lo (Q)

= [|luoll z2() (e”™ — 1).

Mas queremos

oM
ol 3y (€Y — 1) < €
isto é,
€
oM < —_— +1
HUOHL2(Q)

Aplicando o logaritmo natural nos dois lados da desigualdade acima, temos que, se tomarmos

1 €
S=2m|—" 1),
M (|Uo||L2(Q) )

o resultado segue. [ |

Corolario 3.9 Dados A como no Lema 3.3 e u € L%*(Q), temos que as fung¢des Q, L : [a,b] —

L?(Q) definidas por Q(t) ft e f(s,)ds e L(t) = fg eA)s (Jo J(- = y)u(s,y)dy) ds, com f €
C(R, L?(2)) sdo uniformemente contmuas.
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Demonstracio: E consequéncia dos Lemas 3.7 e 3.8 ja que as funcoes

filt,) = O () e folt, ) = eA(')t/ J(- = y)ult, y)dy
Q
pertencem a C([a, b], L*(2)). ]

3.1.2 Existéncia e Unicidade

Agora ja estamos em condicOes de provar o resultado principal desta secio. Consideramos a
equagao nao local linear e homogénea (3.1).

Teorema 3.10 Seja J € C(RY R) uma funcio satisfazendo (H) e f € C(R, L*(Q2)). Entdo, para
cada ug € L*(2), o problema nao local (3.1) possui uma tinica solucdo global

u:RxQ—R
tal que, para todo intervalo limitado [a,b] C R, temos
u € C'([a,b], L*(2))

com

t t
u(t,z) = e 4@ty 4 [ e~ A@E=9) / J(x —y)u(s,y)dyds + / e A@E=) r(5 2)ds  (3.10)
0 Q 0

m (t,z) € R x Q, onde A(z) € L>*(Q) é a fungao positiva definida anteriormente por

A(:E):/QJ(:U—y)dy, x €.

Além disso, existem constantes positivas o e C, tais que

1 1 t
u(t, ')_/UO(»’U)dl’ <e uo—/uo(x)da: +C’/ I £(s,)|IPds| . (3.11)
€2 Jo L2(9) €] Jo £2(9) 0
Se ainda assumirmos que ug € L>(Q),
|15 s < o (3.12)
¢ o0
|l < o0 (5.13
0
para v = ||J|| oo )|, entao
1 —at
u(t,) — 57 [ wo(z)dz < Ce (3.14)
|Q‘ Q L ()

para qualquer t > 0.

Demonstragao: Primeiramente, mostremos a equivaléncia da equacao (3.10) e do problema (3.1).
Reescrevendo (3.1)

Ut(t, $)€A(I)t _ eA(a:)t/

J(z — y)u(t,y)dy — A @) / J(x — y)dyu(t,z) + e f(t, z).
Q

Q
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Como (u(t, z)eA @ = uy(t, 2)er@t 1 A(z)u(t, z)eA ) segue que

(ult, z)e @ = GAW/ J(x = y)ult,y)dy + A f ().
Q

Integrando

t t
u(t, z)et @ — (0, 2) = / eA@)s / J(x —y)u(s,y)dyds + / A (s, x)ds
0 Q 0

t

t
u(t, ) = e 4@y (0,2) + [ e A=) / J(x —y)u(s,y)dyds +/ e~ A@E=9) £ (5 )ds.
0 Q 0

Agora, partindo de

t t
u(t, z)e? @ = uo () + / eA(I)S/ J(x —y)u(s,y)dyds + / A f (s, x)ds
0 Q 0

e derivando

w(t,2)e @ 4 A(wyu(t, )eA@" = A / J(@ — yyult,y)dy + @ (1, )
Q

w(t,z) + /Q J(x — y)dyu(t, z) = / J(x — yyult,y)dy + f(t.z)

Q
wlt,) = [ I = p)(ult) = ulta)dy + (t.9)
Agora, mostremos a existéncia e unicidade. Consideremos T > 0 fixo no espago de Banach

Xr={ue C([-T,T],L*(Q) : sup [lu(t,")llz20) < oo}
—T<t<T

A solugdo serd dada como um ponto fixo do operador
F XT — XT;

definido por

t

F(u)(t,z) = e Ay, + /
0

t
+/ e~ ADE=3) £ (5, 1) ds.

0

e_A(x)(t_S)/ J(x —y)u(s,y)dyds
Q

Verificamos inicialmente que F(u)(t,x) é limitada em L?(Q2) para cada t € [-T,T] e qualquer
u € Xr. De fato,

2

¢ t
A (o) + [ AN [ 30— yuls dyds + [ A f(s,a)ds| da.
0 Q

0

1Pty = |

Usando a desigualdade do Lema 1.2

1E(w)(t, )72 <

¢
/4 ( e~ A@tyg(z) +/ e_A(I)(t_s)/ J(x —y)u(s,y)dyds
Q 0 Q

2
+
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Novamente, usando o Lema 1.2,

2
) dr+

2

t
||F(u)(t, ')H%Q(Q) < /(216 <e—2A(x)t|u0(x)|2_|_ ‘/O e_A(x)(t—S)/QJ(x—y)u(s,y)dyds

t
—|—/ 4 / e A@E=9) £ (s 2)ds| dw.
Q 0
Vamos majorar termo a termo a desigualdade acima. Primeiramente, note que
max e—A(CC)t < eTmaxzeﬁA(:c) < €TAm, (315)

(t,x)e[-T,T1xQ

onde A, = max, g A(x). Dessa maneira, tomando o supremo ap6s usar a Desigualdade de Holder
1.5 e por (3.15) encontramos

/Q e 2 A0 () Pda < [le A0 poo g luo ()72

< eHAm sup ||U0(')”%2(Q)-
—T<i<T

2
dx, temos entao

¢
/e_A(x)(t_S)/J(x—y)u(s,y)dyds
0 Q

SejaK—/
Q

2

t
K = ‘/ eA(')(”)/ J(- = yuls,y)dy
0 Q L2()
e pela Desigualdade de Holder 1.5,
t 2
K < Am / 1/ J(- —y)u(s,y)dyds
0 Jo L2(Q)
Segue que
% t 2 % 2
K§/62TAm </ J(a:—y)Qdy> (/ </ u(s,y)ds) dy> dz
Q Q o \Jo
t
Q Q 0
t
<t [ 30 = sy [ s aqayds ) o
<ET sup u(s, )Ry [ 16— s
se[-T,T) Q
<eTAT? sup s, )2ay U ey
s€[-T,T)
Agora, seja

2
dz.

t
R / / e~ AOE=9) (5 ) ds
Q[J0

Usando a Desigualdade de Hélder 1.5 temos
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R:/Q /(]te_A('>(t_s)f(s,-)ds
g/g 2T Am /tf(s,-)ds2

< Te*T4m  sup Hf( N2

—T<s<

2
dx

dzx

Juntando todas as informagoes, temos

1F (u)(t, )72y < 16(*T4™ sup lug()[[F2iay + T2 ([T Fac iy 2] sup lu(s, )20y +
—T<t<T —T<t<T

+ 4T e*TAm sup || f(s, ')HL2(Q)
—T<t<T
Logo
sup [ F(u)(s,)ll L2() < oo.

Agora, a continuidade da F em ¢ € [0, 7] segue diretamente dos Lemas 3.7, 3.8 e do Corolario 3.9.
Falta mostrar que F' é contracao. De fato,

2

IF(0)(t, ) = Fw)(t, )70 =

—AC / etl)s / J( = yv(s,y) — w(s,y)ldyds 12(9)

/[ / x)s/ z —y)[o(s,y) - (S,y)]dydsrdx.

Segue analogamente das estimativas para K que

IE(0)(¢,) = F(w)(t, )72y < T2 || Zoe (|0 l0(s, ) = w(s, ) |2y, VE € [T, T]

A

Assim, podemos escolher T suficientemente pequeno de maneira que 0 < T2e?T4m Q2|7 ||2 @)
1, dai segue que F é contragao em Xp. Agora, pelo Teorema 2.3, temos que F' possui um tnico
ponto fixo F(u)(t,z) = u(t,x), o que mostra que temos uma tnica solu¢do do problema em Xp
para algum T > 0.

Falta ainda mostrar que u esta definida para todo T' > 0. Note que até agora mostramos que
u estd definida em [—T, T}, para T pequeno. Para tanto, considere o mesmo problema, agora com
condicdo inicial u(T,x). Observe que todas as nossas estimativas independem das condigdes iniciais.
Assim conseguimos mostrar existéncia e unicidade no intervalo [0,27]. De modo anélogo, com
condicdo inicial u(—T,x) obtemos existéncia e unicidade no intervalo [-2T,0]. Como [—2T,2T] =
[—2T,0]U]0, 2T'], estendemos nossa solucao por unicidade para este intervalo. Iterando este processo,
temos uma solucao definida em (—oo, +00) = R.

Mostremos agora que vale (3.11). Considere

H(t) = % /Q <u(t, ) — ’é‘ /Q uo(x)ds>2da:.

Pela Regra da Cadeia temos

H(t) = /Q (u(t,x)—ml| /Q uo(:c)da:> wy(t, 7)dz.

Mas us(t,-) = [o J(- — y)(u(t,y) — u(t,x)dy + f(t,z). Portanto
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(1) = /Q< (t,2) ’Q|/u0 dx> (/ ) (ulty) — ult, )y + f(t, x))dw

1
Pela Proposicao 3.1, usando que v(z) = u(t,z) — Q/ uo(x)dx, temos
Q

HO = [ [ 96 < ulhy) - \m/““ w)de - ( b2) rm/““ d$>>
(u(t,y)—u(t,x))dydx—k/g <u t,z) —|Q|/Qu0 . a:)

=5 f e < ulto) ~ ) + iy [ woleis |slz|/9“°(m)d‘””)2d”
+/Q <u(t,x —|Q|/Quo(a;)d:c> f(t,x)dx.

Seja W = {u € L*(Q) : / u(z)dz = 0}, sabemos pela Proposi¢ao 3.6 que

— inf // vy — u(t,x))*dydz

uew / u?(z)dx
Q

1
é positivo. Assim, se u(t,z) = u(t,z) — / uo(z)dz,

_// r—y —a(t,z))*dydx
/92(11)dx .

Logo

Portanto
1 2
u(t,x)/uo(as)dm >
9l Jo .

—;/Q/QJ(:):—Q/) [<u(t,y)—’§12‘/ﬂuo(x)dx> - (u(t,x) - ml‘/guo(w)dx)rdydx,

—M2H(t) > —/ / z —y)(u(t,y) — u(t,z))*dzdy.

M\

entao

Agora, note que no termo / (u(t, x) — |Q‘/ uo(x)dac> f(t,z)dx de H'(t), podemos usar a
Q

Q
Desigualdade de Young (1.3),

a
— V25 < — + b26?
V26 V29 < 462 +

1
onde a = f(t,x) e b=u(t,z) — Q/ uo(x)dz, temos
Q
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/Q (u(t,x) - |g12/9uo(x)dx> f(t,z)dx S/Qjﬁ(fl’x)dygé—2 +/Q (u(tw) _% Quo(:r)dx>252.

Destas informacdes, obtemos

672 4+ 622H (t).

2
1) < —nzm(o) + e ‘i””“”

Portanto

H'(1)

IN

572
287 = M)H () + — 17t )2
2(8% = M)H () + 072 £ (£, )20

IN

Integrando H(t), obtemos

t
H(t) < 22 [H(o) +6‘2/0 £ (s, -)Iliz(mdS] :

Agora, tomando ¢ pequeno o suficiente para que 62 — A\; < 0, concluimos que

2 t
+5‘1/ ||f(s,-)H%2(md5]v
L2(Q) 0

2
S 6—at
L2()

onde 2(62 — \) = —aed 2 =C.

uo(x) — é/guo(x)daj

Mostremos agora (3.14).
Chamando

w(t,x) = u(t,z) — é/guo(m)daz,

1
w satisfaz (3.1), com condigao inicial wo(x) = ug(x) — / o(z)dzx, e entao a solucao fica

w(t,x):e_A(w)[ / xsfs:cds—k/ /x— sy)dyds]

Segue, pela Desigualdade de Hélder 1.5

ot o) < A0 [l + [ A s, lds [ 16 = s o, s
Como J é continua, J(0)>0 e ¢ um dominio limitado, existe m > 0 constante tal que
0<m < Ale) = [ Ja =iy < |l =
pois a extensdo de A(z) até Q ¢ continua, logo A(z) admite minimo.

Como ||J(z — )2y < l[[J(z — NP oo (), segue que, por (3.11), (3.12), (3.13) e pela Desi-
gualdade de Holder 1.5
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l(t, 2)] <e=A@ | 4 e~ A /O L AW (s, )|+
+—e—A@“t]£teA¢“qu<x«—->anane‘1“ (uumHLaQ>+—e‘*“x”<7/§tHf<7,auizand7) ds
lw(t, )| <e 4@ || + e~ A /O h | f (s, x)|ds+
e A il [ (Junlzzy + € [ 5 ey ) s
lw(t, z)| <e 4@ || + e~ AN /0 h | f (s, x)|ds+

(A(@)—o)t _ 1 oo
LAy (¢ 77 772 NIt
IFPRGLE z( M@_Q)(wwm@+cl 15yt )

Assim, podemos tomar o > 0 pequeno o suficiente em (3.11) tal que, para algum mq > 0,
0<mi <A(z)—a<n.

Entao,

|wmxﬂsammmum+e”M/‘ewvwwnw+
0

oo (1Tl 12)2 >
+et<n$ (lnlzay + € 17y ).

lw(t, )] < e ™ep+e My

. 6—mtc1

-«

e < oot —I—Cg)
—at t(a—m)

e e c1+ C2

e ;.

Temos entao

IN

VANVAN

Tomando o supremo em x
—at

|w(t, )|l Loe ) < e *es.

O que nos da o que queriamos. [ ]

3.2 Uma Equacao Semi-Linear

Vamos considerar a partir de agora, o seguinte problema nao local semilinear

mmxwa/J@—yxwaw—umxmw+fmmxm

o (3.16)
u(0,2) = up(z),

com x € Q,t >0, J satisfazendo (H) e f : R — R globalmente Lipschitz.

Teorema 3.11 Se ug € L%*(Q), o problema (3.16) possui uma tinica solugio global

u:RxOQ—R
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tal que u € C1([a,b], L*(2)), com

t t
u(t, ) = e” 4@ty 4 / e~ A@(t=9) / J(x —y)u(s,y)dyds + / e~ A@E=9) (s, x))ds, (3.17)
0 Q 0

para (t,x) € R x Q, onde A(x) € L*(Q) é a funcgao positiva, jd definida anteriormente,
Az) = / J(x —y)dy, x € Q.
Q

Demonstragao: Observe primeiramente que a equivaléncia de (3.17) e do problema (3.16) é analoga
ao que foi feito no Teorema 3.10. Trabalharemos com [a,b] = [-T,T].
Consideremos T' > 0 fixo no espaco de Banach

Xr={ue C([-T,T],L*(Q)): sup |u(t,")l|2(q) < oo}
—T<t<T

A solugao do problema (3.16) sera dada, como no Teorema 3.10, como um ponto fixo da aplicacao
F: XT — XT,
definida por
t
F(u)(t, z) = e 4@y, —l—/ e~ A@(t=s) / J(x —y)u(s,y)dyds+
0 Q

t

+ / e~ A@E=9) £ (y(s, x))ds.
0

Mostremos que F' é limitada em X7. De fato,

2

¢ t
AWy 1 / ¢ A@(=) / T (@ — y)u(s, y)dyds + / e A fu(s,x))ds| da.
0 Q 0

1P )8y = |

Pelo Lema 1.2

2

t
Ay 4 / o~ Alw) (1) / J(z — y)u(s,y)dyds| dr+
0 Q

2
dx.

1P ()t gy < | 4

+ [ 4
Q

Usando o Lema 1.2 novamente,

/t e~ A=) (s, x))ds

0

2

t
/ o~ Al)(1s) / J(z — y)uls, y)dyds| | dz+
0 Q

2
dz.

||F(U)(t, )H%Q(Q) < /Ql6 [|6_A($)tu0|2+

+4/
Q

/ e 4@ tyg2dr < XA sup luo ()|
. —T<t<T

/ A (s, 2))

0

Sabemos que

2

t
K= | [0 [ o yuts,pdyds| < T2 )08 sup fuls. ) oy
0 Q 0<s<T
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Falta majorarmos o termo

2

t
/e_A(:c)(t—s)f(u(s,x))ds de.
0

g

Mas, sabemos que, utilizando a Desigualdade de Hélder 1.5 e (3.15)

'

A continuidade de F em t € [—T,T] segue de modo analogo ao que foi feito no Teorema 3.10.
Assim, como f é globalmente Lipschitz, concluimos de tais desigualdades que F' esta bem definida,
i.e, F(u) € X sempre que u € Xrp.

Agora falta mostrarmos que F' é contragdo, de fato

2

dr < AT?e*™ 4 sup | f(u(s, )| 720
—T<s<T

t
/ e~ A@ ) f(u(s, x)ds

0

t
IF(0)(¢,-) = F(w)(t, ) 7200 =lle™*Ouo + /0 e A (= y)o(t, y)dyds+
t
+ / e~ ADE=9) f(y(s,-))ds—
0

t
LAy, — / e~ A0 J(. Z yyw(t, y)dyds—
0

t
_/ e—A(~)(t—5)f(w(8,'))dSH%Z(Q)
0

IF)(t,) — F(w)(t, )22y =lle™*Oug + /0 A0 J(— y)(o(t,y) — w(s, y)dyds+

+ [ A (0o ) = fluls )dslE gy

Aplicando o Lema 1.2

2

IF()(t,) = F(w)(t, )22y <4 || A0 /0 A0 /Q J(- =) (s, y) - w(s,y))dyds|| +

2

| [ A0 (s~ wls s

De modo anélogo ao que foi feito no Teorema 3.10, concluimos que

IF(0)(t,) — F(w)(t, )3y < AT A 113 0|22 05, ) — w(s, )y +

| [ A 005, = st )as 2

12(9)

Mas, como f é globalmente Lipschitz, sabemos que

2

H/ A (f(u(s, ) — f(w(s,)))ds

< T2 f(u(s,-) — fw(s, )72
L2(Q)

< T°RJo(s, ) — (s,

onde k é a constante de Lipschitz.
Portanto, temos
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IE)(t,) = F(w)(t, ) 72) < @QPT2HA + T2 k2) o (t, ) — w(t, )| 72(q)
< (4QP + KT o(t, ) — w(t, )| 2q)-

Se tomarmos )

(4|Q’2 + k2)€2TAm ’
temos uma contracdo, portanto segue pelo Teorema 2.1 que existe um tnico ponto fixo para

F(u)(t,z) = u(t, ). Mais uma vez, de modo anélogo ao que foi feito no Teorema 3.10, conseguimos
estender u para toda a reta R obtendo uma tinica solucio u € C((—oo, +00), L3())

T? <

3.3 Regularidade com Relagao aos Parametros

Nesta sec¢do, consideremos uma bola B,(0), com raio r suficientemente grande centrada na
origem de tal maneira que z — y € B,(0) para todo z,y € Q. Além disso consideramos o conjunto

Z={Je€C(B(0),R):J >0, J0)>c>0, J(—z)=J(z), e J(x) =0em R"\ B,(0)}.

Como na sec¢ao anterior, assumimos f : R — R globalmente Lipschitz. A partir disso, consideremos
a aplicacao F' da seguinte maneira

F:XpxL*Q) x Z — Xr
onde X7 = {u € C([~T,T],L*(Q)) : sup_r<p<r [lu(t, )| 2(0) < 00} e

t t
P, J) = Mug(a) 4 [ 4O [ ypuspdyds + [ 4D fla(s,a))ds.
0 Q 0

Proposicao 3.12 O espago Z munido da norma

[/l = sup [J(z)]
z€B,(0)

€ um espaco de Banach.

Demonstragao: Seja J, uma sequéncia de Cauchy em Z. Entdo, dado € > 0, existe ng > 0 tal
que, se m,n > ng, entao
| T — Il < e.

Logo, para todo = € B,(0) temos

[Jn(@) = Jm(z)| < sup [Jn(z) = Jm(2)| = |Jn — Il <e.
z€B,(0)

Entao para todo z, temos que J,(z) é de Cauchy em R. Assim podemos concluir que J, é
pontualmente convergente.

Seja J : B;(0) — R definida por

J(x) = nh_}rgo In ().
Afirmamos que J € Z. De fato, como J, é par, temos que J é par, e mais, J(0) > ce J >0,
pois J, também é.
Mostremos agora que J é continua. Note que J,, é continua definida no compacto m, logo &
uniformemente continua. Assim, pelo Teorema de Dini (consultar obra [7], pagina 211), que afirma
que o limite de funcbes uniformemente continuas é continua, obtemos que J é continua.
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Falta-nos mostrar que J,, — J uniformemente. Dado ¢ > 0, existe nqy > 0 tal que se n > nq
entdo ||J, — J|| < €. De fato

[Jn(2) = In()| = |Jn(@) = I (@) + I (2) = T (y) + Im(y) — Jn(y)]
<et |Im(z) = Im(y)| +e,

Mas como J,, ¢ uniformemente continua, temos que |J,(z) — Jn(y)| < e para todo z,y com
|z — y| < 4§, para algum § > 0.

Assim, como n é arbitrario, segue que {J,,} é equicontinua. Como também sabemos que J,, — J
ponto a ponto, temos também que é pontualmente limitada.

Segue, pelo Teorema de Arzela-Ascoli 1.4, que J, — J uniformemente.

Temos entao que J,, — J uniformemente, e segue entdao que Z é espaco de Banach. [ |

Proposicao 3.13 A aplicagio F definida em (3.18) € da forma
F(uy Uug, J) = L(/U’a Uuo, J) + B(U),

onde L : X7 x L?(Q) x Z — X7 é uma aplicacdo afim dada por

t
Lu,up, J) = e~ A@rug(z) + / ¢~ A@)E-9) / J(@ — y)u(s,y)dyds
0 Q

e B: X7 — X7 € o funcional definido por

t
Bu:/ e A@E=3) £y (s, x))ds.
0

Além disso, temos 0s seguintes casos:

e Se B=0, a soluciao u do problema linear

wltr) = [ Ja = p(u(t.) — utta)dy,
u(0, z) = uo(),
¢ analitica como uma funcio de L*(Q) x Z — Xp: (ug, J) — u(ug, J).

e Se B#0, a solugio u de (3.16) é continua nos mesmos espagos.

Demonstragao: Queremos mostrar que F'(u,ug, J) satisfaz as hipoteses do Teorema 2.3. Sabemos
dos Lemas 3.7, 3.8 e Corolario 3.9 que os termos

¢ t
e~ @y (), / eA(“)(ts)/ J(z —y)u(s,y)dyds e / e A=) f(u(s, z))ds
0 Q 0

sao uniformemente continuos e portanto, continuos. Dai concluimos que F'(u,uq,J) esta bem defi-
nida.

De modo anélogo ao que foi feito no Teorema 3.10, também obtemos que F'(u,ug, J) é contragao
uniforme com:

HF(Ua ug, J)(t7 ) - F(U)7 uo, J)(tv )H%Q(Q) < (4|Q‘2 + k2)T2e2TAm ||JH%°°(Q) HU(t, ) - ’Uj(t, )H%Q(Q)

1
(4|2 + k2)e2TAm”
Com tais condiges satisfeitas temos entdo que F'(u,ug,J) possui um dnico ponto fixo, u =
u(ug, J), dependendo da condi¢do inicial ugy e o kernel do operador integral J.

assumindo T2 <
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Agora, se B =0, temos que F' é da forma
F(u,up, J) = L(u,ug, J),

donde segue que F é analitica de X7 x L*(Q) x Z em X, pois sabemos que toda funcio afim é

analitica. Pelo Teorema 2.3, concluimos que u é analitica em seu dominio.
Se B # 0, como f é globalmente Lipschitz, obtemos que B estd bem definida e também &
globalmente Lipschitz. Temos entdo que B é continua e, pelo Teorema 2.3, obtemos que u é continua.
|
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