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Resumo

ARAUJO, G. Regularidade e resolubilidade de operadores diferenciais lineares em
espagos de ultradistribuigoes. Tese (Doutorado) — Instituto de Matematica e Estatistica, Uni-
versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

Desenvolvemos novos resultados da teoria dos espagos F'S e DFS (espagos de Fréchet-Schwartz
e seus duais) e os empregamos ao estudo da seguinte questao: quando certas propriedades de re-
gularidade de um operador diferencial parcial linear (entre fibrados vetoriais Gevrey sobre uma
variedade Gevrey) implicam resolubilidade, no sentido de ultradistribui¢oes, do operador trans-
posto? Estudamos esta questao para uma classe de operadores abstratos que contém os operadores
diferenciais parciais lineares com coeficientes Gevrey usuais, mas também certas classes de opera-
dores pseudo-diferenciais em variedades compactas, além de certos tipos de operadores de ordem
infinita. Neste contexto, obtemos uma nova demonstracao de um resultado global em variedades
compactas (em que hipoelipticidade Gevrey global de um operador implica resolubilidade global de
seu transposto), assim como alguns resultados no caso nao-compacto relacionados a propriedade
de nao-confinamento de singularidades. Na sequéncia apresentamos algumas aplicagoes concretas,
em particular para operadores de Hormander, operadores de forga constante e sistemas localmente
integraveis de campos vetoriais.

Analisamos ainda algumas instancias de uma conjectura levantada em um artigo recente de
F. Malaspina e F. Nicola [21], a qual afirma que, para certos complexos diferenciais naturalmente
associados a estruturas localmente integraveis, resolubilidade local no sentido de ultradistribuicoes
(perto de um ponto, em um grau fixado) implica resolubilidade local no sentido de distribuigoes.
Estabelecemos a validade desta conjectura quando o fibrado estrutural cotangente é gerado pelo
diferencial de uma tnica integral primeira.
Palavras-chave: regularidade Gevrey, resolubilidade Gevrey, EDPs lineares, estruturas local-

mente integraveis, operadores de forga constante.
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Abstract

ARAUJO, G. Regularity and solvability of linear differential operators in spaces of
ultradistributions. Tese (Doutorado) — Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

We develop new techniques in the setting of FS and DF'S spaces (Fréchet-Schwartz spaces and
their strong duals) and apply them to the study of the following question: when regularity properties
of a general linear differential operator (between Gevrey vector bundles over a Gevrey manifold)
imply solvability of its transpose in the sense of ultradistributions? This question is studied for a
class of abstract operators that encompasses the usual partial differential operators with Gevrey
coefficients, but also some flavors of pseudodifferential operators on compact manifolds and some
classes of operators with infinite order. In this setting, we obtain a new proof of a global result
on compact manifolds (global Gevrey hypoellipticity of the operator implying global solvability of
the transpose), as well as some results in the non-compact case by means of the so-called property
of non-confinement of singularities. We then move to some concrete applications, especially for
Hormander operators, operators of constant strength and locally integrable systems of vector fields.

We also analyze some instances of a conjecture stated in a recent paper of F. Malaspina and
F. Nicola [21], which asserts that, in differential complexes naturally arising from locally integrable
structures, local solvability in the sense of ultradistributions (near a point, in some fixed degree)
implies local solvability in the sense of distributions. We establish the validity of the conjecture
when the cotangent structure bundle is spanned by the differential of a single first integral.
Keywords: Gevrey regularity, Gevrey solvability, linear PDE, locally integrable structures, ope-

rators of constant strength.
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Prefacio

Este trabalho trata de questoes relacionadas a resolubilidade e a regularidade de operadores
diferenciais parciais lineares em espagos de ultradistribuigdes Gevrey.

Com esta finalidade, recordamos no Capitulo 1 diversas propriedades de duas classes impor-
tantes de espagos localmente convexos, que aqui denominamos espacos FS e DFS (espacos de
Fréchet-Schwartz e seus duais) que, do ponto de vista topolégico, provém modelos abstratos de
certos espagos de ultradistribuicoes e de fungoes Gevrey, respectivamente. Também apresentamos
critérios, aparentemente novos, para determinar quando uma aplicacao linear continua entre tais
espagos possui imagem fechada, um passo critico na determinacao da sobrejetividade da aplicacao
transposta; para esta tarefa, nossas principais ferramentas sao o Teorema do Homomorfismo para
espagos de Fréchet e um resultado nao publicado de P. D. Cordaro que caracteriza as aplicagoes
com imagem fechada entre espagos DFS. As técnicas e a abordagem aqui desenvolvidas foram for-
temente inspiradas em [l 1], onde trata-se de resolubilidade de operadores diferenciais em espagos
de hiperfuncoes.

No Capitulo 2, introduzimos espagos de segoes Gevrey de certos fibrados vetoriais sobre va-
riedades e seus respectivos espagos de secoes generalizadas (ultradistribuigoes), discutimos a re-
solubilidade de uma classe abstrata de aplicacoes lineares continuas entre tais espacos de secoes
(generalizadas), e sua relagao com certas nogoes de regularidade do operador transposto. Iniciamos
tal discussao no contexto global em variedades compactas (relacionando resolubilidade global do
operador com hipoelipticidade Gevrey global do operador transposto), sendo que o principal resul-
tado desta parte (Coroldrio 2.14) generaliza [2, Theorem 2.1] em vérias direc¢oes: trabalhamos em
variedades compactas quaisquer (ao invés de toros); nossos operadores agem em fibrados vetoriais,
e eles nao precisam ser localizaveis (de modo que os resultados globais aqui obtidos valem, em
particular, para certos tipos de operadores pseudo-diferenciais como aqueles definidos, em abertos
de espagos euclideanos, em [28, Chapter I1I]) nem ter ordem finita; nossa hipdtese de regularidade
é mais fraca e nossa tese de resolubilidade é mais forte; e nossa demonstracao é, acreditamos, muito
mais simples.

Movemos entao nossa atencao a uma tentativa de obter resultados andlogos em variedades nao-
compactas, o que gera uma série de dificuldades técnicas adicionais: precisamos distinguir entre
segOes com e sem suporte compacto, e agora o espago das segoes globais Gevrey (sem suporte
compacto) ndo mais possui uma topologia amigavel como no caso anterior. Este fato nos obrigou
a fazer diversas concessoes, sendo provavelmente a principal delas estudar resolubilidade de uma

classe analoga de operadores — que agora supomos localizaveis — apenas em espacgos de ultradistri-
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buigoes (abrimos mao de saber a regularidade Gevrey das solugoes mesmo quando o lado direito da
equagao é Gevrey). Aqui, focamos principalmente na questao da resolubilidade semi-global (que,
em linhas gerais, reduz-se a resolubilidade global em compactos arbitrariamente grandes, a qual,
por sua vez, pudemos dar um tratamento essencialmente idéntico ao dado na se¢ao anterior) mas
tratamos também de resolubilidade global (via introdugao de condigoes naturais de P-convexidade)
e resolubilidade local (que é equivalente a propriedade de cada ponto possuir uma vizinhanca onde
hé resolubilidade semi-global).

Discutimos ainda uma nocao de nao-confinamento das singularidades Gevrey, que acabou por
tornar-se um dos principais temas desta monografia: em variedades nao-compactas é, num certo
sentido, um tipo de hipoelipticidade Gevrey em que olha-se apenas para secoes de suporte com-
pacto (o que, portanto, é uma condigao mais fraca que hipoelipticidade Gevrey propriamente dita).
Provamos aqui que todo operador abstrato que apresenta esta propriedade (mais uma condigao de
injetividade) possui uma transposta semi-globalmente resolivel. Aqui, nossos resultados generali-
zam [|, Theorem 2.1] nas mesmas linhas de um comentério acima no caso de variedades compactas.

No Capitulo 3 apresentamos algumas aplicagoes concretas dos resultados abstratos obtidos
nos capitulos anteriores. Trabalhamos no contexto de operadores diferenciais parciais lineares
com coeficientes Gevrey, de ordem finita, em geral escalares, sobre variedades nao-compactas, e o
principal objetivo é exibir exemplos de operadores que possuem a propriedade de nao-confinamento
das singularidades Gevrey — e logo desfrutam de todas as consequéncias deste fato demonstradas
nos resultados precedentes — , e nao obstante nao sdo Gevrey hipoelipticos. Tratamos de uma
classe de operadores de Hormander (introduzida em [7] no caso do toro), fazemos breve mencgao
a certos operadores com propagacgao de singularidades Gevrey e concluimos com uma anélise de
operadores de coeficientes constantes e de operadores de forca constante com coeficientes Gevrey
em espagos euclideanos (os mesmos discutidos em [18]).

Encerramos nosso trabalho discutindo, no Capitulo 4, certos complexos diferenciais natural-
mente associados a estruturas localmente integraveis, o que justifica nossa insisténcia em tratar
desde o comego operadores agindo entre fibrados vetoriais (e ndo apenas escalares). Como nossas
técnicas nao se comportam bem na presenga de relagoes de compatibilidade (como aquelas que
ocorrem nos graus intermedidrios do complexo diferencial), nés as utilizamos apenas no extremos
do complexo: a condigao (P,—1) num ponto, introduzida em [3], garante o nao-confinamento das
singularidades numa vizinhanca deste ponto para o primeiro grau do complexo, o que nos da, via
transposigao, resolubilidade em grau maximo do mesmo (local, no sentido de ultradistribuicoes).
Na tultima secao deste capitulo abordamos, de maneira mais ou menos independente do resto da
monografia, uma conjectura recente que relaciona a nocao classica de resolubilidade local para esses
complexos — agora num grau arbitrario — a uma nogao anéloga de resolubilidade Gevrey (veja [21]):
provamos, seguindo de perto um argumento em [12], que ambas as nogoes sao equivalentes quando

a estrutura tem coposto 1, isto é, quando ela admite uma tnica integral primeira.
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Capitulo 1

Toépicos da teoria de Fréchet-Schwartz

Iniciamos o presente trabalho introduzindo alguns resultados da teoria dos espagos F'S (acronimo
para Fréchet-Schwartz) e seus respectivos duais fortes, os ditos espagos DFS: estes formam uma
classe de espacos localmente convexos com notaveis propriedades topoldgicas e que, como ficara
evidente, se demonstraram particularmente uteis ao estudo de espacos de fungoes Gevrey (assim
como seus correspondentes espagos de ultradistribui¢oes) em variedades, os quais sdo nosso principal
foco de atencao de fato.

Por questoes de completude, e com a finalidade de fixar a notacao, comecamos recordando as
principais defini¢oes e resultados da teoria de limites indutivos de espacos localmente convexos.
Para uma breve introdugao a este assunto referimos o leitor, por exemplo, a [26, Appendix A].

Uma familia injetiva de espagos localmente converos consiste em uma familia dirigida {Sy}aea
de espagos localmente convexos (ou seja, o conjunto de indices A é um conjunto dirigido), e
aplicacoes de cadeia pl); € L(Sy,S,) para A < p, as quais suporemos injetoras por simplicidade.

Seu limite injetivo

S = hg S
AEA
é um espaco localmente convexo definido da seguinte forma: o espaco vetorial subjacente a S é o
limite injetivo, na categoria dos espacos vetoriais, da familia {S)} ea, 0 qual munimos da mais fina
topologia de espaco localmente convexo que torne cada inclusao canénica Sy < S uma aplicacao
continua. O ponto importante aqui é que tal topologia sempre existe, e que limites injetivos na
categoria dos espacos localmente convexos desfrutam das propriedades universais esperadas, que os
caracterizam a menos de isomorfismos.

Se A’ C A é um conjunto cofinal entao

lHE Sy = EE;SA

AeN AEA
como espagos vetoriais topolégicos. Se A for isomorfo a N (como conjuntos dirigidos) diremos que
{Sx}ren € uma sequéncia injetiva de espagos localmente convexos.

Analogamente, definimos uma familia projetiva de espacos localmente convezros: é uma familia
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dirigida {Sx}xea de espagos localmente convexos com aplicagdes de cadeia p’; € L(S,,S\) para

A < @, que agora nao suporemos injetoras. Seu limite projetivo

S = lim Sy
AEA
é o espaco localmente convexo cujo espago vetorial subjacente é o limite projetivo da {Sy}aca na
categoria dos espagos vetoriais, e cuja topologia é a menos fina dentre aquelas que sao localmente
convexas e tornam as aplicagoes canonicas S — S) aplicagoes continuas. As mesmas observagoes

feitas no caso anterior também se aplicam aqui.
Definicao 1.1.

1. Sequéncias projetivas compactas de espagos localmente convexos sao sequéncias projetivas de
espagos localmente convexos cujas aplicagoes de cadeia sao compactas. Seus limites projetivos

sao chamados de espacos FS.

2. Sequéncias injetivas compactas de espagos localmente convexos sao sequéncias injetivas de
espagos localmente convexos cujas aplicagoes de cadeia sao compactas. Seus limites injetivos

sao chamados de espacos DFS.

Essencialmente todos os resultados da teoria de espacos F'S e DFS que empregaremos constam
em [19], de modo que nao perderemos mais tempo aqui listando cada um deles: conforme necessi-
tarmos, faremos referéncia a esse artigo. No entanto, antes de abordarmos os resultados originais
deste trabalho, recordaremos ainda versoes bastante gerais do Teorema do Gréfico Fechado e do
Teorema da Aplicagdo Aberta, ambas ligadas ao trabalho de M. De Wilde (para mais detalhes,

referimos o leitor a [22]).

Teorema 1.2 (Gréafico Fechado). Uma aplicagao linear de um espaco ultrabornolégico em um

espaco “webbed” cujo grdfico € fechado € necessariamente continua.
Referéncia. Veja [22, p. 57]. O

Teorema 1.3 (Aplicagdo Aberta). Uma aplica¢ao linear continua e bijetora de um espaco “webbed”

num espac¢o ultrabornoldgico tem inversa continua.

Referéncia. Veja [22, p. 59]. O
A relevancia destes resultados para nés é que espacos DFS sdo simultaneamente “webbed” e

ultrabornolégicos.

1.1 O Teorema do Homomorfismo e suas consequéncias

Provavelmente a ferramenta mais importante que empregaremos nesta primeira parte do pre-
sente trabalho é o Teorema do Homomorfismo para espacos de Fréchet-Montel: no primeiro resul-
tado desta secao, sintetizamos as consequéncias desse teorema que sao mais relevantes aos nossos

propésitos.
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Antes de mais nada, contudo, faremos uma pequena digressao sobre espagos reflexivos. Seja X
um espaco vetorial topolégico. Denotamos por X’ seu espaco dual, isto é, o espaco vetorial dos
funcionais lineares continuos X — C, o qual munimos da topologia dual forte (que é a topologia da
convergéncia uniforme sobre subconjuntos limitados de X). A topologia forte torna X’ um espaco
vetorial topoldgico, o que nos permite iterar o procedimento anterior e tomar o dual de X', que
denotamos por X", e muni-lo também da topologia forte: denotando por J : X — X” a aplicacao

canodnica, definida por
(J(2),8) = (§,2), Vo € X, V€€ X/,

diz-se que X é um espaco reflexivo se J é um isomorfismo topolégico. Neste caso, identificamos X
com seu bidual X” via J e a topologia inicial de X com a topologia forte de X”. Neste contexto
estabelecemos, deste ponto em diante, a seguinte convencao: se X for um espago reflexivo, quaisquer
consideracoes topoldgicas sobre seu dual que nao indiquem de maneira explicita a topologia em
questao dirao respeito a topologia forte. Por exemplo, se afirmarmos que V' C X’ é um subespaco
fechado, fica subentendido que queremos dizer que V é fortemente fechado, isto é, fechado na
topologia forte.

Uma classe muito especial de espacos reflexivos é a dos espagos de Montel (veja [30, Defini-
tion 34.2] e [30, Proposition 36.9] e seu corolério), em particular porque o dual forte de um espago
de Montel é também de Montel [30, Proposition 36.10]. Assim, se X for um espago de Montel, em
seu dual X’ fica definida, inequivocamente, uma segunda topologia, distinta da topologia forte, a
topologia fraca (definida como aquela induzida por X" ou por X, pois, sendo X um espago reflexivo,
ambas coincidem). Como, neste caso, X’ é também um espaco de Montel', podemos também consi-
derar uma topologia fraca em X = X", a principio distinta da topologia inicial. Observe, contudo,
que em vista das consideracgoes acima e de [30, Proposition 35.2] vale a seguinte propriedade: um
subconjunto convexo de um espago de Montel é fechado se e somente se for fracamente fechado.

Também utilizaremos com frequéncia a seguinte notacao: dados X um espaco vetorial topolégico

e V C X um subespago denotamos
Vi {ee X s (Ga) =0, Vo eV} (1.1)

que é um subespaco de X’. Note que se X for reflexivo e W C X’ for um subespaco temos, sob a

identificacao canonica X" = X, que
Wh={zeX; (£z)=0, VEc W}

Empregando as convengoes estabelecidas acima, o enunciado a seguir é inequivoco.

Teorema 1.4. Sejam X,Y espacos de Fréchet-Montel (isto €, espagos que sao simultaneamente

de Fréchet e de Montel) e A € L(X,Y). As sequintes afirmagoes sdo equivalentes.

Note bem: para a topologia usual, que segundo nossa convencéo é a forte.
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1. ran(A) € fechada em Y.

2. ran(*A) € fechada em X'.

3. ran(A) € sequencialmente fechada em Y.
4. ran(*A) ¢ sequencialmente fechada em X'.
5. ran(A) = ker(*A)*.

6. ran(*A) = ker(A)* .

Demonstragdo. Primeiramente, é claro que 2. = /4. (pois todo conjunto fechado é sequencialmente
fechado) e que, sendo Y um espago de Fréchet (e, portanto, metrizavel), tem-se 1. < 3.

Ademais, sabe-se [30, Proposition 35.4] que se E, F' sao espacos localmente convexos de Haus-
dorff e T € L(E, F) entdo ker(T)* é o fecho, com relacio & topologia fraca de E’ induzida por
E, de ran(*T): ou seja, ran('T) é fracamente fechada em E’ se e somente se for igual a ker(T)*.
Aplicando esta conclusao a E = X, F =Y e T = A, temos imediatamente a equivaléncia 2. < 6.

Usando ainda os isomorfismos topolégicos

X”gX
Y'=y
"(ta) = A

dados pela reflexividade dos espagos em questao, podemos aplicar o argumento anterior também a
E=Y' F=X eT="!A, e, empregando as notacoes e convencoes estabelecidas nos paragrafos
que precedem o enunciado, obtemos a equivaléncia 1. < 5.

Por fim, o Teorema do Homomorfismo para espagos de Fréchet [22, p. 18] nos diz, entre outras
coisas (tendo sempre em mente nossas observagoes preliminares a respeito das relagoes entre as
topologias forte e fraca em um espago de Montel), que 4. = 1. e que 1. & 2., fechando o diagrama

de equivaléncias entre todas as propriedades listadas. ]

Recordamos que espacos FS sao espagos de Fréchet-Montel [19, Theorem 1°’] e que seus duais
fortes formam precisamente a classe dos espagos DF'S (veja demais resultados em [19]). Dai infere-se

imediatamente, a partir do Teorema 1.4, que:

Coroléario 1.5. Sejam F,G ambos espacos FS ou ambos espagos DFS. Dada T € L(F,G) as

sequintes propriedades sao equivalentes.
1. ran(T) € fechada em G.

2. ran('T) € fechada em F'.

3. ran(T") € sequencialmente fechada em G.
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4. ran('T) ¢ sequencialmente fechada em F'.
5. ran(T) = ker("T)*.
6. ran('T) = ker(T)*.
Demonstragao. Omitida. 0

Prosseguimos com o intuito de estabelecer um critério para determinar quando certos tipos de
aplicacoes entre espacos DFS possuem imagem fechada. O primeiro resultado que apresentamos
nessa diregao é o lema a seguir — um resultado nao publicado de P. D. Cordaro, apresentado aqui
em forma dual — que, juntamente com suas consequéncias, serd crucial nas aplicacoes que faremos

na préxima segao.
Lema 1.6. Sejam F,G espagos DFS e sejam {F}}en, {Gi}tren sequencias injetivas compactas de
espacos de Banach tais que?
F = lim Fy, (1.2)
G= lim Gy. (1.3)

Suponha ainda que T' € L(F,G) € injetora. As sequintes propriedades sao equivalentes.
1. T possui imagem fechada.

2. Para cada k € N existe j € N com a sequinte propriedade: se B C F € tal que T(B) estd

contido em Gy, e € limitado ld entdo B estd contido em F} e é limitado ld.

3. Para cada k € N existe j € N tal que para todo u € F tem-se

Tu € Gy, = u € Fj. (1.4)

Demonstragdo. (1. = 2.) Se ran(T") for fechada em G ent@o de acordo com [19, Theorem 7’|

teremos, para a topologia de subespago,
ran(7') = @(ran(T) N Gy).

Desse modo, ran(T") é um espago DFS e a aplicagdo T' : F' — ran(T') é continua e bijetora, e logo um
isomorfismo pelo Teorema da Aplicacio Aberta de De Wilde: a aplicacdo inversa T~ ! : ran(T) — F
é continua.

Fixemos k € N. Uma vez que ran(7T") N Gy é fechado em Gy, e portanto um espago de Banach
quando munido da norma herdada por aquele espaco, existe U C ran(7T") N Gy, vizinhanga limitada
da origem (a saber, a bola unitéria), que logo é limitada em ran(7") j& que a inclusao ran(T) NGy —

ran(T) é continua. Este argumento, por sua vez, implica que T~(U) é limitada em F.

2Tais sequéncias sempre existem [19, Lemma 2].
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Note no entanto que [19, Lemma 3] garante que o limite injetivo em (1.2) é regular, no seguinte
sentido: se B C F for um conjunto limitado entao existe j € N tal que B estd contido e é limitado
em Fj. Assim, sabemos que existe j € N tal que T-YU) c F}; e, por linearidade, T~ mapeia
ran(7) NGy em Fj, sendo que essa agao é continua — o que segue facilmente do Teorema do Gréfico
Fechado (o cléssico, para espagos de Banach). Em particular, 77! : ran(T) N Gy — F; mapeia
conjuntos limitados em conjuntos limitados, o que prova 2.

(2. = 1.) Do Corolério 1.5 é suficiente mostrarmos que ran(7") é sequencialmente fechada em
G. De fato, tomemos uma sequéncia {u,},ey C F e v € G tais que Tu, — v em G. Posto
que sequéncias convergentes sao limitadas e que o limite em (1.3) é regular, existe k € N tal
que {Tu,},en estd contido e é limitado em Gy, de modo que por hipétese hd um j € N tal que
{uv}ven C Fj e é limitada 14, e portanto em F. Contudo F' é de Montel, de modo que {u, },en
possui uma subsequéncia que converge em F': seu limite u € F necessariamente satisfaz Tu = v,
demonstrando que v € ran(7).

(2. = 3.) Isto é claro, uma vez que todo conjunto unitdrio ¢ limitado.

(3. = 2.) Fixemos k € N e tomemos j € N tal que (1.4) vale para todo u € F: provaremos que
existe C' > 0 tal que

lull7; < Cl[Tulla, (1.5)
para todo u € F' tal que Tu € Gi, o que implica 2. Definimos
S={u€Fj1; Tue Gy}
munido da norma
lulls = lJull 7y, + [ Tulle,

que torna S um espago de Banach. A propriedade (1.4) implica que S C F}, sendo que a inclusao
¢ uma aplicagao continua (novamente, isto pode ser checado via Teorema do Grafico Fechado), o

que por sua vez assegura a existéncia de uma constante C7 > 0 satisfazendo

Jullr; < Cillulls

= C1 (lullpyy + 1 Tulle,)

para todo u € S.
Suponhamos por absurdo que (1.5) nao vale: podemos construir uma sequéncia {u, },eny C F

com {Tu,},en C Gy de tal modo que
vl > [T,

para todo v € N. Normalizando, podemos supor sem perda de generalidade que HuuHFj = 1 para
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todo v € N, e assim T'u,, — 0 em G.. Da compacidade da aplicagao de cadeia F; — Fj41 deduzimos
que {u, },en possui uma subsequéncia {u,s },7en que converge em Fji1, e para cujo limite u € F'

tem-se necessariamente Tu = 0, donde u = 0 pois T' é injetora. Por outro lado

1= [luw|F,
< 1 (luwllpyp + 1 Tu N, )
— 0,
nos conduz a uma contradigao. O

Nos dedicaremos agora a refinar o resultado anterior.

Proposicao 1.7. Fizemos as mesmas hipdteses e notagoes do Lema 1.6, com excecao de que agora

nao suporemos que T € L(F,G) seja injetora. As sequintes afirmagoes sao equivalentes.
1. T possui imagem fechada.

2. Para todo k € N existe j € N tal que para todo u € F' tem-se

Tu € G = Jv e Fj tal que u —v € ker T'. (1.6)

Demonstragao. Como ker(T') é subespago fechado de F' sabemos, conforme resultados em [19], que

ker(T') = ligker(T) N Fj
F/ker(T) = li_ngFj/(ker(T) N Fj)

sao espacos DFS. A aplicacao induzida por 1T no quociente, isto €,

T : F/ker(T) — G
[u] — Tu

A~

é continua e injetora: pelo Lema 1.6, ran(7T) = ran(7T') é fechada se e s6 se para todo k& € N houver

j € N tal que para qualquer [u] € F/ker(T) tem-se
Tu € Gy = [u] € F;/(ker(T) N F}).

Mas isto é precisamente o que (1.6) significa. O

Lema 1.8. Um espaco DFS ndo pode ser metrizado, e um espaco F'S nao pode ser um espaco de

Banach, exceto por aqueles de dimensdo finita.

Demonstragdo. Para a primeira afirmacao, recordemos que o dual forte de um espaco DFS é FS,

logo metrizavel. Por outro lado, um espaco metrizavel cujo dual forte é também metrizavel deve
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ser necessariamente normavel segundo [21, p. 394]. Contudo, espagos DFS s@o de Montel, os quais
sé sao normaveis quando tém dimensao finita.
Sobre a segunda afirmacao, um espaco FS que é de Banach teria um dual forte que é simulta-

neamente DFS e de Banach, logo de dimensao finita pela discussao anterior. ]

Lema 1.9. Sejam F' um espaco DFS e {Fj}jen uma sequéncia injetiva compacta de espagos de
Banach cujo limite injetivo é F'. Um subespaco fechado S C F tem dimensdo finita se e somente

se ewistir j € N tal que S C Fj.

Demonstragao. Se existir um tal j € N entao a continuidade da inclusao canénica F; — F implica
que S ¢ também fechado como subespago de Fj. Com a topologia herdada de F', S é um espaco
DFS; mas S também herda de F; uma topologia de espago de Banach, e pelo Teorema da Aplicacao
Aberta de De Wilde estas topologias coincidem. Pelo lema anterior, dim S < oco.

A reciproca é ainda mais facil, pois se S tem dimensao finita basta escolher uma base para
S: como a sequéncia {F}}jen eventualmente cresce — a menos, é claro, se I ji tiver dimensao

finita para comecar —, um de seus passos deve conter todos os elementos da tal base, e portanto a
totalidade de S. O

Apresentamos a seguir a forma final do Lema 1.6.

Corolario 1.10. Sejam F,G espagcos DFS e {F;}jen, {Gr}lren sequéncias injetivas compactas
de espagos de Banach cujos limites injetivos sao F e G, respectivamente. Dada T € L(F,G) as

sequintes propriedades sdo equivalentes.
1. ran(T) € fechada em G e ker(T') tem dimensao finita.
2. Para todo k € N existe j € N tal que (1.4) vale para todo u € F.

Demonstragao. (1. = 2.) Se ker(T') tem dimensao finita temos, conforme o Lema 1.9, a existéncia
de um jy € N tal que ker(T") C F}j,. Mas a Proposicao 1.7 garante que para todo k € N existe j € N

tal que para todo u € F' tem-se

Tu € G, = Jv € Fj tal que u —v € ker T

= U c FmaX{j,jo}'

(2. = 1.) E evidente que (1.4) implica (1.6), de modo que ran(T) é fechada pela Proposicdo 1.7.
Ademais, se u € ker(T') entdo Tu = 0 € G, de modo que se aplicarmos a hipétese 2. com k = 1
encontraremos um jo € N tal que u € F)j, para todo u € ker(7T'), ou seja, ker(T') C Fj,. A conclusao

segue entao do Lema 1.9. O

Observagao 1.11. Em vista de [19, Lemma 2], os resultados apresentados na Proposigdo 1.7 e no
Corolario 1.10 continuam vélidos ainda que suponhamos que os espagos nas sequéncias injetivas
compactas em questao sejam apenas localmente convexos (ndo necessariamente espagos de Banach).

Contudo, ainda nao encontramos aplicacoes relevantes deste fato.
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1.2 Um modelo abstrato

Nesta sec¢ao, introduzimos espagos DFS

E = lig B
F = lim F
G =l G,

juntamente com respectivas sequéncias injetivas compactas de espacos de Banach acima. Suporemos

a seguinte condicao especial sobre estes espacos:
F — Ej continuamente. (1.7)

A condigao (1.7) implica, entre outras coisas, que a inclusao F' < E é compacta.
Teorema 1.12. Seja T € L(F,G). As sequintes propriedades sao equivalentes.

1. O grdfico de T
I'={(u,Tu) ; ue F}

€ fechado quando o consideramos como um subespaco de E x G.
2. ran(T') € fechada em G e ker(T') tem dimensao finita.
A fim de provar o Teorema 1.12 precisaremos de mais um resultado preliminar.

Lema 1.13. Nas condicoes acima, temos
EFxG= %H(EJ X G]) (18)

como espagos vetoriais topolégicos de modo natural. Assim, E X G € um espa¢o DFS.

Demonstracao. E claro que ambos os espagcos em (1.8) sao isomorfos como espacos vetoriais, e que
as aplicagoes de cadeia Ej x Gj — Ej, x Gy, (onde j < k) sao compactas, de modo que o limite
injetivo no lado direito de (1.8) é, por definicdo, um espago DFS. Resta provar que a topologia
produto e a topologia limite injetivo em (1.8) coincidem. Apresentaremos duas demonstragoes
deste fato, uma mais natural (em algum sentido, uma vez que usa apenas fatos conhecidos de
Anélise Funcional), e outra mais breve que usa resultados especificos da teoria de espagos DF'S.

A demonstracao natural. J4 que temos inclusoes continuas E; x G; — E x G para cada j € N
e a topologia limite injetivo é a mais fina com esta propriedade, temos continuidade da aplicacao
identidade

hg(E] X GJ) — F xd.
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Como contudo E x G ¢é ultrabornolégico (pois é produto cartesiano de uma quantidade finita
espacos deste tipo) e hﬂ(EJ x () é claramente um espago “webbed” (veja [22, p. 63]), o Teorema da
Aplicacao Aberta de De Wilde se aplica, garantindo que a aplicacao acima é de fato um isomorfismo
topoldgico.

Outra demonstragao. Um vez que todo espago DFS é também um espago DFS*, [19, Theorem 9]
nos dé imediatamente o isomorfismo topoldgico (1.8). Em particular, a topologia produto e a

topologia limite injetivo coincidem. O
Demonstracao do Teorema 1.12. Considere a aplicagao linear continua

A F — ExG
u +— (u,Tu)

a qual é injetora e cuja imagem é precisamente I'. Posto que E x G ¢, pelo Lema 1.13, um espaco
DFS, o Lema 1.6 nos garante que I' é fechado em E x G se e somente se para todo k € N existe

j € N tal que
)\UEEkXGk?UGFj

para todo u € F'. Ou seja, sempre que
e uekl,
e ue FEpe
e Tu e Gy,

teremos u € F;. Como F' — FEp, o segundo ponto acima ¢é redundante: logo, para todo k € N hd

um j € N tal que (1.4) vale para todo u € F. O Corolario 1.10 entao encerra a demonstragao. [



Capitulo 2

Operadores abstratos em variedades

Neste capitulo desenvolvemos as primeiras aplicagoes dos resultados de Anélise Funcional de-
senvolvidos no capitulo anterior a uma classe de operadores abstratos que engloba, entre outros,
operadores (pseudo-)diferenciais com coeficientes Gevrey em variedades compactas e operadores
diferenciais com coeficientes Gevrey em variedades nao-compactas.

Discutimos inicialmente o caso, mais simples, da teoria global em variedades compactas: neste
ambiente, pudemos obter resultados mais precisos e completos, que também servem de protdtipo
para o estudo, mais delicado, do caso nao-compacto. Em seguida, tornamos nossa atencao ao
contexto de variedades nao-compactas, no qual torna-se necessario fazer uma distingdo entre certos
objetos (fungoes, fungoes generalizadas, segoes de fibrados, etc.) com suporte compacto e sem
suporte compacto, o que cria alguns empecilhos técnicos.

O maior desses empecilhos reside no entendimento do espago das fungoes Gevrey globalmente
definidas em uma variedade nao-compacta (e de seu respectivo dual, o espago das ultradistri-
buigoes de suporte compacto): munido de sua topologia natural, este espago ndo parece desfrutar
de boas propriedades (especificamente pode, a principio, nao ser ultrabornoldgico). Isto torna cer-
tas questoes extremamente delicadas: o emprego de teoremas de Aplicacdo Aberta e de Grafico
Fechado, e mais ainda a obtencado de critérios para determinar quando certas aplicagoes lineares
continuas possuem imagem fechada. Tais questoes tornaram proibitiva uma abordagem geral e
abstrata da versao nao-compacta da resolubilidade G? (Definigao 2.8), de modo que nesta parte do

trabalho restringimo-nos ao estudo de resolubilidade em espacos de ultradistribuigoes.
2.1 Espacos de Gevrey em variedades

Seja X uma variedade (Hausdorff, paracompacta) que suporemos real-analitica por simplicidade.
Para cada o > 1, o funtor que associa a cada aberto Q@ C X o espago G?(Q2) das funcoes G? a
valores complexos em ) (que sao suaves) é um feixe de dlgebras sobre X. Denotaremos, ainda, por

G2(9) o espago das fungdes em G?(£2) com suporte compacto e, para cada compacto K C X,

Go(K)={feGi(X);suppf C K}

11



12 CAPITULO 2. OPERADORES ABSTRATOS EM VARIEDADES

o qual pode ser interpretado como um subespaco de GZ(£2) se 2 C X for qualquer aberto que

contém K. Neste sentido, temos claramente
G = |J GI(K).
KcQ

Vamos agora introduzir topologias nestes espacos. A fim de simplificar certas construcoes,
munimos X de uma métrica riemanniana real-analitica (cuja existéncia decorre de um famoso
resultado devido a H. Grauert [16]), cujo operador de Laplace-Beltrami associado denotaremos por
A, o qual é um operador eliptico de segunda ordem com coeficientes reais-analiticos em X.

Esta mesma métrica riemanniana também induz canonicamente uma densidade positiva em
X (conforme [23, Lemma 14.33]) que denotaremos por |[dV|]. Pelo Teorema de Representagao de

Riesz [15, §7.2], o funcional linear positivo

feCuX) s /X f1av|

estende-se, de maneira unica, a uma medida de Radon em X que, por abuso de notacao, também
denotaremos indistintamente por |dV|: os espacos de funcdes mensurdveis L? que mencionaremos
a seguir dizem respeito a esta medida. Note ainda, pelo mesmo Teorema de Riesz e pela defini¢ao
de densidade positiva, que a medida de qualquer aberto nao-vazio é necessariamente nao-nula.

A partir de resultados em [20] e [5], sabe-se que uma funcao f € C°(Q2) pertence a G7(Q2) se e

somente se para cada compacto K C () existirem constantes C' > 0 e h > 0 tais que
IAF Fllr2(ry < CRE(KRN?, VE € Zy.
Definimos, entao, para cada compacto K C X e cada h > 0 o espago
GIME) = {f € GI(E) 5 |[fllkon < o0}
onde

1/l s0n = Sup WRRD 72N AR F |2 -

Prova-se que || - || x»,» € uma norma sobre GZ"(K), a qual o torna um espaco de Banach. Ademais:
Lema 2.1. Sejam K C X um compacto e h > 0. Temos:

1. A inclusao Gg’h(K) — C°(X) € uma aplicagdo continua.

2. Se h < hy entio a inclusio GT"(K) < GI"+ (K) € uma aplicagdo continua e compacta.

Demonstragdo. A fim de provar a primeira afirmacao, considere

CP(K)={fe€eC>®(X); supp f C K}
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que é claramente um subespago fechado de C°°(X) e, portanto, um espago de Fréchet quando
munido da topologia de subespago. Note que, com esta topologia, temos uma inclusao continua

CX®(K) — L*(K), uma vez que K é compacto. Note também que

£ 1|2y < Il kons YF € GIM(K)

ou seja, a inclusio G2 (K) < L%(K) também é continua.
Tome uma sequéncia { f,, bneny C GZ"(K) tal que existem f € GI"(K) e g € C°(K) tais que

o fn— fem GIM(K) e
e fn, — gem CX(K).

Em vista das consideracdes anteriores, ambas as convergéncias acima também ocorrem em L?(K),
provando assim que |[f — gllz2(x) = 0. Isto, por sua vez, garante que f = g: de fato, como
fyg € Ce(K) é claro que f(x) = g(x) se x € K nao for um ponto interior de K. Por outro lado, se

supusermos que |f — g| > € > 0 em algum aberto U C K teremos

e [ lavi< [ |f=gP1aV] < |If = gll7z) = 0
U U

o que nos conduz a uma contradicao pois, conforme ora mencionado, abertos nao-vazios possuem
medida estritamente positiva em relacao a |[dV].

O argumento acima mostra que a aplicacio de inclusio G2 (K) < C°(K) tem gréfico fechado:
pelo Teorema do Grafico Fechado de De Wilde, esta aplicagdo é continua. Em particular, também
0 6 a inclusao GZ"(K) < C*(X).

Sobre a segunda afirmacao, a questao da continuidade é imediata, de modo que focamos nossa
atengao a questao da compacidade. Tome {f,}nen C Goh (K) uma sequéncia limitada, isto é, tal

que exista C' > 0 satisfazendo
A fullp2(rey < CRF (KD, Vk € Z, Yn € N.

J4 provamos que a inclusdo GI"(K) < C*(X) é continua, de modo que {fn}nen é também uma
sequéncia limitada em C'*°(X). Como este tltimo é um espago de Montel, tal que sequéncia admite
uma subsequéncia {fy; }jen que converge em C°°(X): denotemos por f seu limite. E evidente
que f € C°(K), e como para cada k € N tem-se HAkfnjHLQ(K) — HAkaLg(K), quando j — oo,

concluimos que
IA® Fll L2y < CHF(RY)?, Yk € Zs,

de modo que, em particular, f € Gg’h(K).

Provaremos que, mais que isso, f,, — [ em G?h*(K ) quando j — co. Seja € > 0 arbitrario e
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tome ko € N tal que (h/hy)* < €/2C. Defina ainda
Co = max{(m)*k(k!)*?” L0<k< ko} .

Como f,,; — f em C*°(X) temos que HAkfnj - Akf”L2(K) — 0 para cada k € Z, . Podemos entao
escolher jp € N tal que

€

CO7V 6{07 70}

J=do= A" fr; — A fllr2) <

Assim, para j > jg e k € Z4 temos que:

e se 0 <k < kyentao
(h) ()27 A  fr) = AF fll 20y < CollA fr, — A fllp2(xey < €

e

e se k > kg entao

- 90 _ o B\
() ()2 AR fo — AR FlL ey = BE (k)2 AF o — A2 (m)

— —20 h ‘
< HH 2 (1%, lur + 184 o) (7 )
€
20—

<3¢

=e.
Maximizando o lado esquerdo com relagao a k € Z, concluimos que

3= do= fa; — fllkon, <€

como queriamos. O

Uma vez que a reunido da familia {GZ"(K)}pso 6 precisamente GI(K), podemos munir este

altimo espaco da topologia limite injetivo, isto é,

G7(K) = lim GZ*(K)
h>0
o0 que garante, apds passagem a uma subsequéncia injetiva (ndo importando qual), que tal topologia
torna GY(K) um espaco DFS. Sao ainda satisfeitas as seguintes propriedades, de facil verificagao,

que serao particularmente importantes para nés no que se segue.
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1. Se 04+ > o > 1 entao
GI(K) — G7+(K) (2.1)

continuamente, para cada K C X compacto.

2. Se K C K4 C X sao compactos entao
GIMK) — GIM(K ) (2.2)

continuamente, para cada h > 0.

Se  C X for um subconjunto aberto, munimos também GZ(f2) da topologia limite injetivo
GZ(Q) = limy GZ(K)

o qual também é um espago DFS pois, de acordo com [19], esta classe de espacos localmente

convexos ¢é fechada por limites injetivos.

Observacao 2.2. De fato, é facil verificar que {G?"(K)}KCWDO é uma famfilia injetiva compacta
de espagos de Banach cujo limite injetivo é precisamente G7(€2). Contudo, a familia {G7(K)}kca

nao € compacta. Isto ficard mais claro no decorrer do presente capitulo (veja o Lema 2.4).

Por fim, se Y C X for um subconjunto aberto ou compacto definimos
Dy (Y) = GI(Y)

o qual é um espago FS, independentemente da natureza de Y.

Para certas aplicagoes que temos em mente, particularmente no Capitulo 4, serd necessario
reproduzirmos as construcoes acima para segoes de fibrados vetoriais mais gerais. Para tanto,
considere A um fibrado vetorial real-analitico sobre X. Denotamos por G?(£2; A) o espago das
se¢oes G7 de A sobre o aberto Q C X: temos que  — G(Q; A) determina um feixe de espagos
vetoriais sobre X, que também é um feixe de mddulos sobre o feixe das fungoes G° sobre X.
Por G7(€2; A) denotamos o espaco das se¢oes em G7(€2; A) com suporte compacto, e se K C X é

compacto definimos
GZ(K;A) ={f € GI(X;A) 5 supp f C K}.

Mais uma vez, GZ(2; A) é exatamente a reunido dos espagos G7(K;A) com K C € compacto.
Desta vez, a fim de introduzir as topologias que precisaremos nestes espacos, por uma questao
de simplicidade de exposi¢do trabalharemos exclusivamente com fibrados complexos triviais, ou
seja, suporemos que A = X x C" para algum n € N. Tal simplificacdo nao altera a qualidade de
nossos resultados finais, e ndo impoe nenhuma restricao as questoes puramente locais. Neste caso,

podemos interpretar, via trivializacoes, as secoes de A como n-uplas de secoes do fibrado de linha
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trivial X x C, isto é, n-uplas de fungoes. Sob tais identificagoes temos, por exemplo, se {2 C X for

aberto ou se K C X for compacto,

G7 (2 A) = GI(Q)"
G7(K;A) = GO(K)"

as quais induzem naturalmente topologias de espacos DF'S nos respectivos lados esquerdos segundo

o Lema 1.13, o qual garante, ainda, que

GI(K; A) = lim GIM(K A) (2.3)
h>0

onde {Gg’h (K;A)}p>o € a familia injetiva compacta de espagos de Banach definida por
GIMEK;A) = GOMK)", h >0,
e que

GZ((A) = lim GZ(K; A).
KcCQ

Dentro deste contexto, uma observacao andloga a Observacao 2.2 vale, assim como as versoes
correspondentes das propriedades (2.1) e (2.2).

Como antes, se Y C X for um subconjunto aberto ou compacto, definimos
Dy (Y5 A) = GI(Y;A)

onde A’ denota o fibrado dual' de A; este é um espaco FS, independentemente do que Y possa ser.

Observagdo 2.3. Deste ponto em diante, adotaremos uma notacao mais abstrata e geral naquilo
que se refere ao fibrado vetorial A, uma vez que sua estrutura de fibrado trivial ndo serd mais
necessaria: ao menos, nao a utilizaremos diretamente, e faremos apenas mengao as propriedades

que estabelecemos acima em seus espagos de secoes (generalizadas) Gevrey.

A medida [dV] em X, introduzida acima, induz ainda uma inclus@o continua

C(X;A) — D(X;A)
f —> Tf

dada por

(Ty.0) = /X (@), () |4V ()|

sto é, aquele fibrado cuja fibra em z € X é precisamente o espaco dual A/, de A,.
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para todo ¢ € GZ(X;A’), onde
-y Ne: A x A, = C

denota o pareamento de dualidade entre vetores em A, e covetores em A! para cada x € X.
Identificacoes andlogas valem para subconjuntos abertos e compactos de X, e hd ainda suas versoes

com suporte compacto.

Lema 2.4. Sejam QQ C X um aberto e H, K C X compactos tais que H C K C Q. Se A for um

fibrado vetorial sobre X entao as inclusoes
GI(H; A) = GI(KGA) = GZ(;A)

sao aplicagoes continuas e suas imagens sdo fechadas.

Demonstracao. E imediato verificar que ambas as incluses acima sao continuas e que suas imagens

sao sequencialmente fechadas, e portanto fechadas gracas ao Corolario 1.5. 0

2.2 Uma classe de operadores abstratos

Sejam A1, Ay dois fibrados vetoriais sobre X como na Secao 2.1, e suponhamos que
P:D(X;A1) = DL(X;A) (2.4)

é uma aplicacao linear e continua, que mapeia G?Z(X;A;) em G7(X;Asz), sendo esta aplicacao
continua pelo Teorema do Grafico Fechado de De Wilde. Suporemos também que P é local, no

seguinte sentido: para cada Y C § aberto ou compacto temos novas agoes continuas

p- D:,(Y;Al) — 'D:,(Y;AQ)
| GI(Y A = GI(Y;A)

que se relacionam de maneira natural com as aplicacoes de restricao e de inclusao. Por transposicao

temos

tp GI(Y;Ay) — GI(Y;AY)
D,(Y;Ay) — DL(Y;A))

ou seja, 'P é um novo operador que satisfaz as mesmas propriedades que impusemos para P,
exceto que agora age entre os fibrados A) e A]. Em particular, *P também ¢ local. Tal classe de
operadores generaliza, por exemplo, operadores diferenciais com coeficientes Gevrey de ordem o,
além de certos operadores de ordem infinita (as vezes denominados ultradiferenciais na literatura)

que nao discutiremos aqui.

Observacao 2.5. Na préxima secao, em que trataremos exclusivamente do caso em que X é uma

variedade compacta, nao suporemos que P é local.
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Nosso objetivo é investigar propriedades dos operadores P e ! P relacionadas a sua resolubilidade

e regularidade. Comegamos provando dois lemas fundamentais.

Lema 2.6. Sejam K C X um subconjunto compacto e U,V C X abertos tais que V C K C U. Se
P :D.(K;\) — DL(K;A2) € sobrejetor entao para cada f € DL (U;Ag) existe u € D, (V; A1) tal
que Pu = fly.

Demonstragao. Recordemos que GZ(U;Aj) pode ser expresso como limite injetivo dos espagos
GY9(H;A,), com H C U compacto, e portanto temos a inclusdo continua (que é a aplicacao de

cadeia correspondente)
a: GI(K;Ay) — GZ(U; Ay)

cuja transposta denota-se por ‘a : DL (U;Ag) — D, (K;As). Invocando ainda a propriedade uni-

versal dos limites injetivos verifica-se que a inclusao
B:GI(ViAL) — GI(KG AY)

¢é continua: isto é claro uma vez que para cada compacto H C V temos uma inclusao continua
GI(H; ) — G9(K;A)) pelo Lema 2.4, e vale

GZ(V:iA) = lim GZ(H; AY).
HCV

Mais uma vez, denotamos por ‘3 : DL (K; A1) — D, (V; A1) a transposta de f3.

Tomando agora f € D.(U;Ay) temos ‘af € D, (K;Az). Da hipétese de sobrejetividade da
aplicagao P : D (K;A;) — D.(K;A3) encontramos v € D (K; A1) tal que Pv = taf: afirmamos
que u = "Bv € D, (V; Ay) resolve

Pu=fly ="'0f
onde
0: GI(ViAy) = GI(U3 AY)

é a aplicacao de inclusdo correspondente. A fim de provar a igualdade acima, basta avaliarmos
ambos os lados em uma segao teste ¢ € GZ(V; AL) arbitrdria. Das definigoes temos, por um lado,

que

(Pu,¢) = (u,"Pg)
= ('Bv,"P¢)
= (v, B P¢).
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Por outro lado, introduzindo a inclusdo (também continua pelo Lema 2.4)
§: GZ(V3Ay) — G (K3 A)

temos que # = ad, donde constatamos que

Contudo, a localidade de P garante que !P o § = o !P; isto encerra a prova. O

Lema 2.7. Sejam K C X um subconjunto compacto e U,V C X abertos tais que K CV C U. Se
para cada f € DL(U; A2) existir u € D(V; A1) tal que Pu = f|y entao P : D (K; A1) — DL(K;As)

€ aplicacao sobrejetora.

Demonstracao. Do Lema 2.4 segue que a aplicagao de inclusao
a: GI(K;Ay) = GZ(U; A)

tem imagem fechada, de modo que sua transposta ‘o : D) (U; Ag) — DL (K; Ay) é sobrejetora. Seja

ainda
B GI(K;AY) = GZ(ViAY)
a aplicacdo de inclusdo, cuja transposta denotamos por ‘8 : DL (V; A1) — D, (K; Ay).
Assim, dada g € D, (K; Ay) existe f € DL (U;Ay) tal que ‘af = g. As hipdteses entao garantem
a existéncia de u € D, (V; A1) resolvendo Pu = f|y = '0f, onde
0: GI(V: M) > GI(U;AY)
denota a aplicagdo de inclusdo. Afirmo que v ='Bu € D/ (K;A;) satisfaz

Pv=g.
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Para prova-lo, tomemos ¢ € GI(K; AL): vale

(Pv,¢) = (v,"Po)
= ("Bu,"P¢)
= (u, B'P¢)

mas, por outro lado, tem-se

(9,0) = ("af,9)
= (f,a0).

Novamente introduzimos a aplicagao de inclusao
0+ GZ(K3Ay) = GZ(V;A3)

que claramente satisfaz « = 64, e logo

(f,a0) = (f,000)
= ('0f,00)
= (Pu,é¢)
— (u,"Pd¢).
Gracas a localidade de P temos !P o = B o'P, o que prova nossa afirmacao. O

2.3 Resultados globais em variedades compactas

Nesta secao, suporemos que X é uma variedade compacta: embora nao haja necessidade de dis-
tinguir objetos de suporte compacto, mantemos a notacao estabelecida na se¢cao anterior denotando
G?(X;A) por GZ(X;A). Como ora mencionado, nao suporemos aqui que P seja um operador local
(poderia ser, por exemplo, um tipo de operador pseudo-diferencial como aqueles introduzidos, no

contexto de abertos de espagos euclideanos, em [28, Chapter III]).
Definigao 2.8. Dizemos que P é:

1. globalmente resolivel em G se para todo f € GZ(X;Ay) satisfazendo as condigbes de com-
patibilidade

(u, f) = 0 para todo u € D, (X;A}) tal que "Pu = 0 (2.5)

existir g € G7(X; A1) tal que Pg = f;

2. globalmente resolivel em D, se para todo f € DL (X;As) satisfazendo as condigdes de com-
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patibilidade
(f,u) = 0 para todo u € G7(X; Ay) tal que ‘Pu =0 (2.6)

existir g € DL(X; A1) tal que Pg = f.

E f4cil ver que para um certo f € G2(X;A2) (respectivamente f € D.L(X;As)) pertencer &
imagem da aplica¢ao P : GZ(X; A1) — G9(X; Ag) (resp. P : DL(X; A1) — DL(X;A2)), é necessdrio
que sejam satisfeitas as condigoes de compatibilidade (2.5) (resp. (2.6)): resolubilidade global de P
em G7 (resp. em D) diz que essas condigoes sdo também suficientes para este propdsito.

A fim de tornar a discussdao um pouco mais clara, facamos uma pequena distingdo entre as

aplicacoes em questao definindo

T=P:GI(X;MN) = GI(X;A9)
T'=P:D (X;A) — D, (X;A9)

as quais sao aplicagoes lineares continuas entre espagos DFS e entre espagos F'S, respectivamente.

Conforme a notacao (1.1) temos

f € G(X; \y) satisfaz (2.5) < f € ker('T)*
[ €D, (X;As) satisfaz (2.6) & f € kelr(tTﬁ)L

e portanto

P ¢ globalmente resolitvel em G7 < ran(T) = ker('T)*,
P ¢ globalmente resolivel em D!, & ran(T*) = ker(tTﬁ)l.
Estas observagoes, juntamente com o Corolario 1.5 e a Proposigao 1.7, implicam:
Corolario 2.9. As sequintes propriedades sdo equivalentes.
1. P:GI(X; A1) — G9(X; A2) possui imagem fechada.
2. P:GI(X;A1) = G2(X; A2) possui imagem sequencialmente fechada.

3. 'P: D (X;AY) — DL(X; Ay) possui imagem fechada.

B

. P € globalmente resolivel em G°.

()

. P ¢ globalmente resolivel em DY

6. Para cada h > 0 existe hy > 0 tal que

Yu € G9(X; A1), Pue GOM(X;Ay) = Fv e GI"(X;Ay) com Pv= Pu.
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Demonstracao. Omitida. O

A seguir, elaboramos nossa primeira aplicagao do modelo abstrato de Analise Funcional que de-
senvolvemos na Secao 1.2: o objetivo é relacionar certas propriedades de regularidade Gevrey de um
operador com propriedades de resolubilidade de seu transposto. Mantemos a notagao introduzida

na secao anterior. Comegamos com um pequeno resultado a respeito do nicleo de P.
Proposicao 2.10. Suponha que existam um espaco de Fréchet E e inclusoes continuas
GI(X;MN) = E— Dg(X;Al)
tais que
{ue E; Pu=0} C GI(X;\y). (2.7)
Entao o nicleo da aplicagio P : G7(X; A1) — G9(X; A2) tem dimensao finita.

Demonstragdo. Denotamos por ker(P) o nucleo da aplicagao P : G7(X; A1) — G9(X;A2), o qual
é um subespaco fechado de GZ(X; A1) e, portanto, um espago DFS. Ademais, o subespaco definido
em (2.7) é claramente sequencialmente fechado em E, o qual é um espago de Fréchet. Contudo, a

propriedade (2.7) garante que a inclusao continua
ker(P) = {u€ E; Pu=0}

é sobrejetora, logo um isomorfismo pelo Teorema da Aplicagdo Aberta de De Wilde (posto que

todo espago de Fréchet é ultrabornoldgico). A conclusao segue do Lema 1.8. 0

Definigao 2.11. Seja o4 > o. Dizemos que P é (04, 0)-hipoeliptico se
Vu € GIT(X; A1), Pue GI(X;A2) = ue GI(X;A).
Seja
I'={(u,Pu); ue GI(X;A1)}

o gréfico da aplicacao P : GZ(X;A1) — GZ(X; Ag).

Lema 2.12. Seja oy > 0. Se P € (0.4, 0)-hipoeliptico entao I € fechado quando considerado como
subespago de Got(X; A1) x GI(X; Ag).

Demonstragao. De acordo com o Corolario 1.5 basta provarmos que I' é sequencialmente fechado
em Go (X;A1) x GI(X; As), e para tanto tomemos {u, },en uma sequéncia em GJ(X; A1) e um
par (u,v) € Ge™(X;A1) x GI(X;Ag) tais que (uy, Puy,) — (u,v) em Ge™ (X; A1) x GI(X;Ag):

devemos mostrar que u € GZ(X; A1) e que Pu = v. Temos
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e u, > uem Ge(X;A) e
o Pu, —vem GI(X;A2).
Gragas & continuidade da inclusdo Gg " (X; A1) < D! (X; A1) temos, do primeiro ponto acima, que
u, — u em D (X;Aq)
e da continuidade de P segue que
Pu, — Puem D.(X;As).

Mas também temos uma inclusdo continua G?(X;As) — D, (X;A2), e entdo o segundo ponto

acima nos da
Pu, — v em D.(X;Ay).

Como D.(X;Az) é um espago FS e, portanto, de Hausdorff, temos Pu = v, o qual pertence a
G9(X;A2). Masu € Get(X; A1) e P é (04,0)-hipoeliptico por hipétese, donde u € GI(X;A1). O

Teorema 2.13. O grdfico T' € fechado em Go ™ (X; A1) x GI(X;A3) se e somente se a aplicacio
P:G%2(X;A1) — G2(X; A2) possui imagem fechada e nicleo finitamente gerado.

Demonstracao. Tome, no Teorema 1.12,

F=GI(X; M)
G = GI(X; M)
B =G (XA
T=P

e note que nossa hipétese (2.1) garante, apds passagem a uma subsequéncia injetiva da familia
{GT*"(X; A1) }ns0, & propriedade (1.7). O

Podemos sintetizar as conclusoes da presente se¢ao no seguinte enunciado.
Coroldrio 2.14. Se P ¢ (04, 0)-hipoeliptico para algum oy > o entdo

1. P:GI(X; A1) — G9(X; Aa) possui nicleo finitamente gerado,

2. P ¢ globalmente resolivel em G e

3. P ¢ globalmente resolivel em D.,.

Demonstragao. Omitida. 0
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2.4 Resolubilidade semi-global

Desta secao em diante abandonamos a hipotese de compacidade sobre X. Para a classe de
operadores abstratos que introduzimos acima hé varias nocoes possiveis de resolubilidade. Inicia-
mos seu estudo pela nogao de resolubilidade semi-global que, gracas a Proposicao 2.16, reduz-se a
questao de determinar quando a aplicagao linear induzida pelo operador em cada subconjunto com-
pacto (via localizacado) é sobrejetora. Gragas a este fato, este sabor de resolubilidade é o que melhor
tolera as ferramentas de Analise Funcional que desenvolvemos no primeiro capitulo, além de — ao
menos do ponto de vista da nossa abordagem — ser a generalizacao natural da resolubilidade global
em variedades compactas que estudamos na secao anterior. Tomando como ponto de partida a re-
solubilidade semi-global, discutiremos também resolubilidade global (em variedades nao-compactas,
e para tal introduziremos a nogao correspondente de P-convexidade) e resolubilidade local (olhando
para resolubilidade semi-global do operador em vizinhangas compactas pequenas de pontos) nas
secoes subsequentes.

Mantemos a notagao da se¢ao anterior, isto é, P é um operador como em (2.4).

Definigao 2.15. Dizemos que P é semi-globalmente resolivel em X se para cada f € D, (X;A2) e
cada aberto W CC X houver u € DL(W; Aq) tal que

Pu= flw.

Proposicao 2.16. O operador P é semi-globalmente resolivel em X se e somente se para cada
compacto K C X a aplicagio P : D,(K; A1) — DL (K;A2) for sobrejetora.

Demonstragcao. Suponha inicialmente resolubilidade semi-global de P em X e tome K C X um
compacto. Escolha ainda W CC X vizinhanca aberta de K: da propriedade de que para cada
f €D (X;A2) hd u € D (W; A1) satisfazendo Pu = f|w temos, por meio do Lema 2.7, a sobreje-
tividade da aplicacao P : D, (K; A1) — DL(K; A2).

Suponhamos agora que P : D/ (K; A1) — D.(K; Ag) é aplicagao sobrejetora para todo compacto
K C X, e fixemos arbitrariamente um aberto W CC X. Sempre pode-se encontrar um compacto
K C X que contém W, e o Lema 2.6 garante que para todo f € D/ (X;As) haverd u € D (W;Aq)

tal que Pu = f|y. Posto que W é arbitrério, P é semi-globalmente resolivel em X. ]

Note, em particular, que se P é semi-globalmente resolivel em X entao P é semi-globalmente

resoluvel em cada subconjunto aberto de X.

Corolario 2.17. P ¢ semi-globalmente resoluvel em X se e somente se para todo compacto K C X

valerem as sequintes propriedades:
1. a aplicagio 'P : GI(K; Ay) — GI(K; A)) € injetora; e

2. para cada h > 0 existe hy > 0 tal que

Vu € GI(K;AL), 'Pu e GIME;A)) = u € G (K AY).
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Demonstragao. De acordo com a Proposigao 2.16, a resolubilidade semi-global de P em X vale se
e s6 se para cada compacto K C X a aplicacao P : D) (K;A;) — DL(K;A3) for sobrejetora, o
que por sua vez é equivalente & aplicacdo 'P : GI(K; L) — GI(K;A}) ser injetora e ter imagem
fechada (pelo Corolédrio 1.5 em conjunto com o Teorema de Hahn-Banach). A conclusao segue do
Lema 1.6, em vista da identidade (2.3). O

Coroldrio 2.18. Se P é semi-globalmente resolivel em X entdo ‘P : GI(X;Ay) — GI(X;A)) ¢
injetora. Em particular, P : D, (X; A1) — DL(X;As) tem imagem densa.

Demonstra¢do. Suponha que u € GI(X;Ab) é tal que *Pu = 0: afirmamos que u = 0. Para prova-
lo, basta tomar K C X algum compacto que contenha supp u, isto é, tal que u € GZ(K;A}). Dado
que ‘P : GI(K;Ay) — GI(K;A}) é injetora pelo Corolério 2.17, a conclusdo segue do fato de ‘P

ser localizavel. O

2.4.1 Nao-confinamento de singularidades

O objetivo desta secao é estabelecer uma generalizagao (parcial) do Corolario 2.14, no presente
contexto de operadores agindo em variedades nao-compactas. Para tanto, introduzimos aqui uma
nogao Gevrey de ndo-confinamento de singularidades que, num sentido vago, é um tipo de “hipoe-
lipticidade com suporte compacto”: em vista do paralelo tracado, na secao anterior, entre a teoria
de resolubilidade global em variedades compactas e a de resolubilidade semi-global em variedades
nao-compactas, a coisa certa a se fazer aqui parece ser olhar para a regularidade apenas de objetos
com suporte compacto.

O significado preciso do programa que estabelecemos acima ficara claro a seguir. Para isto,
fixemos K C X um compacto. Procedendo analogamente a demonstragdo do Coroldrio 2.14,

prova-se o seguinte resultado.

Proposicao 2.19. Suponha que exista o4 > o tal que
Yu € Gg+(K; A1), Pue GZ(K, Ay) = u e Gg(K,Al)

Entao P : GZ(K; A1) — GI(K; A2) possui imagem fechada e nicleo finitamente gerado.
Demonstracao. Omitida. O

Definicao 2.20. Dizemos que P possui a propriedade de nao-confinamento das singularidades G°

em X se
Vu € C°(X;A1), Pue GI(X;A2) = ue GI(X;A).
Teorema 2.21. Suponha que
1. a aplicagio 'P : GI(X; Ay) — G9(X; A}) seja injetora e que

2. 'P possua a propriedade de nao-confinamento das singularidades G® em X.
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Entao P serd semi-globalmente resoluvel em X.

Demonstragdo. Dado que as singularidades G° de ‘P nao estdo confinadas em X conclui-se, entre

outras coisas, que para cada compacto K C X tem-se
tPuec GI(K;N) = u e GI(K; M)

para todo u € C°(K;A): da Proposigao 2.19, temos que ‘P : GI(K;AL) — GI(K;A)) é uma
aplicagdo com imagem fechada. Mas por hipétese esta aplicacao é também injetora, e logo sua
transposta P : D, (K;A1) — DL(K;As) é sobrejetora. Posto que K é arbitrério, a resolubilidade
semi-global de P segue da Proposigao 2.16. O

2.5 Resolubilidade global

Como ¢ usual, a passagem da resolubilidade semi-global para a resolubilidade global requer a
adocao de uma nogao conveniente de P-convexidade: é deste assunto que trataremos nesta secao.

Por questoes de completude, comecamos com a defini¢ao bésica.

Definicao 2.22. Dizemos que P é globalmente resoluvel em X se a aplicacao
P Dy (X5 A1) = D (X5 A)

for sobrejetora.

A seguir, caracterizamos resolubilidade global em termos dos limites injetivos correspondentes.
Note o paralelo com a caracterizacao de resolubilidade global em variedades compactas apresentada

no Corolario 2.9 e com a caracterizagao de resolubilidade semi-global apresentada no Corolario 2.17.
Proposigcao 2.23. P ¢ globalmente resolivel em X se e somente se
1. a aplicagio 'P : GI(X; Ay) — GI(X; A}) for injetora e

2. para cada compacto K C X e cada h > 0 houwver K, C X outro compacto e hy > 0 tais que
tPue GIM(K;A)) = u € GO+ (K Ab)

para todo v € GZ(X; AY).
Demonstragdo. Segue imediatamente do Lema 1.6, tendo em mente a Observacao 2.2. O

O “problema” do resultado acima é que, em vista do duplo limite injetivo na Observacao 2.2, o
compacto K acima pode depender de h, e ndo somente de K. A fim de eliminar essa dependéncia,
introduzimos a seguinte nocao de P-convexidade em relacao a suportes, cuja aplicagao ficard evi-
dente imediatamente na sequéncia: uma versao, no contexto de ultradistribuicoes, de um famoso

resultado de resolubilidade global para distribuigoes [30, Theorem 38.2].
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Definicao 2.24. Dizemos que X é P-convexo em relacdo a suportes se para cada compacto K C X

houver outro compacto K C X tal que
supp'Pu C K = suppu C K

para todo u € GZ(X; Ab).
Teorema 2.25. Suponha que
1. P € semi-globalmente resolivel em X e que
2. X € P-convexo em relacao a suportes.
Entao P é globalmente resoluvel em X.

Demonstracao. Dado que P é semi-globalmente resolivel em X, o Corolario 2.18 garante a inje-
tividade da aplicagio 'P : G9(X;A)) — GI(X;A}). Uma vez que, por hipétese, também X é
P-convexo em relagao a suportes, para cada compacto K C X podemos encontrar outro compacto
K = K(K) C X tal que

€ GI(X; AL .
Jueetiiho) b e ariiag)
Pu e GI(K;A))
Tomemos entao Ky C X um compacto que contenha ambos K e K. Invocando mais uma vez a
resolubilidade semi-global de P em X, dado h > 0 encontramos, gracas ao Corolédrio 2.17, um certo
hy = hy (K4, h) >0 tal que

v € GI(K4;Ay)

= v € GIM (K y; AY).
tPy e GIM (K AY) } (K 8)

Juntando tudo, temos
u€GIX3Ay) | u € GZ(K; Ab)
'Pue GIM(K; M) 'Pue GIM(K;N)
u € GZ(K4;A3)
= t o,h /
Pu e Gc7 (K+,A1)

= u € GIM (K5 A))

o que implica resolubilidade global em X imediatamente, gragas a Proposicao 2.23. O

O seguinte resultado ilustra, como é usual noutros contextos, como uma certa propriedade
de continuagao tnica das solugoes da equacao homogénea — aqui adaptada para o caso Gevrey —

garante convexidade em relacao a suportes.
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Proposicao 2.26. Suponha que X seja conexa e que P desfrute da sequinte propriedade de con-

tinuagao unica das solucoes em X : se
1. Q C X for um aberto,
2. ve G(QA) for tal que Pu=10em Q e
3. v =0 em algum aberto conexo nao-vazio w C €}

entdo v = 0 naquela componente conexa de ) que contém w.
Sejam ainda K C X um compacto e denotemos por K C X a reunido de K com todas as

componentes conexas de X \ K que sejam relativamente compactas em X . Neste caso, temos que
supp Pu C K = suppu C K

para todo u € GI(X;A1). Em particular, que X é'P-convezo em relagdo a suportes.

Demonstracao. Sejam K, K como no enunciado, e tomemos u € GZ(X; A1) com a propriedade de
que supp Pu C K: provaremos que suppu C K. Noutras palavras, provaremos que suppu nao
intercepta qualquer componente conexa de X \ K que nao seja relativamente compacta em X.

Tomemos {2 uma componente conexa de X \ K que ndo seja relativamente compacta em X.
Entres outras coisas, {2 é subconjunto aberto de X \ K, e portanto aberto em X. Afirmamos que
suppu N = (. Com efeito, note inicialmente que suppu N 2 nao pode ser a totalidade de €,
pois de outro modo €2 seria relativamente compacto em X (uma vez que supp u é compacto). Isto
significa que Q \ suppu nao pode ser vazio, e sendo este um subconjunto aberto de X podemos
selecionar um aberto conexo nao-vazio w C €2\ supp u.

Defina v = ulg € G7(2;A1). Como Q@ C X \ K e supp Pu C K temos que Pv = 0 em (.
Ademais, como w C 2\ supp u temos que v = 0 em w: segue das hipéteses sobre P que u = v =0
em toda a componente conexa de €} que contém w. Mas () é conexo por construgao — a saber, é
uma componente conexa de X \ K — e logo u =0 em §.

A 1ltima conclusao segue do fato de K ser compacto, conforme [27, Proposition 3.10.2]. ]

Encerramos esta secdo com um conjunto de condicdes suficientes para X ser !P-convexo em
relacdo a suportes, no caso especial em que o fibrado de partida A; é o fibrado de linha trivial: este

é o caso dos exemplos que estudaremos no proximo capitulo.

Corolario 2.27. Suponhamos que X seja conexa, que Ay = X x C e que P seja analitico-

hipoeliptico no sequinte sentido: para cada aberto  C X tem-se

ue G7(Q)

= u e C¥(Q).
Pu € C¥(Q; Ay)

Entdo X é'P-convexo em relacdo a suportes.
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Demonstracao. Gracas a Proposicao 2.26, pois é claro que sob as hipoteses acima P possui a

propriedade de continuacado unica das solucoes em X. ]

2.6 Resolubilidade local

Fixemos um ponto 0 € X, o qual denominamos a origem.
Proposicao 2.28. As sequintes propriedades sdo equivalentes.

1. Para cada U C X wizinhanga aberta da origem e cada f € D) (U;A3) existem V C U outra

vizinhanga aberta da origem e u € DL (V; A1) tais que Pu = f|y.

2. Para cada U C X wizinhanca aberta da origem hd wma outra tal vizinhanca V. C U des-
frutando da sequinte propriedade: para todo f € D, (U;A3) existe u € DL(V; A1) tal que
Pu=flv.

Demonstragao. Provaremos a implicagdo 1. = 2., posto que a reciproca é trivial. Sejam U C X
uma vizinhanga aberta fixada da origem e {V,, },en um sistema fundamental de vizinhangas abertas

da origem tais que V,, CC U para todo v € N. Para cada v € N definimos
E, = {(f,u) € Dy (Us A2) x Dy (Vis A1) 5 Pu= fly, }-

Afirmamos que E, é fechado em D/ (U; Ay) x D, (V,; A1); e este dltimo espago, como todo produto
cartesiano de espacos de Fréchet — conforme ora observado, ambos os fatores sao espagos FS —,
é ele proprio um espaco de Fréchet. A fim de averiguar a afirmacdo, tomemos uma sequéncia
{(fr,ur) }ken € E, satisfazendo

(fis u) = (f,u) em Dy (U; Az) x Dy (Vi3 Ar)
para algum par (f,u) € DL(U;Ag) x D.(V,;A1). Temos assim que

fk — f em D‘;(U; Ag),

ug — w em DL (V5 Aq).
A primeira convergéncia acima implica que
felv, = flv, em D (V,; As)
enquanto a segunda, conjuntamente com a continuidade de P, implica
Puy — Pu em D.(V,; As).

No entanto tem-se Puy = fi|y, para todo k € N, de modo que Pu = f|y,, isto é, (f,u) € E,. Isto

encerra a prova da afirmacao.
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Para encerrar a demonstracao da proposicao tomemos, para cada v € N, a projecao na primeira

coordenada

m B, — DL(U;A)
(fiu) — f

a qual é obviamente uma aplicacao linear e continua, e nossa hipotese garante que

/
DO‘(U; AQ) = U 7TV(EV)'
veN
A conclusao segue agora da maneira tradicional, via Teorema de Baire mais uma versao conveniente

do Teorema da Aplicacao Aberta para espacos de Fréchet. ]

Definigcao 2.29. Diremos que P é localmente resolivel na origem se valer alguma das condicoes

equivalentes descritas no enunciado da Proposicao 2.28.

Corolario 2.30. Resolubilidade local na origem é equivalente a resolubilidade semi-global em al-

guma vizinhanca aberta da origem.

Demonstragao. De fato, se P for localmente resolivel em 0 haverd uma vizinhanga aberta de 0, a
qual denominaremos V, tal que para todo f € D/ (X;Ag) existird um u € D/ (V; A1) satisfazendo
Pu = fly. Pelo Lema 2.7, a aplicagdo P : DL(K;A1) — D.(K;As) serd sobrejetora para cada
compacto K C V, o que por sua vez implica resolubilidade semi-global de P em V' de acordo com

a Proposicao 2.16. A reciproca dispensa comentérios. O

Proposicao 2.31. Se o nicleo da aplicagio P : GZ(X; A1) — G7(X;A2) for finitamente gerado
entao existe U C X wvizinhanga aberta da origem onde P : GZ(U; A1) — G9(U; Ag) € injetora.

Demonstragao. Suponhamos que a aplicagao P : GZ(U; A1) — G7(U;A2) néo seja injetora, nao
importando o quao pequena U C X seja. Rigorosamente, isto quer dizer que podemos encontrar
uma sequéncia estritamente decrescente de vizinhancas abertas da origem — a qual denotaremos

por {U, },en — e uma sequéncia {u, }, ey C GZ(X; A1) com as seguintes propriedades:
e u, #0,
e suppu, C U, e
e Pu,=0
para todo v € N. Sem perda de generalidade, podemos também supor que
() U» = {0}.
veN

Note que, para cada v € N, a secao u, é continua e nao se anula identicamente, de modo que

seu suporte suppu, nao pode consistir na origem apenas, o que nos permite encontrar v’ > v
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tal que supp u, nao esteja integralmente contido em U, . Argumentando indutivamente, passando
a uma subsequéncia e renomeando os indices se necessario, podemos supor que supp u, nao esta

integralmente contido em U, para todo v/ > v. Daf segue que
u, & span{u, ; V' > v}.

Como este argumento aplica-se a todo v € N e nenhum wu, anula-se identicamente, temos que
{uy }ren é um conjunto linearmente independente, o qual por construgao esta contido no nicleo de

P:G9(X;A1) = G2(X; Ag). O

Corolario 2.32. Se P possui a propriedade de nao-confinamento das singularidades G° em X

entdo 'P ¢ localmente resolivel em todo ponto.

Demonstragdo. Selecionamos 2 CC X uma vizinhanga aberta da origem e K C X um compacto
que contém 2. Como as singularidades G° de P nao estao confinadas em X, a Proposicao 2.19
assegura que o nucleo da aplicacdo P : GI(K; A1) — GI(K;A2) seja finitamente gerado; como
2 C K, o mesmo se pode dizer da aplicacao P : GZ(2; A1) — G2(; A2): da proposigao anterior
segue a existéncia de uma vizinhanga aberta da origem U C Q2 onde P : GZ(U; A1) — G(U; Ag) é
injetora.

Mas claramente o nao-confinamento das singularidades é herdado por subconjuntos abertos,
logo as singularidades G° de P também nao ficam confinadas em U: o Teorema 2.21 implica,

entdo, resolubilidade semi-global de *P em U. Como “a origem” é arbitraria, o resultado segue. [
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Capitulo 3

Operadores diferenciais e sistemas

Neste capitulo, tragamos algumas aplicagoes concretas da teoria abstrata que desenvolvemos no
Capitulo 2: o principal objetivo aqui sera estabelecer a propriedade de nao-confinamento das sin-
gularidades Gevrey para varias classes de operadores diferenciais parciais lineares. Dentre as varias
vantagens que esses operadores oferecem — em contraste com as versoes abstratas dos capitulos
anteriores — uma das mais importantes é o fato de tolerarem Anadlise Microlocal, da qual faremos
uso diversas vezes ao longo do presente capitulo.

Na primeira segao, fazemos vérias observagoes a respeito de operadores tipo gradiente (e suas
transpostas, os operadores tipo divergente) associados a sistemas de operadores escalares. Este tipo
de operador, além de generalizar os operadores escalares propriamente ditos (dos quais trataremos
exclusivamente nas secoes subsequentes, e os resultados demonstrados na primeira secao a eles se
aplicam), sdo o modelo local de um operador genérico agindo em um fibrado de linha complexo —
por exemplo, certos operadores associados a familias de campos vetoriais complexos, que estudamos
no proximo capitulo.

Em seguida, exploramos trés exemplos de familias de operadores escalares com a propriedade
de nao-confinamento de singularidades: uma classe de operadores de Hormander; certos operadores
que apresentam propagacao de singularidades Gevrey; e operadores de forca constante em espacos

euclideanos.
3.1 Sistemas tipo gradiente/divergente

Sejam X uma variedade real-analitica, ¢ > 1 e P,..., P, operadores diferenciais parciais
lineares de ordem r € Z4 com coeficientes em G“. Fica aqui implicito que cada P; é um operador
escalar, ou seja, age nas secoes do fibrado de linha trivial X x C. Isto quer dizer que se {2 C X for

dominio de um sistema de coordenadas real-analitico podemos escrever, em §2,

onde al, € G7(Q) para |a| <r e j € {1,...,n}. Dada uma funcio suave u definimos

Pu = (Pu,...,Pu)

33
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o que define P como um operador diferencial linear — o operador gradiente associado ao sistema
{P1,...,P,} —, com coeficientes em G, o qual leva se¢oes de A; = X x C em se¢oes de Ag = X xC".
Note que operadores gradiente sdo uma generalizacao de operadores escalares (dos quais discuti-
remos varias classes nas préximas sec¢oes, as quais aplicam-se os resultados que demonstraremos
aqui) e, ademais, provém um modelo local de qualquer operador diferencial linear cujo fibrado de
partida é um fibrado de linha (bastando olhar para a expressao de um tal operador em trivializagoes
locais).

Uma conta simples revela que ‘P é também um operador diferencial linear com coeficientes em
G, este levando segoes de A}, =2 X x C" em segoes de A] = X x C. Nao é dificil, neste caso, obter
a expressao de 'P segundo estes isomorfismos: se f = (fi,..., fn) é uma n-upla de funcoes suaves

entao

‘Pf=7 "Ff;.

J=1

o qual denominamos o operador divergente associado ao sistema {'Py,...,'P,}.
Como de costume, define-se o conjunto caracteristico de P como sendo a intersec¢ao dos con-

juntos caracteristicos de todos os P, isto ¢,
n
Char(P) = ﬂ Char(Pj)
j=1

e dizemos que P é eliptico se Char(P) = (). Neste contexto, o seguinte resultado é imediato.

Proposigao 3.1. Se P for eliptico entdao todo u € E'(X) que satisfizer Pu € GI(X;C"™) pertence

de fato a GZ(X). Em particular, as singularidades G° de P ndo estao confinadas em X .

Demonstragao. Denotamos por WF, o conjunto frente-de-onda G7: sabe-se que dado u € &£'(X)

tem-se
WF,(u) C WF,(Pju) U Char(P;)
para cada j € {1,...,n}. Se supusermos que Pu € G?(X;C") teremos, para cada j € {1,...,n},
Pju e G°(X)
que lé-se microlocalmente como
WF, (Pju) =0
e implica, portanto, que WF,(u) C Char(P;) para todo j € {1,...,n}, ou seja

WF,(u) C Char(P).
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Uma vez que este dltimo conjunto é vazio por hipdtese temos WF,(u) = 0, isto é, u € G7(X).

Como supunhamos que u tinha suporte compacto, isto encerra a demonstragao. ]
Proposicao 3.2. Suponhamos adicionalmente que

e X seja conexa e mao-compacta, e que

e 0s coeficientes al, sejam reais-analiticos em sistemas de coordenadas reais-analiticos.
Neste caso, se P for eliptico entdo 'P serd globalmente resolivel em X.

Demonstragdo. De acordo com o Teorema 2.25 basta provarmos que P é semi-globalmente re-
solivel em X e que X é ‘P-convexo em relacdo a suportes; contudo, segundo o Teorema 2.21 e o

Corolério 2.27, para tanto é suficiente verificarmos que
1. a aplicagdo P : GZ(X) — G7(X;C") é injetora, que
2. as singularidades G? de P nao sao confinadas em X e que
3. P é analitico-hipoeliptico.

A segunda propriedade acima é o contetido da proposicao anterior, e a verificacdo da terceira segue
a mesma linha de demonstragdo daquela, porém microlocalizando na categoria real-analitica. Mas

a primeira propriedade segue da terceira, ja que X é conexa e nao-compacta. ]

E claro que se P for globalmente G7-hipoeliptico em X, o que pode ser entendido como, por

exemplo,

u € C®(X)

=u e G(X)
Pu € G7(X;C")

entao obviamente P possui a propriedade de nao-confinamento das singularidades G° em X, sendo
que a reciproca nao vale em geral. Contudo, quando a projegdo de Char(P) em X é compacta,

podemos provar que essas duas propriedades sao equivalentes.

Proposicao 3.3. Denotemos por w: T*X — X a projecdo canonica do fibrado cotangente na base,

e suponha que o conjunto
Y = n(Char(P))

seja compacto. Se as singularidades G° nao forem confinadas em X entdo P serd globalmente

G -hipoeliptico em X.

Demonstragdo. Sejau € C*°(X) tal que Pu € G7(X;C"™). J& sabemos, por Andlise Microlocal, que

u é G longe de X. Contudo, como este conjunto é compacto existe ¢ € G7(X) tal que ¢ = 1 numa
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vizinhanga de 3. Assim, ¢u € C°(X), e perto de ¥ temos que P(¢u) = Pu é G? por hipdtese;
ademais, como u é G longe de ¥ temos que ¢u — e portanto também P(¢u) — é G longe de X.
Concluimos que P(¢u) € G (X;C"), e uma vez que P possui a propriedade de nao-confinamento
das singularidades G? em X, temos ¢u € G7(X). Mas como u = ¢u perto de X, concluimos que u
é também G? 14, de modo que u € G7(X). O

3.2 Operadores de Hormander

Por simplicidade, tomemos 2 C R um aberto. Recordemos que o espaco dos campos vetoriais
reais suaves sobre {2 — o qual denotaremos por C*°(2; 7)) — é uma &lgebra de Lie quando munido
do colchete de Lie (comutador). Dado um subconjunto arbitrério I' C C°°(2; T2) denota-se por
Lie(I") a menor subdlgebra de Lie de C*°(Q;TQ2) que contém I'.

Definigao 3.4. Diremos que I' C C°°(2; TQ) satisfaz a condi¢ao de Hérmander em € se para cada

x € £ o conjunto
Liey(T") = {X(x) ; X € Lie(I')}

for igual a T,.92.
Seja P = P(x,D) um operador diferencial linear em . Dizemos que P é um operador de
Hérmander se existirem X, X1,...,X, € C®°(Q;TQ) e a € C°(R) tais que
14
P=) X7+ Xo+a.

=1

E sabido [17] que se {X; ; 0 < j < v} satisfizer a condicdo de Hormander em Q entio para cada

compacto K C € existirao constantes C' > 0 e § > 0 tais que

lulls < C(|[Pullo + [[ullo), Yu € CZ(K). (3.1)
Aqui, || - ||s denota a norma do espago de Sobolev H*(R") para s € R. Temos ainda o seguinte
resultado a respeito de regularidade Gevrey para tais operadores [13, Théoréme 1.5, Théoreme 1.6].

Teorema 3.5. Suponha que {X; ; 0 < j < v} satisfaz a condi¢ao de Hormander em Q. Entdo para
cada compacto K C Q) existe um racional pg > 0 — dependendo apenas do nimero de comutadores
de Xo,X1,...,X, necessdrios para se gerar T em K — com a seguinte propriedade: se o > 2/pk

e os coeficientes de P pertencerem!' a G°(S) entdo vale que

u € D'(Q)

Pu e G°(K) } =uec G(K).

sto é: Xo, X1,...,X, € G7(Q;TQ) e a € G7(Q).
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Se supusermos, ademais, que {X; ; 1 < j < v} satisfaz a condi¢do de Hormander em Q entdo

a conclusao acima vale para todo o > 1/pg.
Demonstragao. Omitida. O]

Suponha entao que {X; ; 0 < j < v} (respectivamente {X; ; 1 < j < v}) satisfaz a condigao
de Hormander em 2 e, por simplicidade, que os coeficientes de P sao reais-analiticos em 2. Se

U CcC Q for um aberto temos, para todo o > 2/pk (resp. o > 1/pk), que vale

ue CX(U)

} =ue GIU)
Pue GI(U)

e, logo, as singularidades G° de P nao estao confinadas em U.
Nao se pode esperar, contudo, que operadores de Hormander em geral (mesmo aqueles cujos
coeficientes sao reais-analiticos) desfrutem da propriedade de nao-confinamento das singularidades

G para todo o > 1, conforme ilustra o exemplo abaixo.

Ezemplo 1. Em R?, com coordenadas (x,v), considere o operador

P = 6% + (xay)Q + (yay)z
=07 + (2 +y*) 02 + yo,

o qual claramente satisfaz a condicao de Hormander, ja que
[Or, 20y = 0y

de modo que basta 1 comutador para gerarmos TR? a partir da famflia {0, 28y, yd,}. Contudo,

segue de resultados em [25] que existe u € G?(R?) tal que
e Pu=0emR?e
e u ¢ G?(R?) para todo o € (1,2).

Em particular, P nao é G7-hipoeliptico para todo o € (1,2). Por outro lado, é claro que P é
eliptico fora da origem e, portanto, a projecao de seu conjunto caracteristico na base contém a
origem apenas, que logo é um subconjunto compacto de R2.

Segue assim da Proposicao 3.3 que para cada o € (1,2) o operador de Métivier nao apresenta a

propriedade de nao-confinamento da singularidades G° em qualquer vizinhanga aberta da origem.

Discutiremos agora uma classe de operadores de Hérmander, introduzida em [7], que possuem
a propriedade de nao-confinamento de singularidades G° para todo ¢ > 1. Tomemos U C R™
e V. C R" abertos, e denotemos por (z,t) = (z1,...,%m,t1,...,t,) as coordenadas usuais em

Q =U x V. Suponha que tenhamos oy > 1 e:
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o V1,...,Y, € G°(V;TR") tais que

TiR" =span{Yj|;; 1 <j<r}, VteV;
o bj, € G°(V;R) para j e {1,...,7} e k € {1,...,m} tais que se definirmos

m
) 0 .
k=1

entdao {Xi,...,X,} satisfaz a condigdo de Hérmander em 2.

Neste caso, dizemos que o operador

pertence a classe O(U, V).

Proposicao 3.6. Operadores na classe O(U, V') possuem a propriedade de nao-confinamento das

singularidades G° em S0, para todo o > og com o > 1.

Demonstragao. Seja P como acima, o qual é, portanto, um operador de Hormander: dado K C 2
compacto existem constantes C' > 0 e § > 0 tais que vale (3.1). Ademais, é bem conhecido o fato

de que para cada € > 0 pode-se encontrar C¢ > 0 tal que
[ullo < ellulls + Cellul| -1, Yu € CZ(K).
A partir dai, um argumento tradicional permite concluir que existe uma constante C7 > 0 tal que
[ullo < Cr(|Pullo + [[ull-1), Yu € CZ(K).

Fixemos ¢ > 1 como no enunciado e suponhamos que u € C°(K) é tal que Pu € GI(K):
verificaremos que v € GJ(K). Como P é eliptico em t — gracas a hipdtese sobre os campos

Y1,...,Y, — basta provarmos que u é G° em z, ou seja, que existe uma constante B > 0 tal que
105 ullo < Bl*F1ale (3.2)
para todo a € Z!. Para tanto note que, como Pu € GI(K), existe A > 0 tal que
102 (Pu)|lo < AP vp e Z™.
Escolhemos entao M > 1 tal que

Jullo < MA
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e, simultaneamente,

Afirmamos que B = M A satisfaz os requisitos acima.

Procederemos a verificacao de (3.2) por indugao sobre d = |a|. O caso base d = 0 ja estd
verificado em razao da escolha de M. Suponhamos agora (3.2) ja verificada para todo o € Z'" com
|a| = d e tomemos o agora com |a| = d + 1. Logo, existe j € {1,...,m} tal que o;;j > 1, de modo

que |a — e;| = d: usando que [P,0%] = 0 e a hipdtese de indugao temos que
[0z ullo < C1 (197 (Pu)llo + [|0zul|-1)
<0y (AleHtar ¢ Ha;‘*ef’uu())

<C; (A'a""loz!” + Blol(a — ej)!”>

|| 41
< ClB|a|+1a!U (A + 1)

Blal+1 B
1 1
- la[+1 10 =
CiB al <MO‘|+1 + MA)

1 1
< la+1 o (= 4~
<O B« (M + MA>

< B\a|+1a!0.

3.3 Um operador com propagacao de singularidades

Sejam 2 C R™ uma vizinhanga aberta da origem, m > 2 um numero inteiro e Q(x, D) um
operador diferencial parcial linear em €2, com coeficientes reais-analiticos e de ordem m — 1. Se-

gundo [28, Theorem 4.0.1] temos:

Teorema 3.7. Seja 1 <o <m/(m—1). O operador
P(z,D) = Di" + Q(z, D) (3.3)
satisfaz as sequintes propriedades.
1. Eziste u € DL(Q)\ G7(Q) tal que P(x,D)u € G°(Q).

2. Seu € D.(Q) ¢étal que P(x,D)u € G°(Q) e se (2),...,20) pertence ao suporte singular G°

de u entao o conjunto

Qn{(t,z3,...,2%) ; t e R}

rn

estd integralmente contido no suporte singular G° de u.
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Demonstracao. Omitida. O

Corolario 3.8. Se 1 < 0 < m/(m — 1) entao o operador (3.3) possui a propriedade de ndo-

confinamento das singularidades G° em €.

Demonstragao. O teorema garante que se u € DL (2) é tal que P(x, D)u € G?(2) entdo o suporte
singular G? de u nao pode ser um subconjunto relativamente compacto de €2 — exceto se for vazio.
Logo, se supusermos que u tem suporte compacto em (2, teremos automaticamente v € G°(Q2). [
3.4 Operadores de forga constante

Comegaremos esta secao com um resultado de nao-confinamento de singularidades Gevrey para

operadores de coeficientes constantes em R"™.

Lema 3.9. Operadores de coeficientes constantes possuem a propriedade de nao-confinamento das

singularidades G° em R™ para todo o > 1.

Demonstragao. Seja P(D) um operador de coeficientes constantes em R" e F € D/'(R™) uma
solucao fundamental de P(D). Se u € C°(R") é tal que P(D)u € GZ(R™) entao, por um lado,
E x P(D)u € G°(R™). Por outro lado

Ex«P(D)u=P(D)E *xu
=d0*xu

=Uu

onde ¢ denota o delta de Dirac em R". Concluimos que u € G?(R"). O

Recordemos agora a definicao de operador de forgca constante. Dado um polinémio P em n

variaveis &1, . .., &, definimos

ol

PE) = > 10gP©)

a€Zl

Se @ é um outro polinémio do mesmo tipo, dizemo-lo mais fraco que P se existir uma constante
C > 0 tal que

Q&) < CP(¢), VE e R,

o que denotamos por Q < P. Se Q < P < @ dizemos que P e ) sdo igualmente fortes.

Definicao 3.10. Sejam 2 C R™ um aberto e P(z, D) um operador diferencial linear em 2. Dizemos
que P(x, D) tem for¢a constante em € se, para quaisquer z,y € €2, os polinémios P(z,-) e P(y,-)

sao igualmente fortes.
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O objetivo desta secao é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.11. Sejam Q C R™ um aberto e o9 > 1. Se P(x,D) for um operador diferencial
linear com coeficientes em G (Q2) e com for¢a constante em € entdo todo ponto de ) possui uma

vizinhanga aberta na qual as singularidades G° de P(xz, D) nao sao confinadas, para todo o > oy.

Enfatizamos que é consequéncia do Teorema 3.11 em conjunto com o Corolario 2.32 que, se
P(z, D) é um operador de forca constante como no enunciado acima, entdo ‘P (z, D) é localmente
resolivel, no sentido da Defini¢ao 2.29, em todo ponto de Q.

Para prové-lo, precisaremos de alguns resultados e notagoes de [1], onde é desenvolvida uma
teoria de ultradistribuicoes que engloba a teoria de Gevrey e constréi-se, dentro deste contexto,
uma generalizagao da teoria dos espagos B de L. Hérmander (que também usaremos, e para a
qual referimos o leitor a exposicao feita em [18]).

Fixemos o > o¢ > 1. Definimos € : [0,00) — R por

a qual é uma funcio concava, crescente, continua e satisfaz Q(0) = 0. Ademais?

J(Q)i/loog(t) at

t2

o0 1
:‘/m to2 dt
1

1
1—

9=

< 00.
Isto significa que se definirmos w : R” — R por
w(€) = Qe = ¢l
teremos w € ., isto é:
e para quaisquer &, € R” vale que

0=w(0) <w(+n) <w(&)+wn);

e tem-se

w(©) |
/ @+ eyt 4=

€

*Em [4], fungdes © com tais propriedades sao denominadas convergence type.
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e existem a € R e b > 0 tais que

w(€) > a+blog(1 + |¢])

para todo £ € R".

Neste caso, define-se o espaco D,,(R™) das fungoes-teste ¢ € LL(R") tais que

/ A 15(6)] dé < oo

para todo A > 0. Conforme [1], este espago possui naturalmente uma topologia localmente convexa
que o torna um limite injetivo de espagos de Fréchet e, portanto, simultaneamente “webbed” e
ultrabornolégico. Ademais, verifica-se facilmente que convergéncia (de nets) em D,,(R™) implica
convergéncia pontual.

Aproveitamos a oportunidade para demonstrar o seguinte resultado, que situa melhor esta

discussao e a contextualiza dentro do ambiente Gevrey que estamos acostumados.

Lema 3.12. Se 1l < og < o entdo
GI°(R"™) — D, (R") — G (R")

sendo que as aplicacoes de inclusdo sdo continuas e tém imagens densas. Em particular
Dy (R") = D[(R") = D, (R")

continuamente.

Demonstragao. Para provar a primeira inclusao, basta recordar a parte facil do Teorema de Paley-
Wiener para fungdes G°° com suporte compacto [28, Theorem 1.6.1]: se ¢ € G7°(R™) entao existem

constantes C' > 0 e € > 0 tais que
. %
6(6)] < Ce™ ™ | e e R™.

Assim, se A > 0 temos que

\/6)\|£|clr|(£(£)| dggc/e)\mlclredﬂ"lo d€<OO

sendo que a integral & direita ¢ finita pois 1/09 > 1/0.
Para a segunda inclusao, sejam ¢ € D,(R™) e A > 0. Note que ¢ é necessariamente suave e

podemos escrever, para x € R",

1

x) = e &
oa) = e [ €€ 0(0) at




3.4. OPERADORES DE FORCA CONSTANTE 43

e, para a € Z'},

Do) = g [ €7 €0(e) ae
_ 1 i€ pa,~NglT M7
g | €€ ene T QG ag

de modo que, em particular,

[D¢(x)| < (2i)n (sgp rswa'e‘*'f'3> / N7 13(¢)| de

sendo a tltima integral acima finita pois ¢ € D, (R™). Através de uma aplicagao elementar de

Calculo prova-se, contudo, que

1 olal aled
sup [¢[lole= el = </\> el
3

)"

<
e, portanto,
1 L olal\ 7!
DY < - Algle d 2=
D00 < oy [ A9 hace ac) (%)
= cCja)lel
o que, segundo [28, Proposition 1.4.2], garante que ¢ é G°.

Provaremos agora que a inclusao G7°(R™) C D, (R"™) é continua; a prova da continuidade da
segunda inclusao é idéntica. Como ambos os espagos sao “webbed” e ultrabornolégicos, podemos
invocar sem medo o Teorema do Grafico Fechado de De Wilde e concluir que aquela aplicagao é
continua se e somente se seu grafico for fechado em G7°(R™) x D, (R"), fato este que verificamos a

seguir. Tome {uq}aca um net em G7°(R™) tal que

uq — u em GZ°(R"™),

uq — v em Dy, (R").
Como ambas as convergéncias implicam convergéncia pontual temos que v = u, prova de que o tal
grafico é, de fato, fechado.

Quanto a densidade das inclusoes, esta segue do seguinte argumento. Se 1 < o1 < 039 e

definirmos

(€)= |67, € € R, je {1,2),
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entao existe uma constante C' > 0 tal que
wz(§) < Cwi(§), V€ € R,

e logo, de acordo com [/, Theorem 1.3.18], teremos que D,,, (R") < D, (R™) continua e densamente.

Dai a tese segue facilmente. O

A partir do espago D, (R™) define-se |1, Definition 1.5.1] o espago &, (R™) das fungoes ¢ : R™ — C
com a seguinte propriedade: para cada compacto K C R" existe uma fungdo em D,(R™) que
coincide com ¢ em K. Este espaco também possui naturalmente uma estrutura de espaco vetorial
topoldgico, cujo dual &/ (R™) pode ser identificado com o espago dos elementos de D/, (R™) cujo
suporte é compacto [4, Theorem 1.6.7].

Conforme [1], denotamos por %, o conjunto das fungoes k : R” — (0, 00) tais que existe A > 0

satisfazendo

et

k(& +n) < M7 E(n) (3.4)
para quaisquer &, € R™. Gracas as propriedades de w, temos que se ki, ko € JZ, entao
k1 + k2, kika, sup{k1,ka}, inf{ki, ka}
sao também elementos de JZ,; ademais, se k € %, entao
k® e A,

para todo s € R. Note ainda que, para cada A > 0, a propria funcao

1

e R — M7 € (0,00)

pertence a JZ,.

Recordemos agora a definicao dos espacos B, i, de [1], que estendem a definicao original em [15].
Em [, Definition 1.8.10] ¢ introduzido um subespago de D, (R™), denotado por F,, — cuja defini¢ao
nao transcreveremos aqui — que contém &/ (R™) e, ademais, tem a propriedade de tolerar transfor-
mada de Fourier, a qual associa elementos de F,, a elementos de D/ (R™). Assim, dados k € 7, e
1 < p < o0, denotaremos por B, o espago daqueles u € F,, tais que @ € L _(R") e ki, € LP(R™).

Munimos By, ; da norma

el = (Q;) JALGIGL ds)’l)
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se 1 <p< ooe nocasop = o0,
|u]loo & = ess supl|kul.

Em ambos os casos, B, j, torna-se assim um espago de Banach.

Ja estamos em posicao de enunciar um resultado — ora anunciado, com um pouco mais de gene-
ralidade (mas sem prova), em [14, Theorem 2.5] — que é a chave da demonstrac¢ao do Teorema 3.11.
Ele é a generalizacao natural, dentro deste contexto, de [18, Theorem 13.3.3] e cuja demonstragao,
como ficard evidente, é idéntica em esséncia. Eis seu enunciado: sua demonstracao encontra-se no

apéndice.

Teorema 3.13. Sejam Q C R™ um conjunto aberto e oy > 1. Considere P(x,D) um operador
diferencial linear com coeficientes em G7°()) e com for¢a constante em Q, e fizemos xg € ), para

o qual definimos
P@(D) = P(l‘o, D)

Se X C Q for uma vizinhanca aberta suficientemente pequena de xqg entdo existe uma aplicag¢do

linear E : EL(R™) — &L (R™) com as sequintes propriedades.
1. P(x,D)Ef = f em X se f € E (R"™).
2. EP(z,D)u=u em X seu € E,(R™) tem suporte contido em X.

3. Para todo k € J, existe uma constante Cy > 0 tal que
IELN, 2o < Crll fllpks VF € ELR™) N By (3.5)

Demonstragcao. No apéndice. O

Demonstragdo do Teorema 3.11. Sejam xp € 2 e X C 2 uma vizinhanga aberta suficientemente
pequena de zp como no Teorema 3.13; sejam, ainda, Py(D) e E : £/ (R™) — &£/ (R™) como naquele
teorema.

Seja u € C°(X) e suponha que f = P(z,D)u € GZ(X), para algum o > oy fixado: provaremos
que u € G2(X). Da versao Gevrey do Teorema de Paley-Wiener, existe A > 0 tal que, se definirmos
k:R"™ — (0,00) por

k(g) = MeI°

(que, conforme ora mencionado, é um elemento de ), teremos k f € L*(R"), ou seja f € Boo k-
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Da desigualdade (3.5) temos Ef € B__ ok € em particular, para § € R temos que

1 —_— 1 —
AT (Py(D)ES)(E)] = 7 |Ro(&)| EF(€)]
1. —
< M7 POIEF(©)]
< NEf Nl oo,k
donde concluimos que Py(D)Ef € GZ(R™), mais uma vez gragas ao Teorema de Paley-Wiener. Ade-
mais, j4 sabemos que operadores de coeficientes constantes tém a propriedade de nao-confinamento

das singularidades G” em R", de modo que Ef € G7(R").
Mas suppu C X e, logo,

u=FEP(zx,D)u=Ef

em X, o que prova que u € G7(X). O



Capitulo 4

Estruturas localmente integraveis

Concluimos este trabalho com a analise de certos complexos diferenciais de primeira ordem,
naturalmente associados as ditas estruturas involutivas ou formalmente integrdveis (vide [29] e [3]).
Estamos particularmente interessados na questao de resolubilidade local (isto é, quando tais com-

plexos sao exatos no sentido de germes) para a classe das estruturas localmente integrdveis.
4.1 Estruturas localmente integraveis Gevrey

Seja 09 > 1. Neste capitulo, denotaremos por X uma variedade real-analitica e por T’ C
CT* X um subfibrado vetorial G?°, que suporemos localmente integrdvel: cada ponto de X possui
uma vizinhanca onde T’ admite um referencial formado por diferenciais exatas de funcoes suaves.

Seguindo a notagado corrente nesta teoria, denotamos

. . /
m = dim¢ T,

n=dimX —m.

A partir de T’, construimos uma familia de fibrados vetoriais sobre X, seguindo a receita

apresentada em [29]. Dados p € {0,...,m} e ¢ € {0,...,n} definimos!
TP? = (AP T') A (NICT* X))

o qual consideramos como um subfibrado vetorial de APTICT*X. Claramente temos que T'PH14~1

é subfibrado de T'”, donde podemos definir o fibrado quociente

AP = TP T/P+1g—1

o qual é um fibrado vetorial G?° sobre X. A propriedade de T’ ser localmente integravel é suficiente
—embora, de fato, saibamos que basta supor involutividade — para garantir que d, a derivada exterior

de X, leva secbes (generalizadas) de TP em secoes (generalizadas) de T'»4*! e portanto, induz

'A fim de simplificar a notacio, estabelecemos duas convencdes.
1. Se E é um fibrado vetorial complexo sobre X entdo A°F = X x C.
2. T'»~' = X x {0}.

47
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um operador diferencial de primeira ordem AP¢ — AP9+1 o qual denotamos por d'. E evidente
que temos entdo para cada p € {0,...,m} fixado um complexo diferencial, isto é, d o d’ = 0 em
cada nivel, uma vez que relagao andloga vale para a derivada exterior.

Fixado um ponto de X — que denominaremos a origem — a hipdtese de integrabilidade local
permite-nos encontrar uma vizinhanga aberta (2 C X da origem que é dominio de um sistema de
coordenadas (z,t) = (1,...,Zm,t1,...,tn), de classe G e centrado na origem, com as seguintes

propriedades:

1. existem fungdes ®1,...,P,, € G79(Q; R) tais que, para cada k € {1,...,m},

0,(0,0) =0
0Py, o
T%(O,O)—O,]G{l,,n},

e, se definirmos
Zy(x,t) = zp + i1Pg(z,t), k€ {1,...,m},

teremos que dZ1,...,dZ,, formam um referencial para T" em Q; e
2. d7y,...,dZ,,,dtq,...,dt, formam um referencial para CT*X em (2.

Fixemos o > o( tal que o > 1. A segunda propriedade acima permite construir isomorfismos

DLW AP =8 S Sy Az Adty s ugg € DL(U) (4.1)
l=p|J|=q

onde U C © é um aberto e estabelecemos a convencao de que as somas marcadas (') acima se dao
apenas sobre multi-indices ordenados. Se denotarmos por My, ... M,,,L;,..., L, € G7(Q;CTX)
o referencial dual de d71,...,dZ,,,dt,...,dt, podemos também representar, segundo esses iso-
morfismos, o operador d’ : D/ (U; AP4) — D! (U; AP9H1) da seguinte forma: se u € D, (U; AP?) é

representado (unicamente) por

U= Z, Z/’LL[J dZr Adty

l=p|J]=q

entao d'u € DL (U; AP4F1) é representado por

du = zn: Z, Z/ LjU]J dtj ANdZp Adty (4.2)

J=1I|=p|J|=q

(note que esta nao é a representacao unica dada pelos isomorfismos acima, uma vez que agora
os multi-indices precisam ser ordenados). Quando for necessério ser mais especifico, denotaremos

este operador por d’(p 0 Ademais, se F(U) é um subespago de D, (U) denotaremos, quando fizer
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sentido,

f(U;Ap’q)i Z/ZIUIJdZ[/\dtJ; UIJGJ:(U) . (4.3)
[l=p|J|=q

Uma observagao fundamental aqui, assim como em praticamente todas as manipulacoes algébricas
que faremos no decorrer deste capitulo, é que os campos My,...M,,,Lq,...,L, comutam dois a
dois entre si.

No presente capitulo, estaremos majoritariamente interessados em estudar a seguinte nocao de
resolubilidade local, do operador d’ em um grau ¢ € {1,...,n} fixado, no contexto Gevrey, além

de suas relagoes com outras propriedades.

Propriedade 4.1. Para cada U C Q vizinhanca aberta da origem e cada f € G°(U; A%9) tal que
d'f =0 existem V C U outra vizinhanca aberta da origem e u € DL (V;A%~1) tais que d'u = fly .

Em particular, gostariamos de relaciona-la com a nocao classica de resolubilidade local para

tais operadores, a saber:

Propriedade 4.2. Para cada U C Q vizinhanga aberta da origem e cada f € C(U; A%9) tal que
d'f =0 existem V C U outra vizinhanga aberta da origem e u € D'(V; A»171) tais que d'u = f|y.

E ébvio que a segunda propriedade acima implica a primeira: uma conjectura enunciada em [24]
sugere que ambas as nocoes sao, de fato, equivalentes, e 14 mostra-se que tal conjectura é verdadeira
para certas classes de estruturas localmente integraveis cuja forma de Levi é nao-degenerada. Esta
questao é abordada na ltima secdo do presente capitulo no caso em que T” é um fibrado de linha

real-analitico, caso este para o qual fornecemos uma resposta positiva a conjectura.
4.2 Nao-confinamento de singularidades

Nesta secao trataremos de questoes relacionadas ao operador d’(p o) Para p € {0,m}, o qual

denotaremos aqui simplesmente por d’: mantemos as definicoes e notacoes da secao anterior. A

principal observacao aqui, para p € {0,n}, é que se U C Q é um aberto qualquer entao
e D/ (U; AP?) = D! (U) pelo isomorfismo (4.1) e

e se F(U) é um subespaco de D/ (U) entao, segundo (4.3) e (4.1),
F(U;AP0) = F(U)
e, ademais, inferimos da representagao (4.2) que vale
d'u € F(U; AP = Lju € F(U) para todo j € {1,...,n}

para todo u € D, (U).
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Especificamente, veremos um resultado que relaciona a condi¢ao (P,—1) — conforme [3], e cuja

defini¢ao recordamos a seguir — ao nao-confinamento das singularidades Gevrey de d’.

Definicao 4.3. Dados F um espacgo topoldgico, f : E — R uma funcao continua e K C E um
compacto, dizemos que f atinge minimo local em K se existem a € R e V C FE vizinhanga aberta
de K taisque f=aem Ke f>aem V\ K.

Definigao 4.4. Dizemos que T satisfaz a condi¢io (Pn—1) na origem se existir V' C Q vizinhanga
aberta da origem com a seguinte propriedade: para cada aberto W C V e cada w € C°°(W) solugao
de T" — isto é, dw = 0 em W — temos que Rw nao atinge minimo local em qualquer compacto

nao-vazio de W.

Proposicao 4.5. Suponha que m =1, que n > 2 e que T’ satisfaz a condi¢io (Pn—1) na origem.
Entao existe U C Q wizinhanca aberta da origem com a sequinte propriedade, para todo o > og
tal que 0 > 1: se u € C(U) € tal que Lju € GZ(U) para todo j € {1,...,n} entao u € GZ(U).

Noutras palavras, d' possui a propriedade de nao-confinamento das singularidades G° em U.

Demonstragao. Seja Z = Zy € G7°(Q) como na Segao 4.1. De acordo com [9, Proposition 0.3] (veja

também sua demonstragao), existem U C §) vizinhanca aberta da origem e C' > 0 tais que
|v||pee < Cldx A dZ]| e, Yv € CF(U),

onde x = (1 — M?)*v: aqui, M = M; € G°(£; CTX) é como na Segdo 4.1 e k é o menor inteiro

estritamente maior que n/2. Note que

n

dyndZ =) (1-M*)F Ljv dt; AdZ

j=1
e, logo, temos que
n
vl < CD (1= M?)F Ljv| oo, Yo € C2(U). (4.4)
j=1
Ademais, [0, Proposition 2.2] garante que um certo f € C2°(U) pertencerd a GZ(U) se e somente

se existir h > 0 tal que

sup sup h =Tl =7r1 = qup |ILM" f| < oo.
OCEZZ:: T€Z+

Seja u € CX(U) tal que Lju € GI(U) para todo j € {1,...,n}. Entdo também teremos
(1—- MQ)k’Lju € GI(U) para cada j € {1,...,n}, de modo que a observagao anterior garante a
existéncia de h > 0 tal que

|laf—=r

C; = sup sup h™ a!7%r!7% sup

a€Z? r€Ly

Lo ((1 _ M2y Lju)‘ (4.5)
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é finito para todo j € {1,...,n}. Para o € Z} e r € Z4 aplicamos (4.4) para v = L*M"u e obtemos

sup |LM"u| < CZsup ‘(1 — M?)* Lj(LO‘MTU)‘
j=1

= Cisup

j=1

LM (1 - M2)F Lju>(

sendo a ultima igualdade acima devida a comutatividade dos campos. Dividindo ambos os lados

por hlelH7ql9r19 ¢ maximizando sobre os multi-indices no lado direito temos
n
Al =T Q17717 sup [LOMT | < C Z Cj
Jj=1
para quaisquer o € Z'} e r € Z4, onde Cj > 0 ¢é definido como em (4.5): temos u € GZ(U). O

4.3 Uma desigualdade a prior:

Desta secao em diante suporemos que og = 1, isto é, que T’ é um fibrado real-analitico. Conti-
nuaremos a denotar por 2 C X uma vizinhanca aberta da origem, conforme posto na Secao 4.1, a
qual identificamos com uma vizinhanca aberta da origem em RY = R™ x R™ por meio do sistema
de coordenadas real-analitico (z,t) 14 descrito.

Fixemos o > 1 e recordemos alguma notagao da teoria Gevrey usual em espagos euclideanos

(conforme exposto em [28], por exemplo).

e Se K C () é compacto definimos
GPMK) = {f € C(K) ; Ifllxon < o0}
para cada h > 0, onde

£l i.0n = sup h ™1 (al) =7 sup |0* f|.
o K

e Dado U C 2 aberto definimos, ainda

GohU) = () GME)
KcU

para cada h > 0 fixado.

Observe que os espago descritos acima nao sao invariantes sob mudancas de coordenadas, mesmo
aquelas que sao reais-analiticas.
Fixamos g € {1,...,n}. Em [24, Proposition 3.1] — cujo enunciado recordamos abaixo — prova-se

que na presenca da Propriedade 4.1 vale a seguinte desigualdade.
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Proposicao 4.6. Suponha que a Propriedade 4.1 seja satisfeita. Neste caso, dados U C ) uma

vizinhanga aberta suficientemente pequena da origem, hy >0 e 0 < € < ho, eristem
e K C U compacto,
e V CC U outra vizinhanca aberta da origem e
e C>0

tais que
< C | flxon 1475,

[ rne

para cada f € GoM(U; A% satisfazendo d'f = 0 e cada v € GI>C(V; Amn—4),

Demonstracao. Omitida. O

Antes de extrairmos nossas primeiras conclusoes do resultado acima, recordamos ainda [24,
Proposition 2.1], que reescrevemos num formato sutilmente mais conveniente para nossos propdsitos,

e cuja dedugao é imediata a partir de seu enunciado original.
Lema 4.7. Seja ¢ € C¥(2). Dados

e K C Q) compacto,

e h>0ce

e l<o <o

existe C > 0 tal que, para todo p > 0,

-

)

| exp(pu)llkon s < Cexp (ap+ p7

ou, noutras palavras,

1
pa

Sup 0% exp(py)| < Cexp (ap +p ) hlel(at)”

para todo o € Z , onde
a = sup Rp.
K

Demonstragao. Omitida. O

O proéximo passo é estimar a norma Gevrey do produto de uma fun¢ao exponencial (como aque-
las introduzidas no enunciado anterior) por uma fungao arbitréria. O propésito destas estimativas

ficara claro nos resultados subsequentes.
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Corolario 4.8. Sejam
e € C¥(Q),
e K C Q compacto,
e h>0ce¢
e l<d <o.

Entao existe M > 0 tal que

lexp(p) S lxcon < Mexp (ap+ 97 ) [/ (4.6)

para todo f € GO"(Q) e todo p > 0, onde a = supy Rip.

Demonstragio. Tome ¢” € (0/,0) e C > 0 como no Lema 4.7: temos, para cada a € Z%

sup 0% (exp(p)f)] < > (g) s%p\aﬁ exp(py)] Sg{plﬁa_ﬁf!

B<a

1 « ol a—
< Cexp <ap—i—p )ﬂga <ﬂ> Il (B1) s111(p|8 i
<C ( 1’)\I.fHKahz:( ) R Bl =Pl (o — B)1e
B<a
1-0o
_ ap+ pv plal (o @ o' -o
Cexp (ap+p7 ) | llicon h* (a1)7 ﬁz@ (8)
<C <a/)+ﬂi') 1fllc.on W1 ()T D (B)7

N
Bery

L (oa
< Mexp (ap+ p7 ) || o BT (al)”.

Dividindo ambos os lados da desigualdade resultante por hled (a!)? e tomando o supremo em relagao
a a € ZY obtemos (4.6). O

Finalmente estamos prontos para estabelecer algumas consequéncias particularmente tuteis da

Proposigao 4.6.

Corolario 4.9. Suponha vdlida a Propriedade 4.1. Dados U C ) vizinhanc¢a aberta suficientemente
pequena da origem, hy > 0 e 0 < € < hg, existe V CC U outra vizinhanca aberta da origem com a
sequinte propriedade: se f € GZM(U;A%) com d'f =0 ewv € GZ”‘Q*G(V; A™"9) forem tais que

existem

o W C U wizinhanga aberta de supp f Usuppwv e
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o we CY(W) solucao de T' satisfazendo

Rw < 0 em supp f,

Rw > 0 em suppd’v

entao

[ro=o

Demonstracao. Sejam K C U, V cC U e C > 0 como na Proposicao 4.6. Note inicialmente que
se K Nsupp f = () entao

11

K»Uyhl - 0

e neste caso a Proposicao 4.6 implica automaticamente que

/f/\v:O.

Assim, supomos daqui em diante que K Nsupp f # 0.
Definimos, para p > 0,

fo = exp(pw) f € G™M(U; A™9)
v, = exp(—pw)v € GZM2(V; A1),

Estes estdao bem definidos posto que o dominio de w contém os suportes de ambos f e v. Observe

ainda que f, Av, = f Av, de modo que

/fp/\vp:/f/\v

para todo p > 0. Ademais

d'f, = d'{exp(pw) f} = exp(pw)d'f = 0

pois w é solugdo de T': da Proposicao 4.6 temos que

i

< Clfpllkon 1d0ll7 o,

para todo p > 0.
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Fixemos ¢’ € (1,0). Definindo ¢ =w € C¥(W) e

a= sup Rw<O0
KnNsupp f

e aplicando o Corolario 4.8 temos, raciocinando coeficiente a coeficiente:

I follzc.on = lexp(pw) f |l &,0,h1
= |[exp(pw) f || Krsupp 0,01

.
< Mexp (ap+p7 ) I | kroupp s

1
< Mexp (ap+ o7 ) 1o

onde M > 0 é uma constante que nao depende de p > 0.
Redefinimos ¢ = —w € C¥(W) e

b= sup (—Rw)<0
supp d’v

(tendo em mente que suppd'v C suppv C W) temos, aplicando novamente o Coroldrio 4.8 e

procedendo da mesma forma:

140l 5 1, = 14 exp(=pw)ollyr 1,
= || exp(—pw)d'v|ly 4,
= || exp(—pw)d"v||supp drv.o,he

1
< M’ €xXp (bp + P"/) ||dlv”suppd’v,0,h2

1
7

S M/ exXp (bp + pe > HdIUHV,o,hQ

onde, mais uma vez, M’ > 0 nao depende de p > 0.

Por fim, note que para cada p > 0 tem-se

frof-|

< Cfpllcom 14Vl o n,
1 1
< CMexp (ap+p7 ) |1 fll o M exp (bp+ 97 ) [d'0]ly o,

—CMM b 7 '
= exp ((a +0)p+ 20" ) | fllK.0n ldv]

V,0,ho

— 0 quando p — o©

pois a + b < 0. O
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Corolario 4.10. Suponhamos a validade da Propriedade j.1 e fixemos o' € (1,0). Dada U C
vizinhanga aberta suficientemente pequena da origem existe V. CC U outra vizinhanca aberta da
origem desfrutando da sequinte propriedade: se f € G (U;A%) com d'f =0 ev € GI (V; A™"9)

sao tais que existem
o W C U wizinhanga aberta de supp f Usuppwv e

o we CY(W) solucao de T' satisfazendo

Rw <0 em supp f,

Rw > 0 em suppd’v

entao

[ro=o

Demonstracdo. Basta recordar que se ¢’ < o entao

G (U) c GoM(U)
G (V) c GZh2=<(V)

independentemente da natureza das constantes: a conclusao segue do Corolério 4.9. O

Encerramos esta secao com uma pequena aplicacao dos resultados acima a resolubilidade em

grau méximo. Para isto, considere a seguinte variacao da condigao (P,—1) introduzida em [24].

Definigao 4.11. Dizemos que T’ satisfaz a condi¢io (P¥_,) na origem se existir V' C Q vizinhanga
aberta da origem com a seguinte propriedade: para cada aberto W C V e cada w € C*(W) solugao

de T” temos que Rw nao atinge minimo local em qualquer compacto nao-vazio de W.

E claro que a condigao (P,_1) implica a condigio (P¥_,), contudo néo pudemos determinar a

validade da reciproca. O resultado a seguir ja foi anunciado, sem prova, em [21].

Proposicao 4.12. Suponha que a Propriedade 4.1 € vdlida para q = n. FEntdo T satisfaz a

condi¢io (P¥_,) na origem.

Demonstragao. Sejam o' € (1,0) e U C  uma vizinhanga aberta da origem, suficientemente
pequena no sentido do Corolario 4.10, e seja V' CC U conforme aquele enunciado.

Suponhamos por absurdo que a condi¢ao (P¥_;) ndo vale na origem: podemos encontrar um
aberto W C V, uma solugao w € C*(W) de T e um compacto nao-vazio K C W tal que Rw atinge
minimo local em K. Sem perda de generalidade, pode-se supor que w = 0 em K e Rw > 0 em
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Seja ¢ € Gg,(W) tal que 0 < ¢ < 1 em W e ( = 1 numa vizinhanca de K. Definimos
ve G (V;A™0) por

v=CdZyN---ANdZy,
donde temos
suppv = supp( C W.
Note ainda a existéncia de um € > 0 tal que
Rw > eem W\ ¢ 10,1} (4.7)
0 que nos permite selecionar ¢ € Gg/(W) satisfazendo
Rw < % em supp . (4.8)
Definimos entdo f € G (U; A>™) por
f=vdaan---Adt,
donde, mais uma vez,

supp f = suppy C W.

Uma vez que estamos tratando o caso de grau maximo (ou seja, ¢ = n) nao ha sentido em verificar
que f é d’-fechado. Com um pouco de criatividade, podemos ainda especificar ¢ e 9 de modo a

garantir que

/f/\v:/d;CthdZ;«éO. (4.9)
Contudo, (4.7) e (4.8) agora implicam que

Rw > € em suppd’v

Rw < % em supp f

e definindo w = w — % — que, a propésito, é outra solucao real-analitica de T em W — temos

Rw > i > 0 em suppd’v

§sz<—§§0€msuppf

o que contradiz o Corolario 4.10 em vista de (4.9). O
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4.4 Estruturas de coposto 1

Nesta sec¢ao, além da hipé6tese de analiticidade (o9 = 1), suporemos adicionalmente que m = 1,
ou seja, que T" é um fibrado de linha complexo. Para cada ¢ € {1,...,n} fixado provaremos, neste

contexto, que:
Teorema 4.13. A Propriedade 4.1 implica a Propriedade 4.2.

Nossa estratégia serd provar que a Propriedade 4.1 implica a condigdo (x)s—1 de F. Treves,
que agora sabemos implicar a Propriedade 4.2, conforme [10]. A fim de fazé-lo, rastreamos os
argumentos em [12], onde prova-se que a Propriedade 4.2 implica a condigao (x)4—1 quando T’ tem
dimensao 1. No nosso caso, entretanto, adaptamos toda a argumentagao para extrair as hipoteses

necessarias do ambiente Gevrey.

Observagao 4.14. Como estaremos acompanhando de perto os argumentos em [12], alertamos o
leitor para uma pequena inconsisténcia na notagao a respeito do indice ¢: em [12], este varia de 0
a n — 1, enquanto no presente trabalho varia de 1 a n, e uma translagao de +1 relaciona ambas
as notacoes. Enfatizamos que nossa escolha de indices é fiel as exposi¢des mais recentes da teoria,
mas tal disparidade torna dificil fazer referéncia direta aos resultados em [12], usando a notagao
moderna, de modo consistente sem reenunciar cada proposicao. Pedimos por gentileza ao leitor
que seja paciente e cuidadoso ao comparar ambos os trabalhos, e a nos ajudar a rastrear os indices

corretamente — embora nem sempre sejamos totalmente rigorosos ao nos referirmos a eles.

Seguiremos assumindo, por simplicidade, que 2 C R x R" é vizinhanca aberta da origem, cujas

coordenadas denotamos por (z,t) = (z,t1,...,t,), que ® € C¥(Q; R) satisfaz

e que Z € C¥(Q) definido por
Z(x,t) =z +1iP(x,t), (x,t) € Q,

¢ uma integral primeira de T'.
Referimos o leitor a [12] para a definicao da condigao (x)4—1, € recordamos algumas notagoes

daquele artigo. Primeiramente, fixamos zg = zg + iy € C tal que a fibra
S=27Y %) ={(z,t) €Q; x =m0, ®(xo,t)=1yo}

seja uma subvariedade mergulhada de codimensao 2 em 2, isto é dimS = n — 1. Ademais, dado

um aberto arbitrario U C €2, denotamos por

Up={t € R"; (z0,t) € U}
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a projecao na variavel ¢ do conjunto U N ({zp} x R™), o qual é, portanto, um subconjunto aberto

de R™. Neste caso definimos, ainda,

Ul ={teUs; ®(zo,t) > yo},
U(; = {t e Uy ; (I)(.ro,t) < yo}.

Estaremos interessados na seguinte propriedade, relativa a um par (U, V') de vizinhangas abertas

das origem tais que V C U (recordemos que ¢ € {1,...,n} estd fixado):

Propriedade 4.15. Para todo g € C™(Up; N9~ICT*R") e todo u € C°(Vo; A" ICT*R™) satisfa-

zendo uma das duas condicoes abaixo
e suppdg C U, esuppdu C U(T NV, ou

° suppdgCU(}F esuppdu C Uy NV

/g/\du:O.

A razdo para nosso interesse na propriedade enunciada acima é o seguinte resultado, extraido

temos que

de [12]. A fim de simplificar a notagao, diremos que um aberto limitado de Q é cilindrico se for
produto de um intervalo aberto de R por uma bola aberta de R™. O centro de um tal aberto

cilindrico é um ponto particular naquele conjunto definido da maneira ébvia.

Proposicao 4.16. Suponha que para todo U C Q aberto cilindrico centrado na origem suficien-
temente pequeno existe V. C U wma vizinhanga aberta da origem (nao necessariamente cilindrica)
tal que o par (U, V) satisfaz a Propriedade 4.15 para toda fibra reqular S = Z~'(zy). Entdo vale a

condi¢ao (x)g—1 na origem.

Demonstragdo. A condicao (x)s—1 na origem é equivalente & aciclicidade de Z na origem em di-
mensdo ¢ — 1, que é o mesmo, de acordo com os resultados [12, Proposition 5.2, Proposition 5.3]
combinados, que a seguinte propriedade: para cada U’ C § vizinhanca aberta da origem deve
existir V/ C U’ outra vizinhanga aberta da origem tal que o (¢ — 1)-ésimo nimero de interseccao
de S relativo ao par (U’, V') anula-se identicamente, para toda S fibra regular de Z. E isto que
iremos provar.

Assim, tomemos U’ C Q vizinhanca aberta da origem e & uma fibra regular arbitrria de Z.
Seja U C U’ um aberto cilindrico centrado na origem — suficientemente pequeno como nas hipéteses,
independentemente de S — para o qual aplicamos a hipétese de existéncia de uma vizinhanca aberta
da origem V' C U (também independente de S) tal que a Propriedade 4.15 valha para o par (U, V).

Seja agora V' C V um aberto cilindrico centrado na origem (como sempre, escolhido indepen-

dentemente de S): posto que a Propriedade 4.15 claramente persiste se encolhermos V', ela continua
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vélida para o par (U,V’). Como ambos U e V' sdo abertos cilindricos centrados na origem, po-
demos aplicar [12, Proposition 3.2]: a validade da Propriedade 4.15 garante que nao valem (24)F
nem (24); (para as definigbes destas condigoes, veja p. 49 do referido artigo, sempre observando as
discrepancias na indexagao), o que por sua vez implica que o (¢ — 1)-ésimo niimero de intersec¢ao
de S relativo ao par (U, V') anula-se identicamente. Enfatizamos que todas estas afirmagoes sao
independentes da fibra regular S em questao.

E f4cil ver, contudo, que aumentar U tampouco afeta o anulamento do nimero de intersecgao,
de modo que o (¢ — 1)-ésimo ntimero de intersec¢ao de S relativo ao par (U’, V') também anula-se

identicamente. O

O modo que encontramos de conectar estes resultados com nosso ambiente Gevrey é por meio da
seguinte adaptagao da Propriedade 4.15: novamente, sejam (U, V') um par de vizinhangas abertas

da origem tais que VC U,e o >1eqe{1,...,n} fixados.

Propriedade 4.17. Para todo g € G°(Up; N9"ICT*R") e todo u € G (Vo; A" ICT*R") satisfa-

zendo uma das duas condicoes abaixo
e suppdg C U, esuppdu C Uar NVy, ou

e suppdg C U esuppdu C Uy NV

/g/\du:O.

O seguinte resultado é vélido para todo ¢ € {1,...,n} e para toda fibra regular de Z.

temos que

Lema 4.18. Sejam V. C U C 2 vizinhangas abertas da origem. Se o par (U,V) satisfizer a
Propriedade 4.17, para algum o > 1, entao também satisfaz a Propriedade 4.15.

Demonstra¢io. Tome g € C™(Up; AT ICT*R") e u € C°(Vp; A" ICT*R"™) satisfazendo uma das

duas condicgoes abaixo:
e suppdg C U, e suppdu C Ugr N Vp, ou

e suppdg C UJ e suppdu C Uy NVg.

/g/\du:O.

Empregamos entdao um argumento de densidade: existem sequéncias

Temos de verificar que

{gu}ueN C GU(U0§ /\qil(CT*Rn)
{uy }ven € G2 (Vo; A" ICT*R")
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satisfazendo
e suppdg, C Uy e suppdu, C UJ N Vp para todo v € N, ou
e suppdg, C UJ e suppdu, C Uy NVy para todo v € N

(qual das duas propriedades as sequéncias satisfardo depende exclusivamente de qual propriedade

correspondente as formas g e u satisfazem) e tais que

gy — g em C™°(Up; AT 'CT*R"),
uy — u em C°(Vo; A"ICT*R™).

Da segunda convergéncia acima, deduzimos que
du,, — du em C°(Vo; A9 ICT*R™)

e logo

/gl,/\du,,%/g/\du.

No entanto, a Propriedade 4.17 garante que
/g,,/\du,, =0, Vv eEN,

o que nos conduz a conclusao. O
Em particular, segue da Proposicao 4.16 que:

Corolario 4.19. Seja 0 > 1. Suponha que para cada aberto cilindrico suficientemente pequeno e
centrado na origem U C Q) existe V. C U uma vizinhanga aberta da origem (nao mecessariamente
cilindrica) tal que o par (U, V) satisfaz a Propriedade 4.17 para toda fibra reqular S = Z~1(zp).

Entdo vale a condi¢do (x)g—1 na origem.
Demonstragcao. Omitida. O

O proéximo resultado é critico em nossa argumentacao, e segue quase que automaticamente da
prova de [12, Theorem 2.1]: é uma construgdo puramente geométrica que preserva as classes de
Gevrey, pois envolve apenas pullbacks por aplicagoes reais-analiticas, existéncia de funcoes de corte
com certas propriedades, etc., as quais produzem transformagoes sob as quais os espagos de Gevrey

sao Invariantes.

Proposicao 4.20. Sejam U CC Q) um aberto cilindrico centrado na origem, V. C U uma vi-
zinhanga aberta da origem, o > 1 e ¢ € {1,...,n}. Suponha que g € G°(Ug; NS 'CT*R") e

u € GZ(Vo; A" ICT*R") satisfazem uma das duas condigoes abaizo:
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e suppdg C U, esuppdu C Uo+ NV, ou

e suppdg C U(;“ e suppdu C U, NVp.
Entdo podemos encontrar

o fcGoU; A" satisfazendo d'f =0 e

e v € GI(V;Ab9)

tais que

/f/\v:0<:>/g/\du:0. (4.10)
Ademais, existe H € O(C) tal que se definirmos w = H o Z € C*(Q2) entdo teremos

Rw <0 em supp f,
Rw > 0 em suppd'v.

Apesar dos comentdrios preliminares, faremos a demonstracao passo a passo a fim de nos cer-
tificar que ela de fato funciona. Antes disso, contudo, mostraremos como usar a Proposicao 4.20

para demonstrar o Teorema 4.13.

Demonstragao do Teorema 4.13. De acordo com os comentarios que sucedem o enunciado do Te-
orema 4.13, devemos averiguar a validade da condicao (x)4—1. Pelo Corolario 4.19, basta verificar
que dado U C € aberto cilindrico centrado na origem suficientemente pequeno existe V C U vizi-
nhanca aberta da origem tal que o par (U, V') satisfaz a Propriedade 4.17 para toda fibra regular
S. O truque aqui é verificar a Propriedade 4.17 nao para ¢, mas para um ¢’ um pouquinho menor.

Fixemos assim o/ € (1,0) e selecionemos U C £ um aberto cilindrico centrado na origem,
pequeno como no enunciado do Corolario 4.10, e consideremos V' CC U como naquele resultado:
afirmamos que tal V satisfaz as propriedades descritas em nossa tese, isto é, o par (U, V') satisfaz
a Propriedade 4.17 para o/, para toda fibra regular S.

Sejam g € G (Up; N 'CT*R") e u € GI (Vy; A" ICT*R™) satisfazendo ou

e suppdg C U, e suppdu C Ugr N Vp, ou

e suppdg C UO+ e suppdu C Uy N V.

/g/\du:().

Mas a Proposicao 4.20 garante a existéncia de

Devemos provar que

o f e G (U; A%) satisfazendo d’f = 0,
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e vEGI(V; AV 9) e
e HeO(C)

tais que

/f/\v:0 — /g/\du:O

Rw < 0 em supp f

Rw > 0 em suppd’v

onde w = H o Z € C¥() é claramente solugao de T'. Como V fora tomado conforme o Co-

rolario 4.10, entao é necessariamente verdade que

[rro=o

(recorde que estamos lidando com o caso m = 1), o que encerra a demonstragao. ]
Finalmente, procedemos com uma prova da Proposicao 4.20.

Demonstracao da Proposi¢do 4.20. Suporemos que g e u sao tais que
e suppdg C U, e suppdu C Ugr N V.

O outro caso — com a escolha oposta de sinais — é tratado de maneira anéloga.
Primeiramente, a compacidade de U garante a existéncia de uma constante A > 0 — que nao

depende de zg — tal que
|®(x,t) — ®(x0,t)| < Alx — 20, V(2,t) € U.
Tome ¢ € G7(C) e defina
$=Zp=¢oZ
o qual pertence a G?(U) posto que Z é real-analitica. Denotando por

™ : RxR* — R"

(x,t) +—
a projecao na variavel ¢ temos Uy = w(U) pois U ¢ cilindrico, de modo que

g € G°(U; NTICT*R™).



64 CAPITULO 4. ESTRUTURAS LOCALMENTE INTEGRAVEIS
Esta observagao permite-nos definir
F=¢*"NdZ ATy
que é um elemento de G°(U; AACT*R"*1) e, recordando que em €2 temos a identificagio
NCT* R = A0 gy /b1

podemos definir f € G7(U; A%?) como a componente de F' determinada unicamente pela decom-
posicao em soma direta acima.

Afirmamos que se o suporte de ¢ for escolhido convenientemente teremos d’f = 0, ou seja
dF é secao de T'H.
De fato, sem qualquer hipdtese adicional temos que

dF:d(gstZ)Aw*g—gbﬂ/\dz/\d(w*g)

=d¢* ANdZ A*g — ¢F AAZ AT (dg).
Contudo

def = d(Z*¢)
= Z*(d¢)

_ (99 09
=Z <az/\dz+az/\dz>

— (2, 905 7) naz
_<8z Z>AdZ+<az Z>/\dZ

de modo que

d¢f NdZ ATrg = <gioZ> ANAZ NAZ A T*g

é claramente secdo de T'7 em U: se pudermos provar que ¢f AdZ A7*(dg) é também secao de T4
entao nossa afirmacao estard verificada. E agora que a escolha de ¢ — ou, mais especificamente, de
seu suporte — entra em jogo: podemos tomé-lo de modo que a segunda parcela de dF' acima seja

nula, o que é consequéncia do seguinte lema.

Lema 4.21. Dados a > 0 e b € R definimos a faiza

E(a,b) = {z+iy e C; o — ol <a, y>b}.
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Se
Yo+ Aa < b

entdo Z1(E(a,b)) Nm=1(U;) = 0.

Demonstragcao do Lema 4.21. Posto que
Uy ={teUy; ®(xo,t) <yo}
temos
7N Uy ) = {(z,t) € U 5 ®(w0,t) < yo}
e também
Z Y E(a,b)) = {(x,t) €U ; |z — 20| < a, ®(x,t) > b}.

Afirmamos que sob as hipdteses admitidas a interseccao dos dois conjuntos acima é vazia: supo-

nhamos por absurdo que hd um certo (z,t) € U nesta intersecgao, ou seja
o O(x0,t) < yo,
o |z —x9|<ae
o O(x,t) >b.

Recordemos, porém, que
| (z,t) — ®(xo,t)| < Az — 20| < Aa
e, em particular, tem-se
O(x,t) < ®(xo,t) + Aa < yo + Aa.

Juntamente com

O(x,t) > b
isto implica que

b <yo+ Aa

contradizendo nossa hipétese; o lema estd demonstrado. ]
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Assim, se supusermos que supp¢ C E(a,b) para a e b escolhidos conforme o enunciado do

Lema 4.21 acima, teremos
supp ¢ = supp Z*¢ = Z ' (supp ¢) C Z~'(E(a, b))
e também
supp 7*(dg) = 7~ (suppdg) C 7 (Uy)

posto que suppdg C U; por hipdtese. Isto, por sua vez, implica que supp ¢ e supp 7*(dg) s@o
conjuntos disjuntos, o que assegura que ¢! A dZ A 7 (dg) anula-se identicamente em U, provando
assim a assercao: em vista de tais escolhas, d'f = 0.

Introduzimos um novo parametro r > 0 — a ser especificado oportunamente — e consideramos
X€GI(R)talque0 <y <1le

x(x) =1se |z —xo| <7r/2,

x(x) =0se |z —xo| > 7.
Definamos ainda x € G°(R x R™) por

x(z,t) = x(z), (z,t) € R x R",

v=xXANdZ AT

que é claramente uma secio de A"~9 com coeficientes G°. E claro, ademais, desta definicdo e do

fato de supp u ser subconjunto compacto de Vy que

supp v C supp X N supp 7 u
= supp Y N7~ (supp u)
CH{(xz,t) €V ; |z —xo| <r, t €suppu}

sendo o ultimo conjunto acima compacto em V se escolhermos r > 0 suficientemente pequeno, o
que implica, neste caso, que v tem suporte compacto em V.

Segue das defini¢oes dos objetos em questao que
fAv=FAv
=P ANAZ AT gAY ANAZ AT
=+ (;z gzsﬁ) ANAZ AAZ AT*(g A ).
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Enfatizamos que a primeira identidade acima segue do fato de f — F ser secio de T'471 (e,
portanto, o produto exterior desta parcela com v é nulo) e que a corretude do sinal na tltima
igualdade acima é irrelevante para nossos propdsitos: estamos interessados apenas em decidir a

questao do anulamento das integrais destas formas. Recordando ainda que
Z71(B(a,b)) = {(z,t) € U ; |z — zo| < a, D(x,t) > b}
contém supp ¢! e que
- r
X(x,t) =1se |z — x| < 3
notamos que se impusermos, ademais, a < r/2 conseguiremos X = 1 em supp gbﬁ e, logo,

fAv=%x ¢ ANdZAdAZ AT* (g Au).

Faremos agora uma pequena digressao, cujo objetivo ficard claro em breve. Observe inicialmente

que

HFANAZANAZ = (Z*Q) NdZ NdZ
= 7" (¢ Ndz Ad2)
=20 Z* (p Ndy AN dx).

Por razoes técnicas, suporemos daqui em diante que ¢ é nao-negativa (em particular, possui valores

reais). Seja 1y € G7(C;R) definida por
y
Yo(x +iy) = / ¢(x +is) ds

para cada x + iy € C, a qual satisfaz

Yy
Recordando ainda que
suppp C{x+iy € C; |z —xo| < a, y > b} (4.11)

vé-se prontamente que para x + iy € C temos

|z — x| > a= ¢(x+is) =0, Vs € R,
= Yo(x +iy) =0
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y<b=o(x+is) =0, Vs <y,
= Yoz +iy) =0

que por sua vez implicam
suppyo C {z +iy € C; |z — x| < a, y > b},

noutras palavras, supp o C E(a,b). Definindo ainda 1) € G°(C; A'T*C) por ¢ = 1)y A dx con-

cluimos que

dip = dapo A da

:%/\dy/\dx
dy

=¢pANdy ANdzx
e portanto

fAv=x2i Z* (o ANdy Adx) A" (g A u)
=+ 20 Z"(dy) Am*(g Au)
=+ 20 d(Z*"Y) A7 (g A w).

Afirmamos que, dadas as escolhas acima, Z*1) A (g A u) possui suporte compacto e contido

em U. De fato, como supp ) = supp ¢y C F(a,b) temos

supp Z*1) = Z~ ! (supp )
c Z7Y(E(a,b))

CA{(z,t) €U ; |x —zo| <a}
e portanto
(supp Z*¢) N (supp7*u) C {(z,t) €U ; |z — xo| < a, t € suppu}

sendo que o tultimo conjunto mencionado acima é compacto e estd contido em U, nao havendo
necessidade de reduzir @ novamente para isto. Mas a relagdo acima garante que esse conjunto

claramente contém o suporte de Z*1) A 7*(g A u), o que prova nossa afirmacao.
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Segue assim do Teorema de Stokes que
0= /d(Z*z/} AT (g Au))
= /d(Z*w) AT (g Au) £ /Z*z/J Adr*(g Au)

(conforme justificado anteriormente, ndo nos preocuparemos com a natureza do sinal) e logo

/f/\z;: + 2@'/Z*@ZJ/\d7T*(g/\u).
Vamos trabalhar um pouco mais a ultima igualdade. Claramente
Z*Y Ndr* (g Au) = Z5p A" (dg Au) = Z% An¥(g A du)
sendo a primeira parcela na soma acima nula pois
supp(Z*¢) Nsupp7*(dg) = 0.

Isto segue novamente do Lema 4.21, em conjunto com a hipdtese de que suppdg C Uy e do fato

de que supp vy C E(a,b), e implica que
/f/\vz:l: Qi/Z*@ZJ/\W*(g/\du).

Vamos agora impor mais restrigoes a ¢. Recordemos que suppdu C Ugr N Vo, o que significa

que ®(zg,t) > yo para todo t € supp du: por compacidade, existe p > 0 tal que
O (xo,t) > yo + p, Vt € supp du.
Mais uma vez reduzimos r > 0, de modo que tenhamos 2Ar < p. Isto implica que
Yo+ Ar < —Ar +yo +p
0 que nos permite selecionar b, b, " € R de modo a obter
yo+Ar <b < b < b < —Ar +yo +p.
Justificamos agora nossas escolhas: suponha que

suppp C{z +iy; |z —z0| <a, b<y <V}
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Segue da definigao de g, apés um célculo muito simples, que

y > b = o(x +iy) = Yo(z +ib), Vo € R.
Assim, para |z — xo| < a e t € supp du temos

O(z,t) = (P(x,t) — P(x0,t)) + (0, 1)
> —Alx — zo| + (o, t)

> —Aa+yo+p

—Ar+yo+p

b/

vV Vv

0 que implica que
Yo(Z(2,t)) = Yoz +i®(x,t)) = Yoz +ib)

sempre que |x — 29| < a e t € supp du.
Recordemos agora que U é um aberto cilindrico centrado na origem: isto significa precisamente
que existe um intervalo aberto centrado na origem I C R tal que U = I x Uy. Se definirmos a

funcao C' : I — R por

b/
C(z) = o(x +ib') = ¢(x +is)ds

—00

entdao em {(z,t) € U ; |z —xo| < a, t € suppdu} teremos

Z*p = Z* (o A dix)
= (Yoo Z)Nd(x o Z)
=C(z) Ndz

(num abuso de notac@o bastante informal). Logo, recordando ainda que
supp Z*¢ C {(z,t) € U ; |z — zo| < a}
teremos

supp (Z*Y Am*(g Adu)) C {(x,t) € U ; |x — 9| < a, t € suppdu}
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e assim
/jAv:im/zwAﬁ@Amg
:ig{/cmwuqungmo
:im</0@ym)/gAm
onde

/C@ﬂm:i/[;¢@+w)®dx
:/Cgb
£0

se supusermos ¢ nao-nulo. A relacdo (4.10) estd demonstrada.
Dirigimos agora nossa atengao a segunda afirmacao no enunciado: provaremos que, reduzindo

se necesséario a > 0 e a diferenga b’ — b > 0 (mantendo, contudo, b fixo), existe H € O(C) tal que

RH <0 em Z(supp f),
RH > 0 em Z(suppd'v).

Recordemos que supp f C supp F onde F = ¢! AdZ A 7*g, de modo que

supp F' C supp <Z>ti Nsupp7’g
= Z !(supp¢) N7 ' (supp g)

e logo

Z(supp F) C supp ¢ N Z(n~*(supp g))
C supp ¢
C{r+iyeC; |z —x0| <a, b<y <V}

Assim, se denotarmos
R={z+iyeC; |[r—xo| <a, b<y <V}

entdao o que provamos é que Z(supp f) C R.
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Por outro lado, se definirmos os nimeros

M =max {®(z,t) ; |x —xo| <7, t €suppdu}

M, imax{@(m,t) ; L <|lz—wxo|<r te suppu}

2
M_ = min{q)(x,t) ; g <l|lex—mo| <, tE suppu}

e o0s seguintes subconjuntos do plano complexo
A={z+iycC; |z —z| <r, V' <y < M}
r
Bi{eriye(C; ig\x—x(ﬂgr, M_§y§M+}.

Afirmamos que Z(suppd'v) C AU B. Para verificar esta afirmagio, note inicialmente que sendo v

uma secio de AM 79 temos que
dv=dv
=d(xANdZ AT*u),
=dyANdZ A7*u—x ANdZ A 7*(du)

0 que, por sua vez, implica que
suppd’v C supp (dy A dZ A *u) Usupp (Y A dZ A 7*(du))
C (suppdx Nsupp 7*u) U (supp x Nsupp 7" (du)) .

Mas tinhamos
suppx C {(z,t) e Rx R" ; |z —xo| <r}
(2.) ERXR™; 2 < |o—ao <7}

—

suppdy C
supp7*u C {(x,t) € U ; t € suppu}
yeU

(
supp " (du) C {(x,t ; t € suppdu}

e, juntando toda essa informacao, temos que supp d’v estd contido em

{(a:,t) eU; gg |z — xo| <, t€suppu}u{(w,t) eU; |x—axo| <r, t€suppdu}.

A imagem por Z do primeiro conjunto na reuniao acima estd claramente contida em B. Ademais,
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Figura 4.1: Os conjuntos compactos H = AU B’ e R, disjuntos, e o aberto w que contém ambos.

Hy(zo +ib) Hy(AUB')

Hy(R) x =Nz

A={zeC; |z—1| <1}
IHQ(W)

Figura 4.2: O esquema apresentado na Figura 4.1, agora deformado pelo homeomorfismo Hy.

se recordarmos que para |x — zo| < r e t € supp du temos novamente que

B, 1) = (B2, ) — (w0, )) + (o, )
> —Alx — zo| + P(z0, 1)
>—Ar+yo+p
> b//

entdo vemos que a imagem por Z do segundo conjunto na reunido acima estd contida em A (o que,
a propdsito, também prova que A nao é vazio); concluimos que Z(suppd'v) C BU A.

A fim de guiar o leitor de modo mais preciso no préximo argumento, nos referiremos as Figu-
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ras 4.1 e 4.2. Para uma melhor visualizacao, definimos os conjuntos

zyi{x+@e(x gm—xdgnmeWﬂﬁ}SySHMﬁMhJﬂ}

N3

(o qual obviamente contém B) e o conjunto compacto (em forma de “H” na Figura 4.1)
H=AUB

que, por um lado, contém A U B e, por outro, nao intercepta R.
E claro que existe um aberto limitado w C C, conexo e simplesmente conexo, com as seguintes

propriedades:
1. ele contém AU B e R, exceto pelo ponto xg + ib € OR;

2. sua fronteira é uma curva de Jordan que contém o ponto xo + ib (a curva que assemelha-se a

uma cardioide na Figura 4.1); e
3. C\ w é conexo.

Se denotarmos por
A={zeC; |z—-1| <1}

o disco unitario aberto centrado em 1, um resultado de C. Carathéodory garante a existéncia de um
homeomorfismo Hy : w — A que é um biholomorfismo entre os respectivos interiores; obviamente
podemos assumir, sem perda de generalidade, que Hy(zo+1b) = 0 (vide Figura 4.2). Em particular,

RHy(z) > 0 para todo z € W exceto por z = g+ ib. Como H C w é compacto, existe ¢ > 0 tal que
RHy > 2c em H.
Assim, se escolhermos a e b’ convenientemente pequenos na definicao
R={z+iyeC; |z —xo| <a, b<y <V}
(conforme a Figura 4.1) teremos
c
éRHO < Z em K.
Finalmente o Teorema de Mergelyan permite aproximar Hy por uma funcao inteira H; tal que

3
%H1>?cem7-l

%H1<gem72

de modo que definir H = H; — ¢ encerra a demonstragao. O



Apéndice A
Demonstracao do Teorema 3.13

O objetivo deste apéndice é apresentar uma demonstragdo do Teorema 3.13 (ora anunciado,
sem demonstragao, em [11]), que é parte fundamental da demonstracdo do Teorema 3.11. Como
pretendemos mimetizar a demonstracao de [18, Theorem 13.3.3] (do qual, em um certo sentido,
o Teorema 3.13 é uma adaptagdo no contexto de certas classes de fungoes ultradiferenciaveis),
precisaremos inicialmente demonstrar versées analogas de varios lemas auxiliares 14 empregados,
as quais nao encontramos na literatura (mais particularmente, aqueles resultados que nao foram
contemplados por [1]). Embora as demonstragoes de tais versoes sejam praticamente idénticas
as dos resultados originais correspondentes, optamos por apresenti-las de forma o mais completa
possivel, sem contudo deixar de recorrer livremente aos resultados ja demonstrados em [1].

Para o primeiro resultado deste apéndice — uma adaptacao de [18, Theorem 10.1.5] — recordamos

que para cada k € %, definimos

()
My (&) = sup
© n k()
em acordo com [4] e [18]. Introduzimos ainda a seguinte notacio: dado A > 0, definimos %} como

o conjunto das fungoes k € 7, tais que vale (3.4), de modo que

A= A
A>0

Lema A.1. Para todo A > 0, todo k € %) e todo 6 > 0 existem ks € 4 e Cs > 0 tais que, para
todo £ € R", tem-se

1. 1< ks(§)/k(§) <Cs e
2. 1< My, (&) < ekl

Demonstracao do Lema A.1. Dado § > 0 definimos

ks(§) = supe Mk —n), £ € R™
n

75



76 APENDICE A. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.13

Antes de mais nada, provaremos que ks € #. De fato, para &, £ € R™ temos que

s(§ +&) = sup ()
< s%pe—éln'ek'ﬁ"ik@ —n)
Eas)
Agora, note que
k(E) < ks(©)
= sup e Mk (& —n)

1
< sup e MM g (g)
n

— k(&) sup 17 ol
n

de modo que basta definirmos

1
Cys = sup e =dlnl
n

o qual é finito pois 1/0 < 1: temos 1 < ks(§)/k(§) < Cs.

Fazendo uma mudanca de varidveis podemos escrever, para £ € R",

ks(€) = sup el ()
n

de modo que
ks(€ +€') = supe k()
n

n
= € k5(6)
donde é claro que My, (§') < edlel, -
Apresentamos a seguir uma versao de [18, Lemma 13.3.1].

Lema A.2. Seja k € %, e, para cada § > 0, seja ks € ., conforme o Lema A.1. Entdo para cada
¢ € D,(R™) existe o > 0 tal que

[pullpes < 20ll1allellpks

para todo 0 < 6 < 0 e todo u € By, = By .



Demonstragdo do Lema A.2. De [1, Theorem 2.2.7] temos, para cada 6 > 0,

lfullpks < @l an llellpks

de modo que basta mostrarmos que existe dy > 0 tal que

1811100, < 2[|8]11

para todo 0 < § < dg. Mas da defini¢ao segue que

16las,, = (271) [ 21,0 16(6)] ag

e | 1960 ¢

= [lo

—

1,1

uma vez que

M}, — 1 uniformemente sobre compactos quando § — ot.

77

Esta tltima propriedade é consequéncia imediata do Lema A.1, o qual também implica que B, i,

e B, sao iguais como espagos vetoriais topoldgicos, posto que as normas que os definem sao

equivalentes. O
Demonstragao do Teorema 3.13. Gragas a [18, Lemma 13.1.2] existem operadores de coeficientes
constantes Py(D),..., P.(D) e fungoes co,cy,...,c € C°°(2) unicamente determinados tais que:

e Pj < Pyparacadaje{l,...,r}
e ¢j(xg) =0 para cada j € {0,...,r};

e temos, em (2,

T

P(z,D) = Py(D) + > c¢;(x)P;(D).
j=1

Como estamos supondo que os coeficientes de P(x, D) pertencem a G°°(2) pode-se mostrar, ainda,

que co, c1,...,cr € GO(Q).

Para cada ¢ > 0 definamos

Xe={x eR"; |z — x| < €}

e tomemos €y > 0 tal que X, C . Sejam x € G7°(R") tal que x = 1 numa vizinhanca aberta da
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bola fechada {z € R" ; |z| < 2¢} e
Ey € Bj;fpo (R™)
uma solugao fundamental de Py(D), e defina
Fo=xEo € B p,.
Se g € E/,(R™) tiver suppg C X, entdo teremos Fy * g = FEy * g em X, e, portanto,
Po(D)(Fo xg) = Fox Po(D)g =g

em X,. Seja agora ¢ € GZ°(R") tal que

Yp=1lem {x e R"; |z| <1}
Y =0em {x € R"; |z| > 2}

e defina 9 (x) = ¢((x — x¢)/€). Afirmamos que existe 0 < €1 < €p/2 tal que para cada 0 < € < €;
e cada f € &/ (R™) a equagdo

g+ Y ©ec;Pi(D)(Fo * g) = tef (A1)
j=0

possui uma tnica solu¢ao g € &, (R™). Procederemos como [18], admitindo provisoriamente esta
afirmacdo — que provaremos em seguida — e construindo o operador E prometido a partir dai:

definimos
Ef=Foxyg

o que claramente nos fornece uma transformagao linear E : &/ (R™) — &/ (R™). Mostraremos
que se escolhermos € > 0 suficientemente pequeno tal operador terd as propriedades descritas no
enunciado.

Procedamos a verificagao das propriedades de . Primeiramente, note que como supp ¢ C X,



temos que supp g C X¢,, donde conclui-se que em X, vale
P(x,D)Ef = P(x,D)(Fo*g)

= Py(D)(Fo* g) + > ¢;P5(D)(Fo  g)
=0

=g+ > _thec;Pi(D)(Fp * g)
j=0

= wef
=f

provando assim a primeira propriedade enunciada.

Em segundo lugar, tomemos u € &/ (R™) tal que suppu C X, e f = P(z,D)u:

g = Py(D)u na equagao (A.1) temos

9+ Y e P(D)(Fo x g) = Po(D)u+ > ec; Pi(D)(Fy * Po(D)u)
j=0 j=0

ou seja, g resolve a equacao; pela alegada unicidade da solugao temos
Ef:FO *g:FO*PO(D)u:u.

Isto prova a segunda propriedade de F.
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inserindo

A ultima propriedade a respeito de F — a estimativa entre normas — serd consequéncia do método

que empregaremos para provar nossa afirmacao a respeito da existéncia e unicidade de solugoes da

equagao (A.1), de modo que procederemos neste sentido. Definiremos, para cada € > 0, a aplicacao

linear A, : D, (R™) — D! (R") dada pela expressao

Acg = thec; Py(D)(Fy * g)
j=0

que estd bem definida para g € D/, (R™) pois Fy tem suporte compacto. Fixamos k € J, e, para

0 > 0, tomamos ks € J#, como no Lema A.2 — recordemos, neste caso, que B, ;; =

D,k € que

| llpks €1l - lp,x s80 normas equivalentes —, segundo o qual existe 69 > 0 tal que se 0 < § < dy
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podemos inferir que

T
1Acgllps <D I1ec; P(D)(Fb * 9)llp.s
7=0

<2 " [leci 11| P(D)(Fo  9)lp ks
=0

desde que P;j(D)(Fp*g) € By (note que 9cc; € D, (R") para cada j € {0,...,r} pelo Lema 3.12).

Note agora que como P; < Py e Fy € B_ 5 temos que existem constantes C7,Co > 0 tais que
g J 00,Po

1P ()| Fo(€)] < | P (&) Fo ()]
< C1| Py (&)1 Fo (&)
< C1Cq

para todo ¢ € R™, de modo que, definindo C' = C1Cs > 0,

1B (D) (Fo * 9)lps = lIks By Fo iz

< Cllks gllz»

= Cllgllp.ks

para todo g € BpJg: assim, neste caso, temos
r
[ Aegllprs < 202 1ecsll1allgllp,ks-
j=0

Em particular, ja temos que A : By, — B, j continuamente.

Por [18, Lemma 13.3.2] podemos escolher 0 < €1 < €y/2 tal que

. 1
D el < el

Jj=0

para todo 0 < € < €;. Enfatizamos que esta escolha é independente de k: neste contexto, temos

1
HAengJf& < 5”9 D,ks (A'2)

para todo g € By ;. Concluimos que I + A, : B, — By ¢ inversivel, o que em particular nos
diz que a equac@o (A.l) possui uma tunica solugdo g € B, quando f € B,j, solugao esta que
fatalmente terd suporte compacto devido a razoes ja mencionadas (que 1. tem suporte compacto).

Para encerrar este argumento, basta a seguinte observacao.

Lema A.3. Seja 1l < p <oo. Seu e &, (R") entdo existe k € A, tal que u € By .
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Demonstragao do Lema A.3. Sejau € E/(R™). Segue de [, Theorem 1.8.14] que existem constantes
A€ R e C >0 tais que

1
a(€)| < M7 ve e R™

Obviamente podemos supor, sem perda de generalidade, que A > 0.

1
Tome k(&) = e 2Mél7 | o que claramente define um elemento de %, temos que
1
B(E)[a()] < Ce™ 7, e e R,

o que implica que k@ € LP(R") — ou seja, u € By, — qualquer que seja 1 < p < oo. O

Para obter agora a estimativa temos de (A.2) o seguinte: se f € £, (R™) N By e tomarmos

g € E,(R™) N B, a tnica solugdo da equagao (A.1) entao temos

Igllp.ks < 2l f

‘PJC&

donde, claramente,

IEFp, pos = N0 * gll, ks
< ||F0Hoo,}30||9||p,k5
< 2| Foll o, 106 f]
< 4 Foll oo, 1€

p;ks

|1,1Hf||p,k5

onde aplicamos mais uma vez o Lema A.2. Por outro lado, recordemos que o Lema A.l garante

que as normas || - |lpx; € || - ||p,x 80 equivalentes: explicitamente, uma conta simples garante que
[ullpe < llullprs < Csllullpr, Yu € By
Da mesma forma obtém-se, por exemplo,
ull, gy < lull, prs < Csllully, gy Vi € By
de modo que, em particular,

LEF o pore < IESI, ks
< A Foll o, py 190ell 1,1 1 F Nl ks
< AG5 [ Foll oy 190ell 121 F 1l

1,1
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