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Resumo

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma estratégia de hedge dindmico de um swap FtD com
n nomes, n > 2. A estratégia deve eliminar os riscos de mercado e de default, incluindo o risco de

correlagao. Neste sentido, a escolha do instrumento de hedge é fundamental.

A rolagem continua de CDS é um instrumento de hedge que além de proteger contra os riscos
envolvidos no contrato em questao, a estratégia gera recurso necessario e suficiente para que no
instante do primeiro default, o vendedor do swap FtD cumpra com as obrigagoes dos contratos e nao
tenha perdas com os (n — 1) CDSs correspondentes aos nomes que sobreviveram e foram utilizados

no hedge.
A estratégia de hedge é obtida através do Teorema de Representagao de Martingais.

Palavras-chave: hedge dinamico, swap first-to-default, risco de crédito.
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Abstract

The objective of this work is to develop a dynamic hedging of first-to-default swap with n under-
lying names, n > 2. The strategy should eliminate market risk and default risk, including correlation

risk. In this sense, the hedge instrument choice is essencial.

The continuous resettling strategy of CDS is a hedge instrument against risks in the contract and
moreover it will generate necessary and sufficient income to hedger fulfill all contracts obligations
and he doesn’t have losses with the (n — 1) CDSs associated with the names that have survival and

were used in the hedging.
The hedging strategy is obtained through Martingale Representation Theorem.

Keywords: dynamic hedging, first-to-default swap, credit risk.
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Lista de Simbolos

A, ={Ip,Is} parte do conjunto I'.
CDSH(t, s (t))  valor CDS*(t) com spread st (t), ver Se¢io 3.2.2.

AVNT conjunto das partes A; de I, tal que |Ip| = k.

F(t funcdo de distribuicdo dos n nomes.

F(t_;,u) 0 i-6ésimo componente de t é substituido por wu.

F(t_;,u;t_;,,v) o i-ésimo componente de t é substituido por u e os componentes de t

identificados pelos indices em Ip sao substituidos por v.
F; 1.1 (t,7rp,t) funcdo de distribuicio marginal das varidveis em 1%, 1% e i
o primeiro argumento se refere a varidvel 4, o segundo, as varidveis em [ f)
e o terceiro, as varidveis em I%.
Fi filtracao gerada pelos processos da taxa de juros e dos indicadores

de default do n nomes.

G(t) funcao de sobrevivéncia dos n nomes.

Gy filtracao gerada pelos processos indicadores de default dos n nomes, em ¢.
g filtracao gerada pelos processos indicadores de default dos n nomes, com 7; > t.
h;ID (t) intensidade de default do nome ¢ sob G| = {17, = T1,;7i > t; 714 > t}.

Hy filtracao gerada pelo processo da taxa de juros estocdstica.

1 conjunto dos n nomes.

I'=T1-{i} conjunto formado pelos nomes em I exceto o nome .

Ip conjunto dos nomes que tiveram o default até (inclusive) o instante ¢.

1% subconjunto de Ip, tal que |I§| = k.

I conjunto dos nomes que tiveram o default até o instante u > .

|Ip| cardinalidade do conjunto Ip, analogamente para |Ig|.
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LISTA DE SIMBOLOS

conjunto dos nomes que sobreviveram até o instante ¢, exceto o nome 3.

subconjunto de Ig, tal que |Ig| = p.

conjunto dos nome que sobreviveram até o instante u > t.
pseudo-intensidade de default do nome 1.

processo indicador de default do nome i, (processo pontual).
derivada parcial da funcdo G(t) com relacao as varidveis em Ip,
(se Ip =0, entdo 0r,G(t) = G(t)).

spread do nome ¢ Gi-predizivel.

somatoério sobre todos os subconjuntos I% de Ig, tal que |I¥| = k.

somatoério de todas partes A; de I’, tal que |Ip| = k.

vetor dos instantes de tempo.

minimo entre ¢t e 7;.

instante de default no nome 1.

vetor com os instantes de default dos nomes em 1.

primeiro instante de default, n > 2.



Capitulo 1

Introducao

O risco de default é a possibilidade de uma contraparte em um contrato financeiro nao cumprir
com o compromisso contratual. Se isto de fato ocorrer, dizemos que a parte teve default ou o evento

de default ocorreu.

O risco de crédito em uma carteira é decorrente tanto do evento de default como das mudancas
inesperadas da qualidade do crédito dos tomadores de empréstimos. O risco de crédito pode estar
associado ao risco da contraparte ou ao risco de uma terceira parte, isto é, uma entidade, que

denominaremos nome, que nao é uma parte em um dado contrato.
1.1 Risco de Crédito
Derivativos de Crédito

Os derivativos de crédito sao instrumentos financeiros que permitem os participantes do mercado
isolar e negociar o risco de crédito da terceira parte. O principal objetivo de um derivativo de crédito

é transferir o risco da terceira parte, tanto completamente como parcialmente, entre as contrapartes.

O instrumento mais comum é o swap de crédito (credit default swap, CDS). Um CDS é um
contrato single-name de troca no qual uma contraparte (o comprador da prote¢ao) paga uma taxa
pré-estabelecida denominada spread a outra contraparte (o vendedor da protecio) que, por sua vez,
faz um pagamento ao comprador se o evento de default com relacao ao nome de referéncia do contrato

ocorrer durante o periodo estabelecido no swap de crédito.

Os riscos envolvidos neste swap de crédito sao:
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- risco de mercado devido a variacao do valor do derivativo que nao seja decorrente do default;

- risco de default do nome no qual o contrato foi escrito.

Outro tipo de derivativo de crédito é o contrato multinome. Assim como os derivativos single-
name, os contratos multinome fornecem protecao contra o evento de default ao comprador, porém

este contrato envolve varios nomes.

Alguns exemplos de derivativos multinome:

e Swaps de cesta de crédito (basket default swaps): sao derivativos de crédito que estdo rela-
cionados a vérios créditos subjacentes (nomes). O produto padrdo é um contrato que oferece
protecao contra os k primeiros eventos de default em uma cesta com n nomes, para n > k.
Geralmente, esta cesta contém entre trés e dez nomes. Este derivativo é denominado swap
k-to-default.

Em particular, para k = 1, temos o swap first-to-default (FtD). Neste contrato, o comprador

paga uma taxa de protecao contra o primeiro evento de default entre n nomes.

e Obrigagoes de divida garantidas (collateralized debt obligation, CDO): fornece prote¢ao contra
perdas em uma carteira de referéncia, também denominada pool de colateral, apds as perdas
superarem % e forem inferiores & y%, isto é, para um certo limite de perdas denominado
tranche. Basicamente, os CDOs se baseiam em carteiras de emprésimos ou bonus, neste caso

temos:
- collateralized loan obligation (CLO): o pool de colateral consiste de empréstimos,
- collateralized bond obligation (CBO): o pool de colateral contém bénus com risco de crédito.

Estes produtos geralmente sao utilizados por banco comercial, no qual ele pode reter a primeira
porcentagem de perdas mas procura protecao para o restante da carteira. O termo CDO é
utilizado em referéncia a estrutura completa das tranches de protecao que cobrem todas as

perdas na carteira de referéncia.
Os riscos envolvidos nos contratos multinome sao:

- risco de mercado devido & variagao do valor do derivativo que nao seja decorrente do default;

- risco de default. Estes estao divididos em:
(1) risco de default de cada um dos n nomes;

(ii) risco de correlagao entre os nomes.



1.1. RISCO DE CREDITO

O risco de correlacao surge através do contagio de default entre os nomes. Schonbucher [24] define

a existéncia do contdgio entre dois nomes por:

Definigao: O contdgio de default entre dois nomes A e B existe se no instante de default do
nome A, o risco de default do nome B tem um salto, e se no instante de default do nome B, o risco

de default do nome A tem um salto.

Ou seja, o risco de default em um contrato multinome nao depende apenas do risco de cada nome
nao cumprir com as suas obrigacoes, mas também do contigio de default entre os nomes envolvidos

neste contrato.

Portanto, para o hedge de um derivativo de crédito multinome é fundamental considerar o risco

de correlacdo, a menos que os nomes sejam independentes.
Modelos Quantitativos

O evento de crédito é um evento aleatorio cuja ocorréncia afeta a possibilidade da contraparte
em um contrato financeiro de cumprir com a obrigacdo contratual. A maior parte das pesquisas
matematicas dedicadas ao risco de crédito concentram-se na modelagem do instante aleatério no

qual o evento de default ocorre, isto é, o instante de default.

O principal objetivo dos modelos quantitativos é proporcionar formas de aprecamento e hedge de

contratos financeiros que sao sensiveis ao risco de crédito. Neste sentido, temos duas metodogias:

e Modelos Estruturais: concentram-se na modelagem do risco de crédito especifico de uma firma
ou empresa. O evento de default ocorre sempre que uma varidvel estocastica, geralmente

representando o valor do ativo, atravessa um certo limiar que representa 0s passivos.
O principal objetivo é a modelar a evolugao do valor e a estrutura de capital da firma.
O primeiro trabalho neste sentido é Merton [17].
e Modelos de Forma Reduzida: nesta metodologia os eventos de crédito sao especificados em
termos de um processo de salto exogeneamente.

Neste sentido mencionamos os modelos baseados na intensidade que concentram-se na mode-
lagem do instante de default, assim como no cédlculo de esperancas condicionais sob probabili-

dades neutras ao risco de funcionais do instante de default.

Em risco de crédito, o conceito que envolve a probabilidade de um nome ter o default em um
instante de tempo dado que ele sobreviveu até o instante anterior é denominado intensidade de

default, de onde vem a denominacao ‘modelos baseados na intensidade’.
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Exemplos: Lando [14], Schonbucher [23].

Nesta metodologia também temos os modelos de migracao de crédito que modelam as migracoes

entre classes de ratings de crédito.

Exemplo: Duffie [6].

Hedge Dindmico de um Swap de Cesta de Crédito

Nesta tese utilizamos o modelo baseado na intensidade para desenvolver uma estratégia de hedge
dindmico de um swap FtD com n nomes, para n > 2. Questoes relacionadas ao hedge de um

derivativo de crédito foram abordadas pelos trabalhos citados a seguir.

Rutkowski [1] obtém os valores dos derivativos de crédito sob a hipétese de independéncia entre
os nomes. Neste caso, a intensidade de default é descrita por um funcao continua e um dos principais
resultados sob esta hipdtese é a representacao martingal do valor do derivativo de crédito, o que

permite escrevé-los em fungao dos fatores de risco.

Entretanto, sob a hipétese de independéncia entre os nomes, Rutkowski [1] exclui o risco de
correlacio, considerando apenas os riscos decorrentes & variacdo da taxa de juros (estocdstica) e ao

default dos nomes do derivativo multinome.

O efeito do risco de correlacao é explorado por Schonbucher [24] através da intensidade de default
de um nome 7. No contexto com n nomes, ele define a intensidade no instante ¢, condicionada a
informagao sobre os defaults de todos os nomes, de forma que no instante em que um nome j, j # 1,
tem o default, a intensidade do nome 7 tem um salto, elevando a sua probabilidade de ocorrer o

default em um instante posterior, incorporando dessa forma o efeito de contigio entre os nomes.

Conforme a definicdo no Capitulo 2, esta intensidade de default de um nome determinada com

base na informacao sobre os defaults dos n nomes é estocdstica.
No hedge dindmico de um swap de cesta de crédito temos Riboulet [20] e Schmidt [22].

Sob hipéteses simplificadoras, Riboulet [20] desenvolve uma estratégia de hedge de um derivativo
de crédito escrito em dois nomes que fornece protecao contra os defaults dos dois nomes, utilizando-se
0 swap de crédito como instrumento de hedge. O risco de default é modelado através da probabil-
idade de sobrevivéncia dos nomes, condicionada a informacdo sobre o default. Entretanto, neste
contexto nao hé o risco de mercado devido as hipéteses simplificadoras da modelagem dos valores

dos derivativos.

O principal resultado deste trabalho é a representacao martingal dos valores do contratos de

crédito, o que permite escrevé-los em funcao dos fatores de risco, de forma que o hedge do derivativo



1.2. OBJETIVO

multinome é solucao de um sistema linear.

O problema em nao considerar do risco de mercado na estratégia de Riboulet [20] surge quando o
valor do CDS ¢ definido em fungao do spread, ou seja, da taxa pré-estabelecida no inicio do contrato

e que é paga regularmente pela protecao contra o evento de default.
Esta taxa é determinada sob as condicées do mercado, logo existe este risco.

No Capitulo 2 mostramos que a estratégia de Riboulet [20] nao é adequada para um swap k-
to-default quando a quantidade de nomes na cesta for maior do que k. Para o caso particular de
um swap firs-to-default, o problema surge no primeiro instante de default. Neste instante, o swap
de crédito do nome que teve o primeiro default entre os n nomes e o swap FtD sao liquidados e o
vendedor deste derivativo multinome permanece com os CDSs dos nomes que sobreviveram e foram
utilizados no hedge. Porém a estratégia de hedge obtida com os swaps de crédito nao garantird que

ele tera recurso suficiente para sair dos contratos antes do vencimento.

Schmidt [22] denomina o risco de mercado como o risco de spread. Uma estratégia de hedge deve
considerar todos os riscos envolvidos no contrato. Schmidt [22] define os seguintes objetivos de uma

estratégia de hedge de um swap de cesta de crédito:

- imunizar o derivativo contra as mudancas nos spreads dos nomes - risco de spread;

- gerar caixa suficiente a partir da estratégia de hedge para pagar o spread do contrato no instante

que ele sai do contrato, sob as condi¢oes do mercado;
- quando o evento de default ocorrer, cumprir com as obrigagoes do contrato - risco de default.
Schmidt [22] propos a utilizagao de rolagem continua de CDS como instrumento de hedge de um

swap k-to-default que, conforme obtemos no Capitulo 3, cumpre com os objetivos do hedge citados

acima.

No entanto, Schmidt [22] considera que o spread é determinado de forma exdgenea & andlise.
1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma estratégia de hedge dinamico de um swap first-to-
default que cumpra com os objetivos do hedge apontados por Schmidt [22]. Para mostrar que a escolha
do instrumento de hedge € essencial para alcangar estes objetivos, no Capitulo 2 desenvolvemos a

estratégia de hedge com os swaps de crédito e apontamos os problemas desta estratégia.

Utilizando-se a rolagem continua de CDS, desenvolvemos uma estratégia de hedge dinamico de

um swap FtD com n nomes, n > 2, de forma que o spread é determinado endogeneamente & andlise
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em dois contextos: um em que a taxa de juros é deterministica e constante e o outro, considerando

a incerteza da taxa de juros.
1.3 Contribuigoes

A principal contribuigao deste trabalho é a consideragao dos riscos de correlagao entre os nomes
e de mercado, além do risco de default de cada nome, no desenvolvimento da estratégia de hedge
dindmico de um swap first-to-default. O contigio de default é modelado através do processo pontual
(ou processo de salto) com intensidade estocéstica, determinada considerando-se a informagao sobre

o default dos n nomes, n > 2.

A escolha do instrumento de hedge adequado permite que a estratégia de hedge obtida gere caixa
necessario e suficiente para que o investidor cumpra com as obrigagoes dos contratos no instante do

primeiro default e nao tenha perdas com os (n — 1) swaps de crédito utilizados no hedge.

Os principais resultados sao obtidos através do Teorema de Representacdo de Martingais, de
forma que a estratégia de hedge de um swap FtD com n nomes é solucao de um sistema linear. Nos
contextos em que as rolagens continuas de CDSs sao os instrumentos de hedge estes resultados sao

dados pelas Proposicoes 3.10 e 4.10.
1.4 Organizagao do Trabalho

Iniciamos desenvolvendo uma estratégia de hedge de um swap FtD considerando o CDS como
instrumento de hedge, no Capitulo 2. Em seguida, no Capitulo 3, utilizamos a rolagem continua de
swap de crédito para obter a estratégia de hedge no contexto em que a taxa de juros é deterministica e
constante. E no Capitulo 4, consideramos que a taxa de juros é estocdstica. Nos trés casos analisados,
consideramos inicialmente o swap first-to-default com dois e em seguida, generalizamos os resultados

para este derivativo com n nomes.

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos os resultados da simulacdo do hedge dindmico de um swap
FtD, onde utilizamos o conceito de cépula para descrever a dependéncia entre os nomes e analisamos

o efeito do contagio de default.



Capitulo 2

Estratégia de Hedge com CDS

Através do Teorema de Representacao de Martingais, desenvolvemos uma estratégia de hedge
dindmico de um swap first-to-default (FtD), semelhante a estratégia proposta por Riboulet [20],

utilizando-se os swaps de crédito (CDSs) como instrumentos de hedge.
Para simplificar, consideramos que a taxa de juros é deterministica e constante.

Na Se¢ao 2.1 definimos os valores dos derivativos de crédito. Em seguida, na Secao 2.2, obte-
mos uma estratégia de hedge dindmico de um swap first-to-default com dois nomes e na Secao 2.3,

generalizamos os resultados da secao anterior considerando o swap FtD com n nomes.

Nos dois casos, calculamos os valores dos derivativos de crédito e mostramos que os valores do CDS
e do swap FtD, conforme definidos na Secao 2.1, sao martingais e pelo Teorema de Representacao
de Martingais estes valores podem ser escritos em funcao dos fatores de risco. Com este resultado,
desenvolvemos uma estratégia de hedge dinamico de um swap FtD com dois e n nomes. Por fim,

mostramos os problemas com esta estratégia de hedge.
2.1 Definigoes

Iniciamos esta secao com a construcao do modelo e em seguida definimos os valores do swap de

crédito e do swap first-to-default.
O Modelo

Seja (2,G,G = {G;}+>0, P), um espago de probabilidade filtrado com {G;};>0 continua a direita e

P, a medida neutra ao risco, de forma que sob esta medida nao existem oportunidades de arbitragem.

Considere as varidveis aleatérias 7, ..., 7,. Para cada i = 1,...,n, assumimos que 7; ¢ um instante

de parada sob G, isto é, {7; < t} é G;-mensurédvel para todo ¢t. No contexto de risco de crédito, 7;



8 CAPITULO 2. ESTRATEGIA DE HEDGE COM CDS

representa o instante de default do nome 1.
Definimos N;(t) = 1{;,<;, o processo indicador de default do nome 4, para i = 1,...,n.

Neste capitulo supomos que a taxa de juros é deterministica e que nao hd incertezas geradas
pelas varidveis de estados, isto é, a unica fonte de incerteza é decorrente dos processos indicadores
de default dos n nomes. Logo, a filtracdo {G; };>¢ é gerada pelos processos indicadores de default dos

n nomes até o instante .
Derivativos de Crédito

Assumimos que os derivativos de crédito possuem a mesma data de vencimento T > 0. O
comprador do swap de crédito no nome i, CDS?, paga uma taxa de protecio contra o default do
nome ¢ denominada spread e denotada por s;, ¢ = 1,...,n. Da mesma forma, o comprador do swap
FtD paga uma taxa de prote¢ao s contra o primeiro default. Estas taxas sao pagas regularmente
em m datas até o vencimento do contrato ou o instante de default, caso este ocorra antes. Para

simplificar assumimos que os spreads dos contratos sao pagos nas mesmas datas.

Considerando-se que os valores dos spreads sao constantes, na data de vencimento do contrato
T, o valor pago pelo comprador do swap de crédito pela protecao contra o default no nome ¢ é

determinado pela soma dos pagamentos:
m
foln) = Zsi Ln>t;} e’
j=1

onde 7 > 0 é a taxa de juros deterministica e constante. Analogamente, definimos o valor pago
pelo comprador do swap FtD substituindo na expressio acima s; por s e 7; por 7(), onde 7(1) =

min{7y, ..., 7}

Se o default do nome ¢ ocorrer antes do vencimento do contrato 7', o vendedor do CDS paga
(1 — §;) ao comprador da protecdo, onde J; é denominada taxa de recuperacdo. Neste capitulo,

assumimos que este pagamento é feito somente na data de vencimento do contrato.

O mesmo ocorre com o vendedor do swap FtD quando o primeiro default ocorrer antes do venci-
mento 7'. Neste caso, a quantia paga (1 — d;) corresponde ao nome que teve primeiro o default entre

0s n nomes, isto é, (1) = 7.

No instante 7', os valores pagos pelos vendedores do CDS, f,(7;), e do swap FtD com n nomes,
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fr(7(1)), séo dados por:

fr(m) = (1=46;) li<my

n

() = D (1= 6) Lny < Timy=miy -

1=1

Logo, na data de vencimento, o payoff de um derivativo de crédito, f(-), é definido pelo fluxo de

caixa do ponto de vista do comprador do contrato por:

F(X) = =fp(X) + fr(X)
onde X = 7; para o CDS no nome i e X = 7(1) para o swap firsi-to-default.
Consideramos que a taxa de recuperacao d; e os spreads s; e s sao deterministicos e constantes,
1=1,...,n.

Seja B(t) = e’ o valor no instante ¢ de uma unidade monetéria investida no instante top = 0 &

taxa de juros r constante. Neste contexto, B(t) representa o valor do ativo livre de risco.

Sob a hipotese de auséncia de arbitragem, no instante ¢ < 7', o valor do swap de crédito cor-
respondente ao nome i, CDS*(t), e o valor do swap first-to-default, FtD*(t), descontados & taxa
de juros, sao definidos sob a medida neutra ao risco pelo valor esperado do payoff no instante T,

condicionados a informacao gerada pelos processos indicadores de default dos n nomes, ou seja,
CDS*(t) = E[f*(1:)|Gi]
FtD*(t) = E[f*(r1))| G

onde
®O\ f(T’L) _ - . —rt; . —rl
f (Tl) - B(T) - Z_Sl l{TiZt]‘}e + (1 _52) l{TZS T}e (21&)
=1
) = ) _ Em:— 1 i) +§n:(1—5~)1 -7 (2.1b)
(1)) = B(T) - S>3 € i) Hry< Tray=mi} € :
j=1 i=1

e o payoff descontado f*(X) é Gr-mensurdvel e E[|f*(X)|] < oo, para X = 7; no caso do CDS",
t=1,..,n, e X =70, para o swap FtD.

2.2 Contexto com dois nomes

Nesta secao obtemos uma estratégia de hedge dinamico de um swap FtD para o caso particular
em que este contrato fornece a protecdo ao comprador deste derivativo contra o risco de crédito de

dois nomes.
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2.2.1 Valores dos Derivativos de Crédito

Iniciamos calculando os valores dos derivativos de crédito definidos na Secao 2.1, observando-se
que devido a dependéncia entre os dois nomes, a probabilidade de sobrevivéncia no instante ¢ depende

da informacao sobre o default destes nomes.
Para o calculo da esperanca condicional, utilizaremos o seguinte resultado.

Seja X; um processo continuo a direita e adaptado a filtracdo G;, entdao X; pode ser representado
por:
Xt = Lo<i< gy} Jo(t) + Ly <<y} J1(E 7)) + Ly <oy f2(E T(1)5 7(2))
onde 7(j) é o j-ésimo default e f;(t,7(1),...,7(;)) € Gz ;-mensurdvel L para j = 0,1,2, e definimos
7(0) = 0. Ou seja, a funcao f; depende da identidade dos nomes cujos default ji ocorreram até o

instante t.
Podemos reescrever a varidvel aleatéria X; em funcao dos instantes de default dos nomes 1 e 2
ao invés dos 7, j = 0, 1,2, obtendo:
Xt =15 im0 fo(t) + 1{ﬁ§t;7’2>t}fll(t) + 1{n>t;rzgt}f12(t) + 1in<tm<iyfolt)
onde ff(t) = fi(t,7q) = 75), para j = 1,2.

Se considerarmos que o processo X; é definido por uma esperanca condicional, esta expressao
representa o valor de X; para cada possivel filtracdo G;. Isto é, considere g(71) uma funcdo Gr-
mensuravel, tal que E[|g(m1)|] < co. Conforme a expressio acima, a esperanca condicional E[g(71)|Gy]

pode ser escrita como:
Elg(m)1G] =l{r,<1y 9(11) + Lin s 5750y Blg(m) {11 > 572 > t}]

+ s un<n Blg(n){n >t m = n}] (2.2)
onde 79 < t é o instante em que ocorreu o default do nome 2. O resultado andlogo é valido para
9(72).

Notagoes: Denotamos G(t1,t2), a fungao de sobrevivéncia dos dois nomes, isto é,
G(t1,t2) = Pl > t1; 72 > 19]

e assumimos que G(t1,t2) é suficientemente diferencidvel. A fungao de distribuigao conjunta F'(t1,t2)

dos instantes de default é denotada por:

F(t,t2) = Plmy <ty; 1o < 9]

1Se 7 é um tempo de parada, os eventos observados antes ou em 7 sio descritos pela o-dlgebra G,, definida como a
colecdo dos conjuntos G,={A € G: para qualquer t, AN{r <t} € G:}.
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e Fi(t;) = P|m; < t;] é a funcio de distribui¢do marginal de 7;, para i = 1,2.

A proposicdo a seguir fornece a relacdo entre as funcoes de distribuicdo e sobrevivéncia que é

utilizadas nos calculos dos valores dos derivativos de crédito.

Proposicao 2.1. A fungao de sobrevivéncia € expressa em termos da func¢ao de distribuicao conjunta

através da sequinte igualdade:

1= G(t1,t2) = Fi(t1) + Fa(te) — F(t, t2). (2.3)

Prova: A funcao de distribuicao marginal de 71 pode ser escrita como:

Fl(tl)ZP[TlStl;TQStQ]—FP[TlStl; 72>t2]. (24)

De forma andloga, para 7o temos:

P[TQ > tz] = P[Tl > tl; Ty > tz] +P[7’1 < tl; Ty > tg]
P[Tl < tl; Ty > t2] =1- Fg(tg) — G(tl,tg) (25)
onde na segunda igualdade utilizamos o fato que P[ry > 2] = 1 — Fb(t2) e a defini¢do de funcao

de sobrevivéncia. Substituindo a expressao (2.5) em (2.4) e utilizando a definicao de fungao de

distribuicao conjunta, obtemos a expressao que queremos provar. [
Valor do Swap de Crédito - CDS

Considere o swap de crédito com as caracteristicas descritas na Secao 2.1. Sob a medida neutra
ao risco, o valor do CDS no nome 1 descontado & taxa de juros, ou simplesmente, valor descontado,

CDS*(t), é dado pela proposicio a seguir.

Proposigao 2.2. No instante t <T', o valor descontado do swap de crédito no nome 1 é:

CDS*I( t) = 1{7—1<t} |:Z —S1 l{letj} e Tl 4 (1—107) e_TT]
j=1
- —rts G(t t) 82G(7f ,7'2)
+1{n>t}{2—516 tj [l{tztj}Jrl{Ktj} {re>ty A7 1 G(t,1) +1{7—2<t}m>
i=1 ’

_ G(T,t) »G(T,19)
o rl o el S YaM\Sy T2)
O I e ot e

Prova: Conforme a Secao 2.1, o valor descontado do swap de crédito no nome 1 é dado por
CDS* (t) = E[f*(11)|Gs], com f*(r1) definido por (2.1a).
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Pela expressao (2.2), o valor CDS*!(t) pode ser escrito como:

CDS™ (t) = L7, <3S (11) + Lr> 3 { Lms g EIf (1) {1 > 8572 > t}]
+ 1n< g BIf (m){m > ;72 <t} (2.6)

Portanto, devemos calcular a esperanca condicional para o caso em que nome 1 sobreviveu no
instante ¢, isto é, 7, > ¢, considerando-se que o default do nome 2 pode ou nao ter ocorrido até este

instante, 9 <t ou ™ > t.

Para facilitar os cédlculos, escrevemos o payoff descontado do swap de crédito no nome 1 como:

fr(m) = e (= fplr) + fir(m1)) = = f5(r1) + f (1)

onde f,(71) e fr(71) s@o definidos conforme a Secdo 2.1. Dessa forma, o valor descontado do CDS
no nome 1 do ponto de vista do comprador é composto por duas partes: o valor pago pela protecao
contra o default do nome 1 no instante ¢, m?(t), e o valor que ele recebe se o default deste nome
ocorrer antes do vencimento do contrato, 7{"(t), ambos os valores descontados & taxa de juros. Ou

seja, o valor descontado do CDS no nome 1 pode ser escrito como:

CDS™(t) = —E[f, (r1)| G + E[f; (11)| G]
=~ (0) + ()
onde E[|f;(m1)[] < oo, E[|f7(11)]] < oo, fy(11) e f(71) sdo Gr-mensurdveis.

o . . ~ 3 . v,
Para calcular as esperangas condicionais na expressao (2.6), a seguir calculamos os valores 7" (t)

e m{"(t), considerando-se as duas filtragoes: G; = {11 > t; 7o >t} e G = {m1 > t; 72 = To}.
(i) Quando os dois nomes sobreviveram até o instante ¢, isto é, G = {r; > t; 7o > t}.
(i.a) Para o cédlculo do valor descontado que o comprador paga pela prote¢ao, temos a seguinte
igualdade:
E[fp(m) Yns m>0y] = E[E[f;(ﬁ) 1{71>t;7'2>t}|g£]:| = E[l{n>t;m>t}E[f;(71)|g£]]
= B[ f;(r)|G/] Pln > tima > 1] = B[ f;(m)] 6] G(t.1) .

Logo, o valor 7| (t) é determinado por:

v * ! E f* 1 71 3 T2
7Tlp(t) = 1{71>t;72>t}E[fp(Tl)|gt] = [ p(Tlé(i t)>t >t}] . (27)
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Calculando o numerador da expressao acima:

m
E[f;(ﬁ) 1{7’1>t;7'2>t}] = 281 e E[l{nztj} 1{7—1>t;7-2>t}]
j=1
onde temos duas possibilidades: ¢ > t;, o que representa os pagamentos feitos até (inclusive) o instante
t, ou t < tj, representando os pagamentos futuros. Considerando-se estes dois casos, calculamos a

esperanca acimas:

E[I{letj} 1{7'1>t§7'2>t}:| = l{tztj} E[l{T1>t;7'2>t}] + 1{t<t].} E[1{7'1>t]‘;7'2>t}]
=1y Plm >t > 8]+ 1ye gy Plm > ty5m2 > o]

=Ly G(61) + 1pcyy G155, 1)

Dessa forma, o valor descontado pago pela protecao contra o default do nome 1, no instante
t < T, dado que o nome 2 sobreviveu até o instante %, é:

. G(ti,t
TP () = Lpsiimseg ) s1e " [l{tzm + 1{t<tﬁﬁ ' (28)

=1

(i.b) O valor descontado que o comprador recebe se o default do nome 1 ocorrer antes do venci-

mento do contrato é obtido através da expressao (2.7) para f;(71):

ur * E f:(Tl)l TI> T
m (t) = 1{T1>t;T2>t}E[fr (Tl)|gilf] = [ G(i t)>t >t}]

onde

E[f:(Tl) 1{7’1>t;7’2>t}] - (1 - 51) e_TTE[ 1{t<7’1§T;7’2>t}]

calculando a esperanca acima temos:
T roo T
Eltycnsrimsn] = [ [ 0F@w) = [ (0Fiw) - 0 F,1)
t Jt t
T

=/ (—01G(u1,1)) = G(t,t) — G(T,1)

t

onde a terceira igualdade decorre da derivada da expressao (2.3) com relacdo a primeira varidvel.

Logo, para 79 >t et <1', temos o valor:

G(T, t)] 2.9

7ri”n(t) = 1{7'1>t; To >t} (1_51)6_TT|: - G(t t)
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Através das expressoes (2.8) e (2.9), obtemos que o valor descontado do swap de crédito no nome

1, dado que os dois nomes sobreviveram até o instante %, é:

* S —rt; G t’t - G T’t
CDSl(t)=1{T1>t;72>t}{2_516 : [1{t2tﬂ + L) G((Z t””“‘sﬂe T[l - G((t t))]}'

j=1
(2.10)

(ii) No instante ¢, o default do nome 2 ji ocorreu, isto é, G; = {m1 > t; 72 = To}, onde 7o < ¢.

(ii.a) Para o calculo do valor descontado que o comprador paga pela prote¢ao, temos o seguinte

resultado:
E[f3(m) Ln>sm>my] = E[E[f;(ﬁ) Lin>tn>nil{nn > tim = ?2}”
= B[l imomy B ) K > time = 7]
- / / E[f;(Tl)HTl >7f;72=u2}] 32F(u1,u2)
t T2

= /OOE[f;(Tl)HTl >t = UQ}] (BQFQ(UQ) — 62F(t,U2))

onde 7, < t. Derivando (2.3) com relacdo a segunda varidvel e substituindo na expressdo acima,

temos:
E[fy(1) Yinstm>m)] = / E[ fy(r){m > t;12 = us}] (—0:G(t, u2)) .

Em seguida, derivando esta expressao com relacao a 72, obtemos:

_ 82E[f;(7'1) 1{71>t; T2 > Tg}]

7ri]p(t) = 1{71>t;72§t}E[f;(7—1)|g£] - 62G(t 7—_2) : (211)

Calculando o numerador:

62E[f;(7—1) 1{71>t;72>f2}] = Z S1 eirtj 82E[1{7'12tj} 1{71>t;’rz>’?z}]
j=1

onde, para a esperanca acima temos t > t; ou t < t;, logo:

RE[ 1501 Lnstms>my] = Loty BE[ L tms )] + Licy) B[ 15 b:m> )]
= 1gp> t;} hG(t,T2) + 1gc t;} 02G(t),T2).

Como no instante ¢ o default do nome 2 ji ocorreu, entao 7o = To.



2.2. CONTEXTO COM DOIS NOMES 15

Portanto, para ¢ < T, o valor descontado pago pela protecdao contra o default do nome 1, dado

que o default do nome 2 j& ocorreu, é:

m
Wi]p(t) = Yrstm<t) Z spe”Y

[ 02G(tj,72)
j=1

l{tth} + 1{t<tj}m . (212)

ii.b) O valor 7" (¢) é obtido através da expressao (2.11) para f*(7), isto é:
1 T

ur # hE f:(Tl)lT ;2> T
m (t) = 1{T1>t;72§t}E[fr (7’1)|g£] = [ BQG(i 17_;; 2> 2}]

onde 7 < ¢t. Calculando o numerador:

8Zlg[f;"k('rl)]-{’r1>t; T > 7"2}] = (1 - 51) eirT aQE[ 1{t< n<T;7m2> 7"2}]

para a esperanca acima, temos:

T oo

_ 2

82E[1{t<71§T;72>f2}] = 82// O°F (uy, up)

t JTo
T

= —/ 82F(u1,7"2) = 82G(t,77'2) — 82G(T, 77'2) .
t

Logo, no caso que o default do nome 2 ocorreu até o instante ¢, 7o < ¢, obtemos:

. 9G(T,
R0) = Loy (1 =0 7 |1 22T, (213)

Portanto, através das expressdes (2.12) e (2.13), o valor descontado do swap de crédito no nome

1, dado que no instante ¢ o default do nome 2 ji ocorreu, é:

. L PG(t;, T _
CDS*(t) = 1{T1>t;T2§t}{Z spe”" [1{t2tj} + 1{t<q}%] +(1=d)e ™ [1
=1 ’

S

(2.14)

Substituindo as expressoes (2.10) e (2.14) em (2.6), obtemos a expressao que queremos provar. [J

De forma andloga obtemos o valor descontado do swap de crédito no nome 2, para t < 1"

CDS™(t) = 1<y [Z —s2 L3¢ + (1 - d2) e_TT]

J=1
LA G(t,;) 0G(n,t))
N 1{7—2>t}{2 —sye Tl |:1{t2tj} + 1{t<tj} (1{T1>t}wg) + 1{7’155%)
J=1 | |
~ G(t T) 81G(7’1 T)
) ol a1 aGln, 1)
#0071 G ~ o Gty )
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Valor do Swap FtD com dois nomes

Para calcularmos o valor do swap first-to-default é necessario definir o conceito de intensidade de

default e alguns conceito matematicos.
Definigoes: Seja X; um processo estocastico em (2, F, {F; }i>0, P).

e X; é um processo de variacdo finita se X; for um processo adaptado tal que, cada trajetéria

t — X(t,w) tem variacio finita.

e Seja P(F;) uma o-dlgebra sobre (0,00) x  gerada por retangulos da forma
(s,t] x A; 0<s<t, Ae€Fs.

P(F:) é chamada o-dlgebra Fi-predizivel sobre (0,00) x €.

Um processo Xy, tal que Xy é Fy-mensuravel e (t,w) — X;(w), definido de (0,00) x Q2 em IR, é

P(F;)-mensuravel e denominado Fy-predizivel?.

e X, é um processo progressivo em IRy x € se, para cada t € IRy, temos que (s,w) = X (s,w) de
[0,¢] x  em Ré B([0,t]) ® Fi-mensurdvel.

e Seja 7 um tempo de parada. Denotamos X;rr, 0 processo de parada onde

Xinr = Xy 1{t<7’} + X; l{tZT} :

e Um processo X; é um martingal local se existe uma seqiiéncia crescente {7,,} de tempos de
parada, tal que limy, yoo Ty, = 00, P-quase-certamente®, e cada processo de parada Xia,,, ¢ um

martingal.
e Um processo X; adaptado a filtragdo F; é um martingal sob F; se, para qualquer ¢, X; é

integravel, E[|X;|] < oo, e para s <1, E[X;| F,] = X,.
Teorema 2.1. Se X; € mensurdvel, Y; € integrdvel e Y; = SUPy < | Xu|, entdo, X; € integrdvel.
Brémaud [2] define a intensidade estocdstica para um processo pontual, isto é, um processo com

varios saltos, entretanto, neste caso assumimos que, se o default ocorrer, isto ocorre apenas uma vez

em cada nome. Entdo, consideramos o processo com apenas um salto da forma N (t) = 1<y

*Ver Brémaud [2].

#Uma seqiiéncia { X, } de varidveis aleatérias em (€2, F, P) converge P-quase-certamente para uma varigvel aleatéria
X se P[limp o0 X, = X] = 1.
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Definigao: Sejam N (), um processo pontual adaptado & Fy, e h(t), um processo F;- progressivo

e nao-negativo tal que, para todo ¢ > 0, f(f h(s)ds < co. Se para todo processo Cy, Fi-predizivel e

E[/Ooocsdzv(s)] = E[/OOOCSh(s)ds]

é satisfeita, entdo dizemos que N (t) admite a intensidade estocdstica h(t), Fi-mensurdvel.

nao-negativo, a igualdade

Observacao: O limite de integracdo nas integrais estocdsticas é (s, t], onde s < t. Dessa forma,

para simplificar a notacao, denotamos fst H,dX, = fst+ H,dX,.
No contexto do risco de crédito denominamos h(t) de intensidade de default.

A intensidade de default de um nome estd associada & sua probabilidade de sobrevivéncia.
Schénbucher [24] define a intensidade de default por:

Definigao: Counsidere que o nome ¢ sobreviveu até o instante t, 7; > t. A intensidade de default
do nome 4, h;(t), é definida por:
hi(t) = o B[ 101/ G1]|
or ¢ T=t
onde h;(t) é G;-mensuravel e diferencidvel em T'. Para t > 7, h;(t) = 0. Além disso, a intensidade

de default é um processo cadlag, ou seja, continuo a direita e com limite & esquerda, para ¢ = 1,2.

Como estamos considerando que o default de um nome ocorre apenas uma vez, a intensidade
de default representa a probabilidade de ocorrer o default do nome 7 no instante ¢, dado que ele

sobreviveu até o instante anterior.

Através da expressao (2.2), podemos escrever a intensidade de default como:
hi(t) = Lgrsay | 1o 0y halt) + Lgr <o By (1) (2.15)

onde (t,w) — h;(t) é B4 ® Go-mensurdvel, (t,w) — h;j(t), By ®Gr,-mensurdvel, G, = {A € G: para
qualquer ¢, AN{r; <t} € G}, e B, a o-algebra de Borel, para i,j =1,2 e j # 1.

Observagao: Denotamos a intensidade de default do nome ¢ sobre todas as filtragoes em negrito,

4

h;(t), e para uma filtracio especifica por h, J (t), onde ‘—j’ indica o nome j teve o default até

(inclusive) o instante ¢ e h;(t), se os dois nomes sobreviveram até t.

Em particular, para o caso em que os dois nomes sobreviveram até o instante ¢, a intensidade de
default do nome 1, hy(t), é:

iE[l{Tl>T} 1{T1>t;7'2>t}:| 81G(t)

) = 57 G1t) G
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Se no instante ¢ o default do nome 2 ja ocorreu, 7 < t, entdo, a intensidade de default do nome 1,

hy%(t), é calculada conforme a expressdo (2.11),

182E[1{71>T} 1{71>t;T2Z?2}] __PG(t,m)

-9 _ _ gL mn)
hl (t) - 8T azG(t,Tz) T—t azG(t,Tg) '

Observando-se que a intensidade de default do nome % no instante ¢ depende da informacgao sobre o
default dos demais nomes neste instante, de forma que, no instante de default do nome j, t = 75,
h;(t) tem um salto, j # i.

Isto ocorre devido a dependéncia entre os nomes e pelo fato que a intensidade de default ser um

processo cadlag e Gi-mensuravel.

As provas dos teoremas a seguir, para o caso geral do processo pontual com mais de um salto,

podem ser vistas em Brémaud [2].

Teorema 2.2. Considere o processo de intensidade de default do nome i, hi(t), dado pela expressao

(2.15). Entao, o processo compensado
. t
M} = N;(t) —/ h;(u) du
0
¢ um martingal sob G¢*, para i = 1,2.

Observagoes: Sob as condicoes do Teorema, 2.2:

e O Teorema é vélido também para o caso em que o processo da intensidade de default h;(t) é

G;-predizivel.

e Seja C, um processo Gi-predizivel e nao-negativo, entao:

E[/OOO C’sti(s)] - E[/OooCshi(s)ds]

e portanto, h;(t) é a intensidade estocastica do processo N;(t) sob G.

O teorema a seguir fornece um resultado que serd usado nos calculos dos valores dos derivativos

de crédito.

Teorema 2.3. Seja C; um processo G-predizivel. Se N;i(t) admite a intensidade estocdstica h;(t),
onde fot h;(s)ds < 00, para t > 0, entdo:

*Para o caso geral de um processo pontual N;(¢) com varios saltos, se Too = lim,, 100 T = +00, entao o processo M/
é um martingal local sob G;.
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. f(f CsdM? é um martingal sob Gy, tal que E[fg’ | Cs| hy(s) ds] < oo,
o f(f Cs dM? é um martingal local sob Gy, tal que f(f | Cs| hy(s)ds < oo.

Corolério 2.1 (Propriedade Martingal). Sob as condi¢oes do Teorema 2.3, para t < T, temos

E[/tT C, dNi(s)\gt] = E[/tT Csh(s) ds\gt]

tal que E[f(;t | Cs| hy(s) ds] < oo.

que:

Teorema 2.4 (Fubini). Seja X; um processo Gi-mensurdvel. Se fabE“XstS < oo, P-quase-
certamente, entdo f: E[X]ds = E[f; X ds]|.

Com estes conceitos, a proposi¢ao a seguir fornece o valor descontado do swap FtD com dois

nomes.

Proposicao 2.3. No instante t < T, o valor descontado do swap first-to-default com dois nomes €é:

m 2
FtD*(t) = 117, <y [Z —sLirysepe Y (1= 0) 1z, —ny erT]

m 2 T
Tt tﬂ’t] e T G (u,u)
+ Lray> 1} {;—86 [l{mj} tlu<u) TG ) ] +; (=8 /t MGy ™

Prova: Como foi definido na Segao 2.1, o valor descontado do swap first-to-default é dado por
FtD*(t) = E[f*(7(1))|G:], com f*(7(1)) definido por (2.1b).

No caso do primeiro instante de default 7(;), a expressdo (2.2) pode ser escrita como:
Elg(ra)|Gd) = L, < 0y 9(t()) + Lryy> 3 Elg(my) {m > ¢ 72 > t}]. (2.16)

Dessa forma, o valor FtD*(t) é obtido através da expressao:

FtD*(t) = 17, <y S (1) + Ly > B () ) {m > 52 > £].

Portanto, devemos calcular a esperanca condicional para o caso em que o primeiro default nao ocorreu

até o instante ¢, (1) > 1.

Assim como no caso do swap de crédito CDS, escreveremos o payoff descontado do swap FtD

COomo:

Fray) = e (= folry) + frlmw))) = —fi(rwy) + £ (7))
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com fy(7(1)) e fr(7(1)) definidos conforme a Segao 2.1. Logo, o valor descontado do swap FtD, do
ponto de vista do comprador, é composto por duas partes: o valor que ele paga pela protecao countra
o primeiro default 7%?(¢) e o valor que ele recebe, caso o primeiro default ocorra antes do vencimento

do contrato, 7" (t), ambos descontados & taxa de juros, ou seja,
FtD*™(t) = —E[f, ()| Gi] + Elf; (10))| G
() + (1)
onde El[|f, (T1))l] < oo, E[|f;(T1))l] < oo, fy(71)) e f7(7(1)) sdo Gr-mensurdveis.
Para a filtracio G; = {m1 > t; 7o > t} e pela expressdo (2.7), temos:

(a) Valor descontado pago pela prote¢ao contra o primeiro default:

v, E[f*(T]. )1 T ;7'. ]
g P(t) = 1{T1>t;T2>t} a )G(t{tl)>t 2> 1) .

Calculando o numerador da expressao acima;:

Ms

[fp( )1{T1>th>t}] se " E[1{7(1)>tj} 1{T1>t;7'2>t}]

<.
Il
—_

e " [1{::3 tiy Ellm > 6> 8] + Lty Bl {ry > 1m0 1]

<
Il
—

I I

e 1z ) G, 1) + 1gayy) Glt, 1)

<.
Il
—

observando-se que 7(;) > t; = min{7, T2} > t;, isto é, 11 > tj e 7o > t;.

Logo, no instante ¢, o valor descontado que o comprador do swap FtD com dois nomes paga pela

protecao contra o primeiro default é:
m
G(tj,t;)
P(t) = Lirgy>1) Z se”"" [1{t>t]} + i<ty ﬁ (2.17)
j=1

dado que o primeiro default nao ocorreu até o instante .

(b) Valor descontado que o comprador do swap first-to-default recebe se o primeiro default ocorrer

antes do vencimento do contrato.

Para ¢ fixo e j # i, temos que:

Lz <1y Yrgy=r} = Ym<ry Yn<n)
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onde 4,j = 1,2. Utilizando esta igualdade, para t < T, o valor 7'"(¢) é dado por:

2 2

er(t) = Z(l — 62) e E|:1{Ti<T} H l{TiSTj}‘gt]
i=1 Jj=1
J#L

onde a esperanca condicional pode ser escrita como:

2 T 2
E[I{TKT} 11 1{TisTj}\9t] = E[/O | | R dNi(u)\gt]
=1 =1
7 i
T 2
= 1{7'(1)=Tift} + FE |:/tv H l{T]Zu} sz(’u)‘gt] . (218)
j

=1
J#i

A esperanga condicional acima é calculada através da Propriedade Martingal (Corolario 2.1) e
para isto € necessario mostrar que o processo no integrando na esperanca condicional, 1¢;.> ), para

1 fixo, satisfaz a condicdo do corolario. Temos que:

E[ /0 t 1y oy hi(w) du] - E[ /0 t Lryoup hil) du] - E[ /0 ) du] - E[ /0 e dNi(u)]

ZE[Ni(t/\T(l))] <l< o

onde a terceira igualdade decorre do fato que o processo M, é um martingal (Teorema 2.2). Aplicando

a Propriedade Martingal na esperanca condicional em (2.18), obtemos:

T 2 T 2
E[/ Hl{szu}dNi(U)\Qt] ZE[/ Hl{szu}hi(u)duwt]
t iy t iy
S G#i
T
= [ B[t i )] 61 (2.19)

onde a ultima igualdade decorre do Teorema 2.4, de Fubini. Como uw > t, para o integrando da

expressao acima temos:

1G]
- 1{71>t;Tz>t} E[1{71>u;72>u} hi(u ] G(tut)il
= Lin> tym> 1y hi(u) Glu,u) G(t, 1)~ (2.20)

E[ 1{71> u;To> u} h’l(u)| gt] = 1{71>t; o>t} E[ 1{T1>u;7‘2> u} hl(u)
)

onde G, = {m > t; o > t}.
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Portanto, através das expressoes (2.18), (2.19) e (2.20), no instante ¢ < min{r;), T}, o valor
descontado que o comprador do swap FtD com dois nomes recebe se o primeiro default ocorrer entre
os instantes £ e 1" é:

o - Lo [T Glu,u)
TV (t) = 1{T(1)>t}§(1—5i)e T/t hi(w) 100 du . (2.21)

Logo, através das expressoes (2.17) e (2.21) temos o valor F'tD*(t) com dois nomes, para t < 7(y).
2.2.2 Representagcao Martingal

Seja Nj(t) = 1 <, um processo pontual com intensidade h;(t), Gi-mensurdvel, da forma:
hi(t) = 1ins 0y | Lo ha(t) + i<y By 7 (1) (2.22)

onde h;(t) e hi_j(t) sao definidas conforme a Se¢ao 2.2.1, para i,j = 1,2 e j # i. Isto é, h;(t) é a versao

Gi-predizivel de (2.15). Para ressaltar que a intensidade é G;-predizivel, denotaremos 1> h;(?).

Teorema 2.5. [Representacao de Martingais® Sejam (N1(t), Na(t)), um processo bidimensional nao-
explosivo® em (2,G,P) e Gy, a filtragio gerada pelos dois processos. Suponha que para cada i,
N;(t) admite a intensidade h;i(t), Gi-predizivel. Seja Xy uwm martingal continuo a direita da forma
X, = E[Xoo| Qt], onde E[|Xl|] < 0o. Entdo, para t > 0,

2 t
X, = X +Z/ H;(s) dM
i=1"0

P-quase-certamente, onde M} = N;(t) — f(f 17> hi(s)ds e Hi(t) € um processo Gy-predizivel, tal

que
t
) 1 i) ds < 0
0

P-quase-certamente e t > 0. Além disso, H;(t) = AX, 1=1,2.

‘t:Ti7
Para os valores dos derivativos de crédito temos o seguinte resultado:

Proposigdo 2.4. Sob a medida neutra ao risco, os valores CDS*(t) e FtD*(t) sdo martingais sob

Gy, para 1 =1,2.

*Ver Brémaud [2].
50 processo N;(t) é P-ndo-explosivo se N;(t) < oo, para t > 0, P-quase-certamente.
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Prova: O valor m;”(t) pago pelo comprador do CDS pode ser escrito como:

m m

Z T B[ Lyl G =) sieT m(t).

=1 j=1

A seguir, mostraremos as propriedades dos processos 7rUp (t) eny"(t), parai=1,2e j=1,...,m

Para u > t, temos:
E[mPW)|G] = E[B[14:50)10| 6] = E[11n51,)]G] = 7).

Para o processo do valor descontado que o comprador do swap de crédito recebe em caso de

default do nome i, 7}"(¢), temos:

Blr" WG] = B[B[(1-6) 1< e "16.]| 6]
= E[(1 - lir<1) e "7 G = 7" (t).

vp

i (t) e m{"(t) sao integrdveis e portanto,

Além disso, por definicao, para todo ¢ > 0, os processos 7,

martingais sob G;.

. . , . v .
A soma de processos martingais é um martingal, logo, 7rip (t) e conseqiientemente, o valor descon-

tado do swap de crédito CDS*(t) sdo martingais sob Gy, para i = 1,2.

De forma anéloga, para o swap FtD podemos mostrar que os processos 7P () e 7" (t) sdo mar-

tingais sob G; e portanto, o valor FtD*(t) é um martingal sob G;. O

Pelo Teorema 2.5, de Representagao de Martingais, para t < 1', os valores dos swaps de crédito

podem ser escritos como:
. . 2 t . .
CDS*(t) = CDS™(0) —I—Z/ H]Z(s) dn? (2.23a)
2 t ‘
FtD*(t) = FtD*(0) + » / K;(s) dM? (2.23b)

onde os processos Gi-prediziveis H;(t) = ACDS*(t) e K;(t) = AFtD*(t)‘t_Tl, i,7 =1,2. Ou
-1

‘t:Tj
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seja, para e 1,5 = 1,2:

Qi - o [95G (6 te) Gt t)
Hj(t)_I{T(UZ”{;_SZI“Q’M [JajG(t,t) o ]
oG T)  9,G(6-0,T)
- ]dn_agu) o

i " ” G (b tr) 0;G (tx—j, 7))
Hi(t) = 1{nzt}{28i1{t<tk}e [1{T]>t} Gio T imso ajg(t_j )
k=1 ’

+ (1—6)e " [l{wt} % + 1<y %] } (2.24b)
u T U, U
K;t) = 1{7(1)—Tj2t}{ ;s Lycyye ™ 76?(575(,;:?;) +(1=8)e T [1 —/t hj(u) %((t:t)) du]
T U, U
—(1—=d)e T /t hi(u) (é((t’t)) du} (2.24¢)

onde, para i = 1, G(t_;, t;) = G(tx,t) e para i = 2, temos G(t,1;); analogamente para 0;G(t_;,7;).
2.2.3 Hedge Dinamico 1

Assumindo a liquidez dos derivativos e com o propésito de fazer o hedge de um swap FtD com dois
nomes, o vendedor deste contrato compoe a seguinte carteira: vendido em um swap FtD, comprado
nos swaps de crédito CDSs de cada nomes e com uma quantia 7y investida a taxa de juros livre de

risco.

No instante ¢ < min{r(;), T}, o valor desta carteira é:

Z% t)CDS (t) +yo(t) e " — FtD(t)

logo, o valor descontado a taxa de juros é:

Z% t) CDS*(t) + o (t) cash — FtD*(t).

Supomos que a estratégia y(t) = (yo(t), 71 (%), v2(¢)) é auto-financiada, no sentido que a variagio

do valor da carteira é determinada somente pela variagdo do valor dos derivativos, ou seja,

2
dIT*(t) = Y 7(t) dCDS*(t) — dFtD*(t). (2.25)
i=1

No contexto com dois nomes temos o seguinte resultado:
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Proposicao 2.5. No instante t < min{T(l),T}, a estratégia de hedge dinamico de um swap FtD
com dois nomes y(t) = ((t), 71 (t), 12(t)) ¢ obtida de forma que v (t) = (y1(t),2(t)) € solugio do
sistema linear:

H(t)v (1) = K(¢)
onde Hj;(t) = H]Z(t) e Kj(t) sio determinados pelas expressoes (2.24a), (2.24b) e (2.24¢), 4,5 = 1,2.

E a quantia de cash é determinada por:
2 .
Yo(t) = FtD*(t) = Y 7;(t) CDS™(t). (2.26)
=1

Prova: Substituindo na expressdo (2.25) as dinamicas dos valores dos derivativos, obtidas pela forma
diferencial de (2.23a) e (2.23b), a variagdo infinitesimal do valor da carteira em termos dos fatores

de risco é dada por:

2

[Z Hit dMJ} S K;(t) dM]

J=1

dIT* (t) =

2

[Z — K (1)) (aN; (1) = 11y by () dt)

=1

”'M"’ WMM

Portanto, a variacdo no valor da carteira é composta por dois termos: um termo deterministico

e um termo de incerteza devido ao default dos dois nomes.

A estratégia de hedge dindmico do swap FtD consiste em obter «(t), tal que a variacdo do valor
da carteira dII* (t) seja livre de risco. Dessa forma, v (t) = (71(),y2(t)) é solucdo do sistema linear
H(t)y (t) = K(t), isto &,

2
> owilt) H(t) = K;(t)
i=1

para j = 1,2.

A quantia yy(t) em cash é determinada de forma que a estratégia +(t) replica o payoff do swap

FtD no instante ¢t < min{7(;), 7'}, ou seja, I1*(¢) = 0, obtendo-se a expressio (2.26) para yo(t). O

O sistema linear H(t)v' (t) = K(t) tem solucio unica se det(H(t)) # 0, para cada t < min{7(), T}
Isto é, se os saltos nos valores dos CDSs devido ao default de um nome nao for obtido por uma
combinacao linear dos saltos dos valores dos swaps de crédito decorrentes ao default dos demais
nomes. Em outras palavras, o mercado deve ser completo para que a estratégia de hedge do swap

FtD seja unica.
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2.3 Contexto com n nomes

Nesta se¢ao generalizamos os resultados obtidos na Se¢ao 2.2, obtendo o hedge dindmico de um
swap FtD com n nomes. Iniciamos com a definicao de funcoes de sobrevivéncia e de distribuicao no

contexto com n nomes.

Definigao: Seja t = (t1,...,t,) € IR*, um vetor de instantes de tempo. Denotamos G(t), a fungao

de sobrevivéncia dos n nomes, isto é:
G(t) = Pl > t1; ... ;Tn > ty)

e assumimos que G(t) é suficientemente diferencidvel. A fun¢ao de distribui¢ao conjunta F'(t) dos

instantes de default é denotada por:
F(t) = Plr <t1; o570 <t
e Fi(t;) = P|r; < t;] é a funcio de distribui¢do marginal de 7;, para i = 1,...,n.
A seguir temos a notagao que é utilizada neste e nos préoximos capitulos.

Observagao: As varidveis em negrito representam vetores.

Notagoes: Cousidere que o nome ¢ sobreviveu até o instante ¢, 7; > t. Denotamos:

o Ip = {ki1,....kj—1}, o conjunto dos nomes que tiveram o default até (inclusive) o instante ¢,

istoé,selp =1, <t,paraj=1,..,ncomj=1=Ip=0en>2.

o Ig ={li,...,ln—j}, o conjunto dos nomes, exceto o nome ¢, que sobreviveram até o instante ¢,

ou seja, r € Ig = 7, > t, tal que i ¢ Ig.
Dessa forma, {Ip,{i}, Is} é uma parte do conjunto dos n nomes I = {1,...,n}, onde

i¢ID, i¢I§', IpNnlIs =0, IDUISU{i}:{l,...,n}.

Para 4 fixo, definimos:

I' ={{1,...,n} — {i}}: o conjunto formado pelos nomes em I exceto o nome i;

A; = {Ip,Is}: uma parte do conjunto I', tal que Ip UIg = I';

|Ip|: a cardinalidade de Ip, analogamente para |Igl;

e Ay p : o conjunto das partes de I', tal que |Ip| =k, onde k =0,...,n — 1.
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Desta forma, temos que:

Z : somatério de todas as partes A; de I', tal que |Ip| = k.
AiCAk,II
A;={Ip,Is}

Observando-se que |Ip| = k indica implicitamente que |Ig| =n —1 — k.

Exemplo: Considere I = {q1,q2,q93} e i = g3, logo I' = {q1,q2}. Para k =0,1,2, temos:

{0,{q1,02}} para k=0
Arr =9 {{H{a} {e}} {eh{a}}} parak=1
{{(11,(]2},@} para k =2

De forma simplificada, denotaremos:

j—1

l{TIDSt} = l{Tk]_Sta"'aTkjflst} = Hl{Tszt}
=1

e analogamente para 14 1>t}
Para as fungoes de sobrevivéncia e de distribui¢ao, utilizaremos a seguinte notagao:

Sejat = (t1, ..., ty), um vetor de instantes de tempo. A derivada parcial de funcao de sobrevivéncia
G(t) com relacdo a i-ésima varidvel é denotada por 9;G(t) = 0G(t)/0t;, para i = 1,...,n. Para o

conjunto Ip dos nomes que tiveram o default antes do instante ¢ definimos:

011G (t)
91, G(t) i= ——————
1o ( ) atkl...atkj71
onde t;, = (tkl, ...,tkjil) e R~

Observagao 1: Se I = 0, ou seja, [Ip| = 0, entao d;,G(t) = G(t).

Para as funcoes que tém o vetor t = (¢1,...,t,) como argumento, a notacdo a seguir é utilizada

para representar que o ¢-ésimo componente de t é substituido por s:
F(t,i, S) = F(tl, ey tifl, S, ti+1, ooy tn).

Generalizando, se t; for substituido por s e além disso, se os componentes do vetor t identificados
pelos indices no conjunto I forem substituidos por r, tal que i ¢ I, denotaremos estas substituigoes

por F(t_;,s;t_1,,7), ouseja, para k€ Ip, I =1,...,5 — 1,

F(t_i, 53 t_[D,T) = F(t_i, 53 t,kl,r; veey t—k]-,lﬂ“)-
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Observagdo 2: Considere os conjuntos I¥ e I%, onde [I5| =k <j—1e|l5| =p <n—j. Para
t' € IR, denotamos por:
Fz’,Ig,Ig (t, Tik> t') = 015,15 (t—lg J 7'1']_9,)
a funcao de distribuicao marginal dos nomes em [ g, Ig e o nome i, onde t € IRFFPTL,

Generalizando o resultado da Secao 2.2.1, um processo X; continuo a direita e adaptado a G;

pode ser representado por:
Xt = l{OS t<T(1)} fo(t) + 1{7(1)§t< T(2)} fl(t’ T(].)) + .
+ l{T(n,1)§t< T(n)} fn—l(ta T(1)s T(nfl)) + l{T(n)§t< oo} fn(ta T(1)s T(n))

onde 7(;) é o j-ésimo default, 70y =0 e fi(t, T(1)s e T(j)) é QT(j)—mensura'wel e depende da identidade

dos j nomes que tiveram o default até o instante ¢, = 0,1, ..., n.

Considerando que 7; > t, o conjunto dos n nomes pode ser escrito como I = {Ip,{i}, Is}, onde
Ip = {ki,....kj_1} e Is = {l1,...,ln—j}, para j = 1,...,n, com j = 1, Ip = . Reescrevendo a

expressao acima em funcao dos instantes de default dos n nomes, para 7; > ¢, temos:

1{n>t} Xy = 1{n>t} {1{711>t; T >t} fO(t) + Z 1{rk1§t; Tll>t§---;Tln_2>t} fl (tu T(l))

n—1
AiCAI,I/
Ai={Ip,Is}
+...+ Z 1{rk1§t; w5 Thy  SETY > ...;Tln7j>t} fj*l(ta T(1)y -+ T(j—l))
AiCAj
Ai={Ip,Is}

+...+ 1{rk1§t;...;rkn_1§t} fnfl(taT(l)u "'aT(nfl))}

onde os somatdrios se estendem sobre todas as possiveis partes A4;, tal que |Ip| = k, para k =
0,1,...,(n —1). Logo,

n—1

1{7—1>t} Xt = 1{7z>t}2 Z l{TIDSt;TIS>t} fk(t, T(l),...,T(k-)).
k=0 AiCAk,ﬂ
Az:{IDyls}

Considere ¢g(7;) uma funcao adaptada a G, tal que E[| g(7;)|] < co. Conforme a expressio acima,

a esperanca condicional E [ g(7)| Qt] pode ser escrita como:

n—1
Elgm)|G) = Lneny 9() + Linsgy >, D L, <trr>0 B[ 9(7)] Gt (2.27)
k:OAiCAk,I/

Ai={Ip,is}

onde G = {7, = T1,;T1s > t;7; > t}, para |Ip| =0,1,...,n—1lei=1,... n.
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2.3.1 Valores dos Derivativos de Crédito

Nesta secao obtemos os valores do swap de crédito e do swap first-to-default para n nomes,

generalizando as expressoes das Proposicoes 2.2 e 2.3.
Valor do Swap de Crédito

Considere o swap de crédito com as caracteristicas descritas na Secao 2.1. Conforme foi definido,
sob a medida neutra ao risco, o valor descontado do CDS no nome i, CDS*(t), do ponto de vista
do comprador é composto por duas partes: o valor pago pela protecao contra o default do nome 7 e

o valor que ele recebe se o default deste nome ocorrer antes do vencimento do contrato.
A proposicao a seguir fornece o valor pago pela protecao contra o default do nome 3.
Proposic¢ao 2.6. No instante t <T', o valor descontado que o comprador do swap de crédito (CDS)

paga pela protecdo contra o default do nome i é dado por =" (t) = E[f;,‘(n)| gt] , onde

7
m
fym) =) sie T Lgse
=1

é Gr-mensurdvel ¢ E[|f(7:)]] < oo. Logo,

m
() = Lmcn Y sieT Lz
j=1

n—1

m
ot Or, G(t—1,, 15360, t5)
+ 1>y Zsie Tt][l{tztj}"’_l{tﬂj}z Z LT <umig>1) D@ G(i D;' Z) :
J:l kZOAiCAk,II ID 7ID7 ID
A;={Ip,Is}

onde I' U{i} =1, parai=1,...,n.

O primeiro termo representa a soma dos pagamentos feitos até o instante de default do nome 3
tal que, no instante ¢, o default deste nome ji ocorreu. Por outro lado, se o nome ¢ sobreviveu até
o instante ¢, o valor que o comprador do CDS paga pela protecao é dado pelo valor descontado das
taxas de protecao s; pagas até o instante ¢, logo com probabilidade 1, somado aos pagamentos futuros
multiplicados pelas probabilidades condicionais de sobrevivéncia do nome ¢, dada a informagao sobre

o default dos demais nomes no instante .

(3 . ~ . ~ PN .
Para a prova do valor m; P(t), precisamos de uma expressao que relaciona a fungao de sobrevivéncia

7

A funcio de distribuicio. Isto é obtido através do Principio da Inclusio e Exclusdo”, dado pela

proposicao a seguir.

"Ver Gill [10] e Dudewicz [5].
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Proposicdo 2.7. (Principio da Inclusdo e Exclusdo) Sejam Ay, ..., A,, n eventos disjuntos.

Entao,

P(U4a) =1-P()4)
=1 =1
= zn:P(Ai) — ZP(&' NA4;) + Z P(A;NA;NAL) — o+ (=) P(A NN Ay)
i=1 1<j 1<j<k

Esta relacao é uma generalizacdo do resultado da Proposicao 2.1, no caso em que n = 2.

No contexto de risco de crédito, consideramos A; = {r; < t;}, o evento de default do nome 4, para

1=1,...,n.

Reescrevendo o Principio da Inclusao e Exclusao para os eventos de default de n nomes, temos:

n
1—P[T1 >ty Th > tn] = ZP[Tl < ti]—ZP[Ti <t;7 < tj]+...+(—1)n+lp[7'1 <t < tn]
i=1 1< J

ou seja, para t € IR",

n

L—=G(t) =) Fi(t:) =Y Fyltit) + Y Fykltity tx) — .+ (=1 F(t)
i=1 1< J 1< j<k

onde os somatorios se estendem sobre todos os singletons, duplas, triplas, etc, dos diferentes elementos

de I.

Prova: (Proposicao 2.6) O valor descontado que o comprador do CDS paga pela protecdo contra

P

. v 7 N
o default do nome ¢, 7;", é o valor esperado da soma dos pagamentos do spread s; descontado a taxa

de juros, condicionado & informagao sobre o default dos n nomes. Pela expressao (2.27), temos:

n—1
TPt = Ynen fi(T) + Lnsgy D, D L, <tri>0 Bl (1) 6] (2.28)
k:OAiCAk,II
A;={Ip,Is}
onde G; = {7, = T1,;7 > t;T14 > t}, para |[Ip| = 0,1,...,n — 1. Logo, devemos provar o valor

7P (t) para o instante ¢ anterior ao default do nome 4, ¢t < 7;.

A esperanca condicional em (2.28) é calculada para o caso em que os n nomes sobreviveram até
o instante ¢ e 0 caso em que pelo menos um nome ji teve o default até (inclusive) o instante ¢. Ou

seja, consideraremos os seguintes casos:

(i) Gi={r>t},ondeT e R"
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(li) g; = {T[D =TIp;Ti >t;T[S > t}, com |ID| =1,...n—1

A prova é feita por inducao. Paran = 2 e 1 = 1, pela expressao da proposicao temos os conjuntos:

{0,{2}} se k=0
{{2},0} se k=1

onde k = 0 corresponde ao caso (i.a) e k = 1, ao caso (ii.a) calculados na prova da Proposicao 2.2,

Ay = {Ip,Is} = {

no contexto com dois nomes. Logo, a expressiao da proposi¢ao concorda com o valor m” () obtido
na Proposi¢io 2.2. De forma andloga, podemos obter o valor m5”(t) para o nome 2. Portanto, a

~ vp T o
expressao ;" (t) é valida para n = 2.
Supondo que a expressao é verdadeira para n, a seguir provamos para (n + 1) nomes.

Reescrevendo o Principio da Inclusao e Exclusao (Proposicao 2.7) para (n + 1) nomes, temos:

n+1
L= G(6) = S Fi(t) — S Fyltity) + 3 Fyltiytysth) — oo+ (1) LE (1)
i=1 i<j i<j<k
n n
=D Fi(ti) + Faa(taer) = Y Fyltty) = D Finer (tistos1)
i=1 1<j i=1
j#n+1
+ 3 Fykltutyt) + Y Fignii(tinty tot) — o+ ()" F(t)
i<j<k i<j
k#n+1
n
=1 G) + Fagi(tnsn) = 3 Frnr (i) + o+ (<) F (1) (229)
1=1

onde t ¢ "l e t’ € IR".

Observagao: Nas provas por inducao das proposicoes deste e dos demais capitulos, utilizamos

o acento ' para indicar que o vetor tem dimensao n.

A igualdade (2.29) expressa a funcao de sobrevivéncia dos (n + 1) nomes em termos da funcio

de sobrevivéncia de n nomes. Esta expressao é utilizada na prova a seguir.

Assim como no caso n = 2, para (n + 1) nomes devemos calcular o valor m;”(t), para 7; > t. Ou

)
seja, calcular a esperanca condicional em (2.28) considerando-se os casos (i) e (ii).

Caso (i) Para a filtracdo G; = {7 > t}, os (n + 1) nomes sobreviveram até o instante ¢. Neste

caso, temos:
E[fy (1) Yrsy] = E[E[f;(Ti)1{~r>t}|g£”
= E[f;(m)|G1] PlT > 1] = E[ f;(7:)|G;] G(t)
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portanto, para ¢t < T, o valor m;”(t) é dado por:

E[ f3(1i) Lyrs )

w0 = Lrsy Bl 16 = =00 (230)
onde, para o numerador temos:
E[ f3(7i) 1m0y =/ f;(ui)/.../ O"tF (u). (2.31)
t t Jt

(a.1) Para i # n + 1, podemos reescrever a expressao (2.29) como:

G(t) Z > (- Fr it (68) = Fy pi o (8,8,1)) (2.32)

k= OIICC[I

/t/t 9" F(u / / IF Z Z I'f,n+1(t t)_F;,Ig,nA—l(tatat))

—_ k=0 1kciyg
(n+1)
onde Iy = Is — {n + 1} e It 6 um subconjunto de I. O somatério Zlgcl’s se estende sobre todos
os subconjutos I § C Ig, tal que |1 §| = k. Derivando a expressao acima com relacao a t da i-ésima
varidvel, para i # n + 1, e substituindo em (2.31), obtemos:

E[f;(Tz) 1{T>t}] == / f;(ul)// B”F(u') / f ’U@ Ik: n—i—l(ul’t t)
t ;,L/ k OIkC['
5]
=h=2 ) (=
k= Ojkcj'

A seguir, calculamos as integrais J; e Jo.

J = /t/t f;(’uz) anF(u,) - E[f;(n) 1{T’>t}] — 1{T’>t} W;}p(t) G(tl)
~—

=D _sie ™ [L 1) G(E) + Lic )G 1))
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onde a ultima igualdade decorre da hipétese de indugao e 7/, t' € IR'. Para a integral J,, temos:

Jo = / fp ;) Ik n+1(uz,t,t)

Z |:1{t>t] / 6 Ilc n+l Ui,t t) + 1{t<t }/ (9 Ilc n+1(uz,t t)

1

<.
Il

I
NE
&

[1{t>t }( 1k n+1(t t) — F%,I§,n+1(tvtat))

<.
Il
—_

+ 1{t< tj} (Flg,n+l(t’ t) - Fi,Ig,n+1(tj7 t, t))]

Reunindo os resultados das integrais J; e Jo e utilizando a relagao (2.32), obtemos o valor da
esperanca, para i Z n + 1:

m

Elfy () Lyrsg] = D _sie ™ [Ls 1,3 G(6) + ey G(b_i 1)) - (2.33)
j=1

Portanto, para o caso em que todos os nomes sobreviveram até o instante ¢, 7 > ¢, o valor
descontado pago pela protecao contra o default do nome i, para i #n + 1, é:

T G(t_;,t;
P t) = 1{T>t} Zsi € b |:1{t2tj} + 1{t<tj} (G(t) ])

no instante ¢ antes do vencimento do contrato 7.

(a.2) Para i = n+1, o procedimento para obtermos o valor descontado pago pela protecio contra

o default do nome (n + 1) é semelhante ao caso (a.1).

Reescrevemos a expressao (2.29) como:

115
G(6) = )~ Fun(t) = 3 (-1} Frg i (6:1). (234
k= 1IkCIS
Escrevendo a funcao de sobrevivéncia G(t) na forma integral, derivando com relacao a ¢t da (n + 1)-

ésima varidvel e substituindo na expressao (2.31), tem-se:

|1s]

Bl fy(tat1) Lz ) / [y (Un1) <n+1Fn+1 unt1) + 3 Y (= n+1F1§,n+1(taun+1)>

k=1 IkCIS
I1s|

—htY S

k=1 I_’éCIs
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As integrais acima sdo calculadas de forma andloga & integral J, do caso (a.l); logo,

B = s ™ Ly (1= Fat(8) + L) (L= s (69)]
7j=1

Jo = anﬂ e " [1{t2tj}(F1§( ) — Flk 1t t) + 1{t<tj}(F1§(t) - FI§,n+1(t7tj)):| .
7j=1

Observando-se que, neste caso, |Ig| =n e

|15

n
YD U ER) = =) Fi()+ Y Fytt) = Y Fijrlt ) £+ (1) F(E)
k= IIkC[S i=1 1<J <j<k
Jj#n+1 k#n+1
= G(t) -1 (2.35)

onde segunda igualdade decorre do Principio da Inclusdo e Exclusdo (Proposicao 2.7) e t' € IR".

Reunindo os resultados das integrais J; e Jy, e utilizando a expressao (2.35) na integral Jo,

obtemos:
|1s]
E[f)(mt) Yrsy] = anﬂe " Ly (G = Fua(0) = X2 (D! Frg i (8:1))
k=1r1kCIg
|15
+1{t<tj}<G(t) Fria(t)) Z Z Fpx n+1(t7tj)>:|
k= 1IkCIs

= an+1€ "t 1 13 G(6) + Lpc 3 G (6 (g1 1))

onde a tltima igualdade decorre da relagao (2.34). Conseqiientemente, o valor descontado que o

comprador do swap de crédito no nome (n + 1) paga pela protecio é:

v & o Gt (i1 t;)
Ta () = Ly D snyre " [l{tztj} +1{t<m$
=1

Portanto, através dos casos (a.1) e (a.2), concluimos que, para i =1,...,n + 1, a expressao ;" (t)
da proposi¢ao é valida para (n + 1) nomes, dado que todos os nomes sobreviveram até o instante t,
para t < T.

Caso (ii) Para a filtracao G, = {7, = T1,; 7 > t; 71 > t},onde |[Ip|=j—1lej=2,..,n+1.
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Neste caso, pelo menos o default de um nome ja ocorreu até o instante ¢. Temos que:
E[f;(TZ) 1{71D>7_'1D;Ti>t;7-15>t}:|
= E[E[f;(ﬂ) 1{T1D>’T_'ID;Ti>t;’T]S>t}|{TID TipiTi > UG Trg > t}”

= /;OE[f;(Ti)HTID =uy,;Ti >t T > t}] /:o/lt "t F (u) (2.36)

——
(n+2-j)

onde 77,, denota o vetor dos instantes de default dos nomes em Ip.

Observagao: Para simplificar a notacao, definimos a integral multipla

[T oo o

onde k1,...,k; 1 € Ip, para j = 2,...,n + 1.

Escrevendo a funcio de sobrevivéncia para t = (t_;.,,7;,,) € IR*™! e derivando com relacio a
D> D

T1,, temos:
= I 1
01, G(t_1,,T1,) = |D/ / ot Flu 1,,71,)-
n+2 7)

Substituindo esta expressao em (2.36), obtemos:
o
E[f;(TZ) 1{71D>7_'1D;Ti>t;7'15>t}:| = (_1)|ID‘ _ E[f;(Ti)HTID =uy,;7 > 1 Tis > t}] aIDG(t*ID7 uID)
Tip

derivando com relagdo & 7r,, obtemos o valor ;" (t) para este caso:

w?’p(t) _ BIDE[fp (73) 1{‘7'1D>’7_'1_D;n->t;7'15>t}] ' (2.37)
! OIDG(t*ID’TID)

Logo, a prova no caso em que, no instante ¢, pelo menos um nome ja teve o default consiste em

obter a esperanca do numerador da expressao acima.
A seguir calculamos esta esperanca para os seguintes casos:
e o nome (n + 1) sobreviveu até o instante ¢, 7,41 > t,
e o default do nome (n + 1) ocorreu antes do instante ¢ ou em ¢, isto é, 7,41 < t.

(b.1) Para 7,41 > t, temos:

A1 [f (71)1{7'1 >T1,mi>t; 7-15>t} / fo (u 31D/ / / "M F(u (2.38)
Tip

n—|—1 j
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A integral do lado direito da expressdo acima é calculada considerando o valor descontado pago

pela protecdo contra o default do nome 7 para os seguintes casos: 1 #n+1ei=n+ 1.

(b.1.1) Para i # n + 1, a seguir calculamos o valor W;’p (t) pago pela protecao contra o default do

nome ¢, onde 1 = 1,...,n

Podemos reescrever a expressao (2.29) em funcdo dos conjuntos Ip e Ig, onde Iy = Is — {n+ 1},

CcCOomao:
p|
G(t) = G(t') — Z Z( Z Z Fra e npa (b t,8) — Fi,[},,llg,n+1(tvtvtvt))
e=l1%cip k=0 rkcCr

onde os somatorios se estendem sobre todos os subconjuntos [‘ID el § dos conjuntos dos nomes
que tiveram o default até (inclusive) o instante ¢, Ip, e dos nomes que sobreviveram até ¢, Ig,

respectivamente.

Tomando t = (t_;,,, T1,) na expressao acima e derivando com relagao a 7j,,, onde ¢ = |Ip:

O G (15, T1p) = O1p G (¢ 1, T1p) el Z > (=D (01, Fy, i1 (TIp, b, 1)
k= OIkcj’
- 8IDF'1',ID,I§,n+1(t7FIthat)) (239)

em seguida, derivamos (2.39) com relacdo a t da i-ésima varidvel, para ¢ # n + 1. Escrevendo a

funcao de sobrevivéncia em termos da integral e substituindo em (2.38), obtemos a esperanca:

[ s o

n+1 —7)

| 00
1)‘1D‘Z Z(_l)k/t f;(ui)ai,IDE,ID,Ig,n+1(“iv"_'ID’t’t)

=0 1k
k=01t CI
|1

_ g - |1D| Z Z (2.40)

k=0 rkcr

8ID [fp(Tl) 1{7'1 >T1D,Tz>t7'15>t} _OID/

TID
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onde denotamos 0; 1, F'(-) = 0;0r, F'(-). As integrais J; e J, sdo calculadas a seguir.
n=on, [ / [ ) 0P = 00, BLE ) Y 7y s 0]
TID
n+1 —J)

= 1{71D<t'7'i> t'T1g>t} ﬂ—i (t) aIDG(tleaFID)
= ZS e [ Lz 4,y 01, G (b, Trp) + Lew 13 01, G(6L 1, 1y th )]

onde a iltima igualdade decorre da hipétese de inducao e t' € IR".

A integral J, é calculada de forma andloga a integral Jy do caso (a.1), logo,
m
—rt; _ —
Jo = Z s; e "t |: l{tZ t;} (aIDFID,I_’;,n+1(TID7t? t) — aIDFi,ID,I_’;,n+1(t7 Tip,t, t))

+ 1{t< t;} (aIDFID,Ig,n+1(7_-Ipvtvt) - 8IDFi,ID,I~’§,71—+—1(tjv ?Ipvtvt))] :
Substituindo J; e Jo na expressao (2.40), e através da expressao (2.39), concluimos que:
6IDE|:f;(T’i) 1{T1D>‘7_'1D;Ti>t;’7'15>t}:|

WE

s;e” "l [1g> t;3 01, G (b1 Tip) + Lic 1y 01, G(b—1y, T t_i,tj)]
1

<.
Il

Portanto, o valor descontado pago pela protecao contra o default do nome %, exceto o nome (n+1),
dado que pelo menos um nome ji teve o default até o instante ¢, é:
up aIDG(tffijTID;t*i’tj)

Py =1 e " Tys o+ 1oy
; () {Tip<tmi>tTrg>t} jz::lSze [ {t>t;} {t<t;} 31DG(LID,7'1D)

para o instante ¢ durante o periodo do contrato.

(b.1.2) Para i = n + 1, a seguir calculamos o valor 7, +1( ) pago pela prote¢ao contra o default

do nome (n + 1). De forma andloga, ao caso (b.1.1), reescrevemos a expressao (2.29) como:

lIp| 15|
Gt) =Gt) =) D (-D)1> D (-1 Fra pk g (b,8,1).
¢=11}CIp k=0r1kcCis

Tomando t = (t_;,,7T1,) € IR**! na expressio acima e derivando com relacio & 7 Ip, obtemos:

|1s]

o, G(b-15,,T1p) = 8IDG(t ID’TID |ID| Z Z aIDFID Ik n+1(TID’t7t) (2.41)
k= OIkCIS
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em seguida, derivamos com relacio a ¢t da (n+1)-ésima varidvel e escrevendo a funcio de sobrevivéncia

na forma integral, podemos reescrever a esperanca em (2.38) para o nome (n + 1), como:

8IDE[f;(Tn+1) 1{71D>7_'1D;’T[S>t;7'n+1>t}]
15|

00
1)|1D| Z Z(_l)k/ f;(un+1) an+17[DFID,Ik,n+1(7_-ID7t’ Un+1)
k=0 IgC[S t
m |1s]
ey an+1 e—T't] — |ID‘ Z Z 1{t>t }(8[13 ID Ik(T[D, ) - alDFID,I§7n+1(7_-ID’t7t))
Jj=1 k=0rkCIg

+ 1{t< tj}(aIDFID,Ig (7_-1D’t) - 8IDFID,IM’g,n—%—l(’7_-ID7t’t]'))] .

(2.42)
onde a ultima igualdade é obtida de forma andloga & integral Jo do caso (a.l).
Para t' € IR", o Principio da Inclusdo e Exclusdo pode ser escrito como:
Dl I7s]
IS D ML D DEIT S
¢=01%CIp k=0rkcCrg
onde Ip U Is ={1,...,n}. Tomando t' = (t' ; ,7,) e derivando com relagio a 7;,, obtemos:
[s|
O, G(t" 7, F1,) = (—1)P] Z Z V¥ 01, Fy 1(T1p:t). (2.43)
k= OIkCIS

Utilizando este resultado na expressao (2.42) e através da igualdade (2.41), concluimos que o valor
descontado que o comprador do swap de crédito no nome (n+ 1) paga pela protecdo contra o default
deste nome é:

m

Top(t) = Z i1 |:1{t2 t;} T 1<)
j=1

a[DG(tij, TIps tf(n-f—].)? t])
aID G(t*ID ’ TID)

dado que pelo menos um nome teve o default até o instante t e t < T'.

Portanto, através de (b.1.1) e (b.1.2) provamos que o valor m;”(t) é vélido para (n + 1) nomes
no caso em que o nome (n + 1) sobreviveu até o instante ¢, 7,41 > ¢, € pelo menos um nome teve o

default em um instante anterior atouemt, ¢=1,...n+1et <T.

(b.2) Para 7,41 < t, 0o nome (n + 1) ji teve o default e neste caso, necessariamente i # n + 1,

pois estamos calculando o valor 7;” (t) para 7; > ¢.
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Calculando a esperanca no numerador da expressao de m;” (t) em (2.37), temos:

o1, [f (Tz)l{'r[ >7'1D,n>t7'15>t} / fp (u BID/ / / O F(u (2.44)
TID

n—|—1 j

Reescrevendo a expressao (2.29) para t = (t_r,,77,), t' = (tl—ljy 71 ),onde I, = Ip —{n+1}

Ls]
G(t_ID77_-ID) :G( —[’ TI’ Z Z Z Z Iq Ik Tl+].(TIq t Tn+1)
¢=0 1% c1, k=0r1kCIg
+ F Iq Ik n+1(t TIq 7t77—n+1)]
derivando com relagao & Tp,,, obtemos:
I1s|
01, Glb-1,T1p) = (= ‘Z Z =01, 1 Fry g (Tr 6 Tagn)
k= OIkCIS

+ O, 1 Fi ) 1k (6T, b Tng1)] -

Escrevendo o lado direito da expressao acima em funcao de I e a funcao de sobrevivéncia na
forma integral, temos:

15|

81D/7_ / / " F(u \IDIZ Z OID i Ilc(T[D, )_aIDFi,zD,zg(taﬂD,t))-
I

k= Ojkcjs

n+2 —J)
(2.45)

Em seguida, derivamos esta igualdade com relacdo & ¢t da i-ésima varidvel, para i # n + 1, e

substituindo em (2.44), obtemos a esperanca:

OIDE[f;(Ti) 1{7'1D>7_'1D ;Ti>t§7'15>t}]

|1s]

o0
Ny Z(—l)’“/ £ () 01 B gy g (i, 1, ) (2.46)
k=0 Tk CT t
sCls
m |Is]
S ol e [1{t2tj}(a,DFIDJ§(ﬁD,t)—aIDFMD,Ig(t,ﬁD,t))
j=1 k= OIkCIS

+ 1{t< tj}(aIDFID,Ig (7_'1D,t) - 8IDF1',ID,I§ (tjv FIth))}
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onde a tltima igualdade é obtida de forma semelhante & integral Jo do caso (a.1).

Utilizando a relacao (2.45), concluimos que, no instante ¢, o valor descontado pago pela proteciao
contra o default do nome 1, tal que o nome (n + 1) ja teve o default em um instante anterior a ¢ ou

neste instante, 7,41 < t, é dado por:

O, G(t—1,, Trpi 64 b))
aIDG(t*ID7 TID)

m
szp(t) = l{TIDgt;Ti>t;TIS>t} Zsi e "l |:1{t2 t;} T 1{t<tj}
j=1

ondei=1,...net<T.
Portanto, através dos casos (b.1) e (b.2), provamos que, para i = 1,...,n+1, a expressao m;” (t) da

proposigao é valida para (n+ 1) nomes, tal que pelo menos um nome ji teve o default até (inclusive)

o instante ¢ anterior ao vencimento do contrato T', ou seja, |Ip| # 0. O

Para a segunda parte do valor do CDS, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.8. No instante t < T, o valor descontado que o comprador do CDS no nome i recebe

se o default do nome i ocorrer antes do vencimento do contrato é w?"(t) = E[ f}(7;)| Gi], onde

fr(ri) = (1=0i) Yp<my e "
¢ Gr-mensurdvel e E[|f}(7;)|] < co. Logo,

mT(t) = Lgep (L—0) e

n—1

_ Or, G(t 1, 71,363, T)
Loy (L=0)e 13" Y"1 . = ot
+ {ri>1t} ( ’L) (& |: iy {TIDSt, T[S>t} alDG(tffD,T[D)
=0AiCay o

Ai={Ip,Is}

onde I' =1 —{i}, parai=1,..,n.

No instante ¢ < T, se o default do nome 7 ji ocorreu, o comprador do CDS receberd (1 — 0;) na
data de vencimento do contrato. Por outro lado, se 0 nome 7 sobreviveu até o instante ¢, o valor
esperado que ele recebe se o default ocorrer antes da data de vencimento do contrato 7' é (1 — §;)
multiplicado pela probabilidade condicional do default do nome ¢ ocorrer entre os instantes ¢ e 1',

dada a informagcao sobre o default dos m nomes no instante ¢.

Prova: Pela expressdo (2.27), temos:

n—1
T (8) = Lnen 7+ Lmsy D D Yry <ori>n Bl £ (5G]
k:OAiCAk,II

Ai={Ip,Is}
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onde G} = {71, = T1p;7 > t;71, >t} e |lp| =0,1,...,n — 1.

Logo, devemos provar o valor esperado que o comprador do C'DS" recebe, caso o default do nome
1 ocorra antes do vencimento do contrato, considerando que este nome sobreviveu até o instante ¢,

t <.

A prova é feita por inducdo. O procedimento é semelhante ao utilizado na prova da Proposicdo
2.6. O valor 7}"(t) é calculado para o caso em que todos os nomes sobreviveram até o instante ¢ e
para o caso no qual pelo menos um nome teve o default até o instante . Ou seja, consideramos os

casos (i) e (ii) da prova da Proposicao 2.6.

Para n = 2 e, sem perda de generalidade, 7 = 1, temos que os conjuntos A; dados na Proposicdo
2.6 correspondem aos casos (i.b), quando k& = 0 e (ii.b), para k = 1. Logo, a expressao da proposi¢ao
confere com os valores 7}" (¢) calculados na Proposi¢ao 2.2. O resultado andlogo é obtido para i = 2.

Portanto, a expressao 7{"(t) é vélida para n = 2.
Supondo que a expressao é verdadeira para n, a seguir provamos para (n + 1) nomes.

Assim como no caso n = 2, devemos provar o valor «{" (t), para 7; > t, considerando as filtracoes

dos casos (i) e (ii) da Proposicao 2.6, parai=1,...,n + 1.

Caso (i) Para G, = {7 > t}, com 7 € IR"™!, 0s (n + 1) nomes sobreviveram até o instante .

Pela expressao (2.30), temos:

E * T3 1
W) = 1o BL1 () 6] = L L)

G(t)
onde a esperanca no numerador pode ser escrita como:
o o0 o0 1
B Lrsn] = [ £ [ [ 0P,
t t Jt
(n)

(a.1) Para i # n+ 1, a seguir calculamos o valor que o comprador do swap de crédito no nome ¢

recebe se o default deste nome ocorrer entre os instante ¢t e T', para ¢ = 1,...,n.

Derivando a expressao (2.32) com relagao a ¢ da i-ésima varidvel e substituindo na integral acima,
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obtemos:
00 00 |I’S‘ 00
LR rsg) = [ )0 F@) =3 3 (1 [ w) 0F g st
NIA k=0 1EC 1l !
(n)

15|
=N-> > (-1)Fp

k=0 rkcr

onde Iy = Is — {n + 1}. Calculando as integrais J; e Jy:

=[] R rw) = B ) 1)
(n)

= Lr g wT (O G(E) = (1-6) e [G(F) - Gt T)]

onde a ultima igualdade decorre da hipdtese de indugao e 7/, t' € IR'. Para a integral J5, temos:

T
J2 = (1—4;) erT/t OiF; 1t g1 (i £, 1)

= (1-4&) eirT(Fi,Ig,n—H(Tvt’t) - Fi,[g,n+1(t’t7t)) .

Reunindo as integrais J; e Jy e somando e subtraindo o termo F Ik +1(t,%) no somatério da
)

integral Jy, através da expressao (2.32), obtemos a esperanca:
E[fi(m) Lrsy] = (1=6) e [G(t) — G(t—;, T)] (2.47)

para o instante ¢ anterior ao fim do contrato e 7 # n + 1.

Portanto, o valor descontado que o comprador do swap de crédito no nome 4 recebe se o default

deste nome ocorrer entre os instantes ¢ e 7', dado que no instante ¢ todos os nomes sobreviveram, é:

70 = Loy (- sy [1- SEED]

G(t)
para qualquer nome i, exceto o nome (n + 1), isto é, 1 = 1,...,n.

(a.2) Para i = n+1, se o default do nome (n+ 1) ocorrer apds o instante ¢ e antes do vencimento

do contrato, o valor descontado que o comprador do swap de crédito neste nome recebe é calculado
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a seguir. Temos que:

B ) Vo) = [ i) [ [ o)

t

N—_——
(n)
0 s
= / 1 (ns1) (nsr Fa () + 3 30 (<1 Ouia Frg (b, uns) )
! k=11kCIg

onde a segunda igualdade decorre da derivada da expressao (2.34) com relagao a t da (n + 1)-ésima
variavel. As integrais do lado direito desta expressao sao calculadas de forma andloga a integral Jo

do caso (a.l), logo,

E[f:(TnH) 1{T>t}]
I1s|

= (1 - 5n+1) e " [Fn+1(T) - Fn+1(t) + Z Z (_1)k (Flg,n-q-l(th) - FI§,n+1(t’t))]
k=1r1kcCis

= (1= 8p1) e T [G(t) = G(t_(ns1), T)]
onde no lado direito da primeira igualdade somamos e subtraimos a probabilidade G(t') de forma

que a tultima igualdade decorre de (2.34). Conseqiientemente, o valor descontado que o vendedor do

swap de crédito no nome (n + 1) paga se o default deste nome ocorrer entre os instantes ¢ e T' é:

or —r G(t— 1 7T)
R () = Lo (1= Gagn)e ™| 1 - e

dado que os (n + 1) nomes sobreviveram até o instante .

Portanto, através dos casos (a.1) e (a.2), para i = 1,...,n + 1, concluimos que a expressao n}" (t)

da proposigao é valida para (n + 1) nomes onde nenhum nome teve o default até o instante ¢.
Caso (ii) Filtracdo G} = {7, = Tr,;7 > ;713 > t}, onde [Ip| =7 — 1, para j =2,...,n + L.
Neste caso, pelo menos um nome ji teve o default em um instante anterior a ¢, ou em ¢.

. v . . .y
Assim como na prova do valor ;7 (¢), a seguir analisamos o caso em que o nome (n + 1) ji teve

o default, 7,41 <1, e 0 caso no qual ele sobreviveu até este instante, 7,11 > t.

(b.1) Para 7,41 > t, consideramos que (j — 1) nomes ji tiveram o default, |Ip| = j — 1, e
conseqlientemente, (n+1—j) nomes sobreviveram até este instante, exceto o nome i, |Is| =n+1—j.

Pela expressao (2.37), temos:

. 6IDE|:f:(T’i) 1{7'1D>7_'1D > t;T15>t}]

2.48
aIDG(tID’FID) ( )
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A seguir calculamos a esperanca no numerador da expressdo acima, para isto utilizamos alguns

resultados da prova do valor m;”(t) (Proposicio 2.6).

(b.1.1) Para i # n+1, a esperanca no numerador de (2.48) é obtido de forma andloga & expressao

(2.40), diferindo que neste caso na esperanca e no integrando temos f;(u;), logo,
5]
aIDE[f:(Ti) 1{71D>7_'1D;n->t; TIS>t}] = Ji - (_1)‘1D| Z Z(_l)k Ja (2.49)
k=0rkcCrg

onde Iy = Is — {n + 1} e as integrais J; e Jo sao dada por:

o0 o0 o0
= 0n /_ // I (ui) O"F(u') = OIDE[f:(Ti) 1{71D>7_'ID§Ti>t;T[I >t}]
TID t t S
(n+1—7)
= l{TIDStm>t;T,fS>t} " (t) 01, G(t 1, T1p)

= (1—=&)e ™ [01,G(t],,T1,) — 01, Gt 1, Tryit ;. T)]

onde a tltima igualdade decorre da hipétese de inducao. Para a integral Jo, temos:
o0
Jo = / [ () 8iJDFi,ID,I§,n+1(uiv7_-IDvtvt)
t

T
= (1 — 57,) 6TT/t aiijFileylg,n+1(ui77_-ID7tat)

= (1-46;) e_TT[afDFi,ID,Ig,n—f—l(Tv Tip,t,t) — aIDFi,ID,Ig,nﬁ—l(t"FIDatat)] .

Substituindo J; e J em (2.49) e somando e subtraindo 6IDFID,I§,n+1(7_'Ith) no somatério de Ja,
através da expressao (2.39), concluimos que o valor descontado que o comprador do swap de crédito
no nome i, exceto o nome (n + 1), recebe se o default deste nome ocorrer apds o instante ¢ e antes

da data de vencimento 1" é:

01, G(b—1y, Tip3 6=, 1)
aIDG(t_ID’TID)

r

3 (t) = l{TIDSt;Ti>t;TIS>t} (1 - 52) 6_TT 1

™

dado que pelo menos um nome teve o default até o instante ¢ e considerando-se que o nome (n + 1)

sobreviveu até este instante.

(b.1.2) Para i = n+1, conforme a primeira igualdade da expressido (2.42) da prova da Proposicao
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2.6, temos:

8IDE[f:(Tn+1) 1{71D>7_'1D;’T[S>t;7'n+1>t}]

[Zs] o0
= (_1)|ID|Z Z (_1)k/ f:(un+1)8n+1,IDF[D,[§7n+1(7_-IDatuun-H)
k=0r1kcCIg !
I1s]
= (L=bpp1) e (=) N (—1)F [0, Fy,, it (Tips 8. T) = 01, Fy ) e (1,8, 8)]
k= OIkCIS

Somando e subtraindo o termo 07, G(t" 1+ T1p) multiplicado por (1— Snt1)e”"! na expressio acima,

através da expressio (2.41), concluimos que o valor descontado que o comprador do swap de crédito

no nome (n + 1) recebe se o default deste nome ocorrer entre ¢ e 1" é:

_ 01, G(t—1p, T1pit (ny1), 1)
T () = Ly <y s (L= On) e 1= S g
D D> D

onde pelo menos um nome ja teve o default até o instante ¢.

Portanto, através dos casos (b.1.1) e (b.1.2) em que o nome (n + 1) sobreviveu até o instante ,

a expressao do valor 7}"(t), para ¢ = 1,...,n + 1, é valida para os (n + 1) nomes e ¢t <7T.

(b.2) Para 7,41 < ¢, assim como na prova do valor m;”(t) (Proposi¢ao 2.6), consideramos que
(7 — 1) nomes tiveram o default, |[Ip| = j — 1, e conseqiientemente, (n + 1 — j) sobreviveram até o
instante ¢, [Ig| = n+ 1 —j, onde j = 2,...,n + 1. Neste caso, o nome (n + 1) ji teve o default e

necessariamente ¢ # n + 1, pois 7; > t. Para Ip e Ig fixos tem-se:

O B[ X (1) Lz, s 7y imis 171> 1))
7T' =
! aIDG(t—ID’7_-ID)

onde o numerador é calculado conforme a expressao (2.46) para f;(7;), ou seja,

Orp BLIH (1) Yy 57y ims 715 11

‘IS‘ o]
1)‘1D‘Z Z(_l)k/ f:(uz')ai,IDFi,ID,Ig(Ui"’_'Ith)
k:OIgcls t
|1s]
= (=8 e (DM S (01 By s (1 T1008) = D1 By 1 (871, 0]
k= OIkCIS

No termo entre colchetes, somamos e subtraimos a probabilidade Jr, F 1t (T1,,t) e através da

expressao (2.45) concluimos que para 7,41 < t,

_ 01, G(t_1,,Tr,:t-4,T)
vr _ 5. rT _ YIp Ip) T 1Ip>b—i,
m (1) = 1{7'109? Ti>t?7'fs>t}(1 di)e L 01, G(t_1,,T1,)
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dado que pelo menos o nome (n + 1) ja teve o default até o instante ¢. Neste caso, o valor «{" ()

corresponde aos nomes ¢t = 1,....net <T.

Portanto, através dos casos (b.1) e (b.2), concluimos que, para ¢ = 1,...,n+ 1, a expressao 7" (t)

da proposigao é valida para (n + 1) nomes. O

Através das Proposicoes 2.6 e 2.8, obtemos o valor descontado do CDS no nome 4:

ODS*(t) = —n"(t) + V(1)

7

ou seja, no instante ¢ < 7T, o valor descontado do swap de crédito no nome 2, do ponto de vista do

comprador deste contrato, é:

CDS*Z(t) == l{TzSt} |: Z —S8; l{Tith} e_rtj + (]. - 62) G_TT:|

j=1
m n—1
- 01, G(t—1p, T1pit—ist))
+1{n>t}{z—8i€ . [1{tztj}+1{t<tj}z 2 Uriysimi 0 g E e )
j=1 k=0 A;CA 11 Ip = \b=Ip>TIp
Ai={Ip,Is}

n—1

. 01, G (b1, Trpit-i, T)
1—6: rl’ 1 — 1 . = L £ :
+(1—d;)e [ kZOA.CzA: {(Tip,<t;Tig>t} 01,G(t—1,,T1,)
=0 A, k1!

Ai={Ip,Is}

para os nomes ¢ = 1,...,n.

O primeiro termo da expressdo do valor CDS*!(t) representa o fluxo de caixa do comprador do

swap de crédito, dado que o default do nome 7 ocorreu no instante 7; < ¢.

Por outro lado, se o default do nome ¢ nao ocorreu até o instante ¢, entao o fluxo de caixa é dado
pelos termos entre chaves desta expressao. Estes termos sao dados em fungao das probabilidades de
sobrevivéncia condicionais dos n nomes, considerando-se todas as possiveis filtragoes para 7; > ¢, isto

é, toda a informacao sobre o default dos demais nomes.

Observando-se que, o valor CDS*(t) é um processo cadldg, isto é, continuo & direita com limite
a esquerda, e além disso, é adaptado a filtracao G;. Logo no instante ¢ = 7;, j # ¢, o valor do swap
de crédito tem salto ACDS* (t) = CDS*(t) — C’DS*i(t_)‘t:Tj devido ao default do nome j, para
J = 1,...,n, considerando-se que o nome ¢ sobreviveu até o instante ¢, ¢ < 7;. Isto ocorre devido a

dependéncia entre os nomes, modelada através da filtracao.
Valor do Swap FtD com n nomes

Nesta se¢ao provamos a expressao do valor do swap first-to-default com n nomes.
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Assim como no caso do swap de crédito CDS, o valor do swap FtD, do ponto de vista do com-
prador, é composto por duas partes: o valor que ele paga pela protecao contra o primeiro default e

o valor que ele recebe, caso o primeiro default ocorra antes do vencimento do contrato.

A proposicao a seguir fornece o valor que o comprador do swap FtD paga pela prote¢ao contra o

primeiro default.

Proposigao 2.9. No instante t <T', o valor descontado que o comprador do swap FtD com n nomes

paga pela protecdo contra o primeiro default é ©'P(t) = E[f;(T(l)” gt]7 onde
m
f;(T(l)) — fp(T(l))B(T)_l = ZS l{T(l)th} e—th
j=1

¢ Gr-mensurdvel e E||f;(71))|] < co. Logo,

. .t G(t;)
T p(t) = ZS@ t] |:1{T(1)St}1{7(1)2tj} + 1{7’(1)>t} (1{t2tj} + 1{t< tj} (;) ):| .
7=1
Prova: Pela expressao (2.27), no instante ¢ < T', o valor 7P (t) é dado por:
TP (t) = Lip, <oy Fp () + Liry > o B L () Hmy > t] (2.50)

Logo, devemos provar o valor 7”?(t) que o comprador do swap FtD com n nomes paga pela
protegao contra o primeiro default, dado que o primeiro default ndo ocorreu até o instante ¢, 7(1) > t.

Para a esperanca condicional acima temos:

E[f;(T(l)) 1{7(1)>t}]

E[ fy(ra)lra) > t}] = Gry ()

(2.51)

onde GT(I)(t) = P[T(l) > t].

Observando-se que 7(;y = min{7y,...,7,} e se o primeiro default nao ocorreu até ¢, entdo os n

nomes sobreviveram até este instante, isto é, {71y >t} = {11 >t, o > 1, ..., 7, > t}.

Dessa forma, a fungao de sobrevivéncia do primeiro instante de default 7(;) pode ser expressa em

termos dos instantes de default dos n nomes por:

GT(l)(t) = P[T(1) >t] = P[Tl >t: .5 Tn >t] =G(t).

Podemos também reescrever a funcao do valor descontado pago pelo comprador do swap FtD em

fungao dos n instantes de default:

m

folmy) = Z slryzpe = Z slirsyype ™ = fi(7)
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onde 7 € IR".

A prova é feita por inducdo. Para n = 2, temos que a expressao da proposicao concorda com o
valor 7% (t) calculado na Proposi¢ao 2.3, parte (a). Supondo que seja verdadeira para n, a seguir

provamos para (n + 1) nomes.

Para um swap FtD com (n + 1) nomes, o valor descontado pago pelo comprador deste contrato,

no instante ¢ < 7y, ¢ dado por:

B[ f*(r) 1,7
TP (t) = Lirgy>ty [fp (;)(t){ >t}]

onde 7 € IR, Calculando a esperanca no numerador, temos:

1{T>t } 1{T>t}]

5 [w»»// Lroswsn [ Lo
= tj t;

=S+ Jy. (2.52)

E[fp( 1{T>t}

A seguir, analisamos os casos i Zn+1lei=n+ 1.

(a.1) Para i # (n+ 1), o primeiro default nao é o nome (n + 1). Derivando a expressao (2.32)

com relacao a t da i-ésima variavel e substituindo na integral Ji, este termo pode ser escrito como:

m I 00 OO 00 | S‘ 00
Ji= se T 1ys / // IF) - > ) (- k/ BiFiJg,nH(ui,t,t)]
-1 /e Jio Jt t

k= OIk II

m I7sl
=Y se sy, / / o > DR (Fp i (6,1) —E’I§7n+1(t,t,t))]
7=1

k=0 1k Cr
- J]_]_ + J]_2 .

Procedendo da mesma forma na integral Jy, onde substituimos ¢ por ¢; na expressao (2.32),

obtemos a integral Jy = Ja1 + Jo2, semelhante a Ji, onde ¢ é substituido por ¢; e t < ;.
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A seguir, analisamos os termos obtidos em J; e Jy. Tomando os termos Ji1 e Jog:

m 00 00 00 00
Jii+ Jo1 = Z se " [1{t2 4} / / O"F(u') + Li<4;y / BnF(u')]
i t Jt t; Jt
n

J

= 1{7{1)>t} B[ fy ()t > ] G(¢)

= Z se i 1{t>t }G( ) + 1{t<tj}G(tjl):| (253)

onde 7'(’1) = min{7y, ..., 7, } e a ultima igualdade decorre da hipdtese de inducdo. Reunindo os termos

Jio e Jag, temos:

Jig + Jog = ZSG Tt]z Z 1{t>t}( I'fn+1( )+F1kn+1(t t,1))

k=0r1kcCry

+ 1{t< tj}(_Flg,n—H(tj’t]) + F Ik n+1(t]7t37tj)):| (254)

A esperanca em (2.52) é determinada por Jy + Jo = (J11 + J12) + (Jo1 + Ja2), logo, reunindo as
expressoes (2.53) e (2.54) e através de (2.32), concluimos que, para 7(1) > ¢, o valor descontado que
o comprador do swap FtD com (n + 1) nomes paga pela protecao contra o primeiro default entre os

(n + 1) nomes, tal que, 7(1) # Ty41, ¢

P = 1 - —7t; 1 1 G(tj)
(1) = Liry> D 5€7 [ Lz + U<t} Gr)

onde t € R*t1,

(a.2) Para i = n + 1, o primeiro default é o nome (n + 1). Derivando a expressao (2.34) com

relagao a t da (n + 1)-ésima varidvel e substituindo em (2.52), obtemos:

I1s|

o0
Ji = 286 Yl }[/ On1F 1 (uny1 +Z Z k/ 8n+1FI§,n+1(taun+1):|
k=1r1kcCis ¢
m ‘IS|
:Zsefrt]- l{tztj}(l_ ’ﬂ,+]. +Z Z FIk Flg,n+1(t’t))>
j=1 k=1rkcrs

I
NE

S e_rtj l{tz tj} G(t)

<.
Il
—
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onde a ultima igualdade decorre da expressoes (2.34) e (2.35). A integral Jy é obtida de forma

andloga, substituindo ¢ por ;. Logo,

= Z se " 1y 1} G(t;)

j=1
e conseqlientemente,
E[f (7) 1{T>t} Z 1{t>t yG(6) + 1y G(ty)] .

Dividindo pela funcao de sobrevivéncia G(t), concluimos que a expressao do valor 7%P(t) é vélida

para o caso em que o primeiro default é o nome (n + 1), 71y = T y1.

Portanto, através dos casos (a.1) e (a.2), concluimos que o valor 7*P(t) da proposi¢ao é vélido

para (n + 1) nomes. O

Para obtermos o valor que o comprador do swap FtD recebe se o primeiro default ocorrer antes
do vencimento do contrato utilizamos a defini¢ao da intensidade de default para o caso geral com n

nomes, que € analoga ao caso com dois nomes definida na Secao 2.2.

Através da expressao (2.27), podemos escrever a intensidade de default como:

n—1
hi(t) = l{n>t} Z Z 1{TID§t;7'IS>t} h;ID(t) (2-55)
k=0 AiCAkJ’

Ai={Ip,Is}

onde |Ip| =k, (t,w) — h_ID( t) é By ® Gy, -mensurdvel.

Observagao: Denotamos a intensidade de default do nome ¢ sobre todas as filtragoes em negrito,
h;(t), e para uma filtracao especifica por h;ID (t), onde ‘—1I}, indica que no instante t, j € Ip = 7; < ¢,

para todo nome j que teve o default até (inclusive) o instante ¢.
Os Teoremas 2.2 e 2.3 também sao validos para n > 2, assim como o Coroldrio 2.1.

A seguir temos a segunda parte do valor do swap FtD.

Proposigao 2.10. No instante t < T, o valor descontado que o comprador do swap FtD com n nomes

recebe se o primeiro default ocorrer antes do vencimento do contrato é & (t) = E[ f7(r1))| G|, onde

n

f:(T(l)) = Z(l —0;) 1{T(1)§T} l{T(l)ZTi} e "t

=1
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é Gr-mensurdvel e E[|f}(11))|] < oo. Ou seja,

n T
- G(u)
() =Y (1—d)e " [1{T(l)gt} Lirgy=n} T Loyt /t hi(u) G du]
i=1
onde hi(u) é a intensidade de default do nome i, dado que os n nomes sobreviveram até o instante

u.

Prova: Como 7(1) = min{ry, ..., 7, }, para 7 fixo, temos que:

n

Liroy<1) Yir=ry = Ymery ] Yineny-
j=1
J#i

Utilizando a igualdade acima, para t < T', o valor 7" (t) é dado por:

w(0) = Y= e B[ e [[ 102 19]
7
n T n
= Z(l—dz) erTE|:/ Hl{Tqu}dNi(u)‘gt]
i=1 T
VE=)

n T n

= Yo-a)e ™ {1y + 8| [ Teuavlal b @
i=1 o=
J#i

A esperanca condicional acima ¢ calculada através da Propriedade Martingal (Coroldrio 2.1). No

caso n = 2, mostramos que o processo do integrando na esperanca condicional satisfaz a condicao do

corolario. Este resultado pode ser estendido para n > 2, ou seja,

t n
E|:/ H1{7j>u} hl(u)du] <l<oo.
0y T
2

Aplicando a Propriedade Martingal na esperanca condicional em (2.56), obtemos:

T n T n
o[ T aviors] [ Tl mios]
J#i G#i
T n
z/t B[ 1 2> u) Loy 1) Ge] s (2.57)

i=1
J#i
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onde a ultima igualdade decorre do Teorema 2.4, de Fubini. Como w > ¢, para o integrando da

expressao acima temos:
E[1lirsuy hi(w)|Ge] = Lirsy B[ 150y hi(u)] G ]
= Lr>y E[1{7'> u} hz(u)] G(t) (2.58)

onde G; = {7 > t}. Observando-se que para G, = {7, = T1,; 7 > t; T > t}, onde |Ip| # 0, esta

esperanca condicional é zero.

Logo, a prova do valor descontado que o comprador do swap FtD com n nomes recebe se o primeiro
default ocorrer antes do vencimento do contrato consiste em calcular a esperanga na expressao (2.58),

para T > t.

A prova é feita por inducdo. Para n = 2, a expressao da proposi¢ao concorda com o valor %7 (%)
calculado na Proposicio 2.3, parte (b). Supondo que seja verdadeira para n, a seguir provamos para

(n + 1) nomes.

Através das expressoes (2.56), (2.57) e (2.58), para (n+1) nomes temos que no instante ¢ anterior

ao primeiro default, ¢t < 7(1), o valor 7" (t) é determinado por:

n+1 T
" (t) = 1{7’(1)>t} Z (]_ - (51) e—TT/t E[I{T>u} hﬁ(u)] G(t)_l du
1=1

onde 7 € R*t! e

E[1{r~ 4y hi(u)] = hi(uw) P[> u] . (2.59)

A seguir calculamos a probabilidade do lado direito da expressao acima.

(a.1) Para i # n + 1, ou seja, quando o primeiro default ndo for o nome (n + 1), temos:

Plr>u] = /uoo/uﬁ/uooanﬂF(v)
—_——
(n)

15|

o0 o0 o o
= / // IFEW) =D Z(—l)’“/ O0iF; 1t g1 (i1, w)
(n—1)
= Jy—Jy (2.60)

onde I = Is—{n+1} e v € IR". A segunda igualdade decorre da derivada da expressao (2.32) com

relacao a t da ¢-ésima variavel e tomando t = u.
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Pela hipétese de inducdo, para n nomes e T('l) > t, onde 7'(’1) = min{7, ..., 7, }, temos:

t

n T
' (t) = 1{7(’1)>t} Z (1 —0;) e_TT/ hi(u) P[7" > u] G(t')_1 du
=1

t

n T
= 1{7('1)>t} Z(l — ;) e_’"T/ hi(u) Gt du
i=1

onde 7/, t' € R" e ﬁz(t) ¢ a intensidade de default do nome % no contexto com n nomes. Portanto,

através da hipotese de inducao, obtemos a integral J;:
J1 = P[T'>u] = G(Y).

Calculando a integral Js, temos:

15|

Z Z Flk n+1(ua u) - E,[§7n+1(U, u, u)) .
k=0T1kCI)
Substituindo J; e Jo na expressao (2.60), obtemos:

15|

Plr>u] = Z Z Fpx e (wu) — Fi,[§,n+1(“a“a“)) = G(u)
k= Olkcll

onde a tltima igualdade decorre de (2.32).

(a.2) Para i = n+ 1, o primeiro default é o nome (n + 1). Calculando a probabilidade em (2.59),

temos:
|Is] 0
Plr>u] = / Ont1Fn11(vng1 +Z Z k/ 3n+1F1§,n+1(uavn+1)
k=11kCIg w
I1s]
=1-Fy1(u +Z Z FI§,n+1(uvU))
k= IIkCIS
IIs]
= G(u) = Fyyi(u Z Z Ilc nt1(@u) =G(u).
k= 1I’CCIs

onde na primeira igualdade utilizamos a derivada da expressdo (2.34) para t = u com relacdo a u
da (n + 1)-ésima varidvel, a terceira igualdade decorre da expressao (2.35) e por fim, concluimos a

ultima igualdade através da expressao (2.34).
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Através dos casos (a.1) e (a.2), concluimos que para i fixo, o valor da probabilidade em (2.59) é
igual & G(u),i=1,...,n+ 1.

Logo, no instante ¢ < 7', o valor descontado que o comprador do swap FtD recebe se o primeiro
default ocorrer antes do vencimento do contrato é:

n+1

70T () = —-eiTTT'U@“
(t) — 1{7’(1)>t}i2_;(1 51) /tv h/z( ) G(t) du .

Portanto, a expressao do valor 7¥"(¢) dada pela proposicao é vilida para (n + 1) nomes. [

Através das Proposicoes 2.9 e 2.10, o valor descontado do swap FtD com n nomes, do ponto de

vista do comprador, é dado por:
FtD*(t) = —7n"P(t) + «""(t)

ou seja, no instante ¢t < T,

FtD*(t) = Liry <y [Z —s Lryseye Y (1=0) 10, —ny eTT]
j=1 i=1
= ot G (t; & o [T G(u
+ l{T(1)>t}{ Z —S e i |:1{t2 tj} + 1{t< tj}%] + Z(]. — 51) e T/t hl(u) G((t)) du} .
j=1 =1

2.3.2 Representacao Martingal

No contexto com n nomes, a versao G;-predizivel da intensidade de default definida na expressao

(2.55) é dada a seguir.

Seja Nj(t) = 1 <, um processo pontual com intensidade h;(t), Gi-mensurdvel, da forma:

n—1
—I
h(t) = 1{ri2t}z Z 1{7'1D<t;7'152t} h; 2(t) (2.61)
k:OAiCAk,I/
Ai={Ip,1s}
onde |Ip| = k, hi_ID () é G -mensurdvel, para ¢ = 1,...,n. Para ressaltar que a intensidade é

Gi-predizivel, denotaremos 1. > 4 h(t).

O resultado do Teorema 2.5, de Representacao de Martingais, para o caso bidimensional é esten-

dido para o caso multidimensional sob as mesmas condicoes.

De forma andloga, a Proposicao 2.4 também é valida no contexto com n nomes, isto é, os valores

descontados dos derivativos de crédito, CDS* (t) e FtD*(t), sio martingais sob G, para i = 1,...,n.
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E pelo Teorema de Representacao de Martingais, estes valores podem ser escritos como:

. . n t . .
CDS¥i(t) = CDSH(0)+ ) / Hi(s) dM] (2.62a)
FD*(t) = FiD*(0) + Y / K, (s) dM] (2.62b)
onde os processos G-prediziveis HJZ (t) = ACDS*i(t)‘t_Tl e Kj(t) = AFtD*(t)‘t_Tl. Para Ip e Ig
- -
fixos e j € Ig, onde j # i, temos:
m
i _ 8'[ G(t_' tk‘t_[ TI ) 0[ G(t,i tk‘t,[ TrI )
Hi(t) = _s:1 ertk|:J;D v vk p)"Ip)  YIp ) Yk pr "Ip
i kz_l e 0,1, G (b1, T1p) 01, G(b15T1p)
4 (1-6) e—rT[BIDG(t_iaT;t_IDaTID) B aj,IDG(tivT;tfvaID)] t<77 (2.63)
O1,G(t=1,,71,) 8JJDG(t—IDvTID) o
m
i _ 8[ G(t_i tk‘t_[ TI )
Hi(t) = s;i1 et =D e
l() ; 1 L{t< tr} GIDG(t—ID,TID)
S O, G0, T b1, T1p)
+ (1—=¢)e T 2L o ooy L n) < 2.63b
( 0 OIDG(t*ID7TID) - ( )
m Gty T /T G(u)
K;(t) = 1 S (1=d) e (L= | hy d
i) = 2 slucuy ™ Gy H A | hilw) Gy de
n T
- Z(l — ;) e_TT/ hi(u) Glu) du, t <7 (2.63c¢)
2 G
i£]

parai,7 =1,...,n
2.3.3 Hedge Dinamico I - Caso Geral

Sob as mesmas condigoes da Secao 2.2.3, no caso do swap first-to-default com n nomes, a estratégia

de hedge dinamico é dada pela proposicao a seguir, uma extensao da Proposicao 2.5.

Proposigdo 2.11. No instante t < min{7(),T'}, a estratégia de hedge dindmico de um swap FtD

com n nomes Y(t) = (Yo(t), ..., yn(t)) € obtida de forma que v (t) = (y1(t), ..., Y (t)) € solugio do
sistema linear:

H(t)y (t) = K(?)
onde Hj;(t) = H]Z(t) e K;(t) sao determinados pelas expressoes (2.63a), (2.630) e (2.65¢c), i,j =

1,....n. E a quantia de cash € determinada por:

%0(t) = FD*( Z% )CDS"(1).



56 CAPITULO 2. ESTRATEGIA DE HEDGE COM CDS

Prova: Anédloga & prova do caso do swap FtD com dois nomes, Proposicido 2.5. [
Problemas do hedge com os swaps de crédito

Podemos apontar dois problemas na estratégia de hedge de um swap FtD com n nomes utilizando-

se os swaps de crédito como instrumentos de hedge.

Um dos problemas ocorre quando o valor do CDS* ¢é definido em funcio do spread s; constante. O
spread de um CDS é determinado sob as condi¢oes do mercado que variam conforme a probabilidade
de default do nome aumentar ou diminuir ao longo do tempo. Logo, é necessirio considerar o risco

de mercado presente nas variacoes do spread.

O segundo problema surge quando o primeiro default ocorre antes do vencimento do contrato.
Neste instante, o swap de crédito correspondente ao nome que teve o default e o swap FtD sao
liquidados e o comprador dos CDSs utilizados no hedge permanece com os swaps de crédito dos
nomes que sobreviveram, de forma que a estratégia de hedge dada pela Proposicao 2.11, nao garante

que ele terd caixa suficiente para sair destes swaps de créditos.

Para sair destes contratos antes do vencimento, o comprador dos CDSs deve pagar ao vendedor

os spreads restantes, multiplicados pelas probabilidades de sobrevivéncia condicionais do nome no
up

T

em caso de default do nome, multiplicado pela probabilidade condicional do default do nome ocorrer

qual o contrato esta escrito, isto é, (t). O vendedor do CDS por sua vez paga o valor combinado

antes do vencimento do contrato, W;?T(t), ambos descontados a taxa de juros nos respectivos periodos,

para 7; > .
Ou seja, o caixa necessario para o comprador sair dos swaps de crédito é exatamente o valor do

CDS neste instante.

Como o hedge é determinado pelos saltos nos valores destes contratos, ACDS“(t)|t:Tj, 1,] =
1,...,n, eles ndo representam o recurso necessario e suficiente para o comprador sair dos contratos,
podendo ocorrer que a estratégia gere um excesso ou insuficiéncia de caixa para a saida dos contratos

antes do vencimento, o que em ambos 0s casos representam perdas para o comprador.



Capitulo 3

Hedge com Rolagem Continua de CDS

Como foi visto no Capitulo 2, os swaps de crédito CDSs nao sao instrumentos de hedge adequados
para um swap FtD, por nao considerar o risco de mercado presente no spread quando os valores destes
derivativos sdo determinados em funcao desta taxa de protecao e por nao garantir que a estratégia
gerard recurso necessario e suficiente para sair dos CDSs que nao foram liquidados no instante do

primeiro default, caso isto ocorra antes do vencimento do contrato.

Schmidt [22] propds como solucao para estes problemas, a utilizacao de rolagem continua de CDS
como instrumento de hedge de um swap k-to-default, de forma que este instrumento cumpre com os

objetivos do hedge citados no Capitulo 1.

Conforme a Se¢ao 3.2.2, a rolagem continua de CDS permite que o vendedor do swap FtD cumpra
com as obrigacoes dos contratos, inclusive que no instante do primeiro default ele saia dos demais

swaps de crédito sob as condicoes do mercado.

Logo, o objetivo deste capitulo é desenvolver uma estratégia de hedge de um swap FtD através
da rolagem continua de CDS, com os derivativos de crédito modelados de acordo com o Capitulo 2,
porém com uma alteracdo. Consideramos que, a taxa de recuperacao é paga no instante de default
do nome, caso ele ocorra antes do término do contrato, e ndo data de vencimento do contrato, como

assumimos no capitulo anterior.

Assim como no Capitulo 2, obtemos a estratégia de hedge de um swap first-to-default com dois
nomes e em seguida, generalizamos o resultado para o caso de um swap FtD com n nomes, n > 2,
Secoes 3.2 e 3.3. Nos dois contextos, iniciamos calculando os valores dos derivativos de crédito e o

valor da rolagem continua de CDS. Por fim, desenvolvemos a estratégia de hedge de um swap FtD.

Counsideramos que a taxa de juros é deterministica e constante.

o7
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3.1 Definigoes

Seja (£2,G,{G;}i>0, P), um espago de probabilidade filtrado com {G;};>¢ continua a direita e P,
a medida neutra ao risco, de forma que sob esta medida nao existem oportunidades de arbitragem.

Assim como no Capitulo 2, G, é a filtracdo gerada pelos processos indicadores de default dos n nomes.
Payoff do swap de crédito - CDS

Counsiderando que o swap de crédito CDS possui as mesmas caracteristicas descritas no Capitulo
2, porém com o pagamento da taxa de recuperacao feito no instante de default do nome % e nao na

data de vencimento do contrato 7.

Neste caso, o valor descontado & taxa de juros que o comprador do CDS no nome % recebe caso

o default deste nome ocorra antes do vencimento do contrato é:
fi(r) = (1=0) Ly ™. (3.1)

Dessa forma, o payoff descontado f*(7;), do ponto de vista do comprador do CDS no nome i, é

dado por:
m
fi(mi) = Z —8i lir>y e "l (1—6) 1<mye ™™ (3.2)
j=1
= —fp (1) + f7(7i)

onde f*(r;) é Gr-mensurédvel e E[|f*(7;)|] < oo. O valor f;(7;) é definido conforme a Proposicao 2.6
e f(m) é dado por (3.1), i =1,...,n.

Payoff do swap FtD

Se o pagamento da taxa de recuperagao é feita no primeiro instante de default, caso ele ocorra
antes do vencimento do contrato, entao o payoff do swap FtD, descontado a taxa de juros, é dado
por:

m

) = Z = Lirg)> 45} e + Z (1-3) Lrgy<Tyry=np €V (33)
j=1 i=1

onde f*(7(1)) é Gr-mensurdvel e E[|f*(7(;))|] < oo.
Nas Secoes 3.2 e 3.3 calculamos o valor destes derivativos de crédito considerando os contextos

com dois e n nomes, n > 2, respectivamente, para obtermos uma estratégia de hedge dinamico do

swap first-to-default com a rolagem continua de CDS para cada caso.
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3.2 Contexto com dois nomes

Iniciamos esta secao calculando os valores dos swap de crédito e do swap FtD com dois nomes.
Em seguida, obtemos o valor da rolagem continua de CDS para entao desenvolvermos a estratégia

de hedge dinamico do swap FtD com este instrumento de hedge.
3.2.1 Valores dos Derivativos de Crédito

Nesta secao calculamos os valores dos derivativos de crédito definidos na Sec¢ao 3.1, considerando

o contexto com dois nomes.
Valor do Swap de Crédito - CDS

Utilizando a mesma notagao do Capitulo 2, sob a medida neutra ao risco, o valor descontado do

swap de crédito no nome 1 é dado pela proposi¢ao a seguir.

Proposigcao 3.1. No instante t < T, o valor descontado do CDS no nome 1, do ponto de vista do
comprador do swap de crédito, ¢ CDS*}(t) = E[f*(11)| G|, onde f*(m1) € dado por (5.2), para i = 1.
Logo,

m

CDs*l(t) = l{Tlgt} |:Z —S1 l{TIth} e_rtj + (]. — (51) 6_T71:|
j=1
m

—rt; G(t',t) 82G(7f',7'2)
+ 1{71>t}{ Z —sp el [1{t2tj} + 1<ty (1{72> t} G(t], ) +ln<y 82G(t], )

j=1
+(1=61) 1(ns /tT — [hl(u) Cé((?;:))  h2(u) (G(u’“) G(“’t)ﬂ du

r 02G (u, 12)
N —ru g —2 2 ) 12
+ (1 =01) 1yr< gy /t e " hy(u) 78263(75, ™) du}

G(t,t)  G(t,1)

onde hi(t) e hy%(t) sio as intensidades de default do nome 1, quando o nome 2 sobreviveu até o

instante t e quando o default do nome 2 jd ocorreu no instante t, respectivamente.

Prova: O valor descontado do swap de crédito no nome 1, pode ser escrito como:

CDS*(t) = E[f*(n)|G]
= —B[f; ()| G] + B[f} ()| G]

onde f;(m1) e f7 (1) sdo Gr-mensurdveis, E[|f;(m1)|] < oo e E[|f;(1)]] < oo,
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O primeiro termo de CDS*!(t) corresponde ao valor no instante ¢ pago pela protecio contra o
default do nome 1, m*(¢), e foi calculado na prova da Proposicio 2.2, do Capitulo 2. Portanto, basta

provar o valor do segundo termo, 7{"(¢). Isto é, para t < T,

() = Ly (L=01)e™™

T u,t) — Gu,u
N P (1_51){1{T2>t}/t e TU [hfZ(U)G( ,g(t’g( : )+h1(u) G du

T
S G (u, 19)
1 TR (u) o du
+ {ngt}/t € 1 (U) 82G(t,7'2) U}

Observacao: No caso em que o nome 2 sobreviveu até o instante ¢t e 71 > ¢, o valor 7}"(t)

¢ determinado por uma integral que representa a probabilidade do nome 1 ter o default entre os
instantes ¢t e T, considerando-se que o default do nome 2 pode ocorrer entre os instantes ¢ e u

(primeiro termo entre colchetes), onde u > ¢, ou apés u (segundo termo entre colchetes).

Para t < T, temos:
" (t) = E[(1-61) 1n<rye "G

= E[(1—51)/0Te—’“ucuv1(u)\gt]
T

= (1- 51){ li,<pe M+ E [/t e " dNy(u)| gt] } : (3.4)

Para calcular a esperanca condicional na expressiao acima € necessario analisar algumas pro-

rt

priedades do integrando X; = e~"". Como a taxa de juros é deterministica e constante, r > 0, X;

é Gi-predizivel e hy(t) é um processo nao-negativo (por defini¢ao), que conforme a expressao (2.15),

pode ser escrito como:

h; (t) = 1{71>t} (1{72>t} hl(t) + 1{T2§t} h1_2(t))
= Liry sy () + Lpy —rc iy BT2(D) - (3.5)

Retornando a propriedade do processo X,

E[/Ot|em|h1(u)du] SE[/Othl(u)du]
- E[ /0 e hi(t) du] + E[ /T r:: h%(t) du]

= E[Nl(t/\ 7'(1))] +E[N1(t/\7'(2))] — E[Nl(T(l) = 7’2)] <l< o
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onde na primeira igualdade utilizamos a expressido (3.5) e a segunda igualdade decorre da fato do
processo M, ser um martingal sob G;'. Logo, podemos aplicar a Propriedade Martingal (Coroldrio

2.1) na esperanga condicional em (3.4), obtendo:

T T T
E[/ e le(u)\gt] = E[/ e~ hy (u) du| gt] = / e E[hy(u)| G] du (3.6)
t t t
onde a ultima igualdade decorre do Teorema 2.4, de Fubini.

A seguir, calculamos a esperanca condicional do lado direito da expressdo acima, considerando-se

as duas possiveis filtracoes, observando-se que u > t.
(i) Para G = {11 > t; 72 > t}, o nome 2 sobreviveu até o instante ¢.
Calculando a esperanca condicional em (3.6):

E[hi(u)|G] = E[ 150y (Lm<uy b2 (w) + Ly 0y hi(w))| G ]

_ E[1{7'1>u} 1{t< m<u} h’1_2(u)] + E[ 1{71>u} 1{72> u} hl (u)]
Gt 1) Gt 1)

= (Cl + 02) G(t,t)fl

onde para as esperancas C) e Cs, temos:
C1 = E[Lir5 w1 m<uy b 2(w)] = Blh*(w)| G P11 > us t <73 <
= h?) [ 0 F 1) = b [l — Gl
Co = E[ 15y s hi(u)] = E[hi(w)| G P11 > u; 12 > u] = hyi(u) Glu,u).

Logo, o valor que o comprador do contrato recebe em caso de default do nome 1, dado que os

dois nomes sobreviveram até o instante ¢, é:

r u — u, U u, U
M) = Lo gmog (1=0) [ [h12(u>G( ROk LY

(ii) Para Gy = {11 > t; 72 = T2}, 0 nome 2 teve o default, isto é, 7o < ¢. Neste caso,

E[hy(u)|G:] = B[ 11> 0y (Un<up b (@) + Lps up ha(u)] G
_ B[ (Mg () + Lo oy M (W) 1> b > )
aQG(ta%Q)
_ 82E'[]-{7’1>u;7"2<T2§u]’ hfZ(u)]
02G(t,72) '

!Teorema 2.2, Secdo 2.2.1.
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Calculando a esperanca no numerador:

8QE[]'{T1>u; To< o< u} hfz(u)] = E[h12(u)|gu]a2/ / 82F(’01,’02)
u J7

= hf2(u) OZG('U/, fg) .

Com isso, para 71 >t e 75 < 1, obtemos:

%G(w,7) o (3.8)

T
Wi”“(t) = 1{n>t; o< t} (]_ — 51)/t e T hl—g(u) m

Portanto, através das expressoes (3.7) e (3.8) concluimos a prova do valor descontado que o
comprador do swap de crédito recebe, 7}"(t), se o default do nome 1 ocorrer antes do vencimento do

contrato e conseqiientemente, o valor CDS*!(¢). O

De forma analoga, podemos obter o valor 75" (t), para o nome 2.
Valor do Swap FtD com dois nomes

A seguir, calculamos o valor do swap FtD, considerando que o pagamento da taxa de recuperagao
é feita no primeiro instante de default, caso ele ocorra antes do vencimento do contrato. O valor

descontado deste derivativo de crédito é dado pela proposicao a seguir.

Proposicao 3.2. No instante t < T, o valor descontado do swap FtD com dois nomes é FtD*(t) =
E[f*(T(l))| G|, onde [*(m)) € definido por (3.3). Ou seja,

m 2

FtD*(t) = L7y<0) [Z =5 Lirgy> 15 e "+ Z (1 =0)) Lz =r) em”]
Jj=1 i=1
G(tj,t5) _ G(u,u)
+ 1{7(1)>t}{jz_;_36 T |:1{t>t]} + iy A Gt 1) ] ; / " hi(u) G du

onde hi(t) € a intensidade de default do nome i, dado que o0s dois nomes sobreviveram até o instante
t,i=1,2.

Prova: O payoff descontado do swap FtD pode ser escrito como:

[ () = —fp () + f7(mq)) -

onde f;(7(1)) representa a soma dos spreads pagos pela protecao contra o primeiro default e £ (7)),
o valor que o comprador do swap FtD recebe se o primeiro default ocorrer durante o periodo de

vigéncia do contrato, ambos descontados a taxa de juros.
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Logo, o valor descontado deste derivativo é dado por:
FtD*(t) = E[f*(m1))] Gt]
= —E[f, ()| G] + B[} (r1))| G]

onde o primeiro termo foi calculado na parte (a) da prova da Proposi¢ao 2.3. A seguir provamos o

segundo termo cujo procedimento é semelhante & parte (b).

Seja w"(t) o valor que o comprador do swap FtD com dois nomes recebe se o primeiro default

ocorrer antes do vencimento do contrato, para t < 7.

De forma andloga & prova da Proposicao 2.3, o valor 7" (¢) pode ser escrito como:

2
T (t) = E[Z (1 =0i) Lpryy<rymy=ny € | gt]

=1
2 T 2
= E[Z(l_dl) / e " H l{szu}le(u)‘gt]
i=1 0 =1
i
2 T 2
— Z (1 _ 51’) {l{T(l)St} e~ TT() _|_E|:/ e U H 1{Tj2u} sz(u)‘ gt:| } . (3.9)
i=1 t j=1
J#1

Como temos apenas dois nomes, neste caso o integrando na esperanca condicional acima se reduz
AX;=e " 1{7;>1}, parat fixo. X; é um processo continuo a esquerda, logo é G;-predizivel e satisfaz
a:

t t
E |:/ ‘ e U 1{Tj>u} hz(u)‘ d'U/:| < E |:/ 1{7’j>u} hz(u) du:|
0 N 0 N

t/\T(l)
=E[/ hi(u)du] =E[Ni(t/\7(1))] <l<oo
0
onde a segunda igualdade decorre do fato do processo M} ser um martingal sob G;. Lembrando-se

que neste capitulo, assumimos que a taxa de juros r > 0 é constante.

Logo, podemos aplicar a Propriedade Martingal (Coroldrio 2.1) para calcular a esperanca condi-

cional em (3.9), obtendo:

T 2 T 2
E |:/ e H l{Tqu} dNZ(u)‘ gt:| = E|:/ e " H l{szu} hl(u) du‘ gt:|
t i—1 t i—1
7 v

T
_ /t eTu E[l{ﬁ>um>u} hi(u) | gt} du (3.10)
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onde a segunda igualdade decorre do Teorema 2.4, de Fubini. A esperanca condicional do lado
direito da expressao (3.10) foi calculada na prova da Proposicio 2.3, portanto, para ¢ < T, o valor
descontado que o comprador do swap FtD com dois nomes recebe se o primeiro default ocorrer antes
do vencimento do contrato é:

or - —rr S G(u,u)
" (t) = Z (1—9;) |:1{T(1)St} l{T(l)ZTi}e ® + 1{7.(1)>t}/t e " hi(u) G0 du|. O

=1

Representagao Martingal do Valor do Swap FtD

No caso analisado no Capitulo 2, em que o pagamento da taxa de recuperagao ¢é feito no venci-
mento do contrato, o valor FtD*(t) é um martingal sob G; (Proposicao 2.4). O mesmo resultado
¢é valido para o caso analisado neste capitulo, onde o pagamento desta taxa é feito no instante do

primeiro default.

Portanto, pelo Teorema 2.5, de Representacao de Martingais, o valor descontado do swap FtD,

no instante t < T', pode ser escrito como:
2 t )
FtD*(t) = FtD*(0) + > / Ki(u) dM} (3.11)
=1 0

onde, para i = 1, 2,

K;(t) = AFtD*(t)|,_ = FtD*(t) — FtD*(t

t=T, 7)‘15:7'1' '

Ou seja, para o instante ¢ < 7(;) = 74, temos:

Kz(t) = Z —ge Tl 1{t< Q—}M + (]_ _ 61) |:er7'(1) _ / o T hz(u) G(u,u) du
t

Pt G(t, 1) G(t, 1)
T U, U
— (1 &) /t e~ g (u) Cé((t’ t)) du (3.12)

para i,k =1,2 e k # 1.
3.2.2 Rolagem Continua de CDS
Considere que o intervalo de tempo [0, tA Ti] é particionado em n partes, tal que
O=ty<ti <ty <..<tp=tAT,

onde 7; é instante de default do nome 7 e t <7T'.
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A rolagem de CDS® é feita nos instantes t, k = 1,...,n, da particio da seguinte forma: no
instante inicial g, o investidor compra um CDS* com spread justo s;(tp). No instante seguinte, #;,
ele sai deste DS’ de spread s;(tg) e no mesmo instante ele compra outro CDS’ com spread justo
s;(t1). Procedendo desta forma nos instantes seguintes até o instante de default do nome ou a data

de vencimento do contrato 7', se o default do nome % nao ocorrer.

Para o investidor sair do contrato, no instante ¢ < 7; < 7', ele deve pagar ao vendedor do
CDS os spreads restantes, multiplicados pelas probabilidades condicionais de sobrevivéncia do nome
nos respectivos periodos. O vendedor, por sua vez, paga (1 — ¢;) multiplicado pela probabilidade

condicional do default do nome ¢ ocorrer entre os instante ¢ e 1", ambos descontados a taxa de juros.

Ou seja, ao sair do contrato no instante t; < min{r;, 7'}, o fluxo de caixa do comprador do swap

de crédito é exatamente o valor CDS* (ty, si(tp_1)), k=1, ..., 7.

Se o default do nome ¢ ocorrer antes do vencimento do contrato, 7; < IT', neste instante o contrato

é liquidado e o investidor interrompe a sua estratégia de rolagem de CDS".

Este instrumento de rolagem de CDS ¢é apropriado para o hedge de um swap de cesta de crédito,
em particular para o swap FtD, pois considera que o spread varia com o tempo, permitindo assim

fazer o hedge do spread, o que nao é possivel quando utilizamos os CDSs como instrumentos de hedge.

Além disso, como podemos ver adiante, a rolagem continua permite que o investidor cumpra com
as obrigagoes dos contratos quando ela é interrompida no primeiro instante de default. Ou seja, ele
terd caixa suficiente para liquidar o swap FtD e sair dos swaps de crédito dos nomes que sobreviveram

sob as condigoes do mercado, o que nao ocorre com a estratégia de hedge do Capitulo 2.

Logo, a rolagem continua cumpre com os objetivos do hedge de um swap k-to-default, citados por

Schmidt [22], e em particular para o swap FtD.
A seguir obtemos o valor da rolagem de swap de crédito no nome i, V*(t).

No instante t < 74, onde t € [t5—1, 5], temos:
Vit) = — "m0 ODS (ty, 5i(ty)) + ") ODS (11, si(to)) — "8 ODS (11, 5i(t1))
+ .= er(t_tﬁfl) CDSi(tﬁ_l, Si(tﬁ_l)) + CDS" (t, Si(tﬁ_l)) .

Podemos reescrever esta expressao como:
t t
Vi) = / Cd[e Y DS (u, si(to))] + - + / d[ " ODS' (u, 5i(tn-1))]
to tr—1
tAT; n .
= /0 Z Lt 4, t5(u) d[er(tfu) CDS (u,si(tj-1))] .
j=1
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Tomando o limite At; =t; —t;_1 — 0, obtemos o valor da rolagem continua de CDS":
Vit) = /Ot Lir>u} d[er(t*”) CDS" (u,si(u-))]
logo, o seu valor descontado & taxa de juros é:
V() = eEVI(t) = /Ot Lir>u) dCDS* (u, s;(u_))

onde CDS* (t,si(t_)) = e”""CDS" (t,si(t_)).

Substituindo a expressao do valor descontado do swap de crédito CDS*, obtemos:

. t m
V() :/0 Liri>uy dBu [Z ) lgsyye (1 - 6) i<y e—m}
=1
t ' ) . |
= / 1{7’ >u}d(Sz [Z 1{7'1>t]}6 TJ:|> —|—/0 l{TiZu}dEu[(l—(Si)]_{TiST}efrTz

(3.13)

Para obtermos o primeiro termo da expressao acima € necessario a definicao de semimartingal e

de alguns resultados relacionados a este processo.

Definigao: Um semimartingal é um processo X; da forma X; = Xo + M; + A, onde X tem

valor finito e é Fy-mensurdvel, M; é um martingal local e A;, um processo de variacao finita.
Em particular, um martingal e um martingal local sao semimartingais onde o processo A; é nulo.

Proposicao 3.3. ? Sejam X; um semimartingal e Y; um processo adaptado e de variacdio finita.
Entao,

t t
Xth:/ Y, qu+/ X, dY, . (A)
0 0

Se Y; é um processo predizivel, entao,
t t
X Y, :/ Yuqu—i—/ X, dYy,. (B)
0 0
Retornando ao valor da rolagem continua de CDS, denotamos s (¢) o processo Gi-predizivel do

spread justo s;(t) e no instante inicial definimos s¥(t) = s;(¢-)|4=0 = 0.

Na Proposicao 2.4, mostramos que o processo 7rZ] P(t) = E[ l{Tith}| gt] ¢ um martingal sob Gy,

parai=1,...m e j=1,...,m. A soma de processos martingais é um martingal, logo para a taxa de

*Ver Jacod [12].
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juros r constante, o processo F [ Z;”Zl 1{7i>tj}6_,rtj | gt] ¢ um martingal sob G; e consequentemente,

um semimartingal.

Definigdo: Denotamos CDS:(t,s!(t)) o valor do CDS** com spread st (t), tal que:
. m
dCDSIH(t,s0(t)) = —sP(t) dE; [Z 1{Ti2tj}e—ﬂ +dE, [(1 — )<y
7j=1

e no instante inicial ¢ = 0 definimos C'DS}*(0, s¥(0)) = 0.

Aplicando a Proposicdo 3.3 (B), no primeiro termo da expressao (3.13) da rolagem continua de

swap de crédito, obtemos:

' t m t m
V*Z(t) = —/0 1{7—12“} Sf(u) dEu[Z l{Tith}e_th] —/0 l{TzZU}E _ [Z l{Tith}e_th]d8€(u)
j=1 i=1
t
+/ l{Tizu} dEu[(l—di)l{TigT}e_m]
0

t . t m
= / Lir> ) dCDS! (u, st (u)) —/ Lir>u) Bu_ [Z l{ﬂ.ztj}efrtj}dsf(u). (3.14)
0 0 :
j=1

O primeiro termo do valor descontado da rolagem continua representa o valor do CDS com spread

5? (t) Gi-predizivel e o segundo termo é decorrente da variacdo do spread deste derivativo.

Observe que se o spread fosse constante, o segundo termo do valor V*(¢) seria zero e conseqiien-
temente, o valor da rolagem de CDS seria o préprio valor do swap de crédito e estariamos no caso

analisado no Capitulo 2.

Portanto, o primeiro termo do lado direito da expressao (3.14) representa o risco de default dos

nomes e o segundo, o risco do spread.
A seguir, obteremos as dinimicas dos processos CDS;(t, s?(t)) e sP(t).

Proposicdo 3.4. A dinamica do processo C DS} (t, sf(t)), no instante t <T', é dada por:

2
ACDS(t,7(8) = Y H(t, () dMf
k=1

onde H} (t, sf(t)) = ACDS* (t, sf(t))ﬁ:ﬂc ¢ um processo Gy-predizivel, para i,k = 1,2.

Prova: Por definigio, o valor C DS} (t, st (t)) satisfaz a:

dCDSE (t,5}(1)) = —si(t) dmi" (1) + dmy" (1)
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onde
m

m7(t) = D B[Lnzyye 1G]
7=1

en’"

97(t), como foi definido anteriormente, para i = 1,2.

Através da prova da Proposicao 2.4 e considerando-se que a taxa de juros é constante, o processo

7" (t) é um martingal sob G; e pelo Teorema 2.5, de Representacio de Martingais, este processo pode

ser escrito como:

2 t
P = 77(0) + 3 / i (u) dM* (3.15)
k=170

onde H(t) = AmP(t)|;—r, é um processo G;-predizivel, para k = 1,2.

De forma andloga a prova da Proposicao 2.4, no caso em que o pagamento da taxa de recuperagao

é feito no instante de default do nome ¢, o valor 7" (¢) é um martingal sob G;.

Pelo Teorema 2.5, de Representacao de Martingais, o processo 7}" () tem a seguinte representacao:

2 t
() = 77 (0) + 3 / i (u) dM? (3.16)
k=170

onde fI,’c(t) = A} (t)|4=r, € um processo G;-predizivel, para k = 1,2.

Portanto, através das expressoes (3.15) e (3.16), podemos escrever a dindmica do valor CDS? (¢, s¥(t))

COImao:
2
AODST (1,s0(1) = S (~s2(0) AnP(t) + Ami™ ()], dMf
k=1

2
= Y ACDS*(t,s{(t))],_, dMf. O
k=1

A seguir, obtemos a dinamica do processo predizivel do spread justo sf (t),1=1,2.

Por definigao, o spread justo no instante ¢, s;(t), de um swap de crédito no nome 7 é obtido tal que
o valor que o comprador do CDS paga pela protecao é igual ao valor que o vendedor deste derivativo
paga ao comprador caso o default do nome % ocorra antes do vencimento do contrato. Ou seja, no

instante t < T', o spread justo satisfaz 3 igualdade CDS*'(t) = 0. Dessa forma, para t < 7,
E[(1=6)1{rn<mye™™ | Gi]

E[ET:l Lir>eye7" | Gl

onde m é o nimero de pagamentos que sao feitos entre o instante ¢ (inclusive) e a data de vencimento
T do contrato, logo ¢ < t;, para j = 1,....,m e w7 (t) # 0. Apés o default, t > 7, s;(t) = 0.

si(t) = (3.17)
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Proposicdo 3.5. A dinamica do processo Gi-predizivel do spread justo do swap de crédito CDS*(t),
para 1 =1,2 et < 7;, € dada por:

2
== Hi(t,s((t)) 1> g i) dt. 7 (6 ) (3.18)
k=

—_

onde Hj (t,sY(t)) = ACDS* (¢, s?(t)) ‘t:’f'lc enP(t ) #£0, parak=1,2 et <T.

Prova: Considere t < 7;. Por defini¢ao, o spread justo satisfaz a:

—si(t) m" () + 7rl”"(lt)
d(=si(t) 1" (1)) + dm" (2)

0
0.

O spread justo s;(t) é um processo adaptado e de varia¢ao finita e como foi visto, o processo

Zss P(t) é um martingal, logo é semimartingal. Aplicando a Proposicio 3.3 (A) no primeiro termo da

expressao acima, obtemos:

—si(t,)dwfﬁ( ) —m; P(t)ds;(t) + dn?"(t) = 0
ACDS? (t.5,(t-)) - mP () dsi(8) = 0

logo, a expressao acima pode ser reescrita como:

t _
CDS (1, s(t Z / HE (u, (u) dMF = / 7P (1) disy (1) (3.19)
0

onde a primeira igualdade decorre da Proposicao 3.4.

Escrevendo a expressao acima em funcao dos processos indicadores de default, temos:

Z, = /0 t 7% (u) ds; (u)

2

[/ot Hj (u, 5(w)) ANk (u) - /Ot Hi(u, 57 (u)) 1ir,>uy he(u) du]

=
v

1

[AC’DS*Z (v, s%(v)) ‘U:Tk i<t —/0 Hj (u, s?(u)) 1i7,>uy hy(u) du] .

o

O processo Z; é adaptado e cadlag, logo AZ; = Zy — Z; . Portanto,

2

Zi = Y ACDS (00D Ve — [ s 00) Ly ) ]

k=1
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ou, na forma diferencial:

2
wiP(t ) dsi(t-) = = Hi(t, sV () 1> ¢y hy(t) dt
k=1

onde mP(t ) #0,t<mei=12 [

Portanto, através das Proposigoes 3.4 e 3.5 podemos reescrever a expressao (3.14) do valor de-

scontado da rolagem continua de CDS no nome 4, ¢ = 1,2, como:

V*i( t) _/ 1ir>u) ZHk (u)) def +/ 17>} ZHk (u)) L >u) hy(u) du

k=1 k=1

t .
- [ tz0 3" B ) i) (3.20)
k=1

2
=150 Z CDS* (U, Si(u—)) ‘u:ﬂc 1<ty (3.21)
k=1

Ou seja, se o primeiro default for devido ao nome k, k # 4, neste instante, o valor descontado da
rolagem continua de swap de crédito no nome ¢ é exatamente o caixa necessario para o comprador sair
do contrato neste instante. Portanto, na estratégia de hedge, este instrumento gera recurso suficiente
para o vendedor do swap FtD sair do CDS correspondente ao nome que sobreviveu apés o primeiro

default, tal que 7(1) = 7, <T', 0 que nao ocorre quando o instrumento de hedge é o swap de crédito.

Esta expressao também pode ser vista como o salto no spread s; no instante de default do nome
k. No instante ¢t < min{r;, T}, temos que CDS*!(t,s;(t)) = 0, isto &,

Utilizando esta relacdo, o valor descontado da rolagem continua de swap de crédito (3.21) pode

ser escrito como:

V) = L gy Asi(u) 7 ()], Lin<y
onde As;(t) = si(t) —si(t-), i,k =1,2 e k # .

Portanto, no instante ¢ < {7;,T'}, o valor descontado da rolagem continua de CDS no nome i ¢é o
salto ocorrido no spread até (inclusive) o instante ¢, multiplicado pelo valor esperado dos pagamentos

futuros, descontados & taxa de juros, W;’ﬁ(rk), para 7, < tek #£1i.

Pela expressio (3.20), temos que a rolagem continua de C'DS* elimina a variacio deterministica

do valor do swap de crédito, restando apenas a incerteza devido ao default dos nomes.
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Isto ocorre devido a rolagem dos swaps de crédito ser continua, de forma que a variacdo do valor
do CDS na entrada (compra) e saida é zero, justamente por ser feita em um intervalo de tempo

infinitesimal, para t # 75, j = 1,2 e j # 1.

Além disso, a rolagem é sempre feita com a compra de CDS com spread justo, onde este spread
incorpora toda a variacao deterministica ocorrida entre um instante e o outro em que ocorre a entrada

e saida do CDS.
3.2.3 Hedge Dinamico II

Nesta secao obtemos uma estratégia de hedge do swap FtD com dois nomes, utilizando-se como

instrumentos de hedge a rolagem continua de CDS de cada nome.

Para isto, o vendedor do swap first-to-default compoe a seguinte carteira: vendido em um swap
FtD, comprado nas rolagens continuas de CDS de cada um dos dois nomes e com uma quantia
investida em ativo livre de risco, neste caso, a taxa de juros. O valor descontado a taxa de juros

desta carteira, no instante ¢ < min{7(;), 7'}, é:

Z% t) V*U(t) 4+ vo(t) cash — FtD*(t)

onde V*!(t) é o valor da rolagem continua de CDS** no instante ¢.

Assumimos a liquidez dos derivativos de crédito e que a estratégia vy(t) = (yo(t),v1(t),y2(¢)) é
auto-financiada no sentido que a variacao no valor da carteira se deve apenas a variacao do valor dos

derivativos, conforme foi definido no Capitulo 2.

A proposigao a seguir fornece a estratégia de hedge de um swap FtD.

Proposicao 3.6. No instante t < min{T(l),T}, a estratégia de hedge dinamico de um swap FtD

com dois nomes v(t) = (70(t),71(t),v2(t)) € obtida de forma que v (t) = (v1(t),12(t)) € solugio do
sistema linear:

H(t)v (1) = K(¢) (3.22)
onde K;(t) é dado por (5.12) e H,;(t) = CDS*(t, si(t,))‘th_ para i,5 =1,2.
-1

A quantia de cash é determinada por v (t) = FtD*(t).

Prova: A estratégia de hedge ~(t) é auto-financiada, logo satisfaz a:

dIT* (¢ Z vi(t) dV*i(t) — dFtD*(t) .
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Substituindo as expressdes (3.11) e (3.20) dos valores FtD*(t) e V*'(¢), respectivamente, na forma

diferencial, obtemos:
2

2 2
() = Y- Yo 1 H (020 = K000 + Y K0 15,20 B0
j=1Li=1 j=1

Através da expressao acima, temos que a variacao no valor da carteira é composta por: um termo
deterministico e um termo de incerteza devido ao default dos dois nomes. O objetivo do hedge é

eliminar as incertezas na variacdo do valor desta carteira, para isto devemos ter que:
2
D i) Ly H(t 57 (1)) = K;(t)
i=1

para j = 1,2. Ou scja, v (t) = (71(t),72()) é solugio de um sistema linear da forma H(t)y' (t) =
K(t), onde Hj;(t) = Hi(t,s}(t)) = CDS*(t,si(t-))|i=r, € K;(t) = AFtD*(t)|;=r,, dado por (3.12),
para ¢,7 =1,2.

Assim como no caso analisado no Capitulo 2, a quantia yy(¢) de cash é obtida tal que, IT*(¢) = 0,
ou seja, a estratégia y(t) replica o payoff do swap FtD no instante ¢ < min{r(), T}, logo:

2

Y0(t) = FED*(t) = > %i(t) VF(¢) -

i=1
Entretanto, como o valor descontado da rolagem continua V¥*(t) = 0 para t < (1), entao a

quantia de cash é determinada pelo valor descontado do swap FtD no instante t. [

Assim como no hedge com CDSs proposto no Capitulo 2, no caso em que os instrumentos de
hedge do swap FtD sao as rolagens continuas de swaps de crédito, a estratégia de hedge dinamico

também é determinada por um sistema linear.

O sistema (3.22) tem solugdo tinica se det(H(t)) # 0, para ¢t < min{7(;),T}. Ou seja, a estratégia

de hedge é tnica se o mercado for completo.
3.3 Contexto com n nomes

Nesta secao generalizamos os resultados obtidos na Segao 3.2, obtendo a estratégia de hedge

dinamico de um swap FtD com n nomes.
3.3.1 Valores dos Derivativos de Crédito

Iniciamos obtendo os valores do swap de crédito e do swap first-to-default, estendendo os resul-

tados das Proposicoes 3.1 e 3.2 para n nomes, n > 2.
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Valor do Swap de Crédito

Counsidere o swap de crédito com as caracteristicas descritas na Secao 3.1. Utilizando a mesma

notacao do Capitulo 2, sob a medida neutra ao risco, temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.7. No instante t < T', o valor descontado do CDS no nome i, v = 1,...,n, do ponto
de vista do comprador do swap de crédito, ¢ CDS*(t) = E[f*(r;)| G|, onde f*(7;) € dado por (5.2).
Logo,

CDS*(t) = 17,<y [Z —silir >y e+ (1= 0;) 6”’]
7j=1

e “ ks 6IDG(t—ID77-ID;t—i7tj)
Flasa Y D0 Urisarigen) 275 Mgy + lucuy =25 G5
k=0A;CAy p j=1 Ip —Ip>TIp

Ai={Ip,Is}

Is .
| ‘ kalDG(u—ID7TID’u—I§7t)

T p p
+ (1 N 51)/): e U Z Z(—l)p hi_ID’_IS(U) Z Z(—l) 81DG(t,1D,7-1D) du} .

p=01ECIs k=01kcCI%

Observacgao: Conforme a notacio utilizada no Capitulo 2, o somatério ) 2cig S€ estende sobre

todos os subconjuntos I% C Ig tal que |I%] = p.

Assim como no contexto com dois nomes, Se¢ao 3.2, o valor descontado pago pela protecao contra
o default do nome ¢ é dado pela Proposicao 2.6, Capitulo 2. Logo, basta provar o valor que ele recebe

se 7; < T que é dado pelo corolario a seguir.

Corolario 3.1. No instante t < T, o valor descontado que o comprador do CDS no nome i recebe
se o default do nome i ocorrer antes do vencimento do contrato é w?"(t) = E|[f} ()| G|, onde f}(7:)
¢ dado por (3.1). Logo,

n—1
(1) = l{TiSt} (1—20;)e” "™ + 1{7i>t} Z Z l{TIDSt;TIS>t}'
k=0A;CA, 11
Ai={Ip,Is}
e |IS| p 8 G(u . t
_ —Ip,~I% o Ipy TIp;U_gk, )
=6 [ ey S Y S o
¢ p=017 k=0 [hegP 1, G(t1,,T1p)
sCls =071kCr®

_ _JP
onde h; fo,~1s (u) € a intensidade de default do nome i, dado que os nomes em Ip tiveram o default

até o instante t e o default dos nomes em Ig ocorre entre os instantes t e u, u > 1, para ¢t =1,...,n.
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Prova: Para t < T, a expressao (3.4), obtida no contexto com dois nomes, é vilida para i =1,...,n

() = (1— ai){ l<ne ™ +E [ /t T dN;(u)| gt] } . (3.23)

rt

Analogamente, o processo no integrando X; = e~"" satisfaz & condi¢ao da Propriedade Martingal,

isto é,
t t n t/\T(]—)
E[/ |em|hi(u)du] gE[/ hi(u)du] :ZE[/ B (u )du]
0 0 j:l T(G-1)
_ZE (EATG)] <1< 00
onde |Ip| = j — 1, 7o) = 0 e j = 1,..,n. A segunda igualdade decorre do processo M} ser um

martingal sob G; e a segunda desigualdade, do fato que N;(t) é um processo com apenas um salto.

—rt

Além disso, o processo X; = e~ " é Gy-predizivel, onde a taxa de juros r > 0 é deterministica e

constante. Aplicando a Propriedade Martingal:

E[/tTemdNi(u)‘gt] = E[/tTeT”hi(u)du\gt] = /tT T E[hy(u)| G du

onde a tultima igualdade decorre do Teorema 2.4, de Fubini.

Como u > t, para a esperanga condicional no integrando da expressao do lado direito, temos:

n—1

E[hi(u)|gt] 1{n>t}z Z l{TIDStTIS>t}E[ ()|gt]

k=0 A; CA,C I
A;={Ip,Is}

onde G = {7, = Tr,;7 > t;714 >t} e |lp| =0,1,..,n — 1. Portanto, para 7; > t, Ip e Ig fixos, o

valor 7" (t) é dado por:
T
7Tgr(t) = 1{n>t} 1{7'1D§t;7'15>t} (1 - 52)/t 7TuE[ ( )|gt] (3-24)

Logo, a prova de m/"(t) consiste em calcular a esperanca condicional em (3.24). O procedimento

¢ o mesmo utilizado na prova da Proposicao 2.6.
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A prova é feita por inducao. Paran =2,7 =1 e 7 > t, na expressao da proposicido temos:
e Para |Ip| =0,
If =1t = 0; para p =0

0, parak =0

; parap=1
{2}, parak=1 parap
e Para |Ip| =1,

Ay = {{2},0} :{ IF =1t =0; parap=0.

Dessa forma o valor descontado que o comprador do CDS no nome 1 recebe, se o default deste

nome ocorrer antes do vencimento do contrato, para t < 71, é dado por:

A0 =1y (=00 [ [ ma G ) (Ge) - ) g,

T 02G (u, 79)
. —ru 3, —2 2 ) 12
+1n<n (1 51)/t e " h](u) 78263(75, =) du

G(t,1)  G(L1)

o que concorda com a expressao calculada na Proposicao 3.1. Portanto, a expressao =}"(t) é valida

para n = 2.
Supondo que 7!" () é valida para n, a seguir provamos a expressao para (n + 1) nomes.
Reescrevendo a expressio (2.55) da intensidade de default do nome i para u < 7;, temos:

n
—Ju
hi(u) =Ly >, Y Yry <uTy>up by 7 (u)
pZO BiCAp,]’
Bi={I},1¢}
onde |[}}| =pe h;lg’ (u) é Gr, -mensurdvel, () é o p-ésimo default, i = 1,...,n.
Substituindo h;(u) em (3.24), para 7; > t, Ip e Ig fixos, o valor 7" (t) é determinado por:
T n Ju
WO =0-6) [ Y 3 Bl ulrycureah PG (320
t p=0B;CA, v
Bi={I},15}
onde g£ = {T[D =TIy, T > b Tig > t}, |ID| =0,1,...,n.
A seguir analisamos a esperanca condicional acima para ¢ < 7;, nos seguintes casos:

(i) G, = {7 > t},onde T € R"

(i) G ={7T1, =T1,; 1 >t; T1g > t}, com |Ip|=1,...,n.
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Notacgao: Sejam J, = {s1,52,...,5,} e Jp = {r1,re,...,r} tal que, k < p e J; é um subconjunto
de Jy com |Ji| =k ek >0.
Exemplo: Para p = 2, temos o conjunto J, = Jo = {s1, s2} e os subconjuntos J:
Jo =0, para k=0

= {81} ara k =
Jl = { {32} , P k 1

Jo = {s1, s2}, para k=2.

Para k fixo, o somatoério ZchJp se estende sobre todos os subconjuntos Ji, C Jp, tal que |Ji| = k.

Na prova do valor 7}" (t) que o comprador do CDS recebe em caso de default do nome ¢ utilizamos

o seguinte resultado para a integral multipla:

Proposigao 3.8. Sejam 1 <p<n eue R,

u u p
// On,F(u_ys,vy) =Y > (=1)F Flu_y,,t)
gLy k=0 J,CJp

(p)

onde J, = {s1,52,...,5p}, tal que t < 15, <, para todo s; € Jp, i =1,...,p.
Prova: Por indugao. Parap=1e 1 € J,, tem-se:

/tu 8iF(u,i,vi) = F(u) - F(u,i,t)

0 que confere com a expressao que queremos provar. Supondo que a expressao €é valida para p = m,

/Z.L../uaij(qu,va) =3 Y (- Fu_y,,1).
t( )t

ou seja,

k=0 J,CJm

A seguir provamos para p = m + 1. Seja Jy,11 = Jp, U {i},

U u U U u
// 8Jm+1F(u,Jm+1,VJm+1) = / 82// a]mF(u,i,vi; u,Jm,VJm).
t t t t t

(m)

(m+1)
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Pela hipétese de inducao, a igualdade acima pode ser escrita como:

u o pu u m
// 0 POy Vi) = / Z Z (—D)* 0, F(u_;,vi; u_y,,t)
¢ Ji ¢

k=0 J,CJm

= Z Z (—l)k (F(u_]k,t) — F(u_;,t; u—kat))

k=0 J,CJm

desenvolvendo o somatorio do lado direito desta expressao, temos:

u o pu
// aJm+1F(u*Jm+17VJm+1)
t t

= (—D)°Fu) + (-D)'[Flu_y ) + > Flu_y, )] + .+ (=)™ Flus, t;u_y,,,t)
J1CIm

= (-1)°F(w) + (=)' > Flu_y,t) + ..+ (=) F(u_y,,,,1)
J1CIm+1
m+1

=> Y (1)FF(uy,t).

k=0 JCJm41

Portanto, a expressao é valida parap=m+1. 0O
Calculando a esperanca condicional em (3.26), temos:
Caso (i) Para G, = {7 > t}, os (n + 1) nomes sobreviveram até o instante ¢. Neste caso,

—Ju -1
E[l{Ti>u}1{T]%§u; Tru>u} h; P (u)| g” = E[1{n>u}1{t<7'1}5§u;7'1§>u} h; (U)] G(t)
—IY _
=h; P(u)P7i >ujt <7 <wuytre >ulG(t) L
Denotando I}, = Ig, o conjunto dos nomes com o default entre os instantes ¢ e u, e utilizando a
expressao acima, reescrevemos a expressao (3.26), para 7 > t, como:

|15

r Plry>ujt <7p <u;Tre > ul
our —ru *Ip 1 ? 1< = ) 1
' (t) = (1 —52')/ e Z Z h; °(u) G(i) 5 du (3.27)
t P=0 B;CA, 1
Bi={I%,1%}

onde Ig = Iq U T4 e |Ig] =n.
Em seguida calculamos a probabilidade em (3.27) para 7,41 > u e 7,41 < u, separadamente.

(a.1) Para 7,41 > u, consideramos os casos: 1 #n+1lei=n+ 1.



78 CAPITULO 3. HEDGE COM ROLAGEM CONTINUA DE CDS

(a.1.1) Sejam 7,41 > u e % # n+ 1. Escrevendo a expressio (2.29) do Principio da Inclusao e

Exclusdo para o vetor u = (u_jyu, 77« ) e derivando com relacdo & 7, obtemos:
D’ D s D’

8[$G(u_[$, T[$) = 8[}5G(U.’_[$, T[$)

1]
‘Z Z D ’LI” Il n—|—1(u TI“ u U) 8[“ Iu Il TL+1(TIu u U)] (328)
= OIl CIu

onde I = I% — {n+ 1}. Como I = I% onde |I%| = p, logo |I%| = n — p. Escrevendo a fungio de

sobrevivéncia G(u_rx, 74 ) na forma integral, temos:

8[%G(ll_[}:z),7'[%) = (—]_)p/u /u/u 8"+1F(u_1}5,7’[}3) . (329)
N—_——

Para Ip I% fixos, a probabilidade em (3.27) é dada por:
Pl1 > u t<Tp < u Tre > ul // // / O (v / /8Ip qu vIp)

onde a segunda igualdade decorre da expressao (3.29) para I}, = I%. Pela expressao (3.28), podemos

reescrever a probabilidade acima como:

u u
Plri>wt<7p <uitip >ul= (—1)p/.../ O G(u'flg,v'lg)
t Jt

‘IS u u
l
+ Z Z [aIpFi 12l nH(u,vIp,u,u) — aIpFIp Il nH(vIp,u,u)]
= ¢ ¢ S ST Sy S S S»*S» S
OII CI”’ —_——
/
1g"]
=h+d, > D (=)
= OIl CI”

Para a integral Jj, temos:

u u
J = (—1)1’/.../ aIPG(uI_Ip7V,I§) = (-1)PP[m > uit < T SU;TI/Su > u]

Z Z I’“t)

k= OIkcIP
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onde a tltima igualdade decorre da hipétese de inducao.

Pela Proposicao 3.8, temos que as integrais multiplas Jo e J3 sao determinadas por:

u u
J2 = /t/t alg i,Ig,IlS,n+1(quI§auaU E E zlg,ﬂ n+1(u %> t)

k= OIkcIP
P
— _ k
J3 = / / 8I"FIP L n+1(VI" u,u) = Z Z(—l) FIIS’,Ig,n—H(qugut)
k=0 1k C1?,

onde, para simplificar a notagao, denotamos:
Flg,lg,n—%—l(qug?t) = Flg,(lg)c,ﬂs,nﬂ(ta u,u,u)
com IF U (15)¢ = I%. Analogamente para F| TP IL nrr(u 1% t).
Com os valores das integrais Ji, Jo e J3, obtemos a probabilidade:
Plm>ut< Tp SusTrg > u]

I“\

p
k l
—1)”2 Z(_l) { Ik’ +Z Z +p zIP 1t ,n+1(“—1§vt)—ng,lg,nﬂ(u_zgat)]}-

k=0gkCI?, =0 jlcrg
(3.30)

O préximo passo é escrever a probabilidade em (3.30) em termos da fungao de sobrevivéncia dos
(n+1) nomes. Para isto, iniciamos escrevendo a expressao (2.29) do Principio da Inclusao e Exclusao

em fungdo dos subconjuntos de Ig(= I}) e I’S“, para u € IR**! como:

P 13|
G(u):G(u')—l—Z Z( Z Z zIS,Ig,nH( u) — Fpy Is,n—I—l( u)] . (3.31)
q:[)[gvclg = Oléclsu

Considere I e I dois subconjuntos de 1%, tal que |IE| =k = 0,...,p e |I%]| = ¢, para ¢ fixo. Para
z € I% temos que z € I ou z ¢ I. Dessa forma,
NIt =15

onde |I5| =r = 0,1,...,q. O subconjunto I¥ pode ser escrito como I¥ = I5UT?, onde I? C (1% —I%)
e |Ig'] =m =0,...,p —q. Logo, podemos escrever o somatério sobre todos os subconjuntos Ig C Ig,

para k =0, ...,p, como:

Xp: > (=)F= Xq: > (-1 Z > (- (3.32)

k=0 [é?c[ls’ r=0 [gC[g m= OI’“C [‘1
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onde (I%)¢ = 1% — IL.

Escrevendo a expressdo (3.31) para u = (u_ Ig,t) e somando sobre todos os todos subconjuntos

I§ - Ig, para k = 0, ..., p, obtemos:
P P P
DD DG =) Y (DG e+ Y (-1 D, (3.33)
k=0 1k, k=0 1k ¥, 9=0 ricr¥
onde, no segundo termo do lado direito utilizamos a expressao (3.32) e é dado por:

1
S

q
=> > (- § D DY Y D [ Fp gt (g t) = Fra g (w1
r=0 i m=0mc(1%)e I= OIQCIS“

(3.34)

A seguir analisamos o termo D, para os seguintes casos: 0 < ¢ < (p—1) e g =p.

e Para 0 < g < (p—1), as fungdes de distribuicao F; I nt1() e FIg,Ig,nH(') nao envolvem o
subconjunto I¢', logo o somatdrio destes subconjuntos pode ser substituido pela combinagao binomial

(p q) que quantifica o nimero de combinacoes dos elementos de Ip Ig com m elementos, ou seja,

oy = () = ey
m=0 [ (1%)e m=0

para ¢ = 0,..., (p — 1). Portanto, D, é igual & zero.
e Para g = p, temos Ig N I§ = Ib’f, logo, r = k e o termo D, é escrito como:

I“|

P
D, = Z Z( Z Z z 15,1t ,n+1(u—1§7t) - Flg,lls,nﬂ(“—lgat)] .

k=0 Igcjg =0 I_lgclsu

Portanto, a igualdade (3.33) se reduz a:

p p
> DG = > S DG 0

k=0 1kCI? k=0 1kCI?
1]

DPY D> (= Ey ot (0 g, t) — Flg,lfg,n—f—l(uflgat)]}

=0 fLcry
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logo, a probabilidade (3.30) é dada por:

p
Plri>uwt<7p <wry>u] = (1)) Y (-1 Glu_,1).

k=0 1kci?

Portanto, pela expressao (3.27), o valor descontado que o comprador do swap de crédito recebe

em caso de default do nome ¢, para t =1,...,n, é

s|-1 t)
ur —ru —Ik7
p=0 Ipcls k 01kC IP
(nt1)¢I

dado que os (n + 1) nomes sobreviveram até o instante t e 7,41 > u.

(a.1.2) Para 7,41 > u e i = n+ 1, os cdlculos sdo semelhantes ao caso (a.l1.1) diferindo que na
expressao (3.28), nao temos o primeiro termo entre colchetes e conseqiientemente, nao ha a integral

7. . , ’
J2 e no somatorio teremos I¢ ao invés de Ig'.
Logo, a expressdo(3.35) é valida para o nome (n + 1).

(a.2) Para 7,41 < u, necessariamente ¢ # n+1. Assim como no caso (a.1), |[I5| = pe |I%4 = n—p,

/////8”“F /////{/6”“1” <[]

onde a segunda 1ntegral miultipla do lado direito é semelhante & calculada no caso (a.l), porém neste

e,

caso temos (p — 1) nomes com default entre ¢ e u, excluindo o nome (n + 1) e (n + 1 — p) nomes
sobrevivem até o instante u, além do nome i. A primeira integral pode ser obtida de forma andloga

ao caso (a.1), substituindo u,4+1 por t.

Utilizando o resultado do caso (a.1) no lado direito da igualdade acima, para I = I% — {n + 1},

obtemos:
p—1
/ / / / / 8”+1F pz Z 11 Ik t u (n—i—l)at)"i_G(qugat)]
k=0rkcr?

p
Z Z ll Ig,t).
k=0r1kcCI?



82 CAPITULO 3. HEDGE COM ROLAGEM CONTINUA DE CDS

Dessa forma, para t <T', o valor 7}"(t) é dado por:

sl (u t)

- —If>
SCEITTIETY e 3P OIS U) 9P DE IRt Sy EEE
p=018CIg k=0rkC1?

(n+1)€[p

Portanto, através das expressoes (3.35), (3.36) e do caso (a.1.2) concluimos que parai = 1,...,n+1,
a expressao do valor 7" (t) é vélida para (n + 1) nomes, dado que todos os nomes sobreviveram até
o instante .

Caso (ii) Filtracao G; = {7, = Tr1,;7 > ;715 > t}, onde |Ip| = 1,...,n. Neste caso, pelo
menos um nome tem o default até o instante ¢. A seguir provamos o valor w/"(¢) para os casos em
que o nome (n + 1) sobreviveu até o instante ¢, 7,11 > t, e em que o default deste nome ji ocorreu,
Tn+1 <t

Cousidere Ip e Ig fixos, pela expressao (3.26), para 7; > t, temos:
B0 =10 [ Y Bl cnrn b iG] A 630
p=0 B; CAP I’
Bi={1%,1%}
onde g; = {T[D =TIy Ti >t Tig > t}, |Ip|=1,...,n

(b.1) Para 7,41 >t e i # n+1. Analisamos os casos 7,41 > u, em que o nome (n+ 1) sobreviveu

até o instante u, e 7,41 < u, onde o nome tem o default entre os instantes t e u.

(b.1.1) Considerando 7,41 > u, a esperanga condicional no integrando de (3.37) pode ser escrita
em fungio de I e {n + 1}, onde I3 = I% — {n + 1}:

n
7114
Z Z E[1{7i>u}1{71g)§u;7'11§>u}hi D(u)|g£:|
pZOBiCApJ/
B':{I}"),Ig}

Z Y E[ 1{T>u}1{-rlu<u7- T VY b (w)| 6] (3.38)

p= OBCAPIH
B; {I I”’}

onde I" = I' — {n + 1}. Cousidere os conjuntos Ip e Ig fixos, para o cdlculo da expressdo acima,
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utilizamos a seguinte igualdade:

n—1
Z Z 1{n>u} 1{71u<u ‘T/ WS> u} l{Tn+1>u} 1{n>t Ti,>Tip; Trg>t}
p=0 B; CAPIH

Bi={I},I¢'}

1|
- E : E : Liri> us rusr>u) 1{T1D>T]D,t<7-1p<u T/ W>ut

p=05; CAPI,S

Bi:{lsrlsu}

onde Ip U Ig =1Ip, Ig UT¢=1,eI;U{n+1} = Is. Com esta expressao, calculamos a esperanca

condicional em (3.38), para 7; > t:

n
Z Z E[1{7i>u}1{7-1}55u§ Tru>u} h; ID(U)‘ g;]
p:O BiCAp,I’
Bi={1%,1%}
“Ip,—I%

* (u)]

Oy B 175 Tn+1>u}1{TID>TID}1{t<TIp<u,T/ >u}

175
N Z Z 8IDG(t_ID7TID)

p:o BiCAp’Ifs‘

_ /
Bi:{IgaISu}

Para o numerador temos:

—Ip,—I%

* (u)]

alpE[ Lizi>u; Tn+1>u}1{TjD>TID}1{t<TIp<u, T % u>u} h;

Ip,—
:hiD ()OID TZ>UTn+1>u7'[D>‘T[D,t<‘TIp<U T1u>u]

= h P75 () oy, "R (v (3.39)
LAk / /

n+23p

A probabilidade acima é calculada através do seguinte resultado.
Reescrevendo a expressio (3.28) em funcio de Ip e I%:

. —_— , . ,
8ID,I§ G(u_[D,T[D,uflp,TIp) = 8[[) IP G(“‘—ID’TID’ uilg,Tlg)

I“|

ID+Ip
‘ s E E 81[, IszID 18,1%, n+1(u Ip>sTIps V1%, TIP)

!
= OISCISu

- 31D,Ig FID,IP,IIS,n—H(u*ID? TIpy V1%, Tlg)] : (3.40)
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Observacao: Integrando a expressao (3.40) de ¢ & u nas varidveis de [ g e utilizando a Proposicao
3.8, obtemos:

Z Z 1)*9;,G(u_ [D,TID;u_I§ t) Z Z {81D (u',ID,T[D;uLIg,t)

k=0r1kCI?, k=0 rkcI?,
I il
‘IDH_'I | Z Z 8ID i,Ip,I%,1 ,n—l—l(u—ID’TID; U._Ig,t)
=0 jLcrg
- aIDFID,Ig,Ig,n—i—l(u*ID? TIps u—[!;’t)] } : (3.41)

Esta igualdade é usada adiante. Escrevendo a funcao de sobrevivéncia do lado esquerdo de (3.40)

na forma integral para [Ip| =j —1 e |I5] = p, temos:
aID,Ig G(u—IDv"'ID§qu§’TI§) - ‘IDH—‘I | / / 8n+1F (v- Ip»TIps V15> TIP) (3.42)
n+2 —p—J)

Substituindo a expressao (3.42) em (3.39) e em seguida utilizando (3.40), obtemos a probabilidade:

o1, T¢>U7'n_|_1>’u,T[D>T[D,t<TIP<UTIu>U]
_ Ip|+|1%
8[[)/ / / ‘D| | ‘81 IPG(U. ID’VID’u Ip,VIP)
TID
|1¢|
"‘Z Z aln/ / / aIDI zIDIPﬂ n+1(u Ip>VIpyU_j2, VIP)
= 0[! TID
aID,Ip FID 15,1k n+1(u IpsVIp;U_j2, VIP)]
,u
115"
=h+), Y (D2 - Js). (3.43)
=0 fLcry

As integrais Ji, Jo e J3 sao calculadas a seguir:

1 1% I
Jl = OID/ / / |D‘+| |8 Ip G( _ID,V[D7 —Ig’vfg)
TID

= 01, P 7> w7y, >'7_'ID;t<’TI§ ST, >u].
S
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Pela hipétese de inducdo, para 7; > ¢, Ip e I§ fixos, onde i # n + 1, temos:

3IDP[Ti >uTr, > Tt < T < upT i > ul

(1—0;) / o Bl S s du
Z Z aIDG(t,*ID7TID)

p=0 181

Ig] .
| 8IDG(u' IDaTIDau Ikat)

S [enS S f s S T,

p=018CIry k=0r1kcCI?

~—Ip —I2 , . . . A
onde h;, = "°(t) é a intensidade de default no nome 4 no contexto com rn nomes. Portanto, através

da hipétese de inducao, obtemos:

—
E E BID —ID7TID’u—[§7t)‘

k=0rkcI?

Calculando a integral J, da expressdo (3.43),temos:

00 u u
Jy = aID/_ // aID,Ig P;,ID,Ig,Ié,TL—{—I(u*ID?vID;u—I§7vI§)
TID t t

— |1D|
= aID i,Ip, Ip,Ig,nH(u Ip>TIp;W_ It t)
k= OIkCIp

onde a ultima igualdade decorre da Proposicao 3.8. De forma andloga, calculamos a integral multipla
J3, obtendo:

\ID| .
8ID Ip,I%,1% n—l—l(u—IDvTIDa U-_Igat) .

k= OIkCIp

Com as integrais J;, Jo e J3 calculadas acima, obtemos a probabilidade em (3.43):
Orp P10 > us Ty > us T, > Trpit <7 S Ty > u]
/
IZ5"|
IP|+|T
Z S {01, Gy T, 1) + (—)EHRIS TS
k= OIkCIp (=0 IgCIgu

[
(—1) [aIDFi Ap 18,1k n—%—l(u*ID?TID; u—Igvt) - aIDFID,Ig,Ié,n-f—]_(u*ID?TID; u—IlDEvt)] }

Z Z aID u IDvTID;uflgvt) (3.44)

k= OIkcIP
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onde a tltima igualdade resulta da expressao (3.41).
Logo, para 7; > t, 7,41 > u e os conjuntos Ip e Ig fixos, o valor descontado que o comprador do

swap de crédito no nome i, para i # n + 1, recebe em caso de default deste nome é:

81D u [D,T[D;uilk,t)

- ID
(1 —0;) / ru ’ du .
Z 2. (-1 @Y Y G T)
p=0 15CIg k=0 1kCI?
(n+1)¢1p
(3.45)

(b.1.2) Para t < 7,41 < u, temos o swap de crédito CDS no nome 4, para i = 1,...,

Considerando todas as possiveis combinagoes de I} e I¢, para Ip e Ig fixos, temos:
I1s]
Z Z 1{n>u Truw<u; Tlu>u} {ri>t T, >Tir, ; Trg>th = E : E l{n>u T]D>T]D,t<7'1p<u Tlu>u}
p=1B;CA, i p= chAp,S
u u
Bi={1p,I5} Bi={I1%,1%}
onde (n + 1) € I%. Utilizando esta igualdade para calcular a esperanca condicional em (3.37), onde

Iy =IpUTIgei#n+ 1, temos:

n
711’4
Z Z E[1{7i>u}1{7'1%5u;7'11§>u} h; D(u)|g£]
p=1 BiCAp,II
Bi={I},1%}

—Ip,—1”
f:' 8ID [1{71>u}1{7'ID>TID}1{t<7' P<u,7'1u>u}h ’ S(u)]
- t_
leBICAP,IS aI[)G( ID7TID)
Bi:{Ig.,Ig}

Calculando o numerador da expressao acima, observando-se que u > t:

Ip,—1%
8IDE|:1{7'>u}1{T[D>T]D}1{t<TIp<u'T]u>u}h Y S(U)]

:E[hl ID, ( )|gu aID Tl>uTID>T[D,t<TIP <’LL TIu >u:|

s [ [ Ao i)

1 Tl+].jp

A segunda integral desta expressao é semelhante & integral calculada no caso (b.1.1), porém com

(p — 1) nomes com o default entre ¢ e u. E a primeira integral pode ser obtida de forma semelhante,
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substituindo w41 por t. Seja I = I% — {n + 1}, pela expressdo (3.44), temos:

8[DP[T¢>U;T[D >7’[D;t<TI§ SU;TIE >u]

= (_1)p Z Z(_]‘)k{_BIDG(u_ID7TID; H_Ig,t; u—(n+1)vt) + aIDG(u_ID’TID; U._Ig,t)}
k=0 IkC[_P

== E E 8[D U. [D,T[D;U._Ig,t).

k= OIkcIP

Logo, para t < 7,41 < u, o valor descontado no instante ¢ < 1" que o comprador do CDS recebe

se o default do nome ¢ ocorrer entre ¢t e T' é:

s g 01, G(U 1), T1p; U_ g, t)
— —Ip,-1I% g YIp —Ip>TIp) B—1k»
. =(1-46) U 1) h, 5 -1 du .
i () / 2, 2 - @ >V~ an,
p=1l I5ClIs k=0 rkC1%, D D D
(n+1)€1p

(3.46)

Portanto, para 7,41 > t, Ip e Ig fixos, através das expressoes (3.45) e (3.46) concluimos que, a
expressao do valor 7" (t) é valida para i = 1, ...,n, isto é, exceto o nome (n+1), dado que no instante

t pelo menos um nome ja teve o default.
(b.2) Para 7,41 >t ei=n+1, isto é, para o swap de crédito CDS no nome (n + 1).

Neste caso® temos 7,1 > u. Os cdlculos sio semelhantes ao caso (b.1.1), diferindo que no lado
direito da expressdo (3.40) ndo ha o primeiro termo entre colchetes e, conseqiientemente, ndo ha a

- ~ ’ . . I4 !
integral Jo na expressao (3.43) e no somatério temos I¢ ao invés de 1"

Logo, para 7,41 > t, no instante ¢ < 7T, o valor descontado que o comprador do CDS no nome

(n + 1) recebe se o default ocorrer entre os instantes ¢ e 1" é:

‘IS| 8 . t
ur —ru Ip, ID ll. Ip>TIp;U_jk, )
Tny1(t) = (1 = 6pt1) / E E phnfl) E E S — du
G(tij,T[D)

p=01%Clg k=0 rkcr?

Portanto, através dos casos (b.1) e (b.2), provamos que para i = 1,...,n + 1, a expressao ;" (t) é

vélida quando os nomes i e (n + 1) sobreviveram até o instante ¢, t < 7; e t < Tp,471.

(b.3) Para 7,41 < t, o default do nome (n+ 1) ji ocorreu. Neste caso, necessariamente ¢ # n+ 1.

3Para i =n + 1, nfio hd o caso t < 7,41 < u, pela definicio da intensidade de default no instante wu.
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Para Ip e Ig fixos, temos:

Ls]
Z Z 1{7z>u77'1u <u,7'1u>u}1{n>t Try>Tr, Tig>th — Z Z 1{n>u TID>TID,t<TIp<u,TIu>u}
p=0B;CA, i1 p= 0BcAp15
Bi=llb 18} Bi={14.15}

onde (n+ 1) € Ip e como anteriormente, Ip U I% = I}, 15 UT% = Ig.

Utilizando a igualdade acima, a esperanga condicional em (3.37) pode ser escrita como:

—Ip,—1%
ILs| DE[ {1i>u; ‘TID>7'1D} {t<7'1p<u,7'1u>u}h’ Y S(U)]
) = 0-0) [y % e du
P=0B;CA, 1 Ip ( *ID7TID)
Bi={I%5,1%}

onde para o numerador do integrando, temos:

_IDa 1%

5 (u)]
= E[hi Ip,— (u)|gu] aIDP[Ti > U Ty > T E< T Sy T > u]
— S g

)

aIDE[ 1{Tz>u TID>T]D} {t< T1p<u,7'1u>u} h;

Escrevendo a probabilidade J; na forma integral:

o L L

+1 —-p—J)
Neste caso, a expressdo (3.28) se reduz a:
5]
a[%G(u,I%,T[u = ‘Z Z a[u iI%, 1L (u v, T[u)—i-a[uFIu L (u v, ‘T[u)]
I=0rtcrg

onde I}y = Ip UIY, parap =0,1,...,|Is| e (n+ 1) € Ip.

Para p fixo, podemos reescrever a expressao acima em funcao de Ip e Ig COIO:

. _ Ip|+|I%
8ID,I§ G(u_ID7TID’u7[§’TI§) = ‘ pl+iIs] E E
I=0 1t cry

(=01, i, I51L (u_rp, Trpsu 1% TIP)

+81D IPFID IP Il (u [D,TID7u IP TIP)] . (348)
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Observacao: Integrando a expressao (3.48) de ¢ & u nas varidveis de I g e utilizando a Proposicao
3.8, obtemos:

P 1]
. _ )L %
Z Z aID u IDaTIDauflg,t) = Z Z (— +Hp|+] ‘Z Z
k= OIkCIp k:01§CIg = OIl CIu
[ . -
.(_1) [_BIDFZ',ID,Ig,I_IS (u_IDaTIDau_[gat) + 8IDFID,I§,Ig(u—ID7TID’“—I_’;?t)] . (3.49)
Escrevendo o lado esquerdo da expressao (3.48) na forma integral,
1
01,12 G0t Trp5 02, T2) 31D,1p/ / / / HE (v
T,
n+2 p—7)
‘IDH’H |/ / 8n+1F V Ip>TIpyV_ I TIP)
n+2 —p—j)

Substituindo a expressao acima na integral J; em (3.47):

o0 u u
— Ip|+|1% .
S o= BID/_ // (=D)L 8, e Glury, vipsu_p, vp)
TID

17¢]

I

0[S S Ot o0 107w
I=0 1t cry

+ 81D,1§ F,. 2.1 (U—rp, Tipsu_ 125 VIP)]

onde a segunda igualdade decorre de (3.48). As integrais acima sao obtidas através da Proposi¢ao

3.8, logo,

p
Jl = (—1)‘1D‘Z Z ( Z Z BID zID,Ip Il (U. Ip »TIpsU_ Ilc t)

k=0 1k CI? =0 rkcry

+ 8IDFID,Ig,I’S (u*ID’TID;u—IlDEvt)] :
Através da expressao (3.49), concluimos que a probabilidade em (3.47) é dada por:

o1, P[Tz>UT[D>T[D,t<TIP<UT[u>u Z Z BID (u_ IDvTID§U-—I§vt)-
k=0 rkcI?
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Portanto, para 7,11 <t, Ip e Ig fixos, onde |Ip| # 0,

I1s| 8 gt
O a0 Y YTl U o) W e
b= OIPCIS k= OIk IP G(t ID7TID)

Através dos casos (b.1), (b.2) e (b.3), obtemos que a expressao n}" (t) é valida parai=1,...,n+1,
concluindo a prova do valor descontado que o comprador do CDS recebe em ¢t < T, caso de default

do nome 7 ocorra entre os instantes t e 7'. [
Valor do Swap FtD com n nomes

Generalizando a Proposi¢ao 3.2, para n > 2, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.9. No instante t < T, o valor descontado do swap FtD com n nomes é FtD*(t) =
E[f*(m))|gt], onde f*(7(1)) € definido em (3.3). Ou seja,

m

FtD™(t) = L{ryy<e} [Z = Lizgyzipe 7 F Z 0) Lrgy=miy € (1)]
7=1

S Tt t o G(u
! 1{"“”}{ 27 [l{mﬁ T li<u) Gy ] * Z / h Gy d“}
7=1

onde hi(t) € a intensidade de default do nome i, dado que todos os nomes sobreviveram até o instante

t,i=1,...,n.
Prova: Aniloga ao caso do swap first-to-default com dois nomes, (Proposigao 3.2). O
Representacao Martingal do Valor do Swap FtD

Assim como no swap FtD com dois nomes, o valor FtD*(¢) com n nomes é um martingal sob G;.
Pelo Teorema 2.5, de Representacao de Martingais, para ¢ < T, o valor descontado deste derivativo

pode ser escrito como:

FID* () = FtD*(0)+ Y / ' K(u) ani (3.50)
— Jo

onde, para i =1,....,n, K;(t) = AFtD*(t)‘t:Ti. Ou seja, para o instante ¢ < 7(;), temos:

m . T u
K(t) = Z_S ot 1{t<tj}% +(1—-4) [e—rm) —/t e~ hyi(u) % du

j=1

—21—5 / T”h()%du (3.51)
J#z
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para 7y =T e1=1,..,n.

3.3.2 Rolagem Continua de CDS

As Proposigoes 3.4 e 3.5, das dinamicas dos processos C DS (t,s?(t)) e s¥(t), respectivamente,

sao analogas para o contexto com n nomes. Portanto, o valor da rolagem continua de CDS obtida na
Secao 3.2.2 pode ser estendido para o caso geral n > 2. Dessa forma, o valor descontado da rolagem

continua de swap de crédito é determinado pela expressao:
. t n .
VIO = [ 1z 30 H s 0) Vi
k=1

=1(0 Y ODS™ (usi(us)) ], Lin<ny
k=1

parat =1,...,n.
3.3.3 Hedge Dinamico II - Caso Geral

Sob as mesmas hipdteses da Secao 3.2.3, no contexto com n nomes, o hedge do swap first-to-default

é determinado de forma semelhante ao caso com dois nomes.

Proposigdo 3.10. No instante t < min{7(),T'}, a estratégia de hedge dindmico de um swap FtD
com n nomes Y(t) = (Yo(t), ..., yn(t)) € obtida de forma que v (t) = (y1(t), ..., Yn(t)) € solugdo do
sistema linear:

H(t)y (1) = K ()

onde K;(t) é dado por (5.51) e H,(t) = CDS*(t, si(t,))‘th_ para i, =1,...,n.
-1

A quantia de cash é determinada por v (t) = FtD*(t).

Prova: Andloga a prova da Proposi¢ao 3.6, para o swap first-to-default com dois nomes.
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Capitulo 4

Hedge Dinamico com Taxa de Juros Estocastica

Neste capitulo desenvolvemos uma estratégia de hedge de um swap FtD considerando o contexto

em que a taxa de juros € estocastica.

Utilizamos o modelo de Cox, Ingersoll e Ross (CIR) para descrever o processo da taxa de juros,
onde o principal objetivo é incluir o fator de risco da taxa de juros e dessa forma obter a quantidade

de bonus necessaria para o hedge do swap FtD.

Os derivativos de crédito utilizados na estratégia de hedge possuem as mesmas caracteristicas
descritas no Capitulo 3, porém consideramos uma filtracao para a taxa de juros, que neste caso

proporciona mais um fator de incerteza. Para isto, definimos um novo espaco de probabilidade.

Sob a hipétese que a taxa de juros nao tem influéncia sobre o default dos nomes, isto é, assumindo
a independéncia entre os processos da taxa de juros e de default, os calculos dos valores dos derivativos

de crédito tornam-se semelhantes ao caso analisado no Capitulo 3.

Na Secao 4.1, definimos o modelo e calculamos o valor descontado do bénus. Assim como nos
contextos analisados nos capitulos anteriores, iniciamos obtendo a estratégia de hedge dindmico de
um swap FtD com dois nomes e em seguida, generalizamos os resultados para n nomes, Secoes 4.2
e 4.3, respectivamente. Nos dois casos, calculamos os valores dos derivativos de crédito no contexto
em que a taxa de juros é estocastica e assim como no Capitulo 3, utilizamos a rolagem continua de

swap de crédito como instrumento de hedge do swap FtD.
4.1 Modelo

Seja (2, F,{Fi}i>0, P), um espago de probabilidade filtrado com {F;};>¢ continua a direita e P

a medida neutra ao risco, de forma que nao existem oportunidades de arbitragem.

Counsidere H; = o(rs : 0 < s < t), a filtracdo gerada pelo processo da taxa de juros r;. Dessa

93
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forma, definimos F; = G; V H;, onde G;, conforme foi definido nos capitulos anteriores, é filtracao

gerada pelos processos indicadores de default dos n nomes.
Na segao a seguir, calculamos o valor do bonus onde o processo da taxa de juros é descrito pelo
modelo de Cox, Ingersoll e Ross (CIR) [4].

4.1.1 Valor do Bonus

Definigao: Sob a medida neutra ao risco, o valor de um bonus no instante ¢ com vencimento 7T,

para t < T, que paga uma unidade monetaria no vencimento é:
T
P(t,T) = E[e Je 45| 34,]

tal que Ef|e” I rads|] < oo e P(T,T) = 1.

Pelo modelo proposto por CIR, sob a medida neutra ao risco, a taxa de juros é descrita pela

seguinte equacao diferencial estocistica (EDE):
dry = k[0 —ri]dt + o /T dW, (4.1)

onde K, 0 e o sao constantes. O pardmetro o representa a volatilidade da taxa de juros, 0 é a taxa
de juros a longo prazo ou taxa média e k, a velocidade com que a taxa de juros tem reversao a taxa

média.

Proposicao 4.1. Considere que o processo da taza de juros € descrito pelo modelo de Cox, Ingersoll
e Ross (4.1). Sob a medida neutra ao risco, o valor do bonus no instante t com vencimento em T >t
¢ dado por:

P(t,T) = A(t,T) e BT

onde
2(e”I=1) — 1)
(p+ k) (erT=0 —1) +2p

AT R RN T
&T) = ((p+n)(eﬂ<Tt>—1>+2p)

e p=vVk?+ 202

Prova: Para obtermos os termos A(t,T) e B(t,T), fazemos a seguinte mudanca de varidvel r, =

2102 /2, logo, o valor do bonus é dado por:

P(t,T) = A(t,T)e” P12 (4.2)
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onde D(t,T) = B(t,T)0?/2 e o processo z,
20
dZt = Iﬂ)<—2 — Zt> dt + V 2thWt.
o

Aplicando o Lema de It6 em (4.2), obtemos:

dFP = (%—ZtDt—HD<i—Z—Zt> + D2Zt>dt — V22 DdW,

onde A; = 0A(t,T)/0t e analogamente para D;.

Sob a medida neutra ao risco, o retorno esperado do bonus é a taxa de juros 7, logo,
2

A 20 o
Zt—ZtDt—K)D<§—Zt> + DQZt = Zt?

(Z—HDF) + (-Di+sD + D? - 7)% — 0.

Os termos A(t,T) e D(t,T) sao determinados pelo sistema:

{ AiJA —2Kk0DJo? =0 (4.3)

—Di+ KD + D? = 022

com as condicoes: A(T,T) =1e D(T,T) = 0. A segunda equacio deste sistema é uma equacao de Ri-
catti cuja solugio é da forma: D(t,T) = —(t,T) /4 (t,T), onde (¢, T) = dip(t,T)/t. Reescrevendo
esta equacao:

.. . o2
$6,T) 5, T) — S 96 T) = 0
onde 1 (t,T) = 8% (t, T)/dt* e com condicio final (T, T) = 0.

Resolvendo a equagao diferencial ordindria acima, obtemos:

$0.1) = et (1 = B err-0)

onde u1 = (k + p)/2, us = (k — p)/2 e p = VK + 202. Dessa forma, temos:

o2 (erT—1) 1)
(k+p)(er =D —1) +2p

D(t,T) =

A seguir, resolvemos a primeira equacao do sistema (4.3). Reescrevendo D(¢,T") = —dIn(¢(¢,T)),

obtemos a seguinte equacao:

dm A T) = ~ 258 gy, 1)
g
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com condicado final A(T,T) = 1, e portanto,

2 p e(n+p) (T_t)/2 2 /4;(9/0'2
+2 p>

461 = (o Hiom o

Reescrevendo D(t,T") em funcio da varidvel B(¢,T'), obtemos o valor do bonus. [

Conforme a prova da Proposicao 4.1, sob a medida neutra ao risco, a dindmica do valor do bonus

¢ dada por:
dP(t,T
% — rodt — B(t,T) o /77 dW, .

Para o instante ¢t < T, o valor descontado do bonus P*(¢,T") é definido por:
PH(t,T) = e Jomds Pt 1) = E[e= o ™5 3,] | (4.4)
Logo, o processo P*(t,T') é um martingal sob H; pois, para todo s > t,
E[P(s,T) | He] = B|E[e™Jo 7 34]| 34,
= Ele Jo ™4 3] = Pt T).
Aplicando o Lema de It6 em (4.4), obtemos a dinamica de P*(¢,T),
dP*(t,T) = —rye~Jomsds p(t, Ty dt + e~ o qP(¢,T)

onde o termo cruzado é zero. Substituindo a dindmica dP(¢,T), para t < T, obtemos:

dP*(t,T)

by = BGT)o VT, (4.5)

4.2 Contexto com dois nomes

Nesta secao desenvolvemos uma estratégia de hedge dindmico do swap FtD com dois nomes

considerando-se que a taxa de juros é estocastica.
4.2.1 Valores dos Derivativos de Crédito

Iniciamos calculando os valores dos derivativos de crédito no contexto com dois nomes.



4.2. CONTEXTO COM DOIS NOMES 97

Valor do Swap de Crédito - CDS

Counsidere que o swap de crédito CDS possui as caracteristicas descritas no Capitulo 3, porém
com a taxa de juros estocastica no fator de desconto. O valor descontado do payoff de um swap de
crédito no nome 7, do ponto de vista do comprador, é:

m

t, TZ
X7 = Z —8i 17> e Jo? rods +(1—0) Lin<rye fo"reds (4.6)
j=1

onde X é Fp-mensuravel e E[|X|] < oo.

Neste contexto, a proposicao a seguir fornece o valor descontado do CDS.

Proposigcao 4.2. No instante t < 1", o valor descontado do CDS mo mome 1, considerando-se a
taza de juros estocdstica, ¢ CDS*'(t) = E[Xf|.7—"t], onde X € dado por (4.6). Sob a hipdtese de
independéncia entre o processo da taxa de juros e os processos indicadores de default dos dois nomes

e sob a medida neutra ao risco, temos:

m
CDS*I(t) = l{TISt} |:Z —81 P*(t,tj) 1{T12tj} + (1 — 51) P*(t, 7'1):|
j=1
m

. G(t;,1) RS
+ 1{n>t}{2 —s1 Pr(t1) [1{tz yy T Lo<y) (1{T2>t}th) URCED b werrmy

j=1
T U, u u, v v
# U= [P0 GET 10 (Gey - Gap )| @

ro B G (u, T
£ =) 1ney | P(t’“)hﬂ“)%d}

onde P*(t,u) é o valor descontado do bonus com vencimento em u, u > t.

Prova: O payoff do CDS descontado a taxa de juros pode ser escrito como:
X =-X'+ X!

onde X 1 é o valor pago pelo comprador do CDS pela protecio contra o default do nome 1 e X!, o
valor que ele recebe se o default ocorrer antes do vencimento do contrato, ambos descontados a taxa

de juros. Logo, no instante ¢ o valor descontado do swap de crédito CDS no nome 1 é dado por:
CDS*(t) = —E[X;'| F| + E[X}| 7]

onde X3! e X! sao Fp-mensurdveis, E[|X;] < oo e E[|X}] < oo.
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A prova é dividida em duas partes. Na Parte A, calculamos a primeira esperanca condicional do

lado direito da expressao acima e na Parte B, a segunda esperanca condicional.

Parte A) No instante t < 7', o valor descontado que o comprador do C'DS' paga pela protecio
contra o default do nome 1 é:
m
b
() = BLGHF] = B[ D 8115y e 0 0| F].
j=1
Sob a hipétese de independéncia entre o processo da taxa de juros e os processos indicadores de

default, o valor m;”(t) pode ser escrito como:

m

.
() = ZSIE[I{HZQ”}—t] E[effoj T5d5|.7:t
j=1
m

S1 E[ l{let]}| gt] P*(t7 t]) (47)
1

onde a tultima igualdade decorre do seguinte resultado:

Proposicao 4.3. ! Seja Y uma varidvel aleatéria tal que E[|Y]] < co. Se Y ¢ independente de G,
entio E[Y|H VG| = E[Y|H].

O termo Z;nzl s1 B[ 1>l G| do lado direito da expressao (4.7) é o valor m " (t), calculado na
prova da Proposicao 2.2, no caso em que a taxa de juros r é constante. Tomando r =0, parat < T,

temos:

mP () = > 51 P(t 1)) { Lin<olnzg + Ynsog | Ly
7=1

G(t,1) hG(t), 1)
+ 1<ty (1{T2>t} Glt1) + 1<) DGt Ta) . (4.8)

Parte B) No instante ¢ < 7', o valor descontado que o vendedor do CDS paga se o default do

nome 1 ocorrer antes do vencimento do contrato é:

(1) = E[XF] = B[(1=00) 1nery e 6" 7| 7]
Calculando o valor 7{"(¢), temos:

7V (1) = E[(l —81) /OT e~ Jo'rads le(u)‘}"t]

= (1- 51){ i<y P(t,71) + E [/tT e~ Jo reds le(u)\ft] } . (4.9)

'Ver Rogers [21].
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O processo Xy = e~ Jorsds tom trajetéria continua, logo é Fj-predizivel? e

E[/Ot|th1(u)|du] SE[/Othl(u)du] <l<oo

onde a primeira desigualdade decorre do fato que pelo modelo de CIR, a taxa de juros é nao-negativa
para todo ¢t > 0 e a segunda desigualdade, do fato que estamos considerando que processo Ni(t) com

apenas um salto.

Aplicando a Propriedade Martingal (Corolario 2.1), a esperanca condicional em (4.9) pode ser

escrita como:

E[/tT o Jo rsds le(u)‘}'t] = E[/tT oI55 () du‘}'t]
_ /tTE[efo”rsds hl(u)\ﬂ] du
= /tT P*(t,u) E[hy(u)| G du (4.10)

onde a segunda igualdade decorre do Teorema 2.4, de Fubini e na ltima igualdade utilizamos o fato
que o processo da taxa de juros é independente dos processos indicadores de default e a Proposicao
4.3. A esperanga condicional no integrando da expressao do lado direito foi calculado na prova da

Proposicao 3.1. Logo, o valor 7{"(t) é determinado por:
™' (1) = i<ty (1= 61) PP, 71) + Lipysgy (1 —01)
T G(u,u) 9 G(u,u) G(u,t)
. 1 P* 7 _ — ? _ ?
Via [ P | mw T -0 Gog - Gag )| o

r 02G (u, 79)
* —9 2 y 12
+ l{TZSt}/t P*(t,u) hy “(u) 78263(75, =) du}

(4.11)

para t < T.

Portanto, através dos valores m”(t) e m{"(t), dados pelas expressoes (4.8) e (4.11), respectiva-
mente, obtemos o valor CDS*(t). O

Analogamente obtemos o valor descontado do swap de crédito no nome 2 neste contexto.
Valor do Swap FtD com dois nomes

Counsiderando que o swap FtD possui as caracteristicas descritas no Capitulo 3, no contexto em

que a taxa de juros é estocdstica, o payoff deste derivativo com dois nomes, descontado a taxa de

*Todo processo adaptado com trajetéria continua é predizivel. Ver Jacod [12].
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juros, do ponto de vista do comprador, é:

m

X(*].) = Z Sl{T(1)>t }e fO r5d8+z ]-_5 1{7’(1)<T T(1)= Tl}e fO
j=1 =1

) rods (4.12)

onde Fr-mensuravel e E[|X(*1) ] < oo.

Para este derivativo de crédito multinome temos o seguinte resultado:

Proposigcao 4.4. No instante t < T, sob a hipdtese de independéncia entre o processo da taxa de
juros e os processos indicadores de default, o valor descontado do swap FtD com dois nomes, do ponto
de vista do comprador do contrato, é FtD*(t) = E[X(*l)| .7-}], onde X(*l) ¢ dado por (4.12). Logo,

m

FtD*(t) = 1{7(1)St} [Z—SP (t,t)) 1{7(1)>t } +Z 1{7(1) T}P (t, e ))]
Jj=1 i=1
m 2
2 G(u,u
+ 1{7(1)>t}{Z—SP (t,t5) |:1{t>t]} + 1{t<tj} Gt Gl i) ] +Z / *(t,u) hi(u) G((t t)) du}
Jj=1 i=1 )

onde hi(t) € a intensidade de default do nome i, dado que o0s dois nomes sobreviveram até o instante

t, para i =1,2.

Prova: O payoff descontado do swap FtD pode ser escrito como:

onde X7 ¢ o valor no instante T' pago pela prote¢ao contra o primeiro default e X representa o valor
em T que o comprador do FtD recebe se o primeiro default ocorrer antes da data de vencimento do

contrato, ambos descontados a taxa de juros. Logo, para t < T, o valor do swap FtD é dado por:
FtD*(t) = —E[X;| F] + E[X}| F]
onde X e X sdo Fr-mensurdveis e E[|X[] < oo e E[|X]]] < oo

Procedendo de forma semelhante & prova da Proposi¢ao 4.2, dividimos a prova do valor FtD*(t)
em duas partes. Na Parte A, calculamos a primeira esperanca condicional do lado direito da expressao

acima e na Parte B, a segunda.

Parte A) No instante ¢ < T, o valor descontado que o comprador do swap FtD paga pela

protecao é:
m

N
m?(t) = B[X;| 7] = E[Z s Lzry>e0 € Jo’ rsds| 7y
=1
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Sob a hipétese de independéncia entre o processo da taxa de juros e os processos indicadores de

default, temos:

P(t) = Z SE[I{T(l)ztj}‘gt} P*(t,t;) (4.13)

j=1

onde a igualdade resulta da Proposicao 4.3. O termo Z;"Zl s E[I{T(I)th} ‘Qt] do lado direito desta
expressao foi calculado na prova da Proposicao 2.3, parte (a), no caso em que a taxa de juros r é

constante. Tomando r = 0, no instante ¢ < 7', obtemos o valor:

m

. G(t;,t
=) sP(ty) {1{t]<7<1)<t} +1{7(1)>t}[1{t>t]}+1{t<t]} éé t;)]} (4.14)

j=1

Parte B) Em ¢t < T, o valor descontado que o comprador do FtD recebe se o primeiro default

ocorrer antes de T' é determinado por:

2
(1)
" (t) = E[Xﬂ ft] = E[Z(l — ;) 1{7(1)§T; T(1)=Ti} e o TSds‘]:t} :

1=1

De forma andloga & Proposigao 3.2, calculamos o valor %" (¢) no instante ¢, obtendo:

() =) _(1-d) [ / H 15y e Joreds dNi(u)\ft]
=1

i 1
J#i
2
2(1—5){1{% n<ty Pr(t ) + E[/ H1{7]>u}e Jorsds g ( )\ft]}. (4.15)
1=1

J#z

Para calcular a esperanca condicional acima, é necessario analisarmos algumas propriedades do

rsds

processo no integrando X; = 1¢7>pye” I O processo X; ¢ Fy-predizivel, pois 1i. >4y € G-

t
predizivel e e Jorsds tem trajetoria continua sob H,;. Além disso, este processo satisfaz a:

t t
E[/O | 17> ) e Jo meds hz(u)|du] < E[/o | Lz > uyp hiu)| du| = E[Ni(t Ampy)] 1< o0

onde a primeira desigualdade decorre do fato que, pelo modelo de CIR a taxa de juros é nao-negativa
r; > 0, para todo ¢ > 0.

Através da Propriedade Martingal (Coroldrio 2.1), para 7(;y > t, a esperanga condicional em
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(4.15) pode ser escrita como:

T 2 T 2
Bl [ Ttz e e an|zm] =8| [ TT1gzne 7 hiw a7
t i—1 13 =1
g 2
T u
N / E|:1{T1>u;’rz>u} e fo reds hﬁ(u)‘ft] du
t

T
- / P (t,0) B[ L5 sy uy hi(0)] 6] du

onde h;j(u) é a intensidade de default do nome i, dado que 7(1) > u. A segunda igualdade decorre do
Teorema 2.4, de Fubini e na iltima igualdade utilizamos a hipétese de independéncia entre o processo

da taxa de juros e os processos indicadores de default dos dois nomes e a Proposicao 4.3.

A esperanca condicional da tltima igualdade da expressio acima foi calculada na prova da
Proposicao 2.3, parte (b). Logo, para t < T, o valor descontado que o comprador do swap FtD

recebe se o primeiro default ocorrer antes do vencimento do contrato é:

2 T G(u,u)
T () = Y (1 _5i){1{r(1)znét} PA(t,70) + Lo > 1) /t P*(t,u) hi(u) G(t:t) dU}- (4.16)

=1

Através dos valores 7P (t) e " (t), dados pelas expressoes (4.14) e (4.16), respectivamente, obte-

mos o valor descontado do swap FtD com dois nomes, para t <7. [
Dinamica do Valor do Swap FtD
O valor descontado do swap FtD é determinado por:
FtD*(t) = —n"P(t) + 7" (t)
e a dinamica deste processo é:
dFtD*(t) = —dn"P(t) + dn"" (¢)

para t < T. A seguir, calculamos as dinamicas dos processos 7P (t) e 7" (t).

A) Conforme a Parte A da prova da Proposi¢ao 4.4, o processo 7P (t) pode ser escrito como:

P (t) = ZSP*(tvtj)E[l{T(1)th}|gt] ’
j=1
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Considere o processo W;ﬁ(t) = E[ 1{7’(1)th}| Qt], j=1,...,m. Para u > t, temos:

E[x(u)|G,] = E[E[I{T(I)Ztmgu”gt} = B[y 501 Ge] = 77(0)

e por definigao, 71';-]17 (t) ¢é integrdvel. Portanto, este processo é um martingal sob G, j = 1,...,m.

Através do Teorema 2.5, de Representacao de Martingais, o valor 7rj P(t) pode ser escrito como:

— — t —
mP(t) = mP(0) + /0 Ky (u) dm

onde K(l) (t) = AL, [ l{T(l)th}] ‘t:T(l)

com Ny)(t) = 17, <1} € by (¢) € a intensidade do primeiro nome a ter o defauls.

é um processo G;-predizivel e th(l) =dNg) (t)—l{r(l)zt}h(l) (t)dt,

Logo, a dinamica do processo 7P (t) é dada por:

J

B [1(r,503) = Koy (t) dm. (4.17)

O lema a seguir é utilizado para obter as dinamicas dos valores 7'P(t) e w7 (t).

Lema 4.1 (Regra do produto). Sejam X; e Y; dois semimartingais com pelo menos um dos

processos de varia¢do finita. Entdo, X;Y; € um semimartingal e

X, Y, = Xy Yy + /X dY, +/Y dX, +ZAX AY, .

u<t

Este resultado também é conhecido como integragao por partes.

O valor descontado do bonus P*(t,%;) é um martingal sob H; e sob a medida neutra ao risco,

logo, é um semimartingal e de variagao finita. Pela Regra do produto (Lema 4.1), temos:

m
dr’P(t) = Z S {EL [ l{T(l)th}] dP*(t, tj) + P*(t, tj) dE; [ l{T(l)th}] }
j=1
onde o termo cruzado é zero, pois P*(t,t;) tem trajetéria continua. Substituindo a dindmica do

bonus (4.5) e a expressao (4.17) na igualdade acima, obtemos:

—s By_[ 15,5 1,y] P*(t:1;) B(t, 1)) 0 /o W, + Ar*P(2) amMM . (4.18)

‘t:T(l)

() = 3 s {—Et (10,5 0)] PP (6 8) Bt t) 0 /i dWe + P* (1, 1)) ()()dM()}
7j=1
-2
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B) Considere o valor 7" (¢). Conforme a prova da Proposiciao 4.4, Parte (b), este processo pode

ser escrito como:

2 T
A (t) = Z(l—di){l{T(l):nSt} P, 7'(1))+/P*(t,u)E[1{T(l)>u} hi(u)| G du}. (4.19)

i=1 t

Seja Y; = E[I{T(1)>u} hi(u)] Qt], onde v > t. Como a intensidade de default é um processo

nao-negativo e h;(t) < 1; para s > 0 e u > s, temos:

Y* - SupE[l{T(1)>u}h( )|g5:| =1
s<t

logo, E[|Yt*|] < oo e pelo Teorema 2.1, Y; é integravel . Além disso, para cada v > t, temos:
E[Y,|G] = E[E[1{7(1)>u} hi(u)] Go] ‘ gt] =B Liriy> uy hi(u)] Gi] =Y
portanto, o processo Y; é um martingal sob G;. Pelo Teorema 2.5, de Representacao de Martingais,
E[1{7(1)>u} hi(u)| gt] - E[1{7(1)>u} hi( / K (s,u) ( ) (4.20)

onde u > 1, e
Kq )() AE'f[:l{7(1)>u}h ‘t (1) =Lk [1{7(1)>u}h ‘t (1)

O valor P*(t,u), para u > t, ¢ um semimartingal e de variagao finita sob H;. Aplicando a Regra
do produto (Lema 4.1),

P (t U) [1{7'(1)>u}h ( |gt /P S, U dE [1{7(1)>u} h’ /E l{T(1)>u} h ( )] dP*(S,’U,)
onde o termo cruzado é zero, pois o valor descontado do bonus é um processo com trajetéria continua.

Voltando & expressao (4.19), a integral do lado direito pode ser escrita como a diferenca de duas
integrais, com limites de integracao de 0 & 7" e 0 a t, para t < 1. Utilizando a expressao acima, o

integrando em (4.19) pode ser reescrito como:

2

(1) = 31— 6) {10, =nzn P 70)
=1

T rt T rt
4 / / P* (s, u) B, [ 15, >y hs(w)] du + / / By (L) hi(w)] dP* (5, u)du
0 JO 0 JO

t pt t pt
—/O/OP*(s,u) B[ 17, 5 u) hi(u)]du—/O/OEs[l{T(l)>u} hi(u)] dP*(s,u)du}.
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Escrevendo o valor 7" () na forma diferencial, temos:

2

drr(t) = 3 (1 - 5) {1{T(l)=n} P*(t, 7)) dN;(2)

=1

T T
+/ P*(t,u) dEt[l{T(1)>’LL} hz(u)]du—l—/ E,_ [1{7’(1)>u} hz(u)] dP*(t,u)du
t t

t t
_ /OP*(S7 t) dE [ 1{7’(1)>t} hi(t)]dt — /OES_ [1{7’(1)>t} hz(t)] dP*(s, t) dt}

onde a tltima linha desta expressao é exatamente o produto —P*(t,t)Et[l{T(1)>t}hi(t)]dt. Substi-

tuindo (4.5) e (4.20), na forma diferencial, na expressao acima, obtemos:

2

drtr(t) =— 3 (1 - 5) / Br [ oy hw)] P* (1 0) B(t,w) 0/ 75 du dW,
=1
+ AT ()], M (4.21)

onde, para 71y > t,

2 T
var(t)‘t:T(l) = Z(l — 62) |:1{T(1):Ti} P*(t,t) —/t P*(t,u) E,_ [1{7(1)>u} h ‘t ) du]
=1

Através das dinamicas dw"?(t) e dw"(t), dadas pelas expressoes (4.18) e (4.21), temos que a

variacao infinitesimal do valor FtD*(t) é dada por:

dFtD*(t) = Ko(t) dW; + Ky (t) a1V
2
= Ko(t)dW, + Y _ Ki(t) dM;] (4.22)
=1

onde K;(t) = AFtD*(t)\t:T(l):T_, parai=12¢e

* G(t;,t
KO(t) = 1{7'(1)Zt}a\/?t{zsp t t] t t]) |:1{t>t]}+1{t<t]} GE(] ;):|

- 2(1 - 5Z~)/ Pt u) Bt u) ha(w) S8 g (4.23)

=1 t G(t’ t)
para t < min{7(;),T'}. Ou seja, a expressao (4.22) decompde a variagio do valor do swap first-to-
default em termos dos fatores de risco devido & taxa de juros e ao default dos dois nomes, além da

variacao deterministica, estes dois ultimos expressos nos termos dM{, ¢ = 1,2.
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4.2.2 Rolagem Continua de CDS

Assim como no capitulo anterior, nesta secio utilizamos a rolagem continua de CDS como instru-
mento de hedge do swap FtD. De forma andloga ao Capitulo 3, no instante ¢ < T, o valor descontado

da rolagem continua de CDS*, para i = 1,2, é determinada por:
. t .
V*(t) :/ 17>} dCDS* (u,s;(u_))
0 >

t . t m .
= / Lir> 4y dCDS! (u, 5% (u)) — / 1ir>u) Bu_ [Z Lir>e0€ Jo’ Tsds] dsP(u)  (4.24)
0 0 :
7=1

onde, neste caso s¥(t) = s;(t_) é o processo Fy-predizivel do spread justo do swap de crédito no nome
i e CDS}(t,s?(t)) é o valor descontado do CDS com spread s(t), no contexto em que a taxa de

juros é estocastica, tal que,

) m t; .
dCDSI (1, s0(t)) = —sP(t) dE, [Z sy e o ’“sﬂ +dE, [ (1= 6) Ly, cqy e Jo'rods]
j=1

No instante inicial, definimos o spread s¥(0) =0 e o valor CDS}*(0,sY(0)) = 0.

Para obtermos a dindmica do valor descontado da rolagem continua de swap de crédito, V*(t),
devemos determinar as dinmicas do valor CDS}* (¢, s?(t)) e do spread st(t). Para o primeiro processo

temos a proposicao a seguir.

Proposicdo 4.5. No instante t < T, a dindmica do valor C DS} (t, sf(t)) é:

2
ACDS (1, 52(1)) = Hi(t,s£(1)) W, + > HY (1, s2(1)) dbf
k=1

onde H(t,s"(t)) = ACDS*(t, sf(t))‘t:m, para k =1,2, e

, m . G t_;,t;

j=1
T G(u,u _ G(u,u) G(t_;u
—(1-4) 1{Tk>t}/t P*(t,u) B(t,u) [hi(u) G((t,t)) — h; k(u)( G((t,t)) B ((;t(t,t) )>]du

r U_g, T,
—(1—6) 1{7’“9}/,: P*(t,u) B(t, u) b7 * (u) %du} (4.25)

para i,k =1,2 e k # 1.
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Prova: Utilizando a notacao da secao anterior, podemos escrever o valor CDS* (t, s (t)) na forma

diferencial como:
dCDSE (1, s7(1)) = —s(t) dmP (1) + dri” (1)

onde as dinamicas dr;”(t) e dr!" (t) sio obtidas a seguir.

A) Como foi visto na Parte A) da prova da Proposicido 4.2, podemos escrever o processo 71';}17 (t)

da seguinte forma:

v, - il rsds - *
sz(t) - E[Z l{TiZt]‘}e fO sd ‘ft:| - ZP (t,t])E[l{ﬂzt]Hgt] . (426)
j=1 j=1

Na Proposicio 2.4, mostramos que 0 processo szp (t) = E[ Lir> ¢ Qt] é um martingal sob G; e

pelo Teorema 2.5, de Representagao de Martingais,

2 t .
B lpsy) = Bllpsy] + 3 /0 Hj () dM
k=1

onde fI,’c(t) = AF; [ 1 {Tiztj}] k = 1,2, sao processos G;-prediziveis ou na forma diferencial:

‘t:Tk’

2
dEt[l{Tith}] = Z _Izc(t) thk (4'27)
k=1
Aplicando a Regra do produto (Lema 4.1) em P*(t,t;) E;| 1{Ti2tj}]’ obtemos:

m

dﬂ';}ﬁ(t) = Z{Et* [l{Tith}] dP*(t,tj) + P*(t,tj) dEt [ l{Tith}] } .
j=1

Substituindo (4.5) e (4.27) na expressao acima, obtemos a dinamica:

m 2
dr? Z{ By [1n51,y] P(t,1)) Bt t))o/TedW, + P*(t,1;) Y Hj dM’“} (4.28)
j=1 k=1

B) Através das expressoes (4.9) e (4.10)3, o valor que o comprador do swap de crédito no nome

17 recebe se o default deste nome ocorrer antes do vencimento do contrato é:

T
(1) = (1= 8) { Lncn P*(t,n)—i—/t P*(t,u) B[ by(w)] ] du} . (4.29)

3Estas expressdes também sio vélidas parai=1,...,n
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Com o argumento andlogo ao utilizado na determinacao da dinamica do processo Y; do swap
FtD, podemos mostrar que o processo E[ i(u)] gt] é um martingal sob G;. Pelo Teorema 2.5, de

Representacao de Martingais,
2 t )
Blb()|6:) = Blhiw] + 3 [ Hils,wdht (1.30
k=170

onde u >te I:I,i(t,u) = AE;[h;(u)] ‘t:rk’ para k = 1,2.

Aplicando a Regra do produto (Lema 4.1) em P*(t,u) E[h;(u)| G¢], temos:
t
P*(t,u) B[ hy(w)| G,] :/ (s, ) B /E )] dP* (s, u) .
0

De forma semelhante ao procedimento utilizado para obter a dindmica do processo 7" (t) do swap

FtD, reescrevemos (4.29) utilizando a expressdo acima:

w7 (1) = (1= ) { prcyy P'(7)

//P*su ) dE, | du—i—//E ] dP* (s, u) du
// P*(s,u) dE, | du—//E )] dP* (s, u)du}

Substituindo (4.5) e (4.30) na expressao acima e escrevendo na forma diferencial, obtemos:

7

2
dry" (t) :(1—6i){P*(t,t)thi / P*(t,u) > Hi(t,u) dudM}
k=1

/ Ey_[h(u)] P*(t,u) B(t,u) o/77 du th}
onde para u >t e k = i, temos:
Hi(t,u) = AE[hi(w)|G]|,_, = —E[h(u)|G:_]|,_, -

Logo, a dinamica do processo w{" () pode ser reescrita como:

T
" (1) = (1= 5) (P*(t,1) - / P () B[ )| G ]|, du) am}
(1—9;) [/ P*(t,u) i (t, u) du dMF — / E;_[h;(u)] P*(t,u) B(t,u) o/ dudW,

:1
£

??'??‘
N

2
_ Z B dME — (1 - 5,) / E, [hi(w)] P*(t,w) B(t, w) o/T du dW (4.31)
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Portanto, através das expressoes (4.28) e (4.31), a dinimica do processo CDS}'(t, s?(t)) é dada

por:
) 2
dCDS; (t,s8(t)) = Hi(t, s th—l-ZZ—s t) P*(t,t;) Hy(t) dMf + > Amy"(t) dM
k=1 j=1 k=1
- 2 -
= Hi(t,s(t)) dW, + > ACDS™(t,s0(t)) dMf
k=1
onde
H(t, s%( {Zsf(t B[ 1475 4,3] P(t,t;) B(t,t))

(1-0) /Et )] P*(t,u) B (t,u)du}a\/ﬁ.

Utilizando a Proposigao 4.2, para t < 7;, obtemos a expressao (4.25). O

Para t < T, o processo CDS* (t, st (t)) pode ser escrito em funcao dos fatores de risco como:

CDSY (t,57(t) = / Hi(u, s" (u)) dW,, +Z/ Hj (u, s* (u)) dMF (4.32)
0

onde H{(t, st (t)) e Hi(t,st(t)), i,k = 1,2, sdo determinados conforme a Proposi¢ao 4.5. O primeiro

termo é decorrente da incerteza da taxa de juros e o segundo, devido ao default dos dois nomes.
A proposicio a seguir fornece a dindmica do processo s (t), i = 1, 2.

Proposigao 4.6. Seja st (t), o processo Fy-predizivel e de variagdo finita do spread justo do CDS no
nome i. Considerando que a taza de juros € estocdstica, no instante t < T, a dinamica de Sf(t) é

dada por:
2
ast (1) = { H (e ) AWy = S0 HE (1, 57(0) 1y a0t} 77 )70 (433)
k=1

onde Hj (t,s%(t)) = ACDS*(t,s!(t)) ‘tzm’ Hi(t,s5(t)) € determinado por (4.25) e w¥(t_) # 0, para
ik =1,2.

Prova: Por definicio, para t < 7;, o spread justo do CDS* é solucio da equagio:

—si(t) TP () + w;” ()

: 0
—d(si(t) m" (1)) + dm"(t) = 0.
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No processo m; P(t) dado por (4.26), temos que P*(t, tj) é um semimartingal e na Proposicao 2.4,
mostramos que E[1{; >3] G| é um martingal, logo é um semimartingal. Como o produto de dois

processos semimartingais ¢ um semimartingal (Lema 4.1), entdo 7.7 (t) é um semimartingal.
O processo s;(t) é de variagao finita, aplicando a Proposigao 3.3 (A) no primeiro termo da igual-
dade acima, temos:
it ) dmP () — wP () dsi(t) + dmiT (Y
dCDS (t,5i(t-)) — m"(t) dsi(t)

0
0

onde s;(t_) = s¥(t). Substituindo a dindmica dCDS}(t, s¥(t)), dada pela Proposicio 4.5, obtemos:

2

wiP(t) dsi(t) = Hy(t,s2(t) dW, + Y Hi(t,s(t)) dMf (4.34)
k=1

onde H{(t,s?(t)) e Hi(t, s (t)) sao dados conforme a Proposicao 4.5, para i,k = 1,2.

Integrando a expressao acima, temos:

7= [ wPwasi = [ B stw) aw, Z/ H} (1,50 (1) Lz, ) be(w) d

+ Z ACDS* (0,57 (0))|,_, Lr<ty-
k=1

O processo Z; é adaptado e cadlag, logo, AZ, = Z, — Z;_. Portanto, o processo F;-predizivel Z;_

¢ determinado por:

t
Zy =/ o (u, 8% (u)) dW, Z/ Hi(u ) 17> uy hi(w) du
0

+ Z ACDS* (v, st(v)) ‘U:Tk Lir<ty
ou na forma diferencial:
Wfﬁ(t,) dsi(t_) = HO( th Z Hk t S 1{7k>t} hy(t)dt

para t < 7; e i =1,2. Como s;(¢t_) = s?(t), concluimos a prova. [

Logo, com as dinamicas do valor C' DS (t, st (t)) e do spread s(t), dadas pelas Proposicoes 4.5

e 4.6, respectivamente, podemos escrever o valor descontado da rolagem continua de CDS no nome
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i, expressao (4.24), em funcdo dos fatores de risco:
t
a0 =/ l{TiZu}{Hé(u ?(w))dW, +ZHZ u, % (u ))dMJ}
0
t .
+/0 l{TiZu}{—Hé(u,sf(u))qu—i—ZH]Z(u st (u)) Lir>uyhy(u )du}

t 2
:/0 Lr>up Y Hj(u, s} (w)) dNj(u) (4.35)
j=1

onde HJ’:(t,s (t)) = CDS*(t,s;(t_))|i= t<Teij=12.

Este resultado é o andlogo do resultado obtido no Capitulo 3 para o caso em que a taxa de juros é
estocéstica, ou seja, V*!(t) é o valor necessario e suficiente para o comprador do CDS sair do contrato

antes do vencimento.

Neste contexto, a rolagem continua de C'DS*(t) elimina a variagdo deterministica do valor do
swap de crédito e a incerteza da taxa de juros, restando apenas a incerteza devido ao default dos

dois nomes, resultado semelhante ao obtido no caso analisado no capitulo anterior.

E pelo mesmo motivo, isto ocorre devido a rolagem ser feita sempre comprando CDS com spread
justo no instante de forma que o valor do spread justo incorpora toda a variacdo que ocorreu no valor

do swap de crédito entre um instante e o outro em que ocorre a entrada (compra) e saida do CDS.
4.2.3 Hedge Dinamico III

Counsiderando que a taxa de juros é estocdstica e com o propdsito de fazer o hedge de um swap
FtD com dois nomes, o vendedor deste derivativo compoem a seguinte carteira: vendido em um swap
first-to-default e comprado nas rolagens continuas de CDS de cada um dos nomes e com uma quantia

investida em bonus.

No instante ¢ < min{7(;), T}, o valor desta carteira descontado & taxa de juros é:

Z% £ V() + yo(t) P*(t,T) — FtD*(t)

onde v(t) = (70(t),71(t),72(t)) é a estratégia de hedge do swap FtD e supomos que a estratégia ~y(t)

¢ auto-financiada, no seguinte sentido:

dIT* (¢ Z% t) dV*(t) + vo(t) dP*(t,T) — dFtD*(t) . (4.36)
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Assumindo a liquidez dos derivativos de crédito e do bonus, temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.7. Considerando que o processo da taxa de juros € descrito pelo modelo de CIR,

no instante t < mln{Tl T}, a estratégia de hedge dindmico de um swap FtD com dois nomes

Y(t) = (Yo(t), 71 (t), y2(t)) ¢ obtida de forma que v (t) = (71(t), y2(t)) € solu¢io do sistema linear:
H(t)y (1) = K(1) (4.37)

onde H;;(t) = CDS*(t,s;(t ‘t .

mvestida em bonus é determinada por:

e Ki(t) = AFtD*(t)‘t:T(l):Tj, para i,7 = 1,2. A quantia

onde Ko(t) € dado por (4.23).

Prova: Substituindo as expressdes (4.5), (4.22) e (4.35), na forma diferencial, em dII* dada por

(4.36), obtemos a variacdo infinitesimal do valor da carteira em funcao dos fatores de risco,

2 2 2
AL (t) = 32| D0t Hy (1, 51(0) — K5 (0] ANj(0) + 32 K (0) Liry 0y by (1)
.

k)
S

Il

—_

=1
— [2(t) P*(t,T) B(t,T) o/7( + Ko(t)] dW, . (4.38)

Dessa forma, a variacao no valor da carteira é composta por um termo deterministico e por dois
termos de incerteza ou fatores de risco, sendo um termo associado ao default dos dois nomes e o

outro, decorrente do fator de incerteza da taxa de juros.

A estratégia de hedge consiste em eliminar os efeitos decorrentes dos fatores de risco, logo pela

expressao (4.38), a estratégia de hedge v(t) do swap FtD satisfaz a seguintes equagoes:

Y (&) P*(t,T)B(t,T) o/t = —Kp(t)
2
Yot Hit, s/ (1) = Kj(t), j=1,2 (4.39)
=1

para t < min{T(l),T}. Portanto, a primeira equac¢ao acima determina a quantia de bonus necessaria
para o hedge do swap FtD. A quantia de CDS na rolagem continua é determinada pela segunda

equacao, ou seja, é solucao do sistema linear:
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onde 7,(t) - (71(t)’72(t))7 Hj,z(t) = C‘DS“(ta Si(t*))‘t:»rj € K](t) - AFtD*(t)‘t:T(l):Tj7 Za] = 172

Ou seja, as equacoes em (4.39) determinam a estratégia de hedge dindmico do swap FtD no

contexto em que a taxa de juros é estocastica. [

Observagao: Pela Proposicao 4.7, a quantidade de bonus necessaria para o hedge do swap FtD
nao depende da quantia 7, (t) e y2(t) de swaps de crédito na estratégia, devido & hipdtese que a taxa

de juros nao tem influéncia sobre o default dos nomes.

Assim como nos casos analisados nos Capitulos 2 e 3, o sistema linear acima tem solucao unica
se det(H(t)) # 0, para t < min{7;),T}. Ou seja, a estratégia de hedge do swap FtD ¢ tnica se o

mercado for completo.
4.3 Contexto com 7 nomes

Nesta secao generalizamos os resultados obtidos na Segao 4.2, obtendo a estratégia de hedge

dinamico de um swap FtD com n nomes.
4.3.1 Valores dos Derivativos de Crédito

Iniciamos obtendo as expressoes dos valores do swap de crédito e do swap first-to-default para n

nomes, generalizando os resultados das Proposicoes 4.2 e 4.4.
Valor do Swap de Crédito

A proposicao a seguir fornece o valor do swap de crédito no nome ¢, no contexto com n nomes.

Proposicao 4.8. No instante t < T, o wvalor descontado do CDS no nome i, considerando-se a
taza de juros estocdstica, é CDS*(t) = E[X;‘|.7-'t], onde X ¢ dado por (4.6). Sob a hipdtese de
independéncia entre o processo da taxa de juros e os processos indicadores de default dos n nomes e

sob a medida neutra ao risco, temos:

CDS™(t) = 1(,<y [Z =si P*(t,15) 17> 05y + (1= ) PP (2, Ti)]
j=1

-1
+1 I 1 S —s: P*(t.t:) |1 +1 OIDG(t*IDaTID;tfiat]‘)
{Ti>t}z Z {Tip<tTrg>t} Z s; P (1, 15) {t>1t;} {t<t;} 01 Gt 1,710
k=0A;CA} i j=1 D —IpyTIp
A;={Ip,Is}

15|

g P Ld 8DG u_j,,Tip;u_ k,t
i (1_5i)/t P*(t’“)z Z(_l)phz’ibﬁls(u)z Z(—l)k d 8§DGI(t_IDI7TID)IS )du}

p=018CIs k=0 1kCI?
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) . : —Ip,—1%,,\ , . :
onde P*(t,u) € o valor descontado do bénus com vencimento em u e h; """ "5(t) é a intensidade de

default do nome i, para i =1,....n
Prova: Andloga a prova da Proposi¢ao 4.2, no contexto com dois nomes. [J
Valor do Swap FtD com n nomes

Para o swap first-to-default com n nomes, o payoff descontado & taxa de juros é definido de
forma semelhante & expressao (4.12), diferindo apenas no somatdério do segundo termo da taxa de

recuperacao que neste caso envolve os n nomes:

m

(1)
Xy = Z —$1ir>p € I T5d8+z 01) L{ry < T; ry=mi) € o7 rads (4.40)
Jj=1 =1

onde Fr-mensuravel e E[|X(*1) ] < oo.

O valor deste derivativo de crédito multinome é dado pela proposi¢ao a seguir.

Proposicao 4.9. No instante t < T, sob a hipdtese de independéncia entre o processo da taxa de
juros e os processos indicadores de default, o valor descontado do swap FtD com n nomes, do ponto
de vista do comprador do contrato, é dado por FtD*(t) = E[X(*l)|.7-"t], onde X(*l) ¢ definido por
(4.40). Logo,

FtD*(t) = 1{7(1)§t}|:z_sp (t tj)1{7(1)>t]} +Z 1{7(1) T}P*(t T(1 )):|
j=1
e ’ G(u)
+ 1,509 Y, —s P t) | L ) + ey} = G +Z / *(t,u) hi(u)mdu

j=1
onde h;(t) € a intensidade de default do nome i, dado que 0s n nomes sobreviveram até o instante t,
para i =1,...,n
Prova: Aniloga ao caso do swap first-to-default com dois nomes (Proposi¢ao 4.4). O

Dinamica do Valor do Swap FtD com n nomes

A dinamica do valor F'tD*(t) com n nomes é obtida de forma semelhante ao caso deste derivativo
com dois nomes, uma vez que os resultados para obter a dinamica deste processo sao estendidos para

n nomes, n > 2. Entdo, para t < min{7(;),7'},

dFtD*(t) = Ko(t) th—i-ZK ) dM]}
i=1



4.3. CONTEXTO COM N NOMES 115
onde K;(t) = AFtD*(t)‘t:m):T_, parai=1,..,ne

“ 3 G t'
Kolt) = Ly o0 a\/ﬁ{ S P (tty) Bltty) [uw n umﬁﬁ]
j=1

— ” —0; ! *(t,u u) h; (U @ U
;(1 51)/t P*(t,u) B(t,u) hi( )G(t)d } (4.41)

4.3.2 Rolagem Continua de CDS

A obtencdo do valor da rolagem continua de CDS é andloga ao contexto com dois nomes, Secio
3.2.2. Logo, todos os resultados também sao estendidos para o contexto geral com n nomes. Neste

caso, o valor descontado da rolagem continua de swaps de crédito é determinado pela expressao:

V*i()_/ Loy S Hi . () Ny ()

k=1
=1lir>y Z ODS™ (u, si(u-)) |, Line<sy
k=1
para ¢ = 1,...,n. Ou seja, o valor descontado da rolagem continua de CDS no nome ¢ é a soma dos

saltos ocorridos até o instante ¢ < 7, devido ao default dos n nomes.
4.3.3 Hedge Dinamico III - Caso Geral

Sob as mesmas hipéteses da Secao 4.2.3, para o caso geral de um swap first-to-default com n

nomes temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.10. Considerando que o processo da taxa de juros € descrito pelo modelo de CIR,
no instante t < min{7(y),T'}, a estratégia de hedge dindmico de um swap FtD com n nomes ~y(t) =

(Yo(t), ooy ¥, (t)) € obtida de forma que v (t) = (y1(t), ..., yu(t)) € solugio do sistema linear:

onde Hj;(t) = CDS*(t,s;(t ‘t _ K;(t) = AFtD*(t

investida em bonus € determinada por:

‘tr) T,pamz]—l ,n. A quantia

onde Ky(t) € dado por (4.41).

Prova: Anidloga & prova da Proposi¢ao 4.7, do swap first-to-default com dois nomes. [J
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Capitulo 5

Resultados da Simulacao

Neste capitulo apresentamos os resultados da simulagao do hedge dinamico do swap FtD para os

casos analisados nos Capitulos 2, 3 e 4.

Utilizamos o conceito de fun¢do copula para descrever a relacao de dependéncia entre os nomes.
Em risco de crédito, a cépula combina a estrutura geral de dependéncia entre os nomes a um dado
conjunto de estruturas a termo do risco de default de cada nome. Isto é especificado através do

Teorema de Sklar, apresentado na Secao 5.1.

Conforme foi visto nos capitulos anteriores, a estratégia de hedge dindmico do swap FtD é de-
terminada em funcao das variagoes dos valores dos derivativos de crédito que, por sua vez, sao
determinados através da funcao de sobrevivéncia dos n nomes. Portanto, para a implementacao da

estratégia de hedge usamos o conceito de cdpula de sobrevivéncia.

A simulagao dos resultados obtidos nos trés casos analisados é feita utilizando a cépula de Clayton.
Esta copula possui a caracteristica de que o salto no spread devido ao default de um nome é uma
constante que depende do seu parametro'. Na Secdo 5.2, obtemos graficamente o efeito do default

de um nome nos valores dos CDSs e do swap first-to-default com trés nomes.

Os resultados da simulacao nos trés casos analisados sao apresentados na Secao 5.3. Por fim,
na Se¢ao 5.4 analisamos o pardmetro da cépula de Clayton através da andlise de sensibilidade e da

dependéncia.
5.1 Conceitos

Nesta secao definimos o conceito de copula de sobrevivéncia e descrevemos o procedimento para

a simulacao dos instantes de default dos n nomes através da técnica da aprozimacdo condicional.

'Ver Schénbucher [24]

117
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5.1.1 Cépula de Sobrevivéncia

O couceito de cépula de sobrevivéncia estd relacionado ao conceito de cépula. Iniciamos definindo

a funcao cépula.

Definicdo: Uma cdpula n-dimensional é uma fungao C : [0, 1]" — [0, 1] que satisfaz as seguintes

propriedades:

e C(1_;,v;) =v;, para todo i = 1,...,n, v; € [0,1] e para todo v € [0, 1]",

C(v) = 0, se pelo menos uma coordenada do vetor v for zero.

e Para todo a,b € [0,1]"”, com a < b, temos:

Xn: Z (_1)kF(b—IkvaIk) >0

k=0 1I,CI

onde I = {1,...,n} e conforme a notacido utilizada nos capitulos anteriores, o somatério se

estende sobre todos os subconjuntos I, C I, tal que |I;| = k.

A principal caracteristica da andlise de dependéncia através das fungoes copulas é que a funcio de
distribui¢ao conjunta F' pode ser separada em duas partes. Uma parte é representada pelas fungoes
de distribuicao marginais das variaveis aleatorias e a outra parte é a estrutura de dependéncia entre

estas varidveis que é descrita pela funcao cépula.

O Teorema de Sklar mostra como esta decomposicao pode ser obtida para qualquer conjunto de

varidveis aleatorias. Antes, revemos um resultado da funcao de distribui¢ao continua.

Proposicao 5.1. Seja X uma varidvel aleatoria com fungao de distribuicdo continua F. Entao,
Z = F(X) tem distribuicao uniforme [0,1]. Se U € uma varidvel com distribuicao uniforme [0, 1],
entio Y = F~Y(U) tem funcdo de distribuicio F(-).

Teorema 5.1 (Sklar). Sejam X, ..., X,,, n varidveis aleatdorias com fungoes de distribui¢ao marginais
Fy, ..., F, e funcdo de distribuicao conjunta F'. Entdo, existe uma copula n-dimensional C tal que,
para todo x € IR,

F(x) = C(Fi(z1), Fa(22), ..., Fo(24))

isto €, C ¢ a funcao de distribuicio de Fy(x1),..., Fy(xy,). Se Fi,...,F, sao continuas, entio C é

unica.

Algumas propriedades da cépula:
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Proposigao 5.2.

e Invaridncia sob transformacoes estritamente crescentes. Sejam X = (Xq,..., Xy), um vetor
de varidveis aleatorias com copula C' e f; : R — IR, « = 1,...,n, uma familia de n funcoes

estritamente crescentes. Entio, C € a copula de X' = (f1(X1), ., fu(X0)).

e Seja C uma copula n-dimensional. A copula é nao-decrescente em cada argumento, isto €, se

v € [0,1]", entdo

C(v) < C(v_j,v;-), Vo < v;- <1, Vj=1,...,n.

O exemplo a seguir apresenta uma classe de copula.

Exemplo 1: Uma copula Arquimediana C : [0,1]" — [0, 1] é uma cépula que pode ser represen-

ctx) = o (3 plan)
=1

onde ¢ : [0,1] — IRy é uma funcdo continua, decrescente e convexa, tal que, (1) = 0 e ¢(0) = oco.
1

tada da seguinte forma:

Neste caso, ¢~ é a funcdo inversa. A funcio ¢ é denominada gerador da cépula.

Um exemplo de cépula Arquimediana é a copula de Clayton, que utilizamos na implementagao
do hedge do swap FtD.

Exemplo 2: Gerador da cépula de Clayton: op(u) = u=? — 1, logo, = (t) = (t 4+ 1)/,

A cépula de Clayton com parametro 6 é dada por:

n —1/0
C(ury .y tty) = [Zuza —n+ 1]
=1

onde 6 > 0.

As provas das proposicoes e outras propriedades e exemplos de cépula podem ser vistos em
Nelsen [18]. Com a defini¢ao de cépula e as propriedades enunciadas acima, a seguir definimos a

copula de sobrevivéncia.

Definigdo: A cdpula de sobrevivéncia da varidveis aleatérias X1, ..., X,, é uma cépula C, tal que
G(X) = C(Fl (xl), FQ(ZL‘Q), veey Fn (:L"n))

onde G(x) é fungdo de sobrevivéncia e Fj(x;) = P[X; > ;] é a funcio de sobrevivéncia marginal de

X, parat=1,..,n.
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A relacio entre a cépula de sobrevivéncia C e a cépula C pode ser obtida a partir do Principio

da Inclusido e Exclusao (Proposicdo 2.7). Para o caso bidimensional, temos:
G(ml,xz) = F(Il,xg) — Fl(fL‘l) - F(fL‘z) +1

== C(Fl(ivl),FQ(iUQ)) + Fl(fL‘l) + FQ(:UQ) -1
= C(]_ — Fl(:L‘l), 1-— FQ({EQ)) + F'l(xl) + FQ(ZL‘Q) —1.

Portanto,

C(ul,UQ) == C(l —u1,1 —Uz) +up +ug — 1.
A generalizacio para o caso n-dimensional e a prova que C' é uma cépula podem ser vistas em
Georges et.al. [9].

No contexto do risco de crédito, a fun¢ao de sobrevivéncia marginal do nome 7 é dada por
Fi(t;) = P[r; > t;], parai=1,...,n.

Nos modelos baseados na intensidade, o instante de default 7; é o instante do primeiro salto do

processo N;(t) = Zj 1i; <y isto &,
T; = inf{t € IR+|NZ(75) > 0}

Se o processo pountual de default do nome ¢ é modelado por um processo de Poisson nao-

homogéneo, entao,
ti
P[Ti > ti] = ’Yi(ti) = exp (—/ )\z(u) du) (5.1)
0
onde \;(t) é uma fungao continua e nao-negativa, para i = 1,...,n.

Schonbucher [24] denomina a funcdo A;(t) de pseudo-intensidade de default do nome 4. Isto se
deve ao fato que A;(¢) coincide com a intensidade de default do nome i, h;(t), sob a filtracdo gerada

somente pelo processo indicador de default do nome 4, G! = o(N;(s) : 0 < s < ).

Dessa forma, a funcdo de sobrevivéncia dos n nomes é:

Plr > t] = G(t) = C(n(t1), ., T (tn)) = C((t))

onde t € IR" e ;(t;) é a funcao de sobrevivéncia marginal do nome 4, para i = 1,..., n.
Medida de Dependéncia

Uma medida de dependéncia entre duas variaveis aleatdrias X e Y é o Tau de Kendall que

denotamos por p-(X,Y) e é definida por:

1,1
pT(X,Y)=4/0/0 C(u,v)dC(u,v) —1
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onde C' é a cépula das varidveis X e Y.
Para a cépula Arquimediana temos o seguinte resultado:

Proposigao 5.3. Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias continuas com cdpula Arquimediana inica,

gerada por ¢. Entado,
(%)
¢'(t)

1
pT(X,Y)=1+4/ dt |
0

Em particular, para a cépula de Clayton com parametro 6, temos p(X,Y) =6/(0 +2).

5.1.2 Simulacao dos Instantes de Default

Um método geral para simulacao de uma cépula baseia-se na técnica de aproximacao condicional

(amostra condicional)?.

Para explicar esta técnica, considere uma copula bivariada na qual os parametros da cépula sao
todos conhecidos. O objetivo é gerar pares (u1,us) de observagoes das varidveis aleatorias Uy e Us
distribuidas uniformemente em [0, 1] cuja funcao de distribuicdo conjunta é C. Para isto usamos
a funcdo de distribuicao condicional da varidvel aleatéria U para um dado valor w; de Up, que
definimos por:

Cl(UQ) = P[UQ S U2| U1 = ul] .

Como U; e Us tém distribui¢ao Uniforme em [0, 1], entao:
Cl(UQ) = P[FQ(UQ) S U2| Fl(ul) = Ul]

. C(Ul + Aul, UQ) — C(ul, U2) 8C(U1, U2)
— llm =
Auy—0 Auq ou

onde C(ug) é uma funcao nao-decrescente e existe para todo uy € [0, 1].
Com isto, o par (uy,ug) é gerado da seguinte forma:
e Gere duas varidveis aleatérias uniformes independentes (u1,v9) € [0,1]. uj é o primeiro valor
do par que estamos gerando.
e Calcule a funcio inversa de Cj(u2), que depende do valor u; e do parametro da cépula. O
segundo valor ug do par que estamos gerando é obtido por: vy = C| I(UQ).
O procedimento para o caso n-dimensional é dado a seguir.

Notacao:

*Ver Cherubini et.al. [3].
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e C =C(uy,...,up) é a cépula n-dimensional.

e Ci(uy,...,ug,1,...,1) é a fungao de distribui¢ao marginal k-dimensional de C', para k = 2,...,n—
1, onde Ci(u1) =uy e Cp(uy, ..., tty) = C(ug, ..., up).

e X; ~UJ0,1]: a varidvel aleatéria X; tem distribuicao Uniforme em [0, 1].
As varidveis aleatérias Uy, ..., U, tém funcao de distribuicdo conjunta C e assumindo que as

derivadas parciais de C' existem, entao a funcao de distribuicao condicional de Uy, dado os valores

de Uy, ...,Ui_1, é dada por:

C’k(uk|u1, ...uk_l) == P[Uk S Uk| U1 == Ula---aUk—l == uk_l]

_ OFLCy (ur, ooy ug) (0" 1Ok 1 (u, ceyup1)\
8U1...8uk,1 Bul...auk,l

para k = 2,...,n e assumimos que o numerador e o denominador existem e o denominador é diferente

de zero.
No caso n-dimensional, a cépula é simulada através do procedimento descrito a seguir.
Algoritmo:
1. Gerar uma varidvel aleatéria u; ~ UJ0, 1]
2. Gerar uma varidvel vo ~ UJ0,1]
Obter uy a partir de vy = Cy(ug|u)
3. Gerar vz ~ UJ0,1]
Obter ug a partir de v = Cs(us| ui,ug)
E assim sucessivamente, até que para a n-ésima varidvel:
n. Gerar v, ~ U[0,1]
Obter uy, a partir de v, = Cp(uy|u1, ..., up—1).

Portanto, uy = C,;l(vk |uy, ..., uk—1), para k = 2,...,n. Entretanto, dependendo da cépula pode-
mos nao ter uma expressao para a funcao inversa. Neste caso, o valor u; pode ser obtido através de

um método numérico para zero de fungoes.
Para a cépula Arquimediana temos o seguinte resultado:

Teorema 5.2. ® Seja C wma copula Arquimediana n-dimensional com gerador ¢. Entdo, para

*Ver Cherubini et.al. [3].
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k=2,..n,
o YED (o(ur) + ... + p(ug))

@~ 1k=1) ((p(ul) + ...+ go(uk_l))

1

Ck(uk| uy, "'7uk—1) =

onde go_l(k)(-) ¢ a derwada parcial da fungao inversa ¢~ com relagdo as k primeiras varidvess.

7

Na cépula de Clayton, a k-ésima derivada parcial de o~1(t) é:

k—1
e ) = (~1FoE [J@+0)(+1) 0

i=1
Pelo Teorema 5.2, para as variaveis vg, k = 2,...,n, temos:

St b 1)
Uk = k—1_—0
Doy v —k+2

logo,

D=

up = [(%uia—k+2>(vkm—l>+1]_

i=1
onde v ~ U0, 1].

Na simulacao do hedge do swap FtD, assumimos que a coépula de sobrevivéncia dos n nomes é
descrita pela cépula de Clayton, onde cada varidvel u; da copula, ¢ = 1,...,n, é o valor da funcao de

sobrevivéncia marginal do nome ¢ no instante ¢ e conforme a equacao (5.1), temos:
t
u; = yi(t;) = exp(—/ Ai(u) du).
0
Portanto, o instante de default do nome 7, 7;, é obtido tal que,

/z)\i(u)du = —lInu;.
0

O instante 7; pode ser obtido com o auxilio de um método de integracao numérica para a expressao
do lado esquerdo desta igualdade. Em particular, se a pseudo-intensidade de default \; for uma
constante nao-nula, temos que o processo pontual sob gg’ é um processo de Poisson e

In Uj

Ai

T =

7

Neste caso o valor esperado do instante de default do nome %, 7;, é:

o 1
E[n]= udie M tdu = o (5.2)
0 i
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5.2 Derivativos de Crédito

Nesta se¢ao obtemos graficamente o efeito do default dos n nomes nos valores dos swaps de crédito
e nos spreads justos dos CDSs para o caso analisado no Capitulo 3. Para isto, escolhemos os instantes
de default de forma que eles ocorrem antes do vencimento do contrato e para obtermos melhor este

efeito, consideramos que a taxa de juros é zero.

Assumimos que a pseudo-intensidade de default do nome 7, A;, é constante e determinada por

(5.2). Consideramos trés nomes, i = 1,2, 3.

Os swaps de crédito CDSs possuem as seguintes caracteristicas:
Data de vencimento dos contratos: 3 anos.

Frequéncia de pagamento do spread: semestral.

Nome (1) 1 2 3
pseudo-intensidade de default ()\;) 0,74 0,37 0,40
taxa de recuperacao (0;) 0,40 0,40 0,40
instante de default (7;) 1,35 2,70 2,50

Counsideramos que a funcao de sobrevivéncia é descrita pela cépula de Clayton com parametro 6.
A seguir, analisamos o impacto do default de cada nome nos spreads justos para os seguintes valores

de 0 e o correspondente valor do tau de Kendall:

Parametro 0 Tau de Kendall
0,02 1%
2 50%
8 80%

A Figura 5.1 apresenta os spreads justos dos swaps de crédito para 6§ = 0,02. Neste caso a

dependéncia entre os nomes é baixa, de 1%.

No instante inicial, o spread do CDS no nome 1 é maior comparado com as taxas de protecao
dos swaps de crédito nos nomes 2 e 3. Isto ocorre devido a pseudo-intensidade de default do nome
1 ser maior; é o dobro da menor pseudo-intensidade. Como as pseudo-intensidades dos nomes 2 e 3

sdo préximas, a diferenca entre os spreads iniciais destes nomes é pequena.

No primeiro instante de default devido ao nome 1, t = 1,35, os spreads dos swaps de créditos
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nos nomes 2 e 3 tém uma variacdo muito pequena, assim como no instante de default do nome 3, o

spread do CDS? nio apresenta um salto em seu valor.

Ou seja, 0 spread justo do CDS é praticamente constante nos instantes anteriores ao default do

correspondente nome, confirmando a relacao de baixa dependéncia entre os nomes.

0 02040608 1 121416 18 2 22 24 26 28 3
instante de tempo

\ —+-spread_1 —=spread_2 -+ spread_3 \

Figura 5.1: Spreads justos dos swaps de crédito para 6 = 0,02.

No caso em que o tau de Kendall é 50%, através da Figura 5.2 verificamos que no instante de
default do nome 1, os spreads dos CDSs nos nomes 2 e 3 tém um salto e posteriormente, quando o

nome 3 tem o default, o spread do CDS? tem outro salto.

Do inicio do contrato até o instante do primeiro default, os spreads dos trés swaps de crédito
diminuem ao longo do tempo, mas apos este periodo, os spreads dos CDSs correspondentes aos

nomes que sobreviveram aumentam com o passar do tempo até o instante de default de cada nome.

Portanto, apds o instante de default tanto do nome 1 como do nome 3, o spread justo que
o comprador do swap de crédito paga pela protecdo do nome que sobreviveu é sempre maior do
que o valor do spread no instante anterior ao default, pois devido & dependéncia entre os nomes a

probabilidade de default deste nome aumenta, caracterizando o efeito de contigio de default.

Ou seja, o vendedor do contrato passa a cobrar uma taxa maior pela protecao contra o default
de um nome que sobreviveu até o instante de default de um nome dependente a ele. E o valor desta

taxa continua aumentando até o proprio instante de default.
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0,20 -+ e e

0,16 -

0,12

0,08 -

0,04 -

0 02040608 1 1214 16 18 2 22 24 26 28 3
instante de tempo

\ ——spread_1 —=spread_2 —+ spread_3 \

Figura 5.2: Spreads justos dos swaps de crédito para 6 = 2.

0,60 -+

/B0 e

0,40 -+

0,30 - TN IEPTRRE

0,20 e e

0,10 oo

0,00 - STOTOTOTOTOTOT O T T T AT AT RTATRTE,
0 02040608 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
instante de tempo

\ —+-spread_1 = spread_2 -+ spread_3 \

Figura 5.3: Spreads justos dos swaps de crédito para 6 = 8.

O mesmo efeito observamos quando a medida de dependéncia entre os nomes é de 80%, para

§ = 8, Figura 5.3. Entretanto neste caso, o tamanho do salto no spread justo do CDS?, devido ao
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default tanto do nome 1 como do nome 3, é maior do que no caso anterior, além disso, o spread justo

aumenta de forma mais acentuada. Isto ocorre devido & maior dependéncia entre os nomes.

O mesmo efeito verifica-se no spread do nome 3, no instante e apdés o default do nome 1. Portanto,
quando a dependéncia entre os nomes € alta, o impacto do default de um nome é grande nos spreads

dos nomes que sobreviveram.

Considerando os mesmos derivativos, na Figura 5.4, temos os valores descontados dos swaps de
crédito com spreads justos no instante inicial ¢ = 0, para @ = 8, cujos valores sao dados pela tabela

a seguir:

CDS* CDS** CDS* FtD*
spread justo 0,183 0,030 0,034 0,190

onde o swap FtD tem a mesma data de vencimento e frequéncia de pagamento do spread dos CDSs.

Podemos verificar o mesmo efeito de dependéncia entre os nomes observado na Figura 5.3 dos
spreads justos dos swaps de crédito. No primeiro instante de default, devido ao nome 1, os valores
CDS*? e CDS* tém um salto e os swaps de crédito no nome 1 e FtD sdo liquidados e seus valores

passam a ser constantes pois desprezamos o efeito da taxa de juros.

0,6

0 02 04 06 08 1 1,2 14 16 18 2 22 24 26 28 3
instante de tempo

|+ CDS_1 = CDS_2 + CDS_3 = FtD|

Figura 5.4: Valores descontados dos derivativos de crédito.

Pela Proposicao 3.7, do Capitulo 3, estes valores sao determinados pela diferenga entre o valor pago
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pelo contrato e o valor recebido em caso de default, do ponto de vista do comprador do derivativo,
ou seja, até o instante do primeiro default, os valores dos derivativos negativos significam que os
valores pagos pela protecao sao maiores do que os valores que os compradores dos contratos recebem

em caso de default, isto é, 7 (t) > 7! (t), i = 1,2, 3, e equivalentemente para o swap FtD.

Entretanto, apds o primeiro default estes valores passam a ser positivos, o que significa que, para
7; > t, a probabilidade do comprador do CDS" receber o valor da recuperacio pelo default aumenta,

diminuindo por sua vez a probabilidade dele pagar os spreads futuros.

Os valores positivos do CDS? e do swap FtD apés o primeiro default representam que neste caso
os compradores destes contratos tiveram um saldo positivo fazendo a protecao contra o default. Isto

também é observado com os demais swaps de crédito apds o default dos correspondentes nomes.
5.3 Hedge Dindmico do Swap FtD

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos na simulacdao do hedge de um swap FtD com trés
nomes para os casos analisados nos Capitulos 2, 3 e 4, que denominamos estratégia de hedge I, 11,

ITI, respectivamente.

Na estratégia de hedge 111, a equagao diferencial estocdstica (4.1) que descreve o processo da taxa
de juros pelo modelo de CIR nao possui uma solucdo explicita, logo a simulacao da taxa pode ser

feita através de um método numérico, como por exemplo, o Metédo de Euler.

Entretanto este método nao garante que a taxa de juros obtida numericamente é nao-negativa
como deveria ser. Por outro lado, a densidade de transicdo deste processo da taxa de juros é con-
hecida. A distribuicdo de r; dada a taxa r,, para v < t, é uma qui-quadrado nao-central*, logo esta

propriedade pode ser utilizada para simular o processo da taxa de juros de forma exata’.

Os valores dos parametros da taxa de juros utilizados sao dados pela tabela a seguir.

Tabela 5.1: Modelo de CIR para a taxa de juros

taxa de reversio a4 média (k) 3%

taxa de juros a longo prazo (6) 2%
volatilidade (o) 2%

Consideramos que a taxa de juros inicial é rg = 5% ao ano. Na Figura 5.5 temos o gréfico da

simulacao da taxa de juros no periodo de trés anos.

“Ver Cox, Ingersoll e Ross [4].
Para o procedimento da simulagao deste processo, ver Glasserman [11].
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Figura 5.5: Simulacdo da taxa de juros.

Nas estratégias de hedge I e IT em que a taxa de juros é constante consideramos r igual & taxa

de juros inicial do modelo de CIR, isto é, 5% ao ano.

Para a simulacao do hedge dindmico do swap FtD com trés nomes, consideramos os derivativos

de crédito com as seguintes caracteristicas:
Data de vencimento dos contratos: 3 anos.
Frequéncia de pagamento do spread: semestral.

Funcao de sobrevivéncia: Cépula de Clayton com parametro 6§ = 8.

Nome (1) 1 2 3
pseudo-intensidade de default (\;) 0,07 0,05 0,06
taxa de recuperacao (d;) 0,40 0,40 0,40

A seguir apresentamos os resultados obtidos em 5000 simulagoes de Monte Carlo. Nos graficos as
barras verticais representam o intervalo de confianga da quantidade de CDS na estratégia de hedge

para o nivel de confianca de 99%.
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Estratégia de hedge I

CAPITULO 5. RESULTADOS DA SIMULACAO

Na Figura 5.6 temos a estratégia de hedge do swap FtD para o caso analisado no Capitulo 2,

onde o instrumento de hedge é o swap de crédito e o pagamento da taxa de recuperagao é feito na

data de vencimento, caso o default ocorra antes do fim do contrato.

CDS_1 CDS_2
0,60 - 0,80 -
0,55—77’777—* rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr II 0,55 o
by } } } ll
050 T ¢ 050 .
0,45 05
0,40 -+ oo 0,80 -+ oo
- + 1 1 t
t
0,35 t t t t t t t t t 0,35 t t t t t t t t t {
0 0,3 0,6 0,9 1,2 15 1,8 2,1 24 2,7 0 0,3 0,6 0,9 12 15 1,8 21 2,4 2,7
instante de tempo instante de tempo
CDS_3 Cash
0,80 - 0,16 e
0,04 t-
0,55 t
I 0,02 e
+
0.50 b I ,,,,,, 0,00 Ao R ERRRRREEEEEEETEERE
* } 0,08 oo S
- +
045 e {i}* """"""" 0,06 - SRR RRRRE
0,04 1 T
0,410 - .
0,02 -
0,35 0,00

0 03 06 09 1,2 15 18 21 24 27
instante de tempo

0 03 06 09 1,2 15 18 21 24 27
instante de tempo

Figura 5.6: Hedge do swap FtD utilizando o CDS.

Observamos que quanto maior a pseudo-intensidade de default, maior é a quantidade de CDS

neste nome na estratégia de hedge. Neste caso, a quantidade de CDS' é maior e a de CDS? menor

para o hedge dinamico do swap FtD.

Ao longo do periodo do contrato, a diferenca entre as quantidades de CDS' e CDS? diminui.
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Estratégia de hedge 11

Para o caso analisado no Capitulo 3, em que o instrumento de hedge do swap FtD é a rolagem
continua de CDS e o pagamento da taxa de recuperagao ¢é feita no instante de default, o resultado

da simulacao é dado pela Figura 5.7.

Assim como no caso anterior, a quantidade de CDS na estratégia de hedge do swap FtD é maior

para o nome com maior pseudo-intensidade de default, pois a probabilidade de default deste nome é

maior.
CDS_1 CDS_2
0,60 v+ 0,60 v+
0,55 o l i 0,555 = l
0,50 v b b b L T ———— I ——————
St by
T L P Jo
0,40 0,40 - PRRSIEE R b
1
0,35 } } } } } } } 0,35 } } } } } }
0 0,3 0,6 0,9 1,2 15 1,8 2,1 2,4 2,7 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8 2,1 2,4 2,7
instante de tempo instante de tempo
CDS_3 Cash
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0,00
0,555
I l 20,02
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I l S0,04
0,85 e e
! +
- } i I' l 0,06 e S
0,0 *
+
“0,08 oo
0,35 : : : : : : : t } '
o 03 06 09 12 15 18 21 24 27 “0,10 Lo
instante de tempo instante de tempo

Figura 5.7: Hedge do swap FtD com a rolagem continua de CDS.

Neste caso, o vendedor do swap FtD deve vender cash enquanto que na estratégia do Capitulo 2
ele compra este ativo. Isto ocorre porque a quantidade de cash é determinada em funcdo dos valores

dos instrumentos de hedge que sao diferentes nos dois casos.
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Estratégia de hedge 11T

No contexto em que a taxa de juros é estocastica, Capitulo 4, a estratégia de hedge obtida pela

simulacao é apresentada pela Figura 5.8.

CDS_1 CDS_2
0,85 e 0,85
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0,65 - oo U 0,855 - b
t
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0,35 t t t t t t t t t { 0,35 t t t t t t t t t {
0 0,3 0,6 0,9 1,2 15 1,8 2,1 2,4 2,7 0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8 2,1 2,4 2,7
instante de tempo instante de tempo
CDS_3 Bonus
0,85 e 0,6
0,75 o - 05
1 L —————Yf]Y]———————__—_——
0,85 -
' t 0,3 -
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L b
0,45 R *+ 0,1 oo e AT
0,35 t t t t t t t t t { 0,0 t | t t t t t {
0 0,3 0,6 0,9 1,2 15 1,8 2,1 2,4 2,7 0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8 2,1 2,4 2,7
instante de tempo instante de tempo

Figura 5.8: Hedge do swap FtD no contexto em que a taxa de juros é estocastica.

Assim como nos resultados dos casos anteriores, na estratégia de hedge, a quantia de swap de
crédito na rolagem continua é maior para 0o nome com maior pseudo-intensidade de default, mesmo
quando ha o fator de incerteza da taxa de juros, devido a hipdtese que a taxa de juros nao tem

influéncia sobre o default dos nomes.
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5.4 Analise do Parametro da Cépula

Nesta se¢ao analisamos o parametro da copula de Clayton na estratégia de hedge do swap FtD.
Iniciamos com a andlise de sensibilidade do parametro 6 na Subse¢ao 5.4.1. Em seguida, na Subsecao
5.4.2 obtemos o comportamento da estratégia conforme a dependéncia entre os nomes.

Para isto, utilizamos a estratégia de hedge desenvolvida no Capitulo 3 e consideramos que os

«

derivativos de crédito possuem as mesmas caracteristicas escritas na Se¢ao 5.3
5.4.1 Analise de Sensibilidade

Reduzindo em 1% o valor do parametro 6, para 7,92, a quantidade de swaps de crédito na
estratégia de hedge diminui apds os primeiros instantes analisados, conforme podemos verificar pela

diferenca relativa entre as estratégias com relacao a estratégia 6 = 8, representada na Figura 5.9.

0,50

0,0%

-0,5% +

-1,0% +

-1,5% -

-2,0% +

2,50
instante de tempo

[-e-CDS_1 = CDS_2 -+ CDS_3 & Cash)|

Figura 5.9: Diferenca relativa entre as estratégias com relacdo a estratégia 6 = 8.

Até a metade do periodo dos contratos, a reducao da estratégia de hedge do swap FtD é acen-
tuada. Apds este instante, a diferenca permanece entre 1,5 e 2%, ou seja, apds o instante t = 1,5 a

sensibilidade da estratégia de hedge diminui.



134 CAPITULO 5. RESULTADOS DA SIMULACAO

5.4.2 Estratégia conforme a Dependéncia

Conforme vimos na Secao 5.2, a dependéncia entre os nomes é determinada pelo parametro 6 da
cépula de Clayton. A seguir, apresentamos os resultados da simulacdo para dois valores de 6 nos

casos em que a dependéncia é baixa e média e comparamos com o resultado da Secao 5.3.

Para 6 = 0,02, a dependéncia entre os nomes é de 1%. A estratégia de hedge é dada pela Figura
5.10.
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Figura 5.10: Hedge do swap FtD para 6 =0, 02.

Verificamos que no instante inicial as quantidades de CDSs nos trés nomes sao préximas de 0, 95.

Isto se deve ao fato do tau de Kendall ser baixo, 1%, ou seja, a dependéncia entre os nomes é pequena.

Conforme observamos no grafico dos spreads justos dos CDSs, no caso em que a dependéncia é de

1%, Figura 5.1, o default de um nome tem um impacto muito pequeno sobre os spreads dos demais
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nomes. No caso extremo em que os nomes sao independentes, para o hedge do swap FtD contra o
risco de default do nome ¢ é necessario somente CDS no nome 7, justificando desta forma a quantia

de CDS préximo a um quando 6 = 0,02.

Para o parametro da cépula de Clayton # = 2, o tau de Kendall é de 50%. O resultado da
simulagao é aresentado na Figura 5.11.

Assim como no caso anterior, as quantidades de CDSs diminuem ao longo do tempo, porém a
estratégia de hedge no instante inicial requer menos swaps de crédito devido a dependéncia entre
os nomes. Através da Figura 5.2, verificamos que o spread do nome j tem um salto no instante de
default do nome i, 7 # j. Logo, o risco de default do nome 7 no valor do swap FtD é eliminado com

a estratégia de hedge envolvendo os trés CDSs.
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Figura 5.11: Hedge do swap FtD para 6 = 2.
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Comparando com o resultado da estratégia em que os nomes tém alta dependéncia, § = 8§,
Figura 5.7, podemos observar que as quantidades de CDSs no instante inicial sao menores do que
no caso @ = 2. Ao longo do tempo, a estratégia requer mais swaps de crédito, comparado com as
quantidades no instante inicial, de forma que préximo ao vencimento dos contratos a quantidade de
swap de crédito no nome com maior pseudo-intensidade de default, no caso o CDS', é préxima as

quantidades obtidas nos casos em que 8 = 0,02 e 2.

Portanto, através dos resultados obtidos na simulacao podemos concluir que no instante inicial,
quanto maior a dependéncia, menor a quantidade de swaps de crédito na rolagem continua. Préximo
a data de vencimento dos contratos, a quantidade de swaps de crédito do nome com maior pseudo-

intensidade de default é muito préxima para os diferentes niveis de dependéncia.



Capitulo 6

Conclusoes

A escolha do instrumento de hedge é fundamental para imunizar o derivativo de crédito contra

os riscos envolvidos no contrato.

Os valores dos derivativos de crédito foram definidos de forma que o hedge eliminasse de fato
todos os riscos envolvidos no swap first-to-default, mencionados no Capitulo 1, o que nao ocorre
em Riboulet [20], uma vez que este define o payoff dos derivativos em termos apenas da taxa de

recuperagcao.

No caso em que os payoffs dos derivativos de crédito sdo modelados em funcio do spread (con-
stante) e os nomes sao dependentes entre si, os swaps de crédito nao sao instrumentos de hedge
adequados para o swap first-to-default, uma vez que nao consideram o risco de spread, acarretando

em perdas para o investidor, conforme foi visto no Capitulo 2.

Uma alternativa, proposta por Schmidt [22], é a utilizacao da rolagem continua de CDS, Capitulo
3, que cumpre com 0s objetivos do hedge, eliminando todos os riscos envolvidos no swap first-to-
default e além disso, a estratégia obtida gera caixa necessario e suficiente para que no instante do
primeiro default, o vendedor do swap FtD cumpra com todas as obrigacoes dos contratos e saia
dos (n — 1) CDSs correspondentes aos nomes que sobreviveram e foram utilizados no hedge, sob as

condicoes do mercado.

O principal resultado, a estratégia de hedge dindmico do swap FtD, foi obtida através do modelo
baseado na intensidade de default no qual o principal objetivo foi considerar a dependéncia entre os
nomes de forma a eliminar o risco de correlagao entre os nomes, que é caracteristico do contrato do

tipo swap de cesta de crédito (basket default swap), no qual se inclui o swap first-to-default.

A intensidade de default de um nome foi modelada conforme os resultados de Schonbucher [24],

no qual esta intensidade é determinada considerando-se a informacao sobre o default de todos os
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nomes. E ao utilizarmos um processo indicador de default, isto é, um processo pontual com um salto,
temos que o processo compensado é um martingal (Proposicao 2.2), sendo esta uma das principais

contribuigoes deste trabalho na modelagem do risco de contigio de default.

Este resultado foi fundamental para o uso do Teorema de Representagao de Martingais no desen-
volvimento da estratégia de hedge dinamico do swap FtD com n nomes, sendo esta, solucdo de um

sistema linear, Proposicoes 3.10 e 4.10.

Ao contrario do trabalho de Schmidt [22], consideramos que o spread do swap de crédito é
modelado de forma endégenea ao modelo, assim como o salto no valor do derivativo de crédito no
instante de default de um nome. Para isto, utilizamos técnicas do calculo estocdstico para processos

pontuais, o que envolve principalmente o conceito de processos semimartingais.

Conforme foi proposto por Schmidt [22], a rolagem continua de swap de crédito pode ser utilizada

também para o hedge dinamico de um swap k-to-default.
6.1 Problemas em Aberto

Com relagao ao hedge de um derivativo de crédito podemos citar os seguintes problemas em

aberto:

e Considerar que a taxa de juros influéncia o default de um nome, ou seja, o processo da taxa de

juros é dependente dos processos indicadores de default dos nomes.

e Desenvolvimento de uma estratégia de hedge dindmico de um CDO (collateralized debt obliga-

tion).
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