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RESUMO

ANDRADE, J. C. de O. Existéncia e Destruicao de Toros Invariante,
Para Uma Certa Familia de Sistemas Hamiltonianos no R*. Tese
(Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2019.

Estudaremos uma familia de sistemas hamiltonianos no R*, H, : R* — R,
satisfazendo certas condicoes, dependendo de um parametro €. Iremos ca-
racterizar algumas condigoes sobre niveis de energia desse sistema, que nos
permitem concluir existéncia e destruicao de toros invariantes, em tais niveis
de energia. Além disso, podemos concluir que o fluxo hamiltoniano, restrito
a esses niveis de energia, possui entropia topolédgica positiva.

Palavras-chave: Sistemas Hamiltonianos, nivel de energia, toros invarian-
tes, aplicacoes twist.






ABSTRACT

ANDRADE, J. C. de O. Existence and Destruction of Invariant Torus,
For a Certain Family of Hamiltonian Systems in R*. Tese (Douto-

rado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2019.

We will study a family of Hamiltonian Systems in R*, satisfyng certain
conditions, H, : R* — R, depending of a parameter e. We will characterize
some conditions about the energy levels of this system, which allow us to
conclude existence and destruction of invariant torus, at such energy levels.
Moreover, we can conclude that the hamiltonian flow, restricted to these
energy level, has positive topological entropy.

Keywords: Hamiltonian Systems, energy level, invariant torus, twist maps.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, introduzimos a familia de sistemas hamiltonianos que estu-
daremos neste texto e apresentamos os enunciados dos resultados principais.

1.1 Resultados Principais

Consideremos a seguinte familia de Hamiltonianas, H, : R* — R, dependendo
de um parametro €, dada por:

2 2 2.2 2.2 4 4
+ a‘x vex bix box
He(m,m,ylny):yl 2y2 + 5 L_ 22+ 141+ 242—R6($1,$2) (1.1)

Onde as seguintes condicoes sao satisfeitas:

e a,v#0eby, by>0;

e A fungao R, = R.(z1,x2) é analitica real, tendo a seguinte forma:
Re(xh l‘g) = E(ZE%JT% + ZE?I’%R(I‘M 1'2))

Associado a esta fungao H, temos um campo vetorial Xy , chamado
Campo Hamiltoniano, dado por:

Xu (21, 22,91, 9%2) = (Y1, Y2, —atr — 5196? + 0., R, vicg — bﬂ% + 0, Re)

Este campo vetorial d& origem a um fluxo no R*, indicado por ¢/, e os
conjuntos de nivel, da funcao H,, sao chamados niveis de energia e eles sao
invariantes pelo fluxo ¢; <. A origem (0,0, 0, 0) é uma singularidade do campo
Xp., localizada no nivel zero de energia. Os autovalores de dXg_(0,0,0,0)
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4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

sao {v, —v,ia, —ia}. Portanto, a origem (0,0,0,0) é uma singularidade do
tipo sela-centro, localizada no nivel zero de energia. Isso vale para qualquer
valor do parametro €. Sistemas Hamiltonianos com um equilibrio sela-centro
é um tépico muito explorado na literatura. Alguns trabalhos importantes,
sobre esse tema, sao [18], [25], [24], [27] e [26].

O objetivo deste trabalho é estudar algumas propriedades da dinamica
dessa familia de sistemas hamiltonianos, restrita a certos niveis de energia
(niveis de energia que satisfazem algumas condigées), quando o valor do
parametro € é pequeno. A analise sera feita a partir de uma orbita periddica
['g, fixada em cada nivel de energia F, segundo o Lema:

Lema 1.1.1 Seja E > 0. Existe uma curva 'y : R — R*, com as sequintes
propriedades:

1. T'g € uma drbita periddica de Xy, com energia E e periodo T = T(E),
para qualquer valor de parametro e.

2. A curva I'g tem a sequinte forma: T'g(t) = (0,22(t),0,y2(t)).

Esse lema sera provado no capitulo 3. Para cada E > 0, esta orbita ['g €
escolhida, por meio de uma anélise do campo Xy, sobre o plano (invariante)
{1 = y1 = 0}. E fundamental notar que a oOrbita I'p de Xy, é a mesma
(como uma curva no R%), tem o mesmo perfodo e a mesma energia, para
qualquer valor de parametro e. Em relacao a esta orbita, temos:

Teorema 1.1.1 Sejam E > 0 e I'g a orbita dada pelo Lema 1.1.1. Supo-
nhamos que o periodo T = T(E) satisfaca a sequinte condigdo:

{aT #2km : k € Z}

Entao existe ¢g = €o(E), tal que se |e| < ey, entdo valem as sequintes
condicoes:

1. T € eliptica no nivel de energia HZ'(E).

2. Existe uma orbita I, de Xp_, com energia E, hiperbélica no nivel de
energia, tal que U e 'y estao linkadas em H7'(E).

O item 1 do Teorema 1.1.1 nos diz que se a1 nao for multiplo inteiro
de 27, entao a orbita I'g, de Xy, é eliptica no nivel de energia, para |e|
pequeno. O estudo da Transformagao de Poincaré dessa orbita de Xy , no
nivel de energia, pode ser reduzido ao estudo de um difeomorfismo, que



1.1. RESULTADOS PRINCIPAIS )

preserva drea, ¢ : Q0 — Q., onde Q. C R? é uma vizinhanca de (0,0) e este
ponto é um ponto fixo eliptico.

Em relagao ao item 2 do Teorema 1.1.1, ele afirma que existe uma o6rbita
[y, de Xp., com energia E, hiperbdlica no nivel de energia, tal que I'g e
[, formam um enlace de Hopf. A existéncia dessa dérbita hiperbdlica, na
situacao em que o nivel de energia é pequeno e uma condi¢ao de convexidade
no nivel zero (o nivel do equilibrio sela-centro) é satisfeita, nos permite fazer
uma possivel conexao entre os resultados deste trabalho e os resultados de
[12] e [13].

A condicao do Teorema 1.1.1, em que oI nao é multiplo inteiro de 2,
indica que certos niveis de energia serao excluidos de nossa andlise. De fato,
teremos que excluir mais niveis de energia (impor mais restri¢oes). Como foi
dito acima, o estudo da Transformacao de Poincaré da oérbita I'g, de Xy,
no nivel de energia, pode ser reduzido ao estudo de um difeomorfismo, que
preserva drea, 1. : Q. C R? — ., cuja origem é um ponto fixo eliptico.
Impondo condigoes sobre os autovalores de di)(0,0), é possivel utilizar o Te-
orema da Forma Normal de Birkhoff (ver [14] e [23]), que nos garante que a
expressao de 1), em coordenadas polares (6, r), tenha uma expressao bem de-
finida, que depende de alguns coeficientes, chamados invariantes de Birkhoff.
Na nossa andlise, faremos uso de um desses invariantes, o chamado primeiro
invariante de Birkhoff. E possivel garantir que o Teorema da Forma Normal
de Birkhoff possa ser aplicado ao estudo da Transformacao de Poincaré de
I'g, em H_'(F), excluindo-se mais alguns niveis de energia. Tendo em vista
isso, definiremos o seguinte conjunto de energias (criticas):

J={E € (0,+00) : aT # 2km, kn, "= 27 . | ¢ 7}

727 3

Observemos que se F € J, entao a hipotese do Terema 1.1.1 é satisfeita.
Em relacao a uma vizinhanca de I'g, no nivel de energia, podemos afirmar:

Teorema 1.1.2 Existe uma funcao' Ig : J — R, tal que se E € J e
Ig(E) # 0, entdo existe ¢g = €y(FE), tal que se | € |< €, entao existem
toros invariantes, pelo fluxo de Xy, , com energia E, que se acumulam na
orbita I'g.

Em relacao a este Teorema, se E € J, a érbita ['g, de Xy, é eliptica no
nivel de energia e o Teorema da Forma Normal de Birkhoff pode ser utilizado
para a correspondente Transformagao de Poincaré, ¢, : Q. — €., quando |e|
é pequeno. Em particular, quando € = 0. O primeiro invariante de Birkhoff,

1Ip faz referéncia a invariante de Birkhoff. Assim, I5(F) representa o primeiro invari-
ante de Birkhoff para o caso ¢ = 0.
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para € = 0, pode ser expressado, nessas condi¢oes, como uma func¢ao da ener-
gia E. Definimos esse nimero real como sendo Ig(F). Isso define a fungao
Ip = 15(F). Se Ig(E) # 0, entao, para € suficientemente pequeno, o primeiro
invariante de Birkhoff correspondente a . : 2, — €., também, é nao nulo.
Portanto, a aplicacao de Poincaré 1., em coordenadas polares, satisfaz uma
condigao Twist (ver [14]); além disso, ela satisfaz as hip6teses do Teorema do
Twist de Moser (ver [23]). Logo, existem curvas fechadas, invariantes por 1.,
que se acumulam no ponto fixo eliptico (0,0) € Q.. Essas curvas fechadas
e invariantes, quando vistas ao longo da orbita I'g, correspondem a toros
invariantes, com energia F, que se acumulam em I'g. Veremos que no caso
e = 0, o dominio de ¥q : Qg — g é inteiramente folheado por curvas fecha-
das e invariantes por vy, cuja dinamica de 1), restrita a tais curvas fechadas,
é conjugada a uma rotagao. Portanto, os toros invariantes do Teorema 1.1.2
podem ser vistos, para o caso € # 0, pequeno, como toros sobreviventes do
caso € = (. Poderfamos nos questionar se algum dos toros invariantes, para
o caso € = 0, é destruido pela perturbacao. Nesse sentido, o proximo Teo-
rema nos da uma condicao suficiente para que alguns desses toros invariantes
sejam destruidos, pela perturbacao.

Teorema 1.1.3 Sejam E € J e ' a orbita periddica do Lema 1.1.1. Su-
ponhamos que as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas:

2. /0 x3(s) sin{2a(T — s)}ds # 0;

Entao existe ¢g = €9(E) > 0, tal que se |¢| < €, entao existem zonas de
instabilidade, em H7'(E), que se acumulam em T'g.

Nas hipoteses do Teorema 1.1.3, a érbita 'y de Xy, é eliptica no nivel
de energia, para |e| pequeno. A correspondente Transformacao de Poincaré
satisfaz uma condicao twist. Na Teoria de Aplicagdes Twist, uma zona de
instabilidade (ver [2]) é uma regiao anular invariante, cujo interior nao contem
curvas rotacionais invariantes. Nessas regioes invariantes, ocorrem alguns
dos fendmenos mais interessantes relacionados a Teoria de Aplicacoes Twist,
tais como existéncia de conjuntos de Aubry-Mather (ndo triviais) e entropia
topoldgica positiva. Assim, as zonas de instabilidade, descritas no Teorema
1.1.3, sdo regides invariantes entre toros invariantes (sem toros invariantes
em seu interior), com dinamica twist, se acumulando em I'g, dentro do nivel
de energia. Para provarmos este resultado de destruicao de toros invariantes,
fazemos uso de um critério perturbativo de destruicao de curvas rotacionais
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invariantes para aplicagoes twist. Esse critério (assim como algumas de suas
propriedades) estd descrito em [28] e [29]. A hipdtese 2, do Teorema 1.1.3,
esta relacionada a este critério.

Diante do resultado do Teorema 1.1.3, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 1.1.1 Seja E € J e suponhamos que que as condig¢oes do Teorema
1.1.3 sejam satisfeitas. Entdo, eziste € = €o(E) > 0, tal que se |e| < €y, com
e # 0, entio o fluro de Xy, restrito a HZ'(E), tem entropia topoldgica
positiva.

Este resultado segue do Teorema 1.1.3 e de um resultado de [1], que
relaciona, para aplicacoes twist, curvas rotacionais invariantes e entropia to-
poldgica positiva.

Ao longo deste texto, destacaremos alguns niveis de energia que satisfa-
zem as nossas hipéteses. De fato, por meio da influéncia do comportamento
dindmico préximo ao equilibrio sela-centro (0, 0,0, 0), localizado no nivel zero
de energia, mostraremos que “um conjunto grande de valores de energia”,
proximos ao nivel zero, satisfazem as nossas hipéteses.

O texto estd organizado da seguinte maneira. No capitulo 2, faremos
uma revisao de alguns aspectos da Teoria de Sistemas Hamiltonianos que
irao estar presentes ao longo deste texto.

No capitulo 3, iremos estudar algumas propriedades dinamicas da familia
de sistemas hamiltonianos, definidos em (1.1). Neste capitulo, provaremos
o Lema 1.1.1 e o Teorema 1.1.1. Além disso, definiremos a aplicacao de
Poincaré para estudo da dinamica de Xy , proximo a orbita I'g, sobre o
nivel de energia. Desta forma, teremos uma familia de aplicagoes de Poincaré
associadas a érbita ['g. Colocaremos algumas questoes, relacionadas a essa
familia de aplicagoes, que irao conduzir o andamento do restante do texto.

No capitulo 4, estudaremos uma mudanca de coordenadas para o estudo
das Transformacgoes de Poincaré associadas a érbita I'g, via a Forma Nor-
mal de Birkhoff. Neste ponto, é colocada a importancia de saber se algum
invariante de Birkhoff é nao nulo. No capitulo 5, estudaremos o primeiro in-
variante de Birkhoff, para essa familia de aplica¢oes. Por meio deste estudo,
provaremos o Teorema 1.1.2 e concluiremos que, em certas condigoes e em
coordenadas convenientes, as aplicacoes de Poincaré, associadas a érbita ['g,
correspondem a aplicacoes twist simpléticas exatas. Com o objetivo de provar
o Teorema 1.1.3, no capitulo 6, apresentaremos um critério para a analise de
destruicao de curvas rotacionais invariantes para aplicagoes twist e o capitulo
7 trata de expressar este critério nas coordenas da secao de Poincaré cons-
truida. Parte dos cédlculos, envolvidos nessa parte, estao no Apéndice A. E
importante destacar que cada curva rotacional invariante, pela aplicacao de
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Poincaré, corresponde a um toro invariante, pelo fluxo hamiltoniano, sobre
o nivel de energia.

No capitulo 8, analisaremos, com mais detalhes, o critério de destruigao
de curvas rotacionais invariantes, estabelecido nas coordenadas da secao, e
provamos o Teorema 1.1.3 e o Corolario 1.1.1. O texto contém um segundo
apéndice que trata da andlise da intersecao entre variedades estavel e instavel,
associadas a uma subvariedade invariante normalmente hiperbdlica, introdu-
zida no capitulo 2. Este apéndice tem como objetivo dar uma complementar
as informacoes dinamicas da familia de sistemas hamiltonianos, introduzido

m (1.1), dadas no capitulo 2.

Em [4] e [5], os autores estudaram fluxos geodésicos em grupos de Lie
nao compactos. A andlise, nestes trabalhos, se reduzem ao estudo de um
sistema hamiltoniano com caracteristicas proximas ao estudado neste texto.
O estudo destes dois trabalhos motivou algumas questoes que sao tratadas
no texto.



Capitulo 2

Teoria de Sistemas
Hamiltonianos.

O objetivo, deste capitulo, é introduzir alguns conceitos (nomenclaturas) e
resultados relacionados a teoria de Sistemas Hamiltonianos, que irao aparecer
ao longo desse texto, assim como tratar de alguns exemplos, que podem au-
xiliar na compreensao do resultado do texto. Os leitores mais familiarizados
podem passar, diretamente, ao préximo capitulo.

2.1 Sistemas Hamiltonianos

Suponhamos H : R® — R, funcao de classe C%. Associamos, a H, o seguinte
campo vetorial:

Xy :R*—R"
( ) s OH OH O0H OH
q1;---54n; P15 -3 Pn ap17"'7 apnv aq17"'7 8qn

Este campo ¢ uma campo vetorial de classe C!, chamado campo hamil-
toniano associado a funcao H, sendo esta funcao chamada de funcao hamil-
toniana. A equacao de Hamilton associada a funcao H consiste da seguinte
equacao diferencial ordinaria:

. _ 0H(q,p)
q ap ?

__0H(g,p)

dq
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Portanto, uma solucao da equagao de Hamilton associada a H consiste
em uma trajetoria do campo Hamiltoniano Xg. Poderiamos, da mesma
forma, considerar funcoes H dependendo do tempo. Ou seja, a fungao H
dependeria de uma varidvel real a mais ¢, H = H(q,p,t). Nesse caso, o
campo Hamiltoniano seria nao-autonomo. Para o caso auténomo, a funcao
H é uma integral primeira do campo hamiltoniano X . Assim, os conjuntos
de nivel da funcao H, que sao chamados niveis de energia do sistema, sao
invariantes pelo fluxo do campo Xyg.

A Teoria de Sistemas Hamiltonianos surgiu como uma formulacao alter-
nativa para as Leis de Newton da Mecanica Cléssica. Para ilustracao disso,
consideremos o movimento de uma particula de massa m, no espago R",
de coordenadas (qi, ..., ¢ ), submetida a agdo de uma forga conservativa F.
Nesse caso, existe uma funcao diferenciavel V' : R® — R, talque:

F(q) =-VV(g)

A fungao V é chamada energia potencial do sistema. A energia cinética
é dada por:

Eein = zn: m;QZQ

=1

A energia total é dada por Er = E.;, +V e é uma quantidade conservada
pelo sistema, ou seja, é uma integral primeira associada a equacao de segunda
ordem, que esta associada a Lei de Newton:

i) = ——-VV(4(t) (2.1)

O momento linear da particula é definido como: p = mgq. Escrevendo a
funcao energia nas variaveis posicao e momento, obtemos:

H(q,p) = i i +V(q)

2m

Entao, a equagao de Hamilton, associada a funcdo H = H(q,p), é dada
por:
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Observemos que esta equagao é equivalente a equacao (1), diante da
relacao: p = mq. De um modo geral, é mais conveniente tratar equagoes
diferenciais de primeira ordem a equacoes diferenciais de segunda ordem.

Em Sistemas Hamiltonianos, o espago R?", das varidveis (g, p) é chamado
espaco de fase do sistema. O espaco R™ das variaveis ¢ é chamado espaco de
configuracao dos sistema.

Exemplo 2.1.1 Hamiltoniano associado ao fluxo geodésico de uma métrica
hiperbolica no semiplano y > 0:

(V2 +1)).

y2
H<x7y7pa:apy) = Z

Este exemplo esta contido em [19], que contém muitos outros exemplos inte-
ressantes. Outros exemplos podem ser encontrados em [3].

Exemplo 2.1.2 Consideremos a Hamiltoniana H : R*> — R, dada por:

o2
H(z,y) = o T cos .

Temos que a equacao de Hamilton associada é dada por:

' =y,
y = —sinz.

O retrato de fase do campo Hamiltoniano Xg(z,y) = (y, —sinx) € esbogado
na Figura 1.

Os niveis de energia de H corresponde aos conjuntos Sp = {(z,y) :
y = £v/2(F +cosx)}. Portanto, para E > 1, Sg serd a unido de dois
graficos invariantes. Devemos notar que o campo Xy possui as sequintes
singularidades:

{Qn=2mm,0):neZ} e{P,=(2n+1)7,0):necZ}

Os pontos QQ, sdao elipticos, enquanto os pontos P, sao hiperbolicos. Os
pontos hiperbolicos estao no nivel de energia H = 1 e vale a sequinte relagao
entre as variedades invariantes de singularidades hiperbolicas de Xy :

W (P,) = WY(P,_y), Vn € Z

Exemplo 2.1.3 Consideremos, agora, a sequinte Hamiltoniana, dependente
do tempo e de um parametro €, H, : R? x R — R, dada por:
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)

e

Figura 2.1: Retrato de Fase da equagao diferencial do péndulo.

2

H.((x,y),t) = % — cosx + ex sinwt

Nesse caso, a equacao de Hamilton associada € dada por:

A
T _ya
Yy = —sinx — esinwt.

Podemos analisar o campo Hamiltoniano Xy, como uma perturba¢ao do
campo Hamiltoniano do exemplo anterior, do pendulo, sendo o termo per-
turbativo dependente periodicamente do tempo. Em casos assim, em que a
hamiltoniana é dependente do tempo, ela nao serd mais uma integral primeira
da equacao de Hamilton.

E possivel mostrar que para € suficientemente pequeno, para todo n € 7,
teremos uma singularidade do campo P,(€), dependendo diferenciavelmente
do parametro €, tal que P,(0) coincide com as singularidades hiperbdlicas do
exemplo anterior. Tinhamos W*(P,(0)) = W*(P,41(0)). Porém, em [35],
mostra-se que para € # 0, pequeno, as variedades invariantes deizarao de
coincidir. Além disso, elas passam a se interceptarem transversalmente, ou
seja, W5(P,(€)) M W (P,41(€)) # 0. Este sistema passa, entdao, a ter um
comportamento cadtico, conforme discutido em [35].

O préximo exemplo apresenta alguns resultados do sistema hamiltoniano
analisado em [5] e [4]. Conforme comentado na secao 1 deste texto, este
exemplo motivou algumas das questoes deste trabalho.



2.1. SISTEMAS HAMILTONIANOS 13

Exemplo 2.1.4 (Hamiltoniana de [4] e [5].) Os trabalhos [5] e [4]
tratam do estudo de fluros geodésicos em grupos de Lie nao compactos, as-
sociados a métricas invariantes a esquerda. Em particular, considera-se o
grupo de Lie Ty, das matrizes de ordem 4 e triangulares superiores, com o
elemento 1 na diagonal principal. Em [5], hd uma exposicdo sobre como a
dinamica de certos fluxos geodésicos, invariantes a esquerda, podem ser es-
tudados por meio de uma sistema hamiltoniano no R*, via um processo de
reducao simplética. O sistema hamiltoniano obtido, neste processo, é dado
pela sequinte hamiltoniana:

2H = 2° + (X? = 5 + > + Y2 + ¢ — 2X?Y?

Estamos utilizando as notagoes de [4] e [5], onde trabalha-se com coorde-
nadas (X,Y,z,y) € R*. Assim, a Hamiltoniana pode ser reescrita como:
.%2 + y2 OéQYQ Y4 X2 X4

H= — - X?%Y?
> Tt SRR

Em [4}] e [5], mostra-se a existéncia de um horseshoe para essa familia de sis-
temas hamiltonianos (a andlise depende do parametro «). Apresentaremos,
a sequir, as principais etapas neste processo. Sequiremos por partes.

e Dado € > 0,consideremos a familia de aplicacoes h, : R* — R4, defini-
das por:

hE(X7 Y7 x? y) = (X7 %7 x? %)

Seque que h. conjuga o fluxo do campo Xy ao fluzo do campo F,., dado
por:

F(X,Y,z,y) = (,y, X —2X3 4+ 2eXY? —a?Y +2Y X? — 2¢Y3)

Devemos notar que, apesar de a transformacdo h. nao estar definida
para € =0, o campo F,. estd bem definido para e =0 e € dado por:

FO(X7 Y,a:,y) = (a:,y,X - 2X37 —Oé2Y + 2YX2)

e Analisemos algumas propriedades do campo Fy. Consideremos a se-
guinte subvariedade:

S={(X,Y,z,y) eR*: X =2 =0}
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Esta é uma subvariedade invariante pelo fluzo do campo Fy. Além
disso, S é normalmente hiperbdlica para o fluxo de Fy. Dessa forma,
vamos determinar as variedades estdavel e instavel (indicadas, respecti-
vamente, por Wy (S) e Wi (S)). Consideremos a func¢ao h : R* — R,
dada por:

h(X7 Y,x,y) = '1'2 + (X2 - %)2
Essa funcao h € uwma integral primeira do campo Fy. Além disso,
por meio dessa funcdo e analisando o comportamento do campo nas

diregoes (X, x), € possivel verificar que:

Wo'(S) = Wy (8) = h™'(3)

=

A subvariedade S €, ainda, invariante pelo fluro do campo F., para
qualquer € > 0. Além disso, S € normalmente hiperbolica para o fluzo
de F,, para qualquer €.

Sobre o conjunto S~ W§(S), o fluvo de Fy ¢ dado por:

(2.2)
Y(t) = C()Yo(t + to)Clm(t + to), Yy = Y

{X(t) = tsech(t + to), x(t) = Ftangh(t + to)sech(t + to)
Onde {Yy,Y1} € uma base do espago de solugoes da sequinte equagdo
diferencial ordindria:

Y" 4+ {a? — 2sech?(t)}Y (2.3)
Se Y(0) =Yy, e Y(0) = Yo, evige-se:
W = Yy0Yo1 — Yo1Yoo #0

Para € # 0, suficientemente pequeno, temos as subvariedades estdvel e
instdvel, relacionadas a S, W (S) e W (S). A andlise da interse¢ao
entre essas variedades invariantes pode ser feita por meio da funcdo
de Melnikov, que mede a “e-separacao”entre elas, podendo nos dar in-
formacgao sobre intersecao transversal entre essas variedades. A func¢ao
de Melnikov pode ser vista como uma funcdo definida sobre Wi (S)~.S.
Para caracterizar este conjunto, utilizamos as igualdades (2.2) e (2.3),
e, assim, épossivel trabalhar com coordenadas (to, co,c1). Dessa forma,
a funcao de Melnkov pode ser escrita como:
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m(to, Co, Cl) = m00C(2) + 2m016001 + mnc%

Onde: m;; = /cj(s)Y;(s)Y}(s)ds e q(s) = 2sech®(s). Observemos que

R
essa representacao, da funcao de Melnikov, depende da escolha de uma
base {Yy, Y1} para o espaco de solugoes da equagao (2.3).

Portanto, nessas coordenadas, a funcao de Melnikov é uma forma quadrdtica.
Pontos onde ocorrem intersecao transversal entre W (S) e W (S)

estao relacionados a zeros nao degenerados da fun¢ao m = m(ty, co, c1).

e Em [5], por meio da escolha da sequinte base, para o espago de solugoes
de (2.3), Y;(0) =1 —j e Y;(0) = j, mostra-se que se o # 1, entdo hd
zeros nao degenerados da funcao de Melnikov. Ou seja, hd interse¢ao
transversal entre W (S) e W7 (S), para € suficientemente pequeno.

Em [4], “por meio de uma escolha mais especifica”de base {Yy, Y1},
mostra-se que vale a mesma conclusao para qualquer o € R.

Portanto, o fluro do campo F, tem um horseshoe e o mesmo vale para o
campo hamiltoniano Xg. Assim, o fluxo de Xy tem entropia topolégica
positiva.

Sistemas Hamiltonianos podem ser definidos em espacos mais gerais que
os espacos euclidianos R?". Observemos que o campo Hamiltoniano Xy,
associado & funcao H : R*™ — R, pode ser obtido do campo gradiente de
H, VH, por meio de:

Xy = JoVH, onde: Jy = (_(}’é (I)d).

Observemos a relagao direta entre o campo Xy e a funcao H.
d.H(v) =(VH(z);u) = (—Jo Xy (x),v) = (Xg(z); Jov)

Diante disso, definimos a seguinte aplicacao bilinear em R?":

Q:R™ xR — R
(u, v) — (u; Jov)
Segue que:
dH =ix, ) (2.4)

Essa relagao determina o campo Xy por meio da aplicacao bilinear 2.
Essa analise nos permite estender a nocao de sistemas hamiltonianos para
espacos mais gerais: as variedades simpléticas.
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2.2 Geometria Simplética

Algumas propriedades, relacionadas a Sistemas Hamiltonianos, tais como au-
tovalores de uma aplicagao de Poincare de uma orbita periédica, podem ser
melhor compreendidas num “contexto simplético”. Uma 6tima introducao a
geometria simplética pode ser encontrada em [31]. Uma variedade simplética
consiste de uma variedade diferenciavel, na qual o espago tangente em todo
ponto possui uma estrutura de espaco vetorial simplético que varia diferen-
ciavelmente com o ponto. Sendo assim, definiremos, inicialmente, um espaco
vetorial simplético.

Definigao 2.2.1 Um espago vetorial simplético é um par (V,Qq), onde V ¢
um espago vetorial real de dimensdo m e Qy: V XV — R € uma aplicag¢ao
bilinear e anti-simétrica que satisfaz:

LV Vv

Definida por Q5(v) = Qo(v, ), € ndo degenerada, ou seja, € um isomor-
fismo.

Espacos vetoriais simplético possuem dimensao par. Para ser mais pre-
ciso, se (V,€y) é um espago vetorial simplético, entao existe uma base de V/,
{e1,...,en, f1, ..., [n}, satisfazendo a seguinte condicao:

Qole, fj) = 6i5 € Qolei,ej) =0=Qo(fi, f;), Vi, 7.

Em tal base, a aplicagao {2y se escreve da seguinte forma:

Qo(u,v) = (u, Jov), onde, Jy = (—(%(11 éd>

Se (V1,4) e (Va, Q22) s@o espagos vetoriais simpléticos, entao um simplec-
tomorfismo linear, entre eles, consiste de um isomorfismo linear satisfazendo:
Ty = €. A existéncia da base acima implica que todo espaco vetorial
simplético é simplectomorfo a (R?", Q). O conjunto dos simplectomorfismos
linear de um espacgo vetorial simplético pode ser indentificado com:

Sp(n) ={A € GL(2n,R), AJyA = Jo}

Trata-se de um grupo com a operagao de multiplicacao de matrizes. Mais
a frente, quando falarmos de autovalores da aplicacao de Poincaré de uma
orbita periédica de um sistema Hamiltoniano, voltaremos a destacar algumas
propriedades deste grupo.
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E importante destacar alguns tipos de subespagos vetoriais de um espagco
vetorial simplético. Ao contrario de um produto interno, que quando res-
trito a um subespaco vetorial continua sendo um produto interno, a forma
simplética pode deixar de ser uma forma simplética.

Sejam (V, Q) um espagco vetorial simplético e W C V um subespago ve-
torial. Associado ao subespaco W, definimos o seguinte outro subespaco,
chamado ortogonal simplético de W:

Wt ={veV:Qwu)=0YuecW}
Assim, dizemos que:
e W é isotrépico, se W C W+,
e W é coisotrépico, se W+ C W
o W ¢ isotrépico, se W = W+,

Néo ¢ dificil verificar que vale (W+)t = W e também vale a seguinte
relacao:

dimV = dimW + dimW+= (2.5)

Diante dessa pequena introducao aos espagos vetoriais simpléticos, pas-
semos as variedades simpléticas.

Defini¢ao 2.2.2 Uma variedade simplética é um par (M,w), onde M € uma
variedade simplética e w € Q*(M) é uma 2-forma fechada e nao-degenerada.

Observemos que se (M,w) é uma variedade simplética, entao (1,M,w,)
¢ um espacgo vetorial simplético para todo p € M. Logo, a dimensao da

variedade M tem de ser par. Além disso, M tem que ser orientavel, pois w"
define uma forma de volume sobre M.

Exemplo 2.2.1 (R?",wy) € uma variedade simplética, onde utilizando coor-
denadas (qy, ..., Gns D1, -, Pn) Para R*™ wy é dado por:

Wo = i dg; N\ dp;
i=1

Exemplo 2.2.2 Consideremos a 2-esfera S* C R3. Definimos:

wp(u,v) = (p;u X v),
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onde, u,v € T,S*, p € S%. (S*,w) € uma variedade simplética.

E importante destacar que a unica esfera que admite uma estrutura
simplética é a esfera de dimensao 2. H4& restricoes de natureza topoldgica
(além da dimensao). Ver [21] para maiores detalhes.

Exemplo 2.2.3 (Fibrados Cotangentes)
Seja M™ uma variedade e consideremos o seu fibrado cotangente w : T*M —
M. Consideremos a 1-forma em T*M :

A p) (V) = P(d(apT(V))
Essa 1-forma € chamada 1-forma de Liouville. A 2-forma:
w = —da

define uma estrutura simplética em T*M.
Localmente em T*M, com coordenadas (qi, ..., qn, P1, -, Pn), teremos:

o= zn:pida:i e wy = Xn:d%‘ A dp;
i=1 i=1

Um fato importante sobre as variedades simpléticas é que, se duas delas
possuem a mesma dimensao, entao elas sao, localmente, equivalentes. Para
formalizar isso, vamos definir essa nocao de equivaléncia.

Definigao 2.2.3 Sejam (My,w) e (Ms,ws) variedades simpléticas. Dizemos
que um difeomorfismo @ : My — My € um simplectomorfismo se p*ws = wy.

Observemos que se ¢ : M; — My é um simplectomorfismo, entao sua
diferencial dp : T,My — T, M3 é um simplectomorfismo linear.

O proximo teorema, chamado Teorema de Darboux, nos diz que quaisquer
duas variedades simpléticas, com mesma dimensao, sao localmente simplec-
tomorfas.

Teorema 2.2.1 Sejam (M?*",w) variedade simplética e p € M. Ezistem V,,
vizinhanca de p em M, Vp, vizinhanca da origem em R*™ e um difeomorfismo
v Vo — V, tal que:

Y*'w = wy, onde wy € a forma canonica.

Diante de uma estrutura simplética em uma variedade, podemos falar em
sistemas Hamiltonianos na variedade. A defini¢ao é muito natural, tendo em
vista a equagao (2).
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Definigao 2.2.4 Sejam (M?",w) variedade simplética e H : M — R uma
funcgao diferencidvel. O Campo Hamiltoniano associado a funcao H, deno-
tado por Xy, € definido pela sequinte relagao:

dH = z'XHw.

Observacao 2.2.1 Observemos que, como w € nao-degenerada, existe e €
unico um campo vetorial definido por essa igualdade. O fato de w ser fechada
nos garante que o fluxo, associado ao campo Xy, € um simplectomorfismo
em todos os instantes.

Se consideramos a variedade simplética (R*", wy), a definigao acima coin-
cide com a definicao de campo Hamiltoniano dada no inicio da subsecao
anterior. Quando dizemos uma func¢ao Hamiltoniana definida num espaco
R?", est4 implicito que a estrutura simplética é a canonica.

Vamos a alguns exemplos de Sistemas Hamiltonianos em variedades.

Exemplo 2.2.4 Sejam (M", g) uma variedade riemanniana e mw : T*M —
M seu fibrado cotangente com sua estrutura simplética ususal. Definimos:

H:T*M — R
(z,p) — =

Onde || p ||z € a norma em T} M, induzida por g,. O sistema Hamiltoniano
associado a H representa o fluro geodésico associado a métrica g. A projecao
das trajetorias de Xy em M correspondem as geodésicas da métrica g.

Exemplo 2.2.5 Consideremos (M",g) uma variedade riemanniana, V :
M — R uma funcgao diferencidvel e m : T*M — M o fibrado cotangente
com a estrutura simplética usual. Definimos:

H:T"M — R
(,p) — 1 + V(2)

Esse tipo de sistema representa uma generalizagao de Hamiltonianos da
Mecanica Cldssica.

Destacaremos alguns tipos de subvariedades de uma variedade simplética.
Ao contrario do que ocorre em geometria riemanniana, onde uma métrica no
espaco ambiente induz uma estrutura riemanniana na subvariedade, tornando-
a riemanniana, uma subvariedade associada a uma variedade simplética pode
nao ser simplética (por exemplo, uma subvariedade de dimensao fmpar).
Nesse sentido, é conveniente estabelecer algumas situagoes.

Supondo (M?*", w) variedade simplética e N C M uma subvariedade, seja
t: N — M a inclusao.

Dizemos que:
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N é isotrépica, se:
Vp € N, T,N é subespago isotrépico de (T,M, w,).

Nesse caso, dimN < dimM

N é coisotropica, se
Vp € N, T,N ¢é subespaco coisotrépico de (1,M,w,)

Nesse caso, dimN > dimM

N ¢é Lagrangiana, se:
Vp € N, T,N é subespago Lagrangiano de (7,M,w,)

Nesse caso, dim N = n. Uma outra forma de expressar essa condicao,
seria dizendo que *w = 0.

N ¢é simplética, se:
Vp € N, T,N ¢é subespago simplético de (1,M,w,)

Nesse caso, dim/N é um numero par. Outra forma de expressar essa
condicao, seria dizendo que 7*w é uma forma simplética sobre V.

A seguir, dois exemplos importantes:

Exemplo 2.2.6 Sejam (M*", w) variedade simplética e H : M — R uma
funcao diferenciqvel. Suponhamos ¢ € R wvalor reqular de H. Segue que o
nivel de energia ¥, = H~'(c) é uma hiperficie de M tal que:

Vpe M, T,%, = Ker(d,H)

Observemos que Xy € tangente a Y., pois Y. € invariante pelo fluzo de Xy .
Seja S C Y. subvariedade de codimensao 2 em M, que € transversal ao campo
Xy em .. Entio, S € uma subvariedade simplética de (M,w). Ver [35],
para maiores detalhes.

Exemplo 2.2.7 Consideremos (T*M,w) o fibrado cotangente de uma va-
riedade diferencidvel M, munido da estrutura simplética usual. Seja n €
QY M). Associado a esta 1-forma n, temos uma subvariedade em T*M, que
corresponde ao grdfico de n:
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Ly ={(x,n,) € T"M : 2z € M}

Temos que T, é subvariedade Lagrangiana de (T*M,w) se, e somente se,
dn = 0.

Pensemos no caso em que n € exata. Assim, 3 u : M — R diferencidvel
tal que n = du. Seja H : T*M — R diferencidvel. A subvariedade T', €
invariante pelo fluzo do campo Xy se, e somente se:

H(z,d,u) = constante, Vo € M

Ou seja, u € solucao da equacao de Hamilton-Jacobi associada a H. Con-
cluimos que subvariedades Lagrangiana exatas, que sao invariantes pelo fluxo
de um sistema Hamuiltoniano, correspondem a uma solucao da equacao de
Hamulton Jacobi do sistema.

2.3 Andilise de Orbitas Periédicas

O estudo local do comportamento das trajetérias de um campo, préximos
a uma Orbita periddica, pode ser feito por meio de uma anélise da trans-
formacao de Poincaré associada & érbital. E importante analisar os autova-
lores da diferencial da transformacao de Poincaré no correspondente ponto
da érbita. Como a transformagao de Poincaré pode ser escrita em termos do
fluxo, existe uma relagao entre os autovalores da diferencial da aplicacao de
Poincaré e da diferencial do fluxo. Vamos analisar um pouco essa situacao,
para o caso de Sistemas Hamiltonianos.

Sejam (M?" w) uma variedade simplética e H : M — R uma fungao
diferenciavel. Suponhamos ¢; o fluxo do campo Hamiltoniano associado a
H, Xy, e p € M um ponto periédico de Xy, com periodo T" > 0. Assim,
conforme discutido na se¢ao anterior, o7 : M — M é um simplectomorfismo
e, sua diferencial, d,r : T,M — T,M é um simplectomorfismo linear. E
possivel descrever algumas propriedades do espectro de simplectomorfismos
lineares. Faremos essa andlise num contexto mais geral.

Seja (V2" Q) um espago vetorial simplético. Fixada uma base simplética
para (V,Q), como foi estabelecido acima, podemos identificar o conjunto
dos simplectomorfismos lineares de (V) com o seguinte subconjunto de
matrizes:

Sp(n) = {A € GL(2n,R) : AT JyA = Jy},

Wer ([33]).
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onde a matriz Jy é dada por:

0, Id
he (0 1. >

Naturalmente, Sp(n) é um grupo com respeito a multiplicagado matricial
ese A € Sp(n), entao detA = 1.

A préoxima proposicao nos da uma propriedade muito importante do es-
pectro dessas matrizes.

Proposigao 2.3.1 Sejam A € Sp(n) e 0(A) o seu espectro. Se A € o(A),
entao \TL N AT € a(A). Além disso, A\, N1 X\, MY possuem, todos, a mesma
multiplicidade algébrica.

Portanto, os autovalores da diferencial do fluxo:
dppr : T,M — T, M,

satisfazem essa propriedade. Observemos, ainda, que Xg(p) é autovetor de
d,pr, associado ao autovalor 1. De fato, pela propriedade de fluxo, temos:

s 0 0i(p) = pr o ws(p), Vs, t € R.

Derivando com respeito a s, obtemos:

Ao, (p) Pt = X (ps(p))-

Fazendo s =0 e t =T, conseguimos que:

dppr(Xu(p)) = Xu(p).

Segue entao a afirmacao feita.
Seja ¥ uma secao local para o campo Xy em p. Assim, ¥ é uma subva-
riedade de codimensao 1 em M, satisfazendo:

T,S & {Xu(p)} = T,M, ¥g € 3.

Consideremos 1) : ¥ — 3, a aplicacao de Poincaré associada. Assim, ela
é escrita na forma:

onde T": ¥ — R ¢é uma funcao diferenciavel, que corresponde ao “tempo
de retorno”. Analisemos a diferencial de ¢ em p.
E possivel mostrar a seguinte relagao entre os polindmios caracteristicos:
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det(A\d — dyr) = (1 — N)det( M d — dy)

Concluimos? dessa relacdo que:

o(dpeT) = {1} Uo(dpy)

Vamos analisar, agora, essa situacao no correspondente nivel de energia.
Suponhamos H(p) = E e Wr = H'(E) um nivel regular de energia.
Definimos:

Yp=XNWg

Pela conservacao de energia, X é um subconjunto de ¥ invariante por
1. Definimos entao a sua restrigao:

Vo Xg — Xp, Yo = |s,

Observemos, ainda, que g ¢ uma subvariedade de codimensao 2 em M,
que esta contida em Wy, nivel regular de energia, e Xy é transversal ao campo
Hamiltoniano Xp. Segue, pelo exemplo 2.2.6, que Y g é uma subvariedade
simplética de (M?*",w).

Indicando por ¢ : ¥ — M a inclusao em M e definindo wg = i*w,
2-forma em X g, temos:

Proposicao 2.3.2 Nas condicoes acima, a aplicacao 1y : Y —> Xg €
difeomorfismo tal que: Yjwg = wg. Além disso, vale:

o(dppr) = {1,1} Uo(dyth)

Demonstragao: Ver [35]. O

Ou seja, a restricao da aplicacao de Poincaré ao nivel de energia da érbita é
um simplectomorfismo de (X g, wg).

Esses resultados sobre autovalores para Aplicacoes de Poincaré, em R*,
serao resumidos no proximo Lema, da maneira que serd aplicada neste texto.

Lema 2.3.1 Suponhamos H : R* — R uma funcao diferencidvel e p € R*
ponto cuja orbita, por Xy, € periodica com periodo T > 0. Entao valem as
sequintes afirmacaoes:

o o(d,d¥ : T,R* — T,R*) = {1,1,\,\"1}.

20 denota o espectro da aplicacio
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e Sejam X uma secdo transversal para a orbita periddica de p, em seu
nivel de energia, e ¢ : X — X a correspondente Transformacgao de
Poincaré. Entao:

o(dy) : T, — T,%) = {\, A1}

Demonstracao: Destacaremos os argumentos importantes na demonstracao
desse lema. Uma demonstracao completa das afirmacgoes, contidas neste
lema, podem ser encontradas em [35].

o A forma dos autovalores de um simplectomorfismo linear.
e 1 ¢ autovalor de d,¢% : T,R* — T,R*, associado ao autovetor X (p).

o Sep: X — X € a Transformagao de Poincaré, sobre o nivel de
energia, entdo X € uma subvariedade simplética de (R*,wp) e 1 € um
simplectomorfismo. Assim, o(dy) : T,X — T,5) = {\, A1}

e Vale a relagao:

U(dp¢¥) ={L,1} U {dp¢}'

O préximo exemplo nos mostra como o Lema 2.3.1 pode ser til para o
estudo da dinamica proxima a uma 6rbita periddica, restrita ao seu nivel de
energia, no momento de caracterizar o tipo de érbita em questao.

Exemplo 2.3.1 No contexto do Lema anterior, suponhamos suponhamos X
secdo para a orbita de p e X a restricdo da se¢cao ao nivel de energia. Assim,
dim = 3 edimXg = 2. Temos que X € uma subvariedade simplética de M.
Proximo a p € X g, podemos escolher o sistema de coordenadas do Teorema
de Darboux. Assim, nessas coordenadas, wg = dx A dy e a aplicagdo de
Poincaré, sobre o nivel de energia, pode ser vista como um difeomorfismo,
definido numa vizinhanca da origem, que preserva drea.

Utilizando o Lema anterior, teremos os autovalores de d,or como sendo
da forma {1,1, A, %}, onde {\, %} serao os autovalores da restricao da aplicagao
de Poincaré, dyi)y, ao nivel de energia.

Se A € R, com |\ # 1, entao a dérbita periddica € hiperbdlica no nivel de
energia e, pelo Teorema de Hartman-Grobman, a deriwada d,i)y determina o
comportamento dinamico local. Se A € S'\{—1,1}, entdo a drbita ¢ eliptica.
Nesse caso, a primeira derivada € insuficiente para descrever a dinamica
local e precisamos recorrer a derivadas de ordem superior. Posteriormente,
voltaremos a explorar essa situacao.
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2.4 Aplicacoes Twist Simpléticas

Existe um modelo discreto de sistemas dinamicos para o estudo de certos
sistemas hamiltonianos, trata-se das aplicacoes twist simpléticas. Analisa-
remos algumas propriedades dessas aplicacoes, quando definidas em S' x R
(tais resultados se estendem a aplicagoes definidas em S! x [a, b], ver [14] para
maiores detalhes). As aplicagoes twist podem ser definidas em T" x R", que
corresponde ao fibrado contangente do toro n-dimensional, ou até mesmo
em fibrados cotangentes mais gerais (ver [14]). Podemos pensar que estas
aplicagoes representam a aplicagao fluxo, de certos sistemas Hamiltonianos,
em um instante to. A reciproca é verdadeira. Dada uma aplicagao twist
simplética, é possivel encontrar um sistema Hamiltoniano, em geral depen-
dente do tempo, que a represente, no sentido de ela ser o fluxo hamiltoniano
num certo instante de tempo.
No que segue, adotaremos as seguintes notacgoes:

e S'=R\ZouS'=R\ 27Ze A=S'xR.

e Um ponto x € A é representado pelas seguintes coordenadas =z =
0,7) € S* x R.

e Em A, temos a estrutura simplética usual, vinda do fibrado cotangente

de S*:

A=rdf ew=—d\=df Ndr.

p: R? — A é o recobrimento universal de A.

7:R? — Rerm: A — S! representam as projecoes na primeira
coordenada.

V(x) = Ker(d,m), 7 : A — S'. Trata-se do subespago vertical de
T, A. Podemos identificar: V(z) = {0} x R, z = (0,r).

A seguir, a definicao de aplicacao twist simplética, em S! x R

Definicao 2.4.1 Seja f : S' xR — St x R um difeomorfismo de classe C*,
satisfazendo as sequintes condicoes:

1. f € isotopica a Id de A.

2. (Condi¢ao Twist) Existe € > 0 tal que:

Vo € A, e <dy(mo [)(0,1) <1
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3. f € um simplectomorfismo exato de A.

Nesse caso, dizemos que f é uma aplicacao tuist simplética sobre A.
Em relagao a esta definicao, faremos algumas observacoes.

Observacao 2.4.1 Temos:

1. A primeira condi¢ao significa que f preserva orientacdo e os bordos de
A. Trata-se de uma condicao muito natural para aplicacoes que provém

de fluzos.

2. A terceira condicdo nos diz que existe uma funcdo diferencidvel s :
A — R tal que:

ds = f*)\— A

3. E possivel encontrar F : R? — R? difeomorfismo de classe C', que
seja levantamento de f, F(z,y) = (X,Y), satisfazendo as sequintes
condicoes:

o [ ¢ isotopica a Id.
o Kriste € > 0 tal que:
e < P(z,y) <21 V(z,y) e R
e FEuxiste uma funcao S : R* — R, diferencidvel, tal que:
F*ydx — ydx = dS
Assim, F' é um simplectomorfismo exato de R2.

4. A condicao twist pode ser vista, entdo, como uma mudanca de coorde-
nadas:

’QZ)F . R2 — R2
(z,y) = (z, X(z,9))

Nessas coordenadas, a sequinte relagao € estabelecida entre F' e S:

_ 98 _ s _
Flr,y)=(X,)Y) e 55z=Y e 5 =y
Essa equivaléncia nos permite caracterizar as orbitas de F' como pon-
tos criticos de um certo funcional. Ezploraremos essa relacdo mais a
frente.
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Vejamos a alguns exemplos.

Exemplo 2.4.1 Seja f : A — A, dada por:
fO,r)y=(0+a+ar,r)

Onde ay # 0. Temos que f é uma aplicacdo twist simplética. Observemos
que A € folheado por circulos invariantes por f:

A=[]Js" x{r}
reR
Além disso, a dinamica de f, sobre cada um desses circulos invariantes, €

topologicamente conjugada a uma rotacio em St.

Exemplo 2.4.2 Seja € > 0. Definimos:

foA— A
(0,7) = (0 41+ 5= sin 270, r + 5= sin 270)

Para ¢ = 0, temos o exemplo anterior. A medida que € cresce, aqueles
circulos invariantes do exemplo anterior vao deixando de existir. Para e > 0,
suficientemente grande, nenhum circulo ird “sobreviver”.

A seguir, enunciaremos um resultado que nos permitira dar outros exem-
plos. Além disso, esse resultado estabelece uma relagao entre aplicagoes twist
simpléticas e sistemas Hamiltonianos no R?, conforme mencionado no inicio
desta subsecao.

Proposicao 2.4.1 Suponhamos:

H:R2xR—R
((Ivy)7t) = Ht(xay)

Funcao de classe C?, com as sequintes propriedades:

1. H; é 2m-periodica em x e periddica em t.

2. V(z,y) € R?, T (2,y) > 0.

3. Emiste K >0, tal que:

sup || dXg, ||< K
RQ
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entdo, existe 5 > 0 tal que se t € (0,0), entdo:
ol R? s R?

€ o levantamento de uma aplicagao twist simplética em A.
Demonstragao: Ver em [14]. O

Por meio dessa proposigao, temos os seguintes exemplos:

Exemplo 2.4.3 Consideremos a Hamiltoniana do péndulo, analisada no
exemplo 2.1.2. Aplicando a proposi¢ao anterior, € possivel verificar que existe
d > 0, tal que para t € (0,9), o fluro hamiltoniano, associado, no instante
t, o : R? — R?, serd o levantamento de uma aplicagao twist simplética
f: A —= A, onde A =S'xR. Projetando-se a andlise feita, no exemplo
2.1.2, em A, obtemos a situacao esbocada na Figura 2.2

Figura 2.2: Curvas invariantes para a aplicacao do exemplo 2.4.3.

Este exemplo mostra uma aplicacao twist que possui muitas curvas inva-
riantes. Devemos notar que o ponto P, que € a projecdo dos pontos P, (ver
exemplo 2.1.2), é um ponto fixo hiperbdlico de f. Nesse caso, as variedades
mvariantes serao a uniao de duas curvas invariantes por f, que sao graficos
Lipschtiz sobre St. Estes grdficos sao Lipschtiz, mas nao sao suaves.

Exemplo 2.4.4 Consideremos, agora, a Hamiltoniana do exemplo 2.1.5.
Aplicando a proposicao 2.4.1, existe § > 0, tal que para t € (0,9), o fluro
hamiltoniano, associado, no instante t, ¢, : R* — R?, serd o levantamento
de uma aplicagao twist simplética f. : A — A. Observemos que fy € aplicagao
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analisada no exemplo anterior. Projetando-se em A a andlise feita no exem-
plo 2.1.3, para cada € # 0, pequeno, teremos um ponto fixo hiperbolico P,
de f.. Nesse caso, as variedades invariantes associadas deizam de coincidir,
como no caso € = 0 e passam a se interceptar transversalmente, produzindo a
existéncia de pontos homoclinicos transversais. Este sistema possut entropia
topoldgica positiva.

Observacao 2.4.2 Analisando os dois ultimos exemplos, podemos dizer que
a perturbagao destruiuv as curvas invariantes do exemplo 2.4.3, que corres-
pondem as separatrizes do ponto fixo hiperbdlico. A destruicdo destas curvas
mwvariantes pela aplicagao twist f, produziu um ponto homoclinico transver-
sal. Essa situagao em que temos uma aplicagdao twist f. = fo+ o(€), em que
a perturbacao destroi uma curva invariante para a aplicacdo fo, produzindo
um ponto homoclinico transversal, e, portanto, entropia topoldgica positiva,
serd explorada neste texto.

Como pode ser observado, por meio desses exemplos, “esses circulos in-
variantes” desempenham um papel importante no estudo da aplicagoes twist.
Faremos, desse conceito, um guia para o estudo dessas aplicagoes.

Consideremos f : A — A uma aplicacao twist simplética e F' : R? —
R? levantamento de f. Para analisar as propriedades desses “circulos invari-
antes”, temos a seguinte definicao.

Definicao 2.4.2 Uma curva rotacional invariante para a aplicagao twist f
€ um subconjunto I' C A, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. T é uma curva C°, fechada e sem auto-intersecoes.

2. T € invariante por f. Ou seja, f(I') =T.

3. T' é homotopicamente nao trivial.

Sobre a estrutura desses conjuntos, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.2 Seja I' C A wuma curva rotacional invariante para f.
Entao, existe uma funcao 1 : S' — R, funcao Lipschitz, tal que:

I'=Graf(v) = {(z,¢(x)) : x € S}
Demonstragao: Ver [25]. O

Portanto, se I' C A é uma curva rotacional invariante para f, entao I' é
um grafico Lipschitz sobre sua projecao S'. Seguird, entao, que a projecao
7 |p: T — S' é um homeomorfismo. Logo, como I' é invariante por f,
a aplicacdo 7 | projeta a dinamica de f sobre S!. Sendo assim, torna-se
natural tentar definir a no¢ao de niimero de rotagao de uma érbita.
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Definigao 2.4.3 Seja (xy, yr)rez wma orbita de F. O nimero de rotagao da
orbita € definido pelo sequinte limite, quando existe:

T — Zo

lim
k— 400

Seja g : S* — S!, definido por:
g=(mr)ofo(m|r)"

Temos que g ¢ um homeomorfismo de S' que preserva orientacao. Segue,
entao, que fica associado um numero de rotacao ao homeomorfismo g, ou
melhor, fica associado um niimero de rotagao as érbitas de f em I'. Utilizando
a teoria de Poincaré para homeomorfismos de S!', temos uma boa descricao
das possibilidades para a dinamica de f sobre uma curva rotacional invariante
I' C A. Maiores detalhes podem ser encontrados em [16].

E importante destacar que o conjunto de todas as curvas rotacionais inva-
riantes para a aplicagao f, que denotaremos por C(f), pode ser vazio, como
foi observado no exemplo 2.4.2. Além disso, o conjunto C'(f) é um subcon-
junto fechado de A, pois cada curva é um grafico invariante Lipschitz, com
constante Lipschitz limitada, dependendo da aplicacao f (ver [2]). Analisare-
mos algumas propriedades do complementar de C'(f) em A, U(f) = A\C(f).

Uma curva C' C A, fechada, continua e mergulhada em A, é chamada
curva rotacional quando é homotopicamente nao trivial. Um subconjunto
A C A é chamado sub anel essencial quando é homeomorfo a A e contém
uma curva rotacional.

Em relacao as componentes conexas de U( f), temos a seguinte proposigao:

Proposicao 2.4.3 Toda componente conexa de U(f) ou € um disco topolégico
limitado ou € um sub anel essencial. Além disso, temos:

1. Quando uma tal componente € um disco topoldgico D, esse disco €
periddico, isto é, exviste N € N tal que f¥ (D) = D.

2. No caso de uma componente conexa ser um sub anel essencial, o bordo
dela serd ou um grdfico invariante, ou S' X {4+o00} ou S' x {—oc}.

Demonstragao: Ver [2]. O

No caso do exemplo 2.4.3, dado anteriormente, é simples observar, proje-
tando o retrato de fase do péndulo em A, uma componente conexa do tipo
disco. Componentes do tipo sub anel essencial podem ser observadas no
exemplo 2.4.2. Muitos fendmenos dinamicos interessantes de uma aplicacao
twist simplética ocorrem nas componentes conexas tipo sub anel essencial
(componente anelar).
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Definicao 2.4.4 Uma componente anelar de U(f) é chamada zona de ins-
tabilidade de f.

Em relagao a essas regioes, temos:

Proposicao 2.4.4 Seja A C A, uma zona de instabilidade para f, tal que
0A=C_UC,. Entao*:

WH(C_)NW(CL)NA#D
Demonstragao: Ver em [6] e [20]. O

Um belo resultado sobre a dinamica de uma aplicagao twist, que relaciona
curvas rotacionais invariantes com entropia topolégica e sera fundamental
para concluirmos o Corolério 1.1.1, é apresentado a seguir.

Proposigao 2.4.5 Suponhamos f : S' x [a,b] — S' x [a,b] uma aplicacio
twist, definida sobre o anel compacto, tal que a restricio de f aos bordos
tenha nimeros de rotagio py e p1, com py < p1. Se* hip(f) = 0, entdo
f possui uma curva rotacional invariante, com niumero de rotag¢ao w, com
w € (po, p1)-

Demonstragao Ver em [1]. Hd, também, uma discussio sobre este resul-
tado em [14].

Observacao 2.4.3 Em [1], estuda-se a dindmica de uma aplica¢io twist
f, em anéis, que formam zonas de instabilidade. Em particular, € possivel
construir um conjunto compacto invariante K, associado a certas orbitas
(construidas a partir de sub e super solugoes do principio variacional), tal
que i, para algum q € N, € semi-conjugada a um shift de Bernoulli.

2.5 Teoria de Aubry Mather

Como foi observado no exemplo 2.4.2, ao variarmos o parametro e, curvas
rotacionais invariantes vao sendo destruidas. Para e suficientemente grande,
tais curvas deixam de existir. Poderiamos nos questionar se alguma propri-
edade relacionada a essas curvas ainda persiste no sistema, mesmo apds sua
destruicao. Essa questao pode ser analisada através de um principio varia-
cional associado a aplicagoes twist. A perturbacao do sistema pode destruir
a curva rotacional como objeto geométrico do sistema, mas as propriedades

3W" e W* denotam as variedades instdvel e estavel associada ao respectivo conjunto.
4hiop(f) representa a entropia topoldgica da aplicagdo f.
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variacionais da mesma persistem. Dentro desse ponto de vista, poderiamos
dizer que a curva nao seria destruida, mas seria transformada em um outro
tipo de conjunto, que também ¢é um grafico, porém pode-se mudar as pro-
priedades topoldgicas e de regularidade das curvas rotacionais. Esses novos
conjuntos sao os chamados conjuntos de Aubry Mather. Faremos uma breve
estudo sobre eles.

Iremos supor ao longo dessa secao que f : A — A é uma aplicagao
twist simplética, com levantamento fixado F' : R?> — R? e funcao geradora
S:R? — R.

Conforme foi mencionado, é possivel associar um principio variacional as
orbitas de uma aplicacao twist. Fixemos m,n € Z, com m > n, e a,b € R.
Consideremos o seguinte conjunto:

Qv =A{(xn, .y zm) € R a, = ae xy = b}

Notemos que QZ;” pode ser identificado como conjunto de sequéncias
finitas que conecta o ponto a € R, no instante n, ao ponto b € R, no instante
m, como “um caminho discreto”. A comparagdo com um espaco de curvas
absolutamente continuas para se definir a acao de um sistema Lagrangiano é
muito instrutiva, como pode ser observado em [19] e [3]. Observemos ainda
que podemos fazer a seguinte identificacao QZZ” ~ Rm L

Definimos o seguinte funcional:

W QZ;” — R
Dado por:
m—1
W(z) = Z S(wi, Tig1)

A associacao entre érbitas de F' e pontos criticos desse funcional é dada
pela seguinte proposicao:

Proposicao 2.5.1 Um segmento (v, ...,Tm) € Q33" € a projecdo de uma
orbita (xy, yr)rez de F, satisfazendo x, = a e x,, = b se, e somente se, €
ponto critico de W.

Isso nos permite falar em oOrbitas minimizantes, como aquelas érbitas
em que qualquer segmento finito é minimizante para o respectivo funcional
acao. Ou seja, é um ponto de minimo do correspondente funcional W. Nesse
sentido, temos a seguinte propriedade de curvas rotacionais invariantes.

Proposicao 2.5.2 Seja I' C A wma curva rotacional invariante para a
aplicacao f. Entao, o levantamento de toda orbita de I' € minimizante.
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Essa propriedade de minimizacao das curvas rotacionais invariantes ¢ uma
propriedade interessante no sentido de nao estar relacionada a métodos per-
turbativos.

E possivel modificar esse principio de pontos criticos, na proposicao 2.5.1,
de modo a se analisar apenas Orbitas periddicas.

Se (x)rez é uma sequéncia de reais, entao dizemos que (xy)rez é tipo
(m,n), quando:

Thin = T +m, Vk € Z.

Observemos que se (Zg, Yk )rez € uma 6rbita de F', que é o levantamento
de uma érbita periddica de f, entdo existem (m,n) € Z x N, tal que:

Thyn = T + M € Ypgn, = Yi, Vk € Z.

Nesse sentido, diremos que a érbita é tipo (m,n). E possivel mostrar,
ainda, que Orbitas periddicas tipo (m,n) possuem nimero de rotacdo, se-
gundo a definicao 2.4.3, dado por .

Indiquemos por §2,,, 0 espago das sequéncias reais do tipo (m,n). Ob-
servemos que um elemento = € 2, ,, fica completamente determinado por n
pontos, (21, ..., z,). Portanto, identificamos €2,, ,, & R™. Definimos o seguinte
funcional:

Win : Qmn — R

) )

Dado por:

n—1

Wm,n(x) = S(l’n, T+ m) + Z S(IZ, CL’Z‘_H).

i=1
Temos o seguinte principio de pontos criticos:

Proposicao 2.5.3 Um ponto x € €1, € a projecio de uma orbita tipo
(m,n) para F se, e somente se, € ponto critico de W, .

Observemos que se xj ¢ ponto critico de W, ,,, entao, naturalmente, te-
mos uma Orbita periddica. De fato, teremos:

Yk+n = —%(xlwrm xk+1+n) = —%(l’k + M, Tit1 + m) = _%<xk7xk+l) = Yk

Isso vale para todo k € Z.

Gostariamos de analisar, agora, a existéncia de o6rbitas periddicas do tipo
(m,n), que sejam minimizantes. Para isso, faremos uso do seguinte lema
auxiliar, que é uma consequéncia da condigao twist.
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Lema 2.5.1 Vale o seguinte limite:

lim  S(z,X) = +oc.

I1X —al—o0

Consequéncia disso serd o fato de que se (yx)r € {y € Q. y1 € [0,1]} €
klim | yr ||= 400, entao klim Winn(yr) = +00. Segue entao que se k > 0
—>00 —>00

é suficientemente grande, entao W, | (=00, k]({y € Qun = 11 € [0,1]} é
limitado e, por continuidade, é fechado. Logo é compacto e W, ,, alcancara
um minimo neste conjunto. Com isso, esbogamos a ideia da prova de parte
da seguinte proposicao:

Proposigao 2.5.4 Dados (m,n) € Z x N, Wy, @ Q. —> R possui um
ponto de minimo. Assim, existem orbitas minimizantes com todo niumero de
rotacao racional. Além disso, por um processo de limite, € possivel concluir
a existéncia de orbitas minimizantes com niumero de rotacao irracional.

Assim, existem Orbitas minimizantes com todo nimero de rotagao real.
Gostariamos de analisar, num certo sentido, o conjunto formado por todas as
orbitas, com um dado ntimero de rotacao, e que sejam minimizantes. Para
melhor caracteriza-lo, vamos introduzir as seguintes defini¢oes.

Definicao 2.5.1 Um subconjunto M C R? ¢é dito F-ordenado quando for
invariante por F e satisfizer a sequinte condi¢ao:

Se 21,20 € M, com m1(21) < m1(22), entdo: m (F(z1)) < m(F(z2)),

onde 7 : R? — R é a projecao na primeira coordenada. A seguir, a
definicao de conjunto de Aubry Mather.

Definigcao 2.5.2 Um conjunto de Aubry Mather para F é um subconjunto
M C R? que € fechado, F-ordenado e invariante por translacoes inteiras.

Quando falarmos em conjuntos de Aubry Mather, estaremos nos referindo
a eles como subconjuntos do R? ou suas projecoes em S' x R. A seguir,
descreveremos algumas propriedades desses conjuntos.

Proposicao 2.5.5 Seja M C R? conjunto de Aubry Mather para F. Entdo:
1. Todas as orbitas de M possuem o mesmo numero de rotacao.

2. M é um grdfico Lipschtiz sobre sua projec¢io m(M).
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3. A dinamica de f sobre p(M) € topologicamente conjugada a dindamica
de um homeomorfismo g : St — S, que preserva orientacdo, sobre
um subconjunto fechado e invariante.

E possivel construir diversos tipos de conjuntos de Aubry Mather para
uma aplicacao twist. Podemos dar o seguinte exemplo de conjuntos de Au-
bry Mather. Suponhamos a € R. Consideremos o conjunto M, C R? for-
mado pelo fecho de todas as translacoes inteiras de dérbitas minimizantes,
com numero de rotacao «. Assim, M, é um conjunto de Aubry Mather.
Observemos que uma curva rotacional invariante é um conjunto de Aubry
Mather, formado a partir de érbitas minimizantes. A seguir, resumiremos os
resultados desta secao, relacionando-os com os conjuntos de Aubry Mather.

Proposicao 2.5.6 Seja f : A — A aplicacao twist simplética, com levan-
tamento F : R? — R2. temos:

1. F possui orbitas minimizantes com todo nimero de rotacio em R.

2. FEssas orbitas minimizantes estao contidas em certos conjuntos fechados
e invariantes, os conjuntos de Aubry Mather, que sao grdficos Lipschtiz
sobre suas projegoes.

3. A dinamica de f, sobre esses conjuntos, € topologicamente conjugada a
dinamica de um homeomorfismo de S', que preserva orientacao, sobre
um subconjunto fechado e invariante de S*.

Esse teorema nos permite analisar os tipos de dinamicas de uma aplicagao
twist sobre um conjunto de Aubry Mather, como também as possiveis estru-
turas topolégicas desses conjuntos. Suponhamos M C R? conjunto de Aubry
Mather, com nimero de rotagdo o € R. Entdo o € Q ou o ¢ Q. Assim,
temos as possibilidades®:

e a € Q; Nesse caso, p(M) ou é uma cole¢ao de érbitas periddicas, com,
possivelmente érbitas heteroclinicas, conectando duas delas, ou uma
curva rotacional invariante com nimero de rotagao racional.

o o ¢ Q; Nesse caso, p(M) ou é um conjunto de Cantor, com, possivel-
mente, orbitas homoclinicas em seus gaps ou é uma curva rotacional
invariante com numero de rotacao irracional.

SConsequéncia de rsultados de dindmica em S!. Ver [16].
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Sendo assim, ao destruirmos curvas rotacionais invariantes, como no exem-
plo 2.4.2, temos, ainda, um certo tipo de estrutura, a dos Conjuntos de Aubry
Mather, que ainda mantém algumas relagoes com as curvas rotacionais inva-
riantes.



Capitulo 3

Propriedades Dinamicas de Xy

O objetivo deste capitulo é provar o Teorema 1.1.1, que afirma que a Orbita
periédica T'g, de Xy, , é eliptica em certos niveis de energia, quando |e| é
pequeno. Além disso, construiremos a secao transversal para a andlise da
correspondente Transformacao de Poincaré, sobre o nivel de energia e faremos
algumas consideracoes sobre a dinamica deste campo vetorial.

3.1 Alguns resultados relacionados.

Consideremos a seguinte Hamiltoniana, dependendo de uma parametro e,
H, : R* — R, dada pela igualdade (1.1). Em relagio ao termo R, =
Rc(z1,x2), temos a seguinte observagao.

Observacao 3.1.1 Na maioria dos cdlculos que faremos, € suficiente supor
que R(z1,79) = exiz3. De fato, os outros termos se anulam nos cdlculos
que faremos.

Devido a esta observacao, podemos supor que a funcao H, : R* — R
tenha a seguinte forma:

2 2 2.2 2.2 4 4
yi + vy a‘x ali bix box
H(z1, 22,11, y2) = 12 2+ 21_ 22+ 41+ 42_5$%$§>

onde a, v # 0 e by, by > 0. Temos o Campo Hamiltoniano:
X, = (y1, y2, —%x1 — b1a3 + 2ex123, V229 — boxl + 2ex977).
E a equacao de Hamilton:

37
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Ty = Y,

[
‘r2 - y27

/ 2 3 2
Yy = —a‘ry — bixy + 2ex 73,

yh = V2x9 — byl + 2exo1S.

Observemos que se € = 0, entao o comportamento desse sistema nas
varidveis (x1,y;) é independente do comportamento do sistema nas varidveis
(2,y2). Dizemos, nessa situagao, que o sistema estd desacoplado. O com-
portamento do sistema nas varidveis (x1,y;) é dado por um Hamiltoniano
Hy, = Hy(x1,31) e o comportamento do sistema nas variaveis (zq,y2) é dado
por um Hamiltoniano Hy = Hs(xs,ys). Hy e Hy podem ser escritos como:

2 2 OCQZEQ b ZE4
Hy(ay, ) = £+ Vi) = 2+ 4+ =,

(3.1)
2 2 9.9 4
Y Y vew box
Hy(xa,92) = 32 + ‘/2(902)52 5 ! —24 3

Para e # 0, o sistema nao esta mais desacoplado, porém ainda vale:

Lema 3.1.1 Sejam M; = {(x1, 29,91, y2) € R*: (z;,4;) = (0,0)}, ondei =1
ou 1 = 2. Entao valem:

o M e My sao invariantes pelo fluxo do campo Xy ;

e O fluxo de Xy, em My € conjugado ao fluxo de Xy, e o fluro de Xp,
em My € conjugado ao fluxo de Xy, .

Demonstracao: O campo Xy, € tangente a My e a My. Para o caso My,
temos naturalmente um difeomorfismo m : My — R? e se 2 € M,, entdo
d.m(Xp. (2)) = Xpy(ma(z)). Segue destes fatos que my € uma conjugagao
entre 0s fluxos dos dois campos. O caso My € andlogo. [

Os retratos de fase dos campos bidimensionais Xy, e Xp, sao esbocados
nas Figura 3.1 e Figura 3.2, respectivamente.

Nesse ponto, podemos demonstrar o Lema 1.1.1, enunciado na introducao.
Demonstracao do Lema 1.1.1:Fixemos um nivel de energia £ > 0 e seja
20 = (0,0,0,4) € R, onde Hy(0,4%) = E. Pelo lema anterior, segue que
a orbita de zp, por Xy , é periddica, para todo € € R, e seu periodo nao
depende do parametro e. Além disso, esta érbita tem a seguinte forma:

¢ (20) = (0, 22(t), 0,2(t))
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)Y
N

Figura 3.1: Retrato de Fase do sistema Hamiltoniano Xy,

Onde t — (z2(t), y2(t)) é¢ uma drbita periddica de Xp,, érbita com energia
E. Nas condigoes em que fixamos o ponto zy, o periodo de sua orbita pode
ser visto como funcao da energia, no Sistema Hamiltoniano H,. Isso conclui
a demonstragao do Lema 1.1.1. [

Um dos objetivos, desta secao, ¢ analisar como o tipo de orbita de zy, em
seu respectivo nivel de energia (eliptica ou hiperbdlica), depende do nivel de
energia F e do parametro €. Nesse sentido, teremos:

Teorema 3.1.1 Suponhamos que o periodo T da orbita de zy e o coeficiente
a satisfacam: oT ¢ {2km : k € Z}. Entao existe ¢ > 0 tal que se € €
(—¢€o,€0), a orbita de zy € periddica eliptica em seu nivel de energia.

A classificacao do tipo de 6rbita periddica de zp, em seu nivel de energia,
est4 relacionada aos autovalores da derivada d.,¢% : T,,R* — T, ,R*. Por
meio dessa relacao, é possivel reduzir a analise da classificacao da drbita
peridédica de zp, em seu nivel de energia, a uma analise de uma equacao
diferencial unidimensional de segunda ordem. De fato, definindo u. : R — R

por!:

u(t) = —a? + 2ex3(t)
Consideremos a equacao:
2" =wu(t)x (3.2)

Sejam x; = z1(t) e w3 = x3(t) as solugdes desta equagao, caracterizadas
pelas seguintes condicoes iniciais:

Lyg = m5(t) é a correspondente coordenada (coordenada 3) da érbita de zp.
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NI}

N\wZanlin
NV

Figura 3.2: Retrato de Fase do sistema Hamiltoniano Xp,. Nessa figura nao
estd sendo detalhado o comportamento das trajetérias que nao interceptam
0 eixo Y, pois essas trajetorias nao interferem na andlise feita neste texto.

{xl(())
Ig(O)

A partir destas duas solugoes especificas, definimos a seguinte funcao:

1, 27(0) = 0;
0,25(0) = 1;

o ml(t 6) + xg(ta E)
B 2

Por meio desta fungdo @ = &.(t), podemos classificar a érbita de z, em
seu nivel de energia:

Dc(t)

Proposigao 3.1.1 Se (&.(t))? € (0,1), entao a drbita de zy € eliptica em
seu nivel de energia. Se (P(t))? > 1, entdo a drbita de zy € hiperbdlica em
seu niwvel de energia.

Na se¢ao proxima secao, provaremos esta proposicao. Mostraremos, a
seguir, como ela implica o Teorema 3.1.1.
Demonstracao de Teorema 3.1.1: A equacao diferencial 2" = u.(t)x de-
pende diferenciavelmente do parametro €. Seque do Teorema da dependéncia
de equagoes diferenciais de parametros (ver [33]), que as solugoes x = x(t,€)
dependem diferenciavelmente do parametro e. Em particular, a funcao @ =
&(t,€) depende continuamente do parametro €. Calculemos, entdo, esta fungao
em € = 0. Nessa situagao, temos a equagao:

Pela defini¢ao das fungoes 1 = x1(t) e xo = z5(t), temos:
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1
x1(t,0) = cosaT e x9(t,0) = —sinaT
«

Logo, @o(t) = cosat. Assim, ®o(T) = cosaT. Pela hipdtese do Teo-
rema 1.1, temos que (Do(T))* € (0,1). Como a fungio & = ®(t) depende
continuamente do parametro €, existe €y > 0, tal que se € € (—¢g, €g), entao
(@(T))? € (0,1). Por meio da Proposicao 3.1.1, concluimos que a érbita de
2o € eliptica em seu nivel de energia. [

Na préxima secao, provaremos a Proposicao 3.1.1.

3.2 Demonstracao da Proposicao 3.1.1

O objetivo deta segao é provar a Proposicao 3.1.1. Para isso, baseados no
Lema 2.3.1, iremos estudar os autovalores da derivada do fluxo d,,¢7° :
T,,R* — T, R*. Seguiremos por partes.

1. O Polinémio Caracteristico de d.,¢r.
O fluxo de Xy, tem a seguinte forma?:

(2) = (Xa(t, 2), Xa(t, 2), YA (L 2), Ya(t, 2))
Segue que a derivada de ¢, ¢ pode ser, matricialmente, escrita por:

[0, X1 00, X1 0y, X1 0, X1 ]

0p Xo 05, Xo 0y, Xs 0, X0
d.¢p' =
00, Y1 0,1 0, Y1 01

Yy OnYy 0,Yy 0,%]

Sendo que estas derivadas parciais estdo sendo avaliadas em (¢,2). O
polinémio caracteristico de d,, qﬁ?ﬁ é dado por:

(A =0, X1 —0,,X) =0, X1 —0,X; |

0 Xo A—0,Xo —0,Xy  —0,X,
det(Nd—d.,¢%) = det
_8331}/1 _8952Yl A= aylifl _a

Y2

Vi

L _81‘13/2 _81‘2}/2 _ay1}/2 )\ - aygi/Q_

2Por um momento, omitiremos a dependéncia do parametro e.
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Por meio de propriedades da func¢ao determinante (vista como fungao
de seus vetores linha ou coluna), podemos escrever (trocando-se coluna

2 por coluna 3):

A0, Xy 0, Xy —0n,X)
L9, Xs 0, Xs A—0,,Xs
det(Md—d,,¢7°) = —det
_81‘1)/1 A— ayl}/l —89521/1
L _axli/é _aylva _8302}/2
(A—0, X1 —0,Xi —0,, X4 —0, X1 |
_82?1}/1 A - aylyi _aaf,‘gyl _aygifl
= det
—0;, X5 0y, Xo A=0,Xy —0,Xo
L _a’BlY2 —8y1Y2 _8I2Y2 A— ay2Y2_

—0, X1 |
_ay2X2

_8112}/1

A—=0,,Ys]

Onde a ultima igualdade foi obtida trocando-se a linha 2 pela linha 3.
Essa matriz 4 x 4 pode ser representada, da forma usual, por blocos de

matrizes 2 x 2. Dessa forma, podemos escrever:

By
— B

det(\d — d.,¢He) = det [

Diante dessa representacao, temos:

Lema 3.2.1 A matriz By € nula.
Demonstracao: A matriz By € dada por:

— B,
By

ay2 Yi (T’ ZU)

0y X1(T, 29) 0y, X1(T, z@}

B2 - |:81‘2)/1(T7 ZO)

(3.3)

Observemos que esta matriz corresponde a derivada da aplicagdo:

(I’g, yQ) = (XI(T7 07 T, 07 y2)7 }/I(T7 07 I, 07 yQ))

Avaliada em (x2,y2) =

(0,yF). Como a subvariedade M, definida na

secao 1, € invariante pelo fluzo de Xy , seque que esta aplicagcao é

identicamente (0,0). Portanto, By = 0g49. [
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Com isso, obtemos os dois préximos corolérios.
Corolario 3.2.1 O polinomio caracteristico de dZ0<b¥‘ ¢ dado por:
det(Ad — d, ) = det(By)det(By)

Demonstracao: Imediato a partir do lema anterior e da representacao
por blocos de matrizes 2 x 2 (igualdade 3.3). O

Corolario 3.2.2 Os autovalores da sequinte matriz:

A — 8x1X1(T, Zo) 8y1X1(T, Z())
aml}/l(T7 ZO) ay1Y1 (T7 ZO)
sao autovalores de d.,¢p : T,,R* — T, R*.
Demonstracao: Devemos observar que os autovalores de A corres-
pondem as raizes da equagao det(By) = 0. O

Observagao 3.2.1 A ideia, na sequéncia, serd analisar os autovalores
dessa matriz A, tendo em vista que eles sao autovalores de dZOgb?E e que,
pelo Lema 2.3.1, os autovalores de d.,énc sio da forma {\ A7, 1,1},
onde {\, \"'} sdo autovalores da correspondente derivada da aplica¢io
de Poincaré, no nivel de energia. A partir destes, podemos classificar

a orbita periodica sobre o nivel de energia.

2. A Matriz A.
Observemos que a matriz A corresponde a derivada da aplicacao:

<$17 yl) = (XI(T7 Iy, 07 Y1, yQE)7 )/I(Ta 1, 07 Y, y2E>>
avaliada em (x1,y;) = (0,0). Definimos as seguintes curvas auxiliares:

_ 99, _ 9¢("

z1(t) = 2, (20) € zo(t) = o (20)

Entdo, definindo a matriz A.(t) = dXy, (6 (%)), podemos caracte-
rizar essas curvas e a matriz A por:

Lema 3.2.2 Pela definicao das curvas z; € zy, temos:

® 2, € 2y Sao solucoes de:
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21 = A(t)z zh = A (t) 22
“1 2(0) = (0,0,1,0)

e [ndicando por m : R* — R?, T (®1, T2, Y1, Y2) = (T1,41), a pri-
meira coluna da matriz A é dada pelo vetor m(z1(T)) e a sequnda
coluna € dada pelo vetor m(z2(T)).

Demonstracao: O primeiro item seque de propriedades da derivada
da aplicagao fluro de uma equagao diferencial ordindria (ver [33]) € o
sequndo seque da definicao da matriz A. O

Devido a caracterizacao da matriz A, por meio das solucoes de 2’ =
Ac(t)z, vamos analisar melhor esta equagao. Observemos que, pela de-
finicao de A, e como a trajetéria de zy é da forma ¢ (z9) = (0, 22(t), 0, ya(t)),
podemos escrever:

0 0 10

0 0 0 1

A= —a? + 2exi(t) 0 0 0
i 0 v? — 3bya3(t) 0 0

Assim, por meio de blocos de matrizes 2 x 2, a matriz A, se escreve
como:

o[y S oweria- [ 5]

Com u(t)= — a® + 2ex3(t) e v(t)=1v? — 3baz(2).
)

Suponhamos z(t) = (z(t),y(t)) € R* x R? (ou seja, as curvas z e y
estao no R?) solugao de 2’ = A.(t)z. Entao:

=1y =t o) )= lode)

Logo:
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Portanto, a equacao se reduz a uma equagao diferencial ordinéaria, em
R?, de segunda ordem:

Procedendo da mesma forma, escrevendo a solucao desta equacao como
z(t) = (x1(t), z3(t)) € R x R, obtemos:

ue(t)xy

v(t)xs

&\

I
1
8 8
wI—I
— 1
I
| ——|

£
S~
~
~—
<
= <@
~—
|
1
8 8
W =
| I
I

Logo:

{x'l’ = u(t)ry

xh =v(t)xs

Tendo em vista essas simplificagoes da equagao z’ = A.(t)z e as condigdes
iniciais no Lema 3.2.2, podemos concluir:

o A curva z; = z(t) tem a forma 21 (t) = (z1(t), z3(t), 2\ (t), 25(t)),
onde:

] = u(t)r;
x1(0) = 1;
71 (0) = 0;

o A curva zp = z5(t) tem a forma zy(t) = (z1(t), 23(t), 2} (t), 25()),
onde:

2] = ue(t)x;
1U1(0> = 0;
z1(0) = 1;

Baseado nessas informacoes, podemos representar a matriz A da se-
guinte forma:

Proposicao 3.2.1 Seja M = M(t) a matriz dada por:

Onde:
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) = uc(t)x; xh = uc(t)xs
z1(0) = 1; e § x3(0) =0;
1(0) = 0; 73(0) = 15

Entao: A = M(T).
Demonstracao: Seque da andlise feita acima e do Lema 3.2.2. [J

Essa caracterizacao da matriz A nos permite escrever, para o seu po-
lindbmio caracteristico:

Corolario 3.2.3 O polinomio caracteristico da matriz A tem a se-
gquinte forma:

21(T) + 25(T) '

pa(A) = A2 — 20\ + 1, onde: & = .

Demonstragao: Observemos que a matriz M = M(t) é matriz fun-
damental da sequinte equacao:

Logo, pela Férmula de Liouville (ver [33]), o determinante de M(t) é
dado por:

det(M(t)) = det(M(0))e® = det(M(0)) = 1,Vt € R

Como A = M(T), o polinémio caracteristico de A tem a sequinte
forma:

pa(N) = A% =20\ + 1, onde: 2P € o trago de M(T).
Seque o resultado. [J

Observacao 3.2.2 Convém ressaltar que esse niumero @ pode ser visto
como fungao de T (periodo da orbita) e do parametro €. De fato, as
solugoes x1 = x1(t) e x3 = x3(t) dependem do parametro e. Assim:

P — x1<T7 6) + xé(Ta E)
B 2
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Assim, escreveremos @ = P (T) para representar este nimero, da
forma como ele aparece no enunciado da Proposicao 3.1.1.

Diante dessas propriedades, vamos demonstrar a Proposicao 3.1.1.
Demonstragao da Proposigao 3.1.1: Suponhamos A\; e Ay autovalores de
A. Entao:

M=D(T) + /P2NT) —1e X =D(T) — \/P)(T) — 1
Temos: A - Ay = 1. Consideremos as situacoes:

o O(T) € (0,1). Nesse caso, \i e Ay tém parte imagindria ndo nula.
Seque que Ao = A\y. Assim, | A1 |,| Ao |= 1. Obtemos que:

A, €{zeC:|z|=1}\{-1,1}.

Como os autovalores de A sao autovalores de d, ¢ (Coroldrio 3.2.2)
e tendo em vista o Lema 2.5.1, concluimos que \1 e Ay sao autovalores
da Transformacao de Poincaré, sobre o nivel de energia, da orbita de
29. Segue que a orbita é eliptica em seu nivel de energia.

e &*(T) > 1. Nesse caso, \1 € Ny sio reais, com mddulos diferentes de 1.
Por um argumento andlogo ao caso anterior, concluimos que a orbita
de zy € hiperbdlica no seu nivel de energia.

Concluimos assim a demonstra¢ao da Proposi¢ao 3.1.1. [J

Uma vez provado o Teorema 3.1.1, indicaremos, a seguir, as principais
etapas para se concluir a demonstracao do Teorema 1.1.1.
Demonstragcao do Teorema 1.1.1: Pelo Teorema 3.1.1, para completar-
mos a demonstracao do Teorema 1.1.1, resta a andlise da orbita hiperbolica
Iy, Definimos a orbita Iy como sendo a drbita no plano invariante Mo,
com energia X no sistema hamiltoniano bidimensional Xpg,. Procedendo de
forma andloga ao que foi feito em relagdo a drbita eliptica, para |€| pequeno,
termos que Iy € hiperbdlica em seu nivel de energia. As drbitas I'g e I'p
estao linkadas no nivel de energia H-'(E). O

3.3 Construcao da Transformacao de Poin-
caré

Nesta segao, construiremos a Transformagao de Poincaré para a andlise da
dinamica préxima a érbita periddica eliptica I'g, no nivel de energia. Anali-
sando a dinamica da aplicacao de Poincaré, para o caso ¢ = 0, colocaremos,
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na sequencia, algumas questoes que irao nos conduzir as demonstragoes dos
Teoremas 1.1.2 e 1.1.3.

Mostramos, entao, que todo dado E > 0, existe ¢g = ¢(E) > 0, tal
que, quando |e| < €, a 6rbita ['g, construida no Lema 1.1.1, é eliptica no
nivel de energia. Na sequéncia, construiremos uma se¢ao transversal para o
estudo da Transformacao de Poincaré, restrita ao nivel de energia. Para isso,
consideremos o seguinte conjunto:

5= {(z1,22,y1,52) € R* 1 2y = 0},
Vamos decompor este conjunto, considerando os seguintes subconjuntos:
5t ={(w1,m9,y1,52) ERT 1 xg =0 e yp > 0}
X0 ={(z1,29,y1,92) ER* 29 =0 e yp = 0}
27 ={(z1,72,y1,52) €R* t w2 =0 e yp < 0}

O conjunto X° = M, (conjunto introduzido anteriormente), que é uma
subvariedade invariante pelo fluxo de Xp, . Os conjunto X" e X~ sdo segoes
transversais a 6rbita I'p (segoes transversais em R*).Restringindo essas segoes
transversais ao nivel de energia, obtemos secoes sobre o nivel de energia.
Tendo em vista isso, definimos os seguintes conjuntos:

Yp=YNH Y E)e X" =Xt"nHY(E).
Segue que o conjunto X'g pode ser escrito como:
Yp=XiUX%uXy.

Assim, X} e X sdo secoes transversais para a érbita I'g, sobre o nivel
de energia, e X% ¢ uma drbita periédica de Xp,, com energia E (esta érbita
corresponde a uma orbita periédica do sistema hamiltoniano bidimensional
Xp,, com energia E).

Notemos que se (x1, Z2,91,y2) € X, entao:

g BTkt bt
2 2 4

Segue que Xg é uma superficie, contida no nivel de energia, que é difeo-
morfa a esfera bidimensional S2. Um esboco, desta situacdo, é indicado na
préxima figura (Figura 3.3).

Os conjuntos X}, e X7, secoes transversais para a 6rbita 'z, correspon-
dem aos hemisférios da esfera. O equador X% é uma érbita periédica, que
corresponde ao bordo das segoes transversais X, e Y. Para o estudo da
Transformacao de Poincaré da érbita I'g, restrito ao nivel de energia, utiliza-
remos a segao X}, Esta é uma, contida no nivel de energia, que é a imagem
da aplicacao:
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Figura 3.3: A esfera Y.

7:Q0 —R*

(:L‘lvyl) = (xhovylag(mlayl))‘ (34)
Onde © é uma vizinhanca de (0,0) € R?, dada por:
2 062$2 1'4
O={(z,y1) € R?: ¥ + &5 4 14 gy,

E a aplicagdo g = y(x1, 1) é dada por:

2 2.2 1
_ Y a’x bix
y(x1,1n) = \/2{E - (51 + 5 L+ %)} (3.5)

Observemos que  é um subconjunto do R?, que é invariante pelo fluxo
do campo hamiltoniano bidimensional Xpg,. Este conjunto {2 pode ser de-
composto como uma uniao de érbitas periddicas de Xp,, 6rbitas com energia
menor que E. A superficie X}, segao transversal para a érbita 'y de Xp,,
sobre o nivel de energia F, nao depende do parametro €.

Na sequéncia, analisaremos o comportamento da correspondente Trans-
formagao de Poincaré, segundo o parametro € ser nulo ou nao.

e Caso ¢ = (. Vamos analisar a Transformacao de Poincaré da orbita
periddica 'y, de Xp_, no caso em que € = 0, e no caso em que o' #
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2km, Vk € 7Z. Nessas condicoes, a Transformagao de Poincaré esta
definida na segao X (definida na segdo inteira), e seu estudo pode ser
feito através de um simplectomorfismo ¢, : {2 — €2, definido no sistema
de coordenadas da se¢ao X7,. Temos que ((0,0)) € Q é um ponto fixo
eliptico de .

A dinamica da aplicacao de Poincaré 1, é simples. O seu dominio €2 é
folheado por curvas fechadas e invariantes por 1)y, que sao as mesmas
curvas fechadas que aparecem na Figura 3 (por conservagao de ener-
gia). Observemos que tais curvas correspondem a orbitas periddicas
do campo bidimensional X,. As érbitas de 1)y sobre cada uma dessas
curvas ou sao periddicas ou sao densas sobre a curva. De fato, dado
um ponto (x1,71) € €, temos duas Orbitas periddicas associadas: a
érbita de (z1,y1) por Xp, e a érbita de (0,y(x1,y1)) (onde g é definido
em (3.5)) por Xp,. Indicando por 7} o periodo da 6rbita periédica de
Xy, e por Ty o periodo da orbita periédica de Xpg,, se % € Q, entao
a orbita de (z1,y;) por vy é periddica; caso contrario, esta 6rbita serd
densa sobre a curva.

Caso ¢ # 0. Vamos supor F > 0, com o1 # 2knw, Vk € Z, e I'g
a 6rbita dada pelo Lema 1.1.1. Fixemos €, com |e| < €, com € # 0,
onde ¢y é dado pelo Teorema 1.1.1. Nessa situacao, I'g é orbita de
Xy, eliptica em seu nivel de energia. Ao contrario do caso € = 0,
nao podemos garantir que a Transformacao de Poincaré esteja definida
na se¢io toda X}. Indicaremos a correspondente Transformagao de
Poincaré por ¢, : Q. — €, onde Q. C Q é uma vizinhanca de (0,0),
sendo este um ponto fixo eliptico.

3.4 Algumas Questoes

Pela descricao feita acima, temos que v : 2 — € é um simplectomorfismo su-
ave, cuja origem é um ponto fixo eliptico. O dominio €2 é folheado por curvas
fechadas invariantes, sobre as quais a dinamica de 1) é, relativamente, simples
de descrever. Por outro lado, temos 9, : Q2. — €, € # 0, que sao simplecto-
morfismos cuja origem também é um ponto fixo eliptico. Iremos analisar a
familia de aplicagoes 1. como uma perturbacgao da aplicacao vy. Gostariamos
de analisar como as propriedades descritas acima para vy (dominio folheado
por curvas fechadas invariantes) se comportam diante dessa perturbagao. Ou

seja:

e Alguma dessas curvas fechadas invariantes persiste para a aplica¢ao .,

com € # 07?7
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e Que tipo de dinamica ira surgir para € # 0?7 Se as curvas forem des-
truidas, que tipo de estrutura surgird no sistema?

Observemos que para o caso € = 0, uma vizinhanga da érbita ['g, no nivel
de energia F, é folheada por toros bidimensinais invariantes. Portanto, ques-
tionar a persisténcia das curvas invariantes de vy € questionar a persisténcia
desses toros invariantes para € # 0. No préximo capitulo, analisaremos uma
mudanca de coordenadas que nos permitirda colocar essas questoes de uma
forma “mais tratavel”.
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Capitulo 4

Mudanca Conveniente de
Coordenadas.

O Teorema 1.1.1 nos d& uma condigao para que a érbita I'g, de Xy, seja
eliptica no nivel de energia, para |¢| pequeno. Nesse caso, o estudo da cor-
respondente Transformacao de Poincaré é feito através de um difeomorfismo,
que preserva drea, definido numa vizinhanca de (0,0) € R?, cuja origem ¢ um
ponto fixo eliptico. Neste capitulo, iremos estudar uma mudanca conveniente
de coordenadas para essa situacao, baseada na Forma Normal de Birkhoff, e
veremos como ficam, nessas novas coordenadas, algumas das questoes colo-
cadas nos Teoremas 1.1.2 e 1.1.3.

4.1 A Forma Normal de Birkhoff

Suponhamos Vy C R?, vizinhanga de (0,0) € R? e f : Vj — V; um dife-
omorfismo de classe C*°, que preserva area e cuja origem é um ponto fixo,
isto ¢, f(0,0) = (0,0). Sejam A;, Ay € C autovalores de df(0,0). Como f
preserva drea, temos A; - Ay = 1. Ou seja, os autovalores de df(0,0) sao da
, %, com A\ € C.

Se A € R\{1,—1}, entao a origem é um ponto fixo hiperbédlico de f. Nesse
caso, o teorema de Hartman-Grobman nos diz que, localmente, préximo a
origem, as 6rbitas de f se comportam como as drbitas de df(0,0), o sistema
linearizado de f. Portanto, a derivada de f, na origem (0, 0) € R? determina
o comportamento da dinamica préxima ao ponto fixo.

Uma outra possibilidade é que o nimero A\ € C seja da forma \ = e'*,
Nesse caso, se A # 1, entdo o ponto fixo é um ponto fixo eliptico. Nessa
situacao, ao contrario do que ocorre no caso hiperbélico, a primeira derivada
¢ insuficiente para descrever o comportamento dinamico local e precisamos

forma A

93
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recorrer a derivadas de ordem superior. E possivel associar uma Forma Nor-
mal a f, proximo ao ponto fixo, dentro de certas condicoes, que é a chamada
Forma Normal de Birkhoff (ver [23] e [14]). Tal forma normal depende dos
jatos de ordem superior de f em (0,0) e é descrita abaixo.

Teorema 4.1.1 (Forma Normal de Birkhof)Suponhamos f : (R?,0) —
(R%,0) um simplectomorfismo suave, cuja origem € um ponto fizo e A = ™
e A sdo os autovalores de df (0). E satisfeita a sequinte hipotese sobre o au-
tovalor \:

3 g €N tal que \* #1,Yn € {1,2,....q}

Entao existe um difeomorfismo h, C°, que preserva drea, tal que em
coordenadas complexas, z = x + 1y, Z = x — 1y, tenhamos:

ho f o hil(z) — /\26271'1'13(22) + O(|Z|q71),

onde: P(x) = Z cix', sendo que 2m + 1 < q.
i=1

Cada coeficiente ¢; do polinomio P, que aparece na expressao da forma nor-
mal, é chamado invariante de Birkhoff.

Em relagao a este teorema, temos as seguintes observagoes:

Observagao 4.1.1 Notemos que:

1. Escrevendo a expressao obtida na Forma Normal de Birkhoff em coor-
denadas polares (0,1), consequimos uma aplicagcao f da forma:

f=0,r)— @+a+ Pr?),r)+o(r|7 ") = (6, R).

2. Seque que diminuindo U, se necessdrio, eriste um difeomorfismo Gy :
U\{(0,0)} — St x (0,0), para algum b > 0, tal que G1o f = f oGy,
onde f € dada acitma. E importante ressaltar que vale:

Gi(rdd Ndr) = dx A dy.

3. Sendo f(@, r) = (0, R) e se algum invariante de Birkhoff for nao nulo,

entao:

00
8_(9’ r) # 0, para r > 0 suficientemente pequeno.
-
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Ou seja, a aplicagcao f satisfaz uma condi¢ao twist.

4. Seria interessante que f : S* x (0,b) — S' x (0,b) preservasse a 2-
forma simplética d@ A dr. Notemos que ela preserva rdf A dr. Para
contornar esse problema, faremos uma outra mudanca de coordenadas.
Definimos:

Gy :S' % (0,b) — S! x (0,a), G2(0,7) = (0,5 ) = (O, R).

Observemos' que G5(dO N\ dR) = rdf A dr.
Seja f:GQOfOGz_l.

5. Observemos que f satisfaz a condigcao twist se, e somente se, f satisfaz.

6. Seja G : U\ {(0,0)} — S' x (0,a), G = Gy 0 Gy. Se alguma in-
variante de Birkhoff for ndo nulo, entio G conjuga f em U a f em
St x (0,a), com f satisfazendo wma condi¢do twist. Devemos notar
que: G3(RdO) = %d@. Além disso, vale que se A = RdO, obtemos,
portanto®, G*\ = u, onde:

Y
Loy —Yar.
f=o0 =5

Observemos que f*u — p € exata, pois [ preserva drea e U € contrdtil.
Logo, f*\ — X\ é exata em S* x (0,a). Portanto, G conjuga f a uma
aplicagao twist simplética exata (se algum invariante for ndo nulo).

7. A ideia para essa sequnda mudanga de coordenadas aparece em [8] e,
em dimensoes maiores, em [7].

Um importante resultado relacionado a uma aplicacao f : U — U, satisfa-
zendo as condigoes do Teorema da Forma Normal de Birkhoff, é apresentado
a seguir. O resultado se refere a estabilidade do ponto fixo em questao. E
uma versao do resultado conhecido como Teorema do Twist de Moser (ver
[23] para maiores detalhes).

Teorema 4.1.2 Seja f : U — U uma aplicagao satisfazendo as condigoes do
Teorema da Forma Normal de Birkhoff. Se o polinémio associado (dado no
teorema anterior) for nao nulo, entdo dado qualquer vizinhanga V- C U de
(0,0) € U, existe uma curva fechada vy, contida em V', homotopicamente nao

Por abuso de notagao, indicamos as coordenadas de S! x (0;a) por (O, R)
G (5 do) =
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trivial em V'\ {(0,0)}, tal que f(y) =~. Ou seja, se algum dos invariantes
de Birkhoff, associado a forma normal, é nao nulo, entao exitem curvas
fechadas invariantes por f, homotopicamente ndao triviais, arbitrariamente
prozima ao ponto fixo.

Demonstragao: Ver [23]. O

4.2 Aplicando o Teorema 4.1.1 as Aplicacoes
de Poincaré

Vamos aplicar o Teorema 4.1.1 a Transformacao de Poincaré de I'g, sobre o
nivel de energia. No nosso caso de interesse, apresentado na segao anterior,
temos uma familia de simpectomorfismos ¢, : . — €2, onde 2, é uma
pequena vizinhanga da origem. Temos que a origem é um ponto fixo eliptico,
sendo os autovalores, para o caso € = 0, dados por €T e =T, Para que
a Forma Normal de Birkhoff esteja bem definida para essa aplicacao g, é
suficiente impor a seguinte condicao. Escrevendo A = €T, suponhamos que:

N #£1, para j=1,2,3,4.

Nessas condicoes, o Teorema 4.1.1 pode ser aplicado a Transformagao
Yo : 2 — Q. O parametro ¢, do enunciado do Teorema 4.1.1, pode ser
tomado como g = 4. Notemos ainda que essa condic¢ao ¢ equivalente a:

cosjaT +isinjaT # 1,Vj € {1,2,3,4}.

Ou seja, jaT # 2km, Vk € Z, onde j = 1,2, 3,4.
Baseado nisso definimos o seguinte conjunto de valores de energia, que
aparece no enunciado dos Teoremas 1.1.2 e 1.1.3.
Notagao: Consideremos J C (0, +00) definido como:
J={E € (0,+00) : aT # 2km, kr 5 2% . | € 7Z}.
Com isso, obtemos o préximo lema.

Lema 4.2.1 Suponhamos E € J. Entdo eziste ¢g = €o(E) > 0, tal que se
le| < €y, entao a Forma Normal de Birkhoff da aplicagdo . : Q. — €. estd
bem definida.

Demonstragao: Observemos que para |€| suficientemente pequeno, (0,0)
€ um ponto fizo eliptico de ¢.. Se E € J, pela argumentacao feita acima,
a Forma Normal de Birkhoff estd definida para 1y. Como os autovalores
de . variam continuamente com o parametro €, seque que diminuindo €, se
necessario, temos que se E € J, entao a Forma Normal de Birkhoff de 1.
também esta definida. [
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Em relacao ao dominio das aplicacoes 1. : 2. — €2, faremos a seguinte
consideragao.

Observacao 4.2.1 Como muitas das questoes que faremos serao analisadas
numa pequena vizinhanga de (0,0), iremos supor que as Transformagoes de
Poincaré, 1., estejam definidas num mesmo dominio, que indicaremos por
Q, obtido diminuindo o dominio da aplicacdo ).

4.3 Algumas Questoes em coordenadas twist.

Portanto, diante da condicao E € J e da observacao 4.2.1, a Forma Nor-
mal de Birkhoff fica bem definida para a familia de aplicagoes 9. : 2 — €,
quando € é suficientemente pequeno. Assim, temos uma boa caracterizagao
de suas expressoes, quando escritas em coordenadas polares. Tendo em vista
as observacoes feitas apds o Tereoma 4.1.1, seria interessante dizer se algum
invariante de Birkhoff, dessas aplicacoes, é nulo ou nao. Isso nao é algo tao
simples, pois, como foi comentado, eles dependem dos jatos de ordem supe-
rior da aplicacao. No caso do primeiro invariante de Birkhoff, ele depende
do jato de ordem 3. Suponhamos, além de F € J, que algum dos invari-
antes de Birkhoff seja nao nulo. Vamos analisar como ficariam as questoes
levantadas no capitulo anterior (ltima segao do capitulo anterior). Teremos,
nessas condicoes, que v, é conjugada a uma aplicagao twist simplética exata
Y. Vimos que o dominio da aplicagao 1y é folheado por curvas fechadas
invariantes. Isso, no contexto da teoria de aplicacoes twist, pode ser formu-
lado para a aplicacao correspondente ¢, dizendo-se que , é uma aplicagao
twist integravel: seu dominio é folheado por curvas rotacionais invariantes,
cuja dinamica, sobre elas, é conjugada a uma rotacao rigida. Dessa forma,
colocariamos as questoes do capitulo anterior, dentro da teoria de aplicacoes
twist, da seguinte maneira:

e Para e # 0, a aplicacao twist . é integravel? Possui curvas rotacionais
invariantes?

e Se nao for integravel, que propriedades teriamos para ¢.?

O objetivo deste trabalho serd mostrar que para € # 0, pequeno, surgem
zonas de instabilidade “se acumulando em r = 0”7, produzindo entropia to-
poldgica positiva para as aplicagoes ., € # 0, pequeno. Se provarmos essas
afirmacoes, teremos provado o Teorema 1.1.3.

Diante das colocacoes feitas nessa secao, é fundamental saber se algum dos
invariantes de Birkhoff é nao nulo. Analisaremos essa questao para o primeiro
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invariante de Birkhoff, isto é, o coeficiente ¢; do polinémio apresentado no
Teorema da Forma Normal de Birkhoff. Esse sera o assunto do préximo
capitulo.



Capitulo 5

O Primeiro Invariante de
Birkhoff

O objetivo deste capitulo é analisar o primeiro invariante de Birkhoff para
a familia de aplicacoes' 1. : © — Q. Nesse sentido, estabeleceremos uma
férmula para este invariante, correspondente ao caso € = 0, como uma funcao
do nivel de energia. Além disso, neste capitulo, provaremos o Teorema 1.1.2.

5.1 Foérmula para o Primeiro Invariante de
Birkhoff.

Apresentaremos uma expressao (uma férmula) para o célculo do primeiro
invariante, baseado em [10].

Suponhamos f : U — U difeomorfismo que preserva area, como no enun-
ciado do teorema da forma normal, com f(0,0) = (0,0), e seja u autovalor
de df(0), que serd escrito como:

[t = cos7y +isiny = e,

A expansao em série de Taylor de f em (0,0) € U, nas variaveis (z,y)
nos da:

f(z,y) = (@107 +any+apx®+...+apx®, biox 4+ bor1y + baor? + ...+ bosy®) +

+o(|l (z,) [IY).

!Quando escrevemos 1. : 2 — ), estamos assumindo a situacdo da observacio 4.2.1.

29
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Em coordenadas complexas conjugadas, é possivel escrever:
f(Z, 5) = ,LL(Z + 02022 +crizz + ...+ 00353) + O(| z |4)
Assumiremos que:

WA£1,2,3,4.

Proposicao 5.1.1 Nessas condigoes, o primeiro invariante de Birkhoff pode
ser escrito em termos dos coeficientes da expansao de f em coordenadas
complexas conjugadas (z,z):

7= Im(en) + 22563 | ex P 32250 e 7).
onde Im(co1) denota a parte imagindria do coeficiente coy.
Demonstragao: Ver [22] e [10]. O

Os coeficientes da expansao em coordenadas complexas conjugadas de-
pendem dos coeficientes (a; ;)i ; € (b;;):; da expansao em variaveis reais (z, y).
Observemos que os coeficientes (a;;) e (b;;), para i+ j = 1, sdo os coeficientes
da matriz df (0). Como f preserva area:

a10bo1 — ap1b1p = 1.

Para o caso em que a9 = by, teremos a%o — agibyp = 1 (que é a situagao
da aplicagio 1)p). Utilizando essas relagoes, mostra-se? que:

b1o Qo1 bio Qo1

[ ] Im(021) = %(-agl + 3—a03 — 3b—b30 + blg) — §(CL12 — 3b—a30 —
o1 Q10 10 10
b_b21 -+ 3503).

10

2_ 1 —ag1 [ bio 2 1 —b1g [ ao1 2
o |y |°= E\/H(a_ma()? + ago + b11)* + E\/Tm(mb% + boz + a11)”.

2_ 1 [=aoi(bio _ 2, 1 [=bio(an — 2
o | o |*= 154/ D10 (a—mao2+a20 bi1)° + 164/ @01 (b10b20+b02 ay)’.

Essas igualdades e a proposi¢ao anterior mostram que é possivel determi-
nar o primeiro invariante de Birkhoff em termos dos coeficientes da expansao
em série de Taylor nas varidveis (z,y). Portanto, precisaremos determinar
o jato de ordem 3 das aplicagoes ¥, : 0 — €, e a partir disso calcular o
invariante de Birkhoff, utilizando a férmula dada acima. Eo que faremos na
proxima secao.

ZVer [10].
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5.2 A Aplicagao vy de uma forma conveni-
ente.

Objetivo, dessa secao, é escrever a aplicacao vy : €2 — € de uma forma
que nos permita analisar o correspondente primeiro invariante de Birkhoff,
segundo a féormula estabelecida acima.

Estamos indicando as coordenadas da segao X7 por (z,y) (ao contrario
de (z1,y1)). No caso € = 0, o sistema esté desacoplado. Segue que o compor-
tamento do sistema é determinado pelos sistemas hamiltonianos bidimensi-
onais, H; e H,, definidos em (3.1). Indicando ¢ = ¢ o fluxo do sistema
hamiltoniano bidimensional Xy, e Ty = Ty(z,y) a funcdo tempo de retorno,
para o caso € = 0, da aplicacao de Poincaré, em termos das coordenadas
(z,y) € §, da secao escolhida®. Conforme vem sendo feito, indicaremos
periodo, da 6rbita periédica I'g, por T'. Portanto, T' = Ty(0, 0).

A aplicacao ¢ : €2 — € pode ser escrita da seguinte maneira:

@bo(fﬁ,y) = ¢<T0(l‘7y)ax7y)

Iremos escrever a funcao Ty = Ty(z, y) de uma maneira conveniente. Seja
Py : (0,400) — R, a func¢do que associa a cada nivel de energia, Fy > 0,
o periodo da orbita do sistema Hamiltoniano Xy, com energia E,. Se t —
(Z2(t), g2(t)) indica esta essa 6rbita, entdao temos:

(1)
2

+ Va(Z2(t)) = Es.

Conforme discutido em [3] e [19], por exemplo, a fun¢ao P, = P(T») pode
ser dada em termos da seguinte integral eliptica:

@(E2) d.’L’Q

0 V2B~ Va(z))

Onde z(Es,) representa a raiz real e positiva de Va(z3) — Ey = 0. Além
disso, essa funcao P, é diferenciavel, como fungao da energia FEs.

Observemos que se (z,y) € 2, a érbita correspondente do Sistema Ha-
miltoniano X g, passard pelo ponto (0,y(z,y)), onde y = y(z,y) é dada pela
equagao (3.5). O tempo de retorno da érbita correspondente a (x,y), na
segao, ¢ o periodo da drbita de (0,7 (z,y))(pela construgdo da segao trans-
versal). Notemos, ainda, que a energia dessa érbita no sistema hamiltoniano
Xy, € dada por:

Py(FEy) =4

3Conforme vem sendo destacado no texto, T é perfodo da érbita periddica I'g; Ty é
uma funcao.



62 CAPITULO 5. O PRIMEIRO INVARIANTE DE BIRKHOFF

Seguird que vale:

2

To(z,y) = P(TG2) = P(E — Vi(z) - %)

Sendo E a energia da orbita periddica I'g. Em relacao a fungao Ty =
To(z,y), temos o préximo lema.

Lema 5.2.1 Valem as sequintes igualdades:

o 220(0,0) = 22(0,0) = Z2(0,0) = 0;

o 210(0,0) = —a?Py(E);

Oz2

o 20:(0,0) = ~P}(E);

Oy?

Onde E € a energia da orbita periodica U'y. Além disso, as derivadas de
ordem 1, em (0,0), sdo nulas.
Demonstracao: Seque da igualdade:

To(z,y) = Po(E20) — Py(E — V() — £).

Derivando, aplicando a regra da cadeia, e calculando em (x,y) = (0,0). O
Diante disso, obtemos uma forma conveniente de escrever Ty = Ty(z, y).

Corolario 5.2.1 Podemos escrever:
TO('I7 y) = T + €(ZE, y)7

onde T'= Ty(0,0) € o periodo da orbita periddica I'g e a aplicagcio e = e(x,y)
tem a sequinte forma:

€($, y) = t?Ox2 + t02y2 + Te($7 y);

sendo a funcao r. = r.(x,y) uma funcdo diferencidvel que se anula em
(xz,y) = (0,0), assim como suas derivadas até ordem 2.

O nosso objetivo serd analisar o jato de ordem 3 de 1y em (0,0), tendo
em vista a discussao feita, no capitulo anterior, sobre a Forma Normal de
Birkhoff. Indicaremos o jato de ordem 3 de f em (0, 0) por J3f(z,y). Assim,
as componentes de J3 f(x,y) sdo polinomios homogéneos, em duas varidveis
x ey, de grau 3.

O préximo resultado fard uma descricao de J31)y.
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Proposicao 5.2.1 Vale a sequinte igualdade:
To(@,y) = Jér(z,y) + P(z.y),
onde P = P(z,y) € a aplicag¢ao polinomial dado por:
P(z,y) = (t207” + to2y?)(do,0) (X, © o) (2, 9)).

A aplicagao ¢r € o fluro hamiltoniano do sistema bidimensional Xpg, no
instante t =T, onde T € o periodo da orbita I'g.
Demonstracao: Observemos que:

wﬂ(ma y) = ¢(T + 6(32’, y)a xz, y)
Mas em relacao ao fluro ¢, podemos escrever:
¢(T + ta xz, y) = ¢T(x7 y) + tXHl (QST(:E? y)) + T(t, xz, y)

Onde r = r(t,z,y) se anula em t = 0, assim como suas derivadas de ordem
1, em relacao a variavel t.
Fazendo t = e(x,y), obtemos:

wo(l'a y) - ¢T(‘T7 y) + 6(1’7 y)XHl (¢T(‘r7 y)) + ’/’1(1‘, y)
Onde ri(x,y) = r(e(z,y),z,y). A partir daqui, sequiremos por partes.

1. A fungdo r1 = ri(x,y) nao contribui com J3Yo(x,y), pois r1 se anula
em (0,0), assim como suas derivadas até terceira ordem.

2. Analisemos o termo Xg, (o7(x,y)). Podemos escrever:

X, (¢r(7,y)) = d0,0) (X, © dr)(x,y) + r2(2,y),

onde a fung¢do ro = ro(x,y) se anula em (z,y) = (0,0), assim como
suas derivadas de ordem 1. Segue que:

e, y) X (o1, (2, y)) = (2, y)d(0.0) (X © ¢1)(2,y) + ez, y)r2(2, ).

Afirmacao: O termo e(x,y)ra(z,y) nao contribui com J3o(x,y), ou
melhor, a fun¢ao e(x,y)ra(x,y) se anula em (0,0), assim como suas
deriwadas até terceira ordem.

Diante dessa afirmagdo, concluimos que o termo de e(x,y) Xy, (¢1,(z,v)),
que contribui com o J3g(x,y), é dado por:

P(x,y) = (75205152 + t0292)(d(0,0)(XH1 © ¢To)($, Z/))
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Pelo que foi destacado nos itens 1 e 2, concluimos que:

J3¢0(37’y) - J3¢T(x7y) + P(Qf,y)

Concluimos, assim, a demonstracao da proposicao. [

Observacao 5.2.1 Devemos observar que esta proposi¢ao nos diz que o jato
de ordem 3 de 1y em (0,0) coincide com o jato de ordem 3 da aplicagao
or, em (0,0), a menos da aplicagdo polinomial, homogénea de grau 3, P =
P(z,y). Assim, o polinomio P = P(z,y) detecta a influéncia do sistema
hamiltoniano Xy, no primeiro invariante de Birkhoff.

Vamos, agora, escrever a expressao “completa”da aplicagao P = P(z,y)
obtido na proposi¢ao anterior. Temos:

0 1 cosTa é sinTal| |x

di,0) (X, 0 o7)(2,y) = _
—a? 0 —asinTa  cosTa Y

| —asinTa cos T« z| | —axsinTa+ycosTa
 |=a?cosTa —asinTa| |y|  |—a?zcosTa —aysinTal

Logo, o polinémio P = P(z,y) é dado por:

—azsinTa + ycos T
Plo.y) = (0 +to?) | )

—ao?xcosTa — aysinTa
Segue que o polinomio P = P(z,y) pode ser escrito da forma:
P(xay) :(Pl(l‘,y>,P2(ZE,y)> (51>

Onde:

Pi(z,y) = (—ategsin Ta)x® + (tyg cos Ta)z?y + (—ates sin Ta)xy? + (tog cos Ta)y?.

Py(z,y) = (—aPteg cos Ta)x? + (—atysin Ta)z?y + (—a’tes cos Ta)wy? + (—atyg sin Ta)y?
Por fim, para termos em maos elementos suficientes para a analise do pri-

meiro invariante de Birkhoff para as aplicagoes de Poincaré, temos o seguinte

resultado auxiliar e o proximo corolario.
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Lema 5.2.2 As derivadas de ordem 2 da aplicagcdo ¢r sdo todas nulas em
(z.) = (0,0).

Demonstracao: Seque do procedimento usual para o cdlculo das derivadas
do aplicacao fluzo, relacionado a uma equacao diferencial ordindria, con-
forme discutido em [33].

Corolario 5.2.2 O primeiro invariante de Birkhoff correspondente a aplicagao
de Poincaré 1y € dado por:

= o (n + 300 — 38+ biz) — Y (any — Biagy — by + Bheg)
onde os coeficientes a;; e b;; sao os coeficientes que aparecem na expressao
de J3o(z,y).

Demonstracao: Segue do fato de que J3Yo(z,y) = JPér(x,y) + P(z,y)
e do fato de as derivadas de ordem 2 de g serem as derivadas de ordem
2 de ¢r, em (0,0). Logo, todas sio nulas, pelo lema anterior. Portanto,
levando em consideracao a formula que apresentamos, na secao anterior,
para o cdlculo do primeiro invariante, concluimos que o primeiro invariante
para a aplicacdo 1y € dado pela expressao do enunciado. [J

Vamos a andlise do primeiro invariante para .

5.3 Analise do Primeiro Invariante de Birkhoff
para

O primeiro invariante de Birkhoff correspondente a aplicacao ¢y é dado pela
corolario 5.2.2. Nessa expressao, podemos notar que o primeiro invariante
depende linearmente das derivadas de terceira ordem de ¢y em (z,y) = (0, 0).
Por outro lado, pela proposicao 5.2, temos que as derivadas de terceira ordem
de 1g, em (0,0), sd@o a soma da correspondente derivada da aplicagao ¢ com
“o elemento correspondente”do polinomio P = P(x,y). Portanto, podemos
pensar que o primeiro invariante de Birkhoff 7, associado a aplicagao ¢, ¢ a
soma de dois termos 7 = 7y + Ty, onde 7y é obtido por meio das derivadas de
terceira ordem de ¢ e 75 é obtido por meio dos coeficientes do polinomio P.

Observacao 5.3.1 O coeficiente 71 € obtido por meio da igualdade dada
no coroldrio 5.2.2, tomando-se os elementos correspondentes a derivadas de
terceira ordem como nos elementos de ¢pr e 15 tomando-se os elementos de
terceira ordem como nos elementos do polinomio P. Como a dependéncia
do primeiro invariante em relagcao as derivadas de terceira ordem € linear,
teremos T = 11 + T9.
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Vamos, a seguir, calcular o termo 7,. Para este calculo, teremos:

ayp Qo1 cosTa é sinT'a

b10 b01 —asin T« cos T«

Segue entao que:

b —asinTa 2.
o 10 — T . = — Q7]
ao1l asmTa
a _
o S0l — 21
b1o a®’?

Os elementos correspondentes aos termos de terceira ordem estao na igual-

dade (5.1). Segue que:

a b a _ cosTa 2
° —éo(—agl +3—aiga03—3—b$ bso+b12) = S {—ta0 cos Tav—3a*tgs cos Tar—
3L a?cosTa — a?tyycosTa) =

(0%

= —COSQSTQ{—tQO — 3&2t02 — 3t20 — Oé2t02} = _CO;Z Ta {tQO + a2t02}.

Por outro lado, teremos:
i In_o(a12 — 3%%agp — $%byy + 3bo3) =
8 b1o bio

= %m{—atog sinTo — %Oétgo sin T — %Oétgo sin T'ao — 3autgg sin T}

—asin? Ta 3 t
T{_O‘tOQ - at20 — 20— 3Oét02}

o
= —sRTaf 020 — Btog — tag — 3tz }
= 0270 {020 + Lo}
Segue entao que:
Ty = —COSQTM{tQO + a*Tp} — Sirﬁ%{a%m + t20}
= (cos? Ta + sin® Ta)—(_a%(’;_t”)

= —1(a®to2 + t20)

Utilizando a definigao da funcéo e = e(z, y), de onde temos os coeficientes

tog € tpe, obtemos:
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a?Py(E) B(E)
T e tgg = — B .

tog = —
Portanto:

__ 1(a?R(E) —a?B(E)) _ 122°F(E) _ a*Py(E)

2 2 2 2 2

Com isso, conseguimos uma expressao para o coeficiente 5. Para o coe-
ficiente 7, obtemos o seguinte corolério.

Corolario 5.3.1 O primeiro invariante de Birkhoff, associado a aplica¢ao
Yo, € dado por:

2 p/

a’Py(E
T=T + —2( ),
2

onde 1 € calculado a partir das derivadas de terceira ordem da aplicag¢ao ¢r,
conforme mencionado na observa¢ao 5.3.1.
Demonstracao: Seque dos cdlculos feitos acima. [

Notemos que o coeficiente 7; depende das derivadas, até ordem 3, de ¢p
em (0,0). Como o periodo T' = T(E) é uma funcdo da energia, podemos
considerar o coeficiente 7; como fungao da energia e escrever 7 = 7(E).
Devido a isso, obtemos o seguinte corolario.

Definicao 5.3.1 Tendo em vista que o primeiro invariante de Birkhoff, da
aplicacao 1y, pode ser escrito como uma funcao da energia, definimos a
sequinte funcao:

Ig:J — R
Onde Ig(E) € o primeiro invariante de Birkhoff da aplica¢ao ).

Lembremos que a aplicagdo Py = P»(F,) associa a cada nivel de ener-
gia Fy > 0, do sistema Hamiltoniano Xy, o periodo da respectiva drbita
periddica com energia Fy. Devemos notar que ao fazer a energia F, tender
a 0, a correspondente 6rbita de Xy, passa pelo eixo das ordenadas cada vez
mais préximo da singularidade (0,0) do campo Xp,. Esta singularidade,
por sua vez, ¢ uma singularidade hiperbdlica. Baseado nessa propriedade, é
possivel mostrar que:

Lema 5.3.1 Vale o sequinte limite, para a derivada da fungao Ps:

. / _
pi, FaP2) = o
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Demonstracao: Nessas condicoes, o periodo, da orbita periddica, € inver-
samente proporcional a energia da orbita (algo como 1/E5).

Diante desse lema e da definicao 5.3.1, teremos a préxima proposicao que
descreve o primeiro invariante de Birkhoff, para a aplicacao 1y, quando a
energia F tende a zero

Proposicao 5.3.1 Se o nivel de energia E da orbita periodica Uy for sufici-
entemente pequeno, entao o primeiro invariante de Birkhoff, correspondente
a aplicacdo g, serd nao nulo. Além disso, se o valor do parametro € também
for suficientemente pequeno, entao o primeiro invariante de Birkhoff, corres-
pondente as aplicacoes ., para € pequeno, serd nao nulo.

Demonstracao: Para a aplicagao vy, o primeiro invariante serd nao nulo,
pelo lema anterior e coroldario 5.3.1. Como o primeiro invariante depende
das deriwvadas até terceira ordem, para € suficientemente pequeno, as deriva-
das de terceira ordem de 1., em (0,0), estardo prozimas das derivadas de 1.
Sendo o invariante nao nulo para Vg, entdo vale o mesmo para ., quando €
for suficientemente pequeno. [J

Neste ponto, podemos demonstrar o Teorema 1.1.2.
Demonstracao do Teorema 1.1.2: Seja Ig : J — R a funcdo, que as-
socia a cada nivel de energia E, o primeiro invariante de Birkhoff 1g(E),
correspondente a aplicacao o (defini¢cao 5.3.1), e suponhamos que E € J
e que Ig(E) # 0. O primeiro invariante de Birkhoff, correspondente a .,
depende das derivadas até terceira ordem 1. em (0,0) e estas variam conti-
nuamente com o parametro €. Logo, sendo Ig(E) # 0, existe ¢g = ¢y(E) > 0,
tal que se |e| < ey, entdo o primeiro invariante de Birkhoff, correspondente
a e, € nao nulo. Seque do teorema 4.1.2, que existem curvas fechadas e
invariantes, por V., que se acumulam em (0,0), quando |e| < €. Estas cur-
vas fechadas invariantes, analisada ao longo da orbita periodica U'g, de Xy,
correspondem a toros invariantes se acumulando em I'g. [J

No proximo capitulo, com o objetivo de criar ferramentas para provar o
Teorema 1.1.3, apresentaremos um critério perturbativo para a andlise da
persisténcia de curvas rotacionais invariantes para aplicagoes twist.



Capitulo 6

Destruicao de Curvas
Invariantes.

Objetivo deste capitulo é apresentar um método (perturbativo, chamado
Critério de Melnikov) para a destruigao de curvas rotacionais invariantes para
aplicagoes twist, para que, no préoximo capitulo, com base neste critério, pos-
samos dar uma condicao de destruicao de toros invariantes nas coordenadas
da segao de Poincaré X} As principais referéncias utilizadas, neste capitulo,
foram [28] e [29].

6.1 Critério de Melnikov

Seja f : S! x (a,b) — S! x (a,b) um difeomorfismo satisfazendo a condigao
twist:

00
Se f(0,r) = (O, R), entao 5(6’,7’) #0,V(0,r) € S' x (a,b).
Iremos fazer, a respeito de f, as seguintes hipoteses:

e [ satisfaz uma certa rigidez nos bordos de S' x (a,b). Indicando por
F : R x (a,b) — R X (a,b) um levantamento de f, entdo existem
nimeros reais w_ < w,, satisfazendo:

F(z,a) = (r+w_,a) e F(x,b) = (x + wy,b).

Assim, a aplicacao f pode ser estendida aos bordos de S* x (a,b), de
modo que seja uma rotagao rigida.

e Fazendo A\ = rdf, existe s : S' x (a,b) — R, tal que:

69
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ds = f*)\ — \.

Nesse caso, se F': R x (a,b) = R x (a,b) é um levantamento de f,
entao podemos associar um principio variacional as o6rbitas de F. Se
F(z,y) = (X,Y), entdo existe uma funcao S : R? — R, tal que dS =
YdX — ydx. Por outro lado, em consequéncia da condicao twist, B :
R? — R?, definida por B(z,y) = (z, X (z,y)) é um difeomorfismo sobre
sua imagem (aplicando-se o Teorema da Fungao Inversa). Definimos
h(z,X) = S(B™(z,X)). Dessa forma, teremos:

F(z,y) = (X.Y) <=y =—5(z,X) eV = 5¢(z,X).

Dessas relacoes, obtemos o principio variacional, conforme discutido na
) )
parte introdutéria desse texto.

Observagao 6.1.1 A fun¢ao h = h(x, X) serd chamada de principio va-
riacional. Temos as fungdes geradoras s e S (no anel e no recobrimento
do anel, respectivamente). As relagoes entre essas funcgoes (funcao geradora
para o simplectomorfismo e principio variacional) estao muito bem descritas
em [14], por exemplo.

Diante dessas condigoes, f é uma aplicacao twist simplética exata no anel
S! x (a,b), cujas érbitas satisfazem a um principio variacional. Vamos su-
por que tenhamos uma perturbacao dessa aplicacao f por aplicacoes twist
simpléticas exatas, em S x (a,b), da forma f. = f + o(¢). Iremos supor,
também, que exista I' C S* x (a, ), curva rotacional invariante (que indica-
remos, abreviadamente, por CRI) para f, que seja (m,n)-ressonante. Assim,
toda orbita de f sobre o subconjunto invariante I' é n-peridédica e possui
numero de rotagao 7. Gostariamos de avaliar se esta curva rotacional inva-
riante persiste ou nao sob a perturbagao f. = f + o(€). Apresentaremos um
método para analisar esta questao, baseado em [28]. Daremos, a seguir, uma
definicao formal dessa nogao de persisténcia.

Definigao 6.1.1 Dizemos que a curva I' C S!' x (a,b), curva rotacional
invariante para f, persiste sob a perturbac¢io fo = f + o(€), se f. possui,
para todo € suficientemente pequeno, uma curva rotacional invariante I'c C
S x (a,b), que (também) é (m,n)-ressonante e satisfaca:

[.=T+o(e).
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Sendo I" uma curva rotacional invariante para f, segue, do teorema de
Birkhoff, que existe uma funcao v : S' — (a,b), tal que T' = graf(v).
Além disso, este teorema nos diz que essa funcao é, no minimo, Lipschitz; no
entanto, iremos supor aqui que v seja suave. Naturalmente, temos o levan-
tamento de v, ¥ : R — (a,b), cujo grafico é invariante por F', levantamento
de f. Ao fazermos a perturbagao f. = f -+ o(€), num certo sentido falando,
a curva [' dard origem a duas outras novas curvas, que indicaremos por I',
e I''. A curva I'. representaria a curva I', dentro do sistema perturbado,
e I'f representaria f*(I'c). Iremos formalizar esses comentérios no préximo
lema. Seguird que obter persisténcia da curva rotacional I significara a igual-
dade I'. = I'* (no entanto, nao hé razdo, a priori, para valer essa igualdade).
Vamos ao lema.

Lema 6.1.1 Supondo que estejamos nas condi¢oes descritas acima, se |e|
for suficientemente pequeno, entao existem funcoes:

ve,vF 1 St — (a,b),

€

satisfazendo as sequintes condigoes:
1. v(z) = v(x) + o(€) e v (z) =v(x)+ o(e), Vo € St

2. [z, 0(x)) = (2,0 (2)).

Indicamos I'c = graf(v.) e I'l = graf(v}).
Demonstragao: Ver [28]. O

Analisando-se a constru¢ao da prova desse lema em [28], é imediato o
seguinte corolario.

Corolario 6.1.1 Nas condigoes acima, a curva I' persiste sob a perturbagao
fe = f+ole) se, e somente se, I'. = T'F. Ou seja, as fungoes v, e v} coincidem.

Portanto, para a analise da persisténcia da curva I', é util quantificar a
separacao entre os graficos das fungoes v, e v}. Iremos apresentar um critério,
nesse sentido, que serd resumido no préximo corolario.

Consideremos os levantamentos, dos gréficos, v, 0. : R — (a, b). Pode-
mos definir uma funcéo L, : R — R tal que:

L(x) = 0(x) — 9c(x), YV € R.

Assim, temos uma fungao L. : S' — R, tal que L. = v} — v,.
Analisando-se a expansao de L., com respeito ao parametro €, temos:

Le = LO + €L1 + 0(62).
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Logo, como Lj(z) = vi(z) — vo(z) = 0, Vo € S!, ou seja, a funcio Ly é
constante, assim:

Li(x) = eLj(x) + o(€?) = v} (&) — v.(x).

Segue entao que se existe xy € S! tal que L)(xy) # 0, entdao, para ¢
suficientemente pequeno, podemos garantir que v!(xg) — ve(zg) # 0. Ou
seja, I'c # I'Y e, com isso, a curva rotacional invariante I nao persiste com
a perturbacao f. = f 4 o(e). Essa argumentacao estd resumida no préximo
corolério.

Coroldrio 6.1.2 Se a funcdo L : S' — R nao é uma func¢ao constante,
entao a curva I' nao persiste sob a perturbagao f. = f + o(e).

A questao imediata que surge é como expressar essa tal funcao L;. O
fato é que ela se relaciona com as fungoes h., associadas a cada fungao f..
Com o intuito de expressar esta relagao, consideremos, a seguir, a expansao
em série de Taylor de h., com respeito ao parametro €. Temos:

he = hg + €hy + 0(62).

O termo L; se relaciona com o termo h;, da expansao de h.. Este é o
contetido da proxima proposigao.

Proposicio 6.1.1 A4 funcio L. : R — R ¢ dada por:

[y

n—

L(x) = . he(z(x,€),Zj11(, €), onde T;(x,€) = m (F) (z,5(x))).

<
I
o

Estamos indicando 7 : R* — R a projecdo na primeira coordenada.
Demonstracao: Ver [28]. O

Diante dessa expressio relacionando L, e o principio variacional he, ob-
temos:
Corolario 6.1.3 Vale a igualdade:

n—1

Li(z) = Z hi(xj,xj41), onde x; = w(FI(z,0(x))).

J=0

Demonstragao: Ver [28]. O
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6.2 Critério de Melnikov Atraves da Funcao
Geradora.

Como foi ressaltado no inicio da se¢ao anterior, o principio variacional h esté
relacionado a funcao geradora .S, via a mudanga de coordenadas induzida
pela condicao twist. Na secao anterior a funcao L, foi escrita em termos do
principio variacional mas para os propositos deste texto, é mais conveniente
escrever a funcao L, em termos das funcoes geradoras no anel. Isso é feito
na préxima proposicao, cuja demonstracao estd em [29] e iremos reproduzi-la
aqui.

Proposigao 6.2.1 Seja Li:R—>Ra funcdo correspondente ao potencial
de Melnikov, como indicado acima. Entdo vale a iqualdade’:

L1() = Y (8105,31) — Arsts) (Faa 1)}

onde (z;,y;) = Fi(z,0(z)) e X = ydz.
Demonstragao: Observemos que se F.(z,y) = (X, Y.), entdo:

he(z, Xc(w,y)) = Se(z,y).

Deriwando esta igualdade com respeito a € e calculando em € = 0, obtemos:

oh
hl(xv X()(l', y)) + a_;(xv XO(:L‘7 y))Xl(ZE, y) = Sl(xv y)
Ohg
Mas observando que 8—X(at,X0(x,y)) = Yo(z,y), podemos escrever:

h1<£€, XO('Ta y)) = Sl(xa y) - }/E)(xa y)Xl(x> y)
Analisando o ultimo termo desta igualdade, podemos notar que:

Abaa) (F1(2,)) = Aoy (X1, Y1) = Yo(z,9) X (x, 9).

Diante dessa itqualdade, seque que:

n—1

Li(x) = > {S1(x5,45) = Mty ) (Fi(2,95)) -

J=0

Com isso, concluimos a demonstra¢ao. [

Ver a préxima observacdo, refrente ao termo XFO(w,y)(Fl(x, y))-
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Observagao 6.2.1 Observemos que o termo S\FO(xj,yj)(Fl(xj,yj)), que apa-

rece na proposicao anterior, nao corresponde a um pullback da 1-forma .
Além disso, € conveniente analisar o termo relacionado a Fy como um campo
de vetores.

Com isso, conseguimos expressar L; em termos da funcido S;. Para a
aplicacao que faremos, seria ainda mais interessante ter a igualdade da pro-
posicao anterior em S' x (a,b). Faremos isso baseado nas relagoes entre as
fungoes S e s, que estao descritas em [14].

Proposicao 6.2.2 A projecio L : S' — R, da funcio L, da proposicio
anterior, € dada por:

Ly(0) = 2{81(93'»7’]') — Aoy (f1(05,75)) }

Onde (6;,1;) = ¢(6,0(6)), 0< j < n— 1.
Demonstracao: Seja (xj,y;); o levantamento da drbita de (0,v(6)). Se
p: R x (a,b) = S' x (a,b) € o recobrimento, fagamos p(x;,y;) = (6;,7;).
Assim, seque que:
Si(xj,5) = s1(p(xj,95)) = s1(6;,75).
Por outro lado, observemos que:
)‘fo(ej,rj)(fl(eﬁ rj)) = )‘fo(p(zj,yj))(fl(p(xj’ yj))) = )‘P(Fo(mj’yj))(%’€=0fe(p<xj>yj))) =
= /\p(FO(q;j,yj))<%|€:0p(Fe(l’j, yj))) = AP(FO(ij,yj))(dFo(a:j,yj)p(Fl (Ij7 yj)) =
= (p*)‘)Fo(frj,yj)(Fl (xjv yj))

Logo, utilizando a proposicao anterior:
n—1
Ly(x) =Y {s1(85,75) = Agoto,r) (f1(85,73))} = La(0) = La(p(x)).
§=0

Indicando por p o recobrimento de S'. Seque o resultado. [
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A Funcao de Melnikov na Secao

Objetivo deste capitulo é expressar a condi¢ao de Melnikov, sobre destruicao
de curvas rotacionais invariantes, nas coordenadas da segao X}, tendo em
vista que as aplicagoes de Poincaré sao conjugadas a aplicagoes twist, con-
forme discutido no Capitulo 4. Por meio disso, estabeleceremos uma condi¢ao
de destruigao de toros invariantes em termos de elementos do campo Xp..

7.1 Algumas consideracoes iniciais.

Como as fungoes que irao aparecer, na sequéncia do texto, dependem do
parametro € e teremos que derivar, em muitas situagoes, em relacao ao
parametro € e calcular em € = 0, fixaremos, a principio, a seguinte notagao.
Se £ = &.(z) é uma fungao diferencidvel que depende de um parametro e,
entdo indicaremos por & =& (z) = & |c—o&e(2).

Fixemos E € J e suponhamos que Ig(E) # 0. Nesse caso, existe
€0 = €o(F) > 0, tal que se |¢|] < €, entdo I'g é uma 6rbita periddica, de Xy,
eliptica em seu nivel de energia. Além disso, indicando por ¥, : 2, — Q. a
correspondente Transformagao de Poincaré, nas coordenadas da segao X},
podemos fazer uso da Forma Normal de Birkhoff, para o estudo dessas
aplicagoes em coordenadas polares. Segue, pelo Teorema 4.1.2, que exis-
tem curvas invariantes por ¢, em Q. \ {(0,0)}, que se acumulam em (0, 0).
Logo, podemos delimitar, para cada 1., regides anulares invariantes, arbitra-
riamente préximas a (0, 0)(regides entre curvas invariantes).

Indicando por Q. C Q. \ {(0,0)} uma regido anular invariante por 1.,
pelo resultado do Capitulo 4, temos a mudanca de coordenadas G : . — A,
que transforma 1 : Q. — €. em uma transformacao twist simplética exata
we 1 A. — A, sendo A, uma regido anular invariante em S' x (0, +00), que
depende do parametro €. Cada curva invariante por ¢, em Q. \ {(0,0)}

5
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corresponde a uma curva rotacional invariante por ¢.. Portanto, temos,
associado a ela, um numero de rotacao. Para o caso ¢ = 0, o dominio
2\ {(0,0)} é folheado por curvas invariantes e, portanto, ¢ ¢ uma aplicagao
twist integravel.

Fixemos I" C € \ {(0,0)} uma curva invariante por 1y, com numero de
rotacao racional . A imagem de I, por G, I' = G(I') C Ay, é uma curva
rotacional invariante por ¢g : Ay — Ay, que é (m,n)-ressonante. Como
hé uma ordenacao de curvas invariantes, segundo o seu nimero de rotacao,
podemos delimitar uma regido anular invariante Qo C Qg \ {(0,0)}, cujos
bordos sejam curvas invariantes com numero de rotagao diofantino (curvas
do tipo KAM, ver [14]) e tal que I' esteja contida no interior de €. Para
e # 0, suficientemente pequeno, as curvas invariantes que formam o bordo
de Qy persistem, dando origem a uma regido anular invariante por v, Q. C
Q2:\{(0,0)}, cujos bordos sao curvas invariantes com os mesmos nimeros de
rotacao das curvas invariantes por 1), que formam o bordo de € e tal que
a curva [ estd contida no interior de €)..

Gostarfamos de avaliar a persisténcia dessa curva invariante I' (ou da
curva I' = G(I'), em coordenadas twist). Ao projetarmos a situacio des-
crita no pardgrafo anterior em S! x (0, +00), via a mudanca de coordenadas
GG, nao temos, exatamente, a situacao apresentada na exposicao do critério
de Melnikov, no capitulo anterior, pois, nessa nova situagao, o dominio da
aplicagao twist varia com o parametro €. No entanto, o critério de Melnikov
ainda ¢ valido, conforme estabelecido na préxima proposicao.

Proposicao 7.1.1 Consideremos a situacdo que vem sendo descrita nessa
secdo. Temos a familia de aplicacées twist simplética exata @, : A. — A,
com as respectivas funcoes geradoras s. : A, — R, sendo G(Qe) =A e [ =
G(T) a curva (m,n)-ressonante, para o fizada, que é grdfico de v : S* — R.
Nessa situacdo, consideremos a funcdo Ly : St — R, definida por:

n—1

Ly(0) = {s1(65,75) = Moo, (01 (05,75},

J=0

onde (0;,1;) = @(0,v(0)). Se a fun¢do Ly ndo é uma fungdo constante,
entdo a curva T ndo persiste sob a pertubacao ve = @o + 0(€).

Demonstracao: A demonstracao dessa proposicao pode ser feita através
dos mesmos passos que foram feitos para provar o critério de Melnikov, feito
no capitulo anterior, observando que a demonstracao depende apenas da per-
turbagao f. = fo + o(€) sobre a curva (m,n)-ressonante, em que a andlise é
feita. E importante observar que, na situacao deste capitulo, temos a curva
(m, n)-ressonante contida no interior dos anéis compactos A.. Devido a esse
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fato, todos os passos da demonstracao do critério de Melnikov, feitos no
capitulo anterior, podem ser adaptados. [

Observagao 7.1.1 Ao longo deste texto, iremos supor que a curva (m,n)-
ressonante I' € firada suficientemente prozima do ponto fixo, tendo em wvista
que a construcao da regiao anular invariante pode ser feita, arbitrariamente,
proxima ao ponto fizo, partindo de uma curva ressonante que esteja sufici-
entemente proxima ao ponto fixo.

Portanto, a persisténcia da curva rotacional T (ou, equivalentemente, da
curva invariante I' C 4\ {(0,0)} por 1 ), sob a perturbacao ¢. = g + o(e)
pode ser analisada por meio da funcao L; : S* — R, dada por:

L4(0) = Y (51(05,73) = A (1(057,)),

onde (0;,r;) = 906(0,1)(9)), 0<j<n-—1.

Vamos analisar, separadamente, os dois termos do somatorio que compoe
a expressdo de Li. Sendo assim, definiremos: M; : S' = R e N; : S — R,
dados por:

n—1 n—1
M (0) = > s1(0;,75) e Ni(6) = Z/\fo(ejmj)(fl(@jﬂ”j))
=0 =0

Dessa forma: Ly () = Mi(6) — Ny(6). Iremos trazer as expressoes de M,
e N; para as coordenadas em ().

7.2 Anélise do termo M.

n—

Vamos indicar M,(0) = sc(6;,7;). Fixemos z € Qp e 6, € S', tal que

—_

.
Il
=)

G(2) = (0., 0(6.)).

Lema 7.2.1 Vale a igualdade:

M(8.) =Y (sc0 G o) (¥5(2)).

J

Demonstracao: Pela definicio de M. :
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n—1

M(0:) = Z se(95(62,0(82))) = Y se(ph(G(2))).

j=0
Como G € uma conjugacao entre V. e p., teremos:
J
Mas sendo esta soma, uma soma sobre uma orbita periodica, consequimos:
Mc(8.) = Z(Se o G oy )(¥5(2))-
J
Seque o resultado. UJ
Dessa forma, relacionamos M,, de uma soma em 6rbitas de ¢y a uma
soma sobre orbitas de 1.
Seja f. : Q — Q, definida por f. = 1 o ¥p,'. Observemos que f. é

um simplectomorfismo, com f.(0,0) = (0,0), Ve e ¥ = fc 0 1y. A seguir,
provaremos duas igualdades que nos serao auxiliares.

Lema 7.2.2 Valem® as sequintes igualdades:
o d(scoG) =ip—p;
o d(scoGoyy') = fru— (o)
Demonstracao: Seque que:
d(se0 G) = G*ds. = G*(@IA — N) = YIG*N — G*N = ¢fu — p.
Por outro lado, temos:
d(s.0 G ody) = (4" d(sc0 G) = (g ) (Ui frn — 1) = fru— (5.

Sequem as duas igualdades do enunciado. [

Essas igualdades, juntamente com o teorema fundamental do calculo, nos
permite escrever:

Proposicao 7.2.1 Vale a igualdade:

n—1

W0 =3 [ dloco G o) +nlscoGoug)(2),

j=0 "7

LA 1-forma p foi definida na secio 4, assim como a 1-forma \.
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onde, v; : [0,T;] — Qo, tal que 7;(0) = z e v(T;) = 1/16(z)
Demonstracao: Observemos que:

M6.) = 3 (5.0 Go ) (W4(2) =

J

= Z{(Se oG oty )(Wh(2)) = (sco Gogygt(2)} +nsco G oy (2)

— Z/vd(seoGowo_l) +n(scoGoyy')(2).

Obtemos, assim, a iqualdade do enunciado. [

Corolario 7.2.1 Seque, da proposi¢cao anterior, que:

W) = [ (fen = 05"+ msc0 Go w2,

Vi

Demonstracao: Seque dos ultimos lemas e da proposi¢ao anterior. [

Observacao 7.2.1 Faremos algumas consideragoes, neste ponto.

1. Nessa tltima igualdade do coroldrio, desprezaremos o termo (Y, *)*pu.
Faremos isso porque derivaremos esta igualdade com respeito ao parametro
€ e este termo nao depende de €.

2. Como foi observado no inicio desta se¢do, os pontos da orbita de 1y,
nessas expressoes, estio sobre I' = G~Y(I'), sendo I uma drbita do Sis-
tema Hamiltoniano bidimensional Xy, . Devido a essa propriedade, po-
demos tomar as curvas v;, na proposi¢ao 7.2.1, como sendo o segmento
de drbita de Xy, que conecta os pontos v;(0) = z a v;(T;) = ¥i(2).
Portanto, faremos ;(t) = ¢4(2), comt € [0,Tj] e ¢ = &,

3. Observemos que devido a estrutura das aplicagoes de primeiro retorno
que estamos analisando, o tempo T; nao depende do ponto z, depende,
apenas, da curva que o contém. FEstes tempos de retorno T serdo os
mesmos para todo ponto da curva I'. Além disso, indicando por T1 o
periodo de I', por Xp,, e por Ty o periodo da orbita corresponde de
XH,, temos que T; = jT5.

Tendo em vistas estas observacoes, escreveremos:

100 = 3 [ 200 05(0)t + (s Go i)
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Notemos, ainda, que definindo uma fungao g = g.(x,y) como:

ge<x7 y) = {f:ﬂ}(x,y) (XH1 (.Z', y))

Poderemos escrever:
n—1 T;
=Y [ ooyt -+ a0 Go )
j=0 70

O ponto z esta sobre a curva I', que é uma trajetéria do campo hamil-
toniano Xp,. Fixando um ponto 2y € I', podemos escrever qualquer outro
ponto z € T como z = ¢4(29). Esta observagdo nos sugere introduzir um
parametro s para avaliar a igualdade acima. Definimos M(s) : R — R, dada
por:

- i/0 " frraaa))dt + (s, 0 G 0 05 (4(20)).

Observagao 7.2.2 Devemos notar que se ¢s(z) = z ¢ G(z) = (0.,v(0.)),
entio M.(0,) = Mc(s). Dessa forma, é possivel avaliar o termo, da fun¢ao
de Melnikov, através da fun¢ao M. = M.(s).

Por fim, provaremos duas tltimas igualdades relacionadas a essa representacao
M. = M(s).

Proposicao 7.2.2 Vale as sequintes igualdades:

o My(s Z / 91(Bera(20))dt + sy 0 G 015 ) (64 (20));

o Mi(s 291 ¢1;15(20))

Demonstracao: A primeira igualdade € imediata. Observemos que na Se-
gunda igualdade, temos:

Z / SO0+ 5 n(s1 0 G o) (val0).

Vamos dividir a andlise nos dois termos do somatorio.

1. Temos:
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Tj a Tj a
| ettt = [ domm GGzt =

:/0 jd¢s+t(20)g1(F(¢s+t(zo)))dt
:/0 jd¢, i(z0) g1( 2 (01(05(20))))dt

T;

- %gl(¢t(¢s<Z0)))dt

0

= 91(01;(05(20))) = 91(¢5(20))-

Voltando ao somatorio, obtemos:

= {0161, 6.co) ~ 1B} + 1 (510G oY (0u(a0)) =

0
= 91(or,(6s(20))) + n{g (510G 0 Wo ) (¢s(20)) — 91(¢s(20))}-
J
2. Vamos analisar o termo entre chaves.

0 _ 0 0 1
(510G 0 U (64(20)) = 5-5-lecolse 0 G o 1) (@ (20)

= Sele=0s (e 0 G o g ') (9s(20)) =
= felemodo, ) (s 0 G 0 U5 ) (Xar, (65(20)))-
Mas, nesse ponto, devemos lembrar que:
d(scoGodyg') = fip— (v ') u
Logo:

& (510 G0 v (6u(20)) = S lecol 2 )outa (X1, (6:(0))) =

= 2 lecog(6:(a0)
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= g1(¢s(20))-

Isso nos mostra que o termo entre chaves, acima, € nulo.

Seque o resultado. [J

Na sequéncia, faremos o mesmo tipo de andlise para o termo /Nj.

7.3 Anaélise do termo N,

Consideremos a fungao &(z,y) = £(G(z,y)), onde £(0,7) = Apy 0. (01(6,7)).

Teremos:

Lema 7.3.1 Se f. representa a aplicagao, definida na se¢ao anterior, fe=1).0
Yy !, entdo Vale a igualdade:

E(7,Y) = Hao ) (1 (W0 (2, )))-

Demonstracao: Observemos que:

§(,Y) = Apo(Glaw) (P1(G(2,9))).

Seja f., tal que Ve = f. o wg. FEntao:
SploG_ |€ UfEOQDOOG—aJe OfEOGOwO EOGofeowO

== §|5:0G o we
Logo: ¥1(G(2,y)) = dyym)G(f1(Yo(T,))).

Portanto:

§(7,9) = Actwo(@w) (oo Gf1 (o (2,9))) = (G" Ao () (F1 (Y0 (7,)))
= o) (f1(tho(, 1))

Com 1isso, obtemos a igualdade desejada. [

Seja z € I, tal que G(z) = (6,,v(0.)). Entao:

—_
—_

n—

Ni(0:) = 5(%%): E(G(¥5(2))= Ni(2)-

n—

<.
Il

o
<.
Il

o

Segue que:
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Ni(2) = Y tatesp (F1(@0(25, 7)), sendo (aj,y5) = ().
j=0

Se definirmos K (z,y) = p(x,y)(fi(x,y)), entdo :

n—1

Ni(2) = K(xj,y))-

Jj=0

Utilizaremos o mesmo argumento que foi utilizado na subsecao anterior,
para introduzir um parametro s na fungao M, = M,.(z). Fixemos um ponto
20 € I' e seja s € R, tal que z = ¢4(2), onde ¢ é o fluxo do campo
hamiltoniano bidimensional Xp,. Escrevermos:

(75,Y5) = ¢st1,(20), onde z = ¢y(2).

Portanto, poderemos avaliar o termo N; = N;(z), através da fungao
N; : R — R, dada por:

[y

n—

Ni(s) = . K(¢s11,(20))-

<
Il
o

A derivada dessa fun¢@o, com respeito a s, é dada por:

n—1

Ni(5) = 3" doy (o) K (Xt (B1,45(20))):

J=0

A partir dessa representacao para as funcoes M; e Ny, voltaremos a andlise
da funcao L, para que algumas ideias fiquem mais claras.

7.4 Algumas observacoes sobre a funcao L,

Vimos que o potencial de Melnikov pode ser calculado por meio de:
fq(‘g) - Ml(g) - Nl(e)'

Representamos essas funcoes, M; e Ny, em 2, cujo dominio é R, a partir
de um parametro para descrever a curva I', obtendo fungoes M; = M(s) e
N1 = Ni(s). Dessa forma, consideramos a nova fungao:

Ly(s) = My(s) — Ni(s).

A relacdo entre L e L; se d4 da seguinte forma. Se G(¢s(20)) = (65, v(6y)),
entao:
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L1 (S) = .Z/l (95)

Portanto poderemos avaliar se L; é constante por meio de uma
analise de L;. Suponhamos, por exemplo, que exista s € R, tal que
Li(so) # 0. Entao, existem s1,$2 € R, proximos de sg, tal que Lq(s;) #
Li(s9). Portanto, L1(0s,) # L1(0s,) (ou seja, a funcao L; nao é constante)
Tentaremos avaliar a derivada de Lq:

Ly(s) = Mi(s) — Ni(s)-

Pela analise feita nos termos M; e Ny, teremos, entao:

n—1
L/1(5> = Z{gl(gﬁ(Tj + s, ZO)) - d¢(Tj+S,z0)K(XH1<¢(7} + s, ZO)))]’? onde:
=0

® g1 = %|e:0957 sendo g.(z,y) = (fe*ﬂ)(:c,y)(XHl(I?y))'
° K(a:,y) = ,U(:p,y)(fl(xay))

Com o objetivo de dar uma melhor expressao para essa funcao L] (que
estd no conteido do préximo coroldrio), observemos que o termo corres-
pondente a funcao K, que corresponde ao segundo termo dentro do so-
matorio, também pode ser expresso como uma derivada em €. Seja K (z,y) =
Pz (fe(x,y)). Logo Ky = K (utilizando a notagao fixada). Dai:

o1y +5,20) K (X1, (0(T; + 5, 20))) = =K1 (ST + 5, 20)) =

g 0 0
&Ek:OKE(Qb(Tj + s, ZO)) - &|6=0d¢(Tj+S,zo)Kﬁ<XH1(Qb(Tj + s, ZO)))

Logo, com isso obtemos a seguinte igualdade para L/ (s):
o n—1
Li(s) = 5 le=o Y {9 (S(T5 + 5,20)) = iy o0 Ke (X, (DT + 5, 20))) }-
=0

Notemos ainda que a fungao dentro do somatério pode ser escrita como:

ge(x,y) - d($7y)K€(XH1 (xv y)) = (fe*ﬂ - dKe)(Iyy)(XHl (SL’, y))

Diante dessas manipulagoes algébricas, resumiremos a representacao ob-
tida para a fungao L/ (s) no préximo corolério.

Corolério 7.4.1 Definindo Ac(x,y) = (fip—AdKe) @y (X, (x,y)), obtemos:
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n—1

Li(s) = ) Ai(o(T; + 5,20))-

J=0

Demonstracao: Seque dos cdlculos feitos acima. [

Portanto, se existir sop € R tal que L/ (sg) # 0, entdao L; ndo é constante
e teremos, entdo, que a curva rotacional invariante I' ndo persisti sob a per-
turbacdo. E fundamental notar que o somatério que aparece na expressao
de L/, no tltimo coroldrio, é uma soma sobre orbitas de 1. De fato, através
do parametro s, escolhemos um ponto sobre a curva I'; ao variar o indice
j do somatoério, percorremos a 6rbita do ponto fixado (por meio de s) por
1g. Essa construcao foi possivel devido ao fato de que todo ponto sobre a
curva I' possui tempo de retorno, pela aplicacao de Poincaré 1)y, iguais. Na
sequéncia do texto, iremos avaliar essa funcao A;, que aparece no corolério
anterior.

7.5 Analise da Funcao A;.
Vamos analisar melhor esta funcao A;. Conforme foi visto, teremos:

Az, y) = (fep — dK) (X, (2,9)).

Escrevermos fe(l'a y) = (X6<x7 y)a Yve(xa y)) Assim: Ke('ra y) = ﬂ(m,y)(fc(xa y)) =
H(z,y) (XE7 }/;)

Passemos as expressoes das 1-formas, que aparecem na expressao de A,
para coordenadas. Seguimos por partes.

L ffp.

Observemos que calculando essa 1-forma num vetor v € T(W)Rz, temos:

(fe*ﬂ)(:v,y) (v) = Nfe(x,y)(d(w,y)fﬁ(v)) = M(Xe,i/e)(d(x,y)fe(v)) =

= %dﬂQ((d(w,y)fe(U))) - %dﬂ_l((d(x,y)‘fg(/z})>>.

Onde, as aplicacoes m;, ¢ = 1 ou ¢ = 2, representam as projegoes
canonicas. Segue que:

(f:u)(:v,y)(v) = %d(az,y)yve(v) - %d(m,y)X€(U) =



86 CAPITULO 7. A FUNCAO DE MELNIKOV NA SECAO

Portanto, podemos escrever

) X, 0V, Y.0X. X, Y. Y.0X.
emea = ( 2 dr 2 Ox ) da (7 oy 2 Oy ) dy (7.1)
2. dK.

Faremos o mesmo com dK.. Como K (x,y) = fi(z)(Xe, Ye), temos:

z Y Z )
K = —dy(X.,Y,) — =dx(X.,Y)==Y. — =X
6(‘/1;’ y) 2 y( € E) 2 x( € E) 2 € 2 €

Segue entao que:

OK. Y. xdY. ydX. OK. xzdY. yX. X.

dr 2 20r 20r 8y 20y 20y 2

Portanto, podemos escrever, em relagao a base {dz, dy}:

Ji — f@Y an Y J zaY an X
20z 20z 7 T \29y, T29y 2

)dy (7.2)

Juntando as duas expressoes obtidas, podemos escrever:

(fip —dKe) = Be(z,y)dzx + Cc(z, y)dy, onde:

X, 0Y.  Y.0X. zdYe | ydX. Y.
Be(z,y) = 5% 2 0r 20: T 2or 2

2 Oy 2 Oy 2 Oy 2 Oy 2

O(SL‘ y) Xe 0Ye _ Y. 0Xe x OYe + Yy 0Xec Xe

Com isso, obtemos uma boa representacao para a 1-forma que aparece
na expressao da funcao A..

Vamos, agora, avaliar as derivadas, em relagao ao parametro €, das funcoes
obtidas B, e C.. Antes disso, faremos uma observacao.

Observagao 7.5.1 Escrevendo f(z,y) = (X (z,y),Ye(x,y)), devemos no-
tar que:

X.(0,0) =0 e Y,(0,0) = 0, Ve.
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Isso € consequéncia de 1.(0,0) = (0,0), Ve (ou seja, a drbita periddica é
a mesma, quando variamos o parametro). Portanto:
X1(0,0) =0 e Y1(0,0) =0
Por outro lado, devemos notar que fo = Id (¢ a identidade). Logo:
Xo(z,y) =z e Yo(z,y) =y
Essas relacoes serao importantes nos prozimos cdlculos.
Vamos aos calculos de By e ;. Seguiremos, por partes.

1. Calculo da funcao B;.
Temos:

X oYe Y.0X. zdY. yoX. Y.

Be(Ly)Z?&v 2 Oz _§8$+2 or 2

Vamos, a seguir, derivar, em relacao a ¢, cada termo que aparece na
soma dessa expressao:

0 | <X€ @K) X0, Xo0Y1 zoY;
e=0 =

.&_ 20r) 2 0r 2 0r 20z
L2 (YN _M0Xe M0x _n ox,
06\ 2 9x ] 2 ox 2 dr 2 20z’
o Dy (2D _zn

06\ 20z ) 20z

o 01, (40X 0%

06 °\20z ) 20z

) <Y2> Y3
4 _|e=0 - | - 5
Oe 2 2

Tendo em vista os sinais na expressao, acima, de B,, e essas derivadas
com respeito a €, concluimos que:

2. Calculo da funcao C4.

Esquematizaremos o cdlculo de €, da mesma forma que fizemos com
B;. Temos:
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XY, Y.0X, adY. yoX. X,
2 0y 20y 20y 20y 2

Ce(z,y) =

Vamos derivar, em relagao a €, cada termo que aparece nessa expressao:

L0 (KON X% Xvi X, eovi
9"\ 2 ay ) 2 oy 2 dy 2 20y
L2 (YOXY 0% | %0X, _yox,
9"\ 2 9y )] 2 oy 2 0y 20y
o O (20X 2
0"\ 20y ) 20y°
o g‘ anE _anl
9 "\20y ) 2 0y’

0 (Xe) X,
o Ly () =28
Oe 2 2

Tendo em vista os sinais na expressao de C, e essas derivadas, obtemos:

X X
Ol($ay) = 71 + 71 = X1($7y>

Diante dessa representacao de By e (1, conseguimos a seguinte igualdade
para Ay = Aq(z,y).

Proposigao 7.5.1 Se V' é o potencial’ do Sistema Hamiltoniano H, (que
foi indicado, na se¢ao 3, por Vi), temos:

Ai(z,y) = —yYi(z,y) = V'(2) X1 (2, y).
Demonstracao: Observemos que:
Az, y) = (fip— dKe)(x,y)(XHl (z,9))

Como Xu,(z,y) = (y,=V'(x)) e (fip — dK.) = Bz, y)dz + Cc(z,y)dy,
temos:

Ad(z,y) = Beda(y, —=V'(x)) + Cedy(y, —V'(x)) = yBe(w,y) — V'(2)Cc(, y).

Derivando, com respeito a €, esta iqualdade:

2Tremos indica-lo por V e ndo por Vi, conforme introduzido no texto. Faremos assim,
para nao confundir com a notagao que representa a derivada com relagao ao parametro e.
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Ai(z,y) = yBi(z,y) = V'(2)Ci(z,y).
Utilizando as igualdades obtidas nos cdlculos acima, By = =Y, e C; = Xj,
CONSEJUIMOS:

Ay (z,y) = —yYi(z,y) = V'(z) Xi(z,y).
Obtemos, assim, a igualdade desejada. [J

Portanto, essa fungao Ai(x,y) = —yYi(z,y) — V'(2)X1(z,y) que deve-
remos avaliar a soma sobre as érbitas de ¢y em I', conforme vem sendo
discutido nesta secao. Tendo em vista que essa curva I' é tomada proxima a
origem?® (0,0) € T’ (ou seja, I' préxima ao ponto fixo), vamos avaliar, agora,
como essa fungao A; se comporta préximo ao ponto fixo, (0,0) € Q, ou seja,
iremos calcular A; e suas primeiras derivadas em (0,0) (essas informagoes
estao resumidas na préxima proposicao).

Observemos que A;(0,0) = 0. Além disso:

o=y VX, -V
(7.3)
% = —Y yaail Vlaa);l
Temos ainda que X;(0,0) =0 e Y7(0,0) = 0. Logo:
6/11 8141
0,0)=0e ——(0,0) =0.
S 0.0 =0 0.0

Vamos avaliar, agora, as derivadas de ordem 2 de A; em (0,0). Observe-
mos que a partir das igualdades (7.3), obtemos:

D? Ay non 0X1 20X 50X
—2a°—— .
o S5H0,0) = —V"(0)ZH(0,0) = V' ZEH0,0) = 22222 (0,0)
PA, O ov; oY,
. Oy (0,0) = 3y —(0,0) — 3y —(0,0) = _28_y(0 ,0).
92 A, o ., axl oy, ,0X,

Portanto, “as primeiras derivadas”da fungao A1 que podem ser nao nulas

m (0,0) sao as derivadas de ordem 2 e estao relacionadas as derivadas de

ordem 1 das fungoes X; e Y7 em (0,0). Essas fungoes, ou suas derivadas,

estao relacionadas as propriedades dinamicas do campo Xy, conforme ana-

lisaremos na proxima secao. Resumiremos o comportamento local, provado
nos argumentos acima, da fungao A;, na préxima proposicao.

3Ver a observacao 7.1.1.
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Proposicao 7.5.2 Temos que a func¢ao Ay se anula em (0,0), juntamente
com suas derivadas de ordem 1. Suas derivadas de ordem 2 sao dadas por:

0% A, ,0X,

o W(O,O) = 2« %(0,(»
9* A oY,
e =-221(0,0).

o 5,7 (0,00 =—210.0)
82141 8}/1 28X1

.8x8y(’): Ox aﬁ_y

Observacao 7.5.2 Diante da proposicao anterior e dos comentdrios relaci-
onados, podemos escrever, entio, Ai(z,y) = Q(z,y) + R(z,y), onde Q =
Q(z,y) € a forma quadrdtica associada a hessiana de A; em (0,0) e R =
R(x,y) € o termo de resto. Assim, teremos:

R(z,y)

1 — = =20
(e)=00) || (z,9) |2

Portanto, em uma vizinhanca de (0,0) € R? suficientemente pequena, o
termo R = R(x,y) contribui pouco com o valor de Ay, ou melhor, o termo
Q = Q(x,y) predomina. Estamos interessados em avaliar a soma da fun¢ao
Ay sobre orbitas da aplicacao g, orbitas que estdo sobre a curva invariante I.
Se a curva invariante T' estiver suficientemente préxima a origem (0,0) € €,
entao o valor do termo @), sobre pontos da orbitas da funcgao gy, estard
“muito préoxima”do respectivo valor da soma da funcao Ay. Essa € a ideia
para fazer a andlise, que serd feita mais a frente.

7.6 As Derivadas da Funcao A;.

Tendo em vista a observacao 7.5.2, temos que calcular as derivadas de se-
gunda ordem da fungao A; em (0,0). Isso nos permite trabalhar com a forma
quadratica Q = Q(z,y). Esses calculos estao relacionados ao fluxo do campo
Hamiltoniano Xy . Os resultados finais de tais calculos estao na proxima
proposicao. Uma exposicao completa destes calculos estda no Apéndice A.

Proposicao 7.6.1 Indicando a érbita I'g, como no Lema 1.1.1, por I'g(t) =
(0, 22(t),0,y2(t)), sendo T o seu periodo. As derivadas parciais da fungao
Ay, de sequnda ordem, sao:
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4, (0,0) 2/T 2(s) cos{2a(T — s)}d
[ = _ .
o0y " i x5(8) cos{2a s)}ds;

0?4, 2 (T, _
o a—yQ(O’O) = a/o x5(s) sin{2a(T — s) }ds;

82141 r 2 .
* 53 (0,0) =2a [ x5(s)sin{2a(T — s)}ds;
0

Observemos que as derivadas de segunda ordem de A, em (0,0), depen-
dem, basicamente, do parametro « e de integrais sobre a orbita periddica
FE.

Nesse ponto, podemos escrever a funcao Q@ = Q(x,y), que foi descrita na
observagao 7.5.2, por:

Q(z,y) = ax® + 2cwy — by? (7.4)
Onde:
9?A, 0?A, 0? A,
a = W((L )7 c= 8$ay(070) eb= _8—y2<070>

Na proxima segao, trataremos de melhorar a expressao da fungao L) =
L (s), escrevendo explicitamente as soluc¢oes do Sistema Hamiltoniano bidi-
mensional Hj.
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Capitulo 8

Destruicao de Curvas
Invariantes.

O objetivo deste capitulo é provar o Teorema 1.1.3, a partir da condicao de
Melnikov que foi estabelecida, no capitulo anterior, nas coordenadas da secao
de Poincaré Y.

8.1 A condicao de Melnikov a partir das solucoes
explicitas de Xp,.

Como vem sendo destacado no texto, gostariamos de avaliar a funcao!:

L=L,:R >R

n—1
Dada por: L(s) = Z Ar(o(s +T}), 20),
=0

onde 2y € T, 2y estd fixado e I" é a curva (m, n)-ressonante, a qual quere-
mos avaliar se persiste ou nao, e ¢ = ¢(t, z) é o fluxo do Campo Hamiltoniano
bidimensional X, .

Vale ressaltar que indicando por 77 o periodo da érbita de I' (érbita de
Xp,) e por Ty o correspondente periodo no sistema hamiltoniano Hy, teremos:

TQ m
== 8.1
= (8.1)
onde m,n € N sao primos entre si. Dessa forma, teremos, na expressao
da fungao L = L(s), T; = jT5.

1 Ao longo dessa segao, indicaremos a fungdo L} simplesmente por L

93
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Se a fungdo L = L(s) nao for identicamente nula, entdo a curva I' ndo
persiste sob a perturbagdo (no sentido da defini¢do (6.1.1)). “Para uma
melhor analise dessa questao”, iremos, nessa se¢ao, “explicitar”’o fluxo s —
®(s, 20), que corresponderd a uma parametrizacao da curva I'. A equagao de
Hamilton, associada a Hamiltoniana Hy, ¢ dada por:

¢ =p
P =—a’q—2¢°

(Estamos supondo, sem perda de generalidade, que o coeficiente by = 1.)
Sendo I' = H; '(E}), temos:

2 2.2 4
b a~q q
= L_F
Sttty =5

Segue entao que:

dq
2 B, — o202 — gt
No entanto, considerando o polinomio dentro da raiz, podemos escrever:
2B, — a?x? —xt = (r; — 2%)(ry + %)
Onde ry e 5 sao dados por:

—a?+/at+8E;

2

o?4+/at+8E;

2

r =

To =

Teremos a situacgao indicada na figura 8.1.

Além disso:
e v dx
=
‘ q \/(Tl — 22)(ry + 22)

Sendo ¢ € [0, \/r1] a coordenada no instante t, ¢ € [0, ZL].

A integral do lado direito é chamada integral eliptica (ver ([17])). Pode-
mos expressar esse tipo de integral a partir das chamadas funcoes elipticas
de Jacobi (suas inversas). Integrais, como a apresentada acima, satisfazem:

/ | - — e (})
. \/(bz—t2)(a2+t2) o VaZ + b2 b’
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My

P

B
£ o

Figura 8.1: Representacao da curva I'.

onde cn é a funcao cosseno eliptico e o médulo da funcao cosseno eliptico,
contido nessa expressao, é dado por:

b
N
2

Essas informagoes estao em [17]. No nosso caso, teremos r; = b e ry = a®.
Logo:

N W
Onde o médulo da funcao eliptica é dado por:

1

T+ 7

k':

(8.3)

Portanto:
T,

T
cen~t ) = A1+ T Loy — q(t) = yrien | \fri+rg | — —t
Vi 4 !

Isso nos sugere poder expressar as solucoes da equacao de Hamilton as-
sociada a funcao H; por meio das funcgoes elipticas de Jacobi. Verificaremos,
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a seguir, que a funcéo ¢ : R — R, dada por ¢(t) = \/ricn(y/r1 + rat), onde

o modulo da funcao eliptica é dado por k = L

é solucao da seguinte

ri+re’
equacao:
= —alr — 223
2(0) = /i1 (8.4)
2 (0) =0

As funcgoes elipticas de Jacobi estao relacionadas a certas equagoes dife-
renciais. Em relacao a isso, temos:

Lema 8.1.1 Seja y(z) = cn(z), onde cn € o cosseno eliptico, associado ao
modulo k. Entao vale:

d?y
5= (2% — 1)y — 2k%y°.

Demonstragao: Ver ([17]).
Diante desse lema, obtemos o seguinte corolério:
Corolario 8.1.1 A funcao q: R — R, dada por:
q(t) = \/rien(y/r1 + rat), com mddulo k = \/%

¢ solugao de (8.4). Onde ry e ry sao dados em (8.2).
Demonstragao: Observemos que pela defini¢io da fungdo q = q(t), tere-
mos:

% = en(v/r + rat) = ‘-i/(;l) = (Vi +ro)en’ (Vi + rat).

Derivando mais uma vez, obtemos:

q"(1)

VTl

Por outro lado, teremos:

= (Tl + T’Q)Cn”((\/ ™ + Tg)t).

rL—ry =0 =1y =1 + >
Seque que:

2k2— _ 27“1 _1:27“1—7’1—7“2:7”1—7“2

7“1+7“2 T1+T2 T’l—f-T‘g

Obtemos entao:
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2 27"1

e 2k =

2k — 1= .
T1+T’2 7“1—|—7“2

Substituindo na igualdade que nos dd q", obtemos:

q"(t) —a? q(t)  2r (1) ): —a?q(t) 2

NG ST ATy T NG

Portanto:

= (r1+r2) < ().

¢"(t) = —a’q(t) — 24%(t)

Devemos notar ainda que q(0) = \/r1. Além disso, vale:

¢ (t) = —(\/r} + rire)sn((\/r1 + ro)t)dn((\/r1 + 12)t)

Logo, ¢'(0) = 0. Obtemos, assim, que q = q(t) € solucao de (8.4). O
Definimos, a partir deste corolario, a seguinte curva:

z:R = R? 2(t) = (q(t), p(t))
Onde as curvas ¢ = ¢(t) e p = p(t) sao dados por:

q(t) = rien(y/(r1 +ra)t),
(8.5)

p(t) = —(\/1% + rira)sn((\/r1 + m2)t)dn((\/r1 + r2)t).

Diante dessa definicao, obtemos:
Corolério 8.1.2 Se zy = (/71,0), entdo:
o(s,20) = 2(5).

Onde ¢ € o fluxo do campo hamiltoniano Xp, .

Portanto, fazendo, na expressao de L = L(s), 2o = (1/71,0), obtemos:

n—1

L(s) =Y Ai(z(s+j- o))

j=0

Nesse caso, a curva s — ¢(s, z9), associada a expressao de L = L(s) estd
explicita, expressa através das fungoes elipticas de Jacobi.

A fungao Ay = A;(z,y) é da forma A;(z,y) = Q(z,y) + R(x,y), sendo a
funcao @ da forma:
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Q(x,y) = azx® + 2cxy — by?

Onde os coeficientes sdo dados em (7.4). A funcdo R = R(z,y), por sua vez,
satisfaz:
R(z,y)

lim ———— =0
(@9)—00) || (2,y) [|?

Definiremos as fungoes p; : R — R e ps : R — R, dadas por:

pa(s) = Q(2(s)) e pa(s) = R(z(s)).

Assim:

n—1

L(s) = Z{m(s 5 To) + pa(s + - Tn)}

Gostariamos de mostrar que a funcao L = L(s) ndo é identicamente nula.
Em particular, se L nao for uma funcao constante, entao teremos que L nao
¢ identicamente nula. Uma técnica, para analisar esse tipo de soma, vem da
andlise complexa. De fato, as fungoes u — cn(u), u — sn(u) e u — dn(u)
(assim como as demais fungoes elipticas) se estendem, analiticamente, a va-
lores do plano complexos; a partir disso, podemos pensar num mesmo tipo
de extensao para a funcao L. Essas funcgoes, vistas como funcoes defini-
das no plano complexo, serao funcoes meromorfas duplamente periddicas.
Uma analise das singularidades complexas desse tipo de funcao pode nos
levar a concluir se elas sao constantes ou nao. Seguiremos nessa diregao.
Os argumentos utilizados aqui sdo adaptagoes dos argumentos feitos em [9].
Na sequéncia do texto, vamos analisar o termo do somatoério relacionado a
funcao puq, considerando as funcoes elipticas definidas no plano complexo, e
tentaremos estudar as singularidades da funcao obtida.

8.2 Analise do termo relacionado a
Como foi definido acima, a fun¢ao p; = py(s) é dada por:

in(s) = Q(2(s)), onde Q(,y) = az? + 2cxy — by?

Os coeficientes a, b e ¢ sao dados em (7.4). Em particular, teremos:

a= 204/0 73(s) sin{2a(T — s)}ds e
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b= %/0 23(s) sin{2a(T — s)}ds

Trabalharemos com a seguinte hipdtese, relacionada ao nivel de energia:

Hipétese 8.2.1 Vamos supor que coeficiente o e o nivel de energia, que é
utilizado na construcao da transformacao de Poincaré, sao tais que a sequinte
condi¢ao € satisfeita:

/0 r3(s) sin{2a(T — s)}ds # 0

Devemos destacar que, fixado o coeficiente o da Hamiltoniana, essa € uma
hipotese sobre o nivel de energia, no qual estd sendo feita a andlise. Ob-
servemos, ainda, que esta hipotese corresponde a hipotese do item 2, feita
no enunciado do Teorema 1.1.3. Esta hipotese esta relacionada, portanto,
aos coeficientes da forma quadrdtica Q. Daqui em diante, neste capitulo,
trabalharemos com esta hipotese. .

Observemos que, diante da Hipdtese 8.2.1, os coeficientes a e b sao nao

nulos. Assim diante dessa hipdtese, vale a relacao:
a

ab= - = a=a%
«Q

Portanto, substituindo na expressao de ) = Q(z,y), conseguimos:
Q(z,y) = a?bx? + 2cay — by?

No entanto, estamos interessados na expressao da funcao p;, na qual a
funcio @ aparece sendo calculada em valores (x,y) € I' = H; '(E;). Logo,
(x,y) devem satisfazer:

y2 0[23172 l‘4

A el 2 _ 2.2 4
2—|— 5 +2 EL =y 2, — oz — x

Substituindo esta relacao na expressao de (), obtemos:

Qlr(z,y) = a?bx® + 2cxy — b(2E, — o*2? — z*) =
= o?bx? + 2cay — 2bF, + boa® + bat =
= bx* + 2ba’2? + 2cay — 20F).

Sendo p1(s) = Q(z(s)), onde z = (s) = (q(s),p(s)), ¢ e p dados em (8.5),
obtemos entao:
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p(s) = bgt(s) + 2a%bq?(s) + 2cq(s)p(s) — 2bE,

Omitiremos o termo constante 2bF; dessa expressao (esse termo nao in-
terfere na andlise). Escreveremos, para efeitos de simplificagao nas expressoes
que serao manipuladas:

w(s) = (Vri+rg) s

Utilizando as expressoes de ¢ e p, dadas em (8.5), obtemos:

pi(s) = brien*(w(s))+2a2brien®(w(s))—cri(v/r1 + 12)(2sn(w(s))en(w(s))dn(w(s))).

Mas vale, entre as funcoes elipticas, a seguinte identidade, que esta asso-
ciada ao termo entre parénteses, na expressao acima:

2sn(w(s))en(w(s))dn(w(s)) _

sn(2w(s)) = 1 — k2sn*(w(s))

Logo:
sn(2w(s))(1 — k*sn'w(s)) = 2sn(w(s))en(w(s))dn(w(s)).

Substituindo na expressao de 11 = 1i1(s), obtemos:

pu(s) = brient(w(s)) + 20°brien?(w(s)) — eri(v/ri + r2)(sn(2w(s))

(1 - K*sn'w(s)) =

= brien’(w(s)) + 2a2brien®(w(s)) — eri (Vi +72)sn(2w(s))+

ok (v/rrF a)sn(2w(s))snt ().

Portanto, obtemos a seguinte expressao para a funcio j:

pa(s) = brien(w(s)) + 202brien?(w(s)) — eri (v T r2)sn(2w(s)) +

ek (v/FrFa)sn(2w(s))snt (w(s)).

Como as fungbes = +— cn(x) e x — sn(x) se estendem analiticamente a
valores do plano complexo, a fungao py se estendera, também, a valores do
plano complexo. Assim, teremos a fungao pu; = py(2):

pi(z) = brient(w(z)) + 2a2brien?(w(z)) — eri(v/r1 + r2)sn(2w(z))+
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+ck?ry (v + 72)sn(2w(z))snt (w(2)).

As fungoes z — cn(z) e z — sn(z) sao fun¢oes meromorfas duplamente
periddicas. Seus periodos sao, respectivamente, 4K e 2K +2iK' e 4K e 2i K.
Seguird que as fungdes z +— cn(w(z)) e z — sn(w(z)) possuem, respectiva-
mente, periodos:

4K 2K + 21K’ 4K 21K’
(§] (§] [§] .
\/7“1+7"2 \/T1+T2 \/7’14‘7”2 \/T1+7”2

Podemos notar que 4K e 4iK’ sao periodos em comum das funcoes cn e
sn (sdo periodos em comum das fungoes cn, sn e dn; por isso, trabalharemos
com eles). Portanto, a funcdo p;, estendida ao plano complexo, é uma fungao
meromorfa, duplamente periddica, com periodos:

4K 41K’
e .
Vrit+re i+

Em relagao a essas constantes, temos a proxima observacao.

Observacao 8.2.1 Utilizando a forma da integral eliptica, apresentada nessa
sec¢ao, teremos que a constante K € dada por:

K _/b dt
a2+ Jo /(02— 2)(a® + %)

Assim, para o nosso caso, teremos:

K _/WT da
r1+ T o /(r—22)(ry +22)

Portanto, a constante K estd relactonada ao periodo da correspondente
orbita do Sistema Hamiltoniano Hy. Teremos:

4K

A constante K' estd relacionada ao mdédulo complementar k'. Mais deta-
lhes podem ser consultados em ([17]).

=1T.

Resumindo, a funcao pq, estendida ao plano complexo, é uma funcao
meromorfa duplamente periédica. A préxima subsecao se propoe a estudar
as possiveis singularidades desta funcao.
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8.3 As singularidades da funcao j;

Temos entao:
p1(2) = brien*(w(z)) + 2a2brien®(w(z)) — cri(y/r1 + 12)sn(2w(2))+

+ck?ry (/11 + r2)sn(2w(z))snt (w(2)).

Para fazer uma analise das possiveis singularidades da fungao p;, defini-
remos as fungoes auxiliares:

o A(z) = bricn*(w(z)) + 2a2brien?(w(z))
o B(2) = ck?ri(\/r1 + 12)sn(2w(z))sn? (w(2)).
o C(z) =cri(\/r1 + 1r2)sn(2w(z)).

Dessa forma, teremos: u1(z) = A(z) + B(z) — C(z). Portanto, os candi-
datos as singularidades da funcao p; devem ser singularidades da fungao A,
ou da funcao B, ou da funcao C. Iremos determinar as singularidades das
fungoes A, B e C e, na medida do possivel, os coeficientes de suas respectivas
séries de Laurent, para, a partir disso, fazer o mesmo em relagao a funcao
1. Seguiremos por partes.

I- A funcao A=A(z)

Temos que a funcao A é dada por:

A(z) = brient(w(z2)) + 2a2brien?(w(2)).

Seguird que suas possiveis singularidades provém da funcao cosseno eliptico,
z +— en(z). Em relacao as singularidades dessa fungao, temos:

Lema 8.3.1 Sejay(z) = cn(z) a fungao cosseno eliptico, associado ao mddulo

k. Suas singularidades sio iK' e 2K + iK' (ver a observagao a sequir), que

. . , _ -1 1
sao polos simples, com residuos dados, respectivamente, por — e —.

E ok
Demonstragao: Ver ([17]).

Em relagao a esta afirmacao, é importante destacar que a periodicidade dupla
estd sendo levada em consideracao. Em relagao a isso, temos a seguinte
observacao.

Observacao 8.3.1 A situacdo deste lema pode ser analisada no paralelo-
gramo com vértices nos sequintes pontos —2K, 2K, 4K + 2iK' e 2iK’. To-
das as outras singularidades sao equivalentes as singularidades descritas no
lema, devido a periodicidade dupla.
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Sejam zg, z1 € C tais que w(zg) = iK' e w(z1) = 2k+iK’. Assim, teremos:

iK' 2K +iK'
== = ——
’ V71t T2 ' VTt T2
Segue, entdo, que zp e 21 sao singularidades da fungao z — cn(w(z)). A
situacao é resumida no préximo lema.

Lema 8.3.2 Os pontos:

1K’ 2K + iK'
)= —F——= ez =

sao polos de ordem 1 da fungio z — cn(w(z)). Os residuos sdo, respectiva-
—1i i

k\/T1+T2 ¢ k\/rl—i"/’g.

mente, dados por:

Observacao 8.3.2 A situacdo € andloga a feita na observacao referente ao
lema anterior.

Diante dessas informagoes, levando-se em consideracao as poténcias de
z = en(w(z)) e os coeficientes que estdo na expressao da fungao A = A(z),
obtemos o proximo coroldrio.
Corolario 8.3.1 As singularidades da fungio A = A(z) sao:

iK' 2K + iK'
—— ez = —.
T+ T2 ! \/T1+ T2

20 =

Temos ainda:

e zy ¢ um polo de ordem 4 da fungcio A = A(z). A série de Laurent de
A, centrada em zy, € da forma:

Alz) =) (Z_b—“;oyn + ) an(z — 20)" (8.6)

m=1 n=0

Com o coeficiente by, dado por:

: 4
—1
by=0br}| ——— ] =0b.
= (k\/rl + 7“2)
e z1 é um polo de ordem 4 da fun¢do A = A(z). A sua série de Laurente,

centrada em zy, tem a forma de (8.6). Onde o coeficiente by é dado
por:
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b4 = b?“%

, 4
7
) =p
<k\/r1 —I—TQ)

Notemos que, devido ao médulo das fungoes elipticas ser dado em (8.3),
teremos by = b. De fato:

4 . 2 . 2
b () e () ()
TNk "\ ks NGRS

_ﬁﬂ( 1 )( 1 )_WQ 1 1
! kQ(Tl + 7’2) k'2(7’1 + 7’2) ! 7“127‘2 (7’1 + 7’2) n (Tl + 7’2>

ri1+r2

1

71

O coeficiente b é dado em (7.4). Temos a seguinte observagao.

Observacao 8.3.3 E importante notar que nao hd dependéncia entre coe-
ficiente by e a curva T, (m,n)-ressonante, que estd sendo feita a andlise.
O coeficiente b depende do parametro o (na Hamiltoniana Hy) e da drbita
periodica usada para a construcao da aplica¢ao de Poincaré. Posteriormente,
voltaremos a destacar esta propriedades.

II- A Funcao C= C(z).
A funcao C' = C(z) é dada por:

C(z) = er1(v/r1 + 1r2)sn(2w(z)).

Segue que as possiveis singularidades da funcao C' estao relacionadas as
singularidades da fungao z — sn(w(z)). Em relacao a isso, teremos:

Lema 8.3.3 Seja y(z) = sn(z), a fungdo seno eliptico, associada ao mddulo
k. Suas singularidades sao iK' e 2K + iK' (ver a observacao a sequir), que

sao polos simples. Seus residuos sao dados, respectivamente, por z e T
E importante destacar “o fator ”periodicidade, contido na afirmagcao desse
lema, assim como fizemos com a fungao z — cn(z).

Observacao 8.3.4 A situacdo descrita no lema anterior pode ser analisada
no paralelogramo com vértices —K, 3K, 3K + 2iK' e —K 4+ 2iK'. Todas as
outras singularidades serao equivalentes as singularidades descritas no lema,
devido a periodicidade dupla.

)
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Sejam zy, 21 € C, tais que 2w(zp) = iK' e 2w(z1) = 2k +iK’. Entao:
iK' 2K + iK'
= ————e = .
2\/7’14‘7"2 ! 2\/7“1 + 7o

Seguird que zp e 21 sdo singularidades da func¢éo z — sn(2w(z)). Outras
informagoes sao descritas no proximo lema.

20

Lema 8.3.4 Os pontos:
iK' 2K iK'

—— € Z ————
2\/7“1 + T2 ! 2\/7“1 +T’2

sao singularidades * da fungao z — sn(2w(z)). Estas sio polos de ordem 1.
Seus residuos sao dados, respectivamente, por:

1 -1

INCE RGeS

Diante deste lema, podemos descrever as singularidades da fungao C.

zZ20 —

Corolario 8.3.2 As singularidades da func¢io C = C(z) sao dadas por:
iK' 2K + iK'
= ———— e = .
2\/7’14‘7’2 ! 2\/7’14‘7”2

20
Além disso, temos:
® 2y ¢ um polo de ordem 1 de C. O residuo, associado, é dado por:

Cry

1
2]€\/7’1 + 79 N %

e 2, ¢ polo de ordem 1 da fungio C = C(z). O residuo, associado, é
dado por:

b1 = C’f‘l(\/’l"l + 7"2)

—Cry

1
2]6\/7’14’7’2 N 2k ’

by = —cm(\/m)

Com esse corolario, temos a descricao das singularidades da funcao C.
ITI- A funcao B=B(z).
A funcdo B = B(z) é dada por:

2Devemos destacar que estas informacoes estdo sempre condicionadas a periodicidade
dupla
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B(z2) = cri(\/r1 + 12)k?sn(2w(s))snt(w(s)).

Observemos, entao, que podemos escrever a fungao B = B(z) da seguinte
maneira;

B(z) = C(z) - (K*sn*(w(2))).

Portanto, tanto as singularidades da funcao C, quanto as singularidades da
funcao z — k*sn*(w(z)) serao candidatas a singularidades da fungao B.
As singularidades de C' ja foram estudadas. A seguir, caracterizaremos as
singularidades da funcao z — k?sn*(w(z)).

Lema 8.3.5 Os pontos:

iK' 2K + iK'
H=—F—= ez = —F—.
0 VT + 1o ! VT + 1o
sio singularidades® da func¢ao z — k*sn*(w(2)). Estes sio polos de ordem
4. Os coeficientes da correspondentes série de Laurent sao, respectivamente,
dados por:

1 1 1
—1 1 1
2—4: 2—:—
2 B () =K =5

Diante desse lema, teremos os seguintes candidatos a singularidades da
funcao B:

1K' 2K + iK'
e Singularidades de C' = (C(z) sdo e sao polos de
& ( ) 2\/7"14-7'2 2\/7’1—|—7"2 P
. . Cry Cry
ordem 1, com coeficientes, respectivamente, dados por: % e % con-

forme discutido anteriormente.
1K' 2K + 1K'
e
Vit it
1 1

de ordem 4, com, respectivamente, coeficientes: = e =k

sao polos

e Singularidades de z — k%sn*(w(z)) sdo

Observemos que, calculando a fungao z — k?sn*(w(z)) nas singularidades
da fungao C', obtemos:

3Devemos sempre considerar essa afirmacdo, a menos de periodicidade dupla.
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. N
20,4 iK'’ _ooa (T o g2l
k*sn (w(2m)>—ksn<2)—k (ﬁ) —kﬁ—l.
Da mesma forma, teremos que:

- 2K +1K' 1K'
2.4 2K +iK _ 724 2.4
k*sn (w<m>>—k sn (T>—ksn (K—l— 5 )

Devemos notar que vale a seguinte relagdo entre fungoes elipticas (ver

([17])):

- - ldn(ZEY)  1VI+k 1
iK'\ —1 K . _ 2 _ _

Logo:

K 1\
KiK'\ _ 7.2 _
st (v () =42 () =1
Resumindo, calculando a fungao z — k*sn*(w(z)) nas singularidades da
funcao C', obtemos:

24 iK' _ 2.4 2K+iK' )\ _
k<sn (w (2 Tﬂ"z)) =1eksn <w (2 TH@)) =1
Portanto, a analise das singularidades da funcao B, em relacao as singu-
laridades da funcao C', pode ser feita na situacao do préximo lema.

Lema 8.3.6 Sejam® f: A(z,0,0) — C e g : Bs(z0) — C fungoes holomor-
fas. Definimos h : A(z,0,6) — C por h(z) = f(2)g(z). Se zy € um polo de
ordem 1 de f, com residuo C, e g(z9) # 0, entdo zy € um polo de ordem 1 da
fungao h, com residuo ¢ - g(2o).

Demonstracao: Como zy € polo de ordem 1 da funcao f, com residuo C,
teremos:

lim (z —20) f(2) = ¢

Z—20

Observemos que:

(2 = 20)h(2) = (2 = 20) f(2)9(2) = {(z = 20) f (2) }9(2).

Seque entao:

lim (z — z9)h(2) = (- g(20) # 0

zZ—20

“Notagdes usuais de andlise complexa. Ver [32].
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Isso conclui a afirmacdo do lema. [

Este lema nos permite caracterizar as singularidades de C' como singula-
ridades da funcao B.

Corolario 8.3.3 Em relagao a fun¢ao B = B(z), vale::

iK' 2K +iK’

e Os pontos zp = ———— € 2y = ———
N e RN e
cry

® 2o € um polo de ordem 1, com residuo T},

sao singularidades de B;

e 21 ¢ um polo de ordem 1, com residuo .

Observacao 8.3.5 Notemos que estes sao, exatamente, os polos da funcao
C' (Ou seja, 0s polos sao 0s mesmos e 0s residuos $Go 0s Mmesmos.)

Devemos avaliar, agora, as possibilidades em relagao as singularidades

da fungao z — k?sn*(w(z)). Calculando a fungao C' nas singularidades da
funcio z — k%sn*(w(z)), obtemos:

¢ (V%) = cry (Vi 4 7r2) sn(2(Vr + Tz)rfﬁ;) = cry(ry + r9)sn(2iK’)
= cri(y/r1 +12)sn(0+2K') =0

Fazendo o mesmo em relacao a outra singularidade:
O (B2 — oy (i) sm (2 (/i F 7o) 22 ) —
= cri(y/r1 +r2)sn(4K + 2iK') = 0.

Portanto, o argumento, que foi usado na situacao anterior, nao pode ser
utilizado aqui. Uma observacao fundamental, que pode ser encontrada em
([17]), é que os zeros das fungoes elipticas de Jacobi sao todos simples. Em
relacao a essa segunda situacao, em que as singularidades de uma funcao sao
zeros da outra, temos:

Lema 8.3.7 Suponhamos f : A(z0,0,0) — C e g : Bs(z0) — C holomorfas,
sendo zy um polo de ordem 4 de f e zg um zero simples da funcao g. Defini-
mos h : A(20,0,8) — C, por h(z) = f(2)g(2). Entdo zy é um polo de ordem
3 da funcao h.

Demonstragao: Como zy € polo de ordem 4 de f, IX € C\ {0} tal que:
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Jim (= = 20)* () = A

Sendo zy um zero de ordem 1 de g, podemos escrever:

9(2) = (2 = 20)g1(2), com g1(z0) # 0.

Seque, entdo, que:
(2 — 20)*h(z) = (= = 20)*f(2)g(2) = (= — 20)F(2) (2 — 2009 (2)
= (2 20) ()1 (2).
Logo:

lim (z — 29)%h(2) = lim (2 — 20)* f(2)g1(2) = Ag1(20) # O

Z—20 Z—20

Seque que zy € polo de ordem 3 de h. [J

K’ 2K + 1K'
Corolario 8.3.4 Os pontos zy = L al

VT + T2 b VTt T2
ordem 3 da fung¢io B = B(z).

sao polos de

Observacao 8.3.6 Devemos notar que estes mesmos pontos sao também
polos de ordem 4 da fun¢ao A = A(z).

A situagao, referente a “todas”as singularidades da funcao B = B(z) é
resumida no proximo corolério.

Coroléario 8.3.5 A fun¢io B = B(z) possui as sequintes singularidades:

iK' 2K +iK'
— ey = ——.
24/11 4 19 ? 2471+ 19
Estes sao polos de ordem 1, com residuos, respectivamente, dados por
e g oo
2k © 2k

.le

¢ 2K + iK'
23 = e e Yy = ———.
’ TR T1+ T2

Estes sao polos de ordem 3 de B.

Com este ultimo corolario, concluimos a anélise das singularidades de B.
Iremos voltar a anédlise da fungao py = py(2).
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IV-Sobre as singularidades da funcao ;.

A fungao py é dada por py(z) = A(z) + B(z) — C(z). Diante da andlise feita,
os candidatos a singularidades da funcao p; sao singularidades das funcoes
A, B e C, que sao descritas nos corolarios 8.3.1, 8.3.5 e 8.3.2. Portanto,
serao os pontos zq, 2z, 23 € z4, dados no corolario 8.3.5. Observemos que z;
e 2y sao singularidades das fungoes B e C'. Ambas sao polos de ordem 1 e
possuem os mesmos residuos. Ao fazermos “B — C "na expressao de j;, estas
singularidades sao removidas. Ou seja, elas sao singularidades removiveis da
funcao p;. Por outro lado, os pontos 23 e z4 sao polos das fungoes A e B. No
entanto, sao polos de ordem 4 da funcao A e polos de ordem 3 da funcao B.
Logo, os pontos z3 e z4 sao polos de ordem 4 da fungao ;. Essas informacgoes
estao na proxima proposicao.

Proposicao 8.3.1 A funcao jy possui as sequintes singularidades:
iK' 2K + iK'

——— ez = ——
CET T1+ T2

21 =

Além disso, temos:

® 21 € polo de ordem 4 da funcdo py. O coeficiente associado, na série
de Laurent de 1, centrada em zy, é by = b;

e 2, ¢ polo de ordem 4 da funcao py. O coeficiente associado, na série
de Laurent de 1, centrada em zo, é by = b;

A seguir analisaremos “a contribuicao”de p; para o somatorio, relacio-
nado a expressao de Melnikov.

8.4 A Contribuicao de iy ao Somatorio.

A soma que estamos interessados em analisar é dada por:

—

n—

L(s) = ‘ p(s+j-Ts).

<
Il
o

Essa expressao depende inteiramente da curva (m, n)-ressonante que esta-
mos analisando. Se essa expressao nao for identicamente nula, entao a curva
em questao nao persiste sob a perturbacgao do sistema (conforme estabelecido
na definigao (6.1.1). A funcao p é da forma p = p; + pe. Consideremos a par-
cela da soma de L, relacionada a funcao ju;. Ou seja, definimos L' : R — R
dada por:
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() =3 (s 45T

Nesta subsecao, vamos mostrar como as informagoes da proposigao 8.3.1,
a respeito da funcao p, nos permite concluir que a funcao L' nao é cons-
tante®; em particular, L' nao é identicamente nula.

Primeiramente, analisemos a periodicidade da funcao L.

Lema 8.4.1 A funcdo L' : R — R possui periodos Ty e T} = \/%.

Demonstragao: A funcio s — () estd associada a orbita periédica do
sistema hamiltoniano Xy, , que tem periodo T1. Portanto, T) é um periodo
de L'. Analisemos a situacdio referente a Ts.

Observemos que:

T
—2 :ZZE — HJE ::TRYH.
YH n

Diante disso, teremos:
(s +nTz) = pi(s +mTh) = pa(s).

Portanto, na expressio de L' = L'(s), conseguimos:

n—1 n—1
Ls+Ty) =Y s+ T+ To) =Y s+ (j+1)Th) =
=0 =0
n n—1
= Zﬂl(s +j12) = ZHI(S +713) + (s + nly)) =
j=1 =1
n—1
= (s +jTz) = L'(s).
=0

Isso mostra que Ty também é um periodo da funcao L. Isso conclui o
lema. [

Sendo T} e T perfodos de L', temos que qualquer combinacao linear
entre eles, com coeficientes em Z, também serd um periodo. Iremos focar na
combinacao que nos fornece o periodo T} = \/%.

Como a fungao p; se estende analiticamente, ao plano complexo, a uma
funcao meromorfa, e como se trata de uma soma finita, a funcao L' também
se estende analiticamente a uma funcao meromorfa. Obtemos assim uma

funcao:

5Sendo assim, restaria analisar a interferéncia do termo po nessa situacao.
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n—1

LMz) = pl(z+j-To).

J=0

Segue, das propriedades de p; e do lema anterior, que essa extensao é
duplamente periddica, com periodos:

4K 4K
e )
VTri+re T T

Portanto, a extensao de L' = L!(z) ¢ uma fungao eliptica. Analisemos
possiveis singularidades para essa extensao L' = L(z). Candidatos naturais
seriam os pontos z; e 29, descritos na proposicao 8.3.1, por se tratarem de
singularidades de da funcao p; = p1(2). O préximo lema ird nos dizer se o
ponto z; é singularidade do j-ésimo termo da soma, z — u1(z + jT3). Essas
expressoes estao relacionadas a curva (m,n)-ressonante.

Lema 8.4.2 Se n é impar, entio z; € singularidade de z — pi(z + j13)
apenas se j = 0. Sen € par, entio z; € singularidade de z — i (z + jT3)
para j=0¢€j=73.

Demonstracao: Utilizando a proposicao 8.3.1, teremos que z; serd Singu-
laridade de z w— py(z + jT3) nas sequintes situagoes:

1 +9-Ts €21+ K 7 + 4K/iZ
.z . e —7
! J 2 ! VTl + T2 \/7“14‘7“2
4K 4K'i
B SIP
r1+ 1o T1+ T2

Analisemos separadamente cada uma dessas situacoes.

2.1 +7 15 € 20+

1. Observemos que essa situagao ocorre se, e somente se, a sequinte condi¢ao
€ satisfeita:

4K
i1y € —7.
VTl + T2
41K
Mas como Ty = @—, teremos:
n /71 + 1o

. 4K .
J1y € ———=7Z < jm € nZ.
1+ 7o
Como 0 < j <n em en sao primos entre si, essa equivaléncia ocorre
apenas se j = 0. Observemos que essa andlise independe de n ser par
ou impar.
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2. FEssa condi¢ao ocorre se, e somente se, a sequinte condi¢cao é satisfeita:

1 4K . 4K
2\/T1—|—7“2 \/7'1—|—7“2

1Ty € 7.

Uma vez que vale a sequinte relagao:

2K 1 4K
29 — 21 = = - )
2 ! VT1+ 7o 2\/7’14‘7"2
Utilizando que Ty = ffim, obtemos que a condi¢do acima € equiva-
lente a:
m 1
j— € =+ Z.
n 2

Observemos que essa condi¢cao nao € satisfeita para 7 = 0. Caso ela
seja satisfeita, deverd ewistir p; € Z, tal que:

,m_l _1+2pj
Iy T thiT

= 2jm = n(1 + 2p;).

Mas sendo m e n primos entre si, tem de existir \; € N tal que 2j =
Ajn. Observemos que:

J<n= An=25<2n.. )\ <2.

Assim, \; = 0 ou \; = 1. O primeiro caso nao nos interessa. Logo,

Aj =1, ou seja, j = 5. Essa condigao, evidentemente, ocorre apenas

sen for um niumero par.

Concluimos, assim, as afirmacoes do lema. [

A préxima proposigao mostrard que a funcao eliptica L' = L(2) possui
z1 como uma singularidade.

n—1
Proposicgao 8.4.1 A extensio analitica de L'(z) = Zul(z + jTy) possui
=0
um polo de ordem 4 em z;. Além disso, se n € par, jentdo o coeficiente na
série de Laurent associado é dado por 2b. Sen é impar, entao este coeficiente
€b (onde b € dado por (7.4)).
Demonstracao: Faremos, separadamente, essa andlise nos casos n par e
n impar.
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e n impar;

Sen é impar, entao, de acordo com o lema anterior, z, serd singulari-
dade de z — py1(z + jTs) apenas para j = 0. Logo:

n—1 n—1
LYz +u) = ZM1(2’1 +u+jTs) = (21 +u) + Zﬂl(% +u+jT).
j=0 Jj=1

Utilizando a proposi¢ao (8.3.1) e o lema anterior, obtemos:

b by by b
e B - R S A

L1(21+u):u4 St

Como b # 0, seque que 2, € um polo de ordem 4 da fungdo L' = L'(z).

n par;
Para o caso n par, z; serd singularidade de z — py(z + jT3) nos casos
j=0ej=1%. Logo:

n—1
. n
L'z 4u) = Zﬂl(zl +u+ j15) = pi (21 +u) + (2 +u + §T2)+
7=0
n—1
Z ,u1(21 +u+ ]Tg)
J=1#%

Pelo lema anterior, existem py, ps € Z tal que:

n 4K Apy K1
4 Ty = 29 + b1 T D2 .
2 \/T1+T2 \/7”1+T2

Assim:

4Kp1 4p2K/Z
+
Vri+ry  \ri+r

n
pi(z1 +u+ =Ty) = pi(ze +

9 +u):M1(22+u)7

onde a ultima igualdade se deve a periodicidade da fun¢ao py. Obte-
mos, através da soma anterior, entao:

n—1
LYz +u) = (21 +u) + pa (22 + u) + Z p (2 +u+ jTs).
J=1#%5

Utilizando a proposicao (8.3.1) e o lema anterior, obtemos:



8.4. A CONTRIBUICAO DE p; AO SOMATORIO. 115

3

b b Ci
1 — _ J
L(zl+u)—u4+u4 . uj+...
Jj=1
Portanto:
3
2b Ci
1 _ 2: j
=1

Como b # 0, seque que z, € polo de ordem 4 de L' = L'(z).

Seque o resultado. [J

Com essas informagoes, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 8.4.1 A funcio L' : R — R ndo € uma fungdo constante. Em
particular, nao € identicamente nula.

Demonstracao: Seque do fato de que sua extensao analitica ao plano com-
plexo € uma funcao eliptica com um polo de ordem 4, conforme descrito no
lema anterior. [J

Diante disso, pela construcao que vem sendo feita, é conveniente colocar
o resultado do coroldrio anterior em termos das coordenadas (z,y) € Q da
Secao.

Corolério 8.4.2 Euxiste uma orbita (z;, Yi)o<i<n—1 de Yo, sobre a curva (m,n)-
ressonante, I', tal que:

n—1

ZQ(%’,%) # 0

=0

Além disso, podemos supor, sem perda de generalidade, que Q(z;,y;) # 0, Vi.

Na sequéncia do texto, mostraremos como o ultimo corolario e as in-
formacoes a respeito das fungoes® Q = Q(z,y) e R = R(z,y) nos permitem
concluir que a fun¢do L = L(s) ndo é identicamente nula.

6Ver a observacao 7.5.2.
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8.5 Conclusao a respeito da destruicao de cur-
vas invariantes

Pela a andlise que vem sendo feita, para concluir que a curva I nao persiste
sob a perturbagao, que estamos analisando, é suficiente mostrar que:

n—1

Existe uma érbita (x;,y;) de vy, tal que Z Ay (xj,y;) #0.
=0

Sendo Ai(z,y) = Q(z,y) + R(x,y), o coroldrio 8.4.2 nos fornece uma
orbita candidata a verificar esta desigualdade. Fixaremos, entao, tal érbita
(i, Yi)o<i<n—1. A andlise é baseada na observacao 7.5.2. Em relagao a forma
quadratica (), temos uma outra observacao importante.

Observacao 8.5.1 A forma quadrdtica Q) possui zeros. No que seque, como
0s pontos da orbita firada nao sao zeros de QQ, na andlise que faremos, pode-
mos supor que Q nao se anula. Assim, se Z C R? representa os pontos que
anula Q, trabalharemos no aberto R*\ Z.

Lema 8.5.1 Vale o sequinte limite :

| B(z,y) |

|
lim =0
(z,y)—(0,0) ’ ( ) ’
Demonstracao: Observemos que:
| R(z,y) | _ [ R(z,y) || Q,y) |
I(@y) 1P QG y) [ () |17
Ao fazermos (x,y) — (0,0), na igualdade acima, o termo da esquerda vai
|R(z.9)]

a zero e o termo “‘Cf( )y”)2| € limitado. Segque que

(z,y) — (0,0). O

Talex] tende a zero, quando

Com as informacoes deste lema, temos o seguinte resultado.

Lema 8.5.2 Dado ¢; € (0,1), se a curva I' estiver suficientemente prozima
de (0,0), entdo vale a sequinte estimativa para a soma da fungdo Ay sobre a
orbita (z;,Yi)o<i<n-1, fitada acima:

n—1 n—1 n—1
(1 _€1>ZQ<xi7Z/i) < ZAl(xiuyl) (1+61) Q(mwyl)
=0 =0 1=0

"Tendo em vista a observacdo anterior.
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Demonstragao: Pelo lema anterior, dado €1 € (0,1), existe 6 > 0, tal que:

I (z,y) <6 = —er | Qa,y) [< R(z,y) < e | Qz,y) |-

Podemos assumir que a curva (m,n)-ressonante estd contida® na bola
Bs(0,0). Portanto, esta desigualdade valerd sobre os pontos da orbita (z;, Yi)o<i<n—1-
Mas como Ay(x,y) = Q(x,y) + R(z,y), teremos:

Zr‘h(%yz’) = Z{Q(%yi) + R(wi,y:)} > Z{Q(%yz’) —e | Q(wi,y:) [}

O termo geral do somatorio do lado direito desta desigualdade pode ser
analisado separadamente, sequndo o sinal de | Q(x;,y;) |. Indicaremos indice
J para o caso de Q) ser positivo e k para ocaso de ) ser negativo. Logo:

D Ai(miy) > Y {Qx, ) —a Q) y) 1> AQ(wk, ye)+a1Q(wr, i)} =
=(1-e) Z Q(zj,y;) + (1 +e1) Z Q(wr, yr) >

> (1—e) ZQ(%;%) +(1—e) ZQ(xk,?/k) =

= (1 - 61) ZQ(iUuyz)

Desta forma, conseguimos uma das desigualdades afirmadas no lema. O
processo de obtengao da outra desigualdade é, inteiramente, andlogo. Segue
o resultado. U

Por meio desse tltimo lema, obtemos o seguinte resultado fundamental.

Proposicao 8.5.1 Em relag¢io a orbita (x;,y;)o<i<n—1, temos:

n—1

Z Al(xz', yi) # 0.

=0

Portanto, a curva T, que é (m,n)-ressonante, nao persiste sob a perturbagao.
Demonstracao: Seque do coroldrio 8.4.2 e do lema anterior. [

8Ver a observacao 7.1.1.
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Diante desse corolario, obtemos:
Demonstracao do Teorema 1.1.3: A partir do ultimo coroldrio, temos que
para toda curva T, que € (m,n)-ressonante e estd suficientemente prozima
de (0,0) € Qq, existe uma orbita (x;,y;)o<i<n—1 da aplica¢do 1y, em T, tal
que:

n—1
ZAl(xiuyi) #0
i=0

Seque da Proposicao da discussao feita mo Capitulo 7, que a curva T’
nao persiste sob a perturba¢ao V. = 1y + o(€). A ndo persisténcia dessas
curvas (m,n)-ressonantes, arbitrariamente prozimas ao ponto fixo (0,0) €
Qo, fazem surgir regioes de instabilidade, para 1., € pequeno, se acumulando
em (0,0) € Q.. Analisando-se esta situag¢ao ao longo da drbita periddica T'g,
concluimos a demonstracao do Teorema 1.1.5. [J

Em relacao ao Corolario 1.1.1, temos:

Demonstragao do Corolario 1.1.1: Quando uma curva (m,n)-ressoante é
destruida, surge uma regiao anular invariante por V., sem curvas invariantes
em seu interior, conjugada a uma aplicacdo twist, para € suficientemente
pequeno (ou seja, regioes de instabilidade). A demonstragao deste coroldrio
seque do resultado de [1]. Veja a Observagao 2.4.3. O

Na préoxima segao, iremos discutir a dependéncia desses resultados em
relacao ao nivel de energia.

8.6 Algumas Observacoes Finais

Diante da ultima se¢ao, concluimos as demonstracoes dos resultados enun-
ciados no Capitulo 1. E importante destacar que as hipdteses feitas nos
Teoremas 1.1.1, 1.1.2 e 1.1.3 sao hipdteses sobre niveis de energia do sistema
hamiltoniano definido em (1.1). De fato, para cada nivel £ > 0, no Lema
1.1.1, fixamos uma ¢rbita periddica ' de Xy, para todo €, com energia F
e periodo T'=T(E). Se a- T(F) nao for miltiplo inteiro de 27, entdo, para
le| pequeno, T'g é uma dérbita periédica de Xy, , que é eliptica em seu nivel
de energia.

Excluindo-se mais alguns niveis de energia (isso é feito impondo-se E €
J), conseguimos que a Forma Normal de Birkhoff, para esta érbita I'g, esteja
definida, para |e| pequeno, e, dessa forma, o primeiro invariante de Birkhoff,
para o caso € = 0, pode ser visto como uma fun¢ao da energia. Portanto,
temos definida a funcao Iz : J — R, que associa a cada nivel E, o primeiro
invariante de Birkhoff, para o caso ¢ = 0, Ig(FE). Se Ig(E) # 0, entdo o
primeiro invariante de I'g, érbita de X, é ndo nulo, para |e| pequeno. Em
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consequéncia, obtemos toros invariantes pelo fluxo do campo Xy, com ener-
gia F, que se acumulam em ['g. Esse é o contetido do Teorema 1.1.2. Pela
Proposicao 5.3.1, temos que }EILI%) Ip(F) = —o0, devido a influéncia da singu-
laridade sela-centro, localizada no nivel zero de energia. Com isso, obtemos
“muitos niveis de energia ”proximos ao nivel zero, satisfazendo as hipdteses
dos Teoremas 1.1.1 e 1.1.2.

A hipdtese 2 do teorema 1.1.3 também pode ser vista como uma condi¢ao
sobre o nivel de energia E € J. De fato, podemos escrevé-la como:

T(E)
/0 2(s, ) sin{20(T(E) — s)}ds £ 0.

A partir dela, mostramos a existéncia de zonas de instabilidade, que se
acumulam na 6rbita eliptica I'y de Xy, para |e| pequeno. Portanto, em
relagdo ao sistema hamiltoniano definido em (1.1), temos que os resultados
apresentados dependem de condicoes sobre o nivel de energia e que existem
niveis de energia, proximos ao nivel zero, que satisfazem nossas condicoes.

A existéncia da dérbita periddica hiperbdlica [, nos remete a uma situacao
interessante, ainda a ser explorada, descrita em nos trabalhos [12], [13] e [11].
De fato, em [13], mostra-se um resultado de entropia topoldgica positiva,
para sistemas hamiltonianos no R*, com uma singularidade sela-centro, no
nivel zero de energia, satisfazendo uma condi¢ao de convexidade neste nivel
de energia (ver [30] para uma definicdo de convexidade). A partir de um
sistema de folheagao transversal (ver [11] e [12] para uma defini¢ao) e por meio
da analise proxima a uma érbita hiperbodlica, que, no sistema definido em
(1.1), coincide com a érbita I, mostra-se o resultado de entropia topolégica
positiva. Portanto, se estabelecermos um resultado de convexidade para o
sistema (1.1), vélido para |e| pequeno, poderiamos obter uma figura com as
duas orbitas, ['g e [ linkadas, com o comportamento préximo a I descrito
em [13], e o comportamento préximo a 6rbita eliptica I'g, descrito neste texto.
H& um método para demonstrar esta condicao de convexidade. Tal método,
assim como as definigoes e propriedades envolvidas, sao descritas em [30] (ver
também [15]).

Uma outra situacao possivel, a ser explorada, consiste numa descri¢ao
mais detalhada da dinamica das aplicagoes de Poincaré nas regioes de insta-
bilidade, dadas pelo Teorema 1.1.3. De fato, o comportamento genérico de
difeomorfismos analiticos do plano, que preservam area, tendo um ponto fixo
eliptico, foi estudado por Zehnder, em [34] (ver também [35]). Poderiamos
nos questionar se as zonas de instabilidade, descritas no Teorema 1.1.3, se
comportam como na situagao genérica de Zehnder ou o quanto se aproximam
dessa situacao genérica. Trata-se de uma situagao natural a ser explorada.
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Apeéendice A
As derivadas do campo fi.

Neste apéndice, trataremos de alguns calculos envolvendo as derivadas do
fluxo do campo Xp,. Estamos admitindo o contexto do inicio da se¢ao 8. O
objetivo é demonstrar as igualdades da proposicao 7.6.1. Alguns fatos sobre
propriedades de fluxos de equacoes diferenciais ordindrias, assim como pro-
priedades da derivada do fluxo em relagao a parametros e condi¢oes iniciais
podem ser consultados em [33].

A.1 Reescrevendo as Transformacoes de Poin-
caré

Temos, conforme foi descrito no texto, a familia de transformacoes de Poin-
caré, nas coordenadas da secdo, 1 : Q — Q, com f. = 1. o y'. Vimos,
também, que as derivadas de ordem 2 do termo de Melnikov, descritas nas
coordenadas da secao (a fungao A;), podem ser escritas em termos das deri-
vadas de f; = %|E:0 fe (proposigao 7.5.2.) Reescreveremos as transformagoes
1. de maneira conveniente, de modo que possamos relacionar as derivadas do
campo f; com o fluxo Hamiltoniano do campo Xy . Para isso, vamos rees-
crever as transformacoes de Poincaré em termos dos correspondentes fluxos.

Analisaremos as transformacoes como aplicacoes em R* e, em seguida,
passaremos para as coordenadas da secao. Consideremos:

o I. =T+ R.; onde T, é a aplicagao tempo de retorno para o sistema
Xpg., T é o periodo da drbita periédica. Assim!, R, é a aplicacao que
nos da a diferenca entre o tempo de retorno e o periodo da érbita.

'Por abuso de notacdo, usaremos, apenas neste apéndice, R. para representar a
aplicagao que nos da a diferenga do tempo de retorno em relagao ao periodo.

121
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e Ty =T + Ry; onde Ty é a aplicagao tempo de retorno para o sistema
Xu,, T é o periodo da érbita e Ry é a aplicagao que indica a diferenca
entre o tempo de retorno e o periodo da érbita periddica.

e Essas fungoes estao definidas sobre a secao e sao diferencidveis.

Se z € X}, entdo teremos as aplicagoes de Poincaré:

pe(2) = " (Te(2), 2) e po(2) = ™ (To(2), ).

Assim, ¢, e g representam 1), e 1y escritas em termos dos seus respectivos
fluxos Hamiltonianos no R*.

Faremos expansoes do fluxo, em relagao a varavel tempo e em relagao a
variavel posicdao. Assim, seguiremos por partes.

1. Em relacao a variavel ¢, em ¢t =T.
PHe(t +T,z2) = o" (T, 2) + t X (¢ (2)) + rea(t, 2).
Fazendo t = R.(z), obtemos:
pe(2) = 9" (T, 2) + Re(2) X, (677 (2)) + ea(2).
Procedendo da mesma forma para o caso € = (, conseguimos:
po(2) = 9™(T, 2) + Ro(2) Xy (67°(2)) + r0,1(2)-

Nessas exgressées, faremos as expansoes dos termos ¢¥€, 71{0’ X opp©
e Xp, 0 ¢;° em z = 2y, onde z, é o ponto periddico.

2. ¢7°(2) e ¢1°(2)
Teremos:
o7 (2) = ¢p (20) + dzogbf]ge(z — 20) + T1.e(2).

Da mesma forma para € = 0:

70(2) = 50 (20) + dug 20 (2 — 20) + Fr0(2).
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3. Xp. o ¢h(2) e Xy, 0 d1°(2)

Teremos:
X (¢7°(2)) = Xu (67 (20)) + dey (X, 0 07)(2 = 20) + 51.6(2) =
= Xpro(67°(20)) + dey (X, 0 07)(2 = 20) + 51.6(2).

Procedendo de maneira analoga para o caso € = 0, obtemos:
Xitg(649(2)) = X (60 (20)) + oy (Xt © 622 (2 = 20) + 510(2).
Essas expressoes nos permitem escrever:
0e(2) = 20 + dzogbg}[é(z — 20)+
FR(2){ X, (20) + ey Xt (A (= — 20))} + Qul(2).
e
wo(2) = 20 + dZOd)go(z — 20)+
+Ro(2){ X, (20) + dog X (dog 07 (2 — 20))} + Qo(2).

Onde:

{Qe(z) = F1e(2) + 71e(2) + Re(2)s1,(2),
Qo(Z) = 7:1’0(2) -+ 7’1’0(2) -+ Ro(Z)SL()(Z).

Portanto, conseguimos:

pe(2) = 0(2) = (day 7 — dog7°) (2 = 20) + (Re(2) — Ro(2)) Xy (20) +
+R(2) ey X1y (oo 97 (2 = 20)) — Ro(2)dy X1y (doyd7° (2 = 20))+
+Qu(2) — Qo(2)=G.(2) (definicio de G.).

Segtie que:

pe(2) = po(2) + Ge(2).
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Vamos, agora, relacionar esta igualdade com as expressoes das trans-
formagoes de Poincaré, quando escritas no sistema de coordenadas (z,y) € 2
da secao. Observemos que a se¢ao pode ser dada por:

7:0 > R*
(z,y) = (2,0,y,7(z,y)),

onde y ¢é dado pela igualdade (3.5).
Teremos em coordenadas:

e =1lo Pe © Z,
onde IT: R* — R, ¢ a projecao I1(zy, 2, y1,y2) = (z1,71). Segue que:

Ye(r,y) = U(pc(2(7, ) = U(po(Z(7,y)) + (G (Z(,y))) =
= ¢0<I7 y) + H(GE(E(‘I7 y)))

Baseado nessa igualdade, definimos G.(x,y) = II(G.(2(z,y))). Assim:
ve(x,y) =o(z,y) + Ge(z,y).

O objetivo, conforme foi observado, seria relacionar as derivadas de f;
com as propriedades do campo Xy, . Observemos que quando escrevemos
VYe(w,y) = oz, y) + Ge(x,y), as propriedades de X, aparecem explicita-
mente no termo G, através de G, = G.(z). A préxima proposicio relaciona
d,0)f1 com G..

Proposicao A.1.1 Vale a sequinte igualdade:
df1(0,0) = dG1(0,0) o diyy (0, 0) (A1)

Demonstragao: Sendo . = f. o1y, derivando esta igualdade com respeito
a varidvel € e calculando em € = 0, obtemos:

Y1 = f1 0.

Por outro lado, temos que . = 1y + G.. Derivando com respeito a
varidvel € e calculando em € = 0, obtemos:

i =G
Iqualando essas duas igualdades, obtemos: Gy = fi o ¢y. Derivando
essa igualdade e calculando em (x,y) = (0,0), conseguimos: df1(0,0) =

dG1(0,0) o dipy1(0,0). Segue o resultado. [
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Gostarfamos de calcular d( ) fi por meio desta igualdade. O célculo de
(d(070)@/)0)*1 é, relativamente, simples. Vamos analisar melhor a expressao de

G, visando o calculo de d(oyo)él.
Teremos:

Ge(x,y) = I(Ge(2(x,1)))-

Sendo que:
Ge(2) = (de@7" — dog@7°) (2 = 20) + (Re(2) — Ro(2)) Xz, (20)+
+R€<Z>d20XH0 (dz()gbjlfe (Z - ZO)) - RO(Z)dZOXHo (dZongo (Z - 20>>+

TQe(2) — Qo(2).

Nessa igualdade, objetivando calculos que virao a frente, indicaremos as
transformacoes lineares, que aparecem nessa igualdade, por suas respectivas
representacoes matriciais. Indicaremos d.,¢ac = ®.(T) e C' = d,, Xp,. Tendo
em vista que a aplicacao II, que é uma projegao, também esta em sua forma
matricial. Assim, teremos:

1Y) = H(@(T) = 0o(T)) (2(2, y) = 20) +
2z, y) TMCP(T) (2(x,

z R (Z(z,
y) — 20) + (Qe(2(2,y

z<
|
)
o
—
W
—
8
<~

Ge(x
20) — Ro(

Derivando com respeito a €, obtemos:

Gi(z,y) = @1(T)(2(2,y) — 20) + Ra(Z(x, y))TIOP(T)(2(x, y) — 20)+

+Ro(2(2, y))IICD(T) (2(2,y) — 20) + Q1 (2(2, y)))-

O proximo lema ird analisar o ultimo termo:

Lema A.1.1 Vale a igualdade:

d((),())(H o Ql 9 2) = 0.
Demonstracao: Seque da defini¢ao da fungao Q1. U

Como nosso objetivo é calcular dG4(0,0), desprezaremos o tltimo termo
I(Q1(2(x,y))), uma vez que esse termo, pelo lema anterior, nao ird contri-
buir com d()G:. Portanto:

Gi(z,y) = N0y (T)(2(z,y) — 20) + Ri(2(z,y))NCP(T)(2(2,y) — 20)+
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+Ro(Z(x,y)) TIC P (T)(Z(z,y) — 20)-

Nessa expressao, conforme foi mencionado, temos as matrizes ®.(7), que
consiste na representacao matricial de d,, flé, em t = T. A matriz C
consiste na representacao de d,,Xp,. Devemos notar que d,,Xp, depende
apenas de coeficientes da Hamiltoniana Hy. Assim, num certo sentido, no
nosso contexto, é uma matriz constante. De fato, como Xy, (21, T2, 41, y2) =
(yl, Y2, _‘/1/(1.1)’ —‘/2/(1‘2)) €z = (07 0,0, yQE)’ temos:

0 0 10

0 0 01
X = | _o2 g ¢ o =¢

0 —ay 0 0

A projecao 1T : R* — R2, TI(zy, 9, v1,%2) = (71,y1) é indicada, em
notacao matricial, pela matriz II. Assim:

1000
H_[0010]‘

Vamos avaliar a matriz ®.(T).

A.2 As Matrizes P (t)

A transformacao linear dZOgbIIfG ¢ a solugao da seguinte equacao diferencial
matricial:
X' =A(t)X,
(*) (A.2)
X(0) = Id.

Onde A (t) = dX . (¢ (20)). Indicando a érbita periédica de zy por (0, za(t), 0, ya(t)),
teremos entao:

0 0 10
0 0 01

Aclt) = —a? — 2exd(t) 0 00 (A-3)
0 —Q9 — 3b21‘§(t) 0 0

Estamos indicando a solugao da equacao (A.2) acima por ®.(t). Assim,
CDE(T> = dzo¢¥e'

Temos que as entradas de A.(t) que dependem de € e ¢ serdao indicadas
por:
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Com isso, podemos reescrever a matriz A.(t) de forma simplificada:

0 0O 1 0
0 0O 01
AD=1,0 0 0 0
0 w(t) 0 0

Representaremos esta matriz por blocos de matrizes 2 x 2. Logo:
O I
Ae(t) - |:Ue<t> @:| .

Indiquemos, também, a matriz ®.(t), solugdo de (A.2), por blocos de
matrizes 2 x 2. Logo:

Mozgéq

Omitindo a dependéncia das varidveis € e ¢ nos blocos 2 x 2. Como ®(t)
¢ solucao de (A.2), teremos:

£ ] o -ammio-[y 3] 3]

- {Ue(f)X UGI(/ES/)Y} '

Portanto, tendo em vista essas igualdades e as condicoes iniciais, o sistema
se torna:

o X'=7 X(0)=1I

o V' =W, Y(0) =0,

o 7' =U.(t)X, Z(0) = O.
o W' =U.(t)Y, W(0) =1

Essas equacoes se reduzem as seguintes equacgoes diferenciais matriciais
de ordem 2:

X" = U.(H)X,

X(0) =1, (A.4)
X'(0) = 0.



128 APENDICE A. AS DERIVADAS DO CAMPO F,.

Da mesma forma em Y:

Y = U(t)Y
Y(0) = O, (A.5)
Y'(0) = L.

Analisemos, separadamente, cada uma das equagoes (A.4) e (A.5).
1. Equagao (A.4)
Vamos supor que a solugao da equagao (A.4) seja da forma:
Y
2(t) w(t)|

Teremos, entao:

£ e [0 4] 3)-

z

Por esta igualdade e pelas condigoes iniciais, podemos reduzir as equagoes
unidimensionais de segunda ordem:

o 2" =ut)xr, z(0)=1e2'(0) =0;
o ¥ =uct)y, y(0)=0ey(0)=0=y=0
o 2/ =u(t)z, 2(0) =0

Concluimos, entao, que a matriz, 2 x 2, X = X (¢) é da forma:

X(t) = [xl(gt) wlo( t)} .

Onde:

(A.6)
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E, da mesma forma para wy = wy (t):

wi = v(t)w,
wy(0) =

1 1
w!(0) = 0.

Passemos para a equagao (A.5)

2. Equagao (A.5)

Utilizando a mesma ideia para a equagao (A.5), escreveremos:

-

zZ w

Segue que a matriz, 2 x 2, Y = Y(¢) satisfaz:

] ey = [0 01 [ -

z zZ w

Dessa igualdade e das condigoes iniciais, reduzimos as seguintes equacoes
unidimensionais de segunda ordem:

Logo, a matriz, 2 x 2, Y =Y (t) é da forma:

X(t) = {xzét) wzo( t)} .
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Onde:
xly = ue(t)za,
z5(0) =1

)
0 (A.9)
1

Segue dessa analise das matrizes, 2 x 2, X e Y, e tendo em vista que os
blocos da matriz ®.(t) satisfazem: X' = W e Y’ = W, obtemos que:

zi(t) 0 x(t) 0
2= [ v = Lt 0 i |
0

Calculando essa matriz em t = T, obtemos ®.(7'):

a1 0 b11 O

N 0 929 0 b22
(pE(T) ol 0 din O
0 co 0 dy

Nesse ponto, é fundamental notar que as solugoes das equagoes (A.7) e
(A.9) nao dependem do parametro €, pois as equagoes diferenciais, que as
definem, nao envolvem o parametro € (o parametro € aparece em u.(t) e nao
em v(t)). Logo, a matriz ®;(7T') terd a seguinte forma:

al, 0 bl 0

0O 0 0 O
(I)l(T)_ 0%1 0 d%l o

0O 0 0 0

Por fim, indicaremos a matriz ®q(T") por:

a?l 0 b?l 0
_ 10 ag2 0 bg2
®o(T) = A, 0 4 0

0 5 0 d,
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: 1ol 1 1
Devemos destacar que os coeficientes ayq, by, ¢;; € dj;, que aparecem na
matriz ®1(T') sdo caracterizados por:

1 _ 9 7 1 _ 0 /(P
a1, = 3le=0z1(T,€), 1y = $ele=0@' (T, €)
(A.10)
1 _ 0 T 1 _ 0 ! (T
by = &|s:0x2(T7 €), dy = e =0T (T, €)
Essas representacoes e simplificacoes matriciais nos permite uma melhor
visualizacao das contas, para o calculo de dG.

A.3 Voltando a derivada de G;.

A expressio de Gy = Gy (z,y) ¢ dada por:
Gi(z,y) = NOy(T)(2(z,y) — 20) + Ri(Z(z,y))NCP(T)(2(2,y) — 20)+
+Ro(2(z,y)) IO D, (T) (2(2, y) — 20)-

Analisaremos, separadamente, cada uma dos termos que compée a soma
dessa expressao. Assim, definimos as fungoes:

Segue que:

Gi(z,y) = au(z,y) + aa(z,y) + az(z,y).

Devemos notar que, pela defini¢io da segao transversal X}, em que es-
tamos trabalhando, que é definida, como uma superficie, via a aplicacao z
(equacdo (3.4)), teremos:

0z 0z

—(0,0) =e; e —(0,0) = e3.

Go0.0) = ere (0.0) = ey
Onde {ey, 5, €3, 4} representam os vetores da base canonica do R%.
Vamos aos calculos das derivadas:

1. O termo ;.
Temos:
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%(o, 0) = H<I>1(T)(%(0, 0)) =12y (T)(er) = a0, 11, 0) =

— (sl
= (a1y, c11)-
Da mesma forma em relacao a derivada com respeito a variavel y:

O

5y (0:0) = H(T)(ea) = T1(b, 0, 5y, 0) = (b, ).
2. O termo ax.

Temos:

%(0,0) = Ri(20)TIC®(T)(e1) e 22(0,0) = Ry (20)TICDo(T) (es).

Devemos observar que R.(zg) = 0, para todo €. De fato, a fungao R.
representa a diferenca entre o periodo da orbita periddica e o tempo de
retorno da aplicagao de Poincaré. Assim, como a érbita periddica é a
mesma, Ve, temos R.(z9) = 0, Ve. Logo, Ry(z9) = 0. Segue que:

8062 . 8042 .
- (0.0)=0¢ 5 (0,0) = 0.

3. O termo as.

As derivadas de a3 sao calculadas da mesma forma que as derivadas da
funcao ay. Teremos:

8oz3 . 8a3 .

Concluimos entao que:

8@1 . 8041 6@1 . (9061

Portanto, obtemos a derivada dG(0,0).

Proposicao A.3.1 A matriz da derivada dG1(0,0) é dada por:

1 1
ica0.0) = |1 ]

1
¢y dp
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Onde os coeficientes sao dados pela equagao (A.10).

Estamos interessados em calcular a derivada da func¢ao f; em (0,0). Esta,
por sua vez, estd relacionada a derivada dG;(0,0). Diante da proposicao
anterior, fica a questao de avaliar melhor os coeficientes da equacao (A.10).
Faremos isso a seguir.

A.4 Analise dos Coeficientes da Equacao A.10.

Faremos a andlise dos coeficientes da equacao A.10 por partes.

1. Coeficientes al, e cl,.

Temos:
aty = gleor1(T,€) e cfy = 5 |02 (T €).
Onde a curva z1 = x1(t, €) é solucao da equacao (A.6). Transformando

esta equacao, que é de ordem 2, numa equacao linear de primeira ordem
por meio de x; = z e 2} =y, obtemos:

{x’ =y, z(0) =1

y/ = ue(t>a y(O) =0

Podemos escrever esta equacao de forma matricial por:

{Z, = Adb)z, (A.11)

Onde: A.(f) = lu(z 9 (ﬂ

Segue, entao, que:

(a}l,ch) = %|€:02(T, €).

Portanto, para determinarmos o vetor (aj, ci,), primeira coluna da ma-
triz dG1(0, 0), precisaremos avaliar a derivada em relacdo ao parametro
e da solucao da equagao (A.11), calculada no instante ¢ = 7. Sendo
assim, definimos:
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cr(t) = Z]—oz(t, ).

Lembremos que a curva t — ¢;(t) satisfaz:
A(t) = 2|0zt €) = Llemo g 2(t,€) = ] Ac(t)z(t, €)
= A1 (t)2(t,0) + Ag(t) & |c—oz(t, €) =

= Ao(t)er(t) + A1 (t)2(t, 0).

Observacao A.4.1 Devemos fazer algumas observagoes:

o Observemos que u.(t) = —a® — 2exi(t). Logo, fazendo ¢ = 0,
obtemos:

Ou seja, a matriz Ag(t) € uma matriz constante que indicaremos
por A.

e Observemos também que:
0 0
Arlt) = [-%3@) o}'
Assim, a expressao para a matriz Ay(t) depende basicamente da
orbita periodica.

o A curvat— z(t,0) € solugdo de:

7= Az,
2(0) = eq

Logo, podemos escrever z(t,0) = e'e; (na forma exponencial de
matriz).

Tendo em vista essas observacoes e definindo by (t) = A, (t)e!e;, segue
que a t — ¢(t) satisfaz:

{cg = Acy + by (t)
c1(0) = (0,0)

Pela Férmula de Variagao dos Parametros:
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t
ci(t) = et (/ e_SAbl(s)d,s)
0

(al,,cl) =¢e™ ( /0 ' e_SAbl(s)ds) (A.12)

Segue entao:

2. Coeficientes b}, e d},

Temos:
bl = fele=or2(T,€) e diy = §:le=oy(T, €)
Onde a curva xo = x5(t, €) é solugao da equagao (A.8). Transformando

esta equacao, que é de ordem 2, numa equacao linear de primeira ordem
por meio de xy = x e 7, = y, obtemos:

2= A(t)z
[roa o

Teremos:
(bh, d%l) = %|€:OZ(T7 €)

Onde z = z(t, €) é solugao de (A.13).

Procedendo de maneira analoga a que foi feita no calculo dos coefici-
entes a}; e ci;, definindo:

eo(t) = Z]—oz(t, €)

Seguird que t — c(t) é solucao de:

{6,2 = ACQ + bz(t),
C2<O> = (0,0)

Onde:
b2 (t) = A1 (t)etAeg.

Segue da Férmula de Variacao dos Parametros:
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co(t) = et ( /0 t e_SAbg(s)ds).
£T4 ( /0 : eSAbg(s)ds) (A.14)

Analisaremos esses coeficientes a partir das igualdades obtidas em (A.12)

e (A.14).

Portanto:

(bilv d%l)

Vamos a seguir calcular os elementos envolvidos nas igualdades (A.12) e
(A.14). Temos:

A exponencial da matriz A

Sendo A = Ay(t), teremos:

Com isso, teremos o polinomio caracteristico da matriz A, dado por
pa(z) = 2% + a® Assim, os autovalores de A sdo {ia, —ia}. Segue, do
processo de obtencao da forma de Jordan da matriz A, que vale A = QJQ ™!,

onde:
10 0 «
b o5
Segue das propriedades da exponencial de matrizes que vale:
oA — 10 costa  sinta| |1 | costa ésin to
|0 «af |—sinta costa| |0 ~ |—asinta  costa

Temos entao a expressao para as exponenciais que aparecem nas equagoes
(A.12) e (A.14). Por fim, notemos que a inversa é dada por:

Q

= Q

—1 -
ot — | 08 ta —sinta
asinta costa

Os vetores by = by (t) e by = by(t)

O vetor by foi definido como by(t) = A;(t)e!te;. Mas, pelo célculo da
exponencial da matriz A, e'te; = (costa, —asinta). Logo:

0= [ty o] |-ovemta] = Ln(eyeonta)
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Obtemos, assim, o vetor b;. Para o calculo do vetor by, podemos fazer de
maneira analoga, com as adaptacoes necessarias. Assim, by(t) = A (t)ees.
Mas e'tey = (L sinta, costa). Portanto:

0 0] [Lsinta 0
br(t) = [ul(t) 0] [cos ta } N [“1—“) sin ta]'

«

Com isso, conseguimos as seguintes expressoes:

bi(t) = (0, ui(t) costa) e by(t) = (0, Y sin tev).

[e%
Tendo em vista que agora temos a expressao para as exponenciais de

matrizes e os vetores b; e by que aparecem nas equacoes (A.12) e (A.14),
podemos tentar melhorar as integrais.

O vetor ¢; = ¢(t)

Na expressao que define ¢; = ¢;(t), temos:

—1 .
_sA _ | cossa Fsinsa 0 (=1 . 2
e b1 (s) {O‘ Sinsa  cossa } L“(S) oS soz] (55 u1(s)sin 2sar, uy(s) cos® sar)

Segue entao que:

—1

t t
ci(t) = et <—/ uy(s) sin 23ads,/ uy(s) cos® sads)
2a0 Jg 0

O vetor ¢y = cy(t)

Da mesma forma, temos:

cossa  —Lsin sa 0 ~uls) gin? sqp
a o2
efsAb2 (S) — _
asinsa  cos sa “17(5) sin sa “;—S’) sin 2sa

Com isso, podemos escrever:

—1 /[ 1/t
cy(t) = et (—/ uy () sin? sads, —/ uy(s) sin 2$ads)
a? Jy 2a J,

Podemos agora calcular ¢;(T) e co(T).
Calculo de ¢1(T) e c»(T)

Definimos:
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—1

T T
I, = —/ uy(s)sin2sa ds e Iy = / uy(s) cos? sar ds.
2a0 J 0

Segue entao que:
ci(T) = e (111, Iny) = (a1y, c1y)-
Da maneira andloga para o célculo de ¢y(7"), definimos:

-1 (T

]12 = 5
o?

A
ui(s)sin? sa ds e Iy = —/ uy(s) sin 2sac ds.
0 2a Jo

Portanto:
CQ(T) = ETA(Ilz, [22).

Essa analise pode ser resumida na proxima proposicao.

Proposicao A.4.1 A derivada dG1(0,0) é dada por:
dG1(0,0) = eT41
Onde:
_ M e _ 10 1
I= [121 [22:| e A= [—oﬂ 0:|
Com T sendo o periodo da orbita periodica I'g.

Devemos ressaltar que gostariamos de calcular as derivadas da funcao fi,
pois elas estao relacionadas a funcao A;, que deveremos avaliar a soma nas
orbitas da aplicacao 1y, sobre a curva invariante I'. A partir da proposi¢ao
anterior, temos a derivada de f; em (0,0) € Q.

Corolario A.4.1 Vale a igualdade:
df1(0,0) = eTATe~TA,

Onde I € a matriz que aparece na proposicao anterior.
Demonstragao: Segue da proposi¢ao anterior e da igualdade (A.1). O.



A.5. CALCULO DAS DERIVADAS DE A, 139

A.5 Calculo das derivadas de A;

O objetivo, agora, serd o de avaliar as derivadas parciais da funcao A;, des-
critas na proposicao 7.5.2. Em virtude do ultimo corolario, temos condigoes
de fazer essa avaliagdo. Ao longo dessa subsecao, definimos a matriz W:

_ (Wi Wie| . pa; —ra
W = [Wm WQJ =e']e )

Observemos que:

Jo-TA — {[11 112] [cosTa %sinTa} B

121 ]22 asinTa cosTa

IicosTo + Ipasin T % sinTa + I1pcosTo

Iy cosTo + Iyparsin T o % sinT'a + I5y cos To

Obtemos, entao, a seguinte igualdade para a matriz W:

L sinTa + I1pcosTa

cosTo é sin T« LicosTa + IpasinTa =

W =
—asinTa  cosT o IrycosTa + IypasinTo % sinToa + Iy cosTo

A partir desta igualdade, podemos calcular as entradas W;; da matriz W.
Seguiremos por partes.

e Calculo de Wy;.
Observemos que:
Wiy = I11cos? Ta + % sin 2T «v + % sin 2T« + I59 sin? Tav.
Assim, podemos escrever:

Wi = (IH cos? Ta + 1o sin? TO[) -+ (0421122—a+121) sin 27 cv.

e Calculo do coeficiente Wis,.

Observemos que:

Wi = —221 sin 2T a + 15 cos? Tow — I@f—; sin? Tav + 122—; sin 27T cv.
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Assim, podemos escrever:
Wis = (=1 + Ip) sin 2T + 5 (0?15 cos? Ta — Iy sin® Ta).

e Calculo do coeficiente Woy.

Procedendo de maneira analoga a que foi feita nos coeficientes Wy, e
Wia, temos:

Woy = =21 sin 2Tov — o I1p sin® Tov + Iy cos? T + 22 sin 2T v,
Logo:
W21 = %(—]11 + 122) sin 27T o + 121 COS2 To— Oé2112 SiIl2 Ta.

e Calculo de Wh,.

Temos:
Waoo = Ijy sin® Ta — 202 sin 2T — 221 sin 2T v + Iy cos® T
Logo:

. 27 I .
Wag = Iy sin? Ta + sy cos® T — W sin 2T av.

Observemos que pela definicao da matriz W, temos:
Wiy = 259.(0,0), Wiz = 29(0,0), Wy = 22(0,0) e Wy = £(0,0).

Diante dessas férmulas para os coeficientes W;; e as derivadas parciais da
funcao A;, que foram calculadas na proposicao 7.5.2, teremos:

e Céleulo de Z41(0,0).

ox?
Temos:

ZA41(0,0) = —2a22%1(0,0) = —2a2W7;.

Ox2

Simplificando a expressao de Wiy:

W11 = [11 cos 2T o + (‘12~’1+0j‘121) sin 27T «v.
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Mas:

(@hotIn) _ -1 /T uy(s)sin® as ds +i /T uy(s) cos® as ds.
2c 2@ 0 2@ 0

Logo:

1 /T
% — 2_/ uq(s) cos 2as ds.
& Jo

Segue entao que, substituindo esta expressao em Wj; e utilizando a
definicao do coeficiente I;, conseguimos:

1 (T A
Wi = —cos2Ta — / uy(s)sin 2as ds + sin 2Tac — / uq cos 2asds
2a g 20 Jo

1 (T
= uy(s)(sin 2aT cos 2as — cos 2o sin 2as) ds =
@ Jo
1 T
=50 u1(s) sin{2a(T — s)} ds.
@ Jo
Portanto:
1 7
251(0,0) = —/ uy(s) sin{2a(T — s)} ds.
v 2a
Logo:
A ’ )
W(O,O) = —a i uy(s) sin{2a(T — s)} (A.15)

e Calculo de 882;21 (0,0).

2
Notemos que 88;21 (0,0) = —2%—’;1(0, 0). Mas:

&1(0,0) = =511(0,0) = =W,

Obtemos entao:

9°A, e :
8—3/2(0’ 0) = E/o uy(s) sin{2a(T — s)}ds (A.16)



142 APENDICE A. AS DERIVADAS DO CAMPO F,.

e Calculo de gig; (0,0). Observemos que:

2°41(0,0) = —a?2X1(0,0) — 21(0,0) = —a*Wip — War.
Mas devemos observar que:
—a?Why = 2 (—1T11 + L) sin 2T + Iy sin? Taw — %15 cos? Ta.
Utilizando que Iyy = —11, conseguimos:
—a?Wyy = Iijacsin 2T« + I sin? Ta — o215 cos? Ta.
Da mesma forma, temos:
Wy, = I11asin 2T a + o215 sin? Ta — Iy cos?® Ta.

Segue entao que:

gig‘; (0,0) = 2aly; sin2Ta + (a*lis + I ) (sin® Ta — cos® Ta).
= 2aly; sin 2T — (o115 + Io1) cos 2T a.

Utilizando a expressao de (oI5 + I5;) e utilizando a defini¢ao do coe-
ficiente I;1, podemos escrever:

T T
‘ngg; (0,0) = —sin 2Ta/ uy(s) sin 2sa ds — cos 2Ta/ uy(s) cos 2sa
0 0

ds =.

T
=(-1) / uy(s)(cos 2T a cos 2sa + sin 2T asin 2sa)ds =
0
T
= (—1)/ uy(s) cos{2aT — 2as}ds =
0

- (—1)/0 uy(s) cos{2a(T — s)}ds.

Concluimos entao:

a1(0,0) = (-1) /0 uy(s) cos{2a(T — s)}ds.

Tendo em vista que u(t) = —a? — 2ex3(t),onde t — (0, 25(t),0,32(t)) é a
orbita ['p, podemos representar as expressoes obtidas por meio de integrais
sobre I'g. Isso conclui a demonstracao da proposicao 7.6.1.



Apeéendice B
Analise da subvariedade M5

O objetivo aqui ¢ analisar a subvariedade invariante Ms, construida no Capitulo
3, visando dar uma melhor descricao da dinamica do sistema hamiltoniano
estudado no texto.
Considerando a Hamiltoniana H, : R* — R, dada por:
2,.2 4 2,.2 4
ax] by vias by

2 2

Y1 + Y3
= - _Re s ;
5 + 5 + 1 5 + 1 (21, x2)

H.
onde R, ¢ analitica real e tem a seguinte forma:

Re(x1,m9) = e(xiw3 + Ry(x1,72)), com Ry = 23 Ry(xy, 10)
Segue que o campo hamiltoniano é dado por:

Xu. = (y1,y2, —@*x1 — b1} + Oy Re, Vo — boxs + Oy Re)

Para uma andlise da existéncia de um horseshoe! para o fluxo do campo
Hamiltoniano Xy, procederemos como no exemplo 2.1.4; ou seja, construire-
mos uma familia de campos de vetores (Fy)s>0, tal que os fluxos dos campos
Xy, e Fs sao conjugados, para todo § > 0. Para § = 0, a subvariedade X°
¢ normalmente hiperbdlica e suas variedades estavel e instavel coincidem.
Aplicando o método de Melnikov, teremos que para d > 0, as correspondente
variedades estavel e instavel se interceptarao transversalmente, existindo as-
sim um horse-shoe para o fluxo de Fj, para 6 > 0, pequeno, e assim valendo o
mesmo para o campo Xp.. O objetivo, neste apéndice, é mostrar que
a andlise para a Hamiltoniana H, se reduz a andlise feita em [4] e
[5], que foi apresentada no exemplo 2.1.4. Procederemos por partes.

!Neste apéndice, mostraremos que, no caso em que temos o termo geral R,, como apre-
sentado em (1.1), os resultados de [5] e [4] (caso comentado no exemplo 2.1.4) permanecem
validos.

143
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1. Construgao do campo Fy.

Para cada 6 > 0, consideremos a familia de aplicacoes diferenciaveis,
& R* — R*, dada por:

fé(%ﬁz:%ﬂz) = (%7952,%:?/2)-

Definimos o campo auxiliar Gs(z) = d.&s(X . (2)). Logo:

7 0.0 0 n
o1 0 0 "
Gﬁ(x17~r27 y17y2) - 0 0 \/Lg O _052:61 . blxilg _'_ amlRe
0 0 0 1] [ vxy—byx3+0.,R,
—ao?xy — bz + 0., R,
= <%7y27 e \>§l+ ! ,V2$2 _b2$%+a:p2Re)

Por fim, definimos o campo Fjy, para § > 0, por:
Fy(2) = G5(&7(2) = de1& (X, (657(2)))

Dessa forma, & ¢ uma conjugacao entre os fluxos de Xy_e Fs. O campo
Fs é dado por:

Fy = (yl,yQ, —a’xy — byoa} + 2

Sendo R, = e(x2x% + 23 Ry(1, 72)), teremos:

OR, OR
O, Re

s 2 OR
3 (\/5:161,3:2) = 26$1$3+63\/3R2(\/3x1,.732)4‘66%1'?%12(\/51'1,[L’Q).

e Procedendo de maneira analoga a derivada com respeito a xo, ob-
temos:

8962]%6(\/3:61, T9) = 2edw9m7 + eégx?g—ff(\/gxl, Tg).

(Vox1, 29), 2wy — byl + Oy Re(Vi11, 372))
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Observemos que se a funcao Ry tiver a forma Rs(z1, ) = 2 2% para
b1 ) 1 2

k1 e ko suficientemente grandes, entao o campo Fj depende diferencia-
velmente do parametro ¢ e Fs estd definido para 6 = 0. Assumiremos
que estamos nessa situacao. Para § = 0, temos entao:

F0($1, T2, ylvyZ) = (?/1; Y2, —062$1 + 26x1$§7 A2 — bzl’%)

. O comportamento do campo Fj.
Observemos que, em relagao ao campo Fy, o comportamento nas varidveis
(22, y2) ndo dependem das varidveis (x1,y;). Consideremos o conjunto:

My = {(x1,22,y1,92) € R* : 1y = yo = 0}

Esta é uma subvariedade invariante pelo fluxo do campo Fj, que é nor-
malmente hiperbdlica. Determinemos suas variedades estavel e instével,
indicadas por W (S) e W, (S), respectivamente. Consideremos a
funcao h : R* — R, definida por:
2 2.2 4

h(x1, 2,41, 92) = 5 o T
essa funcao h é uma integral primeira do campo Fy. Além disso, é
possivel verificar que vale:

W' (S) = Wy (8) = h=(0).

A subvariedade X° permanece invariante e normalmente hiperbdlica
para 6 > 0. Indiquemos as subvariedades instavel e estavel, associadas,
por Wy (S) e W (S), respectivamente. Gostarfamos de avaliar a in-
tersecao entre elas, para 0 > 0 pequeno e nao nulo. Podemos proceder
como em [5] e [4]. Assim, a andlise serd feita através da funcao de
Melnikov m : Wi (S) — R, dada por:

m(p) = / (Vh, ) 0 ¢ (p)dt.

99
06 Ot
. O fluxo do campo Fy sobre Wi (S).

Onde Y = |t,6:0¢tFO.

O fluxo de F, sobre Wi (S) pode ser representado por:
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{ o(t) =+ 2a2860h(\/a_2<t+t0)), $a2\/>tangh as(t + to)sech( /ax(t +

1(t) = coXo(t +to) + 1 Xy (t +t0), y1 = @1(t)

Onde { Xy, X7} é uma base do espago de solugoes da seguinte equagao
diferencial:

1" = —a’r + 2exxd

Fazendo q(t) = ex3(t) = 22” sech?(v(t + to)), obtemos que {Xo, X} é

base do espaco das solucoes da seguinte equacao:
" 4+ {a® —2q(t)}x =0

4. A fungao de Melnikov a partir da expressao do fluxo de Fj sobre WOi(S ).

Observemos que:
(Vh,Y) = 2exqypz?.
Dessa forma, teremos:
<Vh Y> = q( )( (Z)Xg —I— 20001XOX1 —f- C%XIQ)

Portanto, podemos escrever:

m(p) = mooch + 2mo1coct + myici, com my; = / q(t) X (t) X, (t)dt.
R

Observando que a fungao ¢ = ¢(t), definida neste texto, tem as mesmas
propriedades que a funcdo ¢, que é utilizada em [4], a situacdo se torna
andloga a andlise feita em [5] e [4].
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