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Resumo

GALO, B. Medidas invariantes para aplicagdbes unimodais. 2014. 84 f. Tese (Mestrado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

Neste trabalho estudamos medidas invariantes para aplicacoes unimodais. Estamos especial-
mente interessados em detectar as situacdes que levam uma aplicacdo unimodal a ndo possuir uma
medida piac, ou seja uma medida de probabilidade invariante e absolutamente continua em relacao
a medida de Lebesgue. Mostramos que a ordem do ponto critico e a sua capacidade de recorrén-
cia sdo os fatores mais relevantes nesta questao. Os valores das derivadas da aplicagdo nos pontos
periédicos tem uma influéncia menor, mas suficiente para garantir que numa mesma classe de con-
jugacao topologica podem existir duas aplicagdes unimodais com ponto critico de mesma ordem,
sendo que uma delas possui medida piac e a outra ndo possui. A capacidade de recorréncia do ponto
critico, talvez o principal fator nesta questao, depende de aspectos combinatérios bem sofisticados.
As ferramentas principais para analisar estes aspectos envolvem os conceitos de tempos de corte e
de aplicagoes kneading.

A existéncia ou nao de medidas piac é uma propriedade de natureza meétrica, e por isto, é
necessario que tenhamos controle de como os iterados da aplicacao unimodal distorcem a medida de
Lebesgue. Entao precisamos usar ferramentas de controle de distor¢ao que incluem principalmente
os Principios de Koebe. Um ponto culminante deste trabalho diz respeito a relagdo entre existéncia
de mediada piac e existéncia de atratores selvagens, isto é: atratores métricos que nao sao atratores
topolégicos e vice versa. Usamos aqui um argumento probabilistico de rara beleza.

Palavras-chave: aplicagao unimodal, aplicagao kneading, medida invariante, atrator.
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Abstract

GALO, B. Invariant measures for unimodal maps. 2014. 84 f. Tese (Mestrado) - Instituto de

Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2014.

On this work we study the invariants measures for unimodal maps. We are especially interested
in detecting situations that cause a unimodal application does not have a piac measure, i.e., a
measure of probability invariant and absolutely continuous with respect to Lebesgue measure. We
show that the order of the critical point and its ability to recurrence are the most relevant factors in
this matter. The values of the derivatives of the application at periodic points have a small influence,
but enough to ensure that a single class of topological conjugacy can be two unimodal maps with
critical point of the same order, one of which has as piac and the other does not. The ability
recurrence of the critical point depends very sophisticated combinatorial aspects and probably it is
the main factor in this issue. The main tools to analyze these aspects involve the concepts of time
cutting and kneading applications.

The existence of piac measures is a property of metric nature, and this way we need to have
control of how iterations of the unimodal application distort the Lebesgue measure. So we need
use distortion control which mainly include the Principles of Koebe tools. A culmination of this
work concerns the relationship between existence of piac and mediated existence of wild attractors,
i.e., attractors topological metric attractors that are not and vice versa. Here we use an argument

probability of rare beauty.

Keywords: Unimodal map, kneading map, invariant measure, attractor.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é discutir medidas invariantes para sistemas dindmicos uni-
dimensionais, em particular, para aplicacoes continuas, de um intervalo fechado I nele préprio,
unimodais. Uma parte importante na compreensao de um sistema dindmico consiste na compreen-
sao das suas medidas invariantes e suas propriedades. AplicacGes unimodais sempre possuem muitas
medidas invariantes mas, muitas delas ndo sao interessantes. Dentre as medidas invariantes que sao
interessantes estd a medida de probabilidade invariante e absolutamente continua em relagao a
medida de Lebesgue.

No Capitulo 1 introduzimos alguns conceitos basicos e os enunciados dos resultados principais
deste trabalho.

No Capitulo 2 faremos estudo sobre diversas ferramentas topoldgicas e combinatérias no con-
texto de dinédmica unidimensional. Veremos a importancia da dinamica simbdlica para aplicagoes
unimodais e nos familiarizaremos com as aplicagcoes kneading e as sequéncias kneading.

No Capitulo 3 faremos um apanhado sobre diversos conceitos basicos de natureza métrica em
dindmica e que desempenhardo um papel importante no trabalho como: a derivada de Schwarz,
razdo-cruzada, principio do minimo, principio de Koebe e aplicagoes de Markov.

No Capitulo 4 nosso objetivo principal é provar o seguinte resultado:

Teorema A. Existem aplicacées unimodais q, que possuem uma medida de probabilidade inva-
riante e absolutamente continua em relagdo a medida de Lebesgue e sao topologicamente conjugadas
a aplicagcoes unimodais fg que nao possuem medida de probabilidade invariante e absolutamente

continua em relacdo & medida de Lebesgue.

Para provarmos, construiremos a medida invariante, nos desvencilhando do ponto critico, através
das aplicacbes induzidas de Markov. Perceberemos a impotancia de possuirmos aplicagdes com a
propriedade de ser ramo-longo, com retornos do tipo sela-nd e que a derivada no ponto fixo assuma
valores diferentes para cada uma das aplicagoes.

No Capitulo 5 estaremos interessados no estudo da medida de Lebesgue dos conjuntos de Cantor
minimais de funcdes unimodais, em especial, estaremos buscando condigdes de existéncia para
conjuntos de Cantor minimais de medida Lebesgue nula cuja bacia tem medida de Lebesgue total.

As aplicacoes de Fibonacci desempenharao um papel importante neste contexto, por isso obser-
varemos o comportamento combinatorial desta aplicacdo e algumas de suas propriedades, pois esta
classe de famfilia, com uma ordem critica suficientemente alta, vai nos permitir concluir o seguinte

resultado:

Teorema B. Se g, ¢ aplicagio de Fibonacci e £ é suficientemente grande, o conjunto w-limite

XV
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do seu ponto critico é um conjunto de Cantor minimal de medida Lebesque nula cuja bacia tem

medida de Lebesgue total.



Capitulo 1

Resultados Principais

Este capitulo tem por objetivo introduzir alguns conceitos bésicos e os resultados principais
deste trabalho. O assunto a ser tratado se insere no contexto de dinamica unidimensional e diz
respeito a iteragoes de aplicacoes unimodais. Uma aplicacdo continua de um intervalo fechado [
nele proprio, f : I — I, é chamada de aplicacdo unimodal quando possui um tnico extremo local
no interior de I. Este ponto pode ser um ponto de maximo ou de minimo local e é denotado pela
letra c. Quando f é de classe C!, este extremo local é um ponto critico, o qual assumiremos ser o
inico ponto critico de f. Assumimos também, sem perda de generalidade, que f aplica o bordo de
I em um tnico ponto do bordo de I.

As aplicagéoes tendas To(x) = min{az, a1 —x)} e as aplicagoes quadrdticas g, () = 20x(1 —z),
onde z € I = [0,1] e @ & um parametro que varia em [0, 2], sdo os exemplos mais populares de
aplicagao unimodal (veja as figuras abaixo).

Figura 1.1: Uma aplicagdo tenda Figura 1.2: Uma aplicagdo quadrdtica

O extremo local (ou ponto critico) ¢ € I de uma aplica¢do unimodal f desempenha um papel
fundamental para a descricao das propriedades topologicas e métricas da sua dindmica. A ordem
deste ponto critico, a maneira pela a qual a sua 6rbita positiva estd ordenada no intervalo e o seu grau
de recorréncia sao de grande relevancia para aspectos topoldgicos e métricos desta dindmica. Dadas
duas aplicacoes unimodais f e g, um homeomorfismo h do intervalo I tal que ho f = goh é chamado
de conjugacao topoldgica entre f e g. Neste caso, dizemos que f e g sdo topologicamente conjugadas.
Uma conjugacao topolégica preserva as propriedades topoldégicas da dindmica mas, muitas vezes
nao preserva a medida de Lebesgue de conjuntos invariantes, por exemplo. Também nao preservam
outras propriedades métricas como a propriedade de possuir uma medida de probabilidade invariante
e absolutamente continua em relacdo & medida de Lebesgue. Este é um dos temas que exploramos
neste trabalho.

Dizemos que o extremo local (ou ponto critico) ¢ de uma aplicagdo unimodal f tem ordem ¢ > 1,



2 RESULTADOS PRINCIPAIS 1.0

se existem constantes 0 < O; < O» tais que para todo x € I vale que:
Orlz — o < |f(2) = f(e)] < Oalz —¢[".

Observamos que se f é de classe C2, entdo a razdo O2/O; pode ser escolhida tdo proxima de 1
quanto se queira, para isto é necessario ecolher z suficientemente proximo de c.

Uma medida p definida na o-algebra de borel do intervalo I é dita invariante por uma aplicagao
unimodal f se u(A) = pu(f~1(A)), para todo boreliano A C I. Se u(I) = 1 dizemos que p é uma
medida de probabilidade, por brevidade, dizemos apenas probabilidade.

Uma aplicacao unimodal sempre possui muitas probabilidades invariantes mas, muitas delas nao
sao interessantes. Dentre as medidas invariantes que sao interessantes estd a medida de probabilidade
invariante e absolutamente continua em relacao & medida de Lebesgue as quais nos referimos como
medidas piac. Estas sao as probabilidades invariantes que sao positivas em todos os borelianos que
tem medida de Lebesgue positiva. Por exemplo, uma aplica¢ao tenda Ty, para o > 1, sempre possui
uma medida piac.

Por outro lado, existem aplicacoes quadraticas que sdo topologicamente conjugadas & aplicagoes
tendas mas que ndo possuem medidas piac. Ainda mais surpreendente é que existem aplicagdes uni-
modais f e g analiticas, com ponto critico de ordem 2, topologicamente conjugadas tais que f possui
uma medida piac e g ndo possui. Na verdade estas aplicacoes f e g podem ser escolhidas nas fami-
lias fg(z) = Bsin(mx) e go(z) = 2cx(1—x), respectivamente. Este é o contetido do teorema a seguir.

Teorema A. Existem aplicagoes unimodais q, que possuem uma medida piac e sao topologica-
mente conjugadas a aplicagoes unimodais fg que nao possuem medida piac.

Uma conjugagao topoldgica entre aplicagbes unimodais como no Teorema A aplica um conjunto
de medida de Lebesgue positiva em um conjunto com medida de Lebesgue nula. De acordo com
este teorema, existem outros fatores além da ordem do ponto critico e a classe de conjugagao
topolégica que estao relacionados com a existéncia ou nao de uma medida piac. Veremos que os
auto valores da derivada da aplicagao unimodal nos seus pontos periédicos também tem influéncia
nesta propriedade. O tipo topolégico das aplicagbes unimodais que construimos para provar o
teorema acima €é muito especial, mesmo fazendo simulacdes muito precisas dao a impressao que
estas aplicacoes possuem pontos periddicos atratores. Na verdade elas possuem o que chamamos
de “retornos selas-n6” que sdo muito longos e em particular os seus pontos criticos sao fortemente
recorrentes. Mais a frente neste trabalho formulamos estes aspectos de modo mais preciso.

Dada uma aplicagao unimodal f de um intervalo I, consideramos a aplicacao 7 : I — [ tal
que forT(x) = f(x) e, para x # ¢, temos que 7(x) # z. Se ¢ é recorrente, definimos a sequéncia
de inteiros, chamados de tempos de primeira aproximacdo, n1 < no < ng < ... indutivamente,
colocando n; = 1, ng = 2 e escolhendo n; como sendo o menor inteiro tal que f"i(c) esteja entre
f"i=1(c) e T(f™~1(c)). Quanto menores forem os tempos de primeira aproximacao mais fortemente
recorrente serd o ponto c. Existem aplicagdes unimodais tais que os tempos de primeira aproximagao
sdony =1, no =2, ng=2%...,n;11 = 2¢,... sdo chamadas de aplicacdes de Feigenbaum-Tresser.
Aquelas em que estes tempos sdo os numeros de Fibonacci, a saber ny = 1, ng = 2en;p1 = ny+n;—1,
sao chamadas de aplicacoes de Fibonacci. Dentre as aplicactes unimodais que nao possuem orbita
periédica atratora, as aplicagoes de Feigenbaum-Tresser sdo as que tem o extremo local ¢ mais
fortemente recorrente. A aplicacdo de Fibonacci sao as que tem o extremo local ¢ mais fortemente
recorrente dentre as que sao topologicamente conjugadas com uma tenda sem intervalo periddico.
O conjunto w-limite de ¢, tanto para as aplicagdes de Feigenbaum-Tresser como para as aplicacoes
de Fibonacci sdo conjuntos de Cantor invariantes.

Seja A C I, um conjunto compacto e invariante por uma aplicacdo unimodal f. Definimos a
bacia de A como sendo o conjunto: B(A) = {x € I : w(z) = A}.

Para as aplica¢oes unimodais f = ¢, ¢ ¢ = fg do Teorema B, ¢ = 1/2 é o ponto critico e
os intervalos Ay = [f2(c), f(c)] e Ay = [g%(c), g(c)] sao compactos invariantes e transitivos para f
e g, respectivamente. Além disto, as bacias B(Af) e B(Ay) sao conjuntos genéricos, a saber: sao
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intersecao de subconjuntos abertos e densos do intervalo I. Resta saber se estas bacias tem medida
de Lebesgue positiva ou nao.

Existem aplicacoes unimodais como as aplicacoes de Feigenbaum-Tresser que possuem intervalos
J1 D Jo D Js... periédicos com periodos k1 < ko < k3 < ... Estas aplica¢des sdo chamadas de
nfinitamente renormalizdveis. Se f é uma tal aplicacdo, o conjunto

oo S;—1

Ar= U P,

i=0 j=0

chamado solendide, é compacto, invariante, coincide com o conjunto w-limite do extremo local c e a
orbita positiva de todo = € Ay é densa em Ay. Neste caso dizemos que Ay é um conjunto minimal
e portanto é um conjunto de Cantor. Também sabemos que se f é uma aplicacdo infinitamente
renormalizavel de classe C? e o seu ponto critico tem ordem finita, entdo a medida de Lebesgue
de Ay ¢é nula. Porém a bacia de Ay é um conjunto genérico com medida de Lebesgue total. Em
particular, este tipo de aplicacdo unimodal ndo possui medida piac.

Observamos que as aplicacoes tendas sdo finitamente renormalizaveis, ou seja, possuem no ma-
ximo uma quantidade finita de intervalos periédicos. Enquanto que o conjunto w-limite do seu
extremo local ¢ = 1/2 pode ser um conjunto de Cantor invariante e minimal. Porém a bacia deste
conjunto ¢ um conjunto magro (ou seja, unido enumerével de conjuntos fechados de interior vazio)
com medida de Lebesgue nula. Aplicagoes tendas T, com « > 1, sempre possui uma medida piac.
No entanto, resta saber se existem aplicacoes unimodais f de classe C°°, com ponto critico de
ordem finita e topologicamente conjugadas a aplicagbes tendas, que exibem conjuntos invariantes
minimais Ay cuja bacia B(Af) tem medida de Lebesgue positiva. Este é o contetido do teorema a
seguir. Para enuncia-lo vamos considerar as aplicacoes unimodais da forma g,(z) = v — z2¢, para
¢ > 1 e 7y escolhido de modo que g, possui um intervalo invariante I = I,.

Teorema B. Se g, ¢ aplicagio de Fibonacci e £ é suficientemente grande, o conjunto w-limite
do seu ponto critico é um conjunto de Cantor minimal de medida Lebesque nula cuja bacia tem
medida de Lebesgue total.

As aplicagbes ¢ = go do Teorema B s3o topologicamente conjugadas com aplicacoes tendas,
ndo possuem intervalos periodicos, o intervalo [g?(c), g(c)] é invariante, transitivo e sua bacia é um
conjunto genérico com medida de Lebesgue nula.
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Capitulo 2

Ferramentas Topologicas e
Combinatoérias

2.1 TItinerarios, equivaléncia combinatéria e topologica

Como ja comentamos, o extremo local (ou ponto critico) ¢ € I de uma aplicagdo unimodal f
desempenha um papel fundamental para a descri¢ao das propriedades topologicas e métricas da sua
dinamica. A ordem deste ponto critico, a maneira pela a qual a sua orbita positiva estd ordenada no
intervalo e o seu grau de recorréncia sao de grande relevancia para aspectos topolégicos e métricos
desta dindmica.

Neste capitulo, vamos explorar alguns aspectos combinatérios que terdo consequéncias de na-
turezas topologicas e métricas. A teoria de Milnor-Thurston [MT88| é um marco inicial para a
classificagdo combinatoria e topologica das aplicacGes unimodais. Comecamos relembrando alguns
conceitos basicos.

Definicao 2.1.1 Seja f, g : I — I duas aplica¢oes unimodais com extremos cy e cg, respectiva-
mente. Dizemos que f é combinatoriamente equivalente a g, se existe um homeomorfismo h : I — I
tal que h(f™(cr)) = 9™ (cq), para todo n > 0. Dizemos que f ¢ topologicamente conjugada a g, se
h(f(z)) = g(h(x)), para todo x € I.

Observamos que duas aplicacoes unimodais f e g sdo combinatoriamente equivalentes se, e
somente se, as drbitas criticas positivas de f e g, denotadas por orb™ (cy) e orb™(cy), estdao ordenadas
da mesma forma em R. De um ponto de vista mais grosseiro e impreciso, porém bem intuitivo,
podemos pensar que duas aplicacdes unimodais f e ¢ sdo combinatoriamente equivalentes se, e
somente se, os graficos de todos os iterados positivos f™ e g" se “dobram do mesmo modo”. Inspirados
nestas ideias Milnor-Thurston [MT88| passaram a associar a cada ponto do intevalo uma sequéncia
infinita, chamada itinerario do ponto, mais precisamente temos a seguinte definicao.

Definicao 2.1.2 Sejam f : I — I uma aplicacdo unimodal e x € I. O itinerario de xz, denotado
por v(x), € a sequéncia infinita

v(z) = (i) va(z) vs(z) )
em que '
0 se f'(x)€][0,c),
vi(z) =1 ¢ se f'(z)=c,
1 se fiz) € (c1].
Deste modo, dada uma aplica¢do unimodal f, e colocando S = {0,¢,1} e

SN=—{v=wyvivo - vy - )vpn€SenecN},
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fica definida uma aplicacdo vy : I — SN chamada aplicacdo itinerdrio de f, que a cada x € T
associa a sequéncia infinita v¢(z) do modo definido acima.

Como o ponto critico é especial, o destacamos dando um nome especial para o itinerario do valor
critico ¢, a saber: vy(c) = (v1(c) va(c) v3(c) -+ ) que é chamado sequéncia kneading e é denotado
por ks. Entdo, segundo a Teoria de Milnor-Thurston [MT88|, a sequéncia kneading determina a
ordem da orbita critica positiva em R. Deste modo temos uma ideia da prova do teorema a seguir.

Teorema 2.1.3 Duas aplicacées unimodais f e g sGo combinatoriamente equivalentes se, e somente

se, ky = kgy.

A sequéncia kneading de uma aplica¢ao unimodal f também determina o conjunto Ky de todas
as sequéncias admissiveis para f, a saber:

Ki={v=(wi1rovs ...): existe xz€l tal que v(z)=r}.

Uma maneira de provar este fato é introduzindo uma ordem total no conjunto de todas as
sequéncias infintas de simbolos no conjunto S = {0,¢,1}. Inicialmente definimos uma ordem <
em S pondo 0 < ¢ < 1. Entao, considere duas sequéncias infinitas x = (x1 z9 x3 -+ @, --+) e
y= W1 y2y3 -~ Yn ---) em SV, Dizemos que z < y se, e somente se, existe n > 0 tal que x; = ¥;,
Baratod01§i<n,xn7§yne a

(a) xp, < Yn, se #{i < n|x; =1} é par, ou
(b) yn < Tp, se #{i < n|z; =1} & impar.

Considerando a ordem crescente no intervalo I e a ordem < em SN, a aplicacio itinerario
vl — SN preserva ordem. Mais detalhadamente, temos:

(a) se x <y, entdo ve(x) < vi(y).
(b) se vy(x) < vs(y), entdo x < y.

Relembramos que se x # y sao tais que v¢(x) = v¢(y), entdo a érbita positiva do intervalo [z, y]
jamais encontra o extremo local cy. Neste caso todos os iterados f" sdo homeomorfismos quando
restritos a este intervalo e ele recebe o nome de homterval. Entdo pode ser que este homterval
[, y] esteja contido na bacia de uma orbita periodica atratora ou pode ser que isto nao ocorra e
[z, y])Nf™(Jx, y]) = 0, para todo 0 < m < n. Neste ultimo caso dizemos que [z, y] é um intervalo
errante. Sendo assim, se f ndo possui Orbitas periodicas atratoras e também ndo possui intervalos
errantes, a aplicagao itinerario vy : I — Ky é uma bijecao.

Para uma melhor compreensao da aplicacao itinerario vy ¢ necessario termos uma melhor des-
crigao da sua imagem que é de fato o conjunto K de todos os itinerdrios admissiveis para f. Mas
como f(z) < f(c), para todo x € I, devemos ter que v¢(z) < ky = v¢(f(c)). Mais ainda, como po-
demos aplicar esta desigualdade em f¢(z) ao invés de z, para todo i > 0, temos que Vf(fz(av)) = ky.
Usando a aplica¢do shift o : SN — SN, que é definida por o((x1 x2 23 ... )) = (22 23 ... ), podemos
ver que vale a equagao v(f(x)) = o(vy(x)). Entao, para que uma sequéncia z € SN pertence a Ky
é necessario que o'(x) = ky. Finalmente, podemos caracterizar as sequéncias z € Ky como sendo
as sequéncias que satisfazem as seguintes condicoes:

(a) o'(z) < ky, para todo i > 0;
(b) se x; = ¢, entdo o'(z) = ky.

Desta forma, podemos concluir que duas aplicagbes unimodais f e g que sdo combinatoriamente
equivalentes, e isto é equivalente a terem sequéncias kneading iguais, tem os mesmos conjuntos de
itinerarios admissiveis.
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Ainda podemos munir o conjunto {0, ¢, 1}N de uma distancia. Comecamos colocando a métrica
discreta 6 em S = {0,¢,1}, ou seja, para i,j € S colocamos §(i,i) = 0 e, se i # j, colocamos
8(i,j) = 1. Entdo, paraz = (21 T2 23 - Tp ---) ey = (Y1 Y2 Y3 -+ Yn ---) em SV definimos a
distancia entre z e y pela métrica: a

dis(z,y) = Z M

i
=1

Entao, considerando a distancia euclidiana no intervalo I e a distancia em SV, a aplicacao itinerario
é continua. Se f ndo possui 6rbitas periddicas atratoras e também nao possui intervalos errantes,
a aplicagao itinerario vy : I — Ky ¢ um homeomorfismo que conjuga f com o shift o : Ky — K.
Observe aqui que K é invariante pelo shift 0. Portanto, fica delineada a prova do seguinte teorema.

Teorema 2.1.4 Se f e g sio duas aplicagdes unimodais que tem as mesmas sequéncias kneading,
nao possuem orbitas periddicas atratoras e nao possuem intervalos errantes, entio f e g sdo topo-
logicamente conjugadas.

Demonstracao:

Basta obervarmos que h = vyv, 1

¢ uma conjugagao topolégica entre f e g.

2.2 Tempos de Corte e a Aplicagcao Kneading

Aspectos métricos da dinamica de uma aplicacio unimodal f de classe C' depende de uma
competicdo entre uma certa expansividade que ocorre em regides mais afastadas do ponto critico
e uma contracdo arbitrariamente grande em regides proximas deste ponto. A medida que iteramos
f a expansividade tende a ganhar da contracdo, a menos que esta dltima se realimente muito
frequentemente. Isto depende da forga de recorréncia do ponto critico que pode ser medida através
da sequéncia de tempos de primeira aproximacao do ponto critico introduzida no capitulo anterior.
No entanto, nao é claro quais sao as sequéncias de inteiros positivos que podem ser realizadas como
sequéncia de primeira aproximagcao para alguma aplicagdo unimodal f. Passamos entdo a analisar
a o6rbita negativa do ponto critico que também é bem natural uma vez que ela determina os pontos
criticos das iteradas f™.

Os intervalos J,, C I, méximos nos quais f™ é monétona, sdo chamados de intervalos de monoto-
nicidade. Observe que o bordo de um intervalo de monotonicidade J,, sao pontos da 6rbita negativa
de ¢ ou estdo no bordo de I. J4 os pontos do bordo de f"(J,) pertencem a orbita critica positiva.
Em particular, sempre existe 0 < i < n tal que o bordo de fi(.J,,) contém o ponto critico c. Sendo
assim dedicamos mais atengdo aos intervalos de monotonicidade cujo bordo contém c. Se J, € um
tal intervalo, chamamos a restricao f"}n de ramo central. Para cada n > 1, sempre existem dois
ramos centrais com a mesma imagem. Se esta imagem contém c dizemos que n é um tempo de corte.
Denotamos por {Sk}r>0 a sequéncia dos tempos de corte de f e por {Jg, }x>0, a correspondente
sequéncia dos dominios dos ramos centrais a esquerda de c. Observe que se a imagem do bordo de
I ndo é um atrator periddico, entdo f possui um ponto fixo que inverte orientagdo. Se este ponto
também nao é um atrator periodico, entao Sy = 1 e Jg, = (a,c), onde a € JI. Existe o ponto
20 € Js, tal que f50(20) = c. Em geral, existe zj, € Js, , tal que f5¢(z;,) = c. A sequéncia {2 }r>0 &
constituida de pontos da érbita negativa de c e sao chamados de pontos pré-criticos mais prozimos.
Também consideramos a sequéncia {2 }r>0, onde 2, > ¢ sdo tais que f5(z1,) = 5% (3) = ¢

O lema a seguir vai nos garantir posteriormente que a diferenca entre dois tempos de corte
consecutivos também é um tempo de corte.

Lema 2.2.1 Sejam f uma aplicacao unimodal, {Sk} k>0 seus tempos de corte e {zx } >0 seus pontos
pré-criticos mais prérimos. Entao, fskfl(zk) € um ponto pré-critico mais proximo.



8 FERRAMENTAS TOPOLOGICAS E COMBINATORIAS 2.2

Demonstracao:

Seja y = fSk-1(z,). Assim, y € f~(5k=%-1)(¢), entdo temos um ponto pré-critico. Suponhamos
que ¥y nao seja um ponto pré-critico mais proximo, entao existe um z, € (y,c) (ou z, € (¢,y)) tal
que S, < Sk — Sg—1. Observe na figura 2.1

‘} I\ CSy—Sk_1 c Csy
o \\\
£5
A ¢z, v Csiy
fsk—l
Zk -1 Zk c

Figura 2.1: Aplicacio f°* para construcio da Kneading

Voltando z, (ou z,) via o ramo fskfll(zkihzk) temos um ponto pertecente a

FTI 1 () N (21, 21)-

O que contradiz o fato de z; ser um ponto pré-critico mais proximo.
[l

Vimos que y € f~(9¢=5k-1)(¢) é um ponto pré-critico mais proximo, sendo assim Sy, — Sp_1 € um
tempo de corte. Sendo introduzida por Hofbauer e Keller em [HK90|, as aplicacoes Kneading foram
desenvolvidas com o intuito de se entender melhor as aplicagbes unimodais e exercerdo ao longo
deste trabalho um papel de grande importancia. Como Si — Sp_1 € um tempo de corte, podemos
definir entdo a aplicagdo Kneading, Q@ : N — N por:

Sy — Skp—1 = SQ(k)
Para conhecermos um pouco mais as aplicacdes Kneading, temos a seguinte proposigao.

Proposicao 2.2.2 Seja f uma aplica¢ao unimodal e Q(k) sua aplica¢io Kneading. Entao

F=1(e) € (2ga)-15 20(r) Y (2o Zok)-1)-

Demonstracao:

Sabemos que f5k|[zk717c] e [ ] sa0 monotonas. Assim, fQ(k)][Qfsk,l(c)] também é

(k) |[c,2Q(k>_1
monotona. Observe a figura 2.2.

Como [¢, Zg(k)—1] € um intervalo de monotonicidade de QM) obtemos [c, f3-19] C e, 2Q(k)—1]-
Portanto, neste caso f%1(c) € (2Qu)—15>2Q(k)) Y (Zok)s 2Q(k)—1)-
O
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\ “So

®) C Csk
o \\\
c ZQ(x) CSic

fsk—l

£

Zk 1 Zk c

Figura 2.2: Aplicacio f°* para f5%1(c) € (@)1, 2Q(k)) Y (ZQwk)> ZQ(k)—1)

Em decorréncia deste fato, temos o seguinte lema
Lema 2.2.3 Se f ndao possui atrator periddico entio Q(k) < k, para todo k > 1

Demonstracao:
Suponha que Q(k) > k para algum k. Pela proposi¢ao 2.2.2 sabemos que

F9=1(e) € (2oumy—15 20) Y (2ok): Zo(k)—1)-

Sendo assim, ficamos com
Fo1(e) € (2h-1, 2e1)-

Além disso, a aplicagao 1 aplica (z;_1,¢) e (¢, Z_1) monotonicamente em (c, cg, _, ). Consequen-
temente, a aplicacdo f51 aplica (zx_1,¢) ou (¢, Zx—1) nele proprio, fornecendo um ponto periédico
atrator.

U

Seja, H,_1 um intervalo de monotonicidade de f*~! contendo ¢;. Por construcio, temos
fn_l(Hn,1 N [CQ, Cl]) > ¢,

sempre que n for um tempo de corte. Se, além disso, " (H,_1\[c2,c1]) 3 ¢, entdo dizemos que n
é um tempo de co-corte. Denotaremos por:

{Tk} k>0, onde 19 := min{n > 1|c, € (¢, c1]}
Assim, perante a definicdo de tempo de corte e de tempo de co-corte temos
S; # 7j para todo 4,5 € N.

Além disso, observaremos na proposicao a seguir que a diferenca entre tempos de co-corte consecu-
tivos é um tempo de corte.
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Proposicao 2.2.4 Seja f uma aplicagio unimodal e Q(k) sua aplicagio Kneading. Entdo, para
cada k > 1 existe i € N tal que
Tk — Tk—1 = S

Em particular, a diferenca entre dois tempos de co-corte consecutivos é um tempo de corte.

Demonstracao:
Sejam yr, , e yr pontos pré-criticos tais que

ka_l(kafl) =ce ka(ka) =C.

Defina z := f™-1(y,, ). Como [T Tk-1(z) = ¢, logo z € f~™17-1(c). Assim, concluimos que z é
um ponto pré-critico. Agora, suponha que z ndo seja um ponto pré-critico mais proximo. Assim,
existe z, € (z,¢) (ou 2, € (¢, 2)) tal que S, < 7 — 7,—1. Tomando a pré-imagem de z, pelo ramo
ka—l\(ka yr,_,) temos f75 ™1 N (Yry, Yr,, ) # 0. Com isso, obtemos uma contradigio pois nao
existem pontos pré-critico em (yr, , y-,_, ). Portanto, z ¢ um ponto pré-critico mais préximo, ou seja,
T — Tp—1 € tempo de corte.

O

2.3 Aplicacao Kneading e a sequéncia kneading

Vimos que ao determinarmos a sequéncia de tempos de corte estamos definindo de maneira
unica a aplicacao kneading. Além disso, ao determinarmos a aplicagdo kneading estamos definindo
unicamente os tempos de corte da aplicagdo. Vale salientar que, como foi mostrado em [Bru94al, os
tempos de corte de uma aplicagao unimodal podem ser redefinidos a partir da sequéncia kneading
como a seguir:

So=1¢e S, =min{n > Sp_1|vn # Vn_s,_,}

Assim, percebemos que ao termos uma aplicacio kneading determinamos unicamente a sequéncia
kneading. Agora, sabemos que através da sequéncia kneading, podemos obter os tempos de corte e
consequentemente a aplicagdo kneading estard bem determinada.

Exemplo 2.3.1 Duas famosas aplica¢des unimodais podem ser descritas pela aplicacdo kneading

(a) Aplicagao de Feigenbaum
Para esta aplicacio os tempos de corte sio definidos da sequinte forma: Sy, = 2*.
Consequentemente, sua drbita critica descreve a sequinte sequéncia de simbolos:

v =10111010101110111011101010111010 - - -

Desta forma, sequndo a condicdo de admissibilidade, temos v admissivel.
Como Squ)y = Sk — Sk-1 = ok — ok=1 — 9k=1 — G, | obtemos para todo k > 1 que
Qk)=k—1.

(b) Aplicagao de Fibonacci
Para esta aplicagiao os tempos de corte sao definidos da seguinte forma: Sy = 1, S1 = 2 e
Sk = Sk—1+ Sk—2.
Consequentemente, sua drbita critica descreve a sequinte sequéncia de simbolos:

v =100111011001010011100 - - -

Desta forma, sequndo a condi¢cao de admissibilidade, temos v admissivel.
Como Sq(ky = Sk — Sk—1 = Sk—1 + Sk—2 — Sk—1 = Sk_2 obtemos que Q(k) = max{k —2,0}.
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No livro [BB04| podemos encontrar outras propriedades interessantes a respeito das aplicagoes
Kneading e no Capitulo 5 veremos com mais detalhes as aplicagdes de Fibonacci.
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Capitulo 3

Ferramentas Métricas

Neste capitulo, reuniremos diversos conceitos basicos de natureza métrica que terdo importancia
no desenvolvimento dos capftulos seguintes. Tendo como objetivo principal contruir as medidas
invariantes através das aplicagdes induzidas abordaremos propriedades métricas que nos ajudarao
a obter boas propriedades de distorcao.

Denotemos os iterados do ponto critico, ¢, pela f por fi(c) = ¢; e sua orbita por orb™(c) =

{Ca C1,C2,C3, " * }

3.1 Derivada Schwarziana

O conceito que vamos estudar nesta secao foi utilizada em 1978 por D. Singer em dindmica
unidimensional. Ela é chamada de derivada de Schwarz e tem um papel relevante neste trabalho e
de maneira geral tem grande importancia no estudo de dindmica de func¢oes complexas.

Definicdo 3.1.1 Seja f : I — I uma aplicacio unimodal de classe C3. Assim, a derivada de
Schwarz da funcao f é dada por

D3 3 (Df\’
s1=57-3(%7)

no complementar do ponto critico de f. Dizemos que f tem derivada Schwarziana negativa se Sf < 0
no complementar do ponto critico de f.

Vejamos dois exemplos de fun¢oes com derivada Schwarziana negativa
Exemplo 3.1.2 Seja f, : [0,1] — [0, 1] definida por f,(x) = asin(nzx) com a € (0,1]. Como

e Df(x) = ancos(nz),

e D?f(z) = —an?sin(nz),
e D3f(z) = —am cos(nz).
Assim,

Sfa) = —n2— > (“m(m)f - (1 + 2tan2(7rx)> <0

2\ cos(mx)
pare T # %
Exemplo 3.1.3 Seja gg : [0,1] — [0,1] definida por gg(x) = fz(1 — ) com (€ (0,4]. Como
® Dgs(z) = B — 2fx,
e D?gs(x) = —28,

13
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e D3gs(z) = 0.
Assim,
3 =28 \* 6
695(0) = =3 (5 - 2x5> BRTEFER
para x #* %

Propriedade 3.1.4 Seja f uma funcdo real de classe C° e sem pontos criticos. A derivada Schwar-
ztana de [ € identicamente nula se, e somente se, f € uma transformacao de Moebius.

Demonstracao:
Se f é uma transformacao de Moebius entao f(x) =
calcular Df, D*f e D3f:

atbx
c+dx

tal que ad — bc # 0. Assim, devemos
. D) =

o Df(x) = el

o D3f(z) = 6d>(bc—ad)

(crdz)?
Logo, ,
6d2 (be—ad) —2d(be—ad)
S(@) = W _g W B (c —?d;l‘)Q (e —?d;x)Q =0
(c+dz)? (ctdz)?
Por outro lado, suponhamos Sf = 0.
Considere a funcao g = ]}—,,, Assim, g satisfaz a equacio diferencial
S
2
cuja solugdo é dada por g =0 ou g(x) = %, sendo p uma constante real.
Logo, se J}—/,/ = 0 obtemos f(z) = ax +be se f—/,/ = x‘—fp obtemos f(z) = ‘cl;cig, sendo a,b,c e d

constantes reais.

O

Uma das principais razoes de utilizarmos a derivada de Schwarz é que ela se adapta ao estudo
de sistemas dindmicos por ter um bom comportamento perante & composicao de funcdes.

Proposicao 3.1.5 Sejam g e ¢ funcdes reais de classe C°. Entio
S(go¢) = (Sgod)-(¢) +S¢.

Demonstracao:
Vamos calcular as seguintes derivadas apenas aplicando a regra da cadeia

(go¢) =4 ()¢

(go @) =4g"(8)(¢)* +g'(¢)¢"

(g o ¢)/// — g///(¢>(¢/)3 + 3g//(¢)¢/¢// +g/(¢)¢//l

Sendo assim,
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0@ 340 ¢’”_3[g"<¢>, ¢]
SWed) =0y T g T F 2lgw’ &)
Portanto,
N O (g"<¢>¢'>2 o 3 <¢>
Swed) ="y 2\ g ) T 2\¢)"
ou seja,

O

Observamos ainda que se fizermos a composicio de uma aplicacdo g de classe C3, que possui
derivada Scharziana negativa, com uma transformagao de Moebius ou com uma aplicagdo com
derivada Schwarzina negativa, digamos ¢, ainda sim, teremos

S(go¢)(z) <0 (3.1)

A condicdo da derivada de Schwarz negativa tem propriedades boas em relagdo a composicio
de funcoes, pois se g e ¢ a satisfazem, g o ¢ também a satisfaz. Temos entdo, uma propriedade que
se propaga quando olhamos para seus iterados.

3.2 Distorcao e a razao cruzada

Nesta secao estudaremos ferramentas que serdao bastante utilizadas, principalmente no Capi-
tulo 5: A razdo cruzada e o controle da distor¢do. Além disso, veremos a derivada Schwarziana
realizar um papel importante neste contexto.

A distorcao é a medida da nao-linearidade da funcdo e pode ser definida como o supremo da
razao dos valores absolutos da derivada em dois pontos distintos, isto é:

Definicao 3.2.1 Seja g : J — g(J) uma aplica¢io mondtona C'. O valor

D
dis(g,J) := sup [Dg(@)|

zyet | Dg(y)]
€ chamado de distorcdo de g em J. Sendo J um intervalo limitado da reta.

Denotaremos por (J,T) um par de intervalos abertos e limitados da reta tal que J C T, e por
L ¢ R as componentes conexas de T'\J.

Definig¢ao 3.2.2 Para cada par de intervalos (J,T) defina a razio cruzada dos intervalos T e J

por
_ T

D(T,J) =

onde |I| denota o comprimento do intervalo I.

Definicao 3.2.3 Se g: I — R € continua e mondtona definimos a distor¢ao da razio cruzada como

D(y(T),9(J))
D(T,J)

para cada para de intervalos (J,T) contidos em 1.

B(g,T,J) =

Sendo assim, vejamos duas proposi¢des importantes que se inserem neste contexto.
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Proposicao 3.2.4 Seja g : I — R uma funcdo continua e mondtona. Entdo, para qualquer par de
intervalos (J,T') contidos em I tem-se que

B(g,T",J") =1
se, e somente se, g € a restricao de uma tranformacao de Moebius em T

Demonstracao:
Seja T' = [x1,x2]. Suponhamos inicialmente que g é uma transformagao de Moebius. Assim,
podemos escrever g como sendo

a:l:—&—b_g ad — be 1
cx+d ¢ c cx+d’

g(x) =

para ¢ # 0 e x € R. Seja J = [z3, 24]. Como g é uma fungdo mondtona, obtemos

D))

D). a(N) = 10D)e(R)
_ lo(ws) — g(@n)llglz) — glaz)
lg(x1) — g(x3)||g(xa) — g(2)]

|$3 - $4||931 - 5U2|

|1 — 23]|T4 — 22|
|J||T|

|L||R]

— D(T,J).

Portanto, B(g,T,J) = 1. Por outro lado, suponhamos B(g,T,J) = 1 e fixemos um ponto
xo € (z1,22). J& que x1, 29 e xy sdo distintos, existe uma tunica transformagao de Moebius ¢ que
satisfaz

Mostraremos que ¢(x) = g(x), para todo x € T. De fato, tomemos = € (x1,x2) de maneira que
x # g, suponhamos sem perda de generalidade que xg < x, e consideremos o intervalo J = (zg, z).
Por hipétese e pelo que provamos anteriormente, temos

B(g,T,J) = B(¢,T,J) = 1.
Assim, para todo par de intervalos (J,T) contidos em I temos

(NI _ ()]
lg(R)|  [o(R)|

Ja que ¢(T) = g(T) e ¢p(xo) = g(xp) obtemos
l9(D+19(R)] = o(])] + [¢(R)].

Com isso, concluimos que |g(J)| = |¢(J)| e |g(R)| = |¢p(R)|. Como x & arbitrario, segue que
o(x) = f(x), para todo z € T.

0
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Proposicao 3.2.5 Se g: T — R é uma aplicacio de classe C° com derivada Schwarziana negativa
entao

B(g, T%,J%) > 1
Para todo J* CT* CT.

Demonstragao:

Sejam T* = [xg,x1] e J* = [y0, y1]- Seja ¢ uma transformagao de Moebius tal que a composi¢ao
¢ o g tenha como ponto fixo os pontos xg, yg € x1.

Afirmacao: ¢(g(y1)) > y1.

Suponha que ¢(g(y1)) < y1. Sendo assim, pelo Teorema do Valor Médio existem zg € [zo, o],
21 € [yo, 1] e 22 € [y1, 1] tais que

?(9(y0)) — ¢(9(x0)) _ Y~ %o

D(¢og)(20) = T o0 1
D(¢og)(z1) = ¢(9(y1£ - Z/bo(g(yo)) _ ¢(g£/1_))yg Y g
D(¢Og)(2’2) _ QS(g(xl{iz : jl(g(yl)) _ T ;1¢_(gy(i/l)) > 1.

Como S(¢pog) = Sg < 0 isto contradiz o Principio do Minimo (veremos a seguir em 3.3.1).
Com isso, provamos a afirmagao, ou seja, ¢(g(y1)) > 1.
Assim, temos |¢(g(J*))| > |J*| e que |R*| > |¢p(g(R*))|. Entao

l$(g(T))| [#(g(J*))]

o ey T [9g(T)] R
B(pog, T*,J") = |¢(|g£5|*))| \¢(?1(%§r))| T eW@®Y)) 1

Como B(¢pog,T*,J*) = B(¢,9(T*),g9(J*)) - B(g,T*, J*), e como a transformacao de Moebius
preserva a razao cruzada, temos B(g,T*,J*) > 1.
O

Assim, como trabalharemos sempre com funcdes unimodais C® com derivada Schwarziana ne-
gativa estaremos pensando em funcoes com a distor¢do da razao cruzada maior que 1.

3.3 Principio de Koebe

Nesta secao temos como objetivo principal apresentar o principio de Koebe. Contudo, é preciso
conhecer inicialmente uma ferramante bastante util: O Principio do minimo.

Teorema 3.3.1 (Principio do minimo) Seja T'=[a,b] C N e g: T — g(T') C N um difeomor-
fismo de classe C'. Seja x € (a,b). Se para algum J* C T* C T

B(g,T*,J*) > Co >0 (3.2)
entio |Dg(x)| > C3 - min{| Dg(a)l, |Dg(b)]}.

Demonstracgao:
Podemos tomar T* = [a,b] em T e considere

Ig(T*)I)2 1
T ] |Dg(a)||Dg(b)|

Bo(g,T") = (
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Além disso, defina

|Dg(x) Igl(TTl)l
Bi(9,T'2) = i
2

Aqui, L e R sao componentes de T\{x}. Observe que

BO(gvT*) = J*h_%ﬂ* B(g7T*a J*)

Bi(g,T,xz) = lim B(g, T, J).
T—x
Com isso, é facil ver que By(g, L), Bo(g, R), B1(g,T,z) > Cy > 0. Obtemos entédo

NN
BO(Q’L)‘< ] ) Da(a)[Dg(a)] ~

2
ou seja, (4E1)" > ColDg(a)||Dg(a).

Além disso, temos

(BN 1
BOW)‘( I ) Dy Da()] =

2
que nos fornece ('g&%‘)') > Co|Dg(z)|[Dg(b)] e

| Dy() |47
Bi(g. 1) = - = €0
L] |R]

que obtemos |Dg(z)] |g|(TT|)| > () ‘g|(LL|)| ‘g|(}];|)‘.

Como g|7 é difeomorfismo, temos

[ le@)] 19BN _ 19(D) 9(L)] |9(R)|
”““{ L] |R] }S Sma"{ }

Com isso,

|Dg(a)]> > CF

Cgmi“{(’gr(LLW’ (’g\(g)')?}

> Cymin{|Dg(a)||Dy()|,|Dg(b)||Dg(x)l}

v

Portanto, |Dg(z)| > C3 min{|Dg(a)|,|Dg(b)|}
O

A partir deste resultado, podemos discutir uma das ferramentas importantes da dinamica uni-
dimensional: O principio de Koebe. O principio de Koebe juntamente com a condicao da funcao
unimodal ter derivada Schwarziana negativa nos fornece um certo controle para nao-linearidade
das iteradas da funcao, o que nos permite estudar certas propriedades métricas, como a medida de
Lebesgue de conjuntos invariantes.
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Lema 3.3.2 (Principio de Koebe) Seja Cy € (0,1] e suponha que g : T — g(T) é um difeomor-
fismo de classe C* com B(g,T,J) > Co >0 em que J C T e que ambas as componentes de g(T\.J)
tem tamanho maior ou igual a §|g(J)|. Entdo, existe K = K(Cp,0) tal que

1 < Dg(x)
K(Co,6) ~ Dg(y)

SK(0075)7 Vw,yel

Demonstracao:
A fim de simplicar as contas, podemos reescalar J de forma que J = g(J) = [0, 1] e g crescente.
Usaremos By, definido anteriormente no teorema do principio do minimo, no intervalo J. Assim,

2
DDV 2 <‘9,(j,>‘) - (3.3)

Usaremos agora Bj, também definido anteriormente no teorema, em [a, 1], para x = 0. Com
1850,

|g|(LL‘)\ |g|€}7|)|
1Dg(0)| = Co— o (3.4)
1LUJ]
Como [g(J)| = [J] =1, [g(L)| = d]g(J)| e como |g(L U J)| = |g(L)| + [g(J)|. Temos
lg(L)l [LuJl _ fg(L)] |[LUJ|
IL| [g(LUJ)| lg(LUJ)]  |L]
o)
— lg(LuJ)
)]
l9(L)] +1g(J)]|
0]
lg(L)| + |9(6L)|
B )
C1+9d
Logo, voltando para (3.4), ficamos com
Dg(0)] > Cor)
FN=20115
Usando os mesmo argumentos para o intervalo [0, b] para z = 1 concluimos que
Dg(1)| > Cor
=015
Com isso, observando (3.3) obtemos
1146
C < |Dg(0)|,|Dg(1)] € — —— 3.5
o1 < 1AL Do) < 2 (35
Pelo principio do minimo, resultamos em
D > Cy 1]. :
Dy(a)| > Ci s Vo € 0.1 (3:5)

Assim, qualquer que seja x € (0,1) defina L, = [0, z] e Ry = [z,1]. Como ¢ é um difeomorfismo
ocorrerd apenas um dos casos
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[ ]
=X
h
8

IN
S
=

Ry J
o Lo < ot

Suponha sem perda de generalidade que % < 1. Assim usando (3.3) no intervalo L, temos

(\g|(LLx‘>|>2
— 7>
[Dg(0)[|Dg()]

Com isso, |Dg(0)||Dg(x)| < Cio. Assim, por (3.5) e por (3.6) concluimos que para todo x € J temos

o 1 1+96
<|D < ——.
D)l <

4
C°1+5—

Logo,

H(r3) = by <5 (5) =

O

O Principio de Koebe provado acima continua valido no caso em que Sg < 0, pois anteriormente
precisavamos supor que B(g, T, J) > Cy > 0 mas vimos pela propriedade 3.2.5 que se Sg < 0 entdo
B(g,T*,J*) > 1. Logo, a constante de distor¢ao, K, vai depender apenas do 0. Assim,

. [Dg(x)]
dis(g,J) = sup
(9. 7) zyes [Dg(y)]

< K(9)
As componentes de g(T'\J) sao chamadas de espagos de Koebe.

3.4 Aplicagcoes de Markov

Uma aplicacdo importante e muito utilizada neste trabalho sdo as aplicacdes de Markov. Por
exemplo, para construirmos as medidas invariantes no Capitulo 4 utilizaremos as aplicacoes indu-
zidas de Markov.

Aplicagoes de Markov sdo aplicagdes expansoras a partir de um iterado suficientemente grande,
definidas em uma quantidade enumeravel de ramos, em que entenderemos por ramo cada parte
conexa do dominio onde a transformacao é diferencidvel, e possuem propriedades interessantes.

Definicao 3.4.1 (Aplicagoes de Markov) Uma aplicagio F : [0,1] — [0,1] é chamada de apli-
cagio de Markov se existe uma familia enumerdvel de intervalos abertos disjuntos Y; em [0,1] tais
que

(1) Se F(Y;)NY; # 0 entao F(Y;) D Y;. Em outras palavras, F preserva a parti¢ao;

(13) Fly, é mondtona para cada i.

Definicao 3.4.2 Dizemos que uma aplicacdo f : I — I induz uma aplicagio de Markov se existe
o0

um intervalo J C I e uma aplicacdo de Markov F' em J, definido num subconjunto U I; de J com
j=1

medida de Lebesque total tal que, cada j € N, a restricio de ' em I; ¢ um iterado k0) de f com

fk(j)(fj) C J. Dizemos que F ¢é induzida por f em J.
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Sabemos que a aplicacdo de Markov construida admitird piac quando satisfizer as hipoteses do
teorema de folclore. Este nome foi atribuido ao teorema pois os avangos para sua prova podem
ser encontrados nos trabalhos de diversos matematicos e, portanto, sua demonstracao nao pode
ser atribuida a nenhum autor em especifico. Uma versao deste teorema pode ser encontrada em

[dMvS93].

Teorema 3.4.3 (Folclore) Seja F' uma aplicacio de Markov no intervalo. Se existir f > 0 e
K > 1 tal que dis(F™,J) < K e |[F™(J)| > B para todo n e todo ramo F"|;, entao F admite piac,
m, e a deriwada de Radon-Nikodiym dm/dx € limitada.

Contudo, quando temos uma aplicagdo induzida de Markov F possuindo piac, em geral nao
implica que f também tenha tal medida. Porém, vemos o seguinte

Lema 3.4.4 Seja f : I — I a aplicacdo que induz a aplicacdo de Markov F : U(;il I; — J seja k(j)

de modo que F]IJ. = f*0) ¢ seja p uma medida de probabilidade invariante absolutamente continua
de F. Temos

[e.@]
> k()| < oo
j=1
se. e somente se, f tem medida de probabilidade invariante absolutamente continua.

Demonstracao:
Ver [dMvS93].

3.5 Resultados da Teoria da medida e ergédica

A propriedade métrica que estaremos interessados em investigar sdo as medidas de probabili-
dade invariantes e absolutamente continuas com respeito & medida de Lebesgue pois uma parte
importante na compreensao de um sistema dindmico consiste na compreensdo das suas medidas
invariantes e suas propriedades.

Definicao 3.5.1 Seja p uma medida definida na o—dlgebra de borel do espago X. Dizemos que
€ invariante pela transformacdao f se

para todo conjunto mensurdvel A C X.

Além disso, dizemos que uma medida é o-finita se existir uma sequéncia de subconjuntos
Vi, Vo, -+ de X satisfazendo p(V;) < oo para todo i € N e

X:Gw
=1

Definicao 3.5.2 Sejam u e v duas medidas num espago mensurdvel (X, B). Dizemos que v é abso-
lutamente continua em relag¢io a u, se todo conjunto mensurdvel A que satisfaz u(A) = 0 também
satisfaz v(A) = 0. Neste caso, escrevemos v < [i.

Exemplo 3.5.3 Seja a aplicacio quadrdtica f : [—1,1] — [~1,1] definida por f(x) = 1 — 222
Em dindmica unidimensional este é um dos mais simples exemplos de aplicacdo que possui piac.
De fato, consideremos a tenda T : [—-1,1] — [—1,1] definido por T'(z) = 1 — 2|z|. A aplicagdo
h:[—1,1] = [-1,1] definido por h(z) = Zsin~'(z) é uma conjugacio entio f e T. Neste caso, as
aplicacoes T e f admitem piac.
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Um resultado importante com este enfoque, conhecido como teorema de Raddn-Nikodym, afirma
que quando temos v < pu, a medida v pode ser vista como a integral com respeito a g de uma
certa func¢lo mensuravel p, que é chamada de densidade ou derivada de Radén-Nikodym de v
relativamente a pu.

Teorema 3.5.4 (Radon-Nikodym) Se pu e v sio duas medidas finitas tais que v < p entao
existe uma fun¢ao mensurdvel p : X — [0, +00] tal que v = pu, ou seja, tal que

v(A) = /Apd,u para todo conjunto mensurdvel A C X

Além disso, essa funcao é essencialmente inica: duas quaisquer fungdes que as satisfazem sao iguais
para p-quase todo ponto.

Queremos controlar o comportamento de drbitas de maneira assintotica e a teoria ergddica
oferece uma ferramenta para lidar com este problema, dado que o sistema possua alguma medida
invariante suficientemente boa (por exemplo, absolutamente continua com respeito & medida de
Lebesgue). Como podemos ver pelo Teorema Ergodico de Birkhoff.

Teorema 3.5.5 (Ergodico de Birkoff) Sejam f : X — X wuma transformagiao mensurdvel,
(X, A, p) um espago de probabilidade e p uma probabilidade invariante por f. Dado qualquer con-
Junto mensurdvel E C X, o tempo médio visita

1 .
non
existe em p-quase todo ponto x € X

Defini¢ao 3.5.6 Um intervalo J, ¢ € J C I, é chamado de restritivo se f"(J) C J para algum
n > 1. Se um intervalo restritivo existir, f é chamado de renormalizdvel.

Teorema 3.5.7 Seja f ndo renormalizdvel e sem pontos periddicos atratores entdo vale a sequinte
propriedade:
Se |A| > 0, logo Uf_Z(A) tem medida de Lebesgue total.
%

Aqui, |-| denota a medida de Lebesgue. Se f é finitamente renormalizavel, entdao 3.5.7 continuara
vélida se A for tomado no menor intervalo restritivo de f.



Capitulo 4

Conjugacoes topologicas e a propriedade
métrica

Nosso objetivo principal neste capitulo é provar o seguinte resultado:

Teorema A. Existem aplicagoes unimodais q, que possuem uma medida piac e sao topologica-
mente conjugadas a aplicagoes unimodais fg que nao possuem medida piac.

Para provarmos este teorema utilizaremos algumas ferramentas vistas no Capitulo 2 como as
aplicacoes Kneading e as sequéncias Kneading, pois estudaremos tais aplicacoes sob o ponto de
vista combinatorial. Além disso, vamos definir as aplicaces ramo-longo. Trabalhar com aplicagoes
do tipo ramo-longo nos garantird boas propriedades de distorcdo e também uma limitagdo das
aplicacbes Kneading para assim contruirmos a medida invariante. Além disso, veremos que sera
necessério construir aplicagbes em que o ramo central é quase tangente a diagonal e que a derivada
no ponto fixo assuma valores diferentes em cada uma das aplicacGes a fim de construirmos a prova
do resultado.

A familia de aplicagbes unimodais em questdo serd a F. Lembrando que F é a familia de
aplicacdes de classe C®, unimodais, com derivada Schwarziana negativa, ordem critica ¢, em que
1 < ¢ < 0o, simétrica e sem atrator periddico.

4.1 Construindo a medida

Com o objetivo de construirmos a medida vamos desvencilhar do ponto critico ao construirmos
as aplicagoes induzidas. Sendo assim, defina o anel

Ap = (2k—1, 2) U (Zk, Zk—1)-

Definamos também a aplicacao induzida F' como

F U Ak — (20,2’0), F|Ak = fskfl
k>1

Temos entao F'(Ag) = (2q(k), ¢) ou F(Ax) = (¢, Zga))-

Exemplo 4.1.1 Vejamos exemplos desta aplica¢do induzida para as aplicagdes de Fibonacci e para
uma aplicacao tenda.

(1) Aplicacao de Fibonacci
Como vimos em 2.3.1 a sequéncia Kneading da aplicacao de Fibonacci é dada por:

v =100111011001010011100 - - -

23
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Sendo assim, temos:
F(Z()vzl) = fSO(Z07zl) = (cv 20)a F(21722) = fSl(Zlsz) = (C7 ZO): F(22723) = fS2(Z2723) = (c, Zl)a
F(z3,24) = f3(23,24) = (¢, 22),--- podemos visualizar a aplicacdo na figura 4.1

20
Z1
Zy

Z3

20 oz 22 23 Zy 25 € EZ5 2 z3 I T

z3

21

20

Figura 4.1: Aplicacio induzida F para a aplicagdo de Fibonacci

Neste caso, vemos os dominios e as imagens ficarem menores cada vez mais, impossibilitando um
bom controle de distor¢ao e consequentemente, nos impedindo de garantir que a aplicagdo admita
piac utilizando o teorema de Folclore.

(i) A aplicacdo tenda, T(x) = min{v/2z,v2(1 — z)}

Figura 4.2: T(z) = min{v/2z,v2(1 — z)}
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A sequéncia Kneading desta aplicacio é dada por:
v =10111111111111- -~

Neste caso, F'(A1) = (¢,2p) e para todo k > 2 temos F(Ag) = (z1,¢) ou F(Ax) = (¢, 21).
Com isso, apesar dos dominios ficarem cada vez menores, as imagens permanecem grandes, nos
garantindo boas propriedades de distorcao. Observamos também que esta aplicacao induzida F
preserva a particao e F|4, é monodtona para todo k, portanto é uma aplicagdo de Markov. Além
disto, |F™(Ag)| > B para todo n e todo ramo F™|4, . Sendo assim, podemos utilizar o teorema de
Folclore 3.4.3 e concluir que F' admite piac.

Sendo assim, nosso interesse serd construir uma aplica¢do induzida de forma que cada imagem
de F' por Aj, permanega sempre grande, isto é, |zgq) — ¢/ > B > 0 a fim de nos garantir boas
propriedades de distorcao e que seja de Markov para podermos utilizar o Teorema de Folclore. Com
isso, definimos as aplicacoes ramo-longo.

Uma aplicagdo f é chamada de ramo-longo se existe 8 > 0 tal que pra todo n e todo intervalo
de monotonicidade T de f" temos |f™(T)| > .

Assim, veremos dois lemas bastante titeis para a construgao do nosso resultado. O primeiro lema
caracteriza as aplicacbes ramo-longo através da limitacao da aplicagdo Kneading e o segundo nos
fornece um espago de Koebe a fim de garantir posteriormente que a distor¢do de cada ramo de F™
é limitada.

Lema 4.1.2 Uma aplicacao f é uma aplicacao ramo-longo se, e somente se, existir B tal que

Q(k) < B para todo k € N

Demonstracao:
Suponha que T' é um intervalo de monotocidade de f™ e que Q(k) < B. Sabemos que f™(T') > c.
Por conseguinte, existem 0 < a < b < n tais que

o fUT) = (2r-1,¢) (ou (¢, 2r-1))
b fb(T) = (c, 637»71)

Com isso, f"(T') = (csy,: CS,)-

Pela proposicao 2.2.2, temos cs, & (2Q(r+1), 2Q(r+1))- Logo, como Q(k) < B para todo k entao
¢g, nao pode esta proximo de ¢, entdo existe B’ tal que (zpr, 2p/) C f(T) sendo assim, temos f é
ramo-longo.

Por outro lado, seja f ramo-longo. Para todo 7" um intervalo de monotonicidade de f™ sabemos
que existe § > 0 tal que |f™(T")| > B para todo n. Sabemos ainda que para cada T existe um r tal
que f*(T) = (csq,: ¢s,)- Como cs, & (2Q(r+1)s £Q(r+1)) Cs, ndo pode estd préximo de ¢ e para um
B fixo temos Sg(y < Sp, consequentemente Q(r) < B.

O

Lema 4.1.3 Seja f € F uma aplicacao ramo-longo. Existe v > 0 tal que se T é um intervalo de mo-
notonicidade tal que f™(T) 3 z (respectivamente Zi), entao f™(T) D (zx — 7, 2x) (respectivamente
(Zks 2k +7))-

Demonstracao:

Como f é uma aplicagdo ramo-longo, pelo lema anterior sabemos que existe um B tal que
Q(k) < B. Seja T um intervalo de monotonicidade de f™, por argumentos anilogos a prova anterior
sabemos que existem 0 < a < b < n tais que

4 fa(T) = (ZT—17C) (Ou (Cv éT—l))

hd fb(T) = (C? CSTA)
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b fn(T) = (CSQ(T-)7CST)

Tome z € f™(T). Se k > B o resultado é imediato pois Q(k) < B, logo existe v > 0 tal que
J™(T) D (2k — 1, 2k)- Sendo assim, suponha que k < B. Sabemos que cs, € (29(r+1), 2Q(r+1)) € que
f é simétrica. Assim,

B = lesg,, —cl > |z =l > [2g(r+1) — ¢

Logo, existe v > 0 tal que f™(T) D (zx — 7, 2k)-
[l

Como F(Ag) = (2g),c) ou F(Ag) = (¢,Zg)) observamos entdo que F' preserva a partigdo

U Ay de (20, 20) € com isso, F' é¢ uma aplicacdo de Markov. Além disso, observamos que se f é uma

k
aplicagao ramo-longo, entdao a aplicagao induzida também é ramo-longo no lema a seguir.

Lema 4.1.4 Se f é uma aplicacdo ramo-longo, entiao a aplicagdo induzida também é ramo-longo,
e existe K > 0 tal que para todo n > 0, a distor¢do de todos os ramos de F" € limitada por K.

Demonstracao:

Como f é uma aplicagdo ramo-longo, sabemos que a aplicacdo Kneading é limitada. Como
F(Ag) = (2g@),c) ou F(Ax) = (¢, Zg()) temos F & ramo-longo. Agora para a distorcao, seja J
algum ramo do dominio de algum iterado F", digamos F"™(J) = f™(J) = (2k, c). Seja T o intervalo
de monotonicidade de f™ contendo J.

Pelo Lema 4.1.3, como f™(T') 3 z, existe um v > 0 tal que f™(T) contém (zp — v, zx]. Além
disso, f™(T) também contém [c, Zg). Com isso, obtemos um espago de Koebe. E pelo principio de
Koebe segue o resultado.

[l

Pelo teorema de Folclore, percebemos que a aplicacdo induzida F possui piac, contudo nio
garantimos ainda que f também possua. A fim de garantir que f possua piac, vemos a seguinte
proposicao.

Proposicao 4.1.5 Seja f € F uma aplicagdo de ramo-longo. Entdo f admite piac se, e somente
se, a condicdo de somatoria

Z Sk»,ﬂAk’ < o0
k

é satisfeita. Cada aplicagio ramo-longo tem pelo menos uma medida invariante absolutamente con-
tinua o—finita.

Demonstracao:

Pelo Teorema de Folclore, sabemos que F' tem uma medida de probabilidade invariante m que
¢ absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue. Definiremos a medida g para a
aplicagao original f da seguinte forma: para qualquer conjunto mensurével A temos

0o Sp—1—1

=2 2, mUT (AN 4.

k>1 =0

Portanto, p é absolutamente continua pois se |A| = 0 entdo m(A) = 0 resultando em p(A) = 0.
Além disso, temos p f-invariante, como ja vimos no lema 3.4.4. Sendo assim, u(f~'(A4)) = u(4) e

com isso,
Skp—1—1

Z Z ﬂAk ZSk 1mAk

k>0 i=0 k>0
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. - . . dm -
Seja M o limite superior de . Assim,

1)< Sp_1M|Ay|

k>1

Como cada ramo de F cobre (zp,c) ou (¢, zp), existe entdo um M’ tal que m(A4) > M'|A|
sempre que A C (zp, 2p) for mensuravel. Com isso,

> Spo1 M| Ayl < m(I),
k>B

Portanto, p é infinita se, e somente se, >, Sp_1]|Ax| = co. Além disso, cada aplicacao ramo-
longo tem pelo menos uma medida invariante absolutamente continua o—finita como podemos ver
abaixo Sejam U C (zp, 2p) um intervalo tal que

orb(c)NU =10

e V um intervalo tal que é o tergo central de U e assumimos que f™(Ag) NV # () para algum
0<n<SE_1.
Seja N um ntimero natural tal que as componentes U\ V contém um ponto de U f"(c). Como
n<N
fS’“|(C7Zk_1) é monotona segue que Sp_1 —n < N. Assim

wv) = 3 mivnay

>0 =0
< Z Nm(A4;)
Jj>0
< N.
Pelo teorema 3.5.7, sabemos que | J,, f~"(V) tem medida total. Sejam Vo =V, Vi = f~1(Vp)\Vo
1
e de maneira geral, V; = (Vo \JU V;. Entao podemos escrever I = U VoUW em que W tem
=0

medida nula. Portanto, '
p(Vi) < p(f7 (V) = (V) < o0

portanto, p é de fato o-finita.

4.2 Retorno Sela-né

Chamaremos ¢, de retorno mais proximo de ¢ se nao existe ¢; com j < n tal que ¢; € (¢, ¢p),
em que f(¢,) = f(cn). Assim, chamaremos o retorno mais proximo de ¢ de retorno sela-nd se o
ramo central é quase tangente a diagonal, vejamos na figura 4.3. O ramo central de f™ nao cobre
¢ neste caso, entdo n ndo € um tempo de corte. Seja Sy o menor tempo de corte maior do que n.
Entao f" é monodtona em (c,2zx—1), e f"(2) = 2, para algum r < k, detotaremos Zj, = Zpegin- Se f
é uma aplicagdo ramo-longo, entdo r < B.

Voltando Zpegin ao longo do ramo central de f™, teremos novos pontos pré-criticos mais préximos.
Se f, é muito préximo da diagonal, estes pontos pré-criticos se aglomeram perto do funil. Passado
do funil, as pré-imagens se separaram novamente.
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- N\

"

—~

C Zend Zbegin

Figura 4.3: Retorno do tipo sela-no

Chamaremos de Zg,q a menor das pré-imagens para 0s quais |Zepqg — ¢| > |¢n — ¢|. A quantidade
de pontos pré-criticos mais proximos entre Zpegin € Zend pode ser arbitrariamente grande, desde que
tomemos o ramo central de f™ proximo da diagonal.

Para t € R, seja x; € (¢, Zpegin) 0 ponto préximo de ¢ tal que D f™(x;) = t.

Lema 4.2.1 Seja f € F, e seja ¢, um retorno do tipo sela-nd. Seja € = |Zpegin — |, existem Ki, Ko
e K3, independente de n, tal que

K1) < fagy — ¢f < Ko/,
e se € o menor iterado tal que " (x2r) & (¢, Zpegin), entdo r < Kzloglogl/e.

Demonstracao:

Escrevemos o ramo central f”\(acﬁ) como sendo g o f‘(c,c-}-a)' Como f”\(c,cﬁ) é mondétona
temos g(f(c),f(c+e)) também monotona, mas (f(c), f(c+ ¢)) ndo é o intervalo maximal em que g
é monoétona. Assim, existe um intervalo de monotonicidade T' D (f(¢), f(c + €)) de g e chamemos
J=(f(c), flc+e)).

Como f"™(Zbegin) = zr por definicao, resulta que f*(T') 3 z,.. Com isso, pelo Lema 4.1.3 existe
um v tal que f*(T') D (Zr,zr + 7).

Assim, sabemos que umas das componentes de g(T'\.J) sempre serd maior ou igual a um d|g(.J)|.

Por outro lado, afirmamos que ¢ € ¢g(T'). De fato, sabemos que g(T) = (cp—s,_,,Cn—t) € que
cn € g(T). Assim, se ¢ ¢ g(T') entao teremos que um ponto anterior ao ¢y, sendo ele ¢,_g, , ou
Cn—t, estd mais proximo de ¢ do que o ¢,, o que contradiz o fato de ¢, ser um retorno mais proximo
de ¢. Logo, c € g(T).

Como, ¢ € g(T) e ¢p—p & (Cn,cn) para todo 0 < p < n, sabemos que existe um o > 0 tal que
|cn—p — cn| > o para todo n em que ¢, é um retorno mais proximo.

Com isso, as componentes de g(7T'\J) sempre terdao tamanho maior ou igual a d|g(J)|. E pelo
Principio de Koebe temos

dis(g,J) < K(9).

Defina n := |f"(zk) — ¢| = |zr — ¢|. Como f é ramo-longo, segue que
1>n>lzp—c|

Com isso,

t=[Df"(xe)| = |D(go f)(@e)| = [Dg(f ()| - |Df(ae)].
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Por um lado, como a ordem critica é £, temos

IDf(x¢)| < LOo|wy — | e O1|Z —c|" < |f(E) — f(o)]

e
/") — ()]
Dol < K — e
Logo, como |f™(zx) — f™(c)| < 1, concluimos que
t=[Df"(21)] < K(‘S)Oeﬁ;f:'f'g_l. (4.1)
Por outro lado, como a ordem critica é ¢, temos
01|z — |V < IDf(e)] e () = fe)] < Oz —
e

1 [f"GEk) = S
K |f(z) — f(o)]
Sabemos que |f"(Zk) — ¢n| + |en — ¢ = | f"(Zk) — ¢|. Como f é ramo-longo e como ¢, converge
para ¢ quando n — oo, existe um & > 0 tal que &|f™(Zx) — ¢n| > |f™(Zk) — ¢|. Assim,

N _ 1@~ ¢
¢ ¢

< [Dg(f ().

< |f"(Zk) — cal-

Logo,

LO1n|zs — |1
< |Df™(a)| =t 4.2
K(.6)0u5 — o = P 42

e por (4.1) e (4.2) temos

|£fl

(O, — c K(0)(Osfzs — el
— <t=|Df"z¢)| < = .
K(57 5)02|zk - C|Z | / ( t)| 01|Zk — C|e

Portanto, tomando ¢t = 24, segue que

1 1
20, > : <2K(5,5)02>e—1 .
el-1 < |\gpogp — | < | ——=2—= g1,
<K@@ s lra—el< {75,

isto é, existem K7 e K, independente de n, tais que
e e
K167 T < |wgp — ¢ < Ko,

concluimos entao a primeira parte do lema.

Agora, mostraremos a segunda parte do lema: Se  é o menor iterado tal que f™ (x9;) & (¢, Zpegin),
entdo r < Ksloglog1/e.

Para obtermos tal resultado, podemos escrever novamente o ramo central f"| .4-) como sendo
o fl(c,c+¢)- Devido ao bom controle de distorgao da 1 que vimos anteriormente, e da ordem
critica ser £, podemos reescalar f"|( ;) como sendo ¢ : [0,e] — R definida por

x\?¢ e
p(x) =n (f) + Cet1
g
€ Como

1
—
Toy — | < (2K(5’€)OQ> et
nO1
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para esta funcao ¢ segue que
1

2\ 1 e
Toy = () get-1
n

0 4
dac?=T
@(doeﬁ) = 77( 066 > +Cer

L
dpe -1,

Assim, sabemos que

= (nd§+ C)er

Com isso, vamos calcular o r-ésimo iterado ¢ aplicado no ponto x9y com o objetivo de encon-
tramos o tempo de escape, para assim concluirmos a segunda parte da prova.
De maneira geral, sabemos que

gor(doaé—il) = (nd'_, + C’)Ef"—il = dreé—il.

Vamos provar entdo que )
d, > 2 dj.

Faremos a prova por induc¢do. Primeiro passo, r = 1:

d = nd§+C

2\ =1

= 77<> +C
n
2\ 71

- 2(2) e
n

= 2dy+C
> 2dy
Hipétese de inducdo:

d, > 2@ g,

Segundo passo, mostrar que é valido para r 4+ 1. Assim,

dry1 = ﬁdf-
N
> 77(26 1) ds+C
2£r(nd€)+0
2 2dy + C
> 294y

Logo, pelo principio de inducao, temos
d, > 2£r_1d0 para todo r € N

e com isso, segue que
1

L r— 2 -1 N
1> ¢ (w00) = dye™1 > 27 (n) €71,

isto &,

0 s
g
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Em vista disso, obtemos
g?"*l < € . 1
“f—1 log?2

log !
€
que acarreta em

(r—1)logt < log

— loglog2 + loglog ﬂ,
€

{—1
ou seja,
1 l n

< 1 — loglog 2 + log log —= 1
"= logé(OgE—l 08108 +0gog€>+

1

< Kjsloglog —.

€

No lema a seguir vamos explorar um outro aspecto importante, a inclina¢do do ponto fixo.

Lema 4.2.2 Seja f € F, e seja p o ponto fizo de orientacdo reversa. Para cada € > 0, existe N com
a propriedade a segquir. Suponha que n € um tempo de corte e n+ 1 um tempo de co-corte. Suponha
também que c; € (c,1) para cada n < j < m. Entao para cada k tal que n+ N < S, <m — N,

DF) 2 = < = )2 4

= la—
Demonstracao:
Como n & um tempo de corte e n + 1 é um tempo de co-corte, f"*1(H,_1) D (¢, 3o)-
Sejam

c=q@<@<q@u<- - -<p<--<gG<@<q=%i

pontos pré-criticos préximos de p. Em particular,

f(qiv1) = @

para cada ¢ > 0.
Pelo Teorema do Valor Médio e pela continuidade da derivada segue que

|git2 — D] isoo 1
—%
lgi — pl IDf(p)|?

Seja r =m —n. Como ¢; € (¢, 1) para todo n < j < m, ¢, deve estar contido em (g, ¢ —1).
Além disso, os pontos zx, com n < Si < m, devem estar aplicados em qq, g2, etc. Seja € > 0
arbitrario. Entao existe IV, independente de n e m, tal que pelo Lema 4.3, para todo ¢ > N temos

(4.3)

9
< —. 44

gtz —p| 1
lgi—pl  [Df(p)I?

Para cada i <r— N,

;i — ¢ €
m'”—qg. (4.5)
lgi — D 10
Sendo assim, como
|gi+2—p| 1 |git2—pl  |gi+2—cnl = |gi—cnl 1 < £ .
— = . . — £ parai > N.
la—pl ~ DI ()P lai—p| " lasrz—cal " lai=cal ~ DI | = 10 PAAL =
Por possuirmos M —1| < & para i < r — N, temos também que M —1| < £ para
“h_p‘ 10 “Iz_cn| 10
1 <r—N.

Com isso, é possivel concluir que para cada N <i<r— N
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3 €

giv2 —cal 1 3 _¢
—10 — 3

’%_Cn‘ |Df(p)|2
A distorgao de f"~!|g ¢ limitada por 1+(55), onde ¢; € H C Hy_1(c1) € 0 intervalo que é levado
em (qn, gn—1)- Segue que os pontos f(zk), f(2k+1),- - -, para n+ N < Sp < Spyq <--- <m — N,
se acumulam em f(c) com taxa exponencial aproximadamente | D f(p)|~2.
Assim, para todo =,y € f~1(H)\{c} por ter ordem critica /£, ficamos com

[f(@) = f)l ly—cf
[z = [f(y) = fo)]

Concluimos assim a demonstracao.

(4.6)

<z
<5

4.3 Construcao do algoritimo da sequéncia kneading

A partir de agora, vamos contruir uma sequéncia kneading de uma aplicagdo unimodal de forma
Y
que esta seja ramo-longo e que garanta a existéncia de cascatas de bifurcacao sela-né. O algoritimo
é dado da seguinte forma

(1) Seja k=1, yp = y1 = 3 e v1ov3 = 101.

(i1) Considere a cocatenacao vy - - - vy, V1« Vy V1 - Uy, -+ € escolha wy arbitrariamente mas de
forma que a wg-ésima e a wy43-ésima entradas da cocatenagao sdo zeros. Seja vy - - - Uy, a
cadeia que consiste das primeiras wj entradas da concatenacdo.

(731) Aumente k por 1.

(iv) Seja yr > wy—1 + 3 arbitrario, tal que y, — wy—1 € impar. Seja vy --- vy
ViV, , € a cadeia de yp — w1 uns.

., a concatenacao de

(v) Va para a etapa (7).

Podemos verificar uma consequéncia importante da construcao deste algoritimo da sequéncia
kneading na proposigdo abaixo.

Proposicao 4.3.1 Sejam Sk e Sp_1 tempos de corte. Entdo, de acordo com a construgdo do algo-
ritimo da sequéncia kneading, temos Sy, — Sk_1 € {1,2} para qualquer k € N.

Demonstracao:
Pelo algoritimo dado sabemos que nossa sequéncia v = vivsvs - - - inicia com 101. Consequente-
mente Sp = 1 e S1 = 2. Para provarmos que

Sk — Sp—1 € {1,2} Vk € N
faremos uma prova por inducdo. Primeiro passo, tomemos k = 1. Assim,
S1— S =1.

Hipoétese de indugao:
Sk — Sp—1 € {1,2}.

Segundo passo, devemos mostrar que

Sk1 — Sk € {1,2},
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ou seja, ou Sgyr1 = Sk + 1 ou Siy1 = Sk + 2. Por defini¢ao, temos
Sk+1 = min{n > S|vn # Vn_s, }

Suponha inicialmente que vg, = 0. Pela construcao da sequéncia kneading, existe no maximo
um zero a cada trés entradas consecutivas, logo vg, +1 = 1 e vg, 12 = 1. Ou seja, Si +2 ¢ um tempo
de corte.

Suponha agora que vg, = 1. Se vg, 1 = 0 entdao S +1 é tempo de corte. Contudo, se vg, 1 =1
devemos provar que vg, 42 = 1.

Suponha por absurdo que vg,y1 = 1 e vg, 42 = v = 0. Como S}, é tempo de corte e vg, =1
temos 1 = vg, # vy =0 e com isso vg, 1 = v1 = 1, isto é, S — 1 nao é um tempo de corte.

Como S — Sk—1 € {1,2} temos Si — 2 tempo de corte.

Se vg,—2 = 0 entao chegamos numa contradi¢do devido a construgdo da sequéncia kneading,
pois sabemos que yr > wi—1 + 3 e a posi¢cao Si é um y; para algum j .

Se vg,—2 = 1 entao concluimos que vg,_3 = 1 novamente chegariamos numa contradicao da
contrucao da kneading ao analisar vg, —4 pois sabemos que y;, — wi—1 € impar.

Portanto, se vg, 11 = 1 entdo vg, yo = 1. Isto &, Sp+1 — Sk € {1,2}.

Logo, pelo principio de inducao, Sy — Sp—1 € {1,2} Vk € N.

O

Através desta proposi¢do percebemos que Sy € {1,2}, isto ¢, existe um B tal que Q(k) < B
Vk € N. Pelo Lema 4.1.2 sabemos que a aplicacao unimodal f é ramo-longo.

Exemplo 4.3.2 A sequéncia
v(c) =101101101101111111111110110110110111111111111011011011011111111111 - - -

€ um exemplo de inicio de uma sequéncia kneading que sequem os passos da construcao do algoritimo
definido anteriormente.

20 21 22 Z3 Z4 R C Zy

22

21

20

Figura 4.4: Aplicagio induzida F' para v(c) = 1011011011011111 - - -
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Além deste resultado, podemos obter outros lemas interessantes diante da construcao da sequén-
cia Kneading

Lema 4.3.3 Se S; < 7; < Sj41 entdao 7; € unico e 7; = S5 + 1

Demonstracao:
Sabemos que 7y # S, para quaisquer que sejam k e 7, devido a sua definic¢éo.
Assim, pela proposicao 4.3.1 temos S;, — Si—1 € {1,2} e como S; < 7; < Sj41 entdo S; =7, — 1.
A unicidade de 7; vem devido a construcdo dos numeros naturais.

O

Lema 4.3.4 Defina wg := 0. Para cada k € N resulta que yr — 2i é tempo co-corte para cada

. Yk —Wgp—1—3
0<: < s

Demonstracao:

Faremos uma prova por indu¢ao. Primeiro passo, tomemos k = 1 (devemos verificar que y; — 2i
¢ um tempo de co-corte, em que 0 <7 < %073)

Pela construcao da sequéncia kneading, sabememos que y; = 3 e como por definicdo wg = 0,
temos apenas o caso em que ¢ = 0. Portanto, y; — 2i = y1 = 3 = min{n > 1|y, =1} = 7.

Hipotese de indugdo: y — 2¢ é um tempo de co-corte, para cada 0 < i < w’g‘l_g

Segundo passo, mostrar que yxr1 — 2 onde 0 < 7 < y’““_fwk_?’

Sabemos que yi+1 — wi é impar e que yr+1 > wi + 3 logo,

é tempo co-corte.

Y1 — Wi — 3

N
5 €

Como assumimos valido para k, nosso ultimo tempo de co-corte é yi. Logo, o préximo serd o
min{n > yx|vy, # vn—y, }. Devido a construgdo da kneading, vamos concatenar a sequéncia vy - - - v,
até a escolha do wyy1. Assim, s6 existird a diferenga entre v, e v,_y, para n = wiy1 + 3, como
estaremos numa cadeia de uns, os demais tempos de co-corte ocorrerdao em w1 + 9, -+, Ykt1-

Com isso, temos valido para k + 1. Logo, pelo principio de inducdo, temos yr — 2i tempo de
co-corte, onde 0 <7 < %’H_s, para cada k € N.

O

Proposicao 4.3.5 Para todo k € N temos ou 711 — Tp =2 0U Tpy1 — Tk = Wk + 3 — Yk

Demonstracao:
Este resultado ¢ uma consequéncia imediata do lema anterior, pois vimos que 7 = yr — 27 em
} —wp_1—3 . ; ~
que 0 <17 < % Assim, se i = 0 entdo 7 = yx € Tk+1 = wi + 3. Logo,

Tkl — Tk = Wk + 3 — Yk
Se i # 0 entdo 7, = wr—1 +3+2j € Tkr1 = wi_1 + 3+ 2(j + 1) para algum j. Logo,
Tkl — Tk = 2

Portanto, temos valido o resultado.

Lema 4.3.6 Para cada inteiro n tal que v, = 0, n € um tempo de corte.
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Demonstracao:
Suponha que exista um inteiro n tal que v, = 0 e que ndo seja um tempo de corte.
Assim, vp,—1 = 1 e vp41 = 1 por construgao e como S — Si—1 € {1,2} devido a proposigao 4.3.1
concluimos que n — 1 e n + 1 sdo tempos de corte.
Como n — 1 é tempo de corte, o proximo tempo de corte é o min{k > n — 1|y # 11 = 1}.
Como v, = 0, temos k = n. Contradicao, pois n nao é tempo de corte.
Portanto, para cada inteiro n tal que v, = 0 temos um tempo de corte.

(]
Lema 4.3.7 Para cada k, a sequéncia v1vs - - - Vg, contém wm nimero impar de uns.
Demonstracao:
Para k = 0, a sequéncia vv---vs,=v1=1. Logo, temos uma quantidade impar de uns. Assumimos
o resultado vélido para k, isto ¢, v1va - - - vg, contém um nimero impar de uns.

Pela proposicao 4.3.1 sabemos que ou Si11 = S + 1 ou Sk = Sk + 2.

Se Sgy1 = Sk+1 entdo pela construgao da sequéncia kneading sabemos que vg, = levg, , =0,
como até vg, tinhamos uma quantidade impar de uns e vg, ., = 0 mantivemos a quantidade fmpar
de uns.

Se Sky1 = Sk + 2 entdo pela construcao da sequéncia kneading sabemos que vg, 41 = 1 e
vs,+2 = 1, como até vg, tinhamos uma quantidade impar de uns e como vg, 41 = 1 e vg, 42 =1
mantivemos a quantidade fmpar de uns.

Logo, pelo principio de indugdo concluimos que a sequéncia vivs - - - g
impar de uns, para todo k.

. contém um nimero

O

Lema 4.3.8 Para cada escolha de {yi} e {wy} construidos a partir do algoritmo. A sequéncia
Kneading v resultante é admissivel, e corresponde a uma aplicacdo ramo-longo.

Demonstragao:

Pela proposicao 4.3.1 temos uma aplicagdo ramo-longo.

De acordo com [Bru94al, v é admissivel se a diferenca Sy, — Sx_1 e 7, — Tx—1 s@o todos tempos
de corte.

Como Si — Sk—1 € {1,2} obtemos que esta diferenga é um tempo de corte.

Pela proposicao 4.3.5 obtemos que ou Tg+1 — 7Tk = 2 0U Ty — Tk = Wi +3—yg. Para mp41 — 71 = 2,
sabemos que 2 é um tempo de corte. Para 7,11 — 7% = wi + 3 — Yy sabemos que vy, 13-y, = 0 e
pelo lema 4.3.6 temos que wg + 3 — yi € um tempo de corte.

O

4.4 Demonstracao do Teorema A

Apos termos construido todos pré-requisitos necessérios para a prova do resultado procurare-
mos construir duas aplicagbes f e g topologicamente conjugadas tais que Z Sk—1]|Ax(f)] < o0 e
k
Z Sk—1|A4k(g)] = oo pois vimos na proposigao 4.1.5 ao usarmos este critério mostraremos que f
k

possui medida de probabilidade invariante e absolutamente continua enquanto g ndao possui. Uma
das ferramentas que vamos explorar é a diferenca da inclinacdo do ponto critico.

Teorema A. Ezxistem aplicagoes unimodais q, que possuem uma medida piac e sao topologica-
mente conjugadas a aplica¢oes unimodais fg que ndo possuem medida piac.
Demonstracao:
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Tome f,g € F conjugadas, tendo uma sequéncia Kneading como do tipo descrito no lema 4.3.8.
Isso significa que ainda devemos determinar as sequéncias yi € wy e de forma que

|Df(py)l > |Dg(pg)l,

em que py e p, denotam os pontos fixos de orientacao reversa de f e g respectivamente.

Sendo assim, sejam f, = asin(mz) e g, = bx(1l — x) duas familias unimodais que, como vimos
anteriormente, possuem derivada Schwarziana negativa.

Como é possivel vermos em [dMvS93| para toda sequéncia Kneading v, existem a e b tais que f,
e gp tem a mesma sequéncia Kneading v, e pelo teorema 2.1.4 estas fungdes serdo topologicamente
conjugadas. Além disso, sempre que a > 0.92 e b < 3.83 temos

Df(py) < —1.85 < —1.83 < Dyg(p,)

Portanto, existem Ay e A4 tais que, sob as condigoes do lema 4.2.2,

|zk1(f) — ¢ |zk+1(9) — €|
)~ =M NS ) o

Sendo assim, determinaremos as sequéncias {yx} € {wy} e consequentemente, estaremos defi-
nindo v. Por conseguinte, existem parametros a € [0.92,0.93] e b € [3.82,3.83], de maneira que
v(fa) = v(gp) = v. De acordo com [GS97], b é unicamente determinado.

Veremos que f e g exibirdo uma sequéncia infinita de retornos do tipo sela-n6 além dos iterados
de c ficarao constantemente muito préximos do ponto fixo.

Sejam entao {ax}r>1 € {bk}x>1 sequéncias de inteiros correspondentes as sequéncias Zpegin € Zend
vistas anteriormente.

A escolha de {ai}r>1 e {b}r>1 determina a escolha de {yx} e {wy} e vice-versa.

Podemos entao, escolher ax,1 > 2b; + 4N tao grande que

(1) 1zary1 (9) — €| < 32, (9) — ¢l
(1) 2o () = el < il (0) = ¢
e podemos escolher o by tao grande que
a
(i) 1 < by (9) — |77 < 2.

Mostraremos que > S;|A;(g)| = oo, isto é, que g ndo admite medida de probabilidade invariante
e absolutamente continua. Por construcao, sabemos que

Si >

para todo ¢. Com isso, prontamente obtemos

Z SilAi(g)| > Zi|x4@'(9)|
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Além disso, percebemos que

Ak41

Z i|A;l > bk‘zbk - Zbk_l‘ +oee Tt a’k‘1|2ak+l - Zak+1*1|

i—by

> bk(|zbk - Zbk*1| +eee |zak+1 - Zak+1—1‘)
= bk‘zbkfl - Zak+1’
Z bk‘zbk - Zak+1‘
Sendo assim,
Ak+1
Dol =D | D i) =D bilza (9) = z,(9)]-

i & \i=by k

Ademais, por (i) temos:
Ragi1 — Zbk’ = ’zak+1 —c+c— Zbk‘

= |Zbk - C| - ‘Zak+1 - C’

Y

1
|Zbk - C| - §|Zbk - C|

1
= Elzbk - C’

Através disso, obtemos
by,
Zbk’z0k+1(g) — 2, (9)| = Z g\zbk(g) — ¢l
k k

Por (iii) e pelo lema 4.2.1, concluimos que

v
N |
N
=
S
—~
o
N—
|
S

ZSi|Ai(9)|

k
K
> Y by lza(g) — ™
k
K
= ?lzbﬂzak(g)—d‘*l

v
o =
(]

37
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Mostraremos agora que » . S;|A;(f)| < oo, isto &, que f admite medida de probabilidade invari-
ante absolutamente continua.

Para f, seja 20 € (¢, 2,,) 0 ponto proximo de ¢, tal que D f"(xy.9) = 2¢ (aqui, n é o iterado
correspondente do k-ésimo retorno sela-no).

Pelo lema 4.2.1 temos

_l
|Zbk - C| < |l‘]9,2@ - C| < K2|Zak - C’efl'

Além disso, sabemos que se 7 € o menor iterado tal que ™ (xk2¢) € (C, Zpegin) €ntao

r < Ksloglog

‘/Z\begin - C‘ .
a
Como |c — %4, | < )\;k_bk’l_2N|c — 2y < )\f?\c — Zp,_,|, o namero de conjuntos A; disjuntos

de (ZTk 20, Tk,2¢) € limitado por Kyay log ay, para algum K. Considere C' = C(K1, Ko, K3, Ky).
Sendo assim, como f é uma aplicagdo ramo-longo existe um B de forma que

ST SIA(f)] < S8 S ilA)

i>by i>by

Podemos observar que no somatoério acima comecamos em by, contudo como vamos mostrar que
o somatorio converge, ndo perderemos a validade do resultado ao olharmos o somatério a partir
de 1, pois estaremos acrescentando a soma um ntmero finito. Além disso, podemos observar que
podemos separar ) ;- i|A;(f)| em trés somas, de maneira conveniente, a fim de obtermos nosso
resultado. Sendo assim, segue que

ag ap+Kgag logay b
Sy dANI<SeY | Yo daN+ Y dANI+ Y A
i>by k>2 |i=br_1 i=ag i=ar+Kaay logay

L (1) 2) ®3) i

Analizaremos com cuidado cada um dos membros deste somatétio a fim de obtermos cotas por
cima em funcao de |2, (f) — c|.
Em (1) temos

ay ap—br_1
S dlAn)l < DD i+ bema)|Aigs,, ()
i=bi_1 i=0
ag—by_1 .
< Z (i + be )Ny 2N z6,_, (f) = ¢
i=0

Em (2), como |zq, (f) — ¢| € o maior intervalo dos somatoério dos anéis e como ay + Kyay log ag,
¢ o maior ntmero do somatério, obtemos

ar+Kaay logay

Yo AN < (ar + Kaaglogay)|ze, (f) — ¢

i=ag

< (ag + Kaaplogag) A" 7Nz, (f) —cl.
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Ja em (3), devido a localizagao do xy 2, segue que

by

3 i|Ai(f)] < brlarae — ¢

i=ar+Kaay logay
< Kobg|zp, (f) — ¢l

Por conseguinte, através destas cotas encontradas em funcao de |2, (f) — ¢| temos
> SilAi(£)] < SB Y Chilz, (f) — ¢,
i>by k>1

e pelo lema 4.2.1:
£
SBZCbk’Zbk(f) — C| < SBZCKQbk‘Zak(f) - C|m'

k>1 E>1

Usando agora (i7) e (ii7) concluimos que

Y SilAi(f) < SpY | CKabylza, (f) — =

i>b1 k21
1 e
< SBCKQZﬁbk’ZQk(g)_CV_I
k>1
2
< SBCKQZ?
k>1
< o0

Como queriamos demonstrar.

A prova original deste resultado por ser encontrado em [Bru98|.
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CONJUGAGOES TOPOLOGICAS E A PROPRIEDADE METRICA

4.4



Capitulo 5

Conjunto de Cantor Absorvente

Um aspecto importante em dinadmica é o estudo de conjuntos minimais. Neste capitulo, estare-
mos interessados no estudo da medida de Lebesgue dos conjuntos de Cantor minimais de fungoes
unimodais, em especial, estaremos buscando condigoes de existéncia para conjuntos de Cantor mi-
nimais de medida Lebesgue nula cuja bacia tem medida de Lebesgue total, ou seja, condigoes de
existéncia de um atrator métrico mas que nao é um atrator topologico.

Segundo Guckenheimer [Guc79| para a parte topologica, e Blokh e Lyubich [LB86] para a parte
métrica temos a seguinte classificacdo de atratores.

Classificagao de atratores. Seja f : [0,1] — [0,1] uma aplicacdo S-unimodal com ordem
critica £. Entao f tem um tunico atrator topoldgico, que é um dos seguintes

(1) Uma orbita periodica atratora

(77) A unido de n intervalos que sdo ciclicamente permutados pela f. Em cada um destes intervalos
f™ é topologicamente transitiva.

(747) Um conjunto de Cantor em que f age como uma maquina de somar. Este ¢ o caso infinitamente
renormalizavel. Além disso, f tem uma tnica métrica atratora, que pode ser do tipo (i), (i),
(iii) ou

(7v) Um conjunto de Cantor, mas (iii) ndo se aplica: f é finitamente renormalizéavel.

Um atrator do tipo (iv) é chamado de Conjunto de Cantor Absorvente, essa terminologia apa-
receu no trabalho do J. Guckenheimer e S. Johnson em [GJ90].

Observamos que as aplicacoes tendas sdo finitamente renormalizaveis, ou seja, possuem no ma-
ximo uma quantidade finita de intervalos periédicos. Enquanto que o conjunto w-limite do seu
extremo local ¢ = 1/2 pode ser um conjunto de Cantor invariante e minimal. Porém a bacia deste
conjunto é um conjunto magro (ou seja, unidao enumeréavel de conjuntos fechados de interior vazio)
com medida de Lebesgue nula. Aplicagdes tendas T, com a > 1, sempre possui uma medida piac.

Existem muitas publicagbes em que se foi suspeitado que uma aplicacao f : I — I, pelo menos
C3, ndo poderia ter um conjunto de Cantor absorvente. Devemos notar, no entanto, que, em 1992,
Misha Lyubich e Folkert Tangerman fizeram estimativas computacionais, sugerindo que existem
conjuntos de Cantor absorventes para aplicacdes de Fibonacci da forma z +— 2% 4+ k. Além disso,
foram publicados varios resultados que comprovam que estes conjuntos nao podem existir em alguns
casos particulares como, por exemplo, no caso unimodal quadratico em [Lyu91] quando tomamos

=2

Neste contexto, as aplicagdes unimodais que nos interessaremos sao aplicacées unimodais de Fi-
bonacci, de classe C2, com derivada Schwarziana negativa, ou simplesmente, aplicacoes de Fibonacci
S-unimodais.

A recorréncia da orbita critica de Fibonacci apareceu no trabalho de Branner e Hubbard sobre
polinémios cubicos complexos [BH92| e no trabalho de Yoccoz [Yoc|. Em seguida, Mikhail Lyubich
e John Milnor em [ML93| analisaram com bastante cuidado e rigor, propriedades da aplicagao
unimodal de Fibonacci.
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42 CONJUNTO DE CANTOR ABSORVENTE 5.1

Sendo assim, nosso foco sera mostrar o seguinte resultado

Teorema B. Se g, ¢ aplicacdo de Fibonacci e £ é suficientemente grande, o conjunto w-limite
do seu ponto critico é um conjunto de Cantor minimal de medida Lebesque nula cuja bacia tem
medida de Lebesque total.

E interessante salientar que podemos obter a validade deste resultado para aplicacdes unimodais
de Fibonacci apenas de classe C?, como em [BKNvS96], tornando assim, o resultado mais geral. To-
davia, com o objetivo apenas de simplificar as contas vamos requerer o caso em que estas aplicacoes
unimodais sejam pelo menos de classe C° com derivada Schwarziana negativa e utilizaremos uma
ferramanta bastante interessante para a conclusio deste trabalho: a torre de Hofbauer. Além desta
ferramenta, exploraremos algumas estimativas uteis para o desenvolvimento desse capitulo, além de
apresentarmos alguns resultados probabilisticos e ergédicos necessérios para tal demonstracao.

A fim de abreviar a notac¢do, denotaremos

5.1 A Combinatéria da aplicacao de Fibonacci

O primeiro indicio de estudos da aplicacao de Fibonacci apareceu numericamente no trabalho
de Tsuda [Tsu85| e nesta secao, vamos conhecer algumas de suas propriedades. Definiremos f como
uma aplicacdo de Fibonacci se a sequéncia de tempos de corte, S;, coincide com os nimeros de
Fibonacci: Sy =1, 51 =2¢

Sp = Sn—1+ Sn—2 (51)

Como vimos no capitulo anterior, sabemos que a aplicacdo Kneading Q : N — N ¢é definida por:
Sn = Sn—1 = Sq(n)-
Dessa maneira, observamos que
Sn = Sn-1 = Sn—2 = Sqm)

Com isso, quando estivermos trabalhando com aplicacGes de Fibonacci a aplicagdo Kneading é
definida simplesmente por (n) = max{n — 2,0}.

Exemplo 5.1.1 Para cada ordem critica { existe pelo menos um X\ > 0 tal que f :[0,1] — [0,1]
definida por
fl@) = AL — 22 - 1]

€ uma aplicagcdo unimodal de Fibonacci com ponto critico ¢ = %
Vejamos alguns resultados fundamentais nesse contexto.
Lema 5.1.2 Seja f uma aplicagio de Fibonacci. Entao dy, € Ap—1 = (2n-2,2n—1) U (2n—1, Zn—2).

Demonstracao:
Suponhamos, sem perda de generalidade, que d,, € (¢,1). Como

Sn—i—l = Sn + Sn—l

Segue que f57(zp41) = 2,1 como podemos observar na figura 5.1
Agora, suponhamos por absurdo que 2, 2 € (%,_1,d,). Como f%=1(z,_s) = d,_3 obtemos
uma contradi¢do pois d,11 € um retorno mais proximo de ¢ do que d,,_3. Portanto, d, € A,_1.
O
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dn\]

A dn1 N
" \ \
C

Zn_1 dn

fsn+1

Zy Zn+1 C

Figura 5.1: Aplicacio f°»+ para d, € A,_;

Como consequéncia deste lema, segue a seguinte proposigao

Proposicao 5.1.3 Seja f uma aplicacdo de Fibonacci entao d,, € (dn_l,c/l\n_l) ec; & (dp—1,dn—1)
para cada 0 < i < .S),.

Demonstracao:

Segue do lema anterior.
O

Através da proposi¢ao anterior, conseguimos ter uma boa nocéo da localizagdo dos retornos dos
pontos criticos nos tempos de corte.

dy <dg <ds <dg<-+-<c<---<dy <dg<dzg<dyp.
A sequéncia Kneading da aplicagdo de Fibonacci € dada por:
v(c) = 1001110110010 - - -
Além disso, podemos obter algumas propriedades bastante interessantes
Proposicao 5.1.4 A aplica¢io de Fibonacci f : [0,1] — [0,1] satisfaz as sequintes propriedades.
e (i) cs, € cs,,, entdo em lados opostos de c para todo n > 0.

o (ii) Se T é um intervalo mazimal, onde c € OT, tal que 5|17 é monoténa, entio f5(T) =
(dna dnf2)-

Demonstracao:
(¢) Para verificar que cg, e cg,,, estdo em lados opostos de ¢ para todo n > 0 vamos verificar

que vg, # Vs,., para todo n > 0. Por definicao,
Sn+2 = min{i > Sn_|_1’VZ' 7'é Vi—5n+1}

Isto significa que vg, , # Vs, s—S,,,- Como f & uma aplicacao de Fibonacci, Sy12 = Spq1 + Sn.
Portanto, concluimos que vg, ., # vs,.
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(i) Como ¢ € AT sabemos que f%(c) = d,,. Além disso, como T é um intervalo maximal tal
que f5°|p é monoténa sabemos que z, 1 € T e como fo(z,_1) = fI15-2(z, 1) = d,_».
Portanto, f5(T) = (dy, dn_2)

O

5.2 Estimativas

Nesta se¢do, calculamos algumas estimativas que nos ajudardo no desenvolvimento do resultado
principal deste capitulo. Para obtermos tais estimativas, precisaremos apenas de alguns conceitos
bésicos como, por exemplo, o controle de distor¢ao da razao cruzada e a condicdo da ordem critica
ser £.

Seja f(t,) o ponto extremo da direita do intervalo de monotonicidade de f“»~! contendo
f(c). Vale ressaltar que f(t,) nao é imagem de nenhum ponto de (z,-1,c). Além disso, temos
fon=1+5n=3=1(f(t,)) = c. Por conseguinte, este intervalo de monotonicidade é (f(z,_1), f(tn)) e
sua imagem por f5" =1 & (d,_2,d,_4). Podemos verificar na figura 5.2.

A A iz ¢ dn day
£Sn
A ¢ f(zo1) f(zn) f(c) f(ta)
f
Zpn—1 Zy C

Figura 5.2: Aplicacio f°* para estimativas

Além disso, observamos o seguinte fato

Observacao 5.2.1 Seja y, = f(d,). Como f é uma aplicacio de Fibonacci seque que y, €
(dnt1s2n—1) 0u Ypn € (2n—1,dp41). Consequentemente,

UYn € (dn—&-la dn)? f(zn) € (f(dn+1)7 f(dn+2))

Tendo em vista esta observacdo, obtemos o seguinte lema

Lema 5.2.2 Seja )\fl = Wldn2)=JAl 5 1 epto para n suficientemente grande )\fl > 3,86 e

a2 (i) T
f dn—4q _f c
b (Mtt) > 2

Demonstracao:
Sejam

o 1= (f(zn), fdnt2));
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o j=(f(dnt2), f(c));
o 7 =(f(c), f(tn))
de tal modo que t = [+ j 47 = (f(zn), f(tn)). Além disso, definamos também
o L={(cyn);
o J = (yn,dn);
o R=(dp,dp_4)

de maneira que T'= L+ J 4+ R = (¢,dp—4).

fsnfl

f(Zn) f(dn+2) f(c) f(tn)

Figura 5.3: Aplicacio fo»~1

Vimos que a composicdo de fun¢des com derivadas de Schwarz negativa também possui derivada
de Schwarz negativa. Com isso, concluimos pela proposicao 3.2.5 que

B(f*ht,5) 2 1
Utilizando a Definigdo 3.2.3 que se refere a distorgao da razdo cruzada obtemos

D(f5 1), 51 G)) LI Nl

B(f% 7 t5) = . = - >
D(t, j) ILI|R] - [¢]l5]
Dessa maneira, vemos que
T LR
gllel = ||

Portanto, ao substituirmos tais valores obtemos

|dn — Ynl|dn—a — ¢| > [Yn — c||dn—4 — dy
| f(dnt2) = FOIIE] — [f(zn) = fdnt2)]|7]

Que nos garante que

|dn—a = dn| _ |dn = yallf(2n) = fdn+2)llr|
|dn—a—c| = [fdnt2) = f(O)llyn — cl[t]
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Sabemos pelo Teorema do Valor Médio e pelo fato da aplicacao f ter ponto critico de ordem /£
que

U @)= S@L Y 1 (1 ns) = £~ () — F(0)
‘ (1 \f(dn_4)—f(6)\> ‘ ( Fldus) — 1) >

1 . |f(dnf4) - f(dn)|
¢ | f(dn-a) — f(c)|

[Df (dn—a)|dn—a — dn|

1
< .
Tt [f(dn-a) = f(0)]
< @ . |dn—4 - dn‘
— 01 |dp—a—|

Pela Observacao 5.2.1 e pela razao cruzada temos

Or |dp-a—c] = O1 [f(dnt2) = f(c)] ] [yn — |

@ . |dn - dn+1| . ’f( n+2) f(dn+l)|
O1  |dpt1 — ¢ | f(dnt2) — f(c)]

I(
_ O |dn = dnia] <|f dni1) — f(c
O1  |dp41 —¢| |f(dny2) — f(c

02 |d n—i—l’ |f(
01 ¢. 02 )=
O1 IDf(dn+1)]

02 . M < % ’dn _yn’ . ‘7“’ . |f(zn) _f<dn+2)|

IN

—

)|
)|

)

ds1) — £(0)
F(dnsa) — £(0)] 1)

IN

Novamente pelo Teorema do Valor Médio e usando o fato que (vVab—1)2 > (a—1)(b—1) ficamos
com

f(d )—f( dn1] <|f(dn+1)—f(c
f(d

E-(l—}ﬁfﬂ)__f}?c'),> : (8)2 1) — F(O) If(dn+2)—f(C§=_1>
< () o) (e

(7t |
= (8); (\/ dur2) r‘l>

TFldn) T Sesue que

f 1) - £
(MN2) = T T

L
‘

NM—A

Assim, como )\fL =

Portanto, concluimos que

2 2
—_ (S 71< O2 . foo_
1- (MALe) < ( = Mo, -1

Definimos A\, = liminf M.
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— .
Observando que 8—? "% 1. Assim, quando n — oo ficamos com

2(\L)? — (AL )P <1

Figura 5.4: Aplicacio f(z) = 225 — 23

Como N, = W > 1 concluimos que Mo > 3,86. Observe a figura 5.4. Com isso,
obtemos que

(1 na) = FOI _ (1 (dn2) = £()]|f (dn-1) = f(c) L
n (st ) = (T et St ) 2 2 > 27

Para encontrarmos outras cotas necessarias, é importante sabermos que

Observacao 5.2.3 Para todo x > 0 temos

r—1

<1 <zr-—1
< n(z) <z

Esta simples observacao vai nos ajudar bastante em encontrar algumas das cotas desejadas.

Lema 5.2.4 Sejam a € (2,,%,) wm ponto do intervalo de monotonicidade de f5», b = f5(a) e
f(b) = f9(f(a)). Entdo para n suficientemente grande

|ﬂwﬂ@ym<uwn@fwg,m<uwmf@»,(ﬁ@lnﬂdgi
o= fl T - £ FORFCIVANRFO R CIRVA

Demonstracao:
Vamos usar a razao cruzada para f°»~! com o intervalo [ reduzido ao ponto f(a). Sendo assim,
sejam

o [={f(a)};
o j=(f(a), f(c));
o r=(f(c) f(tn))

IDf5 (£(a))] <
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fSn—l

Figura 5.5: Aplicacio 5+~ para o cilculo de |Df%(f(a))|

Sabemos que

IDf(f(a)] = |D(f o f5=1)(f(a))| = [DF(f5 (@)|ID51(f(a)] = [DFB) DS (f(a))]

Assim, pelo fato da aplicacao f ter ponto critico de ordem £ e pela razao cruzada temos
DS (f(@)] = [DFODF(f(a))]
03, 11() ~ f(0)

Sn—1
< G IS ()
< @ ‘f(b)_f(c)’ ‘dn_b| . ‘dn—4_b‘
=00 P—d f@) = FO] |dus—dul
_ Ol =S A=Y Jdna=bl 1 Jdya—
Or [£(a) = FO T —cl s — e gl b=
NI (CINS = ki = il 1 dnos o]
Ol (@) = F@ T Mo e (e )

Pela Observagdo 5.2.3 e novamente pelo fato da aplicacao f ter ponto critico de ordem ¢, segue
que

Y Y
by < Ol —sn ) (85)
= Ol SOl T (Y o=l

f(dn-0)=F @I 1y, (£ dn) =)l
@If(b)—f(c)!h‘( HORIC] ) In (7o)=70 | f(dn—1) — f(c)]

= 017(@ — (@) m(W ( £(b) = f(e)] ) '
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Pelo Lema 5.2.2 sabemos que In (W) > 2. Sendo assim, segue o resultado.

Observacao 5.2.5 A fim de simplificar a notacao vamos introduzir

R GO )
n {!f(dk+1)—f(0)! No=h= }

onde Ny < 10 podendo variar de um lema para outro. Suponha que b, como vimos no lema anterior,

satisfaz dpai < b para algum 1 < 6, entao W < (pflﬂ) W < (pn+z)l+4 e

441

A9 = JROT i) - In i-In(o Vol V7
= ]f(a)—f(c)\ (4+ ) 1 (anr’L) 1 (pn+1)(pn+z)

|Df5"(f(a)) (5.2)

A

Lema 5.2.6 Seja pf; como definido anteriormente. Assim, obtemos a seguinte estimativa

’f(dm-‘rQ) _f(C)’ f f §'

|DfS'”(f(dm+1))| < 160 - Fldmi) = f(©)] ln4(0m+2) : (Pm+2)

Demonstracgao:
Sabemos que Yy = I (dpmy2). Com isso, f(ym—1) = f51(f(dms1)). Portanto, podemos
decompor D f5m(f(dm+1)) da seguinte forma

D (f(ds)| = [D =253 (f(ds1))] = [DF52(f (gt MID S (f (i)

Para achar uma cota por cima de |D f5m=2(f(ym_1))| vamos utilizar o Lema 5.2.4, colocando
n=m-—2,a="%Ymn—1 € b=dnio e a Observacao 5.2 colocando i = 4.

P [ ) U

8
‘

Agora, para achar uma cota por cima de |Df5"=1(f(dy+1))| vamos utilizar o Lema 5.2.4,
colocando n =m —1, a = diy41 € b = ym—2 € como dpy, € (Ym—1,Ym-1), @ = 1.

f (ym—1) = f(c)|
[f(dmi1) = f(c)]

slot

D5 (f(dms1))| < -5-In(pf,) - (p))7.

Assim, o resultado segue tomando qualquer pi, comm—7<k<m+2.

O Lema a seguir nos fornecera cotas por cima e por baixo de |Df%(f(c))].

Lema 5.2.7 Para m suficientemente grande, seque que

|f(dm) = (], 51 S (g ) =@
1f(dmi1) — f(c)](pm) <[Dfm(f(e)] <2 F(dmsa) — F(0) 1 (pm—H) (pm—H)
Demonstracgao:

Para provar este resultado usaremos argumentos similares aos do Lema 5.2.4.
Para obtermos a cota de |Df=(f(c))| por baixo usaremos a razio cruzada para f°»~! em

o [ = (f(Zm)7f(c))7
o j={f(0)};
o r—= (f(C)a f(tn))
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L J R
C dm dm,4
\
fsmf 1
1 ] r
f(zm) f(c) f(tm)

Figura 5.6: Aplicacio f5~~1 para obter cota por baizo de |Df5(f(c))]

Como podemos ver na figura 5.6.
Sabemos que

D5 (f(e))] = [D(f o fo)(f(e)] = [Df(dm)[ D51 (f(e))]
Assim, pelo fato da aplicagdo f ter ponto critico de ordem /£ e pela razdo cruzada, segue que

O1 | f(dm) — f(c)

Sm | Sm—1
Df7(f(e)] = @KW,DJC (f(0)l
N &|f(dm)_f(c)| ] |dm—a — di| ) |dm — ¢
- 02 |dm - C‘ |dmf4 - C| |f(zm) - f(C)|
_ O, <\dm_4 —c 1) dm =] |f(dm) — f()]
Oz \ |dm —c| |dm—a —c| [f(zm) — f(c)]

E utilizando Observagao 5.2.3 e pelo Lema 5.2.2 temos

¢
DI ()] = ‘*1n<“%h4—d> = ) = 110

. . |
= 0 "\ dm—l ) Tdmea— el 1f(em) — [(€)]
Or (1 (dm-) = @I ( 1f(dm) = FO Y7 _|f(dm) = F(c)]
= 0, ( () — €] ) Qﬂ%%n—ﬂdo [F(dms1) — F(c)
O If(dw) = £(0) _(rfwm>—f«»r>%
— O2|f(dmt1) — f(o)] \|f(dm-4a) — f(c)]
Como
(Iﬂ&ﬂ—f@l>%:<U@nﬂ—f@ﬂﬂﬂ%lﬁ—fkﬂﬂﬂ%mﬁ—f@)Iﬂ%z@—ﬂdv_é
(1) — £(c)] £ () — SO 1f@mt) = FOI 1 dmz) — £ 17 (dms) — f(0)

Concluimos que

|f(dm) — f(©)]
|f(dm+1) - f(C)’
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Para obtermos a cota de [Df5"(f(c))| por cima, usaremos a razdo cruzada para f5m~! em
o I =(f(zm), [(dmt2));

e j=(f(dmni2, f(c));

o r={f(c)}

Como podemos ver na figura 5.7.

L J R
c Ym dp
A
fsmfl
1 ] r
f(2m) f(dm+2) f(c)

Figura 5.7: Aplicacdo f5~~' para obter cota por cima de |Df5m(f(c))|

Assim, pelo fato da aplicagdo f ter ponto critico de ordem £ e pela razdo cruzada segue que

DS (f(e)] = [Df(dn)lIDFE=2(f(0))]

Os |f(dw) — f(c)] _
< o, ﬁ\pfs (f(c)]
< Oy |f(dm) — f(c)] y dm —ym|  dm —c|  [f(zm) — f(dmt2)]
= 01 dm— | |f(dm+2) — f(S)| |f(zm) — f(c)] |Ym — ¢

Pelas Observagoes 5.2.1 e 5.2.3, e novamente pelo fato da aplicagdo f ter ordem critica ¢ temos

’Dme(f(C))’ S @ ‘f(dm)_f(c)‘ .E‘dm_dm-‘rl‘_ ‘dm_c|

O1 [f(dm+2) — f(c)] | — | |dim+1 —
O [fldn) S|, a1 ldn el
O1 | f(dm+2) — f(c)] @d’il c‘c| dmt1 — ¢
O |(dm) — £(c)] m=c ' ldm—c
= 01 [ (dye) — 1) 1“<|dm+1—cr) [ds1 —
s |f(dm) = f(0)] CIRYANUSENCIRY
= 01 [f{dmr2)— FO)] <| 1) f(cr)<rf<dm+1>—f<c>r)
O |(dm) — 1(c)] }
= Oi|f( dra) — flo)] (p +1 ) (pmH)
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Assim, concluimos que

|f(dm)_f(c)‘ I ¥ ‘ 7 %
|f(dmi2) — f(c) 1 (Pm+1) (Pm+1)

DS (f(e))] <

O
Observacao 5.2.8 Neste resultado poderiamos ter tomado p! como max {%hn 4<k< m}

Na proposicao a seguir ampliaremos a visao do lema anterior pensando no caso em que n € a
ordem critica ¢ sejam suficientemente grandes.

Proposicio 5.2.9 Paran e/ suficientemente grandes as derivadas D f57(f(c)) e as razoes |]|cfdd’+l f(c
sao limitadas por cima e limitada por baizo por 1 mais uma constante que independente de n e Z

Demonstracao:
Sabemos que

D (f(e))] = [Dfo=2t5n=1(f(e))]
= D52 (f(da-))IDS5 ()]
= D52 (f(dn))IDFF=2F 5022 (f ()]

= (D2 (f(da-)| D52 (f(dn-2))|ID 52 (f ()]

Usaremos o Lema 5.2.6 em |Df5—2(f(d,_1))| tomando m = n — 2 e em |Df5=3(f(dp_2))|
tomando m = n — 3. Além disto, usaremos o Lema 5.2.7 em |Df5*=2(f(c))| tomando m = n — 2.
Sendo assim, ficamos com

IDfS(f(e))] < 51200 - In®(pl) - (ph) 7.

Como sabemos pelo Lema 5.2.7 que %(/}fn)f% < |DfSm(f(e))|, concluimos que
|f(dm) — f(c)|

(o) - ()
[ ) = (o] = P1200 1°(on) - (o)

onde p depende em quase 10 quocientes consecutivos m%, comn—10 < k < n. Isso

nos fornece um limite superior do aumento de péco = lim sup ,ofl = lim sup % por

9 31
phe < 51200 - 10 (pL) - (L) 7,
(isto é, pgo < 10%! para ¢ grande) provando assim a primeira parte da proposi¢do. Para obtermos o
limite inferior usaremos as estimativas oriundas de Lema 5.2.2. Assim, segue que

F(dm) — £(0) 1~ exp
Fdme) — 71~ T L1

—-2.7

Diante deste proposicao podemos concluir o seguinte lema.
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Lema 5.2.10 FEzistem constantes C1,Co > 0 tal que para n e £ suficientemente grande

1+ g < |dy —
l |zn—1 — ¢
’ c
lena el oy C2
|znt1 — ¢ 1

|d'n_zn71|

Er—— ¢ limitado longe do 0.

I seque que

Demonstragao:
Podemos assumir sem perda de generalidade que dp+3 < zp+1 < 2p—1 < djp,. Assim,

|zn—1 — ¢ |d,, — |

|21 — ¢ T |dnys — ¢l

Usando o fato da aplicacdo f ter ponto critico de ordem ¢ e a Proposicao 5.2.9 concluimos que

1 C
lena el oy C2
|znt1 — ¢ 1
‘ C d
14 G el
l |zn—1 — ¢|

5.3 Ferramentas Probabilisticas e Ergddicas

Definicdo 5.3.1 Dizemos que (I, f) é uma extensio de Markov (ou torre) de (I, f) se
o (i) I ¢ uma unido enumerdvel disjunta de intervalos fj clI,
o (ii) ‘f|jj é mondtona e f(I;) D I, sempre que f(I;) NI # 0,
e (iti) mo f=fom, ondenw: I — I éa projecio natural.

Um exemplo que vamos utilizar neste trabalho é a torre de Hofbauer, que é definido como a
seguir: I C I x N consiste de uma uniao enumerével de intervalos D,, = (Dy,n). Os pontos extremos
de D,, sdo iterados pra frente de ¢, um dos quais é ¢,. D1 = (c2,¢1) e indutivamente

Dot — f(Dn) se DpZc,
ek (c1,cne1) se Dy e

Sabemos que ¢ € D, se, e somente se n = S para algum k. Entdo se Sp_1 < n < S,
D,, = (¢n,cn-s,_,) C Dp—g,_,. Em particular, ¢ € Dg, C Dg,_g, , = Dg; , para algum tempo de

corte Sy < Si. Além disso, f age sobre I como a seguir: Se (x,n) = & € D,, entdo

(@) = (f(z),n+1) se x e ¢, estdo no mesmo lado de ¢,
= (f(w),Sq) +1) sewxec, estao em lados diferentes de c.

Na primeira situacao, dizemos que & sobe um patamar na torre e no outro caso dizemos que &
tem uma queda na torre e este caso s6 ocorre quando n = S é um tempo de corte. Esta observacao
serd muito 1util na demonstragao do teorema. Além desta observagao, segue um lema bastante util
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Ce+—Cl9

Cig+—+Cs
Ca+—+Cy7
C3+—+ Cj¢

C2 +—C5

Cly+——

Cl3 +—F———+Cs

cyt—Cn2
C3+—+Cn

C2 +—Cyo

Co+——+C;

C3 cg
C2 +—+Cy

C2 Cs
Cg+———
C3 C
C Ci
Co Ci

Figura 5.8: A torre para a aplica¢ao de Fibonacci

Lema 5.3.2 Sejam T = (c,dy,) et algum intervalo que é aplicado monotonicamente em T por f*.
Sejam L = (¢, zp+1), J = (2n+1, 2n-1) € R = (zn—1,dy). Sejam 1,j e r subintervalos de t que sdao
aplicados por f* em L,J e R, respectivamente. Entdo

[+ I
g

>

e~ w

Em particular, W > i
Demonstracao:

Vimos no Lema (5.2.10) que o tamanho de R e J sdo comparaveis em tamanho, quando L
¢ muito grande. Assim, componha f* com uma transformacio de Moebius M, que nos forneca
intervalos J e R de forma que

[ =IR[=1

Assim, |L| ainda sera grande. Sabemos que |L| — oo quando ¢ — oo.

Agora, a fim de simplificarmos as contas podemos supor também que |[t| = 1, que pode ser
estabelecido por um escalonamento. Podemos chamar o resultado deste escalonamento de g, e
assim Sg = Sf* < 0.

Entao g expande a razao cruzada pois B(g,T,J) > 1 como ja vimos na Propriedade (3.2.5).
Asgsim, ficamos com
_ i1 [l

1<B T J) =——
< BTN =T LR
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Como |t| = |J| = |R| =1e |T|=|L|+ |J| + |R| ficamos com

[L[+2 [l

1< -
|L| ¥l

Além disso, podemos tomar L suficientemente grande, de forma que

N
2yl
Sendo assim,
2.
213l <l (53)

Além disso,
0 < (JU = Ir))? = U = 2iffr| + |r[*

Somando 4[l||r| em ambos os lados, obtemos
Afiffr] < U2 + 20| + r* = (2 + D + I7])
Como |t| = |I| + |j| + |r| = 1, ficamos com

Aftlfr) < (1 =[50 = 14]) (5.4)

2. 1—[i1\?
3IJ!_\\!r\_< 5 )

Logo, |j| < 2(1 — 2[j| + [4]?). Resolvendo esta inequacdo do segundo grau, concluimos que ou
4l < $(7—2V10) ou |j| > (74 2V/10). E como por hipétese 1 = [¢| > |j| concluimos que

De 5.3 e 5.4, concluimos que

1
lj| < 3(7——2\/16)::0,2251482265544131.

E em particular, como

1+l 114l : 3
= =1-]j|>1-025="
2] 2] 4
E|j] < % podemos concluir que
i+ 1] — 20| 1
2] 4

Lema 5.3.3 Sejay = {y;}i>1 uma sequéncia estocdstica tomando valores em {—1,1}, e seja {1y, }r,
n

as somas parciais, ou seja, 1, = Zyj. Se para algum p € [0, 1],
j=1

P{yk = 1|y1a c '7y/€—1} > D,
para todo k e y1,- - -, Yp_1, entao
.1
liminf -7, >2p—1 a.s.
n n

Demonstracao:
1
Seja Y (n,a) = {y[%#{o <i<nly, =1} > a}. Por definicdo, sabemos que liminf -7}, > 2p—1
n n
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1
se, e somente se, liminf —#{0 <i < n|y; = 1} > p.
n n

Se {y;} for um ensaio de Bernoulli com P{y; = 1} = p o resultado é standard. Neste caso,
n
PlyeY(n,r/n)} = P{#{0<i<nly, =1} >r} = Z <,>pz(1 —p)" "
; i
1=r
Por isso, é suficiente provar que
n n ) A
PHO<i<nly=1}>r>Y <Z.)pz<1 _pr
=7
para todo n > r > 0. Para abreviar escrevemos
H(nu k7T’y17 o '7ynfk) = P{#{n —k<i < n‘yl = 1} > T’yla o '7yn*k}'

Demonstraremos o resultado por inducao, usando o fato que

k
oW »
H(na kaT‘ylv o '7yn—k) 2 Z <Z>pl<1 _p)k (55)

paratodon >k >r >0e todo y1, - Yn_k-

Seja n arbitrario. Para k = 1, (5.5) segue direto. Quando r = 0 e = k vemos tambeém que (5.5)
¢ verdadeira. Assumimos entao, (5.5) verdade até k — 1, sendo 0 < r < k — 1 e sejam y1,- - -, Yn—k
arbitrarios. Agora, escreva

P{yn—t+1 =1y, -, Yn—k} = q > D,

Entao

H(n7k7T’y17"'ayn—k) - P{yn—k-l—l :1|y17"'ayn—k}‘H(n7k_]-5T_1|y17"'y’n—k71)

+ P{yn—k—l-l = O‘yh T ‘7yn—k} . H(Tl, k — ]-7 7"3/17 T ‘yn—kno)

> q;:l <k . 1)pi(l —p)F (- q)]:g: (k Z 1>p¢(1 i
= lii (k Z 1>Pi(1 —p)f q(i_ Dprl(l _p)h
> (1 —P)]§ (k ; 1>Pi(1 —p)kt +p]§ <k ; 1>pi(1 _ )kl

+ (fj - i)pT(l —p)

Esta ultima desigualdade decorre do fato de que ¢ > p. Como sabemos que

()= 0)
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Concluimos que

kE—1\ , o (k—1\ , ,
H T > i1 — k—i i1 — k—1 k
(n, Ky rlyn, - Ynk) > 2 ( . )p (1-p) +ZZ:; (i_ 1)2? (1—p)* " +p
k—1
k—1 k—1 - ik
— i1 — i
I G R iy
k
k % —1
= > (.>p (1-p)*
i=r L
O
Nao é essencial que y; sejam valores apenas em {—1,1}.
Teorema 5.3.4 Sejam Fi e Fo o-dlgebras. Se F1 C Fa entio
o (i) E(E(X[F1)[F2) = E(X|F1)
o (ii) E(E(X|F2)|F1) = E(X|F1)
Demonstracgao:
Ver [Durl0].
O

Proposicao 5.3.5 Seja y = {yi}i>1 uma sequéncia estocdstica tomando valores em {—2,—1,1}, e

n
seja {T,,}n as somas parciais, ou seja, T,, = Zyj. Se para algum p € [0, 1],
j=1

Plyy = ly1,- -, yp—1} > p,

para todo k e yi,- - -, yp_1, entdo
|
liminf -7, > 3p—2 a.s.
n n

Demonstracgao:
Observamos inicialmente que o resultado continua sendo vélido no caso em que y; € {—2,1}.

T,
Neste caso, o liminf — ¢é limitado pela esperanca da variavel aleatéria vy, de distribuicdo
n n

Plye =1y, - ye—1} =pe Plyy = —2ly1,- - s yp—1} =1—p

devido ao fato da esperanca ser linear. Assim,

E{ynly, - yn-1} =1-p+ (=2)(1 —p) = 3p -2

Definamos agora
“n = ]l[ynzl} — 2]l[yn:_1}u[yn:_2] Vn

Sendo assim, temos o (21, -, 2,) € o(y1,- -+, yn) para todo n. Logo,

Plzn =121, - 201} = E{l, _yl21,- - 201}

= E{E{]l[zn:ulzh o Znt YL, Yne1}
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Pelo teorema 5.3.4 obtemos

E{E{1.,—yl21, - zn—1}y1, - yn—1} = E{E{Lp,—yly1, - yn—1}tl21, - 201}
= E{E{l,—yly1, - yn-1}lz1," - 201}

= P{yn:”yl’aynfl}zp

Como ja sabemos que

lim inf Attt > 3p—
n n

e além disso z, <y, a.s. Portanto, concluimos que

oyt
hmmfu >3p—2
n n
[l
Além disso, P{y, = 1|y1, - -, yn—1} > p s0 precisa ser verdadeiro para estados suficientemente

altos no passeio aleatério para utilizarmos na proposi¢ao a seguir.
Sendo assim, segue a proposi¢do imprescindivel na demonstragdo do teorema.

Proposicio 5.3.6 Para cada N € N e todo n > Sy, existem conjuntos de medida positiva B na
torre tal que todo & € B, #{orb(x) N Upm<syDm} < 0.

Demonstracao:

Vamos considerar a acdo de f na torre como um passeio aleatério, que iremos estimar por
baixo por uma estacionério. FEste passeio aleatorio serd nos inteiros nao negativos. Ao invés de
considerarmos os niveis de tempo de corte Dg, , vamos considerar a parte Esk = (c, dk) C ng.

Seja F = UiZOESi- Para k > 2, Esk pode ser dividido em quatro partes, como segue

(&,dk) = (& Zr1) U (Zry1, Z) U (i, Zro1) U (o1, di)
De forma que

o (¢ 'ék-i-l)a F(év 2k+1) = fSkJrl (éa zk-i-l) = ESk—H

Zri1s 2k)s F(Zrgr, 21) = FO601 (Gpgn, ) = B,
o (Zr,Zk-1), F(Zr, 26-1) = 5% (3k, 2k1) = Es,_,

Esta particdo define uma partl(;ao enumeravel de Markov de E. A aphcagao correspondente F
¢ uma aplicacdo induzida de f, sendo esta a aplicacdo de primeiro retorno de E sob uma iteracio
de F. Os pontos podem ou subir um nivel ou cair um ou dois niveis.

Seja Ty,(Z) = k. Se F"(z) € Eg, entdo

To(2) = To(Z) + 41 (Z) + 42(2) + - - - + yn ()

onde y;(%) € {~2,—1,1} conforme F7~! sobe um nivel ou cai um ou dois niveis na préxima iteragao
de F.
Vimos no Lema 5.2.2 que |Eg,| decresce exponencialmente, assim Z |Es,| < oo e a medida de
i
Lebesgue pode ser normalizada. Portanto, considere £ um espaco de probabilidade, tendo a medida
de Lebesgue normalizada como a medida de probabilidade.
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Por definicao de probabilidade condicional,

[{ € Elyn(#) =1 e T, 1(3) > N}
{z € E|T,1(#) > N}

P{yn(i‘) = 1‘Tn—l(f) > N} =

Como F' é uma aplicacdo de Markov, E é uma unido enumeravel de intervalos dois a dois
disjuntos J com a propriedade que a aplicacio ™! leva J monotonicamente em Egk para algum
k> 0.

Assim, cada intervalo J pode ser escrito como a unido disjunta de dois intervalos

J = Jcima U jbaixo

i Fnil(Jcima> = (& Zg41) U (Zv'kflvdk)

L4 Fnil(jbaixo) - (2k+1a 7:'1671)

Assim, se k > N, entdo pelo lema 5.3.2 temos |J<|rf}r‘m\ > % e ‘J’T}Z"l‘”’| < i.
A orbita F' do intervalo J é determinada pelo seu nivel de partida, chamemos Ty, e das etapas
sucessivas Y1, -+ Yn—1-

Somando sobre todos os intervalos J tendo uma determinada 6rbita F' tal que k > N, temos

{& € By (%) = y; para i < n,yn(&) =1 e T,_1(&) > N}| S 3
{# € Elyi(&) = y; parai <n e T, (&) > N}| 4

Assim, P{y, = 1/To,v1," * \Yn—1,In—1 > N} > %. Devido ao fato de y, € {-2,—1,1} e

|Es, |
- ) : N %
proposicao 5.3.5 e assim concluimos que existe um conjunto de medida positiva de pontos que sobem
na torre.

como |Eg,| decresce exponencialmente e P{Ty = k} = percebemos que podemos aplicar a

O

5.4 Demonstracao do Teorema B

Apo6s construirmos com bastante cuidado e rigor todas as ferramentas necessirias para a de-
monstracao é preciso estabelecer alguns fatos bésicos sobre as medidas invariantes e absolutamente
continuas na torre antes de iniciarmos a prova.

Chamaremos uma aplicagdo de ergédica com respeito & medida de Lebesgue se para cada con-
junto A completamente invariante, temos ou |[A| = 0 ou |A°| = 0. Chamaremos a aplicacao f de
conservativa se para cada conjunto invariante pra frente temos ou |A| = 0 ou |A°| = 0 (e também
para os conjuntos invariantes para tras) A. Notemos que este é um conceito mais forte do que o
usual na teoria ergédiga pois a definicdo standard nos diz que f é conservativa com respeito a
medida de Lebesgue se nao existe um conjunto de medida positiva tal que f™(A)NA = () para todo
n. Se f nao for conservativa entdo ela serd chamada de dissipativa.

Exemplo 5.4.1 Seja f :[0,1] — [0,1] definida por f(x) = x. Sequndo a definicdo usual na teoria
ergddica temos f conservativa, contudo sequndo a defini¢do que usaremos aqui temos f dissipativa.

Além disso, vamos invocar o seguinte resultado

Teorema 5.4.2 Seja f uma aplicagao S-unimodal, entao (I, f) é ergddico (conservativo) se, e
somente se, (I, f) € ergddico (conservativo).
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Demonstracao:
Em [Bru94b].
O

Teorema B. Se g, ¢ aplicagdo de Fibonacci e £ é suficientemente grande, o conjunto w-limite
do seu ponto critico é um conjunto de Cantor minimal de medida Lebesque nula cuja bacia tem
medida de Lebesgue total.

Seja B = B(n) um conjunto de medida positiva na torre como vimos na proposicao 5.3.6.
Seja By = U U f_i o fj(B). Desta forma sabemos que By é completamente invariante e, por
j=0:>0
ergodicidade, sabemos que possui medida total.

Para cada n, By = By(n) consiste de pontos que visitam | J;., D; apenas um ntimero finito de

ji<n
vezes. Assim, temos f nado conservativo. O conjunto X = {& € I|f"(%) ¢ D, para todon € N} &
um exemplo de um conjunto invariante para frente com | X| > 0 e |X¢| > 0.

Agora, aplicando o teorema 5.4.2 concluimos que f também nao é conservativo.

Usando também o fato de que podemos escrever

w(e) =M D;

i j>i

Conforme [ML93|, podemos ser mais preciso e obtermos

w(c) cC= U D; U U D;

Sp<i<Sk41 Sk4+1+Sk-1<i<Sky2

Seja U uma vizinhanga arbitraria de w(c). Como |D;| — 0 quando ¢ — oo, existe um kg tal que
para todo k > kg temos
w(c) cCp,CU

Entao temos w(z) C w(c) ¢.t.p. Concluimos entao a prova.
]

Diante das ferramentas desenvolvidas ao longo do trabalho podemos concluir também o seguinte
resultado.

Corolario 5.4.3 Uma aplicacio de Fibonacci S-unimodal ndo admite piac se £ € suficientemente
grande.

Demonstracao:

Seja f uma aplicacio de Fibonacci com ordem critica £. Os tempos de corte crescem assintoti-

V541
2

camente como v*, em que v é o nimero dureo . Podemos assumir que f é conservativo, caso

contrario nao existird piac.

cC—z
Para k grande, sabemos que ezl

le—2k—1]
para 1 quando ¢ — oo, como vimos no lema 5.2.10. Sendo assim, escolha ¢ suficientemente grande

de forma que

é limitado longe do zero se £ > 2 e que este quociente tende

— 1
e — 2| >8>t
lc — zk—1]

Portanto, para todo k segue que |c — zz_1| > CB* para algum C. Desta maneira, para algum &’
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temos

v

Sy Z | A

k>K'

> Skl Ayl
k

= Splew—1— Zp-1]

> C(yp).

Desta forma, concluimos que Z Sk|Ax| = oo.
k

A prova original deste resultado pode ser encontrado em [Bru94b| e em [BKNvS96|.

61
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