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Resumo

Cardenas-Diaz, Elkin D. Fendmeno de bifurcagao no problema de Yamabe sobre varie-
dades Riemannianas com bordo. 2016. 120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

No presente trabalho consideramos o produto de uma variedade Riemanniana compacta sem bordo
de curvatura escalar zero e uma variedade Riemanniana compacta com bordo, curvatura escalar
zero e curvatura media constante no bordo, e fazemos uso da teoria de bifurcagdo para provar a
existéncia de um numero infinito de classes conforme com, pelo menos, duas métricas Riemannianas
nao homotéticas de curvatura escalar zero e curvatura média constante no bordo, sobre a variedade

produto.

Palavras-chave: Variedades produto, problema de Yamabe, bifurcacao, métricas Riemannianas,

classes conforme.
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Abstract

Cardenas-Diaz, Elkin D. Phenomenon of bifurcation in Yamabe problem on Riemannian
manifolds with boundary. 2016. 120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematitica e Estatis-
tica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

In this work, we consider the product of a compact Riemannian manifold without boundary, null
scalar curvature and a compact Riemannian manifold with boundary, null scalar curvature and
constant mean curvature on the boundary and we use the bifurcation theory to prove the existence
of a infinite number of conformal classes with at least two non homothetic Riemannian metrics of

null scalar curvature and constant mean curvature of the boundary on the product manifold.

Keywords: Product manifolds, Yamabe problem, bifurcation, Riemannian metrics, conformal class.
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Capitulo 1

Introducao

Hilbert em [Hilbert , 1915] provou que uma métrica g sobre uma variedade compacta M é
Einstein se e s6 se ¢ um ponto critico do funcional normalizado de Hilbert-Einstein

fM Rg vy
m—2 7

g— Elg) = M,
Vol (M)

onde R, denota a curvatura escalar da métrica g, vy, ¢ a forma de volume induzida por g, m é
a dimensao da variedade M e Volg(M) = [,, vy Agora, quando dito funcional é restrito a classe
conforme [g] da métrica g obtemos que os pontos criticos sao as métricas conforme & g com curvatura
escalar constante. A existéncia desses pontos criticos é o celebre problema de Yamabe.

Yamabe em [Yamabe , 1960] apresentou uma prova da seguinte afirmagao:

Dada uma variedade Riemanniana m—dimensional (M,g), compacta com m > 3, existe uma
métrica conforme & g com curvatura escalar constante.

Mas, infortunadamente, a demostragao dada por Yamabe tinha um erro que foi descoberto por
Trudinger [Trudinger , 1968|. Trudinger conseguiu refazer a prova de Yamabe com a imposi¢ao de
algumas restrigde sobre a variedade. Mais justamente, sobre a classe conforme [g] o funcional £
pode se escrever como

E(5) = E(pm2g) = &) = m

)

onde

m—2
_4(m-1) 2 m—2 2 _ 2 am
Eq(p) = m_z/M(W@\ + ngSO )Ug e foll am = /MSO 2 Ug :

A constante de Yamabe Y (M, [g]) relativa a classe conforme [g] é definida como

Y (M = inf £
( 7[9]) @Eé%(M) 9(90)7

onde C$°(M) denota o subconjunto das fungoes positivas de C°°(M). Trudinger provou em |Trudinger ,
1968| que o argumento do Yamabe funciona quando Y (M, [g]) < 0.

A esfera S com a métrica padrao gg desempenha um papel importante no desenvolvimento do
problema de Yamabe. Aubin em [Aubin , 1976] mostrou que se a constante de Yamabe Y (M, [g])
¢ menor do que a constante de Yamabe Y (S™, [go]) da esfera S™ relativa a classe conforme [go] da
métrica padréao gg entdo existe uma métrica conforme & g com curvatura escalar constante. Aubin
também demonstrou em [Aubin , 1976] que se (M, g) nao é localmente conformemente plana e
dim M > 6 entao Y (M, [g]) < Y(S™, [g0])-

Finalmente, Schoen em [Schoen , 1984]| completou a solu¢ao do problema de Yamabe. Exata-
mente, ele provou que se (M, g) ndo é conformemente equivalente a esfera redonda e a dimensao de
M é 3,4 oub ouse M élocalmente conformemente plana, entao Y (M, [g]) < Y (S™, [go]).
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O fato de que a constante de Yamabe Y (M, [g]) é um invariante da classe conforme [g] garante
que nao existem duas métricas de curvatura escalar constante com sinais diferentes na classe con-
forme [g]. Além disso, nao ¢ dificil provar que se Y(M,[g]) < 0 entdo existe uma tnica métrica
conforme & g de curvatura escalar constante, exceto homotetias. Agora, quando Y (M, [g]) > 0 a
situagdo ¢ muito mais complicada. Por exemplo, Obata em [Obata , 1971 obteve resultados de
unicidade para métricas de Einstein. Especificamente, ele provou que se a métrica g é Einstein
e (M,g) nao é isométrica a esfera redonda (S™,go) entdo as métricas conforme g & g com cur-
vatura escalar constante sao proporcionais & g. Schoen em [Schoen , 1989| considerou o produto
St(7) x S*71(1) da circunferéncia de comprimento 7, S'(7), com a esfera de raio 1, S™71(1), e
apresentou resultados de unicidade. Mais precisamente, ele mostrou que se 7 < 2mw(m — 2)71/2 entao
a métrica produto é a tnica métrica, salvo homotetias, de curvatura escalar constante na sua classe
conforme. Mas, em geral nao temos unicidade quando a constante de Yamabe é positiva. Por exem-
plo, Pollack em [Pollack , 1993] provou que qualquer classe conforme com constante de Yamabe
positiva pode se aproximar na C°-topologia por uma classe conforme com um ntmero arbitrari-
amente grande de métricas, nao isométricas, de curvatura escalar constante. Schoen em [Schoen ,
1989] também demostrou que se 7 > 27(m — 2)_1/2, entao existem miltiplas métricas, nao homoté-
ticas, de curvatura escalar constante na classe conforme da métrica produto sobre S!(7) x S*~1(1).

Recentemente diversas técnicas tém sido usadas por diferentes autores para garantir a multipli-
cidade de métricas de curvatura escalar constante na classe conforme de uma métrica dada. A titulo
de exemplo, J. Petean em [Petean , 2010] usando técnicas de comparagao de Sturm obteve resulta-
dos de multiplicidade para certo tipo de variadedes produto. Mais precisamente, Petean provou que
dada uma variedade Riemanniana fechada (M, g) de curvatura escalar constante R > 0 o nimero
de métricas, nao isométricas, de volume unitario e curvatura escalar constante na classe conforme
[g0+g] da métrica produto sobre S™ x M cresce pelo menos linearmente com v/R. De Lima, Piccione
e Zedda em [Lima et al. , 2012] usaram a teoria da bifurcacao para obter resultados de rigidez local
e multiplicidade sobre produtos Riemanniananos. Eles consideraram o produto de duas variedades
Riemannianas compactas sem bordo (M;, g(i)), 1 = 0,1, de curvatura escalar constante e definiram
a familia de métricas gy, A €]0,+o0[, de curvatura escalar constante sobre a variedade produto
M = My x My, por gy = g(o) &) /\g(l). Entao eles provaram que existe um conjunto enumeravel
A CJ0, 0o[ que se acumulam se unicamente em 0 e 400 tal que:

e A familia (gy) ¢ localmente rigida em todo ponto de ]0, +0o[\A, isto &, para cada A €]0, +oc[\A,
qualquer métrica de curvatura escalar constante sobre M o suficientemente C*®proxima a
g5 € homotética & algum elemento da familia (g, );

e Em cada A, € A, exceto para um subconjunto finito, existe um ramo de bifurcagdo de métricas
de curvatura escalar constante, emergindo de g, o qual é constituido por métricas que nao
pertencem a familia (g, ).

Eles também obtém resultados de rigidez local e bifurcacdo quando a curvatura escalar de
g(i), 1 = 0,1, ndo sdo, ambas positivas. Outros resultados de multiplicidade sao obtidos em
[Hebey e Vaugon , 1992|, [Brendle , 2008| e [Khuri et al. , 2009].

Anélogos ao problema de Yamabe para variedades Riemannianas compactas com bordo tém
sido estudados, entre outros autores, por Cherrier |Cherrier , 1984|, Escobar [Escobar , 1992a,b,
1996], Han e Li [Han e Li, 1999] e Marques [Marques , 2005, 2007].

Em particular, dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) com bordo e dimensao m > 3,
Escobar estudou em [Escobar , 1992b] o problema de encontrar uma métrica conforme g = (pﬁ ga
g de curvatura escalar zero tal que o bordo M tém curvatura média Hj constante. Este problema
é equivalente & provar a existéncia de pontos criticos do funcional

Jr (g(Vgo, Vo) + 41(%7_—21)]%9@2)”9 + 252 Jyar Ho® 0
= 2(m—1) m—2 )

(faMSD m—2 o—g)m

E(p)
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onde v, e 04 denotam as formas de volume sobre M e OM induzidas por g, respectivamente.
Escobar em [Escobar , 1992b| define o quociente de Sobolev Q(M,dM ) como sendo:

Q(M,0M) = inf{E(p)| ¢ € C* (M), # 0 sobre OM},
e provou que Q(M,0M) é um invariante conforme com
Q(M,0M) < Q(B",0B"),

onde B denota a bola unitaria em R™ munida com a métrica Fuclidiana. Além disso, ele mostrou
que se o quociente de Sobolev Q(M,0M) é finito e Q(M,0M) < Q(B™,0B™), entao existe uma
métrica de curvatura escalar zero e curvatura média constante no bordo na classe conforme [g] da
métrica g. No mesmo artigo, Escobar garante a existéncia de uma classe suficientemente grande
de variedades Riemannianas compactas com bordo que sdo conformalmente equivalentes & uma
com curvatura escalar zero e curvatura média constante sobre o bordo. Escobar provou que toda
variedade Riemanniana compacta (M, g) com bordo e dimensao m > 3 que atende uma das seguintes
condigoes

(i) m > 6, e M tém um ponto nao umbilico sobre OM;

=4 ou 5, e 0M umbilica;

)
(ii) m > 6 com M localmente conformalmente plana e M umbilica;
(iii) m

) m

(iv

é conformalmente equivalente & uma de curvatura escalar zero e curvatura média constante sobre
o bordo.

Marques em [Marques , 2005, 2007| estabeleceu resultados de existéncia no caso de variedades
com bordo umbilico e dimensdao m > 8 e para variedades de dimensdo m = 4 ou 5 com bordo M
nao umbilico. Ele provou que dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) com bordo OM
nao vazio, se uma das seguintes condigoes é verdade:

(i) m > 8, W(x) # 0 para algum x € OM e OM ¢é umbilico;
(ii) m > 9, W(x) # 0 para algum x € OM e OM é umbilico;
(iii) m =4 ou 5, e OM é nao umbilica;

entdo Q(M,0M) < Q(B™,0B™). Além disso, se Q(M,0M) é finito exite uma métrica g confor-
malmente relacionada & g com curvatura escalar zero e curvatura média constante sobre o bordo.
Aqui W e W denotam o tensor de Weyl sobre M e OM, respectivamente.

Almaraz em [Almaraz , 2010] obteve um resultado de existéncia no caso de variedades com
bordo umbilico e dimensao m = 6,7 ou 8. Mais exatamente, ele provou que se m = 6,7 ou 8, IM
¢ umbilico e W (z) # 0 para algum = € OM entao Q(M,0M) < Q(B™,0B™).

Da mesma forma que no caso de variedades fechadas, quando o quociente de Sobolev Q(M, OM)
é nao positivo existe uma tnica métrica g, exceto homotetia, de curvatura escalar zero e curvatura
media constante no bordo conformalmente relacionada com g. Mas no caso Q(M,9M) > 0, em
geral, ndo se tem unicidade. Alguns resultados de multiplicidade s&do obtidos em [Escobar , 2003,
|Garcia e Munoz , 2012] .

Nesta tese consideramos o produto de uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo, e
curvatura escalar zero com uma variedade Riemanniana compacta, com bordo, curvatura escalar
zero e curvatura média constante no bordo e estabelecemos resultados de multiplicidades de métricas
de curvatura escalar zero e curvatura média constante no bordo num ntmero infinito de classes
conforme. Para provar nosso resultado principal usamos a teoria da bifurcacao seguindo a estratégia
desenvolvida por Lima, Piccione e Zedda em |Lima et al. , 2012]. A seguir, descrevemos nosso
resultado principal mais precisamente. Dadas as variedades Riemannianas compactas (M, g(l)),
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sem bordo e curvatura escalar zero e (M, g(2)), com bordo, curvatura escalar zero e curvatura
média constante no bordo. Suponha que M;, i = 1,2, é orientada e consideramos a familia de
métricas (ge)e]o,+o0[; de curvatura escalar zero e curvatura média constante no bordo, sobre a
variedade produto M = M; x Mo, definidas por ¢ = ¢V @ tg(?. Nosso resultado principal diz
que existe uma sequéncia convergindo a zero consistindo de instantes de bifurcacao para a familia
(gt)te]0,+oo[-



Capitulo 2

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar, de forma breve, alguns conceitos da geometria Rieman-
niana e da analise funcional que estdo misturados no desenvolvimento deste trabalho.

Iniciamos o capitulo apontando os conceitos da geometria diferencial e Riemanniana de nosso
interesse. Na subsegdo 2.1.6 apontamos as férmulas de transformagdo da conexdo Riemanniana e
do tensor de curvatura de Ricci associados a uma variedade Riemanniana quando consideramos
uma mudanca conforme da métrica. A partir dessas formulas de transformacao obtemos formulas
de mudanga para a curvatura escalar e a curvatura média do bordo.

Na secao 2.2 expomos os fundamentos da analise funcional que precisaremos nos capitulos se-
guintes. Particularmente, falamos sobre os operadores de Fredholm, os espagos de Sobolev sobre
variedades Riemannianas e finalizamos o capitulo falando sobre as variedades de Banach.

As principais referéncias deste capitulo sdo |Druet et al. , 2004], [Petersen , 1998|, [Carmo ,
2005], [Lee , 1997], [Besse , 2008], [Brezis , 2011], [Abramovich e Aliprantis , 2002], [Ambrosetti e Prodi ,
1993], [Hebey , 2000], [Lions e Magenes , 1972|, [Taylor , 2011al, [Leoni , 2009], [Kesavan , 2003].

2.1 Geometria Riemanniana

Comegamos a se¢ao com alguns conceitos da geometria diferencial. Um espago topoldgico Haus-
sdorff, que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade M é dito uma variedade topologica de
dimensao! m se cada ponto de M possui uma vizinhanca aberta que é homeomorfo & um aberto do
espago euclidiano R™. Uma carta coordenada ou simplesmente carta de M é um par (2, ¢) onde €2
denota um subconjunto aberto de M e ¢ num homeomorfismo de €2 sobre um subconjunto aberto
de R™. O aberto © é chamado uma vizinhanga coordenada (de M), e ¢ uma funcao coordenada
ou sistema coordenado sobre 2. Para p € Q as coordenadas de ¢(p) em R™ sao chamadas coor-
denadas de p na carta (2, ). Um atlas de M & uma colecao de cartas U = {(Q4, i)}, i € I, tal
que M = U;er8;. Dadas duas cartas (€4, ¢;) e (€5, ¢;) de um atlas {(€;, ;) }, com ;N Q; # 0 as
funcoes

pij = piow; (RN — @i NQ), @i =pjop; @i NQ) — (2 NY)

sao chamadas fungoes de transicdo entre as ditas cartas. Se as funcoes de transicao num atlas sao de
classe C* o atlas ¢ dito de classe C*. O atlas ¢ dito C*-completo se nio esta contido (estritamente)
num atlas de classe C* maior. Nao ¢é dificil provar que todo atlas de classe C* esta contido num
tnico atlas C*-completo. Apontamos agora a definicdo de variedade de classe C*. Uma variedade
m-dimensional de classe C* é uma variedade topologica de dimensdo m munida com um atlas C*-
completo. No decorrer desta tese vamos supor k = +oo, M conexa e nos referiremos a M como
uma variedade m-dimensional suave.

!Para garantir que a dimenséo de uma variedade topologica esta bem definida, precisamos mostrar que um aberto
de R™ néo pode ser homeomorfo & um aberto de R", se m # n. Este fato é consequéncia de um teorema mais geral,
mas nao facil de provar, conhecido como teorema de invariancia do dominio e provado pelo J. Brouwer em 1912.
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Dada uma fungao f: M — N entre duas variedades suaves, M e N, dizemos que f é diferen-
cidvel (ou de classe C") se para quaisquer duas cartas (€2, ) , (A,¢) de M e N, respectivamente,
tal que f(2) C A, a fungao

Yo fop™h () — y(n),

é diferenciavel (ou de classe C"). Uma fungao suave entre variedades é simplesmente uma fungao
de classe C*°. Denotaremos por C*°(M) o espago das fungoes suaves de M em R. Uma fungao
f: M — N é um difeomorfismo se ela ¢ diferenciavel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa f~! ¢
diferenciavel. Duas variedades suaves M e N sao difeomorfas se existe um difeomorfismo entre elas.

Dadas f,g € C®°(M) e p € M, dizemos que f é p-equivalente & g se existe uma vizinhanga
aberta U, de p tal que f = g sobre U,. E facil ver que a p-equivaléncia define uma relacdo de
equivaléncia ~ sobre C*°(M). O germe de f em p é a classe de equivaléncia de todas as fungoes
p-equivalentes com f. Denotamos por Cp°(M) = C*°(M)/ ~. Um vetor tangente no ponto p € M
¢ uma fungao R-linear? X, : C3°(M) — R tal que

Xp(fg) = Xp(Nap) + f(p)Xp(g), f,g € C(M).

O espaco vetorial de todos os vetores tangentes de M em p, denotado por T,M, é chamado o
espago tangente de M em p. Dada uma carta coordenada (€2, ¢), com p € Q, definimos 0;, € T, M
como sendo

Oilp(f) = Di(f o 90_1)<p(p)'

Aqui D; denota a i—ésima derivada parcial. Os vetores 0;|p, @ = 1,...,m, formam uma base para o
espaco tangente T}, M. Dada duas variedades suaves, M e N, uma fungao diferenciavel f : M — N
e um ponto p € M, a diferencial de f em p ¢ a fungao R—linear df,, do espago tangente T, M no
espago tangente Ty, N dada por

dfp(Xp)(9) = Xp(go f), Xp€TpM, g€ Cp,y(N).

O fibrado tangente T'M se define como a uniao disjunta dos T, M, p € M. Se M ¢ m—dimensional,
nao ¢é dificil provar que T'M tem estrutura de variedade 2m—dimensional suave. Um campo vetorial
sobre M & uma fungao X : M — T'M tal que X (p) € T,M, para todo p € M. Dada uma carta
(Q,p) de M, para cada i = 1,...,m, seja 0; : & C M — TM definido por 0;(p) = 0ilp, p € Q,
¢ um campo vetorial sobre Q. O conjunto {0;}/"; ¢ chamado um referencial para T'M sobre €.
O espago de todos os campos vetoriais suaves sobre M serda denotado por X(M). Uma fungao
diferenciavel f : M — N & dita uma imersao em p € M se a sua diferencial dfy, : TyM — Ty )N
¢ injetora, e uma submersao em p se df, ¢ sobrejetora. Diremos que f ¢ uma imersao se é uma
imersao em todo ponto p € M e uma submersao se é uma submersao em todo ponto p € M.

2.1.1 Tensores sobre variedades

Dado que alguns dos objetos importantes sobre uma variedade suave tém um caracter tenso-
rial, diremos alguns palavras acerca dos tensores sobre uma variedade suave. O fibrado cotangente
TM* se define como a uniao disjunta dos T,M*, p € M. Analogamente ao fibrado tangente,
o fibrado cotangente tem estrutura de variedade 2m—dimensional suave, quando M ¢é uma va-
riedade m—dimensional suave. Uma 1-forma sobre M é uma funcdo w : M — TM* tal que
w(p) € TyM*, para todo p € M. Por exemplo, seja f : M — R uma fungao diferenciavel, entao
df : M — TM* ¢ a 1-forma definida por df (p) = df,,. Dada uma carta (2, ¢), seja {c*|,}™; a base
dual de {9;|,}™, p € Q. Entdo o' : @ — TM* definida por o'(p) = o'|,, i = 1,...,m, define uma
1-forma sobre Q. Chamaremos a {o*}™, o referencial dual do referencial {9;}™, para TM sobre Q.
Denotaremos por X(M)* o espago das 1-forma suaves sobre M. Dada a variedade m—dimensional

*R—linear quer dizer que X,(af + B9) = aX,(f) + BX,(g) para todo o, BER e f, g € CP(M).
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suave M e p € M, um (s,])-tensor em p é uma fungao multilinear

Fp:T,M x ... x T,M xT,M* x ... x T,M* —R.

S vezes l vezes

O espaco dos (s,l)— tensores em p serd denotado por T;(T,M). Definimos o fibrado dos
(s,1)—tensores sobre M, T’ M como sendo a uniao disjunta dos 7;°(7,M ), com p percorrendo M.
TFM também tem estrutura de variedade m(1 + m**~!)—dimensional suave. Um (s,!)—campo
tensorial sobre M é uma fungao F' : M — T7M tal que F(p) € T7(T,M), para todo p € M.
Denotaremos por I'j (M) o espaco dos (s,l)—campos tensoriais suaves sobre M.

Dado um espago vetorial finito dimensional V', sabemos pela algebra linear que existe um isomor-
fismo natural (independente de base) entre T} (V), o espaco dos (1,1)-tensores sobre V', e End(V), o
espago dos endomorfismos de V. Este fato, nos permite definir o trago de F' € Ti1(V') como o trago
de F' quando é considerado como um endomorfismo de V. Mais geral, dado F' € Tlfll(V) definimos
tr(F) € T7(V') como

tr(F)(X1,..., Xs,wh, ..., w') = traco F(X1,..., Xs, -, w!,...,wl,-) € End(V),

onde X; €V, i=1,...,sew’ € V*, j=1,...,l. Dada uma variedade m—dimensional suave M e
F e I‘lsj_“ll(M) definimos tr(F") € I'} (M) como tr(F')(p) = tr(F(p)). Dadas duas variedades suaves M
e N, uma fungao suave f : M — N, e um (s,0)—campo tensorial 7" sobre N, definimos o pullback
f*I' de T por f, como o (s,0)—campo tensorial sobre M definido parap € M e Xy,...,Xs € T,M
por

[ Tp) (X, ..., Xs) =T(f()(df (p)(X1), -, df (p)(X5)).

O seguinte lema fornece uma caracterizagao, muito util, dos campos tensoriais.

Lema 2.1. (Caracteri¢cao dos campos tensoriais) Uma fungao

T:X(M) X ... xX(M)xX(M)* x...x X(M)* — C®(M),
s vezes lv;;es

¢ induzida por um (s,/)—campo tensorial se e s6 se é multilinear sobre C*°(M). Da mesma forma,
a fungao
T:X(M)x ... xXM)xX(M)* x...xX(M)" — X(M),

s vezes I vezes

¢ induzida por um (s,!+ 1)—campo tensorial se e s6 se ¢ multilinear sobre C*°(M).

2.1.2 Meétricas e conexao Riemanniana

Agora abordamos a geometria Riemanniana. Dada uma variedade m—dimensional suave M,
uma métrica Riemanniana g de classe C* sobre M é um (2,0)—campo tensorial de classe C* sobre
M tal que para todo p € M, g(p) é um produto escalar sobre T,M. Uma variedade Riemanniana
m—dimensional é um par (M, g) onde M é uma variedade m—dimensional suave e g uma métrica
Riemanniana sobre M. A seguinte proposigao garante a existéncia de métricas Riemannianas.

Proposigao 2.1. Toda variedade suave M admite uma métrica Riemanniana suave.

Duas variedades Riemannianas suaves (M, g) e (IV, h) sao ditas isométricas se existe um difeo-
morfismo ¢ : M — N tal que g = ¢*h.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana m—dimensional suave. Fazendo uso da estrutura Ri-
emanniana podemos mudar o tipo de qualquer campo tensorial sobre M. Com efeito, a estrutura
Riemanniana permite definir um isomorfismo natural entre TM e TM™ por

TM 5 X — X" € TM*,
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onde
X(p)(Y) = g(p)(X(p),Y), peM,Y €T,M

Seja w € ¥(M)*, denotaremo por w o campo vectorial definido pela propriedade
w(p)(X) = g(p)(w? (p), X), peM, X €T,M.

Usando este isomorfismo podemos cambiar T'M por TM*, ou vice-versa, para mudar o tipo de
qualquer tensor. Mais especificamente, Dada uma carta (2, ¢) qualquer (s,1)—campo tensorial F’
sobre M, pode se expressar (em §2) como

F=Fl"0li®.. 0 0. 00 (2.1)

Na equagao (2.1) estamos usado a notagao conhecida como soma de Einstein, a qual estabelece que:
numa expressao um indice que aparece dua vezes, sobrescrito e subscrito, é somado sobre todos os
possiveis valores do mesmo. Agora a 1-forma dual 87 de 9; pode se escrever (em ) como

02(V) = g(9;,VI0;) = g(8;,0;) o (V) = gijol (V),

onde V =VJ aj e gij = 9(0, (9]) Portanto 8{* = gijo?. Também temos que o campo de vetores dual,
de vetores, o' # da 1-forma o’ é dado por

5 = a'(9)) = g(o'*,0y),
onde (53- denota a delta de Kronecker. Escrevendo o' # = w9, obtemos
5; = ngTj.
Denotando por g% a (i, j)—componente da inversa da matriz (g;;) podemos escrever
Ui # gi’rar'

Logo F pode se considerado como o (s + 1,1 — 1)—campo tensorial

F=Flg, o1®. .00 ®0, ©0;8.00,=F"""1sdg @i, ©0;9. . .00,

11...05 110541

onde o
1 Jl—1 __ 1]
Fil...’i3+1 - Fill.,.’islgjlis+1‘
De maneira analoga, podemos considerar F' o (s — 1,/ + 1)—campo tensorial dado por
F=F"gh g @1 ®d, 0.0,

11751

onde szlli ljll = Fljllzjsl g'=J+1. Por indugdo conseguimos escrever F' como um (s + 7,1 — r)—campo
tensorial, para qualquer r € Z tal que s + r e [ — r sdo ambos nao negativos. Como uma aplicagao
deste fato, dada uma variedade Riemanniana (M, g) e um (2,0)—campo tensorial simétrico® F
sobre M, usando a estrutura Riemanniana podemos conceber F' como um (1,1)—campo tensorial
F# sobre M, e portanto definimos o traco de F' com respeito & ¢, denotado por tryF’, como o traco
de F7.

Outro fato importante é que também podemos usar a estrutura Riemanniana para induzir um
produto interno (-,-)4 sobre cada fibra T;*(T,M) do fibrado T}7(M), o fibrado dos (s,[)—tensores

sobre M, o qual varia suavemente no sentido que para qualquer dois campos tensoriais F', G € I'j(M)

3Um (2,0)—campo tensorial F' sobre M ¢é dito simétrico se para todo p € M,

F(p)(X,Y) = F(p)(Y,X), X,Y € T,M.
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o produto interno (F, G)4 é uma fungao suave sobre M. Com efeito, numa carta (2, ¢) de M temos
que (,)q € dado por
<F, G>g — gz17"1 .. .gzsr5gj1tl .. 'gjltlF-Jl"'»]thl"'tl (2'2)

11+ *1s T1Ts"*

Nao é dificil provar que para 1-formas w e 6 temos
<wa 0)9 = g(w#7 9#)

Quando nao houver risco de confusao escreveremos simplesmente (-, -) no lugar de (-, -),.
Definimos agora a nocao de conexao Riemanniana. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana.
Uma conexao Riemanniana sobre (M, g) é uma aplicagao

V:iX(M)xX(M)— X(M),
que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:
a) VixygvZ = fVxZ +gVvyZ,
b) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
Vx[Y = fVxY + X(f)Y,
d) Xg(V,2) =9g(VxY,Z) +g(Y,VxZ),

e) VxY —VyZ =[X,Y],

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € C°°(M). Uma aplicagdo que satisfaz (a)-(c) é chamada uma conexao
linear. O seguinte teorema é um dos resultados fundamentais da geometria Riemanniana

C

)
)
)
)

Teorema 2.1. Sobre uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma e s6 uma conexao Riemanni-
ana.

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) denotaremos por V9 sua conexa Riemanniana. Algu-

mas vezes, quando nao houver risco de confusao, usaremos V no lugar de VY.
Dada uma carta (€2, ¢) podemos expressar

onde

1
I3 = QQSZ(@'QU + 9591 — 0193;)- (2.3)

As fungoes I'}; : @ — R sdo chamados os simbolos de Christoffel da conexao V na carta (2, ¢).
A conexao V pode se estender sobre campos tensoriais como segue: Dado um (s,1)—campo
tensorial de classe C* sobre M, F' e uma carta (£2, ¢), denotamos por V;F o (s,1)—campo tensorial

o (k=1 ¢ o . VAR .5 .
de classe C"~" sobre M, cujas componentes (V;F); 5" (em (£, ¢)) sio dadas por
\JLdL g pdied e i Jk I Jk—1TJk+1"]1
(Vi )iy = O3 5 = Ui B30 iy i T T E3 :

Finalmente, dado o (s,l)—campo tensorial F', a derivada covariante de F', denotada por VF', é o
(s + 1,1)—campo tensorial cujas componentes na carta (€2, p) sdo dadas por
e jieg
Por inducdo, podemos definir V2, V3, .... Chamaremos & V¥, k € N, k—ésima derivada cova-

riante. Em particular, dada uma funcao suave f : M — R, temos que Vf é a 1-forma df. Com
efeito,

(VHX) = Vx [ =X(f) =df(X), X eX(M).
O Hessiano de f é sua segunda derivada covariante, isto é, o (2,0)—campo tensorial V2f. Muitas
vezes usamos Hessy para denotar V2f.
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2.1.3 Curvatura

Passamos a definir agora o conceito de curvatura sobre uma variedade Riemanniana (M, g). O
tensor de curvatura ¢ o (3,1)—campo tensorial dado por

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -VxyZ, X,Y,ZeX(M). (2.4)
A curvatura Riemanniana ou curvatura de Riemann da métrica g é o (4,0)-tensor definido por
Riem, (X, Y, Z, W) = g(R(X,Y)Z, W) = ¢(VxVyZ = VyVxZ — Vixy1Z, W), (2.5)
X,Y,Z, W € X(M). O tensor de Ricci é o (2,0)-tensor simétrico definido por
Ricy(X,Y) = traco (V — R(X,V)Y). (2.6)

A curvatura escalar R, da métrica g ¢ definida como o trago com respeito a g do tensor de Ricci.
Isto é,
R, = tryRic,.

Numa carta coordenada (2, ¢) temos

Riemy = Rijpi(da’ A da?) @ (dz¥ Ada') e Ricy = Ryjda’ @ da? (2.7)

onde

Rijiy = Riemy(0;,0;,0k,01) e Rij = g Ripjs.

Além disso,

Rg = ginij. (2.8)

2.1.4 Integragao sobre variedades Riemannianas

Agora abordaremos a integragdo sobre uma variedade Riemanniana. Para isto, faremos algumas
defini¢ées prévias. Um atlas de uma variedade suave M é dito orientado se para quaisquer duas
cartas (4, ¢,) @ = 1,2, com Q1 N Qy # 0, a fungao de transigdo s o @1—1 tem determinante
jacobiano positivo em todo ponto de ¢1(2; N Qs). A variedade suave M é orientavel se possui
um atlas orientado. Dois atlas orientados {(£2;, i)} e {(Aj,%;)} de M s@o equivalentes se para
quaisquer duas cartas (€, ;) e (Aj,¢;) com ;N A; # 0 a fungdo de transicao 1; o @;1 tem
determinante jacobiano positivo. Nao é dificil provar que isto define uma relagao de equivaléncia
sobre o conjunto dos atlas orientados sobre uma variedade M. Existem duas dessas classes de
equivaléncia. Escolhendo uma dessa duas classes de equivaléncia definimos uma orientagao sobre
M, neste caso M é chamada orientada. Diremos que a variedade Riemanniana (M, g) esta orientada
se M é orientada.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana m—dimensional orientada, e A = {(, ¢;) }ier um
atlas de M compativel com a orientacao. A m—forma de volume v, induzida por g é definida na

carta (€2, ) € A por
vy = /det(gij) dzt Adx* A - A da™,

(de* Nd2® A - Ada™)(Xq, ..., X)) = det(ai;), aij = da'(X;), X; € X(M).

onde

vy ¢ independente da carta e portanto globalmente definida. Com efeito, dada outra carta
qualquer (A, ) € A, tal que QN A # (), denotaremos por {81}?:;1 o referencial de TM sobre A e
por {dy'}", seu referencial dual. Seja v, = +/det(g;j) dy' A dy? A --- A dy™, onde g;; denota as
componentes da métrica g na carta (A, ). Observe se que

9; = 0j(m° 0 ©)ds e dy’ = dy(n! o 1p)da®,
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onde /. j =1,...,m, denota a j—ésima projecdo sobre R™. Sejam A = (Az), B = (Bf) com
Al =gl o) e Bl =9 oy), i,j=1,...,m.

Entao

Gij = AfA;grs-
Assim |§| = |A|?|g|. Portanto, sobre Q2N A

Oy = +/det(Gi;) dy' Ady? A --- Ady™ = |Al\/det(gij)|Bldzt Adz® A - A de™ = v,

pois |A| > 0 e |A||B| = 1.

Uma familia de abertos {€;};c; com M = U;c/€Q; é localmente finita se todo ponto p € M
possui uma vizinhanca Q tal que QN Q; # (0, i € I, apenas para um ntmero finito de indices. O
suporte de uma funcao f : M — R, denotado por supp f, é o fecho do conjunto dos pontos onde
[ ¢é diferente de zero. Dado um atlas de M, {(€, ¢;)icr}, diremos que a familia (2}, ¢;, ®j)jcs €
uma parti¢do da unidade subordinada ao atlas {(2;, p;)icr} se

a) Para todo j, o; > 0 e suppa; C ;.
b) A familia {Q;},cs é localmente finita.

c) > aj(p) =1, para todo p € M.
JjeJ

d) (9, ¢j),c; ¢ um atlas de M.

Pode se demostrar que dado um atlas qualquer {(€2;, ;) }ier de M, existe uma partigao da uni-
dade (£2;, ¢;, ;) jes subordinada a (£, v;)icr- Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada,
f: M — R uma fungdo continua com suporte compacto, e {(€2;, ¢;) }icr um atlas de M compativel
com a orietac¢do. Definimos a integral (integral de Lebesgue) de f como

_ , 0wl
/MfUQ—Z/(P(Qj)(O‘J\/Ef) ¢ dx,

jeJ

onde (€2, ¢j, a;)jes € uma particdo da unidade subordinada a {(£2;, ¥;) }icr, € da denota o elemento
de volume de Lebesgue em R™. Nao é dificil provar que tal defini¢do ndo depende da escolha do
atlas {(, i) }ier € a particdo da unidade (9, ;, a;j)jes. Assim, a aplicagao f — [, fv, define
uma medida de Radon positiva e a teoria da integracao de Lebesgue pode se aplicar.

2.1.5 Variedades com bordo

Agora exprimiremos uma primeira generalizacdo do conceito de variedades, as variedades com
bordo. Denotaremos por H™ o semi-espaco superior fechado

H™ = {(z},...,2™) € R™|z™ > 0},

com a topologia induzida do R™. Os pontos (z!,...,2™) € H™ com ™ > 0 sdo chamados pontos
interiores de H™, e os pontos com z" = ( s@o chamados pontos do bordo de H". Estes dois
conjuntos serao denotados por H™ e OH™, respectivamente.

Uma variedade topoldgica m—dimensional M com bordo é um espago topolégico Haussdorft,
segundo contavel tal que cada ponto possui uma vizinhanga aberta homeomorfa & um subconjunto
aberto de H™. O conceito de atlas de classe C* se define de forma anéloga ao caso das variedades
m—dimensionais. Uma variedade m—dimensional com bordo de classe C*, k € N, é uma variedade
topologica m—dimensional munida de um atlas C*—completo. Um ponto p € M é chamado um
ponto interior se para alguma carta (2, ¢), o ponto ¢(p) € um ponto interior de H™. Similarmente,
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p é um ponto do bordo de M se ¢(p) é um ponto do bordo de H™. Pode se mostrar que os conceitos
de ponto interior e ponto do bordo de M sao bem definidos. Detoremos o conjunto dos pontos do
bordo de M por OM e por M o conjunto dos pontos interiores. Note que M = M — OM.

Proposicao 2.2. Seja M uma variedade m—dimensional com bordo de classe C*. Entdo OM é
uma variedade (sem bordo) (m — 1)—dimensional de classe C*. Além disso, M é orientavel se M
é orientavel.

Dada uma variedade com bordo M e p € M. Dizemos que um vetor tangente X € T,M é um
vetor interior se X, ¢ T,0M e existe um ntmero real positivo € e uma curva c : [0, [— M tal que
¢(0) = p, ¢(]0,¢]) C M, e ¢(0) = X,,. Um vetor X, € T,M é dito exterior se —X,, ¢ interior. Um
campo de vetores ao longo do bordo M é uma fungao X : 0M — T'M tal que X (p) € T,M, para
todo p € OM. Um campo de vetores ao longo do bordo ¢ dito tangente se X, € T,0M C T,,M, para
todo p € OM. Um campo de vetores ao longo do bordo é chamado exterior (interior) se para todo
p € OM, X, é um vetor exterior (interior).

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientédvel com bordo. A restricdo da métrica g ao
bordo M induz uma métrica Riemanniana sobre M, vamos denotar tal métrica também por g.
Um campo de vetores X ao longo do bordo é dito normal, com respeito a g, se g(X(p),V) = 0
para todo p € OM e todo V' € T,0M. Um campo de vetores X é chamado unitario se X (p) tem
comprimento um, para todo p.

Proposicao 2.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada, com bordo. Entao existe um
dnico campo vetorial normal unitario exterior ao longo do bordo.

Dada a variedade Riemanniana orientada (M, g), denotaremos por 79 o campo normal unitario
exterior & M , com respeito & g. Quando nao houver risco de confusdo usaremos 7 no lugar de n9.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta orientada com bordo, e f : M — R uma
fungdo de classe C2. O Laplaciano A, f de f é definido por

Agf = —trgVQf = —tryHessy.
Numa carta coordenada (2, ) temos
Agf = =970 f = T5;05 ).

Dadas u,v € C%(M), temos a seguinte formula de integracio por partes

/vAguvg—/ (Vu,VU>Ug—/ U@Jg,
M M om 0N

onde o, denota a (m — 1)—forma de volume sobre M induzida por g, (,) é o produto interno para
1—formas induzido por g, e a derivada normal exterior de u, %;’ é definida por

—-(p) = dup(n(p)), para cada p € M.

A segunda forma é o (2,0)-tensor simétrico definido por
II,(X,Y)=g(n,VxY), X,Y € X(0M). (2.9)
A curvatura média H, do bordo OM, calculada respeito a normal interior, ¢ definida como sendo

1
Hy = ————try II,. (2.10)

Em coordenadas locais,

1
H, = —mgaﬁﬂm g =1(04,05) e «a,f=1,....m—1. (2.11)



2.1 GEOMETRIA RIEMANNIANA 13

2.1.6 Mudancgas conforme

Nesta se¢ao vamos estabelecer a relagdo entre as curvaturas de duas métricas conformes. Re-
lembremos que:

Definigao 2.1. Duas métricas Riemannianas sobre M, § e g, sdo ditas conforme se existe uma
fungao positiva ¢ € C*°(M) tal que

- _4
g=¢m1g. (2.12)

A classe conforme [g] de g ¢é a classe de todas as métricas conformes a g.

Seja M uma variedade m—dimensional, no restante desta secao g denotard uma métrica Rie-
manniana sobre M e § uma métrica conforme a g, como em (2.12). A seguinte proposigao estabelece
a relagao entre as conexdes Riemannianas de g e g.

Proposicao 2.4. Dados X,Y € X(M) temos
- 2 B
VAY = V&Y + o7 (d P(X)Y +dp(Y)X — g(X, Y)gradg<p>, (2.13)

onde grad ¢ denota o campo de vetores dual, com respeito a g, da 1—forma dyp. Isto &, grad,p € o
campo de vetores definido por

dey(X) = g(gradye(p), X), pe M, X € T,M.
grad, o é chamado o gradiente com respeito a g de .

Demonstracdao. Denotaremos por r ﬁj e Féj os simbolos de Christoffel das conexdes VI e V9, res-
pectivamente. Entdo, num sistema coordenado, da equagao (2.3) temos

T, = g (3j§z‘s + 0igsj — 3sfh'j>

4 s 4 4 4
=¢ m2g <3j ©m=2gis + 0 =2 gsj — Os 90’”‘291']')

s gls 4 =180V 0 . o .
= m2g {m_290 2 ((3J</ﬁ)g@s+ (9i)gs; (assﬂ)gu)
4
+ pm=2 (ajgis + 0igsj — asQij) }
4
= 20 + msﬁ_l (55 ;¢ + 0 Ditp — gij(grad,y)! 90)» (2.14)

onde (gradg)l ¢ denota a [ — ésima componente do campo gradiente grad p. A proposicao segue da
equagao acima. O

A proposicao seguinte fornece as férmulas para calcular as componentes do tensor de Ricci,
Ricg, em termos das componentes do tensor Ric,.

Proposigao 2.5. Sejam 1 <1i,j < m. As componentes Rij do tensor de Ricci, Ricg, sao dadas por

Rij = Rij +

p— 2<p*2((m —4)0ip0jp — (m — 2)p0;05¢ + (PAgp + \gradgg0]2)gij), (2.15)

onde as [7;; denotam as componentes do tensor Ricg.

Demonstra¢ao. dado um ponto p € M e um sistema de coordenadas normais, com respeito & métrica
g, de M em p, temos que
Rij = 0,15 — 0; T, (2.16)
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Da equagao (2.14) segue

- 92
O Ffj = 0Ok (Ffj + ———p ! (5;“ Dip + OF 0 — gijgradk ga))

m—2
2 _
=0 Ffj + p— 28kg0 ! ((5;“ Dip + oF Ojp — gijgradk (p)
2
=0T}, — —td 2(0n ) (85 Oip + 0F 050 — gijgrad® o)
2 4 _
+——p ! (55 i + 07 i + ——— 0 9ij () grad®o — gi; (01 g**) 05
m—2 m—2
+ g 0,0y 90))
2 2 _
= 0O Ffj El—14 2 (2@4,08,-@ - 8k<p(gradkg0)> + i ! (2@&-@ - gz-jgkkak@kg0>
onde na terceira e quarta igualdade temos usado que (em p)
0 =0, D191y = ———— ¢ gudp, © D,g7 = —g" 0,00 = —— o lgU0,p
v9ij v OvYij m_9 ij Oy P gl vsr = 5 7P
para i,j,v =1,...,m. Além disso, -
g7 =gij =0, j#u.
Também (em p)
- 2 .
o,T%, = o, (rg?k + = (0K 050 + Sk Do — gkj(gradkgo))>
2m
k —
= (%ij + 7771 — 2(% <Lp 18j(p>
2m 2m
k -2 -1
= Ol — m_2% dip 0jp + % 9i0;-
Logo
N - _ 1 2
(06T — OiT%) = (0u T — 0: T%,) + 2 2((91'@3]'%0 A—t |grad, | )
_ 1
—9p ! (aiajga + —gijgk’“akakap>. (2.17)
m— 2
Agora, como f‘gt =0 (em p), entao
2 _
Iy = T _9o? 1(523330 + 0.0pp — gstgrad”go).
Logo,
dm _ 2
ki 2
Il = (m — 2)290 <28z'903j<P — gij |grad | )7
¢ 4
_ 2
Ffll“ggj = mgp 2<(m +2)0;005¢ — 29ij ‘gradggo‘ )
Portanto,
4 _ 2
<Fllzlréj - Fflrij) =3¢ 2(@‘803]'90 — gij |grad o] ) (2.18)
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Assim, das equagoes (2.16), (2.17) e (2.18) temos que (em p)

~ 2 _ 2 2 _
Ri; = Rij + p—14 2((771 — 4)0ip05¢p + gij |grad, | ) 1 ! (aiaj‘P + 99" OO

— 2g;j07" \gradg¢\2>

2
= Rij+ ——— ¢ ((m = 9)9ipdjp — (m = 2)90idjp + (pAg¢ + |aradyel*)gis).

Uma consequéncia de (2.15) é o seguinte corolario

Corolario 2.1. Sejam M uma variedade m—dimensional suave, g e g duas métricas conforme sobre
4 -
M, com g = pm-2g. Entao

2

Demonstragao. De (2.8) e (2.15) temos

Ry = 3" Ry
_ g 2 1A 2, 1)0500 0;0
=@ g Ry 0 0B+ e ((m— )0ipdjp — (m — 2)p0;0;p

+ Gij ‘gradggO’Q))

__4 2m _
=p ™2 (Rg"‘m_SO Ay +2¢ 1A9<P)

2
= (B + e )
_4(m—-1) _(mi2) (m—2)

“mop " (Bop+ Am—1) oRy).

O

Finalmente se M é uma variedade m—dimensional com bordo, entdo podemos expressar a
curvatura média do bordo 0M, calculada com respeito a normal interior induzida por § em termos
da curvatura media do bordo calculada com respeito & normal induzida por g. Com efeito,

Proposigao 2.6. Sejam M uma variedade m—dimensional suave com bordo, g e g duas métricas
4
conforme sobre M, com § = ¢m—2g. Entao

Hg = (m _ 2)(,0 2 (8779 + 9 (pHg> . (220)

Demonstragao. De (2.11) segue se

1 o
-~ —— ~ ~ g g
Hy (m_l)trg((X,Y)—w(n,VXY)), X,Y € TOM.

Agora, como 1 = g(n9,n9) = 9(90$n§,90#77§), entao n9 = cpﬁng. Logo da equagao (2.13)
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temos
1 L
Hy = —— 1trg<(X,Y) (1, V‘;(Y))
1 =4 2 2 Oy
- pmorgr, (XY m—2( IVIY) - o lg(X,Y —)
—hd rg<( ) —em2 (9, VXY) — ——— 07 g( )ang
=2 2 —m 390
g m—2H m—2
90 g + m — 2)90 ang
2 _m -
(m —2) on9 2

2.2 Analise Funcional

No decorrer desta tese consideraremos espagos vetoriais reais. Sejam E, F espagos de Banach,
isto é, espagos vetoriais normados completos. Relembramos que T € L(E,F) se T é linear e limitado
no seguinte sentido

Tx
Sup{HHHH‘ r€eE 750} < 00.
T
Note que a norma do numerador é a norma de F e a normado do denominador é a norma de E.
Equivalentemente, T € L(E,F) se e s6 se T ¢é linear e continuo. Dado T € L(E,F), denotamos por
IT|| o namero

T
IT|| = sup{w .z cEx o}. (2.21)
x
Nao é dificil provar que (2.21) define uma norma sobre L(E,F), chamada norma uniforme ou
norma do supremo. Além disso, £(E,F) com a norma uniforme é um espago de Banach. No caso
F = R, chamamos ao espaco E* = L(E,R) espago dual de E.
Uma fungao f : E — F é diferenciavel no ponto e € E se existe T, € L(E,F) tal que
|l flet+h) = fle) = Tehl| _

lim

0.
h—0 HhH

Neste caso denotaremos df. := T.. Dado um subconjunto aberto U C E, diremos que f é diferen-
ciavel em U se ¢ diferencidvel para todo e € U. f € C1(U,F) se a fungdo df : U — L(E,F) dada
por

df(e) = df€7

¢ continua. Se a funcdo df : E — F ¢ diferenciavel em U, denotaremos por d?f sua diferencial.
Isto &, d2f(e) = d(df)e, e € U. Em geral, dado k € N, definimos

d**f(e) == d(d*f)., eeU,

se d ¥ f ¢ diferenciavel em U. Dizemos que f € C*(U,F) se d* f & continua. Finalmente, f € C*(U, F)
se f € C*(U,F) para todo k € N.
Se f € C%(U,F), entdao d?f., e € U, é um operador bilinear simétrico. Isto &,

d?fo(u,w) = d*fo(w,u) paratodo wu,w € E.

2.2.1 Teorema da funcao implicita

Umas das ferramentas analiticas mais importantes para o estudo das solugoes de um problema
nao linear do tipo
F(.ﬁ,y) =0, (222)
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onde F' é uma funcao F : U xV — Z com X, Y, Z espacos da Banach, U e V subconjuntos abertos
de X e Y, respectivamente, é o seguinte teorema da funcao implicita

Teorema 2.2. Seja F € C*¥(U x V,Z), k > 1, onde Z é um espaco de Banach, U e V sdo
subconjuntos abertos dos espagos de Banach X e Y, respectivamente. Suponha que F(zg,y0) =0 e
a derivada parcial DyF(zo,y0) € invertivel. Entao existem vizinhangas abertas © de zg em X e A
de yo em Y e uma fungao g € C*(0, A) tal que

i) F(z,g(x)) =0 para todo z € ©,
ii) F(z,y) =0, com (z,y) € © x A, implica y = g(z),
iii) dg, = —[DyF(z,g(x))]"! o D,F(z,g(x)) para todo = € ©.

2.2.2 Operadores de Fredholm

O proposito desta secdo é apresentar alguns aspectos bésicos dos operadores de Fredholm.
Os operadores de Fredholm sao uma classe especial de operadores entre espagos de Banach que
desempenham um papel importante no nosso trabalho. Dado T € L(E,F), com E,F espagos de
Banach, denotamos por KerT e ImT o espaco nulo e a imagem de T. Isto é,

KerT ={e € E: Te=0} e ImT ={Te:e € E}.

Se ImT é um subespago fechado de F entdo definimos a condimensao de ImT, denotada por
Codim ImT, como a dimensao do espago quociente F/ImT. Dizemos que o operador T € L(E,F) é
Fredholm se

a) KerT tem dimensao finita,

b) ImT é um subespago fechado de T, de codimensao finita.

Se T € L(E,F) é Fredholm definimos o indice de T por
Ind T = dim KerT — Codim ImT.

Proposicao 2.7. Sejam E,F espacos de Banach e T € L(E,F) um operador de Fredholm. Entao
existem um subespaco fechado V' de E e um subespaco finito dimensional W de F tais que

E=KerT®V e F=ImToeW.

Em particular, o operador sobrejetor T : V' — ImT é um isomorfismo.

A composicdo de operadores Fredholm também é um operador de Fredholm e o indice da
composicao é a soma dos indices dos operadores. Isto é conhecido como o teorema do indice.

Teorema 2.3 (Teorema do Indice). Sejam E,F, Z espacos de Banach, Ty € L(E,F) e To € L(F, Z).
Entao

i) Se Ty e T, sdo operadores de Fredholm entao T, o T também é um operador de Fredholm e
IndTo0T; =IndT; +Ind Ts.

ii) Se Tp 0Ty é um operador de Fredholm, entdao T; é um operador de Fredholm se e s6 se Ty é
um operador de Fredholm.

A seguinte proposigao estabelece que uma perturbagdo compacta de um operador Fredholm
segue sendo Fredholm e seu indice nao muda.

Proposicao 2.8. Seja T € L(E, F) um operador de Fredholm. Entdo para cada operador compacto®
K:E — F o operador T 4+ K ¢é Fredholm e Ind (T + K) = Ind T.

40 operador K : E — F é compacto se a imagem de qualquer conjunto limitado de E, por K, tem fecho compacto
em F
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2.2.3 Espagos de Sobolev sobre variedades Riemannianas

Nesta se¢ao introduzimos os espacos de Sobolev sobre uma variedade Riemanniana e apresen-
taremos alguns fatos elementares sobre estes espacos.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Para s inteiro nao negativo, e u : M — R suave,
denotaremos por |V*®u| a norma da sua s—ésima derivada covariante V*u, induzida pelo produto
interno sobre I'*(M) = I'j(M). Numa carta de M, de (2.2) temos

(Vou? = ghit .. gds (Vo) i, (Vo). .-

Dado um inteiro nao negativo s, e p > 1 real, seja
(M) = {u c COO(M)(/ IViuPu, < oo, j=0,... ,3}.
M

Note que quando M é compacta, entdo €5 (M) = C>°(M), para qualquer s e qualquer p > 1. Para

u € €§(M) definimos
8 , 1/p
follg =32( [ 197 )
j=0 M

Dada uma variedade Riemanniana (M, g), um inteiro ndo negativo s, e p > 1 real, o espago de
Sobolev H} (M) ¢ a completagao de € (M) com respeito & [| - || us. Observa que Hg(M) =L,(M).
Na definicao do espaco H]“;(M ), de fato, podemos usar outras normas equivalentes. Por exemplo,

poderiamos usar
s 1/p
(Z /M\Vju|1’ug> : (2.23)
j=0

Quando p = 2, H5(M) é um espaco de Hilbert® , e a norma (2.23) é induzida pelo produto interno

(u,v) = (VIu, Vi) vg.
>,

Por simplicidade escreveremos H*(M) para o espaco de Hilbert H5(A).

Na defini¢ao do espag Hj (M) fazemos uso da estrutura Riemanniana sobre M, consequente-
mente, espera-se que uma mudanca de métrica altere este espago. Mas, para variedades compactas
temos

Proposigao 2.9. Seja M uma variedade compacta. Entao H;(M) independe da métrica.
Seja D(M) o espago das fungdes u € C*°(M) com suporte compacto em M.

Teorema 2.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa. Entéao © (M) é denso em HJ (M)
para qualquer p > 1.

Agora exporemos os teoremas de inclusdo de Sobolev para variedades compactas.

Teorema 2.5 (Teorema de inclus@o de Sobolev). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana m—dimensional,
compacta. Entao, para quaisquer dois niimeros reais 1 < ¢ < p e quaisquer dois inteiros 0 < r < s

i) Se % = % - (S;mr), entdo H3(M) ¢ incluido continuamente® em H,(M). Em particular, para
qualquer real g € [0,m[, H}(M) ¢ imerso continuamente em Ly,(M), com 1% = % -1

®Um espaco de Hilbert H é um espaco vetorial munido de um produto interno (-,-), tal que H é completo com
respeito & norma |h|*> = (h,h), h € H.

5Dizemos que o espago vetorial normado (E, | - |g) é incluido continuamente no espaco vetorial normado (F, | - |¢)
se E C F e existe uma constante C' > 0 tal que |z|r < C|z|e para todo z € E.
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ii) Se % < (S;Lr), entdao Hy(M) ¢ incluido continuamente em C"(M).
iii) Se % < L2 e (0,1), entdo Hi(M) é incluido continuamente em C*(M), onde C*(M)
denota o espaco das fungoes continuas u : M — R para as quais a norma

~ [u(y) — u(a)|
Jull e = s ute)| + s

I

¢ finita. Aqui d, denota a distancia associada a g.

Agora discutimos a propriedade de compacidade das inclusoées de Sobolev. Dados dois espagos
vetoriais normados (E, |- [g) e (F,|-|f), com E C F, relembramos que a inclusdo de E em F é dita
compacta se subconjuntos limitados de (E, |- |g) tém fecho compacto em (F, |- |f). Isto implica que
sequéncias limitadas em (E, |- |g) tém subsequéncias convergentes em (F,| - |f). Claramente, se a
inclusao de E em F é compacta, entao também é continua.

Teorema 2.6 (Teorema de Rellich-Kondrakov). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana m—dimensional
compacta.

i) Para quaisquer inteiros r > 0 e s > 1, e quaisquer nimeros reais ¢ > le 1 < p < m"jcéq,

inclusao de H;™*(M) em HT( ) é compacta. Em particular, para qualquer real ¢ € [1,m| e

qualquer p > 1 tal que > = — i a inclusao de H! ¢(M) em L, (M) é compacta.

ii) Para qualquer ¢ > m, e qualquer a €]0,1] tal que (1 — «)g > m, a inclusao de Hé(M) em
C*(M) & compacta. Em particular, a inclusdo de H} (M) em C°(M) é compacta.

Existe uma versao dos teoremas (2.5) e (2.6) para variedade com bordo. Mais precisamente;

Teorema 2.7. Seja M uma variedade m—dimesnional compacta com bordo. Entao

i)

> % —n) r) > 0, entdo Hy(M) ¢é incluido continuamente em H}(M). Em particular, se

1
p
> > 0, entao Hy (M) é incluido continuamente em L, (M).

Se
151
P=aq
Se

i)
iii) Suponha que é certa a desigualdade estrita em (i) e (ii). Entdo as inclusdes de H(M) em

H,(M) e L¢(OM), respectivamente, sdo compactas. Além disso, as seguintes inclusoes sao
continuas:

% > —1(% — ), entdo Hy(M) é incluido continuamente em L ¢(9M).

iv) H¥(M) c C"(M), se s — 2 > r, r inteiro. Aqui C"(M) denota as fungoes de classe C" até o
bordo.

v) HZ(M) CC¥M),se0<a<l,em<p(s—a).

Finalmente queremos exprimir que os espagos de Sobolev H;’;(M ) podem ser generalizados para
o caso em que s é um real qualquer. Para uma definigdo e propriedades dos espagos H*(M) com s
real, pode se consultar o capitulo 4 em |[Taylor , 2011a| ou capitulo 1 em [Lions e Magenes , 1972].
Para o caso do espacgo H;(M ), com p inteiro positivo e s real sugerimos ao leitor as referéncias
citadas em [Lions e Magenes , 1972].

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Dada u € C'(M) podemos
definir

yu = ulan- (2.24)

Teorema 2.8 (Teorema do trago). Para todo s > %, existe um tnico operador continuo
v HS (M) —s H*™3(OM),

tal que yu = u|gyps para toda u € C1(M).
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2.2.4 Variedades de Banach

Falamos das variedades com bordo como uma generalizacdo do conceito de variedade, agora
exporemos outro tipo de generalizagao: as variedades de Banach.

Sejam E um espago de Banach, M um espago topoldgico. Dizemos que M é uma variedade de
Banach de classe C*, modelada por E, se existe um recobrimento aberto {Uy} de M e uma familia
de fungoes {p,} com as seguintes propriedades:

1) pa(Uy) é aberto em E e ¢, : Uy — @0 (Uy) € um homeomorfismo.

ii) Se Uy, NUg # 0, entéo a fungao de transicao
Pa © 90,(;1 : (Pﬁ(UOc N Uﬁ) — (Poc(Ua N UB);

¢ de classe CF.

Os pares (Us, pq) sdo chamados cartas de M, e a familia {(Us, pq)} um atlas de classe C*.
Diremos que M é uma variedade de Banach suave ou simplesmente uma variedade de Banach se as
fungao de transigao sao de classe C*°. Os conceitos de diferenciabilidade, vetor tangente, e espago
tangente, definidos anteriormente, se definem analogamente no caso de variedades de Banach. Uma
atencao especial deve ser dada a definicao de subvariedades, devido ao fato que subespacos fechados
de um espaco de Banach de dimensao infinita podem nao ter complementar fechado no espago.

Sejam M uma variedade de Banach modelada no espago de Banach E e E;, i = 1, 2, subespagos
de Banach de E tais que E = E; @& E3. Um subconjunto N C M é chamado uma subvariedade de
Banach de M, se para todo p € N, existe uma carta (U, ¢) tal que ¢ da um isomorfismo de U com
um produto Uy x Uy C E1 X Eo, com U; aberto em E;,7 = 1,2, de tal forma que

QO(UQN) =U; x {62},

para algum ey € Eo. Claramente, se w1 : E; x E; — E; denota a projecao sobre o primeiro fator,
entdo (UNN, m op) é uma carta de N. Isto permite dar & N uma estrutura de variedade de Banach
modelada por E;. Com esta estrutura temos:

Proposigao 2.10. Seja f: M — Z uma funcao entre variedades de Banach suaves. Se N C Z ¢é
uma subvariedade de Z tal que f(M) C N, entdo f ¢ diferencidvel se e s6 se a fungdo f: M — N,
dada por f(p) = f(p), p € M, é diferenciavel.

Exporemos agora dois critérios para construir subvariedades. Precisaremos de algumas defini¢oes
prévias. Uma funcdo f : M — Z de classe C* entre variedades de Banach é dita uma submersao
se para todo p € M a diferencial df, : T)M — Ty, Z ¢é sobrejetora e seu kernel, Kerdf,, ¢
complementado em T}, M. f é chamada uma imersao se para todo p € M a diferencial df, é injetora
e Imdf, é um subespago fechado e complementado de Ty, Z.

Proposicao 2.11. Seja f : M — Z uma funcao de classe C* sobre variedades de Banach suaves.

i) Se f é uma submersdo, entdo para cada z € Z, N = f~!(z) é uma subvariedade de M de
classe C*. Além disso, para todo p € N, T,N =~ Ker df,.

ii) Se f ¢ uma imersdo, entdo para todo p € M existe um aberto U C M, com p € U, tal que
f(U) C Z é uma subvariedade de Z de classe C*.

Sejam M e Z variedades de Banach suaves, um fibrado sobre M com fibra (tipica) Z é uma
variedade de Banach suave W junto com uma funcao suave m : W — M, satisfazendo a condigao
de trivializacao local: Para cada p € M existe um aberto U C M, com p € U, e um difeomorfismo
¢: 7 Y (U) — U x Z (chamado uma trivializacio local) tal que 7 = 71 0¢, onde 71 : U x Z — U
é a projegao sobre o primeiro fator, isto é, m(z,2) = x, (z,2) € U x Z. A fibra em p, denotada por
Wp, € o conjunto 771(p) o qual é difeomorfo & Z para cada p € M.
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Embora, localmente, um fibrado W seja um produto, U X Z, isto pode nao ser verdade global-
mente. O espaco W & chamado espaco total, M o espaco base e 7 a projecao. As vezes podemos
nos referir a um fibrado dizendo: Seja 7 : W — M um fibrado suave. Um tipo especial de fibrados
sao os fibrados vetoriais no qual a fibra Z é um espaco de Banach e as trivializagoes locais induzem
uma estrutura linear bem definida sobre W), para cada p € M. Mais precisamente temos: Sejam
M uma variedade de Banach suave e E um espago de Banach, um fibrado vetorial sobre M é um
fibrado suave m : W — M com fibra E tal que:

a) Cada fibra W, tem estrutura de espaco de Banach.

b) As trivializagoes locais ¢ : 71 (U) — U x E sdo tais que 72 o @|yy, ¢ um isomorfismo linear
para cada p € M, onde ma(x,e) =e, (x,e) € U x E.

c¢) Dadas duas trivializacdes ¢; : 7~ H(U;) — U; x E,i = 1,2, tais que U; N Us # (), entdo para
cada p € Uy N Us a funcao ¢1w, o cbg];‘,lp : E — E é um isomorfismos de espagos de Banach,
isto ¢, linear, continuo e bijetivo. Além disso, a fungdo Uy NUz > p — ¢1|w, © ¢2’17VL €
L(E) := L(E,E) é suave.

O exemplo mais importante de fibrado vetorial é o fibrado tangente T'M = UpenT,M. Se W
é um fibrado vetorial sobre M o fibrado dual W* é o fibrado cujas fibras sao os espagos duais das
fibras de W:

W= {(p. ) If € W3},

Sejam 7; : W; — M; fibrados suaves sobre M;, i = 1,2. Um morfismo de fibrados de classe C*
& um par de funcdes (F, f), onde F : Wi — Wy e f : My — My sio funcdes de classe C* tais que
m o F = fom. Quando My = M = My, diremos que F' : W7 — W5 é um morfismo de fibrados
se (F,Idys) é um morfismo de fibrado. Aqui Idy; denota a fungao identidade sobre M.

Sejam 71 : Wy — My e wo : Wo — M fibrados suaves. Dizemos que w1 : Wi — M é um
subfibrado de g : Wo — M3 se existe um morfismo de fibrados suave (F, f) tal que F' : W; — Wo
e f: My — M> sao imersoes.

Finalizamos esta secao expondo un teorema da funcao implicita sobre fibrados formulado por
Lima, Piccione e Zedda em [Lima et al. , 2012]. Dados os fibrados m; : W; — M;, i = 1,2, e um
morfismo de fibrados de classe C', F : Wi — Wy , a derivada vertical de F no ponto e € W é a
funcao linear

d’UET‘F<e) : TEWLe — TF(G)WZF(&)’

dada por a diferencial da restrigao F'lw, , : W1 e — Wa p(e), onde Wy, = Wfl(m(e)) C W7 denota
a fibra de Wy que passa por o ponto e, e Wy p(o) = 75 (ma(F(e))) C Wa é a fibra de W que passa
por F(e).

Proposigao 2.12. Sejam w; : W; — M, i = 1,2, fibrados suaves, F' : W; — W5 um morfismo
de fibrados de classe C*, k> 1, s : U ¢ M — W, uma secao local de classe C*, onde U é um
subconjunto aberto de M tal que zo € U, s(xg) = e, e seja e; € F~1(ey). Assuma que a derivada
vertical dyerF'(e1) é um isomorfismo. Entao, existem um aberto V' em Wj com e; € V tal que
U' =7 (V) CU, eumasegio §: U — Wi com 5(xg) = eq, tal que e € VN F~1(s(U)) se e s6 se
e e s(U).
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Capitulo 3

Teoremas de Bifurcacao

Neste capitulo vamos expor, brevemente, alguns teoremas gerais sobre bifurcacao que desem-
penharam um papel importante na prova do teoremab.1 o qual é uma das ferramentas principais
na obtengao dos objetivos desta tese. As referéncias basicas deste capitulo sao |[Lima et al. , 2012],
[Smoller e Wasserman , 1990|, [Ambrosetti e Prodi , 1993| e [Kielhofer , 2004].

3.1 Bifurcacao: Aspectos gerais

A estrutura do conjunto solucdo de uma equagao funcional ndo linear, em geral, é muito com-
plicada, portanto, torna-se conveniente observar quando é possivel obter novas solugoes, numa
vizinhanga de uma dada solugao, através de pequenas perturbacoes. Uma forma de fazer isto, é
encontrando ou introduzindo um paradmetro 7 e estudando uma equacao da forma

F(r,u) =0, (3.1)

a qual possui uma solugao fixa para todos os valores do parametro. Um fato interessante é quando
existe um ramo de novas solugoes da equacao (3.1) em correspondéncia com algum valor do paré-
metro. Isto é o objeto da teoria da bifurcagdo. Mais precisamente; dados os espagos de Banach E,Y
temos interesse em estudar equagoes do tipo (3.1), onde F' : R x E — Y & uma funcdo de classe
C? tal que

F(r,up) =0, (3.2)

para todo 7 € R e algum uy € E. Se vale (3.2) temos que para todo 7, u = ug é uma solugao de
(3.1). Chamaremos esta de solugao trivial. Por simplicidade vamos supor ug = 0.

Pode acontecer que para algum valor do parametro 7 exista uma ou mais solugdes de (3.1)
as quais ramificam se da solugao trivial. Este valor do pardmetro 7 é chamado um instante de
bifurcagao de (3.1). Mais propriamente, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.1. Dizemos que 7* é um instante de bifurcacdo para F'(ou da familia trivial {(7,0)},cr)
se existe uma sequéncia (7, u;) € R x E, com uj # 0 e F/(15,u;) = 0, tal que

(7j,u;) — (77,0)
A seguinte proposicao é consequéncia direta do teorema da fungao implicita

Proposicao 3.1. Se 7* é um instante de bifurca¢ao para F', entdo a derivada parcial D, F(7*,0) é
nao invertivel.

Quando E=Y e
F(r,u) = tu — G(u), (3.3)

entao

D,F(1%,0) = 7°I — dG).
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Logo da proposi¢ao 3.1 temos:

Proposicao 3.2. Seja F' da forma (3.3). Se 7* ¢ um instante de bifurcagdo para F, entao 7*
pertence ao espectro 3X(dGy) de dGo.

Uma pergunta que surge de forma natural é se a reciproca da proposicao 3.2 é verdade. Isto é,
Se 7 € X(dGy), entao T é um instante de bifurcagao para F?

A resposta a pergunta acima é negativa. Por exemplo, sejam E = R2 =Y, G : E — E definida por
G(z,y) = (z+y’,y —°).
Observe que 7 = 1 é um autovalor de dGy = Idg, mas nao é um instante de bifurcagdo para
F(z,y) =7(z,y) = Gz,y) = (o —z —y*, 7y —y +2°).

Em resumo, o fato de D, F'(7*,0) ser ndo invertivel nao garante que 7* seja um instante de bifur-
cacao para F'. Diferentes critérios para garantir a existéncia de instantes de bifurcacao encontram
se na literatura, mais adiante apresentaremos alguns deles.

3.1.1 O método de Lyapunov-Schmidt

A teoria dos operadores de Fredholm pode ser usada para reduzir o problema de dimensao
infinita (3.1) & um problema de dimensao finita.

Sejam X, Y, Z espagos de Banach, U C X; V C Y subconjuntos abertos e F': U x V — Z uma
fungao tal que F' € C(U x V,Z), F(zo,y0) =0, (zo,y0) € U x V. Suponha que a fungao

UxV3(x,y) — DF(x,y) € L(X,Z),

é continua e D, F(-,y9) é um operador de Fredholm. Entao existem subespagos fechados Xg e Zy
em X e Z, respectivamente, tais que

X =Ker D, F(xg,y0) ®Xo e Z=1ImD,F(z9,y0)® Zo.
Esta descomposicao dos espacos X e Z permite definir, naturalmente, as projegoes
P:X—N e Q:Z— Zy,

onde N = Ker D, F(x,y0). O teorema do grafico fechado garante que as mencionadas projegoes sao
continuas. Entao o seguinte método de redugao de Lyapunov-Schmidt é verdade

Teorema 3.1. Existe uma vizinhanca aberta Uy x Vi de (zg,y0) em U x V C X x Y tal que o
problema
F(I‘,y) =0 para («T,y) € Ul X V17

é equivalente ao problema de dimensao finita
®d(v,y) =0 para (v,y) €Uy x V1 C N XY,

onde .
U1=P(U1), v:P(x)7 z e Uy,

ed: (71 X Vi — Zy é continua tal que
®(vo,y0) =0, wvo = Puyo.

A func¢do @ é chamada uma funcao de bifurcagao.
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3.1.2 Operadores gradiente

Os teoremas de bifurcagdo que usaremos neste trabalho sao aplicados sobre operadores gradi-
entes, cuja definicdo e propriedades béasicas exprimimos nesta se¢ao.

Sejam X, Z espagos da Banach, tais que X é continuamente imerso em Z ¢ Z é munido de um
produto interno (-, -). Uma fungao continua G : U C X — Z, onde U é um subconjunto aberto de
X, é chamada um operador gradiente, com respeito a produto interno (-,-), se existe uma fungao
g € CYU,R) tal que

(G(x),h) = dgz(h), paratodox €U, heX.

A funcao g é chamada o potencial de G. Usaremos a notagdo G = grad g, alguns autores usam a
notagao G = Vg.

Se o operador gradiente G : U C X — Z & diferenciavel, entdo o potencial g é de classe C?.
Logo da simetria de d?g segue

Proposigao 3.3. Se o operador gradiente G : U C X — Z é diferenciével, entao a sua diferencial
dG,, = € U, é simétrica com respeito ao produto interno (-, -). Isto é,

<de(h1),h2> = <h1,de(h2)>, para todo x € U, hl,hg e X.

Impondo certa restricao geométrica ao aberto U, pode-se mostrar que a propriedade descrita
na proposicao acima caracteriza os operadores gradiente. Mais exatamente,

Proposicao 3.4. Seja G : U — Z uma funcao de classe C' e suponha que o aberto U C X é
estrelado! com respeito & origem 0 € X. Se dG, é simétrica com respeito ao produto interno (-, -)
para todo x € U, entdao G é um operador gradiente com respeito & produto interno (-, -).

Consideremos F : U XV — Z, com U C X C Z, V C Y, tal que as inclusbes sdo continuas.
Suponha que F atende as condigoes do teorema 3.1. Além disso, vamos supor que F' é um operador
gradiente e para todo y € V a derivada parcial D, F(-,y) é um operador de Fredholm nao linear de
indice zero. Finalmente, assumimos a decomposicao

Z=1ImD,F(xo,y0) ® Ker D, F(x0,yo)-
Esta decomposicao define uma projecao
Q:Z— N,

onde N = Ker D, F(xq,yo). @ ¢ continua sobre Z. Pela continuidade da inclusdo X C Z, a restrigao

de )
Qlx : X — N C X,

também é continua. Denotaremos por P = Q|x. Esta projegao, por sua vez, induz a decomposigao
X=N& (Im D, F(xg,y0) N X),

onde Im D, F'(xg,y0) N X é fechado em X.
Usando estas projegoes, a redugdo de Lyapunov-Schmidt do teorema 3.1 tem a seguinte propri-
edade adicional:

Proposigao 3.5. Seja F' : U x V — Z com as propriedades dadas acima. Entao a funcao de
dimensao finita ® dada pela redugao de Lyapunov-Schmidt do teorema (3.1) também é um operador
gradiente com respeito a v.(O produto interno sobre Z induz produtos internos sobre N C X C Z e
estes produtos internos sao empregados na definicdo de um operador gradiente em ambos casos).

10 subconjuto U C X ¢ estrelado com respeito a origem 0 € X se to € U para todo 2 € U e t € [0, 1].
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3.2 O teorema de bifurcacao abstrato de Smoller-Wasserman

O resultado principal de nosso trabalho é obtido por meio de uma aplicagdo do teorema de
bifurcagao sobre dominios variaveis proposto por Lima, Piccione e Zedda em [Lima et al. , 2012,
Teo. A.2|. O teorema proposto por Lima, Piccione e Zedda é motivado pelo renomado teorema
abstrato de bifurcagao apresentado por Smoller e Wasserman em [Smoller e Wasserman , 1990].

Smoller e Wasserman em [Smoller e Wasserman , 1990 consideram uma familia de operadores
gradiente A — M) de um espago de Banach fixo By em outro espago de Banach fixo By, tais
que By C By continuamente, e uma curva A — uy € By que antende a condigdo M)y (uy) = 0,
para todo \. Entao o seu resultado principal em [Smoller e Wasserman , 1990] estabelece condigoes
suficientes para que num instante \* exista um ramo de bifurcacao, geral ou equivariante, da curva
u). Nas seguintes linhas vamos apresentar, de maneira precisa, este resultado.

Sejam Bs, By espagos de Banach e H um espaco de Hilbert fixado tal que By C By C H, com
inclusées continuas. Seja A C R um intervalo e M : A x By — By um operador de classe C*. Para
cada A € A, denotamos por M) o operador M) : By — By, definido por My(w) = M(\,w), w €
Bs. Sejam {uy} C B uma familia 1-paramétrica continua, satisfazendo M (\,uy) = 0 e Py o
subespago gerado por

{v € Ba|(dMy)y, (v) = pv  para algum g > 0, v # 0}.

Teorema 3.2 (Teorema de bifurcagao abstrato de Smoller-Wasserman). Seja M o operador definido
acima. Suponha que para cada A € A, M) é um operador gradiente, tal que M (0) = 0. Além disso,
assuma que para todo A € A, existe € > 0, tal que

dim Py = dim{v € Ba|((dM))o + €I )(v) = pv, para algum p > 0, v # 0} < oco.
Se existir A\; < A em A, tais que
i) (dMy,)o ¢ nao singular, i = 1, 2.
ii) Py, nao ¢ isomorfo a P,.

Entao existe um Ag € (A, \2) tal que (Ag,0) é um instante de bifurcagdo para a familia

M\ u) = 0.

Como ja mencionamos acima, Smoller e Wasserman em [Smoller ¢ Wasserman , 1990] também
provam uma versao equivariante do teorma de bifurcagao abstrato, mas nao precisaremos dela,
portanto nao discutiremos a dita versao aqui.

3.3 Teorema de bifurcacao sobre dominio variavel

Como ja vimos, o teorema de bifurcagdao abstrato provado por Smoller e Wasserman se aplica
para operadores gradiente M) definidos sobre um espago de Banach fixo By e tomando valores em
outro espaco de Banach fixo By.

Uma configuragao um pouco mais geral foi proposta por Lima, Piccione e Zedda em [Lima et al. ,
2012]. Basicamente os autores consideram operadores gradiente F) definidos sobre subvariedades
de Banach D) de um espago de Banach fixo, as quais variam suavemente, e tomando valores numa
familia de subespacos fechados £, de um espaco de Banach, que variam suavemente com A. Mais
exatamente,

Definicao 3.2. Seja B um espago de Banach. Uma familia de subvariedades de Banach de B,
[a,b] >t — Dy C B, é chamada de familia C' de subvariedades de B, se o conjunto

D = {(v,t) € B x [a,b]| v € D¢},
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tem estrutura de um subfibrado C! do fibrado trivial B x [a,b]. Analogamente, podemos definir
uma familia C! de subespacos fechados de B como uma familia [a,b] > t — & C B de subespacos
de Banach de B tal que o conjunto

E={(v,t) € Bxla,b]|veé&},

¢ um subfibrado do fibrado trivial B x [a, b].

Por exemplo, se f : B x [a,b] — R é uma fungdo de classe C! tal que D, f(u) # 0 para
todo u € f71(0), entdo a familia Dy = {(u, \)|f(u,\) = 0} é uma familia C! de subvariedades
de B. Além disso, se A\ — z) € B é uma curva C' e D = (J,(Dy x {\}) é uma familia C' de

subvariedades de B, com x) € Dj, entao a familia A — T}, By ¢ uma familia C' de subespacos
fechados de B.

Teorema 3.3. Dados By, Bs espagos de Banach e H um espago Hilbertizavel. Sejam [a,b] 5 A\ —
D) C By uma familia C! de subvariedades de Bs, [a,b] > A — £, C By e [a,b] > A\ — Hy C H
familias C' de subespacos fechados de By e H, respectivamente. Seja F' : D — £ um morfismo de
fibrados de classe C'! e assuma que as seguintes hipoteses sdo satisfeitas:

i) A\ — ey € &\ é uma secido C' do fibrado &.

ii) A — dy € Dy é uma se¢ao C! do fibrado D, tal que

F(dx,\) = (ex,A) para todo A € [a, b].

iii) A — (-,-)) é uma familia C' de produtos internos completos em H,.

iv) Existem inclusées continuas By C By C H que induz inclusdes Ty, Dy C €y C H) para todo
A€ [a,b].

v) Para todo A, a funcao F\ = F(-,\) : Dy — &) é um operador gradiente, com respeito a
(), em d.
vi) O operador dF(-,\) : Tg, Dy — & é de Fredholm de indice zero para todo A € [a, b].

vii) Para todo A € [a, b], existe uma base ortonormal, respeito a (-, -)», €7, €3, ... de H) consistindo
de autovalores de dF(-, \).

viii) Os autovalores correspondentes tém multiplicidade finita e para todo A € [a, b], o ntimero de
autovalores negativos de dF'(-, A), denotado por ny, é finito.

ix) Existe \s € (a,b) tal que, para todo € > 0 suficientemente pequeno, temos
o dF (-, A —€) e dF' (-, M\« + €) s@o invertiveis.
b n>\*_€ # n>\*+€'

Entao A, é um instante de bifurcacao para a equagao
F(’)‘) = (‘9)\7)‘)7

isto é, existem sequéncias d,, € By € A\, € [a,b], com d,, € D), para todo n, tais que lim A\, = A,
n——aoo

lim d, =dy,, d, # dy, para todo n, e

n——aoo

F(dn, M) = (ex,, A\n) para todo n.

Nota 3.1. O critério fornecido pelo teorema acima diz que, sob uma condicao local de Palais-Smale,
se dy e dg sao pontos criticos nao degenerados de indice de Morse diferente, entao qualquer curva
de pontos criticos juntando dy e do tem pelo menos um instante de bifurcagao.
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Capitulo 4

Fundamento variacional do problema de
Yamabe

O proposito deste capitulo é expor, brevemente, uma configuracao variacional para o problema de
Yamabe sobre variedades com bordo. As principais referéncias deste capitulo sao [Escobar , 1992b],
[Aubin , 1998], [Escobar , 2002|, [Agmon et al. , 1959], [Lima et al. , 2012] e [Taylor , 2011a].

Escobar em [Escobar , 1992b|, como uma generaliza¢ao do teorema de uniformizacao para di-
mensoes superiores, formula a seguinte pergunta:

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, com bordo e m = dimM > 3. Quando

existe uma métrica conforme § = gpﬁg de curvatura escalar zero, tal que o bordo OM ¢é uma
hipersuperficie de curvatura média constante?

No mesmo artigo, [Escobar , 1992b|, Escobar da diferentes condigoes para garantir a existéncia
de uma tal métrica. Contribugoes de diferentes autores, por exemplo [Marques , 2005, [Marques ,
2007| e [Almaraz , 2010], tém ampliado o tipo de variedades para as quais a resposta a pergunta
feita por Escobar é afirmativa.

Das equagoes (2.19) e (2.20) segue que o problema de Yamabe proposto pelo Escobar ¢ equiva-
lente & encontrar uma solugao positiva ao problema nao linear com condi¢oes de bordo

Agcp +cmpRy =0 em M, (4.1)
ang +dnpHy =d H~cpm 2 sobre OM,
onde ¢, = m ed,, = T_2 Técnicas variacionais sao usadas no estudo do problema nao linear

(4.1). Por exemplo, dado o espago de Hilbert H'(M) = Hi(M) (definido na subsegio 2.2.3) com
produto interno

(p1,p2)m = /M(g(gradgsol,gradng) + @192) vy,

Escobar em [Escobar , 1992b] define o funcional E : H'(M) — R por

m — 2 -2
E(p) = /M (g(gradgso, gradyp) + ngw / Hyp’ o, (4.2)

e prova que pontos criticos de E sob certas restri¢goes sao solugoes positivas de (4.1). Mais exata-
mente,

Proposicao 4.1. Seja E o funcional definido acima. Uma fungao ¢ € HY(M) é um ponto critico
de E sob a restricao
2(m—1)
C—{cpEH |/ p m-2 09—1} (4.3)

se e 80 se ¢ € C®(M), ¢ > 0 e a métrica conforme § = cpm m=2¢g tem curvatura escalar nula e o
bordo OM tem curvatura média, com respeito a g, constante.
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A proposigao 4.1 carateriza as solugdes positivas de (4.1), e portanto as métricas conforme a g
de curvatura escalar zero e curvatura média do bordo constante, como pontos criticos de E sob a
restri¢ao (4.3). Mas para nosso objetivo, precisamos reformular dita caracterizagao.
Do apéndice B temos que
H! (M) = H(M) & HA (M), (4.4)

onde
Ho(M) = {¢ € H'(M)|g]oar = 0},
e HL (M) denota o subespago de H'(M) das fungdes harmoénicas, isto ¢, ¢ € HY (M) se

/Mg<gradgso, grad,¢) v, =0, Ve € HY(M).

E claro que HY (M) é um subespaco de Hilbert de H!(1). Como a inclusio H* (M) < L,(0M),
2(m—1)
m—2

é continua, ver teorema 2.7, podemos definir (M, g) como

2(m—1)
Hl(M,g):{wGHA ‘/ o m=2 O'g—l}
oM

Lembre que a classe conforme [g] de g é definida como

com p =

4
[g] = {g|§ = pm-2g, para alguma ¢ € C°(M), ¢ > 0}, (4.5)

Na seguinte proposi¢ao caraterizamos as métricas na classe conforme de g com curvatura escalar
zero e curvatura média do bordo constante como pontos critico do funcional E, restrito a Hq (M, g).
Além disso, apresentamos uma expressao para a segunda variagao de F.

Proposigao 4.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, orientada, com bordo e di-
mensao m > 3.

i) H1(M,g) ¢ uma subvariedade de codimensdao 1 de HL(M). Além disso, para cada ¢ €
H1(M, g) o espaco tangente T, H1(M, g) de Hi(M,g) em ¢ é dado por

TH(0M.g) = {0 e HA(D)| [ o700, =0}, (4.6)

ii) Suponha que a métrica g tenha curvatura escalar nula. Entao ¢ € H;(M, g) é um ponto critico
4

de E restrito a Hi(M, g) se e s6 se ¢ é suave, positiva e a métrica conforme § = pm-2g tem
curvatura escalar zero e o bordo M tem curvatura média, respeito & §, constante.

Além disso, se faM og=1, Ry =0 e H, ¢ constante, isto ¢, se pg = 1! ¢ um ponto critico de
E restrito a H1(M, g), entao

iii) A segunda variagao dQE% de E em ¢q é dada por

(¢1,¢2) — 2{/M (grad, ¢, grad,¢2) vy — H, / P12 Gg} (4.7)

onde ¢; € HX (M) ¢ tal que [y, ¢iog =0, i =1,2.

iv) Existe um operador (nao limitado) autoadjunto J, : La(OM) — Lo(OM), tal que

Eyo (01, 02) = Q/BM Jg(d1]on) P2 0g,

¢; € HA(M) tal que [, ;0 =0, i =1,2.

!Aqui 1 denota a func¢do constante 1 sobre M
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Demonstragdo. Seja Vg : H\ (M) — R definida por

2(m—1)

V() = /6 o, (4.8)

Claramente V, ¢ suave e sua diferencial em ¢ € HlA(M ) é dada por

(dVy)(0) = Am=1) /(Wgom’fwag, para toda ¢ € Hx (M). (4.9)

m— 2

Note que Hi(M,g) = V,'(1). Logo, para estabelecer (i) é suficiente mostrar que V, restrita a
H1(M, g) é uma submersao. Com efeito, dada ¢ € Hi(M,g) para ¢ = ¢ obtemos

2(m —1 2(m—1 2(m —1
a0 = 2D [ g, 2D s,

portanto (dVy), € sobrejetora para toda ¢ € Hi(M,g). Obviamente Ker (dVy), é complementado
em HL (M) para todo ¢ € Hi(M,g). Assim, V, restrita a H1(M,g) ¢ uma submersio. (4.6) segue
do fato que

Ker (@), = {0 e HAOD| [ o760, =0},

Por outro lado, supondo Ry = 0, ¢ é um ponto critico de E restrito Hq(M, g) se e s6 se
d*Epy(9) / g(grad,ep, grad,¢) vg + s / Hyppog =0, (4.10)
M
para toda ¢ € HX (M) tal que

/ pn-2ho, = 0. (4.11)
oM

Note que (4.10) e (4.11) sdo validas para toda 1) € Hi(M). Logo de (4.4) e (4.10) temos que ¢ é
ponto critico de E restrito a Hi(M, g) se e s6 se

dE,(¢) = /M g(grad, o, grad,¢) v, —|— / Hyppog, =0,

para toda ¢ € HY(M) tal que

/ (pﬁgbag =0.
oM
Portanto (ii) segue da proposigao4.1.
Assuma ¢y = 1 é um ponto critico de E restrito a Hi(M, g). Pelo método dos multiplicadores
de Lagrange existe um escalar A tal que

dE@o (d)) - )‘(dvg)goo (¢) =0,

para toda ¢ € HY(M). Logo de (4.10) e (4.9) temos

[ (T G e =0

para toda ¢ € HY(M). Assim, pelo lema fundamental do calculo das variacoes

(m—1)A  m—2
m-2 2

H,.
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Dada ¢ € Hy (M), com [,,, oy =0, seja E(¢p) : H1(M,g) — R definido por
E(9)(¢) = dEy(¢) = A(dVy)o(9)-
Entdo a segunda variagio d>E,, de E em ¢ restrito a H1(M, g) é dada por
0> By (61, 62) = (dE(61)0 ) (62),
= 2{/M g(grady¢1, grad,¢2) vy + mT_Q /aM Hyp1 204 — W /8M b1 P2 O'g}a

= 2{/M g(grad,¢1, grad,¢2) vy — Hy /8M o1 P2 Jg}a

para toda ¢1, ¢ € HlA(M) tais que faM pr1og =0 = faM ¢2 04. Na terceira igualdade usamos o

(m=DX _ m-2
fato que =~ = "5=H,.

Finalmente, da proposicao B.2 no apéndice B temos

/ g(gradg¢1,gradg¢2)vg=/ Ny(1lon)p2 0.
oM oM

onde N, denota o operador Direchlet-Neumann, ver apéndice B. Logo, de (4.7) temos

d2E@Do(¢1v¢2) = /BMNg(%‘BM)@ og— H, /8M 19204
:/ (Ny(d1lonr) — Hypr)d2 0
oM
:/ Jg(d1]on)d2 04,
oM

onde ¢1, ¢ € Ty Hi1(M,g) e J, =Ny — Hy.

4.1 O operador de Jacobi

Assuma que g é um ponto critico de FE restrito a H1(M, g). Entao, da proposi¢ao4.2 (iv) temos

d? By (1, 02) = /azw Jo(d1lom) 204,  P1, 02 € TypyHi(M, g).

O operador J, = Ny, — Hy é chamado operador de Jacobi. O operador (néo limitado)
Jg : LQ(aM) — Lg(aM),

¢ autoadjunto. Além disso, como a inclusao T, H1(M, g) < L2(0M) &€ compacta e Ny é um operador
de Fredholm de indice zero, ver proposicao B.3, entao J, é um operador de Fredholm de indice zero.
Ainda mais, como no apéndice B, o espaco T, H1(M, g) pode ser identificado com o subespago Vo
de L2(OM) dado por

Vo ={f € Lo(OM)[3¢ € Ty, H1(M,g) tal que Plom = [}
Logo, pode-se mostrar, ver [Taylor , 2011b, pag. 44|, que
Jg(¢’8M) € T@QHI(M79)7 ¢ € TApOHI(Mv g)

Portanto, se Jg : Ty H1(M, g) — Ty H1(M, g) € injetor segue que J,; é um isomorfismo.
Note que o espectro do operador de Jacobi J; coincide com o espectro da fungao Direchlet-



4.1 O OPERADOR DE JACOBI 33
Neumann deslocado por H,. E conhecido que o espectro de Ny coincide com os autovalores de
Steklov, isto é, com as solucoes do sistema

Agp =0 sobre M,
Y= py em OM.

Portanto os autovalores de .J; sao dados por
pr—Hyg<ps—Hg<p3—Hg<...,
onde p; denota o j—ésimo autovalor de Steklov, repetido de acordo a sua multiplicidade.

Nota 4.1. Observe que as autofuncoes de J; coincidem com as autofuncoes de Ny. Além disso,
—H, nao é um autovalor de J; pois o seu dominio nao contem as funcoes constantes.

Proposicao 4.3. Assuma que ¢( ¢ um ponto critico de E restrito a Hq (M, g). Entao

i) O indice de Morse de ¢ ¢ finito. Alem disso, o indice de Morse de ¢ é dado por

max{j € N|p; < Hy}.

ii) Ker(d?E,,) = Ker(J,), e a nulidade de ¢y, denotada por v(g), ¢ dada por

v(g) = dim Ker(Jy).

Demonstragao. Ver proposi¢aob em [Ramirez , 2014]. O

Nota 4.2. Observe que se H; < 0, entao o kernel de J, ¢ trivial.
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Capitulo 5

Bifurcacao no problema de Yamabe

O objetivo principal neste capitulo é provar um criterio para garantir a existéncia de instantes de
bifurcacao para uma familia de métricas, sobre uma variedade compacta com bordo M, de curvatura
escalar nula e tal que o bordo é uma subvariedade de curvatura média constante. Iniciamos o capitulo
expondo a estrutura do conjunto das métricas Riemannianas e continuamos definindo instante
de bifurcacdo no contexto do problema de Yamabe de nosso interesse. Na se¢do 5.1 mostramos
um resultado sobre a convergéncia num ramo de bifurcagao. Finalmente, na se¢dao 5.2 damos um
criterio para a existéncia de instantes de bifurcag@o. As principais referéncias neste capitulo sao
[Clarke , 2010], [Agmon et al. , 1959|, [Lions e Magenes , 1972|, [Taylor , 2011a,b], [Aubin , 1998,
[Lima et al. , 2012| e [Escobar , 2002].

Neste capitulo M denotara uma variedade Riemanniana compacta orientada de dimensao m > 3
com bordo. Dada uma métrica Riemanniana gg sobre M, tal como vimos na se¢dao 2.1 a métrica gg
induz um produto interno e normas em todos os fibrados tensoriais sobre M e a conexao Rieman-
niana V9 associada a gg induz uma conexao em todos os espagos dos campos tensoriais sobre M.
Seja S*, k > 2, o0 espaco dos (2,0)—campos tensoriais simétricos de classe C k sobre M, este espaco
é um espaco de Banach com a norma

[max“v(j)r(p)“]

= Ima
Ilox = max |max

0,...k

O conjunto Met #(M) de todas as métricas Riemannianas de classe C* sobre M ¢ um subconjunto
aberto de S¥, e portanto uma variedade de Banach. O espago tangente T,Met*(M) de Met (M)
em g ¢é identificado com o espaco S¥, para toda g € Met *(M).

Denotaremos por M o subconjunto de Met *(M) dado por

M = {ge Metk(M)‘ /E)Mag: 1}.

Proposicao 5.1. M é uma subvariedade (de Banach) de Met *(1).

Demonstracao. Seja V : Met *(M) — R definida por

V(g) = /aM oy, (5.1)

onde o, denota a forma de volume sobre M induzida por g. Dado que M = V~1(1) o resultado
segue de provar que V é uma submersao, ver proposicao 2.12. Note que V é suave e sua diferencial

é dada por
1

1
dVy(h) = 3 /8M trg(h)og = 3 /aM(h,g}g 04, paratodo h € S*. (5.2)

Aqui try denota o traco de h|gps com respeito & glaas € (-, )4 denota o produto interno induzido por
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glaar sobre todos os espagos dos campos tensoriais definidos sobre M. Para h = g, de (5.2) temos

—1 —1
dVy(h) = mT /8 = (m2)\/olg(8M) > 0.

Portanto dV,; é sobrejetora para toda g € Met *(M). De (5.2) segue que o Ker dV, é o subespagco
de S* dos campos tensoriais h tais que faM trg(h)og = 0. Dado h € S*. denotamos por A\, =

Jons trg(h) o, ~
Vel (o) Entao

h=h— g € KerdV,.

Assim, ) )
h=Ayg+h, com heKerdV,.

Logo Ker dV, ¢ complementado em S*, para toda g € Met *(M). Portanto V ¢ uma submersio. [

Seja [a,b] 5t — g+ € M uma curva suave tal que g; tem curvatura escalar nula e a curvatura
média Hg, do bordo é constante, para todo t € [a, b]. Vamos definir o que é um instante de bifurcacao
para a familia de métricas (g¢):e[a,p)-

Definigao 5.1. Seja [a,b] 5t — g € M uma curva suave como acima. Um elemento ¢, € [a, b] é
chamado um instante de bifurcacio para a familia (g;)¢c[q,5 se existem duas sequéncias (t,,) C [a, b]
e (pn) C HY(M) tais que

a) ¢, € um ponto critico de E restrito a Hi(M, g, ) para todo n.

b) ¢n # 1 para todo n.

)
¢) t, — t. quando n — oc.
d) ¢, — 1 quando n — co em HY(M).

Se t. € [a,b] ndo é um instante de bifurcacio, entdo diremos que a familia (g¢)ye[q,4) ¢ localmente
rigida em t,.

Note que a existéncia de um instante de bifurcacao t, para a familia de métricas (gt)te[a,b] garante
a existéncia de um niamero infinito de classes conformes, numa vizinhanga da classe conforme [gy, ],
com pelo menos duas métricas nao homotéticas de curvatura escalar nula e curvatura média do
bordo constante.

5.1 Convergéncia de um ramo de bifurcagao

Seja [a,b] 3t — g € M uma curva suave tal que g; tem curvatura escalar nula e o bordo OM
tem curvatura média Hy, constante, para todo t € [a,b]. Suponha que t, € [a,b] é um instante de
bifurcagdo para a familia (gt)te[%b}. Nesta se¢do vamos provar que a familia de métricas conforme
(gn) dadas por

In = P0Gt (5.3)
onde (t,) C [a,b] e (p,) C HY(M) sdo as sequéncias dadas na definicio 5.1, converge a g;, em M

sempre que m > 4.

Proposicao 5.2. Seja [a,b] 5 t — g, € M uma curva suave tal que g; tem curvatura escalar nula
e 0 bordo OM tem curvatura média constante Hg,, para todo ¢ € [a, b]. Suponha que ¢, € [a, b] é um
instante de bifurcacao para a familia (g¢)sc(q,p)- Seja (gn) a familia de métricas definidas em (5.3) e
denote por H, a curvatura média do bordo M com respeito a g,. Entao

i) H, — Hg, quando n — oo.
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2(m—2)

ii) Se m > 4, entdo ¢, — 1 em H;(M), para todo inteiro positivo s e p = ==~

iii) Se m > 4, entdao ¢, — 1 em C*(M), para todo inteiro positivo s.

4

Demonstrag¢io. Da proposigao4.2 temos que a métrica g, = @5~ g, tem curvatura escalar nula e
curvatura média H,, do bordo constante para todo n. Logo as ¢, satisfazem o sistema

Ag, ©n=0 em M,
0 _m_ (5.4)
8;2 2 Hy,, on = 252 Huor ™" sobre OM,
onde nt» = p9n. Da integracio por partes em (5.4) temos
2
H, = m 9t (gradgtncpn,gradgmnpn vg, + Hg, <pn Ty, - (5.5)
Como g;, —> g;, na C*—topologia, entdo
Hgtn — Hgt*- (56)
Afirmamos que
/ gt (grad,, ¢n,grad,, ¢n)vg, — 0 quando n — oco. (5.7)
M

Com efeito, note que

Ugtn = ¢nvgt* € O-gtn = wnagt*7

onde v, e ¥, sao dadas numa carta por

ol g _ [l

wn: wn: ~ -
|gt. | |9t.|

Aqui gy, € gi, denotam a restri¢ao de gy, e gi, ao bordo OM, respectivamente. Como g, — g¢, na
C*—topologia, entao 1, — 1 e wn — 1 na C*—topologia. Logo, numa carta (U, ©) de M temos

[ et v, = [ s 220, 5
Note que 1y, ngl ¢ uniformemente limitada, logo de (5.8) temos
Opn Opn
‘/ g, (grad,, on,grad, on)vg, | <C Zl/ ‘ o7 @‘Ugm (5.9)
i.j
para alguma constante C'. Como ¢, — 1 em H!(M) entdo
Opn\2
(%> vg, — 0 quando n — oo. (5.10)
Assim, de (5.9) e (5.10) temos
/ gt (grad,, on,grad,, on)vg, — 0 quando n — oco. (5.11)
U

Como M pode ser coberta por um namero finito de cartas, entao (5.7) segue de (5.11). Por outro
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lado, a continuidade da inclusio H(M) C Ly(OM) implica que

/ ©2 g, :/ Vnl 04, — 1 quando n — +o00. (5.12)
oM oM

Portanto de (5.5), (5.6), (5.7) e (5.12) temos
H, — Hgy , quando n — 0.

A fim de provar (ii) note que v, = @, — 1 satisfaz

Ag,, vn =0 em M,
ov. B _m_ (5.13)
877;:1 M2 Hy on="S2H,0n " sobre OM,

para todo n. De estimativas elipticas padrao, ver [Agmon et al. , 1959, Teor.15.2|, temos

lon = Ll ns ) <

m—2 m—2
C”{\ ~Tg Hawent Ty Hei

i Alen—1  (5.14
ot b Tl = an . 519

onde s é um inteiro positivo, 1 < p = % < 2 e a constante C,, depende s6 de s, a variedade
M, a Lo —norma dos coeficientes do operador eliptico Ay, , a constante de elipticidade de Ay, |
e o modulo de continuidade dos coeficientes de Ay, . Como gy, converge a g;, na C* —topologia
entdo os coeficientes de Ay, ~convergem uniformemente aos coeficientes de Ay, . Assim, em (5.14)
pode se escolher uma constante Cn = C' que nao depende de n. Do teorema do traco temos que a

1
inclusao de H3 (M) em H; P(OM) é continua, logo de (5.14) segue

m — 2 s
lon = lgan < O |- "5 Ho i + ™5 Hyo

n

ot len=1luan)s (5:15)
Hy™ (M)

para alguma constante positiva C'. Como a inclusdo de H!(M) em H;(M) ¢ continua, entao

ln — 1L, sy — 0. (5.16)

Além disso, devido a que 1 < p = W

para s = 2 temos

< 2 a inclusdo de H'(M) em H}(M) é continua. Logo,

Y — 1 em H;fl(M). (5.17)
Afirmamos que
en > — 1 em H3 (M) (5.18)

Com efeito,

_m_ 2(m—2) 2 s m
/ (07 = 1)y, < Voly,, (M) / (o = 1%y, )
M M
m—2

— Vol,,. (M)# (/M [(QO,I;TQ 1) —2(pp - D]we) T G19)

De (5.19) e a continuidade das inclusdes de H'(M) em L 2m (M) e L_m_(M), respectivamente,
temos

% B 2(m—2)
(pn )" m vy, —0. (5.20)
M
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Além disso,

m—2

—m 2(m-2) m . 4 2(m—2)
/M(a’LSOTL 2) m Vgi, = (7) /M SO’;LTL (829071,) m Vg,

m — 2

()™ (o) 7 ([ )

para cada i, 1 < i < m. Como ¢, — 1 em H'(M), entdo o lado direito na desigualdade acima
converge a zero. Logo

T Hm)
(0 ) vg,, 0, (5.21)
M

para cada 1 < i < m. Nossa afirmac@o segue de (5.20) e (5.21). Note que para s = 2, de (5.15),
(5.16), (5.17) e (5.18) temos que

on — 1 em HJ(M), (5.22)

p= W Procedendo indutivamente sobre s na equagao (5.15) obtemos

on — 1 em HJ(M),

para todo inteiro positivo s, isto prova (ii).
Finalmente, (iii) ¢ uma consequéncia direta da continuidade da inclusao de H;‘H(M )em C*(M),
a qual é verdade para todor > s—1+ %, ver teorema 2.7. ]

Como consequéncia da proposi¢do acima temos

Corolario 5.1. Seja [a,b] 2 t — g € M uma curva suave tal que para todo ¢ € [a,b], g; tem
curvatura escalar nula e o bordo dM tem curvatura média, com respeito a g, constante. Se t, é um
instante de bifurcacao para a familia (g¢).c[q,5, entao a familia de métricas conforme (g,), onde gp,
é definida em (5.3), é tal que g, — ¢, em M.

5.2 Condicao suficiente para existéncia de instantes de bifurcacao
no problema de Yamabe

Nesta secao vamos provar uma condicao suficiente para garantir a existéncia de instantes de
bifurcagao para uma familia (g¢)icjqy de métricas Riemannianas sobre M tal que a curvatura
escalar de g; € nula e o bordo M tem curvatura média constante Hy,, para todo ¢ € [a, b].

Lembre que p € R é chamado um autovalor de Steklov do Laplaciano Ay se existe f € C™ (M),

f #0, tal que

ngg =pf sobre OM.

{Agf:() em M,

Definicao 5.2. Seja g € M tal que a curvatura escalar R, = 0 e a curvatura média do bordo H,
¢ constante. Dizemos que g ¢é nao degenerada se Hy, = 0 ou Hy nao é um autovalor de Steklov.

Nota 5.1. Do item (iv) na proposigao4.2 e fato que dQEQD0 é Fredholm segue que F satisfaz a
condigao local de Palais-Smale em uma vizinhanga de g, ver [Ramirez , 2014, nota 3|.

Teorema 5.1. Seja M uma variedade compacta orientada com bordo e m = dim M > 3. Seja
[a,b] 5t — g € M uma curva suave tal que para todo t € [a,b], g; tem curvatura escalar nula e
a curvatura média do bordo M, Hy,, é constante. Dado ¢ € [a, b] denotaremos por n; o nimero de
autovalores de Steklov (contando multiplicidade) que sao menores que Hy,. Suponha que

i) as métricas g, e gp sdo nao degeneradas,
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ii) Ng 7& ng.
Entao existe um instante de bifurcagao t. €|a, b| para a familia (gt)te[a,b]-

Demonstracao. A prova é uma aplicacdo do teorema de bifurcacdo sobre dominio variavel, ver
teorema 3.3. O



Capitulo 6

Bifurcacao das solucoes do problema de
Yamabe sobre variedades produto

Neste capitulo vamos apresentar o resultado principal desta tese. Iniciamos o capitulo relembrado
alguns fatos sobre as variedades produto. Logo provamos a proposicao6.1 que desempenhara um
papel importante na prova de nosso resultado principal, o teorema6.1.

Seja (M, g™M)) uma variedade Riemanniana compacta orientada sem bordo e curvatura escalar
nula, e seja (M, 9(2)) uma variedade Riemanniana compacta com bordo orientada de curvatura
escalar nula e curvatura média do bordo constante. Considere a variedade produto M = M; x
Ms, claramente M é uma variedade compacta orientada com bordo dado por M = My x dMs.
Denotamos por m; a dimensao de M;, i = 1, 2. Assuma que m = dim M = m7 +msy > 3. Para cada
t €]0, 00|, denotamos por g; a métrica Riemanniana sobre a variedade produto M definida por

g =g &tg®.

Obviamente a métrica g; tem curvatura escalar nula e o bordo M ¢é uma subvariedade de
curvatura média constante de (M, g;), para cada t €]0,00[. Ainda mais, a curvatura média do
bordo, com respeito a g;, ¢ dada por

mo — 1 ﬁg<2>
H, = ———H 2 = ,
gt (m — 1)Vt g Vi

para todo t > 0,

& _ mo—1
onde H ) = 7(m71)Hg<2>.
Temos interesse em determinar os instantes de bifurca¢do para a familia de métricas (g¢)i>0-
Para isso, precisamos determinar os ¢ > 0 para os quais a curvatura média do bordo Hy, é um
autovalor de Steklov para o Laplaciano Ay,. Com esta finalidade vamos caracterizar os autovalores

de Steklov para o operador de Laplace Ag4,. Sejam

a sequéncia de todos os autovalores distintos de Ag<1), 19 a multiplicidade geométrica de p(®) e
(4)

p; (t) o j—ésimo autovalor do problema

g—;’; = py sobre OMa, '
®
J

sa0 necessariamente distintos. Sejam ¢ e @ZJJ@ autofuncodes associadas aos autovalores p(¥) e py) (1),

(

com t > 0. Denotaremos por p;’ a multiplicidade geométrica de pji) (t). Note que os pgi) (t)’s nao

41
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respectivamente. Entao

; i 1 i i
A ) = (B @ T+ 10 Ay @ ¢

; O i
= A,m9? @ Iyl + ;hb( ) ® A (6.2)
= pD(p® @yl — @ @y
=0
Além disso
a¢(z‘) ® lz)j(z) 1 . ;
I S PN (®) (@)
i 0+ \/in )t @
— (1 9(2) (@) 6.3
=1 \/E ¥ (6.3)
_ o9 (1)
=y ¢5jw%
1 i i) 7
=7 0 @)
(®)
Logo de (6.2) e (6.3) temos que 22 it) ¢ um autovalor de Steklov para o Laplaciano A4, para todo

1,7 € N*. Um argumento de densidade mostra que todos os autovalores de Steklov para o operador
Wy
Ay, sao da forma p’\/g ), para algum i,j € N*.

Nota 6.1. i) Note que a curvatura média do bordo Hy, é um autovalor de Steklov para Ay, se

e s6 se p§i) (t) = I;Tg@) para algum i, j € N*,

ii) Parai=0e j € N*, pg-i) (t) ¢ um autovalor de Steklov para o operador A ). Logo, se ﬁg@) é
um autovalor de Steklov para o operador Ag<z), entao H,, ¢ um autovalor de Steklov de Ay,

para todo t > 0. Assim, a fim de usar o teorema 5.1 precisamos impor a condigao de que I:Ig(z)
nao seja um autovalor de Steklov para A ).

Proposigao 6.1. Assuma que ﬁg(z) nao é um autovalor de Steklov para Ag<2>. Para i € N, seja

(4)

py’ (t) o primeiro autovalor do problema (6.1). Entao
i) A fungdo (0,00) >t — p(l)( t) € R é continua;

ii) p((]i) (t) — 0, quando t — 0;

iii) péi) (t) — o0, quando t — 00;

iv) Se H ) > 0, exite s6 um t; > 0 tal que p(()i) (ti) = Hye).

Demonstra¢ao. Como a fungao (0,00) > t —» p(z)( t) € R é estritamente crescente, ver proposi-
¢80 A.2 no apéndice A, a ﬁm de provar (i) mostraremos que dado ¢y > 0 e quaisquer duas sequéncias

( (1)) ( 7(1)) tais que ¢ N\ to e t@ "t temos que
inf oy (1) = pf (t0) = sup o (17). (6.4)

Com efeito, dada a sequéncia (t;, (1 )) tal que tn \( to, claramente

(Z)(to) < p[())(t V) para todo neN.

n
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Logo ‘ ‘
ot (to) < inf pf)) (t(1). (6.5)
(2)

Por outro lado, da caracterizagao variacional de p;” (tp), ver proposi¢ao A.1 no apéndice A, existe
© € C*°(Msy) tal que

) (to) = Ery () = /M (g(gradg<2>907gradg<2>90) + top(i)¢2) Vg -
2

() D)

Logo da caracterizacao variacional de py’ (¢, ) segue que

PPy < B, (p) = / (g(gradg@)% grad 2 ¢) + tg)P(i)SOQ) Ug(2), Ppara todo n € N.

Mo

Portanto ‘ ‘
inf pf!)(#)) < inf B, (12) = Eto(0) = pf (o). (6.6)

A igualdade da esquerda em (6.4) segue de (6.5) e (6.6).

Agora vamos provar a igualdade da direita em (6.4). Dada a sequéncia (t7(12))n tal que t,(f) Mo,
é obvio que

sup py) (12)) < i (to)- (6.7)

Dado n € N, seja ¢, € C®(M>) tal que

p(()’L) (tn2)) = Et<2)(g0n), / QO% O'g(g) = 17 and / ©n O'g(g) =0.
n OM> OM>

Tal ¢, existe em virtude da caracterizagao variacional de p[()i)( %2)). Note que {¢,} é um subcon-

junto limitado de H!(Ms). Como subconjuntos limitados de um espaco de Hilbert sdo fracamente
compactos, existe uma subsequéncia de {¢, }, também denotada por {¢, }, que converge fracamente
a uma fungio ¢ € H'(My). Portanto

Yoye =0.
OMo

Como as inclusdes de H'(My) em Lo(OM3) e La(Ms) sdo compactas, entdo a subsequéncia {p,}

satisfaz
2 2 2 2
/ P Tg(2) —>/ (G NEINC / Pn0 g2 —>/ Yo o,).
8M2 8M2 M2 M2

Assim [, oMy wQUg@) = 1. Logo da caracterizacao variacional de péi)(to) obtemos

Py (to) < By (1) (6.8)
Mas
/M g(grad e ¥, grad 2)¥) o4 < limsup /M g(grad, 2 ¢pn, grad @ ¢n) 0,4,
2 n 2
entao ‘ '
Eyy () < limsup Eye) (i) = limsup pff) (1)) = sup pf) (¢2)). (6.9)

Combinando (6.7), (6.8) e (6.9) obtemos a igualdade do lado direito em (6.4), o qual completa a
prova de (i).
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Para provar (ii), primeiro note que 0 < p(()i) (t) para todo t > 0. Logo

0 < inf p{(¢). (6.10)

t>0

Por outro lado, do lema A.1 existe C' > 0 tal que
/ 0? Uy < C’{/ g(grad @ ¢, grad 2 ¢) vy e +/ 0 Ug<2>}7
Mo M OM>
para toda ¢ € HY(Ms). Assim,

E(p) S/ g(grad ) p, grad ) ¢) Ug(2>+tp(i)0{/ g(grad ) ¢, grad ) ¢) Ug<2)+/8 o Ug(2>}-
Mo Mo

Mo
Logo
E . g(grad 2 ¢, grad 2¢) v @) ~
#S(szc)«fm ( g2(p2 o)ty +tp'C, (6.11)
f@Mg ® 09(2) f@MQ ¥ 09<2)

para toda ¢ € H!(M;)\{0}. Usando a caracterizagao variacional de p(()i)(t) segue das equagoes (6.10)

e (6.11) que
0< pél) (t) < tp(i)C', para todo ¢ > 0. (6.12)

Portanto '
,og) (t) — 0 quando t— 0.

A fim de provar (iii) suponha que a tese é falsa. Seja p € R tal que tlim péi) (t) = p. Claramente
—>00
p((f) (t) < p paratodot > 0. (6.13)
Seja ¢y € C°(M>) tal que
(1) = Ex(¢r) e / @F g = 1.
oM

Note que {¢;}¢>0 é um subconjunto limitado de H'(M). Afirmamos que

inf 2 . 14
inf /Mz P Uy >0 (6.14)

Com efeito, caso contrario existe uma sequéncia (¢¢, )n C {¢t}t>0 tal que

/ gofnvg(z) — 0 quando n — oo.
Mo

Como (ipy,, )n ¢ limitada em H! (M) existe uma subsequéncia de (¢4, )n, que denotaremos por (¢, ),
tal que

/ gofnag(a) — 0 quando n — oo.
OMa

Mas isto é impossivel, pois
/ go?nvg@) =1, paratodo né€N.
OMo

Como inf;sg fM2 cp%vg(z) > 0, existe t > 0 tal que

tinf [ @Pu,e < pi(t
p< %go/m v, < py (1),
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o que contradiz (6.13). Portanto
lim p[()z) (t) = oc.

t—o0

Finalmente, (iv) é consequéncia direita de (i)-(iii). Como {¢;};~0 € um subconjunto limitado de
H! (M>)
O

Definigao 6.1. Um instante ¢ > 0 é um instante de degeneracao da familia (g;)i~0 se Hy, ¢ um
autovalor de Steklov do Laplaciano A, .

Corolario 6.1. Seja (M, g™")) uma variedade Riemanniana compacta orientada sem bordo e cur-
vatura escalar nula. Seja (M, 9(2)) uma variedade Riemanniana orientada, compacta, com bordo,
curvatura escalar nula, e curvatura média do bordo constante. Denotamos por M a variedade pro-
duto M; x M,. Considere a familia de métricas Riemannianas g = ¢® @& tg®, t > 0, sobre M
e suponha que m = dim M > 3. Assuma que Hg(z) >0e I:Ig(z) nao é um autovalor de Steklov
para Ag(2>. Entao, existe uma sequéncia estritamente decrescente convergindo a zero constituida
por instantes de degeneragao da familia (g¢)¢~o-

Demonstracao. Para cada i € N, seja t; o tinico nimero real positivo tal que péi) (t;) = ]:Ig<2>. Logo,
para 0 < 71 < 73 obtemos

Hyo) = pyV (1) < oy (1) < p§P (1), t 2> ti,.

Portanto
tiv1 <t; paratodo ¢¢&N.

Assim, a sequéncia (t;);en € estritamente decrescente. Claramente cada t; ¢ um instante de degene-
ragao para a familia (g¢)i~0. Dado i € N, seja ¢; € C>°(M2) tal que

(1) = By () e / oy =1. (6.15)
OM>

Como p(()i)(ti) = ﬁg(z) para todo i € N, procedendo como na prova da desigualdade (6.14), pode se

provar que
inf/ cp?vg(z) > 0.
(2 A]\42
Portanto . .
Hye) = [y, 9(Vei, Vi) vy H,
0<t;=—2 {M? < PO,
P! far, P7V4@ p llgf Jan, iV

quando 7 — oo. Isto prova a tese.

Estamos pronto para nosso resultado principal.

Teorema 6.1. Sejam (M, g(")) uma variedade Riemanniana compacta orientada sem bordo com
curvatura escalar nula e (Ma, 9(2)) uma variedade Riemanniana compacta orientada com bordo,
curvatura escalar zero e curvatura média do bordo constante positiva. Assuma que H g(2 Nao &
um autovalor de Steklov para o Laplaciano Ag(z) em =dimM > 3. Dado t €]0, o[, considere a
métrica Riemanniana g; = ¢V @t¢g(® sobre a variedade produto M = M x Ms. Entao o conjunto de
instantes de degeneragao da familia (g¢)¢~0 esta constituido por uma sequéncia (t;);eny que acumula
em zero. Todo instante de degeneragao ¢ um instante de bifurcac¢do para a familia (g;)i>o0.

Demonstrac¢ao. O corolario 6.1 estabelece a existéncia de uma sequéncia estritamente decrescente
(£;) convergindo a zero tal que #; é um instante de degeneracao da familia (g;)¢>o, para todo i. Note
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que
2 (1)

Ao = o8 (01) <o (1) < p(1), ijeN, et >h
Afirmamos que existe no méaximo um ndmero finito de instantes de degeneracdo para a familia
(9¢)¢>0 no intervalo ]t;11,%;[. Com efeito, note que

(i+1)

1 A~
)(ti+1) < Py

Hyo = ol () <PV(t), i+l t>d, jeN
Assim, se pg»r) (t) = ﬁg@), t €]tiy1, 1], entdo 1 < r <. Além disso, para todo r existe J(r) € N tal
que

Ay < o\ (1) <o (8), 5> J(r), > diga.

Seja
Jo = in J(r).
0 = max min (r)
Logo, se pg-r) (t) = I:Ig@) com t € ]f¢+1, t}[ entao

Finalmente, para i1 < i3 temos que
(i1) (i2) .
p; () <p;7(t) paratodo tej.
Portanto, para cada par ((r, 7)) existe no maximo um ¢ = ¢(r, j) tal que

A~

A7) = Hy,
o qual prova nossa afirmagao. Logo, o conjunto de instantes de degeneragao para a familia (g¢)i>0

consiste de uma sequéncia estritamente decrescente (¢;);cn convergindo a zero.
Agora, para cada i € N pode-se escolher € = €(i) > 0 tal que

[t; — €, t; + €] N (t;)ien = {ti}.

Além disso, para todo i e j a fungdo

é estritamente crescente. Portanto
ntl'fﬁ # nti+6'
O teorema5.1 garante que todos os instantes de degeneragao para a familia (g;);~0 sao instantes de

bifurcacao.

O



Apéndice A
Um problema de autovalor

Dada uma variedade compacta M com bordo OM # () e um nimero real nao negativo A, temos
interesse no estudo do problema de autovalores

A Ap=0 M
{ g(P"i' 90 9 em 9 (A].)

g—‘r’; = py, sobre OM.

Onde g ¢ uma métrica Riemanniana sobre M, A, denota o operador Laplaciano induzido pela
métrica g, isto &,
Agp = —tr,(Hess,), para toda o € C*(M),

e 1 denota o campo normal unitario exterior ao bordo M com respeito & métrica g. No caso A =0
o problema (A.1) é conhecido como problema de Steklov. Neste caso, Escobar em [Escobar , 2002]
prova que existe uma sequéncia nao decrescente e nao limitada {p;} de autovalores para o problema
(A.1) tal que o espago gerado pela famlia de autofungdes {¢;} é denso em Lo(M). Portanto, nesta
segao, vamos considerar p > 0 e usando as técnicas empregadas por Escobar em [Escobar , 2002]
vamos caracterizar os autovalores de (A.1).

O seguinte lema serd uma ferramenta muito importante nas provas desta secao.

Lema A.1. Existe uma constante positiva C' tal que

/ P*vy < C{/ g(grad o, grad, o) vg+/ 0 09}7
M M oM

para toda p € HY(M).

Demonstra¢ao. Denotamos por
5’(@):/ g(gradgso,gradg¢)vg+/ ©’oq, € H(M),
M oM

e seja 8 = ;16128(90), onde

C={eeHan] [ o, =1}

Evidentemente, 0 < 3. Seja {¢;} C C tal que B(y;) — . Entao {B(y;)} é limitado, além disso

losliZ < Blgy) + /M o vy = Blg;) + 1.

Portanto {¢;} é limitada em H!(M). Logo existe uma subsequéncia de {;}, que denotaremos por
{¢;}, a qual converge fracamente & uma fungio ¢ € H(M). Como a inclusdo de H* (M) em La(M)

47
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é compacta temos que

/gp?vg—>/ <p2vg,
M M

dai segue que ¢ € C, e por conseguinte
B> B(p).

Agora, pela convergéncia fraca de {¢;} a ¢ e a desigualdade de Holder temos

/M g(grad,p, grad ) vy = lim inf /M g(grad,p;, grad p) vy

1

1
< lim inf(/M g(grad,¢;, grad,¢;) Ug> 2 (/M g(grad, o, grad,p) ’Ug) 2

assim,
1
2

1
(/M g(grad, o, grad,p) ’Ug) ? < liminf (/M g(grad,¢;, grad,¢;) Ug> ,
portanto,

/M g(grad, o, grad,p) vy < lim inf /M g(grad,;, grad,¢;) vy
Logo, da desigualdade acima e a compacidade da inclusdo de HY (M) em Ly(0M) segue que
B(p) < liminf B(p;) = B,

portanto,
B(p) = 8.

Usando técnicas da regularidade eliptica se prova que ¢ é suave em M. Agora, se § = 0 entéo
p=cteem M e p=0em OM. Logo ¢ = 0 em M o qual contradiz o fato que ¢ € C, portanto
£ > 0. Por homogeneidade temos

2
/@ZUQSC{/ ‘gradggo‘ vg—i—/ goQJg}, (pEHl(M),
M M oM

onde C = =L O

Observe que se ¢ € C*°(M) é uma autofuncao associada ao autovalor p de (A.1) entao

/ (‘gradggo‘2 + )\(,02> Vg = p/ 0?0y,
M oM

portanto associamos a (A.1) o funcional

2
Ex(p) :/ (‘gradm +A902) vg: ¢ € HI(M)
M
e a forma bilinear simétrica
By(p, ) = /M (g(gradgso, grad,¢) + Asoqﬁ) vg, ¢, ¢ € HY(M).

Proposigao A.1. Existe um minimizador do problema variacional

p1= inf L@ (A.2)
PeH (MN[0} [o5, ©2 0y

O minimizador p; € C®(M) satisfaz a equacio (A.1) com p = p;.
Demonstragdo. Primeiro observe que 0 < p;1. Seja {p;} C HY(M)\{0}, tal que Ex(p;) — p1.
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Podemos supor que |, oM gp? o4 = 1. Entao

lejlln = / g(grad,p;, grad, ¢;) vg +/ 03 vg
M M
< Ex(¢;) +/ @5 Ug
M
< Ex(pj) + C{/ g(grad,p;, grad p;) vy +/ gajz ag}
M oM
< C(Exgy) +1)
onde na terceira linha usamos o lema A.1 e C' é uma constante positiva. Portanto {¢;} é limitada

em H!, assim existe uma subsequéncia de {¢;}, que denotaremos por {(;}, tal que {p;} converge
fracamente a uma funcio ¢ € H'.Como a inclusdo de H' (M) em Ly(OM) é compacta, segue que

2 2
/ ¥ O0g —>/ ¥10g-
oM oM

/ @%ag =1
oM

p1 < Ex(¢1).

Agora, pela convergéncia fracae a desigualdade de Holder, temos

Logo

Por conseguinte

/ g(grad,e1, grad p1) vg = lim inf/ g(gradggoj,gradggpl) Vg
M

M
1

Sliminf< / g(gradgcﬂj,gradg%)vg)i( / g(gradgwljgradgwl)vﬁ
M M

1
2

1
2

1
S( / g(gradgw,gradgsol)vg)z(liminf / g(gradgwj,gradg%)vg> :
M M

na ultima desigualdade usamos o fato que a sequéncia {y;} é limitada. Das desigualdades acima é
claro que

/ g(grad 1, grad p1) vy Sliminf/ g(grad,p;, grad p;) vg. (A.3)
M M

Dado que a inclusdo de H' (M) em Lo(M) é compacta entdo

/gojzvg—>/ gp%vg, (A.4)
M M

logo das equacgoes (A.3) e (A.4) segue que
Ex(¢1) < liminf Ex(¢;) = p1.

Portanto
Ex(¢1) = p1.

Observe que se p; = 0 entao, o1 =0 em M o qual é absurdo pois, faM o3 04 =1, assim p; > 0.
Vamos provar agora que ¢; é uma solucdo fraca de (A.1) com p = p1. Seja ¢ € H'(M). Entdo,
para a funcao ¢; = (p1 +tp), t € R, temos

m/ 07 og < Ex(pr),
oM
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dai, como E(¢1) = p1, obtemos

plt/ Y1p 0y +p1t2/ @? oy < 2tB)(p1,9) + °E(p).
oM oM

Logo,
0< t2<E(90) - pl/ p? Ug) + 2t<BA(901,sO) - Pl/ wlswg)a
oM oM
para todo t € R. Como

E(p) > m/ ©* oy,
oM

entao da desigualdade acima, segue se

/ (g(grad 1, gradgyp) + Ap1p) vg — p1 / 1o, =0,
M oM

pois, caso contrario pode-se escolher ¢ apropriado tal que o sentido da desigualdade muda. Portanto,

/ (9(grad 1, grad @) + Ap1p) vy = p1 / P1p0g, (A.5)
M oM

para toda ¢ € HY(M).
Por tltimo, a teoria da regularidade eliptica garante que @1 € C®(M), (ver [Taylor , 2011a,
exercicio 3, pag. 350 | ). Portanto ¢, satisfaz (A.1), com p = p;. O

Teorema A.1l. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo OM # (. Entao
existe uma sequéncia positiva {p;} ndo decrescente e nao limitada de autovalores de (A.1) tal que
a familia {¢;} de autofungdes é suave e o espago linear gerado por esta familia ¢ denso em La(M).

Demonstragao. Primeiro provamos que o espago proprio associado 4 um autovalor de (A.1) é finito
dimensional. De fato, dado um autovalor p de (A.1) denotamos por E” o espago proprio associado
a p. Seja

EP = {¢p € L2(OM)|Y) = ¢|orr, para alguma ¢ € E}.

Afirmamos que E” é dimensao finita. A fim de provar nossa afirmacio provamos que a esfera unitaria
em EP & compacta. Com efeito, dada a sequéncia {¢;} C E” tal que Jops V20g = 1, existe uma
sequéncia {p;} C E” tal que v; = ¢j|am, para todo j. Observe que {¢;} ¢ limitado em H'(M),
logo existe uma subsequéncia de {¢;}, que denotamos por {¢;}, a qual converge fracamente & uma
funcdo ¢ em H'(M). Logo, para toda ¢ € H' (M)

By(p,¢) = lim (g(gradggoj, gradgqb) + )\gojd)) v

J—>0 J

o

]—)OO

= p/ pp oy
oM

Na segunda igualdade usamos que ¢; € EP, para todo j. A igualdade acima garante que ¢ € EP,
portanto 1 = @|an € Ey. Agora, como a inclusao de H (M) em Ly(OM) é compacta segue que

2 2 2
¢j Ug:/ (PjUg—>/ ¥ Og,
oM oM oM

assim |, M 2 o4 = 1. Portanto, a esfera unitaria em E, ¢é compacta e por conseguinte Er ¢ de
dimensao finita. Sejam ¢1,..., ¢, € EP tal que {¢1|an, - - .,g0n|3M} ¢ uma base para E°. Entéo

dada ¢ € EP existem escalares v1, ..., v, tal que ¢|gy = Z vipilonr. Observe que ¢ = ¢ — Z Vi ;
i=1 i=1
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satisfaz a equacgao

Agp+pp=0em M

06
% _ 0 em OM.
on
m
Logo como p > 0, segue se que ¢ = 0, portanto ¢ = > v;p;. Assim, EP é de dimensao finita. Vamos
i=1

criar agora a sequéncia de autovalores {p;} de (A.1). Seja p; como na proposicao A.1. Definimos
pj, j > 1, como
E
p; = inf Lﬁ), (A.6)
#€G; Jons ¥ 0

onde,
g]:{gOGHl(M>’/ 90907"0'9:0774:17"'7]._1}
oM

com ¢, uma autofuncao associada ao autovalor p,, com

/ plog=1, r=1,....5—1.
oM

pj-1 < pj < oo.

Observe que

Seja {fi} C G; tal que E\(f;) — p;. Podemos supor que [, f20, = 1. Entéo, como {Ex(f;)}
¢ limitado usando o lemaA.1 pode se provar que {f;} é limitado em H(M), assim existe uma
subsequéncia de {f;}, que denotamos por {f;}, a qual converge fracamente & uma funcéo ¢; em

H(M). Entdo,
/ gojgorag:lim/ fierog=0, r=1,...,5—1.
oM oM

Assim, ¢; € G; portanto
pj/ 05 0g < Ex(;).
oM

Por outro lado, como a inclusdo de HY (M) em Ly(M) e Lo(OM) é compacta, temos

2 2 2 2
/ fi vg _>/ $j g, € / fiog —>/ ¥;0g-
M oM oM oM

Mas, [5,, f70g =1, logo
/ cpjz o4 =1.
oM

Agora, como

/ lpil? vy < lim.inf/ il vy, (A.7)
M L M
entao P
7)\(805) S hmll’lf E/\(fz) = ,Oj,
faM Y0y v
portanto

p; = Ex(p)).
Vamos mostrar agora que p; ¢ um autovalor de (A.1) e ¢; é uma autofuncao associada a p;.
Seja ¢ € G; e considere a fungao
pr = (pj +tp), teR.
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Observe que ¢; € G;, t € R. Entao

pj/ 07 og < Ex(ipr).
oM

Dai, como
Ex(pj) = Pj/ 05 og,
oM
segue
Qtpj/ 90j9009+t20j/ ¢’ JQ)S 2tBx(pj, %) + t* Ex()
oM oM
portanto

0<# (E(f) —pj /aM 0 Ug> + 2t<BA(<Pja ®) — pj /W W%)?

para todo t € R. Como ¢ € Gj, entdo, E(p) > p; faM ©? 04 Além disso, p; > 0, assim da equagao
acima segue

/ (9(grady e, gradyp) + Apje) vg — pj / pjpag =0,
M OM
isto é

/ (9(gradp;, grad @) + Ap;@) vg = p; / pjpag, (A.8)
M oM

j—1
para toda ¢ € G;. Dada ¢ € H'(M) seja ¢ = (¢ — > arpr), onde
r=1

a,,:/ pjprog, T=1,...,57—1
oM

Pela escolha das fungoes ¢,, 7 =1,...,5 — 1, temos que

/cpscprag:O para r,s=1,...,5—1, r #s.
oM

Logo ¢ € Gj, assim da equacao (A.8) segue

/ (9(gradyp;, gradyp) + pp; @) vg = p; / Pjpog.
M OM
Como
/M (g(gradggoj,gradggor) + )\cpjcpr) vg=0,r=1,...,5—-1,
entao

/ (9(gradp;, grad ) + Apj@) vg = p; / Pjpag, (A.9)
M oM

para toda ¢ € HY(M). De (A.9) usando a teoria da regularidade eliptica concluimos que ¢; €
C°°(M) e consequentemente que ¢; satisfaz (A.1) com p = p;.
Provaremos agora que
pj — oo quando j — oo.

Suponha que {p;} é limitada. Entao como {p;} é nao decrescente,
pj — p quandoj — oo,

para algum p € R. Seja ¢; uma autofuncao associada ao autovalor p;, sem perda de generalidade
podemos supor que |, M cp?ag = 1. Sejam FE o espaco linear gerado pela familia de autofungoes {¢;}
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E = {¢ € C®(OM)|) = plom, ¢ € E}.

Considere E munido da estrutura de espaco de Hilbert com o produto interno induzido de Ly(9M).
Afirmamos que F ¢ de dimensao finita. Para provar nossa afirmacgao mostramos que a esfera unitéria
em E é compacta. Com efeito, seja {¢;} C E tal que faM d)?ag = 1, para todo j. Para cada j existem
escalares vj,,...,v;, 7 =r(j) e autofungoes ;, € {¢;}, i =1,...,r tais que

T

bj = Z Vi Pji-

i=1

Como
/ pipr =0, J#k.
oM
Para cada j temos que
Ag¢3+)\¢]:07 em M7
%Li?j = > Pj;vj;pj;  sobre OM.
i=1
Logo
T
/M (9(gradyd;, gradyd;) + )‘QZ)?) Vg = ijivi <p.
i=1

Portanto, {¢;} ¢ limitada em H!(}M). Assim existe uma subsequéncia de {¢;}, que denotaremos
da mesma forma {¢;}, a qual converge fracamente & uma fungéo ¢ em H!'(M). Como a inclusdo de
HY(M) em Ly(0M) é compacta temos que ¢; — ¢ em Lo(OM), logo

2 2
¢j oy —>/ ¢ oy,
oM

oM

portanto
@2 og=1.
oM
Nao é dificil provar que ¢ é uma autofungao associada a o autovalor p de (A.1). Logo

¢’8M S E

O qual prova que a esfera unitaria de E é compacta. Um argumento analogo ao usado para provar
que o espago proprio associado & um autovalor de (A.1) é de dimensdo finita prova que F ¢é de
dimensao finita o qual nao pode ser pois, {¢;} C E e {¢;} € linearmente independente, portanto

Aj —r 00 quando j — oo.

Finalmente, vejamos que E = ®FE7, onde EJ denota o espaco proprio associado ao autovalor
p; de (A.1), é denso em La(M). Como E C C®(M), entdao E C C>°(M) = La(M). Logo s6 resta
provar que C®(M) C E. Suponha que o resultado seja falso e denote por B = E N C>(M). Defina

E
p = inf 7’\(? ,
EG-0 [or 9704

onde
G={pelC®M) / ppog =0, para toda ¢ € B}.
oM

Pode se mostrar que p é um autovalor de (A.1). Como {p;} é nao limitada, existe um inteiro jo tal
que p < pj,. No entanto, da definicao de G segue que G C G;, para todo j. Assim da caracterizagao
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variacional de p; temos que p; < p, para todo j. Em particular, temos que pj, < p o que é um

absurdo, portanto C*°(M) C E e assim Lo(M) = C>®(M). O
A seguinte propocigdo mostra a propriedade de minimax dos autovalores de (A.1)

Teorema A.2. O j-ésimo autovalor de (A.1) pode se caraterizar por

o < . Ex(¢) )
pPj = max - min T a2 )
{d)l,...,(f)j_l}CCOO(M) ‘Peg(¢1""7¢j—1) faMSO Ug

onde
G(o1,...,0j-1) = {(p € COO(M)\{O}‘/ ppiog=0,i=1,...,7— 1}.
oM
Demonstragao. Dado {¢1,...,¢j-1} C C>®(M), defina

Ex(p)
1 T 2
PEG(P1,..,P5-1) faM e 0g

d(o1,...,0j—1) =
Seja ¢; uma autofungao associada ao autovalor p; de (A.1), tal que

/ gp?agzl, para ¢=1,...,5—1.
oM
Entdo, da caraterizacao variacional de p; temos que p; = d(¢1, ..., @;—1), portanto

FE
pi < max < O >
{¢17.--,¢j*1}CC°°(M) @Eg(¢1,...,¢j71) faMSO o—g
Afirmamos que
max d(p1,...,¢0i-1) < p;.
{p1,-.,0—1}CC>(M) (¢ ; ) Pj

Com efeito, dado {¢1,...,¢j_1} C C®(M), sejam

J
constantes tais que a fungao ¢ = > ¢;p; satisfaz

i=1
/ ppiog =0, i=1,...,7—1, (A.10)
oM

onde ¢; é uma autofuncao associada ao autovalor p; de (A.1), i = 1,...,j. A existéncia de tais

constantes segue do fato que (A.10) define um sistema linear de j — l-equagdes com j-variaveis.
Podemos supor que

/cpi?ag—l para t=1,...,7.
oM

/ @209 = 1.

oM

/ 90’%07":(51'7"7 i7T:17"‘7j)
oM

J
Zc? =1.

i=1

Ainda mais, podemos supor que

Como

entao
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Dado que
Bx(¢i,or) = piir, 4,7 =1,...,7,
entao ;
m = /M (9(gradyep, gradye) + Ap®) vy = ; cipi < pj-
Assim,
d(¢1, ..., dj-1) < pj,
para qualquer {¢1,...,¢;_1} C C*°(M). O que prova a nossa afirmagdo. Por conseguinte

o ( : Ex(p) )
pj = max min — 5
{61,105 -1}CC= (M) \p€G(¢1,.-,¢5-1) faM Yo og

Finalizamos esta secao com a seguinte proposicao

Proposigao A.2. Sejam 0 < A1 < A9. Denote por ,0;- 0 j-ésimo autovalor de (A.1), com A = \;,
¢t =1,2. Entao
pj <pj, jeEN

Demonstracdo. E uma consequéncia direta do teorema A.2 e do fato que Ey, (@) < E\,(p), para

toda ¢ € HY(M)\{0}. O
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Apéndice B
Operador Direchlet-Neumann

Nosso proposito nesta secao é definir o operador Direchelt-Neumann e apresentar algumas de
suas propriedades basicas. Com esta finalidade, iniciamos lembrando alguns fatos sobre formas
bilineares em espagos de Hilbert. O desenvolvimento deste capitulo segue as ideias expostas em
[Arendt e Mazzeo , 2007|. Para uma revisao dos conceitos empregados aqui referimos ao leitor a
[Taylor , 2011al.

Sejam H e V espagos de Hilbert tais que V é incluido continua e densamente em H. Uma forma
bilinear B : V x V — R simétrica e continua é dita eliptica se

B(u) +wlullfy > afluly, weV,

para alguns w € R e a > 0, onde B(u) = B(u,u). A desigualdade acima é equivalente a dizer que
a forma bilinear B é limitada inferiormente e fechada em H. Denotamos por T o operador (nao
limitado) sobre H associado com B. Isto é, para todo =,y € H temos

z € Dom(Tg), Tp(x)=y<=xz€V, B(z,u)=(y,u)n, Yu€eV.
Segue que Tp é um operador autoadjunto. O operador Tp é dito mondtono se
(Tpu,u)p >0, u € Dom(TR).

Note que Ts é monotono se e s6 se B(u) > 0 para todo u € V. T tem resolvente compacta se e s6
se a inclusdo V < H é compacta. Assumindo que H é separavel e de dimensao infinita. Se Tz tem
resolvente compacta, entdo H admite uma base ortonormal {e,|n € N} tal que

TBen - >\n€n, Vn € N,

onde \{ < X <...e lim A, = oco. A sequéncia
n—oo

M A<,

é chamada sequéncia de autovalores de Ty contando multiplicidade.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, com bordo e dimensao m > 3. Uma fungao
¢ € HY(M) é dita harmonica se

/Mg(gradgso,gradgé) vg =0, Vo€ Hy(M),

onde
Ho(M) = {¢ € H(M)|¢|ons = 0},

isto ¢, H{(M) denota o kernel do operador de trago v : HY(M) — L2(8M). Denotaremos por
HA (M) o subespago de H'(M) das fungdes harmonicas. Uma fungao ¢ € HA (M) tem derivada

o7
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normal exterior em La(OM) se existe f € Lo(OM) tal que

/ g(grad, e, grad, ¢) v, :/ foog, Voe H(M).
M oM

Pode se provar que se ¢ € Hi (M) tem uma derivada normal f em Ly(9M), esta é nica, neste caso
denotamos por % = f.

O operador Direchelt-Neumann N é definido como um operador nao limitado sobre Ly(9M).
Seja

0
Dom(Ny) = {f € Lo(OM)|3p € HA(M) com 877(7)09 € Lo(OM) tal que @loy = f}

Definimos N : Lo(OM) — Lo(OM) por

B
Ny (f) = a—;‘;, € Dom(N,),

onde p € HIA (M) é tal que @|oar = f. A boa defini¢do de Ny ¢ garantida pela seguinte descomposicao
do espago H' (M)
HY (M) = H{(M) @ Hx (M). (B.1)

Com efeito, se p1,p2 € HY (M) sdo tais que 1 = f = 2, entdo p1 — o € H§(M) NHL (M), logo
©1 = 2. Agora, a descoposicao (B.1) é consequéncia do seguinte fato:

Proposigdao B.1. Para toda ¢ € H'(M), existe ¢ € HL (M) tal que ¥|on = ¢|on-
Demonstragao. Ver |[Taylor , 2011a, Proposigao 1.7, pag. 360] O

Observagao B.1. 1. Da definigao de N, temos que

/ o(srad, @, grad ) vy / No(f)pay, & e H(M),
M oM

onde ¢ € HY (M) com (¢) = f. Em particular, para ¢ = 1, temos

Ny(f)og =0, [ € Dom(N).

oM

2. Se N, (f) =0, entdo para ¢ € HY (M) com ~(¢) = f temos

/M g(grad,p, grad,¢) vy =0, ¢ € HY(M).

A equagao acima garante que @ é constante, portanto f é constante. O reciproco também é
certo. Assim,
Ker(Ny) = {f € Lo(OM)| f = constante}.

Nosso objetivo agora é provar que N, é autoadjunto, limitado inferiormente e tem resolvente
compacta. Com esta finalidade, mostraremos que N, ¢ o operador associado a uma forma bilinear,
simétrica, continua e eliptica.

Seja V o espago trago, isto é,

Vz{ﬁmﬂwGHwMﬁ-

Claramente V' C Ly(OM). De (B.1) segue que o operador trago restrito a Hi (M), isto ¢, a fungao
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linear V‘HlA(M) : HN\ (M) — Ly(OM) definida por

’Y\HIA(M)(@) = ¢lom,

es bijectiva. Para f, g € V, definimos

<fa h>V = <Q0a ¢>H1(M)7 (B2)

onde ’Y‘HIA(M) (p) =fe 7|H1A(M)(¢) = h. Note que (B.2) define um produto interno em V com o

qual V é um espago de Hilbert. Como o operador trago v : H' (M) — Ly(OM) é compacto, entio
a inclusao V < Ly(OM) é compacta. Finalmente o teorema de Stone-Weierstrass implica que V é
denso em Ly (OM).

Seja B :V x V — R definida por

B(f,h) = / g(grad e, grad @) vy,
oM

onde 'V’HlA(M)((P) =fe "}/‘HIA(M)(¢) = h. E claro que B é uma forma bilinear simétrica. Além disso,
a desigualdade de Hélder implica que

[B(f; )| < Cliellnean ¢l = Clifllviiblv,

para alguma constante positiva C. Portanto B é continua.

Proposicao B.2. B é uma forma bilinear simétrica, continua e elipica. Além disso, operador
Direchlet-Neumann N, é o operador (ndo limitado) sobre La(0M) associado com B.

Demonstrag¢ao. Sejam X1 = V, Xo = Lo(OM), X3 = Lo(M), T : X1 — X3e S : X3 — Xo
definidos por
T(f)=¢ e S(fH=f [eX,

onde ¢ € HLY(M) atende p|gps = f. Temos que S é injetivo e T' é compacto, pois a inclusdo
HY (M) < Ly(M) é compacta. Logo do lemaB.1 temos que existe w > 0 tal que

1
/ p? vy < §||<PH2HI(M) +w/ f?ay.
M oM
Isto é,
2 1 1 2
w ffog> 3 g(grad e, grad p) vy + 5| ¢ v
oM M M

Assim,
BUD +ulflonn = [ sledpgradye) ey +u [ fa,
M oM
1
> (/ g(grad,p, grad p) + vy +/ > Ug>
2\m M

1 2
= SIf1R

A desigualdade acima prova que B é eliptica. Denotemos por T o operador (nao limitado) sobre
L2(OM) associado com B. Dada f € La(OM) temos que f € Dom(Tgr) seesdése f €V e

/Mg(gradggo,gradg@ Vg = / Tg(f)pog, Vo€ HA (M), (B.3)

oM
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onde ¢ € HL (M) atende f = 7\H1A(M)(<p). Como

/M g(grad, ¢, grad i) v, =0, Vi € HO (M), (B.4)

entdo de (B.1), (B.3) e (B.4) temos que

/ g(grad p, grad ¢) vy = / Tp(f)pog,

M oM

para toda ¢ € HY(M). Logo, ¢ € Hi (M) tem derivada normal em Ly(OM) e portanto f € Dom(N,).
Além disso,

0
Ng(f):aT;pg

Por outro lado, dada f € Dom(N), exite ¢ € HL (M) com 5733 € La(0OM) tal que f =
'y\HlA(M)(ap). Logo f €V, além disso

=TB(f).

0
/ g(gradg@a gradggb) Ug = 7¢ Ogv
M OM

para toda ¢ € H'(M). A igualdade acima implica que

O

Corolario B.1. O operador Direchlet-Neumann N é autoadjunto, limitado inferiormente e tem
resolvente compacta.

Lema B.1. Sejam Xj, Xy, X3 espagos de Banach, X; reflexivo. Sejam T € £(X1,X3) compacto e
S € L(X1,X2) injetivo. Dado € > 0, existe w > 0 tal que para todo x € Xy,

ITz)%, < elzllk, +w|Sz|k,
Demonstragao. Caso contrario, para cada n € N, existe x,, € X; tal que ||z,||=1e
|1 Tallk, > €+ nllSzal,

Dado que Xj é reflexivo podemos supor que x,, — x em X;. Logo, pela compacidade de T', passando
a subsequéncia se é necessario, temos

Tx, — Tx, em Xs.

Portanto
|1Tz|%, > e
Por outro lado,
HSWLH?(Q < %HTIon3 — 0 quando n — oo.

Como x, — z, entao Sz = 0. Como S é injetivo, segue que x = 0. Portanto Tx = 0, o qual é
absurdo. O
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Culminamos este capitulo com a seguinte propriedade do operador N .
Proposicao B.3. N, é um operador de Fredhlom de indice zero.

Demonstragao. Ver [Taylor , 2011b, pag. 44| O
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