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Resumo

Esta dissertacao examinara dois temas no ambito da geometria elementar. O primeiro
tratard da expressividade da geometria de Alfred Tarski. Serao fornecidas as condigoes
para que as formulas da geometria proposta por David Hilbert possam ser interpretadas
na linguagem da geometria tarskiana. Por meio dessa interpretagao, serda apresentada
uma prova de que os axiomas do sistema de Hilbert sao teoremas no sistema da geometria
elementar de Tarski. O segundo tema abordara o conceito de simplicidade em geometrias a
la Tarski. Lancaremos mao de um sistema de axiomas devido a Victor Pambuccian, relativo
a geometria hiperbdlica; e, utilizando o critério sintatico de simplicidade, mostraremos que
esse sistema é o mais simples. Para finalizar, uma exposicao dos pontos de vista de Jesse

Alama e T. J. M. Makarios sobre simplificacoes na geometria elementar absoluta.






Abstract

This dissertation will examine two themes in the realm of elementary geometry. The
first theme will deal with the expressiveness of Alfred Tarski’s geometry. The conditions for
which formulae in the language of geometry proposed by David Hilbert can be interpreted
in the one proposed by Alfred Tarski will be provided. By means of this interpretation, it
will be presented a proof that the axioms of Hilbert’s system are theorems in the Tarski’s
elementary geometry system. The second theme will approach the concept of simplicity
in Tarski like geometries. A system of axioms due to Victor Pambuccian which expresses
the hyperbolic geometry is presented and, by using syntactical criterium of simplicity, it is
shown that this system is the simplest possible. The dissertation ends with an exposition
of points of view of Jesse Alama and T.J.M. Makarios about simplifications in elementary

absolute geometry.






Introducao

Aprende entao o que quero dizer com o outro segmento do inteligivel, daquele que o raciocinio
atinge pelo poder da dialética, fazendo das hipdteses nao principios, mas hipdteses de fato, uma
espécie de degraus e de pontos de apoio, para ir até aquilo que nao admite hipdteses, que € o
principio de tudo, atingindo o qual desce, firando-se em todas as conseqiéncias que dai decorrem,
até chegar a conclusao, sem se servir em nada de qualquer dado sensivel, mas passando das ideias

umas as outras, e terminando em ideias.

Platao, A Republica, Livro VI

Os dois temas tratados nesta dissertacao estao inseridos no ambiente da geometria
elementar; e, tanto no caso euclidiano quanto no hiperbdlico, essa geometria é entendida
como aquele fragmento que pode ser formalizado no interior da légica de primeira ordem.
Trataremos desses temas em dois momentos distintos. No primeiro, que corresponde ao
capitulo 1, analisaremos o poder expressivo dessa geometria. No segundo, que corresponde
aos capitulos 2 e 3, veremos trés versoes de simplicidade.

Em 1978, Tarski escreve uma carta para Wolfram Schwabh&user com a intencao de
explicar as varias faces de sua geometria. Em 1999, Steven Givant publica um artigo
composto desta carta e de alguns comentarios. Em determinada altura, Givant observa que
duas caracteristicas afastam o sistema da geometria tarskiana dos demais sistemas: “a clara
distincao entre toda geometria e sua parte elementar”e também “a simplicidade formal dos
axiomas sobre os quais o desenvolvimento de sua geometria se baseia” (consulte [(GT99)],
pég.191 e 192). Essa observacao diz muito do ambiente em que nos movimentaremos e no
qual este texto serd construido.

No capitulo 1, mostraremos que, em certa medida, Tarski prova Hilbert; ou seja, vere-

mos que os axiomas da geometria absoluta de Hilbert sao teoremas na geometria elementar
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de Tarski. Para esse momento, as referéncias basicas serao os livros Fundamentos da Geo-
metria, de David Hilbert, e Metamathematische Methoden in Der Geometrie, iniciado por
Tarski e Wanda Szmielew e concluido por Wolfram Schwabhéuser. Nao poderiamos deixar
de mencionar o pequeno texto Proving Hilbert’s axzioms in Tarski geometry, de Michael
Beeson, que na fase inicial deste trabalho fez o papel de guia.

Inicialmente, explicitaremos os dois sistemas de axiomas (primeiro o de Hilbert, depois
o de Tarski) e desenvolveremos um ambiente em que seja possivel traduzir as formulas da
geometria de Hilbert em férmulas na geometria de Tarski. Em seguida, interpretaremos as
férmulas da geometria de Hilbert (que foram construidas numa linguagem trissortida) na
geometria tarskiana (na qual a linguagem é unissortida). Aqui também devemos destacar
o empréstimo que fizemos de uma definicao que esta no livro La théorie des modéles en
peu de mauz, de Daniel Lascar. Mais precisamente, no capitulo sobre jogos de linguagem,
ao falar sobre estruturas interpretaveis, Lascar nos forneceu uma definicao que permitiu
precisar como interpretrar formulas de linguagens diferentes. Fizemos uma adaptacao dessa
definicao para o nosso ambiente Hilbert-Tarski. Solucionado o problema da interpretacao,

comecaremos a fazer geometria em primeira ordem. Nos prolegomenos, provamos uma

grande quantidade de lemas. Destaco os lemas [1.4.41| e [1.4.44] que permitiram melhorar

a prova do axioma de Pasch. Encerramos o capitulo 1 com as provas dos axiomas de
Hilbert na geometria tarskiana. Nesse momento, fizemos com detalhes a parte da geometria
absoluta. Dessas provas destaco a do axioma (axioma de Pasch).

No capitulo 2, examinaremos o conceito de simplicidade em geometrias a la Tarski. Ve-
remos como opera a definicao de simplicidade sintdtica no ambito da geometria hiperbdlica.
Aqui a nossa referéncia primeira sera o artigo The simplest axiom system for plane hyper-
bolic geometry, de Victor Pambuccian. Inicialmente, veremos que um dos sistemas de
axiomas fornecidos por Pambuccian consegue expressar a geometria hiperbdlica plana.
Existe, nessa parte, uma semelhanca com o que fizemos nos prolegomenos do capitulo 1.
Também ha uma grande quantidade de lemas. Destaco o lema (toda linha tem, pelo
menos, cinco pontos) e o lema (sobre a transitividade da relagdo de congruéncia
entre segmentos). Por fim, através do retorno que Pambuccian faz ao préprio artigo, exa-
minaremos um sistema axiomatico que pode ser dito o mais simples. Aqui, enunciamos a
defini¢ao de simplicidade devida a Pambuccian e provamos o teorema 2.2.2], que nos dard

um sistema axiomatico simples para a geometria hiperbdlica.
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No capitulo 3, daremos continuidade ao tema da simplicidade e examinaremos mais
dois pontos de vista. Em primeiro lugar, por meio da decomposicao de alguns axiomas,
veremos que é possivel tornar um sistema ainda mais simples. Revisitaremos o capitulo 2,
agora acompanhados do artigo The simplest axiom system for hyperbolic geometry revisited,
again, de Jesse Alama. Explicitaremos algumas dependéncias no sistema axiomaético que
Pambuccian ja mostrara, no final do capitulo 2, ser o mais simples (no sentido sintatico).
Assim, de um outro ponto de vista, exibiremos um sistema mais simples ainda. Por
fim, através da remocao de um axioma e de uma permutacao em outro, veremos que
se pode obter uma simplificacdo num sistema axiomatico. Aqui revisitaremos o sistema
axiomatico que aparece no capitulo 1 e usaremos resultados que ja haviamos provado la.
Nesse momento, estaremos acompanhados do artigo A Further Simplification of Tarski’s
Axioms of Geometry, de T. J. M. Makarios.

Na conclusao, faremos um breve comentario sobre o que conseguimos examinar e apon-
taremos alguns aspectos da geometria elementar que podem ser investigados numa outra

oportunidade.
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Capitulo 1

Tarski expressa Hilbert

Neste capitulo, mostraremos que é possivel expressar os axiomas da geometria abso-
luta de Hilbert a partir do sistema axiomatico de Tarski. Muito do que fizemos deve-se
principalmente ao texto [(Be€)] e ao livro [(SST83)]. Os argumentos em quase todas as
proposicoes foram melhorados. Movimentamos os lemas e as definigoes de modo a obter,
em certa medida, demonstracoes mais claras e completas. Inicialmente, apresentaremos o
sistema axiomatico de Hilbert. Todos os axiomas desse sistema estao em linguagem natu-
ral. Na segunda sec¢ao daremos destaque para o sistema de axiomas de Tarski. Nesse caso,
todos os axiomas serao expressos em linguagem de primeira ordem. Depois esclareceremos
como interpretar termos e férmulas nas linguagens dessas duas teorias. Em seguida, ao
preparar o terreno para as provas futuras, faremos um pouco de geometria no interior do

sistema tarskiano. Por fim, mostraremos que Tarski prova Hilbert.
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1.1 Hilbert e os fundamentos da geometria

One must be able to say at all times—instead of points, straight lines, and planes—tables,

chairs, and beer mugs.

atribuido a Hilbert, conforme [(Rei70))]

Em Grundlagen Der Geometrie, um classico da literatura matematica, Hilbert apre-
senta um sistema de axiomas para a geometria euclidiana livre das falhas que existiam em
Os FElementos, de Euclides. Na base dessa obra estao os termos primitivos, as rela¢goes nao
definidas e os cinco grupos de axiomas. Do ponto de vista da légica, trata-se de uma teoria
trissortida; isto é, a linguagem dessa geometria tem trés classes de termos primitivos: a
classe dos pontos, a das retas e a dos planos. Existem entre essas classes as seguintes
relacoes: incidéncia, ordem e congruéncia. E, por fim, hé regras de como essas classes

se relacionam, formuladas por Hilbert nos seguintes grupos de axiomas:

Os axiomas de|l.1.1]até[1.1.6|sao de incidéncia. Neles, Hilbert da as regras de como os

termos primitivos estao envolvidos pela relacao estar em.

Axioma 1.1.1. Para cada dois pontos A, B hd sempre uma reta a que estd associada com

cada um dos dois pontos A, B.

Axioma 1.1.2. Para dois pontos A, B nao hd mais do que uma reta que estd associada

com cada um dos dois pontos A, B.

Axioma 1.1.3. Sobre uma reta hd sempre, pelo menos, dois pontos. Hda pelo menos trés

pontos que nao estao sobre uma mesma reta.

Axioma 1.1.4. Para quaisquer trés pontos A, B, C' que nao estao sobre uma mesma reta,
hd sempre um plano «, que estd associado com qualquer dos trés pontos A, B,C. Para

cada plano ha sempre um ponto que estd associado com ele.

Axioma 1.1.5. Para cada trés pontos que nao estao sobre uma mesma reta, nao hd mais

do que um plano que estd associado com qualquer dos trés pontos A, B, C.

Axioma 1.1.6. Se dois pontos A, B de uma reta a estao num plano o, entao cada ponto

de a estd no plano .
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Os axiomas de [1.1.7] até [1.1.10] sao de ordem. Neles, Hilbert da as regras de como

devemos tratar a relagao estar entre que envolve pontos.

Axioma 1.1.7. Se um ponto B estd entre um ponto A e um ponto C, entio A, B,C sdo

trés pontos distintos de uma reta, e B estd também entre C' e A.

A B C

Axioma 1.1.8. Para cada dois pontos A e C' hd sempre, pelo menos, um ponto B sobre

a reta AC tal que C estd entre A e B.

A C B

Axioma 1.1.9. Dados trés pontos quaisquer de uma reta, nao hd mais do que um que

estd entre os outros dois.

Axioma 1.1.10. Sejam A, B, C' trés pontos que nao estao em linha reta e a uma reta do
plano ABC', que nao encontra nenhum dos pontos A, B,C'; se a reta a passa por um ponto
do segmento AB, entao, sequramente, passa também ou por um ponto do segmento AC ou

por um ponto do segmento BC'.

C

Teorema 1.1.11. Cada reta a que esta num plano « separa os pontos deste plano o que
nao existem nela, em dois dominios nas sequintes condigoes: cada ponto A dum dominio
determina com cada ponto B do outro dominio um segmento AB no interior do qual estd
um ponto da reta a; pelo contrdrio, dois pontos quaisquer A e A’ dum mesmo dominio

determinam um segmento AA’, o qual nao contém nenhum ponto de a.



18 Capitulo 1. Tarski expressa Hilbert

Definig¢ao 1.1.12. Dizemos que os pontos A, A’ estao no plano o dum mesmo lado

da reta a e os pontos A, B estao no plano o em lados opostos da reta a.

Os axiomas de [1.1.14] até

1.1.19| sao de congruéncia. Neles, aprendemos quais sao as

regras que caracterizam termos definidos a partir dos primitivos. Por exemplo, veremos
como se da a relagao de congruéncia entre segmentos (que serao definidos como um sistema

de dois pontos).

Definigao 1.1.13. Consideremos sobre uma reta a dois pontos A e B; chamemos ao
sistema dos dois pontos A e B, um segmento e representamo-lo por AB ou BA. Os pontos
entre A e B chamam-se pontos do segmento AB, ou também interiores ao segmento AB;
os pontos A e B chamam-se pontos extremos do segmento AB. Todos os restantes pontos

da reta a dizem-se exteriores ao segmento AB.

Axioma 1.1.14. Se A, B sao dois pontos sobre uma reta a e se, além disso, A’ € um ponto
sobre a mesma ou outra reta a’, entdo pode encontrar-se sempre um ponto B’ sobre um
dado lado da reta o', e a partir de A’, tal que o segmento AB € congruente com, ou igual,

ao segmento A'B’, simbolicamente:
AB = A'B’

Axioma 1.1.15. Se um segmento A'B’ e um segmento A"B" sao congruentes com o
mesmo segmento AB, entdo, também o segmento A'B’ é congruente com o segmento
A"B"; ou, abreviadamente: se dois segmentos sao congruentes com um terceiro, entao

sao congruentes entre si.

Axioma 1.1.16. Sejam AB e BC dois segmentos, sem pontos comuns, sobre a reta a e
sejam, além disso, A'B' e B'C" dois segmentos sobre a mesma ou sobre uma outra reta a,

e do mesmo modo sem pontos comuns; entao se for:
AB=A'B" e BC = B'C'

serd também

AC = A'C
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A B C

A B’ C’

Definicao 1.1.17. Seja a um plano qualquer, e sejam h,k duas semirretas quaisquer,
diferentes, no plano «, que partem do ponto O e que pertencem a retas distintas. Ao
sistema dessas semirretas h,k chamamos dangulo e representamo-lo por Z(h,k) ou por
Z(k,h).

As semirretas h,k chamam-se lados do angulo e o ponto O chama-se o vértice do
angulo.

Por essa definicao sao excluidos os angulos raso e nulo.

Sejam h a reta a que pertence a semirreta h e k a reta a que pertence a semirreta k.
As semirretas h e k tomadas juntamente com o ponto O repartem os restantes pontos do
plano em dois dominios: de todos os pontos que estdo com h do mesmo lado de k e com k
do mesmo lado de h, diz-se que estio no interior do angulo Z(h, k); de todos os outros

pontos diz-se que estao fora ou no exterior deste angulo.

Axioma 1.1.18. Sejam dados um dngulo Z(h,k) num plano « e uma reta a’ num plano
o' assim como um determinado lado de a’' em o'. Seja h' uma semirreta da reta o', que
parta do ponto O'. Entdo hd no plano o uma, e uma sé, semirreta k', tal que o angulo
Z(h,k) € congruente com, ou igual ao angulo Z(h', k') e, ao mesmo tempo, tal que todos

0s pontos interiores do angulo Z(h', k') estao no lado dado de a'; simbolicamente:
L(hk)=2Z(W, K
Cada angulo € congruente a si proprio, isto €, tem-se sempre
L(h, k)= Z(h, k)
Axioma 1.1.19. Se para dois triangulos ABC e A'B'C" sao vdlidas as congruéncias
AB=A'B' AC = A'C'", /BAC = £B'A'C'
entao € sempre verificada também a congruéncia

/ABC = /A'B'C'
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O ambiente que possui apenas os trés grupos apresentados é conhecido como geometria
absoluta. Se acrescentarmos o axioma [1.1.20] (também conhecido como axioma das para-
lelas), estaremos diante daquilo que se convencionou chamar geometria euclidiana. Aqui,

para expressa-lo, Hilbert utiliza a versao de John Playfair.

Axioma 1.1.20. (azioma de Euclides) Seja a uma reta qualquer e A um ponto exterior
a a; entdo, no plano determinado por a e A, hd, no mdximo, uma reta que passa por A e

nao corta a.

Os axiomas [LL1.21] e [1.1.22/ sdo os de continuidade.

Axioma 1.1.21. (azioma da medida ou azioma de Arquimedes) Se AB e C'D sao dois
segmentos quaisquer, entdo hd na reta AB um numero finito de pontos Ay, Ao, ..., A, tais
que os segmentos AAq1, A1As, ..., An_1A, sao congruentes com o segmento CD e B estd

entre A e A,,.

Axioma 1.1.22. (azioma linear da completabilidade) Os pontos de uma reta constituem
um sistema, com as suas relagoes de ordem e congruéncia, que jd nao pode ser ampliado,
se se quer manter as relagoes entre os elementos originais bem como as propriedades
fundamentais de ordem linear e congruéncia que resultam dos aziomas de[l.1.1] a[1.1.19] e
L1210

Se considerarmos apenas os axiomas de [1.1.1} até [1.1.21], teremos, de acordo com Gi-

orgio Venturi, a condi¢ao necessaria para uma formalizacao da geometria. E, nesse caso,
podemos mostrar que um sistema de coordenadas definido no interior dessa geometria for-
mara um corpo arquimediano. Entao, estamos diante de uma aporia: de um lado, temos
um corpo enumeravel e, de outro, sabemos que a geometria analitica tem um dominio nao
enumeravel. A superacao dessa dificuldade e a consequente possibilidade de identificar
a geometria expressa por esses axiomas com a geometria analitica se deram adicionando
o axioma da completabilidade. Ele funcionara como a condigao suficiente para uma boa
formalizacao da geometria e, portanto, permitird a Hilbert “definir axiomaticamente uma
bijecao entre os pontos de uma linha reta e os niimeros reais” [(Ven11l)].

A diferenca entre esse axioma e todos os demais pode ser visto no modo como ele é
formulado. Enquanto todos os outros axiomas falam dos objetos do sistema (ponto, reta,

segmento...) e das relagoes entre eles (incidéncia, estar entre e congruéncia), o axioma
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da completabilidade tem um status metaldgico; ou seja, o seu objeto é o proprio sistema
axiomatico e os seus possiveis modelos.

Para encerrar esse breve comentario sobre a funcao do axioma na geometria de
Hilbert, cito o excelente artigo de Eduardo Giovannini: “Na primeira edi¢ao dos Funda-
mentos da Geometria, Hilbert apresenta apenas o axioma de Arquimedes como axioma de
continuidade. A partir da segunda edigao ocorre a incorporacao do axioma da completabi-
lidade. Essa inclusao tem como consequéncia o fato de que a geometria analitica construida
sobre os reais - ou seja, a geometria ‘cartesiana’ - torna-se o tnico ‘modelo’ numérico (a

menos de isomorfismo) de seus axiomas para a geometria elementar.” [(Giol3)]
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1.2 Tarski e a geometria elementar

Thus, in our formalization of elementary geometry, only points are treated as individuals and

are represented by (first-order) variables.
[(Tar59)]

O primeiro desenvolvimento axiomético da geometria euclidiana foi dado em [(Hil03))].
A partir dai, surgiram vérios esforgos para simplificar o seu sistema; e, segundo [(Pam93])],
o mais notavel pela simplicidade da linguagem e dos axiomas foi o sistema proposto por
Tarski.

A geometria elementar esteve presente em varios cursos e projetos de pesquisa desen-
volvidos e coordenados por Tarski. Como podemos ver em [(GT99)], em 1926 ¢ 1927,
quando ainda era professor na Universidade de Varsévia, Tarski deu um curso sobre um
desenvolvimento axiomatico da geometria euclidiana elementar. Entre 1955 e 1965, ja em
Berkeley, juntamente com alguns alunos, fez uma consideravel simplificacao no sistema
de axiomas concebido inicialmente. Uma versao do sistema de axiomas que utilizaremos
aqui é dessa época. Foi precisamente em 1959 que ele escreveu o artigo intitulado What Is
Elementary Gometry?. Nele fica evidente que o modo de Tarski ver a geometria afasta-se
radicalmente da tradicao ligada a Os Elementos de FEuclides. Para ele, a geometria ele-
mentar é “a parte da geometria euclidiana que pode ser formulada e estabelecida sem a
ajuda de qualquer aparato da teoria dos conjuntos. Ela pode ser formalizada no interior
do cdlculo de predicados de primeira ordem” [(Tar59)]. Nesse artigo, como o préprio Tarski
enfatiza, sua intencao nao era fazer geometria. O que ele desejava era estabelecer uma
formalizacao (e mostrou que hé varias) para um certo fragmento da geometria euclidiana,
de modo a obter alguns resultados metamatematicos. Em um dos exemplos apresentados,
ele consegue provar que a teoria construida ¢ consistente, completa e decidivel.

Depois de mais de cinco décadas de amadurecimento, o sistema de axiomas de Tarski
chega, em 1983, a sua versao definitiva. Como podemos verificar na carta de [(GT99)],
o livro Metamathematische Methoden in Der Geometrie foi o coroamento das pesquisas
iniciadas por Tarski e Wanda Szmielew e concluidas por Wolfram Schwabhauser. Os axi-
omas da geometria elementar a que vamos nos referir foram extraidos dessa obra e estao

destacados apds a descrigao da linguagem.
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Os simbolos légicos da linguagem da geometria tarskiana sao aqueles comuns a todas
as linguagens de primeira ordem com igualdade:

Conectivos sentenciais: -, V, A, —, <

Quantificadores: V, 4

Variaveis individuais: a,b,c,d,,x,y, 2 ...

Igualdade: =

Os simbolos nao légicos (especificos dessa linguagem da geometria elementar) sao ape-
nas dois simbolos relacionais:

Predicado ternario: B

Predicado quaternario: =

Esses dois simbolos serao usados para denotar as relagoes geométricas primitivas da
geometria elementar. O primeiro denota a relacao de wm ponto estar entre outros dois.
Isto é, B(zxyz) pode ser lida como y estd entre x e z. Ja o segundo denota a relagdo
geométrica de congruéncia. Isto é, ry = zw pode ser lida como x e y determinam um
segmento congruente aquele determinado por z e w.

Para facilitar as referéncias que faremos mais adiante, chamaremos de A o conjunto

dos axiomas abaixo:

Al: ab=ba
A2: ab=pgNab=rs — pqg=rs
A3: ab=cc—a=b
A4: Jz(Bgax N ax = be)
Ab: a # bA Babc N Ba'tV/d Nab=a b Nbe=Vd Nad=d'd Nbd=Vd — cd=d
A6: Baba — a =1
AT: Bapc N\ Bbge — x(Bpxb A Bqza)
A8: Ja3bIc(—Babc A = Bbca A ~Bcab)
A9: pF#qgNhap=aqANbp=bqgAcp=cq— BabcV BbcaV Beab
A10: Badt A Bbde A a # d — Jx3Jy(Babx A Bacy A Bxty)

CA: Begp A Bepr Aca = cq A ¢b = er — 3z [ex = ep A\ Baxb)



24 Capitulo 1. Tarski expressa Hilbert

Como podemos ver em [(GT99)] e também em [(Mak12)], os onze axiomas anteriores
tém um nome e um certo significado intuitivo. Nos trés primeiros, a tinica nocao geométrica
primitiva (nao légica) presente é a relagdo quaterndria de equidistincia (congruéncia de
segmentos). O primeiro é chamado de axioma da reflexividade para equidistancia, o se-
gundo é o da transitividade e o terceiro é o da identidade.

O quarto axioma é chamado de axioma da construgao de segmentos. Nele, além da
ja citada relacao de congruéncia, temos a relacao ternaria de estar entre, que é a outra
nocao geométrica primitiva do sistema de Tarski. O contetudo intuitivo desse axioma pode
ser resumido do seguinte modo: “Dado um segmento bc, um ponto a e uma diregao (de
qa), podemos construir um segmento ax congruente ao segmento dado”[(Mak12))]. Numa

figura, teriamos:

b c
O quinto axioma é conhecido como axioma dos cinco segmentos. Aqui, hd uma seme-
lhan¢a muito grande com os casos de congruéncia da geometria neutra. L&, nos manuais

de geometria, dadas algumas congruéncias entre lados e entre angulos, era possivel inferir

outras congrueéncias.

O sexto axioma garante que entre os pontos a e a s6 existe um ponto, a saber: o proprio
a. Ele é chamado de axioma da identidade para o estar entre.
O sétimo axioma é o popular axioma de Pasch. Aqui, Tarski utiliza a versao interna

desse axioma.
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b

O contetudo intuitivo desse axioma pode ser resumido, pelo menos nos casos nao de-
generados, afirmando-se que: uma linha cruzando um triangulo em um dos seus lados, e
nao passando por nenhum dos vértices, deve intersectar um dos outros dois lados. Sobre
outras formulagdes e equivaléncias do axioma de Pasch, consultar [(Gup65))] e [(GT99)].

Esses sete primeiros axiomas formam o sistema axiomatico da geometria absoluta livre
de dimensoes e sem o axioma da continuidade.

O oitavo axioma afirma que existem trés pontos nao colineares. Esse ¢ o axioma da
dimensao inferior e, como podemos ler em [(Mak12))], ele “garante que a geometria descrita
por este sistema axiomatico tem, pelo menos, duas dimensoes”.

Informalmente, o nono axioma assegura que quaisquer trés pontos a, b e ¢ que sao equi-
distantes de cada um dos pontos distintos p e ¢ devem ser colineares. Esse é o axioma da di-

mensao superior e “garante que a geometria tenha, no maximo, duas dimensoes” [(Mak12])].

O décimo axioma é o popular axioma euclidiano, mas sua formulacao aqui nao é a
classica de Playfair. Esse axioma “diz que através de qualquer ponto ¢ no interior do
angulo Zbac existe uma linha (aqui é a linha zy) que intersecta ambos os lados do angulo

(aqui nos pontos x e y)”[(GT99)]. Numa figura, temos:
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Z t

O 1ltimo axioma do sistema é o conhecido axioma da continuidade. Como podemos
ver em [(SST83)], a sua formulagao inicial, que 14 é A1l estd expressa em segunda ordem

por:
VXVY{JaVaVylx € X Ny € Y — Baxy] — IbVaVylx € X Ny € Y — Bzby|}

Tarski substitui A11 por um esquema infinito de axiomas em primeira ordem dados
por:

JaVaVyla(z) A B(y) — Bazy] — IbVaVyla(z) A B(y) — Bxby]

onde a e 3 sao féormulas em primeira ordem tais que o nao tem ocorréncias livres de a, b
ou ¥, e 5 nao tem ocorréncias livres de a, b ou .

Uma instancia desse esquema é o nosso axioma C'A. Para maiores esclarecimentos

consultar [(GT99)] e [(Mak12))].
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1.3 Interpretacao

Une structure définissable dans M est en quelque sorte présente dans M. Il y a des structu-
res plus subtilement cachées dans M. Par exemple, on peut reconstruire le corps K a partir de
GLo(K) uniquement a laide d’opérations “du premier ordre”: on dit que K est interprétable
dans GLo(K). Il est intéressant de savoir quelles sont les structures interprétables dans une

structure donnée.
[(Las09)]

Nossa primeira tarefa nesta dissertacao serd mostrar que os axiomas da geometria
de Hilbert sao teoremas na geometria elementar de Tarski. Para tanto, serd necessario
interpretar a linguagem de Hilbert na linguagem de Tarski. Mas o que é interpretar uma
linguagem numa outra? Essencialmente, consiste em escrever para cada formula ¢y do
sistema H de Hilbert uma férmula ¢ do sistema T de Tarski, de modo que as operacoes
booleanas em H (com as ¢y ) e em T ( com as ¢ ) sejam invariantes sob essa interpretagao;
ou seja, 0 mapa que envia as nogoes primitivas e férmulas de uma teoria na outra deve
preservar provabilidade.

Veremos, no plano tedrico, através da definicao [1.3.3] como interpretar uma linguagem
trissortida numa unissortida. Por enquanto, seguindo os passos de [(Bee)], faremos uma
particao no conjunto das variaveis de T. A ideia consiste em particionar o conjunto das
variaveis da linguagem tarskiana em varios subconjuntos disjuntos. Reservaremos um
conjunto de variaveis para interpretar os pontos de Hilbert, outro para interpretar as retas
de Hilbert, e assim por diante. Procedendo dessa forma, evitaremos a colisao entre variaveis
durante a interpretacao. Para obter uma particao disjunta, basta lancar mao do conceito
aritmético da congruéncia mddulo n. Suponhamos que (t;);en sejam as varidveis em T. A

seguir, daremos alguns exemplos que ajudarao a ilustrar melhor essa ideia.

Exemplo 1.3.1. As varidveis em T cujos indices sao congruentes a 0 mod 13 serao

reservadas para interpretar as variaveis pontos de H. Ou seja, usaremos as variaveis
to, 113, t26, U39, Us2, tes, -
Exemplo 1.3.2. As duplas de variaveis em T cujos indices sao congruentes a 1 mod 13

e a 2 mod 13 serao reservadas para interpretar as variaveis retas de H. Usaremos, entao,

as variaveis tl, tQ, t14, t15, t27, tgg,
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Exemplo 1.3.3. As triplas de varidveis em T cujos indices sao congruentes a 3 mod 13, a
4 mod 13 eab mod 13 serao reservadas para interpretar as variaveis planos de H. Assim,

utilizaremos as variaveis t3, ty, ts, t1g, t17, t1g, ...

Exemplo 1.3.4. As duplas de variaveis em T cujos indices sao congruentes a 6 mod 13
e a 7 mod 13 serao reservadas para interpretar as variaveis segmentos de H. Ou seja,

usaremos as variaveis tg, t7, tig, tag, t3a, t33, ...

Exemplo 1.3.5. As duplas de variaveis em T cujos indices sao congruentes a 8 mod 13 e
a 9 mod 13 serao reservadas para interpretar as variaveis semilinhas de H. Serao empre-

gadas as variaveis tg, tg, to1, tao, t34, t3s, ...

Exemplo 1.3.6. As triplas de varidveis em T cujos indices sao congruentes a 10 mod 13,
a 11 mod 13 e a 12 mod 13 serao reservadas para interpretar as variaveis angulos de H.

Assim, serao utilizadas as variaveis tqq, t11, t12, t23, tos, tos, ...

Exemplo 1.3.7. (ponto, reta, plano) Sejam hyg, Lo, Py varidveis em H para pontos, retas

e planos, respectivamente. Entao, teremos os seguintes mapas:
ho — to

LO — (tl, tg)

PO — (t37 t47 t5)

Exemplo 1.3.8. (estar entre) Sejam By e Br as relagoes de estar entre em Hilbert e
Tarski, respectivamente. Sabemos que, em Hilbert, essa relacao é estrita. Ja em Tarski
ela comporta os casos degenerados. Entao, cada relagdo Bg(hg, b1, he), pertencente a
linguagem de Hilbert, serd mapeada na relacao Br(to, t13, tag) Ato 7 ti3Ato 7 tag At13 # tog,

que pertence a linguagem de Tarski.

Exemplo 1.3.9. (colinearidade) A relagdo de colinearidade é definida por:
Col(a,b,c) := B(a,b,c) V B(b,c,a) V B(c,a,b).
Sejam Colg e Coly as relagoes de colinearidade em Hilbert e Tarski, respectivamente.

Entao, temos o seguinte mapa:

Coly(ho, hi, he) — Colr(to, t13, tag) A to 7 tiz At 7# tag A tis # tos
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Para formalizar e dar um pouco mais de rigor a essa nocao de interpretacao entre
linguagens nos apoiaremos agora em ([(Las09)], pag. 178 e 179). E de 14 que extraimos a

seguinte

Definicao 1.3.1. Sejam L e L' duas linguagens e T uma teoria em L. Uma interpretacao

T de L em T € dada por :
- um nteiro n
- uma L-formula U [vy, vy, ..., v,] com n varidveis livres.

- uma L-formula E [w1, W3] com 2n varidveis livres ( tanto Wy quanto Wy representam

sequéncias com n varidveis);
- uma formula F,[vy, v, ...,v,] de L para cada simbolo de constante ¢ de L';

- uma férmula Fg[wy,Ws, ..., Wy| com k.n varidveis livres para cada simbolo de relagao

R de aridade k de L';

- uma formula F¢[wg, Wy, ..., wy] com (k + 1).n varidveis livres para cada simbolo de

funcao f de aridade k de L.

Todas satisfazendo as sequintes propriedades (as expressoes entre aspas que aparecem logo
apds o simbolo = representam formulas de primeira ordem que o leitor explicitard se sentir

necessidade):

(1°). TF “E € uma relagao de equivaléncia”;
(2°). T+ “U € uma unido de E-classes”;

(8°). Para todo simbolo de constante ¢ de L', T = “o conjunto que interpreta F,. é uma

classe modulo E7;

(4°). Para todo inteiro k e para todo simbolo de relagao R de aridade k de L', T+ “Fg é

interpretada por um conjunto fechado para a relagao E7;

(5°). Para todo inteiro k e para todo simbolo de funcdo f de aridade k de L', T = “Fy €
interpretada pelo grdfico de uma aplicacao de aridade k sobre o conjunto das classes

modulo E7
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Em nosso ambiente (de linguagens com sortes diferentes) serd necessario reformular essa
definicao para que possamos interpretar a linguagem £’ de Hilbert na teoria T de Tarski,
cuja linguagem é £ . Para cumprir essa tarefa, vamos, heuristicamente, examinar alguns
dos ingredientes da linguagem L' de Hilbert. A assinatura dessa linguagem é composta
apenas de simbolos de relagoes, ja que tanto o conjunto dos simbolos de constantes quanto
o conjunto dos simbolos de funcoes sao vazios. Outro ponto que deve ser observado é que
a aridade aqui nao é exatamente um inteiro, mas uma tripla de inteiros, onde na primeira
entrada aparecerd a quantidade de pontos, na segunda a de retas e na terceira a de planos.
Assim, os simbolos de relacao, que tratam de incidéncia, estar entre e congruéncia, serao
equipados da seguinte maneira:

A relacao de incidéncia €;, com i = 1 para ponto incide na reta, i = 2 para ponto incide

no plano e i = 3 para reta incide no plano. Desse modo, teremos as seguintes aridades:
r(€1) =(1,1,0) = 1 ponto e 1 reta

ar(€2) = (1,0,1) = 1 ponto e 1 plano
r(€s) =(0,1,1) =1 reta e 1 plano
Para as relacoes de estar entre By e congruéncia =g , teremos:

ar(Byg) = (3,0,0) = 3 pontos

ar(=g) = (4,0,0) = 4 pontos

Prosseguindo, como serd uma L-férmula U [vy,vs, ..., v,|? Novamente, por causa das

varias sortes, teremos o seguinte:

uma L-férmula Uy [v1, 09, . .., vs ] com ny varidveis livres;
uma L-férmula Us [v1, v, . .., vs,] com ng varidveis livres;
uma L-férmula Us [v1, v, . .., vs,] com ng varidveis livres.

E a L-férmula E [wy, ws], como ficard? Aqui, também, teremos:
uma L-férmula E; [wy, ws] com 2n, variaveis livres;
uma L-férmula F, [wy, ws] com 2ny varidveis livres;
uma L-férmula Ej [wy, W] com 2ng varidveis livres.
Nessas trés férmulas, tanto wy quanto ws representam sequéncias com n; variaveis, para

1 = 1,2, 3, respectivamente.
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Por fim, como serd uma férmula Fr[wy, Wy, ..., wg|? Para compreender melhor, vejamos
alguns casos.
Considere R como o simbolo de relagao para o estar entre (By — Br), a congruéncia

(=g—=7) e a incidéncia (€;). Nesses casos, teremos o seguinte:

By (ho, hi, he) — Fp,(to, tis, tag) := Br(to, tis, tas) A (to 7 t13) A (to # tas) A (tis # tag)

ho — wy =1y, hy — W3 = t13, ho — W3 = tog

nlzl,n2:2,n3:3, k1:3, ]{52:0, k3:0
3
> kini=31+02+03=3

i=1
=n (ho, hi, he, h) — F=_(to, t13, t26, t30) ‘==t (o, t13, t2g, t30) A (to 7 t13) N (t26 # t39)

ho — wy =ty , hi — Wy =t13, ho — W3 = t96 , hg — Wy = t39

nlzl,n2:2,n3:3, k1:4, kQIO, k3:0
3
> king=41402+03=4

i=1

Wi ws
N AN
€1 (ho, Lo) — Fe, ( to ,t1,t2) := Colr(to, t1,t2) A (t1 # t2)

ho — Wy =to , Lo — Wy = (t1,12)

n1:17n2:27n3:37k1:17k2: 7k3:
3
}:mm:11+12+03:3

i=1
w1 wWa

N —
€ (ho, Po) — Fe,( to ,ts,ta,t5) := Cpr(to, t3, ta, t5) A ~Colr(ts, ty, t5)

ho — w1 =ty , Py —> Wy = (t3,14,t5)

}:&m:11+20+31:4

i=1
Observacgao 1.3.2. Estamos utilizando a notacio Cpr(t1,ts, ts,t5) para expressar os casos

em que 0s quatro pontos ti,ts, ty,ts sao coplanares. (veja defini¢ao|1.4.47)
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wT )
AN A~
€3 (Lo, Py) — Fe,(t1,ta, ts, ta, ts5) := Cpr(ty, ts, ta, t5) A Cpr(te, ts, ta, t5) A (t1 # t2) A
—~Colr(ts,ts,t5)
Ly — w1 = (t1,t2) , Po+— w3 = (t3,t4,15)
nlzl, 712:2, n3:3, lﬁ:(), kgzl, k3:1

3
> kini=01+12+13=5

i=1
Vale observar que, nesses exemplos, a somatoéria 2?21 kin; representa o numero de
varidveis livres para cada simbolo de relagdo R (€; ou =g ou By) de aridade (kq, ko, k3) de
L.
Agora, de acordo com a definigao [1.3.1] as formulas anteriores devem satisfazer algu-
mas condigoes. A primeira diz que T - “E é uma relacao de equivaléncia”; que, em no
nosso ambiente, deverd ser substituida por T F “FE; é uma relacao de equivaléncia”, com

1 =1,2,3. Cheguemos um pouco mais perto:

w1 w2
AN AN

E\( to , t13) = (to ~ t13) (O ponto t( é igual ao ponto t3)
w w2

BTy 10, Frantin) = Colu(tr, tia, t1s)AColx (ta, tra, t1s) (A reta (f1, £2) & igual a reta (fua, t1s)).
No ambiente tarskiano, ao contrério do que ocorre em Hilbert, as retas serao definidas (Veja
a definicao .
Wy Wy

E3(m, ti6, t17, tig) := Cpr(ts, tie, tir, tis) ACpr(ta, tie, ti7, tis) ACpr(ts, tie, tir, tig). (O
plano (t3,t4,t5) é igual ao plano (¢4, t17,t18)). Tarki também definird o plano (veja a de-
finigao [1.4.46]).

Assim, o que devemos fazer é mostrar que:
(1°) T + “E; é uma relagao de equivaléncia”

De fato, ja que valem as trés condigoes:

(1) T+ E;(to, to), pois tg ~ to

(2) T+ Ey(to, t13) — E1(t1s,to), pois tg =~ t13 — 13 =~ tg

(3) T F Ey(to, t13) A E1(tis, tag) — Er(to, tas), pois (to = t13) A (t1g = tag) — to = tog
(2°) T + “E5 é uma relagao de equivaléncia”

De fato, ja que valem as trés condigoes:

(1) T+ Ey(ty,ta, t1,ta), pois, Coly(ty,t1,ta) A Colr(ta, t1,ta) (o resultado que sustenta
essa afirmacao serd demonstrado no lema [L.4.7)(4)).
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(2) T & Es(ty,te, t1a,t15) — Ea(tia, t1s,t1,ta), pois Colr(ty, te, t14) A Colr(ty, ta, t15) —
Colr(tia, ti5,t1) A Colyp(tia, t15,t2) (0 resultado que sustenta essa afirmacao serd demons-
trado no lema [1.4.8]).

(3) T & Ea(t1, ta, tia, t1s) A Ea(tia, tis, tor, tas) — Ea(t1, ta, tar, tag), pois Coly(ty, ta, t1a) A
Colr(t1,ta, t15) A Colr(tia, t1s,tar) A Coly(tia, t1s,tes) — Colr(ty, te, tar) A Colr(ty, ta, tag)
(veja o lema [1.4.8).

(3°) T + “Ej5 é uma relagao de equivaléncia”

De fato, ja que valem as trés condigoes:

(1) T+ Es(ts, ta, ts, t3, ta, ts), pois Cpr(ts, ts, ta, ts) ACpr(ts, ts, ta, ts) ANCpr(ts, ts, ta, ts)
(veja lema

(2) T & Es(ts, ta, ts, tig, tir, tig) — Es(tie, tir, tis, t3, ta, ts), pois Cpr(ts, tis, tir, tis) A
Cpr(ts, tie, iz, tis) A Cpr(ts, tis, tir, tis) — Cpr(tie, ta, ta, ts) A Cpr(tir, ts, ta, t5) A
Cpr(tis, t3, ta, t5)(veja o lema [1.4.50)).

(3) T & Es(ts, ta, ts, tie, tiz, tis) A Es(tie, tir, tis, tag, tao, ta1) — Es(ts, ta, ts, tag, tso, t31),
pois Cpr(ts, tie, ti7, tis) A Cpr(ta, tis, tiz, tig) A Cpr(ls, tie, tir, tis) A Cpr(tis, tag, 30, t31) A
Cpr(tiz, tao, ts0,t31) A Cpr(tis, tag, ts0, t31) — Cpr(ts, tag, ta0, t31) A Cpr(ta; tag, tao, t31) A
Cpr(ts, tag, t30, t31) (veja o lema[1.4.50).

A segunda condigao que as férmulas devem satisfazer é T + “U é uma uniao de FE-
classes”, que sera reformulada para T - “U; é uma uniao de E;-classes”, com ¢ = 1,2, 3. Mas
o que seriam essas U; nesse ambiente? A Uj(ty) define o ponto (ou seja, Uy (ty) =ty =~ to),
a Us(t1,t2) define a reta (ou seja, Us(ty, ta) :=t1 % ta ) e a Us(ts, ty,t5) define o plano (ou
seja, Us(ts, t4, t5) = —Coly(ts, s, ts5)).

Agora, devemos mostrar que:

(1°) T + “U, é uma uniao de E;-classes”

De fato, ja que vale T F Uy (tg) A Ey(to, t13) — Ui(t13), pois tg == to Aty =~ t13 — t13 ~ t13
(2°) T F “Uy é uma unido de Es-classes”

De fato, ja que vale T F Us(tq,t2) A Ea(ty, ta, t1a, t15) — Us(tia, t15), pois t1 % to A
Coly(ty, tia, t1s) A Colr(ta, tia, tis) — tia % tis
(3°) T F “Us é uma unido de Ej-classes”

De fato, ja que vale T & Us(ts, tq,t5) A\ Es(ts, ta,,ts, tie, t17,t18) — Us(tis, ti7, tis), pois
—~Coly(ts, ta, ts) A Cpr(ts, tis, tir, tig) A Cpr(ta, tis, tir, tig) A Cpr(ts, tis, tir, tig) —
=Colr(tis, ti7, t1g)
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A terceira condicao que as féormulas devem satisfazer é que, para todo inteiro k e para
todo simbolo de relacdo R de aridade k de £, T + “Fg é interpretada por um conjunto
fechado para a relacao E”. Aqui essa ultima condicao sera reformulada. Basicamente, sera
preciso trocar k por (ki, ks, k3) e E por E;, com i = 1,2,3. Assim, por exemplo, para os

simbolos de relagoes €1, €5 e €3, 0 que a condicao exige é:
T (Fe (to,t1,t2) A Er(to, tig) A Ea(ty, ta, tia, tis)) — Fe, (tis, tia, tis)

T & (Fe,(to, ts, ta, t5) A Ev(to, tis) A Es(ts, ta, ts, tie, tir, t1s)) — Fe,(tis, tie, tir, tis)

TF (Fey(ty, ta, ts, ta, ts) A\ Ea(t, ta, t1a, t1s) A Es(ts, ty, ts, tig, ti7, tis)) —
Fe,(tia, tis, tie, tir, tis)

E, para as relagbes Br e =, a condigao exige: T + (Fp.(to,t13,t26) AN Ei(to,ts9) A
By (ts, tsa) AE1 (tag, tes)) — Fpy(tsg, tsa, tes) T (F=;(to, tis, tas, t3o) AE1 (to, tsa) AEL (T3, tes) A

Ei(tas, t7s) N Er(tso, to1)) — F=,(ts2, tes, trs, to1)

Dessa procura por uma definicao que fosse adequada ao nosso ambiente, chegamos a

Definicao 1.3.3. Sejam L e L' as linguagens de Tarski e Hilbert, respectivamente. Seja

T uma teoria em L. Uma interpretacio I de L' em T € dada por:

- uma tripla de inteiros dada por (niky, noka, nsks), onde ny = 1, ny = 2,n3 = 3. Além
disso, ki, ko e k3 representam a quantidade de elementos cuja sorte é, respectiva-

mente, ponto, reta e plano;
- uma L-férmula U;[vy, .., vy, | com n; varidveis livres para i = 1,2, 3;

- uma L-férmula FE;[w;,Ws] com 2n; varidveis livres para i = 1,2, 3 (tanto w; quanto

Wy representam sequéncias com n; variaveis);

. S 3 PR ,
- uma férmula Fg[W1, Wa, ..., Wik +ky+ks)] COM Yo, ki varidveis livres para cada stmbolo

de relacao R de aridade (kq, ko, k3) de L'.
Todas satisfazendo as seguintes propriedades:
(1°). T + “E; é uma relagao de equivaléncia”para i = 1,2, 3;

(2°). T+ “U; é uma unido de Ej-classes”para i = 1,2, 3;
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(3°). Para toda tripla de inteiros (k1, ko, k3) e para todo simbolo de relagao R de aridade
(k1, ko, k3) de L', T F “Fg é interpretada por um conjunto fechado para a relagao

E;”parai=1,2,3.
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1.4 Prolegomenos

Reuniremos aqui todos os resultados da geometria tarskiana que serao essenciais para
as provas futuras. Procedendo dessa maneira, conseguiremos obter provas mais claras. As
definigoes e lemas a seguir foram extraidos de [(SST83))]. Quanto as provas apresentadas

em alguns lemas, conseguimos preencher satisfatoriamente as lacunas que existiam.

Lema 1.4.1. Para a,b,c,d, e, f varidveis quaisquer para pontos, valem as sequintes

afirmagoes:

(1) ab= ab

(i) ab=cd — cd = ab
(i1i) ab=cd Ned=ef — ab=ef
(iv) ab=cd — ba = cd

(v) ab=cd — ab = dc

Demonstragao. (i) Pelo axioma A2, temos que ab = pg A ab = rs — pqg = rs; e, tomando
p=1r=beq=s=asegue-se que ab = ba N\ ab = ba — ba = ba. Dal, na presenca do
axioma Al e por destacamento, obtemos ba = ba; e, por substituicao, ab = ab.
(ii) Assuma que ab = cd. Sabemos por (i) que ab = ab. Entao, temos ab = cd A ab = ab.
Logo, na presenca do A2 e destacamento, teremos cd = ab.
(iii) Assuma que ab = cd A cd = ef. Dali, por (ii), temos que ¢d = ab A cd = ef. Pelo A2,
podemos escrever cd = ab A cd = ef — ab = ef. Portanto, por destacamento segue que
ab=ef.
(iv) Assuma que ab = cd. Dali, na presenca de Al, segue que ba = ab A ab = cd. Portanto,
por (iii) e destacamento, teremos ba = cd.
(v) Assuma que ab = cd. Por Al, temos c¢d = de. Desse modo, temos a conjuncao
ab = cd A\ cd = de. Agora, por (iii), ab = cd Aed = de — ab = de. Logo, por destacamento,
ab = dc.

O

Definigao 1.4.2. Chama-se segmento de extremos a e b (e escreve-se ab ou ba) ao conjunto
{a,b}. Além disso, os segmentos da forma aa sio chamados de segmentos nulos (ou

degenerados).
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Corolario 1.4.3. Na presenca do lema e da definicao anteriores, podemos afirmar que

congruéncia de segmentos € uma relacao de equivaléncia entre os segmentos.

Observacao 1.4.4. Vale notar que a definicao de segmento dada anteriormente €, no
minimo, contraintuitiva, jd que nao hd pontos interiores.

Além disso, na defini¢ao de segmento em Hilbert, exige-se que a # b. Logo, se Ey (ou
=n) e Er (ou =) sdo as relagdes de congruéncia em Hilbert e Tarski, respectivamente,

teremos o sequinte mapa:
Exi(ho, h, ha, hs) — Er(to, tis, tas, tsg) N to 7 ti3 Atas 7 ts
Lema 1.4.5. aa = bb (segmentos nulos sao congruentes entre si)

Demonstracao. Pelo axioma A4, sabemos que existe um ponto x tal que B(bax) Aax = bb.
Em particular, existe x com ax = bb. Dai, na presenga do axioma A3, segue-se que r = a.

Portanto, aa = bb. O
Lema 1.4.6. ¢ # a — 3='2(Bgax A ax = be)
Para a prova desse lema, consultar [(SST83))|, pag. 29.
Lema 1.4.7. Para a,b,c, varidveis quaisquer para pontos, valem as sequintes afirmacoes:
(1) B(abb)

(17) B(abc) — B(cba)

(1ii) B(aab)

(tv) B(abc) A B(bac) — a =1b

Demonstracao. (i) Pelo axioma A4, temos que B(abx)Abx = bb. Em particular, bx = bb.

Dai, na presenca do axioma A3 e destacamento, x = b. Logo, B(abb).

(17) Com efeito, por hipétese, temos que B(abc). Além disso, por (i), B(bcc). Assim,
temos a conjungao B(abc) A B(bec). Dai, na presenca do axioma A7 (Pasch) e des-
tacamento, podemos afirmar que existe um ponto z tal que B(bxb) A B(cza). Em
particular, temos B(bxzb). Logo, pelo axioma A6 e destamento, x = b. Consequente-

mente, B(cba).
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(731) Por (i), temos que B(baa). Dai, usando (ii) e destacamento, decorre que B(aab).

(tv) Assuma B(abc) A B(bac). Dai, na presenca de A7 e destacamento, existe um ponto x
tal que B(bxb) A B(aza). Para B(bxb) e B(azxa), na presenga de A6 e destacamento,

teremos, respectivamente, x = b e x = a. Portanto, a = b

O
Lema 1.4.8. Paraa,b,c,d, varidveis quaisquer para pontos, valem as sequintes afirmacoes:
(i) B(abd) A\ B(bcd) — B(abc) A B(acd)
(i) B(abc) A B(acd) — B(bed) A B(abd)
(iii) B(abc) A B(bed) Ab # ¢ — B(acd) N\ B(abd)

Demonstragao. Pelo axioma A7 (Pasch), temos que Babd A Bbed — Jx(Bbzb A\ Bexa).
Logo, na presenga da hip6tese de (i) e destacamento, segue que existe um ponto = com
Bbxb A Bcxa. Em particular, existe um ponto x com Bbxb. Dai, pelo axioma A6 e
destacamento, segue que x = b. Entao, temos Bcba; e, consequentemente, pelo lema |1.4.7]

(17), Babe. Até aqui, mostramos que vale a implicagao:
B(abd) N B(bed) — B(abe) (1.1)

Novamente, pelo A7, temos Bcba A Bdca — Jx(Bbxd N\ Bexe). Reescrevendo, na
presenca do lema [1.4.7|(#), ficaremos com Babc A Bacd — 3z(Bbxd A Bexc). Logo, pela
hipétese de (i7) e destacamento, segue que existe um ponto x tal que Bbzd A Bexe. Assim,
pelo axioma A6 e destacamento, de Bexce segue que x = ¢; e, consequentemente, Bbcd.

Até aqui, mostramos que vale a implicacao:
B(abc) A B(acd) — B(bed) (1.2)
Pelo axioma A4, temos que existe um ponto x tal que:

Bacx N cx = cd (1.3)

E, por[1.2] temos que:
Babc A\ Bacx — Bbcx (1.4)

Além disso, pela hipotesse de (i), temos:

Babc (1.5)
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De[1.3] [1.4] [L.5] e destacamento, segue que:

Bbex (1.6)
Ainda, por hipétese de (iii), temos que:
b#c (1.7)

De A4, lema e do lema[1.4.1]7), decorre x = d; e, consequentemente, de

[1.3] Bacd. Até aqui, estabelecemos a implicagao:
B(abc) A B(bed) Ab # ¢ — B(acd) (1.8)

Para concluir a prova de (i), examinaremos as duas possibilidades seguintes:
Caso 1: b = c¢. Nesse caso, pela hipétes de (i), temos que vale Bacd A Beed. Em
particular, Bacd.

Caso 2: b # c. Pela hip6tese de (i), por e destacamento, temos Babc. Ainda pela

hipétese de (i), vale Bbed. Logo, nesse caso, temos a conjungao:
Babc N\ Bbcd N'b # ¢ (1.9)

De [L.8] [L.9) e destacamento, segue Bacd.

Portanto, para as duas possibilidades, temos:
B(abd) A\ B(bed) — B(abe) A B(acd)

Para os itens (i) e (iii), estabelecemos um resultado parcial que precisa ser completado.

O]
Lema 1.4.9. Em T, vale o sequinte:
(1) JaTb(a # b) (existem, pelo menos, dois pontos distintos)
(11) Je[Babe Nb # ]

Demonstracao. (i) De fato, pelo axioma A8, temos que Ja3b3c(—~BabeA—~BbcaA—Bcab).
Dai, na presenca do lema [1.4.7] segue que a # b Aa # ¢ ANb # c¢. Em particular,

existem, pelo menos, dois pontos distintos.
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(ii) Sejam u, v dois pontos distintos (que existem por (i)). Agora, pelo axioma A4, existe
um ponto ¢ tal que BabcAbc = uv. Nesse caso, devemos ter b # ¢, pois, do contrério,

pelo A3 e destacamento, teriamos © = v, 0 que seria um absurdo.

Lema 1.4.10. Bacb N ac=ad Nbc =bd — c= ¢
Para a prova desse lema, consultar [(? )], pdg. 38.
Lema 1.4.11. a # b A B(abc) A B(abd) — B(bed) V B(bdc)
Para a prova desse lema, consultar [(SST83))], pag. 41.

Definicao 1.4.12. Sejam ab e cd dois segmentos. Dizemos que ab é menor ou igual a
cd, e escrevemos ab < cd, quando existe um ponto y entre ¢ e d com ab congruente a cy.
Formalizando, teremos:

ab < cd <> Jy(Beyd N ab = cy)

Nesse caso, dizemos que cd € maior ou igual a ab, e escrevemos cd > ab. Assim,
cd = ab 4 ab < cd
Lema 1.4.13. ab<cdNab=ad'b Ned=d — dV <d
Para a prova desse lema, consultar [(SST83))], pag. 42.
Lema 1.4.14. ab<cdVecd < ab
Para a prova desse lema, consultar [(SST83))], pag. 42.

Defini¢ao 1.4.15. (i) Sejam r,a,b pontos dois a dois distintos. Dizemos que 0s pontos

a e b estao em lados opostos de r quando vale Barb.

(13) Dizemos que o0s pontos a e b estao do mesmo lado do ponto r ou sao equivalentes a
r, e escrevemos a ~, b, quando tanto a quanto b sao diferentes de r e, além disso, a

estd entre v e b ou b estda entre r e a. Formalizando, teremos:
a~.b:a#rANb#rA(BrabV Brba) (1.10)

Lema 1.4.16. a #r ANb#r Ac#r A Barc — [Bbrc <> a ~, b
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Demonstra¢ao. Assuma a #1r Ab#r ANc#r A Bare.

(—) Suponha Bbrc. Em particular, temos que ¢ # r A Barc A Bbre. Dali, na presenca do

lema [1.4.7, temos
c#r A Bera A Berb (1.11)

Agora, pelo lema [1.4.11] temos que:
¢ # r A B(cra) A B(crb) — B(rab) V B(rba) (1.12)

De [1.11], e destacamento, decorre B(rab) V B(rba). Dai e do que assumimos no
inicio, segue, pela definigao [1.4.15((i7), que a ~, b
(+<) Suponha a ~, b. Entao, pela definigao |1.4.15(i7), temos Babr V Bbar.

Se Babr, entao juntamente com Barc, teremos:
Babr A Bare (1.13)

Pelo lema m(”)v temos Babr A\ Barc — Bbrc A Babe. Dali, na presenca de e
destacamento, teremos Bbrc A Babc. Em particular, Bbrc.

Se Bbar, entao juntamente com Barc, teremos:
Bbar A Bare (1.14)

Pelo lema [1.4.8(ii7), temos Bbar A Barc A a # v — Bbrc A Bbac. Dai, de e

destacamento, teremos Bbrc A Bbac. Em particular, Bbrc. ]
Lema 1.4.17. a ~, b <> Col(arb) A ~Barb

Demonstra¢ao. (—) Suponha que a ~, b. Entao, pela definicao formalizada em (1.10),
temos que a # r Ab# r A (BrabV Brba).

Se Brab, entao temos Col(arb). Agora vejamos que também vale ~Barb. Suponha, por
redugao ao absurdo, que Barb. Entao, temos a conjuncao Brab A Barb. Dai, na presenca
do lema [1.4.7)(iv), segue que a = r, o que é um absurdo.

Se Brba, o argumento ¢ analogo.

(¢—) Suponha que Col(arb) A ~Barb. De Col(arb), segue que BrabV Brba V Barb.
Em particular, temos BrabV Brba. Agora, de ~Barb segue, na presenca do lema [1.4.7],

a#rANb#r O

Lema 1.4.18. Para a,b,c nas condi¢oes da definicao|1.4.15(i1), temos:
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(i) a~ a
(i) a~.b—>b~.a
(i) a~. bAb~, c—a~c

Demonstragdo. (i) Pelo lema [1.4.7)(7), temos que Braa. Nas condigoes da defini¢ao

1.4.15((i7) a # r. Logo, a # r A (Braa V Braa), que, por [1.10} é equivalente a a ~, a.

(7i) Suponha que a ~, b. Dai, na presenga de , temos que:
(a#7r)N(b#71)N(BrabV Brba)
E, por substituicao, segue que:
(b#7r)N(a#71)A(BrbaV Brab)
que, por [1.10} é equivalente a b ~,. a

(#49) Suponha a ~, bAb~, c. Por causa de temos (a # ) A (b # r) A (BrabV Brba)
e (b#1r)A(c#r)N(BrbcV Breb). Vamos examinar uma das quatro possibilidades:

(a#r)N(Db#71)AN(c#71)AN(Brab A Brbe) (1.15)
Agora, pelo lema [1.4.§)(i7), temos que:
Brab A Brbc — Babc N\ Brac (1.16)

Del1.15] e destacamento, decorre Babc A Brac. Em particular, Brac. Portanto,
a2, c

]

Definigao 1.4.19. Chamamos de semilinha determinada porr e a (saindo de r e passando
por a), e escrevemos H(ra) a classe de equivaléncia (em relagdo a ~, ) de qualquer ponto

a # r; isto €, ao conjunto de pontos:
H(ra) ={z | x >~ a} (definido para a # r) (1.17)
Quando um conjunto de pontos K é uma semilinha (escreve-se HUK ), tem-se

H! K 4> 3pJala #p AN K = H(pa)] (1.18)
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Lema 1.4.20. r #aAb# ¢ — Iz ~, r A ax = b(]

Demonstracao. Pelo lema [1.4.6] segue que:
r #a — 3% w(Brax A ax = be) (1.19)
Além disso, pelo axioma A4, vale que:
Jz(Brax N ax = be) (1.20)
De e , segue que r # a — 3~ 'x[Braz A ax = bc]. Em particular, temos:
r#aAb#c— I '2[Brax A ar = bc] (1.21)
De e[I.21] temos o resultado desejado. O
Lema 1.4.21. a ~, b — [ra < rb <> Brab]

Para a prova desse lema, consultar [(SST83)], pag. 45.

Defini¢ao 1.4.22. Sejam p e q dois pontos distintos. A linha determinada por p e q (ou

a linha que passa por p e q), e que escreveremos L(pq), serd definida por:
L(pq) := {x | Col(pgzr)} (1.22)
Quando um conjunto de pontos A € uma linha reta, e escreve-se LnA, tem-se
LnA ¢ 3p3q(p # g N A = L(pq)) (1.23)

Para a € A, também dizemos que o ponto a estd na linha reta A ou a incide na linha

A ou a linha reta A passa pelo ponto a; para a ¢ A, dizemos que a estd fora de A.

Lema 1.4.23. a #b — F7'A[LnANa e AND e A

(Para dois pontos distintos a,b, hd uma unica linha reta passando por eles)

Esse resultado corresponde aos axiomas e de Hlbert. Para a prova, consultar
[(SST83))] pag. 46.

Lema 1.4.24. InAANLnBANA# B — 35'2[x € ANz € B]

(Duas linhas A, B tém, no mdzimo, um ponto comum)
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Demonstrag¢ao. Assuma LnA N LnB N A # B.
Agora, suponha que existam dois pontos distintos pertencentes tanto a linha A quanto
a B; ou seja:
rHy (1.24)
r,2yeA, r,yeB (1.25)

Ademais, pelo lema [I.4.23], temos que:
v#y— I AInA Ao e A Ny e A (1.26)
De [1.24] e destacamento, segue que:
FTA[InA ANe e ANy e A (1.27)
De e[1.27, decorre A= B = A’, 0 que é um absurdo contra a nossa hipétese. [

Lema 1.4.25. Em T, valem as sequintes afirmagoes:

(i) Col(abc) <» JA[LnANa€ ANbeE ANceE A

(Os pontos a,b, c sao colineares se, e somente se, eles estiverem em linha reta)

(17) JaFb3c—-Col(abe)
(Ezxistem pontos a,b,c nao colineares)
(13i) VYa¥bla # b — Jc—Col(abe)]

(Fora de cada linha (aqui é L(ab)) hd, pelo menos, um ponto)
Demonstracao. (i) : Consultar [(SST&3))], pag. 46.

(17) : Consequéncia imediata do axioma AS.

(23i) : Assuma a # b.

Suponha que cada ponto ¢ estd em A = L(ab). Entao, na presenca de (i), quaisquer

triplas z,y, z s@o colineares, o que é um absurdo praticado contra (i).
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Definigao 1.4.26. Dizemos que m € ponto médio do segmento ab (ou que a € a reflexdo
de b em m), e escrevemos M (amb), quando m estd entre a e b e 0s segmentos ma e mb

sao congruentes. Formalizando, teremos:
M (amb) <> B(amb) A ma = mb (1.28)
Lema 1.4.27. Vp3='p' Mpap'

Demonstracao. Ha apenas duas possibilidades para considerar, a saber: p =a e p # a.
Se p = a, entdo, por (1.28), temos B(aap’') A aa = ap’. Em particular, aa = ap’. Dal,
pelo axioma A3, segue p’ = a, que é tnico.

Se p # a, entao, do lema [1.4.6| e destacamento, segue:
3= (Bpap' A ap’ = ap) (1.29)
Além disso, pelo axioma A4, temos:
3p'(Bpap' A ap’ = ap) (1.30)

De e[1.30, na presenca de |1.28] decorre que 3=1p' Mpayp'.
O

Definigao 1.4.28. O ponto p' do lema serd chamado de imagem (ou reflexdo) do

ponto p no ponto a, e serd denotado por:

p' = Sap = Sa(p) (1.31)
Lema 1.4.29. S,p = p' <> Mpap'
Demonstracao. Consequéncia imediata da definicao [1.4.28 e do lema [1.4.27 O]
Lema 1.4.30. S;)p=p<+<p=a

Demonstragao. (—) Suponha S,p = p. Entao, pelo lema [1.4.29, temos M (pap). Em
particular, na presenca de [1.28] B(pap). Dai, pelo axioma A6, segue que p = a.
(¢-) Suponha que p = a. Entao, S,p = Spp.

Se Syp = p', entao, pelas definicoes [1.4.28 e [1.4.26] e pelos lemas [1.4.29| e [1.4.27] temos

Bppp' A pp = pp’. Em particular, pp’ = pp; e, pelo axioma A3, p’ = p.
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Lema 1.4.31. S, é um automorfismo.
Para a prova desse lema, consultar [(SST83))], pag. 51.

Definicao 1.4.32. Dizemos que os pontos a,b,c formam um angulo reto com vértice b, e

escrevemos Rabe, quando os segmentos ac e aSy(c) sdo congruentes. Formalizando:

Rabc <5 ac = aSy(c) (1.32)

S

Sb(C) b ¢

Nessa defini¢ao, pode ocorrer que a ou ¢ coincida com b.
Lema 1.4.33. Rabc A\ Ra’bc A Baca' — b= ¢

Demonstragao. Por hipdtese, temos:

Rabe A Ra'be (1.33)
Bacad' (1.34)
De e segue que ac = aSy(c) e a'c = d'Sy(c). E fazendo
Sp(c) =¢ (1.35)
temos:
ac=acd e dec=dd (1.36)

Agora, pelo lema [1.4.10, podemos escrever:
Baca' Nac=ad Nd'c=dd - c={ (1.37)

De[1.34] [1.36] e [1.37| e destacamento, segue que:

c=c (1.38)

De [1.35] e lema |1.4.30, decorre b = c.
/

C
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Definigao 1.4.34. Sejam A e A’ duas linhas.

(1) Dizemos que A e A" sao perpendiculares (ou ortogonais) entre si no ponto x, e es-

crevemos A 1, A, quando:

AL, A InANLnA' Nz e ANz € A ANVuVo[lu € ANv e A' — Ruxv] (1.39)

(17) Dizemos que as linhas retas A e A’ sao perpendiculares (ou ortogonais) entre si (sem

especificar o ponto x), e escrevemos A L A’ quando:
AL A AL, A (1.40)
Lema 1.4.35. a # b — Jp3t[ab L pa A Col(abt) N\ B(ctp)]

(Em uma dada linha [aqui L(ab) | existe uma perpendicular em um ponto | aqui a | num

dado semiplano)

C

Para a prova desse lema, consultar [(SST83))|, pag. 63.
Lema 1.4.36. VaVb3='xMaxb
Para a prova desse lema,consultar [(SST83)], pag. 64.

Lema 1.4.37. pa L abAgb L abA Col(abt) A Bptq A\ Bbrqg Aap = br — Jz(Maxb A Mpzxr)

q

Para a prova desse lema, consultar [(SST83)], pag. 66.
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Definigao 1.4.38. Dizemos que os pontos a e b estao em lados opostos da linha A, e
escrevemos BaAb, quando InANa ¢ ANb ¢ ANTt(t € AN Bath). Aqui hd uma
coincidéncia entre as definicoes de Hilbert e de Tarski. Nos dois sistemas, dizemos que 0
pontos a e b que nao estao na linha L estao em lados opostos de L se a # b e se existe um

ponto de L entre a e b; isto €, o segmento ab encontra L. Formalizando, teremos:

BaAb > InANa¢g ANbE ANTt(t € AN Batb) (1.41)

A= L(pq)

Lema 1.4.39. BaAcAm € AN MamcAr € A — Vb(a ~, b — BbAc)
(Se a e c estao em lados opostos da linha A, sao simétricos de um ponto de A, e se r estd

em A, entdo cada ponto b da semilinha H(ra) € oposto a ¢ com relagdo a linha A )

Demonstracao. Assuma que BaAcAm € AN Mamec Ar € A. Além disso, suponha que
a ~, b. Dali, na presenca de [1.4.15 temos que Brba V Brab. Vamos examinar essas duas
possibilidades.

Se Brba, entao, por causa de Mamc, temos a conjuncao:
Brba A Bema (1.42)
Ademais, pelo axioma A7, temos que:
Brba A\ Bema — 3t(Bbte A Bmitr) (1.43)

De [1.42] e destacamento, decorre que existe um ponto ¢ tal que Bbtc A Bmir.
Se Brab, entao é preciso preparar o terreno para aplicar o axioma de Pasch. Para
tanto, considere b’ = S,,b e ' = S,,r.

De Brab, na presenca do lema[1.4.31] temos que Br'cl'.
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Além disso, ja que b e b’ sdo simétricos em relacdo a m, entdao, em particular, sao

opostos em relagao a A. Dai, temos a conjuncao:
Bb'mb A Brab (1.44)
Pelo axioma A7, podemos escrever:
BY'mb A Brab — 3t(Bmtr A Batb') (1.45)

De [1.44] e destacamento, decorre que existe um ponto t tal que Bmtr A Batb'.

Dai, por causa de S,, ser automorfismo, segue que BcAb.

Lema 1.4.40. BaAcAhr e ANA LarNse ANA L cs —
(Mrms — Yu(u ~, a <> Sy, (u) >~ ¢)) AVuVo(u ~,. a Av ~; ¢ — BuAv)

Em linguagem natural, estamos afirmando o sequinte: se a e c estao em lados opostos
da linha A, se r e s sao as projecoes, respectivamente, de a e ¢ sobre A, entdo as duas
semilinhas H(ra) e H(sc) encontram-se espelhadas em relagdo ao ponto médio ders. Além
disso, cada ponto de uma semilinha possui um oposto na outra semilinha em relacdo a A.

A figura abaixo ilustra o que dissemos:
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Para a prova desse lema, consultar [(SST83))], pdg. 68 e 69.

Lema 1.4.41. BaAcNAr € A — ¥b(a ~, b — BbAc)
(Se a e c estao em lados opostos da linha A er estd em A, entao cada ponto b da semilinha

H(ra) € oposto ao ponto ¢ em relagdo a linha A)

Demonstragao. Assuma BaAc Ar € A. Além disso, suponha que Vb(a ~, b.

Sejam z,y, z as projegoes de a, b, c em A. Seja m o ponto médio de zz e d = S, (a).
b

Pelo lema [1.4.40 temos que :

BaAchzx € ANALaxNz€ ANA L cz—
(1.46)

(Mxmz — Va(a ~, a <> Sy,(a) ~, ¢)) AVaVd(a ~, a ANd ~, c — BaAd)

Por hipdtese e construcao, temos também:
BaAchz € ANA LaxANze€ ANA L czANMaxmzA (d= Sp(a)) (1.47)
De [1.46] e destacamento, segue:
d~,c (1.48)
BaAd (1.49)
Ainda por hipétese, construgao e por [1.49] temos que:
BaAdAm e AN MamdNr e A (1.50)
Vb(a ~, b) (1.51)
Pelo lema [1.4.39, podemos escrever:

BaAdAm e ANMamdANr € A— Vb(a ~, b — BbAd) (1.52)
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De [1.50], [1.51], [1.52] e destacamento, decorre:

BbAd (1.53)

Finalmente, considere n o ponto médio de zy e t = S, (c).
b

Pelo lema [1.4.40, temos:

BdAODNze ANALdzANye ANALby — (154)
1.54

(Mzny — Ve(c 2, d < Sp(c) 22, b)) AVeVb(c ~, d N b, b — BcAb)

De [1.48] [T.53] [1.54] da hipdtese e construcao, segue, por destacamento, que BcAb. [

Defini¢ao 1.4.42. Dizemos que 0s pontos a e b estao no mesmo lado da linha A = L(pq),

e escrevemos a ~4 b, quando Ic(BaAc A BbAc). Formalizando, teremos:

a~4b:> Je(BaAc A BbAc) (1.55)
a~pg b pFEgNa e b (1.56)
a
c b
A= L(pg)

Observagao 1.4.43. Ao contrdrio do que aconteceu no caso[1.4.38, aqui as definigoes sao

diferentes. Para Hilbert, diz-se que os pontos a e b que nao estio na linha A estao do
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mesmo lado de A se a # b e o segmento ab nao encontra A. Para Tarski, diz-se que os
pontos a e b que nao estao na linha A estdo no mesmo lado de A se existir um ponto c tal
que ocorram as duas condigoes:

(1) a e c estao em lados opostos de A;

(2) b e c estao em lados opostos de A.
Lema 1.4.44. BaAc — (BbAc <> a ~4 b)

Demonstracao. Assuma:

BaAc (1.57)

(—) Agora, suponha que BbAc. Entao, temos que BaAc A BbAc. Dai, na presenca de
1.55] temos a ~4 b.

(¢-) Suponha a ~4 b. Sejam d, z, y escolhidos conforme as definigoes [1.4.38| e [1.4.42| com:

BaAd A BbAd (1.58)
r€eA yeA (1.59)
Bazd N\ Bbyd (1.60)
a
x
d ~ b

Pelo axioma A7, podemos escrever:
Baxd N\ Bbyd — 3z(Bxzzb A Byza) (1.61)
De [1.60] e destacamento, segue que existe um ponto z tal que:
Bxzb A Byza (1.62)
Dai, segue também que z ¢ A. Pois, do contrério, terfamos b € A ou a € A, o que nédo

é possivel, ja que, por hipdtese, a ~4 b.
a
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Para finalizar o argumento, basta considerar as duas possibilidades para os pontos
a,b,d, a saber: Col(abd) ou =Col(abd).

Caso 1: —Col(abd). De[L.61] decorre Col(ayz) A—B(ayz) e Col(zxb) A—B(zxb). Logo,
na presenca do lema|1.4.17, temos a ~, z e z >, b.

Caso 2: Col(abd).
Nesse caso, x = y. Aqui, basta tomar z = a ou z = b para que tenhamos a ~, z e 2z ~, b

Desse modo, nos dois casos, temos:

0~ (1.63)
2, b (1.64)

Pelo lema [1.4.41] podemos escrever:
BaAchNy € A—Vz(a ~, 2 — BzAc) (1.65)
BzAcAhz € A— Vb(z ~, b— BbAc) (1.66)

De[1.57] [1.59} [1.63] |1.65] e destacamento, segue que:

Bz Ac (1.67)

De [1.67], [1.59] [1.64], [1.66] e destacamento, decorre BbAc, como querfamos.

O

Lema 1.4.45. BaAb — —a ~4 b.
Demonstracao. Assuma:

BaAb (1.68)
Suponha, por reducao ao absurdo, que:

a~4b (1.69)

De [1.68] e lema [1.4.44], temos que:
BbAb (1.70)

De [1.70] e por causa da defini¢ao [1.4.38] segue que existe um ponto t tal que Bbtb, com

t € A. Dai, na presenca do axioma A6, temos t = b, o que é um absurdo, pois b ¢ A. [
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Definigao 1.4.46. Sejam A uma linha e v um ponto tal que r ¢ A. Chamamos de plano

definido por A e r, e escrevemos PU(A,r), ao conjunto de pontos:
PUA,r) ={x|x~arVae AV BrAz} (1.71)
Se A = L(pq), entao para =~Col(pqr) também escrevemos:
Pl(pgr) := Pt(L(pq),) (1.72)
Um conjunto de pontos E € um plano quando:
PUE < Fp3qIr[—Col(pqr) N E = Pl(pqr)] (1.73)

Para a € E, dizemos que a estd em E ou a incide em E ou E passa por a. Para a ¢ E
dizemos que a estd fora de E. Se A € uma linha, entdo para A C E dizemos que A estd

em E ou E passa por A.

Definicao 1.4.47. Dizemos que os pontos aq,as, ..., a, Sao coplanares, e escrevemos

Cp(ay...ay), quando:
Cplay...a,) 4+ IE[PLE A [\ a; € E] (1.74)

=1

(ou seja, ay,as, ..., a, estao em um plano)

Observacao 1.4.48. Aqui, como observou [(Bed)], tanto as linhas quanto os planos sao
definidos, em [(SST83)], como conjunto de pontos. Assim, o tratamento desses conceitos

nao € feito estritamente em primeira ordem. Apesar desse “deslize”, as provas foram feitas

em primeira ordem. E, pela definicao|l.4.46 em|1.75, vemos que planos sao dados por trés

pontos nao colineares; ou seja, os planos de Tarski sao exatamente a interpretacao que

apresentamos para os planos de Hilbert na se¢ao anterior.

Observagao 1.4.49. Ainda de acordo com [(Bed)], dizemos, em Tarski, que quatro pontos
a,b,c,d sio coplanares, e escreveremos Cpr(a, b, c,d), se ocorrer uma das possibilidades a
Sequir:

(1°) ¢ e d estao em lados opostos da linha ab;

(2°) ¢ estd na linha ab;

(3°) d estd na linha ab;

(4°) ¢ e d estao do mesmo lado da linha ab.

Esse fato € assequrado pelo lema a sequir.
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Lema 1.4.50. Para a,b, c,d varidveis para pontos, temos:

Cp(abed) < Fz[Col(abx) A Col(cdx)]| V [Col(acz) A Col(bdx)] V [Col(adz) A Col(bex)]
Para a prova desse lema, consultar[(SST83)] pag. 77.

Lema 1.4.51. PC(ENa€e EANbe ENa#b— L(ab) C EAN3JcE = Pl(abe)
(uma linha que passa por dois pontos de um plano estd contida nesse plano; e o plano pode

ser determinado por essa linha e outro ponto)
Para a prova desse lema, consultar[(SST83)] pag. 75.

Lema 1.4.52. =Col(abc) N PCENa€ ENbe ENce E— E = Pl(abc)
Para a prova desse lema, consultar[(SST83)] pag 76.

Definigao 1.4.53. Sejam K = H(ba) e L = H(bc) duas semilinhas. Chamamos de angulo

ao par nao ordenado {K, L}, e escreve-se £(K, L) ou Labc.
A congruéncia de angulos, que Hilbert toma como conceito primitivo, aqui sera definida.

Definicao 1.4.54. Dizemos que o angulo abc € congruente ao angulo def, e escrevemos

abc = def, quando:

abc=def <> a£bANcEbNd#eN f#eATd3TdTf [Bbad’ A ad’ = ed \ Bbed
Ned =ef AN Bedd Ndd =ba N Beff'ANffl=bcAhdd =df]

Lema 1.4.55. abc = def <» 3a/ICd'Af' [0’ ~pya AN ~yc Nd ~. dN f >~
Aa'bd) = (d'ef")]

Para a prova desse lema, consultar [(SST83)], pdg. 95 e 96.

Lema 1.4.56. abc =def <> a£bAcE£bNdFeN fF#eA
VaNIVAVf'a ~yaNd >~y e Nd ~ dN ff~. fANbd =ed Nbd = ef' — d'd =d f']

Para a prova desse lema, consultar [(SST83)], pdg. 95 e 96.
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Lema 1.4.57. A congruéncia angular € uma relagao de equivaléncia entre os angulos.

Para a prova desse lema, consultar [(SST83)], pdg. 96 e 97.

Lema 1.4.58. —Col(abc) A =Col(dep) — flabc = def N f eq ]
AY 1V fof{[abe = defi A f1 ~ecq p] A [abe = defo N fo ~eq p| = f1 > fo}

Para a prova desse lema, consultar [(SST83))], pag. 98.

Lema 1.4.59. abc = d'b/d ANba =V a' Nbe = b — ac = d'd N|ja # ¢ — bac = bd'd Nbca =

b'da]

Demonstracao. Para estabelecer esse resultado, basta utilizar primeiro o lema|1.4.56] Dai,
resulta ac = a'd. Assim, (abc) = (a’b'¢’). Dessa congruéncia, e na presenca do lema |1.4.55]

teremos o que desejavamos. O]
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1.5 As provas

Finalmente, estamos em condigoes de exibir o poder expressivo da geometria de Tarski.
Para tanto, verificaremos, a partir de agora, que Tarski prova Hilbert. Precisamente,

veremos as provas dos resultados relativos ao ambiente da geometria absoluta.
Proposicao 1.5.1. T + Azioma

Demonstracao. Inicialmente, no ambiente da geometria de Hilbert, vamos passar esse enun-
ciado da linguagem natural (no caso, a lingua portuguesa) para a linguagem légica. Sejam
ho e hy as variaveis que representam, respectivamente, os pontos A e B; e seja Ly a varidavel
que representa a reta a. Denotemos por ¢y a féormula resultante dessa tradugao. Assim,

em H, teremos:
(bH == VhQVhlaLo((ho == h1> /\ (ho G LO /\ hl G Lo))

Agora precisamos interpretar essa formula na linguagem de Tarski. Lembremos que,
para evitar o colapso entre varidveis, utilizaremos a estratégia aritmética da congruéncia
modulo 13. Assim, as variaveis hg e hq serao interpretadas, respectivamente, pelas variaveis
to e t13. Além disso, a varidvel Ly serd interpretada pelo par de variaveis (¢1, t3). Denotemos

por ¢t a interpretacao resultante. Assim, em T, teremos:
gb'ﬂ‘ = VtOthgEltlEth(tl 7é tg) VAN ((t() = t13) V (COl(tl, tz, t[)) A COl(tl, t27 tlg))))
Para melhorar a leitura, reescreveremos essa formula sem os indices:

¢ = Va¥y3Ip3q(p # o) A ((x = y) V (Col(p, q,z) A Col(p, q,y))))

Finalmente, sé resta exibir uma prova de ¢ no sistema axiomatico de Tarski. Para

tanto, basta considerar as duas possibilidades a seguir:
- caso 1: x # y. Nesse caso, basta tomar p=1x e ¢ = y;

- caso 2: x = y. Nesse caso, basta tomar p = x e, na presenca do lema m(z), q pode

ser qualquer outro ponto.

Proposicao 1.5.2. T+ Azioma
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Demonstracao. Como fizemos para o axioma [L.1.1} aqui teremos trés movimentos.
O primeiro consiste em fazer a passagem da linguagem natural para a linguagem logica.

Nesse caso, o resultado serd a seguinte féormula:
¢H = Vhovh1VLOvL1(hj0 7& hi A ho S L() NLiAh € LO NL; — LO = Ll)

O segundo movimento consiste interpretar essa formula na linguagem de Tarski. A

formula resultante dessa interpretacao sera:

qb'ﬂ‘ = VtOVt13Vt1Vt2Vt14Vt15Vt26 (t() 7é t13 A OOl(t(), tl, tg) A C’Ol(to, t14, t15)/\

Col(tiz,t1,t2) A Col(tys, tia, t15)) — (Col(tas, t1,t2) <> Col(tag, t1a, t15))
Para melhorar a leitura, reescreveremos essa férmula sem os indices:

o1 = VaVyVpVoVrVsVz(x # y A Col(x, p,q) A Col(x,r, s)A
Col(y, p,q) A Col(y,r,s)) = (Col(z,p,q) <> Col(z,1,s))

O terceiro movimento consiste em exibir uma prova de ¢r no sistema axiomatico de

Tarski. Para tanto, basta usar o lema [1.4.23|

Proposicao 1.5.3. T+ Azioma[L.1.3]

Demonstracao. Sejam hg, hi e hy as variaveis que representam pontos; e seja Ly a variavel
que representa reta. Denotemos por ¢y a férmula resultante da traducao de Sobre uma

reta ha sempre, pelo menos, dois pontos. Assim, em H, teremos:
gf)H = VLoahoahl(ho 7é hi ANhg € Lo AN hy € Lo)

Além disso, se denotarmos por ¥y a formula resultante da traducao de Ha pelo menos

trés pontos que nao estao sobre uma mesma reta, teremos :
Yy = Fho3h13hoVLo(ho # ha A hg # ha AN hy # ha ANhg & LoV hy & LoV hy ¢ L)

Agora precisamos interpretar essas férmulas na linguagem de Tarski. Lembremos que,
para evitar o colapso entre variaveis, utilizaremos a estratégia aritmética da congruéncia

moédulo 13. Assim, as varidveis hg, hy e ho serao interpretadas, respectivamente, pelas
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variaveis tg, t13 e tgg. Além disso, a variavel Ly serd interpretada pelo par de variaveis
(t1,t2). Denotemos por ¢ e por ¥7 as interpretagoes resultantes. Assim, em T, teremos:

b1 = Vi ViaTtoTt15(t1 # to A Col(to, t1,t3) A Col(trs, tr, t2))

Wr = Tt 13 a6Vt Vi (~Col(tg, th, o) V —Col(tys, t1,ts) V ~Col (tag, t1, t2))

Para melhorar a leitura, reescreveremos essas formulas sem os indices:

¢t = VpVq3xIy(p # g A Col(x,p,q) A Col(y, p, q))

Yr = JxIy32VpVe(=Col(z, p,q) V ~Col(y,p, q) V =Col(z,p, q))

Finalmente, s6 resta exibir uma prova de ¢t e ¥ no sistema axiomatico de Tarski.

No caso da primeira, basta tomar x = p e y = ¢. Dal, na presenca do lema [1.4.7, segue
o resultado.

Ja a segunda férmula poderia ser reescrita nos seguintes termos: dp3q3Ir(—Bpgr A

—Bgrp AN =Brpq). Trata-se, portanto, do axioma AS.

Proposicao 1.5.4. T+ Aziomal|l.1.

Demonstracao. A féormula ¢y, que expressa o fato de hg, hy, hs serem colineares, deve
ser interpretada por ¢r = Colr(to, t13,t26). Para uma prova desse fato, consulte o texto
([(Be€)], pagina 4). Agora, para garantir a existéncia de um plano, precisamos de trés
pontos distintos. Mas isso sempre ocorre na presenca de trés pontos nao colineares.

Resta interpretar a féormula ¢y: Cada plano contém, pelo menos, um ponto.
Sabemos que um plano P é interpretado por trés pontos t3, t4, t5. Desse modo, basta ve-
rificar a interpretacao de Qy: P contém c, que é, precisamente, dada por Qr = Cpry(ts, ty, t5, ts5).
Para melhorar a leitura, reescreveremos sem os indices: Qr(a,b,c,c) = Copr(a, b, c,c).

Vamos exibir uma prova de ) na geometria tarskiana.
Pelo que vimos nos prolegdmenos, pela observagao 1.4.48 e pelo lema [1.4.50, basta

mostrar que ocorre uma das trés possibilidades:

(1*) ¢ e c estdo em lados opostos da linha ab

Neste caso, por causa da defini¢ao [1.4.38] existiria um ponto x tal que Colr(a, b, x) A
Br(c, z,c). Em particular, terfamos Br(c, x, ¢). Dali, pelo axioma A6, terfamos x = c.

Uma contradi¢ao com o fato de que o ponto ¢ nao pode estar na linha ab.

Logo, ¢ nao pode estar do lado oposto de ¢ com relagao a linha ab.
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Restam duas possibilidades:

(2%) ¢ estd na linha ab.
Se isso de fato ocorrer, teremos concluido a prova de que vale (7.

Se esse nao for o caso, entao devemos mostrar que:

(3%) c e c estdao do mesmo lado da linha ab.
Estamos assumindo que nao ocorre a (2*) possibilidade; ou seja: ~Colr(a, b, ¢).

Seja p a reflexao de ¢ em a, denotada por S,(c) conforme a defini¢ao [1.4.28} ou seja,

o prolongamento do segmento ca por uma medida ca, garantida pelo axioma A4.

Cc

p = Sa(c)

Entao, p e ¢ estao em lados opostos da linha ab. Dali, pela defini¢ao [1.4.42| ou pela
observacao [1.4.43] ¢ e ¢ estao do mesmo lado da linha ab. Esse fato é testemunhado

pelo ponto p.

Proposicao 1.5.5. T+ Aziomall.1.

Demonstracao. Na definigao [1.4.46] e na observacao 1.4.48, apds dar uma interpretagao
para os planos de Hilbert, vimos que a definicao de plano em Tarski coincidia com essa
interpretagao. Assim, afirmar que x € Pl(pgqr) é equivalente a afirmar que Cpr(p, ¢, 1, ).
Em Hilbert, o axioma [1.1.5| pode ser formulado da seguinte maneira:

VA,B,CJadadp(AcanBeanC¢anAcaNAcefABeanBeACeEanCeP—a=])

Para interpretar essa formula em Tarski, consideremos os seguintes mapas:

a — (t3,tq,15)

B — (t16, t17, l18)

Desse modo, a formula

¢m: os planos a e § contém os pontos A, B, C

deve ser interpretada do seguinte modo:

Para o plano a:
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dul(ts, ta, ts, to, tis, tag) = Copr(ts, ta, ts,to) A Copr(ts, ta, ts, t13) A Copr(ts,ta,ts, ta)

Para o plano £:

o (tis, tiz, tis, to, t1s, tas) = Cor(tis, ti7, tis, to) ACpr(tis, t7, tis, t13) ACpr(tie, ti7, ts, tos)

Devemos mostrar que vale:

Cpr(ts, ta, ts, tisk) = Cpr(tis, tir, tis, tizk)

Equivalentemente, devemos mostrar :

PU(ts, ty,t5) = Pl(tis, t17,t18)

Pelo lema[l.4.52] temos PU(ts, Ly, t5) = Pl(to, t13, t26) € Pl(ti, tiz, t1s) = Pl(to, t1z, tag)-
E, consequentemente, Pl(ts, t4,t5) = Pl(t16, 17, t13).

Proposigao 1.5.6. T+ Azioma[I.1.6
Demonstracdo. A prova deste axioma segue do lema [1.4.51] O
Proposicao 1.5.7. T+ Aziomall.1.

Demonstracao. Sejam hg, hi e hy as variaveis que representam, respectivamente, os pontos

A, B e C. Denotemos por ¢y a féormula resultante dessa tradugao. Assim, em H, temos:
¢u = Bu(ho, hi, ha) — Bu(ha, hi, ho) A ho # hi A hg # hay A hy # hy

Vamos interpretar essa formula na linguagem de Tarski. Desse modo, as variaveis hy,
hq e ho serao interpretadas, respectivamente, pelas variaveis tg, t13 e t96. Denotemos por

¢t a interpretacao resultante. Assim, em T, temos:

o1 = Br(to, tis, tag) Ato # tigA\tg # tagAtis # tag —> Br(tes, tis, to) Ao # tisAty # tagNt1g 7 Log

Para melhorar a leitura, reescreveremos essa formula sem os indices:
¢1r = By(a,b,c) — Br(c,b,a) com a # b, a # ¢ e b # c¢. Finalmente, sé resta exibir
uma prova de ¢t no sistema axiomatico de Tarski. Com efeito, por hipdtese, temos que

Br(a,b,c). Dai, na presenga do lema [1.4.7(i7), segue o resultado.

Proposicao 1.5.8. T+ Aziomal|l.1.§

Demonstracdao. Sejam hg, hy e ho as varidveis que representam, respectivamente, os pontos

A, B e C. Denotemos por ¢y a formula resultante dessa traducao. Assim, em Hl, temos:
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¢u = YhoVhi(ho # h1) — JhoBu(hg, hi, ho)

Agora precisamos interpretar essa férmula na linguagem de Tarski. Assim, as variaveis
ho, h1 e ho serao interpretadas, respectivamente, pelas variaveis tg, t13 e t96. Denotemos
por ¢t a interpretacao resultante. Assim, em T, teremos:

¢ = VtoVti3(to # hiz) — 3tas Br(to, tis, tas)

Para melhorar a leitura, reescreveremos essa formula sem os indices:

¢r = Ya¥b(a # b) — JcBr(a, b, c)

Finalmente, s6 resta exibir uma prova de ¢ no sistema axiomatico de Tarki. Do axioma
A4, temos que Jx(Bpgx A qr = rs). Dai, para a # b : Je(Babe A be = ab). Em particular,
teremos JcBr(a, b, c). O

Proposicao 1.5.9. T F Azioma

Demonstracao. Sejam hg, hy e hy as variaveis que representam os trés pontos. Denotemos
por ¢y a féormula resultante dessa traducao. Assim, em H, temos:

¢u = B(ho, hy, he) — —(B(hg, ha, h1) A B(hy, ho, hs))

Agora precisamos interpretar essa férmula na linguagem de Tarski. Assim, as variaveis
ho, h1 e ho serao interpretadas, respectivamente, pelas variaveis tg, t13 e t9g. Denotemos
por ¢t a interpretacao resultante. Assim, em T, temos:

o1 = (to # tig N to # tas Ntig 7 tas) A Blto, tis, tag) — (B (to, tas, t1z) A B(tis, to, tag))

Para melhorar a leitura, reescreveremos essa férmula sem os indices:

or=(a#bNa#cANb+#c)NB(a,b,c) — —=(B(a,c,b) A B(b,a,c))

Finalmente, so6 resta exibir uma prova de ¢r no sistema axiomatico de Tarski. Do
lema [1.4.8{(7i7), temos que B(abc) A B(bed) Ab # ¢ — B(acd) N B(abd). Dai, fazendo

a=0bb=a,c=c,d=0>, temos:
B(acb) N B(bac) — B(beb) A B(bab) (1.75)
Agora, suponha por reducao ao absurdo que:
B(acb) A B(bac) (1.76)
De e destacamento, decorre que:
B(beb) A B(bab) (1.77)

Dai, na presenca do A6, segue que a = b = ¢, o que é um absurdo praticado contra a

hipétese (que assegura que a, b, ¢ sdo distintos). O



Secao 1.5. As provas 63

Proposigao 1.5.10. T+ Azioma|I.1.10

Em Hilbert, o enunciado do axioma de Pasch pode ser reformulado nos sequintes ter-
mos:
Sejam a, b, ¢ trés pontos nao colineares e seja A uma linha no plano abc tal que nenhum dos

pontos a, b, c estejam em A. Seja p em A e Bapb. Entao, existe ¢ em A com BaqcV Bbgc.

Demonstracao. Por hipétese, existe p em A com Bapb. Entao, na presenca da definicao

1.4.38, podemos assumir:
BaAb (1.78)

Consideremos os pontos b, ¢ e outros dois que estejam em A. Da observagao 1.4.49 e do
lema [1.4.50, sé ha quatro possibilidades para esses pontos. Mas, por hipétese, b e ¢ nao
estao em A. Logo, s6 temos duas possibilidades, a saber:

Primeira possibilidade: b e ¢ estao em lados opostos com relagao a A; ou seja, vale:

BbAc (1.79)
c / A
D b

De e definicao [1.4.38] segue que dq(q € A A Bbgc).

Segunda possibilidade: b e ¢ estao no mesmo lado com relagao a A; ou seja, vale:

booy e (1.80)

De e na presenga do lema [[.4.44] segue-se BcAa. Dai, por causa da defini¢ao
1.4.38) temos que Jq(q € A A Bega).

Portanto, dessas duas possibilidades, resulta que 3g(Bagc V Bbgc), como querfamos.

O

Proposigao 1.5.11. T+ Azioma
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Demonstracao. Neste axioma, Hilbert usou a expressao: sobre um dado lado da reta.
Entao, de partida, nos vemos diante de uma dificuldade, a saber: como mapea-la?

Inicialmente, como observou [(Bee€l)], serd preciso reescrever essa expressao no interior
da geometria de Hilbert usando apenas os conceitos primitivos. Para tanto, basta substituir
a expressao sobre um dado lado da reta pelas expressoes do mesmo lado da reta e
em lados opostos da reta. O novo enunciado sera:

Dado um ponto p numa linha A, e dois pontos a e b, e um ponto ¢ que nao esta em A,
Entao existe um ponto x tal que px = ab e xc encontra A; e existe outro ponto y tal que
py = ab e yc nao encontra A.

Agora estamos em condigoes de verificar que o axioma de Hilbert é um teorema
na geometria de Tarski.

Por hipotese, temos:
p#a (1.81)

Agora, pelo lema [1.4.35] podemos escrever:
p # a — 3q3tlpa L gp A Col(pat) N B(ctq) (1.82)
Em particular, temos Bctq com t € A. Dai, ja que ¢ ¢ A, temos:
BcAq (1.83)
Seja ¢’ o ponto simétrico de ¢ em relacao a p; ou seja:
¢ = S,(q) (1.84)

Pelo lema [1.4.29, podemos escrever:

Sp(q) = ¢ < Mqpqd (1.85)

De [1.84], e destacamento, segue que Mgpq'. Em particular, por causa de [1.28]
temos que Bqpq'. E, na presenca de [1.41]tem-se:

BqAq (1.86)

Pelo axioma A4, podemos afirmar que 3z(B¢'pr A pr = ab). Além disso, pelo lema

1.4.6, temos ¢’ # p — I5'x[B(¢'pz) A pr = ab]. Dai, e com a ajuda de decorrem:

Bq' Az (1.87)
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pr = ab (1.88)
De [1.86], [1.87] e [1.4.42] resulta:
q=azT (1.89)
De [1.83] e lema [1.4.44] temos:
BxAc (1.90)

Finalmente, de[1.90] e da definigao temos que xc intercepta A. Portanto, acabamos
de exibir um ponto x nas condig¢oes do enunciado.
Para exibir o ponto y nas condigoes desejadas, basta tomar y = S,(z). Nesse caso,

temos:

ByAx (1.91)

De[1.90| |1.91] e [1.4.42] temos que o ponto x é testemunha de que c e y estao do mesmo

lado; ou seja, vale:

CAYy (1.92)

Para finalizar, basta mostrar que os pontos ¢ e y, que estao do mesmo lado de A, nao
podem estar em lados opostos com relagao a A e, assim, o segmento yc nao encontrara A.

Pela contrapositiva do lema temos:
¢~y — —BcAy (1.93)

De [1.92] e destacamento, decorre que ~BcAy.

O
Proposicao 1.5.12. T+ Azioma
Demonstracao. Consequéncia imediata do lema|1.4.1 O]

Proposicao 1.5.13. T+ Azioma

Demonstragao. Seguindo a sugestao de [(Bee€))], vamos interpretar a expressao “ab e bc sao
dois segmentos sem pontos comuns”por —3z(Baxb A Bbxc). Ou, equivalentemente, por

Vx(—BazbV —~Bbxc). Em particular, para x = a e depois para x = ¢, vale:

—Baab\V - Bbac (1.94)
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—Bacb vV = Bbcc (1.95)

E, dessa interpretacao, teremos, para os pontos a,b,c,a’,b', ¢, o seguinte enunciado

para o axioma [I.1.T6}
(a # b)A(b # c)ANCol(abe) ANCol(a't' ) Nab = a'b' Abe = b'd A=Fx(BaxrbABbxc) — ac = a'd

Assim, por hipétese, temos:

(@ #b)A (b c) (1.96)
Col(abe) (1.97)
Col(a'b'd) (1.98)

ab = d't/ (1.99)

be = b/¢ (1.100)

A chave para estabelecer esse resultado sera o axioma dos cinco segmentos A5 na sua
forma degenerada. Lembremos do Ab:
a # b A Babc A Bad't'd Nab=d'b Nbc=Vd Nad=d'd Nbd=bd — ed = dd

Nossa tese (mostrar que ac = da'c’) sugere que facamos d = a e d = a’. Procedendo

dessa maneira, teremos:
a # b A Babc A Ba'b'd Nab=ad'b' Nbc=Vc Naa=d'd Nba=bd — ca=cd
Dai, na presenca do lema [1.4.1, podemos escrever:
a# b A Babc A Ba'b'd Nab=d'b' Nbe=b'd Naa=da Nab=d' — ac=d'd (1.101)

De [1.94] [1.95] [1.97] na presenca do lema [1.4.7] teremos:

Babe (1.102)
Com um argumento analogo, teremos também:
Bad't'd (1.103)

Pelo lema [1.4.5] segue-se que:

aa = d'd (1.104)

Portanto, de [1.96] [T1.102], [1.103] [1.99] [1.100], [1.104], [1.101] e destacamento, decorre que

ac = a'd, como queriamos.
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Proposicao 1.5.14. T+ Axioma

Demonstragao. Em [(SST83))], na pag. 98, aparece uma referéncia a esse axioma. Segundo

os autores, para prové-lo, basta langar mao do lema [I.4.58|

Proposicao 1.5.15. T+ Azioma
pmapmapmmbucam

Demonstracao. E imediata, pois se trata do lema|1.4.59 O
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Capitulo 2

Simplicidade da geometria hiperbodlica

Forjar: domar o ferro a forca
nao até uma flor jd sabida.
mas ao que pode até ser flor

se flor parece a quem o diga.

Joao Cabral de Melo Neto

O que motiva a escolha de um determinado sistema de axiomas S para expressar uma
teoria T ? Suponhamos que, fixada uma linguagem L, tanto o sistema axiomatico S; quanto
0 Sy sejam capazes de capturar T. Entao, além das questoes estéticas e operacionais, quais
os motivos que poderiam nos levar a escolher, por exemplo, o sistema de axiomas S;7
Do ponto de vista logico, hd um critério preciso que fornece uma possivel resposta a essa
questao: a simplicidade do sistema.

Existem vérias definigdes para o conceito de simplicidade (consultar [(Pam93)] e [(Pam88))]).
Neste capitulo, utilizaremos apenas um critério sintatico, que essencialmente trata da mi-
nimalidade de quantificadores presentes nos axiomas. Além disso, nos limitaremos a exa-
minar teorias com linguagens a la Tarski, que, no caso do artigo [(Pam04))], trata-se dos
sistemas axiométicos X e ¥’ que denotaremos, respectivamente, por Yy e Yg.

Em 1989, no artigo [(Pam89))|], Pambuccian nos apresenta o mais simples sistema de
axiomas para a geometria euclidiana plana, no qual os axiomas tinham, no maximo, cinco
varidveis. Assim, no artigo [(Pam04))], de 2004, j& se sabia que X¢ nao era o mais simples
sistema de axiomas para a geometria euclidiana plana, uma vez que ele possuia um axi-
oma com seis variaveis. Entretanto, nesse mesmo artigo, a questao da simplicidade para
a geometria hiperbdlica permanecia em aberto. Sabia-se apenas que nao era possivel ex-

pressar, com apenas quatro variaveis, um sistema de axiomas que fosse capaz de capturar
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o fragmento hiperbdlico da geometria plana. Assim, a tnica possibilidade de melhora no
grau de simplicidade da geometria hiperbdlica plana passaria pela constatacao de que o
axioma A20 (o unico axioma com seis varidveis) ndo seria necessario para esse sistema.

Finalmente, em 2008, Carsten Augat apresenta, na sua tese de doutorado (consultar
[(Pam11))]), um sistema de axiomas que permitira a Pambuccian (através de um retorno ao
seu proéprio artigo [(Pam04))]) concluir que o axioma A20 era desnecessario e que, portanto,
poderia ser eliminado do sistema. Estavamos, assim, pelo critério sintatico, diante do mais
simples sistema de axiomas para a geometria hiperbdlica plana.

A seguir, num primeiro momento, exibiremos um sistema axiomatico a la Tarski capaz
de expressar a geometria hiperbdlica. E, em seguida, examinaremos a simplicidade desse

sistema.



Secao 2.1. Um sistema axiomé&tico para a geometria hiperbdlica 71

2.1 Um sistema axiomatico para a geometria hiperbolica

Muito do que fizemos nesta parte estd no artigo [(Pam04)]. Seguindo os passos de
Pambuccian, nosso primeiro movimento foi provar que 34 (definido abaixo) é um sistema
de axiomas para a geometria hiperbédlica plana. Como no capitulo 1, aqui também de-
senvolvemos varios argumentos e jogamos luz sobre eles. Entretanto, em determinados
momentos escolnemos apenas dar referéncias de resultados que, ainda que necessarios para
fechar a argumentagao, extrapolavam o escopo do nosso projeto.

Pambuccian, para provar que as estruturas axiomatizadas pelos axiomas de Al até
A21 sao planos métricos, fard uso do sistema de axiomas de Kay Sorensen. Os axiomas de
Sorensen formam um sistema para os planos métricos nao elipticos (veja em [(Pam01a))]);
14, o axioma MP 9 corresponde ao A20 do sistema apresentado a seguir. Assim como no
capitulo 1 (no qual Tarski prova Hilbert), aqui também temos um andlogo: Pambuccian
prova Sorensen.

A partir de agora, teremos algumas defini¢coes e uma sequéncia grande de lemas que
nos permitirao concluir que Y4 é capaz de capturar a parte hiperbdlica da geometria
plana. Depois de realizada essa tarefa, teremos um sistema axiomético de grau 6 para
a geometria hiperbdlica plana (mais adiante definiremos o grau de simplicidade de um

sistema de axiomas).
Definicao 2.1.1. L(abc) :<» B(abc) V B(bca) V B(cab)
Agora, considere os seguintes conjuntos de axiomas:
Yy = {Al — A22} e Ye = {Al — A20,-A22}

Onde:

Al: ab=cd — cd = ab

A2: ab=cd — ab=dc

A3: ab=aa —a=10

Ad: (i) ab=cdNcd=ce— ab=ce

(17) ab=cd A cd=ae — ab= ae

A5: Babc — Bcba
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AG:

AT:

ASR:

A9:

A10:

All:

Al12:

A13:

Al4:

A15:

Al6:

Al7:

A1S8:

A19:

A20:

A21:

A22:

Babd N\ Bbcd — Babce

a # b A ((Babc A Babd) V (Babe A Bdab) V (Bbca A Bbda)) — Lacd
pEqghap=aqNbp=bqgAcp=cq— Labc
a#bAac=adANbc=bdA\ Babe — ec = ed

Babe A (Bade V Baed) A\ ab = ad A\ ac = ae — Bade A be = de
Babc N\ Bdbe N\ ba = bd A bc = be — ac = de

ab = ad A ((Babe A\ Bade) V (Bcab A Bead)) A ac = ae — de = be
c¢# aA Bead N\ ab = ad N\ (Bced V Bede) A ¢b = ce — Beed
(Vab)(3c)[Bach A ca = cb]

(Vabe)(3d)[Bead N ab = ad]

(Vabe)(3d)[—Labe — (Bade V Bbde) A da = db]

(i) (Yabed)(Je)[Bbad A ab = ad A Bbed — ae = ad N be = bc]
(73) (Vabc)(3d)[Babc — ac = ad A ad = bd

(Vabe)(3d) (Vx)[BabeAb # aNb # ¢ — ((BabxAba = bx) — da = dz) N((BadxAda =

dx) — ca = cx))

(Vabc)(3de)[—Labe — (Bacd V Badc) A de = ab A ad = ae A bd = be]

-~ Lzyz N\ Bxay A\ ax = ay N\ Bybz Nby = bz A\ Bzcx N\ ¢z = cx — —Labc
(3ab)a # 0]

(Vabed)(Je)[a =bVb=cVe=dVvd=aV(BabeNba = be\—ca = ce)V (Bbce Nch =
ce AN =db = de) V (Bede A\ de = de A —ac = ae) V (Bdae A ad = ae A\ —bd = be))|

O que podemos dizer sobre o poder expressivo desses dois sistemas Yy, € Xg 7 Sera que

sao capazes de expressar algum fragmento da geometria elementar?

Lema 2.1.2. Babb
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Demonstracdo. Pelo axioma A15, temos que:

Vabc3d[Bead A ab = ad)

Agora, fazendo:

obtemos:

3V [Babb’ A bb = bb]

Ou seja, existe b’ tal que :

Babb'
bb = bl
Pelo axioma Al, podemos escrever:
bb = b — bl = bb

De (2.2) , (2.3) e destacamento, segue:

bb' = bb
Pelo axioma A3, temos:
' =bb—b=1
De (2.4), (2.5) e destacamento, segue:
b=V
De (2.1) e (2.6), decorre:
Babb

Lema 2.1.3. aa = bb

Demonstracao. Fazendo ¢ = m no axioma Al4, temos que, para todo a e b,

Im[Bamb A ma = mb]

Em particular, temos:

ma = mb

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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Agora, no axioma A1l0, fazendo a =m, b=c=a e d = e = b, segue:
Bmaa A (Bmbb Vv Bmbb) A ma = mb A ma = mb — Bmbb A aa = bb
Do lema [2.1.2] (2.7), (2.8) e destacamento, decorre:

Bmbb N\ aa = bb

Em particular, temos o resultado desejado.
Lema 2.1.4. ab=cc—a=0>

Demonstragao. Pelo axioma A4(i7), fazendo d = ¢ e e = a, temos:
ab=cc N cc=aa— ab = aa

Da hipétese, do lema de (2.9) e destacamento, segue:

ab = aa

Pelo axioma A3, (2.10) e destacamento, decorre a = b como querfamos.
Lema 2.1.5. ab = ab

Demonstracao. Pelo axioma A15, podemos afirmar que existe d tal que:
ab = ad

E fazendo ¢ = a no axioma Al, temos:

ab=ad — ad = ab

De (2.11), (2.12) e destacamento, segue:
ad = ab
Pelo axioma A4(i), com ¢ = a e e = b, temos:
ab=adNad=ab— ab=ab

De (2.11), (2.13), (2.14) e destacamento, decorre o que queriamos.

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Lema 2.1.6. ab = ba

Demonstracao. Pelo axioma A2, fazendo ¢ = a e d = b, podemos escrever:
ab=ab — ab = ba

Dai, na presenca do lema [2.1.5| e destacamento, segue o resultado desejado.

Lema 2.1.7. Babc Nab=ac—b=c

Demonstrac¢ao. Assuma que:

Babc A\ ab = ac

Pelo axioma A10, fazendo d = e = ¢, temos:

Babe A (Bace V Bace) A ab = ac A ac = ac — Bace N\ be = cc

De (2.15), do lema [2.1.2} do lema (2.16) e destacamento, temos;

Bace N\ be = ce

Em particular, temos:

bc = cc

Dai, na presenca do lema [2.1.4] segue o resultado desejado.
Lema 2.1.8. Baba — a =15

Demonstracao. Assuma que:

Baba

Pelo axioma A14 podemos afirmar que existe m, tal que:
Bbma N mb = ma

Em particular, temos:

Bbma
mb = ma

Pelo axioma A6, fazendo ¢ = m e d = a, podemos escrever:

Baba N Bbma — Babm

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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De (2.17), (2.18), (2.20) e destacamento, temos:

Babm
Dai, na presenca do axioma A5, segue:
Bmba (2.21)
Pelo lema [2.1.7, podemos escrever:
Bmba Amb=ma —b=a (2.22)
De (2.19), (2.21), (2.22) e destacamento, segue o resultado desejado. O

Definicao 2.1.9. Sejam a e b dois pontos distintos quaisquer. Dizemos que, para todo x,

0s pontos x estao na linha ab, quando sempre se verifa a relacao Labzx.

O primeiro resultado importante e também trabalhoso, como Pambuccian observa, é a
propriedade transitiva. Vamos a partir de agora destacar e provar alguns dos resultados
centrais para essa finalidade.

O préximo resultado é curioso e de modo resumido diz que toda linha tem, pelo menos,

cinco pontos.

Lema 2.1.10. Se a e b sao dois pontos distintos quaisquer, entao a linha ab contém, pelo

menos, 5 pontos.

Demonstragao. Seguindo os passos do Pambuccian, vamos organizar a prova desse lema
em trés passos.
Primeiro passo: r #aex #b

Notemos que, pelo axioma Al4, podemos escrever

Vab3zx(Baxb A xa = xb) (2.23)

Em particular, existe um ponto x tal que:
ra =xb

Se x = a, entao aa = ab. Dali, pelo axioma Al, ab = aa. Logo, na presenca do axioma A3,
a = b, o que é uma contradicao. De modo analogo, se © = b também chegaremos a uma

contradigao.
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Segundo passo: y #a,y#b, z#a, z#b

Pelo axioma A15, podemos escrever:
Jy(Baby A ba = by) (2.24)

dz(Bbaz A ab = az) (2.25)

Se y = a, entao por conta de (2.24), temos que Baba. Dai, na presenca do lema m,
segue que a = b, o que é uma contradicao.
Se y = b, entao de (2.24), temos que ba = bb. Dali, pelo axioma A3, temos a = b, uma
contradicao.

Analogamente, de (2.25), conclui-se que z = a ou z = b, nos conduzem a uma con-
tradicao.

Terceiro passo: © £y, v # 2,y # 2

De (2.23), (2.24), (2.25), na presenga do axioma A5, podemos escrever:

Byba N Bbza (2.26)
Bzab A Baxb (2.27)
Baby N Bbaz (2.28)
Pelo axioma A6, temos:
Byba N\ Bbxa — Bybx (2.29)
Bzab A Baxb — Bzax (2.30)
Baby A\ Bbay — Baba (2.31)

De (2.26), (2.29) e destacamento, segue que:
Bybx

Nesse caso, se © = y, teremos Byby. Dai, pelo lema y = b, 0 que acarretara numa
contradigao. Portanto, z # y.

De (2.27), (2.30) e destacamento, segue que:

Bzax
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Nesse caso, se x = z, teremos Bxax. Dali, pelo lema [2.1.8] © = a, o que acarretara numa
contradi¢ao. Portanto, x # z.

Finalmente, se y = z, entao de (2.28), (2.31) e destacamento:
Baba

Dai, na presenca do lema [2.1.8] temos a = b, o que é um absurdo. Portanto, y # z.

Desses trés passos, decorre que a, b, x,y, z sao cinco pontos distintos na linha ab. O
Pambuccian destaca que por conta de um resultado de W. Szmielew vale a seguinte

Observacao 2.1.11. Se em toda linha existem, pelo menos, cinco pontos, entao uma
relagio B que satisfaz os aziomas A5, A6, AT e o lema|2.1.§ satisfaz todas as propriedades
universais de rela¢ao de ordem nessa linha (isto €, as propriedades universais de uma ordem

linear).
Lema 2.1.12. a # b A Labm A ma = mb A Labn Ana =nb—m =n
Demonstracao. Para a prova desse teorema consultar [(Rig75)], pag. 163 [

Definicao 2.1.13. O ponto ¢ do segmento ab dado pelo axioma Alj serd chamado de
ponto médio e denotado por M (ab)

Lema 2.1.14. Yabc3='V'(a # ¢ — (Bab'c V Bacl') A ab = ab)
Demonstracao. Consultar [(Pam04)], pag.391. O

Observagao 2.1.15. No lema designaremos o ponto b/ por T(abc). Além disso, o
ponto d no axioma Alb : (VYabe)(3d)[Bead A ab = ad] serd denotado por T'(abc).

Lema 2.1.16. Babc — (30')Bab'c A cb = al/

Demonstracao. Pelo axioma Al4, podemos escrever que:
VYacam(Bame A ma = mc)
Em particular, existe um ponto m tal que:

ma = mc (2.32)
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E pelo axioma A15, temos que:
Vmbeab' (Bemb' A mb = mb') (2.33)
Pela observagao [2.1.11], temos Babm ou Bamb. Entao, assuma:
Bamb (2.34)
Agora, pelo axioma A12, também podemos escrever:
mb' = mb A ((Bmb'c A Bmba) V (Bemb' A Bamb)) A me = ma — be = b'a (2.35)

De (2.32), (2.33), (2.34), (2.35), Al, A2 e destacamento, decorre:

ch = ab’ (2.36)
Dai, fazendo ¢ = a, temos também:
ab = ab’ (2.37)
Pelo axioma A10:
Babe A (Bab'c V Bach') A ab = ab’ A\ ac = ac — Bab'c ANbe =1U'c (2.38)
Pela observagao [2.1.11}
Bab'c Vv Bacl/ (2.39)

De (2.37), (2.38), (2.39), da hipétese e destacamento, decorre:

Bab'c (2.40)

Finalmente, de (2.36) e (2.40), segue o resultado desejado. ]

Lema 2.1.17. Babc A (Bct'aV Beab') A ab = ¢t/ — Beb'a

Demonstracao. Por hipétese, temos Beb'a vV Beab'.
Caso 1: Se Bcb'a, entao nao ha nada a ser feito.

Caso 2: Assuma, entao, que:

Bceab' (2.41)

Por hipétese, temos que:

Babe (2.42)
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De (2.42), do lema [2.1.16| e destacamento, decorre:
3b'Bab'c A cb = ab/

Em particular, temos:

Bab'c
Dai, na presenga do axioma A5, segue o resultado desejado.

Lema 2.1.18. (Yabed) (3 )ac = ad A Babe — Bab'd N ab = ab' Nbc =V'¢

Demonstracao. Por hipotese temos que:
ac = ac N Babc

Caso 1: ¢ =a

(2.43)

Nesse caso, temos ac = aa. Entao, na presenca do axioma A3, a = c¢. Assim, Bcbe.

Dai, pelo lema [2.1.8] b = c.

Ja que ¢ = a = ¢ = b, entao para concluir o argumento basta tomar ¥’ = a
Caso 2: a # ¢
Nesse caso, pelo lema [2.1.14] e destacamento, segue que:

(Bab'd) Vv (Bacdt') A ab = alf

Pelo axioma A10 podemos escrever:

Babc A (Bab'd vV Badt') A ab = ab’ A ac = ac’ — Bab'd ANbe =1b'¢

De (2.43), (2.44), (2.45) e destacamento segue o resultado.

Definig¢ao 2.1.19. ab > ac :+» 3¢ Bacd'b A ac = ad

(2.44)

(2.45)

O

Depois de definir a nogao de desigualdade para segmentos que possuem uma extremi-

dade em comum, agora vamos mostrar que dois segmentos desse tipo sao comparaveis.

Lema 2.1.20. ab > acV ac > ab

Demonstracao. Vamos, novamente, dividir o argumento em dois casos.

Caso 1l: a=c¢
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Aqui, pela defini¢ao [2.1.19] podemos escrever:
cb > cc <> 3¢ Bedb A cc = e

Assim, para concluir a prova nesse caso particular basta tomar ¢ = ¢

Caso 2: a # ¢

Nesse caso, considere o ponto b’ := T'(abc), isto é, b’ é um ponto que satisfaz o lema

2.1.14] Entao, temos que:
(Bab'c V Bach') A ab = ab’

Subcaso 2.1: Suponha que vale a seguinte relagao
Bab'c

Pela definicao [2.1.19] podemos escrever:

ac > ab <> IV Bab'c A ab = al/

De (2.46), (2.47) e (2.48), temos que ac > ab

Subcaso 2.2: Suponha que vale a seguinte relagao

Bacl/

Inicialmente, mostraremos que a # b.

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Suponha, por redugao ao absurdo, que a = b. Dai, na presenga de (2.46) e dos axiomas

Al e A3, segue que V' = b = a. Assim, por (2.49), temos Baca. Consequentemente, na

presenca do lema [2.1.8] a = ¢, o que é um absurdo.

Como a # b, entao pelo lema e destacamento, temos:

(Bac'b V Babcd') A ac = ad

Pelo axioma A10, podemos escrever:

Bact' A (Bacd'bV Babd') A ac = ac’ A ab’ = ab — Bacdb A b = b

De (2.49), (2.50), (2.46), (2.51) e destacamento, decorre:

(2.50)

(2.51)
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Bacdb At = b

Novamente, pela definicao [2.1.19, podemos escrever:

ab > ac < 3¢ Bacdb A ac = ad

De (2.50), (2.52) e (2.53), segue que ab = ac
Lema 2.1.21. ab > ac — 3’ Bach’ A ab = al/
Demonstragao. Consultar [(Pam04)], pag.392.
Lema 2.1.22. be > ba AN ab > ac — ¢b > ca

Demonstracao. Pela definicao [2.1.19| e pela nossa hipdtese, temos:

dpBbpc A ba = bp

dgBaqgb N ac = aq

Pelo lema [2.1.18] podemos escrever:

(Vbqap)(3¢')ba = bp A Bbga — Bbg'p ANbqg =bqd' A qa = ¢'p
De (2.54), (2.55), (2.56), do axioma A5 e destacamento, segue:
Bbg'p ANbg = bg' N qa = q'p
Pelo axioma A4(1), temos:
pqd =aqNaqg=ac— pg = ac
De (2.55), (2.57), (2.58), Al, A2 e destacamento, decorre:

ac = pq

Pela observacao [2.1.11] temos que:

Bepq

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)
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Pelo lema [2.1.16] temos:
Bepq' — IrBerd A¢'p = cr (2.61)

De (2.60), (2.61) e destacamento, segue:
IrBerd A¢'p=cr (2.62)
Pelo axioma A4(ii), temos:
cr=q¢dpANgdp=ca— cr=ca (2.63)

De (2.59), (2.62), (2.63), Al, A2 e destacamento, decorre:

ca = cr (2.64)
Pela observagao 2.1.11] temos:
Berb (2.65)
Pela definicao temos:
cb > ca <> IrBerb A ca = er (2.66)
De (2.64), (2.65) e (2.66) segue o resultado desejado. O

Lema 2.1.23. ab > acNac > ad — ab > ad

Demonstracao. Consultar [(Pam04)], pag.392. O]
Lema 2.1.24. (ab > ac Aba = be) V (be = ba A cb > ca) V (ca = ¢b A ac > ab)
Demonstragao. Pelo lema [2.1.20] temos:

ab>ac ou ac>=ab

Assuma que:

ab > ac (2.67)
Ainda pelo lema [2.1.20] temos também:

ba > be ou bec > ba
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Se ba > be, entao por (2.67) ja teremos a primeira parte da disjuncdo desejada. Agora

assuma que:

be = ba (2.68)

Pelo lema [2.1.23] podemos escrever que:
bc = ba A ab A ac — cb > ca (2.69)
De (2.67), (2.68), (2.69) e destacamento, segue que:
chb > ca (2.70)

De (2.68) e (2.70), temos a segunda parte da disjungdo desejada. De modo andlogo,

assumindo ac > ab, teremos o resultado desejado O

O préximo lema expressa a ideia que estd presente numa das nocoes comuns dos ele-

mentos de Euclides: “se iguais sao adicionados a iguais, os todos sao iguais”
Lema 2.1.25. Babc A Bab/d AN ab = ab ANbe =V — ac = ad

Demonstrag¢ao. Vamos supor que:

a#l (2.71)

Pelo lema temos:
(Yact) (37 ")a # bV — (Bad'V' vV Bab'd") A ac = ac” (2.72)
(Vac't') (37 " )a # b — (Bacd'¥' vV Bab'c") A ac’ = ac’ (2.73)

De (2.71),(2.72),(2.73) e destacamento, existe um ponto ¢”, tal que:
(Bacd"t' v Bab'd") A ac = ad’ (2.74)

(Bac"t' v Bab'd") A ad = ac” (2.75)

Pelo axioma A10, podemos escrever:
Babc A (Bab'd" vV Bad'b') A ab = ab’ A ac = ac” — Bab'd" ANbe = b’ (2.76)
De (2.72), (2.76), pela hipétese e destacamento, temos:

Bab'd" Nbe=1'¢" (2.77)
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Pela observacao [2.1.11], temos Bac'¢” ou Bacd’¢ Assuma que vale:
Bad"d (2.78)

Pelo lema temos:

Bad'd Nad' =ad — "= (2.79)
De (2.75), (2.78),(2.79) e destacamento, decorre:
= (2.80)

De (2.74) e (2.80), seque que ac = ac¢’ como querfamos.
Para encerrar a prova ¢é preciso ainda verificar o que ocorre quando a = b’. Nesse caso,
por conta da hipdtese, segue que ab = aa Dali, na presenca do axioma A3, a = b. Entao,

basta tomar ¢ = c. O
Uma variagao desse resultado é o seguinte
Lema 2.1.26. Bad'ab A Babl' A aa’ = b’ — ba' = al/

Demonstracao. De acordo com a definigao [2.1.13] seja m = M (ba). Entado, pelo axioma
Al14 podemos escrever:

(Vab)(3m)[Bbma A mb = mal (2.81)

Pela hipdtese, na presenca do axioma A5, temos:

Bbaa' A\ Babl/ (2.82)

De (281), (2.82) e da observagao [2.1.11] segue:

Bmaa' e Bmbb (2.83)
Pelo lema [2.1.25] temos que:
Bmaa' AN Bmbb' A ma = mb A ad’ = b’ — ma’ = mb’ (2.84)
De (2.81), (2.83), por hipdtese, (2.84) e destacamento, decorre:
ma’ = mb/ (2.85)
Pelo axioma All, temos:

Bbma' A Bamb' A mb = ma = ma' =mb' — ba' = al/ (2.86)
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Como m = M (ab), entdo, pela hipétese, temos:
Bbma' A Bamb' (2.87)

De (2.87), (2.81), 92.85), (2.86) e destacamento, temos que ba’ = ab’ como querfamos. [

O préoximo lema expressa uma idéia parecida com a dos dois anteriores e pode ser

resumida da seguinte forma: “Se de iguais retirarmos iguais, entao os restos serao iguais”.
Lema 2.1.27. Babc A Bab'd N ac = ad Nbe =0 — ab = al/

Demonstracao. Vamos supor que:

a#c (2.88)
Pelo lema temos:
(Vabd)(F=0")a # ¢ — (Bab"'d v Bacd't") A ab A ab” (2.89)
De (2.88), (2.89) e destacamento, temos:
(37N")(Bab'd Vv Bac't") A ab A ab” (2.90)
Pelo axioma A10, podemos escrever:
Babe A (Bab"d v Badb") A ab = ab” A ac = ad — Bab'd AN be = b"d (2.91)

Pela hipdtese, (2.90), (2.91) e destacamento, segue:
Bab'd Nbe =" (2.92)
Pelo axioma A4(i7), temos que:
AV =becANbe=dbV — V= (2.93)
Por hipétese, (2.92), (2.93), Al, A2 e destacamento:
b = b (2.94)
Pela observagao temos BV ou Bc'b". Vamos assumir que vale:

BV (2.95)
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Pelo lema temos:
BV NV =V =0 =1 (2.96)
De (2.94), (2.95), (2.96) e destacamento, segue b’ = b". Dai e por (2.90), segue o resultado
desejado.
Para concluir o argumento, resta verificar o que ocorre quando a = ¢’. Nesse caso, de

ac = ac e por A3, segue que a = ¢. Dali, por Babc e Bab'd, segue, na presenca do lema

2.1.8, queb=aeb =c. Logo,a=b=c=10 = e temos a implicacao desejada. H

No préximo resultado veremos que a relagao de congruéncia entre segmentos é transi-
tiva. E uma prova longa e que, por esse motivo, escolhemos melhorar algumas passagens
e apenas dar referéncias pra outras. Esse serd o resultado mais trabalhoso desse nosso

capitulo.
Lema 2.1.28. ab=cdNcd=ef - ab=ef

Demonstracao. Por conta do lema [2.1.20] a prova da transitividade da congruéncia dos

segmentos serd composta por dois movimentos.

Primeiro movimento:

Suponha que vale a seguinte desigualdade:
ab > ae (2.97)
Pelo lema [2.1.21] temos:
ab > ae = JrBaex N ab = ax (2.98)

De (2.97), (2.98) e destacamento, existe um ponto z, tal que:

Baex N ab = ax (2.99)

Pelo axioma A17(ii), podemos afirmar que existe um ponto p, tal que:
Baex — ax =ap N ap = ep (2.100)
De (2.99), (2.100) e destacamento, existe um ponto p, tal que:

ar =ap A\ ap = ep (2.101)
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Pelo axioma A4(1), temos:
ab=ax Nax Aap — ab = ap (2.102)

De (2.99), (2.101), (2.102) e destacamento, teremos:

ab = ap (2.103)

Por A4(i), temos:
cd=abAab=ap — cd = ap (2.104)
cd = pa A pa = pe — cd = pe (2.105)

Por hipétese, A1, (2.103), (2.104) e destacamento:

cd = ap (2.106)
Por (2.101), (2.106), (2.105), A1, A2 e destacamento:

cd = pe (2.107)

Pelo axioma A4(i), temos:

ep=cdNcd=ecf —ep=ecf (2.108)

Por hipétese, (2.107), (2.108), Al e destacamento, temos:

ep=ef (2.109)

Pelo axioma A4(i), temos:
ab = pa N\ pa = pe — ab = pe (2.110)
ab=epNep=ef —ab=ef (2.111)

De (2.101), (2.103), (2.110), A1, A2 e destacamento, temos:
ab = pe (2.112)

De (2.109), (2.112), (2.111), Al. A2 e destacamento segue ab = ef.

Portanto, a transitividade da congruéncia entre segmentos esta estabelecida na condicao
(2.97).

Agora, antes de iniciar o segundo movimento, vamos estabelecer mais um lema que

pode ser visto como uma variante da nocao comum 2 dos elementos de Euclides.
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Lema 2.1.29. Bfae A Bacb N af = ac AN ea = bc — ab = ef

Demonstracao. Seja d = T'(aec) como no axioma Al5. Dali,
Bead A ae = ad
Pelo axioma A4(7), temos:
cb=aeNae=ad— cb=ad

Pela hipétese, por 2.113), Al, A2, 2.114 e destacamento, segue:

cd = ad
Pelo lema [2.1.26] temos:

Bbca N\ Bead A cb = ad — ab = cd

De (2.113), (2.115), hipdtese, A5, (2.116) e destacamento, decorre:

ab = cd
Pelo axioma All, temos:

Bead AN Bfae AN ac = af ANad = ae — cd = fe
De (2.113), hipotese, (2.118) e destacamento, segue:
cd = fe

Pelo lema |2.1.16] temos:
Bfae — deBfee N ea = fe

De (2.120), A2, pela hipdtese e destacamento, decorre:
ea =ef
Pela definicao temos:
ab > ae <> FbBabb N ae = ab
De (2.97), (2.122), Al e A2 segue que:

ab

ea

(2.113)

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)
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Pelo axioma A4(), podemos escrever:
ab=eaNea=ef - ab=ef (2.124)

De (2.123), (2.121), (2.124) e destacamento segue ab = ef como queriamos. O

Segundo movimento:

Suponha que vale a seguinte desigualdade:
ae = ab (2.125)

Pelo lema temos que vale um dos casos:
(1) ae = acNea > ec
(i) ac = ae A ca > ce

(1ii) ce = ca Nec > eq

Nesse segundo movimento, a primeira observagao feita por Pambuccian é que basta con-
siderar os dois primeiros casos, ja que por conta dos axiomas Al e A2, podemos afirmar
que o lema pode ser reescrito como ef = cd Acd = ab — ef = ab. Assim, (iii) pode
ser reduzido a (i1).

Considerando o caso (i), prova-se que:
Lema 2.1.30. d'p > de

Para a prova desse resultado consultar [(Pam04)], paginas 394 e 395.

A partir dai, ainda no escopo de (i), se estabelece o lema . Em seguida, agora
assumindo (#7), depois de uma longa argumentacao finaliza-se o segundo movimento e fica
estabelecida a transitividade da congruéncia entre segmentos (Veja [(Pam04)], paginas 395,

396 e 397).

O préximo lema mostra que o axioma A21 pode ser um pouco mais geral.

Lema 2.1.31. (Jabc)—L(abc)
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Demonstracdo. Pelo axioma A21, temos que:
(ab)la # b]
Pelo axioma A17(ii), podemos escrever:
(Vabb)(3c)[Babb — ab = ac A ac = bc]
Do lema m, (2.127) e destacamento, existe um ponto ¢, tal que:
ab = ac N\ ac = bc
Suponha, por reducao ao absurdo que:
Labc
De (2.128) e (2.129), segue que o ponto ¢ é ponto médio de ab. Logo,

Bacb

Pelo lema temos:

BacbANab=ac—>b=c

Da definigao (2.128), (2.131) e destacamento, segue:
c=1>

De (2.128) e (2.132), segue que:

ab = cc

(2.126)

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

Dai, na presenca do lema [2.1.4] segue que a = b ; o que é um absurdo praticado contra o

axioma A21.

]

No préximo lema mostraremos que as reflexoes em torno de um ponto sao isometrias.

Para facilitar a escrita:

Definicao 2.1.32. Dados dois pontos o e a denotaremos o tnico ponto a' para o qual

Baod' e oa = od' por o,(a)

Lema 2.1.33. ab = o,(a)o,(b)
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Demonstragao. Considere a figura:

b oo(a) :=d

o,(b) ==

Se 0 = a, entdao o,(a) = o (pois, pelo axioma A3, se oo = od’, entdao a’ = 0). Nesse
caso, temos: ab = ob e 0,(a)o,(b) = 00,(b) = ob' = 0b

Se 0 = b, o argumento é analogo. Logo, se 0 = a ou 0 = b, o lema pode ser verificado
através da definigao [2.1.32

Suponha que a # o e b # o.

Sejam @' := o,(a) e V' := 0,(b). Entao:

oa =o0a" e ob= ol (2.133)

Agora, nas condigoes do axioma A15, considere a” := T"(oab) e b" := T"(oba); ou seja:
Voab3a"[Bboa" A oa = 0d”] (2.134)

Voba3b"[Baob” A ob = ob] (2.135)

Yoab'3a"[BV oa” A oa = 0a"| (2.136)

Voba'3V"[Ba'ob” A ob = ob” (2.137)

Pela observacao [2.1.11} temos;

Boad"b' v Bob'a” (2.138)
Bod't" v Bob"d' (2.139)

Pelo axioma A4(i), temos:
od' = oa A oa A od" — od = od” (2.140)

De (2.133), (2.134), (2.138) e destacamento, segue:

od' = od” (2.141)
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Analogamente, teremos:

ob' = ob”
Pelo axioma A10, temos:
Bod'V" A (Bod"b' v Bob'a") A od’ = oa” A ob” = ob' — Boad"b' A d'b" = a"t
Bod"t' A (Bod'b" v Bob"d') A od” = od’ A ob' = ol — Bod't" A d"b' = a't”
Bob'a" A (Bob"a' VvV Boad't") A ol = ob” A oa” = oa’ — Bob"d NVa" = b"d
Bob"a’ A (Bob'a" v Boad"t') A ol = ob' A od' = 0a” — Bob'a" NV'a' = bd”
De (2.136), (2.137), (2.141), (2.142), (2.143), (2.144) e destacamento, decorre:
(Bod"t' A\ Bod't") v (Bob'a" N\ Bob"a')

Pelo axioma A12, temos:

od" = oa' N\ ((Bod"b" A Bod'b") v (Bboa” A Bb"oad')) A ob' = ob" — d'b' = a”'b"

oa" = oa A ((Boa"b A Boab”) V (Bboa" A Bb'oa)) A ob = ob"” — ab = a”b"

(2.142)

(2.143)

(2.144)
(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

De (2.134), (2.135), (2.136), (2.137), (2.141), (2.142), (2.147), (2.148), (2.149), A1, A2, A5

e destacamento, segue:

ab=a"t’
a't! = a'V
Pelo lema [2.1.28] temos:
ab=ad"t" Nad"V' = d't — ab=d't

De (2.150), (2.151), (2.152) e destacamento, segue o resultado desejado.

(2.150)

(2.151)

(2.152)

]

O préximo resultado garante a realizagao de uma construcao conhecida como transporte

de segmento.

Lema 2.1.34. (Yabed)(3e)Bede A ab = de
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Demonstracao. Seja o := M (ad). Dali, segue que:
d = 0,(a) (2.153)

Considere também:

v = o,(b) (2.154)

De (2.153) e (2.154), na presenga do lema [2.1.33] segue que:
ab = dv (2.155)

Pelo axioma A15, podemos escrever (Vdb'c)(3e)[Bede A d = de]. Em particular, existe

um ponto e, tal que:

dv' = de (2.156)

Pelo axioma A4(i), temos:
ab=db' N db' = de — ab = de (2.157)
De (2.155), (2.156), (2.157) e destacamento segue o resultado desejado. O

Lema 2.1.35. (Vabed)(37'e)(c # d — (Bced V Bede) A ab = ce)

Demonstragao. Consultar [(Pam04)], pag.398. O

Lema 2.1.36. Babc A ab = al’ A ac = ac’ N bc = bd — Bab'd

Demonstrac¢ao. Consultar [(Pam04)], pag.398. O]
Pelo préximo lema veremos que as isometrias preservam a relagao de estar entre.

Lema 2.1.37. Babc A ab=d'b' Nbc =V Nac=d'd — Bad'b'd

Demonstragao. Seja o := M(aa'). Dali, segue que:

a = o,(a) (2.158)

Pelo axioma A15, temos:

(Vabo) (") [Boab” A ab = ab"] (2.159)

(Vaco)(3")[Boad” A ac = ad”] (2.160)



Secao 2.1. Um sistema axiomé&tico para a geometria hiperbdlica

95

Pela observacao [2.1.11], temos:

Bat'd" v Bad'b" (2.161)
Pelo axioma A10, temos:
Babe A (Bab"d" Vv Bad'V") Aab = ab” A ac = acd” — Bab'd" ANbe =" (2.162)
Pela hipotese, (2.159), (2.160), (2.161), (2.162) e destacamento:
Bab"c" Nbe =b"" (2.163)
Por conta do lema[2.1.33] (2.158) e (2.159), podemos escrever:
ab” = ad'o,(b") (2.164)
ac’ = d'o,(") (2.165)
V' = o,(b")o,(d") (2.166)
d'o,(b") = o,(a)o, (V) = ab” = ab (2.167)
Pela hipétese e por (2.167), Al e destacamento, decorre:
a't! = d'o,(b") (2.168)
De (2.165),lema [2.1.36] (2.160), e da hipétese, segue:
do,(")=dd (2.169)
De (2.166),(2.163) e hipétese, segue:
a,(b") o, (") =b'd (2.170)
De (2.168), (2.169), (2.170) e do lema [2.1.36] aplicado duas vezes, segue o resultado. O
Lema 2.1.38. a # b A ac = ad A bc = bd N\ Labe — ec = ed
Demonstragao. Consultar [(Pam04)], pag.398. O
Lema 2.1.39. a # b A Labc AN ac = acd Nbc=bd — ¢ =
Demonstrac¢ao. Consultar [(Pam04)], pag.398. O
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O préximo resultado pode ser visto como uma extensao do axioma A10.

Lema 2.1.40. Babc A (Ba'b'd VvV Ba'dV') ANab=d't/ Nac = d'd — Bd't'd Nbe =V

Demonstracao. Seja o := M(aa'). Dai, temos:

a = o,(a)
Considere também:

b = 0,(b)

d" = 0,(c)

De (2.169), (2.170) e (2.171), na presenca do lema [2.1.33] temos:
ab = o,(a)o,(b) = a't”

be = a,(b)o,(c) = V"

ac = o,(a)o,(c) = d'”

Pelo lema [2.1.37 podemos escrever:

Babc ANab=ad'b" ANbe =V"'" ANac=d'd" — Bad't'c”

De (2.172), (2.173), (2.174), (2.175), pela hipdtese e destacamento, temos:
Ba/b//CH
Pelo lema [2.1.28] temos:
abt" =abAab=db — dV =dV

[/ — !/ [/ — !/
ac =ac/Nac=ac —ac =ac

De (2.172), (2.174), por hipdtese, (2.177), (2.178) e destacamento, decorre:

a't! =ad't

Pelo axioma A10, podemos escrever:

Bd't"" A (Bd't'd VvV Ba'db ) Nd' b =db Nd'd" =dd — Bdbd ANV =0

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

(2.177)

(2.178)

(2.179)

(2.180)

(2.181)

(2.182)

(2.183)
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De (2.176), pela hipétese, por (2.179), (2.180), (2.181) e destacamento, segue:
Ba'v'd AV = b (2.184)
Novamente, pelo lema [2.1.28] temos:
be=b"d" NV =0 = be=0d (2.185)
De (2.173), (2.182), (2.183) e destacamento, temos:
be=0'¢ (2.186)
De (2.182) e (2.184) segue o resultado desejado. O
Lema 2.1.41. (Vabca't')(37'¢')a # b A Labe A ab = a'b — Ld'b/d AN ac = a'd Nbe =b'd
Demonstracao. Consultar [(Pam04)], pag.399. O]

Os préximos resultados envolvem o conceito de perpendicularidade. Antes de examina-

los vamos a seguinte

Definicao 2.1.42. ab L bc 4> a #bAb# ¢ A ac = aop(c)

C
;E
a ~_ b
ap(c)

Lema 2.1.43. ab L bc A\ Labx N x # b — xb L be

Demonstracao. Por hipotese, temos

ab L be (2.187)
Labzx (2.188)
r#b (2.189)

De (2.185) e da definicao [2.1.42] segue:

a#bAb#cAac=aocy(c) (2.190)
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Pelo axioma A7, temos:
b # a A ((Bbaa N\ Bbax) V (Bbaa N\ Bxba) V (Baab A Baxb)) — Lbax (2.191)
De (2.188), (2.186), (2.189) e destacamento, temos:
Lbax (2.192)
Pelo lema temos:
b # a Abc = boy(c) N ac = aoy(c) A Lbax — xc = xop(c) (2.193)

De (2.188), da definigao [2.1.32] (2.188), (2.190) e destacamento, decorre:

xe = xop(c) (2.194)

Pela defini¢ao 2.1.42] temos:
xb Lbc:>x#bANb#cNxe=xo,(c) (2.195)
De (2.187), (2.188), (2.192) e (2.193), segue o resultado desejado. O

Lema 2.1.44. ab L bc A\ Lbed Nd # b — ab L bd

Demonstragao. Consultar [(Pam04)], pag.399. O
O proéximo resultado garante que a relagao L é simétrica.

Lema 2.1.45. ab 1 bc <+ cb L ba

Demonstracao. Consultar [(Pam04)], pag.399. O

Lema 2.1.46. —Labx A Labc N\ La'b'd Nab = a'b Nbe =V Nac=d'd Nax = d'x' Nbx =

o' — xc=a'd

Demonstracao. Consultar [(Pam04)], pag.400. O
A partir desse momento o artigo [(Pam04))] fard indmeras referéncias a resultados que

foram estabelecidos em outros textos. Recorrendo ao que fizemos até aqui e aos artigos

[(Pam01a)] e [(Sor84)], Pambuccian conclui que os axiomas de Sorensen para os planos

métricos nao elipticos valem em (34 \ {A18, A19, A22})(J{(2.1.1)} (sobre a defini¢do e
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as propriedades desses planos consultar [(Pam0lal)] e [(Pam00)]). Consequentemente, na

presenca do axioma A22, todos os modelos M de ¥4 sao planos métricos nao euclidianos.

Os axiomas de Sorensen foram adaptados para a linguagem L;— e estao reunidos em

[(Pam00)]. Como podemos ver tanto em [(Pam0la)] quanto em [(Pam00)], poderiamos

expressar o sistema de Sorensen em L—, pois podemos primeiro definir o predicado de

colinearidade L em termos de = da seguinte forma:

L(abc) 4 (Fuv)u v ANau=av ANbu=bv A cu = cv

Sistema axiomatico para planos métricos nao elipticos

K1:

K?2:

K3:

K4:

Kb5:

K6:

K.

K&8:

KO9:

K10:

K11:

K12:

K13:

K14:

K15:

Laba

Labc — Lcba A Lbac

a # b A Labc A\ Labd — Lacd
ab = ab

ab=cdNab=ef = cd=ef

ab = ba
aa = bb
ab=cc—a=5b

(Vabea'V')(371)a # b A Labe A ab = a'/ — La'V'd AN ac=a'd Nbe=bc

—Labx N Labc A\ Lad'b/d ANab=a'b Nbc=bcd ANac=ad'd Nax = d'2' Nbx = b —

re=1a'c

(Vabx)(F=ra')~Labx — 2’ # x A ax = ax’ A bx = ba'

—Labx A= LabyNax = ax’ Nbx = bx' Ax # ' Nay = ay’ Nby = by’ Ny £y — xy = 'y
(Vabxx')(Jy)(—Labx A ' # x A ax A ax’ A bx = bx’ — Laby A\ Lzx'y)

(Vab)(F=NW ) (a # b — Labl! A ab A ab' AN # D)

(Vayzab)(Ie)(x #y ANy # 2Nz # x A L(zyz) A L(zya) A ax = ay A\ L(yzb) A by =

bz — cz = cx)
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K16: —~Lxyz A Laxzy A ax = ay N\ Lbzy N bz = by N\ Lexz N\ cx = cz — —Labe

K17: (3abc)—Labe

Teorema 2.1.47. ¥4 - {K1 — K17}

Demonstracdo. Indicaremos onde estao as provas.

e Xy FKI1:
e Yy F K2
o Xy F K3:
o Yy K4
e Yy F Kb:
e Yy I KG:
e Yy KT:
e Xy F K8

([ ] E',Ltl_Kg

segue da definicao e do lema [2.1.2}

segue da definicao e do axioma Ab;

segue da definicao e dos axiomas A7 e AG6;
¢ o lema [2.1.5}

é o lema [2.1.28

¢ o lema [2.1.6}

é o lema [2.1.3}

é o lema |2.1.4}

é olemal2.1.41

e >y F K10: é o lema [2.1.46]

o ¥y F{K11,K12, K13, K14, K15}: consultar ([(Pam04)], pdg. 399) e [(Rig75)];

e Yy F K16: segue do axioma A20;

o Xy FKI17: éolema(2.1.31]

]

Em seguida, assumindo um resultado estabelecido em [(Gup65))], Pambuccian prepara

o terreno para a prova da forma interna do axioma de Pasch:

Lema 2.1.48. (Vabede)(3f)—-Lacd A Babe A\ Bade — Bbfe A\ Befd

Demonstragao. Consultar [(Pam04)], pag. 402. O
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Estabelecido o lema [2.1.48] pode-se afirmar que M tem de ser o plano da geometria
absoluta. Nessas condigdes, recorrendo a um resultado de Pejas (veja em [(? )]), Pam-
buccian conclui que M deve ser isomorfo ao espaco de Klein sobre um corpo ordenado

euclidiano.

Teorema 2.1.49. Yy, é um sistema de axiomas para a geometria hiperbolica plana sobre
corpos ordenados euclidianos, isto €, todo modelo de X4 € isomorfo ao modelo bidimensi-

onal de Klein sobre um corpo ordenado euclidiano.
Demonstragao. Consultar [(Pam04)], pag.402. O

Ja sabemos que os axiomas de Sorensen para os planos métricos nao elipticos valem em

(35 \ {A18, A19, A22}) [J{(1)}. Entao, eles valem também em X¢ := {Al — A20, ~A22}.

Teorema 2.1.50. X¢ é um sistema de axiomas para a geometria euclidiana plana sobre

0s corpos ordenados euclidianos.
Demonstragao. Consultar [(Pam04)], pag.406. O

Finalmente, em razao do teorema [2.1.49] estamos diante de um sistema de axiomas
capaz de expressar a geometria hiperbdlica. E, pelo teorema [2.1.50] temos um sistema
de axiomas para a geometria euclidiana. Como dissemos no inicio deste capitulo, ja se
sabia que o sistema ¢ nao era o mais simples. Mas, no caso hiperbdlico, essa questao
permanecia em aberto. Como veremos a seguir, justamente o tinico axioma que possui seis
variaveis é supérfluo — portanto, pode ser eliminado do sistema. E, nesse caso, teremos o

mais simples sistema de axiomas para a geometria hiperbdlica.
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2.2 Um sistema axiomatico simples

No inicio de sua tese (ver em [(Pam93))]), Pambuccian aponta os motivos pelos quais
é necessario ir além do senso comum no que diz respeito a questao da simplicidade dos
sistemas axiomaticos. H& um certo acordo informal de que as “simplificacoes feitas por
Tarski para o sistema de axiomas de Hilbert diferem das outras simplificagoes em razao da
simplicidade da linguagem e dos axiomas” [(Pam93)), pdg.7]. Mas esse acordo, além de ser
relativo, carece de objetividade. Qual seria o critério absoluto para decidir se o sistema de
Tarski pode ou nao ser simplificado um pouco mais?

Em [(Pam93)], h& véarias maneiras de tornar esse conceito preciso. Utilizaremos a

seguinte

Definicao 2.2.1. Um sistema de axiomas X, para uma teoria finitamente axiomatizdavel T,
em uma linguagem de primeira ordem L, € simples e tem grau de simplicidade gs(T) = n,
se todo axioma em Y, quando escrito na forma prenexra, tem mo mdximo n varidveis e
nao existe sistema de axiomas para T em que todos os ariomas, quando escritos na forma

prenexa, tém, no mdximo, n — 1 varidveis.

Depois de estabelecido, na secao anterior, um sistema axiomatico capaz de expressar a
geometria hiperbodlica, nosso segundo movimento serd em dire¢ao a um sistema de axiomas
que, além desse poder, seja mais simples que 3. Na época da publicacdo de [(Pam04)],
ja era possivel afirmar que >¢ nao era o mais simples sistema de axiomas para a geometria
euclidiana plana. O motivo dessa certeza havia sido publicado em [(Pam89))], onde ficou
estabelecido que o grau de simplicidade de um sistema axiomatico que expressa a geometria
euclidiana plana ¢ igual a 5. No entanto, ainda nao era possivel dizer a mesma coisa com
relacao a YXy. Para a parte hiperbdlica, so era possivel afirmar que o grau tinha de ser, no
minimo, igual a 5.

Agora, acompanhados do breve artigo [(Pamlll)], veremos um sistema axiomatico que
consegue expressar a geometria hiperbdlica plana e onde o axioma A20 nao é necessério.
Assim, na presenca da definicao[2.2.1] estaremos diante do sistema de axiomas mais simples
possivel e cujo grau de simplicidade ¢é 5; e isso é o melhor que podemos ter.

O sistema axiomatico a seguir é devido a Carsten Augat e foi reformulado na lingua-
gem tarskiana por Pambuccian. Nesse sistema, todo par de pontos tem um ponto médio.

Assim como Sorensen, Augat apresenta um sistema axiomatico para os planos métricos
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nao elipticos. S6 que, ao contrario de Sorensen, Augat nao faz uso do axioma A20. E o

melhor: aqui também Pambuccian prova Augat.

Sistema axiomatico para planos métricos com pontos médios
M1: Laba
M2: Labc — Lcba N Lbac
M3: a # b A Labc A Labd — Lacd
M4: ab=cdNab=ef = cd=ef
M5: ab = ba
M6: ab=cc—a=0
M7: (Vab)(3c)Labc A ca = cb
M8: (Vab)(3c)a # b — Labc AN ab=ac ANb# c
M9: p#qgANap=aqNbp=bg— (cp = cq <> Labc)
M10: a # ¢ Ab# d A Lame A ma = me A L(bmd) A mb =md — ad = be
M11: (Yabp)(3p')—~Labp — p # p' Aap A ap’ A bp = bp’
M12: (3abc)—Labe
Teorema 2.2.2. Ay +{M1— M12}
Demonstracao. Vamos examinar algumas implicagoes:
e Y3 F M1: basta recorrer a definicao [2.1.1} e ao lema [2.1.2
e >3 = M2: basta recorrer a defini¢ao e ao axioma Ab;
e >y = M3: por hipétese e na presenca da definicao temos:
a#b (2.196)

e uma das conjungoes a seguir:

Babe N\ Babd (2.197)
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Babc N\ Bbda
Babc A\ Bdab
Bbca N\ Babd
Bbca N\ Bbda
Bbca N\ Bdab
Bcab N\ Babd
Bcab N\ Bbda
Bcab N\ Bdab

Vamos analisar algumas possibilidades.

Pelo axioma A6, podemos escrever:
Beab A\ Badb — Bead

Bdab N Bacb — Bdac

Pelo axioma A7, temos:
a # b A ((Babe A Babd) V (Babe A Bdab) V (Bbea A Bbda)) — Lacd
a # b A ((Babd A\ Babc) V (Babd N\ Beab) V (Bbda A\ Bbea)) — Lade

De (2.196), (2.202), A5, definigao e destacamento, temos Lacd.
De (2.200), (2.205), A5, definicao e destacamento, segue Lacd.

De [(2.195) ou (2.197) ou (2.199)], (2.206) e destacamento, segue Lacd

(2.198)
(2.199)
(2.200)
(2.201)
(2.202)
(2.203)
(2.204)

(2.205)

(2.206)

(2.207)

(2.208)

(2.209)

De (2.201), (2.207) e destacamento, decorre Ladc e, consequentemente, Lacd.

e >y F M4: consequéncia imediata do lema [2.1.28 e do axioma Al.

e Yy B M5: esse resultado é o nosso lema [2.1.6]

e Yy F M6: esse resultado é o nosso lema [2.1.4]

e >y F MT7: consequéncia imediata do axioma Al4 e da definicao [2.1.1]

Para o restante da prova, consultar [(? )], pag. 349.
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Observacgao 2.2.3. A partir de agora, utilizaremos a nota¢ao Ay para nos referir ao novo

sistema de axiomas sem a presenca do arioma A20; ou seja:
Ag =34\ {A20} (2.210)

Por causa do teorema podemos afirmar que Ay é, na linguagem unissortida
de Tarski, um sistema de axiomas para a geometria hiperbdlica plana, cujos axiomas,
na forma prenexa, sao proposi¢oes com, no méaximo, cinco varidveis. O axioma A20 é
supérfluo. Portanto, até aqui temos dois sistemas de axiomas (0 X3, € 0 Ag) que conseguem
expressar a geometria hiperbdlica plana; e, no sentido da definicao [2.2.1] o sistema Ay é

0 mais simples.
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Capitulo 3

Revisitando o conceito de simplicidade

Vimos, pelo critério sintético, dado pela defini¢ao[2.2.1] que, numa linguagem L= a la
Tarski, o Ay é o mais simples sistema de axiomas para a geometria hiperbdlica. Mas sera
que de outro ponto de vista esse mesmo sistema Ay comportaria outras simplificagoes?
A resposta é positiva, e é isso que veremos neste capitulo. Revisitaremos dois sistemas
de axiomas que ja foram examinados nesta dissertacao: o sistema Ay e o sistema A de
Tarski (que, como vimos no capitulo 1, tem poder para expressar a geometria absoluta
axiomatizada por Hilbert).

Primeiramente, veremos, por meio do artigo [(Alal4))], que é possivel simplificar ainda
mais o sistema axiomatico Ay de Pambuccian. Nesse caso, a ideia béasica consiste em
efetuar uma decomposicao em alguns axiomas sem alterar o poder do sistema. Essa cisao

serd efetuada em alguns axiomas que tenham uma das seguintes formas:
(P A (Y1 Vb)) = x

o — (Y Ax)

Essas cisoes, como observa Alama, nao alteram o conjunto dos teoremas. Dai, com-
parando as classes dos modelos do sistema original com as do que foi submetido a cisoes,
nao hé nada de novo. Mas esse tipo de operacao tem a grande vantagem de permitir ver
o que antes estava invisivel: “No entanto, isso pode ser matematicamente significativo,
permitindo que vocé veja dependéncias 16gicas anteriormente despercebidas” [(Alal4))].

Em seguida, voltaremos a atencao para o sistema axiomatico A de Tarski e, na com-
panhia do Makarios, veremos que uma sutil alteragao nesse sistema pode torna-lo mais
simples. E um outro modo de entender a simplificacao de um sistema axiomatico e que

tem resultados surpreendentes.
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3.1 Simplificando via cisoes

Nesta secao, seguindo os passos de Jesse Alama, veremos que ha um outro modo de olhar
para a simplicidade de um sistema de axiomas. Revisitaremos o sistema Ay e mostraremos
que, via cisoes, é possivel simplifica-lo ainda mais. Aqui, a ideia central consiste em buscar
dependéncias. Consideraremos um sistema de axiomas equivalente a Ay, mas com alguns
axiomas numa forma decomposta.

Essa proposta, que aparece em [([Alal4)], um artigo de 2014, faz um uso intenso de re-
cursos computacionais para encontrar provas de teoremas (os provadores automaticos). L4,
Alama tensiona um pouco mais a proposta de Pambuccian e mostra que, num certo sentido,
podemos obter um sistema axiomatico ainda mais simples para a geometria hiperbdlica.
Na verdade, como podemos ver em ([(Alald)], pdg. 610), os resultados que apresentaremos
fornecerao um sistema de axiomas mais simples para a geometria absoluta.

As cisoes serao feitas nos seguintes axiomas do sistema Ay :
AT: a # b A ((Babc A Babd) V (Babe A Bdab) V (Bbca V Bbda)) — Lacd
A10: Babe A (Bade V Baed) A\ ab = ad A ac = ae — Bade N bc = de
Al13: ¢# a A Bead A ab = ad N\ (Bced V Bede) A ¢b = ce — Beed
O axioma AT sera substituido por:
ATy a # b A Babc N Babd — Lacd
ATy a # b A Babc A\ Bdab — Lacd

ATs: a # b A Bbca vV Bbda — Lacd
O axioma A10 serd substituido por:

A10;y g: Babc A Bade N ab = ad N\ ac = ae — Bade

A10y =: Babc N\ Bade A ab = ad N ac = ae — bc = de

Al109 g: Babc A Baed N\ ab = ad N\ ac = ae — Bade

Al109=: Babc N\ Baed A ab = ad N ac = ae — bc = de

O axioma A13 sera substituido por:
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Al3:1: ¢# a N Bead N\ ab = ad N\ Beed A ¢b = ce — Bceed

Al39: ¢ # a N Becad N\ ab = ad N\ Bede N ¢b = ce — Beed

Agora, seja © o sistema de axiomas obtido a partir de Ay da seguinte maneira:
@ = (A’H \ {A7, AlO, Al?)}) U{A717 A72, A73} U{A]_OLB, A]-OI,E; A]_OQVB, A1027E}
U{A13, A13,}

E seja ¥ o sistema de axiomas obtido a partir de © da seguinte maneira:
v:.=0 \ {A?Q, A73, A101,37 A102,Ey A131}

Denotaremos o conjunto de todas as consequéncias logicas de um determinado sistema

axiomatico  por C,(2).
Lema 3.1.1. C,(0) = C,,(Ay)

Demonstracao. Nao ha o que fazer, ja que © é apenas uma reformulacao de Ay; e, conse-

quentemente, os dois sistemas axiomaticos tém o mesmo poder expressivo. O
Lema 3.1.2. ©\ {A7,} - AT,

Demonstracao. Assuma que:

a # b A\ Babc N\ Bdab (3.1)

Devemos mostrar que:

Lacd

Pelo axioma A15, podemos escrever:
(Vazc)(Jy)[Byac A ax = ay] (3.2)
Vamos denotar o ponto y por r(x); ou seja:
y :=r(zx) (3.3)

Afirmacgao 1: VzBr(z)ab

De fato, pelo axioma A6, temos:
Br(z)ac A Babc — Br(z)ab (3.4)

De (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) e destacamento, segue o resultado afirmado.
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Afirmacao 2: Vz[Bxab — r(z) = ]
Assuma que:

Bxab

Pelo axioma All, temos:
Br(z)ab A Bxab A ar(z) = ax A ab = ab — r(z)b = xb
Da afirmagao 1, de (3.5), (3.2), (3.3), (3.6), Al, A2 e destacamento, decorre:
bx = br(x)
Pelo axioma A9, temos:
b#aNbx=br(x)Aax = ar(z) A\ Bbar(z) — r(z)x = r(z)r(z)

De (3.1),(3.7),(3.2),(3.3), da afirmagao 1, do A5 e destacamento, segue:

Pelo axioma A3, temos:

r(x)r =r(z)r(x) = r(xr) =x

De (3.9), (3.10) e destacamento, segue o resultado afirmado.
Afirmagao 3: r(d) =d

Na afirmacao 2, fazendo x = d, temos:
Bdab — r(d) =d

De (3.1),(3.11) e destacamento, segue o resultado afirmado.
Afirmacao 4: Vz[Bxab — Brac]

Assuma que

Bxab

Da afirmagao 2, de (3.12) e destacamento, segue:

r(x) ==z

De (3.2),(3.3) e (3.13) segue a afirmagao 4. Em particular, para = d, temos:

Bdab — Bdac

De (3.1), (3.14) e destacamento segue o que querfamos.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Lema 3.1.3. ©\ {A73} - A7;

Demonstragao. Consultar [(Alaldl)], pdg. 612. O
Lema 3.1.4. ©\ {A10, 5} - A10,

Demonstracao. E imediata, pois a tese estd de modo explicito contida na hipdtese. O
Lema 3.1.5. ©\ {A10y=} F A10, =

Demonstragao. Assuma que:
Babc A Baed A ab = ad A ac = ae (3.15)

Devemos provar que:

be = de

Pelo axioma A10, g, temos:
Babe A Baed A\ ab = ad A ac = ae — Bade (3.16)

De (3.12), (3.13) e destacamento, segue:

Bade (3.17)
Pelo axioma A10; =, temos:
Babe A\ Bade A ab = ad A ac = ae — be = de (3.18)
De (3.12), (3.14), (3.15) e destacamento, segue o resultado desejado. O
Lema 3.1.6. © \ {A13;} - A13;
Demonstracao. E imediata, pois a tese esta de modo explicito contida na hipodtese. O

Lema 3.1.7. UV + A7

Demonstragao. Como ¥ := © \ {A7y, A73, A10; g, A105 =, A13,}, ent@o, por causa dos
axiomas necessarios para estabelecer A7, e A73 (ver a prova dos lemas e[3.1.3), segue

o resultado. O

Lema 3.1.8. U A10
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Demonstragao. Segue de U := O\ {AT,, AT3, A10, g, A105 =, A13,} e dos lemas e
B.1.0 O

Lema 3.1.9. v A13
Demonstracao. Segue de W := O \ {ATq, AT5, A10; g, A102 =, A131} e dos lema . O
Teorema 3.1.10. C,, (V) = C,(0) = C,,(Ay)

Demonstracao. Dos lemas |3.1.6} [3.1.7| e |3.1.8| segue que:

0, () C O (W) (3.19)

Pelo modo como W foi definido, temos que ¥ C ©. Dai, segue que:

C.(W) € C,(0) (3.20)
De (3.16), (3.17) e do lema|3.1.1}, segue o resultado desejado. O

As cisoes feitas por Alama, além de nao alterar o poder expressivo do sistema axioméatico
O, tém a virtude de apontar aquilo que realmente é essencial. A operacao que ele realiza
¢ uma busca pelo minimo que os axiomas precisam afirmar. Pelo que ficou estabelecido
no teorema [3.1.10, podemos afirmar que o sistema axiomatico ¥ é, no sentido empregado

por Alama, mais simples que o sistema Ay.
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3.2 Simplificando o sistema tarskiano: a terceira via

Lutar com palavras
é a luta mais va.
FEntanto lutamos

mal Tompe a manhd.

Carlos Drummond de Andrade

Agora, que estamos a caminho do fim, voltemos ao comeco. Consideremos o sistema
axiomatico A de Tarski, aquele sistema maduro iniciado por Tarski e Wanda Szmielew
e, em 1983, finalizado e publicado por Wolfram Schwabh&user. Serd que esse sistema de
axiomas pode ser simplificado um pouco mais? Aqui, novamente, a resposta é positiva e
foi dada por Makarios no artigo A Further Simplification of Tarski’s Azioms of Geometry.

No capitulo 1, trabalhamos com o sistema de axiomas A extraido de [(SST83)], com-

posto por onze axiomas:
A = {A1, A2, A3, A4, A5, A6, AT, A8, A9, A10,C A}

Nesse sistema, os axiomas Al e A5 afirmavam o seguinte:

Al: ab=ba

A5 a #bA Babc AN Bd'tV/d Nab=a b Nbe=Vd Nad=d'd Nbd=Vd — cd =d
Agora, considere o axioma A5 dado por:

A5 a#bA Babc AN Bd'b'd Nab=d'b Nbe=bcd Nad=d'd Nbd=bd — de=dd

Seja A" o seguinte sistema de axiomas:
A’ = {A2, A3, A4, A5, A6, AT, A8, A9, A10, A11}

Veremos que esses dois sistemas sao equivalentes e, portanto, estaremos diante de uma
nova simplificagao. Seguindo os passos de Makarios, consideraremos dois subconjuntos

desses axiomas, a saber:

Ag = {A1, A2, A3, A4, A5, A6, AT}
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o = {A2, A3, A4, A5 A6, AT}

Makarios observa que o sistema axiomatico Az contém os axiomas de Tarski para a ge-
ometria absoluta livre de dimensoes e sem o axioma da continuidade. Ha uma justificativa
para a escolha desses subconjuntos em ([(Mak13)], pag. 126).

Nos limitaremos a refazer o principal resultado desse artigo, que afirma a equivaléncia

entre os sistemas axiométicos Ag e A%.

Sugerimos que se compare o resultado seguinte com o dos lemas [1.4.1{(7) e [2.1.5

Lema 3.2.1. ab=ab

Demonstracao. Pelo axioma A4, temos que existe um ponto x tal que:

ax = ab (3.21)

Pelo axioma A2, temos:
ax = ab A\ ar = ab — ab = ab (3.22)
De (3.21), (3.22) e destacamento segue o resultado desejado. O

Lema 3.2.2. ab=cd — cd = ab

Demonstracao. Segue do axioma A2 e do lema[3.2.1] Além disso, ja fizemos essa prova no
capitulo 1, no lema [1.4.1)(47). O

Lema 3.2.3. Babb

Demonstracao. Segue dos axiomas A4 e A3. Além disso, ja fizemos essa prova no capitulo

1, no lema|1.4.7((1). O

Lema 3.2.4. Babc — Bcba

Demonstragdo. Segue dos axiomas A7, A6 e lema [3.2.3] (ou axiomas A4 e A3). Além disso,

ja fizemos essa prova no capitulo 1, no lema [L.4.7](ii). ]
Lema 3.2.5. A% - Al

Demonstracao. Pelo axioma A4, temos que existe um ponto x tal que:

Bbazx (3.23)
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ar = ba (3.24)
Como ja fizemos em varias provas, basta examinar os casos © = a e x # a. Vamos
considerar o caso em que:
r=a (3.25)
Pelo lema temos:
aa = ba — ba = aa (3.26)

De (3.24), (3.25), (3.26) e destacamento, segue:
ba = aa (3.27)
Pelo axioma A3, podemos escrever:
ba=aa —b=a (3.28)

De (3.27), (3.28) e destacamento, segue b = a. Dai, na presenga de (3.27), segue o resultado
desejado nesse caso.

Agora, vamos assumir que:

r#a (3.29)

Pelos lemas [3.2.1], e pelo axioma A5, temos respectivamente:
ra=zaNab=abAza=zxaaa=aa (3.30)

Bbax — Bzab (3.31)
x # a N\ Bxab A Bxab A xa =zxa Aab=abAza=zaNaa=aa — ab=ba  (3.32)

De (3.23), (3.31) e destacamento, segue:
Bxab (3.33)

De (3.29), (3.33), (3.30), (3.32) e destacamento, decorre o resultado desejado. O

Vale observar que o resultado anterior também apareceu no sistema >4, de Pambuccian.

Veja o lema [2.1.6]

Lema 3.2.6. Os axiomas A5 e A5 sao equivalentes.
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Demonstracao. Lembremos que esses dois axiomas sao implicagoes cujos antecedentes sao
iguais. Entao, para mostrar que eles sao equivalentes, basta provar que seus consequentes

sao equivalentes. Assim, nosso problema consiste em mostrar que vale:

cd=cd < de=dd

Assuma que:

cd = dd (3.34)

Pelo axioma Al, temos:
cd = de (3.35)

Pelo axioma A2, temos:
cd=decNhed=dd — de=dd (3.36)

De (3.35), (3.34), (3.36) e destacamento, segue que dc = 'd'.
Reciprocamente, assuma que:

de =dd (3.37)

Pelos axiomas Al e A2, podemos escrever, respectivamente:

de = cd (3.38)
de=cdNde=dd —cd=dd (3.39)
De (3.38), (3.37), (3.39) e destacamento, segue que cd = ¢'d'. O

Teorema 3.2.7. A, ¢ equivalente a Ag
Demonstragao. Pelo que ficou definido, sabemos que:
Ar = {Al, A2, A3, A4, A5, A6, AT} (3.40)
o =1{A2, A3, A4, A5, A6, AT} (3.41)

Pelo lema |3.2.5, temos que:
A H Al (3.42)
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Pelo lema e (3.41), temos que:
AR B A5

Além disso, é claro que:

Al - {A2, A3, A4, A6, AT}

De (3.40), (3.42), (3.43), (3.44), segue que A% - Ag.
Pelo lema e (3.40), temos que:

Ar = A5

Além disso, é claro que:

Ar b {A2, A3, A4, A6, AT}

De (3.41), (3.45), (3.46), segue que Ag - A%.

Corolario 3.2.8. A" e A sdo equivalentes.

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

A pequena e, diria até, surpreendente permutacao no consequente do axioma dos cinco

segmentos permitiu a Makarios exibir um sistema axiomatico com apenas dez axiomas e,

pelo corolério |3.2.8) com o mesmo poder expressivo que os onze de [(SST83)]. Portanto,

do ponto de vista abordado nesta terceira via, estamos diante de um sistema de axiomas

mais simples que aquele forneciddo em Metamathematische Methoden in Der Geometrie.
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Conclusao

Geometrically, Tarski-elementary plane geometry certainly seems mysterious, but the repre-
sentation theorem illuminates the analytic geometry underlying it: its models are all Cartesian

planes coordinatized by real-closed fields.
[(Grell))]

Nos primeiros momentos deste trabalho, quando tudo era apenas intencao, existiam
vdrias questoes que me interessava examinar. Pretendia fazer geometria elementar e, ao
mesmo tempo, ter um crivo para a simplicidade desses sistemas; e, ao fazer matemdtica no
interitor dessa geometria, ter condi¢oes de falar com exatidao sobre o seu poder expressivo.

Acredito que, ao articular alguns artigos, consequimos respostas para essas questoes.
Os argumentos sempre podem ser melhorados. Numa outra oportunidade, penso que, no
capitulo 1, seja interessante examinar, detalhadamente, a prova do postulado das paralelas
e do axioma da continuidade. No capitulo 2, hd espaco para trabalhar um pouco mais
nos argumentos finais que mostram que o sistema Yy € capaz de capturar a geometria
hiperbolica plana. Além disso, € possivel examinar o grau de simplicidade via o jogo de
Ehenfeucht-Fraissé. Por fim, serd preciso explorar os provadores automdticos.

As questoes destacadas acima - e que merecem um estudo mais detalhado- foram, em
certa medida, contempladas nesta dissertacio. No entanto, hd outras que ficaram apenas
no plano do inconsciente. Dessas, destaco alguns resultados metamatemdticos que valem
para a geometria tarskiana: o teorema da representacao, que permite caracterizar todos os
modelos dessa teoria; a decidibilidade; e a completude dessa geometria. Penso em sequir

por ai futuramente.
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