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RESUMO

HERNANDEZ, A. J Estabilidade de ground state para a equagao de Schro-
dinger logaritmica com potenciais do tipo delta. 2016. 112 f. Tese (Dou-

torado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2016.

Na primeira parte do trabalho estudamos a equacao de Schrédinger logarit-
mica com um delta potencial; V(x) = —yd(z), onde 0 ¢ a distribuigao de Dirac na
origem e o parametro real v descreve a intensidade do potencial. Estabelecemos
a existéncia e unicidade das solug¢oes do problema de Cauchy associado em um
espaco de fungoes adequado. No caso do potencial atrativo (y > 0), calculamos de
forma explicita o seu tnico ground state e mostramos a sua estabilidade orbital.
A segunda parte trata detalhadamente da equacao de Schrédinger logaritmica
com um delta derivada potencial; V(z) = —vd'(x). A boa colocagao global para
o problema de Cauchy é verificada em um espago de fungoes adequado. No caso
do potencial atrativo (y > 0), o conjunto dos ground states é completamente de-
terminado. Mais precisamente: se 0 < v < 2, entao ha um tnico ground state e é
uma fungao impar; se v > 2, entao existem dois ground states nao-simétricos. Em
adicao, provamos que cada ground state ¢ orbitalmente estavel através de uma
abordagem variacional. Finalmente, usando a teoria de extensao de operadores
simétricos, também mostramos um resultado de instabilidade para v > 2.
Palavras-chave: Equagao de Schrodinger logaritmica, delta potencial, delta-derivada

potencial, ground state, estabilidade orbital.
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ABSTRACT

HERNANDEZ, A. J. Stability of the ground states for a logarithmic Schro-
dinger equation with delta-type potentials. 2016. 112 f. Tese (Doutorado) -

Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

The first part of this thesis deals with the logarithmic Schrédinger equation
with a delta potential; V(x) = —vd(x), where ¢ is the Dirac distribution at the
origin and the real parameter v is interpreted as the strength of the potential.
We establish the existence and uniqueness of the solutions of the associated Cau-
chy problem in a suitable functional framework. In the attractive potential case
(v > 0), we explicitly compute the unique ground state and we show their orbital
stability .

The second part deals with the case of the logarithmic Schrédinger equation with
a delta prime potential; V(z) = —v §'(z). Global well-posedness is verified for the
Cauchy problem in a suitable functional space. In the attractive potential case
(v > 0), the set of the ground state is completely determined. More precisely: if
0 < v <2, then there is a single ground state and it is an odd function; if v > 2,
then there exist two non-symmetric ground states. Moreover, we show that every
ground state is orbitally stable via a variational approach. Finally, by applying
the theory of extensions of symetric operators, we also prove a result of instability
for v > 2.

Keywords: Logarithmic Schrodinger equation, delta potential, delta-prime po-

tential, ground state, orbital stability.
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CAprITULO O

NOTACAO

O espaco L' (R, C) sera denotado por L"(R) e sua norma por || - ||zr®). Quando

r =2, o espago L*(R) sera equipado com o produto escalar
(u,v) = §R/ uv dx para u,v € L* (R).
R

O espaco H'(R, C) sera denotado por H'(R), sua norma por [|-|| ;1 (r) € a dualidade
entre H'(R) e H*(R) é denotada por (-,-). O espago H*(R \ {0}) sera denotado
por Y. O subespago de fungoes pares de H*(R) ¢ denotado por H! ;(R). Também
denotamos H(R,) = H'(R\ {0}) N L*(R; 2> dz), onde

PRiade) = { [ € (B¢ [ 1) do < oo}

Como ¢ habitual, C§°(£2) é o conjunto de fungoes C*> de @ C R sobre C com
suporte compacto.

Seja T' um operador densamente definido em um espago de Hilbert H. Denotamos
por T™ seu adjunto. Os indices de deficiéncia de T" serao denotados por ny(7T') :=
dim Ker(7 +iI). O espectro essencial (resp. espectro discreto) do operador 7" sera
denotado por o.s5(T") (resp. 0,(T)). O espago dual de H sera denotado por H'.
Finalmente, y+ denota a func¢ao caracteristica do conjunto R, onde R, (resp.

R_) é o conjunto dos ntimeros positivos (resp. negativos).

vi



CAPIiTULO 1

INTRODUCAO

Em mecanica quantica nao relativista a dindmica de uma particula com massa,
como os elétrons, é descrita matematicamente através da equacao de Schrodinger;
uma equagao linear que obedece ao principio da superposi¢cao. Quando a energia
¢ alta, tem sido suspeitado que a dinamica da particula pode sofrer corre¢oes nao
lineares devido aos efeitos quanticos gravitacionais, isto é, uma equacao de Schro-
dinger nao linear é mais adequada para descrever o comportamento da particula.
No entanto, as leis da mecanica quantica nao permitem um termo nao linear arbi-
trario, uma vez que eles devem satisfazer uma correspondéncia entre a mecanica
quantica nao linear de alta energia e a mecanica quantica linear de baixa energia.
Em 1975, Bialynicki-Birula e Mycielski [14] construiram um modelo quantico nao-
linear que satisfaz a correspondéncia acima referida e que deu origem a equacao
de Schrodinger logaritmica

idu+ Au+ V(z)u+ kuLog |ul> = 0, (1.1)

onde k é um numero positivo e u = u(x,t) é uma func¢do a valores complexos de
tcRexcRY para N > 1. O potencial V' é uma funcdo de valor real e modela
a agdo de um campo externo. Em [45] foi mostrado experimentalmente que, com
uma baixa energia, a equagao (1.1) ndo descreve corretamente a dinamica das
particulas. No entanto, com uma alta energia e tomando o valor de k£ adequado, a
equacgao (1.1) pode ser um modelo mais apropriado para descrever tais fendmenos.
A equagao de Schrédinger logaritmica tem importantes aplicagbes em mecanica
quantica, 6ptica quantica, 6ptica nuclear, fendmenos de transporte e difusao e na
teoria de condensado Bose-Einstein (ver [51]). Recentemente, em [51, 52| a equa-
¢ao (1.1) foi proposta como um modelo adequado para descrever a teoria quantica
gravitacional.

Quando o potencial é nulo; V' = 0, a equagao de Schrédinger (1.1) tem sido
estudada por muitos autores [10, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 21, 22, 23, 30]. Em seguida
descrevemos os resultados mais relevantes. A primeira prova sobre a boa colo-
cacdo do problema de Cauchy em um subespago de H!(RY), aplicando a teoria
de operadores monotonos, foi dada em |21, 30|. Outras provas deste fato, usando



argumentos de compacidade, foram dadas em [19, 20]. Em adigao, utilizando a
desigualdade de Sobolev-logaritmica, em [14, 19, 22, 23| foram identificados os
ground state e estudadas suas propriedades mais relevantes. Aplicando um argu-
mento de compacidade Cazenave [19] deu a primeira prova da estabilidade dos
ground state, para N > 2 e sob perturbagoes radiais. Usando métodos variacio-
nais, em [15, 16] foram dadas novas provas sobre a estabilidade dos ground state,
para N > 3 e sob perturbagoes radiais. Posteriormente, Cazenave e Lions [22, Re-
mark I1.3] indicaram que a partir da teoria de compacidade concentrada é possivel
mostrar que os ground state sdo orbitalmente estaveis (sem qualquer restrigdo no
espaco de energia) para N > 1.

Quando o potencial é ndo nulo; V' # 0, a literatura sobre a equagao (1.1) é
limitada. Mais especificamente, em [20, 21| foi investigado o problema de Cauchy
sob certas condi¢Oes no potencial. A existéncia de solugoes estacionarias é anali-
sada em [31, 46] para potenciais limitados e periodicos. Adicionalmente, a equagao
(1.1) com um potencial singular foi estudada em [10].

Nos tltimos anos, as equagoes de Schréodinger com potenciais fortemente loca-
lizados tém sido intensamente estudadas. Este tipo de potencial é utilizado para
modelar os chamados defeitos, isto é, inomogeneidades do meio onde a onda se
propaga, sob a suposicao de que a estrutura interna da inomogeneidade nao é rele-
vante e portanto a acao do potencial sobre a onda esti concentrada em um ponto.
Por definicao, a familia de operadores hamiltonianos que descreve a dindmica de
uma particula sob a influéncia de um potencial fortemente localizado na origem,
¢ obtida como o conjunto de extensoes auto-adjuntas do operador simétrico e

fechado

I=-A, dom (T') = C° (RN \ {0}),

onde A é o Laplaciano N-dimensional e N > 1. Para N > 4 o operador I' é
essencialmente auto-adjunto (ver [6]), e portanto sua tnica extensao auto-adjunta
¢ o Laplaciano —A em seu dominio natural H2(R"). Em particular, os potenciais
fortemente localizados sao definidos apenas em dimensiones baixas N < 3. Para
N =2ou N =3, em [7] ¢ mostrado que o operador simétrico I" tem uma familia
uniparamétrica de extensoes auto-adjuntas, assim, neste caso, existe uma familia
de potenciais fortemente localizados na origem. No caso N = 1, o operador I
possui uma familia 4-paramétrica de extensoes auto-adjuntas, as quais podem ser
caracterizadas a partir de condigoes de fronteira na origem. De fato, definindo para
a,b,c,de€Refe|0, ) odominio

= s e ion: g [10] = e (0 5) (0]}



as familias de extensoes auto-adjuntas do operador I" podem ser explicitamente
descritas por

—a,b,0 d? —a,b,0 a,b,0

Eed = g dom (:C:d’ ) = Q0 (1.2)
onde ad—bc = 1. Em particular, utilizando a descrigdo dada em (1.2) e escolhendo
a=b=1e6 =0>b=c =0 obtemos o Laplaciano —A em seu dominio natural
H?(R). Entre todas as extensdes auto-adjuntas descritas pela formula (1.2), ha
duas familias que tém uma especial relevancia devido as suas aplicagoes na meca-
nica quantica:

A j-interagao. Escolhendoa=d=1,0=b=0ec= —v € R na formula (1.2)
obtemos a d-interacao de intensidade —+v. Formalmente, o hamiltoniano obtido
¢ denotado por —9% — vd(x), onde V(x) = —vd(z) é chamado potencial delta
de dirac. Nas aplicacoes experimentais, este potencial ¢ utilizado para simular as
condigoes fisicas de uma particula livre para mover-se entre duas regides do espaco
que sao separadas por uma barreira de comprimento arbitrariamente longo. Em
[11] sdo indicadas algumas aplicagoes; por exemplo, no estudo das forgas nucleares.
Um estudo detalhado deste hamiltoniano sera dado na segao 3.1.

A ¢'-interagao. Escolhendoa =d=1,0 =c=0e b= —y € R na formula
(1.2) obtemos a §'-interagao de intensidade —v. Formalmente, o hamiltoniano ob-
tido é denotado por —9% — ~¢'(z), onde V(x) = —vd'(x) ¢ chamado potencial
delta derivada de dirac. Devido ao avanco tecnolégico na fabricagao de dispositi-
vos quanticos, os modelos fisicos descritos por este Hamiltoniano tem tomado um
particular interesse; por exemplo, na fisica da matéria condensada (ver [53|). Este
hamiltoniano é estudado em profundidade na secao 4.1.

Nesta tese, estamos interessados em investigar o problema de Cauchy, a exis-
téncia e estabilidade dos ground states para a equagao de Schrodinger logaritmica
(1.1) em dimens@o um, com V' sendo um potencial fortemente localizado do tipo:

(I) V(z) = =y d(z), para~y€R. (Il) V(x) = —y&'(x), paray € R.

O potencial V' é chamado atrativo se 7 > 0 e repulsivo no outro caso. O estudo
matematico das equagoes Schrodinger com potencias fortemente localizados come-
gou ha alguns poucos anos e atualmente é uma linha de pesquisa muito ativa (ver
[1,2,3,4,5,9, 25, 26, 27, 32, 36, 37, 41]). Um problema que tem recebido grande
atencao é a existéncia e estabilidade dos ground states para equagoes Schrodinger
com potenciais do tipo (I) e (II).

Em [27] foi apresentado o primeiro estudo rigoroso sobre a dinamica, exis-
téncia e estabilidade das standing waves para a equagao de Schrodinger com um



1.1. DESCRICAO DOS PRINCIPAIS RESULTADOS

d-potencial (do tipo (I)),
O + 0%u + 0 (x)u+ uluf’~ =0, (z,t) € R xR, (1.3)

no caso particular p = 3 e v > 0. Posteriormente, para 1 < p < oo e o potencial
atrativo (y > 0), em [26] mostraram a boa coloca¢ao do problema de Cauchy para
a equagao (1.3), identificaram seu tinico ground state e estudaram sua estabilidade
no espago H'(R). A equagao (1.3) com potencial repulsivo (7 < 0) foi estudada
em |25, 37|. Especialmente, em [25] foi mostrada a existéncia de um tnico ground
state em H}, ,(R) e foi pesquisada sua estabilidade sob perturbagoes radiais. Novas
provas sobre a estabilidade ou instabilidade das standing waves da equagao (1.3)
foram apresentadas em |9, 41]. Em particular, para o potencial atrativo (resp. po-
tencial repulsivo) a anélise da estabilidade desenvolvido em [9] (resp. [41]) ¢ mais
direto e simples. E importante observar que todas as provas de estabilidade acima,
mencionadas aplicam métodos variacionais ou uma combinacao destes, juntamente
com a teoria abstrata de Grillakis, Shatah and Strauss [28, 29].

Por outro lado, a equagao de Schrodinger com um ¢’-potencial tem sido estu-
dada em [1, 2, 3, 4, 5, 9] e apresenta uma dindmica mais complexa. Mais especifi-
camente, para um potencial atrativo (v > 0), em [1] foi estudada a boa colocagao
do problema de Cauchy para a equacao

O+ 0*u+ 8 (z)u + u|ul " =0, (z,t) e R x R. (1.4)

Os ground states foram identificados em [3]. Em adigao, foi mostrada a presenga de
uma bifurcacao nos ground states que depende da intensidade, v, do ¢’-potencial. A
estabilidade dos ground states foi estudada em |2, 5| aplicando métodos puramente
variacionais; enquanto que em [3] aplicaram métodos variacionais, juntamente com
a teoria abstrata de Grillakis, Shatah and Strauss |28, 29|. Mencionamos que em
[9] foi dada uma nova prova sobre estabilidade dos ground states mais direta. E
importante observar que o autor nao encontrou na literatura nenhum trabalho
sobre da equagao Schrodinger (1.4) com potencial repulsivo (v < 0).

1.1 Descricao dos principais resultados

1.1.1 O é-potencial

Nesta subsecao descrevemos os resultados obtidos sobre boa colocagao do pro-
blema de Cauchy, existéncia e estabilidade dos ground states para equacao de
Schrédinger logaritmica com um d-potencial

i0pu + 0%u + 0 (z)u + uLog |ul* = 0, (1.5)



1.1. DESCRICAO DOS PRINCIPAIS RESULTADOS

onde u = u(z,t) é uma fungao a valores complexos de (z,t) € RxR e~ € R\ {0}.
Nas aplicagoes, o modelo (1.5) descreve a dindmica de uma onda néo linear que
interagem com uma inomogeneidade do meio onde se propaga. Antes de apresentar
0s nossos resultados, precisamos definir o espaco de fungoes sobre o qual vamos
estudar a dinAmica da equagao (1.5).

A forma quadratica associada com o operador auto-adjunto —9% — v4(z) sera
denotada por §., e definida sobre o dominio, dom(§,) = H*(R) (ver se¢ao 3.1).
Formalmente, a equagao (1.5) satisfaz a conservagao da energia F definida por

1 1

B(u) = 58] — 5 /R (uf? Log |uf? da.

Devido ao fato de que o funcional da energia E nao é bem definido sobre dom(g.,) =
HY(R), por causa do termo logaritmico, precisamos definir um espaco de energia
adequado no qual o termo seja controlado. De fato, consideremos a funcao conti-
nua, convexa e nao negativa definida por

—s? Log(s?), se0<s<e3:
A(s) = 2 -3 6 3.
38°+4e7°s —e°, ses>e

e definimos o espaco de Orlicz LA(R) = {u € L} .(R) : A(|u|) € L}(R)} associado
com a fungao convexa A. Em adigao, seja B(s) := s? Log(s?) + A(s) para s > 0.
Néo ¢ dificil mostrar que se v € H'(R) entao B(|u|) € L'(R). Assim, para u €
H'Y(R) N LA(R) temos que |u|” Log |[u|> € L'(R), isto é, o funcional da energia ¢
bem definido neste espaco. Ainda mais, na segao 3.2 é mostrado que sobre o espago
de Banach W(R) := H'(R) N L*(R), equipado com a norma usual, o funcional
da energia ¢ de classe C*. Isso nos motiva a definir W(R) como o espago no qual

vamos estudar a dindmica da equagao (1.5).

O problema de Cauchy. O nosso primeiro resultado é sobre a boa colocagao
do problema de Cauchy associado com (1.5).

Teorema I Para toda uy € W(R) existe uma inica solugao global de (1.5), u €
C(R,W(R)) N CHR,W'(R)) com u(0) = ug tal que sup;eg [[u(t)lyy @ < oo. Em
adigao, a energia E e a carga sao conservadas:

E(u(t)) = E(uw),  |[u®)li2g) = lluolliz@), para todo t € R.

A prova do Teorema I segue-se de um argumento de compacidade semelhante ao
desenvolvido em |20, Teorema 9.3.4]. A ideia em [20] é aproximar a ndo-linearidade
logaritmica por uma nao-linearidade do tipo polinomial, e assim construir uma
sequéncia de solugoes globais e limitadas em C (R, H*(R)) para o sistema regula-
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rizado e entao provar a convergéncia de uma subsequéncia a uma fun¢ao em W (R)
que sera a solugao do problema (1.5).

Os ground states. Lembramos que uma standing wave de (1.5) é uma solugao
da forma u(z, t) = e“!y(x), com w € R e @ satisfazendo num sentido distribucional

{ (—0; = 76(x)) p +wp — pLogl¢|” =0, (L.6)
v e W(R)\{0}. |

Para o caso 7 = 0, a equagao eliptica (1.6) foi estudada em [14, Apéndice D|.
Em particular, foi mostrado que a tnica solugao (sob rotagoes e translagoes) é
da forma ¢, (x) = e“s e72%" . No seguinte teorema caracterizamos as solucoes da

equagao (1.6) para v € R\ {0}.

Teorema II  Sejam v € R\ {0}, w € R. Seja v € W(R) \ {0} solugdo de (1.6).
Entao existe § € R tal que v(z) = ¢, (), onde

w+1

G (1) = e (1+3)" (17)

O perfil de ¢,,, pode ser visto na Figura 3.1. O passo seguinte no estudo das
standing waves é compreender a sua estabilidade. Com esse objetivo em mente,
vamos dar uma caracterizacao variacional das solugdes da equagao (1.6). Conside-
remos o funcional S, : W(R) — R definido por

w—l—l
Swr(u) = —SV /|u| dx ——/|u] Log |u|* dz.

O funcional S, ., é de classe C' em W(R) e sua derivada de Fréchet ¢ dada por
Si(u) = (=07 = vo(x)) u + wu — uLog |u|®. Ver secdo 3.3 para uma definicio
precisa deste operador.

Um ground state ¢ definido como um elemento minimizador do funcional S, ,
restrito a variedade de Nehari M := {u e W(R)\ {0} : (5], (u),u) =0}. No
seguinte teorema sao identificados os ground states para v > 0.

Teorema IIT Sejamw € R ey > 0. Hd pelo menos um minimizador do funcional
Sw entre todas as fungoes na variedade de Nehari. Isto €, existe ¢ € W(R) tal

que
Sun(p) =inf { Sy, (u) :u e W(R)\ {0}, (S, (u),u) =0} .

Em adigao, temos que o conjunto dos ground states € dado por {e"%wﬁ;@ € ]R},
onde as ¢~ sao definidas em (1.7).

No caso do potencial repulsivo (v < 0) o Teorema III nao é valido, isto é, nao
existem minimizadores do funcional S, , restrito & variedade de Nehari M (ver
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Observagao 3.4). No entanto, do Teorema II temos que existe uma tnica solugao
(sob rotagoes) da equagao eliptica (1.6).

Estabilidade do ground state FExistem basicamente dois métodos para estu-
dar a estabilidade das standing waves: as teorias desenvolvidas por Weinstein [50],
Grillakis, Shatah and Strauss [28, 29| e os métodos de tipo variacional (ver, por
exemplo, [19, 22, 36]). Agora, devido ao fato de que a lineariza¢ao do hamiltoniano
em torno do ground state E”(¢,,,) nao esta bem definido sobre todo W(R), nao
é factivel aplicar a teoria de Grillakis, Shatah and Strauss sobre todo este espaco.
Mas, usando métodos variacionais obtemos o seguinte resultado de estabilidade.

Teorema IV Seja w € R. Para y > 0 a standing wave e**¢,, . (x) € orbitalmente
estdvel em W (R).

No caso do potencial repulsivo (7 < 0) nao é possivel aplicar o argumento de-
senvolvido no Teorema IV. De fato, a prova do Teorema IV é consequéncia da
caracterizagao variacional dada no Teorema III, a qual nao ¢ valida para v < 0.

Notemos que usando a teoria de extensao para operadores simétricos e a teoria
de Grillakis, Shatah and Strauss [28, 29|, em Angulo and Goloshchapova [10] é
mostrada, para v > 0, a estabilidade da standing wave !¢, (x) no espago de
Hilbert H'(R) N L*(R; 2% dz) € W(R). Assim, aqui estendemos este resultado ao
todo o espago W (R).

1.1.2 O /'-potencial

Nesta subsecao descrevemos os resultados obtidos sobre boa colocacao do pro-
blema de Cauchy, existéncia e estabilidade dos ground states para equacao de
Schrédinger logaritmica com um §’-potencial

idu 4 0%u 4 0" (z)u + u Log [u|* = 0, (1.8)

onde u = u(x,t) é uma func¢do a valores nos complexos de (z,t) € R x R e
v € positivo. Devido as condigdes de fronteira (1.2) associadas com o operador
—02 — 40" (x): Opu(0+,t) = A,u(0—, ) e u(0+,¢) — u(0—,t) = =y, u(0+,1t), a di-
namica da equagao (1.8) sera mais complexa. Em particular, dependendo do valor
da intensidade v, a equacao (1.8) pode ter um ou varios ground states.

Antes de apresentar os nossos resultados associados ao modelo (1.8) precisa-
mos dar algumas observagoes preliminares. A forma quadrética associada com o
operador auto-adjunto —92 — v¢'(x) sera denotada por t, e definida sobre o domi-
nio, dom(t,) = H'(R\ {0}) (ver se¢do 4.1). Formalmente, a equagao (1.8) satisfaz
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a conservagao da energia £ definida por
1 1 9 9
E(u) = =ty[u] — = [ |u|"Log |u|” dz.
2 2 Jr

O funcional acima nao é bem definido sobre dom(t,) = H'(R \ {0}); contudo, na
secao 4.2 é mostrado que o funcional da energia £ é de classe C'! sobre o espaco de
Banach W (R,) := HY(R\ {0}) N L*(R) equipado com a norma usual. Pelo motivo
acima exposto, é conveniente estudar a dindmica da equagao (1.8) sobre o espago

W(R.).

O problema de Cauchy. Em seguida apresentamos o teorema sobre a boa
colocagao do problema de Cauchy para a equagao (1.8).

Teorema V  Para toda ug € W(R,) existe uma unica solugao global de (1.8),
u € CR,W(R:))NCHR, W'(R,)) com u(0) = ug tal que supyeg [|u(t)|yy g,y < 0o

Em adicao, a energia € e a carga sao conservadas:
E(u(t)) = E(uo),  [ut)lZ2®) = luollzom), para todo t € R.

Os ground states. Lembramos que uma standing wave de (1.8) é uma solugao
da forma u(z, t) = e“'p(z), com w € R e p satisfazendo num sentido distribucional

[ 2T g Loglel 0 (1.9
o€ WRN {0} |

Contrariamente ao caso da equagao eliptica (1.6), que tem uma tinica solugao (sob
rotagao), a equagao (1.9) tem multiplas solugoes; de fato, a quantidade de solugoes
vai depender do valor do parametro 7 (ver se¢ao 4.5 ). Entre todas as solugoes da
equagao (1.9), existem algumas que sao relevantes por suas aplicagoes fisicas. O
nosso objetivo é identificar essas solugoes e, em seguida, estudar a sua estabilidade.
Consideremos o funcional S, - : W(R,) — R,

1 w1 1
Suq(u) = §y[u] + 5 /R |u|® dz — 3 /R lu|” Log |u|” dz,

de classe C* em W (R, ). Denotaremos sua derivada de Frechét por S/, . Um ground
state & definido como um elemento minimizador do funcional S, restrito a vari-
edade de Nehari M := {u € W(R,)\ {0} : (8., ,(u),u) = 0}. O seguinte teorema

val mostrar que o conjunto dos ground states é nao vazio.

Teorema VI Sejamw € R ey > 0. Hd pelo menos um minimizador do funcional
S, entre todas as fungées na variedade de Nehari. Isto €, existe p € W(R,) tal
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que

Su~(p) = inf {Swﬁ(u) cu e W(R,) \ {0}, <Sfm(u), u> = O} )

Observemos que se ¢ é um ground state, entao ¢ é solugao da equagao eliptica
(1.9)(ver Observagao 4.9). Portanto, para identificar os ground states precisamos
estudar as solugoes da equacao (1.9). Fazendo uma andlise das solugoes dessa
equagao obtemos o seguinte resultado.

Teorema VII As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.
(i) Seja 0 < v < 2. O conjunto dos ground states ¢ dado por {e?,,, : 6 € R},

onde
w41

Yoy (@) = (%) ez 7%(|x‘+%)2, para z € R\ {0}. (1.10)

(ii) Sejay > 2. Existem duas fungdes assimétricas gL' e @2 tal que o conjunto
dos ground states é dado por {?¢l1'2, ¢zt : § € R}.

A formula explicita das fungdes ¢2'2 e ¢'2'* podem ser encontradas na se¢ao
4.5, assim como seu grafico na Figura 4.4. Do Teorema VII podemos concluir que os
ground states apresentam uma bifurcagao que depende do valor da intensidade .
Mais especificamente, para 0 < 7 < 2 existe um tnico ground state anti-simétrico
(sob rotagoes); para v > 2, existem exatamente dois ground state assimétricos
(sob rotagoes).

Notemos que v, satisfaz a equagdo eliptica (1.9) para todo v # 0; contudo,
s6 é ground state para 0 < v < 2. Por outro lado, ¢'1*2 e ¢'>" 36 satisfazem a
equacao eliptica (1.9) para vy > 2.

Estabilidade dos ground states. A analise da estabilidade dos ground states,
identificados no Teorema VII, seré feita no espago W(RR,) e no espago das fungoes
anti-simétricas Wy, (Ro) := {f € W(R,) : f(—x) = —f(x) para z € R\ {0}}. O
seguinte teorema mostra que os ground states sao orbitalmente estaveis em W(R,).

Teorema VIII Sejo w € R. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras.

(i) Para 0 <~ <2 a standing wave e“*4,, . (z) € orbitalmente estdvel em W (R,).
(i) Para v > 2 as standing waves e“'¢!v%2(x) e e“'¢pi2t(x) sao orbitalmente
estdveis em W (R,).

Paray > 2 a estabilidade ou instabilidade da standing wave u(z,t) = "', ()
em W(R,) nao é conhecida; isto é devido ao fato de que para v > 2 a funcéo 1, -
nao ¢ um ground states e portanto nao é possivel aplicar o mesmo argumento do
Teorema VIII. No entanto, restringindo a dinamica da equagao de Schrédinger lo-
garitmica (1.8) ao espaco das fun¢oes anti-simétricas Wy, (R,) obtemos o seguinte
resultado:
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Teorema IX Seja w € R. Paray > 0 a standing wave €', (x) € orbitalmente
estdvel em Won(R,).

Finalmente, seguindo as ideias em Angulo and Goloshchapova [10] e aplicando a
teoria de Grillakis, Shatah and Strauss [28, 29| obtemos o seguinte resultado de
estabilidade no espago de Hilbert H}(R,) := {f € H'(R\ {0}) : 2f € L*(R)}.

Teorema X Seja w € R. A sequintes afirmagoes sao verdadeiras.

(i) Paray > 2 a standing wave e“"y,, () € instdvel em H}(R,).

(i) Para 0 < 7y < 2 a standing wave ey, () € orbitalmente estdvel em H)(R,).
(iii) Para v > 2 as standing waves e“'¢l2(x) e e™'¢!>" (z) sao orbitalmente
estdveis em H)(R,).

No caso v < 0, a estabilidade ou instabilidade da standing wave u(x, t) = ™), - ()
nao é conhecida em W(R,) (ou H}(R.)). Infelizmente, os métodos utilizados nesta
tese nao podem ser estendidos para v < 0. Mais especificamente, o argumento
desenvolvido na prova do Teorema VI nao pode ser aplicado neste caso (ver Ob-
servagao 4.17) e portanto nao é possivel obter um resultado de estabilidade via
o método variacional. Por outro lado, nao é factivel aplicar a teoria de Grillakis,
Shatah and Strauss [28, 29| devido ao fato que as técnicas usadas para estudar o
espectro negativo da segunda variacao Sy (Vw) = Lany + @ Ly, , (ver subsegdo
4.7.1) nao resultam efetivas. De fato, devido ao comportamento do perfil ¢, ., no
caso v < 0, nao é claro como aplicar a teoria de extensao para operadores simé-
tricos (fundamental na prova do Teorema X) para estudar o espectro negativo do
operador L, . (ver Observacao 4.27). Finalmente, a teoria de perturbacao anali-
tica desenvolvida em [10, 37] nao é aplicavel pois, como funcao de ~, a familia de
operadores auto-adjuntos (Lgy, ) nao é real-analitica no sentido de Kato (ver [33,
Theorem VII-4.2]).

Observemos que o gausson classico ¢, (z) = e“s e 2% § solucao da equacao
eliptica (1.9) para todo v # 0; contudo, pelas mesmas razoes expostas no caso
v < 0, nao é possivel obter resultados de estabilidade ou instabilidade para a
standing wave u(z,t) = '@, (x) em W(R,) (ou H}(R.)). De fato, ¢,, nao ¢ um
ground state para a equagao (1.8) (ver Observagao 4.14) e portanto o nosso enfo-
que variacional nao funciona neste caso. Por outro lado, devido ao comportamento
da ¢, na origem, pois ¢/, (0) = 0, nao estéa claro como aplicar a teoria de extensao
para operadores simétricos para estudar o espectro negativo da segunda variagao
S (@) (ver Observagao 4.27); mais especificamente, a férmula (4.58) ndo é va-
lida neste caso.

10
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1.2 Organizagao da tese

O resto desta tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 serao
descritos os principais resultados sobre a dinamica da equacao de Schrédinger lo-
garitmica (1.1) com potencial nulo; V' = 0. Em particular, mostraremos que os
ground states sao estaveis em qualquer dimensao N > 1; estabeleceremos este
resultado com o objetivo de deixar a tese auto-contida, pois o nosso método de
demostragao sera usado nos Capitulos 3 e 4.

No Capitulo 3 vamos analisar a existéncia e estabilidade dos ground states
para equagao de Schrodinger logaritmica com um J-potencial no espago W (R).
Na Se¢do 3.1 damos uma defini¢do precisa do hamiltoniano —9? — vd(x) e indi-
camos algumas de suas propriedades espectrais que serao usadas no problema de
Cauchy. Na Sec¢ao 3.2 mostramos o Teorema I. Na Secao 3.3 ¢ dedicada a provar
o Teorema II e o Teorema III. Na Secao 3.4 mostramos o Teorema IV.

No Capitulo 4 vamos analisar a existéncia e estabilidade dos ground states
para equacdo de Schrodinger logaritmica com um ¢’-potencial no espago W (R,).
Na Segao 4.1 damos uma descrigao precisa do Hamiltoniano —9? —~4’(x) e indica-
mos algumas de suas propriedades espectrais. Na Secao 4.2 definimos o espaco de
energia W (R,) sobre o qual estudamos a dindmica da equagao (1.8). Na Se¢ao 4.3
estabelecemos o Teorema V. Na Secao 4.4 mostraremos o Teorema VI. Na Segao
4.5 calculamos explicitamente os ground states. Em adigao, é provado o Teorema
VII. Na Segao 4.6 mostramos que os ground states sao orbitalmente estéveis no
espago de energia, isto é, demonstramos os Teoremas VIII e IX. Finalmente, na
Secao 4.7 é mostrado o Teorema X.

No Capitulo 5 apresentamos alguns problemas abertos e que poderiam ser
abordados em um estudo futuro.

No Apéndice estabelecemos o Lema de Brezis-Lieb, analisamos o problema es-

tacionario associado com a equagao (1.1) e apresentamos alguns resultados basicos
sobre a teoria de extensao para operadores simétricos.

11



CAPITULO 2

EQUACAO DE SCHRODINGER
LOGARITMICA

Consideremos a equacao de Schrédinger logaritmica
idyu + Au + uLog |ul> =0, (2.1)

onde v = u(z,t) é uma fungdo a valores complexos de t € R e z € RY para
N > 1, u(z,t) : RY x R — C. A equagao (2.1) tem importantes aplicacdes em
mecanica quantica, Optica quantica, o6ptica nuclear, fendbmenos de transporte e
difuséo e na teoria de condensado Bose-Einstein (ver [51]). O presente capitulo é
dedicado a descrever algumas propriedades da equagao (2.1) que serao utilizadas
ao longo do trabalho. Na segao 2.1 ¢ definido o espago de energia W (RY) sobre
o qual é estudada a dindmica da equagao (2.1). Na segdo 2.2 sdo explicitamente
identificados os ground states. Por dltimo, na sec¢ao 2.3 é mostrado que os ground
states sao orbitalmente estaveis em W(RY) para N > 1.

2.1 O espaco de energia

Formalmente, a equacao (2.1) tem duas quantidades conservadas. A primeira
delas é a carga: se u é solugao de (2.1) com condi¢ao inicial u(0) = ug entao

1
Qut) = [ lu(w.0f dr = Qlu)
RN
Esta quantidade conservada pode ser obtida multiplicando (2.1) por %, integrando
sobre RY e tomando a parte imaginaria. A segunda quantidade conservada é a
energia

1

B(u(t) = /RN Ve, ) dz — %/RN u(z, )2 Log [u(z, ) dz = Eluy). (2.2)

A qual pode ser obtida multiplicando (2.1) por 9;u, integrando sobre RY e tomando
a parte real. Devido a importancia destas quantidades no estudo da dinadmica da

12
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equagao (2.1) é natural definir um espago de energia onde estes sejam bem defini-
das. Notemos que o funcional da energia nao ¢ bem definido em H*(RY) por causa
do termo logaritmico. Devido a esta perda de suavidade do funcional da energia
em H'(RY), é conveniente definir um espago no qual o segundo termo integral do
funcional E seja controlado.

Seja F'(s) := s*Logs?, s € [0, +00). Consideremos as fungoes A e B definidas
por

Als) = {_32 Log(s"), 0SS B Rs) 4 A(s). (23)

352 +4e3s —e % ses>e 3

E facil ver que A e B sio fungdes convexas nao negativas com A, B € C' ([0, +00))N
C?%((0,4+00)). Seguindo as ideias em [19] vamos definir o espago de Orlicz LA(RY),
associado com a fungao convexa A, o qual permitira tornar o funcional da energia

bem definido.

Lema 2.1 O espaco normado
LARY) = {u € Lig.(RY) : A(lu]) € L'(RY)},

equipado com a norma de Luremburg

RN

satisfaz as sequintes propriedades:
i) O espagco LA(RYN) ¢ Banach, reflexivo e separdvel.
ii) Seu™ — u em LARY), entiao A([u™]) — A(|u|) em L*(RY) quando m — co.

iii) Se u™ — u q.t.p sobre RN e se

/RNA(]um(x)\)da:% A (|Ju(z)]) de < 0,

RN
entio u™ — u em LA(RYN) quando m — oo.

iv) Para toda u € LA(RY),
nt (e Iolaeny) < [ A Gut)) e < 5w (ol Tl )

A prova do Lema 2.1 pode ser encontrada em [42, Chapter I-III]. Por outro

13
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lado, notemos que para u,v € H*(RY) existe C' > 0 (ver [19, Lemma 1.1]) tal que

[ 1But) = Bloedo < (14 fullngen, + Iolnem) 1 = olagary

(2.4)

Em particular, toda v € H'(RY) satisfaz B(|u|) € L'(RY). Observemos se a

sequéncia {u,} C H'(RY) ¢ limitada e u, — u em L*(RY), entdao B (|u,|) —
B (Ju|) em L*(RY).

Aplicando a desigualdade (2.4) e a definicdo do espaco LA (RY) ¢ facil mostrar
que o funcional da energia ¢ bem definido no espaco H'(R™) N LA(RY), equipado
com a norma usual (ver (2.5)). De fato, se u € H'(RY)N LA(RY) temos que A(|ul)
e B(|u|) pertencem a L'(RY), e portanto |u|*Log|u|* € L'(RY). Ainda mais, em
[19, Proposition 2.7] é mostrado que o funcional da energia ¢ de classe C' sobre
este espago. Do acima exposto, é natural estudar a dinamica da equagao (2.1)
sobre o espago

WRY) = H'RY) N LARY),  lully@ny = llul peny + 1l pagry - (25)

O seguinte resultado resume as propriedades mais importantes do espaco W (RY).
A prova pode ser encontrada em [19, Proposition 2.2].

Lema 2.2 O espaco W(RY) = {u € H'(RY) : [u]* Log [u|* € L'(RY)} ¢ de Ba-

nach, reflexivo e separdvel com inclusio continua W (RY) — HY(RN).

O seguinte resultado é uma variante do Lema de Brezis-Lieb [17].

Lema 2.3 Se u,, — u fraco em W(RY) e u,, — u q.t.p sobre R, entao

lim [ [junf?Log lunf? — [un — uf* Log [un — uf’] dx:/ (uf? Log [u|? da.
N RN

n—oo

Demonstragao: Observemos que a sequéncia {u,}, y ¢ limitada em LARY) e
u, — u q.t.p sobre RY. Lembrando que A : [0,00) — R é uma fungao convexa,
crescente e nao negativa com A(0) = 0 obtemos de uma aplicagao direta do Lema
de Brezis-Lieb (ver Lema A.1 no Apéndice) que

lim |A(|un|) — A(Juy — u|) — A(|ul)| dz = 0. (2.6)

n—o0 RN

Por outro lado, da inclusdao continua W(RY) < H(RY) temos que a sequéncia
{un},cn € limitada em H'(RY) e u, — wu g¢.t.p sobre RY. Notemos que B :
[0,00) — R & uma fungao convexa, crescente e ndo negativa. Da desigualdade (2.4)

14
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é facil ver que as hipoteses do Lema de Brezis-Lieb (ver Lema A.1 no Apéndice)
sao satisfeitas. Assim,

lim |B(|un|) — B(|un — ul) — B(|u|)| dz = 0. (2.7)

n—oo RN
Agora, utilizando o fato que F(|z|) = |z|* Log|z|* = B(|z|) — A(|2|) temos
[E(|un]) = F(lun = ul) = F(jul)] - < [B(fual) = B(Jun — ul) = B(lul)]
+ | A(lun]) = A(lun = ul) = A(Jul)] -

O resultado segue da desigualdade acima, junto com (2.6) e (2.7). O

Com respeito ao problema de Cauchy da equagio (2.1) em W(RY) temos o
seguinte teorema. A prova pode ser encontrada em [19, 20, 21, 30].

Teorema 2.1 Para toda uy € W(RY) = {u € H'(RY) : |u|*Log [u]* € L}(RY)}
existe uma unica solugio global u € C(R, W(RN)) N CY(R, W'(RN)) de (2.1) com
u(0) = ug tal que sup,e [|[u(t)|lyy@yy < 00. Em adicio, a energia E e a carga @,
definidas em (2.2), sdo conservadas:

E(u(t)) = E(ug), Q(u(t)) =Q(up), para todot € R.

Observagao 2.1 No Teorema 2.1 o espago W/ (RY) denota o dual de W (RY).
E claro que W/(RY) = HY(RY) + LA(RY), onde LA(RY) denota o espaco dual
de LARY) (ver, por exemplo, [20, Proposition 1.1.3]). O espago W'(RY) esté
equipado com a norma usual

1 fllw @y = inf {||f1\|H*1(RN) +fellpagny : f=fi+ f2} 7

para f € W/(RY). Em adigdo, temos que as inclusdes W (RY) — L*(RY) —
W'(RY) sao continuas.

2.2 Os ground states

Nesta segdo vamos identificar os ground states da equagao (2.1) e dar algu-
mas caracterizagoes variacionais que serao de utilidade no estudo da estabilidade
orbital. Resultados contidos nesta se¢ao serao tteis nos seguintes capitulos.

Definicao 2.1 Uma standing wave de (2.1) é uma solug¢ao da forma u(x,t) =
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e“lo(x), comw € R e ¢ satisfazendo

o € W(RMN\ {0}. '

No caso N = 1, a equacao eliptica (2.8) foi estudada em [14, Apéndice D|. Em
particular, foi mostrado que a tnica solugao positiva (sob rotagao e translacgao) é
dada explicitamente por ¢, (z) = e s o2 para todo w € R. No caso de dimen-
soes maiores, em [23, Theorem 1.1| foi mostrado que esta equagao eliptica tem
infinitas solugoes. Para identificar as solugoes da equagao (2.8) que sao relevantes
nas aplicagoes fisicas, ¢ conveniente definir o funcional S, : W(RY) — R, onde
para u € W(RY) temos

1 w+1

1
S, (1) ::-/ VP dr+ 2L ]u\2da:——/ ul? Log |uf? da.
2 RN 2 RN 2 RN

O funcional S, ¢ de classe C' em W(RY). De fato, em [19, Proposition 2.7] ¢
mostrado que a derivada de Fréchet de S,, em u é dada por

S (u) = —Au + wu — uLog |ul®.

Em adicdo, ¢ ¢ solugao de (2.8) se e s6 se p € W(RN)\ {0} e S/,(¢) = 0. Por
outro lado, definimos o funcional de Nehari I, : W(R") — R por

I, (u) ::/ |Vu|2dx+w/ |u|2dx—/ |lu|® Log |u|? d.
RN RN RN

Notemos que I, ¢ de classe C' em W (RY) e devido ao Teorema da fungao implicita
o conjunto M := {u € W(R)\ {0}, L,(u) = 0} é uma variedade diferenciavel de
classe C' e codimensdo um em W (RY), conhecida como a variedade de Nehari.
Seja N,, o conjunto de todos os minimizadores do funcional S,, restrito a variedade
de Nehari M. Mais especificamente, N,, é o conjunto de todos os minimizadores
do seguinte problema variacional

d(w) :=inf {S,(u) : u € W(RV)\ {0}, L,(u) = 0} . (2.9)

Na literatura, as fungoes que pertencem ao conjunto N, sdo chamadas ground
states e sao particularmente importantes nas aplicagoes fisicas.

Observagao 2.2 Se ¢, ¢ um ground state, entao ¢, é solucao da equagao eliptica
(2.8). De fato, seja ¢,, € N, por defini¢do S,,(¢,) = inf {S,,(u) : u € M}, portanto
existe um multiplicador de Lagrange A € R tal que S/ (¢,) = AIl(¢,). Assim,
temos que (S (¢), dw) = A1 (¢n), Pu). Agora, da definigao de I, temos que
(S! (D), Du) = Lu(dw) =0e (I (¢), bu) = —2 ||¢w||ig(RN) < 0. Do acima exposto,
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concluimos que A = 0. Logo, S/,(¢,,) = 0 e portanto ¢, é solugao da equagao (2.8).

A seguinte desigualdade, conhecida como desigualdade de Sobolev logaritmica,
serda util em todo o trabalho. Sua demonstragao poder ser encontrada em |38,
Theorem 8.14].

Lema 2.4 Sejam f € H'(RY) e a > 0. Entdo

%/RN V()| da > /RN /() Log (M) du+N (1 + Log(a)) || £l -

11172 vy
(2.10)

Além disso, temos a igualdade se e so se f, sob uma translagdo e rota¢ao, € um
2
maltiplo de el-rlal’/2a°}

O seguinte resultado baseia-se no Lema 2.3 em [24].

Lema 2.5 Para o problema variacional definido em (2.9) temos

dw) = %inf{HuHiz(RN) u e WEN (0} L =0} (21)
_ %mf{uunigm) e WERVN(0}, L) <0b. (212)

Adicionalmente d(w) € positivo; mais especificamente,

d(w) > —e* ™ V. (2.13)

N | —

Demonstragao: Em primeiro lugar, notemos que 2S,,(u) = I, (u) + ||u||iQ(RN).
Logo, da defini¢ao de d(w) segue-se facilmente (2.11). Por outra parte, seja

d(w) = %inf{HuHiQ(RN) u € WERNN {0}, L(u) <0}

Das propriedades do infimo é claro que di(w) < d(w). Portanto, s6 precisamos
mostrar que d(w) < di(w). Seja u € W(RYM)\ {0} tal que I,(u) < 0 e definimos

1( T (u) )
o2\,
Ai=e \Mizay (2.14)

Um calculo simples mostra que A € (0,1) e I,(Au) = 0. Logo, \u esta na variedade
de Nehari, assim da defini¢ao de d(w) obtemos

A2 1

2 2
5l ey < 5 lullFagemy

d(w) < S,(A\u) =

17



2.2. OS GROUND STATES

portanto d(w) < dj(w). Em conclusdo d(w) = di(w). A seguir vamos provar a
desigualdade (2.13). Seja u € W(R™)\ {0} tal que I,(u) = 0. Uma aplicagdo
direta da desigualdade de Sobolev logaritmica (2.10) com a = /7, mostra

(w+ N (1 + Log(v))) l[ull72@n < (Log ||“||i2<RN>> lullz2 ey -

~ . ) 2
Da expressao acima concluimos que ||ul| L2RN) = e“ TN J/7 para toda u que per-

tence a variedade de Nehari. Por ultimo, aplicando a caracterizagao (2.11) segue-se
a desigualdade (2.13). O

O seguinte teorema mostra que o conjunto dos ground states é nao vazio.

Teorema 2.2 Seja w € R. Hd pelo menos um minimizador do funcional S, entre
todas as fungoes na variedade de Nehari. Isto é, existe ¢ € W(RY) tal que

Su(p) = d(w) = inf {S,(u) : w € W(RY)\ {0}, L,(u) = 0}.

Na prova do Teorema 2.2 nés usamos os seguintes dois lemas. Nosso primeiro
lema ¢ uma adaptagao do Lema 3.3 em [19].

Lema 2.6 Sejam p € (2,00) e {un}, oy wma sequéncia minimizante em W (RY)

do problema (2.9). Entao existe uma constante C, > 0 tal que HunHip(RN) > C,
para todo n € N.

Demonstragao: Suponhamos primeiro que w > 0. Devido ao fato que {u,}, oy €
uma sequéncia minimizante temos que

||un||%2(RN) > 2d(w) e /RN [t |* Log |tn|* dz > 0, para todo n € N (2.15)
Seja 0 € (0,1). De (2.15), junto com algumas desigualdade béasicas obtemos
2d(w) < / [up|? dz = / || da: —l—/ |t |? de
RN un|>8 |un|<6
< 5= / funl? dz + (Logd?) ™" / 2 Log [t |? d
RN un|<1

< 5(”2)/ Jun]? dz + (Log(1/52))1/ [un | Log |uy | da.
RN |un‘21

18



2.2. OS GROUND STATES

Agora, utilizando o fato que x*Log x* < xP(p — 2)~! para x > 1 e p > 2, obtemos
2d(w) < 5_(”_2)/ |u,|” dx + ((p — 2)Log (1/52))_1/ U, |P da
RN RN

< (4 (- Dos (15%) ) [

[t |” da.
RN

Escolhendo § > 0 pequeno, de (2.13) concluimos que existe uma constante C, > 0
tal que ||un||ip(RN) > C, para todo n € N. Por outra parte, suponhamos que w < 0.
Neste caso existe C' > 0 tal que

/ |tn|” Log [up|* dz > —C, para todo n € N. (2.16)
RN
Aplicando um raciocinio semelhante ao citado acima, junto com (2.16) temos que

2d(w) < (5_(”_2) + ((p — 2)Log (1/52))_1) /]RN |un|” dx + C(Log (1/52))_1.

Escolhendo 6 > 0 pequeno, segue-se o resultado. Ll

Observagao 2.3 Com um pouco mais de trabalho é possivel demonstrar que
se {Uun},cy ¢ uma sequéncia minimizante em W(RY) do problema (2.9), entao

inf,,en pef,00) ||un\|’;i1 > 0. A prova deste fato pode ser encontrada em [19, Lemma
3.3].

A prova do seguinte lema pode ser encontrada em [36, Lemma 3.9].

Lema 2.7 Sejam p € (2,2*) e R > 0, onde 2* := 2N/(N — 2). Entao existem
a>0eC >0 tal que para toda v € H (RY) temos

2 2
Mmmm§0<wp/ \M&Qrmumm,
yERYN J Br(y)

onde Bg(y) == {z € RV : |y — 2| < R}.

Demonstragao do Teorema 2.2: Seja {uy}, .y uma sequéncia minimizante
do problema (2.9).
PAssO 1. A sequéncia {u,} ¢ limitada em W(RY). Em primeiro lugar, notemos
que {u,} é limitada em L?(R"Y) e que ||un||iQ(RN) — 2d(w), quando n — o0.
Utilizando o fato que I, (u,) = 0, junto com a desigualdade de Sobolev logaritmica
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2.2. OS GROUND STATES

é facil mostrar para a > 0,

0/2 e—(w+N) 5 5 9
(1= %) 19 < (Tog (S ) ) Bl + (Lol ) ol

Escolhendo a > 0 pequeno, obtemos que a sequéncia {Vu, } é limitada em L?(RY).
Portanto, a sequéncia {u, } ¢ limitada em H'(RY). Por outro lado, da desigualdade
(2.4) é claro que a sequéncia {B (Ju,|)} é limitada em L'(RY), assim, do fato que

I,(u,) = 0 obtemos
[ AGub < [ B ).

Isto mostra que {A (|u,|)} é limitada em L'(RY) e do Lema 2.1 concluimos que a
sequéncia {u,} é limitada em W (R™Y).

PAsso 2. Existe ¢ € W(RY) \ {0} tal que, passando a uma subsequéncia, se
necessario, u, — ¢ em W(RY). Pelo Passo 1 e o fato que W(R") ¢ reflexivo,
passando a uma subsequéncia, se necessario, existe o € W(RY) tal que u, — ¢.
Precisamos mostrar que ¢ é nao trivial. Devido & invariancia do funcional S,, sob
as translagoes é suficiente mostrar que existe (y,) C RY tal que o limite fraco em
L*(RY) da sequéncia {u,(- + y,)} ¢ ndo trivial. Utilizando o fato que {un}, oy ¢
uma sequéncia minimizante, do Lema 2.6 existe uma constante C, > 0 tal que
unl?, @®y) = Cp para todon € N e p > 2. Assim, do Lema 2.7 existe € > 0 tal

que
sup / |up|? da > €.
yeRN J By (y)

Portanto, podemos escolher (y,,) C RY tal que

/ |un (- + ya) P do > e,
B;(0)

e devido a compacidade da inclusao H'(B;(0)) < L*(B;(0)) deduzimos que o
limite fraco da sequéncia {u, (- + y,)} € nao trivial.

PAsso 3. A fungao ¢ esta na variedade de Nehari, isto ¢, I,(¢) = 0. A prova
seré feita por contradicao. Em primeiro lugar, do Passo 2 ¢ claro que ”SOH%2(RN) > 0.
Suponhamos que 1,,(¢) < 0. Entao existe A € (0, 1) (ver (2.14)) tal que I,,(Ap) = 0.
Assim, da defini¢ao de d(w) obtemos

1

A2 2 1 2
d(w) < 8.0¢) = T lelzemm) < 5 I9ll2@ny < 5 Hminf |72y = d(w).

Que é impossivel e portanto I, () > 0. Suponhamos que I,(¢) > 0. Da inclusao
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2.2. OS GROUND STATES

continua W (RY) — H'(RY) temos que u,, — ¢ fraco em H'(R") quando n — cc.
Devido a convergéncia fraca, quando n — oo,

2
||Un||iz(RN) = ua - ‘PH%?(RN) - ||90||L2(RN) — 0, (2.17)
2
||vun||i2(]RN) - Vu, = VSOHi?(RN) —[IVellz2@ay = 0. (2.18)

Em adigao, passando a uma subsequéncia, se necessario, temos que u,, — ¢ q.t.p.
sobre RY. O Lema 2.3, junto com (2.17) e (2.18) implicam

Lo (un) — Ly(un — @) — Lu(p) — 0,
quando n — oo. Logo, do fato que I,(¢) > 0 concluimos que
lim I,(u, — ) = —I,(p) <O0.
n—oo

Assim, existe £ € N tal que se n > k entao I,(u, — ¢) < 0. Da caraterizacao
variacional dada no Lema 2.5 e (2.17) segue-se

: 2 . 2 2 2
2d(w) < nh_{go [ tn — ‘PHL?(RN) = 7}1_{20 ||UnHL2(RN) - ||SOHL2(RN) = 2d(w) — HSO”L?(JRN) )
que ¢ una contradi¢ao pois H90||2LQ(RN) > 0. Portanto, I,(¢) = 0.

PAsso 4. Conclusao. Do Passo 3 e a definigdo de d(w) temos

1 2 1 . 2
A(w) £ Sulp) = 5 10l sy < 5 Hminf ey = d(w).
Assim d(w) = S,(¢). Isto termina a prova .[J
Na seguinte proposicao os ground states sao explicitamente identificados.

Proposicao 2.1 Paraw € R, temos que o conjunto dos ground states é dado por
N, ={e’¢,(- —y);0 €R, y e RV}, onde

w+N 1‘ |2

bu(r) =€ 2 e 2

(2.19)

Demonstragao: Em primeiro lugar, observemos que ¢, € W(RY) ¢ solucio da
equagao eliptica (2.8). Em adigdo, um célculo simples mostra que I,(¢,) = 0
e ||¢w”ig(RN) = etV {/m. Logo, aplicando o Lema 2.5 obtemos que 2d(w) =

| & HiQ(RN), e portanto os ¢,, sao elementos minimizadores do problema variacional
(2.9). Em particular, {e“¢,(- —y);0 €R, y e RV} C N, e 2d(w) = eV /7. A
seguir vamos mostrar a outra inclusao. Seja u € N, entao por defini¢io temos
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2.2. OS GROUND STATES

que ||u||ig(RN) = 2d(w) = e“™ ¥/ e I,(u) = 0. Mais especificamente, u satisfaz

/|Vu|2dx—|-w/ \u|2dx:/ lu|” Log |u|” da. (2.20)
RN RN RN

Observemos que o fato de ||u||2L2(RN) = TN ¥/, implica que u satisfaz a igualdade
na desigualdade de Sobolev logaritmica (2.10) com a = /7. De fato, se este nao
for o caso, entao de (2.20) e (2.10) temos facilmente que ||u||2Lz(RN) > et N/,
que ¢ impossivel. Portanto, u satisfaz a igualdade em (2.10) com a = /7, e pelo
Lema 2.4 isto s6 acontece quando

u(zr) = reifoealv—yl® (2.21)

para algum r > 0, ) € R e y € RY. Novamente, usando que ||u||iQ(RN) = et N N/
noés encontramos 12 = e“*V e assim u(x) = % ¢, (x — y). Em conclusdo, N, C

{e?¢,(- —y);0 € R, y € RV} Isto termina a prova. O

Observacao 2.4 Uma prova alternativa e indireta da Proposicao 2.1 pode ser
dada. Em primeiro lugar, notemos que ¢ € N, satisfaz

Su(y) = inf{Sw(u) cu € WRY), Jull2agy = 2d(w)} . (2.22)
De fato, seja
I, = inf{Sw(u) cu € WRY), [ul2em = Qd(w)} . (2.23)

E claro que J, < S,(¢), logo, s6 precisamos mostrar que S,(¢) < J,. Seja u €
W(RYN) tal que HuHiQ(RN) = 2d(w). Do Lema 2.5 temos que I,(u) > 0 e portanto
Swo(u) > 1 ||u||ig(RN) = d(w) = S,(p), assim S, (¢) < J,. Isto mostra a igualdade
(2.22). Por outro lado, o problema variacional (2.23) foi estudado em |14, 22, 23].
Em particular, se S,(p) = J, em [22, Remark II.3] foi mostrado que existem
0y € R, yo € RY tal que ¢ = e®¢, (- — o). Portanto, da igualdade (2.22) segue-se
diretamente que N, = {e“¢,(- —y);0 € R,y € RV},

Observagao 2.5 Da caracterizagao variacional dos ground states ¢, dada na Ob-
servacao 2.4, é claro que

B(¢.) = inf { B(w) :u € WER), [ullfsn) = ||¢WH%2<RN>} S e
De fato, seja u € W(RY) tal que ||ul2, &Yy = = ||¢wll32mny- Entéo, de (2.22), ob-
temos que S, (¢,) < S, (u). Assim, dado que ||ul|2, (M) ||<;§w||L2 (&> concluimos
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2.3. ESTABILIDADE DOS GROUND STATES

que E(¢,) < E(u). Isto implica (2.24).

Notemos que como a energia F e a carga () sao quantidades conservadas pelo
fluxo de (2.1), teriamos, como é estandar na literatura (ver [22|), que o conjunto
de minimos associados com (2.24) é orbitalmente estavel. Mas, pela peculiaridade
do espago W (RY) um pouco mais de trabalho precisa ser feito para justificar isto.
O resultado basico que faz possivel esta conclusao ¢ dado na Proposigao 2.2 abaixo.

2.3 Estabilidade dos ground states

Esta se¢ao é dedicada a mostrar que os ground states sao orbitalmente estéaveis
no espaco W(RY) para N > 1. Daremos uma demonstracio desta afirmacao via
a caracterizac@o variacional dada no Teorema 2.2 (ver Observagao 2.5).

Definigao 2.2 Seja ¢ solugao de (2.8). Dizemos que a standing wave u(x,t) =
e“to(xz) é orbitalmente estdvel em W (RY), se para todo € > 0 existe n > 0 com
a sequinte propriedade: se uy € W(RY) e satisfaz ||ug — Pllw@yy < n, entio a

solugao u(t) de (2.1) com u(0) = ug satisfaz

. . . 10 L
sup inf inf [u(t) — %o (-~ y)[|yyum) <

No caso contrdrio, a standing wave u(z,t) = e“'¢(z) se diz orbitalmente instdvel

em W (RY).
Com respeito a estabilidade dos ground states temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3 Seja w € R. A standing wave e“t¢,(x) € orbitalmente estdvel em
W(RYN), para todo N > 1.

Este resultado é bem conhecido (ver, por exemplo, [22]); no entanto, estabele-
ceremos ele com o objetivo de deixar a tese auto-contida, pois nosso método de
demostragao serd usado nos Capitulos 3 e 4. Antes de fazer a prova do Teorema
2.3 precisamos da seguinte proposic¢ao.

Proposicao 2.2 Seja {u,}, .y € W(RY) uma sequéncia minimizante do pro-
blema variacional (2.9), entao existem 0y € R,yo € RY e uma sequéncia (y,) C
RN tal que, passando a uma subsequéncia, se necessdrio,

Hun — @, (- — (yo — yn))HW(RN) — 0 quando n — oo.

Demonstragao: Pelo provado no Teorema 2.2 existe ¢ € N, e uma sequéncia
(yn) € RY tal que u,(- —y,) converge fraco a p em W (RY). Seja v, := un(- — Yn).
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Temos que {v,} ¢ uma sequéncia minimizante do problema variacional (2.9) e
1 L. .
() < 5u(9) < 5 19l aqam < 5 T inf onll2qen) = d(e).

Assim, [[on|| 2 @ny = 9]l L2y € como v, — ¢ em L*(RY) concluimos que v, — ¢
forte em L?(RY). Em adicao, da desigualdade (2.4) e o fato que a sequéncia {v,}
¢ limitada em H'(R") obtemos, quando n — oo,

/RN (o)) dx—>/ (¢l)d (2.25)

Por outro lado, o fato que v, — ¢ forte em L?(RY), junto com S, (v,) — S, (¢) e
(2.25) implicam, quando n — oo,

/ |an|2dx+/ A(|vn|)dx—>/ |Vg0|2dx+/ A(|g|) dz. (2.26)
RN RN RN RN

Agora, utilizando que a L?(RY)-norma é semicontinua inferiormente e o Lema de
Fatou obtemos respectivamente

/ \Vg@]zdxgliminf/ \Vu,|*dz e / A(]gp])d:cgliminf/ A (|v,]) dx.
RN n RN RN n RN

(2.27)
Logo, de (2.26) e (2.27) concluimos (ver [30, Lemma 12, chapter V|) que

lim [ [V de = / Ve dz, lim / (Joa]) di = / A(lgl) dz
(2.28)
A primeira igualdade em (2.28), junto com o fato que v, — ¢ em H'(RY) implicam
que v, — ¢ forte em H*(RY). Em adicdo, da segunda igualdade em (2.28) e o
Lema 2.1 implicam que v, — ¢ forte em LA(RY), e portanto temos que v, — ¢
forte em W (RY). Por ultimo, devido a Proposi¢ao 2.1 existem 6y € R,y € RY
tal que ¢ = ¢ (- — yo), e como v, = U, (- — yy), entao

H“” — ¢, (- — (yo — yn))HW(RN) — 0 quando n — oo.
Isto termina a prova. O

Demonstragao do Teorema 2.3: O resultado sera demonstrado por contra-
digao. Suponha que existem € > 0 e duas sequéncias {u,o} C W(RY) e {t,} CR
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tal que
[ttno = Gullyy@ay = 0 quando n — oo, (2.29)
ggﬂfayierﬁfzv |u(t,) — (- — y)HW(RN) > ¢ para todo n €N, (2.30)
onde u, ¢ a solugao de (2.1) com condicao inicial u, . Seja v,(x) = uy(ts, x).

Devido a conservacao da carga e a energia, quando n — oo

anHiQ(RN) = ||un<tn)|’iQ(RN) = ||Un,0Hi2(RN) - H(waiz(RN) = 2d(w), (2.31)
E(v,) = E(un(tn)) = E(uno) = E(¢y). (2.32)

Em particular, como S, (v,) = E(v,) + (w + 1)Q(v,,), temos
Sw(vn) = Su(¢,) =d(w) quando n — oo. (2.33)
Adicionalmente, (2.31) e (2.33) implicam que I,(v,) = 2S,,(v,) — anHiz(Rw) —0

quando n — 00. Seja w,(z) = A\,v,(x), onde

1< I (vn) >
2\ vnl24, n
Ap=¢€ LE@®Y) (2.34)

Observemos que A, — 1 quando n — oo. Um célculo simples mostra que I, (w,) =
0 para todo n € N, e devido ao fato que a sequéncia {v,} ¢ limitada em W (RY)
obtemos que

[vn = wallyy@ay = 0 e Su(wn) = Su(de) = d(w) quandon — oco.  (2.35)
Portanto, {w,} € W(RY) é uma sequéncia minimizante do problema variacional
(2.9). Logo, pela Proposigao 2.2 existem 6, € R,y € RY e uma sequéncia (y,) C
RY tal que, passando a uma subsequéncia, se necessario,

|wn — € ¢ (- — (yo — yn))HW(RN) — 0 quando n — oo. (2.36)

Da desigualdade triangular é claro que

[t (tn) = €™ (- = (%0 = ) Ly @ny < lon = wallyw @

+ ||U)n — €i90¢w(' - (yo - yn))HW(RN) :
Assim, de (2.35) e (2.36) concluimos que

[tn(tn) — €% (- — (yo — yn))HW(RN) — 0 quando n — oo,
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que ¢ uma contradi¢do com (2.30). Isto termina a prova. [J

Observacao 2.6 Seja x > 0. Consideremos a equacao de Schrodinger logaritmica
idyu + Au+ kuLog |u)® =0, (2.37)

onde u = u(x,t) é¢ uma funcio a valores complexos det € Re x € RY para N > 1.
Seguindo as mesmas ideias desenvolvidas neste capitulo é possivel mostrar que o
problema de Cauchy da equagdo (2.37) é globalmente bem posto em W (R"Y). Em
adicao, os ground states sao explicitamente dados pela férmula

¢w,n(x) - e“"gi\’” €—§|x|2.

Uma prova semelhante a desenvolvida no Teorema 2.3 mostra que a standing wave
u(z,t) = e“'¢p, 1(x) ¢ orbitalmente estéavel em W (RY).
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CAprITULO 3

EQUACAO DE SCHRODINGER
LOGARITMICA COM UM ¢ POTENCIAL

Este capitulo ¢ dedicado a anélise da existéncia e estabilidade dos ground states
para a equagao de Schrodinger logaritmica com ¢ potencial

i0yu + 8*u + 0 (z)u + u Log [u|* = 0, (3.1)

onde u = u(z,t) é uma fungao a valores complexos de (z,t) € RxR e~ € R\ {0}.
O modelo (3.1) descreve a dinadmica de uma onda nao-linear que se propaga através
de um meio com uma impureza localizada em um ponto (ver [1, 18]). O capitulo
estd organizado da seguinte forma: na secao 3.1 damos uma definicao precisa do
hamiltoniano —92—~4(z) e indicamos algumas de suas propriedades espectrais. Na
segao 3.2 mostramos que o problema de Cauchy para a equacao (3.1) é globalmente
bem colocado no espago de energia W (R), com a energia e a carga quantidades
conservadas. Na se¢ao 3.3 provamos que, para v > 0 (potencial atrativo) existe um
tnico ground state o qual é explicitamente identificado. No caso v < 0 (potencial
repulsivo), mostramos que nao existem ground states em W (R); no entanto, existe
uma tnica solugao positiva (sob rotagdes) do problema estacionario. Na segao 3.4
provamos que, no caso do potencial atrativo, o ground state ¢ orbitalmente estével
no espago W (R).

3.1 O potencial delta de Dirac

Nesta se¢ao vamos dar uma definigao precisa do hamiltoniano —9? — vd(x), o
qual descreve a dinamica de uma particula sob interacao de uma inomogeneidade
na origem. Formalmente, o potencial

V(z) = —v6(z), onde ~€R\{0},

é conhecido como delta potencial (na literatura, também chamado Fermi pseudo-
potencial). O pardmetro 7 é o comprimento da interagdo; quando é positivo o
potencial é chamado atrativo, no outro caso repulsivo. Este potencial tem de-
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3.1. O POTENCIAL DELTA DE DIRAC

sempenhado um papel importante no desenvolvimento da mecéanica quéantica. Nas
aplicacoes experimentais, o potencial ¢ aplicado para simular as condigoes fisi-
cas de uma particula livre para mover-se entre duas regioes do espaco que sao
separadas por uma barreira de comprimento arbitrariamente longo. Uma analise
detalhado deste potencial e suas aplicac¢oes, por exemplo no estudo das forgas nu-
cleares, pode ser encontrado em [11].

Para cada 7 € R o operador —9? — vd(z) ird definir uma perturbagao auto-
adjunta do Laplaciano em dimensao um, onde « seréd o comprimento da interacao.
Para fazer uma descrig¢ao precisa deste hamiltoniano nos requeremos o uso da teoria
de extensoes auto-adjuntas de von Neumann, aplicando essa teoria, a interacao
singular ¢ serd definida a partir de condigbes de contorno apropriadas.

Definigao 3.1 Seja T um operador simétrico com dominio denso em um espaco
de Hilbert. Os subespagos lineares e fechados Ky := Ker(T*+1il), onde Ker(T* £+
il) denota o nicleo do operador T*=+il, sao os subespagos de deficiéncia associados
com T . As dimensoes destes subespacos sao denotados como

ny(T) =dimKer(T* +4I), n_(T)=dimKer(T* —il),
e conhecidos como os indices de deficiéncia.

Consideremos o operador

d2
T = o dom(7) = {u € H*[R) : u(0) =0} . (3.2)
Néo ¢ dificil ver que T é simétrico, fechado e tem dominio denso em L?(R). Em
adigdo, o operador adjunto de T é dado por (ver, por exemplo, |7, Chapter 1.3])

d2

Cda?’

T = dom (T*) = H'(R) N H*(R\ {0}).

Em seguida vamos encontrar os indices de deficiéncia do operador 7, que nos
permitirao caracterizar todas suas extensoes auto-adjuntas. Em primeiro lugar,
observemos que se uma funcao f estd no espago de deficiéncia K., entao ela
pertence a C'(R) N C%*(R\ {0}) e tem que satisfazer a equagao diferencial —f” =
+14 f. Um célculo simples mostra que as fungoes

Yile) = e O Y
x)i=—=e 2 e (r):=—=e¢ 2, .
+ \4/§
sao os elementos geradores dos espagos de deficiéncia K, e K_ respectivamente, e
portanto os indices de deficiéncia sdo dados por ny (7) = 1len_(T) = 1. Aplicando
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o [44, Theorem 13.10] obtemos que todas as extensoes auto-adjuntas de 7 estao
dadas pela familia uniparamétrica

dom (Tp) = {g+cpy +icep_, gedom(T)}, ceC,

To(9+ vy +ice®p ) =Tg+icy —ice®y_, 6¢el—mm). (3.4)

No seguinte teorema descrevemos todas as extensoes auto-adjuntas do operador
T a partir de um parametro real. Em particular, as extensoes serao identificadas
pelas suas condi¢oes de contorno no ponto 0.

Teorema 3.1 Todas as extensoes auto-adjuntas —A., do operador T, onde —oo <
v < 00, sao dadas por

—Ay = _%
{ dom(=A,) ={f € H'(R) N H* R\ {0}) : f(0+) = f'(0=) = =7f(0)} -

No caso v = 0 obtemos o operador de Laplace —A em seu dominio natural H*(R).
No caso v = —o0 obtemos a condi¢ao de Dirichlet no ponto 0, isto é

A= (~Ap )@ (<Apy),  dom(—A ) = HAR )& HI(R.).

onde —Ap_ e —Ap_ denotam o laplaciano de Dirichlet sobre (—o0,0) e (0, 00)
respectivamente.

Demonstragao: Seja § € [—m, 7). Em primeiro lugar, observemos que de (3.3)
e (3.4) obtemos a inclusao dom (75) € H'(R) N H*(R\ {0}). Por outro lado, Se
f € dom (Tp) existem g € dom (T) e c € C tal que f = g+ ¢ty +ice?h_, e um
célculo simples mostra que a fungao f satisfaz a condigdo de contorno f'(0+) —
1(0-) = — (6) £(0), onde

7(0):\/5(1—4-’58&1 (g))

Observemos que a fungdo # — 7 (#) é uma bijecgdo de (—m,m) sobre R. Em
conclusao, se f € dom (Ty), entdo f € H'(R)NH?*(R\ {0}) e satisfaz as condiciones
de fronteira f'(0+) — f'(0—) = —v () f(0), isto &, Tg C —A, (). Da simetria do
operador A, obtemos que Ty = —A, ). Isto termina a prova. O

Observagao 3.1 Em [37, Lemma 10|, aplicando o Teorema de Representacao de
formas, ¢ mostrado que a forma associada com o operador —A., ¢ dada por

Sy [u,v] = %/Ru'(:v)mdm — R [U(O)m] , (3.5)
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3.1. O POTENCIAL DELTA DE DIRAC

onde u, v € dom(g,) := H'(R), o dominio da forma. A forma definida acima é
limitada inferiormente e fechada. Em adigao, o operador —A, pode ser estendido
como um operador linear e continuo u — —A,u de H'(R) sobre H~!(R). De fato,
esta acao é definida por

(=Aju,v) :=F, [u,v] para cada u, v € H'(R).

Aplicando a desigualdade de Holder e a inclusdo continua H'(R) < C(R) obtemos
que [[=Aqull gy < (L+ 7)) lull g1 gy

No seguinte teorema descrevemos as propriedades espectrais mais relevantes
do operador —A,, (ver, por exemplo, |7, Chapter 1.3]).

Teorema 3.2 Seja —oo < v < oo. O espectro essencial do operador —A, € o
eizo real nao negativo, oess (—A,) = [0,00). Para v > 0 o operador —A, tem

exzatamente um autovalor negativo e o, (A,) = {—%}. Sevy<0ouy=—-00o0

operador —A., nao tem autovalores, o, (—A,) = 0.

Demonstracao: Lembremos que o operador 7, definido em (3.2), é simétrico,
fechado e tem indices de deficiéncia dados por ny (7)) = 1 e n_(7T) = 1. Em
primeiro lugar, observamos que de [49, Theorem 8.18] todas as extensdes auto-
adjuntas do operador 7 tem o mesmo espectro essencial, logo, do Teorema 3.1
obtemos

Oess (—Ay) = Oess (—A) = [0, 00).

Por outro lado, da Observacao 3.1 é claro que o operador —A, é nao negativo
para v < 0, logo, o (—A,) C [0,00); e assim 0 (—A,) = [0,00). Os casos 7y =0 e
v = —oo sao tratados de forma similar. Em particular, para v <0 ou vy = —o0 0
operador —A, nao tem autovalores. Em seguida, vamos mostrar que para v > 0 o
operador —A, tem exatamente um autovalor negativo. Seja v > 0 e consideremos
a funcao simétrica

E facil mostrar que §, [¢,(z)] < 0, logo, o operador —A., tem pelo menos um
autovalor negativo. Por outro lado, do fato que 7 é nao negativo e tem indices de
deficiéncia dados por ny(7) = 1 e n_(7) = 1, do Lema A.3 obtemos que —A,
tem, no maximo, um autovalor negativo. Do acima exposto concluimos que —A,
tem exatamente um autovalor negativo simples. Um célculo direto mostra que
b, € dom(—A,) e —A ¢, = —*/4 ¢.,. Isto termina a prova. O
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Observemos que se [ € dom(§,) = H'(R), de (3.5) obtemos

3, 1] = / (@) dr — |FO),

o que justifica o nome do d-interagao para o operador —A,. Formalmente, o ope-
rador auto-adjunto —A., é denotado por —92 —~d(x). Nos utilizamos esta notagao
em todo o trabalho.

3.2 O Problema de Cauchy

Nesta secao vamos aplicar um método de compacidade, estabelecido por Caze-
nave [19, 20|, para estudar o problema de Cauchy da equacgao (3.1). No caso v = 0,
em [21, 30] foi mostrada a existéncia e unicidade das solugoes para a equagao (3.1)
aplicando a teoria de operadores mon6tonos maximais. Posteriormente, em [19, 20]
foi dada uma nova prova aplicando um método de compacidade, juntamente com
a teoria de espagos de Orlicz. No caso v # 0, nés aplicaremos o método de com-
pacidade, pois tem algumas vantagens, por exemplo nos permitird mostrar que o
funcional da energia associado a equacao (3.1) é de classe C*.

Formalmente, a equacdo (3.1) tem duas quantidades conservadas. A primeira
delas é a energia: se u é solugao de (3.1) com u(0) = ug entao

1

Bu(t)) = 5, )] = 5 [ Ju(o. O Log a1 do = B(un),

a qual pode ser obtida multiplicando (3.1) por 9;u, integrando sobre R e tomando
a parte real. A segunda quantidade conservada é carga

Qu(t) =3 [ Jule. 0 d = Qlun).

Para aproveitar essas quantidades conservadas, é conveniente definir um espaco
onde elas sejam bem definidas. Usando o fato que dom(§,) = H'(R), segue-se
da secao 2.1 que o espago natural para estudar a dindmica da equacdo (3.1) é

W(R) = HY(R) N LA(R).

Lembramos da segao 2.1 que W(R) = {u € H'(R) : lu|” Log u|* € L'(R)} ¢
um espago de Banach equipado com norma usual [[ullyy gy = [[ullpag) + 1wl 1)
Em adigdo, as inclusoes W (R) < H'(R) e W(R) — L*(R) — W'(R) sao conti-
nuas, onde W/(R) denota o espaco dual de W (R) (ver Observagao 2.1).

Em seguida, enunciaremos o teorema principal desta secgao.
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3.2. O PROBLEMA DE CAUCHY

Teorema 3.3 Para todauy € W(R) = {u € H'(R) : |u|?Log |u]* € L'(R)} existe
uma tnica solucio global u € C(R, W (R))NCHR, W'(R)) de (3.1) com u(0) = ug
tal que sup,cp ||u(t )HW < 00. Em adigao, a energia E e a carga Q) sdao conser-
vadas:

E(u(t)) = E(u),  Q(u(t)) = Quo), t€R.

A prova do Teorema 3.3 segue de um argumento de compacidade semelhante ao
desenvolvido em |20, Teorema 9.3.4]. A ideia em [20] é aproximar a ndo-linearidade
logaritmica por uma nao-linearidade do tipo polinomial, e assim construir uma
sequéncia de solugdes globais e limitadas em C (R, H'(R)) para o sistema regula-
rizado e ent@ao provar a convergéncia de uma subsequéncia a uma fungao em W (R),
que seré a solugao do problema (3.1). Antes de fazer a demonstragdo do Teorema
3.3 é conveniente introduzir algumas notagoes e demonstrar alguns lemas. Seja
F(s) := s?Log s?, s € [0, +00). Consideremos as fungoes A e B definidas por

—s? Log(s?) se0<s<e 3
A(s) = ’ - ’ B(s) := F(s) + A(s).
() {332 +4e3s —e b, ses>e? () () ()

Da secao 2.1 é conhecido que A e B sao fung¢oes convexas e nao negativas A,
B € C0,4+00) N C?(0,+00). Para o que vem a seguir, é conveniente decompor
o termo nao-linear da equagao (3.1) como soma de duas fungdes. De fato, se
definimos as fungoes

a(s) := e B(s):= , para s € [0,00),

entao estendendo a e b sobre o plano complexo C,

a(e) i {fa(!zn, ez A0 {fmzn, s 2 0,

se z = 0; se z = 0;
obtemos que u Log |u|* = b(u) — a(u), para toda u € W (R).

O seguinte lema estuda o comportamento da func¢do a(-) sobre o espago W (R);
a prova pode ser encontrada em [19, Lemma 2.5].

Lema 3.1 O operador v — a(u) € uma aplicacao continua de W(R) — W'(R).
Em adigao, a imagem sob a de um congunto limitado em W (R) € limitado em
W'(R).

Uma importante consequéncia do Lema 3.1 e o seguinte resultado.

Lema 3.2 O operador u — (0% +~6(x)) u 4 uLog |ul* é uma aplicagio continua
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3.2. O PROBLEMA DE CAUCHY

de W(R) sobre W/'(R). Em adi¢dao, a imagem de um conjunto limitado em W (R)
¢ limitado em W'(R).

Demonstragao: Em primeiro lugar, da Observagao 3.1 temos que 92 + vd(z) :
HY(R) — H'(R) ¢ uma aplicagao continua, e portanto u — 9*u + yo(z)u &
uma aplica¢ao continua de W (R) sobre W’(R). De fato, como H }(R) < W'(R)
continuamente, da definigdo da W’(R)-norma e a Observagao 3.1 obtemos

107w + 0 (@)ullw ) < 107w+ yd(@)ull 1@ < 1+ 1) lullwe,

o que implica a continuidade do operador. Por outro lado, dado € > 0 existe C' > 0
tal que
[b(2) = b(20)] < C(l2]" + |20[) [z — 20|, 2, 20 € C.

Logo, u — b(u) é uma aplicacao continua de H'(R) sobre L?*(R). Em particular, a
aplicagao u — b(u) é continua de W (R) sobre W/(R). Assim, aplicando o Lema 3.1
concluimos que u — uLog |u|® é uma aplicacio continua de W (R) sobre W'(R).
Isto termina a prova. U

Como uma consequéncia do Lema 3.2 temos a seguinte proposicao.

Proposigao 3.1 O funcional da energia E ¢ de classe C* em W (R). Em adigao,
sua derivada de Fréchet é dada por E'(u) = (=92 — 40(z)) u — u Log |ul* — u.

Demonstragao: Em primeiro lugar, vamos mostrar que o funcional da energia é
continuo. Observemos que

B() = 33, [u]+%/RA(|u])dx—%/RB(]u\)da;.

Suponhamos que u, — u em W(R) quando n — oo. Em particular, temos que
u, — u em H'(R) e portanto §. [u,] — - [u]. Por outro lado, do fato que {u,}
¢ limitada em H'(R) e da desigualdade (2.4) obtemos que B(|u,|) — B(Ju|) em
L*(R), adicionalmente, do Lema 2.1 temos que A(|u,|) — A(Ju|) em L*(R). Em
conclusao, E(u,) — F(u) quando n — oo, logo £ € C(W(R),R). Agora, um
céalculo simples (ver [19, proposi¢ao 2.7| ) mostra para u, v € W(R),

lim E(u+tv) — E(

u) 92, _ 2 _
lim ; = (—02u — v6(x)u — uLog|u|” — u,v)

W(R)—W'(R) *

Portanto, £ é Gateaux diferenciavel em W (RR). Do Lema 3.2 temos que a aplicagao
u — (=82 —v6(z)) u — uLog|ul> — u & continua de W (R) sobre W’(R), isto &,
E € CY(W(R),R) com E'(u) = — (82 — v6(x)) u — u Log [u|* — w. O

Demonstragao do Teorema 3.3: Seguimos os mesmos passos do Teorema 9.3.4
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3.2. O PROBLEMA DE CAUCHY

em [19)].
PAsSso 1: Solugoes aproximadas. Sejam

o a(z), se |z| >
am(z) == { <

mza(L), selz

3=3=

Definimos a funcao
Gm (1) = by (u) — @ (u) para u € H'(R). (3.6)

E claro que g, é Lipschitz continua L?(R) — L?(R). Do Teorema 3.7.1 e Colorario
3.3.11 em [20] (ver também |26, Proposigao 1|) existe uma tnica solugao u™ €
C(R,H'(R)) n CY(R, H'(R)) do problema de Cauchy

; m 2,,m m m) _—
{z@tu + O2u™ + 6 (2)u™ + g (u™) = 0, (3.7)

u™(0) = wy,
com a energia e a carga quantidades conservadas

En(u™(t)) = Em(uo) e [u™(®)l|Z2@ = luolli2@), paratodot€R, (3.8)

Bult) = 58, [l + 5 [ @ululde =5 [ W (luio

com as fungoes ®,, e ¥, definidas por

onde

|2| |2
D, (2) = %/0 am(s)ds e W, (z2):= %/o by (s)ds.

Notemos que do Colorario 3.5.2 em [20] a solugao da equagao regularizada (3.7) ¢
global.

PAssO 2: Estimativas das solugoes aproximadas u™. Da Conservagao da carga

temos que a sequéncia {u™} é limitada em L>(R, L?*(R)). Em adicdo, para v > 0
e € > 0 temos que

710, )] < [ 0eu™ ()] g2y 1u™ ()] 2 (3.9)

< €A™ ()]s, ( )um W

= €] 0:u™ ()| L2y + C,

onde, aplicando (3.8), C' = (v%/ QE)HuOHQLQ(R). Agora, aplicando o Teorema da con-
vergéncia dominada obtemos que E,,(ug) — E(ug) se m — oo, e assim, de (3.9) e
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3.2. O PROBLEMA DE CAUCHY

(3.8) temos que
||um(t)||§{1(R) < | (um(t))HLl(R) +e ||8Ium(t)||ig<R) +C. (3.10)

Observemos que no caso v < 0, uma desigualdade semelhante a (4.11) pode ser
obtida. Logo, para ¢ > 0 adequado, concluimos que {u™}, .y ¢ limitada em
L>*(R, H'(R)); portanto, de (3.6) ¢ facil ver que {gn(u™)},,cy € limitada em
L>*(R, L*(—k, k)). Em particular, {g,(u™)},,cy ¢ limitada em L>®(R, H(—k, k)).
Assim, de (3.7) segue-se que {u™|_ ; }men € limitada em WH(R, H Y=k, k)).

PAssO 3: Passando o limite. De (3.7) temos para toda ¢, ¢ € C§°(R),
/ (i O™ + Oou™ + 6 (2)u™ + g (u™), 1) $(t)dt = 0. (3.11)
R
Das estimativas das solugoes aproximadas no passo 2 e o Lema 9.3.6 em [19], existe
u € L®(R, H'(R)) tal que :
i) ul_y € WHo(R, H ' (~k, k)) para todo k € N.
ii) u™(t) — u(t) em HY(R) quando m — oo para todo t € R.

iii) Para todo ¢ € R existe uma subsequéncia m; tal que u™ (z,t) — u(x,t)
quando k — oo q.t.p x € R.

iv) u(x,t) = u(x,t) quando m — oo q.t.p (z,t) € R x R.

Em particular, de ii) podemos supor que se m — oo entao u™(0,t) — u(0,t), para
todo t € R. Agora, passando o limite em (3.11) obtemos que (ver passo 3 em [19,
Teorema 9.3.4])

/ (i Oyu + O7u + y0(z)u + uLog ul?, V) ¢(t)dt = 0,
R

para todo t € R. Isto é,
i Opu + 0%u+ ~6(x)u+ uLog|ul> =0 em H'(—k, k), para todo k € N.

Além disso, seguindo o mesmo raciocinio do passo 3 em [19, Teorema 9.3.4], con-
cluimos que existe u € L®(R, W(R)) N W1>(R, W' (R)) solugao e global de (3.1),
supyeg [[u(t) ||y gy < o0 €

E(u(t)) < E(u),  Q(u(t) = Q(uo), ¢ € R,

PAsso 4: Conclusao. Da inclusdo continua H'(R) < C(R) e o mesmo argu-
mento do passo 4 em [19, Teorema 9.3.4 |, obtemos que existe uma tnica solugao
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da equagao (3.1) com u € C(R, W(R)) N CY(R, W'(R)) tal que
B(u(t) = Bu),  Qu(t) = Q(uo), t € R.

Isto termina a prova. []

3.3 Os ground states

Nesta segao vamos estudar os ground states da equacao (3.1). No caso do poten-
cial atrativo (v > 0), mostraremos que a equagao (3.1) tem um tnico ground state
o qual é explicitamente identificado. Para o caso do potencial repulsivo (v < 0),
mostraremos que nao existem ground states em W (R). Adicionalmente, daremos
algumas caracterizagoes variacionais dos ground states que nos ajudarao no estudo
da sua estabilidade orbital.

Definicao 3.2 Uma standing wave de (3.1) é uma solugao da forma u(x,t) =
e“to(x), comw € R e ¢ satisfazendo distribucionalmente

(=02 = 18(x)) ¢ +wp — o Log il = 0,
{ p € W(R)\ {0} . (3.12)

O Lema 3.3 abaixo mostra que todas as solugoes de (3.12) estdo no dominio
do hamiltoniano —9? — vd(z). Seguindo as ideias em |20, 25, 26| vamos mostrar
que as solugoes de (3.12) sao unicas exceto por uma rotagdo. Em primeiro lugar,
precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.3 Sejam v € R\ {0} e w € R. Qualquer solugio v € W(R)\ {0} de
(3.12) satisfaz

i) ve CV(R\{0})NC(R), j =1,2.

ii) —v”(x) + wo(x) — v(z) Log|v(z)|* =0 para x # 0.

iii) /(04) — v/'(0—) = —y0(0).

iv) limjyee v'(2) = 0, limyee v(x) = 0.

v) [V(@)]" = (w+ 1) [o(@)]* — |v(2)[* Log [u(x)|” para z # 0.
Demonstracao: Seja { € C§°(R\ {0}). Observemos que £ v satisfaz

— (€v)" 4+ wEv = —&"v — 260 + v Log v, (3.13)
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no sentido das distribui¢oes. O lado direito de (3.13) esta em L*(R), pois existe
M > 0 tal que sup, g |v(z)Log |v(z)||> < M, e portanto (ver [20, Chapter 8]) £v €
H?(R), e assim v € H? (R\ {0}). Em adigdo, a inclusao de Sobolev implica que
£v € CY(R), isto é, v € CY(R\ {0}). Adicionalmente, da densidade de C$°(R\ {0})
em L*(R), (3.12) e o fato que v € H'(R) N H2_(R\ {0}) obtemos a propriedade
ii). Em particular, v € C%(R\ {0}). Por outro lado, como v € H'(R), temos que
v(z) — 0 quando |z| — oo. Portanto, a propriedade ii) implica que v"(z) — 0
quando |z| — oo, assim, v'(z) — 0 quando |x| — oo. Isto mostra iv). Agora,
integrando (3.12) desde —e para € e fazendo € — 0 obtemos v'(0+) — v'(0—) =
—~v(0). Para obter a tltima propriedade, basta multiplicar ii) por v'(z) e integrar.
Isto termina a prova. O

Observagao 3.2 A existéncia de solugoes para equagao eliptica (3.12) no caso

v = 0 foi estudado em [14, Apéndice D]. Em particular, foi mostrado que a tnica
w41 1.2

solugdo (sob rotagoes e translagoes) de (3.12) é ¢, (z) =€ 2z e 27",
Sobre a existéncia de solugdes para a equagao eliptica (3.12), onde v € R\ {0},

temos o seguinte resultado. A prova do lema segue as ideias em [25, Lemma 26].

Lema 3.4 Sejam v € R\ {0} e w € R. Seja v € W(R)\ {0} solugcio de (3.12).
Entao existe 6 € R tal que v(z) = ¢, (x), onde

P (T) = e%ﬂe*%(le%)Q. (3.14)

Demonstragao: PASSO 1. As solugbes positivas de (3.12) s@o tnicas.

Seja v € W(R)\ {0} uma solugao positiva de (3.12). Pelo Lema 3.3 v satisfaz i)-
iv). Seja f(s) = —ws+sLog(s®) e F(s) = [ f(t)dt. Multiplicando ii) no Lema 3.3
por v'(z), integrando desde x = 0 até x = R, e depois fazendo R — oo obtemos

5 (VONY + Fu(04)) =0, (3.15)

Similarmente

S (V00 + F(u(0-) =0 (3.16)

Devido ao fato que v € W(R)\ {0}, entdo v é continua em = = 0, logo, de
(3.15) e (3.16) obtemos |v'(0—)| = |v'(0+)|. Em primeiro lugar, suponhamos que
v'(0—) = v/(04). Temos duas possibilidades: v'(0—) = v/(0+) = 0 ou v'(0—) =
v'(04) # 0. Se v/(0—) = v/(0+) = 0, entdo do Lema 3.3 temos v € C?*(R), com
v(0) =0 e v'(0) =0, e assim v = 0 (ver, por exemplo, [14, Appendix D| ou [48,
Theorem 1]) que é impossivel. Agora, se v'(0—) = v'(0+) # 0 entdo existe x5 € R
tal que v(xy) < 0, que é impossivel. O exposto acima implica que v/(0—) = —v/(0+)
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e portanto

V(04) = —%U(O). (3.17)
Consideremos a funcao

_72—4w—4

Ple) = =3

c® 4 *Log(c) para ¢ > 0.

E claro que P(c) tem um tinico zero ¢y > 0, o qual ¢ dado por

wtl 2

Cop=¢€ 2 e F.
Adicionalmente, de (3.15) e (3.17) temos que P(v(0)) = 0, isto &,
v(0) = co. (3.18)

Por outro lado, o problema de valor inicial sobre (0, c0) dado por ii), (3.17) e (3.18)
tem uma tnica solugao. Isto ¢ devido ao fato de que f € C ([0,00)) N C* ((0,0))
e por conseguinte, a solu¢ao é tnica para z > 0 proximo de 0. Agora, como v(x) é
limitada em R podemos aplicar um argumento de prolongacao, assim, concluimos
que v(z) é a unica solugdo em (0,00). Um raciocinio similar mostra que v(z) é
a unica solugdo em (—o0,0). Em adigdo, é facil ver que ¢, () satisfaz i)-iv) do
Lema 3.3, logo, da unicidade e o fato que v(0) = ¢,,,(0) = ¢o, concluimos que
v(z) = ¢, () para todo z € R.

PAsso 2: Conclusao. Seja v € W(R)\ {0} uma solucdo de (3.12). Do fato que
v € HY(R) e aplicando o Lema A.2 no Apéndice temos que v(z) = e®p(x) para
algum 6y € R e com p(z) positiva satisfazendo i)-vi) do Lema 3.3. Portanto, do
PASsO 1, obtemos que p(x) = ¢, (). Isto termina a prova. O

A dependéncia de ¢, , sobre w e v pode ser vista na Figura 3.1. Notemos que
o parametro w afecta a altura e largura de ¢,, . O sinal v determina o perfil de
¢u, perto de x = 0: para v > 0 é em forma A, e para v < 0 é em forma V.

O passo seguinte no estudo das standing waves é compreender a sua estabili-
dade. Com esse objetivo em mente, vamos dar uma caracterizacao variacional das

solugoes da equagao eliptica (3.12). Consideremos o funcional S, : W(R) — R
definido por

1 w—+1 1
Sun(w) 1= 38 i)+ “5= [ jufde =5 [ ju Loglul® o

Pela Proposi¢ao 3.1 temos que S, ., é de classe C' em W(R). Em adigao, para
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3.3. OS GROUND STATES

(a) (b)

Figura 3.1: Perfil de ¢, paraw =1. (a) y=1; (b) vy = —1.

u € W(R) a derivada de Fréchet de S em u é dada por
Sl (u) = (=02 — 76(z)) u + wu — uLog |u|?,

no sentido que para h € W(R),
(Si,(w),h) =y [u, h] +w (u, h) — %/RuLog lu|” hdz.

Em adicao, ¢é facil mostrar que u é solucao de (3.12) se e somente se u € W(R)\ {0}
e S, (u) = 0. Por outro lado, definimos o funcional de Nehari 1, , : W(R) — R,

o) i= B ]+ [

|u\2dx—/|u|2Log|u|2dx.
R R

Notemos que I, - é de classe C' em W (R) e devido ao Teorema da fungao implicita
o conjunto M := {u € W(R")\ {0}, L, ,(u) = 0} é uma variedade diferenciavel
de classe C'! e codimensao 1 em W (R), conhecida como a variedade de Nehari.

Seja N, o conjunto de todos minimizadores do seguinte problema variacional
dy(w) :=inf{S, 5 (u) : u € W(R)\ {0}, 1, (u) =0}, (3.19)

isto ¢, N, ¢ o conjunto de todos minimizadores do funcional S, ., restrito a
variedade de Nehari M. Os elementos de N, serdao chamados ground states (na
literatura também sao chamados pontos criticos de energia minima).

Observagao 3.3 Sejam v € R\ {0} e w € R. O conjunto dos ground states sa-
tisfaz N, , C {eiegf)w,y; RS ]R;. De fato, em primeiro lugar, notemos que I, ,(u) =
OnSwn ()], = (S, (u),u). Seja u € N, é claro que ha um multiplicador de
Lagrange A € R tal que S), (u) = AI,_(u), logo, (S, (u),u) = A(I,_ (u),u).
Agora, dado que (S), (u),u) = L,,(u) = 0 e que (I, (u),u) = =2 HUH;(R) <0,
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3.3. OS GROUND STATES

obtemos que A = 0, e portanto S/, _(u) = 0. Assim, u & solu¢do da equagao
eliptica (3.12) e pelo Lema 3.4 existe 6, € R tal que u(z) = ¢, (x). Em con-
clusao, N, , C {ewqﬁwﬂ; RS R}. No caso v = 0, devido a Proposicao 2.1 temos
que N0 = {0, 0(- —y);0 € R,y € R} e 2dp(w) = /me“ ™ com w € R.

Em seguida apresentamos outras caracterizagoes variacionais dos ground states
que serao uteis no estudo do problema variacional (3.19).

Lema 3.5 Para o problema de minimizacao (3.19) temos
) 1
dy(w) = 1nf{§ ||u||ig(R) cu € WRINA{0}, I, ,(u) = 0} (3.20)

- mf{% [ull 2y : w € WRN {0}, Lyq(u) < 0} . (3.21)

Demonstragao: A prova é semelhante a desenvolvida no Lema 2.5. A igualdade
: 2

(3.20) segue-se facilmente do fato que 25, ,(u) = Lo, (u) + [[uf|72g). Por outro

lado, seja

1
d . (w) = §1nf{||uHig(R) cu € WRN{0}, L (u) < o} .

Das propriedades do infimo ¢é claro que d,;(w) < d,(w). Portanto, s6 precisamos
mostrar que d,(w) < d;,(w). Seja ¢ € W(R) tal que I,,,(¢) < 0. E facil ver que
existe A € (0,1) tal que I,,,(Ap) = 0. Logo, Ay esta na variedade de Nehari e da
defini¢ao de d,(w) concluimos

A2 1
dy(w) < 8uq (M) = T lelliam) < 5 I9llz2m)
assim, d.(w) < d,;1(w). Isto é, dy(w) = d,1(w). O

O seguinte teorema mostra que, para v > 0 o conjunto dos ground states N,
€ nao vazio .

Teorema 3.4 Sejamw € R ey > 0. Hd pelo menos um minimizador do funcional
Sw~ entre todas as fungoes na variedade de Nehari. Isto €, existe ¢ € W(R) tal
que

Sun(#) = dy(w) i= inf { Sy 5 () - u € W(R)\ {0}, L (u) = 0} .

Observacao 3.4 O Teorema 3.4 nao ¢ valido para v < 0. De fato, suponhamos
por contradicao que v, , ¢ um minimizador de d,(w). Da Observacao 3.3 e o Lema
3.4 concluimos que existe 6y € R tal que u,,(z) = €@, (z). Em particular,
|4 ~(x)] > 0 para todo z € R. Seja Tyu,(z) = u,,(x —y), onde y € R,
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entao temos que I, (Tyuyy) — Lo (twy) = 7 (|gb¢m(0)|2 - |¢>w’7(y)|2). Para |y|
suficientemente grande é claro que I, (T, u,~) < 0, pois, I, ~(u,,) = 0; isto
implica que existe um nimero A € (0,1) tal que 1, ,(A7yu, ) = 0. Assim, pela
defini¢ao de d,(w) temos

1 2
2 [t L2(R) — dy(w),

1 2
dy(w) < Sny(ATytiy) < ) HTyuwﬁ”L?(R) =

que é impossivel. Portanto, para v < 0 o problema variacional (3.19) nao tem
minimizadores.

Antes de fazer a prova do Teorema 3.4 precisaremos de dois lemas preliminares.
O primeiro lema mostra que a quantidade definida em (3.19) é positiva.

Lema 3.6 Sejam v > 0 e w € R. Para a quantidade definida em (3.19) temos

1 2
d,(w) > 5\/§ew+1e_2. (3.22)

Demonstracao: Seja v € W(R) \ {0} com I,.(u) = 0. Em primeiro lugar,
aplicando uma variante da desigualdade de Young

2 g 1
YO < el <7 (Ml + 511
2
v 2 1 2
< L ol gey + 5 10 g - (3.29

Por outro lado, a desigualdade de Sobolev logaritmica (2.10) com a = /%, junto
com (3.23) e o fato que I, (u) = 0 implicam

2

ol T 2 2 2
(w — 5 +1+Log <\/;>) oy < (Log lullaey ) Il

2 -
Portanto, obtemos que ||u||iQ(R) > \/§ew+1e—%. E claro que a desigualdade (3.22)
segue-se do Lema 3.5. Isto termina a prova. U

Lema 3.7 Sejam v >0 e w € R. Entdo d,(w) < do(w).

Demonstracao: Em primeiro lugar, da Proposigao 2.1 temos dy(w) = Sy, 0(Pw0),
onde ¢, ¢ o tnico minimizador do problema (3.19) com v = 0. Por outro lado,
um calculo simples mostra que para v > 0,

["-’"Y(@U,O) = [w,0(¢w,0) -7 WW,O(O)’Z = _76(w+1) < 0.
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Portanto, existe A € (0,1) tal que I, ,(Ap,0) = 0, assim, da definicao de d,(w)
concluimos

d'y(w) < Sw,’y()\gbw,()) = AQSw,O(qbw,O) < Sw,0(¢w,0) = d()(w)-

Isto termina a prova. C

Observagao 3.5 O Lema 3.7 nao é valido quando v < 0. Isto é, no caso v < 0
temos que d,(w) = dp(w). De fato, em primeiro lugar, vamos mostrar que dyp(w) <
d(w). Para ver este, seja u € W(R) \ {0} tal que I, 0(u) = 0. Devido ao fato que
para v < 0, I,,(u) = L,o(u) — 7]u(0)]* = =7 |[u(0)]* > 0, existe s > 1 tal que
I,~(su) = 0. Em adigdo, como s > 1 obtemos que

S (su) = SQSW,()(’(O > SQdQ(W) > do(w),

e portanto, por defini¢do de d,(w), concluimos dy(w) < d,(w). Agora, vamos
mostrar que do(w) > d,(w). Seja w, = ¢,o(- — n) para todo n € N, entdo
do(w) = Suo(wy) e Iyr(wn) = —7|¢wo(n)” > 0. Adicionalmente, usando que
I,~(w,) = 0 quando n — oo, é facil mostrar que existem A, € (1,00) tal que
L, ~(Awy,) = 0 para todo n € N e lim,,_,, A, = 1. Agora, por defini¢ao,

dy(w) < Sy r(Anwyn) = A2S,, 0(w,) = do(w)  quando n — oo,
o que implica que d,(w) < dp(w). Em conclusdo, d,(w) = do(w).

Demonstragao do Teorema 3.4: Seja {u,}, .y uma sequéncia minimizante do
problema (3.19).

PAsSso 1. A sequéncia {u,} é limitada em W(R). Primeiro, notemos que {u,} é
limitada em L?*(R) e que ||u||iz(R) — 2d.,(w) quando n — oo. Utilizando o fato
que I, (u,) = 0, a desigualdade (3.23) e a desigualdade de Sobolev logaritmica
temos

2
1 a? 9 ez e (Wtl) 2 2 2
(5 - ?) |Iu:z||L2(R) < (Log (T ||un||L2(]R)+<LOg ||un||L2(]R)> ||Un||L2(R)>

assim, escolhendo a > 0 pequeno e utilizando o fato que {u,} ¢ limitada em L*(R)
concluimos que {u/,} ¢ limitada em L*(R), isto ¢, {u,} ¢ limitada em H'(R). Por
outro lado, da desigualdade (2.4) ¢ claro que {B (|u,|)} ¢ limitada em L'(R); em
particular, do fato que I,,(u,) = 0 obtemos

[ Alu@Dde < [ B de,

R
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e portanto a sequéncia {A (|u,|)} é limitada em L'(R), logo, o Lema 2.1 implica
que a sequéncia {u,} ¢ limitada em L“4(R). Em conclusdo, a sequéncia {u,} é
limitada em W (R).

Passo 2. Existe ¢ € W(R)\ {0} tal que u,, — ¢ fraco em W(R), quando
n — o0o. De fato, pelo Passo 1 e o fato que W(R) é reflexivo, passando a uma
subsequéncia, se necessario, existe ¢ € W(R) tal que u,, — ¢. Precisamos mostrar
agora que ¢ ¢ nao trivial. Suponhamos que ¢ = 0. Entao u, — 0 em H'(R),
pois W(R) — H(R), e devido a inclusdo compacta H' (—1,1) < C [-1,1], isto
implica que u,(0) — 0 quando n — oco. Assim,

Loo(un) = Iy (un) + 7 |un(0)|2 = |un(0)\2 — 0 quando n — oo,

logo, existem A, € Ry tal que I, (A u,) = 0 para todo n € N e lim,, o0 A, = 1.
Portanto, por defini¢ao de d,(w) obtemos

do(w) < Suo(Antin) = A2S, - (u,) = dy(w) quando n — oo,

o que implica que do(w) < d,(w), mas, pelo Lema 3.7 isto é impossivel. Em con-
clusdo, p € W(R)\ {0}.

PASsO 3. A fungao ¢ esta na variedade de Nehari, isto é, 1, ,(¢) = 0. A prova
sera feita por contradigdo. Suponhamos em primeiro lugar que 1, ,(¢) < 0, entao
existe A € (0,1) tal que I, ,(Ap) = 0. Logo, da defini¢ao de d,(w) obtemos que

)\2

1 1
2 2 .. 2
dy(w) < Suy(Ap) = ) ||‘P||L2(R) < 2 ||90||L2(R) < §hrfgl£f ||Un||L2(]R) = d,(w),

que é impossivel. Portanto, 1, ,(¢) > 0. Agora, suponhamos que 1, ~(¢) > 0. Da
inclusao continua W (R) < H'(R) ¢é claro que u, — ¢ em H'(R) se n — oo, e
devido a convergéncia fraca temos
2 2 2
HunHm(R) = un - ‘PHL?(R) - HSOHH(R) — 0 (3.24)
2 2 2
||U;L||L2(R) — g, - 90,||L2(1R) - ||90,||L2(R) — 0, (3.25)

quando n — oo. Por outro lado, passando a uma subsequéncia, se necessario,
obtemos que u, — ¢ q.t.p. sobre R e u,(0) — ¢(0) se n — 0o0. Assim, o Passo 1,
o Lema 2.3, (3.24) e (3.25) implicam que

Iw,'y(“n) - Iw,'y(un - 90) - Iw,’y(@) — 0 quando n — oo,
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logo, da suposicao que I, ,(¢) > 0 conseguimos que

lim 1, (u, — ) = —1,,(p) <O0.
n—oo

Portanto, da caraterizagao variacional dada no Lema 3.5, junto com (3.24) con-
cluimos

4, (w) < 5 T i — 0l ey = () — 5 ol < (),
que ¢ um absurdo. Portanto, 1, (¢) = 0.

Passo 4. Conclusao. Do Passo 3 e a definicao de d,(w) é claro que
1 2 1 .. 2
1) < Sun(0) = 5 Ity < 5 Hmin fu22ge) = (),
assim, d.(w) = S, ~(¢). Isto termina a prova .0J

Na seguinte proposicao serao identificados os ground states.

Proposicao 3.2 Para w € R ey > 0, temos que o conjunto dos ground states é
dado por N, = {620¢w7,9 € R} onde as ¢~ sao definidas em (3.14).

Demonstragao: Na Observa¢io 3.3 foi mostrado que A, C {¢?¢, ;0 € R}.
Por outro lado, do Teorema 3.4 temos que o conjunto dos ground states N, . é
nao vazio, e portanto N, , = {ei%wﬁ; 0 € R}. [sto termina a prova. U

Observacao 3.6 Em seguida, apresentamos outra caraterizagao variacional dos
ground states. Esta caracterizacdo mostra que eles minimizam localmente o fun-
cional da energia entre todas as fungoes com a mesma L?(R)-norma, isto é,

E(0-) = nf { B@) s w € WR), [ullag) = 6o ). (3:26)
Em primeiro lugar, notemos que S, (¢ ) = Ju, onde
T o= mf{sm(u) cu € W(R), [lullag = zdv(m} . (3.27)

De fato, é claro que J,,, < S, 'y(QSw +); logo, s6 precisamos mostrar que S, (¢ )
Juw~-Sejau € W(R) tal que HuHLg = 2d,(w). Do Lema 3.5 temos que I, (u) >
e portanto, como 25,4 (u) = Ly (u )+ el 2y Sy (1) 2 5 llull72gy = dy(w)

S (Duwny). Assim, Sy~ (Do) < Jw ~, 0 qual implica a igualdade em (3 27) Da cara-
terizagio variacional (3.27) segue-se facilmente (3.26), pois ||¢u | L2r) = 2dy(w).
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Observagao 3.7 E possivel encontrar o valor exato da quantidade d,(w) definida
em (3.19). De fato, aplicando a Proposi¢ao 3.2 obtemos que d.(w) = Sy~ (Pw), €
portanto fazendo um calculo simples, para v > 0,

dy(w) = gew“ (1 — erf <%)) , onde erf(x) = % /m et dt
0

¢ a fungdo error gaussiana. Notemos que para w € R fixo, a funcdo 7 — d,(w)
definida em [0, 00) sobre R ¢ estritamente decrescente e positiva.

3.4 Estabilidade dos ground states

Nesta se¢ao vamos mostrar que os ground states encontrados na Proposi¢ao
3.2 sao estaveis em W (RR). Notemos que neste caso, devido ao potencial delta, s6
temos invariancia com respeito as rotacoes. A estabilidade orbital sera consequén-
cia da caracterizagao variacional dos ground states dada no Teorema 3.4. A seguir,
apresentamos a definicao de estabilidade orbital.

Definigao 3.3 Seja ¢ solucao de (3.12). Dizemos que a standing wave u(x,t) =
e“to(xz) é orbitalmente estdvel em W(R) se para todo € > 0 existe n > 0 com a
sequinte propriedade: se ug € W(R) e satisfaz ||uo — ¢y g <1, entdo a solugio

u(t) de (3.1) com u(0) = g satisfaz

supinf [[u(t) — e ¢lly ) <€

No caso contrdrio, a standing wave u(x,t) = e“tp(x) se diz orbitalmente instdvel

em W(R).

Observacao 3.8 A nocao de estabilidade orbital coincide com a definicao ordi-
naria de Lyapunov aplicada as érbitas, onde as orbitas sao tomadas modulo as
simetrias da equag@o. Para a equac@o (3.1) o grupo de simetrias é U(1), corres-
pondente & simetria rotacional, que persiste na presenca do delta potencial. E
importante ressaltar que a definicao de estabilidade orbital é 6tima, isto €, se omi-
timos a simetria U(1) na Defini¢ao 3.3, entdo os ground states sdo instéveis. De
fato, seja {\,} C R, uma sequéncia de nameros positivos tal que lim,, ., A, = 1.
Definimos a funcao ¢, () := A, ¢ () para todo n € N. Entao, temos que a
solugdo u"(t,z) da equagao (3.1) com condigao inicial u"(0) = ¢, o ¢ dada por

u(t,x) = ei(w+L°g’\%)tg0n7o(x) para n € N.
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Em adigao, um calculo simples mostra que
om0 — ¢wn/||W(R) — 0 quando n — oo,

Sup [ (t) = Gy sy 2 10 oy para todo n €N

o qual implica que os ground states sdo instaveis em W (R). Portanto, a presenca
da simetria U(1) na Defini¢ao 3.3 ¢é essencial para a analise da estabilidade orbital.

Em seguida enunciamos o resultado principal desta sec¢ao.

Teorema 3.5 Sejaw € R. Paray > 0 a standing wave €' ¢, (x) € orbitalmente
estdvel em W (R).

O Teorema 3.5 é consequéncia do seguinte resultado.
Proposicao 3.3 Seja {un}, .y € W(R) uma sequéncia minimizante do problema
variacional (3.19), entao existe Oy € R tal que, passando a uma subsequéncia, se
necessario,
Hun — ezeoqbwﬁHW(R) — 0 quando n — oo.
Demonstragao: Pelo provado no Teorema 3.4 é claro que existe ¢ € N, , tal que,
passando a uma subsequéncia, se necessario, u, — ¢ em W(R), u,(0) — ¢(0) e

u, — ¢ q.t.p. sobre R. Em adicao,

2, (W) < 2505 (9) = 0l 72y < liminf |||z = 2d,(w),

o qual implica que [un|l 2@ — I¢ll2m), e portanto u, — ¢ em L*(R). Da
desigualdade (2.4) e o fato que a sequéncia {u,} ¢ limitada em H'(R) obtemos

/ (|un(x)]) da —>/ (le(z)]) de  quando n — oc. (3.28)

Agora, (3.28), junto com o fato que u, — ¢ em L*(R) e S, (u,) = Su(¥),
implicam

tin [+ [ Alu@Dde] =56+ [ AletaDdn. 629)

Por outro lado, pela semicontinuidade inferior da L?(R)-norma e o Lema de Fatou

n

5 1¥] Slimninfgy[un] e /RA(|<,0(x)|)dmSliminf/RAUun(x)Ddx. (3.30)
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Assim, de (3.29), o fato que u,(0) — ¢(0) e (3.30) obtemos (ver [30, Lemma 12,
chapter VJ),

Iy = lim oy [ Ale@do= lim [ A @) de
(3.31)
Devido a convergéncia fraca da sequéncia em W (R), junto com a primeira igual-
dade em (3.31) obtemos que u,, — ¢ em H'(R). Em adicdo, a segunda igualdade
em (3.31) e o Lema 2.1 implicam que que u, — ¢ em L4(R), isto é, u, — ¢ em
W (R). Por tultimo, aplicando a Proposi¢ao 3.2 obtemos o resultado. g

Demonstracao do Teorema 3.5: Procedemos por contradi¢cao. Suponhamos
que €', ,(x) é orbitalmente instavel em W (R). Portanto, existe ¢ > 0 e uma
sequéncia de condicoes iniciais u, o tal que

[tno = Gwnllw@ — 0 quando n — oo, (3.32)
: i
Stlelﬂlg élel]fR [un(t) — € qwaHW(]R) > ¢ para todo n €N, (3.33)

onde u,(t) é a solugdo de (3.1) com condigao inicial u, . Seja t,, o primeiro tempo

tal que
€

: i0 _
;rel]lg |un(tn) — e ¢""7’Y||W(]R) =3 (3.34)
Seja v, (x) := un(t,, ). Da conservacdo da carga e energia obtemos
vnllZ2@) = ltn )72y = ltnoll 2@y = Ndwnllie@, = 2d4(w) (3.35)
E(v,) = E(un(tn)) = E(uno) = E(¢un), (3.36)
quando n — oco. Em particular, (3.35) e (3.36) implicam
Swr(Vn) = Suy(¢uy) =dy(w) quando n — oo. (3.37)

Agora, de (3.35) e (3.37) é claro que I, ,(v,) = 25,4 (vy,) — anHiQ(R) — 0 quando
n — oo. Neste caso, é facil mostrar que existem {\,} C R} tal que I, ,(A,v,) =0
para todo n € N e lim,, .o A\, = 1. Seja f,(x) := A\,v,(x). Aplicando o fato que
{v,,} & limitada em W (R),
lvn = fallw@) = 0 quando n — oo. (3.38)
Portanto, de (3.38) e (3.37) concluimos
Swn(frn) = Swry(bury) =dy(w) quando n — oo, (3.39)

isto é, {f,} ¢ uma sequéncia minimizante do problema (3.19). Aplicando a Pro-
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posicao 3.3, existe 0y € R tal que, passando a uma subsequéncia, se necessario,
£ = ewoqwa”W(R) — 0 quando n — oo. (3.40)
A desigualdade triangular, junto com (3.38) e (3.40) implicam
||un(tn) — ewogbwﬁHW(R) — 0 quando n — oo,
o qual é uma contradi¢do com (3.34). Isto termina a demonstragao. O

Observagao 3.9 Consideremos equagao de Schrédinger logaritmica com um 6-
potencial
idpu 4 0%u + 0 (x)u + kuLog [u|* = 0, (3.41)

onde v € R\ {0}, k é positivo e u = u(z,t) ¢ uma fungao a valores complexos de
(z,t) € R x R. Observamos que a equagao (3.1) é um caso particular da equagao
acima; entretanto, aplicando o mesmo método desenvolvido nas se¢oes anteriores
é possivel mostrar que a equagao (3.41) é globalmente bem posta em W (R). Em
adigdo, se o potencial é atrativo (7 > 0), o ground state é explicitamente dado
pela formula

w 2
bunulw) = e e 3 (743)" (3.42)

e a standing wave e“'@,, . x(x) é orbitalmente estavel em W (R).
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CaAriTULO 4

EQUACAO DE SCHRODINGER
LOGARITMICA COM UM ¢ POTENCIAL

Este capitulo sera dedicado ao estudo da existéncia e estabilidade dos ground
states para a equagao de Schrodinger logaritmica com um ¢’ potencial

idpu 4 0*u 4 0’ (z)u + u Log [u|* = 0, (4.1)

onde u = u(z,t) € uma funcdo a valores complexos. O valor do parametro v, que
descreve a intensidade da d¢’-interagao, sera positivo. O capitulo esta organizado
da seguinte forma: na segao 4.1 damos uma descricao precisa do Hamiltoniano
—0? — v§'(z) e indicamos algumas das suas propriedades espectrais. Na segao
4.2 introduzimos o espago de energia, W (RR,), no qual estudamos a dindmica da
equagao (4.1). Na segao 4.3 estabelecemos a boa colocagao global do problema
de Cauchy para equagao (4.1) no espago de energia W(R,). Na se¢ao 4.4 mos-
traremos que o conjunto dos ground states é nao vazio. Na secao 4.5 calculamos
explicitamente os ground states. Em adicao, é demonstrado que os ground sta-
tes apresentam uma bifurcacao que depende da intensidade da ¢’-interacao; mais
precisamente: se 0 < 7 < 2, entao hd um tnico ground state anti-simétrico; se
v > 2, entao existem dois ground states nao-simétricos. Na se¢ao 4.6 provamos
que os ground states sao estaveis via métodos variacionais. Finalmente, na secao
4.7, aplicando a teoria abstrata de Grillakis, Shatah and Strauss |28, 29|, obtemos
un resultado de instabilidade.

4.1 O potencial delta derivada de Dirac

Nesta se¢ao descrevemos o operador Hamiltoniano —d? —~4’(x). Daremos uma
definicao precisa deste operador e indicaremos algumas propriedades espectrais.
Este operador é amplamente utilizado na mecéanica quéantica; em (|7, 53] e suas
referéncias) sao indicadas algumas aplicagoes. Formalmente, o potencial

V(z) = —vd'(x), onde ~e€R\{0},
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4.1. O POTENCIAL DELTA DERIVADA DE DIRAC

é conhecido como delta derivada potencial. Devido aos avancos tecnolégicos na fa-
bricacao de dispositivos quanticos, os modelos fisicos descritos por este potencial
tem tomado um particular interesse; por exemplo, na fisica da matéria condensada
(ver [53]). O valor de 7 é real; quando é positivo a interagdo é chamada atrativa,
no outro caso repulsiva.

Para fazer uma descri¢ao precisa do hamiltoniano —9% — vd’(z), seguindo as
mesmas ideias da secao 3.1, nés requeremos o uso da teoria de extensoes auto-
adjuntas de von Neumann. Como consequéncia, o operador sera definido a partir
de condigoes de contorno apropriadas.

Consideremos o operador

d2
S=——3 dom(S) = {f € H*(R) : f'(0) =0}. (4.2)
E claro que S é simétrico, fechado e tem dominio denso em L?(R). Em adicdo,
o operador adjunto de S é dado por (ver, por exemplo, |44, Example 3.3 and
Example 3.5])
d2
S* = — dom (8*) = {f € H*(R\{0}) : f'(0+) = f'(0—)}.

Para identificar todas as extensoes auto-adjuntas do operador & precisamos
encontrar seus indices de deficiéncia. Notemos que, se uma funcao f esta no espaco
de deficiéncia Ky, entdo ela pertence a C*(R\ {0}) e satisfaz a equagao diferencial
—0%f = +i f junto com a condicdo de fronteira f'(0+) = f'(0—). E facil mostrar
que as funcoes

1 x _(4)e] 1 T _ Q=i
Yy (x) = 7 (H) e vz e ¢_(x):= 7 (m) e vz (4.3)

sao os elementos geradores dos espago de deficiéncia K, e K_ respectivamente,
e portanto os indices de deficiéncia do operador S sao ni(S) = n_(S) = L.
Aplicando a teoria de von Neumann [44, Theorem 13.10] obtemos que todas as
extensoes auto-adjuntas de S estao dadas pela familia uniparamétrica

dom (Sp) = {g+cvy + cee’2y_, gedom(S)}, ceC, 0¢€[-mm),
Sy (9+c¢+ +iceieeig¢_) =Sg+icy, —icePyP_e's.

No seguinte teorema parametrizamos todas as extensoes auto-adjuntas do ope-
rador S em fungao de . Em adicao, as extensoes serao identificadas por condigoes
de contorno no ponto 0.
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Teorema 4.1 Todas as extensoes auto-adjuntas H. do operador S, onde —oo <
v < 00, sao dadas por

H, = _d722
{ dom(?—[ﬁ ={u € H*(R\ {0}) : ' (0+) = «/(0—),u(0+) — u(0—) = —y2/(0)} .

No caso v = 0 obtemos o operador de Laplace —A em seu dominio natural H*(R).
No caso v = —o0 obtemos a condi¢cao de Neumann no ponto 0, isto €,

H_ oo = (—An2) @ (Any),

sobre o dominio, dom (H_.,) = {f € H*(R\{0}) : f'(0+) = f'(0—) = 0}, onde
—Apn_ e =Apny denotam o laplaciano de Neumann sobre (—oo,0) e (0,00) res-
pectivamente.

Demonstracao: Seja § € [—m, 7). De (4.3) e pela defini¢do do dominio de Sy
obtemos a inclusao dom (Sp) € H?(R\ {0}). Observemos que se f € dom (Sp),
existem g € dom(S) e ¢ € C tal que f = g + ¢y + cee’2ep_. Um célculo
simples mostra que f'(04+) = f’(0—) e f(0+) — f(0—) = —v(0) f'(0), onde

0 (1 (2)).

Notemos que a fungao 6 — () é uma bijec¢ao de (—m, ) sobre R. Portanto,
se f € dom (8p), a fungao pertence a H*(R\ {0}) e satisfaz f'(0+) = f/(0—) e
f(04) = f(0—=) = =y (0) f'(0), isto & , Sy C H 4. Da simetria do operador H_,
(gnclul’mos Sp = H'y(@)’ pois Sy C 7—[7(9) - 'Hf/(e) C S, =8, Isto termina a prova.

Formalmente, o operador H., ¢ denotado por —0? —~d'(z).

Forma quadratica associada a H,

A seguir descrevemos a forma quadratica associada com o operador H.. Nos
seguimos um novo argumento desenvolvido em [35]. A ideia é definir uma forma
soma para depois mostrar que ela é de fato a forma associada com o operador H. .
Observemos que para o caso v = 0, o operador de Laplace —A em seu dominio
natural H*(R), a forma quadrética associada ¢ bem conhecida. Portanto, vamos
supor que v € R\ {0}. Assim, consideremos a forma quadratica

_ /R /()2 dz,  dom(t) = H'(R\ {0}), (4.4)
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4.1. O POTENCIAL DELTA DERIVADA DE DIRAC

a qual é simétrica e fechada. Por outro lado, para v € R\ {0} definimos a forma
quadratica e simétrica

b,[f] == =y f(0+) = f(0-)]°,  dom(b,) = H'(R\ {0}). (4.5)

Entao, a forma b, ¢é relativamente t-limitada. De fato, usando uma variante da
desigualdade de Young, para todo ¢ > 0 existe C, > 0 tal que

1 2 4 2
o0 <1 (ve 1 + ||f||L2(R>)
2 2
=€ || f 22y + Ce l fllz2(x) -

onde C, = 4/~%. Portanto, aplicando o [44, Theorem 10.21]| a forma quadratica
soma

L] = tf1+b,[f],  dom(t,) = H'(R\{0}), (4.6)

é fechada, densamente definida e limitada inferiormente. Assim, aplicando o Teo-
rema de representagao de formas [33, Chapter VI, Section 2.1] existe um operador
auto-adjunto 7, associado com a forma quadratica t, tal que, 7, : dom(r,) C
L*(R) — L*(R), com dominio

dom(7,) {v € dom(t,) : Jw € L*(R) t.q. Vz € dom(t,), t,[v, 2] = (w, z)} ,
onde t,[-, -] é definida na Observacao 4.1 abaixo, e tal que 7,v := w para toda

v € dom(7,). N6s vamos mostrar agora que H., = 7. De fato, aplicando a féormula
de integragao por partes obtemos para v € dom(H.,) e z € dom(t,) = H'(R\ {0}),

+oo
(Hv,2) 3?/ dw—}—FR/ ) z(x) dx

—ace/ dx+§R[ (0) (Z(O—i—) - z(o—))]
—%/ F@)dz 7R [(0(04) — v(0-)) (09) ~ 20))]

Logo, da Observagao 4.1 abaixo temos que t,[v,z] = (’va,z) para toda z €
dom(t,). Assim, dom(H.,) C dom(,) e 7,v = H_v. Portanto, H C 7, e da sime-
tria do operador 7, concluimos que H. = 7, pois H, C 7, C 77 CH =H . Isto
mostra que a forma soma t, definida em (4.6) ¢ a forma associada com o operador

H

o

No seguinte teorema apresentamos algumas propriedades espectrais do opera-
dor H,.
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Teorema 4.2 Seja —o0o < v < 00. O espectro essencial do operador H~ € o eixo
real nao negativo, oess (H,) = [0,00). Para v > 0 o operador H., tem exatamente

um autovalor negativo, o, (H,) = {—,;%}. Sey <0 ouvy = —o0 o operador H,

nao tem autovalores, o, (H.) = 0.

Demonstracao: Como foi mostrado acima, o operador S definido em (4.2) é
simétrico, fechado e tem indices de deficiéncia dados por n(S) =1 e n_(S) =
1. Em adigao, o Teorema 4.1 implica que o operador H, é uma extensao auto-
adjunta de S. Do [49, Theorem 8.18] todas as extensdes auto-adjuntas tem o
mesmo espectro essencial; assim, oess (Hy) = 0ess (—A) = [0,00). Em seguida
estudamos o espectro discreto de H.,. O fato que para v < 0 a forma quadratica t,
associada com o operador H., é positiva, implica que o, (H.,) = . Por outro lado,
para v > 0 definimos funcao a anti-simétrica

o= (3) (5) ¥ pan ceR\(0h

|

um célculo simples mostra que t, [¢,] = —4/42, logo, o operador H. tem pelo
menos um autovalor negativo. Em adigao, como & > 0 sobre dom(S) temos do
Lema A.3 no Apéndice que H, tem, no maximo, um autovalor negativo. Do ex-
posto acima, concluimos que H, tem exatamente um autovalor negativo simples.
Isto termina a prova. U

Observagao 4.1 Uma aplicac¢ao da identidade de polarizagao e (4.6) mostra que
para u, v € H'(R\ {0}),

tfu, 0] = R / /(@) ()de — 7R | (w(0+) = u(0-)) (0(0+) — o(0-)) ]

Em particular, t,[u] = Hu’HiQ(R) —v [/ (0)| para toda u € dom(H.,); o que justifica
o nome de ¢’-interagdo para o operador H..

4.2 O espaco de energia

Nesta secao vamos definir o espago de energia sobre o qual serd estudada a
equagao de Schrodinger logaritmica com um ¢’ potencial. Em primeiro lugar, va-
mos analisar com mais detalhe o dominio da forma associada com a ¢’-interagao:
H'(R\ {0}). Por simplicidade de notacdo, definimos ¥ := H'(R\ {0}). E claro que

) . : 2 "2 2
% ¢ um espaco de Hilbert real equipado com a norma ||ulls, = [|t/'|| 72 @) + [l 72 (g

onde
/|u’(x)|2d:c—/ ]u/(:c)lzdx—l—/ |/ (z)|” da.
R Ry R_
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4.2. O ESPACO DE ENERGIA

Observemos que se u € ¥, entao u é diferenciavel q.t.p. sobre R e devido a inclusao
continua H'(Ry) < C(R.) temos que u ¢ continua em R\ {0} e os limites

w(0+) = lim u(x) e u(0—)= lim u(z),

z—0t z—0~
existem. Em adigao, é facil mostrar que existem tnicas fungoes uy e u_ € H} ,(R)
tal que v = xy uy + x_u_, onde x4 e x_ sao as fungoes caracteristicas em R, =
(0,400) e R. = (—o0, 0), respectivamente. De fato, para u € ¥ definimos as
funcoes
u(z), sex€eRy u(—x), sex € Ry
us(z) = qu(0+), sex=0 e u_(x)=<qu0-), sex=0
u(—z), sexe€R_ u(z), sexeR_,
entdo uy , u_ € H! ,(R) e a decomposigao u = x u, + x_u_ ¢é tnica. Adicional-
mente,
1 1
lells = 5 ey + 5 e i, para we. (47)

Observagao 4.2 Seja {u,} uma sequéncia em ¥. Se u,, — u fraco em ¥, entao
t,[un, v] = t,[u,v] para toda v € X. De fato, é claro que se u,, — u fraco em %,
entao t[u,,v] — t{u,v], onde t[-, ] foi definida em (4.4). Por outro lado, para v-
fixo a aplicacao u — b, [u, v] define um funcional linear continuo de X sobre C. De
fato, é facil mostrar |b,,[u, v]| < (2/7)|ul/s||v|s (ver (4.5)). Assim, da convergéncia
fraca temos que b, [u,,v] — b,[u,v]. Isto mostra o resultado, pois, t, =t +b,.

Observacao 4.3 Notemos que a norma do espaco de Hilbet ¥ definida acima é
equivalente & norma

4
2 2
ol = el + (155 ) Il para we

induzida pela forma quadratica t,. A prova pode ser encontrada em |1, Section 4.

Em seguida descreveremos o dual do espago de Hilbert X. Este espago sera
importante no estudo da boa colocagdo do problema de Cauchy para (4.1).

Proposigao 4.1 O espago dual de > é dado por X' = HY(R) @ span {7}, onde
T € o funcional linear uw — 7(u) = 3b,[fe,u] de 3 sobre C. Aqui, a fungao f. é
definida por

felz) = % (%) el para  xeR\{0}.
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Demonstragao: A prova segue as ideias desenvolvidas em [1]. Em primeiro lugar,
vamos mostrar que ¥ = H'(R)@span {f.}. De fato, se u € X3, é claro que existe h €
HY(R) tal que u(z) = (u(04) — u(04)) fo(x) + h(x) para x € R\ {0}. Portanto,
precisamos mostrar que (fe,h)y, = 0. Sejam ¢ = x4f. e p— = x_f.. Entao,
integrando por partes temos

+o0o +oo
(o4, h)y = 3?/ e "h(z)dx — §R/ e "h'(z)dx =R {h(0)} .
0 0
Similarmente, temos (¢_, h)y, = —R {h(0)}. Assim, concluimos que

(fe:h)g = (@4, h)g + (90—, h)y = 0.

Isto mostra que ¥ = H'(R) @ span { f.}. Por outro lado, aplicando um resultado
classico de analise funcional (ver, por exemplo, [43, Theorem 4.9]) temos que >’ =
HYR)® H*(R)*, onde

H' R ={¢ex: ((u)=0 paratodo ue H'(R)},

é o anulador de H*(R) em ¥'. Em adicdo, a dimensdao do anulador H'(R)* em
¥ coincide com a dimensao do espaco quociente 3/ H'(R) (ver, por exemplo, [43,
Theorem 4.9]), isto é,

dim (H'(R)") = dim (3/H'(R)) = 1.

Portanto, temos que H*(R)! é gerado por um s6 elemento de Y. Agora, devido
a continuidade das fungoes em H'(R) é facil mostrar que 7 € H(R):, isto &,
HY(R)* = span {r}. Isto termina a prova. O

Observagao 4.4 Notamos que a decomposicao ¥ = H'(R) @ H*(R) pode ser
obtida usando o funcionar linear continuo f : ¥ — C definido por f(u) = u(0+) —
u(0—) para u € . De fato, Kerf = H'(R) e © = Kerf & [Kerf]". Em particular,
H'(R)* e um-dimensional.

Observacao 4.5 Como ¢ natural, o operador H, pode ser estendido como uma
aplicagao linear e continua u — H,u, de X sobre o espaco dual ¥'. De fato, esta
acao é definida por

(Hyu,v) =t [u,v], com u,ve 3.

Notemos que a continuidade de H.,u como funcional de ¥ sobre R segue da Ob-
servacao 4.3. Em particular, existe uma constante C' > 0 tal que [(H u,v)| <
Clulls vl
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Em seguida definiremos o espaco de energia sobre o qual estudaremos a dinamica
da equagao (4.1). Formalmente, temos duas quantidades conservadas. A primeira
é a energia: se u é solugao de (4.1) com u(0) = uy entdo

E(ut) = 3 [wlt)] = 5 [ 1u(OF Log () do = Ew). (43

A qual pode ser obtida, formalmente, multiplicando (4.1) por 0,u, integrando sobre
R e tomando a parte real. A segunda quantidade conservada é a carga

_ %/R\u(t)ﬁdx — O(up).

Notemos que para que o funcional da energia fique bem definido precisamos duas
coisas: a primeira é que a forma quadratica t,[u(t)] fique bem definida, isto é,
u(t) € dom(t,) para todo ¢ para o qual a solugao existe. A segunda é que o termo
logaritmico de &£ seja finito. Portanto, é natural estudar a dinamica da equagao
(4.1) sobre o espago W(R,) := ¥ N LA(R), equipado com sua norma usual (ver
segao 2.1)

by = Il + lullagey,  parau e W(R.)

Observamos que o espaco dual de W(R,) ¢ dado por W(R,) = ' + LA(R) (ver
Observagao 2.1).

A prova do seguinte lema esté contida na secao 2.1.

Lema 4.1 O espaco W(R,) € de Banach equipado com a norma HuH2 =
|ul|% + HuHLA(R Em adigdo, temos W(R,) = {u € ¥ |lu|” Log |u|” € Ll(R)} As
inclusoes W(R,) — X e W(R,) — LQ(R) — W'(R,) sao continuas.

Observagao 4.6 O espago W(RR,) pode ser descomposto como soma direta de
fungoes simétricas e fungoes anti-simétricas. De fato, consideremos o subespago
fechado %,, := {f € ¥: f(—x) = —f(x) para x € R\ {0}} das fung¢oes anti si-
métricas. Em primeiro lugar, vamos mostrar que ¥ = 3, ® H! ,(R). Seja u € &,

rad

entao u(x) = us(x)+uq,(z) parax € R\{0}, onde us(z) é simétrica e ug, () € gp.

Notemos que toda fungdo simétrica ¢ continua e portanto us € H} ,(R). Isto
mostra a primeira parte. Por outro lado, a soma direta ¥ = %,, & H! ,(R) im-

plica W(R,) = Wun(R,) @ Wyaa(R), onde Wy, (R,) = Yo N LAR) € Wygq(R) =
H! (R)N LA(R).

rad
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4.3 O problema de Cauchy

Nesta secao vamos aplicar o método de compacidade descrito na se¢ao 3.2 para
estudar o problema de Cauchy da equagao (4.1). Em seguida apresentamos o nosso
resultado principal desta secao.

Teorema 4.3 Para toda ug € W(R,) = {ueX: lul? Log |ul® € LY(R)} emiste
uma tnica solugao global u € C(R, W(R,)) N CHR, W'(R,)) de (4.1) com u(0) =
up tal que supe [|u(t)llyyr,) < co. Em adi¢do, a energia £ e a carga Q sdo
conservadas:

E(u(t)) = E(up), Qu(t)) = Qug), para todo t € R.

Adicionalmente, se a condi¢do inicial ug pertence W,,(R,), entdo a solugao u(t)
pertence W, (R,) para todo t € R.

Antes de fazer a prova do Teorema 4.3 precisamos de alguns preliminares.
Em particular, estudaremos algumas propriedades de compacidade do espago .
Lembramos que para u € W(R,) temos que u Log |u]2 = b(u) —a(u), onde a e b
foram definidas na secao 3.2.

Observagao 4.7 A desigualdade dada em (2.4) é valida no espago ¥, isto é, para
u, v € Y existe uma constante C' > 0 tal que

/RIB(IU(JJ)D = B(lo(@)Dlde < C (1+ [ulls + [oll3) v = vl jagy - (49)

De fato, esta desigualdade é consequéncia direta de (2.4) e da descomposigao (4.7).

Lema 4.2 O operador u — Hyu—uLog|ul’ € uma aplicagio continua de W(R,)
sobre W'(R,). Em adi¢ao, a imagem de um conjunto limitado em W (R,) € limitado

em W/(R,).

Demonstracao: Em primeiro lugar, da Observagao 4.5 temos que u — H u : ¥ —
¥’ & um operador linear continuo e portanto, das inclusoes continuas W (R,) < X
e ¥ = W'(R,), obtemos que u — H,u é um operador linear continuo de W (R,)
sobre W/(R,). Por outro lado, dado € > 0 existe C' > 0 tal que

[6(2) = b(20)] < C(I2[" +[20[) [z = 20|, 2, 20 € C.

Logo, u — b(u) é uma aplicagao continua de X sobre L*(R). Em particular, do
Lema 4.1, temos que u — b(u) é continua de W (RR,) sobre W'(RR,). Em adicao, do
Lema 3.1, temos que u — a(u) é uma aplicacdo continua de LA(R) sobre LA(R),
assim, u — a(u) é continua de W (RR,) sobre W'(R,). Do acima exposto, concluimos
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que a aplicacdo u — uLog|ul* de W (R,) sobre W'(R,) é continua. Isso mostra a
primeira parte do lema. A segunda parte do lema é consequéncia da Observagao
4.5 e o Lema 3.1. O

A seguinte proposicao mostra que o funcional da energia é diferencidvel em
W(R,).

Proposigao 4.2 O funcional da energia € € de classe C* em W (R,). Em adigao,
sua derivada de Fréchet é dada por £'(u) = Hu — uLog |ul” — u.

Demonstragao: Em primeiro lugar, vamos mostrar que o funcional é continuo.
Observemos que

E(u) = +%/RA lul) x——/RBﬂu\)dx, (4.10)

onde A e B foram definidas em (2.3). Suponhamos que u, — u em W(R,). Entao
temos que u, — u em X, e portanto t,[u,|] — t,[u]. Agora, o fato que {u,} € limi-
tada em ¥ e a desigualdade (4.9) implicam que B(|u,|) — B(|u|) em L'(R). Em
adigao, como u,, — uem L4(R), entdo do Lema 2.1 temos que A(|u,|) — A(|u|) em
LY(R). Assim, de (4.10) concluimos que &(u,) — &(u), logo, £ € C(W(R,),R).
Por outro lado, um calculo simples (ver [19, proposi¢do 2.7| ) mostra para u,
veW(R,),

lim E(u+tv) —E(u)
t—0 t

2
= (H,u —uLoglu|” — v, v>W(RO)7W/(RO) :

Portanto, £ é Gateaux diferenciavel para toda u € W(R,). A continuidade da apli-
cacao u — Hu—uLog |u|* —u dada no Lema 4.2 implica que £ € C’l(W(]RO), R).
AdlClonalmente a derivada de Fréchet ¢ dada por &' (u) = Hu —uLog [u|* —u. O

A prova do Teorema 4.3 segue-se de um argumento de compacidade seme-
lhante ao desenvolvido na secao 3.2: vamos construir uma sequéncia de solu-
¢oes globais e limitadas em C (R, ), onde a nao-linearidade logaritmica é apro-
ximada por uma nao-linearidade do tipo polinomial. Entao mostramos que al-
guma subsequéncia converge em W (R,) para uma solu¢do do problema (4.1);
mas, para aplicar esse argumento devemos definir uns subespacos de ¥ nos quais
serdo construidas as solugdes aproximadas da equagdo (4.1). De fato, conside-
remos Y, := HJ(Q%) @ span{f.} subespaco de 3, onde €, = (—k,k) é um
intervalo aberto de R e f. é a funcio da Proposicao 4.1. E claro que ¥, é um
espago de Hilbert, e pela Proposicao 4.1, temos que o dual ¥} de ¥ é dado por
¥, = H '(Qy) @ span {7}, onde 7 foi definida na Proposicao 4.1.
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A prova do seguinte lema e baseada em [20, Lemma 9.3.6].

Lema 4.3 Seja {u™} C L*(R,X) uma sequéncia limitada, isto é, existe M > 0
tal que sup;eg [[um ()|l < M para todo m € N. Se {u™|g, }men € uma sequéncia
limitada em W1 (R,X}) para todo k € N, entdo existe uma subsequéncia, que
ainda denotamos por {u,}, e u € L>®(R,X) tal que temos as sequintes proprieda-

des:
i) ulg, € WH(R, X)) para todo k € N.
ii) u™(t) = u(t) em X quando m — oo para todo t € R.

iii) Para todo t € R existe uma subsequéncia m; tal que u™ (z,t) — u(z,t)
quando j — oo, q.t.p. x € R.

iv) u™(z,t) — u(z,t) quando m — oo, ¢.t.p. (z,t) € R x R.

Demonstracao: Seja k € N fixo. Das hipoteses temos que a sequéncia {u’”]Qk} é
limitada em L>(Qy, H'(£ \ {0})). Passando a uma subsequéncia, se necessario,
existe (ver |20, Proposition 1.1.2 e Proposition 1.3.12]) u € L (., H'(Q \ {0}))
tal que u™(t) — u(t) fraco em H'(Q;,\{0}). Agora, fazendo k — oo e considerando
uma subsequéncia diagonal, existe u € L*(R,X) tal que u™(t)|p, — u(t) fraco
em H'(Q;\ {0}), para todo k € N e todo t € R. Em particular, u™(t) — u(t) fraco
em X e u € L>®(R, ). Isto mostra a propriedade ii). Por outro lado, utilizando o
fato que para todo intervalo aberto limitado I, a inclusdo H'(I) < C(I) é com-
pacta, passando a uma subsequéncia, se necessario, temos que u™(x,t) — u(x,1t)
quando m — o0, q.t.p (z,t) € ) x R. Assim, passando a uma sequéncia diagonal
segue-se iii)-iv). Por dltimo, aplicando a Observagao 1.3.13 (ii) em [20] concluimos
que ul, € WH(R, X)) e obtemos i). Isto termina a prova. O

Demonstragao do Teorema 4.3: Seguimos os mesmos passos do Teorema
9.3.4 em [19].
PASSO 1: Solugoes aproximadas. Sejam

> L b <m;
e {70 wlzE ), seld<m
mza(.-), selz| < - Zb(m), selz| >m;

Definimos a fun¢ao g,,(u) := by (u) — an(u), para u € X. Temos que g, é

Lipschitz continua de L?(R) sobre L*(R). Do Teorema 3.7.1 e Colorario 3.3.11
em [20] (Ver também [1, Theorem 4.3]) existe uma tnica solu¢ao global u™ €

C(R,X) N CYR,Y) do problema

{ i0pu™ — Hou™ + g (u™) =0, (4.11)

u™(0) = up.
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Com a energia e a carga quantidades conservadas:
Emu™(t)) = En(ug) e Qu(t)) = Qup), para todot € R, (4.12)

onde

Enlw) = 50+ 5 [ Bnullde =3 [ wo(uldo

e as fungoes ®,, e V,,, definidas por

|2| |2
D, (2) = %/0 am(s)ds e W, (z2):= %/o by (s)ds.

PAsso 2: Estimativas das solugoes aproximadas u". Pela conservagao da carga, a
sequéncia {u™} é limitada em L*(R). Em adigao, para € > 0 existe C' > 0 tal que
(ver (3.9))

v (04, 1) — u™(0—,1)|* < € \|3xum(t)”i2(R) +C ”Um(t)Hiz(R) : (4.13)

Logo, utilizando o fato que a sequéncia {&,,(u™)} é limitada, a conservacao da
energia (4.12) e (4.13) implicam

[l ()15, < 1P (™ ()] 1 gy + € 100u™ ()72 + C-

Portanto, escolhendo ¢ > 0 apropriado concluimos que a sequéncia {u™} é li-
mitada em L*(R,X). Adicionalmente, a sequéncia {gm(u™)}, oy € limitada em
L>(R, L*(£2)) e limitada em L*°(R,X}). Em particular, a partir de (4.11) segue-
se que {um|Qk}meN ¢ limitada em Wh(R, ¥}).

PAsSO 3: Passando o limite. Pelo Passo 2 a sequéncia {u} satisfaz as condigoes

do Lema 4.3. Seja v € L>®(R,X) o limite determinado no Lema 4.3. Sejam ¢ €
C.(R) @ span{f.} e ¢ € C.(R). Da igualdade (4.11) obtemos

/ (0 = Mo+ (™), ) G(1) dt = 0.
R
Mais explicitamente,

A(ium,w)¢()dt+/ N dt+//gm podudt —0.  (4.14)

Por outro lado, seja hy,(z,t) := gm(u™)(x)¢(t). Da propriedade (iv) do Lema 4.3
temos h,, — (u Log |u|2) Yo, q.t.p. em R x R. Em adicdo, é facil ver que existe
uma fungao f(x,t) integravel em R x R e positiva tal que |h,(z,t)| < f(z,t), logo,
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do Teorema da convergéncia dominada

JL%AAgm(um)w¢dxdt:/R/RuLog\u]Qw¢da:dt.

Adicionalmente, do Lema 4.3(ii) e a Observagao 4.2 obtemos

tim [yt iee [ Gl vlot = [ oo [ ol

Assim, a igualdade (4.14) implica

/R@'u,w} ¢’(t)dt+/ty[u,ww(t)dt—i-/R/RuLog]u\ngbdxdt:0.

R

Por conseguinte, para todo t € R,
O — Hyu +uloglu> =0 em ¥, paratoda k€ N. (4.15)

Notemos que, do Lema 4.3 (ii) temos u(0) = ug. A conservagao da energia, (4.11) e
o fato que a sequéncia {u™} é limitada em L*>(R, X) implicam que || @, (u™)|| 11 (g,
é limitada. Agora, aplicando o Lema 4.3(iii) junto com o Lema de Fatou obtemos

2
sup [[u(t) |74y < o0,
teR

e portanto, como L“(R) ¢ reflexivo, temos que u é fracamente continua R —
LA(R). Em particular, u € L®(R, L4(R)), e devido ao fato que u € L®(R,¥)
concluimos u € L®(R,W(R,)). Do Lema 4.2 ¢ claro que u € WH>(R, W/ (R,))
e que a equagao (4.15) faz sentido no espaco W'(R,) para todo t € R. Ar-
gumentando como no Passo 3 de Teorema 9.3.4 em [19] concluimos que existe
u € LR, W(R,)) N Wh(R, W' (R,)) que é a solugao da equagdo (4.1). Além
disso, a solugao ¢ global, supycg [|u(t) ||y ,) < 0o e satisfaz

E(u(t)) < E(ug), Qu(t)) = Qug), paratodot e R.

PAsso 4: Conclusao. Do mesmo argumento do passo 4 do Teorema 9.3.4 em [19]
concluimos que existe uma tnica solu¢ao da equacgao (4.1) com u € C(R, W (R,))N

CHR,W'(R,)) tal que
E(u(t)) = E(up), Qu(t)) = Qug), paratodot e R.

Finalmente, devido a unicidade da solucao obtemos que se o dado inicial ug per-
tence ao espago das fungoes anti-simétricas W,,(R,), entdao a solucao wu(t) fica
em W,,(R,) para todo ¢t € R. De fato, em [3, Theorem 6.11| foi mostrado que
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a equagao regularizada (4.11) preserva a anti-simetria, isto é, se o dado inicial
up pertence a X,,, entdo a solugao u(t) da equagdo regularizada pertence a X,.
Assim, as solugoes aproximadas do Passo 1 estao no espaco X,,, logo, aplicando a
propriedade iv) do Lema 4.3 obtemos que o limite encontrado no Passo 3 fica em
Wan(Rs). Em conclusao, a solugao u(t) pertence a Wy, (R,) para todo ¢t € R. Isto
termina a prova do resultado. [

4.4 Existéncia dos ground states

Nesta segao investigaremos a existéncia dos ground states para (4.1) no caso
onde o §'-potencial é atrativo. Em adicdo, daremos algumas caracterizacoes vari-
acionais destas que serao tteis no estudo de estabilidade orbital.

Definigao 4.1 Uma standing wave para (4.1) é uma solucio da forma e*tp(x),
com w € R e ¢ satisfazendo distribucionalmente

HVSO—i_ng_SOLOgKOF:Oa 4.1
.16
{ o € W(R)\ {0} (4.16)

No Lema 4.4 abaixo, vamos mostrar que qualquer solucao da equagao eliptica
(4.16) esta no dominio do operador Hamiltoniano #,.

Observagao 4.8 Contrariamente ao caso da equacao eliptica (3.12) com delta
potencial que tem uma tunica solugao (excepto rotagoes), a equagao (4.16) tem
multiplas solugoes. A quantidade de solugdes vai depender do valor do parametro
7; por exemplo, a fungao p(z) = e“s e~ 2" ¢ solucio da equacio (4.16) para todo
7 € R. De fato, ¢ é uma solugao classica de (4.16) em R\ {0} tal que ¢ € dom(H,).
Um estudo das solugoes desta equacao eliptica serd dado na préoxima secao.

Entre todas as solugoes da equacgao eliptica (4.16) ha umas que s@o especiais de-
vido as suas aplicacoes fisicas. Para estudar essas solu¢oes é conveniente pesquisar
algumas caraterizagoes variacionais associadas com a equagao (4.16).

Consideremos o funcional S, ., : W(R,) — R, onde para u € W(R,),

1 w+1 1
Sulu) = 5l + 5 [ Jul?de =5 [ Jul Log uf* d

onde a forma quadréatica
/ 2 1 2
tlu] = [ (@) de — = [u(0+) —u(0-)]",
R Y
foi definida na secao 4.1. Aplicando a Proposi¢ao 4.2 obtemos que o funcional S, ,
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é de classe C' em W(R,). Em adicao, a derivada de Fréchet para u € W(R,) est4
dada por
S, (u) = Hyu+ wu — uLog |ul®,

no sentido que para h € W(R,),
<S‘{J»’Y(u)’ h'> = t’Y [U, h] tw (ua h) - %/RULOg |U|2 hdzx.

Notemos que o operador u — &, . (u) é um operador continuo de W(R,) sobre o
dual W'(R,) (ver Lema 4.2). Adicionalmente, u é solu¢ao de (4.16) se e somente
se u € W(R,)\ {0} e S/, (u) =0.

O seguinte lema estuda algumas propriedades bésicas das solugoes da equagao
eliptica (4.16).

Lema 4.4 Sejam v € R\ {0} e w € R. Qualquer solu¢io v € W(R,)\ {0} de
(4.16) satisfaz as sequintes propriedades

i) veCi(R\{0}), j=1,2.

ii) —v"(z) +wv(z) — v(z) Log|v(x)> = 0 para % 0.
iii) /(04) = v'(0—) e v(0+) — v(0—) = —7/(0+).

iv) 1im e ¢/ (2) = 0, limyy|o0 v(z) = 0.

Demonstracao: Seja & € Ci°(R\ {0}). Em primeiro lugar, a defini¢do do opera-
dor ., implica que H.{(x) = —¢"(x) para todo x € R\ {0}. Assim, temos que & v
satisfaz

— (€v)" 4 wEv = —&"v — 26 + v Log |v (4.17)

no sentido das distribuigdes. Agora, devido ao fato que o lado direito de (4.17) esta
em L*(R), pois existe M > 0 tal que sup,p [v(z)Log |v(x)||* < M, obtemos que
&v € H*(R). Portanto, do mergulho de Sobolev, v € HZ (R\ {0}) N C'(R\ {0}) e
v"(x) existe q.t.p. para x € R. Agora, de (4.16), a densidade de C§°(R\ {0}) em
L?(R) e o fato que v”(z) existe ¢.t.p. para x € R obtemos a propriedade ii). Em
particular, v € C?(R\ {0}). Isto mostra a propriedade i). Por outro lado, como
v € W(R,), temos que v(x) — 0 quando |z| — oo. Portanto, a propriedade ii)
implica que v”(z) — 0 quando || — oo, assim, v'(z) — 0 quando |z| — oo. Isto
mostra iv).

A seguir mostraremos que a v estd no dominio do operador. Em primeiro lugar,
por ii) e do Lema A.2 no Apéndice temos que v tem decaimento exponencial em
R, e R_. Seja w = —wv + v Log |v\2. Entao, do decaimento exponencial da v é
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claro que w € L*(R). Por outro lado, o fato que a v é solugao de (4.16) implica
t,[v, 2] = (w,z) paratoda ze W (R,). (4.18)

Assim, v € dom(H,) = {u € ¥: Jw € L*(R) t.q. Vz € X, t,[u, z] = (w, 2)} (ver
pag. 52) pois por densidade a igualdade (4.18) tem-se para toda z € . Em par-
ticular, isto implica a propriedade iii). O

Sobre W (RR,) definimos o funcional de Nehari

T (u) :=t,[u] —l—w/ u|® dx — / lu|® Log |u|? da.
R R

Notemos que o funcional Z,, ., é de classe C' em W (R, ). Em particular, do Teorema
da fungdo implicita, a variedade de Nehari M = {u € W(R,)\ {0} ,Z, (u) = 0}
¢ uma variedade diferenciavel de classe C! e codimensao um em W (R,)

Definimos os ground states, N, ., como o conjunto de minimizadores do funci-
onal S, sobre a variedade de Nehari M. Mais especificamente, se

by(w) :=inf{S, (u) : w € W(R,)\ {0} ,Z,,,(u) =0}, (4.19)
entao ¢ € N, se e s6 se S, ~(p) = by(w) e Z,,(p) = 0.
Observacao 4.9 Se ¢ € N, ,, entdo ¢ ¢ solugao da equagao eliptica (4.16). De
fato, ¢ claro que Z,,,(¢) = hSu(Ap),o; = (S, (¢),¢). Agora, se ¢ € N,
existe um multiplicador A € R de Lagrange tal que S’, () = AZ], (v). Em parti-
cular, (S, (), ) = AT, ,(¢), ). Agora, dado que (S, (), %) = L (p) = 0e

(Z., (), 0) = =2 Hg0||iz(R) < 0 obtemos que A = 0, e assim S/, (¢) = 0. Portanto,
¢ & solugao da equagao eliptica (4.16).

Observacao 4.10 Utilizando o fato que 28, ,(u) = Z,,(u) + ||u||iz(R), é facil
mostrar que

. 1
b, ) = nt{ 5 ey 0 € WO\ (0} T () = 0},

onde a quantidade b, (w) esta definida em (4.19). Em adicao, temos que u € W(R,)
satisfaz ||u||iz(R) = 2by(w) e I, ,(u) =0 se e s6 se S, ,(u) =by(w) e I, (u) = 0.

O seguinte teorema mostra que o conjunto dos ground states Nwﬂ ¢ nao vagzio.

Teorema 4.4 Sejamw € R e~y > 0. Hd pelo menos um minimizador do funcional
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S~ entre todas as fungoes na variedade de Nehari. Isto é, existe p € W (R,)\ {0}
tal que

Sun(p) = by(w) = inf {S,5(u) : u € W(Ro)\ {0}, Lo, (u) = 0} .

Observacao 4.11 A Observagao 4.9 implica que o conjunto dos ground states
esté contido no conjunto das solugoes da equagao eliptica (4.16). Contudo, devido
ao fato que a equagao (4.16) tem multiplas solugoes, a identificacao dos ground
states ¢ mais delicada e serd dada na seguinte segao. Notemos que no caso da
equagao de Schrodinger logaritmica com um ¢ potencial, a identificagao dos ground
states foi direta, pois a solu¢do da equagao eliptica (3.12), neste caso, ¢ tnica (sob
rotagoes).

Para provar o Teorema 4.4 precisamos de varios lemas preliminares.

Lema 4.5 Para o problema de minimizagao (4.19) temos
1
by(w) = inf{§ ||u||ig(R) cu € W(R)\N{0},Z, 4 (u) < O} . (4.20)

Em adi¢ao, uma fungao u € W(R,) satisfaz ||uHig(R) = 2b,(w) e Z,,(u) <0 see
50 se Sy (u) = by(w) e L, (u) = 0.

Demonstracao: Definamos o problema variacional

L.
bralw) = mf{||u||§2(R) L€ W(R\ {0}, T (u) < o} .
Em primeiro lugar, vamos mostrar que b,(w) = by1(w). Seja u € W(R,) tal

que Z,,(u) = 0. Entdo, 28, ,(u) = |]uHi2(R); portanto, da definicdo do infimo
obtemos b, 1(w) < d,(w). Assim, s6 precisamos mostrar que b, ;(w) > b,(w). Seja
u € W(R,)\ {0} tal que Z,,,(u) < 0. E facil ver que existe A € (0,1) tal que
Z,~(Au) = 0, logo, Au esté na variedade de Nehari. Assim, da defini¢ao de b, (w)

concluimos )

A 1
by(w) < Supy(Au) = 5 HUH;(R) <3 HuHi%R)?

portanto, by (w) < by 1(w). Isto é, b, (w) = by1(w). Agora, de (4.20) é claro que se u
minimiza S,,, sobre a variedade de Nehari, entao minimiza a L*(R)-norma sobre
7.~ < 0. Suponha que ||u||iQ(R) = 2b,(w) e Z,, ,(u) < 0 (Notemos que u minimiza
a L*(R)-norma sobre Z, ., < 0). Entao, existe A € (0,1) tal que Z,,,(Au) =0 e

1
Su(Au) < B ||“”i2(R) = by (w),

65



4.4. EXISTENCIA DOS GROUND STATES

que é impossivel. Isto termina a prova. U
O seguinte lema mostra que a quantidade definida em (4.19) é positiva.

Lema 4.6 Sejam v >0 e w € R. Para a quantidade definida em (4.19) temos

1 _8
by(w) > Z\/ge“’ﬂe 28 (4.21)

Demonstracao: Seja v € W(R,). Em primeiro lugar, da decomposi¢ao (4.7) e
aplicando uma variante da desigualdade de Young

1 2 2 2 2
fu(0+) = u(O0-)F* < = {u(@4) +u(0-)}
1[4 v
o N R T A e [T e v A )
8 2 1 2
= S ol + 5 10y (4.22)

Por outro lado, aplicando a desigualdade de Sobolev logaritmica (2.10) junto com
a descomposigao dada em (4.7) é facil mostrar que para u € W(R,),

[ o Log o) < 5 o (Log 2l — (1+Log (43 ) ) ) Bl

Agora, utilizando o fato que Z,, ,(u) = 0, (4.22) e a desigualdade anterior obtemos

s 8
(w14 L0g ((f3) = ) lolfe < (o8 (21ule)) Bl

8
A qual implica que ||u||iQ(R) > 1./ZeTle 2% A desigualdade (4.21) segue-se fa-
cilmente da Observagao 4.10. Isto termina a prova. U

No seguinte lema utilizamos os funcionais I, e S, que corresponde aos funcionais
Z,~ € S, na auséncia do §’-potencial, definidos na se¢ao 2.2. Lembramos que a
Proposicao 2.1 implica que a tnica funcao positiva, sob translagoes e rotagoes, em
W (R) que minimiza o problema variacional

d(w) :=1inf{S,(u) : v € W(R)\ {0}, I,(u) = 0}, (4.23)

¢é dada por
w+1

Gu(x) =€ e ™ (4.24)

O seguinte lema vai identificar os minimizadores do funcional S, sobre o conjunto
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I, =0, no espago W(R,).
Lema 4.7 O conjunto de minimizadores do problema variacional
d®(w) == inf {S,(u) : u € W(R,)\ {0}, I,(u) = 0},

é dado por {e“x;d., €”x_¢. : 6 € R}, onde a fun¢do ¢, € definida em (4.24) e
X+ (resp. x—) denota a fungao caracteristica do conjunto Ry (resp. R_).

Demonstragao: Em primeiro lugar, observemos que se u € W(R,), entdo u é
diferenciavel q.t.p. sobre R e satisfaz

2 2 2 2 2 2
10 ey = N2y + 10 ey > llzo@y = Null @y + lullzo e, ) -

Argumentando como no Lema 4.6 ¢ possivel mostrar que a quantidade d°(w) ¢
positiva. Em adicao, aplicando uma prova semelhante a desenvolvida no Lema 4.5

obtemos .
d°(w) = inf{§ ||u||iQ(R) cu € W(R,)\N{0}, I,(u) < 0} . (4.25)

Lembremos da segao 4.2 que, para u € W(R,) existem u,, u_ € W, 4q(R) tal que
u = x1Us + x_u_. Seja uy € W,eqa(R) e consideremos a funcdo x,u, suportada
em Ry e tal que [,(x;uy) < 0. Como I,(uy) = 21,(x+uy) < 0, aplicando o
Lema 2.5 e a Proposicao 2.1 obtemos

1 2 1 2 1 2 1 2
B) ||X+u+||L2(R) 1 ||u+||L2(R) 2 1 ||¢w||L2(R) 9 ||X+¢wHL2(R)‘ (4.26)

Portanto, x ¢, minimiza a L?(R)-norma entre todas as fungoes em W (R,) supor-
tadas em R e sobre o conjunto I, < 0, pois 2 I,(x+¢.) = I,(dw) = 0. Observemos
que a igualdade em (4.26) s6 acontece se u; = ¢,,. De fato, suponhamos que temos
a igualdade em (4.26). Entao, o fato que I, (u4) < 0 implica

1 1. 1. 1.

Swlug) = §Iw(u+) + B Hu-‘rHL2(R) < 9 HU+HL2(R) ~ 9 H¢wHL2(R) = Su(dw),
isto é, u; minimiza o problema variacional (4.23). Logo, a Proposigao 2.1 implica
que uy(x) = ¢, (x—y) para algum y € R, e da simetria de uy obtemos que u, () =
¢, (). Agora, em geral, para uma funcao u € W(R,) com v = y us + x_u_ e

I,(u) <0 duas alternativas tem-se: I,(x+u) < 0 ou I,(x—u) < 0. Em adicao, de
(4.26) obtemos

Lo 1 2 Lo 1 2
2 ||U||L2(R) 25 ||X+¢w||L2(R) ou 3 ||U||L2(R) 25 ||X—¢w||L2(R) ;
respectivamente. Observemos que, pelo exposto acima, a igualdade nas desigual-
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dades acima ocorre somente se |u, | = ¢, ou |u_| = ¢, respectivamente. Portanto,
devido a simetria rotacional do problema obtemos o resultado. U

Observagao 4.12 Notemos que ¢, nao minimiza o problema variacional d°(w)
definido no Lema 4.7. De fato, I,(¢,) = 0; contudo,

1 1
d°(w) = Su(x+¢u) = B ||X+¢w||iZ(R) < ) ||¢w”i2(R) = Su(dw)-

Lema 4.8 Seja w € R e v positivo. Entao, b, (w) < d°(w).
Demonstracao: Do fato que
Loy (X100) = Ly (x+00) =77 eH = —y7le™ <0,

existe A € (0, 1) tal que Z,  (Ax+¢.) = 0. Portanto, da definicao de b, (w) obtemos

A2 1
by(w) < Suy (AX400) = ) HX+¢WH2L2(]R) < 9 ”X+¢wH2L2(R) = d"(w).

Isto termina aprova. O

Observagao 4.13 O Lema 4.8 nao é valido quando v < 0. Isto é, no caso v < 0 te-
mos que d°(w) < b, (w). Para ver este, sejau € W(R,)\{0} descontinua em zero tal
que I,(u) = 0. Devido ao fato que paray < 0, Z, ,(u) = —v |u(04) — u(0-)]> > 0,
existe s > 1 tal que Z,, ,(su) = 0. Em adigao, como s > 1 obtemos que

Suq(su) = 28, (u) > s°d(w) > d°(w),
e portanto, por defini¢do de b, (w), concluimos d°(w) < b, (w).

Observagao 4.14 Notemos que ¢,, é solu¢ao do problema estacionario (4.16) para
todo v € R; ndo obstante, ndo minimiza o problema variacional b, (w) definido em
(4.19). De fato, Z,, ,(¢.,) = 0 e pelo Lema 4.8 e Observacao 4.12 temos que

by (@) < d(w) < Su(d) = Sur(6).

Observagao 4.15 Se u,, — u fraco em W(R,) e u,(z) — u(z) ¢.t.p para x € R,
entao

lim [|un|2 Log |tn|* — |ty — ul? Log |u, — uﬂ dr = / lu|? Log |u|® dz.
R

n—oo R

De fato, a prova é idéntica a que é dada no Lema 2.3.
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Demonstragao do Teorema 4.4: Seja {u,}, . uma sequéncia minimizante do
problema variacional (4.19).

PAsso 1. A sequéncia {u,} é limitada em W(R,). Em primeiro lugar, notemos
que {u,} ¢ limitada em L?*(R), pois pelo Lema 4.5, HunHig(R) — 2b,(w). Aplicando
a desigualdade de Sobolev logaritmica (2.10), a desigualdade (4.22) e o fato que
Z,~(u,) =0, obtemos para a > 0,

8
1 a® 2 e e (@rl) 2 2 2
(5 - ?) ||U;1”L2(R) < (Log (T ||unHL2(R)+LOg <2 ”unHLQ(R)) ||Un||L2(R) :

Portanto, se a > 0 ¢ pequeno, a sequéncia ||U;l||iz(R) ¢ limitada. Em particular, a
sequéncia {u,} ¢ limitada em Y. Por outro lado, da desigualdade (4.9) obtemos
que {B (Ju,|)} € limitada em L'(R). Aplicando novamente o fato que Z,, - (u,,) = 0,

obtemos
AAmmséme,

o qual implica que {A (Ju,|)} ¢ limitada em L'(R), e portanto do Lema 2.1 a
sequéncia {u,} é limitada em L#(R). Em conclusdo, a sequéncia {u,} ¢ limitada
em W(R,).

PAsso 2. Existe ¢ € W(R,)\ {0} tal que u, — ¢ fraco em W(R,), quando
n — oo. Pelo Passo 1 e o fato que W(RR,) é reflexivo, passando a uma subsequéncia,
se necessario, existe p € W(R,) tal que u,, — ¢ fraco em W(R,) e u,(z) — ¢(x)
g.t.p. = € R. A seguir mostramos que ¢ é nio trivial. E importante notar que a
convergéncia fraca em W (R,) implica que

nh_{go U, (04) = p(0+) e nh_{go un(0—) = p(0-). (4.27)
De fato, isto e consequéncia de que u, — ¢ fraco em ¥, e portanto da inclu-
sao compacta H' ((0,1)) < C'([0,1]) concluimos que lim,, ., u,(€) = p(€) para
todo € > 0. Logo, fazendo ¢ — 0, a convergéncia uniforme da sequéncia implica a
primeira igualdade em (4.27). A segunda igualdade em (4.27) é mostrada similar-
mente. Para mostrar que ¢ é nao trivial procedemos por contradi¢ao. Suponhamos
que ¢ = 0. Do limite (4.27) junto com o fato Z, ,(u,) = 0 obtemos

lim I,(u,) = lim [Z,,(u,) +77" Jun(04) — un(O—)m = 0.

n—oo n—o0

Logo, existem A\, € Ry tal que I,(Au,) =0e A\, — 1, quando n — oo. Assim,
da defini¢ao de d°(w) e do Lema 4.7,

d’(w) < lim S,(\uy,) = lim A2 S, (u,) = by (w).

n—oo n—oo

69



4.4. EXISTENCIA DOS GROUND STATES

Portanto, d°(w) < b,(w). Mas isto ¢ impossivel pelo Lema 4.8. Isto mostra que ¢
¢ nao trivial.

PAsso 3. A fungao ¢ esta na variedade de Nehari, isto é, Z,,,(¢) = 0. Proce-
demos por contradi¢ao. Suponhamos em primeiro lugar que Z,,,(¢) > 0. Devido
a inclusao continua ¥ — W(R,), é claro que u, — ¢ em Y. Assim, a partir da
convergéncia fraca em X e (4.27), obtemos, quando n — oo,

tlun] = Hlun — @l =[] =0 (4.28)
2 2 2
||un||L2(]R) = lun = 90HL2(R) - H‘PHL?(R) — 0. (4.29)

Aplicando o Passo 1, a Observagao 4.15, (4.28) e (4.29) obtemos
Zoor(tn) — Ly o (tn — @) — Ly () = 0 quando n — oo.
Logo, a suposicao Z, (¢) > 0 implica
Tim 7y, (un — ¢) = =Ly (p) < 0.

Por conseguinte, da caraterizagao variacional dada no Lema 4.5 junto com limite
(4.29) temos

L. 2 1 2
51111_{210 H’LLn — QDHLQ(R) = b’y(w) - 5 HSDHLQ(R) )

by(w) <
que ¢ uma contradigao, pois pelo Passo 2, temos Hg0||iz(R) > 0. Portanto, Z,, , (¢) <

0. Agora, suponhamos que Z,, ,(¢) < 0. Entao, existe A € (0, 1) tal que Z,, ,(Ayp)
0. Logo, da definicao de b,(w) é claro que

)\2 2 1 2 1 .. 2
() < Sur(0) = 5 Il < 5 IolEaqey < o Hminf s 2age, = by ()

o qual é impossivel. Isto mostra que Z,, ,(¢) = 0, isto &, ¢ esta na variedade de
Nehari.

PAsso 4. Conclusao. Do Passo 3 e a definicao de b, (w) temos
1 2 1 .. 2
by(w) < Sunlp) = 2 H90HL2(R) < 5117352&# Hun||L2(R) = by (w),
isto €, by(w) = S,~(). Isto termina a prova .[J

Observagao 4.16 Devido ao Teorema 4.4, o conjunto dos ground states N,
¢ nao vazio. O ntmero de ground states dependera do valor do parametro .
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De fato, na seguinte secao identificaremos os elementos de N, .. Em particular,
mostraremos que para 0 < 7 < 2 s6 temos um ground state anti-simétrico e
descontinuo; no caso vy > 2, obtemos dois ground states assimétricos.

Observacao 4.17 Notemos que o argumento desenvolvido na prova do Teorema
4.4 nao pode ser estendido para o caso v < 0. De fato, neste caso, o Lema 4.8 nao
é valido (ver Observagao 4.13) e portanto nao é possivel garantir que a fungao ¢
encontrada no Passo 2 é nao trivial.

Observacao 4.18 Os ground states também minimizam o funcional da energia
sobre as L?(IR)-esferas. Mais precisamente, se ¢ € N, .,

£(p) = inf{é’(u) cu € W(R,), ullag = 2b7(w)}. (4.30)
De fato, um argumento semelhante ao desenvolvido na Observacao 3.6 mostra que

S (i) = inf{smu) cu € W(R), [[ul2am) = 2b,y(w)} .

A caraterizagdo variacional (4.30) segue-se facilmente da igualdade acima. Em
muitos contextos fisicos as fungoes que satisfaz a igualdade (4.30) sao chamados
ground states.

4.5 Identificacao dos ground states

Nesta secao calcularemos explicitamente os ground states associados a equagao
(4.1). Lembramos que a fungao ¢, () = e“3 e"3%" ¢ a tnica solugao positiva
(sob rotagoes e translagoes) da equagao eliptica (2.8). Ao longo desta segao, ¢l-'2
denotara a funcao

¢zj,t2($) — {¢w($ + tl), se x> 0;

—pu(z—ts), sew<0;
onde ty, to € R. No seguinte lema determinamos o perfil dos ground states.

Lema 4.9 Qualquer solugao do problema de minimizag¢io (4.19) tem a forma
etz onde 0 ¢ um numero real arbitrdrio e (t1,ts) € Ry x R, satisfazem o
sequinte sistema de equagoes

{ Log (tf) — Log (t%) =t — 15

4.31
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Demonstragao: Seja v um elemento minimizador do problema (4.19). Na Ob-
servacao 4.9 foi mostrado que v satisfaz a equagdo eliptica (4.16). Em adigao,
aplicando a propriedade ii) do Lema 4.4 e o Lema A.2 no Apéndice, existem t;,
ty, 01, U5 niimeros reais tal que a solugao geral v da equagao (4.16) tem a forma

(2) e (v +1t1), sex>0;
v(r) =<
e2p,(x —ty), sex <O0;

Agora, devido ao fato que v ¢ um minimizador do funcional S, ., precisamos
que 1 = —¢_ De fato, para t; e t, fixos esta condicio minimiza a quanti-
dade —y~! [v(0+) — v(0—)|*; mais especificamente, seja F(f) = r— ei9|2, onde
0 € (0,2n] e r = ¢,(t1)/0,(t2). Entao, |v(0+) —U(O—)]2 = @2 (t2)F (0, — 6,).
Um calculo simples mostra que em ¢ = 7 a fungao F' tem um maximo, isto é,
—y 1 w(0+) — v(0—)[* tem um minimo quando #, — #; = 7. Portanto, —e'%? =
—e!1+m) — ¢ Enquanto os outros termos do funcional Sw~ PErmanecem cons-
tantes. Adicionalmente, devido & invariancia das rotagdes para o problema varia-
cional podemos supor que 6; = 0 e 65 = 7. Isso explica o sinal negativo na funcao
¢!+2. Finalmente, aplicando a condi¢ao de contorno imposta pela ¢’-interacao, é
facil mostrar que t; e ty tem que satisfazer o sistema (4.31). De fato, a condi-
¢ao v'(0+) = v'(0—) implica a primeira equagao do sistema (4.31); a condi¢ao
v(0+) — v(0—) = y'(0—) implica a segunda equagao do sistema (4.31). O

Para identificar explicitamente os ground states, isto é, ver a relacao entre t;
e ty, precisamos encontrar o nimero de soluc¢oes do sistema de equagoes (4.31).
Com esse objetivo em mente, temos o seguinte resultado:

Lema 4.10 Seja v > 2. A funcao

1
h(t) == (t +1)° (1 — t_2> —v°Log (t*) para t € Ry,

tem exatamente um zero no intervalo (1,00).

Observagao 4.19 A funcao h é obtida substituindo a segunda equagao do sistema
(4.31) na primeira, e depois fazendo a mudanga de variavel t = toy — 1.

Demonstragao: E claro que h € C%(R,), h(1) = 0 e h(t) — oo se t — co. Um
calculo simples mostra que A'(t) = 2t73 (t* + 3 — %> +t + 1), em particular,
h'(1) = 2(4 — ~*) e portanto I/(1) < 0 para v > 2. A partir disso, é claro que
existem xg, 1 € (1,00) tal que h(xg) < 0e h(x1) > 0, logo h tem, pelo menos, um
zero em (1,00). Em seguida, vamos mostrar que esse zero ¢ unico. De fato, devido
a que v > 2 é facil mostrar que h”(t) > 0 para t > 1. Logo, I’ é estritamente
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crescente, isto é, h tem exatamente um zero. U

Figura 4.1: Grafico da fungao h(t) parat > 1. (a) v =3; (b) v = 1.

Observagao 4.20 O Lema 4.10 nao ¢é valido para 0 < v < 2, isto é, a funcao
h nao tem zeros no intervalo (1,00). De fato, para 0 < v < 2 é facil mostrar
que h'(t) > 0 para todo t € [1,00). Logo, h é estritamente crescente para t > 1,
h(1) =0 e h(t) — oo se t — co. Em conclusao, h nao tem zeros em (1, 00). O caso
~v = 2 trata-se de forma semelhante.

A seguinte observagao sera tutil mais adiante.

Observagao 4.21 Se z; é o tnico zero da fungao h no intervalo (1,00), entao
2072 > (20 + 1)2. De fato, suponhamos que z; é o tnico zero da funcao h, isto é,

2

2
(20 + 1)? = 4?2 (22 0 1) Log(22).

0

E facil mostrar que para z > 1 tem-se a desigualdade z > 22 (22 — 1) "' Log (z2), e
portanto, devido ao fato que zg > 1 e v > 2 obtemos o resultado.

No seguinte lema encontraremos o nimero de soluc¢oes do sistema de equagoes
(4.31); o qual vai depender do valor do parametro +.

Proposicao 4.3 Para 0 < v < 2 o sistema de equagoes (4.31) tem uma tnica
solugdo (2y71,2y71). No caso v > 2, o sistema tem trés pares de solugoes, das
quais (271, 2y71) € uma delas.

Demonstragao: Seja f(t) := te=2"" para t > 0. E claro que a primeira equacao
em (4.31) é equivalente a equagao f(t1) = f(t2). Observemos que f(0) =0, f é
positiva para x > 0, e f(x) — 0 se £ — co. Em adi¢do, f tem um tnico ponto
critico em ¢ = 1, o qual é um méximo, com f(1) = e~2. Como consequéncia, a
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equacao a = f(t) = f(t2) ndo tem solugdo para a > e~ 2; se a = e 2, ha um
tnico par (1,1) = (¢1,t2) que é solugao; e para 0 < a < e~2, impondo a condicio
t1 < ty, tem trés pares de solugoes: (t1,t1), (t2,t2) e (t1,t2). De fato, neste caso
existe um tnico par (t1,%3) com t; € (0,1), to € (1,00) tal que f(t1) = f(t2). Do
exposto acima, é conveniente definir as curvas

Ty :=A{(t1,t2) e Ry X Ry @t =to}
Iy :=A{(t1,t2) € (0,1) x (L, 00) : f(t1) = f(t2)}.

Devido ao fato que f € C*(R) o conjunto Z, é uma curva regular em R?. O grafico
de 7, UZ, é apresentado na Figura 4.2. A segunda equagao do sistema (4.31) é uma
hipérbole dependendo do paradmetro 7. Portanto, a solugao do sistema de equacoes
(4.31) é a intersegao destas hipérboles com las curvas Z; e Z,. Para encontrar a
interseccao destas curvas é conveniente mostrar que:

inf t;7'4+t1=0 4.32
t1§5121611 ! + 2 ’ ( )
inf 7!+t =2 4.33
tl,glefz ! + 2 ( )

Como veremos a seguir, uma vez que mostremos (4.32) e (4.33), vai ser facil
encontrar o nimero de solugoes do sistema (4.31). Observemos que a igualdade
(4.32) é imediata. No que seque vamos mostrar (4.33). Aplicaremos o método dos
multiplicadores de Lagrange e as ideias desenvolvidas em [3, Theorem 5.3|. Em
primeiro lugar, notemos que qualquer ponto critico da funcao tl_l + 1y ! restrito a
curva Z, tem que satisfazer a condicao

tif'(t1) = —t5f'(tz), ondet; #1 ety # 1. (4.34)

Da equagio (4.34) segue-se imediatamente que t; — t3 = 3 — t5 sobre Z,. Em
particular, o fato que ¢; € (0,1) implica que ¢, € (1,2v/3/3). Por outro lado, seja
g(t) == t2f'(t). E claro que g > 0 em (0,1) e g < 0 em (1,00). Isto implica que a
condigdo (4.34) é equivalente a g2(t,) = g*(t2), onde 0 < t; < 1 <ty < 2¢/3/3. Do
fato que g*(1) = 0 obtemos

Pt = /1 tdii 2(5)ds = /1 t (458 (7()* + 25" () f(s) ) ds. (4.35)

No intervalo (0,1) a f é crescente, logo é possivel fazer a mudanga de variavel
s — y = f(s) na integral (4.35) e obter

f(t)
(1) = /f p(r(y))dy,
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Vo

[ 1 2 3 4

Figura 4.2: O grdfico de 7y U,

onde 7 é a funcdo inversa de f no intervalo (0,1) e

p(t) =453 f'(s) + 25 f"(s) = 23 (' —5t* +2).

De forma semelhante, se o é a fungao inversa da f no intervalo (1, c0),

f(t)
fwzﬁnmwwy

Por outro lado, um calculo simples mostra que se 0 < 51 < 1 < §9 < 2\/5/3,
entao |p(s1)| < [p(1)| < |p(s2)|. Em particular, devido ao fato que 0 < 7(y) < 1,
1 <o(y) <2v3/3e f(t)) = f(t2) obtemos

f(t1) f(1)
ﬂmzﬁ pmmw</ p(o(y))] dy = g2(t).

(1 f(t2)

Isto mostra que ¢*(t1) < ¢2(t;) para 0 < t; < 1 < t < 2v/3/3. Em conclusao,
g*(t1) = ¢g*(t2) unicamente quando t; = t, = 1 e portanto niao ha pontos criticos
da funcdo t;* + ¢, sobre a curva Z,. Do exposto acima, ¢ claro que o valor do
infimo é atingido na fronteira da curva Z,, isto é, em t; = t, = 1. Isto mostra
(4.33).

Como uma consequéncia de (4.32) e (4.33) obtemos:

e Se 0 <~y <2, entao de (4.33) temos que as solugoes do sistema (4.31) estao
sobre a curva Z;. Portanto, a tinica solucdo do sistema é t; = to = 2y 1.

e Se v > 2, entao de (4.32) e (4.33) temos que o sistema (4.31) tem as solu-
¢Oes sobre as curvas Z; e Z,. A tnica solugao sobre a curva Z; é dada por
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ty =ty = 2y~1. Por outro lado, substituindo a segunda equagao de (4.31)
sobre a primeira equagao, obtemos a fungao h(t) definida no Lema 4.10,
onde definimos t = t3/t; = 7ty — 1. Observemos que ¢ > 1, pois 7 > 2
e to > 1. Aplicando o Lema 4.10, existe um tnico zero z; da funcao h
sobre o intervalo (1,00). Assim, to = (20 + 1)y} e t; = 2, t5 sdo as so-
lugoes do sistema (4.31) sobre a curva Z. Em conclusao, devido a simetria
do sistema (4.31), temos exatamente trés pares de solugoes: (2771, 2y71),
((z0+ D7 Y zg (20 + 1)v7Y) e (25" (20 + 177, (20 + 1)y Y). Isto termina
a prova.

g

No seguinte teorema mostraremos que para 0 < v < 2 existe exatamente um
ground state.

Teorema 4.5 Seja 0 < v < 2. As solugées do problema de minimizagio (4.19)
estao dadas por N, ., = {ewwuw 1 0e R}, onde

Yyr(x) = ( ’ ) e 7%(“‘"“%)2, para x € R\ {0}. (4.36)

|

Demonstragao: Do Teorema 4.4 o conjunto dos ground states ¢ nao vazio. Do
Lema 4.9 temos que N, C {e¢'2 : § € R}, onde (t1,1,) sdo solugdes do
sistema de equagoes (4.31). Agora, aplicando a Proposigao 4.3 obtemos que a
tinica solucao do sistema para 0 < v < 2 ét; =ty = 2y %, o qual implica que
Yy () = 2727 (2) € 0 tmico ground state. Isto termina a prova. O

O perfil do ground state, identificado no Teorema 4.5, para alguns valores de
~v e w pode ser visto na Figura 4.3. Observemos que é uma fun¢ao anti-simétrica
e descontinua.

05 05 1.0 -10 5 05 1.0

Figura 4.3: Perfil do ground state anti-simétrico para w = 1. (a) v = 1; (b) v = 3.

No seguinte teorema vamos identificar os ground states para v > 2. Este caso
¢ mais delicado, devido a existéncia de multiplas solugoes do sistema (4.31).
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Teorema 4.6 Seja v > 2. As solugoes do problema de minimizagao (4.19) estao
dadas por N, , = {e?¢irt2, ePgizhi . § € R}, onde (t1,t2) € a solugdo do sistema
(4.31) com t; < ty. Em adigao,

X X
olo) = (5 ) et gt = () e, s 20,

||
onde para r, s € R,

(x+7)*, paraz>0;

V(z,r,s) = {

(z —s)*, para z < 0.

Demonstracgao: Lembremos que do Teorema 4.4 o conjunto dos ground states é
nao vazio. Da Proposigao 4.3 temos que o sistema (4.31) tem trés solugoes. Logo, do
Lema 4.9 temos que A, , C {e?¢l12, gzt efgpre . § € R}, onde a:= 2y~
Por defini¢ao, para encontrar os ground states precisamos comparar os valores:
Sy ($32), Sy (921) € Sy (63°). E claro que Su (812) = Suy (¢121). As-
sim, s6 precisamos comparar S, ., (¢1%2) e S, (¢%*). De fato, consideremos as
seguintes fungoes

L(t) := /too e ds, te (0,00) e o(t) == ! te(y !

,00). (4.37)

E claro que T' € C2(0,00) e 0 € C?(y7%, o0). Finalmente, seja
n,(t) :==T(t) +T(o(t)), te (v 00).

Por definigao temos que n., € C?(y7!, 00). Lembrando que v < t; < 277! < ty,
um calculo simples mostra que

Sur (B07) = n(h) e Sun (63N =Py, (439)

Portanto, precisamos estudar o comportamento da fungao n,, no intervalo (y~*,2y71].
Notemos que sua derivada é dada por
n’,(t) = ;e_("(t))2 —e "
(vt —1)°

Agora, como t € (77!, 00), os pontos criticos da fungao n., tem que satisfazer
s O
a qual é equivalente & primeira equacdo do sistema (4.31) nas variaveis (¢, o(t)).

Em adigao, a partir de (4.37) obtemos o(t) "' +¢~! = ~, que é a segunda equagao do
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sistema (4.31) nas variaveis (¢, 0(¢)). Assim, a Proposicao 4.3 implica que n., tem
exatamente trés pontos criticos: t;, 2y~! e t5. Agora, um calculo simples mostra

que
" 2> 2 —4 2
— = — ol 4— >
" (7 7 (4=

a qual é negativa para v > 2. Portanto, n, tem um maximo em ¢ = 27! e como
t; < 27!, obtemos que n,(t1) < n,(2y71). De (4.38) ¢ claro que S, (¢1'2) <
Suqy (@2), isto &, ¢l e ¢ sdo os tnicos minimizadores do problema (4.19). A
prova esta concluida. O

Em relagao aos ground states no espago de fungdes anti-simétricas Wy, (R,),
temos o seguinte resultado:

Teorema 4.7 Seja v > 0. As solugoes do problema de minimizacao (4.19), res-
tringido ao espago Won(R,), estao dadas por N, = {61'91/1%7 c0e R}, onde a
fungao 1, ., € definida em (4.36).

Demonstragao: Aplicando o Teorema 4.4 obtemos que o conjunto dos ground
states N, -, restringido ao espago Wy, (R,), é ndo vazio para todo v > 0. Em pri-
meiro lugar, suponhamos que 0 < v < 2. A Proposi¢ao 4.3 mostra que o sistema
de equagbes (4.31) tem uma tunica solugao. Logo, do Lema 4.9 o tnico ground
states (sob rotagdes) é dado pela funcéo anti-simétrica 1. Por outro lado, no
caso v > 2, do Lema 4.9 e a Proposi¢ao 4.3 obtemos que o conjunto dos ground
states estd contido em {e?@i2, ePgl2t1 €y, . § € R}, mais a tnica fun-
¢ao anti-simétrica (sob rotagoes) deste conjunto é v, ., e portanto obtemos que
Ny = {ewzbw,7 NS R}. Isto mostra o resultado. O

A Figura 4.4 mostra o perfil dos ground states, identificados no Teorema 4.6,
com w = 3 e v = 3. Notemos que sao func¢oes assimétricas e descontinuas.

Jo\.ﬁs\ o5 )
(a) (b)

Figura 4.4: Perfil dos ground states assimétricos para w = 3 e v = 3. (a) ¢'%2; (b)
¢t27t1.
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4.6 Estabilidade dos ground states

Nesta secao mostraremos que os ground states sao orbitalmente estaveis no
espaco W (R,). Seguimos as mesmas ideias da se¢ao 3.4; no entanto, devido a exis-
téncia de multiplos ground states a analise é mais delicada. A seguir, apresentamos
a definicao de estabilidade orbital.

Definicao 4.2 Seja ¢ solugao de (4.16). Dizemos que a standing wave u(z,t) =
e“lp(x) € orbitalmente estdvel em W(R,) (resp. Wa,(R,)) se para todo € > 0
existe n > 0 com a sequinte propriedade: se ug € W(R,) (resp. Wan(Ro) ) e satisfaz
[uo = #llw g,y <n, entao a solugao u(t) de (4.1) com u(0) = ug satisfaz

sup < €.

ik ) =

'QSOHW(RO)

No caso contrdrio, a standing wave u(x,t) = e“'o(x) se diz orbitalmente instdvel

em W(R,) (resp. Wan(R,)).

Observagao 4.22 Da definigao 4.2 ¢é claro que a estabilidade orbital em W (R,)
implica a estabilidade orbital em W, (R,). Inversamente, a instabilidade em W,,,(R,)
implica a instabilidade em W (R,).

Observacao 4.23 Na definicao de estabilidade orbital s6 levamos em considera-
¢ao a simetria em relagdo as rotagoes, pois, devido a ¢’-intera¢ao a equagao nao
tem mais simetria sob translacoes. Seguindo as mesmas ideias da Observacgao 3.8
é possivel mostrar que a definicao de estabilidade é 6tima, isto é, se omitimos a
simetria U(1) na Definigao 4.2, entao os ground states sdo instaveis.

A seguinte proposicao sera util no estudo de estabilidade; vai mostrar que
qualquer sequéncia minimizante do problema variacional (4.19) converge, passando
a uma subsequéncia, se necessario, forte em W(R,) a um ground state.

Proposigao 4.4 Seja {un}, .y € W(R,) uma sequéncia minimizante do problema
variacional (4.19), entao existe p € N, tal que, passando a uma subsequéncia,
Se mecessario,

[un — ¢llwr,) = 0 quando n — oc.

Demonstragao: Seja {uy}, . uma sequéncia minimizante, entao pelo Teorema
4.4 existe ¢ € N, tal que u,, — ¢ fraco em W(R,) e u,(z) = () g.t.p x € R.
Adicionalmente, observemos que ||un||i2(R) — ”90”%2(11@)» e como u, — ¢ fraco
em L?(R), concluimos que u, — ¢ em L?*(R). Por outro lado, devido & inclusio
continua W(R,) — X, a sequéncia {u,}, .y ¢ limitada em X, logo, aplicando a
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desigualdade (4.9) temos

/RB(|un(:v)|)d:)s—>/RB(|g0(x)|)dx quando n — 00. (4.39)

Agora, do fato que u,, — ¢ fraca em X e do Lema de Fatou, obtemos respectiva-
mente,

t,[¢] Slimninftv[un] e /RA(|g0(m)|)da: < limninf/RA(|un(x)|)dx. (4.40)

Em adigao, do fato que S, ~(un) = Su~(9), un — ¢ em L*(R) e (4.39) obtemos

n—oo

lim [u[um / A<|un<:c>r>dx] e+ [Ale@Ddn @

Assim, de (4.40) e (4.41) é facil mostrar (ver [30, Lemma 12, chapter VJ|)

tlp] = lim t,[u,] e /R{A(\go(:v)])dx = lim [ A(|un(x)])dx. (4.42)

n—00 R

A primeira igualdade em (4.42) e a Observagao 4.3 implicam que u,, — ¢ em .
Por outro lado, a segunda igualdade em (4.42) e o Lema 2.1 implicam que u,, — ¢
em LA(R). Portanto, por defini¢do, u, — ¢ em W(R,). Isto termina a prova. [

O seguinte resultado mostra que, no caso 0 < v < 2, o ground state identificado
no Teorema 4.5 é orbitalmente estavel.

Teorema 4.8 Seja w € R. Para 0 < v < 2 a standing wave €', (x) € orbital-
mente estdvel em W (R,).

Demonstracao: Observemos que para 0 < v < 2, o ground state 1,,, dado no
Teorema 4.5 é tinico. Repetindo o mesmo argumento desenvolvido no Teorema 3.5
obtemos a estabilidade. Omitimos os detalhes. ([l

Observacao 4.24 Devido ao fato que para v > 2 a fungao v, , nao ¢ um ground
state (ver a prova do Teorema 4.6), ndo é possivel aplicar o mesmo método do
Teorema 4.8 para estudar sua estabilidade. A anélise da préoxima secao sugere que
para 7 > 2 a standing wave €'}, (x) é orbitalmente instavel em W (R,); no
entanto, nao temos uma prova deste fato.

No caso v > 2 devido a existéncia de dois ground states, @12 e @21 explicita-
mente identificados no Teorema 4.6, a analise da estabilidade é mais delicada.
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Teorema 4.9 Sejaw € R. Paray > 2 as standing waves e“! ¢112(z) e e™'pl24 ()
sao orbitalmente estdveis em W(R,).

Demonstragao: Procedemos por contradi¢ao. Assumimos que a standing wave
e“tpint2(g) ¢ instavel em W (R,). Entao existe € > 0 e uma condigao inicial w, g
tal que

Hun,o - (ﬁz}hHW(RO) — 0 quando n — oo, (4.43)
i i0 o1t
sup fnf [|un(t) — €9y q,) 2 ¢ paratodo neN, (4.44)

onde u,(t) é a solucdo de (4.1) com condigao inicial u, . Sem perda de generali-
dade, podemos assumir que

L = M e = O = ey (4

Seja t,, o primeiro tempo tal que

inf [ (tn) — €612 o = 5. (4.46)

Definimos v, (z) := u,(t,, ). Aplicando a conservagao da carga e a energia
Sur(vn) = Sy (@) =b,(w), quando n — oo. (4.47)

Em adigdo, a conservagao da carga junto com (4.43) implicam que a sequéncia
||vn||ig(R) converge a 2b,(w). Assim, de (4.47) obtemos que Z,, ~(v,,) = 28, 5(v5,) —

anHiQ(R) — 0 quando n — oo. Portanto, existem {\,} C R, tal que Z, ,(A\,v,) =
0 e lim,_,oo Ay, = 1. Seja f,,(z) := A\yv,(x). Devido ao fato que {v,} é limitada em
W(R,), & claro que

lvn = fallww,) = 0 quando n — oo. (4.48)

Logo, de (4.47) e (4.48) obtemos que S, ~(fn) — by(w) € Z,,(fn) = 0, isto &,
{fn},en € uma sequéncia minimizante do problema variacional (4.19). Da Propo-
sicao 4.4, existe ¢ € /\/w,7 tal que, passando a uma subsequéncia, se necessario,

1fn = ellww,) = 0 quando n — oco. (4.49)

Agora, aplicando o Teorema 4.5 temos que ¢ = ¢l ou p = e?¢2 para
algum @ € R. Em primeiro lugar suponhamos que ¢ = ¢! . A igualdade (4.46)
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e (4.48) implicam, para n suficientemente grande

nf {1 = €0l e,y < 0n = Fallwee + 0 lun(ta) = €705 iy,

€ € 3
< — = —€.

S107275

Logo, existe uma sequéncia { Hnj} C R tal que

; 2
On; 1t1,to
Hf"j — e, HW(RO) < 3¢ (4.50)
Assim, de (4.45), (4.50) e a desigualdade triangular obtemos

| fn; — ei%ff’tl”mﬂgo) = Hewnj ¢ — ei%ff’tlHW(Ro) - ”‘eianjcbfj’h - fnj”W(]Ro)

1
>

—€.
— 3

O qual é impossivel por (4.49). Portanto, ¢ = e?¢l1®2. Agora, aplicando nova-
mente a desigualdade triangular, (4.48) e (4.49) é facil mostrar que v, — e?@lit2
em W(R,), isto &, u,(t,) converge a e?¢'1*2 em W(R,); o qual é uma contradi¢ao
com (4.46). Isto termina a prova. U

No seguinte teorema estudamos a estabilidade do ground state v, , no espago
das fungoes anti-simétricas W,,(R,).

Teorema 4.10 Seja w € R. Para v > 0 a standing wave e, (x) € orbital-
mente estavel em W, (R,).

Demonstracao: Do Teorema 4.7 obtemos que a funcao v, ¢ o tnico ground
state (sob rotagoes) no espago W,,(R,). Devido & unicidade, podemos aplicar o
mesmo argumento desenvolvido no Teorema 3.5 para concluir que a standing wave
e, (x) & orbitalmente estével em W,,(R,). Nos omitimos os detalhes. O

4.7 Linearizacao e estabilidade

Nas segoes anteriores deste capitulo, aplicando um argumento do tipo variacio-
nal, foi mostrado que os ground states sao orbitalmente estaveis em W (R, ); no en-
tanto, nenhum resultado sobre instabilidade orbital foi obtido. Nesta se¢ao, usando
a teoria abstrata de Grillakis, Shatah and Strauss |28, 29|, pesquisamos a estabili-
dade das standing waves e, (), e“pllt2(x) e et @211 () para v > 0 e sobre
o espaco de Hilbert H'(R \ {0}) N L?(R; 2? dr). Em particular, sera provado que
paray > 2 a standing wave !4, . (z) é instavel em H'(R\{0})NL*(R;z?dx). Na
analise da estabilidade/instabilidade, uma das maiores dificuldades encontra-se no
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calculo do numero de valores proprios negativos de certos operadores linearizados
em torno do ground state. Varios métodos baseados em teoremas de tipo oscilagao
(teoria de Sturm-Liouville), teoria de perturbacao analitica e andlise variacional
tem sido usados. No caso de operadores de tipo d-interagao, recentemente Angulo
and Goloshchapova [10] usaram a teoria de extensao de operadores simétricos na
analise espectral.

4.7.1 Instabilidade do ground state anti-simétrico

Como foi mencionado na Observacao 4.24, para v > 2 a estabilidade ou ins-
tabilidade da standing wave e™'4,, (2) em W(R,) nao é conhecida (ver Teorema
4.10); contudo, nesta subsecao, aplicando a teoria abstrata de Grillakis, Shatah
and Strauss [28, 29| obtemos um resultado de instabilidade para essa standing
wave num espago de fungoes adequado.

Seguindo as ideias em Angulo and Goloshchapova [10], é conveniente escolher
o espaco de Hilbert H}(R,) = H'(R\ {0}) N L*(R; z* dx) para investigar a estabi-
lidade. Observemos que H,(R,) esta contido em W(R,) (ver [10, Lemma 2.1] para
uma ideia da prova).

A boa colocagao global em H(RR,) do problema de Cauchy para equagao (4.1)
¢ garantido pelo seguinte resultado.

Proposigao 4.5 Para toda uy € H,(R,) existe uma tnica solugio global u €
C(R, H)(R,)) de (4.1) com u(0) = ug. Em adigdo, a energia £ e a carga Q defi-
nidos em (4.8) sao conservadas:

E(u(t)) = E(ug), Qu(t)) = Q(ug), para todot € R.

Demonstracao: A prova desta proposicao é uma consequéncia direta do Teorema
4.3 (ver [10, Theorem 2.2]). Omitimos os detalhes. O

Com respeito a estabilidade em H}(R,) temos o seguinte resultado.

Teorema 4.11 Seja w € R. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras.
(i) Para v > 2 a standing wave ei“’tgb%w(x) ¢ instdavel em H)(R,).
(i) Para 0 < vy < 2 a standing wave e“*,, ,(x) € orbitalmente estdvel em H)(R,).

Para v = 2, o argumento que nés desenvolvemos para estudar a estabilidade nao
pode ser aplicado; veja Observagao 4.28 abaixo para mais detalhes.

A prova do Teorema 4.11 é uma consequéncia da teoria abstrata desenvolvida

em |28, 29]. O ponto principal é estabelecer as seguintes trés condigdes para o
N0SSO €aso:
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(i) O problema de Cauchy: a boa coloca¢ao do problema de Cauchy para a
equagdo (4.1) em H)(R,).

(ii) As condigoes espectrais:

a) O operador auto-adjunto definido por
d? 2\°
Lo, = —7-1— (|x| + ;) —1, dom(L;,.) ={f €dom(H,):2*f e L*(R)},

tem o nicleo Ker (LY, ) = span {¢,,} e inf (0 (L}, ) \ {0}) > e > 0;

an,y an,”y

b) O operador auto-adjunto definido por

(4.51)
zm,v) N R+) > € > 0; enquanto que
)NR_ = {\;}]_,, onde n < o0;

tem o nucleo trivial para todo v # 2, e inf (0’ (L
(L) MR =0,(L

an,y an,y

¢) Determinar o niimero de valores préprios negativos do operador L, ..
. 2
(iii) O sinal de O, [|Vw 72 (g)-

No final desta subsegao sera explicado a origem dos operadores Ly -, L}mV
e sua relacao com a estabilidade. Observemos que a Proposicao 4.5 implica a
condigdo (i). Por outro lado, um célculo simples mostra que 0, ||1, - ]iQ(R) > 0
para todo w € R e v > 0. Portanto, precisamos nos concentrar na condigao (ii),

isto ¢, nas propriedades espectrais dos operadores L, e Lt -

1

Propriedades espectrais de L., € L, .,

Aplicando a teoria de extensao para operadores simétricos de Krein-von Neu-
mann e as idéias desenvolvidas em [9, 10|, estudaremos as propriedades espectrais

mais importantes dos operadores L, ., e L, .- Notemos que s6 precisamos inves-

tigar o espectro do operador L, ~; a partir deste, o espectro de L}mﬁ serd obtido
naturalmente devido a relacao Lg,, = L}mﬁ —21.

Antes de mais nada, é conveniente encontrar a forma quadratica associada
com o operador auto-adjunto L, (ver Observacao 4.25). Por simplicidade de
notacdo, definimos a funcdo V(x) = (|z| +2/7)* para z € R. E conhecido
que o operador de multiplicacdo f — V(x)f definido sobre o dominio natural
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{f € L*(R) : 2°f € L*(R)} ¢ auto-adjunto em L*(R) e sua forma associada

m[f] := /RV(ZL‘) |f(93)|2dx, dom (m) = {f € L’(R):2f € LZ(R)},

é fechada e limitada inferiormente. Por outro lado, definimos a seguinte forma
soma

Lif] =, [fl +m[f] =3(f, f), dom(£)=dom (t,)Ndom(m), (4.52)

onde a forma t, foi introduzida na segao 4.1. Notemos que dom (£) = H}(R.).
Do [44, Corollary 10.2] obtemos que a forma £ ¢ fechada e limitada inferiormente.
Aplicando o Teorema de representacao de formas [33, Chapter VI, Section 2.1]
existe um tnico operador auto-adjunto A : dom(A,) C L*(R) — L*(R) associado
com a forma quadratica £, onde definindo £[w, z| da forma natural, temos

dom(A,) = {v € dom (£) |[Fw € L*(R) tal que Vz € dom (£), &[v, 2] = (w,2)},

e tal que para v € dom(A,), A v := w com w sendo a unica fungao de L*(R) satis-
fazendo £[v, z] = (w, z) para toda z € dom (£). O Lema 4.11 abaixo implica que
o operador A coincide com Lgy, , isto &, dom(Av) = dom(Lgp) € A0 = Lanav
para toda v € dom(Aﬁ/). Portanto, £ ¢ a forma quadratica associada com o ope-
rador Lg, .

A prova do seguinte lema é dada no Apéndice.

Lema 4.11 O operador A, € dado por

d’ 2 2
A = —@—H/(a:)—& dom (A,) = {f € dom(H,) : 2°f € L*(R)} = dom(Lap).
Na seguinte proposi¢ao apresentamos algumas propriedades generais sobre o es-
pectro do operador Ly, - .

Proposicao 4.6 O operador auto-adjunto Ley, ., com dominio dom(Lgy, ) s0 tem
espectro discreto e seus autovalores sao simples.

Antes de fazer a prova desta proposi¢ao precisamos do seguinte lema auxiliar.

Lema 4.12 O operador

d2

Tan,'y = _de

+V(z) -3, dom(T,.,) ={f€ H*R):2°f € L*[R), f(0) =0},
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¢ simétrico, densamente definido e tem indices de deficiéncia iguais ny (T, ) = 1.

Demonstracao: Consideremos o operador auto-adjunto e positivo

A= 3+ V(z), dom(A)={f€H*R):2’f € L*R)}. (4.53)

Para s > 0, definimos o espaco de Hilbert

H(4) i= {1 € LAR) 5 |f]. = 1 (A+ 1) Il < o0}

O espago dual de H (A) serda denotado por H_s(A) = Hs(A)". Observemos que
no caso particular s = 2, o espago de Hilbert Hs(A) coincide com o dominio do
operador A equipado com a norma do gréafico. E claro que Hy(A) — C'(R). De
fato, isto segue-se da inclusao continua Hy(A) < H?*(R) junto com a inclusao
de Sobolev H*(R) — C'(R). Devido a esta inclusdao o operador & : Ha(A) —
C definido por ¢'(f) = f(0) é bem definido e continuo, e assim ¢ € H_5(A).
Aplicando o Lema 1.2.3 em [8] obtemos que o operador

Ay = ~ 2 +V(z), dom(Ag) = {f € dom(A): f(0)=0},
que é uma restricao de A, é simétrico, densamente definido e tem indices de defi-
ciéncia iguais n4(Ap) = 1. Em adi¢do, como o operador identidade I é limitado,
de [39, Theorem 6| temos que o operador Ty, , = Ay — 3] é simétrico, densamente
definido e tem os mesmos indices de deficiéncia do operador Aj. Isto termina a
prova. U

Observacao 4.25 Nao ¢ dificil mostrar que o operador adjunto de 7, ¢ dado
por (ver [47, Lemma 4])

{ T =—L+V(z)—3
* _ 2 . 2 2 / !
dom(Ty, ) = {u € H*(R\ {0}) : 2*u € L*(R), v'(0+) = u/'(0—)}.
Em adi¢ao, do Lema 4.12 temos que o operador T, , tem indices de deficiéncia
iguais ny(T,,,) = 1. Assim, aplicando a teoria de von Neumann [44, Theorem
13.10] e seguindo as mesmas ideias como na prova do Teorema 4.1, obtemos que
todas as extensoes auto-adjuntas do operador Ty, podem ser identificadas por
condigoes de contorno no ponto zero. Mais especificamente, em [47, Proposition
1 and Proposition 2| é mostrado que todas as extensoes auto-adjuntas R, do
operador T, ,, onde —oo < v < 00, sao dadas por

{ Ry=-% 1 V(z)-3
dom(R,) = {u € dom(T}, ) : u(0+) —u(0—) = —y2/(0)} .
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Notemos que para v = 0 obtemos que dom(Ry) = dom(A) e Ryu = (A — 31)u
para toda u € dom(Ry), onde o operador A é definido em (4.53). Em adi¢ao, para
v # 0 temos que dom(R,) = dom(Lgy, ) € Ryu = Ly, ,u para toda u € dom(R,),
onde o operador L,y € definido em (4.51), isto é, R, = Lgp -

Demonstracao da Proposicao 4.6: Notemos que devido & Observagao 4.25 o
operador L, , ¢ uma extensao auto-adjunta do operador simétrico 7, , definido
no Lema 4.12. Por outro lado, devido ao fato que V(z) — oo quando |z| — oo, de
[12, Theorem 3.1] obtemos que o espectro essencial de Ty, , € vazio, ess(Ton ) = 0.
Agora, aplicando [49, Theorem 8.18| temos que todas as extensoes auto-adjuntas
de Ty~ tem o mesmo espectro essencial, assim, 0ess(Lan~) = 0. Isto mostra que
o operador L, 5 s6 tem espectro discreto.

Em seguida vamos mostrar que os autovalores de L, sao simples. Seja A
um autovalor e f € dom (L,,,) uma autofuncao associada. Podemos supor que
f(04+) = f'(0—) # 0. De fato, caso contrario f € dom (7,,,) e de [12, Chapter
2, Theorem 3.3| teriamos que A é simples. Assim, suponhamos que existe g €
dom (Lgy, ) tal que Lg,,9 = Ag. Devido ao fato que f e g estdo em L*(R), e
portanto f(z), g(x) — 0 quando = — 400, temos que, de [12, Chapter 2, Theorem
3.3|, a solugao da equagado Lg% = A1) & tnica (sob um fator constante) sobre
(0, +00). Um argumento semelhante mostra que a solugao da equacao Ly, = A
¢ tnica (sob um fator constante) sobre (—o0, 0). Logo, existem « e 5 nimeros reais
tal que

g =af sobre (0,400)
g=Bf sobre (—o0,0).
Agora, como g € dom (L) e f'(0+) = f'(0—) # 0, é facil mostrar que a = f.

Portanto, A é simples. Notemos que os autovalores podem ser distribuidos da forma
Ao < A1 < ...\, onde \y — oo quando k — oo. Isto termina a prova. O

Proposicao 4.7 Seja v positivo. O nicleo do operador Lq, , € trivial para vy # 2.
No caso v =2, o niucleo do operador € gerado pela fungao simétrica ¢, onde

x) = (|z|+ e’% 2parax€ .
¢ 1 (lz|+1) R

Demonstragao: Suponhamos primeiro que v # 2 e vamos mostrar que o ntucleo
do operador é trivial. Isto é equivalente a mostrar que a funcao nula é a tnica
solucdo do problema Lg, ,u = 0, onde u € dom (Lgy, ). Mais especificamente, se
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u esté no nicleo do operador entao

u € H*(R\ {0}) (4.54)
—u"+ (V(z) —3)u =0, paratodox #0 (4.55)
u'(04) = ' (0—), u(0+) —u(0—) = —yu'(0+). (4.56)

Observemos que para ¢, . definida em (4.36) temos que ¢, ¢ solugao de (4.55)
em (0, +00). Agora, devido ao fato que u € L*(R), de [12, Chapter 2, Theorem
3.3] temos que toda solugao de (4.55) em (0, +00) tem a forma a¢], , para algum
a € R. Um argumento semelhante mostra que toda solugdo em (—o0,0) tem a
forma 84,  para algum 3 € R. Portanto,

u=ay,,, sobre (0,+00)
u = f1,.,, sobre (—00,0).

Agora vemos que a = —f3. Da primeira condigao em (4.56) e do fato que ¢ (0+) =
—1;;,(0—) obtemos avy_(0+) = —B¢[ (0+). Logo, como v # 2 temos que
1~(0+) # 0 e portanto a = —f3. Entao,

u=ay, , sobre (0,+00)

/

u=—-ay sobre (—00,0).

w,y?
Assim, da segunda condicdo em (4.56) obtemos 2a v, (0+) = —vyay) (0+).
Mais especificamente,
-2 4
20 | — | =—al 5 1),
Y 8
onde concluimos que @ = 0 e portanto u = 0 em R. Isto mostra a primeira

parte. Por outro lado, suponhamos que v = 2. Um célculo simples mostra que
¢ € dom(Lgn2) € Lan2¢ = 0. Como o niicleo do operador é unidimensional,
concluimos que ¢é igual a span{(}. u

Proposicao 4.8 Seja v > 0. Entao
i) O operador Ltlm,7 € nao negativo.

i1) 0gis (Lany) C [—2, +00).

50 71 _ 1
Demonstragao: Definamos o operador L := L}, _ com dom (L) = dom (L}, ). A
seguir vamos mostrar que o operador L é nao negativo. Em primeiro lugar, como

Yy ~(x) # 0 para todo z € R\ {0}, é possivel mostrar que

1 d d
Lf=- <¢w,7) Iz [QPZ,W% (¢f’y)j| para = € R\ {0},
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onde f € dom (L). Agora, aplicando a férmula de integracdo por partes obtemos
2

d [ f\| >0 d ([ f
%(m) w [z, %(@) e
) o (4.57)

b | ) - S

0
(Lf.f)= / 02

—0o0

o]

-0

Os termos integrais em (4.57) sdo nao negativos, logo, precisamos mostrar que
o termo nao integral da direita é nao negativo. Um célculo simples, usando as
condigoes de fronteira para f e 1), ,, mostra que

o (T)

, U, 70 [ (04) F(0-) = 4, (0-) FO)]]
0100 - FE P S T 00,0

Devido ao fato que o ground state verifica v, . (0+),, ., (0—) < 0, e pela hipotese
~ > 0, obtemos que o termo nao integral em (4.57) e ndo negativo. Em concluséo,
L >0 e portanto Ly, , > 0. Isto mostra o item i). A prova do item ii) segue-se do

item i) e o fato que L, ., = L, ., — 2I. O
Observacgao 4.26 Notemos que para 7 < 0 o argumento desenvolvido na Propo-
si¢ao 4.8 nao ¢ aplicavel. De fato, neste caso, ndo ¢é claro de (4.57) que o operador
L}, ., seja nao negativo (ver Figura 4.5).

Proposicao 4.9 Seja 0 < v < 2. O operador Lq, ., tem exatamente um autovalor
neqativo.

Demonstracao: Consideremos o operador 7, , definido no Lema 4.12. Em pri-
meiro lugar vamos mostrar que para 0 < v < 2 o operador Ty, ., ¢ nao nega-
tivo. Lembremos que este operador é simétrico, densamente definido e tem indices
de deficiéncia iguais, n(Tun,) = 1. Devido ao fato que ¢, _(x) # 0 para todo
x € R\ {0}, um célculo simples mostra que

T f = — L) 4 (w;ﬁ)Qi f para z € R\ {0},  (4.58)
d da

/
wyy W,y

onde f € dom (T, ). Integrando por partes obtemos a formula

(o 111 = [0 1600~ 22 0] [ a2 o ()
- /0 ) (¥,.)" d%( i ,7> e (4.59)
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Observemos que os termos integrais em (4.59) sdo nao negativos. Assim, para
mostrar que o operador Ty, , ¢ nao negativo precisamos mostrar que o termo nao
integral em (4.59) é ndo negativo. De fato,

, ?ﬁgy () | 2
) @) = 2

~lroF (1),

Logo, para 0 < v < 2 o termo nao integral é nao negativo. Isto mostra que
Tony > 0.

Agora, como L,y ¢ uma extensao auto-adjunta do operador 7, ., o qual ¢ nao
negativo e tem tem indices de deficiéncia iguais ny (Ty,,) = 1, do Lema A.3 no
Apéndice obtemos que L, , tem, no maximo, um autovalor negativo. Portanto,
como (Lanqthy s V) = —2|1th, - ||?, 0 operador Lay, tem exatamente um auto-
valor negativo. Isto termina a prova. U

Notemos que para v > 2, a Proposi¢ao 4.9 nao ¢é valida devido ao fato que o
operador T, - j4 nao ¢ claro que seja positivo. E facil mostrar que Ay = —2 é o pri-
meiro autovalor do operado Lgy~, com o ground state ¢, ., sendo sua autofungao
associada. Assim, a Proposicao 4.6, Proposicao 4.8 e a Proposicao 4.9 implicam
que o resto do espectro é estritamente positivo para 0 < v < 2.

Para estudar o espectro negativo do operador L, no caso vy > 2, precisamos
do seguinte resultado:

Lema 4.13 O operador Uy, ~ := —% + V(x) — 3 definido sobre o dominio,
dom (Usn) = {f € H*(R) : 2°f € L*(R), f'(0) = f(0) = 0},
¢ simétrico, densamente definido e tem indices de deficiéncia iguais ny(Uan ) = 2.

Demonstracao: A prova segue as mesmas ideias desenvolvidas no Lema 4.12.
Consideremos o operador auto-adjunto e positivo

A= —dd—; +V(z), dom(A)={feH*R):2°f€L*R)}.

Para s > 0, definimos o espaco de Hilbert
Ho(A) == {f € L*R) | fll,o = | (A+ 1) fl] < oo}
O espago dual de H(A) sera denotado por H_s(A) = Hs(A)". Devido ao fato que

a inclusao H;(A) < H'(R) ¢é continua e a inclusao de Sobolev H'(R) < C'(R) e
continua, obtemos que a inclusao H;(A) — C(R) é continua; isto implica que o
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funcional 6 : H;(A) — C definido por 6(f) = f(0) é bem definido e continuo. Em
particular, § € H_5(A). Por outro lado, foi mostrado no Lema 4.12 que o operador
§' : Ho(A) — C definido por §(f) = f/(0) é bem definido e continuo, e assim
d" € H_5(A). Portanto, aplicando o Lema A.4 no Apéndice obtemos que a restrigao
Ay do operador A sobre o dominio, dom(A4y) = {f € dom (A) : f(0) = f'(0) =0 },
¢ simétrico, densamente definido e tem indices de deficiéncia iguais ny (T, ) = 2
Em adicao, de [39, Theorem 6] temos que o operador Uy, , = Ag—3I, dom(Uy, ) =
dom(Ay), é simétrico, densamente definido e tem os mesmos indices de deficiéncia
do operador Ag. Isto termina a prova. Il

Proposicao 4.10 Para v > 2 o operador Lgy,~ tem exatamente dois autovalores
negativos simples.

Demonstracao: Consideremos o operador gy, , definido no Lema 4.13. Aplicando
a formula (4.59) e o fato que f(0) = f’(0) = 0 obtemos

d (f

dz \ Y, .,

d [ f\| © e
i ) e [ (L)

Devido ao fato que os termos integrais sao nao negativos, temos que o operador
Uan,~ € nao negativo. Agora, como os indices de deficiéncia sao ny(Uan,) = 2, de
Lema A.3 no Apéndice obtemos que qualquer extensao auto-adjunta de U, , tem,
méaximo, dois valores proprios negativos contando multiplicidades. Em particular,
o nimero de autovalores negativos contando multiplicidades n(Lgp ) de Lgy, (0
qual, neste caso, representa o indice de Morse) satisfaz que n(Lg, ) < 2. Adicio-
nalmente, do fato que (Lcm,y?ﬂwm ww,’y) = _2“1%,7”27 o operador tem pelo menos
um valor proprio negativo; ¢ facil mostrar que Ao = —2 € um autovalor com ¢,
sendo sua autofuncao associada.

Em seguida vamos mostrar que L,, . tem exatamente dois autovalores negativos
simples. Consideremos a fungao simétrica

2

dx.

0

()’

U 1.9) = |

—00

2 2
G(x) == (|x| + —) 3 (l1+3) , para z € R.
v

Notemos que (Cw ¢ww> = 0, pois 7, ., ¢ anti-simétrica. Em adigao, usando o fato
que ¢, satisfaz a equagao (4.55) para = # 0, a formula de integracdo por partes
mostra que

4
o

_ 4
1

L6 = 6(0) (6(0=) = ¢(04)) = 5 (4 =) e 7" <0, (4.60)

para 7y > 2. Agora, seja 1) := o), +(,, onde a, € R. Entao, de (4.60) obtemos
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que

L] = oLy, + B2L[¢,] <0,

paray > 2. Isto é, a forma quadratica £ é negativa sobre o subespago span {1%,7» Cv}
que tem dimensao dois. Portanto, o nimero de autovalores negativos contando
multiplicidades n(Lgy, ) de Lgy~ satisfaz que n(Lg,,) > 2. Mais, pelo exposto
acima, temos que n(Lgy,,) = 2. Assim, devido & simplicidade do espectro, o ope-
rador L, tem exatamente dois autovalores negativos simples. U

Observacao 4.27 Notemos que o método usado na prova dos Lemas 4.9 e 4.10
nao pode ser aplicado para estudar o espectro negativo do operador L, , no caso
v < 0. De fato, as formulas (4.58) e (4.59) nao sdo validas para v < 0, pois

2y =0e v, (=2y7") = 0 (ver Figura 4.5). Em particular, nao ¢ claro se
Tony = 0 ou Uy, > 0 e portanto o argumento de extensao nao pode ser aplicado
neste caso.

Figura 4.5: Perfil do ground state anti-simétrico para w = 1. (a) v = —1; (b) v = —2.

1

Com respeito as propriedades espectrais do operador L,

resultado:

temos o seguinte

Proposicao 4.11 O operador auto-adjunto L}m7 € nao negativo, so tem espectro

discreto e seus autovalores sao simples. Em adi¢ao, o nicleo do operador € gerado
pela fungao ¥, ..

Demonstragao: Em primeiro lugar, a Proposicao 4.8 mostra que o operador é nao

negativo. Da Proposicao 4.6 é claro que o operador s6 tem espectro discreto e seus
~ . . , . 1 .

autovalores sao simples. Finalmente, um calculo simples, mostra que L,,, %, = 0,

assim Ker(L}, ) = span {¢,, }. O

an,?y
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Demonstragao do Teorema 4.11

Nos usamos a teoria abstrata de Grillakis, Shatah and Strauss [28, 29| para
provar o Teorema 4.11. Em primeiro lugar, estabelecemos a relagao entre a segunda
variagao de S, , e os operadores auto-adjuntos Lg, ., e L}mﬁ. De fato, sejam u,
v € Hy(R,) com v = vy 4+ ivy e u = uy + iuy. Fazendo um calculo simples, a

segunda variagao de S, , calculada em ), , é dada por
SZ?'Y (wwv'y)[u7 U] = Q[U]_, ’Ul} _'_ '21 I:UQ, ’UQL

onde £ ¢é a forma bilinear dada em (4.52) e £! é a forma definida por

Sl =4+ mlf] = (f,f), dom (£') = H,(R.).

Notemos que do fato que dom (£) = dom (£') = H,(R,), a segunda variacao
S. () estd bem definida e ¢ um operador linear e continuo de H)(R,) sobre
(H, (RO))’, o que justifica a escolha do espago H,(R,) no estudo da dinamica da
equagao (4.1).

Mais especificamente, do fato que £[uy, v1] = (Lanu1,v1) € £ ug, vo] = (Lclmﬁug, vg)
(ver pag. 85) obtemos a representacao Sl (thuq) [, v] = (Lanqu1, v1)+ (L, 2, v2);
portanto, a aplicagao sesquilinear S, (¢,,) : H)(Ro) x H) (Ro)/ — C pode ser con-
siderada como um operador lincar H,, ., : Hy(R.) — (H}(R.))", onde

. 1 .
H,u= Loy uy +1 L(mnug, para u = uy + 7 Us.

A seguir, aplicamos o critério de estabilidade ou instabilidade desenvolvido por
Grillakis, Shatah and Strauss |29, Instability Theorem and Stability Theorem]
para o nosso caso particular. Denotamos por n(H, ) o nimero de autovalores
negativos do operador H,, . contando multiplicidades (isto é, o indice de Morse de

H,.).
Proposigao 4.12 Sejam v # 2 e w € R. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) Se n(H, ) =2, entdo a standing wave €1, (x) € instdvel em H,(R,).

(i) Se n(Hy,) = 1, entdo a standing wave ey, () € estdvel em Hy(R,).

Demonstracao: Lembrando que 0, |9y,

]ig(R) > 0, a prova desta proposicao
requer a verificagdo das Hipdteses 1,2,3 em [29]. A Hipdtese 1, existéncia global
de solucoes, é uma consequéncia da Proposicao 4.5. A Hipdtese 2, a existéncia de
uma curva suave de standing wave w — 1, é garantida por (4.36). Por outro
lado, a Hipdtese 3, a saber as condicoes espectrais do operador H, -, ¢ garantida
pelo Lema 4.14 a seguir. Isto finaliza a prova. O

Lema 4.14 Sejam v # 2 e w € R. As sequintes condigoes sao satisfeitas:
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i) O operador H, ., tem um nimero finito de valores proprios negativos.
ii) O nicleo do operador H,, ., € span{i,, ~}.
iii) O resto do espectro de H,, ., € positivo e estd distante de zero.

Demonstragao: A prova do item ii) é uma consequéncia da Proposi¢ao 4.7 e
Proposigao 4.11. Por outro lado, a prova de i) e iii) segue-se da Proposi¢ao 4.6 e
Proposicao 4.11. Isto termina a prova. U

Observagao 4.28 Notemos que a Proposi¢ao 4.12 (em particular, o Lema 4.14)
nao é valida para v = 2; isto ¢ devido ao fato que a Hipdtese 3 em [29] nao é
satisfeita. Mais especificamente, a Proposicao 4.7 e Proposi¢ao 4.11 implicariam
neste caso que o nicleo do operador H, s é span{(,it,2}, onde ¢ é a funcao
simétrica definida por (ver Proposicao 4.7)

C(x) = (|| + 1) e 30=+° para ¢ € R.
Assim, o item ii) do Lema 4.14 néo é valido.

Demonstracao do Teorema 4.11: Observamos que, como ja foi mencionado
acima, o operador H,, , é bem definido e continuo de HI} (R,) sobre (H; (RO))/.

i) A Proposigao 4.10 e Proposicao 4.11 implicam que n(H, ) = 2. Portanto, da
Proposi¢ao 4.12 concluimos que, para v > 2, a standing wave e*“'1),, () € instével
em H}(R,).

ii) Aplicando Proposicao 4.9 e Proposigao 4.11 obtemos que n(H, ) = 1. Assim, a
Proposigao 4.12 implica que, para 0 < v < 2, a standing wave e“'1),, () ¢ estavel
em H)(R,). Isto termina a prova. [

4.7.2 Estabilidade dos ground state assimétricos em H)(R,)

Sejam @12 e @211 0s gound state assimétricos, identificados no Teorema 4.6,
onde (t,t2) ¢ a unica solugao do sistema de equagdes (4.31) com t; < to. Lembra-
mos que estes s6 existem no caso v > 2. Esta subsecao sera dedicada a provar o
seguinte resultado de estabilidade.

Teorema 4.12 Sejaw € R. Para~y > 2 as standing waves e“'¢!t2(x) e et (1)
sio estdveis em H)(R,).

Damos a prova de estabilidade para a standing wave e™“!¢!1"2(z); a estabilidade
de e™'¢pf2t1(x) se demonstra de forma completamente andloga. Por simplicidade
de notagao, definimos ¢, := ¢'>2. Em adicao, ¢, é explicitamente dado por

“ t)” >0
Yu(T) = <£) 6716—%%5(95)’ onde  Vy,(z) := (x 4+ 1)2, para x
=1 (x —t3)”, paraz <O0.
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Para provar este teorema, novamente aplicamos a teoria abstrata de Grillakis,
Shatah and Strauss [28]. Seguindo as mesmas idéias da se¢@o anterior, é claro que
a aplicagao sesquilinear S/ (¢.) : H)(R,) x H,(R,) — C pode ser considerada
como um operador linear H:" : H)(R,) — (H, (R.)),

t1,t -7l .
H"%u = Losyur + 14 Lasﬁug, para u = uj + 1 us,

onde Lys- e Ll sao dois operadores auto-adjuntos dados por

as,y
d? 2 2

asy = T + Vos(x) — 3, dom (L) = {f e dom (H,):z°feL (R)}
d2

hory = — Vis(#) =1, dom (Lg, ) = dom (Lqs) -

1

Em seguida estudamos as propriedades espectrais dos operadores Lgs, € L .,

necessarios para a analise da estabilidade da standing wave.

Propriedades espectrais de L, e L}lm

S6 precisamos investigar o espectro do operador L ~; a partir deste, o espectro
de L}Lm é obtido naturalmente. Aplicando as mesmas ideias desenvolvidas na Pro-
posigao 4.6 ¢ possivel mostrar que o operador L~ s6 tem espectro discreto. Em
particular, temos a seguinte distribuicao dos valores proprios: A\g < A1 < ... Ag,

onde A\ — oo quando k — oo, com os A autovalores simples.
Na seguinte proposicao investigamos o niicleo do operador L, .

Proposicao 4.13 Seja v > 2. O operador L, tem nicleo trivial.

Demonstragao: Para estudar o niicleo do operador precisamos estudar a equagao
Lys,u =0, onde v € dom (Lgs ). Mais especificamente, para u # 0 deveriamos
ter

u € H*(R\ {0}) (4.61)
—u" + (Vos(z) —3)u =0, parax #0 (4.62)
u'(04) =4/ (0-), u(04) —u(0—) = —yu'(0+). (4.63)

Observemos que ¢/, satisfaz (4.62) em (0,+00). Devido ao fato que u € L*(R),
de |12, Theorem 3.3] toda solucao de (4.62) em (0,+00) tem a forma ag!, para
algum a € R. Um argumento semelhante mostra que toda solugao (—o0,0) tem a
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forma f¢!, para algum § € R. Sem perda de geralidade, podemos supor que

u=¢,, sobre (0,400)
w= i, sobre (~00,0).

para algum p € R. Agora, como u tem que satisfazer as condi¢oes em (4.63), isto
implica que t1, t e ;1 tem que satisfazer o sistema de equacoes

1—t])ta=p (35— 1)t
{( 1)t “(j )t (4.64)
th(l—p) =y -1).

Em particular, devido ao fato que 0 < t; < 2y~ < ¢y, temos p # 0. Resolvendo

a primeira equagao de (4.64) em termos de u e substituindo na segunda equagao,
obtemos que t; e ty tem satisfazer

(-1 "+t (-1 =7 (4.65)

Por outro lado, como ¢, é um ground state, t; e {5 tem que satisfazer a segunda
equacao do sistema (4.31), isto &,

i+t =7, (4.66)

onde t; < ty. Um calculo simples mostra que nao existem t; e ty satisfazendo o
sistema (4.65) e (4.66). Em particular, o sistema (4.64) nao tem solugao e portanto
a lnica fungao no nucleo de L, € a trivial. Isto mostra o resultado. O

Observacao 4.29 O operador L, ¢ limitado inferiormente e o espectro esta
contido no intervalo [—2, 00). Este fato pode ser demostrado seguindo as mesmas
ideias desenvolvidas na Proposicao 4.8. Em adig¢ao, o primeiro autovalor é dado
por \g = —2 e sua autofungao associada é o ground state assimétrico ¢,,.

Na seguinte proposi¢ao mostramos que \g = —2 e o Unico autovalor negativo do
operador L .

Proposicao 4.14 Seja vy > 2. O operador L, tem exatamente um valor proprio
neqgativo.

Na prova da Proposicao 4.14 precisamos do seguinte lema auxiliar.
Lema 4.15 O operador T,,, = —% + Vis(x) — 3 definido sobre o dominio,

dom (T,s) = {f € H*R) : 22f € L*(R), f'(0) = 0}, € simétrico, densamente de-
finido e tem indices de deficiéncia iguais ny(Ths) = 1.
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Demonstracgao: A prova é semelhante & desenvolvida no Lema 4.12. Omitimos
os detalhes. U

Demonstracao da Proposigao 4.14: Notemos que dom (75;.) C dom (Lgs ) €
Tusnf = Lasy f paratoda f € dom (T,.,). Assim, o operador L, , é uma extensao
auto-adjunta do operador Tg, .. Veremos inicialmente que o operador T;, ., ¢ nao
negativo. De fato, como ¢/ () # 0 para todo x € R\ {0}, é facil mostrar que para
cada f € dom (75 ),

T £ == () 32 [ 5 (£)] v 2RV (01,

Integrando por partes obtemos a féormula

(Lo 1. = |£10) f2) = 5 0] -/ OO |5 (2) o
+/Ooo ()" % (SO%) i (4.67)

Observemos que os termos integrais em (4.67) sdo nao negativos. Para mostrar
que o operador T,, , € nao negativo precisamos mostrar que o termo nao integral
de (4.67) é nao negativo. Um calculo simples mostra que

+0

@) - D o

o (1—t7  1—1t3\ 2
e —11OF (S50 1) = 0P 6 - (),

~0 131 12
Agora, lembrando o Lema 4.3, temos que t; = (20 + 1)y ety = 25" (20 + 1) 771,
onde 2y é o tnico zero da fungdo h definida no Lema 4.10. Assim,

zo+1 zo+1
Y=t +ty) =y == -2
Y 207
(w1’
207
2 2
_ FoY (20+1) >0,
207

onde a desigualdade acima segue do fato que v?zy > (zo + 1)2, como foi provado
na Observagao 4.21. Portanto, o termo nao integral de (4.67) é nao negativo, isto
¢, Tys~ > 0. Por outro lado, como L, ., ¢ uma extensao auto-adjunta do operador
Tus~, que € ndo negativo e tem tem indices de deficiéncia iguais ny(7,,,) = 1, do
Lema A.3 no Apéndice obtemos que L, tem, no maximo, um autovalor negativo.
Em conclusao, o operador L, , tem exatamente um autovalor negativo; o qual é
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Ao = —2 com autofuncao ¢,,. Isto termina a prova. [

1

Com respeito as propriedades espectrais do operador L, .

resultado.

temos o seguinte

Proposicao 4.15 O operador auto-adjunto L}L&7 € nao negativo, so tem espectro

discreto e seus autovalores sao simples. Em adi¢ao, o nicleo do operador é gerado
pela fungao ¢H'2.

Demonstracgao: Da Proposicao 4.6 é claro que o operador s6 tem espectro dis-
creto e seus autovalores sao simples. Um calculo simples, como na Observacao
4.29, mostra que Ker(L}mN) = span {¢/"2} e que L}lm ¢ nao negativo. Omitimos

os detalhes. O

Demonstracao do Teorema de estabilidade

A prova deste resultado segue o mesmo argumento desenvolvido na prova do
Teorema 4.11. Denotamos por n (H!»'?) o nimero de autovalores negativos do
operador H!'2 contando multiplicidades (isto é, o indice de Morse de H!!"'2).

Proposigao 4.16 Sejam v > 2 ew € R. Se n(H>"2) =1 e 8w||¢f}’t2|]%2(R) > 0,
entdo a standing wave e**¢L1" € estdvel em H)(R.).

A prova desta proposigao requer a verificagao da Hipdtese 1,2,3 em [28|. A Hipdtese
1, existéncia global de solugoes, é consequéncia da Proposicao 4.5. A Hipdtese 2,
existéncia de uma curva suave de standing wave w — @2, é garantida a partir
da definigao de ¢22. Finalmente, a Hipdtese 3, a saber as condigoes espectrais do
operador H!''2 ¢ garantida pelo seguinte resultado.

Lema 4.16 Sejam v > 2 ew € R. As sequintes condicoes sao satisfeitas:
1) O operador H:*2 tem um nimero finito de valores préprios negativos.
ii) O nicleo do operador H:*2 € span{i ¢ff2}.

iii) O resto do espectro de H-'2 € positivo e estd distante de zero.

Demonstragao: A prova do item ii) é uma consequéncia da Proposi¢ao 4.13 e
Proposigao 4.15. Em adigao, a prova de i) e iii) segue-se da Proposi¢ao 4.14 e
Proposicao 4.15. Isto termina a prova. U

Demonstragao do Teorema 4.12: Notemos que [|¢}} (|72 = e“*'n, (1), onde
n, é a funcdo positiva definida em (4.38) (independente da variavel w). Assim,
8w||¢i}’t2||%2(R) > 0. Agora, a Proposicao 4.14 e Proposicao 4.15 implicam que
n(H!*2) = 1. Portanto, a estabilidade da standing wave e™“!¢12 ¢ consequéncia
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da Proposi¢ao 4.16. Isto termina a prova. 0
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CAPITULO 5

TRABALHOS FUTUROS

Como ja foi mencionado nas Observagoes 3.4, 4.17 e 4.27 os argumentos desen-
volvidos nesta tese para estudar a estabilidade ou instabilidade das standing wave
s6 sao eficazes no caso do potencial atrativo (y > 0). A seguir, apresentamos algu-
mas ideias e métodos que podem ser utilizados em trabalhos futuros para estudar
os problemas que permanecem abertos:

e No caso do d-potencial repulsivo (v < 0), seguindo as ideias de Fukuizumi

and Jeanjean [25], acreditamos que restringindo a dindmica da equagao de
Schrodinger logaritmica (3.1) sobre o espa¢o Wi.q(R) é possivel obter uma
caracterizagao variacional a qual implique a estabilidade do ground state
¢~ sobre o espago Wiaq(R).
Por outro lado, para v < 0, acreditamos que o argumento desenvolvido em
Ohta [40] pode ser aplicado para mostrar a instabilidade da standing wave
e, ~(x) sobre o espago W(R) (sem restrigao). Para utilizar o argumento
é necessario provar que a identidade em |20, Proposition 6.5.1] é valida para
equagao de Schrodinger logaritmica (3.1). Acreditamos que o método de
regularizagao desenvolvido em [37, Proposition 6] pode ser ttil para mostrar
esta identidade.

e No caso 7 < 0 a solugao do sistema de equagoes (4.31) nao é conhecida.
Em particular, nao sabemos quais sao os ground states associados & equagao
Schrodinger logaritmica (4.1) quando o ¢’-potencial é repulsivo. Acreditamos
que aplicando o argumento desenvolvido em [4] é possivel encontrar o nu-
mero de solugoes do sistema (4.31) e portanto os ground states. Em adigao,
acreditamos que a estabilidade dos ground states pode ser estudada seguindo
as mesmas idéias do item anterior, isto é, restringindo a dinamica da equa-
¢ao de Schrodinger logaritmica (4.1) sobre o espago W, (R,) e aplicando os
argumentos em [25, 40].

e No Teorema 4.11 é provado que para v > 2, a standing wave e“'¢), () é
instavel em H(R,). No entanto, ndo é conhecida a estabilidade ou insta-
bilidade desta standing wave no espago W (R,). Acreditamos que ¢ instével
em W(R,) para v > 2. Tal resultado talvez possa ser provado utilizando as
ideais em Ohta [40].
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e No Capitulo 4 estudamos a estabilidade das standing waves no espago H; (Ro).
A principal dificuldade na anéalise de estabilidade é determinar o ntimero de
autovalores negativos do operador Lg, . No caso v > 0 a teoria de extensao
para operadores simétricos permitiu ultrapassar esta dificuldade; contudo,
para v < 0 nao é claro como aplicar a teoria de extensao para estudar o
espectro negativo do operador L,, .. O estudo espectral neste caso, talvez
possa ser feito utilizando as novas técnicas desenvolvidas em Strauss and
Winklmeier [47]. De fato, recentemente em [47] é estudado o espectro do
oscilador harménico com 0 e §’-potenciais.
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APENDICE A

APENDICE

A.1 Lema de Brezis-Lieb

A seguir lembramos o Lema de Brezis-Lieb. Os detalhes da demonstracao po-
dem ser vistos em [17, Theorem 2 e Example (b)].

Lema A.1 Considere j : C — R uma funcdo continua, convera com j(0) = 0.
Em adicdo, considere f, = f + g, uma sequéncia de funcoes mensurdveis de RY
em C tais que:

(i) gn — 0 q.t.p. sobre RY;

(ii) j(uf) pertence a L*(RYN) para cada p € R;

(i) Ewxiste um nimero k > 1 tal que a sequéncia {j(k gn) — Kk j(gn)} € uniforme-
mente limitada em L'(RY).

Entao,

lim [ [j(f +gn) = J(gn) = J(f)] dx = 0.

n—oo RN

A.2 O problema estacionario

A seguir determinamos as solugoes do problema estacionario (3.12) sobre R, =
(0, +00).

Lema A.2 Suponhamos que v € H'(R,) \ {0} e satisfaz a equagio
— " +wu—uLog|ul> =0, sobre R,. (A1)
Entao existem 0, € R e ¢ € R tal que
el 1(z4c)?

u(z) = ez e . parax € R,.

Demonstracgao: Aplicando o argumento desenvolvido na primeira parte do Lema
4.4 obtemos que u € C*(R, ). Em adigao, como u € H'(R, ), temos que u(x) — 0
quando = — oo. Portanto, a equacao (A.1) implica que v”(z) — 0 quando x — oo,
assim, u/(z) — 0 quando x — oo. Agora, multiplicando a equacao (A.1) por /,
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A.3. EXTENSOES DE UM OPERADOR SIMETRICO

tomando a parte real e integrando, obtemos

W@ = @+ 1) [u@) - o) Loglu@)?, parazeR,.  (A2)
Por outro lado, do fato que u € C2%(R,), podemos escrever u(z) = €@ p(x),
onde 6, p € C*(Ry) e p > 0. Substituindo u na equagao (A.1) e tomando a parte
imaginaria obtemos que p ,  tem que satisfazer a equagao diferencial p 6" +2p' 0 =
0 para z € R,; isto implica que existe uma constante K tal que p?¢’ = K sobre
R, . Notemos que se p(xg) = 0 para algum xy, > 0, entdo K = 0. Suponhamos,
agora, que p > 0 sobre Ry. De (A.2) temos que |v/| é limitada, logo p?(#')* é
limitada, isto é, K?/p? é limitada sobre R, . Assim, como p(z) — 0 se x — oo,
concluimos novamente que K = 0. Portanto, obtemos que 6/ = 0 em R, e existe
uma constante 0 tal que §(x) = 6, para todo z € R,. Assim u(z) = ¢“p(x),
onde p satisfaz
— " +wp—pLog|p|* =0, sobre R,. (A.3)

Observemos que aplicando uma variante do principio do maximo desenvolvida
em [48, Theorem 1], concluimos que p = 0 ou p > 0 sobre R,. De fato, seja
B(s) = ws — s Logs? para s > 0. Entdo, como /3 é continua, nao-decrescente para
s pequeno, 3(0) =0 e B(v/e*) = 0 o Teorema 1 em [48] implica que cada solucio
p > 0 é estritamente positiva ou trivial. Logo, para nosso caso, p > 0 sobre R,.
Em adigao, multiplicando a equagao (A.3) por p’ e integrando obtemos

(#(2))* = (w+1) P2(a) — p2(z) Log p*(x), parazcR..  (Ad)

Agora, integrando a equacao (A.4) por métodos convencionais temos que existe
uma constante ¢ € R tal que (ver [34] para uma explica¢do detalhada)

w1 _l(z+c)2

plr)=e 2 e 2 , para r € R,.

Isto termina a prova. U

A.3 Extensoes de um operador simétrico

Nesta parte do Apéndice apresentamos dois resultados que foram usados nos
Capitulos 3 e 4. A prova do proximo teorema pode ser encontrada em |39, Chapter

IV, §14].
Lema A.3 Seja T um operador simétrico densamente definido num espago de

Hilbert (H, (-,-)) com indices de deficiéncia finitos e iguais ny(T) = d. Em adig¢do,
suponhamos que T wverifica a condi¢do:

(Tu,u) > mlull?, para u € dom(T),

onde m € R. Entao, toda extensao auto-adjunta T' de T satisfaz a sequinte pro-
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A.4. DEMONSTRACAO DO LEMA 4.11

priedade: o(T") N (—oo, m) contém no mdximo d autovalores isolados contando
multiplicidades.

A demonstragao do préoximo lema bem como mais informagoes sobre casos mais
gerais pode ser encontradas em [8, Lemma 3.1.1].

Lema A.4 Seja A um operador auto-adjunto definido sobre um espaco de Hilbert
H. Entao o operador restrito A° = A|d0m(A0) definido sobre o dominio dom(A°) =
{f € dom(A) : f'(0) = f(0) =0}, € um operador simétrico densamente definido
com indices de deficiéncia ny(A°%) = 2.

A.4 Demonstracao do Lema 4.11

Primeiro, vamos mostrar que dom(Lg,,) C dom(A,). Seja u € dom(Lgy ).
Por definigao temos que u € dom(H,) e z*u € L*(R). Em particular, isto implica
que t,[u,z] = (H,u,z) para toda z € dom (t,), com H,u € L*(R) (ver secdo
4.1). Agora, seja w := H u + (V(z) — 3)u. Entao, do exposto acima é claro que
w € L*(R) e £[u, 2] = (w, z) para toda z € dom (£) = H,(R,). Portanto, devido
ao fato que

dom(A,) = {v € dom (£) [Fw € L*(R) tal que Vz € dom (L), £[v, 2] = (w,2)},

concluimos que v € dom(A,) e Ayu = w. Isto é, dom(L,,,) C dom(A,) e
A = Lgpu para toda u € dom(Lgy~). Logo, temos que L, , € A, e por-
tanto Loy € Ay C AL C Ly, = L, ., onde a ultima igualdade segue do fato

que o operador L,, . é auto-adjunto (ver Observagio 4.25). Assim, Ly, = A,. Ou
seja, dom(A. ) = dom(Lapn) € Av = Lan,v para toda v € dom(A,). Isto termina
a prova.
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