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Resumo

BORGES, F. A. Algebra c-conglomerada e c-frisos. 2014. 80 f. Tese (Doutorado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

Neste trabalho introduzimos uma nova classe de algebra de conglomerado com
coeficientes do tipo Dynkin A,, a qual denominaremos algebra c-conglomerada.
Desenvolvemos a teoria dos c-frisos, a qual foi introduzida por Matte, Desloges e Sanchez,
para o estudo das propriedades combinatorias da &algebra c-conglomerada. Usando c-
frisos, obtemos uma férmula explicita para as variaveis de conglomerado de uma algebra
c-conglomerada que explica simultaneamente o fenémeno de Laurent e a positividade.
Interpretamos geometricamente a algebra c-conglomerada em termos de triangulagoes de
poligonos, em que triangulagoes correspondem aos conglomerados e diagonais correspondem
as variaveis de conglomerado de uma &lgebra c-conglomerada. Além disso, generalizamos a
aplicacao de Caldero-Chapoton e utilizamos esta versao mais geral para obter as varidveis
de conglomerado de uma algebra c-conglomerada em fungao dos objetos indecomponiveis da

categoria de conglomerado do tipo A,,.

Palavras-chave: algebra de conglomerado, c-friso, aplicagao de Caldero-Chapoton.
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Abstract

BORGES;, F. A. ¢-Cluster algebra and c-friezes. 2014. 80 f. Tese (Doutorado) - Instituto

de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2010.

In this work we introduce a new class of cluster algebra with coefficients of Dynkin
type A,,, which we call c-cluster algebra. In order to study the combinatorics of the c-cluster
algebra, we develop the theory of c-friezes introduced by Matte, Desloges and Sanchez. Using
c-friezes, we give an explicit formula for all cluster variables of a c-cluster algebra, which
explains simultaneously the Laurent phenomenon and the positivity. A c-cluster algebra also
has a geometric interpretation in terms of triangulations of a polygon, where clusters are
in one-to-one correspondence with triangulations and the cluster variables are in one-to-one
correspondence with diagonals. Finally, we give a generalization of the Caldero-Chapoton
map which we use to obtain the cluster variables of a c-cluster algebra in terms of the

indecomposable objects of the cluster category of type A,,.

Keywords: cluster algebra, c-frieze, Caldero-Chapoton map.
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Introducao

As algebras de conglomerado foram introduzidas por S. Fomin e A. Zelevinsky na série de
artigos | |l I, | e | em coautoria com A. Berenstein. A principio, as
algebras de conglomerado foram introduzidas para o estudo de bases canonicas em grupos
quénticos e positividade total em grupos algébricos, veja | lel |, mas a teoria esta

conectada a varias dreas da matemaética, incluindo, mas nao se limitando a, por exemplo:

e geometria de Poisson | ],
e teoria de Teichmuller | ],
e algebras Calabi-Yau | ],

e teoria de representagoes | Il Il I I I ...

Uma éalgebra de conglomerado é definida descrevendo os seus geradores, chamados de
variaveis de conglomerado. Mas, ao invés de fornecer um conjunto com todas as variéveis de
conglomerado, sao dados um subconjunto dos geradores, chamado de conglomerado inicial,
e um método recursivo para obter as outras variaveis de conglomerado. Este método é
conhecido como mutacao.

Em sua forma mais elementar, a algebra de conglomerado A(u, @) é uma subalgebra
do corpo de fungdes racionais F = Q(z1,---,x,), em que o par (u,(), chamado de
semente inicial, consiste de uma aljava finita ) sem ciclos de comprimento um ou dois
e um conglomerado inicial v = {uy,---,u,} C F, que é um conjunto com n elementos
algebricamente independentes sobre Q. Para cada i = 1, .-+ ,n, uma nova semente f;(u, Q)
¢ definida utilizando o processo de mutagao, em que o elemento u; de u é substituido por um
novo elemento u} seguindo uma relagdo de permuta especifica que depende de u e ). Além
disso, a aljava ) é substituida por uma nova aljava 1;(Q). As variaveis de conglomerado
sao obtidas de (u, Q) por meio de sucessivas mutagoes. Assim, a algebra de conglomerado
A(u, Q) é a Q-subélgebra do corpo F gerada por todas as variaveis de conglomerado.

Uma propriedade importante das variaveis de conglomerado é que elas sao polindmios de
Laurent. Mais precisamente, Fomin e Zelevinsky provam em | | que qualquer variavel de
conglomerado de uma élgebra de conglomerado A pode ser expressa em termos das variaveis
de um conglomerado qualquer como um polinémio de Laurent. Este fato é conhecido como
fendmeno de Laurent | ]. Além disso, em | |, Lee e Schiffler demonstram que as

varidveis de conglomerado sao polindomios de Laurent com coeficientes todos positivos.
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X INTRODUCAO

A categoria de conglomerado C, introduzida em | |, € obtida como um quociente
da categoria derivada D’(H) da categoria de modulos de uma algebra hereditaria H de
dimensao finita sobre um corpo k. No caso em que a categoria de conglomerado C é associada
a categoria de modulos da algebra de caminhos k(@) para uma aljava ) do tipo Dynkin, é
demonstrado em | | que a categoria de conglomerado C apresenta uma modelagem
natural para as propriedades combinatorias da algebra de conglomerado A(u, Q) em que
conglomerados correspondem aos objetos inclinantes.

Sejam () uma aljava do tipo Dynkin e Cy a categoria de conglomerado associada a Q).

Em | |, P. Caldero e F. Chapoton definiram uma aplicagao
X5 ObjCQ — Q(l'l, T ,ZL’n)

que permite obter as variaveis da dlgebra de conglomerado A(u, Q) sem utilizar o processo
recursivo da mutacao. Um dos objetivos deste trabalho é generalizar esta aplicacao para o
estudo de uma nova classe de algebras de conglomerado que apresentaremos no capitulo 4,
as algebras c-conglomeradas.

Em | |, Assem, Reutenauer e Smith utilizam os frisos de Conway e Coxeter
[ Il | para obter as variaveis de conglomerado de uma algebra de conglomerado do
tipo A,,. Em | |, Matte, Desloges e Sanchez apresentam uma nova classe de frisos,
chamados c-frisos, que generaliza o conceito de frisos de Conway e Coxeter. Mostraremos

que os c-frisos estao relacionados com as algebras c-conglomeradas.

Contribuicoes

As principais contribui¢oes deste trabalho sao as seguintes:

e introducao de uma nova classe de élgebras de conglomerado com coeficientes do tipo

A,,, as algebras c-conglomeradas;

e apresentacao de uma descri¢gao geométrica e uma demonstracao elementar do fendémeno

de Laurent para algebra c-conglomerada;

e apresentacdo de uma generalizacdo da aplicacio de Caldero-Chapoton | |, e
assim, estabelecendo uma conexao entre a teoria de representacoes e as algebras

c-conglomeradas;

e desenvolvimento da teoria de c-frisos introduzida por Bazier-Matte, Racicot-Desloges

e Sanchez | |;

e apresentacao de uma formula explicita para as variaveis de conglomerado de uma
algebra c-conglomerada, sem a necessidade de utilizar o processo iterativo, provando

simultaneamente o Fenémeno de Laurent e a positividade.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentadas as definicoes e resultados basicos necessarios para a
compreensao dos capitulos posteriores. Para mais detalhes sobre representagoes de algebras
sugerimos | I |.

O tnico resultado novo neste capitulo é a bijecao entre as triangulagoes de um poligono

e a classe de mutacao de uma aljava congelada que apresentaremos na proposicao 1.22.

1.1 Representacoes

1.1.1 Aljava

Uma aljava é uma quadrupla @ := (Qo, Q1,8,t) em que Qy e Q1 sdo conjuntos e s e t sdo
fungoes de ()1 em Q). Os elemento de )y sao chamados de vértices de () e os elemento de
()1 sao chamados de flechas de ). Para uma flecha « de @), chamaremos o elemento s(«)
de vértice inicial de «a e o elemento t(a) de vértice final de .

Denotaremos uma flecha o € @y, com s(a) = a e t(a) = b, por a = b. Por exemplo, se
() é uma aljava em que Qo = {1,2,3}, Q1 = {«a, 8,7}, s(a) = t(y) =1, t{a) = s(f) =2 e
t(8) = s(y) = 3. Entao, a aljava () pode ser representada da seguinte forma:

1—2-2-7.3,
B!

Se Q = (Qo, Q1,5,t) ¢ uma aljava, diremos que Q' = (Qj, @}, 5", t) é uma subaljava de

Q se Q) C Qo, Q) C @y e as restrigoes de s e t a Q] sdo iguais a §' e t, respectivamente (ou
seja, valem as igualdades s|p, = §" e t|g = t'). Uma subaljava @ de uma aljava @ ¢ plena
se o conjunto () é igual ao conjunto de todas as flechas de () com vértice inicial e final em
Q..

Um caminho ¢ em uma aljava ) é uma sequéncia de flechas ¢ := ay---qq, tal que
t(o;) = s(a;41) para 1 < ¢ < [. Diremos que o caminho ¢ comega em s(a;) e termina

em t(ay). O comprimento de um caminho ¢ o ntmero de flechas do caminho. Assim,



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

o comprimento de ¢ é [. Por conven¢ao, um vértice pode ser visto como um caminho de
comprimento zero e chamado de caminho trivial. Um caminho de comprimento [ > 1 é
chamado de ciclo se s(a;) = t(¢y), ou seja, se comega e termina no mesmo vértice. Uma
aljava ¢ aciclica se nao contém ciclos.

Um morfismo de aljavas ¢ definido como segue. Se @ = (Qo, @1,5,t) e Q' = (Qy, Q},5', V)
sao duas aljavas, entdo um morfismo de aljavas m = (mg, m;) consiste de duas fungoes

mo : Qo — Q) e my : Q1 — Q] tais que os seguintes diagramas sdo comutativos:

Q1 —= Q4 Qr —= Q4

ls lsl Lt lt,
m my

Qo —= @} Qo —>= Qp.

Sejam a e b dois vértices de uma aljava (). Diremos que a é um predecessor de b e que
b é um sucessor de a se existir um caminho que comeca em a e termina em b. Se existir um
caminho de comprimento um que comega em a e termina em b, entao a ¢ um predecessor
imediato de b, e b ¢ um sucessor imediato de a. Denotaremos por a* o conjunto de todos
os sucessores imediatos de a e por a~ o conjunto de todos os predecessores imediatos de a.
Os elementos da unido a™ U a~ serdo chamados de vizinhos de a.

Uma aljava @ é localmente finita se para todo vértice v de @ o conjunto v+ U v~ dos
vizinhos de v for finito. Diremos que uma aljava () é finita se os conjuntos (Qy e ()1 sao
finitos.

Para cada flecha o : @ — b de uma aljava (), associamos um inverso formal o' : b — a
em que, por definigao, s(a™!) = t(a) e t{a™') = s(a). Dados a,b € Qp, um passeio de
comprimento [ > 1 de a para b é uma sequéncia o = 0/1510432 . ~~a?l com §; € {—1,1},
s(adt) = a, tad) = 5(@?@?) para 1 <i<[l—1et(as)=b.

Dizemos que uma aljava () é conexa se dados dois vértices a e b de (), existe um passeio
de a para b. Dado um vértice v de @), a subaljava plena @), de ) formada pelos vértices
v’ de Q tais que existe um passeio de v para v’ é chamada de componente conexa de @)

contendo v.

1.1.2 Diagramas Dynkin

Nesta subseccao listaremos os diagramas Dynkin e introduziremos algumas notagoes que

serao utilizadas neste trabalho. Segue abaixo a lista dos diagramas Dynkin:

A, e ° ° o ..o
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D, :e ° °o---0 o/

\.
°
Eg: o ° ° ° )
)
E;:e ° ° ° ° °
°
Eg:eo ° ) ° ) ° °

O grafo subjacente Q & uma aljava @ ¢ o grafo obtido esquecendo a orientacao de Q.
Por exemplo, o grafo subjacente & aljava Q : 1 —+ 2 — 3 é o grafo Q : 1 ——2——3.
Diremos que uma aljava é do tipo Dynkin se o seu grafo subjacente é um diagrama
Dynkin. Utilizaremos frequentemente a aljava do tipo Dynkin A, com orientacao linear,

- - .
entao denotaremos por A, a aljava

_>
A, 1—2—>3---n—1——>n

%
e por A . a aljava infinita

]

i l—s2— 3.

1.1.3 Mutacao de aljava e aljava com congelamento

Fomin e Zelevinsky | | introduziram a defini¢do de mutagao de matriz anti-simetrizavel.
A definicdo de mutacao de aljava que apresentaremos aqui é um caso particular, em que a
aljava corresponde ao caso em que a matriz é antissimétrica.

Seja () uma aljava finita, ou localmente finita, sem ciclos de comprimento um ou dois.

Para um vértice v da aljava ), definimos a mutagao (@) da seguinte forma:

1. adicionando uma nova flecha " — r” para cada subaljava ' — v — 1" de Q;
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2. invertendo todas as flechas em v;

3. apagando cada ocorréncia de ciclo de comprimento 2.
. . - -
Exemplo 1.1. Considere a aljava A3: 1 ——2——3. Entao temos

pi(Ag): T=—2—=3 p(Az): 1=—2<—3

— — T~
[LQ[Ll(Ag,) l1—2<—3 ,ul,ug(Ag) 1——=2 3.

Precisaremos também do conceito de aljava com um conjunto de vértices congelados.
Sejam n e m dois inteiros positivos. Uma aljava com congelamento do tipo (n,m) é
uma aljava () com n + m vértices, sem ciclos de comprimento um ou dois, com um conjunto
distinguido com m vértices Qy C Qo, chamados de vértices congelados. Por definicio,
nao ¢ permitido a mutacao dos vértices congelados e nao existe flecha entre dois vértices
congelados. Ao aplicarmos a mutacao em uma aljava com congelamento, a etapa 1 na
defini¢do de mutagao de aljava é ignorada se r’ e r”’ forem vértices congelados. Nos diagramas,

indicaremos os vértices congelados sempre entre colchetes.

Exemplo 1.2. Considere a aljava com congelamento do tipo (3, 1) obtida da aljava do tipo

%
Dynkin A, congelando o vértice 4:

Ry 1—=2—>3——[4].
Entao, temos que
N2(K[4]) 1 /F3 [4] e M3M2(K[4]) : 1/563)—7 [4]
Se congelarmos o vértice 1 da aljava KH] acima, obtemos a aljava com congelamento do tipo
(2,2) representada por @ : [1] 2 3 [4] , assim, temos que
Q) 1 =—2—=3——[] eppa(Q): 1] 2—=3——1a).

Um morfismo de aljava com congelamento ¢ um morfismo de aljava que fixa os
vértices congelados. Dada uma aljava com congelamento (), a classe de mutagao de @) ¢ o
conjunto de todas as aljavas obtidas a partir de () por meio de finitas mutagoes. Denotaremos
por M(Q) a classe de mutagao de uma aljava Q.

De agora em diante, denotaremos por K[nﬂ] a aljava com congelamento do tipo (n,1)
dadaporl -2 — -+ = n — [n+1], em que n+1 é o vértice congelado. Denotaremos por

Mi,41) a classe de mutacao de A, ).

Exemplo 1.3. A menos de isomorfismo de aljava com congelamento, a classe de mutagao

— —
M(A ) da aljava A3 com o vértice 3 congelado é
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— —
A : 1 2 3] p(Agg) - l<—2—>3]
— —
pap (A ) : 1 2 3] prapopin (Apg) - l<—2<—|3]
— /\
p2(Ag) : 1 2 3]

— — —
Observe que a aljava figopi fiopin (A (g) ¢ isomorfa a aljava pio(Apz) e a aljava pypa( Ay) é

%
isomorfa a aljava puy puopi (A f3)).

1.1.4 Algebra de caminhos

Nesta secao k denotara um corpo algebricamente fechado e () uma aljava finita.
Seja k(@) o k-espaco vetorial cuja base é o conjunto de todos os caminhos de (). Dados
a=aq-a, e =B, dois caminhos de (), definimos em k() o seguinte produto:

sejam ¢ = t(ay,), j = 5(61) e §;; o delta de Kronecker, entdo

Oé'ﬁ:(si,jOCl"‘Oénﬂl"'ﬁma

ou seja, a3 éigual ao caminho oy - - - v, 31 - - - B, caso o caminho « termine no mesmo vértice
em que o caminho 3 comega. Caso contrario temos « - § = 0. Estendendo esse produto aos

elementos de k() obtemos uma k-algebra, que chamaremos de algebra de caminhos.

Proposicao 1.4. Sejam kQ uma dlgebra de caminhos em que Q) € uma aljava finita com
conjunto de vértices Qo = {1,--- ,n} e e; o caminho trivial associado ao vértice i € Q.

Entao,

1. kQ € uma dlgebra associativa,
2. kQ tem dimensao finita se, e somente se, Q) € aciclico,

3. o0 elemento 1 = e; + ---e, € a identidade de kQ) e o conjunto {e;}icq, € um sistema

completo de idempotentes ortogonais primitivos de kQ,

4. kQ € conexa se, e somente se, () € uma aljava conexa,

Sejam () uma aljava finita e R o ideal de k() gerado pelas flechas de ). Um ideal Z de
k(@) é dito admissivel se existir » > 2 tal que Ry CTC R2Q.
Seja A uma k-algebra com um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos

e1, - ,en. A algebra A é chamada basica se ;A 2 e;A, para todo i # j.
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Defini¢ao 1.5. Sejam A uma k-algebra basica, conexa e de dimensao finita e {ey, -+ ,e,}
um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos de A. A aljava de A, que

denotaremos por ()4, é definida como segue:

(a) Os vértices de @ 4 sdo os nimeros 1,2, - -+, n, que estdo em bije¢ao com os idempotentes

€1, ,En,

(a) dados dois vértices u,v € (Q4)o, as flechas u — v estdo em bijegdo com os vetores em
uma base do k-espaco vetorial e,(radA/rad*A)e,, em que radA denota o radical de

Jacobson de A.
Teorema 1.6 (Gabriel). Seja A uma k-dlgebra bdsica, conexa e de dimensao finita.

1. A aljava Qs de A nao depende da escolha do conjunto completo de idempotentes

ortogonais primitivos em A,
2. Q4 € uma aljava conexa,

3. existe um ideal admissivel T de kQ 4 tal que A =2 kQa/T.

1.1.5 Mobdulos e representacoes de aljava

Neste trabalho, caso nao se faga mencao contraria, os moédulos sao modulos a direita.
Sejam k um corpo algebricamente fechado e () uma aljava finita. Uma representagao

M de () é definida pelas seguintes informagoes:

(a) cada vértice v € @ € associado & um k-espago vetorial M,

(b) cada flecha o € @)y ¢é associada & uma transformacao linear Ty, : Mooy — M)

Diremos que uma representacao M de ) é de dimensao finita se cada k-espago vetorial
M, possui dimensao finita. Sejam M e M’ duas representagoes de (. Um morfismo (de
representagoes) f : M — M’ ¢ uma familia (f,).eq, de transformagoes lineares f, : M, —
M tais que, para cada flecha o € )1, o seguinte diagrama ¢ comutativo:

T,
M) ——— My

fs(a) ft(a)

%,
Mt/(a)

M/

s(a)

Sejam f : M — M’ e g : M — M" dois morfismos de representacoes de (), em
que f = (fu)veg, € § = (9v)veq,- A composta de f e g é definida como sendo a familia
9f = (gufu)veq, E claro que gf ¢ um morfismo de M para M”

Assim, temos definida uma categoria Rep((Q)) das representagdes de ). Denotaremos
por repi(Q) a subcategoria plena de Repy(Q)) consistindo das representagoes de dimensao

finita.
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Teorema 1.7. Seja () uma aljava finita, aciclica e conexa. Entao existe uma equivaléncia

de categorias Modk@Q = Repi(Q) cuja restricdao a categoria modk(Q) € uma equivaléncia mod

kQ = repipQ.

1.1.6 A aljava de Auslander-Reiten

Definicao 1.8. Seja A uma k-algebra de dimensao finita. Um homomorfismo f: X — Y

em modA é dito irredutivel se:
e f nao é secao nem retracao e
e se f = fifs, ou fi é uma retracao ou fo é uma secao.

Sejam M e N modulos indecomponiveis de modA. Denote por rada(M, N) o k-espago
vetorial de todos os homomorfismos de M para N nao-invertiveis. Um morfismo f: M — N

é irredutivel se, e somente se,
f € rads(M,N)/rad’ (M, N).
Entao, definimos o espago dos morfismos irredutiveis Irr(M, N) pelo quociente

Irr(M,N) :=rada(M, N)/rad’ (M, N).

Seja A uma k-élgebra bésica, conexa e de dimensao finita. A aljava de Auslander-

Reiten I'(mod A) é definida como segue:

(a) os vértices de T'(modA) estao em bijecao com as classes de isomorfismos [X] de A-

modulos indecomponiveis,

(b) para dois vértices [M] e [N] em I'(modA)), as flechas [M] — [N] estao em bijegao

com o os vetores em uma base do k-espago vetorial Irr(M, N).

Denote por 74 o transladado de Auslander-Reiten de mod A. Seja N um A-mddulo

indecomponivel nao-projetivo e considere a sequéncia de Auslander-Reiten
0= 7N — @ M" — N —0,

em que os M;’s sdo indecomponiveis dois a dois nao isomorfos e n; = dimy Irr(M;, N).

Entao, esta sequéncia de Auslander-Reiten corresponde a seguinte "mecha"em I'(mod A):
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[Mi]
a1l . B11
Qlng ' m
[N S= - m - o - N
Qtny ) y
x ' “;Btl
(M)

1.1.7 Vetor dimensao, forma de Euler e o grupo de Grothendieck

Sejam @ = (Qo, Q1) uma aljava finita sem ciclos e M um k@Q-modulo indecomponivel.
Identificando M com uma representacao ((M;)icqys (Tn)acq,) de @, o vetor dimensao de
M é definido por dim(M) := (dimy My, - - - , dimy M,,).

Dados z,y € Z%, a forma de Euler é definida por

(,y) = Z TilYi — Z LilYj-
1€Qo (i—5)€Qn

Dadas duas representacoes M e N de (), definimos a forma Z-bilinear
(M, N)rq = dimy Homy,q(M, N) — dimy, Exty (M, N)

Observe que (M, N)o = (dimM, dimN) ( ver | |, segao VII.A.1).
O grupo de Grothendieck é o grupo abeliano Ko(modk@) := F\F', em que F é o
grupo abeliano cuja base ¢ o conjunto das classes de isomorfismos M de médulos em mod kQ)

e F' é o subgrupo de F gerado pelos elementos M—-L-N que correspondem as sequéncias

exatas
0O—+L—->M—N=0
em modkQ@.
Teorema 1.9. Sejam A uma k-dlgebra bdsica de dimensao finita e Sy,--- , S, um conjunto

completo de A-mddulos simples. Entdo o grupo de Grothendieck Ko(A) é um grupo abeliano
livre cuja base € o conjunto {,571, ,:SZ} e existe um unico isomorfismo de grupo dim :

—~

Ko(A) = Z™ tal que dim(M) = dim(M) para todo A-mddulo M .

Demonstragao. Veja | |, teorema 3.5. O

1.1.8 Categoria triangulada

Sejam C uma categoria aditiva e ¥ : C — C uma equivaléncia. A equivaléncia . é chamada
de translation functor em | | e em outras referéncias é chamado de suspension functor

ou de shift functor. Neste trabalho, chamaremos o funtor ¥ de funtor suspensao.
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Um tridngulo em C é uma sequéncia (u, v, w) de morfismos de C da forma

X—Y =7 —"3%X.

Dados dois triangulos (u,v,w) e (u/,v’,w'), um morfismo de triangulos ¢ uma tripla

(1, ¢2, ¢3) de morfismos de C que fazem o seguinte diagrama comutar:

X—=Y -7 —"-3%X

A N

X ==Y == 7' X

A categoria C é triangulada se possui uma classe V de triangulos distinguidos satisfazendo
as seguintes propriedades:

(TR1) Todo triangulo isomorfo & um tridngulo distinguido é um triangulo de V, ou seja,
¢ um triangulo distinguido. Todo morfismo X — Y em C se estende para um triangulo em
V. O triangulo

xEXxXs0-5x

¢ um triangulo distinguido.

(TR2) Um tridngulo (u,v,w) estd em V se e somente se o tridangulo (v, w, —Xu) esta em
V.

(TR3) Dados dois triangulos distinguidos (u,v,w) e (u/,v',;w") e dois morfismos ¢ e ¢y
tais que ¢y o u = u’ o ¢y, existe um morfismo ¢z tal que a tripla (¢1, P2, ¢3) ¢ um morfismo

de triangulos, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo

X——Y ——=7—5%X

|
l¢’1 l¢2 ¢¢3 jz(%)

X eyt M g v

(TR4)(O axioma do octaedro) Dados trés triangulos distinguidos (uq, ug, u3), (v1,ve, v3)
e (wy,wq,ws) tais que wy; = vy o uy, existe um tridngulo distinguido (dy, 2, d3) que faz o

seguinte diagrama comutar:

X2y . yp—5B.nx

|
T
w1 w ¥ w
X Z .V >3 X
|
v2 | 8o lEul
Y (%
|
v3 153
Sug \
Y —=XU

Sejam S e &’ duas categorias trianguladas. Um funtor aditivo F' : § — S’ é chamado de
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funtor triangulado se existe uma transformacao natural invertivel o : F'¥ — YX'F' tal que,
para todo triangulo (u,v,w) em S, (Fu, Fv,axFw) é um triangulo em &’. Se um funtor
triangulado F' é uma equivaléncia, chamaremos F' de equivaléncia triangulada.

Sejam M e N dois objetos de uma categoria triangulada §. Entao, definimos

Exts(M, N) = Homg(M, £N).

1.1.9 Categoria de homotopia

Seja A uma categoria aditiva. Um complexo sobre A é uma sequéncia de morfismos

e T e A et
tais que d" o d"~! = 0 para todo n € Z. Diremos que um complexo X ¢ um complexo
limitado se existe algum n € Z tal que X’ = 0 para todo i > |n|. Se X # 0 e X" = 0 para
todo r # i, diremos que X é um complexo concentrado em 7.
Um morfismo de complexos ¢ : X — Y consiste de uma familia de morfismos ¢" :
X™ — Y™ satisfazendo

By o ¢ = " o d

para todo n € Z. Diremos que um morfismo de complexos ¢ : X — Y é homotdpico a

zero se existem aplicacoes p" : X™ — Y ! tais que
(bn — d;z/fl o pn +pn+1 o an

para todo n € Z.
Denote por C'(A) a categoria de complexos sobre A. A categoria de homotopia K(A)
é definida como segue. Os objetos de K (.A) sao os mesmos objetos da categoria de complexos

C(A) e os morfismos de K(.A) sdo morfismos de complexos médulo homotopia, ou seja,
HOIIIK(A) (X, Y) = HOIHC(A) (X, Y)/ ~,

em que, para dois morfismos de complexos ¢ e 1, temos que ¢ ~ 1) se o morfismo de
complexos ¢ — 1 € homotopico a zero.
Seja ¢ : X — Y um morfismo de complexos em C(.A). Definimos o cone de ¢ como

sendo o complexo Cy em que
Cp=X""ay"

_— _d?{‘i‘l O
Cy — ¢n+1 d?/ ’
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Teorema 1.10. A categoria de homotopia K(A) é uma categoria triangulada. O funtor
suspensao ¥ : K(A) — K(A) € definido nos objetos por

X" = X

n _ n+1
dZX - dX )

para todon € Z. Se f: X — Y € um morfismo de complexos, entio X f" := f*1 para todo
n € Z. A classe de triangulos distinguidos sao os tridngulos de K(A) que sao isomorfos a

algum triangulo da forma

¢ Do

X-oy oo, ok,

em que iy € o morfismo de complexos definido por iy = (0 idyn)" € py € 0 morfismo de

complexos definido por pg = (idxn+1 0).

1.1.10 Categoria derivada

Seja A uma categoria abeliana e X um complexo sobre A. Entao, definimos para cada n € Z
a cohomologia
H"(X) = ker(d")/Im(d" ).

Diremos que um morfismos de complexos ¢ : X — Y é um quasi-isomorfismo se H"¢ :
H™(X) — H™(Y) ¢ um isomorfismo para todo n € Z.
A categoria derivada D(A) de A é obtida de K(A) invertendo formalmente todos os

quasi-isomorfismos. Mais precisamente, a categoria derivada

¢ a localizagao de K (A) na classe S de todos os quasi-isomorfismos. Entao, existe um funtor
triangulado Q4 : K(A) — D(A) tal que, para todo quasi-isomorfismo f em C(A), Q(f)
¢ um isomorfismo em D(.A). Para mais detalhes sobre localizac¢ao de categoria triangulada

consulte [ Il |, [ | ou | .

Lema 1.11. Denote por C°(A) a subcategoria plena de C(A) determinada pelos complexos
limitados. A inclusao C*(A) — C(A) induz um funtor fiel e pleno D*(A) — D(A)

Demonstragao. Ver | | II1.1.2.3. O

Proposigao 1.12 (| D). Seja Q uma aljava finita sem ciclos. Denote por [1] o funtor

suspensao da categoria D = D°(modkQ). Entao,

(a) os objetos indecomponiveis de D sao da forma M]li], em que M é um mddulo

indecomponivel de modkQ).
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(b) os morfismos sao dados por

Homyg(M,N) sej=1

Homp (M([i], N[j]) = Ext] (M,N) = { Extjo(M,N) sej=i+1
0 caso contrdrio.
(c) existe uma equivaléncia triangulada 7 : D — D chamada transladado de

Awuslander-Reiten tal que
HOIIID(M, N[l]) = DHOl’IlD(N, TDM),

em que D = Homy(_, k) € a dualidade usual.

(d) Seja 0 — X —Y — Z — 0 uma sequéncia exata em modk@ e
w € Homp(Z, X[1]) = Exty(Z, X)
o elemento correspondente. Entio X — Y — Z =5 X[1] € um triangulo em D.

_>
Exemplo 1.13. Sejam Q = A, e D = D’(modkQ). Para n = 3, a aljava de Auslander-
Reiten I'(D) ¢ a aljava infinita

Py TP TPy Pi[1] P52
\ / N TN TN PN
1P Ps[1] T 1By[1] P2 ---
\ / N N TN 7N
P5[1] 1 P3[1] T2P3[1] P, [2]

onde Ps, P, e P, sao os projetivos associados aos vértices 3,2 e 1, respectivamente.

No que segue, vamos utilizar as propriedades apresentadas na proposi¢ao 1.12 para
descrever como uma classe de triangulos de D aparece na aljava I'(D).

Considere os objetos projetivos P,,, P, ¢ P,, de modk(Q), em que 1 <r; <1y <13 < n.
Entao, temos uma sequéncia exata de kQ-modulos

7‘2 73 r2—T3
0—>Pr2_>P O PT5—>TD ritrg—rs — 0.

Tomando
w e HomD<T{72_T3PT1+T3—7”27 PTz[l]) = EthiQ(Tg_TBPm-&-m—Tzv P7"2)

correspondente & sequéncia exata acima obtemos um triangulo (u, v, w) :

ro—r ro—r w
F)Tzﬁ'P?’l@T2 3PT ﬁTDQ 3P1Jr7’3 ro T PTQ[l]'
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Entao, como o transladado de Auslander-Reiten é uma equivaléncia triangulada, obtemos

que para todo objeto indecomponivel L existe um triangulo

em que os objetos L, By, M e By sao os vértices de um "quadrilatero" em I'(D):

1.2 Geometria

1.2.1 Q-Grasmaniano

Dado um espago vetorial V' de dimensao finita sobre um corpo k, o espago projetivo P(V)
é o conjunto dos subespacos vetoriais de V' de dimensao 1. Uma variedade projetiva é o
conjunto dos zeros em P(V') de uma familia de polinémios homogéneos. O grasmaniano
Gr,. (V) é o conjunto de todos os subespagos vetoriais de V' com dimenséao r. O grasmaniano
Gr,.(V) é uma variedade projetiva | |.

Sejam () uma aljava com n vértices, M um modulo em mod kQ e e € Ko( mod kQ) = Z".
O Q-grasmaniano Gr.(M) de M de dimensao e ¢ definido como o conjunto de todos os

submoédulos de M com vetor dimensao e, ou seja,

Gre(M) :={N C M|N € modkQ;dim(N) = e}.

O @-grasmaniano Gr.(M) pode ser visto como uma subvariedade fechada do grasmaniano
classico Gr.(M), em que e = > e;. Entdo, Gre(M) é uma variedade projetiva | ],

| |. M. Reineke | | demonstra que toda variedade projetiva ¢ um @Q-grasmaniano.

Exemplo 1.14. Seja ) = TA)n Os mo6dulos indecomponiveis em modk() correspondem as
subaljavas conexas plenas de ). Sejam M um kQ-moédulo indecomponivel e @y, a aljava
correspondente. Entao, os submodulos N de M correspondem as subaljavas conexas plenas
de Qy tais que se i € (Qn)o e i — j € (Qur)1 entdo j € (Qn)o. Portanto, Gr.(M) possui

no maximo um submodulo de M.

1.2.2 Triangulacoes

Nesta sec¢ao apresentaremos as defini¢oes e propriedades basicas sobre triangulagoes de um

poligono regular que utilizaremos durante este trabalho.
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Denote por P, 3 um poligono regular com n + 3 vértices. Vamos indexar os vértices de

P13 ciclicamente, no sentido horério, por 0,1,--- ,n 4+ 2. Uma diagonal de um poligono ¢é
0
n+2 1
n+IL 2

um segmento de reta entre dois vértices nao consecutivos do poligono. Denotaremos por d; ;
a diagonal definida pelos vértices ¢, 7, com 7 — ¢ > 1.

Uma triangulagao de P,.3 é um conjunto maximal de diagonais nao concorrentes de
P.+3. Denotaremos por 7, o conjunto de todas as triangulacoes de P, 3. Note que cada

triangulacao é dada por exatamente n diagonais.

Definigao 1.15. Seja A = {d',--- ,d"} uma triangulagao de P, 3. Para cada diagonal d",
com r = 1,--+,n, existe um tnico quadrilatero ga(d") em A\{d"} tal que d" é uma das
diagonais de ga(d"). Seja flipo(d") a outra diagonal de ga(d"). Chamaremos de pu,.(A) a

mutacgao da triangulagao A em d" definida por

pr(A) = A\{d"} U {flipa(d") }.

Entao, p,.(A) é uma triangulagao de P, 3 obtida de A retirando a diagonal d” e substituindo

pela diagonal flip,(d"). Observe que pu, € involutiva, ou seja,

MT(NT<A)) = A.

Exemplo 1.16. Dado um octégono P, considere A = {dy2,dps,doa,dos, dogt € A =
{di7,d13,d14,ds7,ds6}. Definindo d' = di3,d* = dig,d® = di7,d* = dyg,d® = dy7 e
aplicando a sequéncia de mutagao de triangulacao iy o p1 © g © 5 © pi3 na triangulacao A’

obtemos a triangulacao A. A figura 1.1 ilustra este processo.

Figura 1.1: Sequéncia de mutagoes de uma triangulacao do octégono

Dada uma triangulacao A de P,.3, definimos a rotagao de A, r passos no sentido
anti-horério, por

7(A) = {dij € Puysldirrjir € A}
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em que a soma é tomada modulo n + 3. E claro que uma rotacao de uma triangulagao
continua sendo uma triangulacao.
Diremos que duas triangulagoes A e A’ de P, ;3 estao conectadas por uma sequéncia de

mutagoes se existem ri,79, -+ , 7, € {1,2,--- ,n} tais que

/’I’T‘m © /’LTmfl ©---0 /’Lrl (AI) = A

Embora seja bem conhecido que duas triangulacoes de P,.3 estao conectadas por uma
sequéncia de mutagoes, veja por exemplo | |, apresentaremos no proximo lema uma
demostragao deste fato que sera tutil para esclarecer o fenémeno de Laurent (Proposi¢ao
4.13).

Proposigao 1.17. Seja A’ = {d*,d?,--- ,d"} € T, uma triangulag¢io arbitrdria e A uma
rotagao da triangula¢io {do2,dos, -+ ,don+1} € Tn-

(a) Se A" # A, entao existem elementos ri,re, -+ ,rm € {1,2,--- n}, dois a dois
distintos, tais que

Hrp, © fopy,—q O 0 O Ly (A/) = A?

em que m é o numero de diagonais em A\ A.
(b) Duas triangulagées de P, 3 estdo conectadas por uma sequéncia de mutagoes.

Demonstra¢ao. Considere os tridngulos obtidos a partir da triangulacao A’ que contém o
vértice 0, isto é, triangulos de A’ determinados por vértices 0,4, 7 com 0 <i < j < n + 2.

Vamos supor que todos estes triangulos tem vértices 0,7, 7 com j = i+ 1. Entao temos um
triangulo com vértices 0,7,7+1 em A’, logo as diagonais dy; e dp;+1 pertencem a A’. Assim,
se i > 1, entao temos um tridngulo de A’ determinado pelas diagonais do; e dg,;—1 pois por
hipotese todos os triangulos que contém o vértice 0 sao da forma 0, 4,7+ 1. Analogamente, se
i < n+1, entao as diagonais do ;+1 € do i+2 determinam um triangulo com vértices 0, i+1, i +2.
Com este procedimento, podemos concluir que A’ = A.

Caso contrario, existe um triangulo dado por vértices 0,7, com 0 <1< j—1<n+ 1.

Seja d; ; = d™. Aplicando p,, em A’ obtemos a triangulagao

pr (A7) = AN{di;} U { flipai (dij)} = AN{dij} U {doy}

para i < j' < j. Assim teremos uma nova triangulagao pu,, (A’) em que a nova diagonal
pertence & A. Se p,, (A") # A repetimos o processo. Para obter a triangulacdo A, devemos
repetir m vezes, em que m é o nimero de diagonais de A’ que nao estd em A. Assim, como
em cada etapa escolhemos uma diagonal d" € A’ diferente, obtemos rq,--- ,r,, € {1,--+ ,n}

dois a dois distintos tais que

Horpy © Moppyq © =2 O [y (A/) - A?
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em que m é o nimero de diagonais em A’\A, o que termina a demonstragao do item (a).
Observe a figura 1.1 para uma ilustracao deste processo.

Como a mutagao ¢é involutiva, o item (b) é uma consequéncia trivial do item (a). ]

1.2.3 Triangulacoes e aljava com congelamento

A aljava com congelamento de uma triangulagao A = {d',--- ,d"} € 7, denotada
por Qa, é definida da seguinte forma: o conjunto dos vértices congelados de Qo é um
subconjunto do conjunto das arestas de P, 3 e os outros vértices de Qa sao as diagonais
de A. Existe uma flecha d” — d” em Qa (ou simplesmente r — 7/) precisamente se as
diagonais d” e d”’ determinam um triangulo em que d” segue no sentido anti-horario de d",
ou seja, se d” e d” determinam um triangulo com vértices i < j < k, existe uma flecha r — 7/
nos seguintes casos: caso d” = d; ; e dr = di, caso d” =d;j e dr = ik ecasod =djj e
d" = d, ;. Por exemplo, se d" = dy; e d" = dy j, existe uma flecha r — 7/ se e somente se d"
e d” determinam um tridngulo em que j < j'. As flechas entre os vértices correspondentes
com as diagonais e os vértices congelados correspondentes com as arestas sao definidas da
mesma forma. Nao existe flecha entre vértices congelados.

De forma analoga podemos definir uma aljava sem os vértices congelados considerando
apenas as diagonais para construir a aljava. Por exemplo, do lado esquerdo da figura 1.2
temos uma aljava com congelamento associada a uma triangulacao do octégono Pg em que
o conjunto dos vértices congelados é o conjunto de todas as arestas de Pg e do lado direito

uma aljava sem vértices congelados associada a uma triangulacao do octégono Ps.

0 1 0 1
7 2 7 2
6 3 6 3
5 4 5 4
Figura 1.2:

— —
Seja M,, = M(A,) a classe de mutagao da aljava Dynkin A,,, linearmente orientada.

Podemos ver facilmente que a aljava ) do lado direito da figura 1.2 pertence a M,,. De fato,
- - - . -

p2(As) = Qa. E observado em | | que a mutagao de triangula¢ao é compativel com a

mutagao de aljava, ou seja, i, (Qa) = Q. (a)- Segue desta observagao que todas as aljavas
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de M,, podem ser obtidas da maneira descrita acima. De fato, se A = {dp2,do3, ,don+1}
%

entdo Qa = A, donde, a igualdade 11,(Qa) = Q. (a) implica que a aplicagao v : T, = M,

definida por v(A) = Qa ¢é sobrejetora. Demonstraremos no lema 1.18 que 1, (Qa) = Qp, (a).-

Lema 1.18. Seja A = {d*,--- ,d"} uma triangulagio de P, i3 ¢ Qa a aljava associada a

A, com ou sem vértices congelados. Entao

1 (Qa) = Qu(a)

Demonstragcao. Observe que a mutagao de triangulagao p, muda somente a diagonal d” e a
mutacgao de aljava u, pode mudar as flechas entre os vizinhos de r e inverte as flechas com
ponto inicial ou final em 7. Entao, precisamos nos preocupar apenas localmente com o que
acontece em A e em QA quando aplicamos a mutacao. Caso os quatro lados do quadrilatero

ga(d") sejam diagonais em A, o resultado segue pois o seguinte diagrama é comutativo:

d"1 d'1
s T
d"4 d dr2 Hr d™4 d d"2
_—
dr3 dr3

//\ /\ Hr
(&1 T4 T T3 T

2 1 T4 =——Tr=—1273 T2
\_/
Os outros casos sao similares. O

A aplicagao v : T, — M, ¢é sobrejetora, mas nao ¢é injetora, pois uma rotagao de
uma triangulagao A nao altera a aljava sem vértices congelados associada a ela, ou seja,
Y(A) = Qa = Q.ra, em que 7" denota a rotagdo da triangulacdo A em r passos no sentido
anti-horario. Por outro lado, definindo uma relacao de equivaléncia ~ em 7, em que A ~ A’
quando A’ = 77(A) para algum inteiro . Entao, Torkildsen prova em | | que a aplicagao

induzida 7 : (7,/ ~) = M,, ¢ uma bijegao.

Teorema 1.19 (Torkildsen | ). A fungao 7 : (T,/ ~) — M, € bijetora para todo
n > 2.

Podemos também definir uma aljava com congelamento a partir de uma triangulacao
utilizando apenas algumas arestas de P, 3. Por exemplo, na figura 1.3 listamos todas as
triangulacoes de Ps5 e as respectivas aljavas congeladas, em que estamos considerando apenas

uma aresta para definir o vértice congelado.
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Q 3 2 0
| @ | | @ |
3 2 3 9
0 0
| @ | | @ |
3 2 3 9

Figura 1.3: Triangulagoes e aljavas congeladas de P

Observe que se retirarmos o vértice congelado das aljavas que aparecem na figura 1.3,
obtemos cinco aljavas isomorfas do tipo Ay, o que nao acontece considerando o vértice
congelado. Além disso, pelo exemplo 1.3, é facil ver que as aljavas congeladas da figura 1.3
sao todas as aljavas da classe de mutacao de K[g} : 1 — 2 — [3], em que 3 & um vértice
congelado. Assim, temos uma bijecao entre o conjunto das triangulacoes do pentagono e
a classe de mutacao M(K[g]), em que o vértice 3 é congelado. Antes de provar que este

resultado vale em geral, vamos fixar algumas notacoes.

Definicao 1.20. A funcdo v, : 7, = M,y ¢ definida por v,(A) := QA, em que Q3% ¢
uma aljava com congelamento do tipo (n, 1) associada a A com apenas um vértice congelado

n + 1 que é associado a aresta [0,n + 2.
Lema 1.21. Seja A = {d*,--- ,d"} uma triangulagdio de P,y3. Entao
s © UT(A) = Hr© ’VS(A)

Demonstragdo. E um caso particular do lema 1.18.

Proposigao 1.22. A fungado v, : T, = M,41) € bijetora para todo n > 1

Demonstragao. Para provar que v, é injetora, vamos provar primeiro que a funcao -, leva
as rotagoes da triangulacdo A = {dp2,do3s, - ,don+1} €m aljavas ndo isomorfas. E facil

ver que a aljava 75(A() é isomorfa & aljava

1=-2—=--=2n-1—=n-—=s
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Lembrando que 77"A{, denota a rotacao da triangulacao Aj de r passos no sentido horario.

Entao, supondo r # 0, temos os seguintes casos:

e parar =1,

Ys(T7IAY) i 1—=2---n—1—>n<—35

e parar € {2,--- ,n},
I\
Ys(T7TAY) 1 ——=2- - n—(r—-1)—n—-(r—-2)—--n—1—n

e parar =n+1,

(T VAL s<——1—>2- - n—1—>n

e parar =n+ 2,

(T DALY s ——>1—>2- - n—1—>n.

Assim, podemos verificar que nao existe um isomorfismo de aljavas entre as aljavas acima
que fixe o vértice congelado.

Sejam A e A’ duas triangulagoes de P, ;3 e suponha que v,(A) = ~v,(A’). Como essas
aljavas estao em M, 1], segue da definicao de M, 1] que existe uma sequéncia de mutagoes

de aljava, que denotaremos por pu, tal que

117s(A) = 75 (A).-

Entao, aplicando o lema 1.21 na igualdade acima temos:

Yslt(A) = pys(A) = v5(AG).

Como 7,(A) = 7,(A) segue que 7,(A) = 7,(Ap) logo

Vst(A) = 75(Ag) = pys(A7) = vsu(A).

Segue desta igualdade e das definicoes das aplicagoes vs e v que se retirarmos o vértice
congelado da aljava v5(Aj) obtemos as igualdades v(uA) = v(Af) = y(uA'). Aplicando o
teorema 1.19, temos que

pA = 1"AG,

pA" =7 A.
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Mas, vimos anteriormente que a funcdo v, leva as rotagoes de A} em aljavas nao isomorfas,
donde, como temos que Vs(pA) = Vs(A)) = vs(pA'), segue que pA = A = pA'. Como a
mutagao é involutiva, segue que A = A’. Portanto, -y, é injetora.

Seja Q € Mi,11]. Entao, existe uma sequéncia de mutagoes de aljava p tal que p(Q) =
Ys(Af). Entao, Q@ = p o u(Q) = p=t o y5(Af) = vs(F(Ap)) em que F é uma sequéncia de
mutacoes de triangulacao associada com p~! via 1.21. Portanto, v, é sobrejetora.

O

%
Pela definigao de M, ], sabemos que cada aljava () € My,;q) ¢ obtida da aljava A [,
por uma sequéncia de mutagoes. Para terminar esta se¢ao, mostraremos que cada aljava

Q € Mpp4q) pode ser obtida com no maximo n mutagoes.

Corolario 1.23. Seja @ € My,4q). Existem elementos r1,72,- - , 1y € {1,2,--- ,n}, dois a
dois distintos, tais que

%
P © iy © 0+ 0 iy (B pnyy)) = Q

Demonstracao. Segue direto dos resultados 1.17(a), 1.21 e 1.22. O



Capitulo 2

Algebra de Conglomerado de Fomin e

Zelevinsky

Neste capitulo, apresentaremos uma breve introdugao a algebra de conglomerado de Fomin
e Zelevinsky e suas relagoes com representagoes de aljava. Para uma introdugao abrangente

ao assunto, consulte | .

2.1 Definicao: algebra de conglomerado sem coeficientes

Mutacao de semente

Fixado um inteiro n > 0, uma semente é um par (u, ) em que () é uma aljava com n vértices
sem ciclos de comprimento um ou dois e v ¢ um conjunto com n variaveis algebricamente

independentes sobre Q.

Definigao 2.1. Seja (u, ) uma semente e r um vértice de (). A mutagao p.(u,Q) de
(u,Q) em r é a semente (v, Q") = (u-(u), u-(Q)) em que Q" é dada pela mutacao da aljava

Q em r e v’ é obtido substituindo o elemento u, de u por

. = ui (H u,+ ] u) . (2.1)

r—v v
Chamaremos a relagao 2.1 de relagao de permuta. Caso o produtoério seja tomado sobre
o conjunto vazio, definimos como sendo igual a um. Repare que p,.(u,Q) é de fato uma
semente e que a mutagao é involutiva, ou seja, . (u,(u, Q)) = (u, Q).

Fixada uma semente (z,()), um conglomerado ¢ um conjunto da forma p(x)
para alguma sequéncia de mutagoes p; suas varidveis sao chamadas de variaveis de
conglomerado. Chamaremos (z,()) de semente inicial e z de conglomerado inicial.
Entao, a algebra de conglomerado A(x,Q) é a Q-subalgebra do corpo Q(z1,--- ,x,)

gerada por todas as variaveis de conglomerado.

21
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Exemplo 2.2. Considere a semente (z,Q) = ({z1,22},1 — 2). Entao,

m(z, Q) - ( )
pa(pn (2, Q) = ( ftl oteetl), 1—>2)
@@ = ({m, 22} 1 4 2)

_ r1+xo+1 x1+1
ln(e,Q) = ({22 2ty 5 2)

Poderiamos continuar a mutacao iteradamente, mas nao encontrariamos variaveis de
conglomerado novas. Entao, a algebra de conglomerado A(x,Q) é gerada pelas cinco

variaveis

To+1 oy +a22+1 x1+1
T ’ T1T9 ’ )

Zy, T2,

2.2 Algebra de conglomerado com coeficientes

Seja @ uma aljava com congelamento do tipo (n,m). A parte principal de Q ¢ a subaljava
Q de Q determinada pelos vértices nao congelados. Assim, tomando o conjunto de vértices

de @ como sendo o conjunto

{1, ,n;n+1,--- ,n+m},

em que os vértices r > n sao os vértices congelados, temos que a parte principal de @) é a

subaljava plena de Q determinada pelos vértices 1,--- ,n.

Definigdo 2.3. Seja Q uma aljava com congelamento do tipo (n,m) e (u, Q) uma semente.
A algebra de conglomerado com coeficientes A(u, Q) é a Q-subélgebra do corpo
Q(z1, -+ ,Tpem) gerada por todas as variaveis de conglomerado, em que a mutagdo s6
¢ permitida nos vértices da parte principal de Q. Em um conglomerado, somente as
variaveis correspondentes aos vértices da parte principal de @ sao chamadas de variaveis
de conglomerado; as variaveis correspondentes aos vértices congelados sao chamadas de

coeficientes.

Exemplo 2.4. Considere a aljava com congelamento do tipo (2, 1)
%
A[g] 1 —=2— [3]

No exemplo 1.3 apresentamos a classe de muta(;ao de A ;3. Vamos calcular os conglomerados

da algebra de conglomerado A = A(xz, A ), em que x = {x1, To; T3}
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%
{Z2tL 023} pa(Agg) 1 2 (3]

r1

zo+1 z3(watl)tan,
{ Ty T1T2 71’3}

%
popa(Apg) 1 ——=2<—3]

%
papiapn (Agg) - 1=—2<—13]

z3+x1 z3(z2t+1)4xi |
{ z9 T1T3 7:63}

r3+T

a1, 255 w8} pa(Agg) 1 2 3]

%
Considere a semente (u, Q) = pi1topi1 (z, Ag)). Vamos calcular a semente pi;(u, Q). Vimos

acima que

_ w3tz z3(@atl)+a,
(w,Q) = ({mtm, mlzin gy 12— J3)).

Entao, segue da definicao da relagao de permuta 2.1 que

’ T1T9 T3 + I
Uy = +x3 | = 21.
z3(za+ 1) + a1 T

Logo, segue que

po(u, Q) = <{%;’1,x1;x3} : 1 —=2—->[3] > :

Repare que na semente pus(u, @) as variaveis do conglomerado ps(u) sdo exatamente
as variaveis que aparecem no conglomerado da semente ,ug(x,x[g]), mas a variavel de
conglomerado z; esta associada ao vértice 2 de p12(Q), enquanto que em fio(z, A j5) a variavel
x1 corresponde ao vértice 1 de pa( Ag). Mas, vimos no exemplo 1.3 que a aljava 15(Q) é
isomorfa & aljava ji5(A3)). Entdo, a menos de um isomorfismo de aljavas congeladas, temos
que pa(z, Ag) = po(u, Q). Analogamente, podemos mostrar que p (pa(, K[g])) = (u,Q),
0 que prova que as 4 sementes acima e a semente inicial sao todas as sementes de A. Assim,

temos que as varidveis de conglomerado de A sao

ZL’Q—f-]_ [L’3<I’2+1)+CE1 ZEl—f—J}g
T ’ T1T9 ’ i)

L1, T2,

Teorema 2.5 (Fomin-Zelevinsky | ). Seja (u, Q) uma semente em que QQ é uma aljava
finita, conexa e sem ciclos de comprimento um ou dois. Seja A a dlgebra de conglomerado

correspondente.

(a) qualquer varidvel de conglomerado de A pode ser expressa em termos das varidveis de

um conglomerado qualquer como um polindmio de Laurent.
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(b) o numero de varidveis de conglomerado € finita se e somente se () é equivalente por

mutagoes a uma orientacao de um diagrama Dynkin.

Exemplo 2.6. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo k e T'(V') a algebra tensorial
TWV)=kaVeVeaV)a(VeaVeV)d---.

Seja I o ideal gerado por todos os elementos da forma v ® v. Entao, a algebra exterior A (V)

de V sobre k é definida pelo quociente

Denotaremos por v; A vg--- A v, a classe de equivaléncia do elemento v ® vy ® v,.. A
algebra exterior é graduada e a componente de grau r, que denotaremos por A"(V), é o

subespago vetorial de A(V') gerado pelos elementos da forma
viAvy- AV, v €V e=1,-0

Sejam V' um espago vetorial de dimensao n + 1 e P(V') o espago projetivo de V' sobre
k. Para uma variedade projetiva X C P(V'), definimos o ideal 1(X) como sendo o ideal de
polinémios P € k[zg, - ,x,] que se anulam em X. O anel de coordenadas homogeéneas é o

anel quociente
Elxo, -, x,)/I(X).

Denote por A, o anel de coordenadas homogéneas do Grasmaniano Gro(C""3) em relagao

& inclusao de Plucker:

GTQ(C"+3) N ]P’(/\2 (Cn+3)
(u,v) — uAwv,

em que u,v € C"3 sao linearmente independentes. A inclusao de Plucker esta bem definida
pois se escolhermos uma base diferente para (u,v) o 2-vetor u A v seria apenas multiplicado
pelo determinante da matriz de mudanca de base.

As coordenadas homogéneas de P( /\2 C"*3) sdo chamadas coordenadas de Plucker em

Gro(C™H3). Explicitamente, temos

uhNv = douie; N Y vje;
= douwvse; N e,
= > iy —ujvi)e; Ae;
entao as coordenadas de Plucker P, ;, para 1 <17 < j <n + 3, sao dadas por

U; Uy
Pij=

Uy Uy
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Podemos verificar que para ¢ < j < k < [ as coordenadas de Plucker satisfazem as relagoes

de Grassmann-Plucker

Py Py = P i Py + P Pk

Em geral, as relagoes de Grassmann-Plucker geram o ideal I(Gro(C"?)). Entao, sejam X, 4,
1 <a<b<n+3, indeterminadas sobre Ce 1 <1< j <k <l <n+ 3, assim

A, = (C[Xa,b]/<Xi,ij,l + X5 Xk — Xi,ka,l>-

Repare que temos uma correspondéncia natural entre as indeterminadas X, e os lados e
diagonais de P, ;3. Fomin e Zelevinsky demonstram em | |, exemplo 12.6, ( veja também
| | sec@o 4.3) que A,, possui uma estrutura de algebra de conglomerado com coeficientes,

em que

(i) os coeficientes s@o as variaveis X, ; associadas com os lados de P, 3;
(ii) as variaveis de conglomerado s@o as varidveis X;; associadas com as diagonais de P,43;

(iii) os conglomerados sdo as n-uplas de variaveis cujas diagonais associadas formam uma

triangulacao de P, 3.

Além disso, as relacoes de permuta sao dadas pelas relagoes de Grassmann-Plucker.

2.3 Categoria Conglomerada

Seja () uma aljava com n vértices e sem ciclos. Seja k um corpo algebricamente fechado e
kQ a algebra de caminhos da aljava Q. Denote por Dg = D°(kQ) a categoria derivada de
complexos limitados de kQ-modulos & direita finitamente gerados. Denote por [1] o funtor
suspensao de Dg. Seja F': Dg — Dg o funtor dado por M +— TglM[l], em que Tp € o
transladado de Auslander-Reiten na categoria derivada Dy,.

A categoria conglomerada Cg | | € a categoria de orbita do funtor F' em Dy.

Os objetos de Cg sao as F-orbitas M = (F'M);cz e os morfismos sao por defini¢ao
Home, (M, N) = ®;czHomp,, (F'M, N).

A composicao de morfismos é obtida da composi¢ao em Dg: se o € HomDQ(FiM, N) e
B € Homp,, (F'N, L) entao f oc, a = o FI(a) (ver | | em que, em um contexto mais
geral, esta categoria é chamada de skew category).

A categoria Cg ¢ triangulada e o funtor natural 7 : D — C é um funtor triangulado

| |. O funtor suspensao e o transladado de Auslander-Reiten de Cg s@o induzidos pelo
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funtor suspensao e pelo transladado de Auslander-Reite de Dy, isto é,

TCM:TDQM e Ml

Portanto, segue que 7¢ = [1]c. De fato, TCM = Tcm = M[l]c.

Exemplo 2.7. Seja ) = Xg =1— 2 — 3. Entao a aljava ['(D*(modkQ)) é

P3 7'71P3 7'72P3 Pl[l] Pg[Q]
NN ST NN TN 7N
. P2 T_1P2 Pg[l] T_lpg[l] P2[2]
D N N N 7N
P Pg{l] T_1P3[1] T_2P3[1] P1 [2]

Para obter os objetos indecomponiveis da categoria conglomerada Cg, temos que identificar
os elementos que estao na mesma F-6rbita. Por exemplo, o objeto P; estd na mesma F-6rbita
que 7' P[1] = FP3 = e o objeto P, estd na mesma F-orbita que P3[2] = 771 P[1] = FP,.

Assim, temos que a aljava de Auslander-Reiten de Cq ¢ a aljava

P ’7'71P3 72P3 P[]
\ SN P/ \H/" N\ / \P
\/2\“/ \/\P/Q\QP

Observagao 2.8. Por abuso de linguagem, dizendo que um objeto é a sua classe de
equivaléncia em Cg, os objetos indecomponiveis de Cgy sao os objetos indecomponiveis de

modk(@ junto com mais n objetos: Pi[1],---, P,[1].

Definicao 2.9. Sejam () uma aljava finita com n vértices e sem ciclos e Cg a categoria
conglomerada correspondente. Um objeto conglomerado-inclinante basico de Cgp ¢ um

objeto T' tal que
. 1 o
(1) Exte,(T,T) =0
(1) T é a soma direta de n objetos dois a dois nao isomorfos.

Diremos que um objeto T que satisfaz apenas (i) é rigido. Um conjunto
conglomerado-inclinante basico é o conjunto dos somandos indecomponiveis de um
objeto conglomerado-inclinante basico.

Neste trabalho utilizaremos apenas objetos conglomerado-inclinante basicos, entao
omitiremos a palavra "basico"de agora em diante. Assim, um objeto conglomerado-
inclinante de Cg ¢ um objeto rigido com n componentes indecomponiveis duas a duas nao

isomorfas, em que n é o namero de vértices de ().
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Teorema 2.10 (| ). Sejam T wum objeto conglomerado-inclinante de C, M um
somando indecomponivel de T e T =T @& M. Entdo existe um unico indecomponivel M' % M
tal que T ® M’ é um objeto conglomerado-inclinante. Além disso, existem unicos tridngulos

em C

M’ —— @ B; —> M — M'[1]

M — ®iep Bl —= M’ —— M[1],

em que B; e Bl sao somandos indecomponiveis de T

Seja T' = {T1,---,T,} um conjunto conglomerado-inclinante. O teorema acima nos
permite definir a mutagao de conglomerado-inclinante y;(7) de 7' como sendo o
conjunto conglomerado-inclinante obtido de 7' retirando 7; e substituindo pelo tinico objeto
T! 2 T; tal que

pi(T) =T\T; U T,

seja um conjunto conglomerado-inclinante.

Teorema 2.11 (| D). Sejam Q wuma aljava finita sem ciclos, Co a categoria
conglomerada, T = {T1,--- ,T,} um conjunto conglomerado-inclinante e Qr a aljava da

dlgebra de endomorfismos Endc, ®7_, T;. Entao,

1i(Qr) = Quyr)-

Exemplo 2.12. Vamos ilustrar o teorema 2.11 para o caso em que T' = { P, P,, P;}. Temos
que Qr =3 — 2 — 1. Como uy(T) = T\{P,} U {752 P}, segue que

po(Qr) = 1 —=2—=3 = Q1)

2.4 A aplicagao de Caldero-Chapoton

Sejam () uma aljava finita sem ciclos com vértices 1,--- ,n e Cg a categoria conglomerada

correspondente. A aplicagao de Caldero-Chapoton | ]
X7 :0bjCq — Q(z1, -+, )
é definida por:

e Para todos M, N € objCq, temos Xyan = X Xn.

e Se P; é isomorfo ao kQ-modulo projetivo indecomponivel associado ao vértice ¢, entao

Xpim = ;.
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e Se V é um kQ-moédulo indecomponivel e d = ), d;o; o vetor dimensao de V', entao

Xy = x(Gu(vnﬁx:“v“ﬁ*aﬁd‘@
r=1

0<e<d

em que x denota a caracteristica de Euler do Q-grasmaniano Gr.(V) e (-,-) denota a
forma de Euler. A caracteristica de Euler é definida via homologia singular e a forma

de Euler foi definida na secao 1.1.7.

Teorema 2.13 (| Il ). A aplicagio de Caldero-Chapoton induz uma bije¢ao
entre os objetos rigidos indecomponiveis da categoria conglomerada Co e as varidveis de
conglomerado da dlgebra de conglomerado Ag. Além disso, um conglomerado-inclinante de

Cq corresponde a um conglomerado de Ag.

Teorema 2.14 (| | caso Dynkin,| Il |). Sejam L e M dois objetos de Cq
rigidos e indecomponiveis tais que dim ExtéQ (M,L) =1, em que Q € uma aljava finita sem

ciclos. Fixado dois tridngulos

M—>B——>L—> M[] e L—>B—>M—=1L[l].

Entao XMXL :XB_I_XB’-



Capitulo 3
c-Frisos

A primeira e a segunda segao deste capitulo sdo baseadas no artigo | ]. Nas
secgoes seguintes, caso nao se faca mencao contraria, os resultados sao todos novos. Na
primeira se¢ao discutiremos informalmente a definigao de friso (frieze pattern de Conway e
Coxeter | I Il |) e a definigao de c-friso | ]. A segunda segao é
dedicada para a defini¢cao formal e propriedades de c-friso apresentadas por Bazier-Matte,
Racicot-Desloges e Sanchez | | que utilizaremos neste trabalho. Nas secgoes
seguintes desenvolvemos a teoria de c-frisos para o estudo de uma nova classe de élgebra de

conglomerado.

3.1 Introducgao e exemplos

Para compreender o conceito de c-friso, primeiramente apresentaremos a ideia intuitiva
de friso que foi introduzida por Coxeter | |. Considere a tabela de ntimeros inteiros

positivos abaixo:

52 1 5,72 1 52 1 5 .-
AN / AN .
1 1M1 ,71 1 1 1 1>™M1 -1
O 0 ov0 O O O 0 O0voO
Podemos observar que a tabela acima ocupa um nimero finito de linhas, cujas bordas sao
compostas de zeros e uns. Tirando a borda composta por zeros e uns, a regra fundamental

que caracteriza esta tabela é que todo losango da forma

Q2
a1 aq

as

29
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satisfaz a regra ayay — asaz = 1. Uma tabela com os bordos compostos de zeros e uns, como
no exemplo acima, e satisfazendo a regra ajas — asaz = 1 é chamada de friso. Esta regra é
chamada de regra unimodular.

Diremos que um friso possui ordem n se ele ocupar apenas n + 4 linhas. Assim, o friso
acima possui ordem 3. Podemos observar também que o friso acima é simétrico por uma
transvecgao: composta de uma translagao e uma reflexao horizontal (a linha pontilhada foi
desenhada apenas para facilitar a visualiza¢do desta simetria). Coxeter | | demonstra
que esta propriedade vale em geral e, consequentemente, todo friso é periddico.

O conceito de friso foi generalizado por Bazier-Matte, Racicot-Desloges e Sanchez
[ | e é chamado de c-friso. Apresentaremos agora a ideia intuitiva de c-friso.

Considere a tabela de ntimeros inteiros positivos abaixo:

<0 0 0 0O 0 0A~0 0O O 0
0111 1 1,711 1 1 1

AN N

6 v2 2 3 4.1 62 2 3
10 \\2 4 10// 2 4 10 N2 4 10 ---
6 §~2 12 -4 4 6 8§ ~2 12 .
4 4 4 44 4 4 4And
0 0 0 vo0 0O 0 0 0 0 vO0
Se enumerarmos as linhas da tabela acima de —1 até 5, é facil observar que a regra para
obter esta tabela é ajay — azas = 2*, em que A depende da linha de a; (ou a4). Em geral,
dado um corpo K e um escalar nao nulo ¢ € K, a regra fundamental para criar um c-friso

sobre K é que todo losango da forma

ag
a1 Qy

as

deve satisfazer a regra —c-modular aia4 — asas = (—C)A, em que lambda é a linha de a;.
Assim, a tabela acima é um exemplo de um —2-friso. Observe que o friso de Coxeter é um
caso particular de c-friso quando ¢ = —1. Entao, de agora em diante, o friso de Coxeter sera
sempre chamado de —1-friso.

Observe que o —2-friso acima nao satisfaz a mesma simetria que o friso, mas continua
sendo periodico. Bazier-Matte, Racicot-Desloges e Sanchez | | demonstraram que

um c-friso de ordem n que possui a penultima linha constante é periddico.

3.2 Definicao formal de c-friso e propriedades

Esta segdo ¢é inteiramente baseada no artigo | |. A tnica diferenga é que em
[ | sdo considerados apenas c-frisos com finitas linhas e, em um primeiro momento,

aqui nao vamos impor esta restrigao.
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3.2.1 c-Friso de ordem infinita e regra —c-modular

Sejam K um corpo e ¢ € K um escalar nao nulo. O polindmio c-recorrente de ordem

r > —1 ¢ definido pela relagao

pi(xlv e 7$7") = x?“pi—l(xla e 7$T—1) + Cpi—Q(:L‘l? e 7xr—2) (31)

com as condigoes iniciais p®; = 0 e pj = 1. A seguir apresentamos os polinémios pS para
1< r <4,

pi(z1) =
ps(w1, 72) = Tm9+c
p5(21, T2, T3) = 11@ox3 + (w3 + 1)
P (21, To, 03, T4) = T1ToT3T4 + CT3T4 + CT1T4 + CT1T2 + CP.
Proposigao 3.1 (| |). Sejam ¢ € K néao nulo e r > 1. Entao,
z, —c¢ 0 --- 0 0
Ty —C 0
. 0 1 a3 0
pr(x17"' 7:[;7"): .
Tr—1 —C
1 T,
Demonstra¢ao. Segue por indugao em 7. O]

Definigao 3.2. Sejam {a;}icz C K € Biog) = {(i,J) € Z*|a < j —i < f}. Um c-friso é
uma fungao f : B_3 ) — K definida por

fi,5) = p§—i+1(ai» L ag).

Por defini¢ao, a linha k£ de um c-friso é composta pelos elementos da forma f(i,i+k —1).
Assim, o intervalo [, ) em By, 5) indica que temos uma tabela que se inicia na linha o + 1
e termina na linha . Muitas vezes vamos considerar esta tabela com infinitas linhas e por
isso denotaremos [, 00). Dado um c-friso f, vamos dispor os elementos da imagem de f da

seguinte forma:

fli—2,i—4) fli—1,i—3) f(i,i—2)
fi—3,i—4) fli—2,i—3) fli—1,i—2)

f(i—3,i—3) fli—2,i—2) fi—1,i—1)
fli—4,i—3) f(i—3,i—2) fli—2,i—1)

fli—4,i—2) f(i—3,i—1) fi—2,9)

fi—5,1—2) fli—4,i—1) f(i—3,1)
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Observagao 3.3. Seja f um c-friso. Entao,
(a) f(i,i—2)=p_1 =0 paratodoi € Z, ou seja, a linha —1 é composta apenas por zeros;
(b) f(i,i —1) =po =1 para todo i € Z, ou seja, a linha 0 é composta apenas por uns;

(¢) f(i,1) = p°(a;) = a; para todo i € Z, ou seja, a linha 1 é composta pelos elementos

{ai}icz C K utilizados na defini¢ao do c-friso f.

Provaremos no item (c¢) da proposi¢ao 3.4 que um c-friso f definido da forma apresentada
aqui satisfaz a regra —c-modular que discutimos na primeira secao deste capitulo, ou seja,

provaremos que cada losango da forma

f(iaj_ 1)
f(Z_ 1?])

satisfaz a regra —c-modular f(i — 1,5 — 1)f(i,5) — f(i,5 — 1) f(i — 1,5) = (—c)i 1,
Proposigao 3.4. Seja f um c-friso e (i) € Bjos). Entio,

(a) f(i,4) = f(i,j —Va; +cf(i,j—2)

(0) f(i,j) = aif(i+1,j)+cf(i+2,7)

f=1,7-=1) f(,j—1)

(c) (regra —c-modular) = (—c)iH!

fi—=1,5) [, 7)
Demonstracao. O item (a) segue pela defini¢ao de c-friso. De fato,
f<Z7j) = pc(a'ia e aaj)

p(ai, -+ aj-1)a; +cp(a;, -, aj—2)

= f(Z,] - 1)aj+cf(i7j _2)

Provaremos o item (b) por inducdo em j. Como os elementos da linha —1 s@o todos nulos
e os elementos da linha 0 sao todos iguais a um, temos que f(i +2,i) =0e f(i + 1,7) = 1,
donde f(i,4) = f(i,4)f(i + 1,4) + cf(i + 2,4). Se j =i+ 1 entao o item (a) implica que

f(’L,Z—i—l) = aiai+1+cf(i7i_1)
aiaiﬂ—l—c
= aif(i+1i+ 1) +cf(i+2,i+1).

Assim, temos que o resultado em (b) vale para j =i eparaj =i+ 1. Sejaj >i+1e

suponha por indugdo que o resultado vale para j' < j. O item (a) implica que

cf(i+2,5) =cajf(i+2,j—1)+Af(i+2,5—2).
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Usando a hipotese de indugao no lado direito da igualdade acima, reorganizando e aplicando

novamente o item (a), temos as seguintes igualdades

Fi+2.5) = a (f(z',j D —aflit1) - 1>) s c(fu,j ) —afli+1,) - 2))
= %f@j—D+wﬂ@¢—®—a<%f@+Lj—1ij@+Lj—m)

Provaremos o item (¢) por indugdo em j. Para j = i, segue do item (a) que

= Q;—1Q; — f(l — 1,7/) = —C.

‘f(i—l,z’—l) fivi—1) ‘:‘ a1
fli=1,9) f(i,7) fli=14) a

Entao, suponha por inducao que

f=1,3-2) f(i,j—2)
f=1,7=1) f(i,j—1)

Assim, usando a linearidade do determinante e aplicando a propriedade do item (a) para os

= (—ep~

elementos f(i —1,7) e f(i,7), temos que

(i_lvj_l) f(l,]—l)

= a0 T S
(i—1j—-1) f(i,j—1)

f=1,7-1) f(i,j—1)
fi—=1,7) f(i,5)

+c‘ ;(z‘—u—l) fi.5=1)

f
f (1-1,7-2) f(i,j—2)

fli=1,7-1) f(i,j—-1)

= c| | = —c(—c)i~i = (—c)i~it!

3.2.2 c¢-Friso de ordem n

Na definicao de c-friso estamos permitindo que um c-friso tenha infinitas linhas.
Apresentaremos agora a defini¢ao de c-friso de ordem n, que possui n + 4 linhas enumeradas
de —1 até n + 2.

Definicao 3.5. Sejam K um corpo e ¢ € K nao nulo.

(a) Um conjunto {a;}iez C K é dito n-admissivel se para todo ¢ € Z, temos que

pz+2(aia T 7ai+n+1) =0
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(b) Seja {a;}iez C K um conjunto n-admissivel. Um c-friso de ordem n é uma fungao

f i B2 ny2) — K definida por
f(za.]) = p;—i—&—l(aia T 7aj)‘

Observagao 3.6. Assim como em um c-friso com infinitas linhas, um c-friso f de ordem n

possui as seguintes propriedades:

e f(i,i—2) =p_1 = 0 para todo i € Z, ou seja, a linha —1 é composta apenas por zeros;
e f(i,i—1)=py=1paratodo i € Z, ou seja, a linha 0 é composta apenas por uns;

e f(i,i) = p°(a;) = a; para todo i € Z, ou seja, a linha 1 é composta pelos elementos

{ai}iGZ-

e um c-friso f de ordem n possui as propriedades da proposicao 3.4. Em particular, f

satisfaz a regra —c-modular.

Além disso, como o conjunto {a;};cz na definicdo de c-friso de ordem n é um conjunto

n-admissivel, f possui a linha n + 2 constituida apenas por zeros, pois satisfaz a igualdade
fli+n+1)=p; o0, - digns1) = 0.

Proposicao 3.7. Dado um c-friso de ordem n, existem s,t € K tais que a linhan+1 € da

forma:

com s,t, tais que st = (—c)" 1.

Demonstracao. Vimos na observagao anterior que os elementos da linha n + 2 de um c-friso
de ordem n sao todos iguais a zero, donde f(i,i+mn+1) = f(i+1,i+n+2) =0 para todo

1 € Z. Entao, a regra —c-modular implica que
fli+n)fli+1li+n+1)=(—c)""=fli+1Li+n+1)f(i+2,i+n+2).

Como ¢ # 0, temos que f(i+ 1,7 +n + 1) # 0. Portanto, dividindo a equagao acima por
flE+1,i4+n+1), segue que f(i,i+n) = f(i+2,i+n+2) para todo i € Z, ou seja, a linha

n+ 1 de um c-friso de ordem n possui a forma indicada no enunciado desta proposicao. [

No que segue, usaremos a notagao s e t utilizada na proposi¢ao 3.7 para os elementos
da linha n 4+ 1. Podemos assumir que f(0,n) = s e f(1,n+ 1) = t. Entao, temos que
f(2i,n+2i)=se f(2i+1,n+2i+ 1) =t para todo i € Z.
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3.2.3 Lema de transvecgao e periodicidade de um c-friso

Nesta subsecao enunciaremos o lema de transveccao, o teorema de pseudo-periodicidade e
um corolario sobre a periodicidade de um c-friso. Por fim, apresentaremos a demonstracao

de um lema técnico que utilizaremos adiante neste trabalho.

Lema 3.8 (Lema de transvecgao). Os elementos da linha A de um c-friso de ordem n podem

ser expressos em termos dos elementos da linha n — XA+ 1, e vice versa, da sequinte forma:

PAYY
f@m2%+A—1%:(;)f@m+A+1ﬂ%+n+1)
A
. . —C . .
f(2ip+ 1,2ip+ A) = ( S) f2ig + XN+ 2,2ip +n + 2).
Em | | o lema de transvecgao 3.8 foi demonstrado por indugdo em A.

Vamos omitir esta demonstragao aqui, pois conseguiremos uma demonstragao mais simples
utilizando uma generalizagao da regra —c-modular que apresentaremos na proposicao 3.21,
na proxima secao.

Para compreender melhor o lema de transvecgao, considere o seguinte diagrama:

£(0,0) f(n,n) fin+1,n+1) f(n+2,n+2)

f0,n—1) f(,n) f(2,n+1) fn+2,2n+1)

Podemos verificar facilmente que os elementos representados nas regives f(Ay) e f(Ag) do
diagrama acima estao relacionados pelo lema de transvecgao. Por exemplo, para ig = 0 e

1 < X < n, a primeira equagao do lema de transvec¢ao nos mostra que

f(0,0) = _ch(2,n+1)
F0,1) = L3 n+1)

t

foon—1) = S fn+1,n+1).

t

Observacao 3.9. No caso s =t = —c = 1, o lema de transvec¢ao demonstra que a linha A
da regido f(Ay) ¢ idéntica a linha n — A+ 1 da regidao f(Ag), ou seja, um —1-friso de ordem
n é simétrico por uma composta de uma transla¢do com uma reflexdo horizontal (por isto

recebe o nome de lema de transvecgao).
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Diremos que um c-friso é periédico com periodo k se f(i + k,j + k) = f(i,7) para
todo (4, j) € B|_2,«), € k & 0 menor inteiro positivo com esta propriedade. Vimos na primeira
secao deste capitulo dois exemplos de c-frisos periddicos com periodo n 4+ 3. No proximo

exemplo apresentaremos um 2-friso de ordem 3 que nao é perioédico.

Exemplo 3.10. O seguinte exemplo é um 2-friso de ordem 3.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 -3 4 0 -2 12 -5 -16 0
10 5 10
1 5 2 2 3 4 1 5 2
2 1 1
2 -3 —12 3 16 0 8 —%
2 8 2 8 2 8 2
0 0 0 0 0 0
Em | |, o lema de transveccao 3.8 ¢ utilizado para estudar a periodicidade de
um c-friso. Enunciaremos abaixo os dois principais resultados obtidos em | | que

utilizaremos neste trabalho.
Teorema 3.11 (Pseudo-periodicidade). Seja f um c-friso de ordem n. Entao,

a) Se a linha X\ € par, entao
fl,i+A=1)= fi+n+3,i+X+n-+2),para todo i € Z.

b) Se a linha X € impar, entao

(_C)n—H
t2

f(2,2i+ X —1) = f(2i+n+3,2i + X+ n+2), para todo i € Z;

(_ )n+1
F2i+1,2i4+)) =

5—f(2i+n+4,2i+ A +n+ 3), para todo i € Z.
s

Corolario 3.12. Um c-friso de ordem n com s =t € periddico com periodo um divisor de
n+ 3.

Exemplo 3.13. O seguinte exemplo é um —2-friso de ordem 3, periédico com periodo 3.
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Dado um c-friso f de ordem n, os elementos das linhas —1, 0 e n+2 de f sao conhecidos
e dado um elemento da linha n + 1, podemos determinar os outros utilizando a proposi¢ao
3.7. Entao, considerando apenas as linhas 1,2, --- ,n, vamos discutir como utilizar o lema de
transvecgao 3.8 e o teorema de pseudo-periodicidade 3.11 para obter todos os elementos de
um c-friso f de ordem n a partir de um subconjunto finito de f(Bjy,)). Para isto, considere
os conjuntos A}, A~ C By, definidos por

A= {(27]) € B[O,n)|r <1 S]S 7’+7’L}

T

A ={(,7) €Bpplr+1<j—n<i<r-+n+2}

Entao, os conjuntos A,;(n +3) € Az( k € Z, formam uma particao de By ). Podemos

n+3)’
representar graficamente esta particao da seguinte forma:

Vamos verificar no préximo lema que podemos obter todos os elementos de f(Bjo)
a partir dos elementos do conjunto f(A;). Vimos anteriormente que podemos obter os
elementos de f(AJ) a partir dos elementos de f(A;) utilizando o lema de transveccio.
Entao, podemos separar em dois casos: primeiro provaremos que os elementos de f (A,;(n +3))
podem ser obtidos a partir dos elementos de f(A, ); em seguida provaremos que os elementos

de f (A:( podem ser obtidos a partir dos elementos de f(Ag).

n+3))
Lema 3.14. Sejam A, e At os subconjuntos de By, definidos acima. Entao,

(1) se (i,)) € Ayys), k € Z entio existem k', k" € Z e (io, jo) € Ay tais que

stioio = (C27) (S )

S

(i1) se (i,7) € A;(MB), k € Z, entao existem k', k" € Z e (i, jo) € Ay tais que

[f(io, jo) = ((_@nﬂ)k/ <(_C)n+l>k” [, 7)

12 52

Demonstragao. Seja (i,7) € Ay, € considere (i, jo) € Ay da forma

(0, Jo) = (i = k(n +3),5 = k(n +3))
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para algum k € Z. E claro que os elementos f (i, jo) pertencem a mesma linha A = jo—ig+1
de f. Dessa forma, vamos aplicar o teorema de pseudo-periodicidade 3.11 para relacionar
estes dois elementos da forma descrita no item (i).

Caso A par: Pelo item a) do teorema de pseudo-periodicidade segue que
f@, ) =f@"+n+3,5+n+3)

para todo (¢',j’) com X' = j* — i’ 4+ 1 par. Como estamos nestas condigdes podemos aplicar
|k|-vezes esta formula e teremos f(¢',j") = f(i' + k(n + 3),j + k(n + 3)). Em particular,

para (i, j") = (io, jo) temos que

fio, jo) = flio + k(n+3),jo + k(n+3)) = f(i,7).

Assim, esta provado o item (i) no caso A = jo — ip + 1 par.

Faremos algumas consideragoes antes de provarmos o caso A impar. Para provar este caso
usaremos as duas formulas do item (b) do teorema de pseudo-periodicidade. Para utilizarmos
estas formulas para um elemento f(i’, '), com X = j* — ¢ + 1 impar, necessitamos analisar
se ¢’ é par ou impar.

Caso 1 (¢’ par):

f(v/ A (_C i -/ 3 -/ 3
ZJ)——7T—ﬂ2+n+,j+n+).
Caso 2 (¢' impar):
f(-/ AN (_C>n+1 -/ -/
)= 5[ +n+3,j +n+3).

Assim, vemos que ambas as formulas do item b) do teorema de pseudo-periodicidade somam
(zot?
t2 )

n+ 3 nas coordenadas do lado esquerdo da equacao e multiplicam ora pela constante

_\n+1 . . . , .
ora { ';)2 , fazendo que ao aplicarmos diversas vezes consecutivas esta férmula, necessitamos

saber em cada passo se o numero ¢ + [(n + 3) é par ou impar. Feitas estas consideragoes,
provaremos o caso A impar por indugao em k. Para k = 0 é trivial pois (i,7) € A;. Para
facilitar a compreensao vamos fazer ainda o caso k=1¢ k= —1.

Caso k = 1: neste caso, para iy par basta considerar a féormula do caso 1 acima com
(7', 4") = (0, jo) e para i impar basta considerar a formula do caso 2 acima com (7', j') =
(40, Jo)-

Caso k = —1: este caso segue também das duas formulas acima, mas tomando (7', j') =

(i, 5):

(—C n+1 (—C n+1

—5—fli+n+3,j+n+3)= t—lf(ioajo)-

ou
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—c n+1 . . —c n+1 . .
O fitn+3,5+n+3) = 0 i, o).

fi,4) =

Notemos que o caso k negativo é similar ao caso k positivo. Por este motivo faremos

apenas o caso k > 0.

Vamos supor que (4, 7) € Ay 43

i—(n+3),7—(n+3)) €A , pela hipotese de inducao temos que existem k', &’ € Z
k(n+3)

) € que a formula do item (i) vale para k > 0. Como

e (io, Jo) € A, tais que

Flior o) = ((‘CW)M (<‘C)”H)k" fli—(n+3),7 - (n+3).

2 52

Tomando (i',7) = (i — (n + 3),j — (n + 3)) podemos utilizar uma das equagdes do caso 1

ou 2 acima, dependendo se ¢ — n + 3 é par ou impar:

Fli— (0435 (n+3) = 0 (i)

ou

- - (=t
f(l (n+3)7] (TL—|-3)) - 82 f(Z,]),

provando assim a formula em (7). A prova em (i7) é analoga.

3.2.4 Seccao de c-frisos

Para terminar esta secao, vamos discutir como determinar todos os elementos de um c-friso

conhecendo apenas alguns elementos especificos. Antes precisamos de uma definicao.

Definigao 3.15. Uma secgao X de um c-friso f de ordem n é um subconjunto de elementos

da imagem de f tais que, se f(i,7) € ¥ entao
(a) ou f(i,j—1)€Xou f(i+1,5) € ¥;
(b) ou f(1—1,j) € X ou f(i,j+1) € ¥;
(c) ¥ possui apenas um elemento da linha 1.

Observagao 3.16. Como os elementos das linhas —1, 0 e n + 2 de um c-friso sao conhecidos,

vamos considerar que uma sec¢ao X possui apenas elementos nas linhas de 1 até n 4 1.

Exemplo 3.17. O diagrama abaixo representa a imagem de uma seccao ¥ do 2-friso de

ordem 3 apresentado no exemplo 3.10

—12
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Diremos que sec¢ao ¥ de um c-friso f é uma secgao diagonal se todos os seus elementos
sao da forma f(ig,j) com g fixado ou f(i, jo) com jy fixado. Denotaremos por f(ig,*) se
¥ é uma secgao diagonal da forma f(ig, j) com iy fixado. Analogamente, denotaremos por

f(*, 7o) se X é uma secgao diagonal da forma f(i, jo) com 7j, fixado.

Exemplo 3.18. O diagrama abaixo representa a imagem de duas secgoes diagonais do

—2-friso de ordem 3 do exemplo 3.13.

3 3
1 e 22
2 16
4 4
Em | | € demonstrado que um —1-friso é inteiramente determinado por seus
elementos em uma secgdo diagonal. Em | | este resultado é generalizado para
c-frisos. Mais precisamente, ¢ demonstrado em | | a seguinte proposigao.

Proposicao 3.19. Um c-friso de ordem n € inteiramente determinado por uma sec¢ao de

elementos nao nulos.

Em | |, eles provam esta proposigao utilizando as regras demonstradas na
proposicao 3.4 para escrever os outros elementos do c-friso em fungao dos elementos de uma
sec¢ao de elementos nao nulos. Omitiremos a demonstracao da proposigao acima dada em
[ |, mas apresentaremos outra demonstragao utilizando uma generalizagao deste

resultado na proposicao 3.28.

3.3 Caracterizagao de um c-friso

A partir desta se¢ao apresentaremos os principais resultados deste trabalho. O objetivo desta
secao é apresentar uma caracterizagao de um c-friso em termos das propriedades apresentadas

na proposicao 3.4 e da regra —c-modular generalizada que vamos definir adiante.

3.3.1 Regra —c-modular generalizada

Consideremos os 6 elementos de um c-friso representados na figura 3.1, em que a linha
horizontal representa a linha —1 de um c-friso f.
Na proposicao seguinte demonstraremos que estes seis elementos de f estao relacionados

pela regra —c-modular generalizada:

fli—ki—24X) fli,i—2+))

= (=i = ki = 2)f (i + A ). .
f(i = k. ) gy | T CNERi=DfEEAD) (32)

em que (i,5) € Booe), F>0e 0 <A< 5 —i+ 1.
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N 7

. s N'Y s
JO=kE=20 i 24 ) L
Fli—ki—2+0% O\ A fG+AG)
RN F (%)
K3
Figura 3.1:

Veja que para obtermos a regra —c-modular a partir da regra —c-modular generalizada
basta tomarmos k =1 e A = j — i + 1, pois assim os elementos f(i — k,i —2) e f(i + A, j)
pertencem a linha 0. Logo, segue da definigao de c-friso que estes sao iguais & um. Assim,

temos a igualdade:

' f(Z - 17j - 1) f(’l,j o 1) _ (_C)jfz#lf(z- _ Li _ Q)f(] + 1,j) — (_C>j*i+1'

Essa nova formula permite entao a obtencao dos mesmos resultados obtidos com a regra
—c-modular. Porém, ela vai além disso. Este resultado generaliza o lema de transvecgao.
Para ver esta propriedade para a primeira férmula do lema de transveccao 3.8, tome i =

2ip+ 1, k=1¢e j = 2ig +n + 1 na regra —c-modular generalizada. Temos entao

= (—c)*f (240, 2i0 — 1) f(2ig + A+ 1,2ip +n + 1).

f(2i0, 20+ A—1)  f(2io+ 1,2i0+ \)
f(2i0, 20 +n+1) f(2ig+1,2i0+n+1)

Como f(2ig+ 1,2i9 + n + 1) esta na linha n + 1, entao vale t pois 2ig + 1 é impar (veja
observagao sobre a linha n + 1 ap6s a proposi¢ao 3.7). ja o elemento f(2ig, 2ig +n + 1) vale

zero pois esta na linha n + 2. O elemento f(2ig,2ig — 1) vale 1 pois esta na linha zero.

Observagao 3.20. A segunda igualdade do lema de transvecgao segue da regra —c-modular

generalizada com ¢ = 2ig+ 2, k=1¢e j = 2ip+n + 2.

Esta nova propriedade que observamos nos c-frisos, além de generalizar estas duas
propriedades que descrevemos acima, serd de grande valia no estudo e compreensao da
nova classe de algebras que introduziremos no capitulo 3, as algebras c-conglomeradas.

Denote por D, (i, j, k) o determinante da regra —c-modular generalizada, ou seja,

Fli—ki—24N) f(i,i—2+\)

D)\(i7j7 k) = ’
em que (4,7) € Bjgo), k> 0e 0 <A< j—i+ 1. Antes de provarmos a regra —c-modular
generalizada, cabe algumas observagoes sobre este determinante.

Aplicando a proposicao 3.4(a) para os elementos f(i —k, j) e f(i,j) da segunda linha do

determinante D, (1, j, k) obtemos as equagoes
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f(l_kaj):a’]f(l_kvj_1)+Cf<l_k7]_2)

Substituindo em Dy (i, j, k), e usando a linearidade do determinante, segue que

DAGLAK) = 4 Fli—ki—2+N) f(z’,i—2+)\)‘+C'f(i—k,i—2+)\) Flii—2+ )

fli—k,j—=1) fl,5=1) fli—Fk,j—2) fli,5=2)

= ajD)\<i,j —1,k) +eDx(i,j — 2,k).

Analogamente, aplicando a proposi¢ao 3.4(b) para os dois elementos da primeira coluna de

D,(i,7, k), podemos provar que
DA<i7j7 k) = ai*kD)\<Z-7j7 k — 1) + CDA(i7j7 k — 2)

Proposigao 3.21 (regra —c-modular generalizada). Sejam f um c-friso e (i,7) € By ).
Sek>0e0< A< j—1i+1, entao

fli=ti=240) fGi=2+N|_ oo
DN fa-) £(i.9) A
flo—Fkyi—=24X) f(i,i—2+\) eV — kg — ; .
o |0 I s coprti ki =2 )

Demonstracao. Provaremos o item (a) por indugdo em j. Usando a notagdo D, (4,7, k)
para o determinante da regra —c-modular generalizada, temos que provar que D, (i, j,1) =
(—c)*f(i+ A, j). Caso j =i, temos que 0 < A < 1ecaso j =i+ 1, temos que 0 < \ < 2.
Independente do valor de j, se A = 0 o resultado ¢é trivial e se A = 1 o resultado segue pela

propriedade 3.4(b). De fato, para A = 0 temos que

Dyfi 1) = 'f@'—w—z) f(i,i—2)‘

fi—=1,5) )

Para A = 1 temos que

D i) = ‘f(i—l,z’—l) f(i,i—1)|

fi—1,7) )

= a1 f(1,7) — f(i = 1,7).
Mas, pela propriedade 3.4(b), temos que f(i — 1,7) = a;—1f(¢,5) + cf(i + 1,5). Logo,

substituindo acima, segue que D1 (i,j,1) = —cf(i + 1, j). Entao, para terminar de verificar
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o primeiro passo de inducao, falta verificar para j =7+ 1 e A = 2. Mas, observe que caso
A =j—1+1 aequagao do item (a) é a regra —c-modular, em particular, vale para j =i+ 1
e A = 2. Assim, provamos que o item (a) vale para j =i e para j =i+ 1. Para terminar a
demonstracao do item (a), considere j > i + 1 e suponha por indugdo que o resultado vale

para j' < je 0 <\ <j—i. Entdo, para0 <\ < j— i, temos que
Dy(i,7,1) = a;Dx(i,7 —1,1) +cDy(i,7 — 2,1)
= CL]'(—C)Af(’i + )‘7.7 - 1) + C<_C)>\f(i + )‘7.7 - 2)
= (A = Dy +efli 40T - 2)
= (=) f(i+ A j)
Como ja observamos anteriormente, caso A = j — i + 1 segue pela regra —c-modular.
O item (b) segue por inducdo em k. De fato, if & = 0 o resultado é trivial e se k =1 o

resultado segue pelo item anterior. Seja k > 1 e suponha que o resultado vale para k' < k,

entao

DA(i,j, k) = ai,kD,\(i,j, k — 1) + CD)\(i,j, k — 2)
= ap (=)l —k+1,i=2)f(i +XJj)+c(=c) i —k+2,i—2)f(i+ )\ 7)

— (—c))‘<ai_kf(i—k:+1,z'—2) +cf(i—k+2,i—2))f(z’+/\,j)
= (=) fli—k,i—2)f(i+\j).

3.3.2 Caracterizagao de um c-friso

No teorema seguinte apresentamos uma caracterizagao para um c-friso que nao possui

elementos nulos fora da linha —1.

Teorema 3.22. Sejam K um corpo, ¢ € K um escalar nao nulo e [ : B_3 ) — K uma
fungao, em que f(i,i—2) =0 e f(i,i —1) =1 para todo i € Z . Se f(i,7) # 0 fora da linha

—1 (ou seja, para j —i+1>0), sdo equivalentes:

(1) f € um c-friso;

(i) $.5) = £d VI Gog) + el G — 2), para todo (i ) € By
(131) f satisfaz a regra —c-modular;

(v) f satisfaz a regra —c-modular generalizada.

Demonstrag¢ao. Supondo que vale (i), segue diretamente da proposigao 3.21(b) que vale (iv).

Vimos no comego desta se¢ao que (iv) = (ii7).
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Para provar que (i77) = (i), seja (4, ) € Bjgo). Vamos provar por indugao sobre k = j—i.
Se k = 0 temos j = i, mas como f(i,i — 1) =1e f(i,7 —2) = 0 para todo ¢ € Z, temos que
f(i, i) = f(i,i —1)f(i,i) + c¢f(i,i — 2) para todo i € Z.

Suponhamos por indugao que vale a igualdade em (i7), para j — ¢ = k, isto &,
fl+1,7+1)=f(i+1,j)aj +cf(i+1,5—1),

em que aj41 = f(j + 1,7+ 1). Como, por hipétese, f satisfaz a regra —c-modular, temos

que

= FD) S+ L Dagn +ef (1) f G+ 1 — 1) = (=ep =+

Usando a regra —c-modular, temos que f(i,j)f(i+1,7—1) = f(i,7—1)f(i+1,5)— (—c)' "

Substituindo na equagdo acima e dividindo por f(i + 1, j) obtemos

f(@vj—f_ 1) = f(le)a]-‘rl +Cf(27] - 1)

Provaremos agora que (i) = (i). Para provar que f é um c-friso, vamos mostrar que
f(i,7) = pj—it1(as, - -+ ,a;), em que ap = f(k, k) e pj_iy1 € o polindmio c-recorrente definido
pela equagao (3.1). Provaremos por inducao em j. Caso j = i, temos que f(i,1) = a; = p1(a;),
e entao

Fi+1) = f(i, ) fi+1,i+ 1) +cfli,i— 1) = aqaips + ¢

logo f(i,i+ 1) = p(ai,ai11). Pela propriedade (ii), segue que f(i,5 + 1) = f(i,7)a;41 +
cf(i,j — 1), logo, pela hipotese de indugao segue que

fl,j+1) = pjmiyi(ai, -+, a5)a41 + cpj—iai, -+, a;-1)

iji+2(ai, T ;Clj+1)

]

Segue abaixo uma caracterizagao de c-friso de ordem n que nao possui elementos nulos

fora das linhas —1 e n + 2.

Corolario 3.23. Seja K um corpo, 0 # c € K e f : Bi_gn42) — K uma fungio, em que
fli,i—2) = f(i,i+n+1) =0 e f(i,i—1) = 1 para todo i € Z. Se f(i,j) # 0 para

(i,7) € Bpont1), entao sao equivalentes:

(1) f € um c-friso de ordem n;

(i0) f(i,3) = f(i,5 = 1)f(5,5) + cf(i,5 = 2), para todo (i, 7) € Bjons2);

(13i) f satisfaz a regra c-modular;
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(v) f satisfaz a regra c-modular generalizada.

Demonstracao. As implicagoes (i) = (iv) = (iii) = (ii) ja foram provadas no Teorema
3.22.

Provemos agora que (ii) = (7). Definindo ay = f(k, k), temos que provar que f(i,j) =
Pj—it1(ai, -+ ,a;), e que o conjunto {ay}rez é n-admissivel, em que p;_;;1 € o polindémio
c-recorrente definido pela equagao (3.1). Provaremos por indugao em j. Caso j = i, temos

que f(i,4) = a; = p1(a;), e entao
Fli+1) = fl,)fGi+1i+1) +cf(iyi—1) = azai, +c

logo f(i,i + 1) = p(a;,a;11). Pela propriedade (i), segue que f(i,j + 1) = f(i,5)aj+1 +
cf(i,j — 1), logo, pela hipdtese de indugao segue que

fli,j+1) = pj_iyalas, -+ ,a;)a41 + cpj_iai, -~ ,aj_1)

pj7i+2<ali7 T ,Gj+1)

Além disso, {ay}rez ¢ n-admissivel pois
Prt2(@is -+ s Qigng1) = f(i,i+n+1)=0

]

No exemplo 3.10 temos um 2-friso de ordem 3 que possui zeros fora da linha —1 e da

linha 5. Assim, terminamos esta se¢do com uma conjectura.

Conjectura 3.24. No teorema 3.22 e no coroldrio 3.23 podemos excluir a hipdtese f(i,j) #

0 para todo (i,7) € Bjo ooy (ver exzemplo 3.10).

3.4 c-Friso de ordem n e triangulagoes de P, 3

Nesta se¢ao mostraremos como construir um c-friso de ordem n associado a uma triangulagao

de P, 13. Para isto, considere o conjunto
Ay ={(4,J) € Bpnl|0 <i<j<n}
Observe que como (0,7) ¢ By, temos que (0,n) ¢ Ay, logo, podemos definir a bijecao

v: Ay — {diagonais de P,3}

(i,7) = d; jta.

Antes de demonstrar o principal resultado desta segao (Teorema 3.27), vamos discutir

em detalhes um exemplo de como construir um c-friso a partir de uma funcao f': X — K,
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em que X C A, é um conjunto com n elementos tal que 1(X) é uma triangulacdo de P, ;3

e f'(X) é livre sobre Ky(c), em que Ky denota o subcorpo primo de K.

Exemplo 3.25. Sejam ¢ € Q, K = Q(y1,v2,y3,v1) e X = {(1,1),(1,3),(3,3)}. Defina uma
fungao ' : X — K por f'(1,1) = y1, f'(1,3) = y2 e f(3,3) = y3. Queremos estender a
funcao [’ para um c-friso f : B_5 — K de ordem 3.

Pelo corolario 3.23, sabemos que para estender f’ para um c-friso, basta estender f’ para
uma funcao que satisfaz a regra —c-modular. Para isso, procedemos como segue.

Como a linha —1 e a linha n + 2 de um c-friso de ordem n sao compostas apenas por
zeros, temos que definir f(i,i—2) = f(i,i4+4) = 0 e como a linha 0 é composta de uns, temos
que definir f(i,i — 1) = 1. Como queremos que f seja um c-friso, definindo f(0,3) = y4, a
proposicao 3.7 indica como deve ser definida a linha 4 de f. Mais precisamente, a linha 4

de f é da forma

va Ya " Y4 m Y4 m Y4

Observe que poderiamos ter escolhido qualquer f(0,3) = s # 0, mas escolhemos s = y, pois
serd conveniente para nossos objetivos adiante neste trabalho.
Se definirmos f(1,1) = f'(1,1), f(1,3) = f'(1,3) e f(1,2) = #-2 podemos utilizar a

regra —c-modular para determinar os elementos restantes. Por exemplo, definimos

f(,2)f(2,1) - _l(yQ—cyl_@:yz—cyl—cyg
f(1,1) Y1 Ys Y1Ys

f(2,2) =

A figura abaixo mostra uma parte dos elementos de f(Bj_25)) obtidos usando a regra

—c-modular. Observe que f(3,3) = f/(3,3), logo f|x = f".

1 1 1 1 1
yay1+c?ys—cyo y2—cy1—cys
Y1y2 o Y1Y3 Ys
yay1+c3ys y2—cy1 y2—cys
Y2 Y3 Y1
yay2 —c(yay1+c?ys)
Ya

Yy2y3
Ys

Observe que, no exemplo acima, 1(X) é uma triangulagao de P, 3. No proximo teorema
demonstraremos que podemos determinar um c-friso a partir de um conjunto X C A com n

elementos, tal que (X)) seja uma triangulagao de P,y 3.

Lema 3.26. Sejam yy, - ,y, € K algebricamente independentes sobre Ky(c). Se g € um

polindmio em n—1 varidveis sobre Ko(c) tal que g(y1,- -+ ,Yn—1) % 0 entao y1, -+ , Yn—1,Y,, =

W sao algebricamente independentes sobre Ky(c).
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Demonstrag¢ao. Vamos supor que a extensao de

KO(C)(yh U 7yn*1) C K0<C)<y17 5y Yn—1, y:z)

seja algébrica.  Neste caso existiria um polindmio p(z) = > ja;z" com a; €
Ko(€)(y1,--+ ,yn—1) tal que p(y,) = 0. Como g(y1,---,yn-1)

bi =ai(g(y1, ++ ,yn—1))" # 0. Defina p/(z) = >_7_, bix" ", entdo

;é 0, temos que

r—i

Pyn) = 2isobily

n)
az(g Y1, "7yn 1)

Zz 0
= Yn i@y )
( 0

= Ypp(Yn) =
0o que é um absurdo, pois y, € transcendente sobre Ko(c)(y1, - ,Yn—1). Entdo, y,
é transcendente sobre Ky(¢)(yi, - ,yn—1). Portanto, temos que 1, -+ ,Yn_1,y, S@0

algebricamente independentes sobre Ky(c).
[

Teorema 3.27. Sejam X = {x,--- ,x,} C Ay tal que Y(X) seja uma triangulagcio de
Pnis e fr: X U{(0,n)} — K uma fungao tal que os elementos da imagem de f' sejam
algebricamente independentes sobre K(c), em que Ko denota o subcorpo primo de K. Entao

existe um c-friso f de ordem n tal que f|x = f'.

Demonstragao. Defina f(i,i—1) =1, f(i,i—2) = f(i,i+n+1) = 0 para todo i € Z. Assim,
temos definidas as linhas —1,0 e n + 2. Como queremos definir f para que seja um c-friso,
definindo f(0,n) = f’(0,n), a proposi¢ao 3.7 nos diz como definir a linha n + 1: usando o
fato de que f'(0,m) # 0, podemos definir os outros elementos da linha n + 1 pela expressao
st = (—c)"*™ em que s = f/(0,n).

Caso ¢¥(X) = {do2, -+ ,dont1}, entdo pela definigho de @, temos que X =
{(0,0),---,(0,n — 1)}. Podemos supor que z, = (0,7 — 1), para 1 < r < n. Defina

f(z.) = f'(x,), isto &, os elementos a seguir estdo determinados:

1 1 1
f(z1) *
f(z2)
f(@n-1)
* f(zn)
S t S

Para definirmos os elementos f(1,1) e f(—1,n — 2), ambos denotados por (%) na figura
acima, utilizamos a regra —c-modular. Uma vez determinados estes elementos, podemos

utilizar a regra —c-modular novamente para determinar os elementos f(1,2) e f(—1,n—3),
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entao, procedendo desta forma, obtemos uma fungao f : Bi_,42) — K que satisfaz a regra
—c-modular e f|x = f’. Pelo corolario (3.23) f é um c-friso de ordem n tal que f|yx = f’.

Caso (X)) # A :={dpa,- - ,don+1}, vamos utilizar os elementos de f'(X) para definir
uma fungao

froT (A)u{0,n)} = K

tal que os elementos da imagem de f” sejam algebricamente independentes sobre Ky(c) e
utilizar o caso anterior com f” no lugar de f’ para estender f” para um c-friso f de ordem
n.
Pela proposicao 1.17(a), existem elementos ri,79,--- 7, € {1,2,--- ,n}, dois a dois
distintos, tais que
Hr © Hrpy © o 0 fry (P(X) = A,

em que m é o namero de diagonais de (X )\A, ou seja, cada mutagao troca uma diagonal
d" € ¥(X) que ndo estd em A por uma nova diagonal que pertence & A. Vamos introduzir

algumas notacgoes:
o Aj=p(X);
o A= puy - pr, (P(X)), para 1 <1 <m;
b d;l = flz’pAl_l(d”)
o Fy=umf
o« F=imf\(f oy ({d, o d 1) U o ({dy, o i }) para 1 <1< m.

Vamos provar por indugao em [ que podemos definir f” em )~ (AJNA) tal que o conjunto
F} seja algebricamente independente sobre Ky(c).

Para (0,7) € v Ay N A)U{(0,n)}, defina f”(0,7) = f'(0,7). Como Fy = imf’, o
primeiro passo de indugao esté provado.

Suponha por indugao que f” esteja definida em ¥ ~'(A) ; N A) e que os elementos do
conjunto F;_; sejam algebricamente independentes sobre Ky(c). Sabemos que a mutacao i,
troca a diagonal d" de Aj_; pela diagonal d;, € A. Entao, vamos descrever como definir
o i(d).

Supondo que d" = d; j;2, temos a seguinte situagao em A;_; :

0 i

J+2 i+ A

ou seja,

w_l(d;z) = ¢_1(ﬂipm_l(dn)) = (doirn) = (0,i — 2+ N).
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Observe que as arestas do quadrilatero QAL1(dm) acima podem ser diagonais de A; ; ou
arestas de Py,13.

Caso as arestas de qA;_l(d“) sejam todas diagonais de A;_; , lembrando que o dominio
de f" é o conjunto X U {(0,n)} e que d" € ¢¥(X) para 1 < | < m, temos que [’ esta
definida em ¢~ (d; j12, diisx, ditrj+2). Entao, como estamos supondo que f” esta definida
em ¥~ (A]_, N A), podemos definir f”(0,7 — 2+ \) pela relagao

F(0.0 =24 X f'(6,5) = f(0,5) ' (ii = 24+ X) + (=)' (0,4 = 2) f (i + A, j).

Esta formula s6 esté definida nos pontos que correspondem pela v a diagonais, ja que f”
e f' s6 estao definidas para pontos que correspondem a diagonais ou em (0,n). Entao, caso
exista no quadrilatero ga;(d™) alguma aresta [a,a + 1], 0 < a < n + 1, entdo substituimos
o elemento correspondente na relagdo acima por 1; caso a aresta [0,n + 2| seja uma aresta
de ga;(d™), entdo substitua o elemento correspondente na relagio acima por f(0,n). Por
exemplo, se A = 1, entdo [i,7+ A] = [i,7 + 1] é uma aresta de P, 3, logo, devemos substituir
f'(i,i — 2+ X) por 1; caso j = n entao [0,n + 2] é uma aresta de P,3, logo, devemos
substituir f”(0, ) por f(0,n) = f'(0,n).

Em ambos os casos, como os elementos de F;_; sao algebricamente independentes,
f7(0,i — 2 4+ \) estd bem definido. Além disso, pelo lema 3.26, temos que os elementos
do conjunto F; sao algebricamente independentes sobre Ky(c). Portanto, como Al = A e
F,, = f" o™ (A), temos definida uma fungao

fro i (A) U{(0,n)} = K

tal que os elementos da imagem de f” sao algebricamente independentes sobre Ky(c). Entao,
podemos estender f” para um c-friso f tal que f|y-1a) = f".

Vamos verificar que f|x = f’. Como a mutacdo é involutiva, temos que

[y © fhry © -+ O fin, (A) = P(X).

Podemos supor que dy;y1 = d, € A. Entao, temos a seguinte situagao em s, (A) :

0 i

1+ 2 1+ 1
logo, pela defini¢ao de f” temos que

70,4 —1)f'(i,4) = £7(0,i) — cf"(0,i — 2).



50 CAPITULO 3. C-FRISOS

Por outro lado, f é um c-friso tal que f|,-1a) = f”. Assim, temos que a igualdade acima
implica que
£(0,7) —cf (0,1 — 2)
f(0,0—1)
em que a segunda igualdade segue da propriedade 3.4(a), pois f é um c-friso. Logo, f(i,j) =
f'(i,7) para todo (i,7) em ¢! (., (A)) N X.
Suponha por indugao que f(i,7) = f'(i,7) para todo (i,7) € » ' (A”)N X em que

fl(i7i> = :f(i>i>7

A// = /"L'f'l+1 U lj'rnL(A)'

Entao, supondo que d" = d; j42, temos a seguinte situacao em g, (A”) :

0 i

J+2 i+ A

Logo, usando a hipotese de inducao e o fato de que f|y-1(a) = f”, segue da definicao de f”

que

FO,0 =24 X0)f(i,7) = F(0,0)f (6,0 =2+ X) + (=) (0,0 = 2) f(i + X, j).

Como f é um c-friso, podemos aplicar a regra —c-modular generalizada para a expressao ao

lado direito da igualdade acima para obter a igualdade

f(oai_2+)‘>f/(iaj) = f(oai_Q_'_)‘)f(i?j)'

Mas os elementos da imagem de f” sao algebricamente independentes, em particular
F0,i—2+X) = f"(0,i — 2+ \) #0,

logo f(i,7) = f'(i,7) para todo (i,7) € ¥~ (u,,(A”)) N X. Portanto, o resultado segue por
inducao, uma vez que
@Z)_I(Nm O fpy © 0 fir, (A)) = X.

]

Os proximos resultados desta se¢ao nao serao usados neste trabalho, mas apresentaremos

aqui pois sao interessantes para a teoria de c-frisos.

Proposigao 3.28. Sejam X = {xy,---,x,} C Ay e f um c-friso de ordem n. Se
(X)) € uma triangula¢io de P13 e os elementos de f(X) sao todos nao nulos, entio f

¢ completamente determinado por f(X).
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Demonstragao. Seja (i,j) € Ay . Vamos provar que f(i,j) pode ser expresso em termos dos
elementos de f(X). Feito isto, o resultado segue do lema 3.14.

Se (7,7) € X nao temos nada para demonstrar. Entdo, suponha que (i,7) ¢ X. Seja A
a rotacao da triangulacdo {do2, - ,dont1} que contém a diagonal d = (4, j). Entdo, pela

proposigao 1.17 existem elementos 1,79+ , 71y, € {1,2,--- ,n} dois a dois distintos tais que

Mopp, © Py © 002 O Uy (@D(X)) = A.

Assim, para algum r,,, € {ry---r,}, temos que

Fr © by © 0+ 0 iy (Y(X)) = o, 00 0y ($(X)\{d™ } U {d}.

Como as diagonais d™ e d = (4, j) se cruzam, podemos supor que d™ = (i —k,i — 2+ \).
Entdo, como d™ € ¢ (X), temos que f(i —k,i —2+ \) # 0, logo f(4,7) esta determinado

pela regra —c-modular generalizada

fl—kyi—24+Nf(i,7) = fli,i =24+ N f(i —k,j)+ (=) fli —k,i—2)f(i + A, j).

Além disso, segue por indugao em m’ que f(i, j) pode ser expresso em termos dos elementos

de f(X). []

Provaremos no corolério a seguir que a proposi¢ao 3.19 é um caso particular da proposicao

anterior.

Corolario 3.29. Um c-friso de ordem n € inteiramente determinado por uma secgdo de

elementos nao nulos.

Demonstrag¢ao. Sejam Y uma seccao de elementos nao nulos de um c-friso f de ordem n
e f(ig,i9g+mn) € X. Entdo ¥ C {f(i,7)]io0 < i < j < iyp+n}. Sem perda de generalidade,
podemos supor que iy = 0, ou seja, X\{f(0,n)} C A;. Para terminar a demonstragao, basta
provar que ¥(f~H(X\{f(0,n)})) é uma triangulacio de P, 3 e utilizar a proposigao 3.28.
Seja f(i,7) € X\{f(0,n)}. Entao, a definigdo de sec¢ao implica que os elementos de
Y estdao delimitados pelas secgbes diagonais f(i,%) e f(x,7), conforme ilustrado na figura

abaixo
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1G9)

f(0,n)

ou seja, se f(i',j) € X, entao i < i < j < joui <i<j <y Portanto, se f(i,7) e
P 7) € S\{F(0.1)}, com (i.5) # (7). segue que (i, j) e ¢{7,7) nio se cruzam, ou
seja, Y(fHE\{f(0,n)})) é uma triangulagao de P, 3.

O

3.5 Fenomeno de Laurent para c-frisos

Um polindmio de Laurent em n variaveis é uma func¢ao racional em n varidveis em que
o denominador ¢ um monomio. Repare que os elementos do c-friso que construimos no
exemplo 3.25 sao polinomios de Laurent. Nesta secao apresentaremos algumas férmulas
explicitas para os elementos do c-friso f em termos dos elementos da imagem de f que
estao relacionados com algumas triangulagoes especificas (no sentido do teorema 3.27).

Discutiremos o fendmeno de Laurent em um contexto mais geral no proximo capitulo.

Proposicao 3.30. Sejam f um c friso e ig,jo € Z. Denote por y, := f(ig,i0 +7r — 1) e
Ly 1= f(.]() -7+ 17j0)7 para r > 0.

(1) Seja y, # 0 parar > 0. Tomando i,k > 0, temos que

k+1
. . . 1 - —
flio+d,ig+i+k)=—— Z (=) Yim1Yi = - Yirj—1Yitj * Yirk+1 | 5
Y Yirk \75

em que os dois elementos sob o circunflexo sao omitidos no produto.
(i) Seja x,. # 0 parar > 0. Tomando i,k > 0, temos que
1 k41
f(Go—i—k,jo—1) = ——— Z (=Y @ia@i T 1 Tiy  Tigkrr |
T Tiyk =0

em que os dois elementos sob o circunflezo sao omitidos no produto.
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Demonstra¢ao. Vamos provar o item (7) por induc¢ao em k. Por simplicidade, vamos supor
que ip = 0. Assim, pela proposigao 3.4(a), segue que f(0,7) = f(0,i — 1)a; + cf(0,i — 2),

entao, lembrando que f(7,7) = a;, temos que

.. Yi+1 — CYi—1 yf_l\yz-ym - cyi_lyfyﬁ

ou seja, a equagao do item (i) vale para k = 0. Logo, temos também que

f(Z,’L —+ 1) = ;410 —+ Cf(Z,Z — 1)

— Yi+2—CYi Yir1—CYi—1 + c
Yit+1 Yi

Yit1Yit2—CYi—1Yire+c Yi—1yi
YiYi+1 :

Suponha por indug¢ao que o resultado vale para [ < k, entao

fli,i+k+1) = flE+k+1i+k+1)f(i,i+k)+cf(i,i+k—1)

Yitk+2—CYitk Zfi& (_C)jyi—lyi"'yi+j/—1\yi+j"'yi+k+1 .o
= +cf(i,i+k—1)

Yitk+1 YiYitk

mas, utilizando a hipotese de indugao para k — 1, temos que

k j —
.. . (_C)Jy'—1y""y'+-_1y-+-~-y~ X
f(Z77/ k 1) = J=0 ¢ 4 1+J 437 i+

YiYitk—1

Yitk+1 YiYi+k

k ; —
. Yidk (Zj—o (=) Yi—1¥Yi Vit j—1Yitj Yith+1 )

Entao, uma parcela da formula na equagao anterior se cancela com cf(i,7+ k —1). Observe
que na formula que obtemos para f(i,7+ k — 1) o somatoério vai até k e na equagao anterior

o somatorio vai até k + 1, logo, segue que

.. k 1 _ Z?I&(_c)jyi—lyi"'yi+j/—Ei+j"'yi+k+2_cyi+k((_C)k+1yi—lyi"'yi+k—l)
f(Z,Z+ + ) o YiYitk+1

k ; —
= o (Zjig (= Yiri Yirj1Yirs 'yz‘+k+2> .

YiYitk+1

Omitiremos a demonstracao do item (i7), pois ela segue os mesmos passos da demonstragao
do item (i), mas utilizando o item (b) da proposigao 3.4 para provar o primeiro passo da

indugao em k. O]

Corolario 3.31. Os elementos de um c-friso f de ordem n podem ser expressos como um
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polindomio de Laurent em termos dos elementos de uma secgao diagonal sem elementos nulos.
Demonstragcao. Consequéncia imediata da proposicao 3.30. O]

Proposigao 3.32. Seja f um c-friso sobre K. Entao, {f(io,i0+ k) to<k<n € algebricamente
independente sobre Ky(c) se, e somente se, {f(iy + k,io + k)}o<k<n € algebricamente

independente sobre Ko(c).

Demonstracao. Utilizando a notagao da proposigao 3.30, temos que provar que {y, }1<r<nt1

é algebricamente independente se e somente se

Y —C Yn+1 — CYn—1
{ylu T }
n Yn

¢é algebricamente independente. Para isto, basta provar que

Y2 —C Yn+1 — CYn—1
K, = Ko(o) (Y- -+ Ynt1) = Ko(e)(yn, »T Ty = ) = K.
n Yn
E claro que K” C K!. Para provar que K/, C K/, basta provar que yi, %2, - ,Yns1 € K.
Vamos provar que K| C K/ por induc¢ao em n. Como y, = yl% + ¢ € KY, segue que

K| = K{. Suponhamos que K = K/, para algum r > 1, entdo temos que provar que

Yr4+2 — CYr
(——)

Kl(yri2) C K,
Yr4+1

Mas, pela hipétese de indugao, temos que y,, y,11 € K, logo

Yr4+2 — CYr
Yri2 = Y1 ——— + ey, € K.
Yr41

O que termina a demonstracao. [

Corolério 3.33. Sejam [ um c-friso sobre K, A = A, U {(io,i0 +n)} e Ky o subcorpo
primo de K. Se {f(ig,i0+ k) bo<k<n € um conjunto algebricamente independente sobre Ky(c)

entao f|a € injetora.

Demonstra¢ao. Suponhamos que os elementos f(ig,i9 + k), para 0 < k < n, sejam
algebricamente independentes. Entao, pela proposicao 3.32, {f(ip + k,io + k) }o<k<n €
algebricamente independente sobre Ky(c), ou seja, temos que os elementos da primeira linha
de f que estao contidos em f(A) sdo algebricamente independentes sobre Ky(c). Usaremos
este fato para provar que f|4 € injetora.

Sejam (i,7) # (7', 7") elementos de A. Entao, segue da definigao de c-friso que

fi,7) = pj—ina(ai, -+, a5)

5" = pyr—igr(aw, -~ ,ay),
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em que cada a, = f(r,r) é um elemento da primeira linha de f(A) para i < r < j e
i" < r < j. Entao, como estamos supondo (i,j) # (',j') e considerando a férmula da
proposi¢ao 3.1 para o polindbmio c-recorrente, podemos supor que aparecem elementos da
primeira linha de f(A) na expressao de f(i,7) que nao aparecem na expressao de f(i', 7).
Como os elementos da primeira linha de f(A) sdo algebricamente independentes, segue que
f(i,7) # f(i, 7). Portanto, f|4 é injetora.

0
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Capitulo 4
Algebra c-conglomerada

Neste capitulo apresentaremos uma nova classe de algebra de conglomerado do tipo A,,
que chamaremos de algebra c-conglomerada, em que ¢ é um racional fixado. Caso ¢ = —1
obtemos a algebra de conglomerado A de Fomin e Zelevinsky. Assim como a élgebra de
conglomerado A, a algebra c-conglomerada A. possui uma interpretacao geométrica em
termos de triangulagoes de um poligono. Provaremos também o fenémeno de Laurent para
a algebra c-conglomerada A., ou seja, provaremos que qualquer variavel de conglomerado
de A, pode ser expressa em termos das variaveis de um conglomerado qualquer como um

polindmio de Laurent.

4.1 Definicao (caso A,)

Nesta secao apresentaremos a definicao de algebra c-conglomerada para aljavas do tipo
A,,. Para isto, vamos modificar a relagao de permuta (equagao 2.1) de Fomin e Zelevinsky

introduzindo os coeficientes (—c)™ e (—c)*-

, em que os expoentes Ay e A_ sao inteiros
nao negativos especificos que definiremos em seguida. Desta forma, obtemos uma nova
relacao de permuta que apresentaremos adiante na equacao 4.1. Entao, antes de apresentar
a mutagao de semente para definir dlgebra c-conglomerada, precisamos definir precisamente

os expoentes A\, e A_.

4.1.1 Os expoentes A\, e A\_

Sejam () uma aljava e r um vértice de (). Estamos denotando por r~ o conjunto dos
predecessores imediatos de r e por rt o conjunto dos sucessores imediatos de r. Para

v € rtUr™, denote por Q,(r) a componente conexa de Q\{(r" Ur~)\{v}} contendo v.
Lema 4.1. Sejam @ uma aljava de My, 1) e 7 um vértice de Q). Entao,
(i) r* er™ possuem no mdzimo 2 elementos cada e vale a igualdade
Qo = U Qv (T)0>
vertur—

o7
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(7i) se r possui dois vizinhos v # V', temos que
Qu(r) N Qu(r) ={r}

Demonstragao. Sejam @ € M,y e r um vértice de @), pela definicao 1.20 da bijecao
Ys © Tn — Minq1), temos que o vértice r é associado com uma diagonal d da triangulacao
A = 7;7YQ) e os vizinhos de 7 sdo associados com as arestas de um quadrilatero ga(d),
em que d é uma diagonal de ga(d) e as arestas de ga(d) podem ser arestas ou diagonais de
P.i3. Entao, segue direto da definigao de v, que o vértice r pode ter no maximo 2 sucessores
imediatos e 2 predecessores imediatos, o que prova a primeira parte do item (7). Para provar
a segunda parte de (i), considere um vértice qualquer v € Qy. Se v é um vizinho de r, entao
v € Q,(r), caso contrario, como () é conexo, existe um passeio a de v para r que contém
um vizinho v" de . Podemos supor que o ndo contém outro vizinho de r, entao v € Q. (r),
o que implica que

Qc |J @

vertur—

Como a outra inclusao é trivial, termina a demonstragdo do item (7). Observe que se r

possui dois vizinhos distintos, digamos v e v/, entdo a tnica diagonal comum associada aos

vértices de @, (r) e Q. (1) é a diagonal associada ao vértice r. Portanto, vale a igualdade em
(17).

[

Sejam @) € Mp,41p e r # n+ 1 um vértice de ). O lema 4.1 garante que existe um

tnico vizinho v de r tal que n + 1 € @Q,(r), em que n + 1 denota o vértice congelado de

(). Denotaremos por r, o vizinho de r com esta propriedade. Assim, podemos definir os

expoentes Ay e A_ como segue.

Definicao 4.2. Sejam @ € M4 e 7 # n+ 1 um vértice de (). Defina

)
0 serg €rt

A () =280 =¢ 1 se r~ = {ry}

L |1Qu(r)| ser™ ={v,rs}
0 sers €r-
A(r) =X =< 1 se rt = {ry}

L |Qu(r)] sert ={v,r}

Exemplo 4.3. Seja @) a aljava

1 2 3 4 [5]

Para r = 3 temos que r* = {2,4}, r~ = {1} ¢ Q4(3) ¢ a aljava 3 - 4 — [5], logo s =4 ¢
A+ = 0. Como Q5(3) ¢ a aljava 2 < 3, temos que A\_ = 2.
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Lema 4.4. Sejam v; < vy < v3 < vy 08 vértices do quadrildtero ga(d"), em que A = v;71(Q)
para alguma aljova Q € M,y e d” € A € a diagonal correspondente ao vértice r # n + 1
de ). Entao,

() vz — Uy sed” = dy,.,
T ey
- 0 se d" = dy, vy

() vz — vy Sed = dy 4
_(r) =
0 se d” = dy,.,-

Demonstracao. Seja d” = dy,vs- Como o vértice congelado de () corresponde a aresta
(0,7 + 2] de P35, segue que d™ = dy, ,. Se d" = d, ., entdo segue da defini¢do de 75 que
rt ={r',rs}, logo, \; =0e A_ = |Q.(r)|. Por outro lado, temos que as diagonais de A que

correspondem aos vértices de @, (r) sdo as diagonais
:/ = {d@j S A|Ug <1 <] < ’03} U {dr}

Mas, o conjunto AZ,\{d”', d"} é uma triangulagao do poligono determinado pelos vértices
{vg, v24+1, -+ ,v3}, 0 que implica que temos exatamente v —vy—2 diagonais em A:/\{d’“/, d}.

Portanto, o conjunto A7, tem v — v, diagonais. Caso d" = d,, ,, ¢ similar. ]

4.1.2 Mutacao de semente para algebra c-conglomerada

Sejam ¢ € Q, Q € My e u = {u1, -, Un; Upt1 } UM conjunto com n + 1 varidveis, em que
cada vértice r de @) corresponde a variavel u,. Chamaremos o par (u, () de semente. No
contexto de algebra de conglomerado, as variaveis correspondentes aos vértices congelados
de uma aljava com congelamento sao frequentemente chamadas de coeficientes, mas como
utilizaremos na definicao de algebra c-conglomerada os coeficientes (—c)*+ e (—c)*- que nao
correspondem com vértices congelados da aljava (), chamaremos a variavel correspondente
ao vértice congelado de () de variavel congelada.

A mutacgao p, de (u, Q) é definida para 1 < r < n da seguinte forma:

(i) a aljava @ torna-se uma nova aljava )" obtida pela mutagao de ) no vértice r;

(ii) o conjunto de varidveis u torna-se um novo conjunto v’ = u\{w,} U {u.} em que u). &

definido pela relacao

ulu, = (=) H Uy + (—¢)*- H Up- (4.1)

TV V=T

Uma propriedade importante da mutagdo de Fomin e Zelevinsky | | &€ que ela é
involutiva. Antes de provar que a mutacao de semente que definimos aqui é involutiva,

vamos calcular a mutacao de uma semente particular no préoximo exemplo.
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Exemplo 4.5. Seja (u, ) uma semente em que @ € M5 ¢ a aljava

1 2 3 4 [5]

e u = {up,us,uz ug;ust € um subconjunto de Q(yi, Yo, Y3, Ys, ys) algebricamente
independente sobre Q. Vamos calcular pus(u, Q) para u = {y, %, Y3, Yd, Us } -
Vimos no exemplo 4.3 que A4 (3) =0 e A_(3) = 2. Entao, temos que
(ys—cy1) e 4 [5]

Ysuhy = Yot Ayr e uz(Q): 1\3/3

Agora, queremos calcular ps o us(u, @), mas para a aljava uz(Q) temos que A (3) = 2 e
)

A_(3) = 0. Entao, utilizando a equacao 4.1, podemos verificar facilmente que pzo psz(u, @

(u, Q)-

Proposicao 4.6. A mutagao p, € involutiva, ou seja, dada uma semente (u,Q), temos que

fr 0 pr(u, Q) = (u, Q).

Demonstracao. Sabemos que a mutagao de aljava é involutiva. Entao, precisamos apenas
mostrar que f, o p.(u) = u.

Por definicao, a mutagao inverte as flechas em r, assim, os predecessores imediatos de
r em () tornam-se sucessores imediatos de r em p,(Q)) e os sucessores imediatos de r em
@ tornam-se predecessores imediatos de r em p,(Q)). Assim, temos que os elementos que
aparecem no primeiro e no segundo produtorio da equagdo 4.1 que define o elemento u,. de
-1 sao exatamente os elementos que aparecem no segundo e no primeiro produtério que
definem o elemento u!’ de p,.pu,u, respectivamente. Portanto, para provar que u, = u, basta

provar que
A2 (r) = N9 )

e que

A (1) = N ().

Sejam d” € A = 7, 1(Q) e v1,v2,v3 e vy como no lema 4.4. Se d" = d,, ,, entao temos
que
)\f(r) — 03— vy, e A9(r) =0

mas como flipa(d") = d,, ,, ¢ as mutagoes de aljava e triangulagoes sao compativeis, segue
que
N9 (r) = w3 — vy = A(r)

Q) =0 = A9(r).

Caso d" = d,, ,, ¢ anélogo. ]
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4.1.3 Definicao de algebra c-conglomerada (caso A,)

~

Sejam ¢ € Q, Q@ € Mpyy e Y = {1, ,Yn;Uns1} um conjunto algebricamente
independente sobre Q. Seja X a uniao de todos os possiveis conjuntos de varidveis
nao congeladas obtidos de Y por um ndmero finito de mutacoes. Entdo a algebra

c-conglomerada ¢ definida por

~

A. = -Ac(Ya Q) = Z[C7 Z)n+1][X]a

ou seja, A. é a Z[c, §,11]-subalgebra de Q(y1,- - , yns1) gerada por X.

O par (f/, Q) é chamado de semente inicial, cada par (Y, Q) obtido da semente inicial
(37, Q) por um numero finito de sucessivas mutagoes ¢ chamado de semente, e Y é chamado
de conglomerado. Os elementos de um conglomerado Y sao chamados de variaveis de

conglomerado.

Proposicao 4.7. Seja A. = .AC(Y, Q) wuma dlgebra c-conglomerada.  Entdo, cada

conglomerado de A, € um conjunto algebricamente independente sobre Q.

Demonstrag¢ao. Se um conglomerado Y é um conjunto algebricamente independente sobre
Q, segue da definigdo de mutagdo e do lema 3.26 que o novo conglomerado p,(Y) é um
conjunto algebricamente independente sobre Q. Como o resultado vale para o conglomerado

inicial, o resultado segue por indu¢ao no nimero de mutagoes. O

4.2 Algebra c-conglomerada e c-friso de ordem n

Vimos no teorema 3.27 como construir um c-friso de ordem n associado & uma triangulacao
de P,43 e na proposi¢ao 1.22 apresentamos a bijecao v, : T, — Mpp41). Veremos como
utilizar estes dois resultados para construir um c-friso f de ordem n associado com uma
semente de uma algebra c-conglomerada A.. O principal resultado desta se¢ao é que o
conjunto de todas as variaveis de conglomerado de 4. é um subconjunto finito da imagem
de f.

Antes de enunciar os principais resultados desta secao, vamos estudar um exemplo
de como construir um c-friso de ordem 3 a partir de uma semente inicial de uma
algebra c-conglomerada de ordem 3 e ilustrar as ideias fundamentais dos resultados que

demonstraremos nesta segao.

Exemplo 4.8. Sejam K = Q(y1, Y2, ¥, y4) € A. = A(Q,Y) uma algebra c-conglomerada,

em que Q denota a aljava com congelamento do tipo (3,1)
103
\_/

e suponhamos que Y = {y1,%2,y3;y4} seja o conglomerado inicial. Conforme ilustrado

no hexagono do lado esquerdo da figura 4.1, podemos identificar Q com a triangulagao
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0 1 0 1

idl

Figura 4.1: Mutac@o em d3 5 da triangulagio {dy3,d15,ds5} de Pg

A = {dy3,d15,d35} de Ps usando a bijecao s, ou seja, temos que

Q = VS(A)a

em que as diagonais d; 3,d; 5 € d3 5 correspondem aos vértices 1,2 e 3 de Q, respectivamente.
Assim, para construirmos um c-friso de ordem n a partir da semente (Q,Y), basta seguir os

seguintes passos:
1. definimos o conjunto X = ¢~ *(A) = {(1,1), (1, 3),(3,3)},
2. definimos a funcao f': X — K por (1,1) — yi1, (1,3) = y2 € (3,3) — s,

3. utilizamos o teorema 3.27 para estender f’ para um c-friso f com f|x = f" e f(0,3) =

Ya.-

Por meio de um calculo direto usando a regra —c-modular generalizada obtemos os

elementos f(i,7) para 0 < i < j < 3 (ver exemplo 3.25):

1 1 1 1 1
yay1+c2ys—cyo y y2—cy1—cys3 y
Yy1y2 1 Y1yYs 3
yay1+cys y2—cy1 y2—cys
Y2 Y3 Y1

yay2—c(yay1+c>ys)
Y2Y3

Y2
Ya

Para finalizar este exemplo, vamos mostrar como podemos obter o conglomerado da
semente p3(Y, Q) utilizando o ¢-friso f.
Como X = ¢~ toy7HQ) e flx = f/, é claro que

F@W™ o 1(Q)) = Y\ {gu}.
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Calculando a mutacéo ju3(Y, Q) pela definicio obtemos

ns(V) = V\{ys} U { 22—y

p@=1" 2:=3 |4

Pelo lema 1.21, temos que 5 o t, = p, © 5. Entao, conforme ilustrado na figura 4.1, segue

da equagdo Q = v5(A) que

M3(Q) ="7s© M3({d1,3, d1,5, d3,5}) = ’Ys({d1,37 d1,5, d1,4})-

Portanto, como f o1 (d4) = f(1,2) = £, temos que

F o o ua(Q)) = ma(¥)\ i}

Vimos no exemplo 4.8 acima como construir um c-friso de ordem 3 a partir de
uma semente inicial de uma algebra c-conglomerada de ordem 3. Dada uma algebra
c-conglomerada A.(Q,Y') de ordem n, é possivel construir um c-friso de ordem n da seguinte

forma:

(i) definimos o conjunto X = 1=t o ;71(Q), em que Q ¢é a aljava da semente inicial de

A(Q,Y);

(74) definimos a func¢do f': X U{(0,n)} — K por (0,n) — Yp41 € T, — ¥, €m que &, € o

elemento de X associado com o vértice r de Q;
(77i) aplicamos o teorema 3.27 para estender f’ para um c-friso de ordem n.

Diremos que o c-friso f construido da forma acima é um c-friso associado a algebra
c-conglomerada A.(Q,Y). Nosso objetivo no restante desta se¢ao é demonstrar que o

c-friso f tem as seguintes propriedades:

e Seja (Y, ) uma semente arbitraria de A.. Entéo

F@™ oy HQ)) = Y\ {nr1}

e Seja A=A, U{(0,n)}. Entao,

Acle™, ] = ZleH[im f]
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em que ¥,.1 € a varidvel congelada de A..

Lema 4.9. Seja (Q,Y) uma semente arbitraria de A. e f um c-friso tal que

@™ d) =y €Y

para v = 1,---.n, em que d” ¢ a diagonal da triangulagio A = v;71(Q) associada com o
vértice r de Q). Entao o conglomerado Y' obtido aplicando a muta¢io na semente (Q,Y) no

vértice r €

V' =Y\{y, } U{f("" o flipa(d"))}

Demonstragao. Precisamos provar que y. = f(1p™' o flipr(d")), em que y.. é definido pela
relagdo de permuta para algebra c-conglomerada 4.1. Sejam vy, vg, v3,v4 vértices de ga(d"),
como no lema 4.4, e suponhamos que d" = d,, ,,. Entao, o lema 4.4 implica que Ay = 0 e

A_ = v3 — vq. Pela definicao de v, temos as seguintes igualdades:

wil(dvhw) = (Ub Vg — 2)7 i/ffl(va,vg) == (U27 U3 — 2)

w_l(dvl,vz) = (1)1, V2 — 2)7 w_l(dvs,M) = (U?n Vs — 2)

Assim, pela definigao da relagao de permuta 4.1 e usando a hipotese f(¢¥~1(d")) = y,, temos
que
Yty = f(v2,03 = 2) f(v1, 04 — 2) + (=) f(v1,v2 — 2) f(vs, 04 — 2)

Segue da regra —c-modular generalizada que y,y. = f(v1,v3 — 2)f(ve,v4s — 2), mas como

yr = f(v1,v3 — 2), temos que

y; - f(v27U4 - 2) - f(¢_1(dv2,v4)) = f<¢_1 OﬂipA(dT»

]

Toda semente de uma &algebra de conglomerado é unicamente determinada pelo seu
conglomerado | |, mas em geral uma semente nao é determinada pela aljava. Por
outro lado, a proxima proposi¢ao garante que uma semente de uma éalgebra c-conglomerada
¢ unicamente determinada pela sua aljava. Dada uma semente (Q,Y) de uma éalgebra
c-conglomerada A., mostraremos na proxima proposi¢ao como obter o conglomerado Y a

partir da aljava @ (e vice versa).

Proposicao 4.10. Sejam (Y, Q) uma semente arbitraria de A, e f o c-friso associado a
A.. Entao,

(@) f(™t o v7HQ)) = Y\{Uns1} € o vértice r de Q corresponde a varidvel y, do

conglomerado Y.
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(b) f(Ay)U{Gns1} € igual a uniao de todos os possiveis conjuntos de varidveis obtidos de

Y por sucessivas mutagoes.

Demonstra¢ao. Temos que a semente inicial (Q, Y) satisfaz as condigoes do lema anterior.
Entao, caso (Q,Y) seja obtido da semente inicial por uma mutagdo, o resultado segue pelo
lema anterior. Mas, neste caso, (Q,Y) também satisfaz as condi¢oes do lema anterior.
Portanto, o resultado segue por inducao.

O item (b) é uma consequéncia imediata do item (a).

]

Teorema 4.11. Sejam A, = A(Y, Q) uma dlgebra c-conglomerada, f o c-friso associado a
A. e considere o conjunto A= Ay U{(0,n)}. Entao,

~

(1) A(Y, Q) = Z[c|[f(A)],
(i) Aclinir, '] = Z[c*][Im f].

Demonstracao. Seja X a uniao de todos os possiveis conjuntos de variaveis obtidos de Y
por sucessivas mutagoes. A proposigao 4.10(b) implica que X = f(A), o que termina a
demonstragao do item (7).

O item (i) implica que A, C Z[c¢*]|[Imf]. Mas, como a linha n + 1 de f ¢ da forma

(ot
Un+1

(ot
gn+1

(=gt
Qn+1

gn+1 gn+1 @n+l Tty

temos que 9,1, € Z[c*][imf], donde, A.[g, 1, ¢ ] C Z[ct][Imf]. E claro que os elementos
das linhas —1,0,n + 1 e n 4+ 2 estao contidos em Ac[g);il, ¢']. Entao, para provar a outra
inclusdo, precisamos considerar apenas o caso em que (4, j) € Bjy,). Mas, neste caso, o lema

3.14 implica que existem (ig, jo) € A e k', k" > 0 tais que

st = (S8 (S s,

s
(—o)n
gn:l
da igualdade acima pertence a Z[ji}!,,c

. Portanto, o coeficiente multiplicando f (i, 7) no lado direito
+1)

em que s = Y41 €t =
 logo, temos que (i, ) € Afgity, e, o que
termina a demonstragao do item (i7).

U

4.2.1 Interpretacao geométrica

Vimos na proposi¢ao 1.22 que podemos identificar uma aljava de Mj,;1) com uma
triangulacao de P,. 3 utilizando a bijecao 5. Vimos também que a mutacao de aljava
corresponde & uma mutacao de triangulagao, no sentido do lema 1.21. Vamos utilizar estes

dois fatos para apresentar uma interpretagao geométrica para uma algebra c-conglomerada.



66 CAPITULO 4. ALGEBRA C-CONGLOMERADA

Proposigao 4.12. Sejam Q € M, 1) e A, = A(Y, Q) wma dlgebra c-conglomerada. Ewiste
uma bijecao entre o conjunto de todas as varidveis de conglomerado de A. e o conjunto de
todas as diagonais de P,.3, tal que conglomerados correspondem as triangulacoes. Além
disso, denote por x; ; a varidvel correspondente a diagonal d; j; defina Xopnt2 = Ynt1 € Tiip1 =

1 para 0 <1 <n+1, entao a mutacao é dada pela "relagao de Ptolomeu":

A
TikitATij = TiekjTiigr + (—C) Tick,iTivx (4.2)
emque0<i1—k<i<it+A<j<n+2.

Demonstra¢ao. Sejam X o conjunto de todas as variaveis de conglomerado de A. e f o
c-friso associado a A.. A proposi¢ao 4.10(b) implica que X = f(A;). Entao temos que a
correstrigdo de fot™! a X = f(Ay) é sobrejetora. Pela proposigao 4.10(a), temos que
o conjunto Y' = {f(0,r)}o<,<n ¢ 0 conglomerado associado a aljava A1), logo, segue
da proposicao 4.7 que Y’ é um conjunto algebricamente independente sobre Q. Entao, o
corolario 3.33 implica que f|Aa ¢ injetora. Logo, f o ~! induz uma bijecao entre o conjunto
de todas as diagonais de P,.3 e o conjunto de todas as variaveis de conglomerado de A..
Além disso, se A é uma triangulagao de P, 3 entdo vs(A) é a aljava de alguma semente
(Y,7:(A)) de A.. Logo, utilizando novamente a proposigao 4.10(a), segue que forp 1 (A) =Y
¢ um conglomerado.

Sejam (Y, Q) uma semente e x,, € Y uma variavel de conglomerado. Queremos provar
que a nova variavel z/ do conglomerado pu,(Y) é dada pela relacdo de Ptolomeu (4.2).
Identificando a aljava @ com a triangulacao A = v;1(Q), localmente, temos uma das duas

situacoes:

1—k i 1 —k i

N ou s

J i+ A J i+ A

emque 0<i1—k<i<i+A<j<n+2.

A defini¢ao de mutagao de conglomerado na variavel x, é dada pela relagao de permuta:

2z, = (—c)M H T, + (—c) H Ty

r—v v

Entao, supondo que d" = d; ; temos que z, = z; , logo

2yt = (=N i Tiin + (=M i g i
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Mas, neste caso, o lema 4.4 implica que A_ =0 e A\, = A. Para terminar a demonstragao de
que a mutacao é dada pela regra de Ptolomeu basta observar que, por defini¢ao, temos que
z;; = fo'(d;;) para todo (i,j) € Ay . Entdo, utilizando a regra —c-modular generalizada

para o lado direito da igualdade acima obtemos que
v@iy = f(i — ki + A =2)f(i,] = 2) = Ti_pisaTiy,

logo, . = x;_i+a. Caso d” = d;_;4+ é anédlogo.

4.3 Fendmeno de Laurent para algebra c-conglomerada

Vimos na proposigao 4.10(b) que podemos obter todas as varidveis de uma &algebra c-
conglomerada A, utilizando o c-friso f associado a A.. Na proposigao 3.30(i) obtemos
uma formula explicita para os elementos de f. Entao, em particular, temos uma férmula
para as variaveis de conglomerado de A, em termos de um conglomerado Y especifico, a

saber
_ 1, N
Y:f(w 10731<A[n+1]))u{yn+1}'

A férmula apresentada na proposicao 3.30 explica simultaneamente o fenomeno de Laurent
e a positividade (tomando ¢ < 0 obtemos os coeficientes positivos). Provaremos uma

generalizagao deste fato na proxima proposicao.

Proposicao 4.13. Qualquer varidvel de uma dlgebra c-conglomerada pode ser expressa em
termos das varidveis de um conglomerado qualquer como um polindmio de Laurent com

coeficientes em Z[c]. Além disso, se ¢ < 0 entdo os coeficientes sao todos positivos.

Demonstragao. Seja (Q),Y) uma semente arbitraria de A.. Pela proposi¢ao 1.17 temos que

existem elementos 11,79, , 7y, € {1,2,---  n}, dois a dois distintos, tais que

Hrp, © Hppy g © 0 O MTl(ﬂys_l(Q)) =A

em que A é uma rotagao da triangulagao v, ' (A?). Entao, podemos obter a variavel associada
com uma diagonal qualquer de P, 3 com menos de n mutacoes e sem repetir uma variavel
que tenha sido mudada anteriormente. Assim, em cada mutagao ., a varidvel z,; ¢ uma
das variaveis iniciais. Portanto, o resultado segue da rela¢ao de Ptolomeu (4.2) por indugao
no numero de mutagoes.

]

Para um estudo mais abrangente e unificado sobre o fendémeno de Laurent consulte o

artigo | |.
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4.4 Categoria conglomerada e algebra c-conglomerada

Nesta segdo, denotaremos por D a categoria derivada D = D’(modkQ) e por C = Cq a
ﬁ
categoria conglomerada em que @) ¢ a aljava do tipo Dynkin A ,,. Os objetos indecomponiveis

de D podem ser indexados por

@ . B[O,n) — indD
(i,4) = 7p'Pajui
em que 7p € o transladado de Auslander-Reiten em D. Assim, cada losango da forma

()0(2’] - 1)
pli—1,7-1) (i, )
pli—1,7)

corresponde a4 uma mecha da aljava I'(D). Por exemplo, se n = 3, a aljava F(Db(modkxg))

¢ dada por
o(—1,-1) ©(0,0) o(1,1) ©(2,2 ©(3,3)
NN NS
»(—1,0) (0,1) v(1,2) ©(2,3) -
N\ AN
p(=1,1) (0,2) v(1,3)

Lema 4.14. Sejam (i, j) € Byny e [1] o funtor suspensao de D. Entao,
(a) mpp(i,j) = (i — 1,5 —1);
(b) P1] = p(n—r+1,n);
(©) oi, 7] = (i + Li+n).

Demonstracao. Segue direto da definicao de ¢ que

.o —(i—1 —(2—1 . .
TDSO(%]) = TD( )Pn—j+z = Tp( )Pn—(j—l)-i-i—l = SD(@ —1,5— 1),

o que termina a demonstragao do item (a).

Para provar o item (b), lembremos que na aljava de Auslander-Reiten I'(D) temos a

mecha
Irfl
N
1, -7 Pr[l],
N 7
Pr—l—l[l]
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mas
I,=P = ¢0,n-1)

I,.1 = e(l,n—-1)
I, = pn—r,n—1)

L = pn—1n-1)

Entao, como mp P.[1] = I, o item (b) segue do item (a), ou seja,
Pl =1'L =715 p(n —r,n—1) = p(n —r+ 1,n).

Logo,

(i, )] = 75" Pojri[l] = 7p'0(j — i+ 1,n) = (j + 1,n + ).

Portanto, o item (c) esta provado.

Considere o conjunto Ay = {(4, ) € Bpn)|0 <@ < j < n}. Assim, temos que
¢(Ay) = indC.

Entao, podemos indexar os objetos indecomponiveis de C pela fungao ¢ = ¢| A7» OU seja,
por
o: Ay — indC
(i,) +— 75 Pujui
em que 7¢ é o transladado de Auslander-Reiten em C. Entao, podemos definir uma bijecao

entre indC e o conjunto de diagonais de P, 5 por © = ) o !, ou seja,

©: indC — {diagonais de P, 3}
p(i,j) — (i, j)-

Caldero-Chapoton-Schiffier definiram em | | uma categoria que eles chamaram de
categoria total gerada por todas as diagonais de P,.3. Esta categoria é equivalente a
categoria conglomerada no caso A,,. O préoximo lema é uma consequéncia do teorema 5.2 em
| | que estabelece a equivaléncia entre a categoria total gerada por todas as diagonais

de P,13 e a categoria C, mas apresentaremos aqui uma demonstracao independente.

Lema 4.15. Sejam M,N objetos indecomponiveis de C e T um conjunto conglomerado-

inclinante de C. Entao,

(a) Exté(M, N) #0 se e somente se @(M) e O(N) se cruzam.
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(b) ©(T) € uma triangulagio de P, 3.

Demonstracao. Sejam M= ©(i,7) e N = @(i’, j') dois objetos indecomponiveis de C. Entao,

Exts(M,N) = Home(M, N[1))
= @reZHomp(M, FTN[l])

Podemos supor que M = ¢(i,j) e N = ¢(i',7), para (4, 7), (i',j') € Ay . Entao,

F'N[l] = 75 "N[r+1]
= 7p (', J)r +1]
= (' +rg +r)r+1],
em que a ultima equagao segue do lema 4.14(a). Entao, Homp (M, F"N[1]) # 0 se e somente

se @(i'+r, j'+1)[r+1] esta dentro do quadrilatero ¢; ; representado abaixo pelos seus vértices

(4, J) _

s -

oliyi+n—1)
mas como j < n, temos que ¢;; C indk@ UindkQ[1]. Além disso, ¢(7',j") € indkQ U kQ[1],

logo, para que (i’ 4+, j' +r)[r + 1] esteja dentro do quadrilatero ¢; ; € necessario que r = 0

ou r = —1. Entao,

Exts(M,N) = Homp(M, N[1]) & Homp(M, F-1N|1])
M, N[l]) D HOIIID(M, TDN)
= Homp(gp(i,j), @(ll’j/)[lb 2 HomD(@(imj)’ TDQO@/: ]/>>

= Homp(

Caso Homp(p(7,7), (7', 5")[1]) # 0, temos que ¢(i', j')[1] = ¢(j' + 1,7 + n) esta dentro
de g; j, ouseja, i < j +1<jej<i+4+n<i+n—1,oqueimplica que

i'<i<j4+1<j+1.

Caso Homp(¢(7,7), Tpp(i', 5')) # 0, temos que mpp(i', j') = o(i' — 1,7 — 1) esta dentro
de g;j, logo, i <7 —1<jej<j —1, 0queimplica que

i<i<j+1l1<j +1.

Entao, Exté(ﬁ,]v)#Oseesomentesei<i’§j+l<j’—|—1oui’<i§j’+1<j+l.

Por outro lado, O(M) = dijra € O(N) = dy jrio, assim O(M) e O(N) se cruzam se e
somente se oui < i < j+1<j+1lou? <i<j +1< j+ 1. Portanto, segue que
Exté(]T/L N) # 0 se e somente se O(M) e O(N) se cruzam.
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Por (a) temos que ©(T') é um conjunto com n diagonais que nao se cruzam, logo é uma
triangulacao de Py, 3.
[l

Corolario 4.16. Seja T = {T,--- ,T,} um conjunto conglomerado-inclinante de C. Entao,
10 O(T) = © 0 1, (T)

Demonstra¢ao. Suponha que a mutagao u, do conglomerado-inclinante 7" substitua o objeto
T, por um objeto 7). Como a mutagao p, modifica somente o elemento 7, de T, temos
que O(T)\{O(T},)} = O(u,(T))\{O(T))}, mas como O(T) e O(u,(T)) sdo triangulagdes e
O(T;) # O(T}), segue que O(T}) = flipg(r)(O(T;)). Portanto,

o O(T) = O(T)\{O(T;)} U{fliper)(O(T}))}
= O(u(M)\O(T7)} u{B(T)}
= 0Bo /’LT(T)

]

Seja T'um objeto conglomerado-inclinante de C. Vamos provar que se retirarmos o vértice
congelado da aljava ;0 ©(T'), obtemos a aljava oposta Q7 da algebra de endomorfismos de

T, ou seja, vamos provar que vy o O(T) = QF.

Proposicao 4.17. Seja T um objeto conglomerado-inclinante de C . Entao, a aljava oposta

QF da dlgebra de endomorfismos de T € igual a aljava da triangulagao O(T'), ou seja,

7o O(T) = Q7.
Demonstragao. Considere o conglomerado-inclinante 7" = {P;,--- , P,} e denote por y uma

sequéncia de mutagoes tal que pu(7") = T. Entao, o teorema 2.11 implica que

op _ MHoP op

T = QN(T/) = Q7).

Como T" é formado apenas por objetos projetivos temos que

—
op __
T — Ana

@(T/) = {do,27 T 7d0,n+1}~

Entao,
_>
h=~A,=7v00(T).
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Assim, substituindo na primeira equac¢ao obtemos
= jio 0 O(T)

Mas, pelo lema 1.18 temos que g oy = o u e pelo corolario 4.16 temos que o © = O o p,
logo, segue que
QF =000 u(T).

Portanto, como p(7") = T, concluimos que QF =0 O(T).
[

Teorema 4.18. Sejam A. = AC(Y, Q) uma dlgebra c-conglomerada, X o conjunto de todas

as varidaveis de conglomerado de A. e f o c-friso associado a A.. Entao,
(a) A aplicagio fo @' :indC — X € bijetora.

(b) Se T ¢é um conglomerado-inclinante de Cq, entio f o @ *(T) € o conglomerado de
ALY, Q) associado & aljava s 0 O(T).

Demonstracao. Seja T um conglomerado-inclinante de C. Pelo lema anterior, segue que

O(T) é uma triangulacao de P, 3, entao, pela definicao da aplicacdo s, a aljava
Q=10 @(T)

¢ uma aljava de Mj,41). Logo, @ ¢é a aljava de alguma semente de A.. Como © =t o g™ ?,

temos que

FW oy HQ)) = Fo & (D).

Entao, a proposicao 4.10(a) implica que (f o™ (T),7vs0©O(T)) é uma semente de A., o que
termina a demonstragao do item (b).

A proposigao 4.10(b) implica que X = f(A4;). Como ¢ : A; — indC é uma
bijegao, precisamos verificar apenas que a aplicagao f| Az ¢é injetora. Mas, as variaveis de
conglomerado f(0,r), para 0 < r < n — 1, sdo algebricamente independentes, pois sdo as
variaveis do conglomerado correspondente a aljava 1 — 2--- — n — [n + 1]. Portanto, o
corolario 3.33 implica que f]| A € injetora.

O

4.5 Aplicacao de Caldero-Chapoton generalizada

O objetivo desta se¢ao é mostrar que podemos obter as varidveis da algebra c-conglomerada
do tipo A, modificando a aplicacao de Caldero-Chapoton. Para isto, considere um

conjunto com 3n variaveis x = {xy, -, Tpn, Y1, s Yn, 21, , Zn}. S€ja @ uma aljava finita.
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Apresentamos uma generalizacao da aplicacao de Caldero-Chapoton dada pela aplicacao
X2 :0bjCo — Qa1, -+ Ty Y1, 1Y 21+ 5 Zn)
definida por:

e Para todos M, N € objCq, temos Xyen = XuXn.

e Se P; é isomorfo ao kQ-modulo projetivo indecomponivel associado ao vértice ¢, entao

Xpim = ;.
e Se V é um kQ-modulo indecomponivel e d =Y. d;a; o vetor dimensao de V, entéo

n

XP =) x(Gre(v)) [Ty o lontmyrae (4.3)

0<e<d r=1

em que x denota a caracteristica de Euler do @Q-grasmaniano Gr.(V) e (-,-) denota a

forma de Euler (ver segao 1.1.7).

Observagao 4.19. Em | |, Dupont introduziu uma generalizagdo da aplicagao de
Caldero-Chapoton para estudar uma classe de algebras de conglomerado com coeficientes.
Se tomarmos z, = 1, para r = 1,--- ,n, na féormula de Xg acima obtemos a aplicagao

apresentada por Dupont na definigao 2.1 do artigo | |.

Seja A, uma algebra c-conglomerada e X, := er?, em que:
¢ Q=14,

e y.=1lparar=1,--- ,n—1

e 7, tomamos igual a variavel congelada de A,

® 2, =—cparar=1,---,n.

%
Lema 4.20. Sejam Q = A,, V um kQ-modulo indecomponivel e d = ), d;c; o vetor

dimensao de V. Entao,

1 n -
— r—q dr—e er—1+dry1—er e
Xy=———— | D (me)=mdrer [Jagr ooy |
Lpdz L pdn
n

Ty Ty 0<e<d r=1

em que o somatorio € tomado sobre os vetores e =) . e;o; com e variando sobre os vetores

dimensao dos submddulos de V.

Demonstra¢ao. Vimos no exemplo 1.14 que Gr (V') possui no méximo um submodulo de V.

Caso e seja o vetor dimensao de algum submoédulo de V' temos que x(Gr.(V)) = 1 e zero
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caso contrario. Entao, como estamos tomando z, = —c para r = 1,--- ,n na definicao de

Xy, segue da formula 4.3 que

XV — Z (_C)Z?ZI dT—eT H I;<e7a7‘>_<o‘7‘)d_e>y$7"' (44)
r=1

0<e<d

Entao, para terminar a demonstracao, basta provar que
_<€a ar) - <a7“7 d— €> = _dr +ér_1+ dr+1 — €rq1.

Mas, lembrando que

(z,y) = Z LiY; — Z Z;Yj,

1€Qo (i—7)€Q1

temos que

(e,a,) =€, — Zev

V=T
e
(o, d—e) =d, — e, — Z(d” — €ey),
r—v

logo,

—(ea) —{ad—e) = (e +), 6) = (dr—e)+ 3, (dy =€)
= —d.+ Zv—w €y + Zr—m(dv - ev) .

. . - . - 1
Logo, como estamos considerando a aljava A, com orientacao linear, segue que
_<6a ar) - <Oé7«, d— €> = _dr +ér—1+ dr+l — €rt1-

Portanto, substituindo na equagao 4.4 , obtemos o resultado desejado. O

Exemplo 4.21. Sejam A, uma é&lgebra c-conglomerada e (x, () a semente de A. em que

x = {x1, 29, 23,24} € Q é a aljava
4] -3 —>2—1.

Vamos obter explicitamente as variaveis de conglomerado de A, em termos das variaveis do

. .. . - .
conglomerado x a partir das representagoes indecomponiveis de A3 : 1 — 2 — 3 utilizando
a aplicacao

X objClm — Q(x1, T2, 3, 24),

_>
em que C é a categoria conglomerada associada com a aljava do tipo Dynkin A ;.
%
Por definicao, Xp,1j = z,, entdo precisamos calcular apenas Xy para V € indkAs.

%
Representando os objetos de indk A 3 pelos seus vetores dimensao, temos que a aljava de
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%
Auslander-Reiten I'(modk A 3) tem a seguinte forma:

001\ /010\ /100
011 110
111

%
Vamos calcular Xy para V € indk A 3: seja V = P;, entao os submoédulos de V' possuem os

seguintes vetores dimensao
eV =d=(111) el = (011) e? = (001) e3 = (000) .

Precisamos calcular Zle d, —el paran =3¢ j€ {0,1,2,3}. Mas, temos que

3
ddi—el=d —el+dy—e}+ds— ey =3—(c] +eb+el) =]

r=1

Para obter Xy, utilizando a féormula do lema 4.20, falta calcular

J J i
Cr—1 +dr+1 _er+1 eJ
T r o9

para r € {1,2,3} e j € {0,1,2,3}. Mas, lembrando que estamos tomando y; = y, = 1 e

Y3 = x4, podemos verificar que

0

3 &) tdryi—ed iy el 0

Hrzlxr Yr = XTjT2T3T4 = X2T3T4
3 el_i+drp1—el er 0.0 o

[T = gy = alafrswy = wsay

2

3 eiatdiai—ery el 0..0

[T 2 Y = T1T9T9Ty = T T4
3 &)y tdrpi—elyy e 0,.0

| g Y = T1Tok3T, = T1T3

Entao, obtemos que

1

T1X2T3

Xp, = (x2x3x4 — cx3xy + Cayzy — c3x1x2)

_>
Analogamente, podemos calcular Xy, para os outros médulos V' € indk A 3. Vamos dispor
%
abaixo os elementos Xy, V € indk A 3, obedecendo a posicao em que V' aparece na aljava
_>
['(modk A 3):
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T4—CT2 Tr3—Ccry To2—C
3 2 1

x3x4—c:c1x4+02x1x2 x2x3—0x3+c2x1
2T3 172

CEQ$3I47CI3I4+02331I4703$1I2

12223

Seja f um c-friso tal que f(0,3) = x4, f(1,3) = z3, f(2,3) = 22 e f(3,3) = z;. Entdo, a
proposigao 3.30(7i) implica que

FAS)U {aa} = x U {Xy|V € indk A5},

Por outro lado, temos que foytoy;1(Q) = x\{z4}. Logo, f ¢ o c-friso associado & algebra
c-conglomerada A.. Portanto, pela proposi¢ao 4.10(b), f(Ay) U {z4} é o conjunto de todas

as variaveis de conglomerado de A..

Mostraremos no proximo teorema que podemos obter todas as variaveis de conglomerado

de A, utilizando a aplicacao X5.

Teorema 4.22. Sejam A. uma dlgebra c-conglomerada e f o c-friso associado a A.. Entao,

(a) X7o@:f|Aa

(b) O congunto de todas as varidveis de conglomerado X da dlgebra c-conglomerada A, €

dado por
X ={Xv|V €indCy }

Demonstragao. Sejam ) = Kn e V € indCq. Tendo em vista a férmula da proposicao
3.30(77) com jo = mn, vamos calcular Xy para V = @(n —i —k,n —1) € p(4,). Caso i = 0,
segue do lema 4.14(b) que

V=¢(n—kn)= P[]

Logo, Xy = z441 = f(n — k,n).
Caso i > 0, segue da definigao de ¢ que

V=0pn—i—kn—i)=7t""P, 4.

Logo, V' ¢ um k@-modulo indecomponivel com vetor dimensao d = (dy,--- ,d,) tal que

d, =1 parai <r <1+ k e zero caso contrario.



4.5. APLICACAO DE CALDERO-CHAPOTON GENERALIZADA 7

Para 0 < j < k, seja ¢/ o vetor dimensao do submodulo de V tal que e/ = 1 para

1+ Srgi—l—k;ee{,:Onos outros casos. Entao, temos que
ddi—el=k+1—(k—j+1)=j

Defina s(r,e/) = e/, +dyq — e . Assim, denotando por e**1 o vetor nulo, segue do lema
4.20 que

. J dr o i .
XV = O o d; - (Zej(_c)j H:Zl xirflJF +1 €+1y$g~>

Ty Tyo Ty

k+1 ; e el
= o (T T Ty

Entao, tendo em vista a formula da proposigao 3.30(ii), para terminar a demonstragao basta

provar que
n

s(red), el —_—
z, yr = Ti—1Li " Litj—1Li4j5 *** Ligk41-

r=1
Caso i + k < n: Lembrando que estamos supondo 4, = z,11 € . = 1 para r # n, se

i+ k < n entdo e/ =0, ou seja,

H:CS(TG ) er _ H:L,s(rej)'

Vamos calcular s(r, e/):

(@)sel<r<i—2oui+k+2<r<ntemosquee | =dy =e , =0, logo
s(r,e?) = 0.

() ser=i+j—lour=i+jtemosquee. ; =0eel,, =d1 =1, logo s(r,el)=0.
(c)sei—1<r<i+j—2temosquee. ; =¢e,, =0ed =1,entdo s(r,el) = 1.
d) sei+j+1<r<i+k+1temosqued. 1 =¢€ ,ee ,=1,entdo s(r,el) =1.
r+1 r—1
Logo, temos que

k+1 j el
Xv = m Zjio(_c)j H?:lxi(re)>

1 k+1

R - ijo(—c) Li1Li** Ligj—1Ligj *** Litkt1

Caso i + k = n: temosqueej—lparaz+j<r<n como Y, = Tni1 € Y = 1 para

r # n, entao
s(r,e?), e sre]
||Ir( T:Q3n+1||$ )

Analogamente ao caso anterior, podemos verificar que
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(a) se 1 <r <i—2entao s(r,e’) = 0;
(b) ser =i+ j—1our =i+ jentao s(r,e’) = 0;
(c) s(r,e’) =1 nos outros casos.

Logo,

n n
s(r,e? el _ s(red) __ -

| | 9177»( )y/ = Tn+1 er( V=i " Lipj—1Titj " Tt

r=1 r=1

Portanto, em ambos os casos, temos que

k+1
1 : , ,
Xy =——— g (—cYxiqx; - -ximﬂ T | = f(n—i—k,n—1),
Ti-Titk =0

em que a ultima equacdo segue da proposicao 3.30(i7).

O item (b) é consequéncia imediata do item (a) e da proposi¢ao 4.10(b). O

_>
Teorema 4.23. Sejam L e M dois objetos de Cq, com QQ = A, rigidos e indecomponiveis
tais que ExtéQ (M, L) # 0. Existem dois objetos B, B' Cg e um inteiro positivo X tais que

XuXp =X+ (—c)*Xp.
Além disso, existem dois tridngulos

M——>B——L——= M| e L—=B—>M—>L[].

Demonstragao. Sejam L e M dois objetos de C := Cq rigidos e indecomponiveis tais que
Exts(M, L) # 0. Entdo, o lema 4.15 implica que (L) e ©(M) se cruzam. Assim, podemos
supor que O(L) =d; j42e O(M) =d;_pipn,emque 0<i—k <i<i+A<j+2<n+2.
Como © = Yo p~! segue que L = p(i,7) e M = ¢(i — k,i — 2+ \). Entao, pelo teorema
4.22(a) segue que

XarXp = f(i — kyi— 2+ N f(i,5).

Aplicando a regra —c-modular generalizada obtemos a equacao
XuXp = f(i =k ) f(ii =2+ N) + (=) (i — ki = 2)f(i + X, j).
Utilizando novamente o teorema 4.22(a), concluimos que

XXt = Xk Xai-aen + () Xa-ri-2Xa001)

Entao, tomando

B =@(i—k,5) & @livi — 2+ A
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B =¢(i—k,i—2)®p(i+\7)

segue que
XuXp = Xp+ (—c)* X},

o que termina a demonstracao da primeira parte do teorema.
Para demonstrar a segunda parte, considere 1 < r; < ry < r3 < n e os objetos projetivos

P, P, e P,,. Entao, temos uma sequéncia exata de k()-modulos dada por

T2—"r3 T2—"3
O_>PT2_>P7"1€BTD PTS_)TD PT1+T3*T2_>0

Assim, utilizando a proposi¢ao 1.12(d) obtemos um triangulo

w

w T2—T3 v T2—T3
P, —P, &1 "By ——=7p PPy, — Po[1]

Representando os elementos do tridngulo (u, v, w) acima utilizando a aplicagao

©: Bon — indD

(4,7) + 7’; n—jti

e tomando
rn=n—j7—k+1i ro=m—A—k+2 r3=n—A+2

obtemos o triangulo
P0,k+A=2)—=pk A+E-2)D¢0,j —i+k)—¢k,j—i+k)—=p0,k+X—-2)[1].

Como o transladado de Auslander-Reiten 7p é uma equivaléncia triangulada, aplicando

—(i—k A . A
T =M ho triangulo acima, obtemos o triangulo

ou seja, M — B — L — M]1] é um tridngulo de C. Analogamente, podemos obter um
triangulo de D dado por

(i, ) —=w(i,i—k+n+1) @i+ N j)—=9(i+Ni—k+n+1)—=0(i,j)[1],

mas

oi,i—k+n+1) = 750G —1,i—k+n)

= 7p'(i — ki —2)[1]

= @i —k,i—2)
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Gt Ni—k+ntD) = ol—k+Li—1+N[]

= 7l — ki — 2+ N[1] .

= P(i—ki—2+)\)

Logo, temos um triangulo de C dado por

p(i,§) —=@(i =k, i =2) B o(i + X, j) —= (i — ki =2+ X) — (i, j)[1],

ou seja, L — B’ — M — L[1] é um triangulo de C.
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