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Resumo
N

Unidades de Z(5, e aplicacoes

Seja p um ntmero primo fmpar e seja # uma raiz p - ésima primitiva da unidade. Considere
os seguintes elementos u; := 1+ 60 + 62 + -+ + 0"~ para todo 1 <i < % do anel Z[6].

Nesta tese, nés descrevemos explicitamente um conjunto gerador para o grupo das unidades
do anel de grupo integral ZCp, representado por U(ZC4,), onde Cy, representa o grupo ciclico de
ordem 2p e p satisfaz as seguintes condigoes: Sp := {—1,60,ua, ... ,U[)Q;l} geraU(Z[0]) e U(Zy) = <§>
ou U(Zy)? = (2) e =1 ¢ U(Zp)?, que para p = 7,11,13,19,23,29,37,53,59,61 e 67 sabemos que
sao verificadas. Enquanto para outros valores de p ndo sabemos se as nossas hipéteses sao validas.

Com o intuito de estender tais ideias, encontramos um conjunto gerador para U(Z(Csp x C2) e
U(Z(C4p x Cy x Cy) onde p satisfaz as mesmas condicoes anteriores acrescidas de uma nova hipédtese.

Finalmente, com o auxilio dos resultados anteriores, apresentamos um conjunto gerador das
unidades centrais do anel de grupo Z(C, x Qg), onde Qg representa o grupo dos quatérnios, ou

seja, Qg := <a,b cat=1,a2=0%0b"lab= a*1> .

Palavras Chaves: Anéis de Grupo sobre os Inteiros, Unidades de Anéis de Grupo, Unidades

Centrais de Anéis de Grupo Integral, Grupo dos Quatérnios.






Abstract
N

Units of Z(C), and applications

Let p be an odd prime integer, 8 be a p* primitive root of unity, C,, be the cyclic group of
order n, and U(ZG) the units of the Integral Group Ring ZG. Consider u; := 1+ 60+ 6% +... +6!
for 2 < i < % In our study we describe explicitly the generator set of U(ZCy,), where p is
such that Sy := {—1,0,uq,... ,u%} generates U(Z[0]) and U(Z,) is such that U(Z,) = (2) or
U(Zp)* = (2) and —1 ¢ U(Z,)?, which occurs for p = 7,11, 13,19, 23,29, 37,53,59, 61, and 67. For
another values of p we don’t know if such conditions hold.

In addition, under suitable hypotheses, we extend these ideas and build a generator set of
U(Z(Cqp x Cq)) and U(Z(Cop x Ca x Cy)).
Besides that, using the previous results, we exhibit a generator set for the central units of the

group ring Z(C) x QJg) where Qg represents the quaternion group.

Keywords: Group Rings over Integers, Units of Group Rings, Central Units of Integral Group

Rings, Quaternion Group.
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Introducao

Dado um grupo G e um anel R define-se um anel de grupo, representado por RG, como o

conjunto de todas as somas formais quase nulas da seguinte formas: E agg, com ay € R, munidos

geG
das seguintes operagoes:

(i) +: Zagg + Zbgg = Z(ag +bg)9g;

geG geqG geqG
(ii) -: Z agy | - Z beg | = Z Z(agbh)gh
geG geqG g€G heG

Podemos também definir a multiplicacao de elementos de RG por elementos do anel R :

ST Z agg | = Z()\ag)g.

geG geG

Com esta operacao RG admite uma estrutura de R-moddulo.

Acredita-se que este assunto comecgou a ser estudado implicitamente por A. Cayley em [5], e
mais tarde explicitamente por T. Molien em 1897, e veio a adquirir enorme relevancia a partir dos
trabalhos de E. Noether, R. Brauer e I. Schur, que estabeleceram a relagao que existe entre a teoria
de estrutura de anéis e algebras e as representacoes de grupos finitos.

Neste trabalho estudaremos o caso ZG, conhecido como o anel de grupo integral. Descrever
o grupo das unidades U(ZG) para um grupo finito G é um problema cldssico e dificil. A maioria
das descri¢oes de U(ZG) na literatura matemética, ou dao uma descri¢ao explicita das unidades,
ou a estrutura geral de U(ZG), ou ainda um subgrupo de U(ZG) de indice finito. No caso em que
G é um grupo finito, sabemos que o centro Z(U(ZG)) de U(ZG) é um grupo abeliano finitamente
gerado, e portanto, deve ser da forma T x A, onde T é um grupo abeliano finito e A é um subgrupo

abeliano livre de Y (ZG). Berman em [4] e Higman em [9] provaram que 7' = £ Z(G).



E claro que tal conjunto A nao é unicamente determinado e, para determinar A, é suficiente
determinar uma Z - base S para o Z - médulo livre A. Como a operacao em A é a multiplicagao,
dizemos que S é um grupo multiplicativamente independente. A cardinalidade de S, ou seja, o
posto de A é conhecido e é precisamente a diferenca entre o nimero de componentes simples da
algebra RG e o nimero de componentes simples da algebra QG. No entanto, em apenas alguns
casos é possivel determinar tal conjunto S.

Para alguns grupos especificos, pesquisadores ja determinaram tais conjuntos. Aleev em [1] e
Li & Parmenter em [16] determinaram o conjunto S para os subgrupos alternados As e, no mesmo
artigo, Aleev determinou tal conjunto para Ag. Aleev & Panina em [2] descreveram tal conjunto
para os grupos ciclicos de ordem 7 e 9. Para grupos ciclicos de ordem 5 e 8 Polcino e Sehgal exibiram
tais conjuntos.

Em outros artigos determinaram conjuntos multiplicativamente independentes que geram sub-
grupos de indice finito de Z(U(ZG)). Entre estes artigos destacamos os seguintes: Jespers, Par-
menter & Sehgal em [13], Polcino & Sehgal em [20] encontraram tal conjunto para grupos nilpo-
tentes, Ferraz & Simén em [7] acharam tal conjunto para um tipo especial de grupo metaciclico,
Hoechsmann em [10] e em [11] e Hoechsmann & Sehgal em [12] obtiveram alguns resultados quando
o grupo ¢é abeliano.

Bass fez um trabalho excepcional para anéis de grupos abelianos finitos. Para enunciar tal
resultado introduzem-se as unidades ciclicas de Bass. Sejam g um elemento de um grupo abeliano G
de ordem n e 7 um inteiro t¢a(al ;:1ue mdc(i,n) = 1com 1 < i < n—1.Sejam § = 1+g+g°+...+g" L, ¢

-1

a funcao de FEuler e K = ———. Define - se a unidade ciclica de Bass como:
n

bi(9) = (1+g+g"+...+g" )" —kg.

Bass em [3] provou que, se G é um grupo abeliano finito, entdo o grupo gerado por todas as
unidades ciclicas de Bass de U(ZG) é um subgrupo de indice finito de U(ZG). Mais ainda, neste

artigo Bass mostrou que se G := (g) é um grupo de ciclico de ordem prima impar p entao o conjunto:

—1
Sp = {bi(g):2§i§p2}

é um grupo multiplicativamente independente que gera um subgrupo de indice finito em U(ZG).
Contudo este conjunto nunca gera um complemento para Cy, em U; (ZC)). Posteriormente Ferraz
construiu um conjunto multiplicativamente independente que gera um complemento para C, em

Ui (ZCy), desde que satisfeita uma condicao proveniente da teoria dos nimeros. Para enunciar tal



condicao vamos definir alguns conceitos. Considere # uma raiz p-ésima da unidade e p; = Z;;%) 6.
A condigao ¢ a seguinte: o conjunto Sy := {—1,0, ua, - - 7/~Lz72;3} deve gerar as unidades de Z[6].

No caso em que p é um primo impar tal que 5 < p < 67 sabemos que esta condicao ¢é verificada.
Ja para p > 68 nao sabemos se a condicao ¢ satisfeita. Como para determinar as unidades de ZCy,
fazemos uso das unidades de ZC), entao esta condigao esta atrelada aos nossos resultados.

A tese esta dividida da seguinte forma, no Capitulo 1, nds apresentamos defini¢bes e resultados
que sao conhecidos da teoria de anéis, grupos e de anéis de grupos. Além disso, fixaremos as
notagoes adotadas ao longo deste trabalho.

No Capitulo 2, fomos capazes de encontrar um conjunto multiplicativamente independente que
gera o grupo de unidades do anel de grupo integral ZCs,. Em uma primeira tentativa, utilizando
as unidades de ZC), obtidas por Ferraz, conseguimos determinar as unidades de ZCs,. O con-
junto gerador do grupo das unidades de ZC», estd vinculado ao conhecimento do conjunto das

unidades de ZC), e a caracterizacao do nicleo do homomorfismo p : U(ZC)p) — U(Z2C)p) definido

p—1 p—1
or a;g | =) ag’
por p 9 i
Jj=0 Jj=0
Primeiramente, trabalhamos com as unidades para as quais 2 gera as unidades de Z,, e depois,
passamos a considerar unidades tais que 2 gera U (Z,,)Q e —1 nao pertence a U (Zp)z. No entanto,
observamos através dos exemplos, que as contas ficavam mais dificeis conforme o p aumentava.
Assim, na tentativa de minimizar estas contas, modificamos as unidades descritas por Ferraz em
[6]. Tais unidades serao vistas com detalhes no Capitulo 2.
Nossa préxima intengao era generalizar o resultado obtido para o anel de grupo

Z(Cp x Cy x ... x (). Considere o homomorfismo de grupos ¢ : Z(Cp, x Cy x ... x Cy) —
N——— ———

n vezes n—1 vezes
Zy(Cp x Cy x ... x Cy) definido da maneira usual e defina ® = ¢‘U(Z(CPX02 X ... x Cy)- Para
— —_—
n—1 vezes

n—1 vezes

se encontrar um conjunto gerador para U(Z(Cp x Cy x ... x C3)) devemos conhecer as unidades
—_——

n vezes
de Z(Cp x Cy x ... x () e caracterizar o nicleo do homomorfismo ®. Entretanto, descrever tal
—_—

n—1 vezes
nticleo nao é uma tarefa facil, e por este motivo, nao foi possivel generalizar nosso resultado como

gostariamos.

No Capitulo 3, utilizando os resultados do Capitulo 2, conseguimos estender nosso resultado para
o anel de grupo Z(Cy, x C5). Tal extensao depende diretamente do conjunto {¢(f51), - -, qb(ﬁ%)} ser
linearmente independente. Tal hipdtese resolve o problema de descrever o niicleo do homomorfismo

P U(ZCQP) — Z/{(ZQCQP).



No Capitulo 4, determinamos o nicleo da fungao ® para o caso em que n = 2, e com
isso, conseguimos exibir um conjunto de geradores para as unidades do anel de grupo integral
Z(Cqp x Cy x Cy). Além disso, descobrimos que a existéncia ou ndo de um idempotente nao trivial
no conjunto da imagem de ¢ modifica o nicleo de ®. Com o auxilio destes ntcleos encontrados,
conseguimos também descrever um grupo gerador para as unidades centrais do anel de grupo
Z(Cy x Qg), onde Qg representa o grupo dos quatérnios.

No caso em que tal idempotente nao exista, estamos generalizando os resultados obtidos, e, em
nossos trabalhos futuros, pretendemos descrever o conjunto gerador de suas unidades. Porém, no
caso em que este idempotente existe, ainda precisamos trabalhar um pouco mais, uma vez que, 0s

conjuntos tornam-se mais complexos do que inicialmente pensavamos.



| CapiTurLo 1 I

Fundamentacao Teérica

O propésito principal deste Capitulo é introduzir alguns conceitos que utilizaremos ao longo
desta tese, enfatizando a definicdo de unidades de anéis de grupos, objeto de nossos estudos.
Apresentaremos também as notagoes que serao utilizadas no decorrer do trabalho.

Em 1843 quando se descobriu a algebra dos quatérnios, muitos matematicos se aventuraram
a estudar estruturas similares levando ao desenvolvimento da &algebra abstrata. Destacaremos

algumas delas que utilizaremos ao longo desta tese.

1.1 Grupos

Definicao 1. Um grupo consiste em um conjunto nao vazio G munido de uma operac¢do bindria

w:Gx G — G definida por u((g,h)) = gh que satisfaz os sequintes axiomas:
(G1) (ghym = g(hm)

(G2) Eziste e € G tal que eg = g = ge para todo g € G

(G3) Para todo g € G existe h € G tal que hg = e = gh

Observe que enquanto o primeiro axioma garante que a operacao u é associativa, o segundo
assegura a existéncia do elemento neutro, que no caso multiplicativo é chamado de identidade e
representado por 1. Ja o terceiro axioma afirma que todo elemento do grupo G tem inverso, que no
caso multiplicativo é representado por g~ '.

Alguns grupos possuem uma propriedade adicional: a comutatividade, isto é, gh = hg, para

todo g, h € G. Este grupo especial é chamado de grupo abeliano.

Salvo indicagoes contrarias, todos os grupos aqui considerados serao multiplicativos.



1.1 - Grupos

Definigao 2. Um subconjunto H de um grupo G € dito um subgrupo de G se satisfaz:
(S1) H é nao vazio

(S2) Para todo h,s € H tem-se que hs € H

(S3) Se h € H entdo h=* € H para todo h € H

Utilizamos a sequinte notacao H < G para representar que H € subgrupo de G.

Seja u a operagao bindria que dd a G sua estrutura de grupo. A condigao (S2) implica que
podemos considerar a restri¢ao desta operagao sobre H x H, enquanto (S1) garante que existe ao
menos um elemento h em H e (S3) garante que h~! € H. Das condicdes (S1), (S2) e (S3) obtém-se
que 1 € H.

Definicao 3. Seja S um subconjunto ndo vazio de um grupo G. Define-se o subgrupo gerado
por S como (S) = ﬂ{H:HSGeSgH}.

Perceba que (S) é o menor subgrupo de G que contém o subconjunto S. A fim de caracterizar os
elementos de S pode-se escrever o subgrupo gerado por S como (S) = {s1s2- -5, : 55 € S ou sj_l €

SV1i<j<nen?>1}.
Proposigao 1.1.1. Seja G um grupo e considere g € G. Entao:

(1) (9)={- 929" 1,9,6% -}

(2) Se ¢" = 1 para algum n > 2 e {1,9,9%---,g" "'} forem distintos entio (g) =

{1,9,6%, - ,9" '} e, além disso, g = ¢7 se, e somente se, i = j (mod n).
A demonstragao desta Proposigao pode ser encontrada em [18] na pégina 16.

Definicao 4. Um grupo G € ciclico quando ele pode ser gerado por um unico elemento,ou seja,

quando G = (g) para algum g € G. Quando g" = 1 representamos G = C,,.

Se um grupo G tem um ntmero finito de elementos, entao ele é chamado de grupo finito .
Neste caso, |G| representa o nimero de elementos do grupo G e é chamado de ordem de G. Diz-se
que em elemento g € G é de ordem finita se o grupo (g) é finito. Representaremos a ordem de
g como ord(g) = | (g) |

Sabemos que (¢) = {---,¢72,97',1,9,9% - }. Se ord(g) = n da Proposicao 1.1.1 tem-se que
n representa o menor inteiro positivo tal que g" = 1 e entdo (g) = {1,9,¢%, --- ,¢"'}. Quando este

inteiro nao existe dizemos que g tem ordem infinita.



Capitulo 1 - Fundamentagao Tedrica

Definicao 5. Seja G um grupo abeliano. Se todo elemento de G tem ordem finita entdo G €
chamado de grupo de torg¢ao. Em contrapartida, G € dito um grupo livre de torg¢ao se todos

0s seus elementos, exceto o 1, tém ordem infinita.

Definicao 6. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Considere g € G e 0s subconjuntos da
forma gH :={gh:he€ H} e Hg:= {hg : h € H}. Tais conjuntos sao chamados de classe lateral

a esquerda e a direita de H determinados por g respectivamente.

Definicao 7. A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda ou a direita € o indice

de H em G e serd representado por |G : H|

Considere G um grupo e seja H um subgrupo de G. Queremos verificar se a operacao de G
induz de maneira natural uma operacao sobre o conjunto das classes laterais a esquerda de H em
G, ou seja, se a operagao (zH,yH) — zyH é bem definida. Para que tal operagao seja bem definida

precisamos definir um novo tipo de subgrupo.

Definicao 8. Um subgrupo H de um grupo G diz-se normal em G e representamos H <G se uma

das condi¢des equivalentes for satisfeita
(H1) Hg = gH para todo g € G

(H2) gHg~' = H para todo g € G
(H3) g-'Hg = H para todo g € G

Quando H é um subgrupo normal do grupo G entao a operacao (zH,yH) — zyH estd bem

definida e pode-se formular o seguinte conceito.

Definigao 9. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo das classes laterais com

. , G
a operacdo induzida de G € o grupo quociente de G por H e serd representado por T

Definimos agora um conceito fundamental na Teoria de Grupos.

Definicao 10. Sejam (G,.) e (H,x*) dois grupos. Uma fun¢ao

¢ L m
g +— [f(h)
satisfazendo f(g1.92) = f(g1) * f(g2) € chamada de homomorfismo de grupos. Se o homomor-

fismo for injetor dizemos que f é um monomorfismo, se [ for sobrejetora o homomorfismo €

chamado de epimorfismo e se este for uma bijecao diz-se que f ¢ um itsomorfismo entre G e H.

7



1.1 - Grupos

Os subgrupos definidos abaixo sao de grande importancia.

Definicao 11. Sejam (G,.) e (H,*) grupos e considere o homomorfismo de grupos f : G — H.
O subcongunto Ker(f) := {g € G : f(g9) = 1lu}, onde 1y representa o elemento neutro de H €

chamado de nicleo de f.

Definigao 12. Sejam (G,.) e (H,*) grupos e considere o homomorfismo de grupos f: G — H. O
subconjunto Im(f) :={h € H : existe g € G tal que f(g) = h}, € chamado de imagem de f.

Teorema 1.1.1. Sejam (G,.) e (H,x) grupos e seja f : G — H um homomorfismo de grupos.

Entao
(i) f(lg) =1 e f(g7') = f(g9)~" para todo g € G
(ii) Se K é um subgrupo de G entao f(K)={f(k):k € K} ¢é subgrupo de H.

(iii) Se M € um subgrupo de H entio f~'(M) := {g € G : f(g9) € M} ¢é subgrupo de G. Em

particular, se M = 1g entao Ker(f) é um subgrupo de G.

(iv) f(g) = f(h) se, e somente se, gh™' € Ker(f). Em particular, f € injetora se, e sé se,
Ker(f) ={1u}.

(v) Se M é um subgrupo normal de H entdo f~*(M) é um subgrupo normal de G. Em particular,

Ker(f) € normal em G.

Esta demonstracao é um exercicio facil, conforme Martin diz em [18].

Em seguida enunciaremos um dos principais teoremas relacionados aos isomorfismos de grupos.

Teorema 1.1.2 (Teorema do Isomorfimo). Seja f : (G,.) — (H,*) um homomorfismo de grupos.

G

Entao a funcao f : Rer(7)

— Im(f) € um isomorfismo de grupos.
A prova deste teorema pode ser encontrada em [8] na pégina 149.

Definicao 13. Sejam H e K dois subgrupos normais de um grupo G, tais que H((K = 1g e
G = HK, dizemos que G é o produto direto interno de H e K.

A definigdo acima implica que se g € G entdo g se escreve de maneira tnica como hk para

algum h € H e algum k € K.

Definicao 14. Sejam G1,--- , G, grupos. O produto direto externo de G1,--- G, representado

por G1 X --- X Gy, € definido como:

Gy x -+ xGp:={(g1," ,9n) : gi € Gi}

8



Capitulo 1 - Fundamentagao Tedrica

com o produto definido componente a componente.

A seguir apresentaremos um resultado que nos dé condigoes para que um grupo G seja isomorfo

ao produto direto de grupos G1,Ga, -, Gy.

Teorema 1.1.3. Sejam G,G1,Ga, -+ , Gy grupos. Entdo o grupo G € isomorfo ao grupo G X

Go x -+ x Gy, se, e somente se, G possui subgrupos Hy = G1,--- , H, = G, tais que
(i) G=H1Hs--H,
(ii) H; € um subgrupo normal de G para todo 1 <i<mn

(i) H;(\(H1---Hi—1H;y1--- Hyp) = {1} para todo 1 <i <n.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [8] na pagina 180.
Vamos destacar agora o conjunto dos elementos g € G que comutam com todos os elementos

do grupo.

Definicao 15. Seja G um grupo. Considere o conjunto

Z(G):={9€ G:hg=gh,VheG}

Tal conjunto é chamado de centro de G.

Vamos nos concentrar agora nos grupos abelianos.

Definicao 16. Um grupo abeliano G € finitamente gerado se existirem gi1,go, -+ ,g9n € G tais
que para todo g € G tem-se que g = g1'gy> -+ gir com r; € Z, para todo i e representamos por

G = <917927"' 7gn>

Ressalto aqui que estamos fazendo uso da notacao multiplicativa.

Definicao 17. Dizemos que os elementos g1, g2, - gr de G sao multiplicativamente indepen-
dentes sobre 7 se a equagdo gi'gy?--- gt =1 com n; € Z para todo 1 < j < k tiwer solugdo

apenas quando todos os n; forem nulos.

Observe que um conjunto {gi, g2, -+ ,gr} de elementos multiplicativamente independentes de

G e que gera G é chamado de base de G.

Definicao 18. Um grupo abeliano que possui uma base com n elementos € chamado de grupo

abeliano livre de posto n.



1.2 - Anéis

Lema 1.1.1. Seja G um grupo abeliano livre de posto n e seja H um subgrupo de G. Entdo

T é um grupo finito, se e somente se, H tiver posto n. Neste caso, se {gi,g92, - ,gn} €
n

{hi,hg,--- ,hy} forem bases de G e H respectivamente com h; = H g;-lij para todo 1 < i < n entdo
§=0

[G . H] = \det(aij)].

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [18] na pagina 80.

1.2  Anéis

Definicao 19. Um anel é um conjunto nao vazio R munido de duas operagoés bindrias, que
representaremos por + e . e chamaremos de adi¢cdo e multiplicagao respectivamente, tais que para

todos r,s,t € R

(A1) r+ (s+t)=(r+s)+t

(A2) Eziste um elemento 0 € R tal quer +0=0+7r =1

(A3) Eziste um elemento —r € R tal que r + (—r) = (—=r)+r =10
(Af) r+s=s+r

(A5) r.(s.t) = (r.s).t

(A6) r.(s+t)=rs+rt

(A7) (r+s)t=rt+st

Se, além destas condigoes, tal conjunto ainda satisfizer r.s = s.r o anel é dito comutativo. Um
anel R que contém um elemento 1 # 0 tal que, para todo r € R, 1.r = r.1 = r é chamado de anel
com unidade. Além disso, um anel com unidade é chamado de dominio se para todos r,s € R
tais que r.s = 0 tem-se que ou r = 0 ou s = 0. Elementos nao nulos r,s € R tais que r.s = 0 sao
chamados de divisores de zeros. Portanto um dominio é um anel com unidade sem divisores de

zeros. Definiremos agora o conjuntos dos elementos inversiveis de um anel.

Definicao 20. Seja R um anel. Um elemento r de R ¢ chamado de inversivel se existe um
elemento, que denotaremos por r~' € R e chamaremos de inverso, tal que r-1 =1-7r =r. O
conjunto:

UR):={re€e R:3s€ R tal que rs =1= sr}
€ chamado de grupo multiplicativo das unidades.
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De maneira andloga ao conceito de homomorfismo de grupos pode-se definir o conceito de

homomorfismo de anéis.

Definicao 21. Seja R um anel. Um homomorfismo de anéis ¢ uma aplicacdo

Fi(A4a,.4) = (B, +p,.5) que satisfaz:
(1) fla1 +aa2) := f(a1) +B f(az)
(2) f(ar.aa2) := f(a1).Bf(az)

para todos ay,as € A

Um homomorfismo de anéis f : R — S é chamado de monomorfismo se f for injetor, isto é,
se f(r1) = f(re) implica que r1 = rq, para todo r1,79 € R. Se f for sobrejetor, ou seja, Im(f) = S
0 homomorfismo é chamado de epimorfismo. J4 se f for uma bijecdo o homomorfismo é chamado
de epimorfismo. Neste caso, dizemos que R e S sao isomorfos e representamos por R = S.
Um homomorfismo do anel R nele mesmo é chamado de endomorfismo. Se, além disso, ele for
também um isomorfismo entao serda chamado de automorfismo.

A seguir, introduziremos o conceito de involugao, uma aplicacdo de grande importancia e utili-

dade na Teoria de Anéis, bem como na Teoria de Grupos.
Definicao 22. Seja R um anel. Uma tnvolugao * : R — R € uma bijecao que satisfaz:
(1) (r+s)* :=r*+s*,
(2) (rs)* = s*r*,
(3) () =
para todos r,s € R
Observe que a involugao nada mais é do que um anti-automorfismo de ordem 2.

Exemplo 1. Considere * : C — C definida como z* := Z, o conjugado de z. Tal funcdo € uma

tnwvolucdo.

De fato, temos que para todo z1 = a1 + b1, 20 = aq + iby € C:

(21+22)* =21tz = (a1 + ag) + i(b1 + bz) = (a1 +a2)—i(b1 +b2) = (al—ibl)—l—(ag—ibg) =7Z1+22
(z122)" = Z1z2 = (a1a2 — bib1) +i(a1bz + agb1) = (a1ag — bib1) — i(ai1bs + agb1) = a1(ag — ibs) +

—ib; ((12 — ’ng) = (a1 — ibl)(ag — sz) = (a1 + ’ibl)(ag + 262) = 2129
(ZT)* = (Z)* = (a1 — ’Lbl)* =a1 — by = a1 +ib1 = =1

logo * é um involucao.

11



1.3 - Anéis de Grupos

Exemplo 2. Considere * : M,(K) — M, (K) definida como A* := A®, a transporta da matriz A.

Tal funcdo € uma involugdo.

O conceito de moédulo, introduzido a seguir, foi apresentado implicitamente nos trabalhos de

Richard Dedekind sobre Teoria dos Ntimeros.

Definicao 23. Seja R um anel com unidade. Um grupo abeliano M ¢é chamado de R-mddulo a

esquerda se para cada r de R e para cada elemento m de M o produto rm € M satisfaz
1. (r + s)m = rm + sm, para todos r,s € R e, para todo m € M;
2. r(m1 + ma) = rmq + rmag, para todo r € R e, para todos my, mg € M;
3. r(sm) = (rs)m, para todos r,s, € R e, para todo m € M;

4. 1-m=m-1=m, para todo m € M,

1.3 Anéis de Grupos

Nesta secao, iremos apresentar notagoes e propriedades cldssicas dos anéis de grupos. Iniciare-

mos com a definicdo de anél de grupo.

Definicao 24. Sejam R um anel com unidade e G um grupo. Define-se um anel de grupo,

representado por RG, como o conjunto

RG = Z agg : ag € R eay # 0 para apenas um nimero finito de g
geG

Definimos em RG as sequintes operagoes:

(i) +: Zagg + Zbgg = Z(ag +bg)9g;

geG geqG geqG
(ii) - : Zagg : (Z bhh> = Z Z(agbh)gh
geG heG geG heG

Podemos também definir a multiplicacdo de elementos de RG por elementos do anel R :

ST A Zagg = Z(Aag)g,
geG geG
fazendo com que RG admita uma estrutura de R-mddulo.

12
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Nesta tese, estaremos sempre trabalhando com o chamado anel de grupo integral, ou seja,
o anel R considerado serd o anel dos inteiros Z. A seguir definimos uma aplicagdo muito 1util e

importante na area de anéis de grupos.

Definigao 25. Sejam R um anel e G um grupo. Considere o anel de grupo associado a eles RG.

O homomorfismo de anéis: € : RG — R definido por € Z agg | == Z ag € chamado de fungao
geG geG
de aumento de RG. Seu nicleo, representado por, A(G) € chamado de ideal de aumento de

RG.

Observe que, um elemento o = Z agg € A(G) se, e somente se, €(a) = Z ag = 0. Portanto,
geG geG
todo elemento o € A(G) pode ser reescrito como « := Z ag(g—1).

geG
Logo, A(G) € (9—1:9g€@G), onde (g—1:g¢€ G) denota o R-médulo livre gerado por

{g—1:9€G}.
Por outro lado, temos que (¢ —1:9g € G) C A(G) uma vez que €(g — 1) = 0. Desta forma,
podemos caracterizar o ideal de aumento como R- médulo livre cuja base é {g—1:¢g € G, g # 1}.
Outra aplicacao bem conhecida e de grande utilidade é a involugao. Restringiremos-nos aqui

apenas a involucao classica, que esta definida a seguir.
Definicao 26. Seja RG um anel de grupo. Considere a funcdo *x : RG — RG definida por
*
Z agg | = Z agg_l. Tal funcdo é chamada de involucao cldssica.
geG geG

O resultado a seguir foi bastante utilizado no trabalho e por tal razao encontra-se aqui enunciado

e demonstrado.

Proposicao 1.3.1. Seja R um anel comutativo com unidade e sejam G e H grupos. FEntdo

R(G x H) = (RG)H.

Demonstragao:

Considere
R(G x H) % (RG)H
<Zg€G Q(g,h) (ga h)) — Z (Cb(g’h)g) h
heH heH

Primeiramente vejamos que ¢ estd bem definida.

Sejam a = Z agny(g,h) e B = Z agn) (g9, h) € R(G x H), tais que o = 3, entdo, para todo

geG geG
heH heH

g € G e, para todo h € H a(yp) = by p). Assim,

13
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(o) = Z Za(g,h)g h = Z Zb(g,h)g h = ¢(B).

heH \geG heH \geG
Logo, a funcao estd bem definida.

Vamos mostrar agora que ¢ é um homomorfismo de anéis. Sejam o = Za(gﬁ)(g,h)
G
rem
e B = Zb(gﬁ)(g,h) € R(G x H), entaio o + f = Z(a(%h) + bgm)(g,h) e
geG gelG
heH heH
O[B = Z a(g1,h1)b(927h2)(glg2ah1h2)' LOgO,
91,92€G
hi,ho€H
dla+ B) = DD (agn +bemg | b = D (D agma|h + D[ D beme |
heH \geG heH \geG heH \geG
= ¢(a) + ¢(p).

Sabe-se que,

p(ap) = Z Z (g h1)0(g2,h0)) 9192 | h1ha

hi,ho€H \ g1,92€G

Por outro lado,

P(@)d(B) = Z Za(gyh)g h ZZ(b(m)g)h ,

heH \geG geG heH

ou seja,

d@)p(B) = D | D (a(gh)bigrhe))9192 | haha

hi,ho€H \g1,92€G

e, portanto, ¢(af) = ¢(a)@(B). Logo, ¢ é um homomorfismo de anéis.

Demonstremos que ¢ é injetora. Seja a = Z aign(g,h) € R(G x H), tal que ¢(a) = 0, entao

geG
heH

Y oheH <deG a(g,h)g> h = 0. Como H é uma RG - base de (RG)H, entao Z a(g,n)g = 0, para todo

geG
h € H. Mas, G é uma R - base de RG, entao a(, ;) = 0, para todo g € G. Logo, a = 0 e, portanto,

¢ é injetora.
Verifiquemos que ¢ é sobrejetora. Seja y € (RG)H. Como H é uma RG - base para (RG)H,

entdao y = Z aph. Como G é uma R - base para RG, para cada h € H tem-se que ay = Z a(g.n)9-
heH geG

14
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Considere © = ) jeq a(g,n)(9,h) € R(G x H), entdo ¢(z) = Z Z agmg | h = Z aph = y.
heH heH \geG heH
Portanto, ¢ é sobrejetora.

Desta forma, R(G x H) = (RG)H.
[ ]

Definigao 27. Sejam G um grupo, R um anel com unidade comutativo e {C;}icr o conjunto das
classes de conjugacao de G que contém apenas um numero finito de elementos. Para todo i € 1

considere v; = C; = Z x. Estes elementos sao chamados de somas de classe de G sobre R.
zeC}

Teorema 1.3.1. Seja G um grupo e seja R um anel com unidade comutativo. Entao o conjunto

{7vi}ier de todas as somas de classes € uma base de Z(RG), o centro de RG, sobre R.

A prova deste Teorema encontra-se em [19] na pagina 151.

1.4 Unidades de anéis de grupos

De maneira geral, é extremamente dificil descrever as unidades de um anel de grupo e muitos
matematicos trabalharam neste problema. Alguns conseguiram descrever tais conjuntos para deter-
minados grupos, outros encontraram um subgrupo multiplicativamente independente das unidades
e outros ainda encontraram um subgrupo de indice finito de U(ZG).

Da definigao 20 tem-se em particular que dado um grupo G e um anel R entao U (RG) representa
o grupo das unidades do anel de grupo RG. A seguir definiremos um subgrupo das unidades dos

anéis de grupo que sera de grande utilidade ao longo de nosso trabalho.

Definicao 28. O conjunto
U1 (RG) :={u e U(RQG) : €(u) = 1}

€ o subgrupo das unidades de aumento 1, conhecido como o grupo das unidades normalizadas.

Considere u € U(ZG). Entao existe v # 0 € ZG tal que uv = 1 = vu. Desta maneira e(uv) = 1 e
como € é um homomorfismo de anéis temos que €(u)e(v) = 1. Como e(u), €(v) € Z segue que €(u) = 1
ee(v) =1oue(u) =—-1ee(w)=—1. Assim U(ZG) C U1 (ZG). Portanto U(ZG) = U, (ZG).

Sendo nosso objetivo o de determinar um conjunto multiplicativamente independente e gerador

para as unidades do anel de grupo integral ZG, do resultado acima basta determinar tal conjunto
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para as unidades normalizadas de ZG. Desta forma, de agora em diante focaremos no grupo das
unidades normalizadas.
Descreveremos abaixo algumas formas de construir unidades.

Exemplo 3 (Unidades Triviais). Sejam g um elemento do grupo G er € U(R). O elemento u =rg

1_ —1

do anel de grupo RG ¢ uma unidade e seu inverso € u~ r~1g71. Os elementos desta forma sio

chamados de unidades triviais de RG.

Exemplo 4 (Unidades Unipotentes). Seja r um elemento nilpotente do anel R, ou seja, k=0
para algum k € N. Entdo temos que 1 —r,1+7 € U(R) uma vez que (1—r)(1+r+r2+. .. rk=1) =
I—rf=1le(+r)(1—r+r2—.. .+ (=) k1) =1 -2k = 1. Os elementos 1 &1 sio chamados

de unidades unipotentes de R.

Exemplo 5 (Unidades Biciclicas). Seja g um elemento de ordem finita n do grupo G, ou seja,
g" =1 e sejah € G. O elemento ugp, =1+ (g—1)hg ondeg=1+g+g*+... +¢g" ! é uma

unidade de RG chamada de unidade biciclica.

Note que estas unidades na verdade sao um caso particular de unidades unipotentes, ja que
[(9 — 1)hg]* = 0.
Exemplo 6 (Unidade ciclica de Bass). Considere ® a fun¢do de Euler. Sejam g um elemento de

um grupo abeliano G de ordem n e i um inteiro tal que mdc(i,n) =1 com 1 < i <n — 1. Sejam
jo(n) _ 1
Gg=14+g+¢*+... +g" Lek= —— Define - se a unidade ciclica de Bass como:
n

bi(g) == (1+g+g*>+...+gH*M —kg.

Exemplo 7 (Unidades de Hoechsmann). Seja G = C,, = (g) o grupo ciclico de ordem n. Entao

1+gj+...+gj(i—1)
 l+g+4-4g!

onde mdc(i,n) =1 e mde(j,n) = 1 € uma unidade, chamada de unidade de Hoechsmann.

1+¢gi+- 4 gilD
l+g+--+gt

De fato, seja t € Z tal que it = 1 (mod n) e seja k =

¢é um elemento de ZG.

Vejamos que

it—1

. Como it = 1 (mod n) entao

it = qn + 1 para algum ¢ € Z e pela definicao k = g. Repare que

. . . . k . L .
(1+g+”‘_i_ngl)(l_i_gl_i_gm_{_”'_i_gz(tfl)_gg) — 1+g+92+~-+g” i+ 1_qg

= 149+ +-+¢"" —qg.
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Lembrando que it — 1 = gn segue que
, 4 , 4 k L
(Itgte+g 0+ +"+  +gV - g =1+g—qg=1

Logo

~

(1+g+_“_‘_ngl)fl:1_’_gz+921+_..+gz(t71)_;g

e, portanto,

1_|_gj_|_..._|_gj(i—1)
l+g+---4gt

=(1 +¢ 4+ _|_gj(i*1))(1 +g + g+ +gi(t*1)) — kg € ZG.

Em 1960 G. Higman formulou o seguinte Teorema:

Teorema 1.4.1. Se G é um grupo arbitrario entio U(ZG) = £G x F, onde F é um grupo livre

cujo posto € definido como:

1
§[|G0|—2l+m+1] se Gy € finito
rank(F') := 0 se Gi=1ouG§=1
|Gol se Go € infinito, GE #£1 e G # 1

Aqui Gy € o subgrupo de tor¢ao de G, G™ := {g" : g € G}, m é o numero de subgrupos ciclicos de

Go de ordem 2 el representa o niumero de subgrupos ciclicos de Gy.

A demostragao do Teorema acima pode ser encontrada em [14] na pagina 139.
Iremos voltar nossa atencao para grupos de unidades especiais, as unidades simétricas e as

unidades unitarias.

Definicao 29. O conjuntoU*(RG) := {u € U(RG) : u* = u} é chamado de conjunto das unidades

simétricas de RG, onde x representa a involugao cldssica.
Observe que se G é abeliano e R é comutativo entao U*(RG) é subgrupo de U(RG).

Definicao 30 (Unidades Unitdrias). Sejam G um grupo e RG o anel de grupo associado. Considere

x a tnvolucao cldssica. O conjunto

Un(RG) = {u € U(RG) : uu* = u*u =1}

€ chamado de conjunto das unidades unitdrias.
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Proposicao 1.4.1. Seja u € U(ZG) tal que uw*u = 1. Entdo u = g, para algum g € G.

Demonstragao: Seja u = Z agg € U(ZG). Entao u* = Z agg_l e, sendo assim, tem-se que
geG geq
uu* = Zag + Z agapgh. Como uu™ = 1 entdao ). ¢ af = +1. Logo existe go € G tal
geCG g,h€eGh#g—1
que o, = 1 e ay = 0 para todo g # go € G.

Desta forma, u = +gg.
[

O Teorema abaixo caracteriza o grupo U (ZG) para o caso em que G é um grupo abeliano de

ordem impar.

Teorema 1.4.2. Seja G um grupo abeliano finito de ordem impar. Entao U1 (ZG) = G x U (ZG),
onde U (ZG) representa o grupo das unidades simétricas normalizadas e x representa a involugdo

cldssica.

Demonstracao: Seja u € U;(ZG). Observe que
(u—lu*)* _ (u*)*(u—l)* _ u<u—1)* _ (u—l)*u _ (u—lu*)—l7
ou seja, (v lu*)*(u~tu*) = 1. Como u~'u* € U1 (ZG) segue da proposicio 1.4.1 que u~lu* = g=!
o(g)
para algum g € G, isto é, u = gu*. Como G tem ordem impar podemos escrever g = (g (g2+1)2.
o(

Considere h = g g2)+1. Logo u = h%u*, ou seja, h~'u = hu*. Vejamos que hu* € U*(ZG). Temos
que (hu*)* = (u*)*h* = uh* = h*u = h™'u = hu* e portanto hu* € U;(ZG). Assim u = h(hu*),
onde h € G e hu* € U (ZQG).

Vejamos agora que G NU;F(ZG) = (1). Seja g € G NU;(ZG). Temos que g = g* = g~ L. Logo

g%> =1, como a ordem de G é impar segue que g = 1. Portanto G NU*(ZG) = (1). Dai tem - se que
UN(ZG) = G x UFZG).

Analogamente pode-se mostrar que U(ZG) = G x U*(ZG). Assim, afim de descrever o grupo
das unidades de ZG, podemos delimitar nossa atengao apenas para o grupo das unidades simétricas
normalizadas.

Em nossos estudos utilizamos as unidades provenientes das unidades descritas por Ferraz em

[6] que iremos definir em seguida.
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Definigao 31. Seja p um numero primo e seja 0 uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Vamos

definir:

pi=1+0+6*+... +07 1 €Z[0]

ondet1>1¢€Z

Fagamos algumas consideragoes iniciais.

(1)

(2)

(3)

(4)

Se i =0 (mod p) entao p; = 0;

De fato, vamos considerar o polinomio f(z) = P — 1. Temos que

f@)=(@-1)(@Pt +a2P 2+ ..+ +1).

Como # é uma raiz pésima primitiva da unidade temos que 6 é raiz do polindmio
oP7l 4 aP=2 4 4+ 2+ 1, 0useja, P+ P24+ . +0+1 =0 Comoi=0 (modp)
entao ¢ = gp para algum g € Z. Deste modo,

i =140+60%4. 40P 4 or4ortt 4 4ol 494 49l Vpgla-Dp g

ou seja,

pi=1+0+60>+. 4P+ (1+0+...+0P )+ (1+0...+071)
q vezes

isto é,

pi = 0.

Sel1<i<p-—1entao y; = —9i,up,i;

Pelo item anterior temos que p, = 0. Como pp, = 1404602+ .. .+ 01 407 -7+ . 4 gp~1
segue que:

1+0+60%+ .. . +07 = (@ +0H +. ..+ )= 01 +0+...+or7]

ou seja,

Hi = _eiﬂp—i-
Sei+j=0 (mod p) entdo pu; = —6pu;

Por (1) temos que f;1; = 0. Vamos supor sem perda de generalidade que ¢ < j entdo temos
que

T+0+... +07 L+ 0 40 4 47 = 014+ 0+... 46771

ou seja,

My = —Qiuj.

Sei=j (mod p) entdo u; = pj;
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Vamos supor sem perda de generalidade que i < j. Como ¢ = j (mod p) entdo j = gp + i
para algum ¢ € Z. Portanto:
97 = gt = 9Pg = h; uma vez que P = 1.
Como j —i=0 (mod p) segue por (i) que pj—; = 0. Assim temos que:
14+0+6024+.. . +07 = (040 . 407 =g g7t 4 orL,
Lembrando que
up=1+0+...+6077 1407 4+ 65+ 4P L =0
temos que
140+6>+.. 4071 =14+04+60>+...+6771
ou seja,
pi = pj-
(5) Sel1<i<p-—1entao u; €U(Z[h));
Seja j € Z tal que ij =1 (mod p). Considere:
a=1+04+6%4... +0U~1 c Z[g]. Temos que:
o =1+ 0 +0% . 40U D1 +04+6%+ ... +61)
=
i =140+ 4+ 0 0+ 4 et gUEpgU DLy gDt
=
ap; =14+0+024+ . 477 =1 40462, 4071
Como ji —1 =0 (mod p) temos que ji —1 = gp para algum ¢ € Z. Assim:
i =1 +0+02+... 0PN+ (A +04+602 4. Pl =qu, +1

/

q vezes

Por (1) segue que au; = 1. Portanto p; € U(Z[H]).

Esta unidade originou um tipo especial de unidade, descrita por Ferraz em [6] que faremos uso

no préximo Capitulo.

Definicao 32. Seja G = C, = (g) o grupo ciclico de ordem prima p > 5. Para cada i com

-3
1< < pT definimos:

r—1 t—1
w; = thj Zgjtl . k/g\: (1 +gt +...+gt(r_l)) (1 +th .. +gtz(t—1)) - k§
=0 =0

_ t—1
onde t € Z tal que t gera U(Zy),r € o menor inteiro positivo tal que tr =1 (mod p) e k = r .
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Com base nas unidades acima Ferraz em [6] conseguiu encontrar um conjunto gerador e multi-

plicativamente independente para o anel de grupo integral ZC),. Mais precisamente,

Teorema 1.4.3. Sempre que o conjunto <—1,0,u2, e ,,u@> gera U(Z[0]) temos que o conjunto
2
S = <,u2,,u3, e ,,u@> ¢ um subconjunto multiplicativamente independente de Uy (ZC)) tal que
2

U (ZCp) = (g) x () -
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| CapiTuro 2 I

Unidades de ZCy,

2.1 Introducao

Seja p um primo impar. Neste Capitulo temos como objetivo descrever um conjunto multiplica-
tivamente independente de geradores das unidades do anel de grupo integral ZG, onde G := Cop,.
Tal primo p deve satisfazer algumas condicoes que especificaremos mais adiante, e além disso, ser
tal que ou 2 gera U(Z,), ou que 2 gera U(Zy)? e que —1 ¢ U(Z,)?.

Sabemos que U(ZG) = U (ZG), portanto é suficiente determinarmos um conjunto multiplica-
tivamente independente para U (ZC2p).

Neste trabalho, sempre consideraremos que Cy = <a ca’ = 1> e Cp = (g:¢g”=1). Como
ZCyy = (ZCy) Cy entao temos que qualquer elemento u de ZCsy), pode ser escrito como u = a + fa,
onde a, 8 € ZC),.

Seja u € ZCsp. Logo, u serd uma unidade se, e somente se, existe v # 0 € ZCy, tal que
uv = 1 = vu. Como u,v € ZCy), existem a, 3,7, € ZC,, tais que v = o+ fa e v = vy + da.

Assim, uwv = (ay + $0) + (ad + By)a = 1, de onde obtemos o seguinte sistema

ay+pB6=1
ad+ py=0

Somando e subtraindo tais equagoes obtemos que:
(a+B)(y+4d)=1

(a=B)(y—9d) =1

isto é, a + B, o0 — B € U(ZCY).
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2.1 - Introdugao

Portanto, existem ui,uy € U(ZC)) tais que u1 = a + f e up = o — (. Desta forma:

— 14 up? 1—u?
o= Mg M o inda, o = <+2> e f = u <2> com
u, ug € U(ZCp).
-1 iul_lm . 1 .
Como «, 8 € ZC),, entao — € ZC,. Sendo assim: 1+ uj uz = 0 (mod (2)), ou seja,

uy tug = 1 (mod (2)).

Assim,

W EU(ZCap) = u = 1wy [(12“2> v <1_2“2> a} ,

onde uy,uz € U(ZCp) e uz =1 (mod (2)).

1 1-—
Vejamos agora que,se u = Uy K —|—2u2> —i—< 2u2>a] tal que wi,us € U(ZC,) e
up =1 (mod (2)), entao u € U(ZCyp).

Como uy e up € U(ZC)), entdo existem ul_l e u2_1 € ZC)y. Mas 1 £ ug € 2ZC),, entao u € ZCo.

Falta mostrar que u € U(ZCyp). Para isso, vamos exibir v € ZCy), tal que uv = 1 = vu. Considere:

- e [(59)-C5)]
) ()

Logo,

_ -1
UV = Ug

1+ ug 2 1—us 2
2 2
- [1+2u2+u%—(1—2u2—|—u%)]

4

=1

Novamente, como us =1 (mod (2)), entao v € U(ZCyp) e assim, concluimos que:

u € U(ZChy) & u =y [(12“2> + <1_2“2> a} ,

onde uy,uz € U(ZCp) e uz =1 (mod (2)).
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

Considere o seguinte homomorfismo de anéis 1 : ZC),, — Z2C), definido da maneira usual, isto
p—1 p—1
(St ) = S
i=0 i=0

u € U(ZCy) & u =y [<1zug> + <1_2“2> a} ,

com u1,uz € U(ZCy) e uz € Ker(Yly(zc,))-

Desta forma,

Nosso trabalho agora estd em determinar o nicleo de ¢|M(ZCP)- Observe que
Ker(¢|yzc,)) €U (ZCp).

De fato, seja u € Ker(¢|yzc,)), entdo u € U(ZC)p) e do Teorema 1.4.2 tem-se u = g'v, onde
v € U*(ZC,). Além disso, (u) = g'p(v) = 1. Como 9 (v), ¥ (u) € U*(Z2C)), tem-se que i = 0 e
assim u = v € U*(ZCp). Logo, Ker(|yzc,)) S U (ZCp).

Considere

p = Ylurzc,)

Vejamos que Im(p) C U*(Z2Cp).
Seja u € U (ZCy), isto é, u € Ui (ZC)p) e u = u*, sendo que * representa a involucao cléssica.
p—1
Como 1 é um homomorfismo de anéis, entdo p(u) € Ui(Z2Cp). Como u = Zaigz, da condigao
i=0
de que u = u*, tem-se que a; = ap—;, 1 <1 < % e, sendo assim, a; = a,_; que resulta em

p(u) = p(u)*. Portanto, Im(p) C U*(Z2C,).
Como U*(ZCp)) = (—1) x U (ZC,) e —1 € Ker(p), entao Ker(¢

u~zc,)) = (=1) x Ker(p).
Assim nos concentraremos agora em determinar o nicleo de p.

Low em [17], utiliza um resultado um pouco mais geral para calcular certos grupos de unidades.
Ele calculou explicitamente U(ZChp).

Na préxima secao descreveremos um método sistematico para determinar o ntcleo de p a partir

das unidades definidas em [6] (citadas na péagina 20).

2.2 Nucleo de p

Relembremos que, para determinar um conjunto gerador do grupo das unidades do anel de

grupo ZCs,, precisamos caracterizar o nicleo do homomorfismo de grupos
p:UZC)) — U(Z2Cy).
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2.2 - Ntcleo de p

Caso 1. Suponha que 2 gera U(Zy).

Para todo 1 < i < %, considere
ui=1+g@+g +"+-+¢" N1 +g") -7

Temos que u; ¢ uma unidade normalizada de ZC,.
De fato, seja

i+1 i+l 9+l p—1y oit1 ~
S A R AR (R )R

m; ::(1+g
Temos que:
wimi = (L+ @ +g' +¢° -+ g )1 +9)1+¢*" +*2 7 + 227 - 4TI (14 ¢%) +
p+1Y\ .. p+1\ ..
D (N B B O i
L
de onde,
wmi = (1+ g2 +g*+- -+ g gt g+ g7+ + g2+ 1) (1+ g2 + g g0 4 gD
+(1+¢%) = (P+2)7,
ou seja,

um; = (L+G) (1 + g% + g% + g0 4 4 gD 4 g2 4 g3 4 52 g g2 )y

_(p+2)/g\a
isto é,

uim; =(1+9)(1+9) —(p+1)g=1+(+2)g-(p+2)g=1
Logo

uit = (g T AT TP (4 g) -G

Observe que as unidade u; nada mais sao do que as unidades descritas por Ferraz em [6] e
apresentadas aqui na Definicao 32.

. . -1 -
Vamos definir v1 := uq e v; := uiuz_ll, 2<3< pT Entao,

_ i i 1y o i + 1\ .

vi = (g +gt g 1)(1+g)(1+92+922+m+g(p2)2)(1+92)_2<p2 >g+
p+1\ ..
—2<2 >g+pg,
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

ou seja,

o= (904" + g%+ g1+ g7) - (0 +2)5,
isto é,

vi = (1+92i+g“i+---+g<”51"2i>(1+92i)+2<p;1>§—(p+2>§,
ou ainda,
vo= (1+g% + g% + g1+ ) -7,

e, portanto,

o= (g™ g PP )

que pode ser escrito como
v = (1+ 292.2i—1 + 2g4-2i—1 4o g 29(;}71)-21’—1 +g2i_1) _
e, desta forma,
gz~2H . g3.2i*1 +g4~2i*1 . 9521'4 4. _,_g(p—l)aH
logo,
v o= Y- Y gD 2T g < < p%l.

Como u; é uma unidade normalizada, entao v; também é uma unidade normalizada. Seja

w; = g = (1)EE (1= 2T 2T g (c) BB

Novamente como v; é uma unidade normalizada, entao w; também o é. Mais ainda, pela
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2.2 - Ntcleo de p

definicao de w;, tem-se que w; ¢ uma unidade simétrica normalizada.

Caso 2. Estudemos agora o caso em que 2 gera U(Zy)? e, além disso, —1 ¢ U(Z,)>.

Teorema 2.2.1. Considere p um nimero primo impar e seja U(Zy,) = (h) . Entdo

p—1

i) z € U(Zy)* se, e somente se, z'2 =1 (mod p)

i) 2 € U(Zy) \U(Zp)?* se, e somente se, =1 (mod p)
Demonstragao:

i) (=) Se z € U(Z,)?, como U(Z,) = (h), entdo z = h?*. Assim P = pDk g pelo Pequeno
P P
Teorema de Fermat segue que = (RF)P=1 = 1¥ = 1 (mod p)
(i) (=) Se z € U(Z,) \U(Z,)?, como U(Z,) = () , entdo z = h2k+1. Assim 2"z = (KF)P~Lp"T

p—1

e portanto z z = 1(—1) = —1 (mod p)

Demonstremos agora a reciproca do item (i)
(<) Considere =1 (mod p). Suponha, por absurdo, que z & U(Z,)?, entdo z € U(Z,) \U(Z,)?.
Pelo item (i) segue que S =1 (mod p) o que contradiz a hipétese. Logo z € U(Z,).

Vamos provar agora a reciproca do item (ii)

(<) Considere =1 (mod p); do item (i) segue que 2 ¢ U(Z,)? e, portanto, z € U(Z,)\U(Zy)?.
|
Vejamos que U(Zy,) = (=2).

Lema 2.2.1. Considere p um nimero primo tal que U(Zy)* = (2) e =1 ¢ U(Zp)*. Entdo
U(Zy) = (=2).

Demonstracgao:

Temos que —2 & U(Zy)?, porque, se —2 € U(Zy)?, entdo, como —2 = —1(2), tem-se que
—1 € U(Zp)?, contradizendo a hipétese. Logo —2 ¢ U(Z,)?. Pelo Teorema 2.2.1 segue que
(—2)107_1 = —1 (mod p); assim —1 € (—2). Além disso, 2 = (—1)(—2) € (—2), o que implica

que, (2) € (=2) e, portanto, 1 < [(—2) : (2)] < [U(Z,) : (2)] = 2, ou seja, [(—2) : (2)] = 2. Desta

forma, concluimos que U(Z,) = (=2).
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

Nas condigoes do Lema acima e da Defini¢ao 32, podemos reescrever as unidades de ZC), da

seguinte forma
wi= (= g1+ " +g" 4+ g7 )G (g7 gV —5

. p—3
para todo 1 <14 < 5-.

De fato, por hipétese tem-se que U(Z,)? = <§> e —1 ¢ U(Z,)? e, pelo Lema 2.2.1, segue que

U(Zp) = <j2> :
Da Definicao 31 segue que

r—1 t—1
wim [ g [0 | k= (1tg g ) (1" g Y) g,
=0 =0

sendo t o gerador de U(Zy,), r é o menor inteiro positivo tal que tr =1 (mod p) e k = ”"tgl.
Como no nosso caso t = p — 2, tem-se que r = % e portanto k = %. Assim
232 ' p—3 .
j=0 =0
_ <1+gt+“‘+g(r—1)~j> <1+gti 4. +g(t—1).ti> N
p—3. .
( 2 ).g?
ou seja,
w = [1+g 2494+ + g(—2)~(’%5) + g(—2)~(’%3)”1 + g(—2)i + g2~(—2)i + 93'(—2)i N
gD 4 (23 _ (P35
2 )
isto é,
wi=(14g"2+g" 4+ g%+ g% (1 4 gD p g2 (DB (D) 4 g<72>i-<p—3>)+
p—3. -
553
que pode ser escrito como,
~ _ _ N oViL(p_ _9yi p—3 .
w= (G- 0+@+g" + -+ P+ o)) (9—9( D2 (14 g )) - (58

29



2.2 - Ntcleo de p

Pode-se reescrever u; da seguinte forma

OVi (i - _ _oNi +1 -3 R
up = gtV IR gt b g P (14 g 2))+<p—2—(p2 )—(p2 ))g],

e portanto,

wi =gl D[ 4 2 gt g P (14 gD — gl

Para todo 1 <i < p , considere

zi=(1+ P +g +f+ -+ A+ -7

Temos que z; é uma unidade normalizada de ZC),, uma vez que x; = g_((_z)i_l)'(p_mui e temos

que

i+1.9

3J;l — (1 + g(_g)iJrl i g(_2) + g(_g)i+1.3 4t g(_g)iﬂ.(PT*l))(l + g) . §

K3
Vamos definir y; := 1 e y; := :Ui:E;_ll, para todo 2 < ¢ < %. Entao

y = 1+@+g "+ +g" A +g)1+g0D 40224 4 g(—2)i'(%))(1 + g0 +

p+1\ . p+1\ . .
—2( 5 >9—2<2>g+pg,

—
yi= (L 9)(1+ g2 4+ g2 4o gD (146D — (p+ 2)3,

—
- (=2 | (=22 (~2)(254) (-2 pH1y. 5
yi=1+9"" +g +t+yg A+ ) +2( )9 - (p+2)g,

—

yi= (14 g0 402 44 gD Ty (1 4 g2 — g,
-
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

—
yi = (1+ 29(*2)i_1'2 4 29(*2)i_1'4 N 29(*2)i_1'(l7*1) + 9(72)1'—1) -3,
—
yi = g(_2y712 __g(_2y713 +_g(—2y714:__g(—2y715 +_,,,+_g(—2y71(p—1)
_ gD g e L 0 ) D 8 g << PO

Como z; é uma unidade normalizada, entdao y; também é uma unidade normalizada. Seja

2= g(_Q)ifl(%)yi. Assim

ao= (—1)ED(1 g TR L (L) g TR ()50 (2R

NS g(—2)i_1~(13—2) _ g(—Q)i_1~(P—1))

Y

. p—1
para todo 1 <14 < 5=,

Novamente como y; ¢ uma unidade normalizada, entao z; também o é. Mais ainda, tal unidade
¢ simétrica. E claro que z; = w;, uma vez que z; = w; e w; ¢ uma unidade simétrica.

Seja o isomorfismo de anéis ¢ : ZC), — ZC), definido como

p—1 p—1

‘ Y

0D ag | =D aje¥,
J=0 Jj=0

isto é, & é a extensao linear do automorfismo de grupos ¢ : Cp — Cp que leva g em g2

Estes resultados motivam a seguinte definigao:

Definicao 33. Considere 8 uma p-ésima raiz primitiva da unidade. Seja p um primo impar tal

que <1,9,u1, e ,,upz;s> gera U(Z[0)), onde p; =1+ 0 +60*+-- -+ 01 e
(i) ou 2 gera U(Z,)
(ii) ou 2 gera U(Zy)? e —1 ¢ U(Zy)>.
Tal p serd chamado de primo otimo.
Vamos descrever as unidades w; em fungdo do homomorfismo § e da unidade wj.

Lema 2.2.2. Seja p um primo otimo. Para todo 2 <n < %, tem-se que 6" 1 (wy) = wy,.
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2.2 - Ntcleo de p

Demonstracgao:

Facamos esta prova por inducao sobre n. Como

p—3 p—3

wy = (_1)%3(1 —g+ 92 4t (_1)(7)9(7) + (_1)(7)9(7) o4 g(P*Q) _ g(Pfl))

entao
Swi) = (1) FZ) (A =2+ gt 4+ (~1)FZ g2 4 (—1)FF) g2 g =22 g(p-1)2)
= wy.

Vamos supor que, para n = k, vale que 6*~!(w;) = wy e vamos mostrar que, 6" (w;) = wy1.
Sabe-se que 6% (w;) = §(6*~(w1)) e, pela hipétese indutiva, pode-se concluir que 6% (w;) = d(wy).
Pela defini¢ao vamos ter que

) = ()1 —g
+(_1)(p%3)g(”7”)'2’“‘1 o

2k71

+ g2~2k71 I (_1)(%3)9(1’%3).%71 n

)

ou seja,
Sy = (1)1 T 22T ()2 () 22
Fo g gmD2 T2 (1) 2t

isto é,

5k(w1) = (—1)(17773)(1 — g2k +gz-2k et (_1)(17%3)9(?),2k " (_1)(%4’)9(%),% .

g2 _ =12t
= Wg+1-
Portanto 6" !(w1) = wy,.
|
Relembrando temos que
wi = U = ()1 - T 4 2T e ()P
+(—1)(¥)g(¥)21—1 + . + g(p72)21_1 . g(p71)21_1)7

32



Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

-1
para todolging

Vamos considerar a imagem através de p destas unidades.
— i— i— P=3y.9i— pE3y . 9i— —92).92i— —1).2¢—
plw) =T+g% 4+ g% 4 g2 )2 g2 oy g2y g2

que pode enxergado como,

ou seja,

Lema 2.2.3. Seja p wm primo étimo. Para todo n € N, tem-se que p(w1)?" = §—|—g(p2;1)'2" (T+g¢*)

Demonstracao:
Fagamos a demonstracao por indugao sobre n.

Quando n = 1 temos que:

p—1y —

pw)? =[G+g" )T+ 9P =+ )T +9g)

ou seja,

—~ (p=1ly —
p(wi)? = pg + ¢*Z (T + ¢,

e, sendo que p é impar, acarreta que

Logo a afirmacao é verdadeira para n = 1.

Vamos supor que a igualdade seja verificada para n =k — 1, isto ¢,
p(wl)2k71 =g+ g(p%l)'zk_1 (1+ ngil) e, vamos mostrar que, a férmula é vélida para n = k.

Como:

)2’“ )2’“_1]2

plwi)? = [p(w

)

da hipétese de indugao, segue que:

& . p=1y ok—1 —
plw)? =[G+¢Z)F (T+g
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2.2 - Ntcleo de p

isto é,
s p=1y.g9k—1 — -
pw) =5 + g2 7 T+ g7
ou seja,
—1 —
pw)? =pg+ g T T+ g7 ),
ou ainda,

k p=1y 9k
plw)? =G+ g7 (T + %)
Portanto, para todo n € N, vale que p(w;)?" =g+ g(pT_l)'Zn (T+g%").
|

A seguir, descrevemos as imagem das unidades w; através do homomorfismo p em fungao de
p(wr).

Corolario 2.2.1. Seja p um primo étimo. Tem-se que p(w1)?" = p(wni1), 1 < n < %. Em

particular, Im(p) = (p(w1)) .

Demonstragao:

Do Lema 2.2.3 tem-se que p(w1)2"" =g+ ¢z )Q"H(l +¢*"™") e, da definicdo de w; tem-se
que p(w)?"" = p(wy), 1 <n < B3

Como Uf(ZC)) = <{w1 1<i< }%5}> , segue que Im(p) = <{p(wz) 1<i< %}> , porque p

um homomorfismo de grupos. Pelo que acabamos de mostrar, tem-se que, Im(p) = (p(w1)) .

Deste resultado tem-se que p(wj 2= wj_l) =T, isto &, w%j_le—l € Ker(p).
Lema 2.2.4. Seja p um primo étimo. Entao p(w1)2 o =1.

Demonstracgao:

Sabe-se que
logo,

(mod p), ou ainda,

—1)(2" +1),

Como mdc(2, p) = 1, entdo pelo Pequeno Teorema de Fermat tem-se 2P~ =

1
(2%)2 =1 (mod p), isto é, (2%1)2—1 = 0 (mod p). Entretanto (2%1)2—1 = (27
o que implica que ou 2% —1=0 (mod p), ou 2h5 +1 =0 (mod p).
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

Caso 1) Suponhamos que 2% —1=0 (mod p).
Logo 2h — pq+ 1, com q € Z. Assim

p—1

—1 —
p(w)? T =G+ gz Vet (T 4 gratly,

ou seja,
Qu ~ p—1y —
p(w)* T =G+4"7 ) (T+y),
isto é,
5
p(wi)” = = p(ws).
p—1 _
Como p(w1) é inversivel segue que p(wy)? > ~1 =T1.

Caso 2) Suponhamos que 2" +1=0 (mod p).
Neste caso, ofr = 1= p — 1 (mod p), e assim, of — pq+ (p— 1), para algum ¢ € Z. Entao

p—1

—1 _
p(w1>2T — /g\+ g(pT)(qul‘p_l)(l + gpq+p_1)

)

ou ainda,
p-l 1 B
pwi)* * =G+g" )1+ g7,
de onde,
2T o (B | ()
p(w))” = =g+g 7' +g >
e, portanto,

p—1

PP fp
plw)?? =G+ g )T+ g) = p(wn).

p—1 _
Como p(wy) é inversivel segue que p(w1)? > ~! =T.

|
27 1 p=1
Do Lema acima concluimos que wy ~ ~ € Ker(p) e que ord(p(w;)) <22 — 1. Seja
2 1 4 -1 8 _1 2 1 2P0 4
S1 = qwiwy L, wiwg T, WiwWy -, Wy Wi, WL Wy
2
Tal conjunto gera um subgrupo do nicleo do homomorfismos p.
Observe que wvivg:--v; = ul(ugufl)(u;gugl) e (ui,gu;_ll)(uiu;_ll) = wu;. Portanto, como

{g,u1,ug,-- ,UPT—I} gerald(ZCp), entao {g,v1,v2,- - , v%} também vai gerar U (ZC)). Mais ainda,

como {uy,ug, - ,up-1} é multiplicativamente independente, entao {vq,va, - ,vp-1} também o é.
2 2
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2.2 - Ntcleo de p

Lema 2.2.5. Seja p um primo otimo. Temos que wiwa -+ - wp-1 =1
2

Demonstragao:
p=1y.9i-1 -

Sabemos que w; = g( ) Vi, U = ui+1u;1, para todo 2 < i < p

p—1y, 24 .. LES
wlwz...wp71 :g( 2 )(1+2+2 + +2 )U1U2"'Up71-
2 2

Pela observagao acima temos:

p—1y, L;l_
p—1

= 1+ +g* + - +g" H1+g* 7 )-7

Lembre-se que, ou 2" = 1= p — 1 (mod p), ou 2% =1 (mod p). Desta maneira:
Caso 1. 2"7 = —1 =p—1 (mod p)

Nestas condigoes vamos ter que:

1 N
wiwy - wp1 =g TIPA 4 2 4 gt P+ g7 -

2
ou seja,

~

w1w2~~wp%1:g(1+g2+g4+'--+gp_1+gp_1+g+93+-"+gp_2)—g,

isto é,

A~

g)—g=1

Caso 2. 2"7 =1 (mod p)

Com estas hipdteses tem-se que:
wiwy - wpr = (14 g7+ 9"+ + 9" )(1+9) -7,
de onde,

~

w1w2wL;1:(]_+g2+g4_|_+gp_1+g+93_|_gs+_|_gp_2_|_1)_g’

36
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ou ainda,

wiwe - wp—1 =1+g—g=1.

Considere o seguinte conjunto

w

) p—3
. 2 4 1 2 1 2052 )41
Sy = {wlwg,w1w3 WY Wy, WY WolW3 -+ + - Wp—3

[

Pelo Lema 2.2.5 segue que w,?; = wyws ---wp_s e, portanto, (S1) = (Sa).
= 2

Obseve que

p=5 p—3 pP=5
2, —1 4. -1 272 1 272 1y 2(1424-4272 )41
(w1w2 )(w1w3 ) (wi wp;:%)(wl U’E)—UH )
2 2
ou ainda,
2 1y, 4, —1 2P 1\, 9P 22%7° —1)41
(w1w2 )(w1w3 ) (wi wp;?))(wl wp;l):uh
2 2
de onde, concluimos que,
2 1y, 4 —1 2’50 1 B 2" 1
_ — 2 _ 2 _ —
(wiwy ) (wiwg ") - (W] © wy ) (wi T W, ) = w .
2 2
Considere o conjunto
2 —1 4 —1 2 1 2P 1 9P
S3 1= qwiw, ,Wiws -, W Wi, W Wy_3, WY
2

Pela observagao acima segue que (S1) = (S3) .
Lema 2.2.6. Se ord(p(wi)) = 25 — 1, tem-se que S1 gera o nicleo de p.

Demonstracgao:

Do Lema 1.1.1 obtemos que [U*(ZC)) : (S3)] = |det(A)|, onde A é a matriz definida abaixo.
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2.2 - Ntcleo de p

2 4 8 .- 277 27 272 -1

-1 0 0 0 0 0

0 -1 0 0 0 0
e 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0o -1 0

-1 0 0 0 0 0

0 -1 0 0 0 O

0 0 -1 0 0 0
Ap_3 =

0 0 O -1 0 0

0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 -1

—1

Assim |det(A)] = (27 — 1)|det(A;p=s)|. Como |det(A,p—3)| = 1, entao |det(A)| = 2" — 1.
2 2
Pelo Corolario 2.2.1  temos Im(p) = (p(wy)) e da hipdtese vale que
[Im(p)] =27 ~ 1.

p—1

Como (S1) = (S3), entao [ U*(ZC,) : (S1)] = 22 — 1 e sendo (S1) C Ker(p) tem-se
Ker(p) = (S1).

Considere o conjunto

o 2 1 2 1 2. 1 2 -1
Sy = {w1w2 , Waws ,---,wiwiﬂ,---,wpgwpl}

Vejamos que (S1) = (Sy) .
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

Para todo 1 <i < % tem-se que:

2i=1  _1\—2/ 2t ] -2t 2 2t 1 2, -2
(wi  w; )" (wy wi+1):(w1 w; ) (wy wi—i—l):wiwz‘-i—l'

Assim (Sy) C (S1).
Analogamente, para todo 1 < i < %, vale que:

(wPwy )2 (wiwz )P (w2 (wierl) = (e ) (wd s ) (w

71—

2, —1
i+1)7

entao,

2 —1\2t—1, 9 _1\2i—2 2 —1\2/,.2. —1 2t 1
(wywy ") (wyws ") s (wisqwy ) (wiwi+1):w1 Wi yq-

Logo, (S1) C (Sy) . Portanto, (S1) = (S4) .
O conjunto S é bem interessante, uma vez que, cada elemento é levado no seu sucessor via o

isomorfismo

zc, > oz,

p—l p—1

4 o
E a;g’ — g a;g”?
J=0 =0

De fato, '(w?wy ') = 6°(w1)26%(w2) L. Pelo Lema 2.2.2 §%(w1)26 (ws) ™! = w?, 6% (5(w1)) ™! =
w?, 6 (wy) 7t = wi2+1wi_+12, para todo 1 <14 < ?. Sendo assim, ao calcular o primeiro elemento

fica facil determinar os demais.
Corolério 2.2.2. Se ord(p(w;)) = 2t 1, entdo Ker(p) = (Sy) .

Demonstragao:

Como (S1) = (S4) segue do Lema 2.2.6 que Ker(p) = (Sy) .
|

Pela maneira que descrevemos as unidades de ZCy,, precisamos saber como multiplicar certo

tipos de elementos, e como escrever seus inversos. Os dois préximos resultados tratam disso.

Lema 2.2.7. Sejam Cy = (a) e b; € ZC) tal que b; =1 (mod (2)), 1 <i <n. Para todon > 2 € N,

tem-se:

1+b1[)2~~-bn+ 1—">01by---b, o 1+b1+ 1-0; 1+bn+ 1-0b,
2 2 S B 2 )¢ 2 2 )Y
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2.2 - Ntcleo de p

Em particular,

T+o7  (1=b7\ [l+4b (1—b\ ]"
(5 ()]

Fagamos a prova por inducao sobre n.

Demonstragao:

Para n = 2, temos que

1+ 1-0 1+ 1-0b 1+by+by+bid 1—0by — by +b1b
L 1, +2+ 2a:(+1+2+12)+( 1 2+12)+
2 2 2 2 4
n (14 b1 — ba — bibo) + (1 — by + by — b1b2) a
4 )
ou seja,
1+b; 1-—0b; 1+ by 1— by . 2 + 2b1by 2 — 2b1by
S (50 [ (5] - B ().
isto é,

1+b; 1—-b 1+ bs 1—1b _1+b1b2 1—b1bs
() () - ()

Suponhamos que a igualdade se verifica para n = k, o que significa que,

1+ biby--- by 1—biby--- by . 14+ b 1-b 1+ b 1—0b;
2 - 2 ‘=l Tl ) > T2 )"
e vamos mostrar que a formula vale para n = k + 1. Pela hipdtese indutiva, tem-se que:

[ (S52) o] [+ (F52) ) [ <12T>a] [P ()] -

1+b1by---b 1—"biby---b 1+0b 1-b
[ 102 k+< 102 ka:|_ k1 k+1

2 2 2 2
e, como provamos que a igualdade se verifica para n = 2, segue que

14 b1by---bib 1—0bybg---brb
+122 kk+1+< 122 kk+1>a7

Tomando b; = by = --- = b, segue o caso particular.
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

Lema 2.2.8. Seja Cy = (a) . Se b € uma unidade de ZC,, entdo

L+b  (1-b *_HlflJr 1-b!
2 2 )Y T T2 2 )¢

Demonstragao:

Observe que:

1+0b 1-b 1+bt 11—t 1+b+bt+1)+(1-b—-b1+1)
S () () - i ;
_ -1 _1)— _pl_
+<(1 b+b H—(1+b-1b 1))@7
4
ou seja,

Portanto:

1+b (1-b 1+b*1+ L=\ 1,
2 2 )¢ 2 2 )Y T
L+b  (1-b —1_1+zfl+ 1-b!

2 2 )Y T T2 2 )¢

2.3 Construgao das unidades

Como determinamos o niucleo da funcao p podemos, enfim, descrever as unidades de ZCy,.

Retomando,

ui(a) == (1 = B;) + Pia,

2 1 .
sendo p1 = lw%, Bi = 0" HB1), 1 <i < % e d : ZCp — ZC, um homomorfismo tal que

i(g") = g% e que fixa os ntimeros inteiros.

Teorema 2.3.1. Considere o anel de grupo integral ZCsp,, onde Cp, = (g) ,Co = (a) e p € um primo

dtimo. Se ord(p(wy)) = 2f — 1, entao

U(ZCsy) = (—1) x (g, a) <{w 1<i< p;?’}> X <{ui(a) 1<i< p;?’}>
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2.3 - Construcao das unidades

Mais ainda, o conjunto {wl,wg,...,wp;s,ul(a),uQ(a), ... ,up;z(a)} € multiplicativamente inde-
2 2

pendente.

Demonstracgao:

Conforme vimos tem-se que

UEC,) = (~1) X (g) % <{w H<is< p;?’}>

Considere o seguinte homomorfismo de anéis ¢ : ZC, — Zy(C)) definido de maneira usual e

seja p 1= Ylyxzc,)- Sabe-se que

u € U(ZCyy) & u = uy [<1zu2> + (1_2“2) a} :

onde uy,uz € U(ZCyp) e ug € Ker(Y]y(zc,))-

Sendo p um primo fmpar, do Teorema 1.4.2 tem-se U;(ZC},) = (g) x U;(ZC}). Entretanto
g ¢ Ker(¢), e como, U(ZCyp) = +U(ZC)), obtém-se que Ker(Y|yzc,)) = (=1) x (Ker(p)), uma
vez que, —1 € Ker(v)). Entao, precisamos determinar o ntcleo da funcao p.

Do Corolario 2.2.2 tem-se

2 —1 2 —1 2. —1 2 -1
Ker(p) = <w1w2 y Wz =y v e Wy Wiy, - ,wp23wp1>.
2
2, —1
. p—3 . L =wiw g :
Defina, para todo 1 < i < 5 o seguinte elemento f3; := — e considere
ui(a) = (1 = B;) + pa.
Assim
2 1,2 —1 2 —1 2 -1
ug € (—1) x <w1w2 S WRWE e W Wy ,wpgwp_l>
2 P
e, portanto,

uz = (—1)" (wiwy )™ (wiwy )2 - (whoswy )
Do Lema 2.2.7 e do Lema 2.2.8 segue
-1 —1 aq
1+ ug n 1 —ug 0 1—|—(—1)+ 1—(-1) a” 1+ wiwy, n 1 — wiw, a
2 2 2 2 2 2

Qp

3

2 -1 2 -1 QAp—5 2 -1 2 -1
1—1—11)1,5511;1,_3 1—wp;5wp_3 N 1—i—7vt)p;3u)p_1 1 —w],,glu)p_1
2 2 2 2

2 + 2 “ 2 + 2 “ ’
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

isto é,

1+UQ+<1—UQ

> 2 > a = a"uy (@) us()°? - ups (@) 22

ou seja,

1+2U2 n <1_2“2> a € (a) x <u1(a)a"' v“ﬁ(a)>'

Além disso,

que implica que,

U(ZCop) = (—1) x (g,a) X <{wl 1<i < ]%3 > X <u1(a),uQ(a),...,u?(a)>.

Falta verificar que {wy,ws,... ,pr;s,ul(a),uQ(a), ... ,uprs(a)} é um conjunto multiplicativa-
mente independente. Sabe-se que Uy, possui 4 subgrupos ciclicos e um tinico subgrupo ciclico de
ordem 2. Assim, do Teorema 1.4.1, tem-se posto(U;(ZCsp)) = %[21) —2-44+1+1)=p-3. Como
o conjunto {wy,ws,... ,w?,ul(a),ug(a),...,u%(a)} gera U1 (ZCsyp), segue que tal conjunto é

multiplicativamente independente.
|

Vejamos alguns exemplos para ilustrar este Teorema. Para os primos p = 5,7,11,13,19,23 e 37
os calculos forma feitos primeiramente no papel e depois usamos tanto o GAP quanto o MAPLE
para conferir as contas. J& para os primos p = 53,59,61 e 67 os calculos forma feitos diretamente

no GAP e no MAPLE.
Exemplo 8. Considere C19 = C5 x Ca, onde C5 = (g) e Cy = (a). Vamos determinar U(ZChy)

Este exemplo foi feito em [17] por Low. Ferraz em [6] mostrou que:
U (ZC5) = (g) % (v)

onde v =1 — g + g%. Considere w = g*v = -1+ g + ¢*.

Considere o seguinte homomorfismo de grupos p : UF(ZC5) — U;(Z2Cs) definido como
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2.3 - Construcao das unidades

p(u) :=1(u), onde ¢ : ZC5 — ZyC5 define-se da maneira usual. Temos que:

plw) = T+g+g",
pw) = T+¢*+g°,
plw)® = T
Logo w3 € Ker(p) e, como 3 é um  numero  primo, entao
ord(p(w)) = 3. Do Corolério 2.2.2 podemos concluir que,

Ker(p) = (w?*).

Sendo w3 = —7+6g—2¢*> —2¢>+64*, considere o :=

3

2
u(a) =(1—a)+aa=(-3+3g—g¢*>—¢>+3¢") + (4 =39+ ¢* + ¢> — 3¢")a

= 4—-3g+¢>+¢> —3¢*. Definimos
Logo, pelo Teorema 2.3.1

U(ZCho) = (=1) x {g) x (w) x (u(a))

-1
A condigao de que ord(p(wy) = 2" — 1 é necesséria. O exemplo a seguir nao satisfaz esta

hipétese.

Exemplo 9. Considere C74 = Cs7 x Ca, onde Cs7 = (g) e Co = (a). Nosso objetivo é determinar

U(ZC'ry).

Sabemos que

Ul(ZCg7) = <g> X <{ul 01 < ) < 17}>
Seja

W = 49—+ P -G+ -t =P — g0 gt — g2 gl gl gls 16
g T4 g0 P g2 BB 2T 28 20 30 31 32 33

Pt — g 4 g
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

seja ¢ : ZCs7 — Z2C37 determinada de maneira usual, e defina p := Wu; (zCs7)- Temos que:

P(wl) — T+g+g2+g3+g4_’_g5+g6+g7+g8+99+910+gll+912+gl3+g14+915+gl6+
+gl7+g20+g21+922+923+924+g25+926+927+928+929+g30+g31+g32+933+

+934+935 _’_936.

Do Lema 2.2.4 sabemos que p(w1)?62143 = 1. Como 262143 = 33 - 7. 19 - 73 precisamos verificar
se ord(p(wy) = 262143. Porém, ao efetuar os calculos com o auxilio do GAP, descobrimos que
p(wy)¥ 71973 — T ¢, portanto, ord(p(w;)) = 32-7-19 - 73 = 87381, nao satisfazendo a nossa

hipétese.
Exemplo 10. Considere C14 = C7xCa, onde C7 = (g) e Cy = (a) . Queremos determinar U(ZC14).

Do Teorema 1.4.3 e lembrando que (g) X (wy,ws) também gera Ui (ZC7) tem-se:
U (ZC7) = (g) x (w1, w2)

onde wy =1-g+g°+g°—glewy=1-g*+¢°+g* - ¢°.
Sejam ) : ZC7 — ZoCr e p := 7/)|uf(ZC7)- Observe que:

plwi) = T+g+g*+¢"+4°
pwi)? = p(ws)
plw)" = T.

Como 7 é um numero primo segue que ord(p(wy)) = 7. Sejam:

1 — wiw; !

B #=4—3g+2g2—93—94+2g5—3g6
1 — wiw?

Ba #24—9—392+293+2g4—3g5—g6
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definimos
ui(a) = (1=751)+ o
= (-3+39-20"+¢"+ 9" —2¢° +3¢°) + (4 =39 +2¢° — ¢ — ¢" +2¢° — 3¢°)a
ug(a) = (1—p2)+ baa
(

—34+9+30° -2 —2¢"+3°+¢®) + (4 —g—3¢9° + 26>+ 2¢" — 3¢° — ¢%)a

Do Teorema 2.3.1 obtém-se

U(ZC14) = (—1) x (g) x (w1, w2) X (u1(a),us(a)).

Exemplo 11. Considere Cayy = C11 X Ca, onde C11 = (g) e Cy = (a). Estamos interessados em

descrever U(ZCsa2).

Sabemos que

Z/ll(ZC’H) = <g> X ({wl o1 S 7 S 4}>

onde

wi = 1=g+¢@ =g +g' +9" > +4° - g"
wy=6(w1) = 1-g°+¢°+g" —9"—¢"+9"+4°— ¢
w3 =0*w1) = 1—g+¢°—g*"+¢"+¢"—g" +4°— 9"
wy=8(wi) = 14+9-9°~g"+9°+4°—¢°—¢” + 4"
ws =0"w1) = 1+g+9°—g" —¢"—¢"—g"+4°+ 4"

10 10
sendo § : ZCy11 — ZChy a funcédo Zajgj = Zajg2j.
j=0 §=0
Considere o seguinte homomorfismo de grupos p : U (ZC11) — Uf(Z2Cq1) definido como

p(u) :=¥(u), onde ¥ : ZC11 — Z2Chy define-se da maneira usual. Temos que:

plw)=T+g+g*+g*+g* +g" +¢*+¢°+¢".

Do Corolério 2.2.1, temos p(w1)? = p(wis1), V 1 < i < 4 e pelo Lema 2.2.4 obtemos

p(w1)3 = 1. Como 31 é um ndmero primo, segue que ord(p(w;)) = 31. Sendo
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

wy' =14 g% — g* — g" + ¢® entdo,

3,,~1
_ 1 —wiw,

5 :4_4g+492_4g3+3g4_g5_96+3g7_498+499_4910

A

e B; = 8 1(B1), para todo 1 < i < 4. Considere u;(a) := (1 — ;) + Bia, para todo 1 < i < 4 e,

portanto, pelo Teorema 2.3.1 tem-se

U(ZC) = (—1) x (g) x {w; : 1 <i<4}) x ({ui(a) :1<i<4}).

~ ~ ~

Exemplo 12. Considere Cys = Ci3 x Cy, onde C13 = (g) e Co = (a). Queremos determinar

U(ZCss).

Como

U (ZCh3) = (g) x {w; : 1 <i <5},

ondew; = -14+9g-¢*>+¢@—g*+°—¢*+g"+9¢° gt + g2 e w; = 6" H{wy), V2 <i <5,

12 12
sendo 0 : ZC13 — ZCi3 definida por ¢ Zajgj = Zangj . Considere o seguinte elemento
j=0 j=0

w2_1:—1—|—g+g4—g5—g8—|—gg+912.

Seja o seguinte homomorfismo de anéis 9 : ZC13 — Z2C13 definido da maneira usual e considere

p Uf(ZC13) — Us (Z2Ch3) tal que p(u) := 1(u). Entao vamos ter que:

pw) =T+g9+++g"+"+ " +"+9¢"" + 9" + 4"
Do Corolédrio 2.2.1, segue que p(w1)2i = p(w;y1), para todo 1 < ¢ < 6 e, do Lema 2.2.4,

conclui-se que p(w1)% = 1. Como 63 = 3% - 7, precisamos verificar que ord(p(w;)) = 63. Porém

2 —
p(w))* = 1+g+g'+" +*+9"+g8+¢" + g2 #1

pw)’ = 1+g°+g" +g"+g" +4°+g" #1

e, portanto, ord(p(w])) = 63.
1-— w%wQ 1 9 3 1 9 10 11 12
92 =8 79 + 59 39 g g 39 59 g

e B; = 0""Y(B1) e, considere, u;(a) := (1 — B;) + Bia, ¥ 1 < i < 5. Entdo pelo Teorema 2.3.1 tem-se

Sejam [ =

U(ZCag) = (—1) x (g) x {w; : 1< i <5} x {ui(a): 1 <i<5}).
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Exemplo 13. Considere Css = Cig x Cy, onde Cig = (g) e Cy = (a). Pretende-se determinar

U(ZCss).

Lembrando que

Ui (ZChg) = (g) x ({w; : 1 <i <8},

Ondewl:1_g+92_g3+g4_g5+g6_g7+98+gll_912+913_gl4+915_916+gl7_918e

w; = 5i_1(w1), V1 <i<8, sendo que d : ZC19 — Z(C1g representa a funcao
18 18
o Zajg] :ZangJ.
§=0 =0

Considere o seguinte elemento w;l =14+¢—g*—g" + %+ g — g2 — g1 + ¢'5. Seja
Y« ZChg — Z2Chg definida de maneira usual e considere p(u) := 9 (u), para todo u € U;(ZCho).

Temos:
p(wl):T+g+92+93+g4+g5+96+g7+98+gll+912+913+gl4+915+916+gl7+918

Pelo Corolério 2.2.1, obtemos p(wl)y = p(w;) para todo 1 < i <9, e, do Lema 2.2.4, segue que

p(w1)®! = 1. Como 511 = 7- 73, é preciso mostrar que ord(p(w1)) = 511. Sendo
plw))’ = 149+ +9° +¢" +9° +9" + 90+ + ¢ T+ ¢ #1
pw)® = 1+ P+ P+ P+ P+ + 90+ g% g™ gy gl gl £T,

pode-se concluir que, ord(p(w;)) = 511. Sejam:

2,,—1
_ 1 —wiw,

; — 8—8+80° =863 +Tg —50° 3¢5 — g7 — g2 +3¢13 — 5" +-7¢'5 —8¢16 18417 —8g1®

B
e Bi = 671(B1) e defina u;(a) == (1 — 3;) + Bia, 1 <i < 8. Entdo do Teorema 2.3.1 segue que

U(ZC38) = (—1) x (g) x ({w; : 1 <7 <8}) x {ui(a):1<i<8}).

Exemplo 14. Considere Cys = Ca3x Ca, onde Caz = (g) e Cy = (a) . Queremos descrever U(ZCyg).
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Sabemos pelo Teorema 1.4.3 e do fato de (g) x ({w; : 1 <14 < 10}) gerar U;(ZCa3) que
U1(ZC3) = (g) x ({w; : 1 <i <10},
onde
w1 = 1—g+ =P+ g =P+ g5 — T+ g5 — P+ ¢ 04 g13— g4 g 15— g1 g1T 184 4 g19_ 20 21 22

e w; = 6 Y(wp), para todo 1 < i < 11, sendo a funcdo & : ZCs3 — ZCo3 dada por
22

22
0 Zajgj = Zajg2j. Sejam ¢ : ZC23 — ZoCo3 € p 1= Y|yr(z0,5)- Observe que:
§=0 =0

p(wl) :T—i—g—l—gZ-l-g?’+g4+95+g6+g7+98+gg+glo+913+gl4+g15+916+gl7+918+919+920+921+922.

Do Corolario 2.2.1, tem-se p(w1)2i = p(wit1), V1 < i < 10 e, pelo Lema 2.2.4, obtém-se
p(w1)?%7 = 1. Como 2047 = 23 - 89, e

p(w1)23 — T+98+g9+g10+911+912 +gl3 +gl4+gl5#1

p(wl)SQ — T_’_g3+g4+g5+99+gll+gl2+gl4+918+919+920#T’

entdo ord(p(w;)) = 2047.
Considere wy? = 14+g— g% —g'— g +g7+ g3+ g7 — gl —g12 4 gl 4 g1o 4 g16 _ g18_ 419 _ ;204 ;22

e sejam
1- w%w;l
6j1 5

— 12— 119+ 10g% — 9% + Tg* — 645 + 5g5 — 497 + 4¢° — 3% +2'° — g1 — ¢12 4 2413 &

_39144_4915_4916_’_5‘917_6‘9184_7919_99204_10921_119227

Bi = 871(B1), e defina u;(a) = (1 + a;) + a;a, para todo 1 < i < 10. Do Teorema 2.3.1 segue que

U(ZC16) = (1) x g) x ({w; : 1< i <10}) x ({uy(a) : 1 < j < 10})

Exemplo 15. Considere Csg = Cag x Ca, onde Cog = (g) e Co = (a). Nosso intuito € descrever

U(ZCss).
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Como
Z/ﬁ(ZCQg) = <g> X <{w, 1< < 13}),

onde

wy = _1+g_g2+93_g4+95_96+g7+gll_98+99_910_912+gl3+916_g17_g21+

gl® gl 20 2 22 28 25 26 2T | 28

e w; = 0" Y wp), para todo 1 < i < 14, e a funcio 0 : ZCs — ZCog é definida por

28 28
0 Zajgj :Zangj.
J=0 Jj=0
Seja a fungao ¢ : ZCy9 — ZoCag definida da maneira usual e considere p := ¢|u1* (ZCa9)- T€mOs

que:

P(wl) — T+g+g2+93+g4+g5+gﬁ+g7+g8+99_’_910+911+912+gl3+916

+gl7+918+919+920 +921 +922 +923+924+925 +926+927+928

Do Corolério 2.2.1 obtém-se p(w1)? = p(wiy1), V1 <i < 13 e ,pelo Lema 2.2.4, p(w;)19383 = 1.

Temos que 16383 = 3 - 43 - 127, e como:

p(w1)3~43:T_‘_g_i_gZ+g3+g4+g5+g6+g7+glo+gll+912+gl3+g14+915+gl6+
+gl7+g18 +919+922+923+924+925 +926+927+g287éT
p(w1)3-127 — T_|_92 +g4+g5+98+99+910+911 —|—912—|—913+gl4+915+g16 +gl7+918+
+g19+920+921 +924+g25+9277&i
p(wl)43-127 _ T+g+g4+g5+gﬁ +g7+gg+gl3+gl6+g20+922 +g23+g24+g25+g28 #17

segue que ord(p(w;)) = 16383. Sejam:

2,,—1
1 — wiw,

pr = 5
= 16 — 159 + 13¢%> — 11¢> + 9¢* — 8¢° + 8¢% — 8¢ + 8¢® — 7¢” + 590 — 3¢' + ¢'2 4+ ¢'7 +

_3.918_’_5919_7920_|_8921_8922_‘_8923_8924_‘_9925_119263_i_13927_159287
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

Bi = 6t — 1(B1) e defina u;(a) := (1 — B;) + fia, 1 <1i < 13. Entao do Teorema 2.3.1
U(ZCs8) = (—1) x (g) x {w; : 1 <i<13}) x ({ui(a) : 1 <i<13}).

Exemplo 16. Considere Cog = Cs3 X Ca, onde Cs3 = (g) e Co = (a). Nosso intuito é descrever

Z/[(ZClOG).

Como

U1 (ZCs3) = (g) x {w; : 1 <i<13}),
onde
w, = _1+g_92+g3_g4+g5_96+g7_g8+g9_910+911_912+913_gl4+915_916+
+gl7_g18+919_920+g21_g22+g23_924+925+g28_929+g30_931+g32_g33+

F P P PO T P P p N0 A 12 A A5 A6 AT a8

g% 4 g0 _ Py g2

e w; = 6 Y(wy), para todo 1 < i < 14 e sendo a fungdo § : ZCs3 — ZCs3 definida por

52 52
) Z a; ¢ | = Z a; g% . Seja a funcio 1 : ZCs3 — ZyCss definida da maneira usual e considere
j=0 j=0

p = Ylyr(z0s53)- Temos que:

p(wl) _ T+g+g2+g3+g4+g5+gﬁ+g7+98+99+910+gll+912+913+gl4+gl5+gl6+
+gl7+gl8+919+920+921+g22+g23+924+g25+928+929+930+g31 +g32+g33+
+934+g35+g36+g37+g?’8+939+g40+g41 +g42+g43+g44+g45+g46+g47+g48+

+g49+g50+g51 +952

Do Corolério 2.2.1 obtém-se p(w1)? = p(wi+1), V1 <i < 26 e, pelo Lema 2.2.4, p(w; )67108863 — T,
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2.3 - Construcao das unidades

Temos que 67108863 = 3 - 2731 - 8191, e como:

p(w1)3-2731 T+g+92+93+g4+95+96+g7+g8+g9+910+913+gl4+gl5+916+
+gl7+918+919+920+g21—1—922+923+g24+g25+926+g27+928+929+
+930+g31+932+933 +934+935+936+937+938 +939+g40+g43+g45+
+g44+g46_|_g47+g48+g49+950+g51+g52#T

p(w1)348191 T+92+g4+96+98+910+912+913 +916+gl7+g36+g37+g40+g41 +

+g43+g45+g47+g49+g51 #T

p(w1)2731~8191 — T+g2+93 +95+98+912+gl4+918 +919+920+921+922+923 +926+

+927+g?’2+930+g31 +g35 +g33+g34+939+g41 +g45 _’_9484_950_}_9517

segue que ord(p(w)) = 67108863. Sejam:

1- w%wz_1
2
= 28— 27g + 25¢% — 23¢% + 21g* — 20¢° + 2095 — 209" + 20¢® — 19¢° 4+ 17¢'° — 156" +

A1

+13g12_12gl3+12gl4_12915+12916_1lgl7+9918_7919+5920_4921+4922+
_4923+4924_3925 +926+927_3928+4g29_4g3o+4g31_4932+5g33_7g34+
+9935_11936+12937_12938+12g39_12940+13941_15942+17g43_19944+

+20g% — 209" + 20917 — 20g%8 4 219" — 23¢°0 + 25451 — 2742
Bi = 6t — 1(B1) e defina w;(a) := (1 — ;) + Pia, V1 < i < 13. Entao do Teorema 2.3.1
U(ZCo6) = (—1) % (g) x Hw; : 1< <25}) x Qugla) : 1<1i<26}).

Exemplo 17. Considere C115 = Cs9 x Ca, onde Cs9 = (g) e C2 = (a). Nosso trabalho é descrever
U(ZC11s).

Como

Z/{1(ZC59) = (g) X <{wz 1 <1 < 28}> s
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

onde

W = g4+ P +g" =P+ =g+ = +9g0 g g2 gBp gl g5y g6y
gl T gl gl 20 2l 22 28 24 25 26 2T | 28 L 31 32 4 033
P 5 g6 BT B B9 A0 A A2 43 45 46 AT a8

gt — PO Pl B2y B By 55 B0 BT 58

w; = 0" Y(21), para todo 1 < i < 29, e a funcdo d : ZCsg — ZC359 que leva g em g2 e fixa os niimeros
inteiros. Seja a funcdo v : ZCs9 — ZoClsg9 definida da maneira usual e considere p := wUT(ZCw)‘

Temos que:

p(wl) _ T+g+g2+g3+g4+g5+96+g7+g8+99+910+gll+gl2+gl3+gl4+gl5+gl6+
+gl7+918+919—|—920+g21+922+g23+924+g25+926+927+928+g31+932+933+
+934+g35+936+937+g38+939+g4o+g41 +g42+g43+g44+g45+g46+g47+g48+

+g49+950+g51 +952 +g53+954+g55 +g56+957+g58

Do Corolario 2.2.1 tem-se p(w;)? = p(wir1), V1 <i <29 e, pelo Lema 2.2.4, p(w;)336870911 — T,
Temos que 536870911 = 233 - 1103 - 2089 e como:

p(wl)233-1103 _ T_’_g2+g3+g4+95+96+99+910+gll +912+gl4+919 +924+g25+927+
+928+929 +930+931+932+934+935 +g40+g45+g47+g48 +g49+950+

+953+g54+g55 _’_956_’_957#17

p(w1)233-2089 — T+gZ _|_g4+95 +g7+g9+gl7+920+g21 +922 +gQ4+926+g33+g35 +937+
+g38+g39+g42 +950+g52+g54+g55 —|—g577éi,
p(w1)1103-2089 T+g+g2+g3+g5 +g7+98 +912 +gl5+918+920+921 +923+924+g35 +

+936+938+939 +g41 +g44+g47+g51 +g52 +g54+956+g57+g587éT,
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2.3 - Construcao das unidades

segue que ord(p(wy)) = 536870911. Sejam:

WiWy

pr = 5
= 28— 28¢g + 28¢% — 284> + 27¢g* — 25¢° + 23¢% — 21¢7 + 204% — 20¢° + 20¢'° — 204" +

1— 2,,,—1

+19912 . 17913 + 15g14 . 13915 + 12916 . 12g17 + 12918 . 12919 + 11920 . 9g21 + 7g22 +
_5923 +4924 _4925 +4g26 _4gz7+3928 _929 _g30 +3931 _4932 +4933 _4934 +4935 +
_5936 + 7937 . 9938 + 11939 . 12g40 + 12941 . 12942 + 12g43 . 13944 + 15945 . 17g46 +
+19¢"7 — 209" + 209" — 2097 + 20g°" — 21¢ + 2397 — 2547 4 2797 — 28¢°% 4 28¢°7 +

Bi = di — 1(B1) e defina u;(a) := (1 — B;) + Bia, 1 < i < 28. Entao do Teorema 2.3.1
U(ZChig) = (—1) x (g) x {w; + 1 <i<28}) x ({ui(a) : 1 <i<28}).

Exemplo 18. Considere Cha2 = Cg1 x Cy, onde Cg1 = (g) e Cy = (a) . Nossa intengdo é descrever

U(ZC22).

Como
Z/[l(ZCGl) = <g> X <{w2 01 § 7 § 29}> s

onde
w = —1+g—g2+93—g4+g5—g6+g7—98+g9—glo+gn—gl2+913—gl4+gl5—g16+
+gl7_918+919_920+921_922+g23_g24+925_926+g27_928+929+932_g33+

gt g 4 B0 BT B8 39 g0 gLy A2 A3 e a5y A6 AT | 48

g1 B0 Bl BB P B5 L P6 BT | 58 59 | 60

w; = 6" Y(w), para todo 1 < i < 30, e isomorfismo de anéis 0 : ZCg — ZCg; tal que 6(g) = g°.
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

Seja a funcao ¢ : ZCs — Z2Cpy definida da maneira usual e considere p := U (ZCg)- Temos que:

p(wl) — T+g+92+g3+g4+g5+96+g7+98+gg+gw+gn+912+913+g14+915+916+
+gl7+918—|—919+920+921+922+g23—1—924—1—925+926+g27+g28+929+932+
+933+934+935+936+937+938+939+g40+g41+g42+g43+g44+g45+g46+

_|_g47+g48 +g49 +950 _|_g51 +g52 +g53 +g54 _|_955 _|_g56 +g57+g58 +959 _|_960.

Do Corolério 2.2.1 temos p(w1)? = p(wir1), V1 < i < 30 ¢, do Lema 2.2.4, p(w;)'073741823 — T,

Como 1073741823 = 3%2-7-31-11-151-331, ¢

p(w1)3-7-11-31-151-331 _ T_’_g2+g6_’_g7+98+910+911 +gl7+918+g21+923+924+926_’_
+928+929+g30+g31 +932+g33+935937+938+g40+g43_|_g44+g50+
+g51+953+g54+g55 _’_9597517
p(w1)32~11~31~151~331 — T+g+92+93+95+96+g7+g8+99+gll+gl3+915+916+918+
+920+g21+g22 +923 +g24+g27+928+g33 +g34+g37+938+939+
+g40+g41+g43+g45+g46+g48+g50+g52 +g53+954+g55+g56+

+g58+959+960 #T’

p(w1)32~7-31-151~331 — T+g+gﬁ+98+glo+gll+912+gl3+gl4+915+g17+918+921+923+
+g27+929+932 +g34+g38+g40+g43 +g44+g46+g47+g48+g49+
+g50+951 +g53 +955 +9607£T,

p(w1)32-7-11-151-331 _ T+g+g4+g5 +96 +99+911+913 +gl4+gl7+921+923 +929 +932+
+938+g40—|—g44—|—g47+g48+g50+g52 +g55 +956+g57+960 #T’

p(w1)32-7-11-31~331 _ T_i_gS +g5+96 +98+99+gl4+gl5+918 +919+g23+g26+g27+928+
+g29+g32+g33 +934+935+938+g42 +g43+g46+g47+g52+g53+
+955+956+g587éi,

p(wl)32-7~11-31~151 _ T+g+g3+g4+96_’_g7+99 +glo+gll+gl3+gl5 +922 +923+924+
+927+929+932 +g34+937+938+939 _|_g46+g48+950+g51 +g52+

+g54+g55+g57+g58+960751
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2.3 - Construcao das unidades

segue que ord(p(w;)) = 1073741823. Sejam:

WiWy

fr = 5
= 32—31g+29¢% — 27> + 25¢* — 24¢° + 24¢° — 2497 + 244° — 23¢° + 21910 — 19¢" + 17¢"2 +

1— 2,,,—1

—16913 + 16914 . 16g15 + 16916 . 15917 + 13g18 . 11919 + 9920 . 8921 + 8g22 . 8923 + 8924 +
_7925 + 5926 o 3927 +928 +g33 o 3934 + 5935 . 7936 +8g37 . 8938 +8939 . 8940 + 9941 +
—11g* +13¢* — 15¢* + 16¢*® — 16¢%° + 16¢*" — 16¢*® + 17¢* — 19¢°° + 21¢°* + 24¢°% +

—23¢°2 — 24¢°* — 24¢° + 24¢%° + 25¢°7 — 27¢° + 29¢°° — 314,
Bi = 0i — 1(B1) e defina u;(a) := (1 — B;) + Bia, 1 <i < 29. Entao do Teorema 2.3.1
U(ZCr22) = (—1) x {g) x {w; : 1 <3 <29}) x ({ui(a) : 1<i<29}).

Exemplo 19. Considere C134 = Cg7 X Ca, onde Cg7 = (g) e Co = (a). Nosso intuito é descrever

U(Z0134).

Como

U1(ZCG7) = (g) X <{wz 1 <1 < 32}> s

onde

10_gll+912_gl3+gl4_915+g16+

wi = 1=g+¢ =g +9' =g +¢" 9"+~ 9" +g
S gl T g gl® G190 2 22 23 24 95 4 26 2T | 98 29 L 030 31
LB g PP 6 L BT 38 L 89 40 AL 4D 4 43 o4 45 46 | 4T a8
4gh9 g0 B B2 4 B3 B4 55 56 5T (58 4 059 (60 | (61 _ 62 4 63

_ 64

g% 4 ¢85 — 06

g

w; = 0" Y(wy), para todo 1 < i < 30, e o isomorfismo § : ZCs — ZCg que leva g em g% e

fixa os elementos de Z. Seja a funcao ¢ : ZCgy — Z2Cg7 definida da maneira usual e considere
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Capitulo 2 - Unidades de ZCy,

pi=1

u{ (ZC{W)' Temos que:

p(w1) _ T+g+g2+g3+g4_’_g5+96+g7+98+99+910+gll+912+gl3+g14+g15+gl6+
+gl7+gls+glg—|—g20+921+g22+g23~|—924—|—g25+g26+927+g28+929+930+
+931+932+935+936+937+938+939+g40+g41+g42+g43+g44+g45+g46+
+g47+g48+g49+950+g51+g52+g53+g54+955_|_g56+g57+g58+g59+960+961+

+962 +g63 +g64 +965 +gﬁ6.

Do Corolério 2.2.1 obtém-se p(w1)? = p(wis1), V1 <14 < 33 e, do Lema 2.2.4, p(w;)389934591 = T,
Temos que 8589934591 = 7 - 23 - 89 - 599479. Como

p(w1)7~23~89 — T+g+g3+g4+g5 +g7+98+glo+gll+g12+913 +gl5 +glﬁ+920+
+921+g23 +924+927+g29+931 +g32 +935 +936+938+g40 +g43+g44+
+g46+g47+g51 +g52+g54+g55+g56 +g57+g59+960+g62 +963+
+9% + g% #1,
p(w1)7~23~599479 — T+g+92+g4+g7+g8+99+910_|_912+gl3+gl4+gl7+918+g22+
+g24+925 +926+928+929+g30+931 +932 +g35+g36+937+g38+g39+
+g41+g42+g43+g45+g49+g50+g53 +954+g55+g57+g58 +959+g6'0+
+963+965 +966 7&17
p(w1)7~89~599479 — T+g3 +g4+96+912 +gl3+gl4+gl7+918+g20+921 +923 +924+925+
+g26+927+g40+g41+g42+g43+g44+g46+g47+g49+950 _|_g53+
+g54+g55 +g61 +963+964 #T,
23-89-599479

p(wl) T+92+96+910+913+916+gl7+918+g19+923+g28+930+937+

+939+g44+g48+g49+950+g51 +g54+g57+961+9657§1

concluimos que ord(p(w;)) = 8589934591. Sejam:

1— 2, —1
Bi = % — 32— 329 + 3292 — 32¢° + 31g% — 29¢° + 2745 — 25¢7 + 24¢° — 24¢° + 24¢'0 +

—24g" 4 23¢'2 — 21¢"3 4+ 19¢™ — 179" 4 1696 — 1697 + 16g™® — 1699 + 15920 — 13¢! + 11g** +
_9923 —|—8g24 o 8925 +8g26 o 8927 +7928 - 5929 +3g30 _g31 _936 +3g37 o 5938 + 7g39 - 8940 —|—8g41 +
—8942 —|—8g43 o 9944 + 11945 N 13946 + 15947 o 16948 + 16949 N 16g50+ 16951 N 17952 + 19953 o 21954+
+239% — 24450 + 24657 — 24978 4 2447 — 25690 4 27¢01 — 29452 4 31493 — 32904 4 32455 — 32456,
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2.3 - Construcao das unidades

Bi = 6t — 1(B1) e defina u;(a) := (1 — 5;) + fia V1 < i < 32. Entéo do Teorema 2.3.1

U(ZCr34) = (—1) x (g) x {w; : 1 <i<32}) x ({ui(a) : 1 <i<32}).
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I Capiroo 3 —
Unidades de Z(Cy), x C9)

3.1 Introducao

Queremos agora estender as ideias do Capitulo anterior. Considere o seguinte anel de grupo

integral Z(C, x Cy x ... x (), onde C, = (g) e cada Cy = (a;), 1 < i < n. Utilizando que
—_————

n vezes

Z(Cpx Cy x ... x Cq) ZZ(Cpx Cy x ... x Cy)Cy todo elemento a de Z(C)p x Cz x ... x () pode
— S— ——

n vezes n—1 vezes n vezes
ser escrito como a = = + yay,, onde z,y € Z(Cp x Cy X ... x Cy).
N————

n—1 vezes

Logo u € U(Z(Cp x Cy x ... x (3)), se e somente se, existe v # 0 € Z(Cp x Cy x ... x () tal
—— ———

n vezes n vezes

que uv = 1 = vu. Como u,v € Z(Cp x Cy x ... x C3)) existem z,y, z,t € Z(Cp x Cy x ... x () de
—_— —_—

n vezes n—1 vezes
forma que v = x + ya, e v = z + ta,, e obtemos:

zz+yt=1
rxt+yz =0

Somando e subtraindo estas equagoes temos

(z+y)(z+1t) =1

(z—y)(z—t)=1

isto é, x +y,x —y € U(Z(Cp x Cy x ... x C3)).
—_—————

n—1 vezes
Portanto existem uj,uy € U(Z(Cp x Ca X ... x C3)) tais que u; = z +y e ug = x — y. Desta
—_———

n—1 vezes
maneira:
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3.1 - Introdugao

uy + us uy — ug . 1+ ug 1—uy tug
T = ey = ,ouainda, r = @y |—— ) ey = | ——— |, com

2 2 2 2
ut,ug € U(Z(Cp x Cy x ... x C9)).
—_——
n—1 vezes

14+ ul_lug

Como z,y € Z(Cp x Cy x ... x () entao € Z(Cp x x Oy x ... x (). Sendo assim:
—_—— —_——

n—1 vezes n—1 vezes

14 u; ug = 0 (mod (2)), ou seja, uy 'ug = 1 (mod (2)).

Assim

uweU(Z(Cpx Cyx...x (o)) =u=1u [(122@) + <1_2u2>a}

n vezes

onde uy,up € U(Z(Cp x Ca x ... x Cq)) e ug = 1 (mod (2)).

n—1 vezes
Considere o homomorfismo de anéis ¢ : Z(Cpx Cy X ... X C) = Za(CpxCa X ... x C3) e defina
—_— —_——

n—1 vezes n—1 vezes
P := ¢|4, onde A representa o conjunto U(Z(Cp x Ca x ... x Cy)). Para encontrarmos as unidades
N————

n—1 vezes
de Z(Cp x Cy x ... x C3) devemos conhecer as unidades de Z(C), x Cy x ... x () e determinar o
—_—— —_————

n vezes n—1 vezes
ntcleo da funcgao .
Defina:
uj(aiy -~ ay,) = (1= Bj) + Bjai, - - aiy,
1— 2,.—1 o _3
onde 1 = %, B = 5%)11, para todo i € {1,2,--- ;n}e2<j< pT

Lema 3.1.1. Os elementos uj(ai, - - - ai,) definidos acima sao unidades de Z(Cp x Ca x ... x Cs)
—_———

n vezes
e seus inversos sio dados por uj(a;, -+ a; )t = (1 —28;)7(1 - B;) — Bjai, - ai,]

Demonstracgao:

De fato,

wj(ag, - ag )uj(ai, -+ ag,) "t = (1=28;) 7 [(1 = B;) + Bjai, - - a3, J[(1 — B;) — Bjai, -+~ ai, ],

ou seja,
wjlaiy - aiug(ag, - ai,) = (1=26;) 7 (1 = B8;)* = (Bjas, -+ ai,)?],
isto é,
wj(ag, - ag, )uj(aq, ---ai) "t = (1=28;)7"[(1—28; + 87) — B7],
de onde,

wj(aiy -+ ag Juj(ai, -+ ap )~ =1.
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Capitulo 3 - Unidades de Z(Csp x Cs)

|
Em seguida descreveremos algumas unidades que estao sempre no nicleo do homomorfismo ®.

Lema 3.1.2. Considere u;(a;, - - a;,) definido anteriormente. Entdo u;(a;, ---a;,)? sio elementos

do nicleo de P.

Demonstragao:

Observe que:

D(uj(ag, - ai,))” = [T+ ¢(B))) + ¢(Bj)ai, - ay, )],
isto é,
D(uj(ag, - ai,))” = 1T+ 6(8)))* + 6(8)*(as, -+ ay,))?,

ou seja,

(usaiy -+ ay,))? = T+ 6(8)% + 9(6;)* = 1.
u

Para facilitar a descricao do grupo das unidades, trocamos as unidades encontradas pelas

unidades que definimos no inicio deste Capitulo. O resultado a seguir possibilita esta troca.
1 — uj(ai, -+ a;,)°
2 b

Lema 3.1.3. Seja v;(a;, ---a;,) = 1<j5< %, e defina vj(a;, - - a;,) =

(1 - ’Yj(ai1 T a'lk)) + ’Yj(ail T aik)an’ Entao

Uj(ail T aik) = uj(ail T aik)uj(an)uj(ail T aikan)il

Demonstragao:

Temos que

’Yj(ail"'aik)_ = ]7

ou seja,
1—[(1—28; + 83) + 2(1 — Bj) Bjas, - -~ ai, + B}
Vi(ai, - aiy) = ) :
isto é,
28; — 287 — 2(1 - B;)Bjai, - - ayy
’Yj(ah"'aik): 9 )
ou ainda,

vilay - ay) = (1= Bj)ay — (1 — B5)Bjai, - - - ai,.
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3.1 - Introdugao

Por outro lado,
uj(ai, -+ ag)uj(an) = [(1 = B5) + Bjai, - aq, J[(1 — B;) + Bjan),
de onde,
wj(as, - ai )uj(an) = (1= B;)* + (1 = B)Bjai, -~ as, + (1= Bj)Bjan + Biai, -+~ @iy an,
isto é,
uj(ai, - aiy)uj(an) = (1= 26;) + B3] + (1 = B;)Bjai, - - ay, + (1 = ;) Bjan + Bjai, - - ai,an.

Assim
wj(ag, - ai, )uj(an)ug(ay - aan)™t = (1 — 26;)7H(1 — 28;) + sz + (1 = Bj)Bjai -+~ ai, +
+(1 = Bj)Bjan + Biai, - aiyan)[(1 = Bj) — Bjai, -+~ aian),
ou seja,
uj(ai, - aiy )uj(an)uj(a - agan) ™t = (1 = 268;)7 Q1 = 28;))(1 — B;) + (1 — B;)B7 +
+(1 = Bj)*Bjaiy -~ ai, + (1 = Bi)*Bjan + (1 = Bj)B3as, -~ aian — (1 — 26;)Bjas, - - aian +
—Bai, - aan — (1= B)Bian — (1 = Bj)BFai, - - - a, — 5],
isto é,
wjag, - - aiy ug(an)uj(ag, - - agan) ™ = (1=28;) "1 = 26;)(1 = Bj) + (1 = 26;)8 + [(1 — 26;) +
—(1—28;)B;]Bjai, -+ - ai, +[(1 = 28;) — (1 —28;)B;]Bjan — [(1 = 28;) — (1 — 25;)B;1Bjai, - - aiant,
de onde,
wjag, - ai Juj(an)uj(ag, - aian) ™" = [(1 = B;) + B2 + (1 — Bj)Bjai, - ai, + (1 — B;)Bjan +
—(1 = B;)Bjai, - - ai,an,
ou ainda,
wj(aiy - ag uj(an)ujag, - ajan)™" = 1= [(1 = B;)B; — (1 — B;)Bjai, ---ai,] + [(1 — B)B; +
—(1 = B))Bjai, - - - ayJan

e, portanto,
wj(aiy -+ ag Juj(an)u(ai, -~ aian) ™ =1 =@ - ai,) +v5(ai, - ag)an = vj(ai, - az,).

|
Para demonstrar o Teorema principal deste Capitulo, precisamos determinar os inversos, e saber
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como multiplicar elementos de determinadas forma. Os resultados abaixo nos auxiliam nisto.

Lema 3.1.4. Sejam (a1),(a2), -, {(ag) tais que Cy = (a;) . Seja b,b; € 2Z(Cp x Cy x ... x Cy).
—_—
k vezes
Entao

1+biby---by 1 —b1ba---by 1401 1—-0b 1+b, 1—0,
_|_ ai---ap = + ai---ag| - J,- ay---ag|,

2 2 2 2 2 2

n > 2 € N. Em particular, tem-se que

[1+b 1-5 r 146" 1-b"
al...ak — al...ak

2 T 2 T2
Demonstragao:
Facamos a prova por inducao sobre n.
Para n = 2, temos que
1+b; n 1_b1a1-~ak} {1+b2 N 1_b2a1~-ak] _ (L4 b1 +ba+bib2) + (1 — by — by + b1b2)

2 2 2 2 4 +

+(1+b1 — by — biba) + (1 — by + by — b1b2)

al...ak
4 )

ou seja,

1...ak,

Ltb, 1-b by 1y _242iby | 2-2biby
2 SR I g 1Ak T Ty 1+ ¢

isto é,

1+0 1-b 1+0 1-5 14 b1b 1—b1b
[ L+ 1&1--'ak:||: 2 4 2&1"'ak:|= LLCN 12a1---ak.

2 2 2 2 2 2

Suponhamos que a igualdade vale para n = t, o que significa que

1+b1b2'--bt+1—blb2"'bt
2 2

145 1-b 145 1-b
1+ lalak:||: t+ t

2 2 2 2 ‘“"'ak}

al...ak:|:

e vamos mostrar que a férmula se verifica para n =t + 1. Pela hipdétese indutiva, tem-se

1+ b1 1—-5b; 1+ b 1—b; 1—|—bt+1 1—b11
5 T Ak I T ARl B e E S
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B 1+blb2"'bt+1_b1b2"'bta i 1+bt+1+1_bt+1a o
- 9 9 1 k 9 2 1 k| >

e, como provamos que vale para n = 2, segue que

1+ b1by---bib 1—0b1by---bb
+ 0102 tt+1+ 102 tt+1a

2 2 1 PEEEEY ak'
Tomando by = --- = b, = b, do que acabamos de mostrar, obtemos o caso particular.
|
Lema 3.1.5. Sejam (a1),{a2),---,{ax) tais que Co (a;). Seja b wma wunidade de
Z(Cp x Cy x ... x Cy). Tem-se
N———
k vezes
L+b 1-b _1_1+b*1+1—b*1
2 g LAkl T Ty g 1Tk
Demonstracgao:
Como
1+b+1—b 1+b‘1+1—b—1 A+ b+b )+ (1 -b—bt 4 1)
2 g 1Tk 2 g 1Tk = 4
I—b+b 1) —(1+b-b1-1
L bb - ar
4
ou seja,
1+b 1-b 1+b*1+1—b*1 _
9 5 ai ay B 5 ai ag| =
Portanto,
L+b 1-b _1_1+b*1+1—b*1
2 g WAk T Ty g 1k

O préximo resultado ilustra o que ocorre quando multiplicamos a imagem da @ aplicada aos

elementos u;(a;, - - - a;, ).

Lema 3.1.6. Para todo n € N, tem-se
D(ujy (@i, - ai)) - P(wj,, (@in - aq,.)) = TH(P(Bjy )+ - +(B1, ) +((Bj.)+ - +0(Bj,))as - - aiy,s

onde 1 < j,, < p%g’ para todo 1 < m < n.
Demonstragao:
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Capitulo 3 - Unidades de Z(Csp x Cs)

Facamos tal demonstracao por indugao sobre n. Se n = 2 temos que

D(uj, (@i - - ai, ) ®(wjy (air -~ ai,.)) = [(T+6(85,)) +(Bjy )air - - - ai ) [(A+(8),)) + d(Bja)ain - - ai ],

de onde,

D(uj, (i - ai ) ®(ujy (@i, -+ ai)) = (1+6(Bj) +(Bj,) + ¢(B5,)6(B5,)) + [(1+ 6(85,))¢(B),) +
+(1 + ¢(ﬁj2))¢(ﬁj1)]ai1 T Ay + ¢(Bj1)¢(/8j2)’

ou ainda,

D (ujy (i1 - - ai, ) (g, (aiy - -~ aiy)) = (T4 ¢(Bjy) + ¢(B8),)) + (6(B5,) + ¢(Bj))aiy - - - aiy.-

Vamos supor que para n =t tem-se que

O (ujy (@i, - aiy)) -+~ Pug, (@i - ai)) = T+ O(Bjy) +- -+ (B5) + (6(Bjn) ++ - -+ (Bj)) i, -+ - ay,

e vamos mostrar que

é(ujl (ail T alk)) T (I)(ujt+1(ai1 T alk)) = (T + ¢(ﬁj1) +-+ ¢(/8jt+1)) +

+ (¢(/8]1) +- ¢(Bjt+1))ail Cr Qg

Pela hipotese indutiva, tem-se

D(ujy (ai - ai)) -+ Py, (ai - ai)) = [(T+(Bjy) + -+ 0(B5,) + (6(Bj) + -+ +
+¢(ﬁjt))ai1 T alk][(T + ¢(5jt+l)) + ¢(Bjt+1)ai1 T aik]’

de onde,

D(ujy (@i -+ ai)) - Py, (@i - ai)) = (T+6(850) + -+ (8;,,)) (1 + 8(Bjsr) +
+H(@Bn) + -+ + 0B ) (T + G(Bjosn))ai - @iy +
+(I+0(Bj,) + -+ + 8(85.) S (Bjs )iy -+ @iy, +
+(0(Bj,) + -+ (85 ) 0(Bjora )
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logo,

D(ujy (air -+ ai) - (g (@i -ay)) = (T+6(8;) + -+ ¢(B;,)) +

+H(I+0(Bj) + -+ + 6(85.))0(Bjis)
(@(Bj) + -+ &(Bj,))ai, -~ iy, +
+(@(Bj,) + -+ + 8(B1.)#(Bjor )iy -+ - iy +
(T+¢(Bj1) + -+ 0(8)B(Bjoyr )iy -+ - @iy, +
(@(B) + -+ 0(B5)$(Bjir1)

_l’_

—+

@b( J1
e, portanto,

(I)(uji (ail o alk)) T (I)(ujt+1 (ail T a%k)) = (T + Qs(ﬁﬁ) +oot (Zs(ﬁjt) + ¢(Bjt+1)) +
+(¢(5j1) + et Cb(ﬁ]t) + ¢(5jz+1))ai1 C Qe

|
Portanto, se ¢(8;,) + - + ¢(Bj,) ¢ 2Z(C, x Cyx...x(C3)), para todo
—_———
n vezes
1 < jm < % e, para todo 1 < m < n o resultado acima garante que
<{w%w2_1,w%w3l,--- w?_ 3wp11,uji(ak) 1<i< = el<z<n}>éumcadidatoaonlicleodo
2

homomorfismo de grupo <I>.

Porém, se ¢(Bj,)+- - -+¢(Bj,,) € 2Z(CpxCa x ... x Cp)), para algum 1 < j,, < £5=° 3el1<m<n
—_———

n vezes

entdao do Lema 3.1.6 tem-se u;, - - - uj,, € Ker(®).

Considere o conjunto

_ _ _ . -3 :
{w%w2 l,w%w31,--- ,w%%gwp;ll,uj(ak)z,ujl sy, 11 <0< p 5 © 1<i<n},
2
onde uj, - -+ - uj,, étal que ¢(B;,) + -+ + ¢(B;,,) € 2Z(Cp x Cy x ... x C3)). Este conjunto é um
—_———
n vezes

possivel gerador para o nucleo de .
Assim determinar o ntcleo do nosso homomorfimo de grupos ® é um pouco complicado, o que

torna dificil generalizar o Teorema 2.3.1 do Capitulo 2.
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3.2 Construindo as unidades

Para excluir o caso em que existe um elemento da forma wu;, - --- - u;,, no nicleo e caracterizar
o nicleo da funcao ¢ inicialmente iremos nos restringir ao caso Z(Csp x Cs) e, além disso, vamos

supor que o conjunto {¢(S1), -, d(Br—3)} é linearmente independente.
2

Lema 3.2.1. Seja p um primo dtimo e considere que ord(®(wy)) = 2" — 1. Se o conjunto

{¢(B1),--- ,d(Bp=3)} € linearmente independente, entdo
2

Ken(®) = (—1) x <{w§w;1 1<i< pg?’}> x <{uj(a1)2 <)< 792_3}>

Demonstragao:

Pelo Lema 3.1.2, <{uj(a1)2 1<y < %}> C Ker(®) e, pelos resultados do Capitulo 2, temos

(—1) x <{w§w;+11 1<i< p;3}> C Ker(®).

Assim

Por outro lado, seja € Ker(®), como x € U(ZCyp), entao

n_m_t, Tl Teg3 s Sp—3
= (-1)"g"ajwi" - w, 3 ui(ar1)” - up-s(ar)
P) 2
tal que ®(z) = 1. Entretanto,
. Tp—3 Sp—3 —
O(z) = g"P(wy' - w, 3 )P(ui(ar))™ - @(up-s(a1)) =1

Logo
2 _ 2 et T
O(x)* =g“"® (w{l--~wp_?) =1.
2

Tp—3
Sendo ® <w71“1---wp_23 uma unidade simétrica normalizada entdo ¢g*™ tem de ser simétrica
2

também. Portanto, 2m = 0 (mod p) e, sendo assim, m = 0 (mod p).

Assim,
9 Tp—3 _
O(x)* = (w{l -~-wpf37> =1
=
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3.2 - Construindo as unidades

ou seja,
Tp,3
w'{l W, 35 €<—1> X <n17.. ,n@>.
2 2
Desta forma,
O(x) = aﬁ@(ul(al))sl . @(U/p;:*,(a,l))s§ - 1.
2

. YT ~ Sp=3 , T
Sendo wuj(ai) unidades simétricas, entdao ® (ul(al)sl---upfs (a1) =2 ) também é simétrica
2

at  deve simétrica, de onde, obtem-se t = 0 (mod 2).

O(z) = P(ur(ar))™ -

e, portanto, ser Logo,

-@(up;s(al))sg = 1. Do Lema 3.1.2 e da nossa hipGtese segue que s; = 2t;,
2

para todo 1 < j < %, de onde conclui-se que,

. -3
T <w%w21a”' ’U’%;S”’Pll> - <{Uj(a1)2 1<j< pT >
2
Portanto,
Ker(¢) := (1) x <{wiwf+11 1<i< 1’23}> X <{Uj(<l1) 1<j< 7923}>
|
Lembre-se
wi = (DA g ()BT
+(—1)(%)g(p7+3)2i71 4+ 4 g(P—Q)QFl _ g(p—1)2i*1)’
1 — w?w;t
pr = #,
uj(ailalé) = (1- BJ) + Bjai, a;,,
1 — wi(ar)?
qﬁ(al) = ;(1)’

com § é o isomorfismo definido em ZC), que leva g em g? e fixa os inteiros.

Teorema 3.2.1. Considere o anel de grupo integral Z(Cp x Ca x C3). Sejam (a1), (a2) tais que

Cy = (a;) . Se p é um primo étimo, ord(®(wy)) = 2% —1le {6(B1),-++ ,d(Bp=3)} € um conjunto
2

el f

i(
<

linearmente independente, entdo,
U(L(Cay Ca)) = (~1) x (g, a1, a2) x (wr, -

Mais ainda, o conjunto {wj,uj(al),uj(ag), uj(arag) : 1

uj(ag),uj(alag) 01 S] S %}> .
p—3

al)v
=5

j < € multiplicativamente inde-
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pendente.
Demonstracao:
1 1-—
Sabemos que u € U(Z(Cyy x C2)) & u = ul[ —|—2u2+< 2u2>ag], onde

ur, uz € U(Z(Cap)) € up € Ker(P).
Do Teorema 2.3.1

Do Lema 3.2.1 tem-se
2 1 2 1 2. . _p—3
ug € (—1) x (wiwy ", -+ ,wi—sw,, ) X { {uj(a) :1 <5< R
2

e, portanto,

up = (=1)"(wiwy )" - (whswy )

Dos Lemas 3.1.4 e 3.1.5 obtém-se
1+ ug 1 —ug [T+ (-1 1—(-1) "1 4 ug(ar)? 1 —ui(a)? o
5 + < 5 > ay = [ 5 + 5 a2 2 + 5 a9

L+ups(ar)®  [1-ups(ar)? s

[1 +U;(a1)2 N (1 - U;(al)2> az] c

do Lema 3.1.3, segue que

14+u 1—u . o
2 2 +( 5 2> az = ay' [u1(a1)ui(az)ui(araz) 1]81"'[UPT*C"(GI)U§(G2)U;)T73(G1(L2) 1y
logo,
14+u 1—u | »
2 2 + < 9 2) az € <a2> X <{Uj(a1)auj(a2),Uj(a1a2) 1< < pT >

-3
Além disso, u; € U(ZCyp) = (—1) x (g, a1) x <w1,w2, e ,w@> X <{uj(a1) 1<y < p2}>
2
e sendo assim obtemos o resultado.
Falta verificar que {wj,u;(a1),u;(az),u;(ajaz)} é um conjunto multiplicativamente indepen-

dente. Sabe-se que Uy, x Ca possui 8 subgrupos ciclicos e 2 subgrupos ciclico de ordem 2. Assim,

1
do Teorema 1.4.1, tem-se rank(U;(ZCsp)) = 5[4]9 —28+43+1 =2p—6 = 2(p—3). Como o
conjunto {wj,u;(a1),uj(az),...,uj(araz) : 1 <i < %} gera U1 (ZC4p), segue que tal conjunto é

multiplicativamente independente.
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Observe que {¢(B1), - ,d(Bp-3)} é um conjunto linearmente independente é equivalente a
2

mostrar que o posto da matriz cujas as entradas correspondem aos coeficientes de ¢(5;) é igual a

-3
pT. Tais escalonamentos foram feitos por nés e conferidos no GAP.

Na proxima secao mostraremos através de escalonamento que esta condicao ¢é satisfeita para os
primos 7,11,13 e 19.

3.3 Exemplos

Vejamos alguns exemplos da aplicabilidade do Teorema 3.2.1.

Exemplo 20. Considere o anel de grupo integral Z(Cip x C2), onde (a1) e (a2) sao tais que

Cy = (a;) e C5 = (g) . Queremos determinar U(Z(Chp x C2)).

Pelo Teorema 2.3.1,
U(ZC1o) = (—1) x (g, a1) x (w1) X (u(a1)),

onde wy = —1+g+g* B =4-39g+3¢>+¢>—3¢" e u(w) = (1 — B) + Ba;. Como
#(B) =g+ 9>+ g*>+g*#0, do Teorema 3.2.1,

U(Z(Cro x C2)) = (=1) x (g, a1,a2) x (w) x ({u(ar), u(az), u(araz)}) -

Exemplo 21. Considere o anel de grupo integral Z(Cia x C2), com (a1) e (a2) sdo tais que

Cy = (a;) e C7 = {g). Queremos encontrar U(Z(C14 X C3)).

Pelo Teorema 2.3.1 tem-se que

U(ZCra) = (—1) x (g, a1) X (w1, wa) X (u1(a1),uz(a1)),
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onde

w = 1-g+g°+4°—4¢°

wy = d(wy),

Bi = 4-39+29" - g’ —g" +2¢° - 3¢°,

By = 6(B1)=4—g—3¢>+2¢° +2¢" —3¢° — ¢°,
u(ar) = (1-p;)+ Biay,

i=1,2. Sabemos que ¢(81) = g+ ¢° + g + g5 e ¢(B2) = g+ g% + ¢° + ¢°.
Considere:
0101101

0110011

Escalonando a matriz acima obtemos:

0101101

~

0011110

que possui posto 2. Segue do Teorema 3.2.1

U(Z(C14 x Cg)) = (—1) x (g, a1, a2) x (w1, w2) x (u1(a1),u1(az), uz(ar)uz(az), u1(araz), uz(araz)) .

Exemplo 22. Considere o anel de grupo integral Z(Cas x C2), sendo {(a1) e (az) sao tais que

Cy = (a;) e C11 = {(g). Queremos descrever U(Z(Caz x Cs)).

Do Teorema 2.3.1

U(ZCa2) = (—1) x (ga1) x {w; : 1< i <4} x {ui(ar) : 1 < i < 4}),
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onde

wy
w;
o3
Bi

u;(ar)

i = 1,2. Considere

l—g+¢* - +9" +9" —*+9"— ¢,

5 (w),

4—4g+4g° —4g° +3¢" — ¢° — " + 39" — 4g® + 4g° — 49",
5 H(B),

(1= B) + Biax,

00 0O01O01
0 0

o o o o
—
o
—

1001001001

Esta matriz é formada pelos coeficientes de ¢(3;). Observe que, quando retiramos a primeira coluna

da matriz A, obtemos uma matriz B tal que a;; = a;

logo,

—j)- Vamos escalonar esta nova matriz

00011
10100
01001

o O
S =
_ o
_ o
o

que tem posto 4. Logo, do Teorema 3.2.1

U(Z(Cap x Ca)) = (—1) x (g,a1,a2) x ({w; : 1 <i <4}) x ({uj(ar),uj(az),uj(araz) : 1 < j <4}).

Exemplo 23. Considere o anel de grupo integral Z(Cos x C32), onde (a1) e (a2) sao tais que

Cy = (a;) e C13 = (g) . Queremos determinar U(Z(Cas x C2)).
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Do Teorema 2.3.1 obtemos

U(ZCo%) = (—1) x (g,a1) x {w; : 1 <i<5}) x {ui(a):1<i<5}),

onde

W = - PP P g — g0 — gt g2
w; = (5i_1(w1),

B = 8—Tg+5¢"—3¢g° +g*+¢° — 3¢ +5g" —7¢"%,

Bi = §1(B),

ui(ar) = (1—5)+ fiaa,

1 < ¢ < 5. Considere

o
Il
o [a) [a) o [a)

—=
[a)
—
[
—
[a=)
[e)
[
—
—
[a)
[

Observe que a matriz A quando excluimos a primeira coluna se transforma numa matriz B tal que

aij = aj(p—j;)- Considerando as 6 primeiras colunas da matriz B, obtemos a seguinte matriz

111100
01 0111
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logo, escalonando tal matriz tem-se

o O

o o o o
—
—
(e}
—
—

ou ainda,

oS O
o O

o o o O
o o O
—
—

de onde

o O
—_

o O
p—

Q
2
o o o o

o o O
—
—

0 011

que possui posto 5. Logo, segue do Teorema 3.2.1

U(Z(CQG X 02)) = <—1> X <g,a1,a2> X ({wz 1< < 5}> X <{Uj(a1),Uj(a2),Uj(a1a2) 1< ] < 5}> .

Exemplo 24. Considere o anel de grupo integral Z(Csg x Ca), sendo (a1) e (a2) tais que Ca = (a;)
e C19 = (g) . Queremos descrever U(Z(Csg x C3)).

Do Teorema 2.3.1 obtemos

U(ZC38) = (—1) x (g,a1) x ({w; : 1 <i<8}) x {ui(a):1<i<8}),

74



Capitulo 3 - Unidades de Z(Csp x Cs)

onde
wy = 1—g+92—93+g4—g5+g6—g7+98+911—912+913—914+gl5—916+917—918,
w; = 5i_1(w1),
Bi = 8—8g+8g%—8g%+Tg" — 555 + 3¢5 — g7 — g2 +3¢13 — 514 4 7415 — 8416 1+ 847 — 84'S,
ﬁi = 6i_1(ﬁ1)’

ui(a1) = (1—=35;)+ Biar,

1 <4 < 8. Considere

(e
o o O
—_
o O O
S =
—_
[a)
[ N -
—
—
o o O
— o O
—
S =
o o O
= O
o o O
(e

—_
—_

o o O
[a)
—

o o O
=
—

o o o o o o o o
—
—
o o O
—
(e

[a)
—
—
—
[
o o O

Observe que a matriz A quando excluimos a primeira coluna se transforma numa matriz B tal que

aij = aj(p—j;)- Considerando as primeiras 9 colunas desta matriz encontramos

0111100
1 01 11

)
o o O
_ o
o o O
—
o

o O
—_
—

o o O

o o O
—_
—

75



3.3 - Exemplos

logo, escalonado a matriz C' tem-se,

C ~
sendo assim,

C ~
e, desta maneira,

C ~

o o o o o o o o o o

o o o o O

o o O

= o O O

o o o O

= o O O

o o o O

o o O

o o O

o O O
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e, portanto,

es}
- o O O
_ = O
o o O
—

o o o o O
o o o o
o o o o

00

que possui posto 8. Assim pelo Teorema 3.2.1

U(Z(C3s x Ca)) = (=1) x (g,a1,a2) x ({w; : 1 <i < 8}) x ({uj(a1),u;(az),uj(araz) : 1 < j < 8}).

Conforme o primo aumenta, as contas vao ficando maiores. Verificamos com o auxilio do GAP,

que para os primos 23,29, 53,59, 61 e 67 também temos que os postos das respectivas matrizes serao
p—3

2
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| CapiTurLo 4 I

Unidades de Z(Cy, x Cy x (9) e

unidades centais de Z(C) x Q)3)

Neste Capitulo vamos estudar o caso em que n = 3, ou seja, vamos descrever as unidades do
anel de grupo Z(Cy, x Cy x C3), onde C), = (g), e (a;) sao tais que Coy = (a;), 1 < ¢ < 3. Além

disso, iremos também exibir um conjunto gerador das unidades centrais de Z(C), x Q).

4.1 Unidades de Z(Cyy x Cy x Cy)

Conforme vimos no Capitulo anterior, tem-se

1 1-—
u € U(Z(Cp x Cy x C x C)) <= u = uy K 2“2) + < 2“2> a] :
onde uj,uy € U(Z(Cyp x C2)) e ug = 1 (mod (2)), ou equivalentemente, up € Ker(®), com
P . U(Z(Cgp X Cz)) — Z/{(ZQ(CQP X Cg))
Portanto, para determinarmos as unidades de Z(Csyp x Cy x C3), basta caracterizarmos o nicleo
da funcao .

Tome u € Ker(®), entdao u € U(Z(Cyp x C2)) é tal que ®(u) = 1. Do Teorema 3.2.1

ky_3 o o
u = (=1)"g™aS aPwtr wh? - -wgul(al)” . ~u¥(a1)r¥ul(a2)sl . UL?(CLQ)SPTS
2
tp—3

up(arag)™ -- 'U%S((llCZQ) T,
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Como g™, a;" ¢ Ker(®) se 1 <m <p—1e¢ =1, para todo i € {1, 2}, tem-se que

u=(—1)"wi'wy® - w, 3 ui'(ar) --u, 3 (ar)ui'(a2) --u,3 (a2)ui'(araz)---u,% (aiaz).

Assim

Lembrando que ®(wi)? = ®(w;) e que uj(a1)?,uj(az)? uj(araz)? € Ker(®), para todo
1<i< %, obtém-se ®(u)? = ®(w1)?** =1, onde o = 2 (k1 + 2kg + - - - —1—2172;5/{,%3). Supondo que
ord(®(wy)) = 2h 1, entdo 2a = (21%1 —1)B. Sendo 9% — 1 um niimero fmpar entao 3 = 2q e,
portanto, o« = (2% —1)g.

Pode-se concluir que
k1. ko Fpgs 2 —1 2 1
wylwy? w3 € (—1) x (wiwy T, Whosw, oy ).

Sendo assim
B(ur(@))™ -+ (upzs (1)) "2 D(ua(az)™ - (upzs (a2)) 2 (un(@raz))” - Blups(araz))) =
= ®(u) = 1.
Porém, ®(u;(h))? =1, com h € {a1,az,a1az}, para todo 1 < j < 3%3, entao pode-se reduzir a

equacao anterior a seguinte igualdade
D(ui (a1)) -+ (ui, (a1)) R (wjy (a2)) - - P(uj,, (a2)) P(w, (a102)) - - - P, (a1a2)) = 1.

Do Lema 3.1.6 tem-se
{1+ 9Bi) - 0(Bi) + [0(Bi) - d(Bi)laaH{T + o(Bj) -+ d(Bs) + [6(B)y) - ¢(8),.)]az}
{I4+0(8,) - 0(B,) + (6(Br) - -~ 0(By,)]araz} =1
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Sejam

ap = ¢(ﬁ11)++¢(/87/n)7
ar = d(By)+ -+ 0B
as = ¢(B,) + -+ o(B,)

Observe que o € Im(¢) C ZyC),. Assim:

D(u) =1+ a1 +a1a1)(1 + ag + azaz)(1 + as + azaraz) =1,

ou seja,

D(u) = [(T+ a1)(T + a2)(1 + a3) + aragas] + [ar(1 + a2)(1 + a3) + (1 + a1)asaslar +
+H(T+ a1)az(1 + as) + a1 (1 + az)aslag + [a1)ae(1+ az) + (1 4+ a1)(1 + az)aslaraz =1,

isto é,

Pu) = [(1+ a1 + a2 + a3) + cpae + ajaz + aag] + (a1 + ajee + ajaz + azasja; +
+ag + araz + aras + asaslag + [asz + a1)az + ajas + asaslajag = 1

e, portanto,
(

14+ a1 4+ay+as3+ajoe +ojas+asag =1
a1 + a1 + arag + agay = 0

as + ajas + aqag + asaz =0

as + ajas + aqag + agaz =0

de onde se conclui que a; = az = ag e, desta maneira, a? = «a;. Assim, ®(u) = 1 se reduz a

equacio (I + oy + af) + (a1 + af)ar + (a1 + ad)as + (a1 + a?)ajaz = 1.
2

Levando em conta que w; wl-;ll € Ker(®), entao

p—1
2 1 _ g
i W, = ao + g a;g-,

=1

w

; o . p—1 .
com qg impar e a; = a,—; par, para todo 1 <14 < %5=. Observe que:

p—1

p—1 ' 2
(zg> 33
i—
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0 que nos leva a concluir,

(Z aig ) (mod 4).

p_1
Como 1 — w?w;_ll tem aumento trivial, entdo (1 — ap) — 2) % a; = 0, ou seja,

1—
(1 —ap) = 0 (mod 4). Entao existe ¢ € Z tal que 1 — ap = 4q, assim, 40

= 2q. Logo
1-— ao
2

0 (mod 2). Portanto,
p—1
)= Z big"
i=1
com b; = by_; € Zs.
O préximo resultado determina a existéncia do elemento idempotente nao trivial  em Im(¢).

Lema 4.1.1. Seja p um primo étimo. Se ord(®(w)) = 9t —1, existe no mdzimo um idempotente
nao trivial o € Im(P).
Demonstragao:
1 1-—
Sabemos que u € U(Z(Cqy x Cy x C3)) & u = +u2 +< o2 }, onde
Uy, U2 € U(Z(Cgp X CQ)) e Uy € Kel”((I)), com P : U( (Cgp X 02 — U(ZQ 021; X 02)) Do

Teorema 3.2.1, segue

u € (=) x (g an) <{wz~1<z<p3 >>< <{uj<a1>,uj<a2>,w<a1a2> 1<j<? >

Como ug € Ker(®), entao,

Tp— 28, 2t
up = (=D)Mwiwy ) (whswy k) (@) ups(an)” T wn(a9)? g (ag) T
T e
2m ,—
ul(alag)le < up-3(ajaz) Mgt

Da anélise feita anteriormente, ®(u) = 1 se reduz a equagao

(T+a+a?) + (a4 a®)ar + (@ + a*)ag + (a + 0*)aras = T,

onde a = ¢(B;,) + -+ ¢(5i,,)-

p—1
Sabendo que oo = ¢(B;,) + -+ - + ¢(5;,,), entdo vimos que « = Z aig', onde a; € Zs e a; = ap—;
=1
p—1 '
e, sendo assim, o? = Z a?gk
i=1
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2

Para todo 1 < i < E, considere k; € Z tal que k; = 2i (mod p). Do fato que o = a, tem-se
ar = a , 1< <p—1.
Caso 1. Se 2 gera U(Zy)

Neste caso, se i # 0, entdo i serd uma poténcia de 2. Se i = 2" (mod p), entdo

@ =agn =Agn-1=---=ag=ay=1,istoé, a; =1, 1 <i<p—1,de onde, a =1+7.
Caso 2. Se 2 gera U(Zy)? e —1 ¢ U(Z,)?

Neste caso, como —1 ¢ U(Z,)? para i # 0, tem-se que, ou i € U(Z,)?, ou p —i € U(Z,)? e,
portanto, ou ¢ ¢ uma poténcia de 2, ou p — ¢ é uma poténcia de 2. Assim, ou a; = 1, ou a,—; = 1.

Como ambos sao iguais, tem-se que a; = 1, 1 <i < p —1 e, desta forma, « =1+ 3.

Primeiramente estudaremos o caso em que este idempotene nao trivial nao existe.

Lema 4.1.2. Seja p um primo étimo e ord(®(w;)) = 25 — 1. Se ndo existe a € Im(®), idempo-

tente nao trivial, entdo

Ker(q>):<—1>x<{w2w 1<z<}>><<{uj a1)?, uj(an)?, uj(aras)? 1<3<p23}>.

Demonstragao:
Segue do Corolario 2.2.2 que (—1) x < <i< ]92—3}> C  Ker(®). Seja
2 2 ._p—3
S = (=1) x ( wjw; 1<z<7 u](alag):lgng , onde

uj(h) = (1= B;) + B]h com h € {al,ag,alag
3
Do Lema 3.1.2, segue {u?(al),uj(ag),ug(alag) 1<5< 2} C Ker(®) e, portanto,
S C Ker(®).

Tome u € Ker(®). Como u € U(Z(Cyy, x Cy x C3)) e da observagao anterior, tem-se

kp_3 Tp—3 Sp—3 tp—3

w= (=1 wws? - w, 3 uit(ar) w3 (an)uit(ag) -, 3 (ag)ult(araz) - u, 3 (arag),

com

D (uzy (a1)) -+ P(uz, (a1))P(ui (a2)) - - - P(us, (a2))@(uiy (ara2)) - - - ®(ui, (ara2))) = 1.
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Considere a = ¢(5;,) + - - - + ¢(Bi, ). Entao tem-se
d(u) = 14+ a+a?) + (a4 a?)ay + (a + a?)ag + (a + a?)aay = 1.

Como nao existe a € Im(®) idempotente nao trivial obtemos

_ 2 _ _
= (=) (whey ) e (s wy ) T ()™ s (@) (@) s (a2) T
2 2
ou seja,
_ _ _ . _p—3
u € (—1>><<w%w2 Lo ,w?wifl, e ,w%zg’wpll>X<{Uj((11)2,Uj(GQ)Q,Uj(alaQ)Q 1< < 5 >
2

Conclui-se que

Ker(®) = (—1) <{wz-2wi+11 1<i< ]’;3}> « <{uj(a1)2,uj(a2)2,uj(alaQ)Q <)< 7”2_3}>

Como conseguimos descrever o nucleo da funcao ®, podemos descrever as unidades de

Z(Cqp x Oy x Cq). Lembre-se que

w; = g(p%l).ziflm = (—1)(10773)(1 _ ggifl n 92.2171 RS (_1)(”%3)9(1’2;3).21;1 n
1 — w2wt

pr = #’

B = &NB),

ui(h) = (1—8;)+ Bih,

1<4i< %, com h € {ay,as,as,aias, aras, azas, ajazsas}. Além disso, ¢ representa o isomorfismo

de ZC, que leva g e, g* e fixa os elementos de Z.

Teorema 4.1.1. Considere o anel de grupo Z(Csp x Coy x C3), onde p € um primo dJtimo,
ord(p(wy)) = 2f — 1, {o(B1), - ,0(Bo=3)} € um conjunto linearmente independente e que ndo
2

exista o € Im(¢) idempotente ndo trivial. Entao

U(Z(Czp X CQ X Cg)) = <—1> X <g,a1,a2,a3> X <{wz 01 <1< 1%3 > X <S>
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onde

. -3
S = {uj(al),uj(ag),uj(ag),uj(alaz),uj(alag),uj(agag),uj(alazag) 1< < pQ} .

Demonstracao:
1 1-—
Sabemos que u € U(Z(Cy x Cy x C2)) © u = w —;W—i— 2u2a2}, onde

ur,ug € U(Z(Coyp x C2)) e ug € Ker(®) com & : U(Z(Cop x C2)) = U(Z2(Cap x C3)). Do Teorema
3.2.1

w1 € (—1) x (g, a) <{wi 1<ick? > x <{uj<a1>7w<a2>v“j<“1a2) 125 P >

Como uy € Ker(®), entao

T 25, 2t
up = (—D”(w%w;l)”---(w%%sw;; ) )pT3(u1(a1)251--~up2;3(a1) pTSm(az)%l“‘U%(@) =
2 p—1
2
o,
ul(a1a2)2ml - up-3(araz) mst,

e, do Lema 3.1.4, e do Lema 3.1.5, obtém-se

14 ug 1 —uy B 1+(-1) 1-@1) 1"l +wiwy,t  1—wiwy,t 1"
5 + ( 5 >a3 = [ 5 + 5 as 5 + 5 as
r 2 -1 2 -1 Tp—3
Draptgy 17t W N tw)? 1= w@)? 1
2 2 ’ 2 2 ’
r 2 2 S5p=3 _
1+ up_s(a1) . 1 —up_s(ar) . 71+ g (a2)? L lmwe)? "
2 2 3 2 2 s
r 2 2 qtp=3 _
1+UL;3(a2) 1—UpT—3(a2) B 1+U1(a1a2)2 1—u1(a1a2)2 my
2 - 2 @ 2 - e
[14up-s(araz)® 1 —ups(araz)® "%
2 + 2 a3

2 2
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Para todo 1 < j < %, sejam

1 —u;(ar)?
VO Y
1 —u;(ag)?
M) = 2t
1 —wui(ajas)?
A(arag) = ﬂj
e sejam
vi(maz) = (1—2Aj(a1))+ Aj(ar)as,
vi(azaz) = (1 —Aj(a2)) + Aj(az)as,
vj(alagag) = (1 — /\j(a1a2>) + )\j(alag)ag.
Do Lema 3.1.3, segue
vj(aras) = uj(ar)u;(as)u;(aras) ™,
vj(agas) = w;(ag)u;(as)u;(azas)™"
vj(alagag) == uj(a1a2)uj(ag)uj(alagag)_l.
Desta forma,
]. + u9 ]. — U2 n r1 Tp—3 —1\s1
5 5 as = afui(as) --~u?(a3) z (ug(ar)ui(as)ui(arag)™")%t---
Sp— tp_
(s (a1)upzs (a3)up—s (arag) ™) 27§(U1(a2)U1(ag)U1(a2a3)_1)tl'-'(UE%é(az)Uegé(as)UE%é(a2&3)_1) =R

mp_3

UW~KM$MWﬂw§W@M§wmwQ*)77

(u1(araz)ui(az)uy(arazaz)™

Assim, provamos que

U(Z(Cay x Co x Co)) = (—1) x (g, a1, az, az) x <{w 1<i< ”_3}> « (S).

Fagamos um exemplo para ilustrar este resultado.

Exemplo 25. Considere cada grupo ciclico Cy é gerado por a; e Cp = (g). Descreveremos as

unidades do anel de grupo Z(Caa x Cy x Cs).
Do Teorema 3.2.1
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U(Z(C11xCyxCq)) = (1) x(g, a1, az) x(wy, - -+ ,wa) x ({uj(a;),uj(araz) : 1 <j<4del <i<2}).

Tem-se

além disso,

que

o(B1) + &(B2)
(6(B1) + 6(B2))°
o(B1) + &(Bs)
(1) + 6(83))?
¢(B1) + &(Ba)
(#(B1) + 6(B4))*
o(B2) + o(3)
(¢(52) + 6(Bs))?
¢(B2) + &(Ba)
(6(B2) + 6(Ba))?
o(B3) + &(Ba)
(6(83) + ¢(B1))”

¢oB) = g+ +¢"+4",

(B1)? = g+g>+g>+ 9" # o(B),
¢(Ba) = g+9°+9°+9",

$(B2)? = G +9"+3°+ 39" # 6(B),
¢(Bs) = 9+ +¢"+4°,

d(B3)? = g+g'+g" +9""# o(Bs),
¢(Bs) = g+g'+9"+4"

(B = P+ +3°+9" # 6(Ba)

g+ +g +9°+ g +g + ¢ +¢",
g+ P+ +9"+ 3+ 9%+ 0° + g™ # o(B1) + d(B2),
P+gt+g +4°
3 4 7 8
g°+g +g" +9°F o(B1) + &(B3),
g+9°+g°+g",
2 9 10
g+g9 +9 +g° #é(Br1)+ o(Ba),
9+ +3*+9"+ " +d*+¢° + 4",
g+ +d" +9°+ 3+ 9"+ 9" + 9" # ¢(Ba) + d(Bs3),
@ +gt+g"+ 5
3 5 6 8
9"+ 9"+ 9" +9° #F o(B2) + &(Ba),
g+ +d +9"+d+9" +¢° + 9%,

g+ +g>+ g + 9"+ % +9°+ 9" #£ 8(B3) + ¢(Ba),
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e também,

¢(B1)+o(B) +0(Bs) = g+ +¢+g" +9 +¢"+4° +4",
(B(B1) + 6(B2) +6(83)° = G+’ +g" +0"+ " +9"+ 9"+ 9" # ¢(B1) + ¢(Ba) + ¢(B3),
$(B1) + 6(B2) + ¢(Bs) = ¢°+9°+ "+ 7,
(¢(B1) + (B2) + 0(Ba))* = g+9"+9°+ 39" # d(B1) + ¢(Ba2) + (Ba),
$(B1) + ¢(Bs) + d(Bs) = g+g°+9"+4",
(B(B1) + 0(B3) + 6(81)° = g>+g* +9" +9° # ¢(B1) + 0(83) + ¢(Ba),
¢(B2) +6(B3) +9(Bs) = P+ +d "+ ++d +¢"+ 7,

(0(B2) + 0(B3) +0(Ba)? = g+ +g"+3°+9°+9"+ 6%+ g'% # d(Ba) + d(B3) + (Ba),

e ainda,

P(B1) + d(B2) + d(B3) + d(Bs) = g+g°+9°+g",
(6(B1) + B(B2) + d(Bs) + ¢(B4))? g '+ 9"+ 9%+ 9" # 0(Br) + d(B2) + (B3) + D(Ba).

Portanto nao existe um idempotente nao trivial a € Im(®). Logo, pelo Teorema 4.1.1
U(Z(CQZ x O x CQ)) = <_1> X <g7 a17a27a3> X <w17w2> X <S>7

onde S = {u1(az),u1(az), u1(as), uz(ar), uz(az), uz(as), ui(araz), u1(aias), ui(azaz), uz(a1az), uz(aias),

uz(azaz), ui(a1azas), uz(aiazaz)}.
Vamos ver o que acontece com o nicleo do homomorfismo ® se existe um idempotente nao

trivial o € Im(®).

Lema 4.1.3. Seja p um primo détimo. Se ord(®(w;)) = 2t 1, e se existe um idempotente nao

trivial o € Im(®), entdo

Ker(®) = (1) x <{wi2wi+11 1<i< p_?’}> % (S),

onde
-3
S = {uj(al)Q,uj(ag)Q,uj(alag)Q,v 1< < }92} \ {uiy (a1a2)} € um conjunto multiplicativa-

mente independente com v = u;, (a1) - - - w;, (a1)uiy (a2) - - - u;, (a2)ui, (a1a2) - - - u;, (ar1a2) sendo que
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os indices i sdo determinados por a.

Demonstragao:
-3
Do Corolario 2.2.2 segue que (—1) X w?w;rll 1< < pT C  Ker(®). Seja
_ . _p—3 . _p—3
N = (-1) x {w?wifl 1< < 2} X {u?(al),u?(ag),u?(alag) 1<j < 2}, onde

uj(h) = (1 = Bj) + Bjh com h € {a1, a2, a1a2}.
. -3
Do Lema 3.1.2 {u?(al),ui(ag),ui(alag) 1< < pz} C Ker(®) e, portanto, N C Ker(®).
Tome u € Ker(®). Como u € U(Z(Cay x C3)), entao, do Teorema e das consideragoes feitas,

segue que

P(u) = P(ui(a1))®(uiy(ar)) - - - P(ui, (a1)) P (wi, (a2)) P (ui, (a2)) - - - P(u4, (a2)) P (ui, (a1a2))
®(uiy(araz)) - - - (us, (ara2)))

Il
=

Do Lema 3.1.6, obtemos

Ou) = [A+0(Bi)+--+6(8i,)) + (6(Bi) + -+ &(Bi)aa] [T+ d(Biy) + -+ -+ 6(Bi,)) +

H(B(Biy) + -+ b(Bi,))a2l[(T+ ¢(Biy) + - + &(Bi,) + (9(Biy) + - - - + ¢(Bi,, ) )araz]
= 1.

Considere a = ¢(8;,) + - - - + ¢(B;, ). Assim
O(w) = (14 a1 +arar)(1+ as + azsas)(1 + as + azajaz) =1,

ou seja,

d(u) = (IT+a+a?) + (a+a)ar + (@ +a?)as + (a + a?)ajas) = 1.
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Da hipdtese, segue
D (uiy (a1) - - - ui, (a1)ug (a2) - - - g, (a2)ug (ara2) - - - ug, (a1a2)) = 1.

Logo,

2fp73

2e p—
€p—3 'Uﬁ(dQ) 5
2

dp—
—1 1 uprzz,(al) 2 ...u1<a2)

u o= (F)Mwiwy )" (wiawy ) 7w (ar)

2 2

2f1 ..

2e1

(uiy (a1) -+ - i, (a1)uiy (ag) - - - i, (az)ui, (a1a2) - - - ug, (a1a2))",

ou seja,
-1 2007 o 2wl w2 -1 . 2 0 2 . 2 .1<'<p_3
u € (1) x(wiwy - wiw; o, wh_sw,oy )X {ug(a1)?,u(az)?, uj(araz)? v 1 < j < 5 .
2

Como
[uiy (a1) - wi, (ar)uiy (@2) -~ wi, (a2)uiy (a1a2) - - g, (ara2)]? (uiy)* (i, (1)) 72 - - (g, (a1)) >
(uiy (a2)) 72+ (ui, (a2)) " (uiy (@1a2)) 72 -+ (ui, (a102)) 7> = wiy (a1a2)
entao, para que nosso conjunto seja multiplicativamente independente, devemos retirar o elemento

u;, (a1a2)? do niicleo. Portanto,

Ker(®) = (—1) x <{w2-2wi+11 1<i< p;?’}> X (S)
m

Tendo conhecimento do niicleo do homomorfismo ®, é facil descrever o conjunto das unidades

do anel de grupo Z(Cy, x Cy x C3). Lembre-se que

wj = gl Ty = ()P = g T 4 2T ()R YT
F(—)E g2 L D),
1 — w?w; !
/81 = 21 2 ’
B] = 6j_1(ﬁ1)7
uj(h) = (1—=5;)+Bjh,

1<5< %, com h € {ay,az,as,aias, ajas, azas, ajazaz} e além disso J representa o isomorfismo

em ZC) que leva g em g° e fixa os nimeros inteiros.
Teorema 4.1.2. Considere o anel de grupo Z(Csp x Coy x C3), onde p € um primo dJtimo,
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ord(p(z1)) = 9ot 1L,{o(B1), -+ ,0(Bp=3)} € um conjunto linearmente independente e existe um
2

idempotente nao trivial o € Im(¢). Entdao
U(Z(Cgp X CQ X CQ)) = <—1> X (g,al,ag,ag) X <{wl 01 < ) < p_3}> X <S>,

onde
s = {“j(al)aUj(a2)auj(a3)aUj(ala2)>uj(a103)auj(a2a3)aUj(a1a2a3)»v 11<j< 2} \

{uil (a1a2)}7

Vo= (1 _7) +’7a37

v o= ui(ar) - cug, (an)u (a2) - - ui, (a2)ui (ara2) - - - ui, (araz).

Demonstragao:

Sabemos que

1+U2+<1—U2

5 5 ) ag} , onde uy, us € U(Z(Cop x C2)),

UEU(Z(CQPXCQ XCQ))@UZQM[

com ug € Ker(fb) ed: U(Z(Cgp X 02)) — Z/{(ZQ(CQP X 02))

Do Teorema 3.2.1, segue

. _p—3 . p—3
w € (1) x (g x (fwis1 202 P50 ) (o) oyt 1< < 250
Como ug € Ker(®), entao
rp— 28 p— 2t
up = (D) (whuy ) (Whosw ) (un(a0) s (a1) "2 i (a2)™ s (a2) T
2

2mp_3 d

uy(ajag)®™ - - up=s(araz) 2 (uiy (az) - ui, (a2)ui (a102) - - i, (a102))°

Do Lema 3.1.4 e do Lema 3.1.5, obtém-se

14 ug 1—ug (14 (=1)  (1—(-1) "4 wiwyt (1= whwy! "
5 +( 5 >a3 = [ 9 + 9 as 9 + 5 as

2 -1 _ -
Prpten (1T Wesen ) L Mtw(@) | (1-w@)?, 1"
2 + 2 a3 _|_ 2 (I3 P
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4.1 - Unidades de Z(Csp x Cy x C3)

[Ttups(@)?  (T—ups(@)?\ 772 14 ug(an)?  (1-w(an)? 1"
+ > as 5+ 5 ag| -

r 2 2 S tp—
1+ULQ3(CL2) 1—up74,(a2) B3 1—|—u1(a1a2)2 1_u1(a1a2)2 mq
+ as 5 + 9 as

_1+UL_3(0’10’2)2 ]. 7“@(@1@2)2 m%
22 + 22 as

2 2
Para todo 1 < j < %, defina

(1 4+ w, (a2)ug, (araz) - - - u;, (araz) N (1 — g, (a2)us, (ar1a2) - - - w4, (a1a2)> ag] I

1—wuj;(a)?
Ajlar) = +,
1 —wui(ag)?
)\j(@) - ;()7
1—u; 2
(aras) = “Jé‘“a?),
Yy = 1 —uyy(ar) -~ - wi, (1) iy (a2) - - - ui, (a2)ui, (a1a2) - - - ui, (a1a2)

2

e sejam

vi(araz) = (1 —Aj(a1)) + Aj(ar)as,
vj(azaz) = (1 —Aj(a2)) + Aj(az)as,
vj(alagag) = (1 — )\j(alag)) + )\j(alag)ag,
v = (1-7)+1as.
Do Lema 3.1.3, temos
vj(aras) = wuj(ar)u;(as)u(aras) ™,
vi(azas) = wuj(as)u;(as)uj(azas)™
vi(aragas) = wuj(araz)uj(as)u; (alazag)fl.

Desta forma,

1 +u 1—u T _
5 2+< 5 2) az = ajuq(az)™ - 'upT—l(a:s) P2 [uy (a1 )ui (ag)ui (aag) )t - - [ULj(al)U%(as)
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begl (ara3) "] 2" w1 (a)ur (a3)ur (azas) ~']ft - - (s (az)ur_s(as)ur_s (aza3)™1)"%2" [us (ara2)ur (a3)
uy(ajagaz) ™ - [u¥(alag)up%:a(ag)up%a(alagag)_l]m¥ v
e, portanto,
1 ZUZ + (1 ;u2> as € (as) x <{uj-(ai),uj(aiak),w(alazag),v 1<) < pg?) el<ik< 3}>-
Assim, provamos que:
U(E(Cay % Cox ) = (1) % g ansanan) x ({125 < 22 ) s,

Vamos ilustrar este Teorema com um exemplo.

Exemplo 26. Considere cada grupo ciclico Co € gerado por a;. Descreveremos as unidades do anel

de grupo Z(Cag x Cy x C3).

Do Teorema 3.2.1,
U(Z(C13x C2 x Cq)) = (=1) X (g, a1, az) X (w1, wa, ... ,ws) X ({uj(a1), uj(az), uj(arag) : 1 < j < 5}).
Considere a = 31 + 33 + B5. Como ¢(a) = 1 + g, entdo ¢(a)? = ¢(a), segue do Teorema 4.1.2,

U(Z(Clg x Cy x Cz)) = <_1> S <g,a1,a2,a3> X <Zl,"' 725> X <S>7

onde

S ={uj(ar),uj(a2),u;(as), uj(araz), uj(aias), uj(azas), ug(aiasaz),v: 1 < j <5 e2<k<b5}e

v = uy(ar)us(ar)us(ar)ug(az)us(az)us(az)ui (araz)us(aiaz)us(aias).

4.2 Unidades centrais de Z(C, x @s)

Considere o seguinte grupo nao abeliano Qg := <a, b:a?=0%a*=1bab~! = a*1> . Nosso in-

tuito agora serd descrever as unidades centrais do anel de grupo Z(C), x Qg) = (ZC))Qs.
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4.2 - Unidades centrais de Z(C}, x Qg)

Primeiramente iremos determinar o centro deste anel. As classes de conjugacao de (g s@o
C, = {1}, Cy = {a,a®}, Cp2 = {a®}, Cy, = {b,a?b} e Cy = {ab,a®b} e as somas de classe
de conjugacao sao vy, = 6’\1 =1, v, = 6\’a =a+ad yp2 = 6’; = a’, v = 6’\1, =b+a’be
Vab = 6’; = ab + ab. Do Teorema 1.3.1, o conjunto {Y1,%a, a2,V Yav} forma uma base para
Z((ZC)p)Qg) sobre Z(C)). Desta maneira, qualquer elemento do centro de (ZC))Qs se escreve como
oo + a1(a + a®) + az(b + a?b) + ag(ab + a®b) + aga?, com o; € ZCp, 1 < i < 4.

Seja H(ZC)) o anel dos quatérnios com coeficientes em ZC), e considere f : (ZC))Qg — H(ZC))
definida por f(a) = i e f(b) = j sendo f ZC,— linear. Tal funcdo é um homomorfimo de
anéis. Iremos focar nossa aten¢do no homomorfismo de grupos F := f| ZU((2C,)Qs))- Repare que
Im(F) CU(ZC)).

De fato, seja v uma unidade central de Z(C), x Qg). Entao
u = ag+ ai(a+ a®) + az(b+ a®b) + az(ab + a®b) + aya?,

onde a; € ZCp, 1 < i < 4. Como F é um homomorfismo de grupos, entdo F'(u) é uma unidade
central de H(ZC)), ou seja, é uma unidade de ZC,,.

Para toda unidade central u de (ZC))Qs, temos que
F(u) = ag + o (i + %) + aa(j + i%)) + as(ij + i°j) + asi®,

ou ainda,

Flu)=ap+a1(i — i)+ as(j — ) + as(k + —ij) — au,

ou seja,

F(u) =ao+as(k — k) —as = ap — au € U(ZCY).
Podemos enfim caracterizar as unidades centrais do anel de grupo (ZC))@s.
Teorema 4.2.1. Z(U((ZC))Qs)) = U(ZC)) x Ker(F).

Demonstragao:

Seja u € Z(U((ZCp)Qs)). Entao podemos escrever u = F(u)[F(u)~'u]. Sabemos que
F(u) = a9 — aq € U(ZCy),

falta mostrar que F(u)~'u pertence ao nicleo de F.
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Capitulo 4 - Unidades de Z(Csp, x C3 x C3) e unidades centais de Z(C), X Q)g)

Como F(u) € U(ZCp), em particular, F'(u) é uma unidade central de Z(C), x Qg) e, portanto,
F(u)'u = By + B1(a+ a®) + Ba(b+ a®b) + B3(ab + a’b) + Baa®,

onde B; = F(u)"la;, para todo 1 < i < 4, é uma unidade central de (ZC,)Qs. Repare que
Bo—P1=F(u)tag—F(u)tas = F(u) Y (ap—ay) = F(u) ' F(u) = 1 e, sendo assim, By = 1+ 4.

Desta forma,
F(u)™'u =14 B4+ Bila+ a®) + Ba(b + ab) + Bs(ab + a3b) + Bsa’.

Logo
F(F(u)™tu) =1+ 84— Ba =1,

de onde concluimos que, F(u)~'u € Ker(F).

Falta verificar que U(ZC,) N Ker(F') = {1}. Seja w € Ker(F'). Entao
w = ag + ai(a+ a®) + az(b + a®b) + az(ab + a®b) + asa?,
tal que F(w) = ap — aq = 1, ou seja, ag = 1 + ay e, desta maneira,
w =14y + ai(a+a®) + az(b+ a®b) + az(ab + a’b) + asa®.
Como w € U(ZC)), devemos ter iy = as = a3 = g = 0, de onde, w = 1. Portanto,
ZU((ZC)Qs)) = U(ZCy) x Kex(F).

Assim, para caracterizar as unidades centrais do anel de grupo (ZC,)Qs, devemos determinar
o nucleo de F. Como queremos utilizar os resultados obtidos na segdo anterior vamos construir um
novo homomorfismo de grupos.

Sejam (a;) tais que C» = (a;), i = 1,2. Considere o homomorfismo de anéis
A Qg — Cy x Oy definido por A(a) = a1 e A\(b) = as.

Sejam A a extensao linear sobre ZC), de A\, ¢ := A’Z(M((ZCP)QS)) e U = Q/J\Ker(F). Temos que
Im(¥) C Ker(®).
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4.2 - Unidades centrais de Z(C}, x Qg)

De fato, seja € Ker(F). Entao
r=1+ay+ai(a+a®) + az(b+ a®b) + az(ab + a®b) + ay,
com o € ZCp e x € Z(U(Z(Cp x Qg))). Entao
U(z) =1+ 200 + 20101 + 20202 + 20301 a3.

Observe que

(1 + 20(0) + 2a1a1 + 2aa0 + 2a3a1a0 € Z(Cgp X 02)

e ®(¥(z)) =1. Logo Im(¥) C Ker(®).

O proximo resultado mostra que a funcao ¥ é um isomorfismo de grupos.
Lema 4.2.1. Ker(F) = Ker(®)

Demonstracgao:

Como ¥ é um homomorfismo de grupos, resta mostrar que ¥ é uma bijecdo. Para isso, primeira-
mente iremos mostrar que ¥ é injetora, isto é, Ker(¥) = {1}. Seja w € Ker(¥). Entao ¥(w) = 1,
ou seja, (1 + 2ap) + 2aqa1 + 2a0a2 + 2azaiaz = 1 e, portanto, ag = a3 = ag = ag = 0, de onde,
w = 1. Logo, Ker(¥) = {1}, ou seja, ¥ é injetora.

Vejamos que ¥ é sobrejetora. Seja y € Ker(®), entao y € U(Z(Cyp x C2)) tal que ®(y) = 1.
Entdo y = 1 + 2, onde a € Z(Cy, x Cy), ou seja, a = yo + y1a1 + y2a2 + yzaiaz e, sendo assim,
y = 14+2(yo+y1a1+y20a2+ysaiaz). Considere x = 1+yo+y1(a+a>)+y2(b+a?b)+ys3(ab+ab) +yoa?.

Falta verificarmos que z € Z(U(Z(C), x Qg))). Como y é uma unidade de Z(C) x Cy x Cy) entao
existe z = (1 4+ 20p) + 2P1a1 + 2P2a2 + 2P3a1a2 # 0 tal que yz = zy = 1. Assim,

y-z = (14 2a0)(1+28) + 2(1 4+ ap)Brar + 2(1 + 2ap) Saaz + 2(1 + 2ap) fzaras + 2(1 + 28p)arar +
+4ai P + 4o Brarag + dai Bzaz + 2(1 + 28p)azas + dazfraras + 4o s + dazfzar +
+2(1 + Qﬁo)agalag + dagPras + 4adBraq + dag S

= 1,

ou seja,
y-z = (1420042680 +4a So+4an f1+4ag Ba+4as B3)+ (261 +2a1 +4ap f1 +4al Bo+4as fs+4a3dfs)a +
+ (20042524200 240 f3+4as fo+4as f1) as+ (2a3+283+40 f3+4a fat+4an fi1+2a3 80 )aras = 1,
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isto é,
2(a0 + Bo) + 4(aoBo + a1 1 + a2 + a3f3)] + [2(a1 + B1) + 4(wf1 + a180 + a2fs + azfa)lar +
+[2(c2+ B2) +4 (B2 + 1 f3+ 2 B0+ a3 fB1)]az +[2(as 4 83) +4(ao B3+ a1 Ba +aB1 +a3fp)|araz = 0.

Assim
ag + Bo + 2(cofo + @11 + azf2 + azfz) =0
a1 + B1 + 2(aofr + a1fo + azfs + azfz) =0

ag + fo + 2(aofB2 + a1 ffis + afo + azBi) =0

as + 3+ 2(aofB3 + a1 fe + a1 + azfy) =0

Vejamos que o inverso de v = 1+ agp + ai(a + a®) + aa(b + a?b) + az(ab + a®b) + apa® é
w =1+ B+ Bi(a+ a®) + B2(b+ a?b) + Bs(ab + ab) + Bo.

De fato,
v-w = (1 4+ a)(l + Bo) + (1 + ap)Bila + a®) + (1 + ap)B2(b + a?b) +
+(1+ap)B3(ab+a3b)+(1+ap) Boa® + a1 (14 Bo ) (a+a®) +a1 B1 (a+a®) (a+a?) + a1 B2 (a+a®) (b+ab) +
+a1B3(a + a®)(ab + a®b) + a1Po(a + a®)a® + ao(l + Bo)(b + a?b) + azB1(b + a?b)(a + a®) +
+aoB2(b + a?b)(b + a?b) + azB3(b + a?b)(ab + a®b) + a2Bo(b + a?b)a® + as(1 + Bo)(ab + a®b) +
+asBi(ab+ a®b)(a+ a3) + azBa(ab+ a®b) (b + a?b) + azB3(ab+ a3b)(ab + a®b) + azBo(ab + a®b)a? +
+ap(1 + Bo)a? + appra?(a + a®) + apBa®(b + a?b) + apBsa?(ab + ab) + apfo,
ou seja,
v-w = (1+ao+ fo+ 2080 + 20161 + 2a383) + (1 + B1 + 20061 + 20150 + 2023 + 2a382) (a +
+a®) + (a2 + B2 + 20082 + 20183 + 20280 + 2a381)(b + a*b) + (a3 + B3 + 20083 + 20182 +
+2a281 + 20360) (ab + a®b) + (a0 + Bo + 20000 + 201 81 + 2022 + 2a303)a®.
Das condigoes anteriores, tem-se que v - w = 1. Portanto, w é o inverso de v.

Como z € Ker(F) é tal que ¥(x) = 1+ 2yo + 2y1a1 + 2y2a2 + 2ysaiaz = y, segue que ¥ é

sobrejetora. Concluimos que W é uma bije¢do. Logo ¥ é um isomorfismo.
|

O proéximo resultado caracteriza o grupo das unidades centrais de Z(C), x Qg) com base nos

ntcleos da segao anterior.
Teorema 4.2.2. Considere o anel de grupo Z(Cp, x Qg). Seja p um primo dtimo tal que
ord(®(wy)) = 27 —1eo conjunto {¢(S1),- -+ ,d(Bp=1)} € linearmente independente. Entdo
2
Z(U(Z(Cy x Qs))) = (—1) x U (ZC,) x Uy (H) x (a?),
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com Uy (H) := Z(U (Z(C), x Cy x C3))) () Ker(F).

Demonstragao:

Do Teorema 4.2.1, tem-se que Z(U(Z(Cp x Qg))) = U(ZC)p) x Ker(G). Do Lema 4.2.1, obtém-se
Ker(F) = Ker(®).

No entanto, Ker(®) = (—1) x Uy (Z(Csp x Ca) (Ker(P). Além disso,—a* =1+ (—1) + (—1)a?,
logo, ¥(—a?) = —1, entdo

Ker(F) = (—a®) x Z(Uy (Z(Cyp x C))) [ | Ker(F)

e, portanto, segue o resultado.

Vejamos alguns exemplos que ilustram o Teorema acima.

Exemplo 27. Considere o anel de grupo Z(Cs x Qg), onde Cs = (g). Pretende-se descrever as

unidades centrais normalizadas deste anel de grupo.

Considere (a;) tais que Cy = (a;). Para encontrar as unidades de Z(C5 X Qg), devemos de-
terminar o nicleo da funcdo ® : U(Z(Cip x Cs)) — U(Za(C1o x Cs)). Sejam wy = —1 + g + ¢*,
wy = —1+¢* 4 ¢* e u(ar) = (1 = B) + Bar com 3 =4 —3g+g¢° +g° — 3g".

Observe que ¢(3) =g +g> +¢> +¢* =1+ 7. Logo ¢(B)? = ¢(B) e do Lema 4.1.3tem-se que
Ker(®) = (—1) x <w%w2_1> X <u(a1)2,u(ag)z,u(al)u(ag)u(a1a2)>.

Considere

a1 = —64+ 529 —20g% — 20¢° + 52¢%,
o = —96+ 78 — 309> — 30g° + 78¢%,
a3 = —32+26g —10g% — 10¢> + 26¢*.
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Entao,

w%wz_1 = —T+4+6g—2¢°>—2¢°+ 6947
u(a1)2 = 1—-—o1+aay,
u(a2)2 = 1—o1+aag,
u(ar)u(az)u(araz) = (1 —ag)+ asa; + agas + azajas.
Desta forma,
v <w1w21> = 1-f+pd,
“u(ar)®) = (1-oas+as(a+a®)+asd®,
“u(az)®) = 1-—as+as(b+a’) + aga®,
a o « @ a
U (u(an)u(ar)u(ma)) = 1=+ (F)a+a*) + ()b +a%) + () (ab+a’h) + ()a’.

UL(Z(C5 x Qg)) = (a®) x (g, w1) x (vg,v1,v2,v3),

onde

v = U (wiwy),
v o= U (u(a)?),
vy = U (u(az)?),
v3 = U (u(ay)u(ag)u(aras))

Exemplo 28. Considere o anel de grupo Z(C7 x Qg), onde C7 = (g) . Pretende-se determinar as

unidades centrais normalizadas deste anel de grupo.

Sejam (a1) e (az) tais que Cy = (a;). Para encontrar as unidades de Z(C7 x Qs),
devemos determinar o nticleo da funcao ® : U(Z(C1y x C3)) — U(Z2(Ciy x C9)). Seja
wi =1=g+¢°+¢° = ¢ ui(ar) = (1= Bi) + Biar, i = 1,2 ¢ f1 = 4—39+2¢° — ¢> — g" +2¢° — 3¢°.
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Observe que

¢(B) = g+¢*+9g"+d"

¢(B1)? = g+g*+g"+¢°# o(B),

¢(B2) = 9+9°+9"+4°

¢(B2) = G +9+g" +9" # 6(B),
B+ 0(B) = F+g*+g"+d",

(1) +¢(B2)? = g+g°+g" +9° #d(B1) + (Ba).

Logo nao exist um idempotente nao trivial a € Im(¢). Entao, do Lema 4.1.2,

Ker(®) = (—1) x <w%w2_1,w%w3_1> x (u1(a1)?, uz(ar)?, ui(az)?, ua(az)?, ui(araz)?, uz(araz)?) .

Sejam
o = —804 729 —50g° + 18¢% + 18¢* — 50¢° + 724°,
as = —80+ 189+ 72¢% — 509> — 50¢9* 4 72¢° + 184°.
Entao

w%w;l = —746g— 49> +2¢> + 2¢* — 4¢° + 645,
w%wgl = —T742¢+6¢%—4g> — 4¢* + 6¢° + 245,
ul(al) = 1—a1+a1a1,
ul(ag)Q = 1- o1 + o109,
uQ(al)z = 1- a9 + aoai,
U2(a2)2 = 1- a9 + (oag,

ul(alag)z = 1—- o1 +ajaias,

uQ(a1a2)2 = 1— a9+ azajas.
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Assim

U wiwyl) = 1- 1+ Bia?,
U whur!) = 11— B+ Baa?,

Ul w(@)’) = 1+ (G + (Fa+ad) +(F)a?
Ul w(a)’) = 1+ (5 + (Gb+a’) +(F)a”
U (w(mar)’) = 1+ () + (G ab+a’h) + (F)a”
U up(@)?) = 1+ () + (Fa+ad) +(F)a?
U (up(a2)) = 1+ () + (Fb+a) +(F)a?
U up(man)?) = 1+ () + () (ab+a’h) + (F)a”

Pelo Teorema 4.2.2

U (Z(C7 x Qg)) = (a®) x (g) x (w1, ws) x (v, v1,v2, V3, V4,5, V6, U7) ,

onde

vw = U (wiwy?),
v o= U (wiwg ),
v = U ui(a)?),
vg = Wl (ui(a2)?),
vy = U (ui(araz)?),
vs = U ug(ar)?),
ve = V' (ug(a2)?),
vy = U l(ug(arar)?)
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| CapiTurLo 5 I

Apeéendice

Esta parte se reserva aos detalhes dos calculos dos exemplos apresentados durante o trabalho.

Os programas que nos utilizamos foram o MAPLE e o GAP. Em ambos os programas fizemos os

2wt
célculos para determinar o elemento 51 = 1w+w2 Além disso, com o auxilio do GAP foi possivel
verificar a hipétese da ordem do elemento p(wy) e do conjunto {¢(51), -+ , d(Sp=3)} ser linearmente
2

independente. Abaixo segue os comandos feitos no GAP para realizar tais tarefas.
O passo a passo descrito a seguir serve para demonstrar que a ordem de p(w;) = 2P 1 para
o caso ZCa3. Aqui u representa p(wy).
K :=GF(2)
G := CyclicGroup(23)
KG := GroupRing(K, G);
L := MinimalGeneratingSet(G);
[ := List(L,g— > g"Embedding(G, KG);
g = 1[1];
w:= Identity(KG);
for ¢ in [1..22] do
w = w + g'od;
w;
D := DivisorInt(2047);
= 0;
foriin D do
if u' = Identity(K () then
Add(j,1)
fi;

)
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od;

O roteiro abaixo exemplifica como foi verificado que o conjunto {¢(B1),- -, ¢(Bp-3)} € linear-
2

mente independente para o exemplo Z(C3g). Neste caso os elementos a; representam os coeficientes

de ¢(f;) em relagao a base G e m representa a matriz que possui posto £5° = 8.
al := Z(2) % [0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0, 0];
a2 := Z(2) % [0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0, 0];
a3 = Z(2)«10,1,0,1,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,1,0,1];
a4 := Z(2)«1[0,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0, 1, 1];
ab:=Z(2)%10,1,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1];
a6 := Z(2)«10,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0];
a7 := Z(2)«10,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0];
a8 :=Z(2)«10,1,0,1,0,0,1,0,1,0,0,1,0,1,0,0,1,0,1];

ConvertToVectorRep(al, 2);
ConvertToVectorRep(a2, 2);

ConvertToVectorRep(a3, 2);

ConvertToVectorRep(a4, 2);

ConvertToVectorRep(ab,2);
ConvertToVectorRep(a7,2);

);
)
)
)
)
);

(a3,2
(a4,2
ConvertToVectorRep(ab, 2);
(a6, 2
(a7,2

ConvertToVectorRep(a8§, 2);

m = [al, a2,a3, a4, ab, ab,a’, a8];
ConvertToMatrixRep(m, GF(2));
RankMat(m);
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