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Resumo

do NASCIMENTO, Arcelino Bruno Lobato. Sobre renormalização e rigidez quaseconforme

de polinômios quadráticos. 2016. 92 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Es-

tatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2016.

Sem dúvida a questão central em Dinâmica Holomorfa é aquela sobre a densidade de hiperbolici-

dade. Temos a seguinte conjectura devida a Pierre Fatou: No espaço das aplicações racionais de

grau d o conjunto das aplicações racionais hiperbólicas neste espaço formam um subconjunto aberto

e denso. Nem mesmo para a família dos polinômios quadráticos esta quetão foi respondida. Para a

família quadrática este problema é equivalente a mostrar a não existência de polinômios quadráticos

que suportam sobre o seu conjunto de Julia um campo de linhas invariante. Devido a reultados de

Jean-Christophe Yoccoz sabemos da não existência de campos de linhas invariante para polinômios

quadráticos no máximo �nitamente renormalizáveis. Nesta dissertação é mostrado que um polinô-

mio quadrático in�nitamente renormalizável satisfazendo certa hipótese geométrica, denominada

robustez, não suporta sobre o seu Julia um campo de linhas invariante. Esta prova foi obtida por

Curtis T. McMullen e publicada em [McM1]. Os avanços na teoria de renormalização e quanto ao

problema da densidade de hiperbolicidade e problemas relacionados tem contado com a colaboração

de inúmeros renomados matemáticos como Mikhail M. Lyubich, Artur Ávila, Mitsuhiro Shishikura,

Curtis T. McMullen, Jean-Christophe Yoccoz, Sebastien van Strien, Hiroyuki Inou, dentre outros.

Palavras-chave: família quadrática, renormalização, rigidez.
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Abstract

do NASCIMENTO, Arcelino Bruno Lobato. On renormalization and quasiconformal rigidity

of quadratic polynomials. 2016. 92 f. Dissertation (Graduate) - Instituto de Matemática e Es-

tatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2010.

Undoubtedly one of the central open questions in Holomorphic Dynamics is about proving the

density of hyperbolicity. That question was �rst raised by Pierre Fatou:In the space of rational

functions of degree d the set of hyperbolic rational functions form a open and dense subset. Not even

for the family of quadratic polynomials this question been answered. For this particular quadratic

family the problem is equivalent to showing the non-existence of quadratic polynomial with a Julia

set supporting an invariant line �eld. Due to results by Jean-Christophe Yoccoz we already know

the non-existence of invariant line �elds for the quadratic polynomials that are at most �nitely re-

normalizable. In this dissertation it is shown that an in�nitely renormalizable quadratic polynomial

satisfying a certain geometric hypotesis, called robustness, does not have an invariant line �eld sup-

ported on its Julia set. This proof was obtained by Curtis T. McMullen and published in [McM1].

Many advances on the theory of renormalization and on the problem of density of hyperbolicity have

been already accomplished through the collective work of several renowned mathematicians such

as Mikhail M. Lyubich, Artur Ávila, Mitsuhiro Shishikura, Curtis T. McMullen, Jean-Christophe

Yoccoz, Sebastien van Strien, Hiroyuki Inou among others.

Keywords: quadratic family, renormalization, rigidity.
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Capítulo 1

Introdução

Esta dissertação basea-se no livro Complex Dinamics and Renormalization de autoria do ma-

temático Curtis T. McMullen no qual é provada parte de uma conjectura em Dinâmica Holomorfa

conhecida como rigidez quaseconforme.

Mais especi�camente, lidamos com um problema de rigidez restrito à família quadrática. Este

problema pode ser enunciado da seguinte maneira:

Conjectura 1.0.1. Um polinômio quadrático não suporta sobre o seu conjunto de Julia um campo

de linhas invariante.

No referido livro, Curtis T. McMullen provou o seguinte:

Teorema 1.1 (McMullen-1994). Um polinômio quadrático in�nitamente renormalizável robusto

não suporta sobre o seu conjunto de Julia um campo de linhas invariante.

Este teorema é o resultado principal desta dissertação.

McMullen provou ainda que todo polinômio quadrático in�nitamente renormalizável Pc com

c ∈M ∩ R é robusto. E disto, mais um resultado provado por Yoccoz(veja o enunciado logo abaixo),

concluiu que os polinômios Pc com c ∈M ∩ R não suportam sobre o seu Julia um campo de linhas

invariante.

Teorema 1.2 (Yoccoz). Um polinômio quadrático que suporta sobre o seu Julia um campo de linhas

invariante é in�nitamente renormalizável.

Este trabalho apresenta um estudo sobre renormalização de polinômios quadráticos e uma rápida

introdução à dinâmica holomorfa e tópicos relacionados.

1.1 Sistemas Dinâmicos e Dinâmica Holomorfa

Os sistemas dinâmicos fornecem modelos excelentes para a descrição qualitativa e quantitativa de

sistemas em evolução no âmbito das ciências experimentais. Uma primeira classi�cação dos sistemas

dinâmicos os divide entre sistemas dinâmicos discretos e sistemas contínuos. O principal objetivo

da área consiste em descrever o comportamento futuro de um sistema, estudando principalmente

objetos e quantidades invariantes durante a evolução. Em geral, esses sistemas dinâmicos dependem

de parâmetros.

1



2 INTRODUÇÃO 1.1

Dentro da área de Sistemas Dinâmicos, a Dinâmica Holomorfa ocupa um lugar muito especial.

Esta área de pesquisa é muito recente, desde que passou por um renascimento nos anos oitenta, e

tem tido um crescimento explosivo nas últimas décadas.

Deste modo, em geral, em Dinâmica Holomorfa unidimensional estamos interessados em analisar

o comportamento de uma função holomorfa agindo por iterações em uma Superfície de Riemann,

como, por exemplo, entender a distribuição da órbita de um ponto, ver a existência de conjuntos

invariantes e descrever sua topologia e geometria.

A área da Dinâmica Holomorfa é bem conhecida por ter feito popular a noção de conjuntos

fractais. Estes são objetos que apresentam frequentemente um padrão de autossemelhança e uma di-

mensão de Hausdor� que não é um número inteiro. O trabalho de Benoit Mandelbrot(1924− 2010)

mostrou o quanto onipresentes esses objetos são. Graças aos trabalhos pioneiros produzidos por

Adrien Douady(1935−2006) e John Hamal Hubbard(1945), muitas das conjecturas feitas por Man-

delbrot foram rigorosamente demonstradas, iniciando assim uma nova era na dinâmica holomorfa.

Atualmente a maior parte das pesquisas em dinâmica holomorfa giram em torno da dupla

plano dinâmico - plano dos parâmetros. Ou seja, sistemas dinâmicos são descritos não como objetos

únicos, mas como variando dentro de famílias de tais objetos. Muitas vezes, as características

dinâmicas que aparecem no plano dinâmico são re�etidas dentro do plano dos parâmetros. Isto

quer dizer que podemos obter informações importantes sobre a topologia, por exemplo, do plano dos

parâmetros através do estudo das variações que acontecem no plano dinâmico quando os parâmetros

são movidos: �You �rst plow in the dynamical plane and then harvest in the parameter plane.�(Adrien

Douady)

O espaço de parâmetros mais conhecido é, sem dúvidas, o conjunto de Mandelbrot M, que é

o espaço de parâmetros para a família dos polinômios quadráticos Pc : C −→ C de�nidos por

Pc : z −→ z2 + c, onde o parâmetro c é um número complexo.

O conjunto de Mandelbrot M pode ser de�nido como

M := {c ∈ C; a órbita de 0 sob iteração de Pc é limitada}.

Figura 1.1: Conjunto de Mandelbrot

A intrincada estrutura da família dos polinômios quadráticos foi revelada através dos trabalhos

de A. Douady e J. H. Hubbard([DH1], [DH2], [DH3], [Dou]).

Para cada membro da família quadrática Pc(z) = z2 + c, (bem como para qualquer polinômio

sobre Ĉ) o ponto ∞ é um ponto �xo super-atrator, isto é, ∞ é um ponto �xo de Pc para o qual
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também é ponto crítico. Denominamos A∞(c) a sua bacia de atração, ou seja, A∞(c) := {z ∈
Ĉ;Pnc (z)→∞ quando n→∞} . Chamaremos de conjunto de Julia cheio K(c) do polinômio Pc
o conjunto de pontos que possuem órbita uniformemente limitada em C, assim K(c) = Ĉ\Ac(∞). O

conjunto de Julia J(c) do polinômio Pc é a fronteira comum do conjunto cheio de Julia(Julia cheio)

e a bacia de atração do in�nito, isto é, J(c) = ∂K(c) = ∂Ac(∞). Um Teorema clássico provado por

Fatou em 1918 a�rma que o conjunto de Julia cheio de um polinômio P é conexo se, e somente se,

ele contém todos os pontos críticos �nitos do polinômio, enquanto se P tem pelo menos um ponto

crítico �nito no complementar de K(P ), isto é, na bacia do in�nito, então J(P ) e K(P ) possuem

uma quantidade não enumerável de componentes conexas (consulte [Mil1]). No caso quadrático, Pc
tem apenas um ponto crítico �nito, a saber, o ponto z = 0. Neste caso, ou 0 ∈ K(c) e, portanto,

K(c) é conexo, ou 0 /∈ K(c) e, então, K(c) é um conjunto de Cantor. O conjunto de Mandelbrot M

também pode ser de�nido como o conjunto de parâmetros c ∈ C para os quais K(c) é conexo (veja

Figura 1.3).

Figura 1.2: À esquerda em cinza o conjunto A∞(c); em preto o Julia cheio e à direita o conjunto de Julia
correspondente.

Figura 1.3: O conjunto de Mandelbrot no centro e alguns Julia cheios com seus parâmetros indicados.



4 INTRODUÇÃO 1.2

1.2 Renormalização e Rigidez

O objetivo central deste trabalho é entender o comportamento dos iterados elevados de um

polinômio quadrático Pc, isto é, compreender o comportamento de Pnc para n muito grande.

Uma característica marcante de sistemas dinâmicos de baixa dimensão é que o seu comporta-

mento a longo prazo em uma escala espacial menor é descrito por um sistema dinâmico induzido

que pertence a mesma classe do sistema dinâmico inicial.

Assim, um procedimento de renormalização (ou um operador de renormalização) é de�nido

considerando-se os sistemas dinâmicos induzidos depois de uma mudança de coordenadas conveni-

ente (renormalização). Para o caso quadrático, com o qual trabalhamos, tal mudança de coordenadas

se dá pelo seguinte fundamental teorema em dinâmica holomorfa e teoria de renormalização devido

à A. Douady e John H. Hubbard.

Teorema 1.3 (Teorema de reti�cação (Straightening theorem) - caso quadrático). Toda aplicação

do tipo quadrático é hibridamente equivalente a um polinômio quadrático Pc. Se c ∈M, então Pc é

único.

Para uma de�nição de aplicação do tipo quadrático e equivalência híbrida consulte as seções 2.2

e 2.4.

De�nição 1.1. Seja Pc(z) = z2 + c um polinômio quadrático com seu conjunto de Julia conexo.

A aplicação Pnc é renormalizável se existem discos topológicos U e V em C com 0 ∈ U ⊂ V

e Pnc : U → V é uma aplicação do tipo quadrático com Julia conexo. Dizemos ainda que Pc é

renormalizável.

Exemplo 1.1. Consideremos o polinômio P (z) = z2 − 1.77289290338162....

c = −1.77289290338162... é o centro da componente hiperbólica de período 6 do conjunto de

Mandelbrot(veja a �gura 3) e, portanto, P 6(0) = 0. P 3 e P 6 são renormalizáveis. O ponto crítico

z = 0 é periódico de período 2 para a aplicação P 3, em razão disto o Julia cheio renormalizado de

P será o Julia cheio do polinômio quadrático P−1 : z 7→ z2 − 1 para o qual z = 0 é periódico de

período 2. Enquanto para P 6 o ponto z = 0 é �xo e, portanto, o polinômio renormalizado de P 6

será P0 : z 7→ z2.

Figura 1.4: Conjunto de Mandelbrot à esquerda e, à direita, zoom na parte enquadrada no Mandelbrot com
o centro da componente hiperbólica de período 6 marcado.
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Figura 1.5: Acima Julia cheio do polinômio Pc com c = −1.77289290338162... ; abaixo, o Julia cheio de
P 3 à esquerda e à direita o Julia cheio de P 6

Figura 1.6: Acima Julia cheio do polinômio Pc com c = −1.77289290338162... ; abaixo, o Julia cheio de
P 3 no centro e as suas pequens cópias.

O fenômeno da rigidez em suas diversas ocorrências consiste em uma das mais notáveis desco-

bertas em geometria e sistemas dinâmicos de baixa dimensão. Ocorre em várias situações quando

uma equivalência fraca entre certos objetos implica uma equivalência forte.

Pressupõe-se que a atenção aos problemas de rigidez se iniciou com a aparição do Teorema da

rigidez de Mostow na geometria hiperbólica. Este teorema a�rma que duas variedades hiperbólicas

de dimensão 3 que são homotopicamente equivalentes são na verdade isométricas.

A rigidez na dinâmica holomorfa se apresenta em mais de uma forma. Nesta dissertação estamos

lidando com o seguinte problema, mas restrito aos polinômios quadráticos:

Conjectura 1.2.1. Uma aplicação racional f : Ĉ −→ Ĉ não suporta sobre seu conjunto de Julia

um campo de linhas invariante ou é duplamente recoberto por um endomor�smo integral do toro

complexo.

De�nição 1.2. Uma aplicação racional não constante de grau d, f : Ĉ → Ĉ, é uma aplicação

holomorfa da forma f(z) =
P (z)

Q(z)
em que P (z) e Q(z) são polinômios sem fatores em comum e

d := máx {grau(P ), grau(Q)}, em que grau(P ) é o grau do polinômio P .

Na verdade é sabido que toda aplicação holomorfa f : Ĉ→ Ĉ é uma aplicação racional f(z) =
P (z)

Q(z)
com P (z) e Q(z) unicamente determinados a menos de multiplicação por uma constante.

No caso quadrático tal conjectura corresponde à Conjectura 1.0.1. Ela é equivalente a um pro-

blema central em dinâmica holomorfa enunciado por Pierre Fatou(1878 − 1929), que permanece

em aberto, e a�rma que os polinômios quadráticos hiperbólicos, isto é, aqueles para os quais o

ponto crítico z = 0 tende para um ciclo atrator, formam um subconjunto aberto e denso da família

quadrática.

Intuitivamente, um campo de linhas µ suportado no conjunto de Julia J corresponde a considerar

uma reta real L(z) que passa pela origem do espaço tangente de cada ponto z ∈ E ⊂ J de um
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subconjunto E ⊂ J de J de medida (de Lebesgue) positiva de modo que a inclinação destas retas

variem mensuravelmente em relação à z ∈ E. Fora do subconjunto E, L(z) é tomada como uma

linha horizontal. Dizemos que um campo de linhas é invariante se f−1(E) = E e f ′ transforma

a linha em z na linha f(z). Observe que, por de�nição, um conjunto de Julia de medida zero

não suporta sobre si um campo de linhas. Em todo o texto, sempre que nos referirmos a medida

estaremos nos referindo a medida de Lebesgue.

Entender as iteradas elevadas de uma aplicação racional f de grau d > 1 pode ser um problema

bastante difícil. Existe uma tensão na dinâmica entre fatores expansores da f como, por exemplo,

o fato de seu grau tender para o in�nito por iteração, e fatores contrativos tal como a presença de

ponto crítico. As aplicações melhor compreendidas são as hiperbólicas, para as quais a tensão se

reduz à concentração da expansão no conjunto de Julia da aplicação e à presença de contração no

resto da esfera de Riemann[McM1].

Depois do Teorema 1.2 o foco sobre o problema de rigidez transferiu-se para o âmbito dos polinô-

mios in�nitamente renormalizáveis. Para tais polinômios, as propriedades expansoras e contrativas

encontram-se em um delicado equilíbrio. Por exemplo, o ponto crítico z = 0 pertence ao conjunto

de Julia e sua órbita positiva é recorrente, isto é, possue subsequência que converge para 0. Além

disso, os iterados futuros de f para tempos arbitrariamente grandes podem ser renormalizados para

se obter um novo sistema dinâmico com a mesma forma geral da aplicação original f . A repetição

desta forma em um número in�nito de escalas consiste no contexto básico deste estudo([McM1]).

Métodos da Teoria Geométrica das Funções, Aplicações Quaseconformes, Geometria Hiperbó-

lica e Teoria dos espaços de Teichmüller tém contribuído signi�cativamente para o aprofundamento

e alcance das pesquisas nesta área. Sob hipóteses geometricas adicionais, mostraremos que os sis-

temas dinâmicos renormalizados variam em uma família compacta. A compacidade é estabelecida

combinando estimativas universais para a geometria de superfícies hiperbólica com teoremas sobre

distorção para aplicações holomorfas (vide:cap5-[McM1]). Com estas informações, se estabele a ri-

gidez quaseconforme do polinômio original Pc. Ao longo do argumento principal vários aspectos da

dinâmica complexa são envolvidos e outros são obtidos.

1.3 Organização do texto

Diferentemente da situação de um �paper�, essencialmente todo arcabouço preliminar para a

prova do teorema de rigidez 1.1, incluindo os resultados mais técnicos, são apresentados em [McM1].

No entanto, o presente trabalho desenvolve-se a partir dos capítulos 7, 8, 9 e 10 de [McM1], de modo

que os resultados presentes nos capítulos iniciais que se �zerem necessários serão devidamente

referenciados. Isto é feito para que não tenhamos um texto muito longo e cansativo.

O texto está organizado da seguinte maneira.

No Capítulo 2 introduzimos alguns aspéctos da dinâmica dos polinômios quadráticos, apenas o

su�ciente para o que será tratado aqui e para dar uma boa contextualização ao leitor. Nas seção

2.2 apresentamos as aplicações do tipo polinômial e as aplicações quaseconformes. Na seção 2.4

introduzimos alguns conceito de fundamental importância na Dinâmica Holomorfa os relacionando

e discorrendo mais precisamente sobre rigidez quaseconforme. Por �m, listamos algumas de�nições

e resultados gerais que seram úteis nos capítulos seguinte.

O Capítulo 3 destina-se à renomalização de polinômios quadráticos. Inúmeros resultados são
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obtidos nos assegurando, assim, uma boa descrição deste fenômeno, o que, por conseguinte faz

deste capítulo uma boa introdução ao assunto. Apresentamos, também, neste capítulo uma ferra-

menta combinatória desenvolvida por Bodil Branner e John H. Hubbard denominada Tabela Crítica

(Critical Tableau).

No Capítulo 4 introduzimos a noção de robustez para polinômios quadráticos in�nitamente

renormalizável e obtemos alguns resultados interessantes.

E �nalmente, no Capítulo 5 provamos o teorema 1.1. Nas conciderações �nais falamos sobre

generalizações obtidas, indicando, portanto, os caminhos que têm sido tomados nos avanços desta

teoria bem como aqueles envolvidos nestas conquistas. Indicamos, também, direções de possíveis

generalizações.
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Capítulo 2

Elementos preliminares

2.1 Dinâmica de polinômois quadráticos.

Pressupõe-se que a dinâmica holomorfa tenha nascido com os estudos de Arthur Cayley (1821−
1895) sobre o método de Newton no plano complexo por volta do ano 1879. No início do XX,

Gaston Julia (1893 − 1978) e Pierre Fatou (1878 − 1929) iniciaram e desenvolveram um estudo

sistemático de iterações de funções holomorfas na esfera de Riemann. No ano de 1942 C.L.Siegel

colabora com o desenvolvimento desta área. A área passa por um tempo adormecida até que no

início dos anos 80 a dinâmica holomorfa renasce com os trabalhos de Adrien Douady (1935− 2006)

e seu aluno John H. Hubbard (1945). Tal ressurgência se deve ao advento do computador, que

possibilitou desenhar as bacias de atração e a visualisação do conjunto de Mandelbrot devida à

Benoit Mandelbrot (1924− 2010).

De�nição 2.1 (função holomorfa). Seja U ⊂ C um conjunto aberto. Vamos dizer que uma função

f : U −→ C é holomorfa em z0 ∈ U se:

1. analiticidade: existe uma bola Bε(z0) ⊂ U de raio ε > 0 tal que f nessa bola pode ser escrita

como uma série de potências convergente:

f(z) =
∑

n≥0 an(z − z0)n para todo z ∈ Bε(z0)

isto é, f é analítica em z0, ou

2. C-diferenciabilidade: existe o limite limζ→0
f(z0 + ζ)− f(z0)

ζ
. Denotamos este limite, quando

existe, por f ′(z0) e o denominamos derivada de f em z0.

f é holomorfa em U se for holomorfa em cada ponto z de U . Quando a1 6= 0 ou f ′(z0) 6= 0

diremos que f é conforme em z0. f é conforme no aberto U se for conforme em cada ponto de U .

Quando f tem uma inversa f−1 e esta é também holomorfa dizemos que f é biholomorfa ou é um

biholomor�smo sobre f(U).

Da Análise Complexa sabemos que 1. e 2. a cima são equivalentes.

Num sentido geral, em dinâmica holomorfa estamos interessados em entender o comportamento

das iteradas de uma função holomorfa, isto é, f◦n := f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n vezes

.

9
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2.1.1 A esfera de Riemann

Consideremos o conjunto

Ĉ := C
⋃
{∞},

em que ∞ representa um ponto fora de C.
Com a topologia τ := {U ⊂ C;U é aberto}

⋃
{(C−K) ∪ {∞};K ⊂ C é compacto}, Ĉ é um

espaço topológico compacto Hausdor� homeomorfo à S2.

Podemos por em Ĉ uma estrutura holomorfa atravez do atlas holomorfo A := {(C; Id), (C −
{0}

⋃
{∞}; Inv)} em que:

• Id(z) = z para z ∈ C;

• Inv(z) =
1

z
em C− {0} e Inv(∞) = 0,

De�nição 2.2. Seja Σ a estrutura holomorfa que contém o atlas A. Ĉ =
(
Ĉ; Σ

)
é uma superfície

de Riemann, isto é, uma variedade complexa de dimensão 1, chamada Esfera de Riemann.

Figura 2.1: Esfera de Riemann

De�nição 2.3 (Função holomorfa na esfera de Riemann). Uma função f : Ĉ −→ Ĉ será holomorfa

se f |C : C −→ C for holomorfa e z 7→ 1

f(1
z )

for holomorfa em uma vizinhança de 0. De�nimos a

derivada de f no in�nito, f ′(∞), como sendo a derivada de sua representação local z 7→ 1

f(1
z )

no

0.

2.1.2 Extensão de um polinômio quadrático Pc = z2 + c à Ĉ

De�nimos Pc : Ĉ −→ Ĉ pondo Pc = z2 + c se z ∈ C e Pc(∞) =∞.

É imediato que Pc é holomorfa se z ∈ C. Na variável, w = 1
z , Pc é dado numa vizinhança de 0

por

w 7→ w2

1 + cw2
(2.1)

Podemos tomar z ∈ Ĉ numa vizinhança do ∞ de modo que |cw2| < 1 e com isso teremos

w 7→ w2

1 + cw2
= w2(1− cw2 + · · · ) = w2 − cw4 + · · · , (2.2)

logo, Pc é holomorfa no ∞ e, portanto, é holomorfa em Ĉ. Note que P ′c(∞) = 0, já que a expansão

em séries de potências de sua representação local no in�nito não possue o termo de grau 1.
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2.1.3 A família quadrática

A família quadrática é a classe de sistemas dinâmicos holomorfos que consideraremos neste

trabalho. Estes sistemas dinâmicos são os que mais se estudou em Dinâmica Holomorfa e, no

entanto, grandes perguntas permanecem sem respostas sobre eles. Apresentaremos nesta subseção

apenas os conceitos que se faram necessários para o desenvolvimento do texto. Dessa forma, para

mais informações vide bibliogra�a.

De�nição 2.4. A Família Quadrática consiste na seguinte família a um parâmetro

Q := {Pc ∈ Hol(Ĉ, Ĉ);Pc : z 7→ z2 + c com c ∈ C}

O estudo dos polinômios Pc é su�ciente para compreendermos todos os polinômios quadráticos

P (z) = αz2 + βz + γ com (α, β, γ) ∈ C3 e α 6= 0. Isto porque com uma mudança de variável todo

polinômio quadrático P (z) pode ser posto, de maneira única, na forma Pc(z) = z2 + c.

De�nição 2.5. Dois polinômios quadráticos Pa e Pb são conformemente conjugados(equivalentes)

se existe uma aplicação de Möbius h : Ĉ −→ Ĉ tal que Pa = h−1 ◦ Pb ◦ h.

Proposição 2.1. Todo polinômio quadrático P (z) = az2 + 2bz + d é conformemente conjugado ao

polinômio Pc(z) = z2 + c com a conjugação S(z) = az + b e c = ad+ b− b2.

Vejamos então, um exemplo simples, mas que nos ajude a ter um intuição sobre a dinâmica

destes polinômios.

Exemplo 2.1. Consideremos o polinômio P0 = z2.

Escrevendo z = re2πit teremos Pn0 (z) = r2ne2n+1πit, e assim vê-se que:

1. Pn0 (z)→∞ se r = |z| > 1;

2. Pn0 (z)→ 0 se r = |z| < 1;

3. sobre o círculo |z| = 1, P0 é conjugada à S(t) = 2t mod 1. Se escrevermos t na expan-

são diádica, S corresponderá a aplicação deslocamento(shift). Com isso, trabalhando um

pouco mais, conseguimos exibir um ponto em S1 cuja órbita por P0 é densa em S1, isto é,

{Pn0 (z0);n ∈ N} = S1. E, portanto, a dinâmica de P0 sobre S1 se apresenta mais interessante.

4. note que P0(0) = 0 com P ′0(0) = 0 e P0(∞) =∞ com P ′0(∞) = 0

2.1.4 Decomposição dinâmica invariante de Ĉ

A dinâmica de um polinômio qudrático particiona naturalmente a esfera de Riemann em dois

subconjuntos complementares e totalmente invariantes, chamados conjuntos de Julia e Fatou. Pelo

menos no contexto da dinâmica polinômial podemos dizer que o conjunto de maior interesse é o

conjunto de Julia, pois é onde a dinâmica se apresenta mais complicada e interessante.

No caso polinomial esses conjuntos podem ser facilmente introduzidos a partir de um outro

subconjunto invariante denominado conjunto cheio de Julia que em geral chamaremos apenas de

Julia cheio.
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De�nição 2.6 (Conjunto cheio de Julia). O conjunto cheio de Julia de Pc : z 7→ z2 + c é por

de�nição o seguinte conjunto,

K(c) := {z ∈ C; sup
n
{|Pnc (z)|;n ∈ N} < +∞}. (2.3)

De�nição 2.7 (Bacia do in�nito). A bacia do in�nito de Pc é o subconjunto Ĉ−K(c), isto é,

A∞(c) := {z ∈ Ĉ;Pnc (z)→∞ quando n→ +∞} (2.4)

Figura 2.2: Julia cheio

Listamos a seguir algumas propriedades de K(c):

1. K(c) 6= ø. Pois temos pelo menos os pontos �xos de Pc em K(c), isto é, contém os pontos

z0 ∈ C tais que Pc(z0) = z0;

2. K(c) é compacto. Pois não é difícil ver que seu complementar contém uma vizinhança aberta

do in�nito;

3. Ĉ−K(c) é conexo. Decorre de uma aplicação direta do teorema do módulo máximo;

4. K(c) é totalmente invariante, isto é, P−1
c (K(c)) = K(c).

De�nição 2.8. O conjunto de Julia de Pc : z 7→ z2 + c é por de�nição

J(c) := ∂K(c) = ∂A∞(c)

Veja a seguir alguns exemplos:

(a) J(−1) (b) J(−0.123 + i0.744) (c) basílica de coelhos (d) J
(
1

4
+ ε

)

Figura 2.3: Conjuntos de Julia

Propriedades de J(c):
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1. J(c) 6= ø;

2. J(c) é compacto;

3. J(c) é totalmente invariante.

De�nição 2.9 (Ponto crítico). Um ponto crítico para Pc é um ponto z ∈ Ĉ tal que P
′
c(z) = 0.

Muitas propriedades dinâmicas globais de Pc dependem do comportamento do ponto crítico.

Como é ilustrado pelo seguinte teorema devido a Fatou.

Teorema 2.1 (Fatou). Se Pnc (0)→∞, então, J(c) é totalmente disconexo.

Sabe-se que os conjuntos de Julia são subconjuntos perfeitos de Ĉ, isto é, que todo ponto de

J(c) é ponto de acumulação de J(c). A partir disso, temos a seguinte forte dicotomia:

Teorema 2.2. J(c) é conexo ou um conjunto de Cantor.

Na �gura 2.3(d) o conjunto de Julia é um Cantor.

Um outro conjunto que cumpre um papel importantíssimo nos sistemas dinâmicos holomorfos

é o conjunto pós-crítico.

De�nição 2.10. O conjunto pós-crítico de um polinômio quadrático Pc é o conjunto

P(c) := {Pnc (0);n ≥ 1} (2.5)

Da de�nição vê-se que Pc(P(c)) ⊂ P(c) e P(P kc ) = P(c) para todo k ≥ 1. P(c) é o menor fachado

que contém os pontos críticos de todos os iterados positivos de P kc de Pc.

De�nição 2.11. Quando P(c) for um conjunto �nito denominamos Pc de pós-crítico �nito.

Introduziremos agora o Conjunto de Fatou.

De�nição 2.12. O conjunto de Fatou de Pc é por de�nição

F (c) := Ĉ− J(c)

Seguem algumas propiedades de F (c) mais outras de J(c).

1. F (c) é aberto, pois J(c) é fechado;

2. F (c) e J(c) são totalmente invariantes;i.e., Pc(F (c)) ⊂ F (c) e P−1
c (F (c)) ⊂ F (c)

3. F (Pnc ) = F (c) ⇒ J(Pnc ) = J(c)

Para o caso de polinômios quadráticos(ou mesmo funções racionais em Ĉ), a dinâmica das

componentes do conjunto de Fatou é um problema completamente resolvido. Isto se resume nos

seguintes dois teoremas devidos à Dennis Sullivan (1941).

Teorema 2.3 (Teorema das componentes não errantes de Sullivan). Toda componente do conjunto

de Fatou é eventualmente periódica. Isto é, se U é uma componente de F (c), então, existe (m,n) ∈
N× (N− {0}) tal que Pnc (Pmc (U)) = Pmc (U).
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Teorema 2.4 (Teorema de classi�cação de Sullivan). Seja f uma função racional com grau(f) ≥ 2

e U uma componente periódica do conjunto de Fatou então, uma, e apenas uma, das seguintes

opções é satisfeita por U

1. U é uma bacia atratora;

2. U é uma pétala atratora de um cíclo parabólico,isto é, existe z0 ∈ ∂U tal que todo ponto de U

converge para z0 por iteração de f ;

3. U é simplesmente conexo e f |U : U −→ U é conformemente conjugada a uma rotação irraci-

onal no disco unitário;

4. U é duplamente conexo e f |U : U −→ U é conformemente conjugada a uma rotação irracional

em um anel(para uma de�nição de anel consulte 2.21).

Devido ao teorema do módulo máximo não temos a ocorrência do ítem 4 no caso polinomial.

(a) bacia de atração (b) Pétala atratora (c) Disco de Siegel (d) Anel de Herman

Figura 2.4: Componentes do Fatou

Vimos na proposição 2.1 que o conjunto dos polinômios quadráticos de�nem uma família a

um parâmetro denominada de família qudrática. Assim, em Dinâmica Holomorfa não estamos

iteressados apenas no espaço de fase, dito comumente de espaço dinâmico, mas também no espaço

de parâmetros C.

2.1.5 O conjunto de Mandelbrot

M := {c ∈ C; J(Pc) é conexo}

= {c ∈ C; sup
n
{|fnc (0)|;n ∈ N} <∞}

M tem sido de grande interresse devido sua beleza e por ser um objeto bastante complicado. É

um exemplo de um compacto de C que possue uma topologia um tanto quanto intricada. Embora

muito já se saiba sobre tal conjunto, algumas perguntas perduram irresolutas. M consiste em um

exemplo de conjunto fractal com a propriedade de autossimilaridade de conter cópias de si, como

é ilustrado na �gura 2.6. Assim, podemos prosseguir fazendo tais ampliações em cada cópia de M

obtida na ampliação anterior.

A aparição destas pequenas cópias de M próprio pode ser explicada a partir da teoria das

aplicações do tipo polinômial desenvolvida por Douady e Hubbard. Uma das principais conjecturas

em Dinâmica Holomorfa é sobre a topologia de M, que contém um grande conteúdo dinâmico.



2.1 DINÂMICA DE POLINÔMOIS QUADRÁTICOS. 15

Figura 2.5: Conjunto de Mandelbrot

(a) Mandelbrot (b) pequena cópia de M em
M

Figura 2.6: Mandelbrot e um cópia sua. Zoom dado na região enquadrada na �gura (a).

Conjectura 2.1.1 (Douady-Hubbard). M é localmente conexo.

Já temos pronto um modelo topológico-combinatório para M, caso ele seja localmente conexo,

devido à Douady que consiste no modelo dos discos apertados([Dou2]).

Figura 2.7: laminação geodésica do disco

2.1.6 Ponto �xo

De�nição 2.13. z0 ∈ Ĉ é ponto �xo de Pc se, e somente se, Pc(z0) = z0

De�nição 2.14. O multiplicador de um ponto �xo z0 é o número λ := P ′c(z0).

Os pontos �xos são classi�cados em relação ao seu multiplicador como segue:

1. Se |λ| < 1 denominamos z0 de ponto �xo atrator;

• Se |λ| = 0 denominamos z0 de ponto �xo super-atrator;



16 ELEMENTOS PRELIMINARES 2.1

2. Se |λ| > 1 denominamos z0 de ponto �xo repulsor;

3. Se |λ| = 1 denominamos z0 de ponto �xo indiferente:

• Se λ = e
2πi p

q com p
q ∈ Q, denominamos z0 de ponto �xo parabólico;

• Se não, denominamos z0 de ponto �xo irracionalmente indiferente.

Isto posto, segue do que vimos na subseção 2.1.2 que o ∞ é ponto �xo super-atrator de qualquer

polinômio quadrático Pc.

No estudo do comportamento local de uma aplicação holomorfa em um ponto �xo estamos

interessados na existência de uma mudança de coordenadas canônica em uma vizinhança deste

ponto. E decerto temos tais coordenadas.

Teorema 2.5 (Coordenada de Böttcher). Dado Pc. Para R grande o su�ciente existe uma única

aplicação

φ : {|z| > R} −→ C

que é biholomorfa de V := {|z| > R} em φ(V ) tal que φ(Pc(z)) = (φ(z))2. φ é chamada de

coordenada de Böttcher.

Teorema 2.6. Se c ∈M, a coordenada de Böttcher φ nos dá a uniformização de Ĉ−K(Pc), isto

é, φ é um biholomor�smo aplicação de Riemann de Ĉ−K(Pc) até Ĉ− D.

2.1.7 Raios externos e equipotenciais

De�nição 2.15 (Raio externo). Dado t ∈ R mod 1 de�nimos a curva Rt := {z ∈ C; arg (φ(z)) =

t} e denominamos de raio externo de Pc com ângulo t.

De�nição 2.16 (Equipotencial). Dado R > 1 de�nimos a curva ER := {z ∈ C; |φ(z)| = R} e

denominamos de equipotencial de Pc com potêncial(altura) expR.

Como Pc = φ−1 ◦θ◦φ em Ĉ−K(Pc), onde θ(z) := z2, temos Pc(Rt) = R2t e Pc(ER) = ER2 . Por

indução temos, Pnc (Rt) = R2nt e Pnc (ER) = ER2n , sendo assim, os raios externos e as equipotencias

invariantes pelo polinômio Pc. Em particular, se t0 é periódico para t 7→ 2t mod 1, então, Rt0 é

aplicado sobre si por algum iterado de Pc. R0 é o único raio de K(Pc) que é �xo para Pc.

De�nição 2.17. Diremos que um raio externo Rt com t ∈ R mod 1 é racional se t for racional.

E diremos que Rt é periódico se o ângulo t for periódico para a aplicação t 7→ 2t mod 1.

Quando, para t ∈ R mod 1 �xado, o limite limr↘1 ϕ
−1(r exp(2πit)) existir, o denotaremos

por γ(t) e diremos que o raio externo Rt aterrissa no ponto γ(t) ∈ ∂J(c). Diremos também que

γ(t) ∈ J(c) é um ponto de aterrissagem de Rt.

Listamos, a seguir, algumas propriedades dos raios externos. Para mais informações e resultados

sobre este assunto consultem §18-[Mil1], Cap.6-[McM1].

Para o que segue assumamos Pc com c ∈M.

Teorema 2.7. Se o raio Rt aterrissa em um ponto γ(t) ∈ J(c), então, o raio R2t aterrissa no

ponto γ(2t) = Pc(γ(t)). Além do mais, cada raio da forma R t+j
2

aterrissa em um dos pontos de

P−1
c (γ(t)) e cada ponto de P−1

c (γ(t)) é ponto de aterrissagem de um destes raios.
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Figura 2.8: raios externos e equipotenciais

Note que se Rt é periódico de período p ≥ 1 e aterrissa em um ponto γ(t), então γ(t) é periódico

com período q que divide p.

Teorema 2.8 (Douady). Pontos períodicos repulsores e parabólicos são pontos de aterrissagem de

pelo menos um raio externo periódico.

Teorema 2.9. Todo raio externo periódico aterrissa em um ponto do conjunto de Julia que é um

ponto periódico repulsor ou parabólico. Caso o argumento do raio seja racional, mas não perió-

dico(para a aplicação t 7→ 2t), então, o raio aterrissa em um ponto eventualmente periódico não

periódico.

Teorema 2.10. Se um raio aterrissa em z0 ∈ J(c), então apenas um número �nito de raios externos

aterrissam neste ponto, e todos possuem o mesmo período.

Teorema 2.11. Seja z0 um ponto parabólico ou repulsor para Pc. Então, o número de componebtes

de K(c)− {z0} é igual ao número de raios externos que aterrissam em z0.

Para uma prova destes teoremas consulte [Mil1],[McM1].

2.1.8 Pontos �xos de Pc

É certo, pelo teorema fundamental da álgebra, que cada polinômio Pc tem dois pontos �xos. E

com uma simples conta veri�camos que existe um único parâmetro c ∈ C para o qual Pc(z) − z
tem raiz com multiplicidade 2 que, a saber, é c =

1

4
. Seguindo a notação posta por Douady-Hubbad

denotaremos por β o ponto �xo de Pc6=1/4 no qual o raio externo de argumento igual a 0 aterrissa.

Ao outro ponto �xo denotaremos por α. Geralmente estamos interessados em polinômios Pc para

os quais os pontos �xos são repulsores.

Teorema 2.12. O ponto �xo β não separa o Julia cheio Kc, isto é, Kc − β possuem apenas uma

componente conexa.

Corolário 2.1. Um ponto �xo repulsor ou parabólico z0 separa o Julia cheio Kc se, e somente se,

z0 = α.
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2.1.9 O quebra-cabeça de Yoccoz.

A partir do sistema de curvas invariantes por Pc formado pelos raios externos e as equipotenciais

construímos uma partição dinâmica de Ĉ globalmente invariante que será uma ferramenta combi-

natória de fundamental importância para o estudo da dinâmica de Pc. A esta partição chamamos

de Quebra-cabeça de Yoccoz.

Consideremos Pc com c ∈M e cujos pontos �xos sejam repulsores. Por simplicidade suporemos

ainda que a órbita positiva do ponto crítico z = 0 seja disjunta do ponto �xo α. Assim, estaremos em

codições de posteriormente de�nir uma outra ferramenta combinatória denominada tabela crítica

e evitamos o caso em que o conjunto pós-critico é �nito cuja dinâmica já se encontra totalmente

entendida(por métodos que não involvem o quebra-cabeça de Yoccoz).

Seja ϕ a aplicação de Riemann de Ĉ−D para Ĉ−K(c) normalizada por ϕ′(∞) = 1. Consideremos

o domínio D contendo K(c) cuja fronteira é a imagem por ϕ−1 da círculo centrado na origem com

raio igual a 2. Este disco topológico �ca dividido em q subdomínios em que q > 1 é o número de

raios externos que aterrissam no ponto �xo α. Chamaremos tais domínios de peças e as denotaremos

por Y i
0 em que P ic(0) ∈ Y i

0 ,para i = 0, 1, · · · , q − 1. Tais peças, {Y i
0}

q−1
i=0 , formam o nível zero do

quebra-cabeça de Yoccoz, Y0 = ∪q−1
i=0Y

i
0 , que nada mais é do que o domínio D com os seguimentos

de raios externos que aterrissam em α destacados.

Cada peça Y i
0 é um disco fechado cuja fronteira consiste na união do ponto �xo α, dois arcos

de raios externos e um arco da equipotencial ϕ−1(∂B(0, 2)) = ∂D.

Cada peça do nível n + 1 �ca contida dentro de uma única peça do nível n, pois os raios que

aterrissam em J(c) no nível n+ 1 diferentes dos raios do nível anterior n aterrissam em pontos de

J(c) contidos em alguma peça, mas, os raios não se intersectam pois ϕ é injetora.

(a) nível 0 (b) nível 1

Figura 2.9: Quebra-cabeça de Yoccoz da basílica

As peças do quebra-cabeça de Yoccoz do nível n + 1 são de�nidas indutivamente como sendo

as componentes de P−1
c (Y i

n) na qual Y i
n é uma peça do nível n. Uma peça de um nível n será,

evidentemete, denotada por Y i
n para algum i = 0, 1, · · · , rn em que rn é o número de raios externos

no nível n. As peças do nível n possuem seus interiores disjuntos e cobrem todo o conjunto de Julia

de Pc.

Note que quando tomamos a pré-imagem do nível zero Y0 do quebra-cabeça obtemos o domínio

P−1
c (D) que contém J(c) mas, que contém seguimentos das pré-imagens dos raios que aterrissam

no ponto �xo α, que pelo teorema 2.7, também são raios externos de K(c). Assim, à medida que

cresce o nível, o quebra-cabeça �ca mais �no(como uma partição dinâmica do Julia cheio). Para
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denotar uma peça do nível n do quebra-cabeça que contém um ponto z ∈ Ĉ usaremos a notação,

Yn(z).

Figura 2.10: Quebra-cabeça do Coelho de Douady-nível 0

Na �gura 2.10 uma peça cinza vai até aquela pintada com um tom um pouco mais escuro, e no

�nal a peça mais escura vai sobre a mais clara como um recobrimento duplo.

Figura 2.11: Quebra-cabeça do Coelho de Douady-nível 1

Na �gura 2.11 temos o nível 1 do quebra-cabeça as peças pintadas são pré-imagens daquelas do

nível 0 com o mesmo tom de cinza.

De�nição 2.18 (Grande órbita). Dado z0 ∈ Ĉ e Pc. A grande órbita de z0 por Pc é o conjunto

GO(z0, Pc) := GO(z0) := {w ∈ Ĉ; ∃(k, l) ∈ N2 tal que P kc (w) = P lc(z0)}

Decerto, segue do teorema 2.7 que cada ponto da grande órbita de α é ponto de aterrissagem

de um raio externo de K(c). Deste modo, se z0 ∈ K(c) não pertence a grande órbita de α, então

para cada nível n ∈ ≥ 0 existe uma única peça Y i
n a qual z0 pertence. Note ainda, que da de�nição

indutiva das peças do nível n+ 1 decorre, Yn(f(z)) = Pc(Yn+1(z)).

2.2 Aplicação do tipo polinomial

Assim como a nomeclatura indica, aplicações quaseconformes são aplicações entre domínios da

esfera de Riemann que localmente se comportam com um polinômio.
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Toda aplicação holomorfa de Ĉ em Ĉ Aplicações racionais, isto é, aplicações que são o quoci-

ente entre dois polinômios, podem ter restrições a subconjuntos de Ĉ onde se comportam como

polinômios de grau menor do que o seu. Isto occorre, por exemplo, na vizinhança de um ponto �xo

atrator geométrico, onde se comporta como uma polinômio de grau igual a 1.

De�nição 2.19 (Aplicação do tipo polinomial-Douady-Hubbard). Uma aplicação do tipo polinomial

de grau d é um terno (f, U, V ) no qual f : U −→ V é uma aplicação holomorfa própria de grau d

com U e V conformemente isomorfos ao disco unitário D e U ⊂ V .

Figura 2.12: aplicação do tipo polinômial

Segue da fórmula de Riemann-Hurwitz (veja[Mil1]pag.72) que (f, U, V ) possuem d − 1 pontos

críticos em U contados com multiplicidade. Em particular, no caso em que d = 2 temos um único

ponto crítico.

Exemplo 2.2. Considere Pc. Então, (Pc, Y1, Y0) é uma aplicação do tipo polinômial de grau 2.

Costuma-se chamar uma aplicação do tipo polinomial de grau 2 de aplicação do tipo quadrático.

De�nição 2.20. Seja (f, U, V ) uma aplicação do tipo polinomial. Em analogia aos polinômios

quadráticos, de�nimos os seguintes conjuntos

1. O Julia cheio:

K(f) :=

∞⋂
n=1

f−n(V ), (2.6)

isto é, K(f) é o conjuntos dos pontos de U que não escapam de U por interação de f ;

2. Conjunto de Julia:

J(f) := ∂K(f); (2.7)

3. Conjunto Pós-crítico:

P(f) :=
⋃

c∈C(f)

∞⋃
n=1

fn(c), (2.8)

em que C(f) é o conjunto dos pontos críticos de (f, U, V ).

Sabe-se que K(f) é compacto e quando é conexo é também simplesmente conexo. Assim como

para as aplicações polinomias temos o seguinte resultado.

Teorema 2.13. K(f) é conexo se, e somente se, todos os pontos críticos de (f, U, V ) pertencem

ao K(f). E se nenhum ponto crítico de (f, U, V ) pertence ao K(f), então, K(f) é um conjunto de

Cantor.
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2.3 Aplicação quaseconforme.

Aplicações quaseconformes formam um ramo de estudo em Análise Complexa. Para John Hamal

Hubbard estas aplicações são, de algum modo, mágicas, com propriedades que parecem contraditó-

rias. São suaves o su�ciente de modo que muitos cálculos ainda valham, como: a regra da cadeia

e regras integrais para comprimentos e áreas. E, no entanto, são rígidas o su�ciente para mudar o

valor da derivada de um ponto �xo por conjugação(vide [Hu]).

Existem várias de�nições equivalentes para aplicações quaseconformes. Apresentamos a seguir

uma de�nição analítica, mas para tanto será necessário darmos antes algumas de�nições.

De�nição 2.21 (Função teste). Fixado um aberto U ⊂ C, uma função teste em U é uma função

h : U −→ C de classe C∞ com suporte compacto em U , isto é, que é nula fora de um subconjunto

compacto de U . Denotamos o cunjunto das funções teste em U por C∞c (U).

Com uma topologia adequada, C∞c (U) é um espaço vetorial topológico de dimensão in�nita.

De�nição 2.22 (Distribuicão). Uma distribuição em U é uma funcional linear contínuo T :

C∞c (U) −→ C.

De�nição 2.23. Para f ∈ C1(U), de�nimos

∂f :=
1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
(2.9)

e

∂f :=
1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
(2.10)

De�nição 2.24 (Derivadas distribucionais.). Uma função f : U −→ C em L2
loc(U) tem derivadas

distribucionais em L2
loc(U) se existem funções f1, f2 : U −→ C em L2

loc(U) tais que para qualquer

h ∈ C∞c (U) valha ∫
U
f1 · h dm = −

∫
U
f1 · ∂h dm (2.11)

e (2.12)∫
U
f2 · h dm = −

∫
U
f2 · ∂h dm (2.13)

É comum denotar, f1 = ∂f e f2 = ∂f . Isto se justi�ca com o fato de que quando f ∈ C1(U), f1 e

f2 coincidirem com as usuais derivadas parciais ∂f e ∂f.

De�nição 2.25 (aplicação quaseconforme-de�nição analítica). Sejam U e V subconjuntos abertos

de C e k :=
K − 1

K + 1
, tal que 0 ≤ k < 0. Uma aplicação f : U −→ V é K-quaseconforme se:

1. f é um homeomor�smo;

2. as derivadas parciais distribuicionais de f estão em L2
loc(µ), e satisfaz

|∂f | ≤ k|∂f | (2.14)

em L2
loc(µ)
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chamaremos de constante de quaseconformalidade de f ao menor K para o qual valha a de�nição

dada acima.

Podemos entender a constanteK como uma medida de o quanto f está próxima de ser conforme.

O seguinte teorema indica isso.

Teorema 2.14. f : U −→ V é 1-quaseconforme se, e somente se, é conforme.

Melhor entendemos a de�nição dada quando supomos f de classe C1(U).

Toda aplicação R-linear T : C −→ C pode ser apresentada da seguinte forma,

T (z) = az + bz (2.15)

Pode-se veri�car que a pré-imagem do circulo unitário por T é uma elipse centrada na origem

com semieixo maior medindo
1

|a| − |b|
, semieixo menor medindo

1

|a|+ |b|
com argumento igual a

arg(b)− arg(a)

2
. Disto decorre que det(T ) = |a|2 − |b|2 e ‖T‖ = |a|+ |b|.

Para f ∈ C1(U) e z0 ∈ U , Dfz0 : Tz0U −→ Tf(z0)U é uma aplicação R-linear. E neste caso,

temos

[Dfz0 ](u) = ∂f(z0)u+ i∂f(z0)u com (2.16)

‖[Dfz0 ]‖ = |∂f(z0)|+ |∂f(z0)| (2.17)

det([Dfz0 ]) = |∂f(z0)|2 − |∂f(z0)|2 (2.18)

Note que

|a|+ |b|
|a| − |b|

=

1 +
|b|
|a|

1− |b|
|a|

≤ 1 + k

1− k
= K (2.19)

e que a desigualdade 2.14 implica que f preserva orientação.

Ou seja, uma aplicação K-quaseconforme de classe C1 é um difeomor�smo que presenva orien-

tação e cuja derivada mapeia discos in�nitesimais em elipses in�nitesimais com excentricidade no

máximo K.

De�nição 2.26 (Coe�ciente de Beltrami). À função mensurável µ(z) :=
∂f

∂f
(z) =

∂f(z)

∂f(z)
é deno-

minada coe�ciente de Beltrami, ou ainda, dilatação complexa de f .

As aplicações quaseconformes são de fundamental importância na Dinâmica Holomorfa em ge-

ral. E a inserção desta tão frutífera ferramenta nesta área se deve ao seguinte celebrado teorema

conhecido como Teorema de Ahlfors-Bers ou Teorema mensurável da aplicação de Riemann.

Teorema 2.15. Para qualquer função mensurável µ : Ĉ −→ Ĉ com ‖µ‖∞ ≤ 1, existe uma única

aplicação quaseconforme ϕµ : Ĉ −→ Ĉ cujo coe�ciente de Beltrami(dilatação complexa) é µ e que

mantém �xados os pontos 0, 1, ∞.

Voltamos a tratar das aplicações do tipo polinômial. A partir das aplicações quaseconformes

podemos introduzir duas novas noções de equivalência entre sistemas dinâmicos.
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De�nição 2.27. (equivalência quaseconforme e híbrida)

1. Dois polinômios quadráticos Pa e Pb são quaseconformemente equivalentes se existe uma

aplicação quaseconforme ϕ : U −→ U ′ entre as vizinhanças U e U ′ de K(a) e K(b) que

conjuga Pa ao Pb. A aplicação ϕ é chamada de conjugação quaseconforme.;

2. Dois polinômios quadráticos Pa e Pb são hibridamemente equivalentes se são quaseconforme-

mente equivalentes e a conjugação quaseconforme ϕ satisfaz ∂ϕ = 0 em K(a).

O seguinte importantíssimo resultado devido ao A. Douady e J.H. Hubbard justi�ca a denomi-

nação �aplicação do tipo polinômial�.

Teorema 2.16 (Teorema de reti�cação-Douady-Hubbard). Toda aplicação do tipo polinomial (f, U, V )

de grau d é hibridamente equivalente a um polinômio P de grau d. Além disto, se K(f) for conexo,

então, o polinômio P é único a menos de uma conjugação por uma aplicação a�m.

No caso quadrático este teorema toma a seguinte forma

Teorema 2.17 (Teorema de reti�cação-caso quadrático). Toda aplicação do tipo quadrático (f, U, V )

é hibridamente equivalente a um polinômio Pc. Além disto, se K(c) for conexo, então Pc é único.

2.4 Hiperbolicidade e Rigidez quaseconforme

No que segue nos restringiremos a discutir a hiperbolicidade apenas para a família quadrática.

Mais informações sobre este conteúdo podem ser encontrados em [Mil1],[MSS],[CG].

Existe uma classe de polinômios quadráticos muito especial que apresenta uma dinâmica rela-

tivamente simples e bem compreendida. Tais aplicações são denominadas hiperbólicas. Elas detém

uma das mais importantes questões em aberto em Dinâmica Holomorfa, certamente a mais antiga,

que foi posta por Pierre Fatou.

Conjectura 2.4.1 (Densidade de hiperbolicidade-caso quadrático). Os polinômios quadráticos hi-

perbólicos formam um subconjunto aberto e denso no espaço dos polinômios quadráticos.

A qualidade principal desses sistemas dinâmicos é preservar a topologia dos principais conjuntos

invariantes, sob pequenas variações dos parâmetros.

De maneira mais formal, que signi�ca �ser hiperbólico� para um polinômio quadrático?

De�nição 2.28. Um polinômio quadrático Pc é hiperbólico se sua órbita crítica tende para um cíclo

atrator. Diz-se também que o parâmetro c é hiperbólico.

Assim, é evidente que se c /∈M, então, Pc é hiperbólico. Pois, neste caso, sabemos que Pnc (0)→
∞ e∞ é ponto �xo super-atrator. Deste modo, podemos rede�nir a hiperbolicidade dos polinômios

quadráticos como:

De�nição 2.29. Um polinômio quadrático é hiperbólico se:

1. c /∈M, ou

2. c ∈M e Pc possue um cíclo atrator em C.
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Por exemplo, o polinômio z 7→ z2 tem a origem como ponto �xo atrator. Para c su�cientemente

pequeno (exemplo: c = 0, 1), z 7→ z2 + c também tem um ponto �xo atrator.

Para entender de maneira global a dinâmica dos polinômios quadráticos, é importante juntar

os parâmetros produzindo sistemas dinâmicos �semelhante�, por exemplo, todos os polinômios com

um ponto �xo que seja atrator.

De�nição 2.30 (Componente hiperbólica de M). Uma componente do interior de M é hiperbólica

se contiver um parâmetro hiperbólico. Uma componente do interior de M que não é hiperbólica é

denominada componente estranha.

A componente hiperbólica contendo o paramêtro hiperbólico c = 0 é o interior de uma cardioide

no conjunto de Mandelbrot. O fato de ser um polinômio hiperbólico tem muitas consequências: o

conjunto de Julia de qualquer polinômio quadrático hiperbólico tem área zero e quando é conexo é,

também, localmente conexo; cada órbita é repulsora ou atratora. Todos os polinômios quadráticos

próximos de um polinômios quadrático hiperbólico também são hiperbólicos.

Na verdade, Mañé, Sad e Sullivan em [MSS] mostraram que, para um parâmetro hiperbólico,

J(c) se move continuamente(na topologia de Hausdor� ) quando deformamos Pc ao longo de po-

linômios quadráticos hiperbólicos. Assim, no caso c = 0 o conjunto de Julia é um círculo, e para

c dentro da componente de c = 0 (a famosa cardioide do conjunto de Mandelbrot) a topologia de

J(c) �ca constante, isto é, J(c) é um círculo topológico.

Mas podemos dizer muito mais sobre essa permanência das principais propriedades de um

sistema dinâmico ao redor de um sistema hiperbólico. Já vimos que a topologia do conjunto de

Julia �ca a mesma. Mas, podemos perguntar se a dinâmica �ca a mesma, isto é, se tem uma

conjugação topológica da dinâmica com a dinâmica do parâmetro hiperbólico.

De�nição 2.31 (estabilidade estrutural). Uma aplicação racional R de grau d é estruturalmente

estável se existe uma vizinhança de R no espaço das aplicações racionais com o mesmo grau tal que

nesta vizinhança toda aplicação seja topologicamente conjugada à R.

Pedir uma conjugação topológica global seria muito exigente, mas podemos pedir uma conjuga-

ção das dinâmicas restritas nos conjuntos de Julia, o que parece mais razoável. Por isso, Mañé, Sad

e Sullivan[MSS] introduziram a noção de aplicações racionais J-estáveis. A relação com a hiperboli-

cidade é muito forte. É conjecturado que toda aplicação J-estável na família de todas as aplicações

racionais com grau d �xado é hiperbólica[McM1].

De�nição 2.32 (J-estabilidade). Um polinômio Pc é J-estável se para alguma vizinhança sua no

espaço dos polinômios quadrático todos os polinômios aí contidos são topologicamente conjugados

à Pc sobre o seus conjuntos de Julia e J(x) depende continuamente na topologia de Hausdor� do

parâmetro x nesta vizinhança. Isto é, para cada Pa em uma vizinhança de Pc existe um homeo-

mor�smo h : U −→ U ′ em que U e U ′ são vizinhanças de J(c) e J(a), respectivamente, tal que

Pc = h−1 ◦Pa ◦ h em J(c). Diz-se que a família quadrática é J-estável em c para um tal parâmetro.

Conjectura 2.4.2 (Caso quadrático). Todo polinômio quadrático J-estável é hiperbólico.

Na dinâmica holomorfa é de grande interesse se saber isso, pois temos o seguinte resultado:

Teorema 2.18 (Mañé, Sad e Sullivan[MSS]-caso quadrático). O conjunto dos parâmetros J-

estáveis Mest. := {c ∈M;Pc é J-estável} é um subconjunto aberto e denso de M.
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A ferramenta principal no estudo da deformação dos conjuntos de Julia (com a variação do

parâmetro) é a noção chave de movimento holomorfo estudada por Mañé, Sad e Sullivan em [MSS].

Um movimento holomorfo é basicamente uma família de injeções parametrizada por um com-

plexo, com boas propriedades de regularidade.

De�nição 2.33 (Movimento Holomorfo). Seja Ω um subconjunto de Ĉ. Um movimento holomorfo

de Ω parametrizado pelo disco unitário D é uma aplicação Φ : D× Ω −→ Ĉ tal que

1. Para cada z ∈ Ω, a aplicação λ 7−→ Φ(λ, z) é holomorfa em D;

2. Para cada λ ∈ D, a aplicação z 7−→ Φ(λ, z) é injetora;

3. E Φ(0, ·) = Id.

Um exemplo simples é o movimento de um ponto �xo atrator, com a variação do parâmetro.

Um exemplo mais complicado é o movimento do círculo topológico J(c) quando c é perto de c = 0.

Esses movimentos holomorfos têm a propriedade surpreendente de ter uma extensão automática à

toda esfera de Riemann:

De�nição 2.34 (O λ-lema [MSS], [Sl], [McM1]). Se Φ : D×Ω −→ Ĉ é um movimento holomorfo,

então,

1. admite uma extenção a um movimento holomorfo de Ĉ parametrizado por D;

2. E para cada disco D(0, r) com 0 < r < 1 a extensão Φλ(z) : Ĉ −→ Ĉ é K(r)-quaseconforme

com K(r) =
1 + r

1− r
.

Em particular, note que a aplicação Φ : D× Ω −→ Ĉ é contínua.

Pode-se encontrar uma outra de�nição de movimento holomorfo e algumas versões do λ-lema

em que toma-se uma variedade complexa(conexa) M em vez do disco unitário D como o espaço de

parâmetro.

Voltando ao assunto da hiperbolicidade, existe mais uma caracterização dos parâmetros hiper-

bólicos utilizando a noção de campo de linhas invariante. Essa de�nição é um pouco mais técnica,

mas é bem útil para a classi�cação dos sistemas dinâmicos.

De�nição 2.35 (Campo de linhas invariante(univalente)).

• Seja f uma aplicação holomorfa em Ĉ. Um campo de linhas invariante por f suportado num

subconjunto mensurável Ω ⊂ Ĉ é uma família de pares (z, L(z)) nos quais z ∈ Ω e L(z) é um

R-subspaço de dimenção 1 de TzĈ, tal que

1. m(Ω) 6= 0;

2. f−1(Ω) = Ω;

3. a inclinação de L(z) varia mensuravelmente em Ω;

4. f ′(L(z)) = L(f(z)).

• Um campo de linhas µ é univalente em um domínio Ω se for o pullback do campo de linhas

horizontais por uma aplicação univalente em Ω. Isto é, se µ = h∗(dz/dz).
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A relação com a hiperbolicidade é imediata:

Teorema 2.19 (Campo de linhas invariante e hiperbolicidade). Um ponto c ∈ M pertence a uma

componente não hiperbólica de M se, e somente se, J(c) tem medida positiva e suporta um campo

de linhas invariante.

Utilizando essa noção, podemos reformular a questão da densidade da hiperbolicidade.

Corolário 2.2. A dinâmica hiperbólica é densa na Família Quadrática se, e somente se, nenhum

polinômio quadrático suporta em seu conjunto de Julia um campo de linhas invariante.

Já sabemos que os parâmetros dentro da mesma componente hiperbólica produzem sistemas

dinâmicos bem semelhantes (pelo menos do ponto de vista topológico). Agora, que podemos dizer

sobre a classi�cação quaseconforme dos polinômios quadráticos?

A resposta de�nitiva é a seguinte:

Teorema 2.20 (Classi�cação quaseconforme dos Polinômios Quadráticos). Uma classe de equiva-

lência quaseconforme de polinômios quadráticos é de uma das seguintes formas:

1. o complementar do conjunto de Mandelbrot;

2. é uma componente hiperbólica de M menos o seu centro;

3. é o centro de uma componente hiperbólica;

4. uma componente estranha do interior de M;

5. um único ponto da fronteira de M.

Na classi�cação acima, deveríamos observar que conjeturalmente as componentes estranhas não

existam. Dentro da lista das possibilidades, os itens 3 e 5 são diferentes.

De�nição 2.36. Diremos que uma classe de equivalência para uma relação de equivalência de�nida

em C é rígida se ela for igual a um único ponto c ∈ C.

Assim, com esta notação, as classes quaseconformes dos itens 3 e 5 são rígidas.

De�nição 2.37 (Rigidez quaseconforme). Pc é quaseconformemente rígido se todo polinômio Pb
quaseconformemente equivalente a Pc for, na verdade, conformemente equivalente a Pc.

Conjectura 2.4.3 (Rigidez quaseconforme). A classe de equivalência quaseconforme e conforme

de um polinômio quadrático não hiperbólico Pc é formada apenas pelo próprio polinômio.

Para ilustrar as várias de�nições dadas, vamos estudar a relação entre rigidez e existência de

campos de linhas invariantes.

Teorema 2.21. Rigidez quaseconforme é equivalente a não existência de polinômios uadráticos que

suportam em seu Julia um campo de linhas invariante.

Demonstração. Decerto, temos tal equivalência, pois, pelo teorema 2.20, a rigidez quaseconforme

implica a não existência de componentes estranhas do interior deM. Logo pelo teorema 2.19 nenhum

polinômio quadrático suporta em seu Julia um campo de linhas invariante.
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Por outro lado, se supomos que nenhum polinômio quadrático suporta em seu Julia um campo de

linhas invariante, então, não existem componentes estranhas do interior de M em razão do teorema

2.19. Logo, as únicas classes quaseconformes rígidas são os centro de componentes hiperbólicas e

pontos da fronteira de M. Portanto, todo parâmetro não hiperbólico é quaseconformemente rígido.

Em conclusão, podemos entender um pouco melhor a organização global da dinâmica quadrá-

tica. Sem duvidas, o conjunto dos parâmetros (i.e., o conjunto de Mandelbrot) tem uma topologia

extremamente complicada, mas a informação dentro dele é claramente organizada. Grandes re-

giões do conjunto de Mandelbrot (as componentes hiperbólicas) juntam parâmetros produzindo

sistemas dinâmicos semelhantes (do ponto de vista topológico, quaseconforme e conforme). Cada

componente hiperbólica contém um parâmetro especial no seu centro, com uma propriedade de

rigidez. Finalmente, a reunião dessas componentes, conjeturalmente, produz o interior do conjunto

de Mandelbrot.

2.5 De�nições e resultados gerais

Dentro do contexto geométrico um objeto que consideraremos muitas vezes é o seguinte:

De�nição 2.38. Um anel é qualquer superfície de Riemann A que seja conformemente isomorfa a

um anel canônico A(R) := {z ∈ C; 1 < |z| < R} ou a D∗ := {z ∈ C; 0 < |z| < 1} ou a C∗ = C−{0}

Particularmente, qualquer subconjunto aberto de Ĉ cujo complementar é formado por duas

componentes conexas na qual uma delas é um subconjunto compacto de C é um anel.

Quando A é isomorfa a um anel canônico A(R); = {z ∈ C; 1 < |z| < R} temos um número real

positivo associado que contém informação sobre a sua geometria.

De�nição 2.39. O módulo de um anel A conformente isomorfo a A(R) é o número

mod (A) :=
log(R)

2π
. (2.20)

De�nimos ainda, mod (A) = +∞ quando A é conformemente isomorfo a D∗ ou a C∗.

O módulo é um invariante conforme(problema 2-f[Mil1]).

Dado um disco topológico D em C e K com fecho compacto em D, de�nimos o seguinte número

que nos dá uma medida geométrica da quantidade do espaço em D ao redor de K ⊂ D:

mod (K,D) := sup{ mod (A);A ⊂ D e A é um anel em torno de K} (2.21)

, dizer que A é um anel em torno de K signi�ca que K esta contido na componente limitada de

C−A.
Em particular quando D−K conformemente isomorfo a um anel A(R) teremos mod (K,D) =

mod (D −K) e se V for isomorfo a C ou K for um ponto teremos mod (K,D) = +∞.
Dizer que um anel A ou uma renormalização (Pnc , Un, Vn) tem módulo de�nido, ou que um

subconjunto U ⊂ C tem área de�nida signi�ca dizer que existe uma constante 0 < δ < +∞ talque

mod (A) > δ > 0, mod (Un, Vn) > δ > 0 ou área(U) > δ > 0, respectivamente.

Mencionaremos também a topologia de Carathéodory mais adiante, então, segue a de�nição:
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De�nição 2.40. Chamaremos de domínio a um subconjunto Ω ⊆ C que seja aberto e simplesmente

conexo.

Consideremos a seguir o conjunto D de todos os domínios de C, (U, u) com um ponto base

u ∈ U . Isto posto, temos

De�nição 2.41. A topologia de Carathéodory em D é de�nida por: (Un, un)→ (U, u) se, somente

se

1. un → u quando n→ +∞;

2. para todo compacto K ⊂ U tivermos K ⊂ Un para todo n su�cientemente grande;

3. para qualquer aberto conexo N contendo u tivermos N ⊂ Un para in�nitos n′s, então, N ⊂ U .

Seja H o conjunto das aplicações holomorfas f : (U, u) −→ C com (U, u) ∈ D.

De�nição 2.42. A topologia de Carathéodory em H é de�nida do seguinte maneira: Uma sequência

de funções {fn}n∈N com fn : (Un, un) −→ C e (Un, un) ∈ D converge para f : (U, u) −→ C se, e

somente se

1. (Un, un)→ (U, u) em D;

2. {fn}n∈N converge para f uniformemente nas partes compactas de U .

2.5.1 Geodésicas fechadas em superfícies de Riemann hiperbólicas

De�nição 2.43 (Isotopia de curvas simples). Sejam X uma superfície; α e β curvas fechadas

simples em X. Diremos que α e β são isotópicas em X se existir uma aplicação H : S1×[0, 1] −→ X

contínua tal que H(s, 0) = α(s) e H(s, 1) = β(s) para todo s ∈ S1 com a propriedade de que para

cada t ∈ [1, 0] αt := H(·, t)seja simples.

A aplicação H, sem necessariamente possuir a propriedade de simplicidade, é chamada de ho-

motopia livre. Assim, uma isotopia entre curvas simples nada mais é senão uma homotopia livre

que para cada momento t a curva deformada αt obtida apartir de α ainda é uma curva simples. A

condição de duas curvas fechadas simples serem ou não livremente homotópicas, isto é, de existir

ou não uma homotopia livre entre elas induz uma relação de equivalência no conjuntos de todas

tais curvas em X para a qual denominamos as classes de equivalência de classes de homotopia livre.

Teorema 2.22 (Unicidade das geodésicas). Seja X uma superfície de Riemann hiperbólica com

métrica hiperbólica ρX , e seja γ uma curva primitiva simples em X. Então, existe três possibilidades:

1. existe uma única geodésica em X homotópica a γ, ou

2. γ é homotópica a um ponto(dita ser homotopicamente trivial), ou

3. γ é homotópica a uma curva simples fechada γ′ que é a fronteira de uma região X ′ ⊂ X

isomorfa a D∗ := D\{0}. Neste caso, γ é chamada de curva periférica.

Teorema 2.23 (Geodésicas e posição minimal). 1. Se γ ⊂ X é uma geodésica homotópica a

uma curva simples e fechada γ′, então, γ é simples.
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2. Mais geralmente, o número de interseções entre duas geodésicas é igual ao menor número de

interseções entre as curvas de suas classes de homotopia.

3. Toda geodésica simples fechada tem uma vizinhaça U disjunta de todas as geodésicas simples

e fechadas que não a intersecta.(Veja o Teorema da vizinhança colar-2.24 para um resultado

mais preciso.)

De�nição 2.44. Seja γ uma geodésica simples e fechada de comprimento l em uma superfície de

Riemann hiperbólica X. Se a δ−vizinhança

Aδ(γ) := {x ∈ X; d(x, γ) < δ} (2.22)

é isometrica à δ−vizinhança da única geodésia simples e fechada no cilindro de módulo
π

l
. Dizemos

que Aδ(γ) é uma vizinhança colar de γ ou que γ admite uma vizinhaça colar.

Teorema 2.24 (Teorema da vizinhança colar). Seja X uma superfície hiperbólica completa, e

seja Γ := {γ1, γ2, · · · } uma coleção(�nita ou não) de geodésicas simples, fechadas e disjuntas com

comprimento li. Então as η(li)−vizinhanças Aη(li)(γi) são vizinhanças colares das curvas γi, e são

disjuntas. Em que η é a função colar dada por η(l) :=
1

2
log

cosh(l/2) + 1

cosh(l/2)− 1
.

Consulte [Hu] para ver a construção da função colar.
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Capítulo 3

Renormalização

Trataremos neste capítulo de uma fortíssima ferramenta em sistemas dinâmicos de baixa dimen-

são que nos permite dentre muitos �ns estudar a �na estrutura desses sistemas dinâmicos.

Comecemos, então, dizendo precisamente o que signi�ca um polinômio quadrático ser renorma-

lizável:

De�nição 3.1. Considere um polinômio quadrático Pc com c ∈M. Seja n ∈ N, Pnc é renormalizável

se existem discos topológicos U e V em C tais que o ponto crítico 0 ∈ U e Pnc : U → V é uma

aplicação do tipo quadrático cujo Julia cheio é conexo, ou equivalentemente, tal que Pnkc (0) ∈ U

para todo k ≥ 0. Se existe um tal n ≥ 2 dizemos também que Pc é renormalizável.

Isto é, Pc é renormalizável se algum iterado seu tem uma restrição a uma vizinhança do seu

ponto crítico z = 0 que seja uma aplicação do tipo quadrático. E deste modo, pelo teorema de

reti�cação de Douady-Hubbard(teorema 2.17) naturalmente temos um novo sistema dinâmico po-

linomial quadrático associado. Ou seja, recuperamos um novo sistema dinâmico na mesma classe

do sistema dinâmico inicial dado por Pc. Isto é o que signi�ca renormalizar. Isto posto, a escolha

de um par (U, V ) como na de�nição 3.1 será denominado renormalização de Pnc ,ou como prefere

John Milnor, é a n-ésima renormalização de Pc. Por vezes, nos referiremos a uma renormalização

a denotando, também, por (Pnc , U, V ). Note que o processo de renormalização induz um sistema

dinâmico no espaço de parâmetro. Para tal abordagem consulte [AL], [L2], [L4].

Consideremos o conjunto

R(c) := {n ∈ N;Pnc é renormalizável}

Aos inteiros positivos em R(c) chameremos de nível da renormalização.

Se |R(c)| < ∞ diremos que Pc é �nitamente renormalizável, caso contrário diremos que Pc é

in�nitamente renormalizável.

Teorema 3.1. Quaisquer duas renormalizações de Pnc possuem o mesmo Julia cheio.

Demonstração. Suponhamos Pnc : U → V e Pnc : U ′ → V ′ duas renormalizações de Pnc com

respectivos Julia cheios K e K ′. Como K ⊂ K(c) é fechado e conexo, e Pnc : U ′ → V ′ é uma

aplicação tipo-polinômio, segue do teorema 6.13-[McM1] que L = K ∩K ′ é conexo. E temos ainda,

Pnc (L) = L, pois Pnc (K) = K e Pnc (K ′) = K ′.

Consideremos a componente Û de U∩U ′ que contém L, e ponhamos V̂ := Pnc (Û). Decorre, pois,

do teorema 5.11-[McM1], que Pnc : Û → V̂ é uma aplicação do tipo polinomial cujo Julia cheio é o

31
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conjunto L. E como o ponto crítico 0 ∈ L, Pnc : Û → V̂ tem grau igual à dois. Mas, já que o grau das

três aplicações são iguais, segue, também do teorema 5.11-[McM1], que K(c) = L = K = K ′.

Suponhamos que para cada n ∈ R(c) temos escolhida uma renormalização

Pnc : Un → Vn

(1) Pn(n), Jn e Kn denotarão os conjuntos pós-crítico, o conjunto de Julia e o Julia cheio da

aplicação do tipo quadrático Pnc : Un → Vn. Assumimos Jn e Kn conexos, assim temos

Pn(n) ⊂ Kn;

(2) Aos conjuntos Kn(i) := P ic(Kn) para 1 ≤ i ≤ n chamaremos de i-ésimo pequeno Julia cheio do

nível n. Estes conjuntos são ciclicamente permutados por Pc, pois Pc(Kn(i)) = P i+1
c (Kn) =

Kn(i+ 1), em particular, Kn(n) = Kn;

(3) Pn(i) := Kn(i) ∩ P(c) é o i-ésimo pequeno conjunto pós-crítico do nível n. Temos,

P(c) = {∞} ∪
n⋃
1

Pn(i) (3.1)

(4) Jn(i) := ∂Kn(i) é o i-ésimo pequeno Julia;

(5) Kn :=
⋃n

1 Kn(i) é a união dos n pequenos Julia cheios do nível n da renormalização ;

(6) Jn :=
⋃n

1 Jn(i) é a união dos n pequenos Julia do nível n da renormalização ;

(7) Vn(i) := P ic(Un) para 1 ≤ i ≤ n. Então, a aplicação tipo-quadrática Pnc �ca fatorada como

Un
Pc→ Vn(1)

Pc→ · · · Pc→ Vn(n) = Vn

onde a aplicação Un
f→ Vn(1) é própria de grau 2 pois o ponto crítico 0 ∈ Un e as demais

aplicações são univalentes, visto que Pnc : Un → Vn tem grau igual à 2;

(8) Un(i) é a componente de P i−nc (Un) contida em Vn(i). Veremos que Pnc : U(i) → V (i) é uma

aplicação do tipo quadrático;

(9) P ′n, J
′
n e K ′n são de�nidos por

X ′n := −Xn para X ∈ {P, J,K} (3.2)

Como Pc(−z) = Pc(z) cada um dos conjuntos P ′n, J
′
n e K ′n tem a mesma imagem por Pc que

seus conjuntos companheiros Pn(n), Jn e Kn. E para i 6= n, relativamete a cada i, eles são

disjuntos.

Note ainda que Kn(i) ⊂ K(c), pois caso tenhamos z0 ∈ Kn(i)−K(c), então, limn→∞ P
n
c (z0) =∞

o que nega o fato de que Pnkc (z0) ∈ Kn(i) para todo k ≥ 0.

Segue do Teorema 3.1 que o Julia cheio Kn, e por conseguinte, os conjuntos Kn(i), Jn(i) e

Pn(i) estão bem de�nidos para cada nível independendo da escolha do par (Un, Vn)
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Teorema 3.2. Suponha Pnc renormalizável. Então para cada i = 1, ..., n

Pnc : Un(i)→ Vn(i)

é uma aplicação do tipo quadrático com Julia cheio igual à Kn(i). Analogamente

(−Pnc ) : U ′n(i)→ V ′n(i)

é uma aplicação do tipo qudrático com Julia cheio igual à K ′n(i). Ambas as aplicações são confor-

memente conjugadas à Pnc : Un → Vn.

Demonstração. Como 1 ≤ n− i ≤ n− 1 segue de (7) que a aplicação

Pn−ic : Un(i)→ Vn(n) = Vn

é univalente. Pn−ic |Un(i) conjuga a aplicação Pnc : Un(i)→ Vn(i) com a aplicação do tipo quadrático

Pnc : Un → Vn. Deste modo, Pnc : Un(i) → Vn(i) é uma aplicação do tipo quadrático. Como

Pnkc |Un(i) = (Pn−ic )−1 ◦ fnk|Un ◦ Pn−ic e Pn−ic (Kn(i)) = Kn segue

K(Pnc
∣∣
Un(i)

) :=
⋂∞

1
P−nkc

∣∣
Un(i)

(Vn(i)) (3.3)

=
∞⋂
1

P i−nc ◦ Pc−nk
∣∣
Un
◦ Pcn−i(Vn(i)) (3.4)

=

∞⋂
1

P i−nc ◦ Pc−nk
∣∣
Un

(Vn) (3.5)

= P i−nc

( ∞⋂
1

Pc
−nk∣∣

Un

)
(3.6)

= f i−n(Kn) (3.7)

= Kn(i) (3.8)

Analogamente, obtemos o mesmo para a aplicação (−Pnc ) : U ′n(i) → V ′n(i), pois a aplicação

univalente (−Pn−ic ) : V ′n(i)→ Vn conjuga (−Pnc ) : U ′n(i)→ V ′n(i) com a aplicação do tipo quadrático

Pnc : Un → Vn(veja o diagrama a baixo) . E teremos, analogamente, K(−Pnc
∣∣
U ′n(i)

) = K ′n.

U ′n(i)
z 7→ eiπz−−−−−→ Un(i)

Pn−ic−−−−→ Un

Pnc

y Pnc

y Pnc

y
V ′n(i)

z 7→ eiπz−−−−−→ Vn(i)
Pn−ic−−−−→ Vn

Teorema 3.3 (Conjuntos de Julia quase disjuntos). Seja Pnc renormalizável. Suponha que Kn(i) e

Kn(j) sejam dois pequenos Julia cheios com interseção não vazia. Então,

Kn(i) ∩Kn(j) = {x}

e x é um ponto repulsor de Pnc .
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Demonstração. Seja E := Kn(i) ∩Kn(j). Como Pnc (Kn) = Kn, então,

Pnc (E) ⊂ Pc
n(P ic(Kn)) ∩ Pcn(P jc (Kn))

= P ic(Kn) ∩ Pcj(Kn)

= E

Kn(i) é conexo e está contido em K(c), deste modo, segue do Teorema 6.13 que E = Kn(i)∩
Kn(j) é conexo, pois Pnc : Un(j)→ Vn(j) é uma aplicação do tipo polinomial.

Sejam W a componente de Un(i) ∩ Un(j) contendo E = Kn(i) ∩Kn(j) e W ′ := Pnc (W ).

Assim, pelo teorema 5.11-[McM1], Pnc : W → W ′ é uma aplicação do tipo polinomial. Como

Kn(i) 6= Kn(j), também decorre do teorema 5.11-[McM1] que Pnc tem grau igual a 1.

Seja ψ := (Pnc |W )−1 : W ′ −→W ′. Como ψ(W ′) = W bW ′ segue do Teorema de Pick(teorema

2.11-[Mil1]) que ψ decresce estritamente as distâncias hiperbólicas. Tomemos um compacto C de

modo que E ⊂ C ⊂ W , obtemos uma sequência C0 := C ⊃ C1 := ψ(C0) · · · ⊃ Cn := ψ(Cn−1) · · ·
de compactos encaixados.Como Pnkc (E) ⊂ E, temos ψk(E) ⊃ E, mas ψk(C) ⊃ ψk(E) e, portanto,

E ⊂ ψk(C) = Ck para todo k ∈ N, logo, E ⊂
⋂∞

0 Cn e
⋂∞

0 Cn 6= ∅.(O teorema de Cantor para

interseção de compactos encaixados também nos dá
⋂∞

0 Cn 6= ∅).

A�rmação 3.1. diâm

(∞⋂
0

Cn

)
→ 0 na métrica hiperbólica.

Demonstração. Argumentaremos por contradição. Suponhamos que existam z1 6= z2 em K :=⋂∞
0 Cn e tais que diâm(K) = d(z1, z2), isto é possivel devido à compacidade de C. Como Pc(K) =

K, escolhemos w1 e w2 em K tais que Pc(w1) = z1 e Pc(w2) = z2.

Assim,

diâm(K) = d(z1, z2) = d(Pc(w1), Pc(w2)) < d(w1, w2), (3.9)

uma contradição.

Portanto, K consiste em apenas um único ponto z0 ∈ W que é �xo para ψ e, por conseguinte,

E = z0.

Por �m, mostraremos que z0 é repulsor para Pnc . Para tanto, consideremos a aplicação de

Riemann ϕ : D −→ W tal que ϕ(0) = z0. Assim, obtemos uma aplicação holomorfa G : (D, 0) −→
(D, 0) dada por G(z) = (ϕ)−1 ◦ ψ ◦ ϕ.

Como, G(D) b D, segue do Lema de Schwarz que |G′(0)| < 1, mas G′(0) = (ϕ−1)
′
(ψ(z0)) ·

ψ′(z0) · ϕ′(0) =
1

ϕ′(0)
· ψ′(z0) · ϕ′(0) = ψ′(z0).

Portanto, como ψ := (Pnc |W )−1, concluímos que z0 é um ponto �xo repulsor para Pnc .

Note que este teorema nos diz que o interior dos pequenos Julia cheios, que por suposição são

conexos, são disjuntos.

Teorema 3.4. Suponhamos Pnc renormalizável. Então, qualquer ponto periódico atrator ou indife-

rente e qualquer componente periódica do interior de K(c) está contido em Kn(i) para um único

1 ≤ i ≤ n. Seus períodos são divisíveis por n.
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Para uma prova do teorema acima consulte [McM1]. O seguinte corolário será importante.

Corolário 3.1. Todo ponto periódico de Pc cujo período é menor do que n é repulsor.

Teorema 3.5 (Menor renormalização comum). Se Pnc e Pmc são renormalizáveis, então, assim o é

P lc, onde l é o menor múltiplo comum de n e m. E mais, Kl = Kn ∩Km.

Demonstração. Comecemos de�nindo o segunte conjunto

U∗n := {z ∈ Un;Pnjc (z) ∈ Un para j = 1, ..., (l/n)− 1}

Por ser Pnc renormalizável, temos P(fn|Un) ⊂ Kn ⊂ Un, assim (Pnc )−1 é localmente holomorfa em

Vn−Un, e portanto, Vn−Un é recoberto por P−1
c (Vn − Un), logo, pela classi�cação das surperfícies

de Riemann, f−1(Vn − Un) também é um anel contido em Un cuja fronteira da componente ilimitada

de seu complementar coincide com ∂Un. Como anteriormente, podemos fazer o pullback do anel

A1 := (Pnc )−1(Vn −Un) por (Pnc )−1; e repetindo isto por mais l
n − 2 vezes obtemos um anel An

l
−1.

Note que nenhum dos anéis Ak's tem interseção não vazia com Kn visto que Pnc (Kn) = Kn.

Assim, An
l
−1 ∪ Bn

l
−1, onde Bk é a componente compacta de C − Ak, é um disco tal que

P lc(An
l
−1 ∪Bn

l
−1) = Vn.

Vejamos agora que An
l
−1 ∪Bn

l
−1 = U∗n.

Pela construção segue An
l
−1 ∪ Bn

l
−1 ⊂ U∗n. E An

l
−1 ∪ Bn

l
−1 ⊃ U∗n, pois caso exista z ∈ U∗n tal

que z /∈ An
l
−1 ∪ Bn

l
−1, como Un = Bn

l
−1 ∪

⋃ l
n
−1

j=1 Aj existirá j ∈ {1, ..., ln − 1} tal que z ∈ Aj , e

assim teremos P
n( l
n
−1)

c /∈ Un, o que contradiz que z ∈ U∗n.
P lc �ca fatorada como

(An
l
−1 ∪Bn

l
−1)

fn−→ (An
l
−2 ∪Bn

l
−2)

fn−→ · · · (A1 ∪B1 = Un)
Pnc−→ Vn (3.10)

e 0 ∈ Aj ∪Bj para cada j = 1, ..., ln − 1, concluímos que P lc : U∗n −→ Vn é uma aplicação do tipo

polinomial de grau d = 2
l
n .

Analogamente, P lc : U∗m −→ Vm é uma aplicação do tipo polinomial de grau d = 2
l
m .

Desta maneira, pelo teorema 6.13i[McM1], L = Kn ∩Km é conexo, pois Kn ⊂ K(c) é conexo

e fechado. Pondo Ul como a componente de U∗n ∩ U∗m que contém L e Vl := P lc(Ul), seguirá do

Teorema 5.11-[McM1] que P lc : Ul −→ Vl é uma aplicação do tipo polinomial cujo Julia cheio é L.

Observe que se o ponto crítico 0 pertence à P jc (L), então deve-se ter j divisível por n e por

m, e portanto será um múltiplo de l, pois caso contrário chegaremos a contradição de que 0 ∈
P jc (Kn) = Pnd+r

c (Kn) = Kn(r) 6= Kn, com r ∈ {1, ..., n− 1}. Por outro lado, se n não divide j e m

não divide j, então

P jc (Kn ∩Km) ⊂ Kn(r1) ∩Km(r2) (3.11)

onde r1 ≡ j (mod n) e r2 ≡ j (mod m).

Mas, Kn ∩Kn(rj) = {xj}, com xj repulsor, ou Kn ∩Kn(rj) = ø, para j = 1, 2.

Então, 0 /∈ P jc (Kn ∩Km), pois 0 ∈ Kn ∩Km é ponto crítico. Neste caso temos ainda,

P jc (Kn ∩Km) = Kn ∩Km (3.12)
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Decerto, pois P jc (Kn ∩Km) ⊂ P jc (Kn) ∩ P jc (Km) = Kn ∩Km, e por outro lado, se z ∈ Kn ∩Km,

então P−1
c (z) ⊂ Kn e P−1

c (z) ⊂ Km, pois P
−j
c (Kn) = Kn e P−jc (Km) = Km. Logo, existe w ∈

Kn ∩Km ∩ P−1
c tal que Pc(w) = z, e portanto, P jc (Kn ∩ Km) ⊃ Kn ∩Km. Por notemos que

assim P lc possue apenas um ponto crítico em L, a saber o 0, pois se tivermos w ∈ L− {0} tal que
(P lc)

′(w) =
∏l−1
j=0 P

′
c(P

j
c (w)) = 0, então teremos P ′c(P

j
c (w)) = 0 para algum j ∈ {1, ..., l − 1}. E

neste caso teremos P jc (w) = 0 implicando assim que 0 /∈ Kn ∩Km, mas 0 ∈ Kn ∩Km. E como L

é connexo e 0 /∈ Kn ∩Km, segue que P lc : Ul −→ Vl tem grau igual a 2, e portanto, l ∈ R(c) e

Kl = L = Kn ∩Km.

Corolário 3.2. Se Pnc e Pmc são renormalizáveis e n|m, então, Kn ⊃ Km.

Demonstração. Com razão, pois se n divide m, então, mmc(n,m) = m. Logo, do teorema 3.5,

decorre que Km = Kn ∩Km e, portanto, Kn ⊃ Km.

3.1 Os pequenos conjuntos de Julia se intersectam em pontos pe-

riódicos.

A combinatória da renormalização é mais simples quando os pequenos conjuntos de Julias são

disjuntos. Vimos que os pequenos conjuntos de Julia de um dado nível de renormalização se tocam

apenas em pontos repulsores. Veremos que os períodos destes pontos de interseção dos pequenos

conjuntos de Julia tendem para o in�nito quando o nível da renormalização tende para o in�nito.

O seguinte resultado é um bom substituto para a disjunção dos pequenos conjuntos de Julia.

Teorema 3.6 (períodos grandes). Dado um período p, existe apenas um número �nito de níveis

em R(c) tais que o pequeno Julia cheio Kn contém um ponto periódico de período p.

O ponto principal na demonstração deste resultado consiste em mostrar que para níveis n ∈ R(c)

arbitrariamente grandes, Kn não contém ponto �xo de Pc.

Para começarmos uma análise dos pontos �xos consideremos o polinômio quadrático Pc com

conjunto de Julia conexo e cujos pontos �xos sejam repulsores.

Na sequência obteremos alguns resultados preliminares que nos permitiram obter o teorema 3.6.

Teorema 3.7. Os raios externos que aterrissam em α são permutados transitivamente por Pc. E

os raios externos que aterrissam em −α separam β do ponto crítico de Pc, isto é, β e 0 pertencem

a componentes diferentes do plano C menos os raios externos que aterrissam em −α.

Demonstração. Pelo teorema 2.10 apenas um número �nito de raios externos aterrissam em α, ponto

�xo repulsor de Pc. Se o raio Rt aterrissa em α, também aterrissa em α o raio externo Pc(Rt) = R2t.

E como Pc é injetora numa vizinhança de α, segue que Pc permuta os raios que aterrissam em α.

Pelo teorema 2.10 os raios que aterrissam em α possuem o mesmo período, e disto decorre que Pc
permuta tais raios de maneira transitiva.

Os raios que aterrissam em α são invariantes para a frente e dividem o plano complexo em q

componentes abertas C1, C2, · · · , Cq, onde q é o número de raios externos que aterrissam em α,

assumamos que a componente Pq contenha o ponto crítico z = 0 e o ponto −α.
As pré-imagens dos raios que aterrissam em α, aterrissam em α e −α dividindo o plano em

2q − 1 componentes abertas Q1, Q2, · · · , Q2q−1. Visto que apenas a peça Cq é subdividida pelos
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raios externos que aterrissam em −α, assumiremos a seguinte indexação para as componentes Qi's:

Qi = Ci, para 1 ≤ i < q (3.13)

e Qq contém o ponto crítico z = 0. (3.14)

Como Pc(Ci) é disjunto de Ci para i < q, segue que β ∈ Cq visto que β é ponto �xo de Pc.

β também não pode estar em Qq, pois como Pc(−α) = Pc(α) = α segue da continuidade de Pc e

conexidade de Qq que Pc(Qq) = Ci para algum i < q. Portanto, β deve estar contido em alguma

das componentes Qi com q < i ≤ 2q − 1.

Teorema 3.8. Se Pnc é renormalizável e n > 1, então o pequeno Julia cheio não contém o ponto

�xo repulsor β de Pc.

Demonstração. Argumentaremos por contradição.

Portanto, suponhamos que β ∈ Kn. Deste modo, Kn(1) = Pc(Kn) também contém β, já que

este é mantido �xado por Pc. Daí, como a interseção entre os Kn's é no máximo um ponto, α /∈ Kn.

Assim, Kn é disjunto dos raios externos que aterrissam em −α, pois se −α ∈ Kn, então, α =

Pc(−α) ∈ Kn(1), e assim teremos α ∈ Kn, pois α é ponto �xo de Pc e Pn−1
c (Kn(1)) = Kn.

Mas pelo teorema anterior os raios que aterrissam em −α separam o ponto crítico 0 do ponto

�xo β, logo, Kn não é conexo, e temos uma contradição.

Teorema 3.9. Suponha Pnc renormalizável para algum n > 1 e α ∈ Kn. Seja ρ o número de

componentes de Kn − {α}. Então,

nρ ≤ q,

em que q é o número de raios externos que aterrissam em α.

Combinando os teoremas 3.8 e 3.9, obtemos:

Corolário 3.3. Para um nível n ∈ R(c) tal que n > q, o pequeno Julia cheio não contém os pontos

�xos de Pc.

Decerto, pois n > q > 2 e assim pelo teorema 3.9 concluímos que β /∈ Kn. E α /∈ Kn, pois caso

contrário teríamos ,pelo teorema 7.11,

nρ ≤ q,

contradizendo, pois, que n > q.

Demonstração do teorema 3.9. Consideremos as q componentes abertas do plano, Ci, determinadas

pelos q raios externos que aterrissam em α. Assumamos que Cq contenha o ponto crítico 0 e que

C1 contenha o valor crítico c. Como Cq contém o ponto −α, substituímos Cq pela componente C ′q
determinada pelos raios que outrora determinavam Cq mais os raios que aterrissam em −α que

são mapeados por f sobre os raios que determinam C1. Assim, pelo teorema 3.7, {C1, C2 · · · , Cq} é
mapeado transitivamente sobre si por Pc. Note que Pc aplica Cq sobre C1 como um recobrimento

crítico de grau 2.

Com isso, uma vez que α separa Kn em ρ componentes, vemos que o mesmo ocorre com Kn(i)

para cada i = 1, · · · , n−1. Portanto, Kn é separado por α em nρ componentes. Não obstante, como
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K(c) é simplesmente conexo e por teorema 6.13-[McM1](princípio de conexidade) ∂Kn(i) ⊂ ∂K(c)

para cada i ∈ 1, · · · , n− 1, cada uma das nρ componentes deKn−α é também uma das componentes

de K − α, logo, pelo teorema 6.6-[McM1], nρ ≤ q.

Prova do teorema 3.6. Dado p ∈ N. Como Pc possue apenas um número �nito de pontos periódicos

com período p, que a saber são os zeros do polinômio P pc (z) − z, é su�ciente mostrar que w, um

ponto p−periódico de Pc, pode estar em apenas um número �nito de pequenos Julia cheios Kn.

Isto é, se w é um ponto periódico de Pc de período p, então w ∈ Kn somente para um número

�nito de níveis n ∈ R(c).

Para tanto, suponhamos que exista a > p pertencente ao R(c) tal que w ∈ Ka. Assim, w =

P pc (w) ∈ Ka(p), mas pelo Teorema 3.3, {w} = Ka ∩Ka(p) e w é ponto �xo repulsor de P ac .

Seja g o polinômio ao qual P ac : Ua −→ Va é hibridamente equivalente(pelo teorema de reti�cação

2.16).

Primeiramente suponhamos que w corresponda ao ponto �xo β de g.

Veremos que w /∈ Kb caso b > a.

O teorema da menor renormalização comum nos garante que P dc é renormalizável eKc = Ka∩Kb

onde d = m.m.c.(a, b).

Desta maneira, a renormalização de P dc nos dá uma renormalização de g
d
a via a conjugação

híbrida entre P ac e g. Sendo d
a > 1 segue do teorema 3.8 que β não pertence ao Julia cheio de g

d
a .

Assim, w /∈ Kc e, portanto, w /∈ Kb, já que w ∈ Ka e Kd = Ka ∩Kb.

Agora vejamos o caso em que w corresponde ao α, ponto �xo de g.

Seja q o número de raios externos que aterrissam em α. Segue do corolário 3.3 que α pertence

a nenhum Julia cheio de renormalizações de g cujo nível é superior a q. O que implica que w /∈ Kb

para b > aq̇, pois caso contrário, como P dc com d = m.m.c.(a, b) é renormalizável, obteríamos como

acima, uma renormalização de g
c
a , em que d

a > q tal que α ∈ K(g
d
a ). Uma contradição.

Portanto, temos o teorema demonstrado.

3.2 Renormalização Simples

A renormalização simples terá um papel fundamental no que se segue.

De�nição 3.2. Considere Pc e n ∈ R(c). Para 1 ≤ i ≤ n, Pnc : Un(i) −→ Vn(i) é uma aplicação

do tipo polinomial hibridamente equivalente a um polinômio quadrático gi com conjunto de Julia

conexo. Os pontos �xos de gi serão denotados por α e β, onde β corresponde ao ponto �xo no qual

aterrissa o raio externo de ângulo 0. Denotaremos por αn(i) e βn(i) os pontos �xos correspondentes

de Pnc em Kn(i).

Pelo Teorema 3.3 se dois pequenos Julia cheios se tocam, então, tal interseção é apenas um

ponto periódico repulsor de Pc. Com isso, se Kn(i) ∩Kn(j) = {p} para i 6= j, então, p = αn(i) ou

p = βn(i).

Teorema 3.10 (mesmo tipo de renormalização). Todas as interseções entre os pequenos conjuntos

de Julia de um mesmo nível ocorrem em um mesmo tipo de ponto �xo da renormalização. Isto é,

nunca ocorre a situação na qual Kn(i) ∩Kn(j) = {αn(i)} Kn(i′) ∩Kn(j′) = {βn(i′)}.
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Demonstração. Temos Pc(αn(i)) = αn(i + 1) e Pc(βn(i)) = βn(i + 1), onde n + 1 é equivalente

ao 1, já que, para 1 ≤ i < n, Pc nos dá uma conjugação conforme entre Pnc : Un(i) −→ Vn(i) e

Pnc : Un(i + 1) −→ Vn(i+ 1). E para i = n segue a igualdade devido αn(i) e βn(i) serem pontos

�xos de Pnc , pois assim temos

Pc(αn(n)) = Pc(P
n−1
c (αn(1))) = Pnc (αn(1)) = αn(1)

Buscaremos obter uma contradição ao assumir que dois pequenos Julias cheios se intersectam

em um ponto αn(j) e outros dois que se intersectam em um ponto βn(k), todos de um mesmo nível.

Mas como Pc permuta ciclicamente os conjuntos Kn(i)′s e os pontos αn(i) e βn(i),então cada

ponto αn(i) e βn(i) pertence a pelo dois pequenos Julia cheios.

Concideremos então o grafo obtido a partir das interseções entre os pequenos Julia cheios nos

pontos αn(i)′s e βn(i)′s. Isto é, formemos o grafo Λ cujos vértices são os pontos αn(i)′s e βn(i)′s

que são ligados por uma aresta apenas se pertence a um mesmo pequeno Julia.

Como Λ contém mais arestas do que vértices, já que cada vértice pertence a pelo menos duas

arestas, segue que Λ contém pelo menos um cíclo 〈Kn(i1),Kn(i2), · · ·Kn(ik)〉 com k > 1 pois

αn(i) 6= βn(i). Então, L = Kn(i1) ∪Kn(i2) ∪ · · · ∪Kn(ik) é conexo pois os conjutos adjacentes na

união são conexos e se intersectam.

Mas L∩Kn(i1) = {αn(1), βn(1)} o que contradiz o teorema 6.13-[McM1](pricípio de conexidade)

que nos garante que L ∩Kn(i1) é conexo.

3.3 Tipos de Renormalizações

Um nível de renormalização n ∈ R(c) de Pc pode ser classi�cada da seguinte maneira:

1. tipo α, se algum par de pequenos conjuntos de Julia (Pnc , Un, Vn) tem como interseção o

ponto �xo α da renormalização;

2. tipo β, se algum par de pequenos conjuntos de Julia (Pnc , Un, Vn) tem como interseção o

ponto �xo β da renormalização;

3. tipo disjunto, se todos os pequenos conjuntos de Julia (Pnc , Un, Vn) são disjuntos.

Repare que o teorema 3.10 nos garante que tal classi�cação esta bem posta. Mais ainda, como

o Julia cheio é o mesmo para um nível �xado independendo da renormalização (Pnc , Un, Vn).

De�nição 3.3. Diremos que uma renormalização é simples se for do tipo β ou disjunto. E a

chamaremos de cruzada caso contrário, isto é, se for do tipo α.

Consideremos a seguinte notação

SR(c) := {n ∈ R(c); (Pnc , Un, Vn) é simples} (3.15)

Teorema 3.11. Se m ∈ R(c) e n ∈ SR(c), então m divide n ou n divide m.

Demonstração. Seja d o máximo divisor comum entre m e n. Se d = min{m,n}, então, m|n ou

n|m.
Caso d seja menor do que m e n, teremos Km(d) 6= Km e Kn(d) 6= Kn.
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Como Km ∩ Kn 6= ø, já que 0 ∈ Km e 0 ∈ Kn, P ic(Km) e P ic(Kn) também se intersectam

para qualquer i > 0. Em particular, Km(d) ∩Kd 6= ø. As sequências de conjuntos {P ic(Km)}i∈N e

{P ic(Kn)}i∈N são periódicas com períodos, m e n, respectivamente, já que permuta ciclicamente o

conjunto {Kn,Kn(1), · · · ,Kn(n− 1)} para cada nível n ∈ R(c). Da teoria elementar dos números,

sabemos que existe (k, l) ∈ Z× Z tal que k ·m + l · n = d, ou seja, existe um múltiplo de n que é

congruente ao d módulo m, e vice-versa, existe um múltiplo de m que é congruente ao d módulo n.

Isto implica que Kn intersecta Km(d) e Km intersecta Kn(d).

L := Kn∪Kn(d)∪Km(d) é um fechado conexo contido emK(c). O teorema 6.13[McM1](princípio

de conexidade) nos garante que Km ∩ L é conexo. Visto que Km(d) ∩Km é no máximo um ponto,

concluímos que (Kn∪Kn(d))∩Km, pois caso contrário, como (Kn∩Kn(d))∩Km é fechado, assim o

são os subconjuntos A,B ⊂ (Kn ∩Kn) ∩Km disjuntos tais A∪B = (Kn ∩Kn(d))∩Km. Portanto,

A e B estão a uma distância positiva, o que implica que Km ∩ L não pode ser conexo. Como

tanto Kn quanto Kn(d) tem interseção não vazia com Km, deve-se ter Km ∩Kn ∩Kn(d) 6= ø, pois

caso contrário contradiremos novamente a conexidade de Km ∩ L, já que teríamos Kn disjunto de

Km ∩Kn 6= ø.

Mas, como n ∈ SR(c), Kn e Kn(d) se intersectam no ponto �xo β de Pnc , e assim, β ∈ Km ∩Kn.

O teorema 3.5 nos assegura que P kc é renormalizável em que k é o menor múltiplo comum de

m e n, com Kk = Km ∩Kn. Mas deste modo, se Px é o polinômio quadrático ao qual (Pnc , Un, Vn)

é hibridamente equivalente, via o teorema de reti�cação 2.17 obteremos uma renormalização para

Px. Pela conjugação quaseconforme ente (Pnc , Un, Vn) e Px obtemos uma renormalização para P k/nx

cujo conjunto de Julia contém o ponto �xo β de Px, o que contradiz o teorema 3.8.

Corolário 3.4. O conjunto SR(c) é totalmente ordenado pela relação de divisibilidade.

Com o corolário 3.2 temos

Corolário 3.5. Os conjuntos Kn formam uma sequência decrescente quando n cresce através dos

níveis em SR(c). Consequentemente, para cada par de níveis a e b em SR(c) com a < b, cada

pequeno Julia do nível b estará contido em algum pequeno Julia do nível a. tem-se o mesmo para os

pequenos conjuntos pós-críticos.

O seguinte teorema será útil para a construção de renormalizações simples.

Teorema 3.12. Suponhamos P ac simplesmente renormalizável e seja Px o polinômio ao qual (P ac , Ua, Va)

é hibridamente equivalente. Se P bx é renormalizável, então, assim o é a aplicação P a·bc .

Demonstração. Seja Ψ : Wc −→ Wx a aplicação quaseconforme que nos atesta que (P ac , Ua, Va)

e Px são hibridamente equivalente. Trocando-se Vb por sua pré-imagens por algum iterado de P bc ,

podemos assumir que Ub ⊂ Vb ⊂Wx. E desta forma, (P a·bc , Ua·b, Va·b), com Ua·b := Ψ−1(Ub) e Va·b :=

Ψ−1(Vb) nos dará uma renormalização de P a·bc , pois Ψ é um homeomor�smo e P a·bc = Ψ ◦P bx ◦Ψ−1,

assim, P a·bc : Ua·b −→ Va·b é própria e de grau igual a 2 com Ua·b compactamente contido em Va·b.

Destarte, nos resta veri�car se a · b ∈ SR(c). Vejamos isto.

Se b = 1, (P a·bc ,Ψ−1(Ub),Ψ
−1(Vb)) será uma renormalização de P ac , logo é simples.

Se b > 1, como K(P bx) ⊂ K(Px) e Ψ−1(K(Px)) = Ka := K((P ac , Ua, Va)), temos Ka·b ⊂ Ka(ou

mesmo pelo corolário 3.2). Temos ainda, Ka·b(i) ⊂ Ka(i
′).

Suponhamos, portanto, que Ka·b(i)∩Ka·b(j) = {z0}. Deste modo, Ka·b(i) ⊂ Ka(i
′) e Ka·b(j) ⊂

Ka(j
′) para algum par de índices i′ e j′ em {1, 2, · · · , a}. Já que P ac é simplesmente renormalizável,
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se i′ 6= j′, então z0 será o ponto �xo β de Ka(i
′), isto é, é o ponto �xo β da aplicação do tipo

quadrático (P ac , Ua(i
′), Va(i

′)). Mas assim, Ka·b(i) contém o ponto �xo β de Ka(i
′), o que contradiz

o teorema 3.8 já que pelo teorema 3.2 (P ac , Ua(i
′), Va(i

′)) é conformemente conjugada (P ac , Ua, Va).

Ka(i
′)

Pa−i
′

c−−−−→ Ka
Ψ−−−−→ K(x)

Pa·bc

y Pac

y P bx

y
Ka(i

′)
Pa−i

′
c−−−−→ Ka

Ψ−−−−→ K(x)

Portanto, i′ = j′, e desde que Pc : Ka(i) −→ Ka(i+ 1) é injetora para i ∈ {1, · · · , a − 1} e
P ac : Ka −→ Ka é topologicamente conjugada à Px : K(x) −→ K(x). Note que Φ := Ψ◦Pn−i′c aplica

Ka·b(i) em uma outra componenteKb(l). Como Φ conjuga topologicamente Pc : Ka(i) −→ Ka(i+ 1)

à Px : K(x) −→ K(x) não podemos ter Ka·b(i) − Ka·b(j) desconexo, pois se assim o tivermos

contrariamos que P bx é simplesmente renormalizável.

3.3.1 Multiplicidade e Rami�cação

Se Pc é renormalizável, a multiplicidade mn de um nível de renormalização n ∈ SR(c) é, por

de�nição, o número dos pequenos conjuntos de Julia cheios do nível n que intersectam Kn, incluindo

o próprio Kn na contagem. Note que a multiplicidade será igual a 1 se, e somente se, o nível de

renormalização é do tipo disjunto, e que mn é igual ao número dos pequenos conjuntos de Julia em

cada componente de Kn.

A rami�cação ρn de um nível de renormalização n ∈ SR(c) é, por de�nição, o número de

componentes do conjunto Kn −
⋃
i 6=nKn(i). ρn é igual ao número de componentes de Kn(j) −⋃

i 6=jKn(i) para qualquer j ∈ {1, 2, · · · , n}. ρn = 1 se, e somente se, a renormalização é do tipo

simples. Decerto, pois Kn ∩
⋃
i 6=nKn(i) é igual ao {αn(n)}, ao {βn(n)} ou ø conforme o tipo do

nível de renormalização seja α, β ou disjunto. Mas para o tipo α, sendo αn(n) repulsor, teremos ρn
igual ao número de componentes de Kn − αn(n) que é maor do 1.

3.4 Polinômios in�nitamente renormalizáveis

O conjunto dos parâmetros c ∈ M para os quais Pc é in�nitamente renormalizável aparenta

ser bastante magro. No entanto, estas aplicações são de central interesse, tanto pelas proprieda-

des geométricas de seus conjuntos de Julia[Mil2][McM2] quanto ao fato de ainda não serem bem

compreendidas. Por exemplo, os polinômios quadráticos in�nitamente renormalizáveis são os únicos

para os quais a conjectura sobre os campos de linhas invariantes permanece.

Fazendo-se uso do quebra-cabeça de Yoccoz mais os resultados das seções anteriores mostraremos

a seguir que um polinômio in�nitamente renormalizável Pc admite uma in�nidade de níveis para

os quais a renormalização é simples. Encerraremos esta seção revisando alguns resultados devidos a

Yoccoz, Lyubich e Shishikura sobre campos de linhas invariantes e polinômios quadráticos que são

no máximo �nitamente renormalizáveis.

De�nição 3.4. Dizemos que Pc é in�nitamente renormalizável se R(c) é in�nito.

Teorema 3.13. Suponhamos Pc in�nitamente renormalizável. Então:

1. Toda órbita periódica de Pc é repulsora;
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2. O interior de K(c) é vazio(i.e.,K(c) = J(c));

3.
⋂
R(c) Jn não contém pontos periódicos;

4. O conjunto pós-crítico �nito, P(c) ∩ C, não contém pontos periódicos;

5. Para qualquer n ∈ R(c), Pn(i) e Jn(j) são disjuntos se i 6= j.

Demonstração. Vimos no corolário 3.1 que se Pnc é renormalizável, então, qualquer ponto periódico

de Pc com período menor do n é repulsor. Logo, se Pc é in�nitamente renormalizável teremos que

qualquer órbita periódica de Pc é repulsora.

Devido ao teorema de Sullivan de classi�cação das componentes de Fatou e o fato de que

polinômios não possuem anel de Hermann, a existência de um aberto contido no Julia cheio de Pc
implica a existência de um cíclo atrator, parabólico ou irracionalmente indiferente, o que não ocorre

devido ao item 1 provado acima. Com isso, temos K(c) = J(c).

Do teorema 3.6 sabemos que �xado um período p ∈ N, existe possivelmente um número �nito

de níveis n ∈ R(c) para os quais Kn contém um ponto periódico de período igual a p, em particular,

para os quais Jn contém a órbita positiva de um ponto periódico de período p. Assim, se x é um

ponto periódico de Pc a órbita de x intersecta Jn apenas para um número �nito de níveis, logo é

disjunto de Jn para todo n su�cientemerte grande e, por conseguinte, n ∈ R(c)Jn. Portanto,
⋂

R(c)

não contém nenhum ponto periódico.

Visto que P(c)∩C ⊂ Jn para todo n, segue do que vimos logo acima que P(c)∩C também não

contém ponto periódico de Pc.

Temos, Pn(i) ⊂ Kn(i), mas pelo item 1, Kn(i) = Jn(i). Todavia, do teorema 3.3, sabemos que

se Kn(i) e Kn(j) se intersectam, então, tal interseção é um único ponto periódico de Pc. Desde que

P(c) ∩ C não contém ponto periódico, deve-se ter Pn(i) ∩ Pn(j) = ø para i 6= j.

Como no caso in�nitamente renormalizável, Kn = Jn para qualquer n ∈ R(c) e , portanto,

Kn(i) = Jn(i) e Kn = Jn para qualquer n ∈ R(c), faremos uso apenas da notação com a letra J

para nos referirmos tanto ao Julia cheio quanto ao Julia.

De�nição 3.5. Uma aplicação racional será ergódica se para qualquer subconjunto mensurável

A ⊂ Ĉ para o qual (Pc)
−1(A) = A, então A tem medida(de Lebesgue) zero ou medida total.

Teorema 3.14 (dinâmica ergódica ou atratora). Se R é uma aplicação racional com grau maior

do que 1, então, R satisfaz uma das seguintes opções:

1. o conjunto de Julia é toda a esfera de Riemann e a ação de R em Ĉ é ergódica; ou

2. d(Rn(x),P(R))→∞ para quase todo ponto x no conjunto de Julia de R, quando n→∞, em

que P(R) é o conjunto pós-crítico de R e d e distância esférica.

Consulte [Mil1] para uma detalhada de�nição do conjunto de Julia e o conjunto pós-crítico de R.

Como consequência deste teorema temos o seguinte resultado:

Teorema 3.15 (Pequenos Julia atratores). Suponhamos Pc in�tamente renormalizável. Então, para

qualquer n ∈ R(c) e para quase todo ponto x ∈ J(c), a órbita positiva de x por Pc entra no conjuto

de Julia do nível n, Jn.
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Demonstração. Como o Julia não é toda a esfera de Riemann decorre do teorema 3.14 que d(Pnc (x),P(c))→
0 quando n→∞, para quase todo ponto x em J(c).

Em cada nível n ∈ R(c), P(c) é particionado em n peças compactas, Pn(1), Pn(2), · · · , Pn(n),

que são permutadas ciclicamente por Pc. Assim, se x �ca arbitrariamente próximo de P(c) por

iterados de Pc, �cará também arbitrariamente próximo de cada peça Pn(i) de P(c) ∩ C.
Deste modo, para todo k su�cientemente grande para os quais tenhamos P kc (x) muito próximo

de Pn(n), teremos também P k+n(x) muito próximo de Pn. Logo, d(P k+nj
c (x), Pn(n)) → 0 quando

j →∞, se �xamos um k como acima.

Mas, visto que Pn(n) é um subconjunto compacto de Un, para j grande o su�ciente o ponto

y = P k+nj
c (x) não escapa de Un, o que implica que y ∈ Kn = Jn ⊂ Jn. E temos o resultado

esperado.

3.4.1 A tabela crítica

Considere Pc com c ∈M cujos pontos �xos são repulsores e a órbita do ponto crítico seja disjunta

do ponto �xo α. Se um ponto z ∈ K(c) tem sua órbita positiva disjunta do ponto �xo repulsor α,

então, existe uma única sequência de peças do quera-cabeça de Yoccoz de Pc, Y0(z) ⊃ Y1(z) · · · ⊃
Yn(z) ⊃ · · · .

A tabela associada a z é uma ferramenta combinatória introduzida por Bodil Branner e J. H.

Hubbard que nos permite representar gra�camente a dinâmica da órbita de z em relação a partição

de K(c) dada pelo quebra-cabeça de Yoccoz.

De�nição 3.6. Jα(c) := {z ∈ J(c);∃n ∈ N tal que Pnc (z) = α}

De�nição 3.7 (Nível semicrítico). Dado z ∈ K(c)− Jα(c), seja {Yd(z)}d≥0 a sequência de peças

do quebra-cabeça que contém o ponto z. O nível semicrítico S(z) de z é o maior inteiro d ≥ 0 tal que

Yd(z) = Yd(0). Caso Yd(z) = Yd(0) para todo nível d ≥ 0, de�nimos S(z) :=∞ e caso Pd(z) 6= Pd(0)

para todo d ≥ 0, de�nimos S(z) = 1. Assim, S(z) será grande quando z estiver próximo de z = 0.

Para cada ponto z ∈ K(c) podemos considerar a sequência de números inteiros {S(Pnc (z)}n≥0.

Esta sequência possui interressantes proprieddes.

De�nição 3.8 (A tabela). A tabela T (c, z) associada a um ponto z ∈ K(c)− Jα(c) é uma matriz

N×N na qual a j-ésima coluna está associada ao ponto zj := P jc (z) e a i-ésima linha está associada

ao i-ésimo nível do quebra-cabeça de Yoccoz de modo que:

1. na j-ésima coluna é traçada uma linha vertical que vai do nível 0, isto é, da linha 0 até o

nível S(zj)− 1;

2. e no nível S(zj) é traçada duas linhas verticais na j-ésima coluna,

3. e do nível S(zj) + 1 em diante é deixado em branco na j-ésima coluna.

Note que, em uma j-ésima coluna, um segmento de linha vertical duplo ou não em uma i-ésima

linha da tabela indica que a peça do nível j de quebra-cabeça que contém o ponto zj = P jc (z) é

igual a peça crítica do nível i, isto é, Yi(zj) = Yi(0). Uma linha vertical longa indica que o ponto z

está próximo do ponto crítico.
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Figura 3.1: Tabela(tirada de [Mil2])

Uma diagonal de comprimento m é uma diagonal traçada na tabela da esquerda para à direita

e a partir de um nível d ≥ m até o nível d+ 1−m. Uma diagonal de comprimento m corresponde

à aplicação Pm−1
c que envia a peça Yd(zj) sobre a peça Yd+1−m(zj+m).

Têm-se bastante interesse na tabela associada à órbita critica de Pc.

De�nição 3.9 (Tabela crítica). A tabela crítica de um polinômio Pc, denotada por TC(c), é a

tabela associada à sua órbita crítica {Pnc (0);n ≥ 0}.

De�nição 3.10 (período de TC(c)). TC(c) será periódica se existe j ≥ 0 tal que Yd(P
j
c (0)) = Yd(0)

para todo nível d ≥ 0. O menor j satisfazendo isto será, por de�nição, o período da tabela crítica

de Pc. Se TC(c) não for periódica de�nimos o seu período como sendo in�nito.

Temos uma de�nição de período para a renormalização também:

De�nição 3.11. Se SR(c) 6= ø, o período de renormalização de Pc será o menor nível n em SR(c).

Se SR(c) = ø de�nimos o período de renormalização de Pc como sendo in�nito.

Para mais informações sobre esta ferramenta consulte: [Mil2],[BrH], [J],[TY].

É um princípio geral em dinâmica holomorfa que o comportamento geral de um sistema dinâmico

seja induzido pelo comportamento da órbita crítica. Por exemplo, o período da renormalização tem

uma relação imediata com o tempo de retorno do ponto crítico à peça central:

Teorema 3.16. Considere Pc com c ∈ M cujos pontos �xos são repulsores e a órbita do ponto

crítico seja disjunta do ponto �xo α. Então, o período da tabela crítica TC(c) é igual ao período de

renormalização de Pc.

O seguinte teorema decorre de uma aplicação combinatória do quebra-cabeça de Yoccoz. Ele

quem nos permitirá garantir que um polinômio quadrático in�nitamente renormalizável admite uma

in�nidade de níveis de renormalizações simples. Consulte sua prova em [McM1].
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Teorema 3.17. Consideremos Pc com c ∈ M, e sejam E1, E2, · · · , En subconjuntos conéxos e

fechados do Julia cheio K(c) de Pc.

Se 0 ∈ En, P (En) ⊂ E1 e P (Ei) ⊂ Ei+1 para i ∈ {1, 2, · · · , n − 1}, então, Pnc é simplesmente

renormalizável.

Teorema 3.18. Se Pc é in�nitamente renormalizável, então, Pc é simplesmente renormalizável

para in�nitos níveis n ∈ R(c), isto é, |SR(c)| =∞.

Demonstração. Para cada nível n ∈ SR(c) de�nimos kn como o número de componentes do Julia

cheio do nível n, Kn. Deste modo, n = kn · mn. Lembre-se que mn é multiplicidade do nível

n(consulte a subseção 3.3.1).

A�rmação 3.2. kn →∞ quando n→∞.

prova da a�rmação 3.2. Dado n ∈ N, se a renormalização de Pnc for do tipo disjunto, então, kn = n.

Caso contrário, consideremos o ponto z0 onde os pequenos Julias cheios Kn(i) de uma componente

de Kn se intersectam. Do teorema 3.3, z0 é um ponto periódico repulsor de Pc. Assim, kn é igual ao

período de z0. Mas, o teorema 3.6 que o período de z0 tende para o in�nito. E, portanto, kn →∞
quando n→∞.

Desta maneira, se provarmos que para cada kn, P knc é simplesmente renormalizável teremos o

que queremos.

Decerto isto ocorre.

Tomemos os conjuntos Ei do teorema 3.17 como sendo as componentes de Kkn de modo que 0 ∈
Ekn e Pc(Ei) = Ei+1. Com as hipótese do teorema 3.17 e dele concluímos que P knc é simplesmente

renormalizável.

3.5 Medida e conectividade local

Teorema 3.19 (Yoccoz). Seja Pc tal que

1. J(c) é conexo;

2. Pc não tem cíclo indiferente;

3. Pc não é in�nitamente renormalizável.

Então, J(c) é localmente conexo.

Se, além do mais, Pc não possui nenhum cíclo atrator, então, c ∈ ∂M e ∂M é localmente conexo

em c.

Como consequência imediata do teorema acima temos:

Corolário 3.6. Se J(c) suporta um campo de linhas invariante, então, Pc é simplesmente renor-

malizável para uma in�nidade de níveis n ∈ R(c). Em particular, Pc é in�nitamente renormálivel.

Teorema 3.20. Se os dois pontos �xos de Pc são repulsores, então, ou J(c) tem área zero ou Pnc
é renormalizável para algum n > 1.
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Capítulo 4

Robustez

Neste capítulo intruduziremos a noção de robustez de polinômios quadráticos devida à McMul-

len, bem como os resultados necessários para a prova do Teorema de Rigidez. A robustez tem um

caráter geométrico e para de�ni-la se faz necessário apresentarmos algumas de�nições e resultados

geométricos.

Destarte, começaremos de�nindo um conjunto natural de geodésicas simples e disjuntas na

superfície de Riemann hiperbólica Ĉ − P(c). Os discos topológicos limitados por tais geodésicas

cumprirão o papel dos intervalos básicos na construção do conjunto de Cantor. Diremos que um

polinômio quadrático in�nitamente renormalizável é robusto quando aquelas geodésicas tiverem

comprimento limitado para uma quantidade in�nita de níveis, com isso, mostraremos que o conjunto

pós-crítico é um conjunto de Cantor com área zero e daremos à sua dinâmica um modelo topológico.

Estamos considerando apenas polinômios Pc cuja |P(c)| = ∞. Portanto, Ĉ − P(c) admite uma

estrutura de superfície de Riemann hiperbólica(vide-lema 2.5-[Mil1]).

Assim, pelo Teorema 3.18 sabemos que |SR(c)| =∞.

De�nição 4.1 (Laços simples em torno do conjunto pós-crítico). Para cada nível n ∈ SR∗(c), γn(i)

denotará o representante geodésico na superfície hiperbólica Ĉ − P(c) da classe de homotopia livre

das curvas simples que separam o Julia Jn(i) do resto do conjunto pós-crítico, isto é, de P(c)−Jn(i).

A existência de tais curvas separando o pequeno Julia Jn(i) do resto do conjunto pós-crítico

P(c)−Jn(i) decorre do Teorema 3.13 que nos garante que Pn(j) e Jn(i) são disjuntos se j 6= i. O fato

de n > 1 nos garante via o Teorema 2.22 a existência da geodésica γn(i), já que um representante

da classe de homotopia livre das curvas simples que separam Jn(i) de P(c) − Jn(i) não poderá

ser homotopicamente trivial nem periférico. E por �m, observamos que a unicidade das classes de

homotopias livres decorem da conexidade de Jn(i), pois se Jn(i) não for conexo não é difícil exibir

duas curvas que separam Jn(i) de P(c)− Jn(i) sem serem homotópicas. Denotaremos, γn := γn(n).

Do Teorema 2.23 segue que as geodésicas γn(i) são simples.

Teorema 4.1. As geodésicas Γ := {γn(i);n ∈ RS∗(Pc) e 1 ≤ i ≤ n} são disjuntas.

Demonstração. Consideremos duas geodésicas γm(i) e γn(j). Podemos tomar representantes para

as classes de homotopia livre de γm(i) e γm(i) em Ĉ − P(c) arbitrariamente próximas de Jm(i) e

Jn(j). Se os pequenos Jm(i) e Jn(j) são disjuntos, então, podemos escolher estes representantes de

modo que sejam disjuntos, e desta maneira, pelo Teorema 2.23, γm(i) e γn(j) são disjuntos.

47
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Suponhamos agora que Jm(i) e Jn(j) não sejam disjuntos. Se m = n, então, pelo Teorema

3.3, Jm(i) ∩ Jn(j) = {z0} com z0 ponto periódico repulsor de Pc, que pelo Teorema (8.1-McM)

não pertence ao conjunto pós-crítico. Já que a renormalização é simples, z0 não disconecta Jm(i)

ou Jm(j). Neste caso, como cada Pm(i) é compacto, existe ε > 0 tal que B(z0, ε) ∩ Pm(i) =

ø e B(z0, ε) ∩ Pm(j) = ø. Desta forma, conseguimos separar Jm(i, z0, ε) = Jm(i) − B(z0, ε) de

P(c)−Jm(i, z0, ε) e Jm(j, z0, ε) = Jm(j)−B(z0, ε) de P(c)−Jm(j, z0, ε) por curvas simples disjuntas,

logo γm(i) e γn(j) são disjuntas.

Por �m, se m < n, então, pelo colorário temos Jn(j) ⊂ Jm(k) para algum k ∈ {1, 2, · · · ,m}.
Como as geodésicas γm(i) são fronteiras de discos disjuntos, se k 6= i temos γn(j) ⊂ Ỹm(i) é

disjunta de γm(k) = ∂Ỹm(k), em que Ỹa(b) é o interior de γa(b) em C.
Se k = i, teremos de garantir que γn(j) ∩ γm(k = i) = ø, já que γn(j) ⊂ Ỹm(i). O que é

equivalente a mostrarmos que existe um ponto de P(c) em Pm(i) − Pn(j) já que o representante

de cada classe de homotopia livre das curvas γa(b) é único. Decerto isto ocorre, pois sendo m < n

temos Pn(j) 6= Pn(j +m) ⊂ Pm(i) e da de�nição de γn(i) temos Pn(j+m) ⊂ Ỹm(i)− Ỹn(j), assim,

Pn(j +m) ⊂ Pm(i)− Pn(j) e temos o que queríamos.

Teorema 4.2 (Sistema de curvas invariantes). Dado n ∈ RS∗(Pc). Para i 6= 1, (Pc)
−1(γn(i)) tem

uma componente α que é isotópica à γn(i − 1) em Ĉ − P(c) e cobre γn(i) com grau 1. A outra

componente β de (Pc)
−1(γn(i)) é a fronteira de um disco disjunto do conjunto pós-crítico.

E (Pc)
−1(γn(i)) = α é uma curva isotópica à γn e recobre γn(1) com grau 2.

Demonstração. Para i 6= 1, Jn(i) não contém o valor crítico Pc(0) e assim a pré-imagem de γn(1)

por Pc é composta de duas componentes, uma destas é a componente α que é a fronteira de um

disco que contém Jn(i− 1), enquanto a outra componente β é a fronteira de um disco que contém

J ′n(i− 1), o pequeno conjunto de Julia companheiro de Jn(i− 1).

α separa Jn(i − 1) de P(c) − Jn(i− 1), pois caso contrário teremos p ∈ Pn(j) na compo-

nente de (Ĉ − P(c)) − α que contém Jn(i − 1) − Pn(i− 1) para algum j 6= i− 1, já que P(Pc) ∩
{∞} =

⋃n
j=1 Pn(j). O que contradiz que γn(i) separa Jn(i) de P(Pc) − Jn(i), pois Pc(p) ∈

Ỹn(i) ∩ Pn(j + 1 6= i). Portanto, α é isotópica à γn(i− 1). E como J ′n(i) está contido em Ĉ− P(c),

temos B ∩P(c) = ø, pois, cada J ′n(i) é disjunto de
⋃n
k=1 Jn(k) = P(c). Portanto, β é a fronteira de

um disco em Ĉ− P(c).

Quando i = 1, Jn(1) contém o valor crítico Pc(0). E desta forma, P−1
c (γn(1)) = α separa Jn

de P(c) − Jn pela razão exibida acima e, portanto, γn(1) é isotópica à γn, e neste caso α é um

recobrimento duplo de γn(1) por Pc.

Teorema 4.3. Fixado um nível de renormalização simples n > 1, os comprimentos das geodésicas

γn(1); 1 ≤ i ≤ n, são comparáveis, e temos

1

2
l(γn) ≤ l(γn(1)) ≤ · · · ≤ γn(n− 1) ≤ l(γn) (4.1)

Demonstração. Consideremos o conjunto Q := P−1
c (P(c)).

Pelo Teorema da Função Inversa Pc : Ĉ − Q −→ Ĉ− P(c) é um homeomor�smo local, sendo

assim, uma aplicação de recobrimento, que por sua vez, via teorema de Pick(2.11−[McM1]), implica
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que Pc é uma isometria local com respeito a metrica hiperbólicas em Ĉ−Q e Ĉ− P(c). Lembre-se

que |P(c)| > +∞.
Também por Pick a inclusão i : Ĉ−Q ↪→ Ĉ− P(c) decresce estritamente a distância hiperbólica.

Lembre-se, P−1
c (γn(i)), para 1 ≤ i ≤ n tem uma componente α≈isotγn(i−1)(teorema anterior).

l(γn(i− 1)) ≤ l(α) (pois α é o representante geodésico de [α];)

≤ lĈ−Q(α) (pois i é contração;)

= l(γn(i)) (Pc(α) = γn(i) e Pc isometria local 1− 1.)

Por �m, P−1
c (γn(1)) = α é isotópico à γn e recobre γn(1) com grau dois, e disto resulta,

l(γn) ≤ l(α) ≤ lĈ−Q(α) = 2l(γn(1))

4.0.1 Área do conjunto pós-crítico

De�nição 4.2. Um polinômio quadrático in�nitamente renormalizável Pc será chamado robusto

se

lim inf
SR∗

lH(γn) <∞, (4.2)

no qual l(·) denota o comprimento hiperbólico em Ĉ− P(c).

A robustez, como já mencionado, é uma propriedade do conjunto pós-crítico. Destarte, com

relação à robustez, os pequenos conjuntos de Julia desempenham um papel apenas combinatório

quanto a escolha das curvas simples γn(i).

O seguinte teorema decorrerá da aplicação do teorema da vizinhaça colar 2.24.

Teorema 4.4 (conjunto pós-crítico com medida zero). Suponhamos Pc robusto. Então,

1 o conjunto pós-crítico P(c) é um conjunto de Cantor com medida zero;

2 quando n→ +∞ em SR∗(c);

3 Pc : P(c) −→ P(c) é um homeomor�smo topologicamente conjugado à aplicação

σ : x 7→ x+ 1 (4.3)

agindo no grupo pro�nito

Λ := proj lim
n∈SR(c)

Z/n (4.4)

Demonstração. Enumeremos SR∗(c) = {n(1), n(2), · · · } com n(k) < n(k + 1).

Para cada k ∈ N e i = 1, · · · , n(k), consideremos as vizinhanças colares Ak(i) := C(γk(i)) em

torna das geodésicas γn(i) na superfície hiperbólica Ĉ− P(c).

Pelo teorema 2.24, as vizinhanças colares são disjuntas; e Ak(i) separa o pequeno conjunto

pós-crítico Pn(k)(i) de P(c)− Pn(k)(i), pois o teorema nos garante Ak(i) ↪→ Ĉ− P(c) e γn(k)(i).
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De�nimos Ek para cada k ∈ N como sendo a união das vizinhanças colares do nível n(k), isto

é, Ek =
⋃n(k)
i=1 Ak(i).

Pelo corolário 3.5 o pequeno conjunto pós-crítico Pn(k+1)(i) está contido em algum Pn(k)(j).

Como, pelo teorema da vizinhança colar, os anéis que compõe Ek+1 são disjuntos dos anéis em Ek,

decorre que cada componente An(k+1)(i) �ca contida na componente de (Ĉ− P(c))− An(k)(j) que

não contém∞, para algum j ∈ {1, · · · , n(k)}. E desde que para cada n(k) ∈ RS∗, P(c) =
⋃n(k)
i=1 P(i),

então para cada p ∈ P(c) existe uma sequência {in(k)} de números naturais tal que p ∈ Pn(k)(in(k)),

para a qual in(k) ∈ SR∗(c). Desta forma, temos p ∈ Din(k) para cada in(k), em que Din(k) é a

componente Ĉ−An(k)(i) que não contém ∞.

Por ser Pc ser robusto, lim infn∈SR∗(c) l(γn) < ∞. Do teorema 4.3 sabemos que o comprimen-

tos hiperbólico das geodésicas γn(k)(i) são limitados superiormente pelo comprimento hiperrbó-

lico da geódesica γn(k), para n(k) ∈ SR∗(c) �xado. Desta maneira, obtemos a partir do teorema

2.19−[McM1] concluímos que para um ponto arbitrário p ∈ P(c) a série
∑∞

k=1 mod (Din(k)) di-

verge, pois existe subsequência {l(γn(kj))} de {l(γn(k))} tal que γn(kj) < L, para algum L ∈ (0,+∞),

e disto decorre

∞∑
k=1

mod (Din(k)) ≥
∞∑
j=1

mod (Din(kj)
) (4.5)

≥
∞∑
j=1

M(L)

2
=∞ (4.6)

Por conseguinte, o teorema 2.16−[McM1] implica que D =
⋂
k≥1Dk é totalmente disconexo e

tem medida de Lebesgue nula. Temos também D = P(c), pois P(c) ⊂ Dk para cada k ∈ N, isto é,

P(c) ⊂
⋃
k≥1Dk, e por outro lado, se x ∈

⋂
k≥1Dk, então, x =

⋂
j≥1Dkj , mas p =

⋂
k≥1 Pn(k)(ikj ) ⊂⋂

k≥1Dk e, portanto, x = p ∈ P(c). Note ainda que por ser D totalmente disconexo, o maior diâme-

tro das componentes de Dk tende para zero. Isto porque, se não, existirá uma sequência decrescente

{Dkj}j∈N tal que diâm(Dkj ) 6→ 0 o que contradirá que
⋂
j≥1Dkj = {p}. Assim, supi diâm(Pn(k)(i))

tende para zero.

Para cada nível n ∈ SR∗(c) temos bem de�nida a aplicação fn : P(c) =
⋃n
i=1 Pn(i) −→ Z/n que

associa Pn(i) ao i mod n.

Se m > n são inteiros com m = q · n para cada i ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1}, vale:

[i]n =

q⋃
k=1

[jk]n tal que jk ≡ i mod n; (4.7)

em que [i]n denota um elemento de Z/n e jk ∈ 0, 1, · · · ,m− 1.

Esta aplicação induz um homomor�smo

ϕnm : Z/m −→ Z/n (4.8)

[j]m 7−→ [i]n se j ≡ i mod n (4.9)

Com isso, podemos ver ((Z/n); (ϕnm)) como um sistema inverso com respeito ao SR∗(c) (veja

[B1],[B2]) cujo limite inverso é exatamento o subconjunto Λ := {x = (x1, x2, · · · ) ∈
∏
n≥2 Z/n;xm =

ϕnm(xn)}.
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As aplicações fn : P(c) =
⋃n
i=1 Pn(i) −→ Z/n induzem uma aplicação ϕ : P(c) −→ Λ dada

por ϕ(z0) = (fn(1)(z0), fn(2)(z0), fn(3)(z0), · · · ) ∈ Λ. Estas aplicações são compatíveis no seguinte

sentido,

ϕnm(fm) = fn (4.10)

Disto decorre a continuidade de ϕ com respeito a topologia inicial(ou projetiva). Note também

que ϕ é sobrejetora, isto por construção, e é injetora devido o fato de que cada sequência encaixada

dos pequenos conjuntos pós-críticos converge para um ponto. E, portanto, ϕ é bijetora.

Temos na teoria dos grupos pro�nitos uma caracterização destes grupos que nos garantem que

estes são espaços topológicos compactos Hausdor� e totalmente disconexos, isto é, são um conjunto

de Cantor. Por conseguinte, sendo P(c) compacto, Λ Hausdor� e ϕ bijeção continua, ϕ é na verdade

um homeomor�smo. E disto concluímos que P(c) é,também, um conjunto de Cantor.

Dado z0 ∈ P(c), temos

σ(ϕ(z0)) = ϕ(z0) + 1 (4.11)

= (fn(1)(z0) + [1]n(2), fn(2)(z0) + [1]n(2), fn(3)(z0) + [1]n(3), · · · ) (4.12)

= (fn(1)(Pc(z0)), fn(2)(Pc(z0)), fn(3)(Pc(z0)), · · · ) (4.13)

= ϕ(Pc(z0)) (4.14)

Ou seja, visto que Pc(Pn(i)) = Pn(i), ϕ conjuga Pc|P(c) à σ, isto é, o seguinte diagrama comuta.

P(c)
Pc−−−−→ P(c)

ϕ

y ϕ

y
Λ

σ−−−−→ Λ

Parece pouco provável que todo polinômio quadrático in�nitamente renormalizável sejá robusto.

Douady e Hubbard apresentaram um exemplo no qual Pc(z) = z2 + c é in�nitamente renormalizável

e, no entanto, J(c) não é localmente conexo, sustentando isso (consulte:§3− [Mil2]). É conjecturado

que a robustez implica a conexidade local do Julia ,ou mesmo, medida de Lebesgue zero. Há também

o problema sobre a conexidade local do Mandelbrot em um parâmetro robusto. Note que se a órbita

crítica de um polinômio in�nitamentte renormalizável Pc for densa em J(c), então, tal polinômio

não poderá ser robusto.
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Capítulo 5

Rigidez

Neste capítulo provaremos o mais importante resultado deste trabalho, o teorema de rigidez

cujo enunciado é

Teorema 5.1 (Rigidez robusta). Um polinômio quadrático robusto não suporta em seu conjunto

de Julia um campo de linhas invariante.

Devido aos teoremas 2.19 e 2.20 o teorema acima é equivalente a rigidez quasiconforme dos

polinômios quadráticos robustos, isto é, que qualquer polinômio quadrático Pa que é quaseconfor-

memente conjugado a um polinômio Pc robusto é, então, conformemente equivalentes a Pc, ou seja,

a = c. Por tal razão nos referimos a tal resultado como resultado de rigidez, já que passamos por

cima da equivalência mais fraca até a mais forte, mas desde que a primeira se veri�que.

A prova do teorema de rigidez enunciado acima será dividida em dois casos que, a saber, seram

quando L = 0 ou L > 0.

A prova será por contradição e seguirá um padrão geral de argumentações e construções.

Suporemos que um polinômio qudrático rubosto suporte sobre o seu conjunto de Julia um campo

de linhas invariante µ. A hipótese de robustez nos garantirá uma certa compacidade. Com isto, para

obter uma contradição tomaremos uma subsequência de níveis n ∈ SR(c) para a qual, depois de

uma normalização, Pnc convergirá em uma vizinhança do pequeno conjunto pós-critico Pn(n) a um

sistema dinâmico limite P∞ que será uma aplicação própria de grau igua a 2.

Em seguida, construiremos a partir de µ um campo de linhas univalente invariante por P∞. Mas

isto não pode ocorrer, pois P∞ tem um ponto crítico. Logo, um polinômio quadrático robusto não

pode suportar em seu conjunto de Julia um campo de linhas invariante.

5.1 Primeira Parte

Começamos com a seguinte de�nição:

De�nição 5.1. Admitamos Pnc renormalizável. Diremos que uma renormalização Pnc : Un −→ Vn

é regular se

Vn ∩ P(c) = Pn(n) (5.1)

Teorema 5.2. Se Pnc : Un −→ Vn é uma renormalização regular, então, V ′n(i) é disjunto do

conjunto pós-crítico de Pc para i 6= n.

53
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Demonstração. Temos, Pc(Pn(i)) ⊂ Pn(n+ 1), e disto tiramos, Vn(i) ∩ P(c) ⊂ Pn(1), pois

Vn(i) ∩ P(c) = P ic(Vn) ∩ P icP(c) ⊂ P ic(Vn ∩ P(c)) (5.2)

= P ic(Pn(n)) = Pn(i) (5.3)

Desde que Pc(Vn(i)) = Pc(V
′
n(i)) ⊃ Pn(i) e como, devido aos teoremas 3.3 e 8.1−[McM1](parte

ainda n digit.), em cada nível os pequenos conjuntos pós-críticos são disjuntos para Pc in�nitamente

renormalizável, decorre que os pontos de V ′n(i) ∩ P(c) estão em Pn(i), pois caso contrário, digamos

x ∈ V ′n(i) ∩ Pn(j), então, Pc(x) ∈ Pn(j + 1), mas Pc(x) ∈ Pn(i+ 1) e contradiremos o ítem 4 do

teorema 3.13. Não obstante, Vn ⊃ Pi(i) é disjunto de V ′n, logo, V
′
n não contém pontos de P(c), se

i 6= n, pois 0 ∈ Vn ∩ V ′n.

E como P(c) é positivamente invariante e V ′n(i) ∩ P(c) = ø, P−kc (Vn) ∩ P(c) = ø para k > 0,

podemos de�nir P−kc sendo univalente sobre Vn(i) para todo k > 0. Por isso denominamos a

renormalização de regular.

5.1.1 Rigidez de aplicações do tipo polinomial

Teorema 5.3. Suponhamos que a renormalização de Pnc é regular com mod (Un, Vn) > m > 0.

Então, os pequenos conjuntos de Julia companheiros J ′n(i) para i 6= n satisfazem

diâmH(J ′n(i)) ≤ C(m). (5.4)

Demonstração. Sendo mod (Un, Vn) é limitado inferiormente segue do teorema 2.4−[McM1] que

o diâmetro de Un é limitado superiormente na métrica hiperbólica de Vn. E, como Jn ⊂ Un, o

diâmetro de Jn também é limitado naquela métrica por uma constante C(m). Do teorema 3.2,

Vn − Un é conformemente isomorfo ao anel V ′n(i) − U ′n(i), assim C(m) também limita o diâmetro

hiperbólico de U ′n(i) e J ′n(i) em V ′n(i). Mas, pelo teorema 5.2, V ′n é disjunto de P(c) e pelo teorema

de Pick(2.11−[Mil1]) a inclusão i : V ′n ↪→ Ĉ− Pc decresce a distância hiperbólica. Com isto, C(m)

também limita o diâmetro hiperbólico de U ′n(i) e J ′n(i) em Ĉ− P(c).

Teorema 5.4. Se Pc possue uma in�nidade de níveis de renormalização simples regular satisfazendo

mod(Un, Vn) > m > 0, (5.5)

então, Pc é robusto e

P(c) ∩ C =
⋂

SR(c)

Jn. (5.6)

Demonstração. Suponhamos Pnc simplesmente renormalizável com mod (Un, Vn) > m > 0. Então,

a curva central α do anel Vn − Un tem comprimento hiperbólico neste anel(veja[McM1]pg.12)

lH(α) =
π

mod(Un, Vn)
≤ π

m
. (5.7)

Nos é garantido pelo corolário 7.15−[McM1] que cada componente de Jn+1 �ca contida em alguma

componente de Jn para cada n ∈ SR(c). Sendo α homotópica à γn em Ĉ−P(c), lH(γn) < lH(α) <
π

m
,
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logo, lim infn∈SR∗(c) lH(γn) ≤ π

m
< +∞. Assim, do teorema 4.4, P(c) é um conjunto de Cantor com

medida de Lebesgue nula com supi diâmE → 0 quando n→ +∞ em SR∗(c).

Seja n ∈ SR∗(c) tal que mod (Un, Vn) > m > 0. Por mesmo argumento dado na demonstração

anterior, mod (Un(i), Vn(i)) = mod (Un, Vn), portanto, mod (Un(i), Vn(i)) > m > 0. Mas o

teorema (8.1−[McM1]) nos garante que Pc não possue ponto periódico atrator. Em razão disto, do

corolário 5.10−[McM1], segue

diâmE(Jn(i)) ≤ C(m)diâmEPn(i). (5.8)

Logo, diâm(Jn(i)) → 0 quando n → +∞ em SR∗(c), e disto segue que cada componente de⋂
n ∈ SR∗(c)Jn é um único ponto, isto é,

⋂
SR(c) Jn é totalmente disconexo. Já que cada componente

de Jn intersecta P(c) para todo n ∈ R(c), então, Pc ∩ C =
⋂
SR(c) Jn.

Corolário 5.1. Assumindo as hipóteses do teorema anterior temos para quase todo ponto x ∈ J(c)

as seguintes propriedades:

1. a órbita positiva de x é disjunta do conjunto pós-crítico;

2. ‖(Pnc )′(x)‖ → +∞ na métrica hiperbólica em Ĉ− P(c);

3. para qualquer n ∈ SR(c), existe um inteiro k > 0 tal que P kc (x) ∈ Jn;

4. para cada inteiro k > 0 existe um n ∈ SR(c) para o qual P kc /∈ Jn.

Demonstração. Toda aplicação holomorfa não constante é discreta, isto é, a pré-imagem de um

ponto é um conjunto discreto do domínio da função, em particular é enumerável. Assim, sendo

P(c) enumerável e de medida zero, ∪∞n=0P
−n(P(c)). Mas note que ∪∞n=0P

−n(P(c)) é exatamente o

conjunto dos pontos cuja órbita positiva em algum momento entra em P(c) e temos o item 1.

O item 2 segue do item 1 mais o teorema 3.6−[McM1], ao passo que o item 3 decorre diretamente

do teorema 3.15.

Pelo teorema 5.4, Pc ∩C =
⋂
SR(c) Jn. Pelo corolário 3.5, Jn+1 ⊂ Jn para cada n ∈ SR(c) e pelo

teorema 4.4 a medida de P(c) é igual a zero. Deste modo, em razão, da continuidade inferior da

medida decorre que a medida de Jn tende a zero quando n→∞ em SR(c). Agora, �xando k > 0,

temos

área(P−kc (Jn)) ≤ 2k
∫
Jn

|Jac(P kc )(z)|(ρ(z))2|dz|2 (5.9)

≤ 2kMn1área(Jn) (5.10)

em que Mnj := máx {|Jac(P kc )(z)|; z ∈ Jnj} e nj ∈ {n1, n2, · · · } = SR(c). E como Jnj+1 ⊂ Jnj para

cada nj ∈ SR(c), Mn1 ≥ Mnj para todo j ≥ 1. Disto, segue que a área de
⋂
n∈SR(c) Jn é zero, pois

P−kc (Jnj+1) ⊂ P−kc (Jnj ).

De�nição 5.2. Para um polinômio quadrático Pc de�nimos

USR(c,m) = {n ∈ SR(c);Pnc : Un −→ Vn é regular e mod (Un, Vn) > m > 0}.

Teorema 5.5 (Rigidez de aplicações do tipo polinomial). Se existe uma constante m > 0 tal que

|USR(c,m)| = +∞. Então, o conjunto de Julia de Pc não suporta um campo de linhas invariante

por Pc.
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Demonstração. Suponhamos USR(c,m) in�nito e que Pc admite um campo de linhas invariante µ

suportado em um conjunto E ⊂ J(c) com medida positiva.

Seja x ∈ E um ponto de quasecontinuidade de µ que também satisfaz as propriendades garan-

tidas pelo corolário 5.1.

Para cada n ∈ SR(c) seja k(n) ≥ 0 o menor inteiro não negativo tal que P k(n)+1
c (x) ∈ Jn.

Devido a nossa escolha de x ∈ J(c), k(n) → +∞ quando n → +∞, pois, caso contrário,

o conjunto I = {k(n) ∈ N;P
k(n)+1
c (x) ∈ Jn com n ∈ SR(c)} é �nito. E assim, tomando p =∏

ki∈I(ki + 1) teremos P pc (x) ∈ Jn para todo n ∈ SR(c) o que contradiz o item 4 do corolário 5.1.

Consideremos n ∈ USR(c,m) su�cientemente grande de modo que k(n) > 0. Com isso, P k(n)+1
c (x) ∈

Jn e P k(n)
c (x) /∈ Jn, já que, do contrário, contradizemos a minimalidade de k(n) > 0 e, portanto,

P
k(n)
c (x) ∈ J ′n(i(n)) para algum i(n) = 1, 2, · · · , n − 1. Note ainda que P k(n)+1

c (x) ∈ Jn(1), pois,

neste caso, teríamos P k(n)
c (x) ∈ Jn(n) ⊂ Jn.

Visto que a renormalização é regular, existe um ramo univalente de P−k(n)
c de�nido em V ′n(i(n))

que aplica P k(n)
c (x) de volta ao x.

Sendo a aplicação P k(n)
c : V ′n −→ Vn é univalente, de�nimos a aplicação também univalente, hn,

da seguinte maneira:

hn : V ′n
P
i(n)−n
c7−→ V ′n(i(n))

P
−k(n)
c7−→ C (5.11)

Pela invariância suposta do campo µ, µ|Vn = h∗n(µ). Seja, J∗n = hn(Jn) = P
−k(n)
c (J ′n(i(n))), a

pequena cópia do Julia contendo x.

Na demonstração do teorema 5.3 vimos que o diâmetro de U ′n(i(n)) é limitado na métrica

hiperbólica de Ĉ− P(c) e sabemos que ‖P k(n)
c (x)‖ → +∞. Disto decorre que diâmH(J∗n)→ 0, pois

para quaisquer dois pontos z, w ∈ J∗n e γ uma curva ligando z a w em P
−k(n)
c (U ′n(i(n))) ⊂ Ĉ−P(c)

dH(z, w) ≤ lH(γ) =

∫
γ′
‖(P−k(n)

c )′(w)‖ρ(w)|dw|, (5.12)

em que γ′ = P
k(n)
c (γ), mas, pelo teorema 3.8−[McM1],

1

C(m)

1

‖(P k(n)
c )′(x)‖

≤ ‖(P−k(n)
c )′(w)‖ ≤ C(m)

‖(P k(n)
c )′(x)‖

, (5.13)

e, portanto,

dH(z, w) ≤ C(m)

‖(P k(n)
c )′(x)‖

diâmH(P−k(n)
c (U ′n(i(n)))) ≤ C(m)

‖(P k(n)
c )′(x)‖

(5.14)
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O campo µ = h∗n(µ) é invariante por Pnc , pois

(Pnc )∗h∗n(µ) = (hn ◦ Pnc )∗(µ) (5.15)

= µ(hn ◦ Pnc )
h′n(Pnc )

h′n(Pnc )

(Pnc )′

(Pnc )′
(5.16)

= µ(Pnc ◦ hn)
(Pnc )′

(Pnc )′
h′n(Pnc )

h′n(Pnc )
(5.17)

= h∗n(Pnc )∗(µ) (5.18)

= h∗n(µ) (5.19)

Figura 5.1: Construção do campo de linhas univalente ν

Prosseguimos de�nindo a aplicação An(z) =
z

diâmE(Jn)
para z ∈ C e consideramos as aplicações

gn = An◦Pnc ◦A−1
n : (An(Un), 0) −→ (An(Vn), An(Pnc (0))) que são do tipo quadrático cujo conjunto

de Julia tem diâmetro euclideano igual a 1 e mod (An(Un), An(Vn)) ≥ m.

Já que h−1
n (x) ∈ Jn, temos yn ∈ J(gn) em que yn := An(h−1

n (x)).

Isto posto, concluímos a partir do teorema 5.8-[McM1] a existência de uma subsequência de

níveis n ∈ USR(c,m) tal que gn converge na topologia de Carathéodory a uma aplicação do tipo

polinomial de grau 2

g : (U, 0) −→ (V, g(0)) (5.20)

com mod (U, V ) ≥ m.

Seja kn := hn ◦A−1
n : An(Vn)

A−1
n−→ Vn

hn−→ C.
Desta forma, kn(yn) = x e o campo de linhas νn := k∗n(µ) em An(Vn) é invariante por gn,pois

(gn)∗(k∗n(µ)) = (kn ◦ gn)∗(µ) (5.21)

= (hn ◦ Pnc ◦A−1
n )(µ) (5.22)

= (A−1
n )∗(Pnc )∗h∗n(µ) (5.23)

= (A−1
n )∗h∗n(µ) (5.24)

= k∗n(µ) (5.25)
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Mostraremos a seguir que |k′n(yn)| → 0. Jenkins em [Jen] obteve a seguinte desigualdade válida

para qualquer função f holomorfa univalente no disco unitário D e qualquer p ≥ 1

|f(z2)− f(z2)| ≥ sinh(2ρ)

2(2 cosh(2ρp))1/p
(|D1f

′(z1)|p + |D1f
′(z2)|p)1/p (5.26)

em que ρ é a distância entre z1 e z2 na métrica de Poincaré e D1f
′(z) := (1− |z|2)f ′(z).

Como x /∈ P(c) e P(c) é fechado temos dH(x,P(c)) := r > 0, em particular, dD(x, 0) := r > 0.

Logo, dD(yn, 0) := s > 0 para todo n ≥ 1, pois kn(yn) = x.

Assim, no intuito de fazermos uso desta estimativa, tomaremos uma sequência de aplicações de

Möebius {Mn}n∈N que matenha o 0 �xado e mapeie um ponto w 6= 0 em yn de modo que a derivada

de Mn em w �que limitada inferiormente uniformemente acima de 0. Podemos tomar tal sequência

devido infn{|yn|;n ≥ 1} > 0, assim nos basta tomar Mn(z) :=
yn · z

2diâmE(J(gn))w
.

Isto posto, recorrendo à 5.26 tomando p = 1, resulta

|kn(yn)− kn(0)| ≥ C0(C1|k′n(0)|+ C2|k′n(yn)|) (5.27)

em que C0 :=
sinh(2ρ)

2(2 cosh(2ρ))
; C1 := |M ′n(0)| e C2 := |(1−|w|2)||M ′n(w)|.No entanto, diâmH(kn(J(gn))) =

diâmH(J∗n)→ 0 quando n→ +∞. Portanto, |k′n(yn)| → 0.

Como yn ∈ J(gn) e J(gn) �ca contido na componente compacta do complementar em C de um

anel em An(Vn) com módulo de�nido, do teorema 5.3-[McM1], passando a uma subsequência temos

(An(Vn), yn)→ (V, y).

Já que |x − kn(yn)|=0, então, sup
|x− kn(yn)|
|k′n(yn)|

= 0, logo, pelo teorema 5.16-[McM1] passando,

se necessário, a uma subsequência de níveis n ∈ USR(c,m) da sequência no passo anterior, o campo

de linhas νn := k∗n(µ) convergirá em medida a um campo de linhas univalente ν em V . Mas, νn é

invariante por gn e, portanto, o teorema 5.14-[McM1] nos assegura que ν é invariante por g.

Agora, pela de�nição da topologia de Carathéodory gn converge uniformemente nas partes

compactas de (U, 0) para g. Isto posto, pelo teorema da convergência de Weierstrass(§4−[R]),
g′n → g′ converge uniformemente nas partes compactas de (U, 0), em particular, g′n(0) → g′(0),

mas, g′n(0) = (Pnc )′(0) = 0, então, g′(0) = 0. E como 0 ∈ V decorre do teorema 5.13-[McM1] que g

não admite um campo de linhas invariante univalente.

Em conclusão, Pc não pode ter um campo de linhas suportado em seu conjunto de Julia.

Obteremos o teorema de rigidez 5.1 a partir do teorema 5.5 para o caso no qual lim infn∈SR∗(c) lH(γn)

é su�cientemente pequeno. Para tanto, relacionaremos o comprimento da geodésica γn com a exis-

tência de uma renormalização regular com módulo de�nido(i.e. mod (Un, Vn) ≥ m > 0 em que

(Pnc , Un, Vn) é uma renormalização simples regular).

Teorema 5.6. Suponhamos Pc in�nitamente renormalizável e Pnc simplesmente renormalizável.

Então, podemos tomar Un e Vn discos topológicos tais que Pnc : Un −→ Vn seja uma renormalização

regular. E quando lH(γn) é su�cientemente pequeno, garantimos ainda

mod(Un, Vn) > M(lH(γn)) > 0 (5.28)

em que M(l)→ +∞ quando l→ 0.
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Demonstração. Dada uma renormalização Pnc : Ũn −→ Ṽn podemos substituir Ṽn por um disco Vn
de modo que ∂Vn �que arbitrariamente próximo de Kn tomando a componente de P−dnc (Ṽn) que

contem 0 para um d > 0 su�cientemente grande. Dessa maneira, conseguimos fazer Vn disjunto de

P(c) − Pn, pois, sendo os pequenos conjuntos pós-críticos Pn(i) disjuntos, P(c) − Pn = P(c) −Kn

é compacto.

Mostraremos agora que se o lH(l) é su�cientemente pequeno, isto é, se a geodésica γn em Ĉ−P(c)

é curta, então, Pnc possue uma renormalização regular (Pnc , Un, Vn) para a qual mod (Un, Vn) é

grande.

Seja An a vizinhança colar de γn com respeito à métrica hiperbólica em Ĉ − P(c). Provém do

teorema 2.19−[McM1] que o módulo de An é grande quando o comprimento hiperbólico de γn é

pequeno em Ĉ− P(c).

Cosideremos Bn, o anel em P−nc (An) ⊂ Ĉ − P(c) que contém a componente da multicurva

P−nc (γn) que é homotópica à γn em Ĉ− P(c). Em seguida, tomemos os discos Dn e En obtidos de

An e Bn, respectivamente, os unido com a componente de seu complementar que contém o 0. Note

que 0 /∈ P ic(En) para i ∈ {1, 2, · · · , n − 1}. Isto posto, Pnc : En −→ Dn é uma aplicação própria

de grau igual a 2, pois Pnc (∂En) = ∂Dn. Temos também, En ∩ P(c) = Dn ∩ P(c) = Pn(n), pois

Kn ⊂ En ⊂ Dn; e, portanto, Pnc : En −→ Dn é critiamente compacta.

Por ser Pc in�nitamente renormalizável ele não possue cíclo atrator, logo, do teorema 5.12−[McM1]

se conclue que Pnc admite uma renormalização Pnc : Un −→ Vn com Un ⊂ Vn quando mod (Pn(n), En)

for su�cientemente grande, isto é, mod (Pn(n), En) > M2(consulte 5.12−[McM1]).

Fazendo o pullback por Pnc do anel Vn − Un um número d de vezes su�ciente, o pullback deste

anel, Ṽn − Ũn , �ca contido em Dn. E desta maneira, Pnc : Ũn −→ Ṽn é uma renormalização de Pnc
tal que Ũn ⊂ En e Ṽn ⊂ Dn. Neste caso teremos,

mod(Ṽn − Ũn)

2d
= mod(Vn − Un) (5.29)

Mas, do teorema 5.12−[McM1], temos mod(Vn−Un) > m2(mod(Pn(n), Dn)). Assim, mod(Vn−
Un) é limitado inferiormente em termos de lH(γn), pois, mod(Pn(n), Dn) > mod(An) = M(lH(γn)).

E desde que, o módulo da vizinhança colar depende apenas do comprimento hiperbólico de γn em

Ĉ − P(c) e tende continuamente para o in�nito quando o comprimento tende para zero, temos o

que queríamos(consulte 2.19-[McM1]).

Note ainda que tal renormalização é regular, devido ao teorema da vizinhaça colar, do qual

decorre An ∩ P(c) = ø.

Corolário 5.2 (rigidez). Existe uma constante L > 0 tal que se

lim inf
SR∗

lH(γn) < L, (5.30)

então, Pc não suporta um campo de linhas invariante em seu Julia.

Demonstração. Pelo teorema 5.6 podemos tomar L > 0 pequeno o su�ciente tal que de lH(γn) < L

decorra que Pnc admite uma renormalização regular e mod (Un, Vn) > m > 0 com m = m(L)

�xado.

Logo, do teorema 5.5, concluímos o enunciado.
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Em particular, o resulto se aplica para o caso em que L = 0. e temos portanto a primera parte

do teorema.

Geometricamente, neste caso, a superfície de Riemann Ĉ−P(c) possue indinitas partes que são

bem delgadas.

5.2 Segunda Parte

Nesta subseção provamos o teorema de rigidez para o caso em que 0 < lim infSR∗(c) < +∞. Isto
é, provaremos o seguinte:

Teorema 5.7. Suponhamos Pc in�nitamente renormalizável e tal que 0 < lim infSR∗(c) < +∞.
Então, J(c) não suporta um campo de linhas invariante.

Fixemos inicialmente algumas de�nições e notações.

De�nição 5.3. Para n ∈ SR∗(c),

1. δn denotará a única componente da multicurva P−nc (γn) que é isotópica à γnem Ĉ− P(c);

2. Xn denotará o disco em C cuja fronteira é a curva δn;

3. Yn denotará o disco cuja fronteira é a curva γn.

Com isso, Pnc : Xn −→ Yn será uma aplicação própria de grau igual a 2.;

4. Yn(i) := P ic(Xn) para cada i ∈ {1, 2, · · · , n}. Desta forma, P ic |Xn se fatora como segue

Xn
Pc7−→ Yn(1)

Pc7−→ Yn(2) · · · Pc7−→ Yn(n− 1)
Pc7−→ Yn(n) := Yn (5.31)

na qual Xn
Pc7−→ Yn(1) tem grau igual a 2 e as demais são univalentes. Note ainda que Yn(i)∩

P(c) = Pn(i), pois δn ≈isot γn ;

5. Yn :=
⋃n
i=1 Yn(i) e, então, P(c) ⊂ Jn;

6. Y ′n(i) = −Yn(i) para cada i ∈ {1, 2, · · · , n − 1}. Como Yn(i)
Pc7−→ Yn(i+ 1) é univalente e

Pc(−z) = Pc(z), Y ′n(i)
Pc7−→ Yn(i+ 1) é também univalente e, portanto, Yn(i) ∩ Y ′n(i) = ø. Em

particula, Y ′n(i) é disjunto do conjunto pós-crítico P(c).

De�nição 5.4. Ponhamos SR(c, λ) := {n ∈ SR∗(c);λ−1 < lĈ−(P(c))
(γn) < λ} para λ ∈ (0,+∞).

Sob a hipótese, 0 < lim infSR∗ l(γ) < +∞, é certo que existe λ ∈ (0,+∞) tal que SR(c, λ) seja

in�nito.

Teorema 5.8. Se n ∈ SR(c, λ), então, com respeito à métrica euclidiana, temos

diâmE(Xn) ≥ diâmE(Bn) ≥ C(λ)diâmE(Xn) (5.32)

diâmE(Yn) ≥ diâmE(Bn) ≥ C(λ)diâmE(Yn) (5.33)

em que Bn é a maior bola euclidiana centrada na origem, z = 0, contida em Xn ∩ Yn.
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Para uma prova consulte o teorema 10.12-[McM1].

De maneira análoga temos também,

diâmE(Yn(i)) ≥ diâmE(Bn(i)) ≥ C(λ)diâmE(Yn(i)) (5.34)

diâmE(Ỹn(i)) ≥ diâmE(Bn(i)) ≥ C(λ)diâmE(Ỹn(i)) (5.35)

em que Bn(i) é a maior bola euclidiana centrada P ic(0), contida em Yn(i) ∩ Ỹn(i).

Teorema 5.9. Para Pc robusto temos

P(c) ∩ C =
⋂
SR(c)

Yn. (5.36)

Demonstração. Pelo teorema 4.4, diâm(Pn(i)) → 0 quando n → +∞ em SR(c). Uma vez que

Pn(i) ⊂ Yn(i) é su�ciente mostrar que que supi diâmH(Yn(i)) → 0, e assim como na demosn-

tração do teorema 5.4 obteremos a igualdade enunciada. Note que {Yn}n∈SR(c) é uma sequência

encaixada decrescente. Mas pelo teorema 5.8 mais as desigualdades 5.34 e 5.35, mostrar que que

supi diâmH(Yn(i))→ 0 é o mesmo que mostrar que supi diâmH(Ỹn(i))→ 0. O que, agora, é imediato

já que cada Ỹn(i) �ca contido em alguma componente de Dm para m < n em SR(c, λ) onde Dm são

os mesmos conjuntos de�nidos na demonstração do teorema 4.4 para os quais tínhamos o diâmetro

euclidiano decrescendo para zero.

Corolário 5.3. Se Pc é robusto, então, para quase todo ponto z ∈ J(c) valem as seguintes propri-

edades

1. para qualquer n ∈ SR∗(c) existe um inteiro k > 0 tal que P kc (z) ∈ Yn;

2. para qualquer inteiro k > 0 existe n ∈ SR∗(c) tal que P kc (z) não pertence ao Yn.

Teorema 5.10. Suponhamos |SR(c, λ)| = ∞ e de�namos a aplicação a�m An(z) :=
z

diâmE(Bn)
.

Então, na topologia de Carathéodory, existe uma subsequência de níveis n ∈ SR(c, λ) tal que

(An(Xn), 0) −→ (X, 0); (5.37)

(An(Yn), Pnc (0)) −→ (Y, P (0)) e (5.38)

An ◦ Pnc ◦A−1
n −→ P (5.39)

em que P : (X, 0) −→ (Y, P (0)) é uma aplicação própria de grau 2 com 0 ∈ X ∩ Y e P ′(0) = 0.

Demonstração. Da de�nição de An temos An(Bn) = B(0, 1/2), mas Bn ⊂ Xn ∩ Yn e, portanto,

tanto An(xn) quanto An(Yn) contém B(0, 1/2) para qualquer n ∈ SR(c, λ).

Com isso, do teorema 5.2−[McM1], passando a auma subsequência se necessário for, temos

(An(Xn), 0) → (X, 0) (5.40)

(An(Yn), 0) → (Y, 0) (5.41)

quando n→ +∞ em SR(c, λ).
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Recorrendo ao teorema da vizinhança colar 2.18−[McM1], consideremos o anel C(γn). Como

l(γn) ≤ λ para todo n ∈ SR(c, λ), pelo teorema 2.19 e 2.4−[McM1], o diâmetro hiperbólico em

Ĉ − P(c) de Yn é limitado superiormente por uma constante C(λ) para todo n ∈ SR(c, λ), logo

temos o mesmo para o diâmetro hiperbólico de Pn(n), pois Pn(n) ⊂ Yn.
Disto decorre que dH(0, Pnc (0)) é limitado, já que Pnc (0) ∈ Pn(n). Isto posto, do teorema

5.3−[McM1], tomando uma subsequência se necessário, seguirá que (An(Yn), Pnc (0)) → (Y, P (0)),

em que P (0) = lim
n→+∞;n∈SR∗

Pnc (0).

Do teorema 10.13 temos

diâmE(Xn) ≤ diâmE(Bn)

C(λ)
(5.42)

diâmE(Yn) ≤ diâmE(Bn)

C(λ)
(5.43)

Logo, sendo An a�m,

diâmE(An(Xn)) =
diâmE(Xn)

diâmE(Bn)
(5.44)

Analogamente, vale

diâmE(An(Yn)) =
diâmE(Yn)

diâmE(Bn)
(5.45)

A partir disto segue

diâmE(An(Xn)) ≤ 1

C(λ)
(5.46)

diâmE(An(Yn)) ≤ 1

C(λ)
(5.47)

Desta forma, X e Y não são iguais a C, e como consequência disso, estamos áptos para aplicar

o teorema 5.6−[McM1]. Assim, An ◦Pnc ◦A−1
n converge para uma aplicação própia P : X −→ Y de

grau menor ou igual à 2. No entanto, g′n(0) = (Pnc )′(0) = 0, logo pelo teorema da convergênicia de

Weierstrass (§4−[R]), P ′(0) = 0. Portanto, P : X −→ Y é aplicação própia de grau 2.

Teorema 5.11. Para qualquer n ∈ SR∗(c),

lH(γn) ≤ lH(δn) ≤ 2lH(γn) e (5.48)

lH(γn(i)) ≤ lH(∂Yn(i)) ≤ lH(γn) (5.49)

na métrica hiperbólica em Ĉ− P(c).

Demonstração. ∂Yn(i) = P ic(δn) e é isotópica à γn(i), pois Pn(i) ⊂ intC(∂Yn(i)), em que intC(∂Yn(i))

é o interior de ∂Yn(i) em C.
As desigualdades à esquerda decorrem do fato de que γn e γn(i) são os representantes geodésicos

das classes de homotopia livre de δn e ∂Yn(i) respectivamente.

Para obtermos as desigualdades à direita notemos que Pnc mapeia δn sobre γn com grau igual à

2, Pn−ic mapeia ∂Yn(i) sobre γn com grau 1. A partir disto e do teorema 3.5−[McM1] obtemos tais
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desigualddades, pois na métrica hiperbólica de Ĉ− P(c)

2lH(γn) = 2

∫
γn

ρ(z)|dz| =
∫
δn

‖(Pnc )′(z)‖ρ(z)|dz| (5.50)

≥
∫
δn

ρ(z)|dz| = lH(δn) (5.51)

De modo similar, temos

lH(γn) ≥ lH(Yn(i)) (5.52)

Corolário 5.4. Para cada n ∈ SR(c, λ), δn �ca contida em uma C(λ)−vizinhança de γn e ∂Yn(i)

�ca contida em uma C(λ)−vizinhança de γn(i).

Demonstração. Pelo precedente teorema e como λ−1 ≤ lH(γn) aplicando-se o teorema 2.23-[McM1]

obtemos uma cota superior C(λ) para a distância de qualquer ponto x ∈ δn à γn.

Valendo-se do teorema 4.3 temos lH(γn(i)) ≤ 1

2λ
. Assim, do teorema precedente e o 2.23-[McM1]

obtemos uma cota superior C(λ) para a distância de qualquer ponto x ∈ Yn(i) à γn.

Teorema 5.12. Para qualquer n ∈ SR(c, λ)

‖(Pnc )′(x)‖ ≤ C(λ) para x ∈ δn = ∂Xn e (5.53)

‖(Pn−ic )′(x)‖ ≤ C(λ) para x ∈ ∂Yn(i) (5.54)

com respeito à métrica hiperbólica em Ĉ− P(c).

Demonstração. Temos,

2lH(γn) =

∫
δn

‖(Pnc )′(z)‖ρ(z)|dz| (5.55)

e ‖(Pnc )′(z1)‖ ≤ 2 para algum z1 ∈ δn, pois caso contrário

2lH(γn) =

∫
δn

‖(Pnc )′(z)‖ρ(z)|dz| > 2

∫
δn

ρ(z)|dz| = 2lH(δn) (5.56)

contradizendo que lH(γn) ≤ lH(δn).

Qualquer ponto z2 ∈ δn está conectado à z1 por um arco η de δn tal que Pnc (η) é um subarco

de γn e, portanto, lH(Pnc (η)) ≤ lH(γn) ≤ λ.
Consequentemente, advém do teorema 3.8 quem

‖(Pnc )′(z2)‖ ≤ ‖(Pnc )′(z1)‖ ≤ 2α (5.57)

em que α = exp(ClH(Pnc (η))) ≤ exp(Cλ).

Portanto,‖(Pnc )′(z)‖ é linitado superiormente por C(λ) = 2exp(Cλ).

Mas, lembre-se que ∂Yn(i) = P ic(δn), deste modo, cada z ∈ ∂Yn(i) é tal que z = P ic(w) para
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algum w ∈ δn. Notemos o seguinte

(Pn−ic )′(z) =
n−i∏
k=1

P ′c(P
n−k
c (z)) (5.58)

Mas, do teorema 3.5−[McM1] segue

‖(Pn−ic )′(z)‖ ≤
n∏
k=1

P ′c(P
n−k
c (z)) = ‖(Pnc )′(z)‖ ≤ 2α. (5.59)

Teorema 5.13. Para qualquer n ∈ SR(c, λ), existe i 6= j tais que

d(γn(i), γn(j)) < C(λ) (5.60)

na métrica hiperbólica de Ĉ− P(c).

Demonstração. Fixado um nível qualquer n ∈ SR(c, λ), consideremos a superfície de Riemann

de tipo �nito X obtida retirando-se de C todos os discos limitados pelas curvas γn(i) para i ∈
{1, 2, · · · , n}. Desta maneira X tem fronteira geodésica ∪ni=1γn(i) e uma cúspide em ∞. Mas, como

pelo teorema 4.3, lĈ−P(c)
(γn(i)) ≥ (2λ)−1. E com isso o teorema 2.24−[McM1] nos garante a exis-

tência de índices i e j diferentes tais que d(γn(i), γn(j)) < C(λ).

Teorema 5.14. Para n ∈ SR(c, λ) existe um disco Zn ⊂ Ĉ− P(c) e um inteiro m com 0 < m < n

tal que

1. Pmc : Zn −→ Yn é univalente;

2. dH(∂Xn, ∂Yn) < C(λ);

3. lH(∂Zn) < λ;

4. área(Zn) > (C(λ))−1.

com respeito a métrica hiperbólica em Ĉ− P(c).

Demonstração. Vimos logo acima que �xado um nível n ∈ SR(c, λ) existem γn(i) e γn(j) diferentes

tais que d(γn(i), γn(j)) é limitada em termos de λ. Já o corolário 5.4 nos garante que ∂Yn(i) �ca

uniformemente próximo de γn(i) e assim, d(∂Yn(i), ∂Yn(j)) < C(λ).

Considere α uma geodésica de comprimento menor do que C(λ). Se ∂Yn(i) e ∂Yn(i) tem inter-

secção não vazia, então, �tomamos� α com comprimento zero.

Suponhamos i < j.

A aplicação P i−1
c : Yn(1) −→ Yn(i) é univalente, logo admite uma inversa univalente, P 1−i

c :

Yn(i) −→ Yn(1).

Como (α ∪ Yn(j)) ∩ P(c) = Pn(j), podemos obter uma continuação analítica deste ramo de

P 1−i
c |Yn(i) ao longo de α à uma aplicação univalente que aplica Yn(i)∪α∪Yn(j) sobre Yn(1)∪η∪W ,

no qual η = P 1−i
c (α) é o arco ligando Yn(1) ao W = P 1−i

c (Yn(j)).

Observemos que W = Yj−i+1 ou é disjunto do conjunto pós-crítico de Pc.
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Já que o valor crítico Pc(0) ∈ Yn(1), o conjunto W ∪ α ∪ ∂Yn(1) tem um recobrimento duplo

por Pc igual a Zn ∪ β ∪ ∂Xn ∪ −β ∪ −Zn no qual Pc(Zn) = Pc(−Zn) = W e Pc(β) = Pc(−β) = η.

Se Zn tem interseção não vazia com o conjunto pós-crítico, então, −Zn tem interseção vazia

com P (c), pois neste caso Zn = Yn(j − 1) e, portanto, −Zn = Y ′n(j − 1). Dessarte, trocando-

se, se se �zer necessário, Zn e −Zn podemos supor que Zn é disjunto de P(c). Isto estabelecido,

teremos P ic : Zn −→ Yn(j) univalente, mas sendo também Pn−jc : Yn(j) −→ Yn univalente segue

que Pmc : Zn −→ Yn é univalente, em que m = n+ i− j < n.

Figura 5.2: Construção de Zn

A aplicação Pmc |Ĉ−P(c)
é expansora na norma hiperbólica, o que implica em lH(∂Zn) ≤ l(γn) < λ.

Por �m, mostraremos a existência de uma cota inferio para a área de Zn, que depende apenas

de λ.

A ideia consiste em mostrar que Pmc não é muito expansora próximo da curva ∂Zn e que mapeia

uma vizinhança de ∂Zn sobre uma região com área de�nida em Yn.

Para tanto, consideremos o seguite conjunto

E := {z ∈ Ĉ− P(c); dH(z, γn) < 1} ∩ Yn. (5.61)

Seja C(γn) ⊂ Ĉ− P(c) a vizinhança colar de γn de γn dada pelo teorema 2.18−[McM1]. Pondo

r(λ) := d(γn, ∂C(γn)) e r(z) o raio de injetividade de Ĉ− P(c) em z ∈ γn temos, r(z) ≥ r(λ) para

todo z ∈ γn.
Temos a dependência de r = d(γn, ∂C(γn)) em λ devido r de mod (C(γn)) que por sua vez

depende de l(γn) pelo teorema 2.19-[McM1], mas n ∈ SR(c, λ).

Sendo a aplicação Pn−jc : Yn(j) −→ Yn é univalente, assim existe uma região E2 ⊂ Yn(j) que

é mapeada injetivamente sobre E1 ⊂ Yn. Temos, ‖(Pn−jc )′(z)‖ < C(λ) para todo z ∈ ∂Yn(j) pelo

teorema 5.12.

Para cada z0 ∈ E2 considere o ponto z̃0 ∈ ∂Yn(j) tal que d(z0, ∂Yn(j)) = d(z0, z̃0) e seja γ a

geodésica minimal em Ĉ − P(c) que conecta z0 ao z̃0. E disto, aplicando o teorema 3.8−[McM1],

com tal curva γ, obtemos,

‖(Pn−jc )′(z0)‖ ≤ ‖(Pn−jc )′(z̃0)‖α = C(λ)α (5.62)

em que α = exp(C) para uma constante universal C.

A partir disto, sendo a área de E1 limitada inferiormente, obtemos uma cota inferior dependendo
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apenas de λ para área(E2), pois

área(E1) =

∫
Pn−jc (E2)=E1

(ρ(z))2|dz|2 =

∫
E2

‖(Pn−jc )′(z)‖(ρ(z))2|dz|2 (5.63)

≤ (C(λ))α
∫
E2

(ρ(z))2|dz|2 (5.64)

= (C(λ))α(E2) (5.65)

Sendo também injetora a aplicação P ic : Zn −→ Yn(j) existe uma região E3 ⊂ Zn que é

mapeada injetivamente sobre E2. Qualquer ponto z0 ∈ E3 pode ser conectado à ∂Xn por um arco

ξ tal que l(P ic(ξ)) < C(λ). Para termos tal desigualdade basta-nos tomar ξ como a pré-imagem de

β1 ∨ β2 ∨ P ic(β), em que β1 é a geodésica minimal em Ĉ conectando P ic(z0) ∈ E2 à ∂Yn(j) e β2

é o arco de ∂Yn(j) conectando β1 ∩ ∂Yn(j) a ∂Yn(j) ∩ P ic(β). Já que β1, β2 e P ic(β) possuem seu

comprimentos limitados em termos de λ na métrica hiperbólica de Ĉ.
Do teorema 3.8-[McM1] e 5.12

‖(P ic)′(z0)‖ ≤ ‖(P ic)′(z1)‖α ≤ (C(λ))α (5.66)

em que z1 é o ponto P ic(β)∩Yn(i). Mas α = exp(C · l(P ic(ξ))) < exp(C(λ)). Portanto, ‖(P ic)′(z0)‖ ≤
C(λ) para todo z0 ∈ E3. Isto posto, obtemos área(E2) = C(λ)área(E3).

Logo, área(Zn) > área(E3) >
área(E1)

C(λ)
>

1

C(λ)
.

Figura 5.3: ilustração

Teorema 5.15 (Campo de linhas próprio invariante). Suponhamos |SR(c, λ)| = ∞ e que Pc ad-

mita um campo de linhas invariante µ suportado em seu Julia. Então, existe uma subsequência de

níveis n ∈ SR(c) tal que µn = (A−1
n )∗(µ|Yn) converge para um campo de linhas univalente ν em Y

invariante por P , em que An e P são aquelas aplicações do teorema 5.10.

Demonstração. Seja x ∈ Ĉ− P(c) um ponto quasecontinuidade de µ com as propriedades garantidas

pelo corolário 5.3.

Para cada nível n ∈ SR(c, λ) de�namos k(n) ≥ 0 como sendo o menor inteiro tal que P k(n)+1
c (x) ∈

Yn. Por mesma razão dada na demonstração do teorema 5.5, k(n) → +∞ quando n → +∞ em

SR(c, λ). Consideremos apenas n su�cientemente grande de modo que k(n) > 0 e assim tenhamos

P
k(n)
c (x) /∈ Yn.

Temos P k(n)+1
c (x) ∈ Yn(i(n) + 1) para algum i(n) com 0 ≤ i(n) ≤ n− 1. Distinguiremos dois

casos, o primeiro, quando i(n) > 0 e o segundo, quando i(n) = 0.
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1o caso:

P
k(n)
c (x) ∈ Y ′n(i(n)), pois P k(n)

c (x) /∈ Yn e P k(n)+1
c (x) ∈ Yn. De�namos hn : Yn −→ C como

segue

Yn
P
i(n)−n
c7−→ Y ′n(i(n))

P
−k(n)
c7−→ Tn ⊂ C (5.67)

em que o ramo univalente de P−k(n)
c é tomado de modo que ele envie P k(n)

c (x) de volta em x. Este

ramo está de�nido em todo Y ′n(i(n)) já que este tem interseção vazia com P(c).

2o caso:

Neste caso P k(n)+1
c ∈ Yn(1), e como P k(n)+1

c /∈ Yn ⊂ Yn. Então, P
k(n)(x)∈Xn−Yn
c , pois Pnc (P

k(n)
c ) ∈

Yn.

Como ∂Yn = γn ≈isot δn, Xn − Yn é disjunto do conjunto pós-crítico P(c). Do corolário 5.4,

δn = ∂Xn �ca contida em uma C(λ)−vizinhança de γn = ∂Yn, e o mesmo vale para a região

Xn−Yn. Em particular, a distância de P k(n)
c (x) à ∂Xn é limitada. Pelo teorema 5.14, a distância de

∂Xn à ∂Zn é limitada em termos de λ e o comprimento de ∂Xn é limitado por 2λ, do que conclui-se

que dH(P
k(n)
c (x), Zn) ≤ C(λ).

Seja ζn a geodésica minimal ligando P k(n)
n ao Zn. Como ζn∪Zn é disjunto do conjunto pós-crítico

de Pc existe um ramo univalente de P−k(n)
c em uma vizinhança de ζn ∪ Zn que envia P k(n)

c (x) em

x e ζn em um arco que conecta x ao Tn, imagem de Zn por P−k(n)
c .

Do item 1 do teorema 5.14 decorre a existência de um inteiro m ∈ {1, 2, · · · , n − 1} tal que
Pmc : Zn −→ Yn é univalente. Com tudo isso, de�namos a aplicação univalente h : Yn −→ Tn dada

por

Yn
P−mc7−→ Zn

P
−k(n)
c7−→ Tn (5.68)

Provemos a seguir dois lemas que nos auxiliarão na continuação desta prova.

Lema 5.1. Quando n→∞ em SR(c, λ),

diâmH(Tn)→ 0 (5.69)

enquanto

dH(x, Tn) ≤ C(λ)diâmH(Tn) (5.70)

na métrica hiperbólica em Ĉ− P(c).

prova do lema 5.1. Usaremos o fato de que ‖(P k(n)
c )′(x)‖ → +∞ quando n → +∞(teorema 3.6-

[McM1]).

No 1o caso, P k(n)
c mapeia Tn injetivamente sobre Y ′n(i(n)), enviando x ao interior de Y ′n(i(n)).

Visto que o diâmetro de ∂Y ′n(i(n)) em Ĉ − P(c) é limitado independentemente do nível n,

‖P k(n)
c (z)‖ tende uniformemente para o in�nito em ∂Tn, como veremos a seguir.
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Sendo D(λ) := diâmH(Y ′n(i(n))), do teorema 3.8−[McM1], temos para cada z ∈ Tn

‖(P k(n)
c )′(z)‖ ≥ ‖(P k(n)

c )′(z0)‖
1
α = Mn(λ), (5.71)

já que Y ′n(i(n)) = P
k(n)
c (Tn), em que α = exp(CD(λ)) e C é uma constante universal e z0 ∈ ∂Tn é

tal que ‖(P k(n)
c )′(z0)‖ = min{‖(P k(n)

c )′(z)‖, z ∈ ∂Tn}.
Como ∂Y ′n(i(n)) = P

k(n)
c (∂Tn), dos teoremas 3.5-[McM1] e 4.3, lH(∂Y ′n(i(n))) ≤ λ. E disto

decorre,

λ ≥ lH(∂Y ′n(i(n))) =

∫
∂Y ′n(i(n))

ρ(z)|dz| =
∫
∂Tn

‖(P k(n)
c )′(z)‖ρ(z)|dz| (5.72)

≥ Mα
n (λ)lH(∂Tn) (5.73)

Mas, Mn → +∞ quando n→ +∞, logo deve-se ter, lH(∂Tn)→ 0 e, em particular, diâm(Tn)→
0. Neste caso, a desigualdade é trivial, pois x ∈ Tn.

Passemos agora para o 2o caso, no qual i(k) = 0 e P k(n)
c aplica Tn de maneira univalente sobre

Zn.

A�rmação 5.1.

1

C(λ)
≤ ‖(P

k(n)
c )′(z)‖

‖(P k(n)
c )′(x)‖

≤ C(λ) (5.74)

para todo z ∈ Tn ∪ τn, no qual τn é um arco que conecta x ao Tn.

Prova da A�rmação 5.1. Pelo teorema da vizinhança colar o raio de injetividade de Ĉ − P(c) em

γn é limitado inferiormente em termos de λ. E temos ainda lH(γn) >
1

λ
.

Isto posto, recorrendo ao teorema 2.22-[McM1] que nos atesta que o logarítmo do raio de inje-

tividade é uniformemente Lipschitz, teremos para todo z ∈ γn

log(r(P k(n)
c (x))) ≥ log(r(z))− CdH(x, z) (5.75)

≥ log(C(λ))− C[dH(x, x̂) + dH(x̂, z)] (5.76)

≥ log(C(λ))− C(C(λ) +
1

λ
) := K(λ), (5.77)

em que x̂ é o ponto sobre γn tal que dH(x, x̂) = dH(x, γn), portanto,

r(P k(n)
c (x)) ≥ K(λ) > 0 (5.78)

Podemos ligar z ∈ Tn ∪ τn a x por um caminho ξ em Ĉ− P(c) tal que lH(P
k(n)
c (ξ)) ≤ lH(ζn) +

diâmH(Zn). Bastando para tanto, fazermos o seguinte:

1. se z ∈ τn tomamos ξ como sendo o subarco de τn que conecta z ao x;

2. se z ∈ ∂Tn, então, ξ será a justaposição de τn com o sub-arco de ∂Tn que conecta z ao ponto

∂Tn ∩ τn;

3. se z ∈ Tn, ξ será a justaposição α∨ τ , na qual α é a geodéca minimal que conecta z ao ponto

∂Tn ∩ τn.
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Nos três casos acima é imediato que

C(λ) ≥ diâmH(Zn) + lH(ζn = P k(n)
c (τn)) ≥ lH(P k(n)

c (ξ)) (5.79)

Pois, diâmH(Zn) é limitado em termos de λ, pois Pmc (Zn) = Yn com Pmc |Zn univalente, o que é

assertado pelo teorema 5.14.

A partir disto, aplicando o teorema 3.8-[McM1], obtemos

C(λ)−1 ≤ ‖(P
k(n)
c )′(z)‖

‖(P k(n)
c )′(x)‖

≤ C(λ), (5.80)

em que a dependência de C(λ) a λ decorrem de 5.78 e 5.79.

De 5.80 segue

dH(x, z) ≤
∫
ξ
‖(P k(n)

c )′(z)‖ρ(z)|dz| ≤ C(λ)

‖(P k(n)
c )′(x)‖

, (5.81)

para qualquer z ∈ Tn.
Desde que, ‖(P k(n)

c )′(x)‖ → +∞ quando n→ +∞, diâmH(Tn)→ 0.

Para concluir, mostraremos que dH(x, Tn) ≤ C(λ)diâmH(Tn)

Do item 4 do teorema 5.14 sabemos que a área de Zz é limitada inferiormente em termos de λ,

assim,

1

C(λ)
≤ área(Zn) =

∫
Zn=P

k(n)
c

ρ(z)2|dz|2 =

∫
Tn

‖(P k(n)
c )′(z)‖2ρ(z)2|dz|2 (5.82)

(usando 5.80) ≤ C̃(λ)‖(P k(n)
c )′(x)‖2

∫
Tn

ρ(z)2|dz|2

= C̃(λ)‖(P k(n)
c )′(x)‖2área(Tn)

Sendo o diâmetro de Tn limitado na métrica hiperbólica de Ĉ − P(c) em termos de λ, temos,

área(Tn) ≤ Cdiâm(Tn)2 para uma constante C > 0. Com isso, de 5.82 acima obtemos

1

‖(P k(n)
c )′(x)‖2

≤ CC(λ)C̃(λ)(diâmH(Tn))2 (5.83)

e, portanto,

1

‖(P k(n)
c )′(x)‖2

≤ C(λ)(diâmH(Tn))2 (5.84)

Então, de 5.81

dH(x, Tn)) ≤ dH(x, z) ≤ C(λ)

‖(P k(n)
c )′(z)‖

≤ C(λ)diâmH(Tn) (5.85)

Lema 5.2. A aplicação hn se estende a uma aplicação univalente em um anel com módulo de�nido

em torno de Yn.
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Demonstração. O teorema da vizinhança colar nos garante a existência de um anel C(γn) ⊂
Ĉ− P(c) com módulo de�nido cuja curva central é γn.

Assim, qualquer aplicação univalente em Yn se estende univalentemente à região C(γn) ∪ Yn.
Portanto, sendo hn um ramo da inversa de alguma iterada de Pc, temos o esperado.

Processeguimos a prova do teorema considerando uma sequência de níveis n(k) ∈ SR(c, λ) para

a qual valha o teorema 5.10. Lembre-se que, em particular, temos (An(Yn, 0))→ (Y, 0) na topologia

de Carathéodory.

Ponhamos,

kn := hn ◦A−1
n : An(Yn) −→ Tn (5.86)

Aplicando o teorema 5.8, já que diâmE(An(Yn)) =
diâmE(Yn)

diâmE(Bn)
, obtemos

1 ≤ diâmE(An(Yn)) ≤ 1

C(λ)
:= C̃(λ) (5.87)

O lema 5.2 nos assegura que kn admite uma extensão univalente a um anel com módulo de�nido

em torno de An(Yn) e kn(An(Yn)) = Tn. Disto mais o teorema 3.8− [McM1] concluímos

1

C(λ)
‖k′n(0)‖ ≤ diâmH(Tn) ≤ C(λ)‖k′n(0)‖ (5.88)

Visto que as norma euclidiana e a norma hiperbólica são comparáveis numa vizinhança de x e

diâmH(Tn) tende para 0, |k′n(0)| → 0 quando n→∞.

Desde que kn(0) ∈ Tn e
1

‖k′n(0)‖
≥ 1

C(λ)diâmH(Tn)
por 5.88, segue

diâmH(x, kn(0))

‖k′n(0)‖
≤ dH(x, Tn) + diâmH(Tn)

C(λ)diâmH(Tn)
(5.89)

O lema 5.1 implica que
dH(x, Tn) + diâmH(Tn)

C(λ)diâmH(Tn)
é limitado em termos de λ. Logo, pelo teorema

5.16-[McM1] existe uma subsequência de níveis n ∈ SR(c, λ) tal que

νn = k∗n(µ) (5.90)

converge em medida para um campo de linhas univalente ν em (Y, 0). Mas, hn é um ramo inverso

de alguma iterada de Pc, assim a invariância de µ por Pc implica que νn = (A−1
n )∗(µ). Mais ainda,

(An ◦ Pnc ◦A−1
n )∗(A−1

n )∗(µ) = (A−1
N )∗(Pnc )∗(An)∗(A−1

n )∗(µ) (5.91)

= (A−1
N )∗(Pnc )∗(µ) (5.92)

= (A−1
N )∗(µ) (5.93)

= νn (5.94)

Desta maneira, aplicando o teorema 5.14-[McM1] concluímos que ν é invariente por P em Y .

Não obstante, P : (X, 0) −→ (Y, P (0)) tem z = 0 ∈ Y como ponto crítico, logo pelo teorema

5.3-[McM1], P não pode admitir um campo de linhas univalente invariante.
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Portanto, Pc não admite um campo de linhas invarinte suportado em seu conjunto de Julia.

prova do teorema 5.7. Como comentado na de�nição 5.4, temos |SR(c, λ)| = +∞. Portanto, do

teorema 5.15, temos a prova de 5.7.

Por conseguinte, juntando o teorema 5.7 com o corolário 5.2 obtemos o teorema de rigidez

robusta 5.1.
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Capítulo 6

Considerações �nais

A teoria de renormalização tem sido de fundamental importância na dinâmica holomorfa devido

à sua forte ligação com os principais problemas em aberto e com as frentes de pesquisas nesta

área(veja [Fa],[Shi] mais referências aí contidas). Portanto, esta dissertação faz parte de uma intro-

dução à novas técnicas e um aprofundamento no entendimento dos resultados básicos da dinâmica

holomorfa. E que tem um caráter convidativo às pesquisas neste contexto devido às possíveis gene-

ralizações, haja vista que no presente trabalho apenas parte da rigidez quaseconforme é provada.

Lyubich [L1] provou a Conjectura 1.0.1 para a classe dos polinômios quadráticos in�nitamente

renormalizados de tipo limitado. Kozlovski, Shen e van Strien em [KSvS] obtiveram a Conjectura

1.0.1 para polinômios reais com pontos críticos reais. Avila, et al. em [AKLS] provaram a Conjec-

tura 1.0.1 para qualquer polinômio unicrítico de grau qualquer que seja no máximo �nitamente

renormalizável e sem pontos periódicos não repulsores. No contexto geral das funções racionais este

problema foi completamente resolvido por Yu Zhai e Yongcheng Yin em [YZ] e [Zh] para aplicações

racionais cujo conjunto de Julia é um Cantor. Hiroyuki Inou em [In] generaliza o Teorema 1.1 de

McMullen provando que Um polinômio in�nitamente renormalizável robusto não suporta em seu

Julia um campo de linhas invariante. Recentimente, Wenjuan Peng e Tan Lei em [PT] obtiveram a

rigidez quaseconforme para aplicações multicríticas.

73
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