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Resumo

Alves, B. O. Folheagoes Riemannianas e FolheacGes Duais. 2013. 86 f. Tese (Mestrado)

- Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Uma folheacao Riemanniana singular
em M é uma folheacao singular tal que as folhas sao localmente equidistantes. Existe uma
folheagao singular, chamada de folheacao dual a folheagdo Riemanniana dada, cuja folha
passando por p € M é o conjunto dos pontos em M que sao alcangados por alguma geodé-
sica horizontal quebrada partindo de p. Se M possui curvatura seccional positiva, entao a
folheagao dual possui apenas uma folha. Se a curvatura seccional de M é nao-negativa e M
nao coincidir com alguma folha dual, entao o fibrado normal de qualquer geodésica horizon-
tal quebrada é gerado por uma familia de campos de Jacobi paralelos. Ambos os resultados
sao conhecidos com Teorema de Dualizacao. Uma aplicacao destes resultados é a prova da
suavidade da projecao métrica na alma. Todos estes resultados sao devidos a Wilking. O
objetivo desta dissertacao de mestrado é discutir tais resultados de Wilking, baseado no
trabalho do mesmo e em uma abordagem feita por Gromoll e Walschap.

Palavras-chave: Folheacao Riemanniana singular, folheacao dual, Teorema de Dualizacgao.
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Abstract

Alves, B. O. Singular Riemannian Foliation and Dual Foliation. 2013. 86 f. Tese
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo,
2013.

Let M be a Riemanniana manifold with nonnegative sectional curvature. A singular
Riemannian foliation in M is a singular foliation with locally equidistant leaves. The dual
leaf though p € M is the collection of the all points ¢ € M such that p and ¢ are connected
with a pice-wise horizontal geodesic. The partition of M into the dual leaves is a singular
foliation called dual foliation. Wilking proved that if the sectional curveture is positive,
then the dual foliation consists of a single leaf. In other words, any two points in M can
be connected with a pice-wise horizontal geodesic. In order to prove this result Wilking
showed that, if M is nonnegatively curved, the normal bundle of a dual leaf along a pice-
wise horizontal geodesic is gerated for parallel Jacobi field. These results are used in the
proof that the projection metric in the soul is smoth.

Keywords: Singular Riemannian foliation, dual foliation, Duality Theorem.
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Introducao

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Uma folheacdo Riemanniana singular em
M ¢é uma particao (suave) de M por subvariedades suaves imersas, chamadas de folhas, tal
que qualquer geodésica que é ortogonal a uma folha permanece ortogonal a todas as folhas
que encontrar. E possivel mostrar que uma folheacio Riemanniana singular é uma folheacao
singular tal que as folhas localmente sao equidistante. Exemplos de folheacao Riemanniana
completa sao dados pelas fibras de uma submersao Riemanniana e por particao por érbitas
de uma acoes isométricas. A folha dual passando por p € M, denotada por L#, é o conjunto
de pontos de M que sao alcancados por alguma geodésica horizontal quebrada que parte de
p. Como veremos no capitulo 4, a particao de M por folhas duais é uma folheacao singular,
chamada de folhea¢ao dual a folheacao dada.

Dada F é uma folheagdo Riemanniana singular em M, Wilking em [6] mostrou que se a
curvatura seccional de M é positiva, entao quaisquer dois pontos em M podem ser ligados
por uma geodésica horizontal quebrada. Em outras palavras, se a curvatura seccional de M
€ positiva, entao a folheacao Dual possui uma unica folha. Para demonstrar este resultado,
Wilking compreendeu como se comporta o fibrado normal de uma folha dual quando a
curvatura seccional de M é nao negativa, a grosso modo, tal fibrado é gerado por campos
de Jacobi paralelos ao longo de um geodésica horizontal quebrada. Estes resultados serao
referidos como Teorema de Dualizacao, Teorema 3.1.2 e Teorema 3.1.3, e sao encontrados
no capitulo 3.

Wilking também deu uma resposta positiva para a questao sobre a suavidade da projegao
métrica da alma. Toda variedade Riemanniana completa nao compacta com curvatura sec-
cional nao-negativa admite uma subvariedade totalmente convexa compacta sem bordo S,
chamada de alma. Além disto, o fibrado normal a S é difeomorfo a M. A projecao métrica é
uma aplicagdo 7 : M — S que associa a cada p € M o ponto em 7(p) € S mais proximo de p.
Por algum tempo se conjecturou que a projecao métrica era suave. O Teorema de Perelmann
garantiu que 7 é uma submersao métrica de classe C'! e Guijarro em [11] mostrou que 7 é
uma aplicacdo de classe C?. Usando os resultados sobre folheacdo Riemanniana singular e
folheagao dual, Wilking mostrou em [6] que de fato a projecdo métrica é suave e portanto
uma submersao Riemanniana.

O principal objetivo desta dissertacao é demonstrar os resultados sobre folheacao dual
mencionados acima e fazer uma breve discussao sobre a suavidade da projecao métrica.

Para alcancar tal objetivo, seguiremos os trabalhos de Wilking e uma abordagem dada por

X



X INTRODUCAO

Gromoll e Walschap. Abaixo apresentaremos a disposicao dos capitulos.

No capitulo 1, revisaremos alguns conceitos fundamentais em Geometria Riemanniana,
submersao Riemanniana e campos de Jacobi. No capitulo 2, veremos o Teorema de Eschen-
burg e Heintze (vide Teorema 2.1.1) e o Teorema de Wilking (vide Teorema 2.1.2), que
tratam sobre espacos duais, operador de Riccati e campos de Jacobi paralelos. No capitulo
3, apresentaremos o conceito de folheacao dual e os resultados de Dualizacao de Wilking. Por
fim, no capitulo 4, discutiremos a construcao de uma alma de M e a suavidade da projecao
métrica da alma, vide Teorema 4.1.1.

O texto é organizado de modo que o leitor possa omitir algumas partes a depender de
sua familiaridade com a geometria Riemanniana ou de seu interesse em questoes técnicas. As
introducgoes dos capitulos possuem resumos de resultados e defini¢coes, possibilitando assim
o leitor ir direto a demonstracao do Teorema de Dualizacao, na Secao 3.3, e do Teorema de

suavidade da prijecao métrica na alma, na Secao 4.4.



Capitulo 1

Ferramentas Basicas

1.1 Introducao

Neste capitulo, recordaremos alguns conceitos e resultados béasicos em geometria Rie-
manniana. Com o intuito de fornecer ao leitor uma fonte rapida de consulta, a maioria dos
resultados serao apresentados sem demonstragao. Deste modo, o leitor que estiver famili-
arizado com geometria Riemanniana pode omitir este capitulo, mas sugerimos que leia a
introducao para ficar familiarizado com as notacgoes utilizadas.

Na primeira secao, apresentaremos definicoes e resultados bésicos em geometria Rieman-
niana, os quais podem ser encontrados em [1], [2], [3], [8]-

Na segunda secao, apresentaremos definicoes, exemplos e resultados sobre Submersao
Riemanniana, essencialmente extraidos de [7] e [3]. Vamos expor ja nesta introdugao as
principais defini¢oes e resultados sobre Submersao Riemanniana.

Seja m : M — B uma submersao entre variedades Riemannianas. O subespaco vertical
V, e o subespaco horizontal H, em p € M sao respectivamente o espaco tangente a fibra em
p, e o complemento ortogonal de V, em T,M. A aplicacao 7 é uma submersao Riemanniana
quando

d7T|Hp : Hp — Tﬂ(p)B

¢ uma isometria. Um exemplo relevante de submersao Riemanniana é a projecao m : S% —
CP!, onde CP! é o espaco projetivo unidimensional. A cada submersao Riemanniana asso-
ciamos dois tensores fundamentais, que dizem o quanto uma submersao Riemanniana deixa

de ser uma projecao de uma variedade produto em uma das componentes:

A HxH—V
(X,Y) — AyY = V5V = %[X, Y],

S  HxYVY—YV
(X,U) — SxU = -V X.
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Tais tensores sao chamados respectivamente de A-tensor (ou tensor de O’neill) e S-tensor.

Temos que o A-tensor é parte do tensor de integrabilidade apresentado por O’neill:

A T(TM)xT(TM) — I'(TM)
(E,F) — AgF =V, F’ + V5, F".

Uma folheag¢ao Riemanniana singular F = {L,;p € M} é uma particdo que satisfaz os

dois itens abaixo:

(i) Para qualquer p € M e v € T,L, existe campo de vetores X tal que X(p) = v e
X(q) € T,L, para qualquer ¢ € M; e

(ii) Se ¢ é uma geodésica ortogonal a uma folha, entdo ¢ é ortogonal a todas folhas que

intersectar.

A folheacao F ¢é Riemanniana se for uma folheagdo Riemanniana singular cuja as folhas sao
regulares, ou seja, as folhas possuem dimensao maximal. Folheagoes Riemannianas singulares
sao caracterizadas como folheagoes tais que qualquer placa P, possui uma vizinhanca tubular
Tub(P,) onde as placas de pontos nesta vizinhanca tubular ficam contidas em um cilindro
de eixo P,. J4 as Folheagoes Riemannianas sao caracterizadas como folheagoes que sao
localmente dadas por uma submersao Riemanniana.

Um campo de Jacobi J ao londo de uma geodésica horizontal ¢ é projetdvel quando é o
campo variacional de uma variacio de ¢ por geodésicas horizontais. E possivel mostrar que
esta definicao é equivalente a definir campo de Jacobi projetavel como um campo de Jacobi

que satisfaz a seguinte equacao
JV(t) = —(SuJ” + AuJ™)(1).

Outro campo de Jacobi que serd muito usado é o campo de Jacobi tipo holonomia, que
é caracterizado como um campo de Jacobi projetavel que é vertical. E possivel mostrar que
J é um campo tipo holonomia ao longo de uma geodésica horizontal ¢ : [0,a] — M se, e

somente se, satisfaz os itens abaixo
(i) J(0) é vertical.

(i) J'(0) = ~(A T (0) + S010)](0)).

1.2 Rudimentos de Geometria Riemanniana

Apresentaremos as definicoes iniciais e primeiros resultados em geometria Riemannian.
Definiremos variedade Riemanniana, isometria, conexao Riemanniana, geodésicas, variedade

completa, tensor curvatura, curvatura seccional e campos de Jacobi. Recordaremos alguns
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resultados, como o que afirma sobre a existéncia de geodésicas e que tais objetos sao local-
mente minimizantes e também o Teorema de Hopf-Rinow. Outro resultado que enunciare-
mos, e frequentemente sera usado, ¢ uma caracterizacao de campos de Jacobi como o campo

variacional de uma variagao por geodésicas.

1.2.1 Variedade Riemanniana

Dada uma subvariedade M de R", é usual medir o comprimento dos vetores tangentes
a M por meio do produto interno candnico no espaco euclidiano R". Porém, para uma
variedade abstrata M, é comum usar uma abordagem a qual M nao é imersa em uma
estrutura ambiente, e ainda sim é possivel definir uma forma de medir o comprimento de
vetores tangentes a variedade em questao, o que nos permitird definir comprimento de curvas,

logo distancia entre dois pontos em M. Terminaremos a secao apresentando alguns exemplos.

Definicao 1.2.1 (Métrica Riemanniana). Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional.
Uma métrica Riemanniana em M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M

uma forma bilinear, simétrica, positiva definida
gp : TyM x T,M — R,

de modo que g, varie suavimente com p, isto &,

gos() = g<.)<a%<.>, a%«))

é uma aplicacao suave de M em R.

A expressao local da métrica em uma carta local (U, (z;)) de M ¢é dada por

parap € U e X,Y € T,M, onde {dz;} sio as formas duais ao referencial local {;2-} relativo

a carta dada.

Definicao 1.2.2 (Variedade Riemanniana). Uma variedade diferencidvel n-dimensional

M dotada de uma métrica Riemanniana g é chamada de variedade Riemanniana.

Um variedade Riemanniana n-dimensional M com métrica Riemanniana g ser4 denotada
por (M", g), mas, em geral, quando nao houver risco de confusao, usaremos apenas M" ou
M.

Seja f : N — M uma imersao de uma variedade diferencidvel N em uma variedade
Riemanniana (M, g*). Nestas condigdes, podemos obter uma métrica Riemanniana em N

por meio do pullback da métrica g via f:

9 (X.Y) = ["g"(X,Y), = g7 (df, X, dfyY).
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Com isso verifica-se que toda variedade diferenciavel admite uma métrica Riemanniana
g definindo, para cada carta local (U,, ¢,) de um atlas maximal 4, uma métrica em U,
dada pelo pullback da métrica canoénica do espago modelo via a carta local e usando uma
particao da unidade para definir a métrica globalmente.

Seja ¢ : [a,b] — M uma curva suave por parte em uma variedade Riemanniana (M, g).

Fazendo uso da estrutura métrica em M, definimos o comprimento de ¢ por

Agora, defina a distancia entre p e g pertencentes a variedade Riemanniana M por

d(p,q) = inf L(c),

c€fp g

onde €2, , é o conjunto de todas curvas suaves por parte ligando p a ¢. A distancia d assim

definida induz uma topologia que coincide com a estrutura de variedade topoldgica de M.

Defini¢ao 1.2.3 (Isometria). Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas. Uma apli-

cacao f: M — N é uma isometria entre M e N se for um difeomorfismo e
9p(X,Y) = (f*h)p(X,Y) = Dy (df, X, df,Y),

para cadap € M e X,Y € T,M. Neste caso, M e N sao isométricas. Diremos que f é uma
isometria local se para cada p € M existir uma vizinhanca U de p tal que f: U — f(U) é

uma isometria.

Exemplo 1. Seja i : N — M uma imersiao de N variedade suave em (M, g") variedade

Riemanniana. Logo (N, g™) é uma variedade Riemanniana com a métrica g% = i*g™.

Exemplo 2. Sejam (M, g™) e (N, gV) variedades Riemannianas. Logo M x N é uma vari-

edade Riemanniana com a métrica produto:
Iy (X, Y) = g (X1, Xo) + g (X5, V).

Exemplo 3. Considere o espago hiperbolico H""' = f~!(—1), onde f : R" - R, f(x) =
(z,z) e (T,y) = —xoYo+T1Y1 + ...+ TpYy. temos que a forma quadratica —dzi+dx? +...+dz?

restrita a H" é uma métrica Riemanniana.

1.2.2 Grupo de Lie e Agoes Isométricas

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos e resultados que envolvem grupos de Lie,
que ¢ um importante exemplo de variedade Riemanniana, e acoes isométricas, os quais

usaremos em uma pequena aplicacao do Teorema de Dualizagao de Wilking.
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Defini¢ao 1.2.4 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie G é uma variedade suave que possui
uma estrutura de grupo (G, .) tal que as operagdes G X G — G, (z,y) —» .y =aye G — G,

x — x~! sdo suaves.

Dado ¢ € G, considere a aplicacdo L, : G — G dada por L,(p) = gp chamada de
translacao a esquerda. Um campo de vetores X em ( é invariante a esquerda quando
d(L;)eX = X(g), onde e denota a identidade em G. Uma métrica g em G é invariante
a esquerda L, ¢ uma isometria para todo ¢ € G. Também definimos a translacao a direita
por R, : G — G, R,(p) = pq e analogamente campos de vetores e métrica invariantes direita.
Uma métrica é bi-nvariante quando é invariante a esquerda e a direita. E possivel mostrar
que todo grupo de Lie compacto admite uma métrica bi-invariante.

A algebra de Lie de um Grupo de Lie G, denotada por g é o conjunto dos campos
invariantes a esquerda. Também é possivel mostrar que a algebra de Lie de um grupo de Lie

G ¢é isomorfa a T.G, espago tangente a identidade.

Defini¢ao 1.2.5 (Ag¢ao de um Grupo de Lie). Sejam G um grupo de Lie e M uma
variedade Riemanniana. Uma aplicacao p: G x M — M é uma ac¢ao a esquerda de G sobre

M quando
(a) p(gr, 1(g2:p)) = 1(g192, )
(b) ple,p)=p
para quaisquer g1, go € G e p € M. Podemos denotar p(g, p) simplesmente por gp.

Definigao 1.2.6 (Agao Proépria). A acdo p : G x M — M é dita prdpria quando a
aplicacdo p: G x M — M x M, dada por p(g,p) = (1(g,p),p), é propria; isto é, pré-imagem

de conjuntos compactos é compacto.

Uma caracterizagdo de uma ac¢do p propria é a seguinte: se =, e Y, = (gn,Tn) sa0
sequéncias convergentes, entdo existe uma subsequéncia {g,, } convergente em G.
Dizemos que H é um subgrupo de Lie de G quando H é uma subvariedade imersa de G

(sem auto-intersegoes) e zy~' € H para quaisquer x,y € H.

Lema 1.2.1. Se H é um subgrupo fechado de um subgrupo de Lie GG, entao H é um subgrupo
de Lie.

Temos os seguintes exemplos de grupos de Lie:
1) O espaco euclidiano R™ com a adigao usual de vetores.

2) A esfera unitaria S* com o produto dado por
p.q=el0+r)i ¢ g

para qualquer p = €%, ¢ = e € S,
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3) Os grupos de matrizes GL(n, K), SL(n,K) (K = (R)ou(C)), O(n), SO(n), U(n) e

SU(n) com a multiplicacdo de matrizes.
Outro exemplo importante ¢ dado pelo seguinte teorema:

Teorema 1.2.1 (Myers-Steenrod). O grupo das isometrias de uma variedade Rieman-
niana (M, g), denotado por Iso(M), tem uma estrutura de Grupo de Lie com a topologia

compacta-aberta.
Observe entao que qualquer subgrupo fechado de I'so(M) é um subgrupo de Lie.

Definigao 1.2.7 (Acao Isométrica). Uma acdo a esquerda de G sobre M variedade Rie-

manniana é uma acao isométrica quando G é um subgrupo fechado de Iso(M).

Proposicao 1.2.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e G um subgrupo fechado de
Iso(M), grupo das isometria de M. Entao a acao p: G x M — M dada por u(g,p) = g(p)

é uma agao propria.

Defini¢ao 1.2.8 (Grupo de Isotropia). O grupo de isotropia de p € M é o conjunto

G, = {9 € G;gp=p}.

Dizemos que a acao ¢ u ¢ livre se para qualquer p € M o grupo de isotropia de p é
composto apenas pela a identidade e. A drbita passando por p € M é difinida como o

conjunto

G(p) = {gp;9 € G}
. O quociente da a¢ao de M por G, denotado por M /G, é denominado espaco de drbitas.

Teorema 1.2.2. Se p : G x M — M é uma acgao livre e propria, entao o espaco de
orbitas M /G tem uma estrutura de variedade e a projecao canonica 7 : M — M /G é uma

submersao.

Seja p : G x M — M uma agao propria. Duas orbitas G(p) e G(q) sdo do mesmo tipo se
existe g € G tal que
Gp = Guig.0)-

Definicao 1.2.9 (Orbita Principal). Uma orbita G(p) é uma odrbita principal quando

existe uma vizihanca V' de p tal que, para qualquer q € V,
Gp C Guga)

para algum g € G.

Observe que se todas as orbitas de uma acao propria sao do mesmo tipo, entao todas as
6rbitas sao principais.
Seja p: G x M — M uma acao. Um slice em py € M é uma subvariedade mergulhada

contendo pg tal que
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(i) TpoM = dpip,g ® T, Sp, € TyM = dp,g + 1,S,,, para todo p € S,;
(ii) Sy, € invariante sobre G,,;
(i) Se p € Sy, e g € G tais que u(g,p) € Sp,, entdo g € Gy,

onde i, (.) = (.. p)
Teorema 1.2.3 (do Slice). Seja p : G x M — M uma acao propria e pg € M. Entao existe

um slice S, em py.

O slice em py de uma agao isométrica é dado por

Spo = €ITPp, (BE<pO>>7

onde B.(po) ¢ uma bola aberta no espago normal a érbita G(py) em py.

Proposicao 1.2.2. Seja p: G x M — M uma acgao a esquerda proépria. Entao sao equiva-

lentes as afirmagoes abaixo:
a. G(p) é uma orbita pricipal;
b. Seja S, o slice em p. Entao G, = G, para qualquer g € 5,.

Esta proposi¢ao serd importante para uma aplicagao do Teorema Dualizagao de Wilking.

1.2.3 Conexao Riemanniana

Em R” temos uma forma de derivadar campos de vetores: dados X,Y campos de vetores
suaves em R", tomando a identidade I como uma carta global, e escrevendo X = > x;e; e
Y = > ye;, a derivada de Y na direcdo de X (p) é dada por

DxY(p) = X(Y), = > d(y:),X0(p),

onde 0; = d(I)e;. Se M ¢ uma subvariedade mergulhada de R", entdo uma derivada de
campos de vetores tangentes a M ¢é dada por m(DxY'), onde 7 : T,R" — T,M & a proje-
¢ao ortogonal no espago tangente a M em p. Ou seja, dados X,Y € T,M deriva-se ¥ na
dire¢do de X (p) com respeito D, derivada de campos do ambiente, e depois toma-se a parte
tangencial do vetor (DxY')(p).

Mas geralmente, no contexto de fibrados vetoriais, definimos:

Defini¢ao 1.2.10 (Conexao Afim). Sejam (£, M, 7) um fibrado vetorial e I'( E') o conjunto

das secoes de E. Uma conezao afim em E é uma aplicagao bilinear

V . x(M)xT(E) — I(E)
(X,Y) — VyY,

tal que
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ii. Vny = fVXY;
iii. VxfY = X(f)+ VxY.
para quaisquer X € x(M),Y € I'(E) e f: M — R fungdo suave.
Dessa forma é possivel calcular como campos de vetores, nao apenas tangentes a varie-
dades, mas também por exemplo campos normais, variam em uma dada direcao tangente.
A conecio linear no fibrado tangente (7'M, M, 7) de uma variedade diferenciavel nos
fonerce uma derivacao de campos de vetores em M.
Dada uma conexao linear V, escreveremos agora sua expressao em coordenadas. Fixado

p € M, sejam (U, ) uma carta local de M e (U 1) uma trivializagao local do fibrado
(E, M, ), onde U é uma vizinhanca de p. Assim dados X € x(M), Y € I'(E), escrevemos

0
X:Z:I'Z% eY:Zyjfj,

%

onde {%} ¢ o referencial local induzido por ¢ e &;(.) = ¥7'(.,e;). Portanto a expressao

local da conexao afim é
VXY = (X(w) + Y ywil§),
k ij

onde Ffj é chamado de simbolo de C'ristofell e é dado por V%@- =>, Ffjék.. Observe que
a conexao afim (VxY'), depende apenas de X (p) e dos valores de Y’ proximo de p ao longo
de qualquer curva que realiza o vetor X (p). A expressao local dada acima da conexdo afim

V admite a seguinte forma matricial
VxY = DxY + A(X)Y,
onde DyY é a derivada de campos em R"™ e A é uma matriz de 1-formas definida por

Definicao 1.2.11 (Conexao Riemanniana). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana.
Uma conexao Riemanniana, também conhecida como conexao Levi-Civita, é uma conexao
afim V no fibrado tangente T'M tal que

i. [X,Y]=VxY — VyX (simétrica ou livre de tor¢ao);
. Xg(Y,Z) =9(VxY,Z) 4+ g(Y,VxZ) (compativel com a métrica Riemanniana).
para quaisquer XY, Z € x(M).
Teorema 1.2.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entao existe uma tnica conexao

Riemanniana em T'M, a qual é dada pela formula de Koszul abaixo:

29(VxY,Z) = Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—~Zg(X,Y)
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_g<[X7 Y]? Z) - g([Za X]> Y) - g([x Z]>X)

Exemplo 4. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante ¢ munido com V conexao
Riemanniana. Entao )
VxY = E[X Y],

para quaisquer X,Y pertencentes a algebra de Lie g.

Seja (E, M, ) um fibrado vetorial com uma conexao afim V. Dada uma curva suave c é

possivel mostrar que existe um tnico operador linear % :[(c*E) — T'(¢*E) tal que

a) %(fX) = %fX + f%X para qualquer fun¢do suave f : [a,b] — M,
b) Se X admite uma extensdo para um campo X € I'(TU) com U aberto de M, entio

\Y

(EX)(t) = (Vo)X ) o),

onde I'(¢*F) é o fibrado pullback, ou seja, o espaco das segoes de E ao longo de c. O operador

% é chamado de derivada covariante.

Definigao 1.2.12 (Se¢ao Paralela). Seja ¢ : I — M uma curva suave por partes. Uma
secao X € I'(¢*E) ¢é paralela se

\Y
—X(t)=0 1.1

para todo t € I.

Sejam ¢ : I — M uma curva suave por partes e to € I. Dado v € E.(ty), usando
a equacao (1.1) escrita em coordenadas e o teorema de existéncia e unicidade de E.D.O,
verica-se que existe uma tnica se¢do paralela XV € I'(¢*E) tal que X"(ty) = v. Logo dado

outro t € I podemos definir a aplicacao
Proy + Eero) — Loy,

que associa a cada v € E.,) o vetor X"(t) € Ey). Esta aplicacao é chamada de transporte
paralelo de ty a t ao longo de c. O transporte paralelo Ff; ao longo de qualquer curva c é

uma isometria e possui as seguintes propriedades:

1. (i) P

to.1o € @ aplicagao identidade;

2. (ii) (Pt(fto)_l = Ptco,t; €

3. (iii) Pg, o Pf,, = Py

t2,to"
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1.2.4 Curvatura
Seja (E, M, ) um fibrado vetorial com conexdo afim V.

Defini¢ao 1.2.13 (Tensor Curvatura). Definimos o tensor curvatura como a aplicagdo
trilinear R : I'(TM) x I'(TM) x I'(E) — I'(E) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X,y}Z. (1.2)

Prova-se usando a regra de Leibniz que R é um C°(M)-trilinear. Como para conexao,
prova-se que R, depende apenas dos valores X (p), Y (p) e Z(p) e ndo dos campos. Portanto
o tensor curvatura R é um (1, 3)-tensor.

Quando ndo mencionado o fibrado em questao, consideraremos o fibrado tangente (7'M, M, )

de uma variedade Riemanniana M munida com a conexao Riemanniana V.
Proposicao 1.2.3. O Tensor curvatura possui as seguintes propriedades algébricas:
i. R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z,
ii. g(R(OX,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, 2);
iii. g(R(X,Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y);
iv. R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0, (segunda identidade de Bianchi) .

Definigcao 1.2.14 (Curvatura Seccional). Seja o C T, M um 2-plano gerado por X,Y €
T,M vetores tangentes linearmente independentes. Entao a curvatura seccional em o é de-

finida por
g(R(X,Y)X,Y)

Blo)=K&Y) = X)gvy) — g(X VP

(1.3)
A curvatura seccional K também é denotada por sec.

E possivel mostrar que K (o) independe da escolha dos vetores da base de o.

Temos, por exemplo, que as curvaturas seccionais do espago euclidiano R™, da esfera
unitaria S™ e do espaco hiperbolilco real (H)™ sdo constantes igual 0, 1 e -1, respectivamente.

Dizemos que uma variedade Riemanniana M tem curvatura positiva (respectivamente
negativa) quando para qualquer p e X,Y € T,M a curvatura seccional K,(X,Y’) é positiva
(respectivamente negativa).

Vejamos uma interpretacao do que significa uma variedade ter tensor curvatura nulo.

Proposicao 1.2.4. Seja (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexdo Riemanniana.

Entao as afirmacoes abaixo sao equivalentes:
a. O tensor curvatura é nulo;

b. Para todo p € M existe uma vizinhanca U de p tal que o transporte paralelo independe

do caminho.
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c. Para todo p € M existem uma vizinhanga U de p e um referencial local {E;} definido
em U tal que VE; = 0.

Exemplo 5. Sejam G um grupo de Lie com métrica bi-invariante g e g sua algebra de Lie.

E possivel mostrar que para qualquer X,Y,”Z € g
L R(X,Y)Z = Y[[X,Y].Z]
2. g(R(X,Y)X,Y) = 39([X, Y], [X,Y]) = J[[[X, Y]|]*.

Em particular, concluimos que a curvatura seccional de GG é sempre maior ou igual a zero,

ou seja, G é um espago de curvatura seccional nao-negativa.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Apresentaremos agora as defi-
ni¢oes do tensor de Ricci e curvatura de Ricci. Esses elementos sao tensores derivados do

tensor curvatura.

Definicao 1.2.15 (Tensor de Ricci). O tensor de Ricci é definido como
ric,(X,Y) =tr(Z — R(X,.)Y),

onde tr significa a aplicacao que associa a cada operador o seu trago.

Segue das propriedades do tensor curvatura que o tensor de Ricci também é um tensor

simétrico.

Definigao 1.2.16 (Curvatura de Ricci). na direcao X com g(X, X) =1 é dada por

ric,(X) =

1
p— 1m'cp(X,X),

onde n é a dimensao de M.

Seja {E;} um referencial local ortonormal em uma vizinhanca de p € M. Logo

ric,(X,Y) = Zg (X, E)Y, Ei(p))

Em particular, considerando X = FE;(p),

m%m:Z@mﬂ)

1.2.5 Geodésicas

Dados p e ¢q pertencentes ao espaco euclidiano R", considere a reta

r(t)=p+tlg—p), t eR.



12 FERRAMENTAS BASICAS 1.2

Sabemos que a aceleracao de tal curva é nula. E mais, sabemos que r é a curva que minimiza
o comprimento, isto ¢, entre todas as curvas suave por partes unido dois pontos r(ty) a r(¢;)
(to < t1) o seguimento de reta 7|y, ¢, € a que tem o menor comprimento. E assim a distancia

de p a g é dada por

N

d(p.q) = L(rpy) = / (Y = g~ pg— )b,

Em uma variedade Riemanniana M chamaremos de geodésicas as curvas cuja aceleragao é
nula. Verifica-se que localmente tais curvas minimizam o comprimento. Reciprocamente, se
uma curva minimiza localmente o comprimento, entao tal curva é uma geodésica. Também

definiremos, nesta secao, usando o conceito de geodésica, a aplicacao exponencial.

Definicao 1.2.17 (Geodésica). Uma curva suave ¢ : [a,b] — M em M variedade Rieman-

niana ¢ uma geodésica se

para qualquer ¢ € [a, b].

Pela compatibilidade da métrica e pela definicao de geodésica, o comprimento do vetor

velocidade de qualquer geodésica ¢ é constante e portanto
L(c) = |¢|(b = a).

Teorema 1.2.5. Seja M uma variedade Riemanniana. Para quaisquer p € M e v € T,M
existe um intervalo aberto I contendo o zero e uma geodésica ¢ : I — M satisfazendo ¢(0) = p

e d(0) = v. Além disso, quaisquer duas geodésicas coincidem no seu dominio comum.

Segue do teorema acima, que dados p € M e v € T,M existe uma tnica geodésica
maximal ¢ tal que ¢(0) = p e /(0) = v. A geodésica maximal é obtida tomando o intervalo
I dado pela uniao de todos os intervalos de geodésicas com as condigoes inicias dada acima.
Logo nos referiremos a tal geodésica maximal como a tinica geodésica passando por p com
velocidade v e a denotaremos por ¢, : I — M. Dizemos que M é geodesicamente completa

quando qualquer geodésica em M tem R como dominio maximal.

Lema 1.2.2. Dado v € T,M, se a geodésica ¢, esta definida em (—e, €), entdo para qualquer

a > 0 temos que
(a) A geodésica c,, estd definida em (=5, €).
(b) caw(t) = cyp(at).
Observe que o item (a) segue do item (b), que por sua vez segue do seguinte fato:
d
t

“cy(at) = av e ¢,(0) = p.
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Observacgao 1.2.1. O Lema 1.2.2 ¢é as vezes referido como Lema de Homogeneidade. Ele
nos permite tomar para qualquer p uma vizinhanca U de 0 em T, M tal que para qualquer

v € U a geodésica ¢, estd definida para ¢t = 1.

Definigao 1.2.18 (Aplicacdo Exponencial). A aplicacao exponencial em p € M ¢é deifi-

nida por

exp, : U— M

v exp,v = ¢,(1) = cﬁ(M)7

onde U a vizinhanca dada na Observacao 1.2.1.

Dado v =€ T,M considere § > 0 tal que a aplicacao exponencial esteja definida em
tv para todos ¢t € [0,0). Observe que a curva c(t) = expytv ¢ a unica geodésica que tem
velocidade v € T,M, isto é, a tnica geodésica passando por p com velocidade v. Para

qualquer p € M, o diferencial da aplicacao exponencial no 0 € T, M ¢ a identidade em T}, M:
d(exp,)o = Id.

Logo, pelo teorema da funcao inversa, existe uma vizinhanca V' de 0 tal que exp, é um
difeomorfismo de V' em sua imagem U = exp,V. A vizinhanca U é chamada de vizinhan¢a
normal. Observe que para qualquer ¢ pertencente a U vizinhanca normal de p existe uma
tnica geodésica contida em U ligando p a ¢. E assim podemos definir {E;} um referencial
ortonormal em U tal que Vx(, E; = 0, para todos 1 = 1,...,n e X campo suave, da seguinte

forma: fixado e; base ortonormal de T),M, defina
Ei(q) = Pfy(es),

onde c? é a unica geodésica contida em U ligando p a q. O referencial definido acima é

chamado de referencial geodésico.

—~

Teorema 1.2.6 (Lema de Gauss). Seja B;(0) uma bola em T,M tal que a restricdo da

~—

exponencial estd bem definida. Sejam Sy ~'(0) uma esfera contida em B;(0) e v : (—¢,€) —

S271(0) curva suave. Defina f(t,s) = exp,tv(s). Entdo
J, 0

q( Ep

Usando o Lema de Gauss e o conceito de vizinhanca normal, provamos que qualquer
geodésica localmente ¢ minimizante, ou seja, se c[a,b] — M é uma geodésica contida em
uma vizinhanca normal, entdo dada uma curva qualquer 5 suave por partes ligando c(a) a
¢(b) temos que

L(B) < L(c).
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E, por unicidade de geodésica dada velocidade inicial, vale a igualde se, e somente se, tais
curvas coincidem. Por fim, se ¢ nao estd contida em uma vizinhanca normal, basta cobri-la

com vizinhancas normais.

Teorema 1.2.7. Seja M, g) uma variedade Riemanniana. Para qualquer p € M existem

0,e > 0 tais que

i) Para qualquer ¢ € B.(p), a aplicacao exp,|p:(0) ¢ um difeomorfismo e que B.(p) ¢
q1B5(0)
exp,Bs(0).

(ii) Dado dois pontos ¢i,qs € Bcp existe um unico segmento de geodésica minimizante
contida em B.p ligando ¢; a ¢». Além disso tal segmento depende suavemente dos

pontos inicial e final.

O conjunto B.(p) é chamada de vizinhan¢a normal conveza.
Usando o conceito de vizinhanga normal convexa, prova-se que se ¢ : [a,b] — M é uma

curva suave por partes que realiza distancia, isto é,

entao ¢ ¢ imagem de uma geodésica.
Como observamos no comeco desta secao, as geodésicas no espago euclidiano R” sao

justamente as retas. Ja na esfera as geodésicas sao os grandes circulos.

Defini¢ao 1.2.19 (Variedade Completa). Uma variedade Riemanniana M é dita com-

pleta quando a aplicacao exp, estd definida em todo T,,M para qualquer p € M.

Teorema 1.2.8 (Hopf-Rinow). Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. As se-

guintes afirmacoes sao equivalentes:
a) A aplicacdo exp, estd definida em todo TpM.
b) Os limitados e fechados de M sdo compactos.
¢) M é geodesicamente completa.

d) M é completa como espago métrico.
E mais, cada uma das afirmacoes acima implica que

e) Para todo ¢ € M existe uma geodésica c ligando p a ¢ tal que
L(c) = d(p, q)-

Exemplos de variedades Riemannianas completas sao dados por variedades Riemannianas
compactas, espacos homogéneos, grupos de Lie com métrica bi-invariante, dentre os quais

encontram-se os espacos modelos R", S™ e H".
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1.2.6 Campos de Jacobi

Recordaremos nesta se¢ao, a definicao de Campo de Jacobi e alguns resultados sobre o

tema.

Defini¢ao 1.2.20 (Campos de Jacobi). Seja ¢ : I — M uma geodésica. Um campo de

vetores ao longo de ¢ é um campo de Jacobi se atender a equacao de Jabobi:

\YAY/ / Iy
EEj(t) + R(d(t), J(t)d(t) =0,

para todo t € I.

A fim simplificar o texto, as vezes é conveniente utilizar a seguinte notacao

Y%
J =
dt

E portanto a equacgao de Jacobi se escreve:
J"+ R(d,J)d = 0.
Uma variacao de uma curva suave por partes ¢ : [a,b] — M é uma aplicacdo continua
Via,b] X (—€,€) = M,

com € > 0, tal que V(¢,0) = ¢(t) e exite uma subdivisao a = sy < 51 < ... < s, = b tal
que V|[s;_1, 8;] X (—¢,€) é suave. Observe que ¢4(.) = V(.,s) é uma curva suave por partes
para qualquer s € (—e¢, €). Dizemos que V' é uma variagdo por geodésicas quando c¢; é uma
geodésica para qualquer s € (—e, €).

Tome V a conexdo Riemanniana na superficie V([a,b] x (—¢,€)). Cosidere os seguinte

campos

Observe que

Além disso é possivel mostrar que o campo ao longo de ¢y = ¢

\Y
Y(t)==VI(t,0
(t) = 5 V(£.0)
é suave por partes. Tal campo é chamado de campo variacional associado a V.
Dado J um campo variacional de uma variagao por geodésicas de ¢, prova-se diretamente
por contas que J satisfaz as equacoes de Jacobi. Reciprocamente, dado um campo de Jacobi

J ao longo da geodésica ¢, considere uma curva § : (—e,e) — M tal que 5'(0) = J(0),
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um campo de vetores W ao longo de 3 com W(0) = ¢/(0) e XW(0) = ¥ J(0) e V(t,s) =

expp(s)t]W (s) variagdo por geodésicas de c. Verificando que Y (t) = 2V (£,0) ¢ um campo de
Jacobi e que as condicoes iniciais de Y coincide com as condi¢oes de iniciais de J, concluimos

que Y = J. Portanto temos a seguinte caracterizagao para campos de Jacobi.

Teorema 1.2.9. Um campo de vetores ao longo de uma geodésica c: I — M é um campo
de Jacobi se, e somente se, € o campo variacional associado a uma variacao por geodésicas

de c.

Este teorema nos permite obter uma féormula muito til para campos de Jacobi em termos
da diferencial da aplicagao exponencial. O corolario abaixo nos fornece esta formula para o

caso particular em que J(0) = 0.

Corolario 1.2.1. Seja ¢ : [0,a] — B C M geodésica, onde B é uma vizinhan¢a normal de

p. Se J & uma campo de Jacobi ao longo de ¢ tal que J(0) = 0, entao
J(t) — d(expp>tcl(0)tjl<0)7

para todo t € [0, a.

Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica ¢ : I — M. Considere {E;}"

C/

um referencial ortonormal paralelo ao longo de ¢ tal que Fy = e Escrendo
n—1
J = Z JiE;
i=0

¢ possivel mostrar que a equacao de Jacobi é equivalente ao sistema de equagoes diferenciais

de seguda ordem abaxo:

n—1
r + Z fig(R(¢, B Ey), k=0,...,n— 1.
=0

Ou em termos matriciais
J"+ BJ =0,
onde B = (b;;) com b;; = g(R(c, E;)c, E;). Observe que b;; = bj; e by; = 0, logo B é uma
curva de I no espaco das matriz simétrica de ordem n — 1.
Denote por J. o espaco dos campos de Jacobi ao longo de uma geodésica ¢, que ¢ um

espaco vetorial, e por J:- o subespaco de J. constituido pelos campos de Jacobi ortogonais

a c.
Proposicao 1.2.5. Seja c¢: [0,1] — (M™, g) uma geodésica. Entao

a. Se V,W € T, )M, entao existe um tnico campo de Jacobi J ao longo de c tal que

J(0) =V e J'(0)=W.
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b. Exisem 2n campos de Jacobi linearmente independentes. Em particular, dimJ. = 2n.
c. Os campos Jy(t) = d(t) e Ji(t) = td(t) sdo campos de Jacobi.

d. Existem 2(n — 1) campos de Jacobi perpendiculares a ¢ linearmente independentes,

nao necessariamente ortogonais.

e. Sejam a = g(J'(0),'(0)),b = g(J(0),c(0)) € R. Entao

g(J(t), (1) = at +b.

Corolario 1.2.2. O espaco dos campos de Jacobi ao longo de uma geodésica c tem a seguinte
decomposicao
J.=JeRJaRJ,.

Corolario 1.2.3. Seja J € J. tal que J(0) = 0. Entdao J € J; se, e somente se, J'(0) &
perpendicular a ¢(0). Em particular, o subespago dos campos de Jacobi ortogonais a ¢ que

se anulam no tempo ¢t = 0 tem dimensao n — 1.

Definigao 1.2.21 (Pontos Conjugados). Seja ¢ : [0,a] — M geodésica em uma variedade
Riemanniana M. Dizemos que um ponto c¢(tg) é conjugado a ¢(0) quando existe pelo menos
um campo de Jacobi ndo trivial J ao longo de ¢ tal que J(0) = J(tp) = 0. O ntimero méaximo
de campos de Jacobi ao longo de ¢ linearmente independentes que se anulam em 0 e ty é

chamado de multiplicidade de c(ty).

Observe que a multiplicidade de um ponto conjugado é no maximo n — 1, onde n é a

dimensao de M.

Proposigao 1.2.6. Seja exp, : Bs(0) — M bem definida, ¢(t) = exp,(t)V com t € (0,9) e
||V|| = 1. Entao c(ty) é um ponto conjugado a p = ¢(0) com multiplicidade k se, e somente
se, dim Ker(d(exp,)t)V) = k.

1.3 Submersao Riemanniana

Assumiremos que (M™% gM) e (B* ¢P) sdo variedades Riemanniana com conexdes Ri-
emannianas repectivas V e V. Quando nao houver risco de confusido usaremos g no lugar de
g™ e gP. O objetivo dessa se¢ao é definir submersao Riemanniana, distribuicao horizontal e
vertical, aplicacao de holonomia, campos tipo holonomia e campos projetaveis. Dada uma
submersao Riemanniana, veremos a relacao entre as conexoes, tensores curvatura e curva-
tura seccional de M e B. E também apresentaremos trés exemplos a saber, projecao de uma
variedade produto em uma de suas coordenadas, a projecao canonica do fibrado tangente e

a projecao de S em CP! espaco projetivo complexo unidimensional.
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Dizemos que 7w : M — B é uma submersao quando for sobrejetora e tiver posto méximo,
isto ¢, a dimensao da imagem de dm, é k, para qualquer p € M. A fibra de 7 passando por

p € M é a pré-imagem de ¢ = 7(p),
Fy = 7\ (n(p)).

Pelo Teorema da Funcao Implicita, as fibras de 7 sao subveriedades k-dimensionais de M.
Logo T,F,, o espaco tangente a fibra passando por p, que ¢ o nticleo da aplicagao dm,, € um

k-dimensional subespaco vetorial de T, M espac¢o tangente a M em p.

Definicao 1.3.1 (Subespacos Horizontais e Verticais). O subespaco V, = T,F}, é cha-
mado de subespaco vertical em p. E o complemento ortogonal de V), denotado por H,,

chama-se subespaco horizontal em p.

Um campo de vetores X ¢é dito vertical (respectivamente, horizontal) quando X (p) € V,
(respectivamente, X (p) € H,) para qualquer p € M.

Uma distribui¢cao m-dimensional D em M é uma atribuicao de um m-dimensional subes-
pago vetorial D(p) = D,, de T,M, para cada p € M. Uma distribuicdo D é suave quando exis-
tirem m campos de vetores suaves X7, ..., X, tais que, para cada p € M, {X;(p), ..., X;n(p)}
¢ uma base de D,. Uma distribuicdo D é integravel quando x(D) = {X € x(M); X(p) €
D,,Vp € M} é uma algebra de Lie, ou equivalentemente, se X,Y € D, entdo [X,Y] € D.

As distribuicdes V = {V,;p € M} e H = {H,;p € M} = ker(df)" sao distribuicoes
suaves chamadas de distribuigao vertical e distribuicao horizontal, respectivamente. Deste

modo temos a seguinte decomposicao do fibrado tangente
TM =HoV.

Logo dado X campo de vetores suave existem tinicos campos suaves X" € I'(H) e X* € I'(V),

chamados de componentes horizontais e verticais de X, respectivamente, tais que
X = X"+ X"

Agora, observe que dmp|y, : Hp = Trp) B ¢ um isomorfismo linear para qualquer p € M.
Logo, para X € I'(T'B) dado, existe um tnico X € I'(TH) campo de vetores em M horizontal
m—relacionado a X, isto é,

drX = X om.

Chamaremos X de levantamento horizontal de X. O levantamento horizontal X é um campo
de vetores suave em M. De fato, dado p € M, como 7 é uma submersao, pelo teorema da
fungao implicita, existe um difeomorfismo local A : V- x U — W tal que 7 o A\(p1,p2) =
7o(p1, p2) = po, onde U e W sdo abertos de B e M respectivamente. Logo X = \(0, X|y) e

portanto X é suave.
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Defini¢ao 1.3.2 (Submersao Riemanniana). Uma aplicacio 7 : M™% — B* & uma
submersao Riemanniana quando os seguintes itens sao satisfeitos
(i) 7 ¢ uma submersdo; e

(ii) dado p € M, dmp|g, : H, = Tr(pyp € uma isometria.

Observe a condigao (ii) nos diz que dr preserva comprimentos horizontais.
Agora vejamos um lema que apresenta algumas propriedades tteis do levantamento ho-

rizontal que usaremos no decorrer do trabalho.

Lema 1.3.1. Sejam X,Y,Z € T'(TM) respectivos levantamento horizontais de XY, 7 €
[(TB) e U € I'(V) campo vertical. Entao

Demonstragdo. Temos, por hipotese, que drX = X om, drY =Y owrednZ = Z o .

Prova do item (i):

dr[X,Y] = [X,YV]r=X(Y7)-Y(Xn)
= X(drnY)-Y(drX)=X(Yor)—Y(Xon)
= drX(Y)—drY(X)=(XY)-Y(X))orm=[X,Y]or.

Prova do item (iv):

Xg(Y,Z) = Xg(dnY,dnZ) = X(g(Y,Z) o)
drXg(Y,Z) =X (g(Y,Z) o).

Os demais itens sdo demonstrados usando a defini¢do de submersdo Riemaniana, item (i)

ou o item (iv). O

Seja 7w : (M, gM, V) — (B, g%, V) submersio Riemanniana. Uma questio interessante é a
seguinte. Qual ¢ relacdo entre as conexdes Riemannianas V e V? A resposta desta pergunta

¢ dada pela proposicao abaixo.
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Proposicao 1.3.1. Seja 7w : (M, g™, V) — (B, ¢®, V) submersio Riemanniana. Se X,Y €
I'(TB) sao campos de vetores em B, com respectivos levantamentos horizontais X,Y €
[(TM), entao

ViV =VyY +-[X, Y] (1.4)

N —

Demonstragao. Aplicando a formula de Kozul a ¢(VY,U), com U € T'(V), e fazendo uso

do Lema 1.3.1, obtemos que

29(VzY,U) =g([X,Y],U). (1.5)

Assim (VY)" = L[X,Y]". Por outro lado, (VY )" = drVzY = VY.

D=

O

Agora, temos uma outras questoes que aparecem naturalmente. Qual serd a relagao entre
os tensores de curvatura R e R, repectivamente, de M e B? Qual sera a relacdo entre as
curvaturas seccionais K e K, repectivamente, de M e B?

Inicialmente observe que se X,Y,Z, W € I'(TM) sao levantamentos horizontais respec-
tivamente de X, Y, Z, W € I'(T'B), entao temos que

Xg(VyZ, W) = Xg(VyZ, W) (1.6)
o(VsVyZ,W) = o(VxVy Z,W) — g((¥, 2", (X, W]") (1.7
g(v[)_(,f/]za W) = g(v[X,Y]hZ> W) - %g([)?> Y]U> [27 W]U) (1'8)

Usando as equagoes acima provamos, a seguinte proposi¢ao que relaciona os tensores de

curvatura de M e B.

Proposicao 1.3.2. Sejam X,Y,Z W € I'(TM) respectivos levantamento horizontais de
XY, Z, W € I'(TB). Entao

g(R(X,Y)Z, W)

I
=
=
la

~
N
=

|

1 _
+ _g<[Y)Z

1
4
1 ) =

vy

A partir da relacdo entre os tensores curvatura R e R dada na Proposicao 1.3.2, é possivel

provar a proposicao a seguir que relaciona as curvarturas seccionais de M e B.

Proposicao 1.3.3. Sejam v o plano gerado por X, Y € I'(T'B) e 4 o plano gerado por
X,Y € I(TM) levantamentos horizontais de X e Y, respectivamente. Entao

K(y) = K@) + X FPIP > K. (1.9
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Exemplo 6 (Produto Riemanniano). Dadas (M, g') e (M, g?) variedades Riemanni-
anas, seja (M, g) o pruduto Riemanniano, isto &, M = {p = (p1,p2);ps € M;,i = 1,2}
e

9p(X,Y) = 9;1 (X1, Y1) + 912,2(X2,Y2),

onde X = (X1, X5),Y = (\1,Y2) € T,M =T, M, x T,,M,. Para cada ¢ = 1,2 definimos a
projecao canonica na i-ésima coordenada por
. M — M,
p = (p1,p2) — pi.

Tais projecoes sao uma submersao Riemanniana. Verificaremos esta afirmacao, sem perda

de generalidade, para m = 7;. Observe que

dm, : T,M — T, M,
X = (Xl,Xg> — dﬂ'pX = X;.

Logo V, = {0} x T),, M5 e H, =T, M; x {0}. Portanto dados X,Y € H,

gp(X7 Y) - gll;l(XlaYI)_’_gf;Q(XQaYQ)
= g;l(XI)}/l)
= 9;1 (dpra dfpy)

Isto é, m é uma isometria, e portanto ¢ uma submersao Riemanniana.

Exemplo 7 (Projegdao Canodnica do Fibrado Tangente). Dada (B*, g) uma variedade

Riemanniana considere o fibrado tangente de B:

M =TB=|JT,B={(q,v);q € B,v€T,B}

qeB

Sabemos que M é uma variedade Riemanniana de dimensao 2k. Seja m : TB — B, dada
por 7(q,v) = ¢, a projegao candnica do fibrado tangente em B. Mostraremos que 7 é uma
submersao Riemanniana, para tal fim, definamos uma primeiro uma métrica g em TM.
Dados V,W € T,M e (p,v) € M considere curvas «a, 5 : (—¢,e) = T'B,

a(0) = (0) = (p,v),
a/(0) = (¢'(0),0(0)) = Ve (0) = (¢'(0), w'(0)) = W
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Considere também a seguinte métrica em T'M

D D
gé]viv)(‘/? W) = gp<dﬂ-(p,v)‘/a dﬂ—(p,v)W) + gp(av(o)a Ew(o» (110)

Tal métrica é chamada de Sasaki.

Lema 1.3.2. Dada curva a = (¢,v) : (—€,¢) = M = TB, « é horizontal se, e somente se,
v(t) é um campo paralelo ao longo de ¢(t).
Demonstragao. Por definicao, o/(0) € H,(0) se, e somente se, para qualquer X € V)
M / / D D
0 = 9a(o)(@'(0), X) = g4(0)(dTa(0)0'(0), dTa()X) + gao) (;0(0), = 2(0))
D D
= (G 0(0), Za(0)).

Portanto o/(0) € Hq) se, e somente se, Vg ov(a(0)) = Zv(0) = 0, isto é, v ¢ um campo

paralelo ao longo de q. O

Sejam V, W € H,.). Tome curvas horizontais o e  que realizam V' e W, respectivamente.
Pelo Lema 1.3.2

Gan (Vi W) = gq(dm(q.)V, dr(guyW),

ou seja, dm,, ¢ uma isometria. E portanto 7 ¢ uma submersao Riemanniana.

1.3.1 Exemplo Relevante CP!

Trabalharemos agora um exemplo importante: CP! o espaco projetivo complexo de di-
mensao complexa 1. Primeiro vamos defini-lo, depois calcularemos sua conexao Riemanniana
e sua curvatura, fazendo uso das proposi¢oes até aqui apresentadas.

Considere a agao do grupo multiplicativo S* sobre S C C? dada por L(\,z2) = \z =

(Az1, Azg). O espaco quociente dessa acao
CP!' = §%/51

¢ chamado espaco projetivo complexo de dimensao complexa 1. Observe que z e w € S? estao
na mesma classe de equivaéncia se, e somente se, existir ¢t € R tal que z = Li(w) = ew,
isto é, quando z e w estao na mesma reta complexa.

A acdo L é uma acao livre e propria. Portanto CP! tem uma estrutura de variedade
suave de dimensao 1. De fato, se L(\, z) = z, entdo A = 1, logo L ¢ livre. Por outro lado,
como St é compacto a acao L é propria.

Agora tome 7 : S® — S3/S! a projecao canonica que associa a cada elemento z € S® sua

classe de equivaléncia [z]. A fibra passando por [z] € CP! é
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7 ([2]) = {w = e"z;t € R}

Dado w € 7~ 1([z]), tome (t) = e"'w o caminho contido na fibra 77*([z]) que passa por

wemt=0. Assim

d d, o\ .
pr (0) = —=(e"w) =ww (1.11)

dt
Logo o espago vertical em w ¢
Vi = R(iw).

1

E entdao v € H, se, e somente se, v € T,,(S?) = w e v € (iw). Portanto o espago horizontal

em w é

H, = (Cw)".

Considere a seguinte métrica Riemanniana em S® : dados V,U € 71,53
g.(V,W) = Real (V. W), (1.12)

onde (,) é a métrica Hermitiana canonica em C?. Afirmo que Ly(.) = L(},.) é uma isometria,

para qualquer A = e € S*. De fato, primeiro observe que
d(Lyx).Vz = AVy, = L)\Va,
para qualquer V, € T,S3. Logo

9, (o) (d(L2):V, d(Ly),W) = Real(A\V,\W) = Real| \|*(V, W)

Definamos uma métrica em CP'. Dados [z] € CP' e V,W € T CP?, sejam V, W €
['(H.) tais que 7(z) = [2], dm.V =V e dr,W = W. Defina entdo

g (V, W) = g.(V,W).

Como Ly é uma isometria, para qualquer A\ € S, segue que tal métrica est4 bem definida.

Considerando esta métrica, provamos o lema abaixo.
Lema 1.3.3. A projecao canénica 7 : S® — CP! é uma submersdo Riemanniana.

Assim poderemos calcular a curvatura seccional de CP!. Mas antes disso, vamos dotar o
espaco tangente a CP! de uma estrutura complexa. Temos que H, = (C'2)* é um subespaco
vetorial complexo de C?. Assim transferimos a estrutura complexa de H, para T,CP', y =

7(z). Seja Jy a estrutura complexa de R* ~ C?. Defina entdao
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J,V =dn,o Jyo (dn|y.) 'V = dr.(iV), (1.13)

V € T,CP'. Verifiquemos se J esta bem definido. Seja w = Lyz € 7~ (y). Como mo Ly = ,
temos que dm, = dm,d(L,), = dm,Ly. Logo

dr, o Jyo (dm,|p.) 'V =dm, o0 Lyo Jyo L' o (dmy|m,) 'V = dmy, 0 Jo o (dmy|m,) 'V,

ou seja, J nao depende da escolha do elemento em 7~ 1. Note que de fato J é uma estutura
complexa em T,CP!, pois J ¢ um endomorfismo de T,CP! tal que J? = J2 = —Id. Além
disso J é uma isometria, pois g(JX, JY) = g(dn(iX,iY) = g(iX,iY) = g(X,Y)

Proposicao 1.3.4. A curvatura seccional de CP! ¢

K(U,V) =1+ 3cos®0

onde U,V € T(CP?') e cost = g(U,iV).

Demonstra¢ao. Como 7 é uma submersao Riemanniana pela proposicao 1.3.3

_ 3 — v
3 _ _
= 14+ 0.

onde K =1 ¢ a curvatura seccional de S°.
Nos resta calcular ||[U, V]|]. Se iz € V, e U € H., entao

Vigiz =1U.

De fato, tome « : (—¢,¢€) — S® tal que a(0) = z e &/(0) = U. Temos que

vU’iZ = —‘t—o(’iz e} Oé) = —‘tzoi()é

I
o~
Q\
—~
o
S~—
I
-~
S

Logo
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Mas

g(V,iU) = Real(V,iU) = —Real(i(V,U))
= —Real(iV, —Real(U,iV)

= —Real(U,i —g(U,iV).

U) =
V) =
Assim 2¢(U,iV) = g([U,V]?,iz) e portanto

||[Ua V]UHQ = g([U7 V]vv [U7 V]U) = H[Uv V]va([U? V]U7 ZZ)
Segue que ||[UV]?|| = 29(U,iV) = 2cos0, terminando a prova. O
Observe que a curvatura seccional de CP! est4 entre 1 e 4, e portanto CP! é um espaco
de curvatura positiva.

Vamos estudar o comportamento das fibras da projecao 7 : S — CP?!, ou seja, das

orbitas da acao dos pontos de S pela agdo p. Denote por E; o equador de S?, isto é,
By = {z = (21, 2) € C* Im(z) = 0}.
Defina também por Ejy o equador de Fjy, isto é
Eo{z = (21, 20) € C* 2, = 0}.

Observe que F; ¢ a esfera S? mergulhada em S® e £ a esfera S! mergulhada em E;. Seja
z € 83 Se z € Ey, entao O(z) = Ey, pois (A\2); = A\zp = 0, para qualquer A € S1. Assim
podemos escolher [z] = (1,0). Se 2z ¢ Ey (22 # 0), existem A\j, Ay € S? tais que A2, \az € E)
com Real(A;) > 0 e Real(\y) < 0. Nesse caso podemos escolher sem perda de generalidade

[z] = Ai(2), isto &, A\(z) pertence a calota superior da esfera Fj.

1.3.2 Folheacoes Riemannianas

Uma folheacao F em M é uma particao por subvariedades imersas e conexas, chamadas

de folhas. Dado p € M denotaremos por L, a folha passando por p. Assim F = {L,;p € M }.

Defini¢ao 1.3.3 (Folheagao Riemanniana Singular). Uma parti¢cio suave F em M
variedade Riemanniana completa é uma folheacao Riemanniana singular em M se satisfaz

os itens abaixo

(i) F é singular, isto &, para qualquer p € M e v € T,,L, existe campo de vetores X tal

que X(p) =v e X(q) € T,L, para qualquer ¢ € M.

(ii) F é transnormal, isto &, se ¢ é uma geodésica ortogonal a uma folha, entao ¢ é ortogonal

a todas folhas que intersectar.
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Uma folha L de uma folheacao Riemanniana singular F é regular se sua dimensao for
maximal, caso contrario, dizemos que é singular. Se todas as folhas sao regulares, dizemos
que F ¢ uma folheacao Riemanniana.

Uma folheac¢io Riemanniana singular com se¢ées (f.r.s.s.) é uma folheagdo Riemanniana
singular tal que para qualquer p € M regular ) = exp,(v,L,) ¢ uma subvariedade imersa

completa que intersecta ortogonalmente as folhas. Chamaremos > de se¢do.

Exemplo 8. A folheacao dada pelas orbitas de uma acao isométrica ¢ uma folheagao Rie-

manniana.

Exemplo 9. A folheagdo dada pelas fibras de uma submersio Riemanniana 7 : (M"* g™) —

(B*, gP) ¢ uma folheagdo Riemanniana.

Podemos afirmar que uma folheacdo Riemanniana singular é uma folheacdo a qual as

folhas sao localmente equidistantes. Mais precisamente vejamos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1.3.5. Seja F uma folheagao (singular) em uma variedade Riemanniana com-

pleta (M, g). Entdo sdo equivalentes as afirmagoes a seguir
(i) F é uma folheagdo Riemanniana singular;

(ii) Para qualquer ¢ € M existe uma vizinhanca tubular
Tub(P;) ={z € M;d(z, P)) < €}

da placa P, de L, com a seguinte propriedade: se x € T'ub(P,), entao qualquer placa

P, contida em Tub(P,) esta contida em um cilindro de raio d(z, P,) e eixo F,.

Proposicao 1.3.6. Seja F uma folheagao em uma variedade Riemanniana completa (M, g).

As seguintes afirmagoes sao equivalentes
(i) F é uma folheag¢do Riemanniana.

(ii) Para qualquer p € M existem uma vizinhanca U de p, uma variedade Riemanniana
B, e uma submersao Riemanniana m, : U — B, tais que as componentes conexas de

FNU (placas) sdo pré-imagens de 7.

(iii) Seja gr a métrica transversal, isto é, gr = A*g, onde A, : T,M — v,L é a projegio
ortogonal. Entao a derivada de Lie Ly, U é nula para qualquer U campo de vetores

vertical.

1.3.3 Os Tensores Fundamentais de uma Submersao

Nesta secao, apresentaremos dois tensores que medem o quando uma submersao Rieman-
niana difere da proje¢ao de uma variedade produto com a métrica Riemanniana produto em

um dos fatores. Esses dois tensores sdo partes dos tensores apresentado por O’neill em |9].



1.3 SUBMERSAO RIEMANNIANA 27

Definicao 1.3.4 (A-tensor ou Tensor de O’neill). O A-tensor ou tensor de O’neill de

uma folheacao Riemanniana singular em M é o campo tensorial em M

A HxH—V
(X,Y) — AyY = V5V = %[X, Y],

Note que A = 0 se, e somente se, a distribui¢ao horizontal é integravel, pois H ¢é integravel
se, e somente se, 0 = [X,Y]" = 2AyY, para quaisquer X,Y € T'(H). Entdo de certo modo

o A-tensor mede a nao integrabilidade da distribuicao horizontal.
Definigao 1.3.5 (S-tensor). O S-tensor de uma folheagao Riemanniana singular é o campo

tensorial

S : HxYVY—YV
(X,U) — SxU = -V X.

O tensor Sx(.) = —V{) X = V?_)X —V ()X, é a segunda forma fundamental de uma folha
na direcao de X. Logo S = 0 se, e somente se, as folhas sao totalmente geodésicas. Assim
o S-tensor mede o quando as geodésicas das folhas deixam de ser geodésicas da variedade

ambiente.

Lema 1.3.4. Seja A% : V — H a adjunta de Ax : H — V. Se X é bésico, entao
AU = -ViX = ViU (1.14)

Demonstrag¢do. Temos que [X, U] é vertical, pois U & vertical. Assim 0 = [X, U]" = VAU —
Vi X. Logo para qualquer Z horizontal

g(A%U, Z) = g(U, AxZ) = g(U, V% Z)
= g(U,VxZ)=Xg(U, Z) - g(ViU, Z)

]

Observacao 1.3.1. Os dois tensores a seguir foram defindos por O’neill como os tensores

fundamentais de uma submersao Riemanniana.

A T(TM)xT(TM) — T(TM)
(E,F) — AgF =V, F" + V5, F".

T : D(TM)x I(TM) — I'(TM)
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(E,F) — TgxF =V F' + VY, F".

Observe que o A-tensor é a restrin¢ao do tersor A ao subespaco I'(T'M) x H e o operador

adjunto do A-tensor é igual a restrin¢do do A-tensor ao subespaco I'(T'M) x V. Ou seja,
AxY = ALYV + AxY"

para qualquer (X,Y) € T'(T'M) xT'(TM). O tensor A é chamdo de tensor de integrabilidade.
Ja o S-tensor é a restrin¢ao do operador S ao subespaco I'(T'M) x V.

1.3.4 Levantamento Horizontal e Campos Tipo Holonomia

Nesta secao, apresentaremos a definicdo de levantamento horizontal de curvas, provare-
mos a existéncia de tal objeto, mostraremos que a projecao de uma geodésica horizontal
em M ¢é uma geodésica em B, quando m é uma submersao Riemanniana, e, utilizando o
levantamento horizontal de curva e o conceito de holonomia, definiremos campo de vetores

tipo holonomia.

Definicao 1.3.6 (Levantamento e Levantamento Horizontal de Curvas). Seja c :
la,b] — B uma curva suave por partes. Uma curva ¢ : [a,b] — M é um levantamento de ¢
passando por p € 7 1(c(a)) quando mo ¢ = c e ¢(a) = p. E se, além disto, ¢ ¢ uma curva

horizontal, dizemos que ¢ é o levantamento horizontal de ¢ partindo de p.

Proposicao 1.3.7. Sejam 7 : M — B uma submersao e ¢ : I — B curva suave. Entao para
quaisquer to € I e p € 7 (c(ty)), existe € > 0 e um levantamento horizontal ¢ : [to, o + €] —
M de c| 49+ partindo de p. E quaisquer levantamentos coincidem na intersecao dos seus
dominios. Ademais se I = [a,b] e M sdao compactos (ou M completa) entdo ¢ é definida em
la, b].

Demonstracao. Podemos assumir que ¢ é regular. Tome X um campo de vetores em B tal
que X oc = . Seja X o levantamento horizontal de X. Dado ¢, € I, considere ¢ : J =
[to, to+€] — M a curva integral de X passando por p, a qual é horizontal, pois & = Xoc € H.

Verifiquemos que ¢ é levantamento de c|;. Por definicio temos que drX = X o 7. Logo
(mroc) =dnXoé=X(roc),
ou seja, mo ¢ é o fluxo do campo X passando por 7o &(ty) = ¢(ty) Portando
Toc=c|;.

As outras afirmirmacoes seguem imediatamente da unicidade de solucao de equacoes dife-

renciais ordinarias. O
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Teorema 1.3.1. Seja m : M — B uma submarsao Riemanniana. Se ¢ : I — M é uma
geodésica horizontal, entao 7 o ¢ € uma geodésica em B. Em particular se M é completa,

entao B é completa.

Demonstracao. Dado ty € I, considere a geodésica
Cp I — M.

tal que cz(ty) = dnc(ty). Seja J C I contendo t, tal que c¢p é minimizante. Seja ¢ o levan-
tamento horizontal de cg passando por ¢(ty). Observe que se mostrarmos que ¢ é geodésica,
entao concluiremos que ¢ = ¢, pois (ty) = ¢ (o), terminando assim a demonstragao. Mos-

traremos que ¢ ¢ localmente minimizante. Seja 8 : [a,b] — M uma curva em M tal que

B(a) = &(a) e A(b) = (b). Logo

b b
L(g) = /Hauz/|ww

b
- /|wwﬂ=LwomzL@w
= L(o).

Portanto, segue o resultado.
O

Observacao 1.3.2. Observe que se m : M — B é uma subersao Riemanniana, entao o

levantamento horizontal de geodésicas minimizantes é uma geodésica minimizante.

Definicao 1.3.7 (Aplicacao Holonomia). Seja 7 : M — B uma submersao Riemanniana

e c¢: |a,b] = B uma curva suave por partes. A holonomia associada a c é a aplicagao

he @ 74 c(0)) — 7Y (c(1))
p > he(p) = cp(1)

onde ¢, : [0,1] = M é o levantamento horizontal da curva ¢ partindo de p.

Defini¢ao 1.3.8 (Grupo de Holonomia). O grupo de holonomia Hol(b) de uma folheagao
Riemanniana em b € B é o grupo formado por todas holonomias que sao associadas a curvas
fechadas suave por partes partido de b, onde a operacao é a composi¢ao de fungoes. Observe

que os elementos de Hol(b) sao da forma h : 71 (b) — 7 1(b).

Lema 1.3.5. Sejam 7 : M — B uma submersdo Riemanniana, e h : F° — F! uma aplicacio
holonomia induzida por uma geodésica c : [0,1] — B, onde m(F°) = ¢(0) e 7(F") = ¢(1).
Denote por ¢, : [0,1] = M o levantamento horizontal comecando em p € F° da curva c.

Entao para qualquer u € T,F° =V,

dhyu = J(1) € T, 1 F",
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onde J é o campo de Jacobi ao longo de ¢, tal que

(i) J(0) é vertical.

(ii) J'(0) = —=(A%(5)J(0) + Ser0)J(0)).
Demonstragdo. Seja v : I = (—¢,€) — F° curva suave com 7'(0) = u. Seja X o campo
basico em F° tal que drX = ¢/(0). Observe que X(q) = ¢,(0) para qualquer ¢ € F°, onde

¢, € 0 levantamento horizontal da geodésica c passando por ¢q. Considere a seguinte variagao

por geodésicas de ¢,

H : [0,1]x[I]—>M
V(t,s) = exp, 5 (X 0 7)(s),

ou seja, a variacdo de ¢, pelos levantamentos horizontais ¢, (s de c. Entao ho~(s) = H(1,s),

de onde segue

dhyu = (ho)(0) = S V(1,0) = J(1)

onde J = %(, 0) é o campo de Jacobi associado a variacdo por geodésicas H. Observe que
J(0) = u, e entao

, vV d Vd
um__EEH@m_EEH@m
= (Vy0)(0) =V, X =ViX + VX

]

Observe que se J ¢ um campo de Jacobi dado por uma variagao de geodésicas construida
analogamente ao lema anterior a partir de uma holonomia, entao J(t) é tangente a qualquer

fibra, pois J(0) é vertical e H é uma variagao por geodésicas horizontais.

Defini¢ao 1.3.9 (Campo Tipo Holonomia). Um campo de Jacobi J ao longo de uma

geodésica horizontal ¢ : [0,a] — M é de tipo holonomia quando
(i) J(0) é vertical.
(i) J'(0) = —(Aj,(O)J(O) + Se(0)J(0)).

Se J é tipo holonomia, entao, por unicidade do problema de valor inicial, J ¢ o campo
de Jacobi construido no lema anterior, logo J é vertical. Observe que dado t € [0,a], J|xq

também ¢é tipo holonomia ao longo de c| 4. Portanto
J'(t) = —(AZ) (J (@) + Ser (1)),

para qualquer ¢t € [0, a.
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Lema 1.3.6. Se 7 : M — B é uma submersao Riemanniana com fibras totalmente geo-
désicas, onde M é variedade Riemanniana completa, entao a holonomia entre as fibras sao

isometrias.

Demonstra¢ao. Seja h a holonomia associada a uma curva ¢ : [0,1] — B. Sejam p € Fy =
7 1(c(0)) e X € T,F,. Pelo Lema 1.3.5, existe J campo tipo holonomia ao longo de ¢ tal
que J(0) = X e dh,X = J(1). Se g(J(t), J(t)) for constante, entdo em particular

9(X, X) = g(dh, X, dh, X),

implicando que h é uma isometria. De fato, ¢g(J, J) é constante, pois como J é vertical e
as fibras sdo totalmente geodésicas (ou equivalentemente o S-tensor é identicamente nulo)

temos que
g(J, J)' = Qg(J', J)=—=2g9(ALJ + SuJ, J) = —29(A%LJ, J") =0,

uma vez que A% J é horizontal. O

1.3.5 Campos de Jacobi Projetaveis

Nesta secao apresentaremos um conceito importante neste trabalho, trata-se dos campos
de Jacobi projetaveis. Como veremos, um campo de Jacobi projetavel ao longo de uma

geodésica horizontal é o campo variacional de uma variagao por geodésicas horizontais.

Definigao 1.3.10 (Campos de Jacobi Projetaveis). Um campo de Jacobi ao longo de

uma geodésica horizontal ¢ : [0,a] — M é dito projetavel quando
JV = —S.J" — A J". (1.15)

Proposicao 1.3.8. Seja V : [0,a] x I — M uma variagdo de ¢ por geodésicas horizon-
tais, onde I é um intervalo contendo o zero. Entao o campo variacional de V' é um campo

projetavel.

Demonstragao. Dado ty, considere a curva y(s) = V(tg, s) e E(s) = %V(to, s) campo hori-

zontal ao longo de 7. Logo

pois A,mE"(0) = [, "] = —3[E", "] = —Apny™(0). Mas J(to) =+'(0) e E(0) = ¢ (to).
E portanto
J"(to) = —(SeJ” 4+ Au ") (to).
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Observacao 1.3.3. Se J é um campo tipo holonomia, entao J é dado pela variacao por
geodésicas horizontais construida no Lema 1.3.5, entao pelo lema anterior J é um campo de

Jacobi projetavel.

Lema 1.3.7. Sejam 7 : M — B uma submersao Riemanniana, ¢ : [0,a] — M geodésica
horizontal, e J campo de Jacobi ao longo de 7 o c. Dado u € V), existe um tnico campo

de Jacobi projetavel J ao longo de c tal que
1. mJ=Je
2. JY(0) = u.

Demonstragao. A idéia da demostracao é construir uma variagao por geodésicas V de moc
que tem J como campo variacional, de tal forma que, quando considerarmos o levantamento
horizontal de tal variacdo obteremos uma outra variacio por geodésicas horizontais V de ¢,
que tem o campo de Jacobi J desejado como seu campo variacional.

Seja v : [=b,b] — B (b > 0) uma curva tal que v(0) = 7o ¢(0) e 7/(0) = J(0). Entao

considere a variacao por geodésicas de 7w o ¢

V . [0,a] x [-b,b] = B
V(t,s) = expyot(Jo(s) + sJi(s)),

onde Jy e J; sdo campos de vetores paralelos ao longo de 7 tais que Jy(0) = (7o ¢)'(0) e

J1(0) = J'(0). Assim o campo variacional de V é o campo de Jacobi J(t) = 2V (t,0).

Agora considere uma curva 7 : [—=b,b] — M tal que 1 0§ = v e 4Y(0) = u. Seja X uma

campo de vetores basico ao longo de 7 tal que W*XZS) = Jo(s) + sJi(s). Considere variagao
a seguinte variacao de 7 por geodésicas

V. [0,a] X [=b,b] = M
V(t, s) = exps (st X (s),

Observe que para cada s € [—b,b] ,(t) = V(t, s) € uma geodésica horizontal; com isso V &

uma variacao de 4 por geodésicas horizontais. Pela proposicao 1.3.8, J(t) = %f/(t, 0) é um

campo de Jacobi projetavel. E como V(0,s) = 7(s),

T(0) = (5-V(0,0)° = (Y(0))" =
Como mo V =V segue que
- 0 ~ 0
Tud = W*g‘/ = W*dV(g)
0 0
= d(mo V)(%) = dV(%)
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Nos resta mostrar que o campo J é o tnico campo de Jacobi tal que m,J = J e j”(O) = u.
Temos que J" é unicamente determinado pois é o levantamento horizontal do campo de
Jacobi J; e JY também é unicamente determinado pois é solucao do problema de valor
inicial:

JV = —(Su + AT — 240", J°(0) = u.

De fato, como J é campo de Jacobi projetavel, temos

jv/ _ jvlh + j'u/U _ Az/jv + j/’U . jh/’U
= AL 4TV VY = ALT T — Ay Jh
= ALJY = SuJ" —2A.J"
e J*(0) = u, por construcio. ]
Teorema 1.3.2. Se 7 : M — B é uma submersao Riemanniana e J campo de Jacobi

projetavel ao longo de uma geodésica horizontal ¢ : [0,a] — M, entdo m,J é um campo de

Jacobi ao longo de 7o c.

Demonstracao. Denote por P o cunjunto dos campos de Jacobi projetaveis ao longo de c e

considere a seguinte aplicacao linear

p ‘/0(0) x J¢ — P
(u, J) — J,

onde J é o tnico campo de Jacobi projetavel tal que 7,(.J) = .J e J*(0) = u. pelo lema 1.3.7
existéncia e unicidade estao garantida, logo p esta bem definido. Observe que se p é um
isomorfismo, entao terminamos a prova.
Se p(u,J) = J = 0, entdo u = J'(0) = 0 e J = m,J = 0. Portanto p é injetiva,
consequentemente, dimP > dim(Imp) = dimV o) +dimJ™¢ = k+2dimB = dimM +dimB.
Agora observe que para provar a sobrejetividade da aplicacao p basta mostra que a

aplicacao

Yo P —>TC(0)M X HC(O)
J — (J(0),J"(0)).

é injetora. Seja J € P tal que y(J) = 0, ou seja, J(0) = 0 e J™(0) = 0. Assim J*(0) =
—Se(0)J(0) — Ay J"(0) =0 e J* = J" = 0. Portanto p ¢ injetiva. ]

Corolario 1.3.1. Seja I’ uma folheacao Riemanniana de M. Dado J um campo de Jacobi
ao longo de uma geodésica horizontal ¢ : [0,a] — M, entdo existe uma variacdo de ¢ por

geodésicas horizontais que tem .J como campo variacional.
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Capitulo 2

Curvatura nao-negativa e Campos de

Jacobi Paralelo.

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo ¢ demonstrar o Teorema de Wilking, ferramenta chave na
demonstracao do Teorema de Dualizacao tema central desta dissertacao. Essencialmente,
este teorema fala sobre uma decomposicao em soma direta de uma certa familia de campos
de Jacobi ortogonais a uma geodésica dada, onde uma das componentes é constituida por
campos de Jacobi paralelos. Para demonstrar tal teorema sera usado um resultado para
campos de Jacobi, dada por Eschenburg e Heintze.

Com o intuito de fornecer ao leitor a possibilidade de omitir as partes técnicas, sem
comprometer o entendimento do Teorema de Dualizacao, os resultados centrais deste capitulo
serao expostos ja na introducao presente e demonstrados no decorrer do capitulo .

Dada M uma variedade Riemanniana completa n-dimensional, considere V' um espaco

vetorial de campos de Jacobi ortogonais a ¢ : R — M geodésica.

Defini¢ao 2.1.1 (Espaco Auto-adjunto). O espaco V' é dito auto-adjunto quando, para
quaisquer Ji,J, € Vet € R,

g(J1<t)7‘]£<t)) :g(‘]{<t)7<]2<t)) (21)

Como veremos, um exemplo de espacos auto-adjuntos é o conjunto dos campos de Jacobi

ortogonais a uma geodésica que se anulam em ¢ = 0.

Teorema 2.1.1 (Eschenburg e Heintze). Seja W um (n — 1)-dimensional espaco auto-
adjunto de campos de Jacobi ortogonais a geodésica ¢ : R — M™. Suponha que ¢/(t)*
seja gerado por {J(t),J € W} para qualquer ¢t € R. Se as curvaturas seccionais de M sdo

nao-negativas, entao W consiste de campos de Jacobi paralelos.

Uma versao analoga ao teorema acima serd usada de forma decisiva na demonstragao do

principal resultado deste capitulo, o qual eunciaremos agora.

35
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Teorema 2.1.2 (Wilking). Seja W um (n—1)-dimensional espago auto-adjunto de campos
de Jacobi ortogonais a geodésica c : R — M". Se M tem curvaturas seccionais nao-negativas,

entao
W = span{J € W; J(t) =0, para algum t € R} & {J € W;J paralelo}. (2.2)

Agora, apresentaremos um exemplo importante de espaco de campos de Jabobi ao longo
de uma geodésica. A importancia deste exemplo reside na sua utilizacao para a demonstragao

do teorema de Dualizacao.

Exemplo 10. Seja F uma folheagdo Riemanniana (singular) em M™™* onde a dimensdo

das folhas regulares é k. Dada geodésica ¢ : R — M ortogonal a folha regular L), defina
W = {J;J é campo de Jacobi projetavel ao longo de c¢,.J L ¢ e J"(0) = 0}, (2.3)

onde J"(0) é a componente horizontal de J(0). Provaremos que W é um (n + k — 1)-
dimensional espaco auto-adjunto, e portanto poderemos aplicar o Teorema2.1.2 para o de-
compor W em duas componentes, sendo uma das componentes o conjunto dos campos de

Jacobi paralelos pertencentes a V.

Na Secao 2.2, recordaremos algumas propriedades de espaco auto-adjunto de campos
de Jacobi ortogonais a uma geodésica. Na Secao 2.3, consideraremos W um espago auto-
adjunto (n—1)-dimensional de campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica e definiremos o
operador de Riccati, o qual serd necessario para a demonstragao do teorema de Eschenburg
e Heintze. Na Secao 2.4, apresentaremos uma versao mais geral do Teorema 2.1.1, bem como
sua demonstracao. Na Secao 2.5, consideraremos V' um subespaco proprio de W, onde W
é um (n — 1)-dimensional espaco auto-adjunto. Neste contexto, generalizaremos o conceito
de operador de Riccati. Este novo operador serd equivalente ao operador de Riccati em
M /F. Na Se¢ao 2.6, demonstraremos o Teorema de Wilking 2.1.2. E por fim, na Sec¢ao 2.7,

discutiremos o Exemplo 10.

2.2 Propriedades Basicas de Espacos Auto-adjuntos

Vamos expor nesta secao algumas propriedades de um espaco V auto-adjunto, isto ¢, um
subespaco vetorial do espago dos campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica ¢ dada, tal
que a condigdo (2.1) é verificada para qualquer ¢ € R. Como veremos no Lema 2.2.1, esta

definicao pode ser enfraquecida para a definicao:

Defini¢ao 2.2.1 (Espag¢o Auto-adjunto). Um espaco V' é auto-adjunto quando existir
to € R tal que
9(Ji(to), J2(to)) = g(J1(t0), J3(to))

para quaisquer Ji, Jo € V.
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Lema 2.2.1 (Espago Auto-adjunto). Se a condicdo (2.1) for satisfeita em V para algum

to € R, entao serd satisfeita para qualquer ¢ € R.

Demonstra¢ao. Suponha que a condigdo (2.1) seja satisfeita para to € R. Dados Ji,J, € V

defina a funcao
f@) = g(Ji(t), J2(t)) — g(Ji(t), Jo(t)).

Logo, usando a equagao de Jacobi e uma propriedade do tensor curvatura (g(R(X,Y)Z, W) =
g(R(Z,W)X,Y)), temos que

fi@) = g(J{ @), 2(t) — g(Ni(t), J5(t))

para qualquer ¢t € R. E portanto f é identicamente nula, pois f(ty) = 0. ]
A proposicao a seguir é um instrumento util que usaremos neste trabalho.

Proposigao 2.2.1. Sejam Jy, ..., J; campos de Jacobi ao longo de uma geodésica c : [a, b] —
M. Entao, fixado t € la,b], Ji,...,Jp sdo linearmente independentes se, e somente se,
Ji(t), ..., Ju(t) sdo linearmente independentes, onde J; = (Ji(t), J/(t)), i = 1,..., k.

Demonstragao. Fixadot € [a, b], considere a aplicacao p; que associa a cada campo de Jacobi

J ao longo de uma geodésica c : [a,b] — M o vetor
,Ot(J) = (J(t), J,(t» € Tc(t)M X Tc(t)M. (24)

Dado (u,v) € TeyM x TyyM, existe um Gnico campo de Jacobi J ao longo de c tal que
J(t) = ue J(t) = v. A unicidade do campo de jacobi J implica que a aplicagdo p; esta
bem definida e é injetora. A partir da existéncia do campo de Jacobi J concluimos que p; é
sobrejetora. Além disso, pela linearidade da derivada, a aplicagdao p; também é linear. Assim

pr € um isomorfismo linear e portanto segue o resultado. [
Vejamos um exemplo, que é simples, porém ttil:

Exemplo 11. Considere V' o espaco dos campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica ¢ que
se anulam em t = 0. A condi¢ao (2.1) é satisfeita para t = 0, portanto V' é um auto-adjunto.
Além disso, a dimensao de V' & igual a n — 1, porque, dada uma base {ei, ..., e, 1} de ¢+(0),
o conjunto dos campos de Jacobi {.J, ..., J,_1} é uma base de V, onde J; = p; (0, ¢;) e py &

o isomorfismo linear dado em (2.2) na demonstracao da Proposigao 2.2.1.

Dado t € R, defina o seguinte subespago vetorial de T¢) M:

V(1) = Vi(t) + Va(t), (2.5)
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onde Vi(t) = {J(t);J € V} e Vao(t) = {J'(t); J € V e J(t) = 0}. Se V ¢é auto-adjunto, esta

soma ¢é direta e entao podemos escrever
V(t) = W(t) & Va(t). (2.6)

De fato, suponha que V' é auto-adjunto. Dados u € Vi (t) e v € V4(t), sejam Jp, Jo € V tais
que Ji(t) = u, J5(t) = v e Jo(t) = 0. Logo

9(u,v) = g(N1(t), J5(t)) = g(Ji(t), () = 0.

Lema 2.2.2. Seja V um subespaco vetorial de campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica
c. Se V & auto-adjunto, entao
dimV = dimV (t),

para qualquer ¢t € R. Além disso, o segundo somando V,(t) é trivial em quase todo t € R.

Demonstra¢ao. Observe que V(t) = Vi(t) @ Va(t), para qualquer t € R, pois V' é auto-

adjunto, por hipotese. Defina o seguinte subespaco vetorial de V:
Va(t) = {J € V;J(t) = 0}.

Temos que V,(t) é isomorfo a V4(t). De fato, basta considerar a aplicacio p : Va(t) — Va(t),
dada por p(J) = J'(t), que é um isomorfismo linear, pois p = m0p;, onde p; é 0 isomorfismos
dado em (2.2) e my é a projecao na seguinda coordenada, que também é um isomorfismo
linear de py(Va(t)) em Vi(t).

Fixado ty € R, considere {Ji, ..., Ji} base de f/g(to) e complete-a para obter uma base

{1, Ty Jit1s oo, Ji}

de V. Logo o conjunto {Ji(t),..., J;.(to)} ¢ uma base de Vi(ty), pois p(J;) = J/(to) para
qualquer ¢ = 1, ..., k. Também temos que {Jiy1(to), ..., Ji(to)} € base de Vi(to). Verifiquemos
esta afirmacio. Sejam u € Vi(ty) e J € V tais que J(tg) = u. Se J € Vi(to), entdo u =
J(to) = 0 por defini¢iio, e assim néo temos mais o que fazer. Do contrario, se J ¢ Va(to),

entdao como {Jyy1, ..., J;} completa Vi(t) temos que

l
J = Z OéZ'JZ',
i=1

com o # 0 para algum j € (k+1,...,1). Por outro lado, por definigao, os campos de Jacobi

J1, ..., Ji se anulam em t = ty. Logo

l

u=J(ty) = Z a;Ji(to)

i=k+1
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e portanto span{Jy11(to), ..., Ji(to) } = Vi(to). Suponha a existéncia de escalares ag1, ...,y €

R tais que
!

> aidilte) =0.

i=k+1

Entao Zﬁzkﬂ o;J; € \72(150) e como span{Jii1,...,JJ;} completa \72(250), segue que a; = 0

para qualquer ¢ = 1,...,[. Logo podemos concluir que
dimV =1=1—k+ k= dimVi(ty) + dimVa(ty) = dimV (ty),

onde usamos o fato de V' ser soma direta de V;(t) e Va(t).
Observe que se a afirmacao (I) abaixo é verdadeira, entao V5(t) é trivial para quase todos
te R

(I) Dado ty € R, existe € > 0 tal que Ji(t), ..., Ji(t) sdo linearmente independentes, para

qualquer ¢ € (to,to + €), onde Ji, ..., J; sdo os campos de Jacobi definidos acima.

Verifiquemos a afirmagao (I). Fixe to € R e observe que o vetores Jyy1(to), ..., Ji(to)
sao linearmente independentes. Entao para t suficientemente proximo de tg, Jiy1(t), ..., Ji(t)
sao linearmente independentes por continuidade. Agora considere € > 0 tal que c|f ¢+ Da0
tenha pontos conjugados a c(to). Suponha que existem t € (¢, to+e€) e escalares ag1, ..., g €

R tais que
k
i=1

Logo api1,...,ar = 0, pois do contrario c(t) seria conjugado a c(ty), visto que J(ty) =
J(t) =0, onde J = Zle o;J; # 0. Por fim, provemos que se J € span{.Ji, ..., Jy} = Va(to),
entao J(t) ¢ span{Ji41(t), ..., Ji(t)} = Vi(t). Seja {E, ..., E,,—1} um referencial ortonormal

paralelo perpendicular a ¢* e escreva J = Z?:_ll fiE;. Note que
fi(t) = (t —to)gi,
porque f(to) = 0, onde g;(to) = f;(t). Logo

J(t
lim —( ) =
t—to t — o —to t — 1o

Mas J'(ty) pertence a Va(ty), que é ortogonal a Vi(ty), e portanto J(ty) ¢ Vi(to).

2.3 Operador de Riccati

Supondo que W é um subespaco auto-adjunto (n — 1)-dimensional de campos de Jacobi

ortogonais a geodésica ¢, onde n é a dimensao da variedade Riemanniana M, introduziremos
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nesta secao o conceito de operador de Riccati; reduziremos a equacao de Jacobi, que é uma
equacao diferencial de segunda ordem, a duas equacoes diferencias de primeira ordem; e
demonstraremos um lema que exercera papel importante na demonstracao do teorema de

Eschenburg e Heintze.

Defini¢ao 2.3.1 (Operador de Riccati). Defina Iy como o conjunto dos ¢t € R tais que
c(t)t é gerado por {J(t);J € W}. Entao o operador de Riccati de W ¢ dado para cada
t € Iy por

Riccati(t) : d*(t) — (1)

ur—s J'(t)

onde J € W e J(t) = u.

O operador de Riccati estd bem definido. De fato, dado um vetoer u = u; € *(Iy),
sejam Jp, Jo campos de Jacobi em W tais que Ji(t) = Jo(t) = u. Logo, para qualquer campo
de Jacobi J € V,

g((J1 = J3)(8), J(8) = g((J1 — J2)(t), J'(1))
= g(u—u,J'(t)) =0.

Potanto Ji(t) = Jj(t). Fixado t € Iy, provemos agora que Riccati(t) é auto-adjunto. Dados
u,v € d*(t), sejam Ji, Jo € W tais que Ji(t) = u e Jo(t) = v. Entao

g(Riccati(t)u,v) = g(Ji(t), J2(t)) = g(Ji(t), J5(t)) = g(u, Riccati(t)v),

onde usamos na segunda igualdade o fato de W ser auto-adjunto.

Exemplo 12 (Operador de Riccati em Epagos de Curvatura Seccional Constante
Positiva). Seja ¢ : R — M uma geodésica normalizada em M uma variedade Rieman-
niana n-dimensional de curvatura seccional constante igual a K > (0. Dada base ortonor-
mal {ej,...,e,_1} de ¢+(0), tome o referencial geodésico {Fy, ..., E,_1} ao longo de c tal
que E;(0) = e;, para cada ¢ = 1,...,n — 1. Como a curvatura seccional de M é cons-
tante igual a K, dado ¢ € {1,...,n — 1}, o campo de Jacobi J; ortogonal a ¢ tal que
po(Ji) = (Ji(0), Ji(0)) = (0, €;) ¢ dado por
sen(tV'K)

Ji(t) = TEN),

e assim sua derivada covariante é

Ji(t) = cos(ty/(K))Ei(t).

Seja W o espago dos campos de Jacobi ortogonais a ¢ que se anulam em ¢t = 0. Observe que
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{J1, ..oy Jn_1} € base para W e que

Iy ={teR;t# %,kGZ}.
Logo, dado t € Iy, temos que
Riccati(t)J;(t) = J(t)
- sen(tVK) A — s A
chcatz(t)(TEz(t) ) = cos(tVK)E;
Riccati(t)E;(t) = ME@) = VKcotg(VKt)Ei(t).

sen(tVK)

E portanto o operador de Riccati de W é dado por

VKcotg(NKt) - 0
[Riccati(t)] = : : — VKcotg(VKU)I,
0 o Reotg(VED

para cada t € Iyy.

41

Mas geralmente, considere W um espaco auto-adjunto (n — 1)-dimensional de campos de

Jacobi ortogonais a uma geodésica ¢ e tome {F, ..., E,_1} um referéncial geodésico de no

fibrado normal da curva c. Dado t € Iy, sejam Ji, ..., J,_1 campos de Jacobi em W tais que

{J1(t), ..., Ju_1(t)} & linearmente indendente. Escrevendo

Je=Y_ finBie Jp =) fl B,

segue que
fiat) oo fiaaa(®)
[Riccati(t)][Ji(t), ..., Ja—1(t)] = [Riccati(t)] : :
fac1a(t) - facina(t)
fia®) o fiaa()
w11 () fa (1)

Como {Ji(t),..., Jn—1(t)} € linearmente independente, a matriz (f;;(t)) é inversivel, e por-
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tanto

fa) () fa) o faa® )
[Riccati(t)] = : . : : » :

w11 o (t) foaa(®) o faina()

Assim o operador de Riccati de W pode ser entendido como Riccati : Iyy — S(n — 1)
uma curva suave em S(n—1) espago das matrizes simétricas de ordem n— 1. Logo faz sentido
derivar Riccati em relagdo a componente ¢, obtendo um vetor Riccati'(t) que é tangente a
S(n — 1) na matriz [Riccati(t)).

Agora, considerando o operador auto-adjunto R(t) : ¢*(t) — ¢*(t), dado por R(t)u =
R((t),u) (t). Temos que

—R(t)J(t) = —R((t),J(t))c (1)
= J"(t) = (Riccati(t)J(t))’
= Riccati'(t).J(t) + Riccati(t)J'(t)
= (Riccati' (t) + Riccati*(t))J(t),

parat € Iy e J € W. Dessa forma decompomos a equacao de Jacobi, J"+R.J = 0, que é uma
equacgao diferencial ordinaria de segunda ordem, em duas equacgoes diferencias ordinarias de

primeira ordem:

RiccatiJ = J' (2.7)
e
Riccati'J + Riccati®J + RJ = 0. (2.8)

No espago dos operadores auto-adjuntos em ¢*(t), considere o produto interno (A, B) =

tr(AB), onde tr denota o tra¢o de um operador.

Lema 2.3.1. Se V é um subespaco vetorial (n — 1)-dimensional de campos de Jacobi orto-

ganais a uma geodésica com um operador de Riccati auto-adjunto definido, entao

r 4+ R =0, (2.9)

(tr Riccati) _ rict|Riccatio|?
(trRiceati) g5 _ rict|Riccatiol®

tr(Riccati) I
n—1 n—1 '

e Riccatiy = Riccati — ——

onde r =

Demonstragao. Pela equagio (2.8), 0 = tr(Riccati’) + tr(Riccati®) + trR, ou seja,
tr(Riccati®) = —(tr(Riccati') + ric), (2.10)

onde ric = trR ¢ o tensor curvatura de Ricci ao longo de . Observe que tr(Riccatiy) = 0.
Logo
0 = tr(Riccatig) = (I, Riccatig). (2.11)
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E portanto vale a equacao a seguir

tr(Riccati)?

—tr(Riccati®) + | + | Riccatig|* = 0. (2.12)
n —
De fato, a equagao (2.11) implica que
tr(Riccati tr(Riccati
tr(Riccati®) = (Riccati, Riccati) = <T<LC?Z>I + Riccatio, NLC?Z)] + Riccatig)
n— n—
tr(Riccati) . tr(Riccati
= { r(Ricca Z>I, r{Ricca Z)I) + (Riccatig, Riccatig)
n—1 n—1
tr(Riccati tr(Riccati))?
= (T(LC{”)Y([, I) + (Riccatiy, Riccatiy) = M + | Riccatio|?.
n— n—

E usando as equagoes (2.10) e (2.12), concluimos que

tr(Riccati)?
0 = (tr(Riccati’) + ric) + M—Ciz) + | Riccatio|?
tr(Riccati),, tr(Riccati)., = ric+ |Riccatip|?
= (n—1
(n - 1y((PECAtD frifiiccati)y, | et iccatiol
Portanto segue o resultado:
P +r?4+R=0.

2.4 Teorema de Eschenburg e Heintze

No que se segue, enunciaremos e provaremos uma versao mais geral do Teorema de
Eschenburg e Heintze (2.1.1).

Teorema 2.4.1. (Eschenburg e Heintze) Seja W um (n—1)-subespago vetorial de campos
de Jacobi ortogonais a geodésica ¢ : R — M com operador de Riccati definido. Se Iy = R
e ric(c’) > 0, entdo Riccati(t) = 0 e ric(d) = 0. Em particular, W consiste de campos de

Jacobi paralelos.

Demonstracao. Suponha inicialmente que » = 0. Entao, pelo Lema 2.3.1,

ric(d) + | Riccatig|*

n—1

O=7r"+r+R=R=

Logo
| Riccati,|* = —ric(c’) <0,

pois, por hipotese, a curvatura de Ricci ao longo de ¢’ é ndo-negativa. E portanto ric(c') e
Riccatig sao identicamente nulos. Além disso, o operador de Riccati também é identicamente
nulo, pois

Riccati = Riccatig + vl = 0.
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Consequentemente, se J € W entdo J' = Riccati(J) = 0, ou seja, J é paralelo.
Mostraremos que r é identicamente nulo. Suponha por absurdo que exista tq € Iy tal

que 7(tg) # 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢, = 0 e que (0) < 0, pois do

contrario bastariamos considerar 7(t) = r(t — to), que também é solu¢ao da equagao (2.9).

Denote por f a solucao do seguinte problema de valor inicial

f'+ =0, f(0) = r(0).

Logo a funcao f é dada em R — ) por
flt) = — (213)
= — :
Zf—i-m
Defina y = f — r para valores em (—oo0, —ﬁ). Assim
y/ _ f/—T/:—fQ—FT'Q—i-R
= (r=Hr+f+R
= —(r+fy+R,

isto é, y é solucao do seguinte problema de valor inicial:

Y+ (r+ fly="R, y(0) =0.

E entao, usando o método do fator integrante, resolvemos a equacao diferencial acima:

- - J (r+f)dt
Y= r+f)dt / Rdt.

E como e/ "+t > 0 e R > 0, pois por hipdtese ric(c’) > 0, segue que y > 0, ou equivalen-

temente,
f>r (2.14)
Entretanto, pela equacao (2.13)

hm f(t) = —c0. (2.15)

t—— 'r(())

E apartir da desigualdade (2.14) e da equagdo (2.15), concluimos

lim r(t) = —oc.

L
==

O que é um absurdo, pois r estd definido em R, uma vez que, por hipotese, Iy = R. E
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portanto r = 0. ]

Observacao 2.4.1. No Teorema 2.4.1 acima é imprescindivel que Iy = R, isto &, {J(t); J €
v} gera ¢t(t), para todo t € R. Caso contrério, temos o seguinte contra-exemplo: considere
M = R? com a métrica canonica, c(t) = (¢,0) geodésica normalizada, J(t) = t(es)cr) =
(0,t)c) campo de Jacobi perpendicular a ¢/(t) e W o espago gerado por J. Note que J(0)

nao gera ¢-(0) e, além disso, J nao é paralelo.

2.5 Operador de Riccati Transversal

Seja V' um subespaco proprio de W um espaco auto-adjunto (n — 1)-dimensional de
campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica c. Nesta secao, versaremos sobre o operador
de Riccati transversal a V', ou seja, a restricao do operador de Riccati em W ao espaco H,
o complemento ortogonal de V em c'. Também reduziremos a equacao de Jacobi a duas
equagdes diferenciais de primeira ordem, analogamente ao que foi feito na sec¢do (2.4), onde
no lugar do termo de curvatura R aparecerd um operador de curvatura modificado, que
envolvera R" a parte em H de R e um termo envolvendo o tensor de O’neill. Usaremos esta
equagao na demonstragao do Teorema de Wilking para aplicar um argumento anilogo ao
usado na demonstragao do Teorema de Eschenburg e Heintze.

Para todo t € R, considere o seguinte subespago de T¢;) M:
V(t)={J@t);JeV}a{J(t),JeVelJ) =0}, (2.16)

que se trata do mesmo subespaco definido anteriormente na secao 2.2. Pelo Lema 2.2.2,

dimV = dimV (t). Defina também o conjunto
H(t) = V) nd*(t).
Assim, qualquer vetor u € ¢*(t) pode ser escrito como
u=u"+u" € V(t)® Ht).

O fibrado vetorial {(¢,u);t € R e u € H(t)} sera denote por H., ou apenas por H.

Definicao 2.5.1 (Operador de Riccati Transversal). O operador de Riccati transversal

é definido, para qualquer ty € Iy, por

Riccati(ty) : H.(to) — Hc(to)

U +— Y/h (to)

onde Y =J" JeW eY(ty) = J(to) = u.
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Proposigao 2.5.1. O operador de Riccati estd bem definido e Riccati(ty) é um operador

auto-adjunto, para qualquer ty € Iyy.

Demonstrac¢ao. Primeiro verificaremos que Riccati estd bem definido. Dado v = wy, €
H.(Iw), sejam Jy, Jo € W tais que Jy(to) = J2(ty) = u. Analogamente ao caso dimV =n—1
da segao 2.3, concluimos que Ji(ty) = J4(to). Logo

T (t0) = JU(to). (2.17)

Agora, observe que
T (te) =0 (i =1,2), (2.18)

pois 0 = g(J¥, X), para qualquer X € I'(H,). Derivando ambos os membro desta igualdade,

segue que

0 = g(J"(to), X(to)) + g(J" (o), X'(to))
= g(J""(to), X (to)) + g(u”, X' (to))
= g(J"(ty), X (to)),

onde a terceira igualdade é devida ao fato de u pertencer a H(ty). Logo, apartir das equa-

¢oes (2.17) e (2.18), verificamos a igualdade:
Jh/h< ) Jh/h( )

e portanto o operador de Riccati estd bem definido.
Por fim, fixado ty € Iy, vejamos que Riccati(ty) ¢ auto-adjunto. Dados uy,us € H(ty),

sejam Ji, Jo € W tais que J;(tg) = u;, i = 1,2. Usando a equagao (2.18), concluimos que

(" (t0), Jalte)) = g(J1" (to) + T (t0). Ja(to))
= g(J{"(to), to)) = (i (to). Ta(to)) = g(Ji(t), T3 (to))
= g(Tite), J2" (1) + J3"(t0)) = g(a(to), T3 (20))
= g(uq, Riccati(to)us),

g(Riccati(to)u,ug) = g

isto é, Riccati(ty) é um operador auto-adjunto. O]

Uma derivada covariante no fibrado vetorial H. é dada pela projecao em H,. da derivada

covariante no fibrado tangente, isto é,

D" . H,— H.
X — DM(X) = (X')".

Como veremos logo abaixo na Observagao (2.5.2), Riccati = (Riccati' |gry,))". Por
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outro lado, Riccati’ é uma curva suave em S(n — 1), como vimos na secao 2.3. E assim
Riccati : Iyy — S(k) ¢ uma curva suave em S(k) espaco das matrizes simétricas de ordem

k, onde k = dim H,.(t). Entao, considerando Riccati’ = D" Riccati e Y = J", segue que

D'"D"Y = D"(RiccatiY)
= Riccati'Y + RiccatiD"Y
= Riccati'Y + Riccati®Y,

para qualquer campo de Jacobi J em W.

Dado ty € R, defina a aplicacao

A(ty) : V(to) — H(to)

V> J/h(to),

onde J € V e J(ty) = v. Provemos que a aplicagdo A(tp) estd bem definida. Dado v € V (¢y),
sejam Jy, Jo € V tais que J;(tg) = v, (i = 1,2). Assim, para todo campo X € I'(H),

g(J1"(to) — J3(to), X (t0)) = g(Ji(to) = J5(to), X (to))
= g(Ni(to) — Ja(to), X (o)) — g(J1(to) — Ja(to), X' (t0))
= —g(Li(to) — J2(to), X' (o)) = 0.

Portanto Ji"(ty) = J3(to).

Lema 2.5.1. Considere o operador A definido acima. Entao as seguintes equacoes sao

verificadas:
(i) J"(to) = A*(tg)J(to), para qualquer J € W tal que J(ty) € H(to), com tg € Iy .
(i) X'(tg) = —A*(to)X (to), para qualquer X € I'(H..)

Demonstracao. Dado Z campo de Jacobi em V, temos que

g(J"(to), Z(to) = g(J'(t0), Z(to)) = g(J(to), Z'(to))
= g(J(to), 2" (t0)) = g(J(t), A(to) Z(to))
= g(A*(to)J(t), Z(to)),

concluindo assim o item (i). O item (ii) segue da seguinte conta:

0 = g(X7Z)/:g(X/,Z)—|—g(X,Z/)
= g X', 2)+9(X,AZ) =g(X', Z) + g(A* X, Z).
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Observacao 2.5.1. Suponha que V(ty) e H(tg) @ ¢/(to) coincidem, respectivamente, com
os subespacos vertical e horizontal relativos a uma submersao Riemanniana, onde ¢ ¢ uma

geodésica horizontal. Entao o operador A(ty) ¢ a restrisao do tensor de O’neil ao subespago
d(to) x V(to):
AgX =V X" 4V, X" = XM 4 xv",

Logo, pela Observacao (1.3.1), dado ty € Iy
A(tO)X - A:’(to)X

para todo X € I'(H).

Observagao 2.5.2. Seja Riccati”V : ¢t (Iy) — ¢ (Iy) o operador de Riccati de W definido

na se¢ao 2.3. Entao, para todo vetor J(ty) pertencente a H.(Iy ),
Riccati" J(ty) = Jh/h(to) + I (to) 4+ J" (to),
e portanto, pela equagao (2.18), obtemos:
Riccati" J(to) = Riccati(J(to)) + A*J(to),
ou seja,
Riceati(ty) = (Riccati" (to)|m o))", (2.19)

para qualquer tq € Iyy.

Lema 2.5.2. Seja Y = J”" onde J € W. Entéo
D'"D"Y + K"Y + 3AAY =0, (2.20)

e assim
Riccati’ + Riccati® + R" + 3AA* = 0, (2.21)

onde R(.) = R(c,.).

Demonstragdo. Sejam X1, ..., X} campos ortonormais D"-paralelos (ou seja, X{h = 0) com
Xi(to) = J(ty). Usando o Lema 2.5.1, em ¢, temos que

DM, X) = g(I"™", X)) = g(J"™, X,)

XY = g XD = g(IM" XY = (M X

T XY = gV, X = (9(I" X)) = g(T" X)) = (T, X)) = g(J], Xi)"
) +29(J, X0) + 9(J, X)) = g(J", Xi) +29(J', X) + g(J, X])

J" X)) 4 29(J" + I, XD + g(J, XV
)+ 29", X"+ g(J", X)) + (], XY)

g(D"D"Y,X;) = ¢
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= g(J", Xi) +29(J", X)) + 9(J, X]) = (=R J, X;) — 29(A"J, A" X;) + g(X1, X])
= —g9(RJ, X;) = 29(AA"J, X;) + g(X1, X')

= —g(RJ +2AA"J, X;) + (—g(X1, X]) + (X1, X;))

= —g(RJ+2AA"J X;) — g(-A" X, - A" X;)

= —g(RJ + 2AA*J, X;) — g(AA*J, X;) = —g(RJ + 3AA*J, X;).

Portanto segue o resultado. [

2.6 Teorema de Wilking

Observe que o Teorema de Wilking 2.1.2 ndo tem como hipoétese: Iy, = R. Assim W nao
necessariamente é composto por campos de Jacobi paralelo, como vimos no exemplo dado
na observacao (2.4.1). Entretanto, o Teorema de Wilking fornece uma decomposigao de W
em dois subespagos, sendo uma das componentes o conjunto de campos de Jacobi paralelos
pertencente a W. O objetivo desta secao é provar a seguinte versao do Teorema de Wilking
2.1.2:

Teorema 2.6.1 (Wilking). Seja W o (n-1)-espago vetorial dos campos de Jacobi ortogonais
a geodésica ¢ : R — M com operador de Riccati auto-adjunto definido. Se M tem curvatura

seccional nao-negativa, entao
W = span{J € W; J(t) =0, para algum t € R} & {J € W;J é paralelo}. (2.22)

Neste paragrafo, veremos a ideia geral da demonstracao. Considere os seguintes subes-

pacos de W:
V =span{J € W;J(t) =0, para algumt c R} e H = {Y;Y = J" J € W}.

Primeiro provaremos via o Lema 2.6.1 que W/V & isomorfo a H, logo H é complementar
a V. Ja o Lema 2.6.3, implicard que o operador de Riccati transversal estd definido em R.
Este fato, mais a hipotese sobre a curvatura (curvaturas seccionais de M nao-negativas) nos
permitira concluir, usando um argumento analogo ao Teorema de Eschenburg e Heintze, que
o Riccati transversal é identicamente nulo. Este resultado, os Lemas 2.5.1 e 2.6.5 e novamente
a hipdtese sobre a curvatura seccional de M implicara que os operadores R, A e A* sdo
identicamente nulos. Dado Y € H, como Riccati transversal é nulo, Y é D"-paralelo, e como
A =0,Y éum campo paralelo. Por fim, usando que A, A*, R" e Y’ sao identicamente nulos,
verificamos que Y atende a equagao de Jacobi. Portando H é o complementar ortogonal a
V em W que é constituido por campos de Jacobi paralelos.

No que se segue demonstraremos o Teorema de Wilking 2.6.1.
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Lema 2.6.1. O nticleo da projegao 7 : W — H, J — J" ¢ V. Em particular W/V ¢ isomorfo
a H.

Demonstracao. Visto que H(t) é o complemento ortogonal de V (t), se J € V, entao 7(J) =
J" = 0. Reciprocamente, suponha que J € W e J" = 0, ou seja, J*(t) = 0 para qualquer
t € R. Fixado ty € Iy, temos que J(ty) € V(ty), logo existe U campo de Jacobi em V' tal
que Ul(ty) = J(to). Desse modo, concluimos que J —U € V| pois (J — J;)(tg) = 0, e portanto
JeV. O

O lema acima implica que o espaco W se decompoe como soma direta dos subespacgos V'
e H:
W=Va&H.

Lema 2.6.2. Se J ¢ V, entdo J(t) ¢ transversal a V'(¢) para todo t € R.

Demonstra¢ao. Dado J ¢ V', suponha por absurdo que existem campos de Jacobi J;, Jo € V
tais que Jo(tg) =0 e
I (to) = Ji(to) + J5(to),

para algum ¢y, € R. Note que

9(J(to), J5(to)) = g(J'(to), J2(to)) = 0

9(Ji(to), J5(to)) = g(Ji(to), J2(te)) = 0.

Logo
g(J5(to), J5(to)) = g(J(to) — Ji(to), Ja(to)) = 0,

concluindo que J5 = 0 e assim Jo = 0, pois Jo(ty) = 0. Portanto J(ty) = Ji(to) e, analoga-
mente a um argumento usado no lema anterior, checamos que o campo de Jacobi J petence

a V', o que constitui uma contradicao. O

Lema 2.6.3. Sejam Jq,...,J, campos de Jacobi em W tais que, para algum t, € Iy,
{J1(to), .., Jx(to)} € uma base de H(ty). Entao

a) {JM2),..., JI(t)} é base de H(t), para todo t € R;
b) H = span{J}, ..., JI'}.

Demonstracao. Fixe t € R. Suponha que existem escalares aq, ..., a; € R tais que

> adl(t) =0. (2.23)
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Se Zle a;J; ¢ V, entdo é transversal a V (t), pelo Lema 2.6.2. Logo a; = 0¢ = 1,..., k, pois

k

Z azjz(t) € V(t)v

=1

visto que supomos a equagao (2.23). Do contrario, se Zle a;J; € V, entao

k k
W(Z OéZJZ> = Z OZZJZh = O,
=1 i=1

pelo Lema 2.6.1. Em particular, para ¢, dado nas hipoteses,

k k

Z OéZJZ(to) == ZOQ’J[L@()) =0.

i=1 =1

E como, por hipotese, {Ji(ty), ..., J(to)} é base de H(ty), segue que o; = 0, i = 1,.... k.
Portanto, como dim(H(t)) é constante igual a k, {J(t), ..., J}(t)} é uma base para H(t).

Provemos agora o item (b), ou seja, H & gerado por {J}',...,Ji}. Se Y € H, entao, por
definicao, existe J € W tal que Y = J". Como, por hipotese, {J;(ty), ..., Ju(to)} é base de
H(to), temos:

Y (to) = J"(t) = ZyiJi(to).

Logo (Y — 2% y;J;) € V. Pelo Lema 2.6.1,

k k
0=m(Y — Zszz) :Y_Zyijiha
i=1 i=1

concluindo a demonstracao do lema. O

Observacao 2.6.1. O Lema 2.6.3 nos garante que o operador de Riccati transversal esta
definido para todo t € R. Essa condigao substituira a hipotese Iy = R na demonstragao da

seguinte versao do Teorema de Eschenburg e Heintze.

Lema 2.6.4 (Teorema de Eschenburg e Heintze Transversal). O operador de Riccati

transversal é identicamente nulo.

Demonstracao. Analogamente ao Lema 2.3.1, provamos que

P +r?4+R =0,

tr(Riccati) R = tr(RP4+3AA*)+|Riccatio|?
n—1 o n—1

Se r = 0, entao verificamos a seguinte equagao

onde r = e Riccatiy = Riccati — rl.

tr(R" + 3AA*) + | Riccatiy|?
n—1 '

0=R=
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Logo
tr(R" + 3AA*) = —|Riccatig|* < 0. (2.24)

Além disso, dada uma base {J!'} de H, e como as curvaturas seccionais de M sdo nao-

negativas, segue que

tr(R" +3AA") = Y g(RM(J]), J) + 3g(AA"J], T}
= > g(R(IP), I} + 3g(A° T A ]

= S W Pseel . ) 4 AT 2 0
— c " sec |c’]’\J-h| 7> 0.

Logo, tr(R" + 3AA*) = |Riccatig|* = 0, e portanto
Riccatt = Riccatig + r1 = 0.

Supondo por absurdo que r é nao nulo para algum ¢y, e procedendo de forma analoga
ao Teorema 2.4.1, conclui-se que Riccati transversal explode em tempo finito, o que é um

absurdo pela Observagao 2.6.1. O]
Lema 2.6.5. Os operadores R", A* e A sio identicamente nulos.

Demonstracdo. Pelos Lemas 2.5.2 e 2.6.4, temos que R" = —3AA*. Logo
g(R"X, X) = —3g(AA* X, X) = —3g(A* X, A*X) = =3||A*X|* <0,

para qualquer X € I'(H). Por outro lado, como por hipotese as curvaturas seccionais de M

sao nao-negativas,

/

X
g(R"X, X) = g(RX, X) = |c’|2|X|2360(|C—/|, m) > 0.
C

E entdo g(R",) = 0, donde concluimos que, de fato, os operadores K", A* e A sao identica-

mente nulos. [

Usando os Lemas 2.5.1 e 2.6.5, demonstramos os lemas a seguir.
Lema 2.6.6. Se Y = J" € H, entdao Y ¢ paralelo.

Demonstracao. Note que se Y = J" € H, entdo Y é um campo D"-paralelo, pois
DY = J"" = RiccatiJ" = 0.
Logo Y/ =Y"" e entdo, para qualquer Z € I'(V),

0 = gV, 2) =gV, 2)+g(V,Z') = g(Y"*, Z) + g(Y, Z"")
= g(Y/v7Z)+g(KAZ):g(Y/U>Z)’
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pois A = 0. Portanto Y/ = Y'Y =0, isto ¢, Y é um campo paralelo. H
Lema 2.6.7. Se Y = J" € H, entdo Y é um campo de Jacobi ao longo de c.

Demonstracdo. Como J é um campo de Jacobi tal que Y = J", dado Z € V temos que

g(R‘LZ) = _g(‘]”’Z):_(g(‘],vZ)/_g(Jl>Z/))
= —(9".2) —g(J",2')) = =(9g(A" ], 2) — g(J', Z"))
_ g(J/,Z/) _ g(J/,Z/v + Z/h) — g(J/,Zw +AZ)
— g(J/’Zn)) — g<J/’U’Z/’v) — g(.A*J, Z/’U) — O,

logo R*J = 0. Assim RY = 0, pois R" = 0. E como Y é paralelo (Y’ = 0), verifica-se a
equacao de Jacobi
Y" 4+ RY = 0.

Portanto Y é um campo de Jacobi. O

2.7 Exemplo

Nesta sec¢do, consideraremos o exemplo (10). Seja F folheacdo Riemannian (singular)
em M™% variedade Riemanniana completa com curvatura seccional nao-negativa, onde a
dimensao das folhas regulares é k. Dada ¢ : R — M uma geodésica horizontal, seja W o
subespaco constituido por campos de Jacobi projetaveis ortogonais a ¢ que sao verticais em
t=20:

W = {J;J & campo de Jacobi projetavel ao longo de ¢, J L ¢ e J"(0) = 0}. (2.25)

Mostraremos que W é um (n + k — 1)-dimensional espago auto-adjunto com um operador
de Riccati definido. Seja V' o subespaco dos campos de vetores ao longo de ¢ que sao tipo
holonomia. Observe que se J € V, em particular, J é um campo de Jacobi projetavel e
vertical. Portanto V' é um subespaco proprio de W. Assumindo que a geodésica c é regular,
verificaremos que V (t) e H(t)®c (t) coincidem, respectivamente, com V) subespaco vertical
e H.) subespago horizontal relativos a folheagao F. No caso em que a folheagao F é dada
por uma submersdo Riemanniana 7 : M"**~1 — B" mostraremos que (W) o espago
dos campos projetados de W & um auto-espago (n — 1)-dimensional de campos de Jacobi
ortogonais a geodésica m o ¢, logo possui um operador de Riccati auto-adjunto bem definido,
denotado por Riccati™W).

Associaremos o operador de Riccati tranversal ao operador de Riccati em m,.(W) por

Riccati™W)(u;) = Riccati(iy),

onde a barra supra-escrita denota o levantamento horizontal de um vetor pertencete ao
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vibrado I'((7 o ¢)*T'B) para o fibrado I'(¢*T'M).

Suponha, sem perda de generalidade, que a folha L passando por ¢(0) é regular. Tome
U uma vizinhanca da placa P,y C L tal que a folheacao F restrita a U é dada por uma
submersao Riemanniana:

m:U — B,

onde B é uma variedade Riemanniana n-dimensional. Sejam ¢y : I — U restricado de ca U e
Wy = {J|1; J € W}. Observe que as dimensoes de W e Wy sao iguais. Defina 7, (W) como
o subespaco projetado de Wy,

(W) ={m.(J); J € Wy }. (2.26)

Observagao 2.7.1. Note que m,(W) é o conjunto dado no exemplo (11), isto é, o espago
dos campos de Jacobi J ortogonais a geodésica 7o ¢y : I — B tais que J(0) = 0. Como

vimos, tal espago é auto-adjunto e tem dimensao n — 1 .

Lema 2.7.1. Sejam F folheacao Riemanniana singular em M variedade Riemanniana com-

pleta e ¢ : R — M geodésica horizontal. Entao
dimW =n+k—1,

onde W ¢ definido por (2.25).

Demonstracao. Considere a seguinte aplicagao

po: (moey)t(0) x Ty L — W
(u,v) — J = J" 4+ J

onde J € W tal que (7,.J) (0) = u e J*(0) = v. Vejamos que tal aplicagio estd bem definida.
Seja (u,v) € (70 cy)*(0) x Trp)L. Entao existe um tnico campo de Jacobi J ortogonal a
(mocy) tal que J(0) = 0 e J(0) = u. Por outro lado, pelo Lema 1.3.7, existe um tnico
campo de Jacobi J projetavel ortogonal a ¢y tal que m.J = J e J¥(0) = v. E portanto existe
um tinico campo de Jacobi J projetavel ortogonal a ¢ com J"(0) = 0 (isto &, J € W) tal que
(mJ)'(0) = u e JY(0) = v. Portando u esta bem definida. Além disso, note que a aplicacdo

4 ¢ um isomorfismo linear. Logo
dimW = dim(((7 0 ¢)"(0)) x TyoyL) =n +k — 1.

m
O lema a seguir implicara que W tem um operador de Riccati auto-adjunto definido.

Lema 2.7.2. Seja 7 : M"** — B™ uma submersio Riemanniana e ¢ : R — M uma geodésica

horizontal. Considere W um subespaco do espaco dos campos de Jacobi projetaveis ao longo
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de ce m, (W) = {m.J;J € V} o subespago dos campos de Jacobi ao longo da geodésica woc
projetados. Entao W tem um operador de Riccati auto-adjunto definido se, e somente se,

m.(W) tem operador de Riccati auto-adjunto definido.

h

Demonstracao. Nesta demonstracao, os indices ” e ¥ representam, respectivamente, as com-

ponentes horizontal e vertical relativas a folheagao F.
Observe que t € Iy se, e somente se, t € I . Assim se provarmos que W é auto-adjunto
se, e somente se, 7, W também for auto-adjunto, segue entao o resultado.

Sejam Ji, Jo € W. Como J, é projetavel, segue que

g(Ji, Jy) = g(J0, J5") + g(Jt, 3"
= g(JY, =S JY) + (I, —Ag I + (I, TRy + (Tl T3,

E, como ¢ é um campo basico, vale a equacao J;’h = VhJ? = —A%JY, pelo Lema 1.3.4. E

entao
g(Jla Jé) = g( f? _Sc"]g) + g(_A:’va Jg) + g(Jl > Jh/h) + g(‘]{la _Az"]g)
Obtendo uma expressao anédloga para g(J;, J2), segue

(), —SeJ3) — glALJY, JE) + g(JP, JE"™) — g(Jp, AL J3)

- M%>A9£J+MA}&JD g(Jy, ™) + g( Iy, AL )

= g(J} TY) = g(J3, —SuJP) + g(Ji, Ji™) — g(Jh, T
(Jf ﬁ% g(J3, ") = g(mdi, (mho)) = g((mh) o),

g(J1, Jy) —g(J1, o) = g 9(
+ g(

= 9

onde na terceira igualdade usamos a simetria do S-tensor. Portanto

9(J1, J3) — g(J1, Jo) = g(mJi, (mJ2)') — g((medh) e J2),

para qualquer .J;, Jo € W. Dai concluimos que W é auto-adjunto se, e somente se, m, W

também for auto-adjunto. O]

O Lema anterior e a observagao (2.7.1) implicam que Wy é auto-adjunto, logo W é auto-
adjunto, pelo Lema 2.2.1. Pportanto W possui um operador de Riccati auto-adjunto bem
definido.

Agora, considere V' o subespaco dos campos de Jacobi tipo holonomia. Como observamos,
V' & um subespago proprio de W. Defina a distribuigao t — V (t) = {J(t); J € V}®{J'(t); J €
V, J(t) = 0} que é regular, pois dimV (t) = dimV (Lema 2.2.2). Se J € V, entdo J € I'(c*V).
Logo

Vi(t) = {J(t);J € V} C Ve
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Assumindo que ¢ é uma geodésica regular, obetemos que

Por outro lado, dado u € T, )L, existe um tnico campo tipo holonomia .J ao longo de ¢ tal

que J(t) = u, pelo Lema 1.3.5. Assim

E portanto
V(t) =TuyM = V) € Hewy =V (t)" = H(t) & (t).

Como Hewy = H(t) ® (t), podemos definir o operador de Riccati transversal para todo
teR:

Riccati : H(R) — H(R)

e —s T,

onde J € W com J(t) = uy.

Suponha que a folheacao F é dada por uma submersao Riemanniana 7 : M — B. Sejam
V, V conexdes Riemannianas de M e B respectivamente. Sejam 3ec e sec, respectivamente,
curvaturas seccionais de M e B e ric o tensor de Ricci em B.

Considerando a geodésica ¢ = moc : R — B, observe que, a partir da discussao feita

mais acima,

(W) = m.(H)

¢ um (n — 1)-dimensional subespaco de campos de Jacobi ortogonal a ¢ auto-adjunto. Defina

o operador de Riccati em 7,.(H) por

Riccati™M) . gl([w*(H)) — 6/L(Lr*(H))

U —— J/<t>

onde J € m,(H) = m. (W) com J(t) = u;. O operador Riccati™™) é um operador auto-
adjunto bem definido. A proposicao a seguir relaciona o operador de Riccati transversal com

o operador de Riccati em . (V).

Proposicao 2.7.1. Para qualquer u, € ¢+ temos que

Riccati™W)(u;) = Riccati(iy).

Demonstra¢ao. Como m : M — B é uma submersao Riemanniana e ¢ é uma geodésica

horizontal regular,

\Y% \Y%
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para qualquer X € I'(H). Logo, para qualquer u; € &+,

Riccati™W) (uy)

onde J € W tal que J(¢)

Ty

(Y (1) = (dn"Y (1)
v h _ v h
%dmf (t) = dT('EJ (t)
drJ" () = dr """ ()

dr Riccati(uy),

57
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Capitulo 3

Teorema da Dualizacao de Wilking

3.1 Introducao

Neste capitulo, provaremos o Teorema de Dualizacao de Wilking enunciado a seguir.

Teorema 3.1.1 (Dualizacao de Wilking). Seja M uma variedade Riemanniana completa
e considere F uma folheacao Riemanniana singular em M. Se a curvatura seccional de M ¢
positiva, entao quaisquer dois pontos em M podem ser unidos por uma geodésica horizontal

quebrada.
Para provar este teorema, Wilking utilizou o conceito de folha dual.

Definig¢ao 3.1.1 (Folha Dual). Seja F uma folhea¢ado Riemanniana (singular) em M. Dado
p € M o conjunto

Lf = {q € M;existe uma geodésica horizontal quebrada ligando p a ¢}
é chamado de folha dual a F passando por p.

Na primeira secdo, sera construida uma folheacio F#, chamada folheacdo dual a folhe-
acao Riemanniana (singular) F, cujas folhas veremos que coincidem com as folhas duais
definida acima. O leitor pode omitir a construcao da folha dual, assumindo por defini¢ao

que F# = {Lf;p € M}. Assim, podemos reformular o Teorema 3.1.1 da seguinte forma:

Teorema 3.1.2 (Dualizacao de Wilking). Seja M uma variedade Riemanniana completa
e considere F uma folheacao Riemanniana singular em M. Se a curvatura seccional de M é

positiva, entao a folhacao dual tem uma tnica folha dual.

A demonstracao do Teorema 3.1.2 segue do seguinte teorema, que também sera referido

como Teorema de Dualizagao.

Teorema 3.1.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa e considere F uma folheagao
Riemanniana singular em M. Se a curvatura seccional de M é nao-negativa e existir uma
folha dual L# tal que dimL# < dimM, entdo o espaco normal a L# ao longo de ¢ é gerado
por campos de Jacobi paralelos, onde ¢ : I — L# ¢ uma geodésica horizontal quebrada em
L*.

29
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De fato, este teorema termina a prova do Teorema 3.1.1. Suponha, por absurdo, que
exista uma folha dual L# tal que dimL#* < dimM. Seja ¢ uma geodésica horizontal contida
na folha L. Entao, pelo teorema 3.1.3 , existe J campo de Jacobi paralelo nao trivial ao
longo de ¢ tal que J(t) € I/C(t)(L#), para qualquer ¢ € R. Pela equacao de Jacobi e do fato

de J ser paralelo, temos que

0=J"+R(d,J) =R(d,J).

Logo K(c,J) = 0. O que contradiz a hipotese de M ter curvatura estritamente positiva.
Demonstraremos o Teorema 3.1.3 na segunda secao deste capitulo. E, na ultima segao,

apresentaremos duas aplicacoes do Teorema de Dualizacao, onde uma destas aplicacoes sera

utilizada na demonstracao da suavidade da projecao métrica na alma, tema do proximo

capitulo.

3.2 Folheacao Dual

Nessa secao, sera construido o conceito de folheacao dual. Tal construcao parte de um
subconjunto D de campos de vetores definidos em abertos que cobrem toda variedade,
que por sua vez induzird uma menor distribuicao invariante pela acao de um grupo de
difeomorfismo locais e que contém a distribui¢ao gerada por D. O Teorema de Sussmann vai
garantir a integrabilidade de tal distribuicao e entao sera definida a folheacao dual como a
folheacao singular na variedade por variedades integrais da distribuicao construida. Por fim,
serd verificado que a folha dual passando por um ponto p coincide com L;ﬁ*, o conjunto de
elementos alcancados por geodésicas horizontais quebradas que partem de p.

Seja V(M) o conjunto dos campos de vetores suaves X definidos em um aberto Ux de
M. Dado X € V(M), uma curva integral de X é uma curva suave « : I — M (onde I é um
intervalo contendo 0) tal que o/(t) = X («(t)). Denotaremos a curva integral de X passando
por p por a,(t), e quando nao houver risco de confusdo denotaremos apenas por a(t). Se o
intervalo I for maximal, entao a curva integral «, é tnica. Nesse caso, diremos que o, é a
curva integral (maximal) de X passando por p. Denotaremos o intervalo maxival por IbX ,
ou apenas por [,. Seja D(X) o conjunto de todos pontos (t,p) € R x M tais que t € I,.

Definimos entao a aplicacao

* . DX)— M
(t,p) — a,(t).
Fixado t, temos o difeomorfismo local ¢X (p) = (¢, p).

Um pseudogrupo G de difeomorfismos locais é uma colecao de difeomorfismos locais em

M que satisfaz as seguintes propriedades
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i) Se v € G, entao vy~ ! € G
ii)Sev:U—=V,7:U—=VeGeV U, entiojory:y (U) =V €G;
iii) Sey:U — V € G, entao 7|y € G, para qualquer aberto U C U

iv) Seja v : U — V um difeomorfismo local em M. Se para cada p € U existe v, : U, —
V, € G tal que 7|y, = 7, onde U, C U é uma aberto, entdo v € G.

Seja A uma colegao de difeomorfismos locais em M que contém a identidade. Obtemos um
pseudogrupo, chamado de pseudogrupo gerado por A, tomando a uniao de A com os inversos,
as composigoes, restringdes a abertos e unioes dos elementos de A. Dado X € V(M) campo
de vetores suave, o pseudogrupo gerado pelo conjunto dos fluxos de X sera denotado por Gx.
Se D é um subconjunto de V(M), entao existe um menor pseudogrupo de difeomorfismos
locais que contém |Jy.p Gx, 0 qual serd chamado de pseudogrupo de difeomorfismo local

gerado por D, e denotado por Gp. Observe que os elementos de Gp sao da forma
X X Xy,
Sotll © ‘Ptgz C...0Q

onde n € N, o%i € Gx,, com X; € D e t; € I*i para qualquer i € {1,....,n} tal que a
composicao acima faca sentido.

Dizemos que D C V(M) é definido em todo lugar (ou definido em toda parte) quando a
uniao de todos os dominios dos campos de vetores pertencentes a D cobrem M. Analoga-
mente, um pseudogrupo de difeomorfismos locais é definido em toda parte quando a uniao
dos dominios de seus elementos cobrem M.

Seja G um pseudogrupo de difeomorfismo local definido em toda parte. Note que G induz
uma relacao de equivaléncia: dois elementos p; e py € M sao G-equivalentes quando existir
g € G tal que g(p1) = pa. As classes de equivaléncia dessa relagao sdo chamadas de G-drbitas.

Se D € V(M) é um subconjunto de campos de vetores definido em toda parte, entao
existe uma distribui¢do Ap gerada por D, isto é, Ap(p) é um subespago de T, M gerado por
{X(p); X € D} para qualquer p € M. Dado G um pseudogrupo de difeomorfismos locais,
uma distribuicio A é dita G-invariante quando dg(A(p)) esta contido em A(g(p)) para
qualquer g € G e p € M. Observe que a dimensao de A(p) é constante ao longo de qualquer
G-orbita.

Lema 3.2.1. Para toda distribuicao A e todo grupo de difeomorfismo local G, existe uma

menor distribuicdo G-invariante A tal que A C A%,
Note que o espago A%(p) ¢ gerado pelo conjunto de vetores v € T,M tais que
a) v € A(p) ou;

b) v =dg(w), onde g € G, p = g(p') para algum p’ € M e w € A(p).
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Assim se A & gerado por D C V(M), entdao A% é gerada pela unido de D com o conjunto
dos campos de vetores X da forma X = dgY, onde ge GeY € D.

Sejam D um subconjunto de V(M) definido em toda parte e Gp o pseudogrupo de
difeomorfismos locais gerado por D. Pelo lema, anterior existe uma menor distribuicao G p-
invariante contendo Ap a distribuicdo gerada por D, a qual denotaremos por Pp. E possivel
mostrar que Pp é suave.

Uma wvariedade integral de uma distribuicao A é uma subveriedade S de M tal que o
espago tangente a S em p é igual a A(p). Se A é uma distribui¢do suave, entdo S é uma
variedade integral maximal de A quando for uma varidade integral conexa de A e, além disso,
se existir outra variedade integral conexa S’ que intersecta S, entao S’ é uma subvariedade
aberta de S.

Teorema 3.2.1 (Sussmann). Sejam D subconjunto de campos de vetores de V(M) definido

em toda parte e Pp a menor distribuicao G p-invariante contendo Ap. Entao

a) Pp é uma distribuigao involutiva. Assim, para qualquer p € M, existe uma variedade

integral maximal de Pp passando por p.
b) A folheagao associada a distribui¢do Pp é uma folheagdo singular.
¢) Pp = Ap se, somente se, Ap é G p-invariante.

Sejam F uma folhea¢do Riemanniana (singular) em M e P uma placa em uma folha L.
Agora construiremos a folhagao dual a F. Seja Y um campo de vetores suave no fibrado
normal de P com suporte compacto tal que drY = 0, onde 7 : v(P) — P é a projecao

canoénica. Defina o seguinte campo de vetores suave
X =d(exp) oY o (exp) (3.1)

definido em Ux uma vizinhanca tubular de P. Note que X é tangente aos slices. Seja D o
conjunto de campos de vetores X construido pelo processo acima para qualquer placa de
qualquer folha de F. Note que D é definido em toda parte. Pelo Teorema de Sussmann 3.2.1,
existe uma folheacdo induzida por Pp, a menor distribuicdo G p-invariante contendo Ap.

Denotaremos tal folheacao por F7.

Defini¢ao 3.2.1 (Folheagdo Dual). A folheagao F# construida acima ¢ chamada de fo-
lheacao dual a F em M. Uma folha da folheacao dual é chamada de folha dual.

No que se segue, nesta secao, demonstraremos que a folheacao dual coincide com a
folheacéo {L¥;p € M}.

Lema 3.2.2. Seja a(.) = (., p) curva integral de X passando por p. Entao, para quaisquer

t1,ty € If, existe uma geodésica horizontal quebrada ligando a(t1) a a(ts).



3.3 PROVA DO TEOREMA DE DUALIZACAO DE WILKING 63

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que «(t1) e a(tz) estejam contidos na mesma vizi-
nhanca tubular de uma placa P. Como X é tangente aos slices e X o a = o/, temos que «
esta contido em um slice, digamos S = exp,(v(P)), com ¢ € P. Sejam 7, (t) = exp,(tV;) e
72(t) = exp,(tVsa), tais que Vi, Vo € v, (P) e vi(1) = a(t;), para ¢ = 1,2. Logo concatenando
71 € Y2, obtem-se uma geodésica horizontal quebrada ligando «a(t1) a «a(t).

Agora suponha que «(t1) e a(ts) estdo, respectivamente, nas vizinhancas tubulares U,
da placa P; e U, da placa P, tais que U; NUs # ). Seja x € U; NUs,. Pelo resultado anterior,
existem geodésicas horizontais quebradas v, ligando z a «a(t) e v, ligando = a «a(t); logo
existe uma geodésica horizontal quebrada ligando a(t1) a a(ts).

Como [a, b] é compacto, existe um nimero finito de vizinhangas tubulares de placas que

cobrem «([a,b]) e portanto segue o resultado. O
Proposicao 3.2.1. A folha dual passando por p € M é igual a L;fﬁ.

Demonstracao. Seja q € M pertencente a folha dual em M passando por p, isto é, ¢ esta

na Gp-orbita de p. Logo ¢ = ¢, o ... o ¢} (p), onde ¢' é curva integral maximal de algum

X; € Det; €Iy, para qualquer i € {1,...,n}. Usando a Lema 3.2.2, segue que q € Lf.
Agora, suponha que p e ¢ sdo ligados por ¢ : [0,1] — M uma geodésica horizontal

quebrada. Considere uma particdo {0 = t; < ... < t; = 1} suficientemente pequena do

intervalo [0, 1] tal que ¢; = ¢|,_, +,] seja uma geodésica que esteja contida numa vizinhanca
tubular de uma placa P = P,,), contida numa folha L, (com ¢y € [t;_1,t;]). Como
¢; é geodésica e a folheagdo F é Riemanniana entdo o campo ¢ ao longo da curva ¢; esta
contido no slice S = exp,,)v(L). Logo existe um campo X definido na vizinhanca tubular
da placa P que estende o campo ¢;. Assim X pertence ao conjunto D(M), construido acima,
e portanto p e ¢ pertencem a mesma (G p-Obita.

O

3.3 Prova do Teorema de Dualizacao de Wilking

Nessa se¢ao, demonstraremos o Teorema 3.1.3, usado na demonstracao do Teorema de
Dualizacao de Wilking 3.1.1.

Suponha que a folha dual L# tenha dimensdo estritamente menor do que a dimensdo
de M. Seja ¢ : I — L# uma geodésica horizontal quebrada contida em L#. Considere
uw = {u1,...,ur} base ortonormal de T, L. Pela suposicao acerca das dimensoes de M e
L#, temos que existe pelo menos um u; € w pertencente a T L# N T,)L. Sem perda
de generalidade suponha que v, ...,ur € TC(O)L#. Complete a base u para obter uma base

ortonormal de ¢*(0), u' = {u1, ..., Upsr_1}-

Lema 3.3.1. Dada base ortonormal v/ = {u;} de ¢’*, existem campos de Jacobi projetaveis

J1,y o Iy Jea1s -, Jpin—1 a0 longo de c tais que

1. JZ<O) = Ui,Vi S 1, 7]{},
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2. Jl(t) S Tc(t)L#, Viel, ..,.ket eR;
3. J; é tipo holonomia, Vi < [; e

4. Jllc—i-i(O) = Ugri, € Jpi(0)=0,Vie1,....,n—1.

#
(0

de ¢(0) temos a distribuicdo Hey C Tc(t)L#, que ¢é regular. Logo podemos tomar uma

Demonstragao. Fixado i € {l, ...k}, considere ¢; C L[ ;) uma curva com ¢;(0) = u;. Proximo

variacao por geodésicas horizontais de ¢, obtendo assim o campo de jacobi J; que satisfaz os
itens primeiro e segundo. E pela proposicao 1.3.8, J; é projetavel.
Dado r € {1, ...,1 — 1} queremos um campo de Jacobi tipo holonomia tal que J(0) = u,.

Tal campo é dado pela solucao do problema de valor inicial
J =—A%J, — Sod e J.(0) = u,.

Este campo de Jacobi é projetavel, pois é tipo holonomia.
Para s € {k+1,....k +n — 1}, existe um campo de Jacobi J; tal que J/(0) = u, e

Js(0) = 0, o qual é solugdo do problema de valor inicial
J!+ K(d, Js)d =0, J(0) =us e J;(0) =0.

Como J! é horizontal e J4(0) = 0, entdo existe uma variagdo por geodésicas horizontais que

tem Js como seu campo variacional. Portanto também pela proposicao 1.3.8, J, é projetavel.
O

Observe que span{J;_;(0), ..., Jj,,_1(0)} = Hew) N (0)*. Defina o seguinte subespago

de campos de Jacobi ortogonais a geodésica c

W = span{Jy, ..., Jnsk_1},

que coincidird com o espago W dado no capitulo anterior, como veremos no lema a seguir.

Lema 3.3.2. O subespaco W = span{Ji, ..., Jusr_1} coincide com W, o subespaco dos

campos de Jacobi ortogonais a ¢’ projetaveis que sao verticais em t = 0.

Demonstracao. Pelo Lema 3.3.1, temos que W C W. Por outro lado, {J1, ..., Jnsk—1} € um

conjunto linearmente independente de campo de Jacobi, pois

{(1(0), J1(0)), .-, (J(0), J(0)), (0, Jy41(0)), -, (0, Ty 1 (0))}

¢ um conjunto linearmente linearmente independente. E portanto W =Ww.
m

Como vimos na Se¢ao 2.7, W & um auto-espago (n + k — 1)-dimensional que possui um
operador de Riccati auto-adjunto bem definido, e portanto, pelo Teorema de Wilking 2.1.2,

temos a seguinte decomposicao de W.

W = span{J € W;J(t) =0, para algumt e R}@&{J € W;J¢é paralelo} =V @& H. (3.2)
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O lema a seguir implica que H C {J € W;J é paralelo}, terminando assim a demons-

tracao.
Lema 3.3.3. V := span{J € W; J(t) =0, para algum t € R} C span{J; € W;i > [}.

Demonstracao. Seja J € W tal que J(ty) = 0 para algum to. A prova se dard da seguinte
forma: mostraremos primeiro que J'(ty) pertence ao fibrado normal a L em c¢(y) e, por fim,
constataremos que esse fato implica que J(t) pertence a TLfEt) para qualquer ¢, terminando
assim a demonstracao.

Como J € W, J é o campo variacional de uma variagao por geodésicas horizontais c(t)
de c. Seja {X;}ics familia de campos de vetores tal que span{X;(c(to))} = Tew) Leto) - LOgO,
como “L|,_ocs(to) = J(to) = 0 e (to) € perpendicular a X;(c(t)) para qualquer i € I temos

que

0 = %|s=Ug(Xi(Cs(t0))> di(to)) = g(vJ(to)Xi, c(to)) + g(Xi(eo(to)), %’s:@cls(to))
0

= GXGlelt)), el lomots(8)) = 9(Xi(elto)), ()

para qualquer ¢ € 1. Assim J'(to) € v(Lqu,)) € entao o campo J é campo variacional de uma
variacdo por geodésicas horizontais f(t,s) = c4(t) de ¢, que saem do mesmo ponto c(tp).
Logo f(t,s) pertence ao slice de L.q). Pelo Lema 3.2.2, f(t, s) pertence a folha dual Lfﬁto).
E portanto J(t) € TLfEt), para qualquer ¢.

]

3.4 Aplicacoes

Apresentaremos duas aplicacoes do Teorema de Dualizacao. A primeira das aplicagoes,
que sera utilizada no proximo capitulo para demonstrar a suavidade da projecao métrica,
fala que campos bésicos globalmente definidos quando restritos a uma geodésica horizontal
quebrada coincidem com o transporte paralelo. A outra aplicacdo é uma observacao sobre
os grupos de isotropia de um ac¢ao isométrica com érbitas do mesmo tipo. Tal observacao foi

feita por Claudio Gorodski e Ziller em um seminario apresentado por Ziller.

Corolario 3.4.1. Sejam M uma variedade completa com curvatura seccional nao negativa e
F uma folheagao Riemanniana. Seja Lf uma folha dual principal, isto é, possui a holonomia
trivial. Se X é um campo bésico normal globalmente definido ao longo de Lf, entao o
campo X restrito a uma geodésica horizontal quebrada relativa a folhacao F é paralelo. Em

particular, o campo X tem tamanho constante.

Demonstracao. Seja c geodésica horizontal quebrada. Como a curvatura seccional de M é
nao-negativa, pelo Teorema de Dualizagao 3.1.3, existe um campo de Jacobi paralelo J ao

longo de ¢ tal que X (¢(0)) = J(0). Pela demonstracao do Teorema de dualizagao tal campo
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de Jacobi J é de fato um campo de holonomia. Assim sendo, ele serd um campo basico.
Segue entao da unicidade de campos bésicos e do fato que X (¢(0)) = J(0) que os campos
X e J coincidem ao longo de c.

m

Corolario 3.4.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvaturtas seccionais
positiva. Seja p : G x M — M uma ac¢ao a esquerda de G em M, onde G é um subgrupo
fechado do grupo das isometrias de M, que é uma variedade Riemanniana M. Se todas as

orbitas sao do mesmo tipo, entao

para quaisquer p,q € M.

Demonstracao. Dados p,q € M, pelo Teorema 3.1.1, existe uma geodésica horizontal que-
brada ¢ : [0,a] — M ligando p a ¢. Logo concluiremos a demonstragio, se provarmos que 0s
grupos de isotropia de todos pontos em uma geodésica horizontal sao iguais.

Seja ¢ : [0,1] — M uma geodésica horizontal. Pela Proposicao 1.2.1, a agdo p é uma agao
propria. Além disso, todas as 6rbitas sao princiais, pois todas as érbitas sao do mesmo tipo.

Logo, pela Proposicao 1.2.2, dado ty € [0, 1] temos que
Getto) = Ger
para qualquer c(t) € Sc,). Como ¢ é compacto, entdo existem ¢4, ..., ¢, € [0, 1] tais que
¢ C Se0) U Sy U ... USe,,)-

E como ¢ ¢ conexo, segue que

para qualquer ¢ € [0, 1]. ]



Capitulo 4

Suavidade da Projecao Métrica na Alma

4.1 Introducao

Seja M uma variedade Riemanniana completa, nao-compacta com curvatura seccional
nao-negativa. Existe uma subvariedade compacta, totalmente conexa e sem bordo S, cha-
mada de Alma, tal que seu fibrado normal é difeomorfo a M. Existe uma funcao distancia
nao-crescente m : M — S, que associa a cada p € M o ponto 7(p) pertencente a S que
estd mais proximo de p. O teorema de Perelman implica que tal fun¢ao é uma submersao
Riemanniana de classe C'! e que é unicamente determinada, portanto coincide com a retra-
¢ao de Sharafudtinov. Em [11], Guijarro provou que 7 ¢ de classe C?. Usando o conceito de
folheagao dual a uma folheagao Riemanniana singular e o Teorema de Dualizagao, Wilking

mostrou em |6] o seguinte resultado:
Teorema 4.1.1. A projecao métrica na alma é uma submersao Riemanniana suave.

Na Secao 4.2, apresentaremos uma ideia da construcao da alma, que pode ser encontrada
em [7] e [8]. Na Se¢ao 4.4, discutiremos a sua suavidade da projecdo métrica seguindo a
abordagem dada em [7]. Para isto ¢ precisamos do Teorema de Perelman e algumas con-

sequéncias, que serao apresentados na Secao 4.3.

4.2 Ideia da Construcao da Alma

Seja M uma variedade Riemanniana completa nao-compacta com curvaturas seccionais
nao-negativas. Um subconjunto S de M é totalmente convero quando qualquer geodésica

ligando dois pontos em S esté inteiramente contida em S.

Definicao 4.2.1 (Alma). Uma alma de M ¢é uma subvariedade Riemanniana compacta,

totalmente convexa e sem bordo.

Teorema 4.2.1 (Cheeger-Gromoll-Meyers). Seja M é uma variedade Riemanniana com-

pleta nao-compacta. Se a curvatura seccional de M é nao-negativas, entao

67
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a. M admite uma alma S.
b. M é difeomorfa ao fibrado normal da alma.
c. Se as curvaturas seccionais de M sao positivas, entao S é um ponto.

Vamos expor uma rapida ideia da construcao de uma alma para M. A grosso modo,
tal construgao seguird da seguinte forma: primeiro encontraremos um subconjunto C' to-
talmente convexo, possivelmente com bordo, onde seu interior serd uma subvariedade de
M totalmente convexa e o seu bordo, caso exista, admite uma estrutura de cone tangen-
cial. Tomando interse¢oes de subconjunto construidos de forma anéloga ao subconjunto C|
definiremos outro subconjunto Cy compacto e totalmente convexo, que eventualmente te-
nha bordo. Mostra-se-4 que a fun¢ao distancia ao bordo de Cj é concava, logo seus niveis
serao totalmente convexo com dimensao estritamente decrescente. Usando este fato, cons-
truiremos uma sequéncia decrescente de compactos encaixados totalmente convexos, onde
a dimensao decaira. Desta forma, alguns destes subconjuntos nao possuira bordo, portando
tais subconjunto serao almas de M. Vamos dar agora um pouco mais de detalhes.

Um raio em uma variedade Riemanniana ndo-compacta M é uma geodésica ¢ : [0, oo] —
M tal que d(c(0),c(t)) = t. Se M é completa, entdo para todo p € M existe um raio partindo

de p. Fixe p € M, e dado um raio ¢ partindo de p considere o subconjunto
Bc = Ut>oBt(C(t)).

Pela desigualdade triangular, By, (c(t1)) C By, (c(t2)) quando t; < t5. Usando a hipotese
sobre as curvaturas seccionais, teorema de Toponogov e a lei dos cossenos, ¢ possivel provar

0 seguinte teorema.
Lema 4.2.1. M \ B, é totalmente convexo.

Exemplo 13. Seja M = R? Dado = = (z1,23), ¢ : [0,00] = M dado por ¢(t) = z+ (p—2)t,

com p # x, € um raio partindo de x na direcao p

Observe que em geral M \ B, nao é compacto. Entao defina o seguinte subconjunto:
Co =N{M \ B.;c é um raio partindo de p}.

E possivel verificar que é compacto e totalmente convexo. Se Cy nao possui bordo, entao
encontramos uma alma para M. Mas eventualmente Cjy pode possuir bordo. Entdao cons-
truiremos outros candidatos a alma. Para tanto precisaremos recordar dois resultados sobre

funcoes concavas e conjuntos totalmente convexos

Lema 4.2.2. Se f: M — R é concava, entao qualquer conjunto

A={z e M;f(zx)>a}
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é totalmente convexo.

Lema 4.2.3. Se A C M é totalmente convexo, entdo A possui interior nao vazio (int A # (),
que é uma subvariedade de M totalmente convexa, e 0A o bordo de A possui a seguinte
propriedade: para qualquer x € 0A existe v € T, M tal que se 7y : [0,a] — A é uma geodésica
com v(0) =z e y(a) € intA, entdo Z(v,7'(0)) < 7.

Pelo Lema 4.2.3, int Cy é uma subvariedade de M totalmente convexa. E como 0Cy é

compacto a funcao d distancia ao bordo:

d : int C() — R
q — d(q,0Co)

estd bem definida. Usando estimativas da funcao distancia, o teorema de Rauch-Berger e a
estrutura de cone tangente em 0Cj dado pelo Lema 4.2.3, é possivel provar que a funcao d

é concava. Logo para todo a > 0 o subconjunto definido por
o = {q € Co;d(q) = d(g,0Co) = a}.
é totalmente convexo, pelo Lema 4.2.2. Defina
C1 =n{Cg; Cg # 0},

que também é compacto e totalmente convexo e, além disto, dim C; < dim Cy. Proce-
dendo indutivamente, construimos uma sequéncia estritamente decrescente de compactos

encaixados totalmente convexos
..cC,cC,.1C..cCcC.

tais que dimC,,_; < dimC),. Como a dimensao de Cj ¢ finita, existe ny tal que C,, é um

ponto. Portanto para algum n € {0,...,n0}, C,, € uma alma de M.

4.3 Teorema de Perelman

Nesta secao, apresentaremos o enunciado do Teorema de Perelman e verificaremos que
tal teorema implica que a projecao métrica na alma ¢ uma submersao Riemannian.
Sharafudtionov mostrou que existe uma funcao distancia nao-crescente w : M — S. No

teorema que se segue 7 coincide com a projecao métrica na alma.

Teorema 4.3.1 (Perelman). Se 7 : M — S é uma funcao distancia nao-crescente, entao
moexp = m,, onde 7, : ¥(S) — S é a projecao canodnica. Além disto, se ¢ : [a,b] — S é uma
geodésica em S e X um campo paralelo ao longo de ¢ com X (0) € v(S), entdo a superficie
V i a,b] x [0,00) — M, dada por V(t,s) = exptX(s), é flat e totalmente geodésica.
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Corolario 4.3.1. A projecao métrica w: M — S é uma submersao métrica.

Demonstra¢ao. Sejam c: [0, 1] — S uma geodésica minimizante. Denote por Fy e F} as fibras

de 7 passando por ¢(0) e ¢(1), respectivamente. Uma vez que m ndo aumenta comprimento,

L(c) < L(B), (1.1)

para qualquer curva [ ligando Fy a Fy. Em particular, para curvas ¢,(s) = exp sPf yu,
levantamento horizontal de ¢ para todos ¢t € R e u € v(S) . Pelo Teorema de Perelman, a

superficie V' (¢, s) é flat e totalmente geodésica, logo
L(c) = L(cv), (4.2)

para qualquer t € R. Pela equagoes (4.1) e (4.2), segue que L(c) = L(¢;) < L(B). Portanto
d(Fo, Fl) = L(C) ]

Observe que a o Teorema de Perelman implica que ~(t) = V(¢,s) é uma geodésica
contida na fibra 7(c(s)). Como vimos na prova do Corolario 4.3.1, a curva ¢;(s) = V (¢, s)
é uma geodésica horizontal, para todos t € R, s € [0, 00). E mais, todas as curva horizontais
partindo de um ponto p € M sao obtidas exponenciando o transporte paralelo de elementos
em (S)x@p) ao longo de curvas em S que partem de 7(p). Por outro lado, a unicidade de

levantamento horizontal implica que
heoexp (v) = expo P (v), (4.3)

para qualquer v € v(S5).

4.4 Demonstracao da Suavidade da Projecao Métrica na
Alma

Seja m : M — S a projecao métrica de M na alma S, onde M é uma variedade Rie-
manniana completa nao-compacta com curvatura seccional nao-negativa. Provaremos nesta
secao que 7 é suave. Verificaremos primeiro a suavidade de 7 em alguma vizinhaca da alma;
depois que 7 é suave em Lf, folha dual a folheacao dada pela projecao métrica e que passa
por p € M; e por fim mostraremos que 7 ¢ suave em uma vizinhanca de p.

Como S é compacta, existe vizinhanga B,.(.S) tal que a aplicagao exp, é um difeomorfismo
de B,(0) C v(S) em B,(S). Pelo Teorema de Perelman 4.3.1,

T =T, 0 expljl

em B,(S5). Portanto m|p,(s) € uma submersao Riemanniana suave. Observe que B,(S) é

folheada por folhas duais, uma vez que as folhas duais permanecem a uma distancia constante
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da alma.

Dado p € M, sejam u € v(S) com ||u|| =1 e R € R tais que exp Ru = p e considere
a geodésica y(t) = exp (tu). Fixe alguma folha dual Lf(e) contida em B, (S5), para algum
e € (0, R). Suponha que Lf(e) ¢ uma folha principal. Logo existe X, uma secao basica de

L#(e) tal que X(y(e)) = (R — €)7'(€). Considere a aplicacao end ponit definida abaixo:

Nx L;ﬁ — M
q1 — exp, X (q1).

Segue do Teorema de Perelman e do Corolario 3.4.1 do Teorema de Dualizacdao que nx :

Lf(e) — L7 ¢é sobrejetora.

Lema 4.4.1. A aplicacao nx : Lf(e) — L;f ¢ uma submersao.

Demonstra¢do. Suponha que k = dim Ker d(nx),. > 0. Dado x € L¥, mostraremos que
dim Ker d(nx), = k. Observe que Ker d(nx ) esta contido em TLZ%(E) NTr (7 (p)). Logo
existem k campos de Jacobi {Ji, ..., Jp} ao longo de 7 tais que {Ji(¢€), ..., J;(€)} é uma base
de Ker d(nx)y e Ji(0) = J;(R) = 0, para quaisquer i € {1,..., k}.

Seja V! a variagao por geodésicas radiais que parte de 7(p) e tem J; como campo va-
riacional. Sejam ¢ : [0,b] — S geodésica quebrada ligando 7(p) a 7(z) e h" a holonomia
associada a curva c|o,), que é um difeomorfismo de classe C!, pois 7 & de classe C?. Para
cada r € [0, b], temos, pelo Teorema de Perelman, a seguinte variacao por geodésicas radiais
que partem de ¢(r):

V=V

Se J! denota o campo de Jacobi ao longo da geodésica v" = h"vy que é campo variacional de
V"', entao
J = dh"J}. (4.4)

Observando que nx o V"(e, s) = V'(R, s), pela régra da cadeia, temos que
d(nx)zJi (€) = J (R). (4.5)

Portanto existem k campos de Jacobi {J?, ..., J’} ao longo da geodésica 7°(t) = h°(y(t)) tais

que {J{(¢), ..., J2(€)} é linearmente independentes. E mais, pelas equagoes (4.4) e (4.5)
d(nx)J; (€) = J7(R) = dh*J}(R) = dh*(d(nx),J} (€)) = 0.

Portanto a dimensao de Ker d(nx), também é igual a k e como 7, é sobrejetora , a aplicagao

7 € uma submersao.

]
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Pelo Lema 4.4.1, nx é uma submersao suave. Logo existe uma aplicagdo suave (segao

transversal) s : U C Lf — LV(E)7 onde U é uma vizinhanca de p, tal que
nxos=1d (4.6)

Pelo Teorema de Perelman,

rlys,, = mlyg onx (1.7

E portanto das equacoes (4.6) e (4.7), w|,» = |+ os & suave.
p ()
Agora, usando a suavidade de 7|, #, provaremos que 7 é suave em uma vizinhanca de p.
p

Para isto precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.4.2. Existe uma métrica g em uma vizinhanca de p tal que
- L#
7o eip(v) = |,y o 7 (v),

vE V(Lf), onde 7% - V(Lf) — Lf ¢ a projecao candnica e exp é a aplicacao exp referente

a métrica g.

Considere uma vizinhaca B de p tal que a aplicacao exponencial é um difeomorfismo.

. . # o,
Portanto, pelo lema enunciado acima, 7 = 7|, # o 7l o ep~! & suave.
P
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