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Resumo

Alves, B. O. Folheações Riemannianas e Folheações Duais. 2013. 86 f. Tese (Mestrado)

- Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2013.

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Uma folheação Riemanniana singular

em M é uma folheação singular tal que as folhas são localmente equidistantes. Existe uma

folheação singular, chamada de folheação dual a folheação Riemanniana dada, cuja folha

passando por p ∈ M é o conjunto dos pontos em M que são alcançados por alguma geodé-

sica horizontal quebrada partindo de p. Se M possui curvatura seccional positiva, então a

folheação dual possui apenas uma folha. Se a curvatura seccional de M é não-negativa e M

não coincidir com alguma folha dual, então o �brado normal de qualquer geodésica horizon-

tal quebrada é gerado por uma família de campos de Jacobi paralelos. Ambos os resultados

são conhecidos com Teorema de Dualização. Uma aplicação destes resultados é a prova da

suavidade da projeção métrica na alma. Todos estes resultados são devidos a Wilking. O

objetivo desta dissertação de mestrado é discutir tais resultados de Wilking, baseado no

trabalho do mesmo e em uma abordagem feita por Gromoll e Walschap.

Palavras-chave: Folheação Riemanniana singular, folheação dual, Teorema de Dualização.
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Abstract

Alves, B. O. Singular Riemannian Foliation and Dual Foliation. 2013. 86 f. Tese

(Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo,

2013.

Let M be a Riemanniana manifold with nonnegative sectional curvature. A singular

Riemannian foliation in M is a singular foliation with locally equidistant leaves. The dual

leaf though p ∈M is the collection of the all points q ∈M such that p and q are connected

with a pice-wise horizontal geodesic. The partition of M into the dual leaves is a singular

foliation called dual foliation. Wilking proved that if the sectional curveture is positive,

then the dual foliation consists of a single leaf. In other words, any two points in M can

be connected with a pice-wise horizontal geodesic. In order to prove this result Wilking

showed that, if M is nonnegatively curved, the normal bundle of a dual leaf along a pice-

wise horizontal geodesic is gerated for parallel Jacobi �eld. These results are used in the

proof that the projection metric in the soul is smoth.

Keywords: Singular Riemannian foliation, dual foliation, Duality Theorem.
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Introdução

SejaM uma variedade Riemanniana completa. Uma folheação Riemanniana singular em

M é uma partição (suave) de M por subvariedades suaves imersas, chamadas de folhas, tal

que qualquer geodésica que é ortogonal a uma folha permanece ortogonal a todas as folhas

que encontrar. É possível mostrar que uma folheação Riemanniana singular é uma folheação

singular tal que as folhas localmente são equidistante. Exemplos de folheação Riemanniana

completa são dados pelas �bras de uma submersão Riemanniana e por partição por órbitas

de uma ações isométricas. A folha dual passando por p ∈M , denotada por L#
p , é o conjunto

de pontos de M que são alcançados por alguma geodésica horizontal quebrada que parte de

p. Como veremos no capítulo 4, a partição de M por folhas duais é uma folheação singular,

chamada de folheação dual a folheação dada.

Dada F é uma folheação Riemanniana singular em M , Wilking em [6] mostrou que se a

curvatura seccional de M é positiva, então quaisquer dois pontos em M podem ser ligados

por uma geodésica horizontal quebrada. Em outras palavras, se a curvatura seccional de M

é positiva, então a folheação Dual possui uma única folha. Para demonstrar este resultado,

Wilking compreendeu como se comporta o �brado normal de uma folha dual quando a

curvatura seccional de M é não negativa, a grosso modo, tal �brado é gerado por campos

de Jacobi paralelos ao longo de um geodésica horizontal quebrada. Estes resultados serão

referidos como Teorema de Dualização, Teorema 3.1.2 e Teorema 3.1.3, e são encontrados

no capítulo 3.

Wilking também deu uma resposta positiva para a questão sobre a suavidade da projeção

métrica da alma. Toda variedade Riemanniana completa não compacta com curvatura sec-

cional não-negativa admite uma subvariedade totalmente convexa compacta sem bordo S,

chamada de alma. Além disto, o �brado normal a S é difeomorfo a M . A projeção métrica é

uma aplicação π : M → S que associa a cada p ∈M o ponto em π(p) ∈ S mais próximo de p.

Por algum tempo se conjecturou que a projeção métrica era suave. O Teorema de Perelmann

garantiu que π é uma submersão métrica de classe C1 e Guijarro em [11] mostrou que π é

uma aplicação de classe C2. Usando os resultados sobre folheação Riemanniana singular e

folheação dual, Wilking mostrou em [6] que de fato a projeção métrica é suave e portanto

uma submersão Riemanniana.

O principal objetivo desta dissertação é demonstrar os resultados sobre folheação dual

mencionados acima e fazer uma breve discussão sobre a suavidade da projeção métrica.

Para alcançar tal objetivo, seguiremos os trabalhos de Wilking e uma abordagem dada por

ix



x INTRODUÇÃO

Gromoll e Walschap. Abaixo apresentaremos a disposição dos capítulos.

No capítulo 1, revisaremos alguns conceitos fundamentais em Geometria Riemanniana,

submersão Riemanniana e campos de Jacobi. No capítulo 2, veremos o Teorema de Eschen-

burg e Heintze (vide Teorema 2.1.1) e o Teorema de Wilking (vide Teorema 2.1.2), que

tratam sobre espaços duais, operador de Riccati e campos de Jacobi paralelos. No capítulo

3, apresentaremos o conceito de folheação dual e os resultados de Dualização de Wilking. Por

�m, no capítulo 4, discutiremos a construção de uma alma de M e a suavidade da projeção

métrica da alma, vide Teorema 4.1.1.

O texto é organizado de modo que o leitor possa omitir algumas partes a depender de

sua familiaridade com a geometria Riemanniana ou de seu interesse em questões técnicas. As

introduções dos capítulos possuem resumos de resultados e de�nições, possibilitando assim

o leitor ir direto à demonstração do Teorema de Dualização, na Seção 3.3, e do Teorema de

suavidade da prijeção métrica na alma, na Seção 4.4.



Capítulo 1

Ferramentas Básicas

1.1 Introdução

Neste capítulo, recordaremos alguns conceitos e resultados básicos em geometria Rie-

manniana. Com o intuito de fornecer ao leitor uma fonte rápida de consulta, a maioria dos

resultados serão apresentados sem demonstração. Deste modo, o leitor que estiver famili-

arizado com geometria Riemanniana pode omitir este capítulo, mas sugerimos que leia a

introdução para �car familiarizado com as notações utilizadas.

Na primeira seção, apresentaremos de�nições e resultados básicos em geometria Rieman-

niana, os quais podem ser encontrados em [1], [2], [3], [8].

Na segunda seção, apresentaremos de�nições, exemplos e resultados sobre Submersão

Riemanniana, essencialmente extraídos de [7] e [3]. Vamos expor já nesta introdução as

principais de�nições e resultados sobre Submersão Riemanniana.

Seja π : M → B uma submersão entre variedades Riemannianas. O subespaço vertical

Vp e o subespaço horizontal Hp em p ∈M são respectivamente o espaço tangente a �bra em

p, e o complemento ortogonal de Vp em TpM . A aplicação π é uma submersão Riemanniana

quando

dπ|Hp : Hp → Tπ(p)B

é uma isometria. Um exemplo relevante de submersão Riemanniana é a projeção π : S3 →
CP 1, onde CP 1 é o espaço projetivo unidimensional. A cada submersão Riemanniana asso-

ciamos dois tensores fundamentais, que dizem o quanto uma submersão Riemanniana deixa

de ser uma projeção de uma variedade produto em uma das componentes:

A : H×H −→ V

(X, Y ) 7−→ AXY = ∇v
XY =

1

2
[X, Y ]v.

S : H× V −→ V

(X,U) 7−→ SXU = −∇v
UX.

1



2 FERRAMENTAS BÁSICAS 1.2

Tais tensores são chamados respectivamente de A-tensor (ou tensor de O'neill) e S-tensor.

Temos que o A-tensor é parte do tensor de integrabilidade apresentado por O'neill:

A : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

(E,F ) 7−→ AEF = ∇h
EhF

v +∇v
EhF

h.

Uma folheação Riemanniana singular F = {Lp; p ∈ M} é uma partição que satisfaz os

dois itens abaixo:

(i) Para qualquer p ∈ M e v ∈ TpLp existe campo de vetores X tal que X(p) = v e

X(q) ∈ TqLq para qualquer q ∈M ; e

(ii) Se c é uma geodésica ortogonal a uma folha, então c é ortogonal a todas folhas que

intersectar.

A folheação F é Riemanniana se for uma folheação Riemanniana singular cuja as folhas são

regulares, ou seja, as folhas possuem dimensão maximal. Folheações Riemannianas singulares

são caracterizadas como folheações tais que qualquer placa Pp possui uma vizinhança tubular

Tub(Pp) onde as placas de pontos nesta vizinhança tubular �cam contidas em um cilindro

de eixo Pp. Já as Folheações Riemannianas são caracterizadas como folheações que são

localmente dadas por uma submersão Riemanniana.

Um campo de Jacobi J ao londo de uma geodésica horizontal c é projetável quando é o

campo variacional de uma variação de c por geodésicas horizontais. É possível mostrar que

esta de�nição é equivalente a de�nir campo de Jacobi projetável como um campo de Jacobi

que satisfaz a seguinte equação

J ′v(t) = −(Sc′J
v + Ac′J

h)(t).

Outro campo de Jacobi que será muito usado é o campo de Jacobi tipo holonomia, que

é caracterizado como um campo de Jacobi projetável que é vertical. É possível mostrar que

J é um campo tipo holonomia ao longo de uma geodésica horizontal c : [0, a] → M se, e

somente se, satisfaz os itens abaixo

(i) J(0) é vertical.

(ii) J ′(0) = −(A∗c′(0)J(0) + Sc′(0)J(0)).

1.2 Rudimentos de Geometria Riemanniana

Apresentaremos as de�nições iniciais e primeiros resultados em geometria Riemannian.

De�niremos variedade Riemanniana, isometria, conexão Riemanniana, geodésicas, variedade

completa, tensor curvatura, curvatura seccional e campos de Jacobi. Recordaremos alguns
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resultados, como o que a�rma sobre a existência de geodésicas e que tais objetos são local-

mente minimizantes e também o Teorema de Hopf-Rinow. Outro resultado que enunciare-

mos, e frequentemente será usado, é uma caracterização de campos de Jacobi como o campo

variacional de uma variação por geodésicas.

1.2.1 Variedade Riemanniana

Dada uma subvariedade M de Rn, é usual medir o comprimento dos vetores tangentes

a M por meio do produto interno canônico no espaço euclidiano Rn. Porém, para uma

variedade abstrata M , é comum usar uma abordagem a qual M não é imersa em uma

estrutura ambiente, e ainda sim é possível de�nir uma forma de medir o comprimento de

vetores tangentes a variedade em questão, o que nos permitirá de�nir comprimento de curvas,

logo distância entre dois pontos emM . Terminaremos a seção apresentando alguns exemplos.

De�nição 1.2.1 (Métrica Riemanniana). SejaM uma variedade diferenciável n-dimensional.

Uma métrica Riemanniana em M é uma correspondência que associa a cada ponto p ∈ M
uma forma bilinear, simétrica, positiva de�nida

gp : TpM × TpM → R,

de modo que gp varie suavimente com p, isto é,

gi,j(.) = g(.)(
∂

∂xi
(.),

∂

∂xj
(.))

é uma aplicação suave de M em R.

A expressão local da métrica em uma carta local (U, (xi)) de M é dada por

gp(X, Y ) =
∑

gi,j(p)dxi ⊗ dxj(X, Y ),

para p ∈ U e X, Y ∈ TpM , onde {dxi} são as formas duais ao referencial local { ∂
∂xi
} relativo

a carta dada.

De�nição 1.2.2 (Variedade Riemanniana). Uma variedade diferenciável n-dimensional

M dotada de uma métrica Riemanniana g é chamada de variedade Riemanniana.

Um variedade Riemanniana n-dimensionalM com métrica Riemanniana g será denotada

por (Mn, g), mas, em geral, quando não houver risco de confusão, usaremos apenas Mn ou

M .

Seja f : N → M uma imersão de uma variedade diferenciável N em uma variedade

Riemanniana (M, gM). Nestas condições, podemos obter uma métrica Riemanniana em N

por meio do pullback da métrica g via f :

gNp (X, Y ) = f ∗gM(X, Y )p = gMf(p)(dfpX, dfpY ).
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Com isso veri�ca-se que toda variedade diferenciável admite uma métrica Riemanniana

g de�nindo, para cada carta local (Uα, φα) de um atlas maximal A, uma métrica em Uα

dada pelo pullback da métrica canônica do espaço modelo via a carta local e usando uma

partição da unidade para de�nir a métrica globalmente.

Seja c : [a, b] → M uma curva suave por parte em uma variedade Riemanniana (M, g).

Fazendo uso da estrutura métrica em M , de�nimos o comprimento de c por

L(c) =

∫ b

a

g(c′(t), c′(t))
1
2dt.

Agora, de�na a distância entre p e q pertencentes a variedade Riemanniana M por

d(p, q) = inf
c∈Ωp,q

L(c),

onde Ωp,q é o conjunto de todas curvas suaves por parte ligando p a q. A distância d assim

de�nida induz uma topologia que coincide com a estrutura de variedade topológica de M .

De�nição 1.2.3 (Isometria). Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas. Uma apli-

cação f : M → N é uma isometria entre M e N se for um difeomor�smo e

gp(X, Y ) = (f ∗h)p(X, Y ) = hf(p)(dfpX, dfpY ),

para cada p ∈M e X, Y ∈ TpM . Neste caso, M e N são isométricas. Diremos que f é uma

isometria local se para cada p ∈ M existir uma vizinhança U de p tal que f : U → f(U) é

uma isometria.

Exemplo 1. Seja i : N → M uma imersão de N variedade suave em (M, gM) variedade

Riemanniana. Logo (N, gM) é uma variedade Riemanniana com a métrica gN = i∗gM .

Exemplo 2. Sejam (M, gM) e (N, gN) variedades Riemannianas. Logo M ×N é uma vari-

edade Riemanniana com a métrica produto:

g(p,q)(X, Y ) = gMp (X1, X2) + gNq (X2, Y2).

Exemplo 3. Considere o espaço hiperbólico Hn+1 = f−1(−1), onde f : Rn → R, f(x) =

〈x, x〉 e 〈x, y〉 = −x0y0 +x1y1 +...+xnyn. temos que a forma quadrática −dx2
0 +dx2

1 +...+dx2
n

restrita a Hn é uma métrica Riemanniana.

1.2.2 Grupo de Lie e Ações Isométricas

Nesta seção, apresentaremos alguns conceitos e resultados que envolvem grupos de Lie,

que é um importante exemplo de variedade Riemanniana, e ações isométricas, os quais

usaremos em uma pequena aplicação do Teorema de Dualização de Wilking.
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De�nição 1.2.4 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie G é uma variedade suave que possui

uma estrutura de grupo (G, .) tal que as operações G×G→ G, (x, y) 7→ x.y = xy e G→ G,

x 7→ x−1 são suaves.

Dado q ∈ G, considere a aplicação Lq : G → G dada por Lq(p) = qp chamada de

translação a esquerda. Um campo de vetores X em G é invariante a esquerda quando

d(Lg)eX = X(g), onde e denota a identidade em G. Uma métrica g em G é invariante

a esquerda Lq é uma isometria para todo q ∈ G. Também de�nimos a translação a direita

por Rq : G→ G,Rq(p) = pq e analogamente campos de vetores e métrica invariantes direita.

Uma métrica é bi-nvariante quando é invariante a esquerda e a direita. É possível mostrar

que todo grupo de Lie compacto admite uma métrica bi-invariante.

A álgebra de Lie de um Grupo de Lie G, denotada por g é o conjunto dos campos

invariantes a esquerda. Também é possível mostrar que a álgebra de Lie de um grupo de Lie

G é isomorfa a TeG, espaço tangente a identidade.

De�nição 1.2.5 (Ação de um Grupo de Lie). Sejam G um grupo de Lie e M uma

variedade Riemanniana. Uma aplicação µ : G×M →M é uma ação a esquerda de G sobre

M quando

(a) µ(g1, µ(g2, p)) = µ(g1g2, p)

(b) µ(e, p) = p

para quaisquer g1, g2 ∈ G e p ∈M . Podemos denotar µ(g, p) simplesmente por gp.

De�nição 1.2.6 (Ação Própria). A ação µ : G × M → M é dita própria quando a

aplicação ρ : G×M →M ×M , dada por ρ(g, p) = (µ(g, p), p), é própria; isto é, pré-imagem

de conjuntos compactos é compacto.

Uma caracterização de uma ação µ própria é a seguinte: se xn e yn = µ(gn, xn) são

sequências convergentes, então existe uma subsequência {gnk} convergente em G.

Dizemos que H é um subgrupo de Lie de G quando H é uma subvariedade imersa de G

(sem auto-interseções) e xy−1 ∈ H para quaisquer x, y ∈ H.

Lema 1.2.1. SeH é um subgrupo fechado de um subgrupo de Lie G, entãoH é um subgrupo

de Lie.

Temos os seguintes exemplos de grupos de Lie:

1) O espaço euclidiano Rn com a adição usual de vetores.

2) A esfera unitária S1 com o produto dado por

p.q = e(θ+ρ)i ∈ S1,

para qualquer p = eiθ, q = eiρ ∈ S1.
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3) Os grupos de matrizes GL(n,K), SL(n,K) (K = (R)ou(C)), O(n), SO(n), U(n) e

SU(n) com a multiplicação de matrizes.

Outro exemplo importante é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 1.2.1 (Myers-Steenrod). O grupo das isometrias de uma variedade Rieman-

niana (M, g), denotado por Iso(M), tem uma estrutura de Grupo de Lie com a topologia

compacta-aberta.

Observe então que qualquer subgrupo fechado de Iso(M) é um subgrupo de Lie.

De�nição 1.2.7 (Ação Isométrica). Uma ação a esquerda de G sobre M variedade Rie-

manniana é uma ação isométrica quando G é um subgrupo fechado de Iso(M).

Proposição 1.2.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e G um subgrupo fechado de

Iso(M), grupo das isometria de M . Então a ação µ : G×M → M dada por µ(g, p) = g(p)

é uma ação própria.

De�nição 1.2.8 (Grupo de Isotropia). O grupo de isotropia de p ∈M é o conjunto

Gp = {g ∈ G; gp = p}.

Dizemos que a ação é µ é livre se para qualquer p ∈ M o grupo de isotropia de p é

composto apenas pela a identidade e. A órbita passando por p ∈ M é di�nida como o

conjunto

G(p) = {gp; g ∈ G}

. O quociente da ação de M por G, denotado por M/G, é denominado espaço de órbitas.

Teorema 1.2.2. Se µ : G × M → M é uma ação livre e própria, então o espaço de

órbitas M/G tem uma estrutura de variedade e a projeção canônica π : M → M/G é uma

submersão.

Seja µ : G×M →M uma ação própria. Duas órbitas G(p) e G(q) são do mesmo tipo se

existe g ∈ G tal que

Gp = Gµ(g,q)).

De�nição 1.2.9 (Órbita Principal). Uma órbita G(p) é uma órbita principal quando

existe uma vizihança V de p tal que, para qualquer q ∈ V ,

Gp ⊂ Gµ(g,q)

para algum g ∈ G.

Observe que se todas as órbitas de uma ação própria são do mesmo tipo, então todas as

órbitas são principais.

Seja µ : G ×M → M uma ação. Um slice em p0 ∈ M é uma subvariedade mergulhada

contendo p0 tal que
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(i) Tp0M = dµp0g⊕ Tp0Sp0 e TpM = dµpg + TpSp0 , para todo p ∈ Sp0 ;

(ii) Sp0 é invariante sobre Gp0 ;

(iii) Se p ∈ Sp0 e g ∈ G tais que µ(g, p) ∈ Sp0 , então g ∈ Gp0 ,

onde µp(.) = µ(., p)

Teorema 1.2.3 (do Slice). Seja µ : G×M →M uma ação própria e p0 ∈M . Então existe

um slice Sp0 em p0.

O slice em p0 de uma ação isométrica é dado por

Sp0 = expp0(Bε(p0)),

onde Bε(p0) é uma bola aberta no espaço normal a órbita G(p0) em p0.

Proposição 1.2.2. Seja µ : G×M → M uma ação a esquerda própria. Então são equiva-

lentes as a�rmações abaixo:

a. G(p) é uma órbita pricipal;

b. Seja Sp o slice em p. Então Gp = Gq, para qualquer q ∈ Sp.

Esta proposição será importante para uma aplicação do Teorema Dualização de Wilking.

1.2.3 Conexão Riemanniana

Em Rn temos uma forma de derivadar campos de vetores: dados X,Y campos de vetores

suaves em Rn, tomando a identidade I como uma carta global, e escrevendo X =
∑
xiei e

Y =
∑
yiei, a derivada de Y na direcão de X(p) é dada por

DXY (p) = X(Y )p =
∑

d(yi)pX∂i(p),

onde ∂i = d(I)ei. Se M é uma subvariedade mergulhada de Rn, então uma derivada de

campos de vetores tangentes a M é dada por π(DXY ), onde π : TpRn → TpM é a proje-

ção ortogonal no espaço tangente a M em p. Ou seja, dados X, Y ∈ TpM deriva-se Y na

direção de X(p) com respeito D, derivada de campos do ambiente, e depois toma-se a parte

tangencial do vetor (DXY )(p).

Mas geralmente, no contexto de �brados vetoriais, de�nimos:

De�nição 1.2.10 (Conexão A�m). Sejam (E,M, π) um �brado vetorial e Γ(E) o conjunto

das seções de E. Uma conexão a�m em E é uma aplicação bilinear

∇ : χ(M)× Γ(E) −→ Γ(E)

(X, Y ) 7−→ ∇XY,

tal que
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ii. ∇fXY = f∇XY ;

iii. ∇XfY = X(f) +∇XY .

para quaisquer X ∈ χ(M), Y ∈ Γ(E) e f : M → R função suave.

Dessa forma é possível calcular como campos de vetores, não apenas tangentes a varie-

dades, mas também por exemplo campos normais, variam em uma dada direção tangente.

A coneção linear no �brado tangente (TM,M, π) de uma variedade diferenciável nos

fonerce uma derivação de campos de vetores em M .

Dada uma conexão linear ∇, escreveremos agora sua expressão em coordenadas. Fixado

p ∈ M , sejam (U,ϕ) uma carta local de M e (U, ψ) uma trivialização local do �brado

(E,M, π), onde U é uma vizinhança de p. Assim dados X ∈ χ(M), Y ∈ Γ(E), escrevemos

X =
∑
i

xi
∂

∂xi
e Y =

∑
yjξj,

onde { ∂
∂xi
} é o referencial local induzido por ϕ e ξj(.) = ψ−1(., ej). Portanto a expressão

local da conexão a�m é

∇XY =
∑
k

(X(yk) +
∑
i,j

yjxiΓ
k
ij)ξk,

onde Γkij é chamado de símbolo de Cristofell e é dado por ∇ ∂
∂xi

ξj =
∑

k Γkijξk. Observe que

a conexão a�m (∇XY )p depende apenas de X(p) e dos valores de Y próximo de p ao longo

de qualquer curva que realiza o vetor X(p). A expressão local dada acima da conexão a�m

∇ admite a seguinte forma matricial

∇XY = DXY + A(X)Y,

onde DXY é a derivada de campos em Rn e A é uma matriz de 1-formas de�nida por

aki =
∑

Γkijdxi.

De�nição 1.2.11 (Conexão Riemanniana). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana.

Uma conexão Riemanniana, também conhecida como conexão Levi-Civita, é uma conexão

a�m ∇ no �brado tangente TM tal que

i. [X, Y ] = ∇XY −∇YX (simétrica ou livre de torção);

ii. Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) (compatível com a métrica Riemanniana).

para quaisquer X, Y, Z ∈ χ(M).

Teorema 1.2.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Então existe uma única conexão

Riemanniana em TM , a qual é dada pela fórmula de Koszul abaixo:

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )
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−g([X, Y ], Z)− g([Z,X], Y )− g([Y, Z], X).

Exemplo 4. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante g munido com ∇ conexão

Riemanniana. Então

∇XY =
1

2
[X, Y ],

para quaisquer X, Y pertencentes a álgebra de Lie g.

Seja (E,M, π) um �brado vetorial com uma conexão a�m ∇. Dada uma curva suave c é

possível mostrar que existe um único operador linear ∇
dt

: Γ(c∗E)→ Γ(c∗E) tal que

a) ∇
dt

(fX) = d
dt
fX + f ∇

dt
X para qualquer função suave f : [a, b]→M ;

b) Se X admite uma extensão para um campo X̃ ∈ Γ(TU) com U aberto de M , então

(
∇
dt
X)(t) = (∇α′(t)X̃)α(t),

onde Γ(c∗E) é o �brado pullback, ou seja, o espaço das seções de E ao longo de c. O operador
∇
dt
é chamado de derivada covariante.

De�nição 1.2.12 (Seção Paralela). Seja c : I → M uma curva suave por partes. Uma

seção X ∈ Γ(c∗E) é paralela se
∇
dt
X(t) = 0, (1.1)

para todo t ∈ I.

Sejam c : I → M uma curva suave por partes e t0 ∈ I. Dado v ∈ Ec(t0), usando

a equação (1.1) escrita em coordenadas e o teorema de existência e unicidade de E.D.O,

verica-se que existe uma única seção paralela Xv ∈ Γ(c∗E) tal que Xv(t0) = v. Logo dado

outro t ∈ I podemos de�nir a aplicação

P c
t,t0

: Ec(t0) −→ Ec(t),

que associa a cada v ∈ Ec(t0) o vetor Xv(t) ∈ Ec(t). Esta aplicação é chamada de transporte

paralelo de t0 a t ao longo de c. O transporte paralelo P c
t,t0

ao longo de qualquer curva c é

uma isometria e possui as seguintes propriedades:

1. (i) P c
t0,t0

é a aplicação identidade;

2. (ii) (P c
t,t0

)−1 = P c
t0,t

; e

3. (iii) P c
t2,t1
◦ P c

t1,t0
= P c

t2,t0
.
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1.2.4 Curvatura

Seja (E,M, π) um �brado vetorial com conexão a�m ∇.

De�nição 1.2.13 (Tensor Curvatura). De�nimos o tensor curvatura como a aplicação

trilinear R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(E)→ Γ(E) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z. (1.2)

Prova-se usando a regra de Leibniz que R é um C∞(M)-trilinear. Como para conexão,

prova-se que Rp depende apenas dos valores X(p), Y (p) e Z(p) e não dos campos. Portanto

o tensor curvatura R é um (1, 3)-tensor.

Quando não mencionado o �brado em questão, consideraremos o �brado tangente (TM,M, π)

de uma variedade Riemanniana M munida com a conexão Riemanniana ∇.

Proposição 1.2.3. O Tensor curvatura possui as seguintes propriedades algébricas:

i. R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z;

ii. g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z);

iii. g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y );

iv. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0, (segunda identidade de Bianchi) .

De�nição 1.2.14 (Curvatura Seccional). Seja σ ⊂ TpM um 2-plano gerado por X, Y ∈
TpM vetores tangentes linearmente independentes. Então a curvatura seccional em σ é de-

�nida por

K(σ) = K(X, Y ) =
g(R(X, Y )X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
. (1.3)

A curvatura seccional K também é denotada por sec.

É possível mostrar que K(σ) independe da escolha dos vetores da base de σ.

Temos, por exemplo, que as curvaturas seccionais do espaço euclidiano Rn, da esfera

unitária Sn e do espaço hiperbólilco real (H)n são constantes igual 0, 1 e -1, respectivamente.

Dizemos que uma variedade Riemanniana M tem curvatura positiva (respectivamente

negativa) quando para qualquer p e X, Y ∈ TpM a curvatura seccional Kp(X, Y ) é positiva

(respectivamente negativa).

Vejamos uma interpretação do que signi�ca uma variedade ter tensor curvatura nulo.

Proposição 1.2.4. Seja (M, g) variedade Riemanniana e ∇ sua conexão Riemanniana.

Então as a�rmações abaixo são equivalentes:

a. O tensor curvatura é nulo;

b. Para todo p ∈M existe uma vizinhança U de p tal que o transporte paralelo independe

do caminho.
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c. Para todo p ∈M existem uma vizinhança U de p e um referencial local {Ei} de�nido
em U tal que ∇Ei = 0.

Exemplo 5. Sejam G um grupo de Lie com métrica bi-invariante g e g sua álgebra de Lie.

É possível mostrar que para qualquer X, Y, Z ∈ g

1. R(X, Y )Z = 1
4
[[X, Y ], Z]

2. g(R(X, Y )X, Y ) = 1
4
g([X, Y ], [X, Y ]) = 1

4
||[X, Y ]||2.

Em particular, concluimos que a curvatura seccional de G é sempre maior ou igual a zero,

ou seja, G é um espaço de curvatura seccional não-negativa.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Apresentaremos agora as de�-

nições do tensor de Ricci e curvatura de Ricci. Esses elementos são tensores derivados do

tensor curvatura.

De�nição 1.2.15 (Tensor de Ricci). O tensor de Ricci é de�nido como

ricp(X, Y ) = tr(Z 7→ R(X, .)Y ),

onde tr signi�ca a aplicação que associa a cada operador o seu traço.

Segue das propriedades do tensor curvatura que o tensor de Ricci também é um tensor

simétrico.

De�nição 1.2.16 (Curvatura de Ricci). na direção X com g(X,X) = 1 é dada por

ricp(X) =
1

n− 1
ricp(X,X),

onde n é a dimensão de M .

Seja {Ei} um referencial local ortonormal em uma vizinhança de p ∈M . Logo

ricp(X, Y ) =
n∑
i=1

g(Rp(X,Ei)Y,Ei(p))

Em particular, considerando X = E1(p),

ricp(X) =
n∑
i=2

Kp(X,Ei).

1.2.5 Geodésicas

Dados p e q pertencentes ao espaço euclidiano Rn, considere a reta

r(t) = p+ t(q − p), t ∈ R.



12 FERRAMENTAS BÁSICAS 1.2

Sabemos que a aceleração de tal curva é nula. E mais, sabemos que r é a curva que minimiza

o comprimento, isto é, entre todas as curvas suave por partes unido dois pontos r(t0) a r(t1)

(t0 < t1) o seguimento de reta r|[t0,t1] é a que tem o menor comprimento. E assim a distância

de p a q é dada por

d(p, q) = L(r[0,1]) =

∫ 1

0

〈r′, r′〉
1
2 = 〈q − p, q − p〉

1
2 .

Em uma variedade Riemanniana M chamaremos de geodésicas as curvas cuja aceleração é

nula. Veri�ca-se que localmente tais curvas minimizam o comprimento. Reciprocamente, se

uma curva minimiza localmente o comprimento, então tal curva é uma geodésica. Também

de�niremos, nesta seção, usando o conceito de geodésica, a aplicação exponencial.

De�nição 1.2.17 (Geodésica). Uma curva suave c : [a, b]→M em M variedade Rieman-

niana é uma geodésica se
∇
dt
c′(t) = 0,

para qualquer t ∈ [a, b].

Pela compatibilidade da métrica e pela de�niçao de geodésica, o comprimento do vetor

velocidade de qualquer geodésica c é constante e portanto

L(c) = |c′|(b− a).

Teorema 1.2.5. Seja M uma variedade Riemanniana. Para quaisquer p ∈ M e v ∈ TpM
existe um intervalo aberto I contendo o zero e uma geodésica c : I →M satisfazendo c(0) = p

e c′(0) = v. Além disso, quaisquer duas geodésicas coincidem no seu domínio comum.

Segue do teorema acima, que dados p ∈ M e v ∈ TpM existe uma única geodésica

maximal c tal que c(0) = p e c′(0) = v. A geodésica maximal é obtida tomando o intervalo

I dado pela união de todos os intervalos de geodésicas com as condições inicias dada acima.

Logo nos referiremos a tal geodésica maximal como a única geodésica passando por p com

velocidade v e a denotaremos por cv : I → M . Dizemos que M é geodesicamente completa

quando qualquer geodésica em M tem R como domínio maximal.

Lema 1.2.2. Dado v ∈ TpM , se a geodésica cv está de�nida em (−ε, ε), então para qualquer
a > 0 temos que

(a) A geodésica cav está de�nida em (−ε
a
, ε
a
).

(b) cav(t) = cv(at).

Observe que o item (a) segue do item (b), que por sua vez segue do seguinte fato:
d
dt
cv(at) = av e cv(0) = p.
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Observação 1.2.1. O Lema 1.2.2 é as vezes referido como Lema de Homogeneidade. Ele

nos permite tomar para qualquer p uma vizinhança U de 0 em TpM tal que para qualquer

v ∈ U a geodésica cv está de�nida para t = 1.

De�nição 1.2.18 (Aplicação Exponencial). A aplicação exponencial em p ∈ M é dei�-

nida por

expp : U −→M

v 7−→ exppv = cv(1) = c v
|v|

(|v|),

onde U a vizinhança dada na Observação 1.2.1.

Dado v =∈ TpM considere δ > 0 tal que a aplicação exponencial esteja de�nida em

tv para todos t ∈ [0, δ). Observe que a curva c(t) = expptv é a única geodésica que tem

velocidade v ∈ TpM , isto é, a única geodésica passando por p com velocidade v. Para

qualquer p ∈M , o diferencial da aplicação exponencial no 0 ∈ TpM é a identidade em TpM :

d(expp)0 = Id.

Logo, pelo teorema da função inversa, existe uma vizinhança V de 0 tal que expp é um

difeomor�smo de V em sua imagem U = exppV . A vizinhança U é chamada de vizinhança

normal. Observe que para qualquer q pertencente a U vizinhança normal de p existe uma

única geodésica contida em U ligando p a q. E assim podemos de�nir {Ei} um referencial

ortonormal em U tal que ∇X(p)Ei = 0, para todos i = 1, ..., n e X campo suave, da seguinte

forma: �xado ei base ortonormal de TpM , de�na

Ei(q) = P cq

1,0(ei),

onde cq é a única geodésica contida em U ligando p a q. O referencial de�nido acima é

chamado de referencial geodésico.

Teorema 1.2.6 (Lema de Gauss). Seja Bδ̃(0) uma bola em TpM tal que a restrição da

exponencial está bem de�nida. Sejam Sn−1
δ (0) uma esfera contida em Bδ̃(0) e v : (−ε, ε) →

Sn−1
δ (0) curva suave. De�na f(t, s) = expptv(s). Então

g(
∂

∂t
f,

∂

∂s
f) = 0.

Usando o Lema de Gauss e o conceito de vizinhança normal, provamos que qualquer

geodésica localmente é minimizante, ou seja, se c[a, b] → M é uma geodésica contida em

uma vizinhança normal, então dada uma curva qualquer β suave por partes ligando c(a) a

c(b) temos que

L(β) ≤ L(c).
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E, por unicidade de geodésica dada velocidade inicial, vale a igualde se, e somente se, tais

curvas coincidem. Por �m, se c não está contida em uma vizinhança normal, basta cobri-la

com vizinhanças normais.

Teorema 1.2.7. Seja M, g) uma variedade Riemanniana. Para qualquer p ∈ M existem

δ, ε > 0 tais que

(i) Para qualquer q ∈ Bε(p), a aplicação expq|Bδ(0) é um difeomor�smo e que Bε(p) ⊂
expqBδ(0).

(ii) Dado dois pontos q1, q2 ∈ Bεp existe um único segmento de geodésica minimizante

contida em Bεp ligando q1 a q2. Além disso tal segmento depende suavemente dos

pontos inicial e �nal.

O conjunto Bε(p) é chamada de vizinhança normal convexa.

Usando o conceito de vizinhança normal convexa, prova-se que se c : [a, b] → M é uma

curva suave por partes que realiza distância, isto é,

d(c(a), c(b)) = L(c),

então c é imagem de uma geodésica.

Como observamos no começo desta seção, as geodésicas no espaço euclidiano Rn são

justamente as retas. Já na esfera as geodésicas são os grandes circulos.

De�nição 1.2.19 (Variedade Completa). Uma variedade Riemanniana M é dita com-

pleta quando a aplicação expp está de�nida em todo TpM para qualquer p ∈M .

Teorema 1.2.8 (Hopf-Rinow). Sejam M uma variedade Riemanniana e p ∈ M . As se-

guintes a�rmações são equivalentes:

a) A aplicação expp está de�nida em todo TPM .

b) Os limitados e fechados de M são compactos.

c) M é geodesicamente completa.

d) M é completa como espaço métrico.

E mais, cada uma das a�rmações acima implica que

e) Para todo q ∈M existe uma geodésica c ligando p a q tal que

L(c) = d(p, q).

Exemplos de variedades Riemannianas completas são dados por variedades Riemannianas

compactas, espaços homogêneos, grupos de Lie com métrica bi-invariante, dentre os quais

encontram-se os espaços modelos Rn, Sn e Hn.
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1.2.6 Campos de Jacobi

Recordaremos nesta seção, a de�nição de Campo de Jacobi e alguns resultados sobre o

tema.

De�nição 1.2.20 (Campos de Jacobi). Seja c : I → M uma geodésica. Um campo de

vetores ao longo de c é um campo de Jacobi se atender a equação de Jabobi:

∇
dt

∇
dt
J(t) +R(c′(t), J(t))c′(t) = 0,

para todo t ∈ I.

A �m simpli�car o texto, as vezes é conveniente utilizar a seguinte notação

J ′ =
∇
dt
J.

E portanto a equação de Jacobi se escreve:

J ′′ +R(c′, J)c′ = 0.

Uma variação de uma curva suave por partes c : [a, b]→M é uma aplicação contínua

V : [a, b]× (−ε, ε)→M,

com ε > 0, tal que V (t, 0) = c(t) e exite uma subdivisão a = s0 < s1 < ... < sn = b tal

que V |[si−1, si]× (−ε, ε) é suave. Observe que cs(.) = V (., s) é uma curva suave por partes

para qualquer s ∈ (−ε, ε). Dizemos que V é uma variação por geodésicas quando cs é uma

geodésica para qualquer s ∈ (−ε, ε).
Tome ∇̃ a conexão Riemanniana na superfície V ([a, b] × (−ε, ε)). Cosidere os seguinte

campos
∇̃
∂t
V e

∇̃
∂s
V.

Observe que
∇̃
∂t
V (t, s) = c′s(t).

Além disso é possível mostrar que o campo ao longo de c0 = c

Y (t) =
∇̃
∂s
V (t, 0)

é suave por partes. Tal campo é chamado de campo variacional associado a V .

Dado J um campo variacional de uma variação por geodésicas de c, prova-se diretamente

por contas que J satisfaz as equações de Jacobi. Reciprocamente, dado um campo de Jacobi

J ao longo da geodésica c, considere uma curva β : (−ε, ε) → M tal que β′(0) = J(0),
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um campo de vetores W ao longo de β com W (0) = c′(0) e ∇
ds
W (0) = ∇

dt
J(0) e V (t, s) =

expβ(s)t]W (s) variação por geodésicas de c. Veri�cando que Y (t) = ∂
∂s
V (t, 0) é um campo de

Jacobi e que as condições iniciais de Y coincide com as condições de iniciais de J , concluímos

que Y = J . Portanto temos a seguinte caracterização para campos de Jacobi.

Teorema 1.2.9. Um campo de vetores ao longo de uma geodésica c : I → M é um campo

de Jacobi se, e somente se, é o campo variacional associado a uma variação por geodésicas

de c.

Este teorema nos permite obter uma fórmula muito útil para campos de Jacobi em termos

da diferencial da aplicação exponencial. O corolário abaixo nos fornece esta fórmula para o

caso particular em que J(0) = 0.

Corolário 1.2.1. Seja c : [0, a] → B ⊂ M geodésica, onde B é uma vizinhança normal de

p. Se J é uma campo de Jacobi ao longo de c tal que J(0) = 0, então

J(t) = d(expp)tc′(0)tJ
′(0),

para todo t ∈ [0, a].

Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica c : I → M . Considere {Ei}n−1
i=0

um referencial ortonormal paralelo ao longo de c tal que E0 = c′

||c′|| . Escrendo

J =
n−1∑
i=0

fiEi,

é possível mostrar que a equação de Jacobi é equivalente ao sistema de equações diferenciais

de seguda ordem abaxo:

f ′′k +
n−1∑
i=0

fig(R(c′, Ei)c
′, Ek), k = 0, ..., n− 1.

Ou em termos matriciais

J ′′ +BJ = 0,

onde B = (bij) com bij = g(R(c′, Ei)c
′, Ej). Observe que bij = bji e b0j = 0, logo B é uma

curva de I no espaço das matriz simétrica de ordem n− 1.

Denote por Jc o espaço dos campos de Jacobi ao longo de uma geodésica c, que é um

espaço vetorial, e por J ⊥c o subespaço de Jc constituido pelos campos de Jacobi ortogonais

a c.

Proposição 1.2.5. Seja c : [0, 1]→ (Mn, g) uma geodésica. Então

a. Se V,W ∈ Tc(0)M , então existe um único campo de Jacobi J ao longo de c tal que

J(0) = V e J ′(0) = W.
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b. Exisem 2n campos de Jacobi linearmente independentes. Em particular, dimJc = 2n.

c. Os campos J0(t) = c′(t) e J1(t) = tc′(t) são campos de Jacobi.

d. Existem 2(n − 1) campos de Jacobi perpendiculares a c linearmente independentes,

não necessariamente ortogonais.

e. Sejam a = g(J ′(0), c′(0)), b = g(J(0), c′(0)) ∈ R. Então

g(J(t), c′(t)) = at+ b.

Corolário 1.2.2. O espaço dos campos de Jacobi ao longo de uma geodésica c tem a seguinte

decomposição

Jc = J ⊥c ⊕ RJ0 ⊕ RJ1.

Corolário 1.2.3. Seja J ∈ Jc tal que J(0) = 0. Então J ∈ J ⊥c se, e somente se, J ′(0) é

perpendicular a c′(0). Em particular, o subespaço dos campos de Jacobi ortogonais a c que

se anulam no tempo t = 0 tem dimensão n− 1.

De�nição 1.2.21 (Pontos Conjugados). Seja c : [0, a]→M geodésica em uma variedade

Riemanniana M . Dizemos que um ponto c(t0) é conjugado a c(0) quando existe pelo menos

um campo de Jacobi não trivial J ao longo de c tal que J(0) = J(t0) = 0. O número máximo

de campos de Jacobi ao longo de c linearmente independentes que se anulam em 0 e t0 é

chamado de multiplicidade de c(t0).

Observe que a multiplicidade de um ponto conjugado é no máximo n − 1, onde n é a

dimensão de M .

Proposição 1.2.6. Seja expp : Bδ(0) → M bem de�nida, c(t) = expp(t)V com t ∈ (0, δ) e

||V || = 1. Então c(t0) é um ponto conjugado a p = c(0) com multiplicidade k se, e somente

se, dim Ker(d(expp)t0V ) = k.

1.3 Submersão Riemanniana

Assumiremos que (Mn+k, gM) e (Bk, gB) são variedades Riemanniana com conexões Ri-

emannianas repectivas ∇̄ e ∇. Quando não houver risco de confusão usaremos g no lugar de

gM e gB. O objetivo dessa seção é de�nir submersão Riemanniana, distribuição horizontal e

vertical, aplicação de holonomia, campos tipo holonomia e campos projetáveis. Dada uma

submersão Riemanniana, veremos a relação entre as conexões, tensores curvatura e curva-

tura seccional de M e B. E também apresentaremos três exemplos a saber, projeção de uma

variedade produto em uma de suas coordenadas, a projeção canônica do �brado tangente e

a projeção de S3 em CP 1 espaço projetivo complexo unidimensional.
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Dizemos que π : M → B é uma submersão quando for sobrejetora e tiver posto máximo,

isto é, a dimensão da imagem de dπp é k, para qualquer p ∈ M. A �bra de π passando por

p ∈M é a pré-imagem de q = π(p),

Fp̄ = π−1(π(p̄)).

Pelo Teorema da Função Implícita, as �bras de π são subveriedades k-dimensionais de M .

Logo TpFp, o espaço tangente a �bra passando por p, que é o núcleo da aplicação dπp, é um

k-dimensional subespaço vetorial de TpM espaço tangente a M em p.

De�nição 1.3.1 (Subespaços Horizontais e Verticais). O subespaço Vp = TpFp é cha-

mado de subespaço vertical em p. E o complemento ortogonal de Vp, denotado por Hp,

chama-se subespaço horizontal em p.

Um campo de vetores X é dito vertical (respectivamente, horizontal) quando X(p) ∈ Vp
(respectivamente, X(p) ∈ Hp) para qualquer p ∈M.

Uma distribuição m-dimensional D emM é uma atribuição de um m-dimensional subes-

paço vetorial D(p) = Dp de TpM, para cada p ∈M. Uma distribuição D é suave quando exis-

tirem m campos de vetores suaves X1, ..., Xm tais que, para cada p ∈M, {X1(p), ..., Xm(p)}
é uma base de Dp. Uma distribuição D é integrável quando χ(D) = {X ∈ χ(M);X(p) ∈
Dp,∀p ∈M} é uma álgebra de Lie, ou equivalentemente, se X, Y ∈ D, então [X, Y ] ∈ D.

As distribuições V = {Vp; p ∈ M} e H = {Hp; p ∈ M} = ker(df)⊥ são distribuições

suaves chamadas de distribuição vertical e distribuição horizontal, respectivamente. Deste

modo temos a seguinte decomposição do �brado tangente

TM = H⊕ V .

Logo dadoX campo de vetores suave existem únicos campos suavesXh ∈ Γ(H) eXv ∈ Γ(V),

chamados de componentes horizontais e verticais de X, respectivamente, tais que

X = Xh +Xv.

Agora, observe que dπp|Hp : Hp → Tπ(p)B é um isomor�smo linear para qualquer p ∈M .

Logo, paraX ∈ Γ(TB) dado, existe um único X̄ ∈ Γ(TH) campo de vetores emM horizontal

π−relacionado a X, isto é,

dπX̄ = X ◦ π.

Chamaremos X̄ de levantamento horizontal de X. O levantamento horizontal X̄ é um campo

de vetores suave em M . De fato, dado p ∈ M , como π é uma submersão, pelo teorema da

função implícita, existe um difeomor�smo local λ : V × U → W tal que π ◦ λ(p1, p2) =

π2(p1, p2) = p2, onde U e W são abertos de B e M respectivamente. Logo X̄ = λ(0, X|U) e

portanto X̄ é suave.
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De�nição 1.3.2 (Submersão Riemanniana). Uma aplicação π : Mn+k → Bk é uma

submersão Riemanniana quando os seguintes itens são satisfeitos

(i) π é uma submersão; e

(ii) dado p ∈M, dπp|Hp : Hp → Tπ(p)B é uma isometria.

Observe a condição (ii) nos diz que dπ preserva comprimentos horizontais.

Agora vejamos um lema que apresenta algumas propriedades úteis do levantamento ho-

rizontal que usaremos no decorrer do trabalho.

Lema 1.3.1. Sejam X̄, Ȳ , Z̄ ∈ Γ(TM) respectivos levantamento horizontais de X, Y, Z ∈
Γ(TB) e U ∈ Γ(V) campo vertical. Então

(i) [X, Y ] ◦ π = dπ[X̄, Ȳ ];

(ii) [X̄, Ȳ ]− [X, Y ] ∈ Γ(V);

(iii) [U, X̄] ∈ V ;

(iv) X̄g(Ȳ , Z̄) = Xg(Y, Z);

(v) g([X̄, Ȳ ], Z̄) = g([X, Y ], Z); e

(vi) Ug(X̄, Ȳ ) = 0.

Demonstração. Temos, por hipótese, que dπX̄ = X ◦ π, dπȲ = Y ◦ π e dπZ̄ = Z ◦ π.
Prova do item (i):

dπ[X̄, Ȳ ] = [X̄, Ȳ ]π = X̄(Ȳ π)− Ȳ (X̄π)

= X̄(dπȲ )− Ȳ (dπX̄) = X̄(Y ◦ π)− Ȳ (X ◦ π)

= dπX̄(Y )− dπȲ (X) = (X(Y )− Y (X)) ◦ π = [X, Y ] ◦ π.

Prova do item (iv):

Xg(Y, Z) = Xg(dπY, dπZ) = X(g(Ȳ , Z̄) ◦ π)

= dπXg(Ȳ , Z̄) = X̄(g(Ȳ , Z̄) ◦ π).

Os demais itens são demonstrados usando a de�nição de submersão Riemaniana, item (i)

ou o item (iv).

Seja π : (M, gM , ∇̄)→ (B, gB,∇) submersão Riemanniana. Uma questão interessante é a

seguinte. Qual é relação entre as conexões Riemannianas ∇̄ e ∇? A resposta desta pergunta

é dada pela proposição abaixo.



20 FERRAMENTAS BÁSICAS 1.3

Proposição 1.3.1. Seja π : (M, gM , ∇̄) → (B, gB,∇) submersão Riemanniana. Se X, Y ∈
Γ(TB) são campos de vetores em B, com respectivos levantamentos horizontais X̄, Ȳ ∈
Γ(TM), então

∇̄X̄ Ȳ = ∇XY +
1

2
[X̄, Ȳ ]v. (1.4)

Demonstração. Aplicando a fórmula de Kozul a g(∇̄X̄ Ȳ , U), com U ∈ Γ(V ), e fazendo uso

do Lema 1.3.1, obtemos que

2g(∇̄X̄ Ȳ , U) = g([X̄, Ȳ ], U). (1.5)

Assim (∇̄X̄ Ȳ )v = 1
2
[X̄, Ȳ ]v. Por outro lado, (∇̄X̄ Ȳ )h = dπ∇̄X̄ Ȳ = ∇XY .

Agora, temos uma outras questões que aparecem naturalmente. Qual será a relação entre

os tensores de curvatura R̄ e R, repectivamente, de M e B? Qual será a relação entre as

curvaturas seccionais K̄ e K, repectivamente, de M e B?

Inicialmente observe que se X̄, Ȳ , Z̄, W̄ ∈ Γ(TM) são levantamentos horizontais respec-

tivamente de X, Y, Z,W ∈ Γ(TB), então temos que

X̄g(∇̄Ȳ Z̄, W̄ ) = Xg(∇YZ,W ) (1.6)

g(∇̄X̄∇̄Ȳ Z̄, W̄ ) = g(∇X∇YZ,W )− 1

4
g([Ȳ , Z̄]v, [X̄, W̄ ]v) (1.7)

g(∇̄[X̄,Ȳ ]Z̄, W̄ ) = g(∇̄[X̄,Ȳ ]hZ̄, W̄ )− 1

2
g([X̄, Ȳ ]v, [Z̄, W̄ ]v). (1.8)

Usando as equações acima provamos, a seguinte proposição que relaciona os tensores de

curvatura de M e B.

Proposição 1.3.2. Sejam X̄, Ȳ , Z̄, W̄ ∈ Γ(TM) respectivos levantamento horizontais de

X, Y, Z,W ∈ Γ(TB). Então

g(R̄(X̄, Ȳ )Z̄, W̄ ) = g(R(X, Y )Z,W )− 1

4
g([X̄, Z̄]v, [Ȳ , W̄ ]v)

+
1

4
g([Ȳ , Z̄]v, [X̄, W̄ ]v)− 1

2
g([Z̄, W̄ ]v, [X̄, Ȳ ]v).

A partir da relação entre os tensores curvatura R̄ e R dada na Proposição 1.3.2, é possível

provar a proposição a seguir que relaciona as curvarturas seccionais de M e B.

Proposição 1.3.3. Sejam γ o plano gerado por X, Y ∈ Γ(TB) e γ̄ o plano gerado por

X̄, Ȳ ∈ Γ(TM) levantamentos horizontais de X e Y, respectivamente. Então

K(γ) = K̄(γ̄) +
3

4
||[X̄, Ȳ ]v||2 ≥ K̄(γ̄). (1.9)



1.3 SUBMERSÃO RIEMANNIANA 21

Exemplo 6 (Produto Riemanniano). Dadas (M1, g
1) e (M2, g

2) variedades Riemanni-

anas, seja (M, g) o pruduto Riemanniano, isto é, M = {p = (p1, p2); pi ∈ Mi, i = 1, 2}
e

gp(X, Y ) = g1
p1

(X1, Y1) + g2
p2

(X2, Y2),

onde X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) ∈ TpM = Tp1M1 × Tp2M2. Para cada i = 1, 2 de�nimos a

projeção canônica na i-ésima coordenada por

πi : M −→Mi

p = (p1, p2) 7−→ pi.

Tais projeções são uma submersão Riemanniana. Veri�caremos esta a�rmação, sem perda

de generalidade, para π = π1. Observe que

dπp : TpM −→ Tp1M1

X = (X1, X2) 7−→ dπpX = X1.

Logo Vp = {0} × Tp2M2 e Hp = Tp1M1 × {0}. Portanto dados X, Y ∈ Hp

gp(X, Y ) = g1
p1

(X1, Y1) + g2
p2

(X2, Y2)

= g1
p1

(X1, Y1)

= g1
p1

(dfpX, dfpY ).

Isto é, π é uma isometria, e portanto é uma submersão Riemanniana.

Exemplo 7 (Projeção Canônica do Fibrado Tangente). Dada (Bk, g) uma variedade

Riemanniana considere o �brado tangente de B:

M = TB =
⋃
q∈B

TqB = {(q, v); q ∈ B, v ∈ TqB}

Sabemos que M é uma variedade Riemanniana de dimensão 2k. Seja π : TB → B, dada

por π(q, v) = q, a projeção canônica do �brado tangente em B. Mostraremos que π é uma

submersão Riemanniana, para tal �m, de�namos uma primeiro uma métrica g em TM.

Dados V,W ∈ TpM e (p, v) ∈M considere curvas α, β : (−ε, ε)→ TB,

α(t) = (p(t), v(t)) e β(s) = (q(s), w(s))),

que realizam X, Y , respectivamente, ou seja,

α(0) = β(0) = (p, v),

α′(0) = (p′(0), v′(0)) = V e β′(0) = (q′(0), w′(0)) = W.
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Considere também a seguinte métrica em TM

gM(p,v)(V,W ) = gp(dπ(p,v)V, dπ(p,v)W ) + gp(
D

dt
v(0),

D

dt
w(0)). (1.10)

Tal métrica é chamada de Sasaki.

Lema 1.3.2. Dada curva α = (q, v) : (−ε, ε) → M = TB, α é horizontal se, e somente se,

v(t) é um campo paralelo ao longo de q(t).

Demonstração. Por de�nição, α′(0) ∈ Hα(0) se, e somente se, para qualquer X ∈ Vα(0)

0 = gMα(0)(α
′(0), X) = gq(0)(dπα(0)α

′(0), dπα(0)X) + gq(0)(
D

dt
v(0),

D

dt
x(0))

= gq(0)(
D

dt
v(0),

D

dt
x(0)).

Portanto α′(0) ∈ Hα(0) se, e somente se, ∇q′(0)v(α(0)) = D
dt
v(0) = 0, isto é, v é um campo

paralelo ao longo de q.

Sejam V,W ∈ H(p,v). Tome curvas horizontais α e β que realizam V eW, respectivamente.

Pelo Lema 1.3.2

gMq,v(V,W ) = gq(dπ(q,v)V, dπ(q,v)W ),

ou seja, dπq,v é uma isometria. E portanto π é uma submersão Riemanniana.

1.3.1 Exemplo Relevante CP 1

Trabalharemos agora um exemplo importante: CP 1 o espaço projetivo complexo de di-

mensão complexa 1. Primeiro vamos de�ni-lo, depois calcularemos sua conexão Riemanniana

e sua curvatura, fazendo uso das proposições até aqui apresentadas.

Considere a ação do grupo multiplicativo S1 sobre S3 ⊂ C2 dada por L(λ, z) = λz =

(λz1, λz2). O espaço quociente dessa ação

CP 1 = S3/S1

é chamado espaço projetivo complexo de dimensão complexa 1. Observe que z e w ∈ S3 estão

na mesma classe de equivaência se, e somente se, existir t ∈ R tal que z = Lt(w) = eitw,

isto é, quando z e w estão na mesma reta complexa.

A ação L é uma ação livre e própria. Portanto CP 1 tem uma estrutura de variedade

suave de dimensão 1. De fato, se L(λ, z) = z, então λ = 1, logo L é livre. Por outro lado,

como S1 é compacto a ação L é própria.

Agora tome π : S3 → S3/S1 a projeção canônica que associa a cada elemento z ∈ S3 sua

classe de equivalência [z]. A �bra passando por [z] ∈ CP 1 é
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π−1([z]) = {w = eitz; t ∈ R}

Dado w ∈ π−1([z]), tome γ(t) = eitw o caminho contido na �bra π−1([z]) que passa por

w em t = 0 . Assim

d

dt
γ(0) =

d

dt
(eitw) = iw (1.11)

Logo o espaço vertical em w é

Vw = R(iw).

E então v ∈ Hw se, e somente se, v ∈ Tw(S3) = w⊥ e v ∈ (iw)⊥. Portanto o espaço horizontal

em w é

Hw = (Cw)⊥.

Considere a seguinte métrica Riemanniana em S3 : dados V, U ∈ TzS3

gz(V,W ) = Real〈V,W 〉, (1.12)

onde 〈, 〉 é a métrica Hermitiana canônica em C2. A�rmo que Lλ(.) = L(λ, .) é uma isometria,

para qualquer λ = et0i ∈ S1. De fato, primeiro observe que

d(Lλ)zVz = λVλz = LλVλz,

para qualquer Vz ∈ TzS3. Logo

gLλ(z)(d(Lλ)zV, d(Lλ)zW ) = Real〈λV, λW 〉 = Real|λ|2〈V,W 〉

= gz(V,W ).

De�namos uma métrica em CP 1. Dados [z] ∈ CP 1 e V,W ∈ T[z]CP 1, sejam V̄ , W̄ ∈
Γ(Hz) tais que π(z) = [z], dπzV̄ = V e dπzW̄ = W. De�na então

g[z](V,W ) = gz(V̄ , W̄ ).

Como Lλ é uma isometria, para qualquer λ ∈ S1, segue que tal métrica está bem de�nida.

Considerando esta métrica, provamos o lema abaixo.

Lema 1.3.3. A projeção canônica π : S3 → CP 1 é uma submersão Riemanniana.

Assim poderemos calcular a curvatura seccional de CP 1. Mas antes disso, vamos dotar o

espaço tangente a CP 1 de uma estrutura complexa. Temos que Hz = (Cz)⊥ é um subespaço

vetorial complexo de C2. Assim transferimos a estrutura complexa de Hz para TyCP 1, y =

π(z). Seja J0 a estrutura complexa de R4 ≈ C2. De�na então
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JyV = dπz ◦ J0 ◦ (dπz|Hz)−1V = dπz(iV̄ ), (1.13)

V ∈ TyCP 1. Veri�quemos se J está bem de�nido. Seja w = Lλz ∈ π−1(y). Como π ◦Lλ = π,

temos que dπz = dπwd(Lλ)z = dπwLλ. Logo

dπz ◦ J0 ◦ (dπz|Hz)−1V = dπw ◦ Lλ ◦ J0 ◦ L−1
λ ◦ (dπw|Hw)−1V = dπw ◦ J0 ◦ (dπw|Hw)−1V,

ou seja, J não depende da escolha do elemento em π−1. Note que de fato J é uma estutura

complexa em TyCP
1, pois J é um endomor�smo de TyCP 1 tal que J2 = J2

0 = −Id. Além
disso J é uma isometria, pois g(JX, JY ) = g(dπ(iX̄, iȲ ) = g(iX̄, iȲ ) = g(X, Y )

Proposição 1.3.4. A curvatura seccional de CP 1 é

K(U, V ) = 1 + 3cos2θ

onde U, V ∈ T (CP 1) e cosθ = g(Ū , iV̄ ).

Demonstração. Como π é uma submersão Riemanniana pela proposição 1.3.3

K(U, V ) = K̄(Ū , V̄ ) +
3

4
||[Ū , V̄ ]v||2

= 1 +
3

4
||[Ū , V̄ ]v||2,

onde K̄ = 1 é a curvatura seccional de S3.

Nos resta calcular ||[Ū , V̄ ]||. Se iz ∈ Vz e Ū ∈ Hz, então

∇̄Ū iz = iŪ .

De fato, tome α : (−ε, ε)→ S3 tal que α(0) = z e α′(0) = Ū . Temos que

∇̄Ū iz =
d

dt
|t=0(iz ◦ α) =

d

dt
|t=0iα

= iα′(0) = iŪ .

Logo

g([Ū , V̄ ], iz) = g(∇̄Ū V̄ − ∇̄V̄ Ū , iz) = g(∇̄Ū V̄ , iz)− g(∇̄V̄ Ū , iz)

= Ūg(V̄ , iz)− g(V̄ , ∇̄Ū , iz)− V̄ g(Ū , iz) + g(Ū , ∇̄V̄ iz)

= −g(V̄ , iŪ) + g(Ū , iV̄ ).
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Mas

g(V̄ , iŪ) = Real〈V̄ , iŪ〉 = −Real(i〈V̄ , Ū〉)

= −Real〈iV̄ , Ū〉 = −Real ¯〈Ū , iV̄ 〉

= −Real〈Ū , iV̄ 〉 = −g(Ū , iV̄ ).

Assim 2g(Ū , iV̄ ) = g([Ū , V̄ ]v, iz) e portanto

||[Ū , V̄ ]v||2 = g([Ū , V̄ ]v, [Ū , V̄ ]v) = ||[Ū , V̄ ]||vg([Ū , V̄ ]v, iz).

Segue que ||[Ū V̄ ]v|| = 2g(Ū , iV̄ ) = 2cosθ, terminando a prova.

Observe que a curvatura seccional de CP 1 está entre 1 e 4, e portanto CP 1 é um espaço

de curvatura positiva.

Vamos estudar o comportamento das �bras da projeção π : S3 → CP 1, ou seja, das

órbitas da ação dos pontos de S3 pela ação ρ. Denote por E1 o equador de S3, isto é,

E1 = {z = (z1, z2) ∈ C2; Im(z2) = 0}.

De�na também por E0 o equador de E1, isto é

E0{z = (z1, z2) ∈ C2; z2 = 0}.

Observe que E1 é a esfera S2 mergulhada em S3 e E0 a esfera S1 mergulhada em E1. Seja

z ∈ S3. Se z ∈ E0, então O(z) = E0, pois (λz)2 = λz2 = 0, para qualquer λ ∈ S1. Assim

podemos escolher [z] = (1, 0). Se z /∈ E0 (z2 6= 0), existem λ1, λ2 ∈ S1 tais que λ1z, λ2z ∈ E1

com Real(λ1) > 0 e Real(λ2) < 0. Nesse caso podemos escolher sem perda de generalidade

[z] = λ1(z), isto é, λ(z) pertence a calota superior da esfera E1.

1.3.2 Folheações Riemannianas

Uma folheação F em M é uma partição por subvariedades imersas e conexas, chamadas

de folhas. Dado p ∈M denotaremos por Lp a folha passando por p. Assim F = {Lp; p ∈M}.

De�nição 1.3.3 (Folheação Riemanniana Singular). Uma partição suave F em M

variedade Riemanniana completa é uma folheação Riemanniana singular em M se satisfaz

os itens abaixo

(i) F é singular, isto é, para qualquer p ∈ M e v ∈ TpLp existe campo de vetores X tal

que X(p) = v e X(q) ∈ TqLq para qualquer q ∈M.

(ii) F é transnormal, isto é, se c é uma geodésica ortogonal a uma folha, então c é ortogonal

a todas folhas que intersectar.
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Uma folha L de uma folheação Riemanniana singular F é regular se sua dimensão for

maximal, caso contrário, dizemos que é singular. Se todas as folhas são regulares, dizemos

que F é uma folheação Riemanniana.

Uma folheação Riemanniana singular com seções (f.r.s.s.) é uma folheação Riemanniana

singular tal que para qualquer p ∈ M regular
∑

= expp(νpLp) é uma subvariedade imersa

completa que intersecta ortogonalmente as folhas. Chamaremos
∑

de seção.

Exemplo 8. A folheação dada pelas órbitas de uma ação isométrica é uma folheação Rie-

manniana.

Exemplo 9. A folheação dada pelas �bras de uma submersão Riemanniana π : (Mn+k, gM)→
(Bk, gB) é uma folheação Riemanniana.

Podemos a�rmar que uma folheação Riemanniana singular é uma folheação a qual as

folhas são localmente equidistantes. Mais precisamente vejamos a seguinte proposição.

Proposição 1.3.5. Seja F uma folheação (singular) em uma variedade Riemanniana com-

pleta (M, g). Então são equivalentes as a�rmações a seguir

(i) F é uma folheação Riemanniana singular;

(ii) Para qualquer q ∈M existe uma vizinhança tubular

Tubε(Pq) = {x ∈M ; d(x, Pq) < ε}

da placa Pq de Lq com a seguinte propriedade: se x ∈ Tub(Pq), então qualquer placa

Px contida em Tub(Pq) está contida em um cilindro de raio d(x, Pq) e eixo Pq.

Proposição 1.3.6. Seja F uma folheação em uma variedade Riemanniana completa (M, g).

As seguintes a�rmações são equivalentes

(i) F é uma folheação Riemanniana.

(ii) Para qualquer p ∈ M existem uma vizinhança U de p, uma variedade Riemanniana

Bp e uma submersão Riemanniana πp : U → Bp tais que as componentes conexas de

F ∩ U (placas) são pré-imagens de πp.

(iii) Seja gT a métrica transversal, isto é, gT = A∗g, onde Ap : TpM → νpL é a projeção

ortogonal. Então a derivada de Lie LgTU é nula para qualquer U campo de vetores

vertical.

1.3.3 Os Tensores Fundamentais de uma Submersão

Nesta seção, apresentaremos dois tensores que medem o quando uma submersão Rieman-

niana difere da projeção de uma variedade produto com a métrica Riemanniana produto em

um dos fatores. Esses dois tensores são partes dos tensores apresentado por O'neill em [9].
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De�nição 1.3.4 (A-tensor ou Tensor de O'neill). O A-tensor ou tensor de O'neill de

uma folheação Riemanniana singular em M é o campo tensorial em M

A : H×H −→ V

(X, Y ) 7−→ AXY = ∇v
XY =

1

2
[X, Y ]v.

Note que A = 0 se, e somente se, a distribuição horizontal é integrável, poisH é integrável

se, e somente se, 0 = [X, Y ]v = 2AXY , para quaisquer X, Y ∈ Γ(H). Então de certo modo

o A-tensor mede a não integrabilidade da distribuição horizontal.

De�nição 1.3.5 (S-tensor). O S-tensor de uma folheação Riemanniana singular é o campo

tensorial

S : H× V −→ V

(X,U) 7−→ SXU = −∇v
UX.

O tensor SX(.) = −∇v
(.)X = ∇h

(.)X−∇(.)X, é a segunda forma fundamental de uma folha

na direção de X. Logo S = 0 se, e somente se, as folhas são totalmente geodésicas. Assim

o S-tensor mede o quando as geodésicas das folhas deixam de ser geodésicas da variedade

ambiente.

Lema 1.3.4. Seja A∗X : V → H a adjunta de AX : H → V . Se X é básico, então

A∗XU = −∇h
UX = ∇h

XU. (1.14)

Demonstração. Temos que [X,U ] é vertical, pois U é vertical. Assim 0 = [X,U ]h = ∇h
XU −

∇h
UX. Logo para qualquer Z horizontal

g(A∗XU,Z) = g(U,AXZ) = g(U,∇h
XZ)

= g(U,∇XZ) = Xg(U,Z)− g(∇h
XU,Z)

= g(−∇h
XU,Z) = g(−∇h

UX,Z).

Observação 1.3.1. Os dois tensores a seguir foram de�ndos por O'neill como os tensores

fundamentais de uma submersão Riemanniana.

A : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

(E,F ) 7−→ AEF = ∇h
EhF

v +∇v
EhF

h.

T : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)
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(E,F ) 7−→ TEF = ∇h
EvF

v +∇v
EvF

h.

Observe que o A-tensor é a restrinção do tersor A ao subespaço Γ(TM)×H e o operador

adjunto do A-tensor é igual a restrinção do A-tensor ao subespaço Γ(TM)× V . Ou seja,

AXY = A∗XY
v + AXY

h

para qualquer (X, Y ) ∈ Γ(TM)×Γ(TM). O tensor A é chamdo de tensor de integrabilidade.

Já o S-tensor é a restrinção do operador S ao subespaço Γ(TM)× V .

1.3.4 Levantamento Horizontal e Campos Tipo Holonomia

Nesta seção, apresentaremos a de�nição de levantamento horizontal de curvas, provare-

mos a existência de tal objeto, mostraremos que a projeção de uma geodésica horizontal

em M é uma geodésica em B, quando π é uma submersão Riemanniana, e, utilizando o

levantamento horizontal de curva e o conceito de holonomia, de�niremos campo de vetores

tipo holonomia.

De�nição 1.3.6 (Levantamento e Levantamento Horizontal de Curvas). Seja c :

[a, b] → B uma curva suave por partes. Uma curva c̄ : [a, b] → M é um levantamento de c

passando por p ∈ π−1(c(a)) quando π ◦ c̄ = c e c̄(a) = p. E se, além disto, c̄ é uma curva

horizontal, dizemos que c̄ é o levantamento horizontal de c partindo de p.

Proposição 1.3.7. Sejam π : M → B uma submersão e c : I → B curva suave. Então para

quaisquer t0 ∈ I e p ∈ π−1(c(t0)), existe ε > 0 e um levantamento horizontal c̄ : [t0, t0 + ε]→
M de c|[t0,t0+ε] partindo de p. E quaisquer levantamentos coincidem na interseção dos seus

domínios. Ademais se I = [a, b] e M são compactos (ou M completa) então c̄ é de�nida em

[a, b].

Demonstração. Podemos assumir que c é regular. Tome X um campo de vetores em B tal

que X ◦ c = c′. Seja X̄ o levantamento horizontal de X. Dado t0 ∈ I, considere c̄ : J =

[t0, t0+ε]→M a curva integral de X̄ passando por p, a qual é horizontal, pois c̄′ = X̄◦c̄ ∈ H.
Veri�quemos que c̄ é levantamento de c|J . Por de�nição temos que dπX̄ = X ◦ π. Logo

(π ◦ c̄)′ = dπX ◦ c̄ = X(π ◦ c̄),

ou seja, π ◦ c̄ é o �uxo do campo X passando por π ◦ c̄(t0) = c(t0) Portando

π ◦ c̄ = c|J .

As outras a�rmirmações seguem imediatamente da unicidade de solução de equações dife-

renciais ordinárias.
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Teorema 1.3.1. Seja π : M → B uma submarsão Riemanniana. Se c : I → M é uma

geodésica horizontal, então π ◦ c é uma geodésica em B. Em particular se M é completa,

então B é completa.

Demonstração. Dado t0 ∈ I, considere a geodésica

cB : I →M.

tal que c′B(t0) = dπc′(t0). Seja J ⊂ I contendo t0 tal que cB é minimizante. Seja c̄ o levan-

tamento horizontal de cB passando por c(t0). Observe que se mostrarmos que c̄ é geodésica,

então concluiremos que c = c̄, pois c′(t0) = c̄′(t0), terminando assim a demonstração. Mos-

traremos que c̄ é localmente minimizante. Seja β : [a, b] → M uma curva em M tal que

β(a) = c̄(a) e β(b) = c̄(b). Logo

L(β) =

∫ b

a

||β′|| ≥
∫ b

a

||β′h||

=

∫ b

a

||dπβ′|| = L(π ◦ β) ≥ L(cB)

= L(c̄).

Portanto, segue o resultado.

Observação 1.3.2. Observe que se π : M → B é uma subersão Riemanniana, então o

levantamento horizontal de geodésicas minimizantes é uma geodésica minimizante.

De�nição 1.3.7 (Aplicação Holonomia). Seja π : M → B uma submersão Riemanniana

e c : [a, b]→ B uma curva suave por partes. A holonomia associada a c é a aplicação

hc : π−1(c(0)) −→ π−1(c(1))

p 7−→ hc(p) = cp(1)

onde cp : [0, 1]→M é o levantamento horizontal da curva c partindo de p.

De�nição 1.3.8 (Grupo de Holonomia). O grupo de holonomia Hol(b) de uma folheação

Riemanniana em b ∈ B é o grupo formado por todas holonomias que são associadas a curvas

fechadas suave por partes partido de b, onde a operação é a composição de funções. Observe

que os elementos de Hol(b) são da forma h : π−1(b)→ π−1(b).

Lema 1.3.5. Sejam π : M → B uma submersão Riemanniana, e h : F 0 → F 1 uma aplicação

holonomia induzida por uma geodésica c : [0, 1] → B, onde π(F 0) = c(0) e π(F 1) = c(1).

Denote por cp : [0, 1] → M o levantamento horizontal começando em p ∈ F 0 da curva c.

Então para qualquer u ∈ TpF 0 = Vp

dhpu = J(1) ∈ Tcp(1)F
1,
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onde J é o campo de Jacobi ao longo de cp tal que

(i) J(0) é vertical.

(ii) J ′(0) = −(A∗c′(0)J(0) + Sc′(0)J(0)).

Demonstração. Seja γ : I = (−ε, ε) → F 0 curva suave com γ′(0) = u. Seja X o campo

básico em F 0 tal que dπX = c′(0). Observe que X(q) = c′q(0) para qualquer q ∈ F 0, onde

cq é o levantamento horizontal da geodésica c passando por q. Considere a seguinte variação

por geodésicas de cp

H : [0, 1]× [I]→M

V (t, s) = expγ(s) t(X ◦ γ)(s),

ou seja, a variação de cp pelos levantamentos horizontais cγ(s) de c. Então h◦γ(s) = H(1, s),

de onde segue

dhpu =
d

ds
(h ◦ γ)(0) =

d

ds
V (1, 0) = J(1),

onde J = ∂
∂s

(, 0) é o campo de Jacobi associado a variação por geodésicas H. Observe que

J(0) = u, e então

J ′(0) =
∇
dt

d

ds
H(0, 0) =

∇
ds

d

dt
H(0, 0)

= (∇γ′(0)c
′
p)(0) = ∇uX = ∇h

uX +∇v
uX

= −A∗c′p(0)u− Sc′p(0)u.

Observe que se J é um campo de Jacobi dado por uma variação de geodésicas construida

analogamente ao lema anterior a partir de uma holonomia, então J(t) é tangente a qualquer

�bra, pois J(0) é vertical e H é uma variação por geodésicas horizontais.

De�nição 1.3.9 (Campo Tipo Holonomia). Um campo de Jacobi J ao longo de uma

geodésica horizontal c : [0, a]→M é de tipo holonomia quando

(i) J(0) é vertical.

(ii) J ′(0) = −(A∗c′(0)J(0) + Sc′(0)J(0)).

Se J é tipo holonomia, então, por unicidade do problema de valor inicial, J é o campo

de Jacobi construído no lema anterior, logo J é vertical. Observe que dado t ∈ [0, a], J |[t,a]

também é tipo holonomia ao longo de c|[t,a]. Portanto

J ′(t) = −(A∗c′(t)(J(t)) + Sc′(t)J(t)),

para qualquer t ∈ [0, a].
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Lema 1.3.6. Se π : M → B é uma submersão Riemanniana com �bras totalmente geo-

désicas, onde M é variedade Riemanniana completa, então a holonomia entre as �bras são

isometrias.

Demonstração. Seja h a holonomia associada a uma curva c : [0, 1] → B. Sejam p ∈ F0 =

π−1(c(0)) e X ∈ TpF0. Pelo Lema 1.3.5, existe J campo tipo holonomia ao longo de c tal

que J(0) = X e dhpX = J(1). Se g(J(t), J(t)) for constante, então em particular

g(X,X) = g(dhpX, dhpX),

implicando que h é uma isometria. De fato, g(J, J) é constante, pois como J é vertical e

as �bras são totalmente geodésicas (ou equivalentemente o S-tensor é identicamente nulo)

temos que

g(J, J)′ = 2g(J ′, J) = −2g(A∗c′J + Sc′J, J
v) = −2g(A∗c′J, J

v) = 0,

uma vez que A∗c′J é horizontal.

1.3.5 Campos de Jacobi Projetáveis

Nesta seção apresentaremos um conceito importante neste trabalho, trata-se dos campos

de Jacobi projetáveis. Como veremos, um campo de Jacobi projetável ao longo de uma

geodésica horizontal é o campo variacional de uma variação por geodésicas horizontais.

De�nição 1.3.10 (Campos de Jacobi Projetáveis). Um campo de Jacobi ao longo de

uma geodésica horizontal c : [0, a]→M é dito projetável quando

J ′v = −Sc′Jv − Ac′Jh. (1.15)

Proposição 1.3.8. Seja V : [0, a] × I → M uma variação de c por geodésicas horizon-

tais, onde I é um intervalo contendo o zero. Então o campo variacional de V é um campo

projetável.

Demonstração. Dado t0, considere a curva γ(s) = V (t0, s) e E(s) = ∂
∂t
V (t0, s) campo hori-

zontal ao longo de γ. Logo

pois Aγ′hEh(0) = 1
2
[c′h, Eh] = −1

2
[Eh, c′h] = −AEhγ′h(0). Mas J(t0) = γ′(0) e E(0) = c′(t0).

E portanto

J ′v(t0) = −(Sc′J
v + Ac′J

h)(t0).
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Observação 1.3.3. Se J é um campo tipo holonomia, então J é dado pela variação por

geodésicas horizontais construída no Lema 1.3.5, então pelo lema anterior J é um campo de

Jacobi projetável.

Lema 1.3.7. Sejam π : M → B uma submersão Riemanniana, c : [0, a] → M geodésica

horizontal, e J campo de Jacobi ao longo de π ◦ c. Dado u ∈ Vc(0), existe um único campo

de Jacobi projetável J̃ ao longo de c tal que

1. π∗J̃ = J e

2. J̃v(0) = u.

Demonstração. A idéia da demostração é construir uma variação por geodésicas V de π ◦ c
que tem J como campo variacional, de tal forma que, quando considerarmos o levantamento

horizontal de tal variação obteremos uma outra variação por geodésicas horizontais Ṽ de c,

que tem o campo de Jacobi J̃ desejado como seu campo variacional.

Seja γ : [−b, b] → B (b > 0) uma curva tal que γ(0) = π ◦ c(0) e γ′(0) = J(0). Então

considere a variação por geodésicas de π ◦ c

V : [0, a]× [−b, b]→ B

V (t, s) = expγ(s)t(J0(s) + sJ1(s)),

onde J0 e J1 são campos de vetores paralelos ao longo de γ tais que J0(0) = (π ◦ c)′(0) e

J1(0) = J ′(0). Assim o campo variacional de V é o campo de Jacobi J(t) = ∂
∂s
V (t, 0).

Agora considere uma curva γ̃ : [−b, b]→ M tal que π ◦ γ̃ = γ e γ̃′v(0) = u. Seja X uma

campo de vetores básico ao longo de γ̃ tal que π∗ ˜X(s) = J0(s) + sJ1(s). Considere variação

a seguinte variação de γ̃ por geodésicas

Ṽ : [0, a]× [−b, b]→M

Ṽ (t, s) = expγ̃(s)tX(s),

Observe que para cada s ∈ [−b, b] γ̃s(t) = Ṽ (t, s) é uma geodésica horizontal; com isso Ṽ é

uma variação de γ̃ por geodésicas horizontais. Pela proposição 1.3.8, J̃(t) = ∂
∂s
Ṽ (t, 0) é um

campo de Jacobi projetável. E como Ṽ (0, s) = γ̃(s),

J̃v(0) = (
∂

∂s
Ṽ (0, 0))v = (γ̃′(0))v = u.

Como π ◦ Ṽ = V segue que

π∗J̃ = π∗
∂

∂s
Ṽ = π∗dV (

∂

∂s
)

= d(π ◦ Ṽ )(
∂

∂s
) = dV (

∂

∂s
)

= J.
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Nos resta mostrar que o campo J̃ é o único campo de Jacobi tal que π∗J̃ = J e J̃v(0) = u.

Temos que J̃h é unicamente determinado pois é o levantamento horizontal do campo de

Jacobi J ; e J̃v também é unicamente determinado pois é solução do problema de valor

inicial:

J̃v ′ = −(Sc′ + A∗c′)J̃
v − 2Ac′ J̃

h, J̃v(0) = u.

De fato, como J̃ é campo de Jacobi projetável, temos

J̃v ′ = J̃v ′
h

+ J̃v ′
v

= A∗c′ J̃
v + J̃ ′

v − J̃h′v

= A∗c′ J̃
v + J̃ ′v −∇v

c′ J̃
h = A∗c′ J̃

v + J̃ ′v − Ac′ J̃h

= A∗c′ J̃
v − Sc′ J̃v − 2Ac′ J̃

h;

e J̃v(0) = u, por construção.

Teorema 1.3.2. Se π : M → B é uma submersão Riemanniana e J campo de Jacobi

projetável ao longo de uma geodésica horizontal c : [0, a] → M, então π∗J é um campo de

Jacobi ao longo de π ◦ c.

Demonstração. Denote por P o cunjunto dos campos de Jacobi projetáveis ao longo de c e

considere a seguinte aplicação linear

ρ : Vc(0) × Jπ◦c −→ P

(u, J) 7−→ J̃ ,

onde J̃ é o único campo de Jacobi projetável tal que π∗(J̃) = J e J̃v(0) = u. pelo lema 1.3.7

existência e unicidade estão garantida, logo ρ está bem de�nido. Observe que se ρ é um

isomor�smo, então terminamos a prova.

Se ρ(u, J) = J̃ = 0, então u = J̃v(0) = 0 e J = π∗J̃ = 0. Portanto ρ é injetiva,

consequentemente, dimP ≥ dim(Imρ) = dimVc(0)+dimJ
π◦c = k+2dimB = dimM+dimB.

Agora observe que para provar a sobrejetividade da aplicação ρ basta mostra que a

aplicação

γ : P −→ Tc(0)M ×Hc(0)

J 7−→ (J(0), J ′h(0)).

é injetora. Seja J ∈ P tal que γ(J) = 0, ou seja, J(0) = 0 e J ′h(0) = 0. Assim J ′v(0) =

−Sc′(0)J
v(0)− Ac′(0)J

h(0) = 0 e Jv = Jh = 0. Portanto ρ é injetiva.

Corolário 1.3.1. Seja F uma folheação Riemanniana de M. Dado J um campo de Jacobi

ao longo de uma geodésica horizontal c : [0, a] → M, então existe uma variação de c por

geodésicas horizontais que tem J como campo variacional.
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Capítulo 2

Curvatura não-negativa e Campos de

Jacobi Paralelo.

2.1 Introdução

O objetivo deste capítulo é demonstrar o Teorema de Wilking, ferramenta chave na

demonstração do Teorema de Dualização tema central desta dissertação. Essencialmente,

este teorema fala sobre uma decomposição em soma direta de uma certa família de campos

de Jacobi ortogonais a uma geodésica dada, onde uma das componentes é constituída por

campos de Jacobi paralelos. Para demonstrar tal teorema será usado um resultado para

campos de Jacobi, dada por Eschenburg e Heintze.

Com o intuito de fornecer ao leitor a possibilidade de omitir as partes técnicas, sem

comprometer o entendimento do Teorema de Dualização, os resultados centrais deste capítulo

serão expostos já na introdução presente e demonstrados no decorrer do capítulo .

Dada M uma variedade Riemanniana completa n-dimensional, considere V um espaço

vetorial de campos de Jacobi ortogonais a c : R→M geodésica.

De�nição 2.1.1 (Espaço Auto-adjunto). O espaço V é dito auto-adjunto quando, para

quaisquer J1, J2 ∈ V e t ∈ R,

g(J1(t), J ′2(t)) = g(J ′1(t), J2(t)). (2.1)

Como veremos, um exemplo de espaços auto-adjuntos é o conjunto dos campos de Jacobi

ortogonais a uma geodésica que se anulam em t = 0.

Teorema 2.1.1 (Eschenburg e Heintze). Seja W um (n − 1)-dimensional espaço auto-

adjunto de campos de Jacobi ortogonais a geodésica c : R −→ Mn. Suponha que c′(t)⊥

seja gerado por {J(t), J ∈ W} para qualquer t ∈ R. Se as curvaturas seccionais de M são

não-negativas, então W consiste de campos de Jacobi paralelos.

Uma versão análoga ao teorema acima será usada de forma decisiva na demonstração do

principal resultado deste capítulo, o qual eunciaremos agora.

35
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Teorema 2.1.2 (Wilking). SejaW um (n−1)-dimensional espaço auto-adjunto de campos

de Jacobi ortogonais a geodésica c : R→Mn. SeM tem curvaturas seccionais não-negativas,

então

W = span{J ∈ W ; J(t) = 0, para algum t ∈ R} ⊕ {J ∈ W ; J paralelo}. (2.2)

Agora, apresentaremos um exemplo importante de espaço de campos de Jabobi ao longo

de uma geodésica. A importância deste exemplo reside na sua utilização para a demonstração

do teorema de Dualização.

Exemplo 10. Seja F uma folheação Riemanniana (singular) em Mn+k, onde a dimensão

das folhas regulares é k. Dada geodésica c : R→M ortogonal a folha regular Lc(0), de�na

W = {J ; J é campo de Jacobi projetável ao longo de c, J ⊥ c′ e Jh(0) = 0}, (2.3)

onde Jh(0) é a componente horizontal de J(0). Provaremos que W é um (n + k − 1)-

dimensional espaço auto-adjunto, e portanto poderemos aplicar o Teorema2.1.2 para o de-

compor W em duas componentes, sendo uma das componentes o conjunto dos campos de

Jacobi paralelos pertencentes a W .

Na Seção 2.2, recordaremos algumas propriedades de espaço auto-adjunto de campos

de Jacobi ortogonais a uma geodésica. Na Seção 2.3, consideraremos W um espaço auto-

adjunto (n−1)-dimensional de campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica e de�niremos o

operador de Riccati, o qual será necessário para a demonstração do teorema de Eschenburg

e Heintze. Na Seção 2.4, apresentaremos uma versão mais geral do Teorema 2.1.1, bem como

sua demonstração. Na Seção 2.5, consideraremos V um subespaço próprio de W , onde W

é um (n − 1)-dimensional espaço auto-adjunto. Neste contexto, generalizaremos o conceito

de operador de Riccati. Este novo operador será equivalente ao operador de Riccati em

M/F . Na Seção 2.6, demonstraremos o Teorema de Wilking 2.1.2. E por �m, na Seção 2.7,

discutiremos o Exemplo 10.

2.2 Propriedades Básicas de Espaços Auto-adjuntos

Vamos expor nesta seção algumas propriedades de um espaço V auto-adjunto, isto é, um

subespaço vetorial do espaço dos campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica c dada, tal

que a condição (2.1) é veri�cada para qualquer t ∈ R. Como veremos no Lema 2.2.1, esta

de�nição pode ser enfraquecida para a de�nição:

De�nição 2.2.1 (Espaço Auto-adjunto). Um espaço V é auto-adjunto quando existir

t0 ∈ R tal que

g(J ′1(t0), J2(t0)) = g(J1(t0), J ′2(t0))

para quaisquer J1, J2 ∈ V.
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Lema 2.2.1 (Espaço Auto-adjunto). Se a condição (2.1) for satisfeita em V para algum

t0 ∈ R, então será satisfeita para qualquer t ∈ R.

Demonstração. Suponha que a condição (2.1) seja satisfeita para t0 ∈ R. Dados J1, J2 ∈ V
de�na a função

f(t) = g(J ′1(t), J2(t))− g(J1(t), J ′2(t)).

Logo, usando a equação de Jacobi e uma propriedade do tensor curvatura (g(R(X, Y )Z,W ) =

g(R(Z,W )X, Y )), temos que

f ′(t) = g(J ′′1 (t), J2(t))− g(J1(t), J ′′2 (t))

= g(−R(c′(t), J1(t))c′(t), J2(t))− g(J1(t),−R(c′(t), J2(t))c′(t))

= −g(R(c′(t), J2(t))c′(t), J1(t)) + g(J1(t), R(c′(t), J2(t))c′(t)) = 0,

para qualquer t ∈ R. E portanto f é identicamente nula, pois f(t0) = 0.

A proposição a seguir é um instrumento útil que usaremos neste trabalho.

Proposição 2.2.1. Sejam J1, ..., Jk campos de Jacobi ao longo de uma geodésica c : [a, b]→
M . Então, �xado t ∈ [a, b], J1, ..., Jk são linearmente independentes se, e somente se,

Ĵ1(t), ..., Ĵk(t) são linearmente independentes, onde Ĵi = (Ji(t), J
′
i(t)), i = 1, ..., k.

Demonstração. Fixado t ∈ [a, b], considere a aplicação ρt que associa a cada campo de Jacobi

J ao longo de uma geodésica c : [a, b]→M o vetor

ρt(J) = (J(t), J ′(t)) ∈ Tc(t)M × Tc(t)M. (2.4)

Dado (u, v) ∈ Tc(t)M × Tc(t)M , existe um único campo de Jacobi J ao longo de c tal que

J(t) = u e J ′(t) = v. A unicidade do campo de jacobi J implica que a aplicação ρt está

bem de�nida e é injetora. A partir da existência do campo de Jacobi J concluímos que ρt é

sobrejetora. Além disso, pela linearidade da derivada, a aplicação ρt também é linear. Assim

ρt é um isomor�smo linear e portanto segue o resultado.

Vejamos um exemplo, que é simples, porém útil:

Exemplo 11. Considere V o espaço dos campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica c que

se anulam em t = 0. A condição (2.1) é satisfeita para t = 0, portanto V é um auto-adjunto.

Além disso, a dimensão de V é igual a n− 1, porque, dada uma base {e1, ..., en−1} de c⊥(0),

o conjunto dos campos de Jacobi {J1, ..., Jn−1} é uma base de V , onde Ji = ρ−1
0 (0, ei) e ρ0 é

o isomor�smo linear dado em (2.2) na demonstração da Proposição 2.2.1.

Dado t ∈ R, de�na o seguinte subespaço vetorial de Tc(t)M :

V (t) = V1(t) + V2(t), (2.5)
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onde V1(t) = {J(t); J ∈ V } e V2(t) = {J ′(t); J ∈ V e J(t) = 0}. Se V é auto-adjunto, esta

soma é direta e então podemos escrever

V (t) = V1(t)⊕ V2(t). (2.6)

De fato, suponha que V é auto-adjunto. Dados u ∈ V1(t) e v ∈ V2(t), sejam J1, J2 ∈ V tais

que J1(t) = u, J ′2(t) = v e J2(t) = 0. Logo

g(u, v) = g(J1(t), J ′2(t)) = g(J ′1(t), J2(t)) = 0.

Lema 2.2.2. Seja V um subespaço vetorial de campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica

c. Se V é auto-adjunto, então

dimV = dimV (t),

para qualquer t ∈ R. Além disso, o segundo somando V2(t) é trivial em quase todo t ∈ R.

Demonstração. Observe que V (t) = V1(t) ⊕ V2(t), para qualquer t ∈ R, pois V é auto-

adjunto, por hipótese. De�na o seguinte subespaço vetorial de V :

Ṽ2(t) = {J ∈ V ; J(t) = 0}.

Temos que Ṽ2(t) é isomorfo a V2(t). De fato, basta considerar a aplicação ρ : Ṽ2(t)→ V2(t),

dada por ρ(J) = J ′(t), que é um isomor�smo linear, pois ρ = π2◦ρt, onde ρt é o isomor�smos

dado em (2.2) e π2 é a projeção na seguinda coordenada, que também é um isomor�smo

linear de ρt(Ṽ2(t)) em V2(t).

Fixado t0 ∈ R, considere {J1, ..., Jk} base de Ṽ2(t0) e complete-a para obter uma base

{J1, ..., Jk, Jk+1, ..., Jl}

de V . Logo o conjunto {J ′1(t0), ..., J ′k(t0)} é uma base de V2(t0), pois ρ(Ji) = J ′i(t0) para

qualquer i = 1, ..., k. Também temos que {Jk+1(t0), ..., Jl(t0)} é base de V1(t0). Veri�quemos

esta a�rmação. Sejam u ∈ V1(t0) e J ∈ V tais que J(t0) = u. Se J ∈ Ṽ2(t0), então u =

J(t0) = 0 por de�nição, e assim não temos mais o que fazer. Do contrário, se J /∈ Ṽ2(t0),

então como {Jk+1, ..., Jl} completa Ṽ2(t) temos que

J =
l∑

i=1

αiJi,

com αj 6= 0 para algum j ∈ (k+ 1, ..., l). Por outro lado, por de�nição, os campos de Jacobi

J1, ..., Jk se anulam em t = t0. Logo

u = J(t0) =
l∑

i=k+1

αiJi(t0)
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e portanto span{Jk+1(t0), ..., Jl(t0)} = V1(t0). Suponha a existência de escalares αk+1, ..., αl ∈
R tais que

l∑
i=k+1

αiJi(t0) = 0.

Então
∑l

i=k+1 αiJi ∈ Ṽ2(t0) e como span{Jk+1, ..., Jl} completa Ṽ2(t0), segue que αj = 0

para qualquer i = 1, ..., l. Logo podemos concluir que

dimV = l = l − k + k = dimV1(t0) + dimV2(t0) = dimV (t0),

onde usamos o fato de V ser soma direta de V1(t) e V2(t).

Observe que se a a�rmação (I) abaixo é verdadeira, então V2(t) é trivial para quase todos

t ∈ R.

(I) Dado t0 ∈ R, existe ε > 0 tal que J1(t), ..., Jl(t) são linearmente independentes, para

qualquer t ∈ (t0, t0 + ε), onde J1, ..., Jl são os campos de Jacobi de�nidos acima.

Veri�quemos a a�rmação (I). Fixe t0 ∈ R e observe que o vetores Jk+1(t0), ..., Jl(t0)

são linearmente independentes. Então para t su�cientemente próximo de t0, Jk+1(t), ..., Jl(t)

são linearmente independentes por continuidade. Agora considere ε > 0 tal que c|[t0,t0+ε] não

tenha pontos conjugados a c(t0). Suponha que existem t ∈ (t0, t0+ε) e escalares αk+1, ..., αk ∈
R tais que

k∑
i=1

αiJi(t) = 0.

Logo αk+1, ..., αk = 0, pois do contrário c(t) seria conjugado a c(t0), visto que J(t0) =

J(t) = 0, onde J =
∑k

i=1 αiJi 6= 0. Por �m, provemos que se J ∈ span{J1, ..., Jk} = Ṽ2(t0),

então J(t) /∈ span{Jk+1(t), ..., Jl(t)} = V1(t). Seja {E1, ..., En−1} um referencial ortonormal

paralelo perpendicular a c′⊥ e escreva J =
∑n−1

i=1 fiEi. Note que

fi(t) = (t− t0)gi,

porque f(t0) = 0, onde gi(t0) = f ′i(t0). Logo

lim
t→t0

J(t)

t− t0
=

n−1∑
i=1

lim
t→t0

fi(t)

t− t0
Ei(t) = J ′(t0).

Mas J ′(t0) pertence a V2(t0), que é ortogonal a V1(t0), e portanto J(t0) /∈ V1(t0).

2.3 Operador de Riccati

Supondo que W é um subespaço auto-adjunto (n− 1)-dimensional de campos de Jacobi

ortogonais a geodésica c, onde n é a dimensão da variedade RiemannianaM , introduziremos
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nesta seção o conceito de operador de Riccati; reduziremos a equação de Jacobi, que é uma

equação diferencial de segunda ordem, a duas equações diferencias de primeira ordem; e

demonstraremos um lema que exercerá papel importante na demonstração do teorema de

Eschenburg e Heintze.

De�nição 2.3.1 (Operador de Riccati). De�na IW como o conjunto dos t ∈ R tais que

c(t)⊥ é gerado por {J(t); J ∈ W}. Então o operador de Riccati de W é dado para cada

t ∈ IW por

Riccati(t) : c′⊥(t) −→ c′⊥(t)

u 7−→ J ′(t)

onde J ∈ W e J(t) = u.

O operador de Riccati está bem de�nido. De fato, dado um vetoer u = ut ∈ c′⊥(IW ),

sejam J1, J2 campos de Jacobi em W tais que J1(t) = J2(t) = u. Logo, para qualquer campo

de Jacobi J ∈ V ,

g((J ′1 − J ′2)(t), J(t)) = g((J1 − J2)(t), J ′(t))

= g(u− u, J ′(t)) = 0.

Potanto J ′1(t) = J ′2(t). Fixado t ∈ IV , provemos agora que Riccati(t) é auto-adjunto. Dados

u, v ∈ c′⊥(t), sejam J1, J2 ∈ W tais que J1(t) = u e J2(t) = v. Então

g(Riccati(t)u, v) = g(J ′1(t), J2(t)) = g(J1(t), J ′2(t)) = g(u,Riccati(t)v),

onde usamos na segunda igualdade o fato de W ser auto-adjunto.

Exemplo 12 (Operador de Riccati em Epaços de Curvatura Seccional Constante

Positiva). Seja c : R → M uma geodésica normalizada em M uma variedade Rieman-

niana n-dimensional de curvatura seccional constante igual a K > 0. Dada base ortonor-

mal {e1, ..., en−1} de c′⊥(0), tome o referencial geodésico {E1, ..., En−1} ao longo de c tal

que Ei(0) = ei, para cada i = 1, ..., n − 1. Como a curvatura seccional de M é cons-

tante igual a K, dado i ∈ {1, ..., n − 1}, o campo de Jacobi Ji ortogonal a c tal que

ρ0(Ji) = (Ji(0), J ′i(0)) = (0, ei) é dado por

Ji(t) =
sen(t

√
K)√

K
Ei(t),

e assim sua derivada covariante é

J ′i(t) = cos(t
√

(K))Ei(t).

Seja W o espaço dos campos de Jacobi ortogonais a c que se anulam em t = 0. Observe que
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{J1, ..., Jn−1} é base para W e que

IW = {t ∈ R; t 6= kπ√
K
, k ∈ Z}.

Logo, dado t ∈ IW , temos que

Riccati(t)Ji(t) = J ′i(t)

Riccati(t)(
sen(t

√
K)√

K
Ei(t) ) = cos(t

√
K)Ei

Riccati(t)Ei(t) =

√
Kcos(t

√
K)

sen(t
√
K)

Ei(t) =
√
Kcotg(

√
Kt)Ei(t).

E portanto o operador de Riccati de W é dado por

[Riccati(t)] =


√
Kcotg(

√
Kt) · · · 0

...
. . .

...

0 · · ·
√
Kcotg(

√
Kt)

 =
√
Kcotg(

√
Kt)I,

para cada t ∈ IW .

Mas geralmente, considere W um espaço auto-adjunto (n−1)-dimensional de campos de

Jacobi ortogonais a uma geodésica c e tome {E1, ..., En−1} um referêncial geodésico de no

�brado normal da curva c. Dado t ∈ IV , sejam J1, ..., Jn−1 campos de Jacobi em W tais que

{J1(t), ..., Jn−1(t)} é linearmente indendente. Escrevendo

Jk =
∑
i

fi,kEi e J
′
k =

∑
i

f ′i,kEi,

segue que

[Riccati(t)][J1(t), ..., Jn−1(t)] = [Riccati(t)]


f1,1(t) . . . f1,n−1(t)

...
. . .

...

fn−1,1(t) . . . fn−1,n−1(t)



=


f ′1,1(t) . . . f ′1,n−1(t)

...
. . .

...

f ′n−1,1(t) . . . f ′n−1,n−1(t)

 .

Como {J1(t), ..., Jn−1(t)} é linearmente independente, a matriz (fi,j(t)) é inversível, e por-
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tanto

[Riccati(t)] =


f ′1,1(t) . . . f ′1,n−1(t)

...
. . .

...

f ′n−1,1(t) . . . f ′n−1,n−1(t)




f1,1(t) . . . f1,n−1(t)
...

. . .
...

fn−1,1(t) . . . fn−1,n−1(t)


−1

.

Assim o operador de Riccati de W pode ser entendido como Riccati : IW → S(n − 1)

uma curva suave em S(n−1) espaço das matrizes simétricas de ordem n−1. Logo faz sentido

derivar Riccati em relação a componente t, obtendo um vetor Riccati′(t) que é tangente a

S(n− 1) na matriz [Riccati(t)].

Agora, considerando o operador auto-adjunto R(t) : c′⊥(t) → c′⊥(t), dado por R(t)u =

R(c′(t), u)c′(t). Temos que

−R(t)J(t) = −R(c′(t), J(t))c′(t)

= J ′′(t) = (Riccati(t)J(t))′

= Riccati′(t)J(t) +Riccati(t)J ′(t)

= (Riccati′(t) +Riccati2(t))J(t),

para t ∈ IW e J ∈ W . Dessa forma decompomos a equação de Jacobi, J ′′+RJ = 0, que é uma

equação diferencial ordinária de segunda ordem, em duas equações diferencias ordinárias de

primeira ordem:

RiccatiJ = J ′ (2.7)

e

Riccati′J +Riccati2J +RJ = 0. (2.8)

No espaço dos operadores auto-adjuntos em c′⊥(t), considere o produto interno 〈A,B〉 =

tr(AB), onde tr denota o traço de um operador.

Lema 2.3.1. Se V é um subespaço vetorial (n− 1)-dimensional de campos de Jacobi orto-

ganais a uma geodésica com um operador de Riccati auto-adjunto de�nido, então

r′ + r2 +R = 0, (2.9)

onde r = (trRiccati)
n−1

, R = ric+|Riccati0|2
n−1

e Riccati0 = Riccati− tr(Riccati)
n−1

I.

Demonstração. Pela equação (2.8), 0 = tr(Riccati′) + tr(Riccati2) + trR, ou seja,

tr(Riccati2) = −(tr(Riccati′) + ric), (2.10)

onde ric = trR é o tensor curvatura de Ricci ao longo de c′. Observe que tr(Riccati0) = 0.

Logo

0 = tr(Riccati0) = 〈I, Riccati0〉. (2.11)
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E portanto vale a equação a seguir

−tr(Riccati2) +
tr(Riccati)2

n− 1
+ |Riccati0|2 = 0. (2.12)

De fato, a equação (2.11) implica que

tr(Riccati2) = 〈Riccati, Riccati〉 = 〈tr(Riccati)
n− 1

I +Riccati0,
tr(Riccati)

n− 1
I +Riccati0〉

= 〈tr(Riccati)
n− 1

I,
tr(Riccati)

n− 1
I〉+ 〈Riccati0, Riccati0〉

= (
tr(Riccati)

n− 1
)2〈I, I〉+ 〈Riccati0, Riccati0〉 =

(tr(Riccati))2

n− 1
+ |Riccati0|2.

E usando as equações (2.10) e (2.12), concluímos que

0 = (tr(Riccati′) + ric) +
tr(Riccati)2

n− 1
+ |Riccati0|2

= (n− 1)((
tr(Riccati)

n− 1
)′ + (

tr(Riccati)

n− 1
)2 +

ric+ |Riccati0|2

n− 1
),

Portanto segue o resultado:

r′ + r2 +R = 0.

2.4 Teorema de Eschenburg e Heintze

No que se segue, enunciaremos e provaremos uma versão mais geral do Teorema de

Eschenburg e Heintze (2.1.1).

Teorema 2.4.1. (Eschenburg e Heintze) SejaW um (n−1)-subespaço vetorial de campos

de Jacobi ortogonais a geodésica c : R −→M com operador de Riccati de�nido. Se IW = R
e ric(c′) ≥ 0, então Riccati(t) = 0 e ric(c′) = 0. Em particular, W consiste de campos de

Jacobi paralelos.

Demonstração. Suponha inicialmente que r = 0. Então, pelo Lema 2.3.1,

0 = r′ + r2 +R = R =
ric(c′) + |Riccati0|2

n− 1
.

Logo

|Riccatio|2 = −ric(c′) ≤ 0,

pois, por hipótese, a curvatura de Ricci ao longo de c′ é não-negativa. E portanto ric(c′) e

Riccati0 são identicamente nulos. Além disso, o operador de Riccati também é identicamente

nulo, pois

Riccati = Riccati0 + rI = 0.
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Consequentemente, se J ∈ W , então J ′ = Riccati(J) = 0, ou seja, J é paralelo.

Mostraremos que r é identicamente nulo. Suponha por absurdo que exista t0 ∈ IW tal

que r(t0) 6= 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que t0 = 0 e que r(0) < 0, pois do

contrário bastariamos considerar r̃(t) = r(t− t0), que também é solução da equação (2.9).

Denote por f a solução do seguinte problema de valor inicial

f ′ + f 2 = 0, f(0) = r(0).

Logo a função f é dada em R− 1
r(0)

por

f(t) =
1

t+ 1
r(0)

. (2.13)

De�na y = f − r para valores em (−∞,− 1
r(0)

). Assim

y′ = f ′ − r′ = −f 2 + r2 +R

= (r − f)(r + f) +R

= −(r + f)y +R,

isto é, y é solução do seguinte problema de valor inicial:

y′ + (r + f)y = R, y(0) = 0.

E então, usando o método do fator integrante, resolvemos a equação diferencial acima:

y =
1

e
∫

(r+f)dt

∫
e
∫

(r+f)dtRdt.

E como e
∫

(r+f)dt > 0 e R ≥ 0, pois por hipótese ric(c′) ≥ 0, segue que y ≥ 0, ou equivalen-

temente,

f ≥ r. (2.14)

Entretanto, pela equação (2.13)

lim
t→− 1

r(0)

−
f(t) = −∞. (2.15)

E apartir da desigualdade (2.14) e da equação (2.15), concluimos

lim
t→− 1

r(0)

−
r(t) = −∞.

O que é um absurdo, pois r está de�nido em R, uma vez que, por hipótese, IV = R. E
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portanto r = 0.

Observação 2.4.1. No Teorema 2.4.1 acima é imprescindível que IW = R, isto é, {J(t); J ∈
v} gera c′⊥(t), para todo t ∈ R. Caso contrário, temos o seguinte contra-exemplo: considere

M = R2, com a métrica canônica, c(t) = (t, 0) geodésica normalizada, J(t) = t(e2)c(t) =

(0, t)c(t) campo de Jacobi perpendicular a c′(t) e W o espaço gerado por J . Note que J(0)

não gera c′⊥(0) e, além disso, J não é paralelo.

2.5 Operador de Riccati Transversal

Seja V um subespaço próprio de W um espaço auto-adjunto (n − 1)-dimensional de

campos de Jacobi ortogonais a uma geodésica c. Nesta seção, versaremos sobre o operador

de Riccati transversal a V , ou seja, a restrição do operador de Riccati em W ao espaço H,

o complemento ortogonal de V em c⊥. Também reduziremos a equação de Jacobi a duas

equações diferenciais de primeira ordem, analogamente ao que foi feito na seção (2.4), onde

no lugar do termo de curvatura R aparecerá um operador de curvatura modi�cado, que

envolverá Rh a parte em H de R e um termo envolvendo o tensor de O'neill. Usaremos está

equação na demonstração do Teorema de Wilking para aplicar um argumento análogo ao

usado na demonstração do Teorema de Eschenburg e Heintze.

Para todo t ∈ R, considere o seguinte subespaço de Tc(t)M :

V (t) = {J(t); J ∈ V } ⊕ {J ′(t); J ∈ V e J(t) = 0}, (2.16)

que se trata do mesmo subespaço de�nido anteriormente na seção 2.2. Pelo Lema 2.2.2,

dimV = dimV (t). De�na também o conjunto

H(t) = V ⊥(t) ∩ c′⊥(t).

Assim, qualquer vetor u ∈ c′⊥(t) pode ser escrito como

u = uv + uh ∈ V (t)⊕H(t).

O �brado vetorial {(t, u); t ∈ R e u ∈ H(t)} será denote por Hc, ou apenas por H.

De�nição 2.5.1 (Operador de Riccati Transversal). O operador de Riccati transversal

é de�nido, para qualquer t0 ∈ IW , por

Riccati(t0) : Hc(t0) −→ Hc(t0)

u 7−→ Y ′h(t0)

onde Y = Jh, J ∈ W e Y (t0) = J(t0) = u.
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Proposição 2.5.1. O operador de Riccati está bem de�nido e Riccati(t0) é um operador

auto-adjunto, para qualquer t0 ∈ IW .

Demonstração. Primeiro veri�caremos que Riccati está bem de�nido. Dado u = ut0 ∈
Hc(IW ), sejam J1, J2 ∈ W tais que J1(t0) = J2(t0) = u. Analogamente ao caso dimV = n−1

da seção 2.3, concluímos que J ′1(t0) = J ′2(t0). Logo

J ′h1 (t0) = J ′h2 (t0). (2.17)

Agora, observe que

Jvi
′h(t0) = 0 (i = 1, 2), (2.18)

pois 0 = g(Jv, X), para qualquer X ∈ Γ(Hc). Derivando ambos os membro desta igualdade,

segue que

0 = g(Jv ′(t0), X(t0)) + g(Jv(t0), X ′(t0))

= g(Jv ′
h
(t0), X(t0)) + g(uv, X ′(t0))

= g(Jv ′
h
(t0), X(t0)),

onde a terceira igualdade é devida ao fato de u pertencer a H(t0). Logo, apartir das equa-

ções (2.17) e (2.18), veri�camos a igualdade:

Jh1
′h

(t0) = Jh2
′h

(t0);

e portanto o operador de Riccati está bem de�nido.

Por �m, �xado t0 ∈ IW , vejamos que Riccati(t0) é auto-adjunto. Dados u1, u2 ∈ H(t0),

sejam J1, J2 ∈ W tais que Ji(t0) = ui, i = 1, 2. Usando a equação (2.18), concluímos que

g(Riccati(t0)u1, u2) = g(Jh1
′h

(t0), J2(t0)) = g(Jh1
′h

(t0) + Jv1
′h(t0), J2(t0))

= g(J ′1
h
(t0), J2(t0)) = g(J ′1(t0), J2(t0)) = g(J1(t0), J ′2(t0))

= g(J1(t0), Jh2
′h

(t0) + Jv2
′h(t0)) = g(J1(t0), Jh2

′h
(t0))

= g(u1, Riccati(t0)u2),

isto é, Riccati(t0) é um operador auto-adjunto.

Uma derivada covariante no �brado vetorial Hc é dada pela projeção em Hc da derivada

covariante no �brado tangente, isto é,

Dh : Hc −→ Hc

X 7−→ Dh(X) = (X ′)h.

Como veremos logo abaixo na Observação (2.5.2), Riccati = (RiccatiW |H(IW ))
h. Por
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outro lado, RiccatiW é uma curva suave em S(n − 1), como vimos na seção 2.3. E assim

Riccati : IW → S(k) é uma curva suave em S(k) espaço das matrizes simétricas de ordem

k, onde k = dim Hc(t). Então, considerando Riccati′ = DhRiccati e Y = Jh, segue que

DhDhY = Dh(RiccatiY )

= Riccati′Y +RiccatiDhY

= Riccati′Y +Riccati2Y,

para qualquer campo de Jacobi J em W .

Dado t0 ∈ R, de�na a aplicação

A(t0) : V (t0) −→ H(t0)

v 7−→ J ′h(t0),

onde J ∈ V e J(t0) = v. Provemos que a aplicação A(t0) está bem de�nida. Dado v ∈ V (t0),

sejam J1, J2 ∈ V tais que Ji(t0) = v, (i = 1, 2). Assim, para todo campo X ∈ Γ(H),

g(J ′h1 (t0)− J ′h2 (t0), X(t0)) = g(J ′1(t0)− J ′2(t0), X(t0))

= g(J1(t0)− J2(t0), X(t0))′ − g(J1(t0)− J2(t0), X ′(t0))

= −g(J1(t0)− J2(t0), X ′(t0)) = 0.

Portanto J ′h1 (t0) = J ′h2 (t0).

Lema 2.5.1. Considere o operador A de�nido acima. Então as seguintes equações são

veri�cadas:

(i) J ′v(t0) = A∗(t0)J(t0), para qualquer J ∈ W tal que J(t0) ∈ H(t0), com t0 ∈ IW .

(ii) X ′(t0) = −A∗(t0)X(t0), para qualquer X ∈ Γ(Hc)

Demonstração. Dado Z campo de Jacobi em V, temos que

g(J ′v(t0), Z(t0) = g(J ′(t0), Z(t0)) = g(J(t0), Z ′(t0))

= g(J(t0), Z ′h(t0)) = g(J(t0),A(t0)Z(t0))

= g(A∗(t0)J(t0), Z(t0)),

concluindo assim o item (i). O item (ii) segue da seguinte conta:

0 = g(X,Z)′ = g(X ′, Z) + g(X,Z ′)

= g(X ′, Z) + g(X,AZ) = g(X ′, Z) + g(A∗X,Z).
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Observação 2.5.1. Suponha que V (t0) e H(t0) ⊕ c′(t0) coincidem, respectivamente, com

os subespaços vertical e horizontal relativos a uma submersão Riemanniana, onde c é uma

geodésica horizontal. Então o operador A(t0) é a restrisão do tensor de O'neil ao subespaço

c′(t0)× V (t0):

Ac′X = ∇h
c′hX

v +∇v
c′hX

h = Xh′v +Xv ′h.

Logo, pela Observação (1.3.1), dado t0 ∈ IW

A(t0)X = A∗c′(t0)X

para todo X ∈ Γ(H).

Observação 2.5.2. Seja RiccatiW : c⊥(IW )→ c⊥(IW ) o operador de Riccati de W de�nido

na seção 2.3. Então, para todo vetor J(t0) pertencente a Hc(IW ),

RiccatiWJ(t0) = Jh
′h

(t0) + Jv ′
h
(t0) + J ′v(t0),

e portanto, pela equação (2.18), obtemos:

RiccatiWJ(t0) = Riccati(J(t0)) +A∗J(t0),

ou seja,

Riccati(t0) = (RiccatiW (t0)|H(t0))
h, (2.19)

para qualquer t0 ∈ IW .

Lema 2.5.2. Seja Y = Jh, onde J ∈ W . Então

DhDhY +KhY + 3AA∗Y = 0, (2.20)

e assim

Riccati′ +Riccati2 +Rh + 3AA∗ = 0, (2.21)

onde R(.) = R(c′, .)c′.

Demonstração. Sejam X1, ..., Xk campos ortonormais Dh-paralelos (ou seja, X ′i
h = 0) com

X1(t0) = J(t0). Usando o Lema 2.5.1, em t0 temos que

g(DhDhY,Xi) = g(Dh(Jh′
h
), Xi) = g(Jh′

h′h, Xi) = g(Jh′
h′, Xi)

= g(Jh′
h
, Xi)

′ − g(Jh′
h
, X ′i) = g(Jh′

h
, Xi)

′ − g(Jh′
h
, Xi

′h)

= g(Jh′
h
, Xi)

′ = g(Jh′, Xi)
′ = (g(Jh, Xi)

′ − g(Jh, Xi
′h))′ = g(Jh, Xi)

′′ = g(J,Xi)
′′

= g(J ′′, Xi) + 2g(J ′, X ′i) + g(J,X ′′i ) = g(J ′′, Xi) + 2g(J ′, X ′i) + g(J,X ′′i )

= g(J ′′, Xi) + 2g(J ′
h

+ J ′
v
, X ′i) + g(J,X ′′i )

= g(J ′′, Xi) + 2(g(J ′
h
, X ′i

h
) + g(J ′

v
, X ′i)) + g(J,X ′′i )
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= g(J ′′, Xi) + 2g(J ′
v
, X ′i) + g(J,X ′′i ) = g(−RJ,Xi)− 2g(A∗J,A∗Xi) + g(X1, X

′′
i )

= −g(RJ,Xi)− 2g(AA∗J,Xi) + g(X1, X
′′
i )

= −g(RJ + 2AA∗J,Xi) + (−g(X ′1, X
′
i) + g(X1, X

′
i)
′)

= −g(RJ + 2AA∗J,Xi)− g(−A∗X1,−A∗Xi)

= −g(RJ + 2AA∗J,Xi)− g(AA∗J,Xi) = −g(RJ + 3AA∗J,Xi).

Portanto segue o resultado.

2.6 Teorema de Wilking

Observe que o Teorema de Wilking 2.1.2 não tem como hipótese: IW = R. Assim W não

necessariamente é composto por campos de Jacobi paralelo, como vimos no exemplo dado

na observação (2.4.1). Entretanto, o Teorema de Wilking fornece uma decomposição de W

em dois subespaços, sendo uma das componentes o conjunto de campos de Jacobi paralelos

pertencente a W . O objetivo desta seção é provar a seguinte versão do Teorema de Wilking

2.1.2:

Teorema 2.6.1 (Wilking). SejaW o (n-1)-espaço vetorial dos campos de Jacobi ortogonais

a geodésica c : R→M com operador de Riccati auto-adjunto de�nido. Se M tem curvatura

seccional não-negativa, então

W = span{J ∈ W ; J(t) = 0, para algum t ∈ R} ⊕ {J ∈ W ; J é paralelo}. (2.22)

Neste parágrafo, veremos a ideia geral da demonstração. Considere os seguintes subes-

paços de W :

V = span{J ∈ W ; J(t) = 0, para algum t ∈ R} e H = {Y ;Y = Jh, J ∈ W}.

Primeiro provaremos via o Lema 2.6.1 que W/V é isomorfo a H, logo H é complementar

a V . Já o Lema 2.6.3, implicará que o operador de Riccati transversal está de�nido em R.
Este fato, mais a hipótese sobre a curvatura (curvaturas seccionais de M não-negativas) nos

permitirá concluir, usando um argumento análogo ao Teorema de Eschenburg e Heintze, que

o Riccati transversal é identicamente nulo. Este resultado, os Lemas 2.5.1 e 2.6.5 e novamente

a hipótese sobre a curvatura seccional de M implicará que os operadores Rh, A e A∗ são
identicamente nulos. Dado Y ∈ H, como Riccati transversal é nulo, Y é Dh-paralelo, e como

A = 0, Y é um campo paralelo. Por �m, usando que A, A∗, Rh e Y ′ são identicamente nulos,

veri�camos que Y atende a equação de Jacobi. Portando H é o complementar ortogonal a

V em W que é constituído por campos de Jacobi paralelos.

No que se segue demonstraremos o Teorema de Wilking 2.6.1.
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Lema 2.6.1. O núcleo da projeção π : W → H, J 7→ Jh é V . Em particularW/V é isomorfo

a H.

Demonstração. Visto que H(t) é o complemento ortogonal de V (t), se J ∈ V , então π(J) =

Jh = 0. Reciprocamente, suponha que J ∈ W e Jh = 0, ou seja, Jh(t) = 0 para qualquer

t ∈ R. Fixado t0 ∈ IW , temos que J(t0) ∈ V (t0), logo existe U campo de Jacobi em V tal

que U(t0) = J(t0). Desse modo, concluimos que J −U ∈ V, pois (J −J1)(t0) = 0, e portanto

J ∈ V .

O lema acima implica que o espaço W se decompõe como soma direta dos subespaços V

e H:

W = V ⊕H.

Lema 2.6.2. Se J /∈ V , então J(t) é transversal a V (t) para todo t ∈ R.

Demonstração. Dado J /∈ V , suponha por absurdo que existem campos de Jacobi J1, J2 ∈ V
tais que J2(t0) = 0 e

J(t0) = J1(t0) + J ′2(t0),

para algum t0 ∈ R. Note que

g(J(t0), J ′2(t0)) = g(J ′(t0), J2(t0)) = 0

e

g(J1(t0), J ′2(t0)) = g(J ′1(t0), J2(t0)) = 0.

Logo

g(J ′2(t0), J ′2(t0)) = g(J(t0)− J1(t0), J ′2(t0)) = 0,

concluindo que J ′2 = 0 e assim J2 = 0, pois J2(t0) = 0. Portanto J(t0) = J1(t0) e, analoga-

mente a um argumento usado no lema anterior, checamos que o campo de Jacobi J petence

a V , o que constitui uma contradição.

Lema 2.6.3. Sejam J1, ..., Jk campos de Jacobi em W tais que, para algum t0 ∈ IW ,

{J1(t0), ..., Jk(t0)} é uma base de H(t0). Então

a) {Jh1 (t), ..., Jhk (t)} é base de H(t), para todo t ∈ R;

b) H = span{Jh1 , ..., Jhk }.

Demonstração. Fixe t ∈ R. Suponha que existem escalares α1, ..., αk ∈ R tais que

k∑
i=1

αiJ
h
i (t) = 0. (2.23)
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Se
∑k

i=1 αiJi /∈ V , então é transversal a V (t), pelo Lema 2.6.2. Logo αi = 0 i = 1, ..., k, pois

k∑
i=1

αiJi(t) ∈ V (t),

visto que supomos a equação (2.23). Do contrário, se
∑k

i=1 αiJi ∈ V , então

π(
k∑
i=1

αiJi) =
k∑
i=1

αiJ
h
i = 0,

pelo Lema 2.6.1. Em particular, para t0 dado nas hipóteses,

k∑
i=1

αiJi(t0) =
k∑
i=1

αiJ
h
i (t0) = 0.

E como, por hipótese, {J1(t0), ..., J(t0)} é base de H(t0), segue que αi = 0, i = 1, ..., k.

Portanto, como dim(H(t)) é constante igual a k, {Jh1 (t), ..., Jhk (t)} é uma base para H(t).

Provemos agora o item (b), ou seja, H é gerado por {Jh1 , ..., Jhk }. Se Y ∈ H, então, por

de�nição, existe J ∈ W tal que Y = Jh. Como, por hipótese, {J1(t0), ..., Jk(t0)} é base de

H(t0), temos:

Y (t0) = Jh(t0) =
k∑
i=1

yiJi(t0).

Logo (Y −
∑k

i=1 yiJi) ∈ V . Pelo Lema 2.6.1,

0 = π(Y −
k∑
i=1

yiJi) = Y −
k∑
i=1

yiJ
h
i ,

concluindo a demonstração do lema.

Observação 2.6.1. O Lema 2.6.3 nos garante que o operador de Riccati transversal está

de�nido para todo t ∈ R. Essa condição substituirá a hipótese IW = R na demonstração da

seguinte versão do Teorema de Eschenburg e Heintze.

Lema 2.6.4 (Teorema de Eschenburg e Heintze Transversal). O operador de Riccati

transversal é identicamente nulo.

Demonstração. Analogamente ao Lema 2.3.1, provamos que

r′ + r2 +R = 0,

onde r = tr(Riccati)
n−1

, R = tr(Rh+3AA∗)+|Riccati0|2
n−1

e Riccati0 = Riccati− rI.
Se r = 0, então veri�camos a seguinte equação

0 = R =
tr(Rh + 3AA∗) + |Riccati0|2

n− 1
.
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Logo

tr(Rh + 3AA∗) = −|Riccati0|2 ≤ 0. (2.24)

Além disso, dada uma base {Jhi } de H, e como as curvaturas seccionais de M são não-

negativas, segue que

tr(Rh + 3AA∗) =
∑

g(Rh(Jhi ), Jhi ) + 3g(AA∗Jhi , Jhi )

=
∑

g(R(Jhi ), Jhi ) + 3g(A∗Jhi ,A∗Jhi )

=
∑
|c′|2|Jhi |2sec(

c′

|c′|
,
Jhi
|Jhi |

) + 3|A∗Jhi |2 ≥ 0.

Logo, tr(Rh + 3AA∗) = |Riccati0|2 = 0, e portanto

Riccati = Riccati0 + rI = 0.

Supondo por absurdo que r é não nulo para algum t0, e procedendo de forma análoga

ao Teorema 2.4.1, concluí-se que Riccati transversal explode em tempo �nito, o que é um

absurdo pela Observação 2.6.1.

Lema 2.6.5. Os operadores Rh, A∗ e A são identicamente nulos.

Demonstração. Pelos Lemas 2.5.2 e 2.6.4, temos que Rh = −3AA∗. Logo

g(RhX,X) = −3g(AA∗X,X) = −3g(A∗X,A∗X) = −3‖A∗X‖2 ≤ 0,

para qualquer X ∈ Γ(H). Por outro lado, como por hipótese as curvaturas seccionais de M

são não-negativas,

g(RhX,X) = g(RX,X) = |c′|2|X|2sec( c
′

|c′|
,
X

|X|
) ≥ 0.

E então g(Rh, ) = 0, donde concluimos que, de fato, os operadores Kh, A∗ e A são identica-

mente nulos.

Usando os Lemas 2.5.1 e 2.6.5, demonstramos os lemas a seguir.

Lema 2.6.6. Se Y = Jh ∈ H, então Y é paralelo.

Demonstração. Note que se Y = Jh ∈ H, então Y é um campo Dh-paralelo, pois

DhY = Jh′
h

= RiccatiJh = 0.

Logo Y ′ = Y ′v, e então, para qualquer Z ∈ Γ(V ),

0 = g(Y, Z)′ = g(Y ′, Z) + g(Y, Z ′) = g(Y ′
v
, Z) + g(Y, Z ′

h
)

= g(Y ′
v
, Z) + g(Y,AZ) = g(Y ′

v
, Z),
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pois A = 0. Portanto Y ′ = Y ′v = 0, isto é, Y é um campo paralelo.

Lema 2.6.7. Se Y = Jh ∈ H, então Y é um campo de Jacobi ao longo de c.

Demonstração. Como J é um campo de Jacobi tal que Y = Jh, dado Z ∈ V temos que

g(RJ,Z) = −g(J ′′, Z) = −(g(J ′, Z)′ − g(J ′, Z ′))

= −(g(J ′v, Z)′ − g(J ′, Z ′)) = −(g(A∗J, Z)′ − g(J ′, Z ′))

= g(J ′, Z ′) = g(J ′, Z ′v + Z ′h) = g(J ′, Z ′v +AZ)

= g(J ′, Z ′v) = g(J ′v, Z ′v) = g(A∗J, Z ′v) = 0,

logo RvJ = 0. Assim RY = 0, pois Rh = 0. E como Y é paralelo (Y ′ = 0), veri�ca-se a

equação de Jacobi

Y ′′ +RY = 0.

Portanto Y é um campo de Jacobi.

2.7 Exemplo

Nesta seção, consideraremos o exemplo (10). Seja F folheação Riemannian (singular)

em Mn+k variedade Riemanniana completa com curvatura seccional não-negativa, onde a

dimensão das folhas regulares é k. Dada c : R → M uma geodésica horizontal, seja W o

subespaço constituído por campos de Jacobi projetáveis ortogonais a c que são verticais em

t = 0:

W = {J ; J é campo de Jacobi projetável ao longo de c, J ⊥ c′ e Jh(0) = 0}. (2.25)

Mostraremos que W é um (n + k − 1)-dimensional espaço auto-adjunto com um operador

de Riccati de�nido. Seja V o subespaço dos campos de vetores ao longo de c que são tipo

holonomia. Observe que se J ∈ V , em particular, J é um campo de Jacobi projetável e

vertical. Portanto V é um subespaço próprio de W . Assumindo que a geodésica c é regular,

veri�caremos que V (t) eH(t)⊕c′(t) coincidem, respectivamente, com Vc(t) subespaço vertical
e Hc(t) subespaço horizontal relativos a folheação F . No caso em que a folheação F é dada

por uma submersão Riemanniana π : Mn+k−1 → Bn, mostraremos que π∗(W ) o espaço

dos campos projetados de W é um auto-espaço (n − 1)-dimensional de campos de Jacobi

ortogonais a geodésica π ◦ c, logo possui um operador de Riccati auto-adjunto bem de�nido,

denotado por Riccatiπ∗(W ).

Associaremos o operador de Riccati tranversal ao operador de Riccati em π∗(W ) por

Riccatiπ∗(W )(ut) = Riccati(ūt),

onde a barra supra-escrita denota o levantamento horizontal de um vetor pertencete ao
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vibrado Γ((π ◦ c)∗TB) para o �brado Γ(c∗TM).

Suponha, sem perda de generalidade, que a folha L passando por c(0) é regular. Tome

U uma vizinhança da placa Pc(0) ⊂ L tal que a folheação F restrita a U é dada por uma

submersão Riemanniana:

π : U −→ B,

onde B é uma variedade Riemanniana n-dimensional. Sejam cU : I → U restrição de c a U e

WU = {J |I ; J ∈ W}. Observe que as dimensões de W e WU são iguais. De�na π∗(W ) como

o subespaço projetado de WU

π∗(W ) = {π∗(J); J ∈ WU}. (2.26)

Observação 2.7.1. Note que π∗(W ) é o conjunto dado no exemplo (11), isto é, o espaço

dos campos de Jacobi J̃ ortogonais a geodésica π ◦ cU : I → B tais que J̃(0) = 0. Como

vimos, tal espaço é auto-adjunto e tem dimensão n− 1 .

Lema 2.7.1. Sejam F folheação Riemanniana singular em M variedade Riemanniana com-

pleta e c : R →M geodésica horizontal. Então

dimW = n+ k − 1,

onde W é de�nido por (2.25).

Demonstração. Considere a seguinte aplicação

µ : (π ◦ cU)′⊥(0)× Tc(0)L −→ W

(u, v) 7−→ J = Jh + Jv

onde J ∈ W tal que (π∗J)′(0) = u e Jv(0) = v. Vejamos que tal aplicação está bem de�nida.

Seja (u, v) ∈ (π ◦ cU)′⊥(0) × Tc(0)L. Então existe um único campo de Jacobi Ĵ ortogonal a

(π ◦ cU) tal que Ĵ(0) = 0 e Ĵ ′(0) = u. Por outro lado, pelo Lema 1.3.7, existe um único

campo de Jacobi J projetável ortogonal a cU tal que π∗J = Ĵ e Jv(0) = v. E portanto existe

um único campo de Jacobi J projetável ortogonal a c com Jh(0) = 0 (isto é, J ∈ W ) tal que

(π∗J)′(0) = u e Jv(0) = v. Portando µ está bem de�nida. Além disso, note que a aplicação

µ é um isomor�smo linear. Logo

dimW = dim(((π ◦ c)′⊥(0))× Tc(0)L) = n+ k − 1.

O lema a seguir implicará que W tem um operador de Riccati auto-adjunto de�nido.

Lema 2.7.2. Seja π : Mn+k → Bn uma submersão Riemanniana e c : R→M uma geodésica

horizontal. ConsidereW um subespaço do espaço dos campos de Jacobi projetáveis ao longo
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de c e π∗(W ) = {π∗J ; J ∈ V } o subespaço dos campos de Jacobi ao longo da geodésica π ◦ c
projetados. Então W tem um operador de Riccati auto-adjunto de�nido se, e somente se,

π∗(W ) tem operador de Riccati auto-adjunto de�nido.

Demonstração. Nesta demonstração, os índices h e v representam, respectivamente, as com-

ponentes horizontal e vertical relativas a folheação F .
Observe que t ∈ IW se, e somente se, t ∈ Iπ∗W . Assim se provarmos queW é auto-adjunto

se, e somente se, π∗W também for auto-adjunto, segue então o resultado.

Sejam J1, J2 ∈ W. Como J2 é projetável, segue que

g(J1, J
′
2) = g(Jv1 , J

′
2
v
) + g(Jh1 , J

′
2
h
)

= g(Jv1 ,−Sc′Jv2 ) + g(Jv1 ,−Ac′Jh2 ) + g(Jh1 , J
h
2
′h) + g(Jh1 , J

v
2
′h).

E, como c′ é um campo básico, vale a equação Jv2
′h = ∇h

c′J
v
2 = −A∗c′Jv2 , pelo Lema 1.3.4. E

então

g(J1, J
′
2) = g(Jv1 ,−Sc′Jv2 ) + g(−A∗c′Jv1 , Jh2 ) + g(Jh1 , J

h
2
′h) + g(Jh1 ,−A∗c′Jv2 )

Obtendo uma expressão análoga para g(J ′1, J2), segue

g(J1, J
′
2)− g(J ′1, J2) = g(Jv1 ,−Sc′Jv2 )− g(A∗c′J

v
1 , J

h
2 ) + g(Jh1 , J

h
2
′h)− g(Jh1 , A

∗
c′J

v
2 )

− g(Jv2 ,−Sc′Jv1 ) + g(A∗c′J
v
2 , J

h
1 )− g(Jh2 , J

h
1
′h) + g(Jh2 , A

∗
c′J

v
1 )

= g(Jv1 ,−Sc′Jv2 )− g(Jv2 ,−Sc′Jv1 ) + g(Jh1 , J
h
2
′h)− g(Jh2 , J

h
1
′h)

= g(Jh1 , J
h
2
′h)− g(Jh2 , J

h
1
′h) = g(π∗J1, (π∗J2)′)− g((π∗J1)′, π∗J2),

onde na terceira igualdade usamos a simetria do S-tensor. Portanto

g(J1, J
′
2)− g(J ′1, J2) = g(π∗J1, (π∗J2)′)− g((π∗J1)′, π∗J2),

para qualquer J1, J2 ∈ W. Dai concluímos que W é auto-adjunto se, e somente se, π∗W

também for auto-adjunto.

O Lema anterior e a observação (2.7.1) implicam que WU é auto-adjunto, logo W é auto-

adjunto, pelo Lema 2.2.1. Pportanto W possui um operador de Riccati auto-adjunto bem

de�nido.

Agora, considere V o subespaço dos campos de Jacobi tipo holonomia. Como observamos,

V é um subespaço próprio deW . De�na a distribuição t 7→ V (t) = {J(t); J ∈ V }⊕{J ′(t); J ∈
V, J(t) = 0} que é regular, pois dimV (t) = dimV (Lema 2.2.2). Se J ∈ V , então J ∈ Γ(c∗V).

Logo

V1(t) = {J(t); J ∈ V } ⊂ Vc(t).
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Assumindo que c é uma geodésica regular, obetemos que

V (t) ⊂ Vc(t).

Por outro lado, dado u ∈ Tc(t)L, existe um único campo tipo holonomia J ao longo de c tal

que J(t) = u, pelo Lema 1.3.5. Assim

Tc(t)L ⊂ V (t). (2.27)

E portanto

V (t) = Tc(t)M = Vc(t) e Hc(t) = V (t)⊥ = H(t)⊕ c′(t).

Como Hc(t) = H(t)⊕ c′(t), podemos de�nir o operador de Riccati transversal para todo

t ∈ R:

Riccati : H(R) −→ H(R)

ut 7−→ Jh
′h

(t),

onde J ∈ W com J(t) = ut.

Suponha que a folheação F é dada por uma submersão Riemanniana π : M → B. Sejam

∇, ∇ conexões Riemannianas de M e B respectivamente. Sejam sec e sec, respectivamente,

curvaturas seccionais de M e B e ric o tensor de Ricci em B.

Considerando a geodésica c̃ = π ◦ c : R → B, observe que, a partir da discussão feita

mais acima,

π∗(W ) = π∗(H)

é um (n−1)-dimensional subespaço de campos de Jacobi ortogonal a c̃ auto-adjunto. De�na

o operador de Riccati em π∗(H) por

Riccatiπ∗(W ) : c̃′⊥(Iπ∗(H)) −→ c̃′⊥(Iπ∗(H))

ut 7−→ J ′(t)

onde J ∈ π∗(H) = π∗(W ) com J(t) = ut. O operador Riccatiπ∗(W ) é um operador auto-

adjunto bem de�nido. A proposição a seguir relaciona o operador de Riccati transversal com

o operador de Riccati em π∗(W ).

Proposição 2.7.1. Para qualquer ut ∈ c̃′⊥ temos que

Riccatiπ∗(W )(ut) = Riccati(ūt).

Demonstração. Como π : M → B é uma submersão Riemanniana e c é uma geodésica

horizontal regular,
∇
dt
dπX(t) = dπ

∇
dt
X(t)
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para qualquer X ∈ Γ(H). Logo, para qualquer ut ∈ c̃′⊥,

Riccatiπ∗(W )(ut) = (dπJ)′(t) = (dπJh)′(t)

=
∇
dt
dπJh(t) = dπ

∇
dt
Jh(t)

= dπJh
′
(t) = dπJh

′h
(t)

= dπRiccati(ūt),

onde J ∈ W tal que J(t) = ūt.
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Capítulo 3

Teorema da Dualização de Wilking

3.1 Introdução

Neste capítulo, provaremos o Teorema de Dualização de Wilking enunciado a seguir.

Teorema 3.1.1 (Dualização de Wilking). SejaM uma variedade Riemanniana completa

e considere F uma folheação Riemanniana singular em M . Se a curvatura seccional de M é

positiva, então quaisquer dois pontos em M podem ser unidos por uma geodésica horizontal

quebrada.

Para provar este teorema, Wilking utilizou o conceito de folha dual.

De�nição 3.1.1 (Folha Dual). Seja F uma folheação Riemanniana (singular) emM. Dado

p ∈M o conjunto

L#
p = {q ∈M ; existe uma geodésica horizontal quebrada ligando p a q}

é chamado de folha dual a F passando por p.

Na primeira seção, será construída uma folheação F#, chamada folheação dual a folhe-

ação Riemanniana (singular) F , cujas folhas veremos que coincidem com as folhas duais

de�nida acima. O leitor pode omitir a construção da folha dual, assumindo por de�nição

que F# = {L#
p ; p ∈M}. Assim, podemos reformular o Teorema 3.1.1 da seguinte forma:

Teorema 3.1.2 (Dualização de Wilking). SejaM uma variedade Riemanniana completa

e considere F uma folheação Riemanniana singular em M . Se a curvatura seccional de M é

positiva, então a folhação dual tem uma única folha dual.

A demonstração do Teorema 3.1.2 segue do seguinte teorema, que também será referido

como Teorema de Dualização.

Teorema 3.1.3. SejaM uma variedade Riemanniana completa e considere F uma folheação

Riemanniana singular em M . Se a curvatura seccional de M é não-negativa e existir uma

folha dual L# tal que dimL# < dimM, então o espaço normal a L# ao longo de c é gerado

por campos de Jacobi paralelos, onde c : I → L# é uma geodésica horizontal quebrada em

L#.

59
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De fato, este teorema termina a prova do Teorema 3.1.1. Suponha, por absurdo, que

exista uma folha dual L# tal que dimL# < dimM . Seja c uma geodésica horizontal contida

na folha L#. Então, pelo teorema 3.1.3 , existe J campo de Jacobi paralelo não trivial ao

longo de c tal que J(t) ∈ νc(t)(L#), para qualquer t ∈ R. Pela equação de Jacobi e do fato

de J ser paralelo, temos que

0 = J ′′ +R(c′, J)c′ = R(c′, J)c′.

Logo K(c′, J) = 0. O que contradiz a hipótese de M ter curvatura estritamente positiva.

Demonstraremos o Teorema 3.1.3 na segunda seção deste capítulo. E, na ultima seção,

apresentaremos duas aplicações do Teorema de Dualização, onde uma destas aplicações será

utilizada na demonstração da suavidade da projeção métrica na alma, tema do próximo

capítulo.

3.2 Folheação Dual

Nessa seção, será construído o conceito de folheação dual. Tal construção parte de um

subconjunto D de campos de vetores de�nidos em abertos que cobrem toda variedade,

que por sua vez induzirá uma menor distribuição invariante pela ação de um grupo de

difeomor�smo locais e que contém a distribuição gerada por D. O Teorema de Sussmann vai

garantir a integrabilidade de tal distribuição e então será de�nida a folheação dual como a

folheação singular na variedade por variedades integrais da distribuição construída. Por �m,

será veri�cado que a folha dual passando por um ponto p coincide com L#
p , o conjunto de

elementos alcançados por geodésicas horizontais quebradas que partem de p.

Seja V (M) o conjunto dos campos de vetores suaves X de�nidos em um aberto UX de

M. Dado X ∈ V (M), uma curva integral de X é uma curva suave α : I →M (onde I é um

intervalo contendo 0) tal que α′(t) = X(α(t)). Denotaremos a curva integral de X passando

por p por αp(t), e quando não houver risco de confusão denotaremos apenas por α(t). Se o

intervalo I for maximal, então a curva integral αp é única. Nesse caso, diremos que αp é a

curva integral (maximal) de X passando por p. Denotaremos o intervalo maxival por IXp ,

ou apenas por Ip. Seja D(X) o conjunto de todos pontos (t, p) ∈ R ×M tais que t ∈ Ip.

De�nimos então a aplicação

ϕX : D(X) −→M

(t, p) 7−→ αp(t).

Fixado t, temos o difeomor�smo local ϕXt (p) = ϕX(t, p).

Um pseudogrupo G de difeomor�smos locais é uma coleção de difeomor�smos locais em

M que satisfaz as seguintes propriedades
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i) Se γ ∈ G, então γ−1 ∈ G;

ii) Se γ : U → V, γ̃ : Ũ → Ṽ ∈ G e V ⊂ Ũ , então γ̃ ◦ γ : γ−1(Ũ)→ V ∈ G;

iii) Se γ : U → V ∈ G, então γ|Ũ ∈ G, para qualquer aberto Ũ ⊂ U ;

iv) Seja γ : U → V um difeomor�smo local em M. Se para cada p ∈ U existe γp : Up →
Vp ∈ G tal que γ|Up = γp, onde Up ⊂ U é uma aberto, então γ ∈ G.

Seja A uma coleção de difeomor�smos locais emM que contém a identidade. Obtemos um

pseudogrupo, chamado de pseudogrupo gerado por A, tomando a união de A com os inversos,

as composições, restrinções a abertos e uniões dos elementos de A. Dado X ∈ V (M) campo

de vetores suave, o pseudogrupo gerado pelo conjunto dos �uxos de X será denotado por GX .

Se D é um subconjunto de V (M), então existe um menor pseudogrupo de difeomor�smos

locais que contém
⋃
X∈DGX , o qual será chamado de pseudogrupo de difeomor�smo local

gerado por D, e denotado por GD. Observe que os elementos de GD são da forma

ϕX1
t1 ◦ ϕ

X2
t2 ◦ ... ◦ ϕ

Xn
tn ,

onde n ∈ N, ϕXi ∈ GXi , com Xi ∈ D e ti ∈ IXi para qualquer i ∈ {1, ..., n} tal que a

composição acima faça sentido.

Dizemos que D ⊂ V (M) é de�nido em todo lugar (ou de�nido em toda parte) quando a

união de todos os domínios dos campos de vetores pertencentes a D cobrem M. Analoga-

mente, um pseudogrupo de difeomor�smos locais é de�nido em toda parte quando a união

dos domínios de seus elementos cobrem M.

Seja G um pseudogrupo de difeomor�smo local de�nido em toda parte. Note que G induz

uma relação de equivalência: dois elementos p1 e p2 ∈ M são G-equivalentes quando existir

g ∈ G tal que g(p1) = p2. As classes de equivalência dessa relação são chamadas de G-órbitas.

Se D ∈ V (M) é um subconjunto de campos de vetores de�nido em toda parte, então

existe uma distribuição ∆D gerada por D, isto é, ∆D(p) é um subespaço de TpM gerado por

{X(p);X ∈ D} para qualquer p ∈ M. Dado G um pseudogrupo de difeomor�smos locais,

uma distribuição ∆ é dita G-invariante quando dg(∆(p)) está contido em ∆(g(p)) para

qualquer g ∈ G e p ∈M. Observe que a dimensão de ∆(p) é constante ao longo de qualquer

G-órbita.

Lema 3.2.1. Para toda distribuição ∆ e todo grupo de difeomor�smo local G, existe uma

menor distribuição G-invariante ∆G tal que ∆ ⊂ ∆G.

Note que o espaço ∆G(p) é gerado pelo conjunto de vetores v ∈ TpM tais que

a) v ∈ ∆(p) ou;

b) v = dg(w), onde g ∈ G, p = g(p′) para algum p′ ∈M e w ∈ ∆(p′).
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Assim se ∆ é gerado por D ⊂ V (M), então ∆G é gerada pela união de D com o conjunto

dos campos de vetores X da forma X = dgY, onde g ∈ G e Y ∈ D.
Sejam D um subconjunto de V (M) de�nido em toda parte e GD o pseudogrupo de

difeomor�smos locais gerado por D. Pelo lema, anterior existe uma menor distribuição GD-

invariante contendo ∆D a distribuição gerada por D, a qual denotaremos por PD. É possível

mostrar que PD é suave.

Uma variedade integral de uma distribuição ∆ é uma subveriedade S de M tal que o

espaço tangente a S em p é igual a ∆(p). Se ∆ é uma distribuição suave, então S é uma

variedade integral maximal de ∆ quando for uma varidade integral conexa de ∆ e, além disso,

se existir outra variedade integral conexa S ′ que intersecta S, então S ′ é uma subvariedade

aberta de S.

Teorema 3.2.1 (Sussmann). SejamD subconjunto de campos de vetores de V (M) de�nido

em toda parte e PD a menor distribuição GD-invariante contendo ∆D. Então

a) PD é uma distribuição involutiva. Assim, para qualquer p ∈ M, existe uma variedade

integral maximal de PD passando por p.

b) A folheação associada a distribuição PD é uma folheação singular.

c) PD = ∆D se, somente se, ∆D é GD-invariante.

Sejam F uma folheação Riemanniana (singular) em M e P uma placa em uma folha L.

Agora construiremos a folhação dual a F . Seja Y um campo de vetores suave no �brado

normal de P com suporte compacto tal que dπY = 0, onde π : ν(P ) → P é a projeção

canônica. De�na o seguinte campo de vetores suave

X = d(exp⊥) ◦ Y ◦ (exp⊥)−1, (3.1)

de�nido em UX uma vizinhança tubular de P . Note que X é tangente aos slices. Seja D o

conjunto de campos de vetores X construido pelo processo acima para qualquer placa de

qualquer folha de F . Note que D é de�nido em toda parte. Pelo Teorema de Sussmann 3.2.1,

existe uma folheação induzida por PD, a menor distribuição GD-invariante contendo ∆D.

Denotaremos tal folheação por F#.

De�nição 3.2.1 (Folheação Dual). A folheação F# construída acima é chamada de fo-

lheação dual a F em M. Uma folha da folheação dual é chamada de folha dual.

No que se segue, nesta seção, demonstraremos que a folheação dual coincide com a

folheação {L#
p ; p ∈M}.

Lema 3.2.2. Seja α(.) = ϕX(., p) curva integral de X passando por p. Então, para quaisquer

t1, t2 ∈ IXp , existe uma geodésica horizontal quebrada ligando α(t1) a α(t2).
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Demonstração. Suponha inicialmente que α(t1) e α(t2) estejam contidos na mesma vizi-

nhança tubular de uma placa P . Como X é tangente aos slices e X ◦ α = α′, temos que α

está contido em um slice, digamos S = expq(ν(P )), com q ∈ P . Sejam γ1(t) = expq(tV1) e

γ2(t) = expq(tV2), tais que V1, V2 ∈ νq(P ) e γi(1) = α(ti), para i = 1, 2. Logo concatenando

γ1 e γ2, obtem-se uma geodésica horizontal quebrada ligando α(t1) a α(t2).

Agora suponha que α(t1) e α(t2) estão, respectivamente, nas vizinhanças tubulares U1

da placa P1 e U2 da placa P2, tais que U1∩U2 6= ∅. Seja x ∈ U1∩U2. Pelo resultado anterior,

existem geodésicas horizontais quebradas γ1 ligando x a α(t1) e γ2 ligando x a α(t2); logo

existe uma geodésica horizontal quebrada ligando α(t1) a α(t2).

Como [a, b] é compacto, existe um número �nito de vizinhanças tubulares de placas que

cobrem α([a, b]) e portanto segue o resultado.

Proposição 3.2.1. A folha dual passando por p ∈M é igual a L#
p .

Demonstração. Seja q ∈ M pertencente a folha dual em M passando por p, isto é, q está

na GD-órbita de p. Logo q = ϕ1
t1
◦ ... ◦ ϕntn(p), onde ϕi é curva integral máximal de algum

Xi ∈ D e ti ∈ IXi , para qualquer i ∈ {1, ..., n}. Usando a Lema 3.2.2, segue que q ∈ L#
p .

Agora, suponha que p e q são ligados por c : [0, 1] → M uma geodésica horizontal

quebrada. Considere uma particão {0 = t1 < ... < tk = 1} su�cientemente pequena do

intervalo [0, 1] tal que ci = c|[ti−1,ti] seja uma geodésica que esteja contida numa vizinhança

tubular de uma placa P = Pci(t0), contida numa folha Lci(t0) (com t0 ∈ [ti−1, ti]). Como

ci é geodésica e a folheação F é Riemanniana então o campo c′i ao longo da curva ci está

contido no slice S = expci(t0)ν(L). Logo existe um campo X de�nido na vizinhança tubular

da placa P que estende o campo c′i. Assim X pertence ao conjunto D(M), construído acima,

e portanto p e q pertencem a mesma GD-óbita.

3.3 Prova do Teorema de Dualização de Wilking

Nessa seção, demonstraremos o Teorema 3.1.3, usado na demonstração do Teorema de

Dualização de Wilking 3.1.1.

Suponha que a folha dual L# tenha dimensão estritamente menor do que a dimensão

de M . Seja c : I → L# uma geodésica horizontal quebrada contida em L#. Considere

u = {u1, ..., uk} base ortonormal de Tc(0)L. Pela suposição acerca das dimensões de M e

L#, temos que existe pelo menos um ui ∈ u pertencente a Tc(0)L
# ∩ Tc(0)L. Sem perda

de generalidade suponha que ul, ..., uk ∈ Tc(0)L
#. Complete a base u para obter uma base

ortonormal de c′⊥(0), u′ = {u1, ..., un+k−1}.

Lema 3.3.1. Dada base ortonormal u′ = {ui} de c′⊥, existem campos de Jacobi projetáveis

J1, ..., Jk, Jk+1, ..., Jk+n−1 ao longo de c tais que

1. Ji(0) = ui,∀i ∈ 1, ..., k;
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2. Ji(t) ∈ Tc(t)L#, ∀i ∈ l, ..., k e t ∈ R;

3. Ji é tipo holonomia, ∀i < l; e

4. J ′k+i(0) = uk+i, e Jk+i(0) = 0,∀i ∈ 1, ..., n− 1.

Demonstração. Fixado i ∈ {l, ...k}, considere ci ⊂ L#
c(0) uma curva com c′i(0) = ui. Próximo

de c(0) temos a distribuição Hc(t) ⊂ Tc(t)L
#, que é regular. Logo podemos tomar uma

variação por geodésicas horizontais de c, obtendo assim o campo de jacobi Ji que satisfaz os

itens primeiro e segundo. E pela proposição 1.3.8, Ji é projetável.

Dado r ∈ {1, ..., l− 1} queremos um campo de Jacobi tipo holonomia tal que J(0) = ur.

Tal campo é dado pela solução do problema de valor inicial

J ′r = −A∗c′Jr − Sc′Jr e Jr(0) = ur.

Este campo de Jacobi é projetável, pois é tipo holonomia.

Para s ∈ {k + 1, ..., k + n − 1}, existe um campo de Jacobi Js tal que J ′s(0) = us e

Js(0) = 0, o qual é solução do problema de valor inicial

J ′′s +K(c′, Js)c
′ = 0, J ′s(0) = us e Js(0) = 0.

Como J ′s é horizontal e Js(0) = 0, então existe uma variação por geodésicas horizontais que

tem Js como seu campo variacional. Portanto também pela proposição 1.3.8, Js é projetável.

Observe que span{J ′k+1(0), ..., J ′k+n−1(0)} = Hc(0) ∩ c′(0)⊥. De�na o seguinte subespaço

de campos de Jacobi ortogonais a geodésica c

W̃ = span{J1, ..., Jn+k−1},

que coincidirá com o espaço W dado no capítulo anterior, como veremos no lema a seguir.

Lema 3.3.2. O subespaço W̃ = span{J1, ..., Jn+k−1} coincide com W , o subespaço dos

campos de Jacobi ortogonais a c′ projetáveis que são verticais em t = 0.

Demonstração. Pelo Lema 3.3.1, temos que W̃ ⊂ W . Por outro lado, {J1, ..., Jn+k−1} é um
conjunto linearmente independente de campo de Jacobi, pois

{(J1(0), J ′1(0)), ..., (Jk(0), J ′k(0)), (0, J ′k+1(0)), ..., (0, J ′k+n−1(0))}

é um conjunto linearmente linearmente independente. E portanto W̃ = W.

Como vimos na Seção 2.7, W é um auto-espaço (n + k − 1)-dimensional que possui um

operador de Riccati auto-adjunto bem de�nido, e portanto, pelo Teorema de Wilking 2.1.2,

temos a seguinte decomposição de W .

W = span{J ∈ W ; J(t) = 0, para algum t ∈ R}⊕{J ∈ W ; J é paralelo} = V ⊕H. (3.2)
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O lema a seguir implica que H ⊂ {J ∈ W ; J é paralelo}, terminando assim a demons-

tração.

Lema 3.3.3. V := span{J ∈ W ; J(t) = 0, para algum t ∈ R} ⊂ span{Ji ∈ W ; i ≥ l}.

Demonstração. Seja J ∈ W tal que J(t0) = 0 para algum t0. A prova se dará da seguinte

forma: mostraremos primeiro que J ′(t0) pertence ao �brado normal a L em c(t0) e, por �m,

constataremos que esse fato implica que J(t) pertence a TL#
c(t) para qualquer t, terminando

assim a demonstração.

Como J ∈ W, J é o campo variacional de uma variação por geodésicas horizontais cs(t)

de c. Seja {Xi}i∈I família de campos de vetores tal que span{Xi(c(t0))} = Tc(t0)Lc(t0) . Logo,

como d
ds
|s=0cs(t0) = J(t0) = 0 e c′s(t0) é perpendicular a Xi(c(t0)) para qualquer i ∈ I temos

que

0 =
∂

∂s
|s=0g(Xi(cs(t0)), c′s(t0)) = g(∇J(t0)Xi, c

′
s(t0)) + g(Xi(c0(t0)),

∇
∂s
|s=0c

′
s(t0))

= g(Xi(c(to)),
∇
∂t
|t=t0

∂

∂s
|s=0cs(t)) = g(Xi(c(t0)), J ′(t0)).

para qualquer i ∈ I. Assim J ′(t0) ∈ ν(Lc(t0)) e então o campo J é campo variacional de uma

variação por geodésicas horizontais f(t, s) = cs(t) de c, que saem do mesmo ponto c(t0).

Logo f(t, s) pertence ao slice de Lc(0). Pelo Lema 3.2.2, f(t, s) pertence a folha dual L#
c(t0).

E portanto J(t) ∈ TL#
c(t), para qualquer t.

3.4 Aplicações

Apresentaremos duas aplicações do Teorema de Dualização. A primeira das aplicações,

que será utilizada no próximo capítulo para demonstrar a suavidade da projeção métrica,

fala que campos básicos globalmente de�nidos quando restritos a uma geodésica horizontal

quebrada coincidem com o transporte paralelo. A outra aplicação é uma observação sobre

os grupos de isotropia de um ação isométrica com órbitas do mesmo tipo. Tal observação foi

feita por Cláudio Gorodski e Ziller em um seminário apresentado por Ziller.

Corolário 3.4.1. SejamM uma variedade completa com curvatura seccional não negativa e

F uma folheação Riemanniana. Seja L#
p uma folha dual principal, isto é, possui a holonomia

trivial. Se X é um campo básico normal globalmente de�nido ao longo de L#
p , então o

campo X restrito a uma geodésica horizontal quebrada relativa a folhação F é paralelo. Em

particular, o campo X tem tamanho constante.

Demonstração. Seja c geodésica horizontal quebrada. Como a curvatura seccional de M é

não-negativa, pelo Teorema de Dualização 3.1.3, existe um campo de Jacobi paralelo J ao

longo de c tal que X(c(0)) = J(0). Pela demonstração do Teorema de dualização tal campo
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de Jacobi J é de fato um campo de holonomia. Assim sendo, ele será um campo básico.

Segue então da unicidade de campos básicos e do fato que X(c(0)) = J(0) que os campos

X e J coincidem ao longo de c.

Corolário 3.4.2. SejaM uma variedade Riemanniana completa com curvaturtas seccionais

positiva. Seja µ : G ×M → M uma ação a esquerda de G em M , onde G é um subgrupo

fechado do grupo das isometrias de M , que é uma variedade Riemanniana M . Se todas as

órbitas são do mesmo tipo, então

Gp = Gq,

para quaisquer p, q ∈M .

Demonstração. Dados p, q ∈ M , pelo Teorema 3.1.1, existe uma geodésica horizontal que-

brada c : [0, a]→M ligando p a q. Logo concluiremos a demonstração, se provarmos que os

grupos de isotropia de todos pontos em uma geodésica horizontal são iguais.

Seja c : [0, 1]→M uma geodésica horizontal. Pela Proposição 1.2.1, a ação µ é uma ação

própria. Além disso, todas as órbitas são princiais, pois todas as órbitas são do mesmo tipo.

Logo, pela Proposição 1.2.2, dado t0 ∈ [0, 1] temos que

Gc(t0) = Gc(t),

para qualquer c(t) ∈ Sc(t0). Como c é compacto, então existem t1, ..., tn ∈ [0, 1] tais que

c ⊂ Sc(0) ∪ Sc(t1) ∪ ... ∪ Sc(tn).

E como c é conexo, segue que

Gc(0) = Gc(t),

para qualquer t ∈ [0, 1].



Capítulo 4

Suavidade da Projeção Métrica na Alma

4.1 Introdução

Seja M uma variedade Riemanniana completa, não-compacta com curvatura seccional

não-negativa. Existe uma subvariedade compacta, totalmente conexa e sem bordo S, cha-

mada de Alma, tal que seu �brado normal é difeomorfo a M . Existe uma função distância

não-crescente π : M → S, que associa a cada p ∈ M o ponto π(p) pertencente a S que

está mais próximo de p. O teorema de Perelman implica que tal função é uma submersão

Riemanniana de classe C1 e que é unicamente determinada, portanto coincide com a retra-

ção de Sharafudtinov. Em [11], Guijarro provou que π é de classe C2. Usando o conceito de

folheação dual a uma folheação Riemanniana singular e o Teorema de Dualização, Wilking

mostrou em [6] o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. A projeção métrica na alma é uma submersão Riemanniana suave.

Na Seção 4.2, apresentaremos uma ideia da construção da alma, que pode ser encontrada

em [7] e [8]. Na Seção 4.4, discutiremos a sua suavidade da projeção métrica seguindo a

abordagem dada em [7]. Para isto é precisamos do Teorema de Perelman e algumas con-

sequências, que serão apresentados na Seção 4.3.

4.2 Ideia da Construção da Alma

Seja M uma variedade Riemanniana completa não-compacta com curvaturas seccionais

não-negativas. Um subconjunto S de M é totalmente convexo quando qualquer geodésica

ligando dois pontos em S está inteiramente contida em S.

De�nição 4.2.1 (Alma). Uma alma de M é uma subvariedade Riemanniana compacta,

totalmente convexa e sem bordo.

Teorema 4.2.1 (Cheeger-Gromoll-Meyers). SejaM é uma variedade Riemanniana com-

pleta não-compacta. Se a curvatura seccional de M é não-negativas, então

67
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a. M admite uma alma S.

b. M é difeomorfa ao �brado normal da alma.

c. Se as curvaturas seccionais de M são positivas, então S é um ponto.

Vamos expor uma rápida ideia da construção de uma alma para M . A grosso modo,

tal construção seguirá da seguinte forma: primeiro encontraremos um subconjunto C to-

talmente convexo, possivelmente com bordo, onde seu interior será uma subvariedade de

M totalmente convexa e o seu bordo, caso exista, admite uma estrutura de cone tangen-

cial. Tomando interseções de subconjunto construídos de forma análoga ao subconjunto C,

de�niremos outro subconjunto C0 compacto e totalmente convexo, que eventualmente te-

nha bordo. Mostra-se-á que a função distância ao bordo de C0 é concava, logo seus níveis

serão totalmente convexo com dimensão estritamente decrescente. Usando este fato, cons-

truiremos uma sequência decrescente de compactos encaixados totalmente convexos, onde

a dimensão decairá. Desta forma, alguns destes subconjuntos não possuirá bordo, portando

tais subconjunto serão almas de M . Vamos dar agora um pouco mais de detalhes.

Um raio em uma variedade Riemanniana não-compacta M é uma geodésica c : [0,∞]→
M tal que d(c(0), c(t)) = t. SeM é completa, então para todo p ∈M existe um raio partindo

de p. Fixe p ∈M , e dado um raio c partindo de p considere o subconjunto

Bc = ∪t>0Bt(c(t)).

Pela desigualdade triangular, Bt1(c(t1)) ⊂ Bt2(c(t2)) quando t1 ≤ t2. Usando a hipótese

sobre as curvaturas seccionais, teorema de Toponogov e a lei dos cossenos, é possível provar

o seguinte teorema.

Lema 4.2.1. M \Bc é totalmente convexo.

Exemplo 13. SejaM = R2. Dado x = (x1, x2), c : [0,∞]→M dado por c(t) = x+(p−x)t,

com p 6= x, é um raio partindo de x na direção p

Observe que em geral M \Bc não é compacto. Então de�na o seguinte subconjunto:

C0 = ∩{M \Bc; c é um raio partindo de p}.

É possível veri�car que é compacto e totalmente convexo. Se C0 não possui bordo, então

encontramos uma alma para M . Mas eventualmente C0 pode possuir bordo. Então cons-

truiremos outros candidatos a alma. Para tanto precisaremos recordar dois resultados sobre

funções concavas e conjuntos totalmente convexos

Lema 4.2.2. Se f : M → R é concava, então qualquer conjunto

A = {x ∈M ; f(x) ≥ a}
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é totalmente convexo.

Lema 4.2.3. Se A ⊂M é totalmente convexo, então A possui interior não vazio (int A 6= ∅),
que é uma subvariedade de M totalmente convexa, e ∂A o bordo de A possui a seguinte

propriedade: para qualquer x ∈ ∂A existe v ∈ TxM tal que se γ : [0, a]→ A é uma geodésica

com γ(0) = x e γ(a) ∈ intA, então ∠(v, γ′(0)) < π
2
.

Pelo Lema 4.2.3, int C0 é uma subvariedade de M totalmente convexa. E como ∂C0 é

compacto a função d distância ao bordo:

d : int C0 −→ R

q 7−→ d(q, ∂C0)

está bem de�nida. Usando estimativas da função distância, o teorema de Rauch-Berger e a

estrutura de cone tangente em ∂C0 dado pelo Lema 4.2.3, é possível provar que a função d

é concava. Logo para todo α > 0 o subconjunto de�nido por

Cα
0 = {q ∈ C0; d(q) = d(q, ∂C0) ≥ α}.

é totalmente convexo, pelo Lema 4.2.2. De�na

C1 = ∩{Cα
0 ;Cα

0 6= ∅},

que também é compacto e totalmente convexo e, além disto, dim C1 < dim C0. Proce-

dendo indutivamente, construímos uma sequência estritamente decrescente de compactos

encaixados totalmente convexos

... ⊂ Cn ⊂ Cn−1 ⊂ ... ⊂ C0.

tais que dimCn−1 < dimCn. Como a dimensão de C0 é �nita, existe n0 tal que Cn0 é um

ponto. Portanto para algum n ∈ {0, ..., n0}, Cn é uma alma de M .

4.3 Teorema de Perelman

Nesta seção, apresentaremos o enunciado do Teorema de Perelman e veri�caremos que

tal teorema implica que a projeção métrica na alma é uma submersão Riemannian.

Sharafudtionov mostrou que existe uma função distância não-crescente π : M → S. No

teorema que se segue π coincide com a projeção métrica na alma.

Teorema 4.3.1 (Perelman). Se π : M → S é uma função distância não-crescente, então

π ◦ exp = πν , onde πν : ν(S)→ S é a projeção canônica. Além disto, se c : [a, b]→ S é uma

geodésica em S e X um campo paralelo ao longo de c com X(0) ∈ ν(S), então a superfície

V : [a, b]× [0,∞)→M , dada por V (t, s) = exptX(s), é �at e totalmente geodésica.
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Corolário 4.3.1. A projeção métrica π : M → S é uma submersão métrica.

Demonstração. Sejam c : [0, 1]→ S uma geodésica minimizante. Denote por F0 e F1 as �bras

de π passando por c(0) e c(1), respectivamente. Uma vez que π não aumenta comprimento,

L(c) ≤ L(β), (4.1)

para qualquer curva β ligando F0 a F1. Em particular, para curvas ct(s) = exp sP c
1,0u,

levantamento horizontal de c para todos t ∈ R e u ∈ ν(S) . Pelo Teorema de Perelman, a

superfície V (t, s) é �at e totalmente geodésica, logo

L(c) = L(ct), (4.2)

para qualquer t ∈ R. Pela equações (4.1) e (4.2), segue que L(c) = L(ct) ≤ L(β). Portanto

d(F0, F1) = L(c).

Observe que a o Teorema de Perelman implica que γs(t) = V (t, s) é uma geodésica

contida na �bra π−1(c(s)). Como vimos na prova do Corolário 4.3.1, a curva ct(s) = V (t, s)

é uma geodésica horizontal, para todos t ∈ R, s ∈ [0,∞). E mais, todas as curva horizontais

partindo de um ponto p ∈M são obtidas exponenciando o transporte paralelo de elementos

em ν(S)π(p) ao longo de curvas em S que partem de π(p). Por outro lado, a unicidade de

levantamento horizontal implica que

hc ◦ exp (v) = exp ◦ P c (v), (4.3)

para qualquer v ∈ ν(S).

4.4 Demonstração da Suavidade da Projeção Métrica na

Alma

Seja π : M → S a projeção métrica de M na alma S, onde M é uma variedade Rie-

manniana completa não-compacta com curvatura seccional não-negativa. Provaremos nesta

seção que π é suave. Veri�caremos primeiro a suavidade de π em alguma vizinhaça da alma;

depois que π é suave em L#
p , folha dual a folheação dada pela projeção métrica e que passa

por p ∈M ; e por �m mostraremos que π é suave em uma vizinhança de p.

Como S é compacta, existe vizinhança Br(S) tal que a aplicação expν é um difeomor�smo

de Br(0) ⊂ ν(S) em Br(S). Pelo Teorema de Perelman 4.3.1,

π = πν ◦ exp−1
ν

em Br(S). Portanto π|Br(S) é uma submersão Riemanniana suave. Observe que Br(S) é

folheada por folhas duais, uma vez que as folhas duais permanecem a uma distância constante
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da alma.

Dado p ∈ M , sejam u ∈ ν(S) com ||u|| = 1 e R ∈ R tais que exp Ru = p e considere

a geodésica γ(t) = exp (tu). Fixe alguma folha dual L#
γ(ε) contida em Br(S), para algum

ε ∈ (0, R). Suponha que L#
γ(ε) é uma folha principal. Logo existe X, uma seção básica de

L#
γ (ε) tal que X(γ(ε)) = (R− ε)γ′(ε). Considere a aplicação end ponit de�nida abaixo:

ηX : L#
p1
−→M

q1 7−→ expνX(q1).

Segue do Teorema de Perelman e do Corolário 3.4.1 do Teorema de Dualização que ηX :

L#
γ(ε) → L#

p é sobrejetora.

Lema 4.4.1. A aplicação ηX : L#
γ(ε) −→ L#

p é uma submersão.

Demonstração. Suponha que k = dim Ker d(ηX)γ(ε) > 0. Dado x ∈ L#
ε , mostraremos que

dim Ker d(ηX)x = k. Observe que Ker d(ηX)γ(ε) está contido em TL#
γ(ε)∩Tπ−1(π(p)). Logo

existem k campos de Jacobi {J1, ..., Jk} ao longo de γ tais que {J1(ε), ..., Ji(ε)} é uma base

de Ker d(ηX)γ(ε) e Ji(0) = Ji(R) = 0, para quaisquer i ∈ {1, ..., k}.
Seja V 0

i a variação por geodésicas radiais que parte de π(p) e tem Ji como campo va-

riacional. Sejam c : [0, b] → S geodésica quebrada ligando π(p) a π(x) e hr a holonomia

associada a curva c|[0,r], que é um difeomor�smo de classe C1, pois π é de classe C2. Para

cada r ∈ [0, b], temos, pelo Teorema de Perelman, a seguinte variação por geodésicas radiais

que partem de c(r):

V r
i = hrV 0

i .

Se Jri denota o campo de Jacobi ao longo da geodésica γr = hrγ que é campo variacional de

V r
i , então

Jri = dhrJ0
i . (4.4)

Observando que ηX ◦ V r(ε, s) = V r(R, s), pela régra da cadeia, temos que

d(ηX)xJ
r
i (ε) = Jri (R). (4.5)

Portanto existem k campos de Jacobi {J b1 , ..., J bk} ao longo da geodésica γb(t) = hb(γ(t)) tais

que {J b1(ε), ..., J bk(ε)} é linearmente independentes. E mais, pelas equações (4.4) e (4.5)

d(ηX)xJ
b
i (ε) = J bi (R) = dhbJ0

i (R) = dhb(d(ηX)pJ
0
i (ε)) = 0.

Portanto a dimensão de Ker d(ηX)x também é igual a k e como ηx é sobrejetora , a aplicação

ηx é uma submersão.
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Pelo Lema 4.4.1, ηX é uma submersão suave. Logo existe uma aplicação suave (seção

transversal) s : U ⊂ L#
p → L#

γ(ε), onde U é uma vizinhança de p, tal que

ηX ◦ s = Id (4.6)

Pelo Teorema de Perelman,

π|L#
γ(ε)

= π|L#
p
◦ ηX (4.7)

E portanto das equações (4.6) e (4.7), π|L#
p

= π|L#
γ(ε)
◦ s é suave.

Agora, usando a suavidade de π|L#
p
, provaremos que π é suave em uma vizinhança de p.

Para isto precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.4.2. Existe uma métrica g̃ em uma vizinhança de p tal que

π ◦ ˜exp(v) = π|L#
p
◦ πL

#
p (v),

v ∈ ν(L#
p ), onde πL

#
p : ν(L#

p )→ L#
p é a projeção canônica e ˜exp é a aplicação exp referente

a métrica g̃.

Considere uma vizinhaça B de p tal que a aplicação exponencial é um difeomor�smo.

Portanto, pelo lema enunciado acima, π = π|L#
p
◦ πL

#
p ◦ ˜exp−1 é suave.
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