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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas propriedades de R\Q, visto como subespago
topologico de R. Uma caracterizacao topoldgica é enunciada e como consequéncia
obtemos que R\Q é homeomorfo ao w* com a topologia produto de Tychonoff (w com
a topologia discreta). Também sao vistos resultados sobre o espago de Cantor que é
um subespago importante de R\ Q.

Em ZFC (sistema axiomético de Zermelo-Fraenkel com o Axioma da Escolha)
ou em ZFC com algum outro axioma (por exemplo, Hipétese do Continuo, Axioma
de Martin, igualdades entre pequenos cardinais) sao exibidos exemplos de espagos
topoldgicos normais e espacos normais de Lindeldf, cujo produto com R\Q nao é nor-
mal. Usando a nogao de P(2)-espaco de K. Morita, mostra-se que para todo P(2)-
espago normal X, vale que X x (R\Q) é normal. Além disso, temos que se X é um
espago normal tal que X x S é normal, para todo subespago S de R\Q, entao X é um
P(2)-espago.
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Abstract

In this work we study some properties of R\Q seen as topological subspace of
R. A topological characterization is given and as a consequence, we obtain that R\Q
is homeomorphic to w* with the Tychonoff product topology (w with the discrete
topology). We also study the Cantor space which is an important subspace of R\Q.

In ZFC' (Zermelo-Fraenkel axiomatic system with the Axiom of Choice) or ZFC
with some other axiom (for example, Continuum Hypothesis, Martin’s Axiom, equali-
ties between small cardinals) it is shown examples of normal or Lindel6f normal topo-
logical spaces such that the product with R\Q is nonnormal. Using K. Morita’s P(2)-
space, it is shown that for all normal P(2)-space X, the product X x (R\Q) is normal.
Besides, we have that if X is a normal space such that X x .S is normal, for all subspace
S of R\Q, then X is a P(2)-space.
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Lista de Simbolos

R Espago dos ntimeros reais.

RS Espaco dos ntimeros reais nao negativos.
R\Q Espaco dos ntimeros irracionais.

Q Espaco dos ntimeros racionais.

7 Espaco dos ntimeros inteiros.

w espago dos numeros naturais.

N Conjunto dos niimeros naturais.

N+ Conjunto dos nimeros naturais sem o zero.
BA Conjunto de todas as fungoes com dominio A e codominio B.
dom(f) Dominio da funcao f.

im(f) Imagem da funcao f.

Graph(f) Gréfico da funcao f.

int(X) Interior do conjunto X.

inty(X)  Interior de X no espaco topolégico Y.

cl(X),X  Fecho do conjunto X.

cly (X) Fecho de X no espaco topolédgico de Y.

Fr(X) fronteira do conjunto X.

Fry(X)  fronteira de X no espago topoldgico de Y.
)

ke(X funcao cardinal “Compact covering number” (pagina 43).

w(X) funcao cardinal “peso” (pagina 19).

IndX Dimensao de Brouwer-Cech do espaco topolégico X (pagina 13).
Se(x) Bola de raio € e centro em .

diam(A)  Diametro do conjunto A.

cf () Cofinalidade do ordinal a.



Introducao

Denotaremos por Z F'C' o sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel com o Axioma da

Escolha.

Nesta dissertagao vamos estudar algumas propriedades do espaco topoldgico dos
nimeros irracionais, como subespaco da reta real R. Esse subespaco sera denotado por
R\Q. Poderiamos pensar que R\Q é um subespaco simples de R, mas este espaco tem

propriedades muito interessantes e ainda hoje ha problemas em aberto que envolvem

R\Q.

O subespago R\Q é nao vazio, completamente metrizavel, 0-dimensional, com base
de abertos enumeravel e sem compactos abertos nao vazios. A menos de homeomorfis-

mos, é inico com essas condigoes (Corolério 1.7).

Em Topologia Geral, sabe-se que o produto de espacos normais nem sempre é nor-
mal, mesmo que um dos fatores seja um espaco métrico separavel. Em 1955, M. E.
Rudin ([17]) exibiu, ndo em ZFC, um espago normal X cujo produto com o subespago
[0,1] de R nao é normal, utilizando uma reta de Souslin. Posteriormente, em 1971 ela

construiu um exemplo em ZFC.

Em 1976, K. Morita, propos a seguinte conjectura:

“Se Y é um espacgo de Hausdorff tal que X x Y é normal para todo espaco normal de

Hausdorff X, entao Y é discreto”.

Novamente M. E. Rudin, em 1978 ([18]) demonstrou a veracidade da conjectura.



Vejamos agora, o que ocorre com a normalidade do produto quando um dos fatores

é R\Q. L. B. Lawrence [10, prop. 1] afirma que:

“Se X e Y sao espacos topologicos e Y é completamente metrizavel, separavel e nao

o-compacto, entdo X x Y é normal se e s6 se X x (R\Q) é normal”.

Esse resultado justifica o interesse em encontrar exemplos de espacos topoldgicos X
tais que X x (R\Q) nao seja normal. Outro resultado importante, mostrado nesta
dissertacao (Teorema 3.4), é que, para um espaco topoldgico X regular e de Lindeldf,
X x (R\Q) é de Lindelof, se e somente se, X x (R\Q) é normal.

Em 1963, E. A. Michael ([11]) deu o primeiro exemplo em ZFC' de um espago
normal cujo produto topolégico com R\@Q nao é normal. O espa¢o em questao nao é

de Lindelof. A questao:

“Existe em ZFC um espago topoldgico normal e de Lindeldf cujo produto com R\Q

nao é normal?”

ainda permanece em aberto.

Entretanto, adicionando outro axioma a ZF'C' é possivel obter exemplos de tais
espagos (por exemplo a Hipétese do Continuo, ou o Axioma de Martin ou a assergao

b= wi, etc.)

A dissertacao comeca com um Capitulo 0 de preliminares, onde recordamos algu-

mas nocgoes de Teoria dos Conjuntos e Topologia, necessarias para o desenvolvimento
do trabalho.

O Capitulo 1 é dedicado ao subespago topolégico R\Q. Vamos caracterizé-lo e
concluir que R\Q é homeomorfo ao w*. Também caracterizaremos o espago de Cantor
{0,1}* e o dos racionais Q. Serao mencionados alguns outros resultados relacionados
com R\Q e o subespaco {0,1}¥; por exemplo, veremos que todo espago metrizdvel
e compacto é imagem continua do espaco de Cantor e que todo espaco metrizavel,

separavel, O-dimensional e que nao contem compactos abertos nao vazios pode ser den-



samente imerso em R\Q.

No Capitulo 2 apresentamos alguns exemplos, em ZFC ou ZFC com algum outro
axioma adicional (ou a Hipdtese do Continuo, ou o Axioma de Martin ou b = w;) de
espagos topoldgicos normais para os quais o seu produto com R\Q néo é normal.

No caso ZFC, exibimos X = [0,1] como subespago da reta de Michael (Teorema

2.1); isto é, [0, 1] com a topologia
©={UUV:U éabertousual em [0,1], V C [0,1\Q} .

No caso ZFC' com mais algum axioma, o espaco topoldgico X, além de ser normal,

seré de Lindel6f. Nestas construgoes, ao invés de R\Q, usaremos o seu homeomorfo w®.

No Capitulo 3 estudamos a nogao de P(2)-espago para concluir que nesses espagos
topolégicos o produto com R\Q é sempre normal; Morita em [14] mostrou que se X
é um espaco topologico, o produto X x Y é normal para todo espaco metrizavel e
separdvel Y se e somente se X é um P(2)-espago normal.

Também apresentaremos um teorema de Rudin e Starbird (Teorema 3.4) a fim de
concluir que para todo espago topoldgico regular e de Lindel6f X temos que X x (R\Q)
é normal se e somente se X x (R\Q) é de Lindel6f. Este resultado é usado no Capitulo

2 para demonstrar a normalidade ou a nao normalidade do produto de alguns espagos.

Finalmente, nos Apéndices A e B exibimos alguns resultados dados por T. Przymu-
sinski em [15], sobre o produto topolégico onde um dos fatores é compacto, que nos
permitem demonstrar o Corolario 3.3 e o Teorema de Rudin e Starbird mencionado
acima. Também mostramos algumas proposicoes que sao usadas no texto. Isto é feito

para torna-lo mais abrangente e simplificar a leitura do mesmo.

Como um comentario final, destacamos que muitas das demonstracoes nesta dis-
sertacao foram feitas tentando simplificar as apresentadas nos artigos. Algumas delas

foram obtidas usando ideias de varios artigos.



Capitulo 0

Preliminares

Neste capitulo vamos recordar algumas nocoes bésicas e necessarias para o desen-
volvimento deste trabalho. Se for necessario aprofundar em algumas destas nocoes

veja-se [9] (no caso de Teoria dos Conjuntos) e [6] (no caso de Topologia).

0.1 Teoria dos Conjuntos

Usaremos o sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel com o Axioma da Escolha
(ZFC).

Operagoes de conjuntos e nogoes bésicas serao supostas conhecidas (tais como:
relacoes, ordem total e parcial, boa-ordem, isomorfismo entre conjuntos bem ordenados,
elemento maximal e minimal, méximos e minimos, extremos superiores e inferiores).

O conjunto das partes de um conjunto A sera denotado por P(A).

0.1 (Conjunto transitivo, ordinal). Um conjunto A € dito transitivo se todo ele-
mento de A € também subconjunto de A. Um conjunto é um ordinal se for transitivo
e bem ordenado pela relacao €.

Notemos que todo elemento de um ordinal é ordinal. Em geral os ordinais serao
denotados por letras minusculas gregas: «, 3, v, 0 ,... Também € comum escrever

a < B para dizer a € 5.
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Vamos supor conhecidos também os conceitos de ordinal sucessor e ordinal limite.
Todo conjunto nao vazio A de ordinais admite um supremo, sup(A) = (J 4, e no caso
de ser A # ¢ também admite um minimo, (] A.

Processos de inducao transfinita e recursao serao feitos sobre subconjuntos bem

ordenados.

0.2 (Equipoténcia, Ordinal Cardinal). Dois conjuntos A e B sdo chamados equipo-
tentes (e denotamos por A~ B) se A= B = ¢ ou se A # ¢ # B e existir uma fun¢ao
f: A — B bijetora.

Sob o Azioma de Escolha (AC) todo conjunto pode ser bem ordenado. Definimos
a cardinalidade de um conjunto A como sendo |A| = min{a : « € ordinal e o = A} .

Um ordinal o € dito cardinal se |a| = a.

Se A é um conjunto e A é um cardinal, definimos
[A]* = {X € P(A) : |A] < \}

Em particular [w]<“ denota o conjunto de todos os subconjuntos finitos de w.

E bem conhecido que para todo conjunto A, |A| < |P(A)|. Logo w < 2 (Se w;
denota o menor ordinal ndo enumeravel, entao w; < 2¢). A Hipétese do Continuo

(CH) é a assercao 2“ = wy.

0.3 (Cofinalidade de Ordinais). Sejam «, [ ordinais. Se [ € ordinal sucessor
(6 =n+1), uma fungio f : « — [ € dita cofinal em B sen € im(f). Se f é
ordinal limite, entdio f : o — [ € dita cofinal em [ se im(f) € ilimitada em 3. A
cofinalidade de um ordinal 5 (que denotaremos por cf(/3)) € o menor ordinal «
para o qual existe f: o — [ cofinal em 5. Se B € ordinal sucessor, entdo cf(B) = 1.
Logo s6 ha interesse nas cofinalidades de ordinais limites. Se B € limite e cf () = «,

podemos provar que existe f : a —> [ cofinal em [ estritamente crescente.
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0.4 (Pré-ordem). Uma relagao < em um conjunto P é uma pré-ordem se = € re-
flexiva e transitiva. Nestas condigoes dizemos que (P, <) é um conjunto pré-ordenado.
Como é costume, abusaremos da nota¢ao ao escrever P ao invés de (P, <), quando a

defini¢cao da pré-ordem = seja clara dentro do contexto.

Vamos definir agora a pré-ordem <, em w®.

0.5 (< e <y). Sejam z, y € w®, dizemos que © <, y (ou respectivamente x <, y) se
existe m € N, tal que x(7) < y(j) (ou respectivamente z(j) <. y(j)) para todo j, tal

quem < j. ?

Dizemos que uma familia B C w® é uma familia ilimitada se for ilimitada em
(w¥, <,), isto é, se para cada f € w" existe g € B tal que g £, f. D C w* é dita
uma familia dominante se for cofinal em (w“, <,), isto é, se para cada f € w* existe

g€ D tal que f <, g.
0.6 (Cardinais b e 0). Definimos:
e b= min{|B|: B Cw¥ € uma familia ilimitada em (w*,<,) }

e 0= min{|D|: D Cw¥ € uma familia dominante em (w*,<,) }

Temos claramente que b < 9 (pois toda familia dominante é ilimitada).

Lema 0.1. Vale que w; <b<cequew; <0<¢. (w <b<d<)

Dem: Mostremos que uma familia enumeravel qualquer de w“ nao pode ser ilimitada.
Seja B = {f, : n < w} uma familia de fungées de w em w. Consideremos g : w — w

dada por g(n) = maz{fi(j) : i,j <n}+ 1. Seja f,, € B:

e Se m =0 entao f,, < g e assim f,, <, g.

2A notacao <, é usada por Alster em [2], mas outros autores como van Douwen ([4]) usam a

notacgao <*.
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e Sem # 0 entdo {n <w:gn) < fi(n)} € {0,1,...,m — 1}, logo existe m < w

tal que se m < k temos que f,,(k) < g(k). Portanto f,, <. g.

Concluimos que w; < b. Além disso segue-se também que w; < 0 ja que uma familia

enumeravel nao pode ser dominante pois nesse caso seria também ilimitada. O

Vamos ver agora algumas defini¢oes alternativas para os pequenos cardinais b e

que serao uteis no desenvolvimento do trabalho.
Na definig¢ao 0.5, foram definidas as relagoes <, e <, em w®. Vamos introduzir uma
nova relacao <*, em w*, dada por
“r<*yseesdsexr <,yey< .

Notemos que nestas condigoes “z <* y”é mais que pedir as condigoes “z <, y e
x # y”, pois como nao vale a antisimetria, podemos encontrar x,y € w* tais que = # v,
r<,yey <,z Asrelagoes <, e <* sao bem diferentes logo devemos ter cuidado de

nao confundi-las, pois se z <, y, entao x <* y mas nem sempre vale a reciproca.
0.7. Definimos os sequintes cardinais:

e by = min{|B|: B é um subconjunto ilimitado de w* de funcoes

estritamente crescentes e que € bem ordenado por <*}

e 0, =min{|D|: D é cofinal em (w*,<)}

Teorema 0.2. Valem b =b; ¢ d =0;.

Dem: Vamos mostrar aqui que b = b;. Para a prova de 0 = 0; veja-se [4, teorema

3.6.).

b = b;. A desigualdade b < by é clara. Para mostrar a outra desigualdade consideremos
F ={fs € w’: B < b} como sendo um subconjunto ilimitado de w* e consideremos

também G = {f € w* : f é estritamente crescente}. Claramente G é dominante.
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Vamos construir por recursao transfinita uma familia {gg : § < b} C G tal que

para cada 8 < b vale a seguinte assercao

(0.1.1) (Vf €{ge e <BYU{fs}) (f <" gp)

Escolhemos gy € G tal que fy <* go. Para 0 < 8 < b supomos determinadas as fungoes
ge satisfazendo (0.1.1) para cada ¢ < 3. Da defini¢ao de b e sabendo que § < b, temos
que o conjunto Vz = {g. : ¢ < f} U {fs} é limitado; isto é, existe g € w* tal que para

cada f € V3 temos que f <, g. Agora tomamos gg € G satisfazendo

(Vn <w) (g(n) < gs(n));

entdo g <* gg. Logo vale (0.1.1) para 8 e assim {gs : § < b} estd construida. Notemos
agora que um limitante superior de {gg : f < b}, também seria limitante superior
de F, logo {gs : f < b} é uma familia ilimitada de w*, cujos elementos sao estrita-
mente crescente e claramente bem ordenada por <*. Dai by < b e a igualdade esta

demonstrada.

Axioma de Martin (MA)

Para introduzir o Axioma de Martin vamos precisar de alguns conceitos prévios.

0.8. Seja (P, =) um conjunto pré-ordenado:
1. Dois elementos p,q € P sao compativeis se existirr € P tal quer <p er < gq.
2. Dois elementos p,q € P sao incompativeis se nao sao compativeis.

3. Um subconjunto A C P € uma anticadeia se quaisquer dois elementos distintos

de A sao incompativeis.

4. Um subconjunto D C P ¢ denso se para qualquer p € P, existe d € D tal que
d=<p.
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0.9. Um conjunto pré-ordenado satisfaz a condigao da cadeia enumeravel (c.c.c.),

se toda anticadeia é enumerdvel.

Exemplo 0.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico e
(0.1.2) P={pC X :p#¢,p éaberto em X}

com a pré-ordem =< dada pela inclusao de conjuntos (p =< q se e sé se p C q). Entao

p,q € P sao incompativeis se e so se pMNq = ¢.

Dizemos que um espagco topoldgico (X, 7) tem celularidade enumerével ou sa-
tisfaz c.c.c. se todo subconjunto de 7, cujos elementos sao dois a dois disjuntos, é

enumeravel.

0.10. Se D é um subconjunto denso de um conjunto pré-ordenado P, entdo um sub-

conjunto G de P ¢ dito filtro D-genérico em P se satisfaz as sequintes condigoes:
1. Seae G, be Pea=0b, entao b € G.
2. Sea,b e G, entao existe c € G tal que c 2 a e c < b.

3. DNG + ¢.

Se D é uma familia de conjuntos densos em P, entao G é um filtro D-genérico

em P se é um filtro D-genérico para cada D € D.

Lema 0.3. Se (P, =) é um conjunto pré-ordenado e D € uma familia ndo vazia enu-
merdvel de subconjuntos densos de P, entao existe um filtro D-genérico em P. De fato,

para cada p € P, existe um filtro D-genérico G em P tal que p € G.

Dem: Suponhamos que D = {Dy, D, ...} é uma familia enumerédvel de subconjuntos

densos em P. Tomemos p € P um elemento qualquer e definamos por inducao o
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conjunto {p, € P :n € N} da seguinte forma:
po = p e, para cada n > 0, tomamos p, € D,, tal que p,, <X p,_1.

Vejamos que o conjunto
G ={z € P: existe n € N tal que p, <Xz}

é um filtro D-genérico em P e que p € G. De fato, é claro que p € G. Agora se r € P,
g€ Geq=r,entdo r € G, pois existe n € N tal que p, =< ¢ (pois ¢ € G).

Se q1,q2 € G existem n,m € N tais que p,, = ¢ e p, = @. Sem perda de
generalidade, suponhamos que m < n. Logo p, <X q1 € p, = ¢o.

Finalmente é facil ver que G N D,, # ¢ para cada n € N. H

0.11. MA, € a afirmacado:
Se k € um cardinal infinito, (P, =) é um conjunto pré-ordenado que satisfaz c.c.c. e
D € uma familia de subconjuntos densos em P, com |D| < k, entdo existe um filtro

D-genérico em P.

Notemos que MAy, ¢ justamente o Lema 0.3. O Axioma de Martin afirma que

MA.. vale para cada x < 2%: isto é,

0.12. O Axioma de Martin [MA] ¢ a afirmacdo:
Se (P,=) é um conjunto pré-ordenado que satisfaz c.c.c. e se D é uma cole¢ao de

menos que 28 subconjuntos densos de P, entdo existe um filtro D-genérico em P.

0.2 Topologia Geral

Nesta secao vamos assumir conhecidas algumas nocgoes topoldgicas basicas, por
exemplo os conceitos de espago topolégico, fungoes (continuas, abertas, fechadas, home-
omorfismos), ponto (interior, de aderéncia, de acumulagao, de fronteira), vizinhanga,

base de um ponto e base de abertos de um espaco topoldgico.
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0.13 (Ponto de Condensacao e Isolado). Seja X um espago topoldgico, um ponto

t € X € chamado ponto isolado se {t} ¢ aberto.
Um ponto s € X é chamado de ponto de condensagao de A C X se toda vizin-

hang¢a V de s satisfaz que |V N A| > wy.

O teorema seguinte ¢ facil de verificar.
Teorema 0.4. Todo subconjunto T de um espago metrizavel e separdvel tal que |T| >

w, contem um ponto de condensacao.

Vamos assumir também que sao conhecidos os axiomas de enumerabilidade e de
separagao (Ty, T, Ts, T3, TB%, Ty). (Os espagos topoldgicos Ty sao chamados espagos de
Hausdorff).

0.14. Seja X um espaco topologico. X € dito:
e Espaco Regular: se verifica os ariomas T} e Ts.
e Espaco Normal: se verifica os axiomas Ty e Ty.
e Espaco Completamente regular ou de Tychonoff: se verifica os axiomas

Sejam (X, 7) um espago topoldgico e A C X; a topologia de subespago que 7 induz
em AéT | A={ANW : W € 7}. Uma propriedade é dita hereditaria se é preservada
para subespacos, isto é, se um espaco X satisfaz a propriedade P e A C X, entao o

subespaco A satisfaz P.

Teorema 0.5. Seja f: X — Y uma aplicagao continua, fechada e sobrejetora. Se

X € um espaco normal, entao Y também é um espaco normal.
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0.15 (Espago 0-dimensional). Um espaco topoldgico X é dito espago 0-dimensional

se possuir uma base formada por abertos-fechados.

A seguir, introduziremos a nocao de dimensao de Brouwer-Cech de um espago

topoldgico:

0.16 (Dimensao de Brouwer-éech). Seja X um espago topologico normal en € 7,

n > —1. Dizemos que:
(BC1) IndX = —1, se e s6 se X = ¢.

(BCQ) IndX < n, se para cada A C X fechado e para cada V C X aberto contendo
A, existe um conjunto aberto U C X tal que ACU CV eIndFr(U) <n-—1.

(BOB) IndX =n, se IndX <n e a desigualdade IndX <n —1 ndo se verifica.
(BC4) IndX = oo, se a desigualdade IndX < n ndo se verifica qualquer n.

O teorema seguinte relaciona os conceitos de dimensao de Brouwer-Cech e 0-dimen-

sionalidade. Sua demonstracao é consequencia da definigao.

Teorema 0.6. Se X ¢é um espaco topologico normal tal que IndX = 0, entao X €

0-dimensional.

0.17 (Espacos Metrizaveis). Um espago métrico ¢ um par (M,d), onde M ¢é um
conjunto e d é uma fun¢io (métrica) do conjunto M x M em RS (o conjunto dos

numeros reais nao negativos) satisfazendo as sequintes propriedades:
(M1) Para todo z,y € M, d(z,y) =0 se € sd se x = y.

(M2) Para todo z,y € M temos que d(z,y) = d(y,x).
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(M3) Para todo x,y,z € M, d(z,y) < d(z, z) + d(z,y)

Lembremos que a Propriedade (M3) é chamada desigualdade triangular.
Por abuso de notacao, quando estiver claro qual € a métrica, denotaremos o espaco
métrico simplesmente por M.

Um par (M,d) onde d satisfaz sé (M2) e (M3) é chamado espago pseudo-
métrico e d € chamada pseudo-métrica sobre M.

Se (M,d) é um espago métrico e T4 € o conjunto
{UC M : para cada x € U existe € < 0 tal que S:(x) C U},

onde S.(x) € a bola de centro em x e raio € em M, 74 é a topologia sobre M associada
a métrica d.
Um espago topoldgico (X, T) € dito espago metrizavel se existir sobre ele uma

métrica d, tal que T = T,.

0.18 (Familia localmente finita e discreta). Seja X um espago topoldgico e F uma
familia de subconjuntos de X. Dizemos que F € localmente finita (ou, respectiva-
mente, discreta) se para cada ponto x € X existe uma vizinhanga U de x tal que a
cardinalidade do conjunto {F € F : FNU # ¢} ¢é finita (ou, respectivamente, menor

ou igual a 1).
Uma familia A de subconjuntos de X ¢ chamada o-localmente finita se A =
Uicw Fi onde para cada i < w, F; é uma familia localmente finita. Analogamente

definimos familia o-discreta.

O seguinte teorema caracteriza os espagos metrizaveis:
Teorema 0.7 (Nagata, Smirnov, Bing). Um espaco topolégico Z, que é Ty e T, €

metrizavel se e somente se admite uma base de abertos o-discreta (ou o-localmente

finita).
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Se (M,d) é um espago métrico e ¢ # A C M é um subconjunto limitado de M,

entao definimos o didmetro de A (que denotaremos por diam(A)) como sendo
diam(A) = sup d(z,y).
x,yez

Por outro lado, dizemos que um sequéncia (z,),ey em M é uma sequéncia de
Cauchy se para cada ¢ > 0 existir ng € N tal que para quaisquer n,m > ng temos

d(xp, ry,) < e

0.19 (Espago Métrico completo). Um espag¢o métrico (M, d) é um espago métrico
completo se toda sequéncia de Cauchy converge. Um espago topoldgico (X, T) é com-
pletamente metrizavel se ezistir uma métrica d definida nele tal que (X, d) € com-

pleto e T4 = T.

Vamos definir agora algumas propriedades topoldgicas e para isto vamos supor
conhecidas as nogoes de cobertura (recobrimento) e subcobertura (sub-recobrimento).
Vamos dizer que {W, : j € J} é um refinamento da cobertura {U; : i € I}, se
U{W; :j € J} = U{U; : i € I} e para cada j € J existir i; € I tal que W; C U;,.

0.20 (Algumas Propriedades topolégicas). Seja (X, 7) um espago topoldgico:

e Compacidade: (X,7) € dito compacto se toda cobertura por abertos tem uma

subcobertura finita.

e Lindel6f: (X, 1) € dito um espago de Lindeldf se toda cobertura por abertos de

X tem uma subcobertura enumeravel.

e Enumeravelmente compacto: (X,7) € dito enumeravelmente compacto se

toda cobertura enumerdvel por abertos de X tem uma subcobertura finita.

e Paracompacidade: (X, 7) € dito um espago paracompacto se toda cobertura por

abertos de X admite um refinamento aberto localmente finito.
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e Enumeravelmente paracompacto: (X,7) é enumeravelmente paracompacto
se toda cobertura enumerdvel por abertos de X tem um refinamento aberto local-

mente finito.

e r-paracompacto: Seja k um cardinal. (X, T) € k-paracompacto se toda cober-
tura de cardinalidade menor ou igual a k por abertos de X, admite um refina-

mento aberto localmente finito.

Alguns textos pedem, para que um espaco topoldgico seja paracompacto, enumera-
velmente paracompacto ou k-paracompacto, além do que pedimos na nossa definicao,
que o espago seja Tp (como em [6] por exemplo). Assim devemos ter um pouco de

cuidado para nao confundir as definigoes.

Teorema 0.8. Se X ¢ um espaco metrizdvel, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. X € de Lindelof.
2. X € separdvel.

3. X tem base enumerduvel.

0.21 (o-compacidade). Um subconjunto A de um espago topoldgico X € o-compacto

se ele € reuniao enumerdvel de conjuntos compactos.

Temos agora os seguintes teoremas:

Teorema 0.9. 1. Todo espaco topologico paracompacto e Ty € normal.

2. Todo espaco de Lindelof e reqular é paracompacto.

3. Todo espago de Lindelof e reqular é normal.
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Teorema 0.10. Se um espaco paracompacto e de Hausdorff X contem um subespaco
denso A que € de Lindeldf, entao X € de Lindelof.

A seguir apresentamos uma caracterizagao para os espacos enumeravelmente para-

compactos.

Teorema 0.11. Para um espaco X de Hausdorff as sequintes condi¢des sao equiva-

lentes:
1. X € enumeravelmente paracompacto.

2. Para cada sequéncia crescente Wy C Wy --- de subconjuntos abertos de X satis-
fazendo X = |J{W,; : i < w}, existe uma sequéncia Ty, Ty, ... de subconjuntos

fechados de X tais que T; C W; para cada i < w e X = |J{int(T;) : i < w}.

3. Cada familia {F; : i < w} de subconjuntos fechados em X, com (\{F; 1 i <w} = ¢
e Fiy1 C F; para cada i < w, existe uma familia {U; : i < w} de subconjuntos

abertos de X, tais que X =\ J{U; :i < w} e F;NU; = ¢ para cada i < w.

Dem: As condigoes 1. e 2. sao equivalentes, ver em [6, teorema 5.2.1] ((¢) é equivalente
a (i17)). Agora mostraremos que 2. é equivalente a 3.

Para ver 3. = 2., basta tomar F; = X\W; para cada i < w, logo existem a familia
{U; :i <w} como em 3. e tomando T; = cl(U;) para cada i < w vale 2.

Para mostrar 2. = 3. tomemos W; = X\ F; para cada i < w. Deste modo existe a

familia {7} : i < w} como em 2. e considerando U; = int(T;) mostra-se que vale 3. [J

0.22 (Conjunto G; e conjunto F,). Seja X um espago topolégico. A C X € dito

um conjunto Gs se A= (\,.y Vi, onde V; é aberto em X para cada i € N.

A € dito um congunto F, se A =,y Fi, onde F; € fechado em X para cada i € N.

€N
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Todo subespaco Gs de um espaco métrico completo é completamente metrizavel.

Agora apresentaremos um resultado devido a Tumarkin [6, pag. 422, 7.4.17].

Teorema 0.12 (Tumarkin). Para todo subespago X de um espago metrizdvel M, existe
um conjunto Gs X* C M tal que X C X* e IndX = IndX™.

Vamos introduzir agora o conceito de espaco de Cantor e de Baire.

0.23 (Espago de Baire:). Se X ¢ um espaco topologico e A C X € tal que o interior

de seu fecho € vazio (isto €, int(A) = ¢) dizemos que A é um conjunto raro. Um
subconjunto de X € dito magro se for reuniao enumerdvel de conjuntos raros. Um
espaco X ¢ dito um espago de Baire se todo subconjunto magro de X tem interior

Va210.

Por exemplo, os espagos completamente metrizdveis sao espacos de Baire.

0.24 (Espago de Cantor). Consideremos o espago topoldgico {0,1}* com a topologia
produto de Tychonoff, onde {0,1} tem a topologia discreta. Um espago X € dito de

Cantor se existir um homeomorfismo ® : X — {0, 1}*.

0.25 (Compactificagao). Um par (Y, c) é uma compactifica¢io do espago topoldgico
T, X, seY € compacto, Ty e c: X — 'Y for um homeomorfismo sobre a sua imagem
tal que W =Y. Denotaremos (Y, c) por cX. Uma compactificacio que vamos usar
neste trabalho ¢ a compactificacio de Cech Stone de X, denotada por BX (veja-se /6,
secao 3.0]).

Vamos dizer que um espaco topoldgico Y é uma compactificacao métrica de um

espaco X, se Y for compactificacao de X, como na definicao anterior, e Y for métrizavel.

A seguir introduziremos a funcao cardinal chamada peso:
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0.26 (Fungao Cardinal Peso). Seja X um espago topolégico. Definimos o peso de

X como sendo:

w(X) = min{|B| : B € uma base de abertos para X} + w

0.3 Outros Resultados

Nesta secao apresentaremos alguns resultados que envolvem Teoria dos Conjuntos e

Topologia.

Uma aplicagao do Axioma de Martin a Topologia (ver [9, pag. 65; teorema 3.4])

é que as seguintes assercoes sao equivalentes para um cardinal x infinito:
i. MA,

ii. Num espaco topoldgico compacto, de Hausdorff e nao vazio com celularidade enu-

meravel, a interseccao de x subconjuntos densos e abertos em X é nao vazia.

No Teorema 0.13, que apresentaremos a seguir, mostraremos que i. = ii, que é
a implicacao que vamos precisar mais tarde em nosso trabalho. Notemos que para o
caso k = Wy temos o conhecido Teorema de Baire (que nao precisa da celularidade
enumeravel). Mas em geral a condi¢ao de celularidade enumeravel é necessaria, como

pode-se ver no exemplo exibido depois do teorema:

Teorema 0.13. Suponhamos MA.,., para k cardinal infinito. Se X # ¢ € um espaco
topoldgico compacto, de Hausdorff, com celularidade enumerdvel e {U, : o < K} € uma

familia nao vazia de conjuntos densos abertos em X, entao

ﬂ{Ua:a</<a}7é¢



0.3 Outros Resultados 20

Dem: Seja P ={p C X : p é aberto e p # ¢}, com a pré-ordem p < g se e sé se p C q.

Entao P satisfaz a c.c.c. pois X tem celularidade enumeravel. Para cada o < &, seja
Da:{pep:nga}

e seja D = {D, : o < k}. Vejamos que cada D, é denso em P. De fato, seja ¢ € P
qualquer. Como U, é denso no espaco X, temos que U, Nqg # ¢. Seja x € U, Nq.
Como X é regular (por ser compacto e Ts) e U, N ¢ é vizinhanga aberta de z em X,
temos que existe p € Ptalquex € p Cp C U,Ngq. Logop X qgep € D,. Portanto, D,
é denso em P. MA, implica que existe G, filtro D-genérico em P. Afirmamos que G
tem a propriedade da interseccao finita. Se gg, g1, ..., 9; € G, entao, da defini¢ao 0.10,
existe r € G tal que r < g para cada 0 < k < dassim [{gr : 0 < k < i} D r # ¢,
o que mostra que G tem a propriedade da interseccao finita. Logo da compacidade de
X segue que
p:peGt#¢

Por esse fato, se nés mostrarmos que (\{p : p € G} C [{U, : @ < K}, mostramos o
teorema. Se x € (\{p: p € G}, entdo x € p para cada p € G. Logo, da Definigao 0.10,
como D, NG # ¢ para todo a < k, existe ¢, € D, N G. Portanto = € g, C U, para
cada a < Kk, 0 que implica que [\[{p:p € G} C (U, : a < Kk}.

Corolario 0.14. Suponhamos MA, para k cardinal infinito. Se X # ¢ é um espago
compacto, de Hausdorff que tem celularidade enumerdvel, entao X ndo € reunido de

uma familia {V, : a < K}, onde V,, é um conjunto raro para cada o < K.

Exemplo 0.2. Consideremos o espago topoldgico produto, X = (wy +1)¥, onde wy + 1
tem a topologia da ordem. Sabemos que X nao tem celularidade enumerdvel. Queremos

mostrar que € reuniao de wy conjuntos raros. De fato, para cada o < wy definamos

Ao ={f € X: (Vn <w)(f(n) # w1 = f(n) <)}
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o X =J{As a<w}:
Se [ € X, definamos A* = {n <w: f(n) #w}. Logo J{f(n):n € A*} é um
ordinal enumerdvel. Entdo eziste um ordinal o < wy tal que | J{f(n) :n € A*} <

a <wy. Assim, se n < w tal que f(n) # wy, entdo f(n) < a. Portanto f € A,.

e Para cada o < wy, A, € fechado em X :
Seja f ¢ A,, entdo existe n < w tal que f(n) #wy e f(n) > a. Consideremos

V=(w +1)x-x(w +1) X Jov, wy | X (W +1) X (w +1) x---
——

fator de indice n

Logo f € V C X\A,, o que mostra que A, € fechado em X.

o intx(A,) = ¢, para cada o < wy:

Suponhamos que intx(Aq) # ¢, entdo podemos tomar f € intx(As) e considere-
mos uma vizinhanga aberta de f, W = (,c, I '[Vi] tal que Iy seja um subcon-
Junto finito de w, V; seja um aberto de wy + 1 para cada i € Iy e W C intx(Ay).
Agora, consideremos ordinais B e ng tais que o < f < wy € i < ng para cada
1 € Iy. Definamos uma funcao g : w — wi + 1 do sequinte modo:

f(m), sem # nyg
g(m) =

b sem = ng
Temos claramente que g € W C A, mas g(ng) # wy e g(ng) = 6 > «a, o que é
absurdo. Portanto, intx(A,) = ¢.

Concluimos que X = |J{As : @ < w1}, onde para cada o < wy, A, € um conjunto

raro.

0.27 (a-escala em w”). Seja o um ordinal. S C w* € dita uma a-escala em w* se

S =A{zs:p <a} eS safistaz as sequintes duas condigoes:
. Tg <, Tg,paral < B <ae

. para cada p € w¥, existe f < « tal que p <, zp.
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Onde a pré-ordem <, é a definida em 0.5.

Teorema 0.15 (MA). Seja H C w* tal que |[H| < 2%. Entdo existe f € w* tal que
para cada h € H, h <, f. (Portanto, b =0 = ¢).

Dem: Consideremos o conjunto

P = {(S,E):se Uw",EgHﬁnito}

n<w

com a seguinte pré-ordem:
(s,E) X (§,E') <= s Cs,E' C Ee (Vk € Dom(s)\Dom(s")) (Vh € E') (h(k) < s(k)).

Dois pares (s, E) e (s, E') sao sempre compativeis, pois existe (s, E U E’) € P tal
que (s, FUE') <X (s,E) e (s, EFUFE") < (s,F'). Assim, se M C P é uma familia

nao enumeravel, dado que (J, ., w" é enumeravel, existe s € | J,_,w" tal que (s, F) e

n<w
(s, E') pertencem a M, para convenientes subconjuntos finitos £, E’ contidos em H.
Logo eles sao compativeis e portanto M nao pode ser anticadeia, o que mostra que P
satisfaz c.c.c.

Agora, para cada h € H, definimos
Dy, ={(s,E)e P:heFE}

e para cada n < w,

F,={(s,E) € P:n e Dom(s)}

Afirmamos que D) e F, sao densos em P, respectivamente, para cada h € H e
para cada n < w. De fato, seja (s, E) € P entao existe (s, E U {h}) € P tal que
(s, EU{h}) < (s, E). Entao D;, é denso em P para cada h € H.

Por outro lado, seja n < w. Se n € Dom(s), entao (s, E) 2 (s, E) e (s, E) € Fy; se

n ¢ Dom(s), entao tomamos s’ € w™! definido da seguinte forma:

s(k), sek € Dom(s)
max{h(k)+1:h € E}, caso contrario

s'(k) =
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e claramente (s', E) € F,, e (', E) < (s, E), o que mostra que F,, é denso em P para

n<w.

Se tomamos D = {Dy, : h € H} U{F, : n < w}, entdo pelo Axioma de Martin,

existe G C P filtro D-genérico em P. Seja:
f= U{s : (s, E) € G para algum E C H finito}

Assim, f : w — w é uma funcao bem definida. De fato, se x € w e fi, fo € f sa@o
tais que « € Dom(f1) N Dom(fs), entdo por ser G um filtro D-genérico em P, existe
(fs; H3) em G, tal que fi C fy e fo C f3, 0o que implica que fi(z) = f3(z) = fo(2).
Portanto f esta bem definida. Além disso, como G N F,, # ¢ para cada n, temos que
dom(f) = w.
Vamos mostrar que para cada h € H, temos que h <, f.

Seja h € H. Entao, como G N Dy, # ¢, podemos considerar (s, E) € G N Dy, isto é,
h € E. Agora, se k € w\Dom(s), entdao como FyNG # ¢, existe (s1, F1) € FyNG (k €
Dom(sy)). Consideremos (sq, Eo) € G tal que (s2, Fy) < (s, F) e (sg, Ea) = (51, E1).
Entao temos que (sg, Fy) € G é tal que (sq, Ey) =< (s,E) e k € Dom(sg)\Dom(s).
Portanto, f(k) = sa(k) > h(k). Logo, h <, f. O

Corolario 0.16 (MA). Existe uma c-escala em w®.

Dem: Seja w” = {h, : @ < ¢}. Vamos construir uma c-escala S = {f, : a < ¢}
utilizando recursao transfinita. Suponhamos definidos {f, € w* : a < [}, para um
ordinal 3, tal que f < ¢. Logo tomando H = {f, € w¥ : a < [} U {hs}, pelo
Teorema 0.15, existe fg € w* tal que h <, fz, para cada h € H, o que termina a

demonstracao. O



Capitulo 1

Caracterizacao de R\Q e de w¥

Neste capitulo queremos estudar o subespaco topoldogico dos niimeros irracionais da
reta real R. (Denotaremos esse subespago por R\Q). Destacaremos algumas das suas
propriedades e veremos que condi¢oes sao necessarias e suficientes para que um espago
topoldgico seja homeomorfo a R\Q. (Tal resultado serd apresentado no Corolario 1.7).
Em particular, vamos mostrar que R\Q é homeomorfo ao espago w* com a topologia

produto, onde a topologia em w ¢é a discreta.

Também vamos trabalhar com o espaco de Cantor {0,1}*, que é um subespago

importante de w®.

O primeiro resultado que vamos mostrar é que quaisquer dois densos enumeraveis
em R\Q sao homeomorfos e este homeomorfismo é a restricao de um homeomorfismo

de R\Q a R\Q. Mas antes vejamos alguns resultados que nos servirao para mostra-lo.

Teorema 1.1 (Brower 1913, implicitamente Fréchet 1910). Sejam X e Z dois conjun-
tos densos e enumerdveis em R, entdo existe um homeomorfismo f : R — R, tal que
f1x]=2.

Dem: Suponhamos que

X ={xo,x1,...} ¢ Z={20,21,...}

24
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e definamos indutivamente uma funcao f : X — R do seguinte modo:
f(zo) =20 e
f(z;), para i € {1,2,...}, como sendo um elemento de Z com o menor indice possivel

tal que as condigbes x; < z e f(z;) < f(zy) sejam equivalentes para todo j, k < i.

Agora, se w € R\ X entao tomemos (wy,),ey € X uma sequéncia estritamente cres-
cente tal que w,, — w. (Notemos que (w,)nen ¢ uma sequéncia estritamente crescente
e limitada em X, assim (f(wy)),,cy € crescente e limitada em R portanto convergente).
Definimos f(w) = lim, . f(w,), se w € R\Z. Logo podemos considerar a extensao
f iR — R definida como acima.

f estd bem definida, pois se w € R\ X e (wy,)nen € (W )nen sa0 duas sequéncias estri-
tamente crescentes em X, convergentes para w, vamos ter (f(wy))nen € (f(Wy))nen 880
sequéncias convergentes para o mesmo limite. De fato, suponha, sem perda de genera-
lidade, que lim,, . f(w;) < lim,_, f(W0;), entao existe z € X tal que lim,,_,o, f(w;) <
f(z) < lim, o f(w;). Logo para cada i € N temos que w; < x e que existe r € N tal
que z < W, < w (pois f(z) < lim,_ f(W;)). Portanto w < z < w que é absurdo e
assim f(w) admite um sé valor em R.

Notemos que f é estritamente crescente. Sejam w,y € R com w < y, logo existem
z,x* € X tais que w < z < 2* < y. Entao f(w) < f(z) < f(2*) < f(y). Portanto f é
estritamente crescente, logo injetora.

Além disso f é sobrejetora, basta mostrar para R\Z C im(f). Tomemos z € R\Z e
consideremos (z;);eny Uma sequéncia estritamente crescente em Z tal que lim; o, 2; = 2.
Entao (f~1(2))ien ¢ uma sequéncia estritamente crescente limitada em R e portanto
convergente. Logo se nés tomamos x = lim;_,o. [~ '(z;) temos que f(z) = 2.

Para mostrar que f é homeomorfismo, notemos que para |a, b[ aberto em R, com
=]f""(a), fH(D)[, logo f~* []a, [ ] é aberto

em R. De modo similar para |c,d| aberto em R, com ¢ < d e ambos em X, ocorre

—

a < beambos em Z, ocorre que f~![]a,b]

que f[le,d[] =]f(c), f(d)], logo f[]c,d[] é aberto em R. Assim temos que f é uma

aplicacao continua e aberta. Logo concluimos que f é homeomorfismo. O]
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Teorema 1.2. Se X;, X5, Y] e Y5 sao conjuntos densos e enumerdveis em R com
Xi1N Xy =0¢ =Y NYy, entao existe f : R — R homeomorfismo tal que f[X;] =Y;
para 1 =1, 2.

Dem: Consideremos as seguintes enumeracoes para os conjuntos Xi, Xo, Y7 e Yo:
X1 = {ao,al,...,as,...} XQZ {bo,bl,...,bs,...}
}/1 :{CO,Cl,...,CS,...} 1/2 = {do,dl,...,ds,...}

Supondo ainda que ag < by € ¢y < dy definamos uma funcao f do seguinte modo:
f(ao) = ¢co e f(bo) = dp. Depois tomemos f(a;) em Y; como o ¢; de menor indice tal
que a funcao

f:{ao, by, a1} — {co,do, f(a1)}

seja estritamente crescente.

Tomemos f(b1) em Y5 como sendo o d; de menor indice tal que a fungao

f : {a07b07a1a bl} — {Covd()v f(a1)7f(bl)}

seja estritamente crescente.

Tomemos f(ay) em Y; como sendo o ¢; de menor indice tal que a fungao

f:{ao, bo, a1, b1, a2} — {co, do, f(ar), f(b1), f(az)}

seja estritamente crescente.

Depois tomemos f(bg) em Y5 como sendo o d; de menor indice tal que a funcao

f {a()a bo, a1, b1, as, b2} — {607 do, f(ar), f(b1), f(az), f(b2)}

seja estritamente crescente.

Continuando assim recursivamente, para cada m € N com m > 0, suponhamos

escolhidos f(a1), f(az), ..., f(am—1) em Yy e f(b1), f(b2), ..., f(bm—1) em Y5 tais que:
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1. O elemento f(a,_1) seja o ¢; de menor indice tal que

f . {CL(), bo, cey yp—9, bm_g, am_l} — {007 do, f(al), f(b1)7 ey f(am_2>, f(bm_g), f(am—l)}

seja uma funcgao estritamente crescente.

2. O elemento f(b,,—1) seja o d; de menor indice tal que

f . {ao,bo, --wamfl?bmfl} — {007d07 f(al)a f(bl)7 "'7f(am71)7f(bmfl)} Seja uma

funcao estritamente crescente.
Entao escolhemos:

1. f(am) em Y; como sendo o ¢; de menor indice tal que a funcao

f : {a07b07 ---aamflybmfbam} — {007d07f<a1)7 f(b1>7 ceey f(amfl)a f(bm71>7f<am)}

seja estritamente crescente.

2. Logo escolhemos f(b,,) em Y5 como sendo o d; de menor indice tal que a funcao

f:4ao,bo, ey Gy b} — {co, do, f(ar), f(b1), .., f(am), f(bn)} seja estritamente

crescente.

Nestas condigoes notemos que a fungao f: (X; U Xs) — (Y7 U Y3) é uma bijegao
estritamente crescente e que f[X;| = Y; para i = 1,2. Estendamos a fun¢ao f a R
como segue: se w € R\(X; U X5), entdo tomamos uma sequéncia (wy,)peny € X7 U Xo
estritamente crescente tal que w, — w. (f(wy)),cy ¢ uma sequéncia estritamente
crescente e limitada em R, portanto ela converge. Definimos f(w) = lim, o f(wy).
De modo andlogo ao teorema anterior, mostra-se que f fica bem definida e que ela é
um homeomorfismo.

Assim temos um homeomorfismo f: R — R onde f[X;] =Y e f[X3] = Y5, 0 que

termina a prova. O

O teorema que acabamos de provar, permite mostrar que quaisquer dois conjuntos
densos enumeréveis em R\Q sdo homeomorfos e este homeomorfismo pode ser escolhido

COomo segue:
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Teorema 1.3. Sejam A e B dois conjuntos densos e enumerdveis em R\Q. FEntdo
existe um homeomorfismo f: R\Q — R\Q, tal que f[A] = B.

Dem: Sejam A e B como no teorema. Logo os conjuntos A, B e Q sao densos e
enumeraveis em R. Entao pelo teorema anterior temos que existe um homeomorfismo
g : R = Rtal que g[A] = B e g[Q] = Q. Agora se definimos f = g [r\g: R\Q — R\Q
temos um homeomorfismo tal que f[A] = B.

]

Agora vamos estudar espagos homeomorfos ao subespago R\Q. O teorema seguinte
vai servir para encontrar condicoes necessdarias e suficientes para saber quando um

espaco topolédgico é homeomorfo a este subespaco. Vejamos:

Teorema 1.4. Sejam (X, d) e (Y,d') dois espagos métricos completos com X # ¢ #Y

tais que:
1. (X,714) e (Y,7a) sao 0-dimensionais e

2. (X,14) e (Y,7a) sao de Lindeldf (ou equivalentemente que tém bases enumerdveis

de abertos) e nao contém compactos com interior nao vazio.
Entao (X, 14) e (Y, 7a) sGo homeomorfos.

Dem: Para fazer a demonstracao precisamos do seguinte lema:

Lema 1.5. Nas condi¢oes do Teorema 1.4, se ¢ # Z C X ¢é aberto-fechado em X,
entao para cada € > 0 existe {U; : i € N}, recobrimento aberto-fechado infinito de Z,

tal que U;NU; = ¢ sei # j e diam(U;) < e Vi € N.

Demostragao do lema: Para cada © € Z consideremos Ss,(z), (com J, < £/2)
tal que {Ss,(z) N Z : © € Z} seja um recobrimento aberto de Z que nao tem sub-
recobrimento finito (podemos pois Z nao é compacto ja que nao tem interior vazio).
Como X é 0-dimensional, para cada x € Z existe U, aberto-fechado tal que = € U, C

Ss,(x) N Z. Logo {U, : x € Z} é um recobrimento aberto-fechado de Z. Como X
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é de Lindelof e Z é fechado (portanto de Lindeldf) existem xg, 1, ..., Tp, ... € Z tais
que Z = |{U,, : i € N}. Assim {U,, : ¢ € N} é um recobrimento aberto-fechado
enumeravel de Z, infinito.

Agora definimos, o conjunto {U; : i € N} do seguinte modo:

UO = Uw()
U = Ux1 \Uwo
U2 - U-'E2\ Ug:o Uwz

k—1
Uk = U:ck\ |_|i:O le
Desta construcao temos os seguintes fatos:

1. {U; : i € N} é um recobrimento aberto-fechado de Z pois {U,, : i € N} é um

recobrimento aberto-fechado de Z.

3. {U; : i € N} é um recobrimento infinito e U; # ¢ Vi € N. Podemos fazer isso
tirando se for necessario os U; = ¢ e ainda assim o recobrimento vai ser infinito,

ja que pela nossa construcao a cobertura nao tem sub-recobrimento finito.

4. U; C U, € S5, (2:) Vi € N, entao diam(U;) < ¢, pois &, < €.

Vejamos que (X, 74) e (Y, 74) sao homeomorfos.
Aplicando o Lema anterior para Z = X (pois X é aberto-fechado em X) e ¢ = 1 temos
que existe ¢y := {Uy, Uy, ..., Up,, ...} recobrimento aberto-fechado infinito de X, cujos

elementos sao nao vazios e dois a dois disjuntos com diam(U;) < 1 para cada ¢ € N.
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tais que:
Us(1),5(2),....5(k) = |_| Us(1),5(2),....s(k)i
=1

Notemos que para cada z € X, existe um tunico s; € N tal que x € U,,. Fixado
51 também existe um tnico sy € N tal que x € Uy, 4,, continuando assim, encontramos
uma Unica sequéncia:
s:Nt* — N
1T —> S
tal que © € Usn),. s() V¢ € NT. Além disso, {z} = ﬂ;il Us),...s(q)- De fato, clara-
mente {z} C 0221 Us1),...s(q) ¥n € N entao {z} C ﬂ;il Us1),....s(q)- Se existirem w, z
em (2 Us(r)....s(q) COM W # 2, entdo existird [ € N* tal que 0 < 1/1 < d(w, 2). Mas,
w,z € Uyy,...sq) € diam(Uyy,...sq)) < 1/l 1logo d(w, z) < 1/l < d(w, z) o que é absurdo,
portanto w = z. Concluimos que ﬂ;il Us),....s(qy nao pode ter mais de um elemento.

Entao {x} = ﬂ;il Us(l),‘..,s(q)'

Podemos afirmar que para cada s € NY'| existe um tnico z € X tal que {z} =

Mozt Us().....s(q)- De fato,
1. Claramente se existir = ele é unico.

2. Para cada n € N tomemos z, € Usqy,...,s(n)- Temos assim uma sequéncia
(Zn)nen+ que é de Cauchy. Com efeito, dado ¢ > 0 existe ng € NT tal que
0 <1/ng < e sen>m > ng, entdo x,, T, € Usiy,....sm) € Us1),....s(no) © que
implica d(z,, z,,) < 1/ng < € e assim (z,),, serd de Cauchy.
Como X é completo, sabemos que existe x € X tal que x, — = o que garante
que {z} = ﬂZ‘;l Us(1),....s(q)» Pois tomando r € N temos que Vn € N* com n > r

Ty € Usq),....s(r) (que é fechado) logo & € Uyy,....s(r)-

Procedemos agora de forma andloga no espago Y para determinar os conjuntos
Vi(1),5(2),....5(k), (como os conjuntos U1y s(2),....s(k) €m X). E claro que valem resultados

semelhantes aos acima, ligeiramente modificados para o espaco Y.
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Definamos agora uma funcao f do seguinte modo:

f: X — Y

onde {z}= m Us)....st) = {f(z)} = ﬂ Va(1),..es0)
i=1 i=1

A funcao f estd bem definida como consequéncia das afirmacoes anteriores. Essa
funcao f vai ser o homeomorfismo entre os espacos X e Y. Vejamos que ela é de fato

um homeomorfismo:
f é injetora: E imediato.

é sobrejetora: Tomemos y € Y, entdo existe uma unica s € N¥' tal que =
Yy Y

Nigy Vsq),...s(), assim se {x} = (12, Uy,....y, temos que f(z) = y.

Continuidade da f: Tomemos W C Y aberto e mostremos que f~'[W] é aberto
em X. Seja z € f7![W] qualquer, entdo existe w € W tal que f(z) = w, onde
{w} =N, Vior,...w;- Agora, como W é aberto em Y existe € > 0 tal que S-(w) C W.

Tomemos | € NT suficientemente grande tal que Vi, ., € S:(w). Afirmamos que

l
Usy...y, C f7HW]. De fato, se t € Uy, ..., €ntao f(t) € Vo, 0 € Wlogo t € fHW].
Assim mostramos que z € Uy, ., C f~[W]. Portanto, f~'[W] é aberto.

Concluimos que a funcao f ¢ continua.

f é aberta: Tomemos Z C X aberto e mostremos que f[Z] é aberto em Y. Seja w €
f1Z] logo existe w € Z tal que w = f(z); suponhamos que {z} = (2, U, .,. Como
Z é aberto em X existe ¢ > 0 tal que S.(2) € Z. Tomemos | € N suficientemente
grande tal que V., . C S..). Afirmamos que V., . C f[Z], de fato,set € V., .,

entao f~1(t) € U,,..., CS.(2) C Zlogot € f[z]. Assimw €V, C f[Z]. Portanto
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f[Z] é aberto.
Concluimos que f é uma aplicacao aberta.
Isto mostra que f: X — Y é um homeomorfismo de espagos topolégicos.

]

Como dissemos anteriormente, deste teorema destacaremos os seguintes coroléarios

importantes:

Corolario 1.6 (Baire). O subespaco R\Q da reta real e o espago topolégico w” com a

topologia produto (w com a topologia discreta) sao homeomorfos.

Corolario 1.7 (Alexandroff e Urysohn). Todo espaco ndao vazio completamente metrizdvel,

separavel e 0-dimensional que nao contém subconjuntos compactos abertos nao vazios

¢ homeomorfo a R\Q.

Dem: Seja X um espaco com as condigoes do corolario, entao é claro que X é com-
pletamente metrizavel, O-dimensional e de Lindelof. So6 falta ver que ele nao tem
compactos com interior nao vazio para que, pelo Teorema 1.4, X seja homeomorfo ao
espago R\Q. Mas essa condi¢ao (nas condigbes do teorema) é equivalente a nao ter
compactos abertos nao vazios. Com efeito, se vale a primeira condi¢ao, tomemos F
compacto aberto em X, entdo F' = int(F') # ¢. Reciprocamente, se vale a segunda
condigao, tomemos F' compacto em X, se int(F') # ¢, entdo existe B aberto-fechado
em X nao vazio tal que B C F', logo B ¢ um compacto aberto em X nao vazio, o que

é absurdo. Assim o coroldrio estd demonstrado. O

Corolario 1.8. Se X ¢ um espaco topoldgico de Lindelof, completamente metrizdvel e

0-dimensional, entao X é homeomorfo a um subespago de R\Q.

Dem: S6 aplicar o Teorema 1.4 para os espagos (R\Q) x X (que tomado assim nao

contém compactos com interior nao vazio) e R\Q. O
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No 1ltimo corolério temos um resultado que nos permite dizer quando um espaco
metrizavel é homeomorfo a um subespaco de R\@Q, mas esse corolario tem condigoes que
nao sao necessarias para que exista tal homeomorfismo, como por exemplo a condigao

dele ser completo. Dai o interesse no seguinte teorema:

Teorema 1.9. Se X € um espago metrizavel, separdvel tal que |X| < ¢, entdo X €

homeomorfo a um subespaco de R\Q.

Dem: Vejamos que X admite uma base de abertos-fechados em X. Tomemos x € X
e U aberto qualquer em X contendo o ponto z. Como X é T 1 temos que existe uma
fungao f : X — [0, 1] continua tal que f(x) =0 e f(y) = 1 para cada y ¢ U. Como
0,4 =ce|f1[[0,3[]] < ¢ temos que existe y € [0, 1[ tal que y ndo pertence & ima-
gem de f. Logo existe Wy, = f~1[[0,y] | = f7'[ [0, y[] (ou seja Wy, é aberto-fechado
em X) tal que z € Wy, C U. Portanto o conjunto {Wy, : U ¢é aberto em X e x € X}

é uma base de abertos-fechados em X.

Consideremos B = {B; : i € N} uma base de abertos-fechados de X. Para cada

1 € N definamos:
fi: X — {0,1}

0 sex e bB;
1 sex ¢ B;

r — fi(z) =

Assim definamos a seguinte funcao:
¢: X — {0,1}
r — ®(x) = (fi(z))ien

Como {0,1}* é subespago de w“, se nés mostrarmos que ¢ é um homeomorfismo

sobre a sua imagem, acabaremos a demonstracao do teorema.
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Injetividade da ®: Sejam z e y elementos diferentes de X. Logo como X é T7, existe

l € Ntal quex € Biey ¢ Bi. Assim ®(z) = (fi(z))ien # (fi(y))ien = @(y) (pois
filx) =0e fi(y) =1). Portanto ® ¢é injetora.

® é continua: Seja {[[;'[Vi] : 4 = 1,2,...,n} um aberto basico de {0,1}* com
¢ # Vi G {0,1}. Queremos mostrar que ®~'[{[],'[Vi] : i = 1,2,...,n}] é aberto em
X. De fato, seja v € 8UIL V] i = 1,2, n}], entio fi(x) = (], o®)() € V
Vi=1,2,..,n. SejaW = (_ {W; : W; = B; se fi(x) = 0ou W; = X\B; se f;(z) = 1}.
Assim W é um aberto em X tal que 2 € W C &' ({[,'[Vi] : 4 = 1,2, ...,n}]. Por-

tanto ® é continua.

® é aberta sobre a sua imagem: Seja By € B, queremos mostrar que ®[By] é
aberto em {0,1}* N ®[X]. Com efeito, seja y € P[By], entao existe x € By tal que
®(z) = y. Tomemos W = [, '[{0}], aberto em {0,1}¥, assim y € W N ®[X] C BBy,

provando-se que ¢ é aberta sobre a sua imagem.

Dos fatos antes mencionados temos que ® ¢ um homeomorfismo sobre a sua imagem

e assim o teorema é demonstrado. O

Vimos que um espago topoldgico satisfazendo certas condi¢oes pode ser visto como
um subespago de R\Q. Uma pergunta natural que surge depois deste resultado é:
quais sao as condigoes necessarias para um espaco topoldgico ser um subespaco denso

em R\Q? Vejamos alguns lemas que ajudarao a dar uma resposta para esse problema:

Lema 1.10. Seja Y um subespaco denso de um espaco Hausdorff X. Se um subcon-

junto compacto de Y ¢é aberto em Y, entao ele também é aberto em X.

Dem: Seja A um compacto aberto em Y, e seja B um aberto em X tal que A = BNY.

queremos mostrar que B = A.



35

Claramente, A C B. Por outro lado, se b € B temos que para cada U C X,
vizinhanca aberta de b, temos que BN U é também uma vizinhanga aberta de b em X.
Entaio UNA=BNUNY # ¢; ousejab € clx(A) = A (pois A é compacto em X),
logo B C A.

O

Lema 1.11. Sejam Y um espaco metrizdvel, O-dimensional e separdvel, que nao contém
subconjuntos compactos abertos nao vazios e X um espago completamente metrizavel

contendo Y. Entao existe um conjunto W, homeomorfo a R\Q, tal que:

YCWCdY)CX

Dem: Sem perda de generalidade, como ¢l(Y') é completamente métrizavel, podemos
supor Y denso em X. Assim X é também separavel.

Seja M um conjunto enumeravel tal que M C X\Y C ¢l(M) e tomemos
X, = X\M
De X; podemos dizer que:
1. E Gy, pois X1 = ({X\{m}:m e M}
2. E denso em X, poisY C X5

3. Nao contém subconjuntos compactos abertos nao vazios. De fato, se existir B C
X; compacto, aberto e ndo vazio, entao como cl(X;) = X, pelo Lema 1.10 temos
que B ¢é aberto em X. Mas pelas hipéteses sobre Y no lema, temos que B g Y
logo BN (X\Y) # ¢ portanto BN M # ¢, que é absurdo.

Assim, (substituindo X por X, se for necessario) vemos que X nao contém com-
pactos abertos nao vazios, entao, pelo Teorema de Tumarkin (Teorema 0.12), existe

W, Gs contido em X, tal que Y C W C X e IndY = IndW (entdo, como IndY =0,
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pelo Teorema 0.6 W é 0-dimensional).
Como W é completamente metrizavel (pois é Gs), separavel, O-dimensional e (por um
raciocinio andlogo a & demonstragao para X; em 3.) W nao contém compactos abertos

nao vazios, temos que W é homeomorfo a R\Q. n

Dos lemas apresentados anteriormente, podemos deduzir o seguinte teorema que da

uma resposta ao problema proposto anteriormente.

Teorema 1.12. Todo espaco metrizdvel, separdvel, 0-dimensional, que nao contém

compactos abertos nao vazios pode ser densamente imerso em R\Q.

Dem: Basta tomar X como completamento de Y no Lema 1.11. O

Em resultados anteriores vimos algumas condigoes que um espaco topoldgico deve
ter para ser homeomorfo a um subespago de R\Q. Agora, nés daremos mais alguns
resultados onde damos condi¢oes para que um espaco topolégico contenha subespacos

homeomorfos a R\Q ou homeomorfos a subespagos (como por exemplo {0,1}*) de

R\Q.

Teorema 1.13. Todo espaco completamente metrizdvel e denso em si mesmo, contém

o espaco de Cantor.

Dem: Seja (X,7) um espago topoldgico com as condigdes do teorema e seja p uma
métrica tal que (X, p) seja completo e a topologia de (X, p) seja a topologia 7. Para
cada sequéncia (ig, iy, ..., %) de 0’s e 1’s, definamos indutivamente conjuntos nao vazios

e abertos Vj, ;... € X com diametro menor que 1/(k + 1) tais que:

L Vigirsin0 N Vigiy,ip1 = .

N
<l

iosit,ini & Vigir,...ip, para cada i =0, 1.

Definamos
e: {0,1}¥ — X

s — ©(s)
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onde {¢(s)} = M Va(0),5(1),....506) : k € N}

A funcao ¢ esta bem definida; isso se verifica de modo andlogo a como mostramos
que a funcao f no teorema 1.4 estava bem definida.
Vamos mostrar que ¢ ¢ um homeomorfismo sobre a sua imagem para mostrar o

teorema.

1. Claramente ¢ é injetora.

2. Vejamos que ¢ ¢é continua, seja W C X aberto, queremos mostrar que ¢~ [IV]
é aberto em {0,1}*. Se s € ¢ }[W] entao p(s) € W logo tomemos k € N
suficientemente grande tal que ¢(s) € Vs(0),5(1),....s(k) © W e consideremos Z =
{s(0)} x{s(1)} x---x{s(k)} x{0,1} x---x{0,1} aberto em {0, 1}*. Mostremos
que s € Z C o HW]. Com efeito, se z € Z entao s(i) = z(i) para todo o <i < k
logo ¢(2) € Vyo),5(1),..500 © W, ou seja z € ¢ W]. Segue-se que o '[IW] é
aberto em {0, 1}“.

3. ¢ é aberta, seja Z =) {H;l[VVZ] : 0 <4 < n} um aberto bésico de {0, 1}*, onde
Wi & {0,1}. Queremos mostrar que ¢[Z] é aberto em XNp[{0,1}*]. De fato, seja
y € ¢[Z] entao existe z € Z tal que y = ¢(2) onde {¢(2)} = (H{Vz(0),2(1),....2(0) :
k € N}; se nés mostrarmos que V) »(1),...2(n) N ©[{0,1}*] C ¢[Z] mostraremos
que p[Z] é aberto em X Ny[{0,1}¥]. Com efeito, se w € V. (0).(1),....2(n) N@[{0, 1}*]

entao w € Vi0)2(1),..2(n) € W = @(v) para algum v € {0,1}*, logo v(k) = z(k)
para cada 0 < k < n, portanto v € Z.

Concluimos que o espago topolégico X contém um subespaco homeomorfo ao espago

de Cantor. u

Teorema 1.14. Se X ¢ um espaco topologico completamente metrizdvel de Lindeldf,

sem pontos isolados, entdao existe um subespaco Y denso em X tal que Y é homeomorfo

a R\Q.
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Dem: Do teorema da metrizagao (Teorema 0.7) podemos considerar B uma base de

abertos o-discreta de X. Suponhamos

BzU{Bn:nEN}

onde B,, é uma familia discreta de abertos para cada n € N. Como X ¢ de Lindelof,

podemos supor cada B, enumeravel. Assim definimos para cada n € N, conjuntos
Ay = J{Fr(Q): Qe B}
Temos que cada A,,:

1. E fechado, pois {Fr(Q) : Q € B,} é uma familia localmente finita e sabemos que

uniao de uma familia de fechados localmente finita é fechada.

2. Tem interior vazio, pois para cada 2 € B, Fr(Q2) é fechado com interior vazio

em X logo J{Fr(2) : 2 € B,} tem interior vazio.

Seja D um denso enumeravel em X e consideremos

YzX\(U{An:neN}UD>

Notemos que Y é denso em X, pois dado que X é um espaco de Baire, o conjunto
Y = X\ (U{A4, : n € N}) é denso em X. Agora, como todos os abertos nao vazios

de X tem cardinalidade nao enumeravel e D é enumeravel, para cada U C X aberto

BNY # ¢. Portanto Y é denso em X.

Vamos mostrar que Y é homeomorfo a R\Q:

1. Y é completamente metrizavel,
como Y = X\ ((H{A,:neN}uUD)={X\4,:ne N}n{X\{d} : d € D}

temos que Y é um G, portanto completamente metrizavel.

2. Y é de Lindeldf, pois X ¢ hereditariamente separavel.
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3. Y é 0-dimensional, pois B [y={V NY : V € B} é uma base de abertos-fechados
de Y.

4. Y nao tem compactos abertos nao vazios. De fato, suponha F compacto
e aberto em Y vamos mostrar que F' = ¢. Se F' # ¢, entdao tomemos W C X
aberto nao vazio, tal que F' =W NY. Vejamos que ' = W, claramente F' C W,
por outro lado, se w € W, e tomando U C X vizinhanca qualquer aberta de w,
ocorre que W NU é também vizinhanga aberta de w em X, mas como Y ¢é denso
em X, FNU=WNUNY # ¢ entdo w € cly(F) =F.

Assim existe d € D tal que d € F', que é absurdo. Portanto F' = ¢.

Destes fatos, pelo corolario 1.7, concluimos que Y é homeomorfo a R\Q.

Até agora neste capitulo vimos algumas propriedades que caracterizam o espaco
topoldgico R\Q. Mas nds também trabalhamos com o espaco de Cantor {0,1}* em

alguns dos resultados dados; a seguir vamos estudar um pouco esse espago.

Teorema 1.15. Todo espaco topologico X metrizdvel e compacto € imagem continua

do espaco de Cantor.

Dem: Seja p uma métrica em X compativel com a topologia do espago. Existem
no > 1 (sg = 2") e uma familia de fechados (compactos) nao vazios {F; : ¢ € {0,1}"}

tais que diam(F;) < 1 para todo i € {0,1}™ e

X=|JFr:ie{o1}m}

(Os F;’s podem ser repetidos.)
Agora, existe ny > 1 tal que cada compacto F; anterior, com ¢ € {0,1}"0, se escreve

como uniao de 2™ fechados nao vazios com diametro menor que 1/2; ou seja

Fr— (s J € {0, 1}ranottoensnictiy
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1

onde cada F;; ¢ um fechados nao vazio em X, com diametro menor que 5 para cada

jE {O, 1}{n0,n0+1,...,n0+n171}'
Concluimos que
X = J{Fu: ke {o,1}mrm}

onde Fj, é um compacto nao vazio com diam(F;) < 3 para cada k € {0,1}m0*t™,
Continuando assim por indugao, para cada m € N\{0}, representamos X como uniao
de s, = 20T T"m conjuntos nao vazios F;,....i,, compactos em X, com diametro menor
=U {Fio,...,im_l,j - j € {0, 1}{N(m),N(m)H,“.,N(m)+nm—1}}’ onde
N(m) = ng+ni+- - -+n,_1 paratodom > 0; ouseja X = |J{F} : j € {0, 1}rotmt+nmm}

1 .
que 5, tais que Fy; ;.

onde F} ¢ compacto nao vazio em X com diam(F};) < 5 paracada j € {0, 1}motmttnm,

Denotemos por Ny = {0,1,..., N(k+ 1) — 1} para cada k € N e definamos:

G {01} — X
i = ()

onde {6:(j)} = N{Fyyy, : k €N},

Observe que ¢ esta bem definida pois a sequéncia de compactos nao vazios Fj, 2
Fj[Nl D .- D Ferk D --- dentro do compacto X tem interseccao nao vazia e pela

escolha dos diametros temos que a interseccao é unitaria.
Claramente 1) é uma aplicacao sobrejetora.

Vejamos que v é continua. Seja ¢ > 0 e consideremos S.(z) onde x € X é um ponto
qualquer. Mostremos que ¢! [S.(z)] é aberto em {0,1}*. Com efeito,
seja z € Y1 [S.(z)], entdo (z) € S.(z) onde {(2)} = {Ferk k€ N}. Tomemos
m € N suficientemente grande tal que F};, ~C S.(r). Logo se consideramos V =
{zO)} x{z()} x---x{z(ng+--+n,—1)} x{0,1} x --- x {0, 1}, entdo claramente
z €V Cy1[S.(z)]. Portanto ¢ é continua. O
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O préximo teorema nos vai dar uma caracterizacao do espago de Cantor:

Teorema 1.16 (Alexandroff). Um espago metrizdvel nao vazio, compacto, 0-dimensional,

sem pontos isolados € homeomorfo ao espaco de Cantor.

Dem: Suponhamos que na demonstracao do teorema anterior tomarmos o conjunto
{F;:je{o,1}rotmttm | e N}

de tal modo que, para cada k € N, se tomamos i,j € {0,1}"0T™+ " diferentes,
entao [; N F; = ¢. Entao logo para cada ponto y € X existiria uma unica sequéncia
s € {0,1}* tal que Fs{NO ) Fsm DI Fsmk D --- seja uma sequéncia de compactos
em X contendo y e viceversa; para cada sequéncia s € {0,1}* vai existir um tnico
ponto ¥(s) € X. Deste modo a aplica¢ao 1 é injetora e portanto um homeomorfismo

(pois ¢ pelo teorema anterior é continua, sobrejetora entre espagos compactos).

Observacao: Se X é um espaco topoldgico com as condi¢oes do Teorema 1.16, entao
para todo compacto aberto-fechado nao vazio A de X, existem compactos A; e As
abertos-fechados em X nao vazios e disjuntos tais que A = A; U As.

De fato, Seja p uma métrica compativel com a topologia de X e tomemos = € A,
logo como X nao contém pontos isolados, existe € > 0 tal que S.(z) ; A, mas como
X é 0-dimensional, existe A; C X aberto-fechado tal que z € A; C S.(z). Temos
portanto que A = A; U (A\A;) onde A; e A\A; sdo dois conjuntos com as condigoes

que queriamos.

Da observagao acima, pelo fato de X ser um espago metrizavel, compacto, O-
dimensional sem pontos isolados, para cada ¢ > 0 podemos escrever X como uniao
de compactos (abertos-fechados) nao vazios, dois a dois disjuntos e de diametro menor
que &, de tal modo que o nimero de elementos de tal unido (sem repetigoes) seja uma
poténcia de 2.

Isto termina a demonstracao. O]
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Deste teorema, junto com os Teoremas 1.12 e 1.1, podemos obter uma caracterizagao

do subespacgo dos nimeros racionais.

Corolario 1.17. Todo espaco ndao vazio metrizavel, enumerdvel, denso em si mesmo

¢ homeomorfo ao espago dos niumeros racionais.

Dem: Seja X um espacgo nas condicoes do corolario. Entao:

1. X é um espago O-dimensional. De fato, sejam z € X e U C X vizinhanca
aberta de z. Como X ¢ Ty, existe fy, : X — [0, 1] continua, tal que fy.(z) =0
e fus(y) = 1 para caday € X\U. Agora, dado que U ¢é enumerdvel, entao existe
¢ € [0,1] tal que ¢ ¢ im(fye). Tomando Way = frnl[0,¢]] = foil[0,¢l],
temos um aberto-fechado em X tal que z € W(y,) € U. Portanto o conjunto

{W(U,x) : U é aberto em X contendo o ponto z de X } é uma base de abertos-

fechados de X.

2. X nao tem compactos abertos nao vazios; pois se existir U C X compacto
aberto nao vazio, entao U seria um espacgo metrizavel, compacto, O-dimensional
nao vazio sem pontos isolados, logo pelo Teorema 1.16, temos que U é homeomorfo

ao espaco {0, 1}* entao |U| = 2¥ que é absurdo.
3. X é metrizavel e separavel

Logo temos X nas condi¢oes do Teorema 1.12 e portanto existe W C R\Q denso
tal que X é homeomorfo a W. Logo W é denso e enumeravel em R e pelo Teorema 1.1

ocorre que W é homeomorfo a Q.

Na introdugao da dissertacao, se mencionou que L. B. Lawrence em [10, prop. 1]

diz o seguinte:

“Se X e Y sao espagos topoldgicos e Y é completamente metrizavel, separavel e nao

o-compacto, entao X x Y é normal se e s6 se X x (R\Q) é normal”.
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Logo é interessante ver que R\@Q nao é o-compacto. O Teorema 1.18 abaixo envolve
um pequeno cardinal e justamente mostra isso.
Vamos introduzir um cardinal topolégico invariante e calcular o seu valor para R\Q.

Consideremos a fungao cardinal “compact covering number” kc dada por

kc(X) = cardinalidade minima de uma cobertura do espaco topolédgico X

por subconjuntos compactos de X.

Uma pergunta natural que podemos fazer é qual é o valor para kc(R\Q). Observe-
mos que {{z} : z € R\Q} é uma cobertura formada por ¢ compactos de R\Q, portanto
kc(R\Q) < ¢. Por outro lado, R\Q ¢é um espago de Baire e como sabemos que todo
compacto de R\Q é fechado com interior vazio (destacado por Hechler, ver [8]), temos
que se R\Q fosse unido enumeravel de compactos, entao ele teria interior vazio, o que

¢ absurdo. Assim w < kc(R\Q). Portanto
w < ke(R\Q) < c.

O seguinte teorema da uma resposta mais precisa para esse problema:

Teorema 1.18. kc(R\Q) =0

Dem: Lembremos que:

0 =min{|D|: D C w* é uma familia dominante em (w*, <,)}

01 = min{|D|: D C w* é uma familia cofinal em (w*, <)}

onde, para f,g € w, f < g quer dizer que para cadan € N, f(n) < g(n)e f <. g
quere dizer que o conjunto {n € N: g(n) < f(n)} é finito.
Nés usaremos para mostrar o teorema o fato de que R\Q é homeomorfo a w* e que

0 = 0. Assim ¢ suficiente mostrar que kc(w*) = 0.

Vejamos que 0; < ke(w®): Seja V um recobrimento por compactos de w® tal que

|V| = ke(w”). Para cada K € V e n < w temos que [],[K] (projecdo sobre a n-ésima
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coordenada) é compacto em w, logo é finito. Assim podemos definir para cada K € V
uma fungao fx € “w dada por fx(n) = maz([[,[K]) para cada n < w. O conjunto

{frx : K € V} é cofinal em (w¥, <). Portanto temos que 9; < kc(w®).

Vejamos que kc(w®) < 0y: Seja D C w® cofinal em (w¥, <) tal que |D| = ;.
Consideremos o conjunto {Ky; : f € D}, onde Ky = [[,_ [0, f(¢)] ([0, f(7)] é o intervalo
em N). Claramente Ky é compacto em w*, mostremos agora que esse conjunto é
de fato um recobrimento de w*. Seja g € w¥, como D é cofinal em (w¥, <) existe
f € D tal que g < f. Assim para cada n € N temos que 0 < g(n) < f(n), entdo
g €[00, f(i)] = Ky. Portanto kc(w”) < 9;.



Capitulo 2

Nao normalidade de produtos de

espagos normais por R\Q

Neste capitulo veremos alguns exemplos que servem para mostrar que nem sempre
o produto de um espago normal por um espago metrizavel e separavel é normal. Na
verdade o que vamos estudar é um problema um pouco mais especifico. Vamos querer
estudar espagos topolégicos com algumas condigoes (por exemplo ser normal ou de

Lindel6f) para os quais o produto com R\Q nao é normal.

Para um espago topolégico X que é regular e de Lindelof, se sabe que o produto
X x (R\Q) é normal se e s6 se X x (R\Q) é de Lindel6f. Tal afirmagao serd mostrada
no Teorema 3.4 (pagina 85), mas ao longo deste capitulo vamos assumir tal assergao

como verdadeira.

Na primeira se¢ao vamos ver um exemplo exibido por E. Michael [11]. Ele descreveu
um espago topolégico normal, conhecido como a reta de Michael, tal que o produto

deste espaco com R\Q nao é normal.
Nas segoes seguintes, veremos outros exemplos de espacos topologicos; usando por

exemplo a Hipétese do Continuo ou o Axioma de Martin (na se¢do 2) ou o conceito

de concentragao e a asser¢ao b = w; (na sec¢ao 3), cujo produto com o subespago dos

45
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numeros irracionais nao ¢ normal.

2.1 Reta de Michael

O teorema a seguir foi demonstrado em ZFC' sem nenhum axioma adicional por
Michael [11]. Ele mostra que o produto de espac¢os normais por espagos metrizdveis

separaveis nem sempre ¢ normal.

Definicao 2.1. A reta de Michael, denotada por M, € o conjunto R com a topologia

O ={UUV :U € um aberto em R e VC R\Q}.

Teorema 2.1. Eziste um espago topoldgico normal tal que o seu produto com R\Q,

como subespaco de R, nao € normal.

Dem: Seja Y o conjuntos dos irracionais como subespaco métrico de R e X o intervalo

[0, 1] com a topologia
©={UUV:U ¢éabertousual em [0,1], V C [0,1\Q} .

Observagao: O espago X é o subespaco [0, 1] de M. Quando nos referimos a [0, 1] o

consideraremos como subespaco de R.

Vejamos que X ¢é hereditariamente paracompacto.

Antes de fazer a demostracao notemos que se H C X é um subespaco, entao os
abertos de H sao da forma W; U W5 onde W7, C HNY e Wy é aberto no subespaco
H; pois se U é aberto em H, entdao U = (W UV)N H, onde W C R\Q e V é aberto
em [0,1]. LogoU =WnNH)U(VNH)onde WNH)C HNY e (VNH)éaberto
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em H (com a topologia de subespaco de R). Assim para mostrar que X é hereditari-
amente paracompacto basta mostrar que X é paracompacto, pois a paracompacidade

dos subespacos de X mostra-se de forma andaloga.

Para mostrar que X é paracompacto, tomemos uma cobertura de X por abertos

em ©

V={U;uUV;:s€S}

onde Vi C [0,1]NY e U, é aberto em [0, 1]. Logo a cobertura aberta {Us : s € S} do
espaco U = | J{U, : s € S} C [0, 1], tem um refinamento localmente finito {U;" : t € T’}
(pois [0,1] é um espago métrico, portanto hereditariamente paracompacto). Assim o

conjunto

{{z}: 2 e X\U}YU{U; : t € T}

é um refinamento aberto localmente finito da cobertura V de X, portanto X é para-

compacto.

Como X éT5, temos um espago topologico normal X e um espago métrico separavel
Y. Queremos mostrar que X X Y nao é normal.
Sejam A = (X\Y)xY e B={(y,y) : y € [0,1]\Q}, conjuntos fechados e disjuntos

de X x Y. Vejamos que eles nao podem ser separados por abertos disjuntos em X x Y.

Afirmacao: [0,1]\Q nao ¢ F, em X.

De fato, suponhamos que

0,1\Q = (J{Fi i e N}

com F; fechado em X. Logo [0,1] N Q = N{X\F; : i € N}, e supondo X\F; =
(Z;NX)UV; (onde Z; é aberto em Re V; C [0,1)\Q) temos que [0,1]NQ = ({Z:N X :
i € N}, ou seja [0,1\Q = [J{X\Z; : i € N}. Mas X\Z; é um fechado com interior

vazio em [0, 1]\Q para cada i € N, e como [0, 1]\Q é um espago de Baire, temos que
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[0,1\Q = U{X\Z; : i € N} tem interior vazio em [0, 1]\Q, o que é absurdo. Portanto,
[0,1\Q nao é F, em X.

Seja W um aberto em X x Y contendo B. Para cada n € Nt tomemos

Un = {2 € [0,1\Q: ({2} x Sym(z)) € W}

O conjunto {U, : n € Nt} é um recobrimento de [0,1]\Q e pela afirmagao acima,
como [0, 1]\Q ndo é F, em X, entdo existe k € N* tal que U, N (X\Y) # ¢. Fixemos
z €Uy N (X\Y), e tomemos y € Y tal que |z —y| < 1/2k. Assim (z,y) € A e vamos
mostrar que toda vizinhanga aberta de (z,y) intersecta W. Assim teremos que A e B
nao podem ser separados por abertos disjuntos. De fato, seja S x T" uma vizinhanca
aberta de (z,y) em X x Y. Tomemos 2’ € S N Uy tal que |z — 2’| < 1/2k. Entao
|2 —y| < |2/ — x|+ |z —y| < 5z + 5z = 3 logo (¢/,y) € {2’} x Sy(a’) € W, pois

x' € Uy. Logo (2',y) € (S x T)NW, o que finaliza a demonstragcao. O

Observagao: No teorema acima, foi mostrado que o espago topolégico (X, ) é nor-
mal, mas esse espaco nao é de Lindelof.

De fato, como o conjunto X N Q é enumeravel, podemos supor
XNQ={g,:neN,n>2}
Seja H, = X N }qn - Qn%, Gn + Qn% [, para cada n € N com n > 2. Claramente
(2.1.1) {H, :neNn>2}U{{z}:2 e X\Q}

é um recobrimento aberto de X, vamos mostrar que esse recobrimento nao tem sub-
recobrimento enumerdavel usando um pouco de teoria da medida. Seja ;1 a medida de

Lebesgue em R (ver [7, exemplo 2.4.1]). Dado que Q N X C |J{H, : n € N,n > 2},
p(X) = p([0,1]) = L e que

p(UtH, -0 eNn > 2)) gZM(Hn)gZZ%:%

n=2
temos que o conjunto X\ {H, : n € N;n > 2} C X\Q tem medida ndo nula, logo

nao é enumeravel (pois todo conjunto enumerével em R tem medida de Lebesgue nula).



2.2 CH, MA e produto de espacos de Lindel6f com os irracionais 49

Portanto concluimos que a cobertura de X dada em (2.1.1), ndo tem sub-recobrimento

enumeravel, mostrando que X nao é de Lindelof.

2.2 CH, MA e produto de espacos de Lindelof com

0s Irracionais

O espago X tomado na secao anterior nao era de Lindelof, logo poderiamos pensar
que a propriedade ser de Lindelof para um espago normal ajudaria para que seu produto
topoldgico com um espaco métrico separavel seja normal. Mas essa assercao é falsa
como veremos no teorema seguinte.

Até agora, nao é conhecido em ZFC, um exemplo de um espaco topoldgico normal
e de Lindel6f tal que o seu produto com o R\@Q néao seja normal. Por isso como vere-
mos ao longo desta secao, vamos precisar de axiomas adicionais para encontrar alguns

contra-exemplos.

O seguinte teorema foi mostrado por Michael, ver [11].

Teorema 2.2. O produto de um espag¢o normal de Lindelof e um espaco metrizdvel

separdvel nao € necessaritamente normal.

Dem: No6s mostraremos que existem um espago normal de Lindelof X e um espago

metrizavel Y tais que X x Y nao é normal.

Construgao do espago Y: Seja C' o conjunto dos subconjuntos compactos de [0, 1],
com a topologia usual, que nao sao enumeraveis. Sabemos que |C| = ¢, entao podemos
indexar C' do modo seguinte:

C={K,:a<c}

Consideremos os subconjuntos Y = {y, : Yo € Ko} € B ={b, : by € K,} definidos

por recursao transfinita do seguinte modo: yy # by com yg, by € Ky e para cada ordinal
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a com 0 < a < ¢ tomemos y, # b, ambos em K, tais que y,bo & | Jocico{¥i; bi}
(ou seja que eles sejam diferentes de todos os y;’s e b;’s anteriores; isto é possivel pois
|Ko| = ¢, para todo a < ¢). Assim Y C [0, 1] é um subconjunto ndo enumerével que
tem a propriedade de que qualquer subconjunto compacto contido nele é enumeravel.
De fato, seja M C Y compacto e suponhamos que M nao é enumeravel, entao M € C'
e assim existe a < ¢ tal que M = K, logo y, € M e b, ¢ Y, mas b, € K, = M, o qual

¢é absurdo e portanto M tem que ser enumeravel.

Consideremos o conjunto Y construido acima como subespaco métrico de R e

tomemos

X =0, 1] com a topologia
©={WuV:W CY eV aberto usual em [0,1]}.

Vejamos que (X, ©) é um espago topoldgico de Lindel6f.

Seja {F; : i € T} um recobrimento aberto de (X,©). Para cada i € T' supomos
F, =W;UV;, onde W; CY e V; é um aberto usual em [0, 1].

Seja M = | |, Vi- Entao [0,1]\M ¢é fechado em [0, 1] e portanto compacto. Agora,
como [0,1]\M esta contido em Y, ele tem que ser enumeravel. Logo para cada x €
[0, 1]\ M existe i, € T tal que x € W;,. Seja T} C T dado por T} = {i, : x € [0,1]\M }
(Ty é enumerdvel). Agora, como [0,1] é hereditariamente Lindeldf (por ter base enu-
merdvel de abertos) e M = | |,.; Vi, temos que existe 7, € 7' enumeravel tal que
M = |_|n€T2 V. Tomemos T3 = T1UT5. Assim T3 é enumeravel e vale que X = | | F;.
Portanto X é de Lindelof.

i€T3

Vejamos que o espaco X é normal.
E claro que X é Ty pois [0,1] na topologia usual é T} e © é um refinamento da
topologia usual. Para mostrar que ele é T, consideremos A, B fechados disjuntos em

X, e consideremos os seguintes conjuntos:
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A =AY B =B\Y
Ay=ANY By=BNY

Para cada a € A; temos que a € X\ B, entao existe ¢, > 0 tal que S;,(a) € X\B,
onde S.,(a) é a bola de raio ¢, e centro em a em |0, 1] (note que como a ¢ Y, podemos
tomar um aberto em © tomando V = S, (a) e W = ¢). Do mesmo modo, para cada
b € B; temos que b € X\A, entao existe g, > 0 tal que S, (b) C X\A. Tomemos
Zy = |pen, Seuszla) € Za = | lyep, Sep3(b),- Logo temos que Ay C Zy, By C Zy e
71 N Zy = ¢. Para mostrar este ultimo fato, suponhamos que existe x € Z; N Zy = ¢.
Entao existem a € Ay e b € By tais que € S;,/3(a) N S.,/3(b). Logo |a — b <
la — x|+ |z —b| <ea/3+¢,/3 < 2max{e,, e} entdo b € S.,3(a) oua € S.,/3(b) 0 que
¢ absurdo.

Finalmente se tomarmos Z3 = A,UZ; e Z, = ByUZ5, temos que Z3, Z, sao abertos

em X tais que A C Z3, B C Zy, e Z3N Zy = ¢. Portanto, X é normal.
Vejamos que X X Y nao é normal.

Consideremos os conjuntos: A = (X\Y) xY e B = {(z,z) : x € Y} contidos em
X x Y. Eles sao disjuntos, fechados e nao podem ser separados por abertos disjuntos
em X x Y. De fato:
Que eles sao conjuntos disjuntos e fechados é claro.

Mostremos agora que A e B nao podem ser separados por abertos disjuntos em

X xY:

Primeiro vejamos que Y nao é F, em X. Suponhamos por absurdoqueY = | |7 | F,
onde F), é fechado em X. Assim para cada n € NT X\F, é aberto em X. Va-
mos supor que X\F, = W, UV,, onde W,, C Y eV, é aberto em [0,1]. Entao
F, = (X\W,)N(X\V,) e X\V,, é compacto em [0, 1] (por ser fechado). Mas como Y é
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nao enumeravel, temos que existe r € NT tal que F,. é nao enumeravel e portanto X\ V,
¢ ndo enumerdvel. Entao temos que X\V, é um compacto nao enumerdvel em [0, 1]
logo pertence a C. Suponhamos que X\V, = K,. Entao y,,b, € X\V, com y, € Y
e by ¢ Y. Agora como W, C Y temos que X\Y C X\W,. Logo dado que b, ¢ Y
ocorre que b, € X\W,, e portanto b, € (X\W,) N (X\V,) = F,. Entao b, € Y o que

¢ absurdo pois b, ¢ Y. Concluimos que Y nao é um F, em X.

Seja agora V um aberto em X x Y tal que B C V, Para cada k € Nt tomemos
Uy={z €Y :{x} x Syx(x) C V}. Notemos que os Uy’s cobrem Y. Mas como Y nao
6 F, em X existe k € N* tal que U, N (X\Y) # ¢. Tomemos z € U, N(X\Y)ey €Y
tal que |z —y| < 5=, entdo (z,y) € (X\Y) x Y = A. Queremos mostrar que qualquer
vizinhanga aberta de (x,y) intersecta V. De fato, suponhamos (z,y) € R x S, onde
R x S é subconjunto aberto de X x Y. Entao como R é vizinhanca aberta de x em
X e x € Uy, temos que U, N R # ¢. Seja 2’ € Uy, N R e tal que |z — 2'| < i Entao
|2 —y| < |2/ — x|+ |z —y| < 5z + 5 = 3. Logo (¢/,y) € {z'} x Syx(a’) €V, pois

x' € Uy, o que termina a demonstracao..

Concluimos que o espago X X Y nao é normal.

Observagao: No exemplo exibido na proposi¢ao acima, sé usamos do espago [0, 1] o
fato dele ser compacto, metrizavel e nao ter pontos isolados. Assim é possivel gener-
alizar esse exemplo para espacos com essas condigoes. O conjunto Y neste caso pode
ser obtido de forma similar tomando C' como o conjunto de todos os subconjuntos

compactos de X que nao sdo enumeraveis (|C| = 2¥).

Anteriormente, vimos dois exemplos nos quais mostramos que o produto de um
espaco normal X por um espago métrico separavel Y nem sempre é normal. Na ver-

dade, no primeiro exemplo, tomamos Y como sendo o subespaco dos numeros irra-
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cionais e X um espaco que nao era de Lindel6f. No segundo exemplo, o espago X que
exibimos era de Lindel6f, mas Y nao era o subespaco dos nimeros irracionais. No en-
tanto, se ndés assumirmos a Hipétese do Continuo (CH), podemos dar mais um exemplo
onde vamos tomar o espago Y como sendo o subespaco dos nimeros irracionais e X

como um espaco topolégico que além de ser normal, também sera de Lindelof.

Até o final da demonstracao do teorema abaixo mds supomos que
w1 = ¢ (Hipotese do Continuo).

Seja
Q={Q":Q C Qe Q" éaberto em R} .
Vejamos que || = wy. De fato, dado que R admite base enumeravel, e cada ele-
mento de €2 é uniao de alguns desses elementos, entao |Q2| < 2¥ = ¢. Por outro lado,
|2 ndo é enumerdvel, pois senao Q = (2 e sabemos que Q nao é un G5 em R. Temos

assim que w < |Q] (w; < |Q]). Portanto || = ¢ = wy.

Indexamos €2 por
Q={Q:a<w}.

Definamos por recursao transfinita um conjunto Y = {y, : @ < w;} do seguinte

modo:
L. yo € QN (R\Q)

2. Para cada ordinal o com 0 < a < wg, supondo definidos yz para cada 8 < «,
entdo tomamos y, € (({Q2s: 5 < af\{vi : i < a}) N (R\Q). Podemos fazer isto

porque Q nao é G5 em R.

Teorema 2.3 (CH). O conjunto X = QUY com a topologia © = {W UV :W CY
e Vaberto relativo de X em R} € um espaco reqular e de Lindeléf (normal) tal que o

espago produto X x (R\Q) ndo é normal.

Dem: Vejamos que (X, 0) é de Lindel6f e regular (logo, normal):
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X é de Lindelof: Seja G = {G; : i € I} um recobrimento por abertos de X. Supon-
hamos para cada i € I que G; = W; U (Z; N X), onde W; C Y e Z; é um aberto
em R. Existe J C I enumerdvel tal que Q C (J{Z; : i € J}. Tomemos «, com
a < wi, tal que Q, = U{Z; : ¢ € J}. Logo se A > a, entdo y, € €, ou seja
{yr : A > a} CU{Z :i € J}. Deste modo, Y\ U{Z; :i € J} C{yr: A < a} que
¢ enumeravel pois o < wy; podemos tomar para cada A < a, iy € I tal que y) € G, .
Seja I; = JU{iy: A < a}eassim X =
de Lindelof.

iel, G, onde I; é enumeravel. Portanto X é

X é regular: Sejam z € X e F C X fechado quaisquer tais que z ¢ F. Entao X\ F
é aberto em X, logo podemos supor X\F' = W U (ZNX) onde W CY e Z éum
aberto de R. Agora,

F=(X\W)N(X\(ZnX)) = (X\W) N (X\2) U (X\X)) = (XAW) 1 (X\Z)
como z ¢ F, entdao v ¢ X\W ouz ¢ X\Z.

1. Se z ¢ X\Z = (R\Z) N X, entdo = € Z aberto em R, logo existe V}* aberto de
Rtal quex € Vi CV* C Z. Sejam V; =V NXeVy=R\V)NX =X\V"
Notemos que Vi, V;, sado abertos de X tais que ViNVo =¢, z € Vi e F C X\Z C
X\Vf* = Vs,

2. Se x ¢ X\W, entao z € W. Tomemos V] = {z} € © e V5 = X\{z} € O©. Logo
reV, FCVyeViNVy,= 0.

Portanto X é T3 e, como é facil ver que X é também 717, concluimos que X é regular.

Vejamos que X x (R\Q) nao é normal:

Afirmacgao: Y nao é F, em X.

De fato, se Y = |J{F; : i € N} onde F; é fechado em X, entdo Q = X\Y =
N{X\F; : i € N}. Suponhamos, para cada i € N, que X\F; = (Z; N X) U W,, onde Z;
é abertoem Re W; C Y. Logo, Q =({(ZiNnX)UW, :i e N} =({(Z;nX) :i € N}.



2.2 CH, MA e produto de espacos de Lindel6f com os irracionais 55

Mas para cada ¢ € N, como Q C Z;, existe o; < w; tal que Z; = €),,. Entao
QCM{uNX:ieN}=N{Z:NnX :ie N} =Q. Portanto ({2, N X : i €N} =Q
e assim se tomarmos x = |J{a; : i € N}, entdo y, € Q,, Vi € N (pois a; < Kk e
Yo € ({25 : B < k}). Mas isso implicaria que y, € Q, o que ¢ absurdo. Portanto Y

nao é F, em X.

Consideremos A = Qx (R\Q) e B = {(y,y) : y € Y} conjuntos fechados e disjuntos
em X X (R\Q). Mostremos que eles nao podem ser separados por abertos disjuntos
em X x (R\Q).

Sejam V' e U abertos quaisquer em X x (R\Q) tais que A C V e B C U. Conside-
remos para cada k € NT o conjunto U, = {y € Y : {y} x Si,x(y) C U}, logo o conjunto
{Uy, : k € NT} é recobrimento de Y e pela afirmacao, como Y nao é F, em X, temos
que existe k € N tal que clx(Up) NQ # ¢. Seja q € clx(Ux) NQ e tomemos y € R\Q
tal que |¢ — y| < 1/2k. Entao (q,y) € A e vamos mostrar que toda vizinhanga aberta
deste ponto intersecta U, assim mostraremos que A e B nao podem ser separados por
abertos disjuntos em X x (R\Q).

Suponhamos que (¢,y) € M x N C X x (R\Q), onde M é aberto em X e N é
aberto em (R\Q). Como q € clx(Uy), existe y' € M NUy tal que |¢— 3| < 1/2k assim:
(v,y) € M x N e

WV =yl <y —dqd+la-y<g+x=1 =y € Suuly) = Wy € {y}x
Sik(y') € U, pois y € Uy.

Ou seja (M x N)NU # ¢, o que termina a demonstragao.

No Teorema 2.3, foi usada a Hipdtese do Continuo para a construcao do espaco
topoldgico de Lindel6f e regular X (também normal). Em 1990, K. Alster [2], melhorou
esse resultado usando o Axioma de Martin para mostrar que existe um espaco de
Lindel6f X tal que o espago produto X x (R\@Q) nado é normal. A seguir, vamos

estudar tal resultado.
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Primeiro vejamos algumas afirmagoes e alguns lemas que serao tteis:

Lembremos como foi definido “<,”em w® (Definigao 0.5).
Se z = (x(0),z(1),...) e y = (y(0),y(1),...) sdo elementos em w*, entdo dizemos que
r <, y (ou respectivamente x <, y) se existe m < w tal que z(i) < y(i) (ou respecti-

vamente x(i) < y(i)), para todo m < i < w.

O Axioma de Martin implica que existe uma c-escala S = {x, : @ < ¢} em w* (ver
Corolério 0.16).

Até a prova do Teorema 2.7 (final da se¢do) vamos supor os seguintes fatos e fixar

as seguintes notacoes:

e Vamos tomar os conjuntos Xg, para cada § < ¢, como sendo Xz = {z € w* :

r <, xg} e para ¢, tomamos X, = (w + 1)“.

e Consideraremos ((w + 1), d) como um espaco que é compactificagao métrica de

ww

e Tomaremos o espacgo topologico

(2.2.1) (X,0)

como sendo o espac¢o no qual X = (w+ 1)¥ e © é a topologia na qual uma base
para cada ponto de X ¢é dada da seguinte forma: se v € X,\|J{Xp: /5 < a},
onde a é o menor ordinal menor ou igual a ¢ tal que z € X,, ((w+ 1) = X, ).

Entao

(2.2.2) 6, ={(XaNW)\Xz: W é aberto em (w + 1)“ contendo z e < a}

Lema 2.4 (MA). Se Z é um espago compacto métrico tal que Z = \J{Z, : v < B},

onde B < ¢ e Z, € compacto para cada v < [3, entdo existe uma sequéncia (7V;)ien €m

B tal que Z =\J{Z,, : i € N}.
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Dem: Suponhamos que a tese do lema nao é verdadeira. Vamos construir por recursao
transfinita uma sequéncia estritamente crescente {H., : v < w;} de conjuntos abertos
em Z de tal modo que o subespago L = |J{H,, : 7 < wi} ndo sera de Lindeldf, o que é
um absurdo, pois Z é hereditariamente de Lindel6f por ter base enumeravel de abertos.

Tomemos
Hy = U {intzZ,:v < p}

Temos que Hy # ¢, pois senao para cada v < 3 terfamos que intzZ, = ¢ e assim Z
seria um compacto e Ty (que satisfaz c.c.c por ser separavel) que é uniao de um nimero
menor que ¢ de fechados raros, o que pelo Corolario 0.14 é absurdo.

Por outro lado, Hy é de Lindelof, pois Z é hereditariamente de Lindelof. Logo existe

T(Hy) C 8 enumeravel tal que Hy = | J{intzZ, : v € T(Ho)} CU{Z, : v € T(Hy)}.

Para cada n, tal que 0 < n < w, suponhamos definidos subconjuntos abertos nao
vazios Hy, Hy, ... , H,_1 de Z e subconjuntos T(H,), T(Hy), ... , T(H,_1) de

enumeraveis tais que:

(i) Hi-1 C H;paracadal <i<n-—1

(i) H; CU{Z,:v€T(H;)}, paracada 0 <i<n—1
(i) H\ (U{H::0<t<i})# ¢, paracadal <i<n-—1

Vamos determinar H,, e T(H,).
Tomemos

H" =| J{H, :0<t<n—1} e A" = 2\H™
A =L ¢ pois sendo Z C H™ e terfamos que a tese do teorema vale. Seja
Hy, = | J{int o (Z\H™) : v < B}
Afirmamos que H # ¢. De fato, se for vazio, para cada v < 3, terfamos que

int yo0 (Z,\H™) = ¢.
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Assim A® = ([ J{Z\H™ : v < B} seria um compacto, Ty e que satisfaz c.c.c. que
é unido de um nimero menor que ¢ de conjuntos fechados e raros em A™, que pelo
Corolario 0.14 é absurdo. Além disso, como H} ¢é de Lindeldf, existe T(H}) C
enumerdvel tal que H} = J{int 4o (Z,\H™) : v € T(H})}.
Seja

H,=H'UH™.

Entao,

1. H, é aberto em Z.
Com efeito, Z\H,, = (Z\H})N(Z\H™). Como H* é aberto em A™ existe W C Z
aberto tal que H = W N A™. Logo,
Z\H, = (Z\(W N AN A™ = (Z\W) U (Z\AM))n A = (Z\W) N A™,
Portanto Z\ H, é fechado em Z.

2. Vale que H,_y C H,, pois H, = H U H®,

3. Existéncia de T'(H,).
Tomemos T'(H,) = T(H;) UU{T(H;) : 0 <t <n—1}. Assim, H, C|J{Z,:7 €
T(H,)} e vale a Condigao (ii), para i = n.

4. H = H,\U{H, : 0 < n—1}, pois H, = H: UH™ e H: N H™ = ¢. Dado que

H} # ¢ temos que vale a Condicao (iii), para ¢ = n.

Suponhamos que para cada nimero ordinal «, com o < ¢ (com § < wi), temos
definidos subconjuntos abertos nao vazios H,’s de Z e subconjuntos T'(H,)’s de [

enumeraveis tais que:
(I) H,, € H,,, para cada oy < ag < 6
(Il) Hy, CU{Zw : &/ € T(H,)}, para cada o < §

(III) H\ (U{Hw : & < a}) # ¢, para cada a < ¢
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Vamos determinar Hs e T'(Hy).
Tomemos

H® =| {H,:v <} e AY = 2\HY

AO) £ ¢ pois sendo Z C H® e terfamos que a tese do teorema vale. Seja

Hy = | J{int a0/ (Z,\H?) : v < B}.

Afirmamos que H} # ¢. De fato, senio para caday < f3, terfamos que int 4 (Z,\H®) =
¢. Assim A©®) = J{Z,\H® : v < B} seria um compacto, Ty e que satisfaz c.c.c. que
é unido de um nimero menor que ¢ de conjuntos fechado raros em A, o que pelo
Corolério 0.14 é absurdo. Além disso, como Hj ¢é de Lindeldf, existe T'(H;) C 8
enumerével tal que Hy = |J{int 45(Z,\H®)) : v € T(H})}.

Seja

Hs=HUHY.
Do mesmo modo que mostramos que H,, satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii), podemos

mostrar que Hj satistaz

e H, C Hy, para cada a; <9
L] H(g Q U{ZO/ s S T(H(s)}
o Hs\ ((U{Hw : &/ <6}) # 0.

Portanto temos o conjunto {H, : v < w;} com as condi¢des que querfamos. O]

Lema 2.5 (MA). Se X! = X, \|U{Xs: 8 <a} eU é um aberto em (w+1)* contendo
X/

a’

entao existe uma sequéncia (7v;)ien em « tal que X,\U C |J{X,, : i € N}.

Dem: Afirmacao: cada subespaco X/ de X é de Lindelo6f.

De fato, suponhamos que

X, S H(XanWi\Xp, :i € 1},
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onde para cada i € I, W; C (w+ 1)“ é aberto e 3; é um ordinal tal que 5; < a. Logo,
como (w + 1) é hereditariamente de Lindel6f, (pois é separdvel e metrizavel) existe
J C I enumeravel, tal que | J{W; i€ I} =|J{W,;:ie J}.

Vejamos que

X, S| HXan WX, o7 € T}

!/
!

Com efeito, se x € X/, (notemos que se z € X/, entdo x ¢ Xz para cada § < «)
assim existe k € J tal que z € X, N Wy, e x ¢ Xp,. Portanto x € (X, N Wy)\Xp,, ou

seja X!, C UH{(Xa N W)\ Xp, : 7 € J}. Portanto X/, é de Lindelof para cada a < ¢.

Para mostrar o lema, vamos a dividir a demonstracao em dois casos: primeiro

mostraremos que vale se cf(a) = w e depois para cf (o) > w.

Se ¢f (@) = w, temos que existe uma funcao f : w — «, tal que flw] é cofinal em
a. Vamos mostrar que X,\U C [J{X0) : A < w}.
r€XNU = z<,x,ex¢U
r<,z,ex ¢ X
r<,zpex €| H{Xsz: 08 <a})
existe um ordinal 3, com 8 < a, tal que z € Xp
r € Xgeexiste A <w tal que f < f(\) < «
T Ss Tp <s Tf()
r e U{ X 1 A <w}

el

Agora suponhamos que w < cf(a).

Vamos mostrar que podemos tomar U como sendo um aberto da forma (X, N
H)\Xpg, onde ; é um ordinal tal que 51 < v e H é um aberto em (w + 1)“.
De fato, para cada x € X/, existe U, C (w + 1) aberto e um ordinal ., com £, < «,
tal que x € (X, NU,)\Xp, C U. Entao X, C | H{(Xa NU)N\Xp, : 2 € X} CU.
Agora, pela afirmagao, temos que existe um conjunto I C X/ enumerdvel tal que

X& - U{(on N Ux)\Xﬁz RS I} cU.
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Seja A ={f,:z € I}. Como w < cf(a), entdao A nao é cofinal em «a. Logo, existe
um ordinal 3, com 8 < a, tal que 8, < 8 (portanto Xz, C X3z) para cada x € I.
Portanto,

UHXaNUN\Xg 2z €I} S UH{(Xa NUN\Xp, 2 €1} CU.

Vejamos que X, C (J{(Xo NU,)\Bg:z € I}. Se xz € X, entdo existe y € I tal que
r € (XoNU)\Xp,, logo v € X, x € Uy e v ¢ X . Na verdade, como x € X/, entao
x ¢ Xp para todo 8 < ). Assimz € X, ¥ € Uy e x ¢ Xz. Entao z € (X, NU,)\ X7

Se nés tomarmos H = | J{U, : x € I}, entdo temos que H é um aberto em (w+ 1)*

tal que X;, C (Xo NH)\Xz CU.

Doravante na prova do lema, para o caso ¢f(«) > w, supomos U = (X, N H)\ Xg,,

onde H é um aberto em (w+ 1)¥ e f; < a.

Caso 1: Se a =¢.

Como X \H C (w + 1)“ é fechado, ele é compacto. Além disso X, \H C w“, pois
XA\NH C U{Xs : B < ¢} = w*. Assim, para cada n < w temos que [[ [X\H] é
compacto em w, logo existe y(n) < w tal que se z € [[ [X\H] entdao = < y(n).

Portanto existe uma sequéncia y = (y(7));en em w® tal que
XA\H CH{(z(n))peny € w* 1 2(n) <y(n), Vn <w} =K

Como S = {5 : f < ¢} é uma c-escala em w”, existe fy < ¢, tal que y <, z3,, 0 que
implica que K C Xjp,. Portanto se nés mostrarmos que X \U C X, U Xp, terminard

a demonstracao do lema no caso 1. De fato, se
reX\U = zeX exé¢ (X.NH)\Xg

— ze€Xe(r¢Hourxe (HNXg))

= € (X\H)UX.N(HNXg)) CKUXs C Xs UXg
o que implica que X \U C Xg, U Xp,.
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Caso 2: Se a < ¢.
Vejamos que para cada 8 < o, Xg é um o-compacto em w”. De fato, se tomamos para
cada n < w,

Vo= wx--xw x{0,1,..,25(n+1)} x{0,1,...,25(n+2)} x ---

n-+1-vezes

onde x5 = (23(0),25(1), ...), entdo cada V,, seria o-compacto em w*. Logo Xz = (J{V}, :

n < w} é o-compacto em w®.

Vamos supor que Xg = [J{X3(n) : n < w}, onde para cada n < w, temos que

X3(n) é compacto em w”. Entao,

Xa\HQU{X7:7<a}:U{XV(m):m<we v < a}

Seja D,, = X, (n)\H. Entao D, = ([ J{(Xa(n)\H)NX,(m) : v < a e m < w} para
cada n < w. Agora, como D,, é um subconjunto compacto de w®, que é uniao de um
nimero menor que ¢ de subconjuntos compactos, pelo Lema 2.4, temos que existe uma
sequéncia (7;(n))ien contida em o, tal que D,, = [J{(Xoa(n)\H) N X ,m)(m) 1i <w e
m < w}. Seja {7; : ¢ € N} uma reindexagao do conjunto |J{vi(n) : n,i < w}.

Nestas condicoes afirmamos que X, \U C [J{X,, : i <w}U{Xg, }. De fato,

reXN\NU = xzeX,exé¢ (XoUH)\Xg
— ve€Xye(x¢ Houx e (HNXg))
— 1z € (X, \H)UXp,
= existe k < w tal que x € Dy U Xp,

— existe j <w tal que z € X, U Xp,
isto termina a demonstracao do Lema 2.5.

Lema 2.6 (MA). Para cada o < ¢, o espago X, € de Lindeldf.

Dem: Por indugao, observemos que X, ¢ um espaco de Lindelof, pois a topologia dele

¢ a mesma que herda do espago (w+1)“, que é um espago hereditariamente de Lindeldf.
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Suponhamos (hipdtese de indugao) que para cada o < 3, o espago X, é de Lindelof

e mostremos que Xz também ¢ de Lindelof. Seja
U={Us;:s€eS}

um recobrimento aberto de Xz em (w + 1)“. Dado que Xj é de Lindelof (por uma
afirmagao feita no Lema 2.5), temos que existe S* C S enumerdvel, tal que Xj C [ J{U; :
s € S*} = U. Pelo Lema 2.5, existe (7;)ieny em S, tal que Xz\U C |J{X,, : i € N}
Mas pela hipétese de indugao temos que para cada i € N, existe um conjunto S; C S

enumeravel, tal que X, = |J{X,, NU; : s € S;}. Portanto, se tomarmos
T=|J{5:ieN}uUS",

entdo 7' é enumerdvel e Xz C (J{U; : s € T'}. Assim, Xz é de Lindeldf. O

Teorema 2.7 (MA). Eziste um espago topoldgico de Lindeldf (regular) tal que o seu

produto com o subespago R\Q ndo € normal.

Dem: Como sabemos que R\Q é homeomorfo ao w®, vamos mostrar que o espago
topolégico (X,0) como em (2.2.1) é um espaco de Lindelof tal que X x w® nao é
normal. Pelo Lema 2.2, como X = X, temos que X é um espaco de Lindeléf. Vamos
mostrar agora que X X w* nao é de Lindelof e portanto nao vai ser normal (ver Teorema

3.4).

Em um espaco de Lindelof, todo subconjunto fechado é de Lindelof. Assim, para
mostrar que X x w® nao é de Lindelof vamos apresentar um subconjunto fechado dele

que nao ¢é de Lindelof. Para isso tomemos

F={(p,p):pecw}

um subconjunto fechado em X x w¥, e consideremos a familia

V={FN(X,xw):a<c}
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1. V é um recobrimento aberto de F'
Com efeito, por inducao transfinita veremos que X, é aberto em X para cada
a < ¢. Claramente temos que X é aberto em X. Seja < ¢ e suponhamos que
para cada o < 3, X,, é aberto em X; vamos mostrar que Xz ¢ aberto em X. Seja

x € X3. Consideremos dois casos:

(a) Caso 1: Se existe ay < f3, tal que z € X,,,, entao pela hip6tese de indugao,

x ¢ um ponto interior em Xg.

(b) Caso 2: Se =z ¢ | J{X, : a < B}, entdo z € X}, logo como (X N X)\ X,
¢ um aberto, que pertence a base de = definida em (2.2.2), contido em X,

para cada A < 3, temos que = é um ponto interior em Xg.

E claro que F C |JV, portanto concluimos que V é um recobrimento aberto de

F.

2. V nao tem sub-recobrimento enumeravel.
Com efeito, se existir M C ¢ enumeravel tal que {F N (X, X w*) : a € M} seja
sub-recobrimento de V, entao A = |J M seria um ordinal menor que ¢ (pois a
cofinalidade de ¢ é ndo enumeravel). Assim existe um ordinal @, com A < @ < «¢.
Logo existe (zg, T5) em w®, Ty na c-escala S, que nao pertence a { F/N (X, X w¥) :

a € M} absurdo.

Portanto F' nao é de Lindelof e com isso terminamos a demonstracao do teorema.

]

2.3 Concentracao e produto de espacgos de Lindelof

com oOs irracionais

Nesta se¢ao vamos estudar o artigo de Lawrence [10]. Vamos introduzir o conceito

de concentracao que tem aplicagoes no produto de espacos de Lindelof com o subespaco
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R\Q. N6s veremos quando um espago topoldgico é concentrado num subconjunto dele.
Nestas condigoes é possivel encontrar exemplos de espacos métricos separaveis e espacos
de Lindel6f cujo produto nao é normal. Se assumimos que b = w; é possivel encontrar
um exemplo onde o espago métrico separavel pode ser R\Q.

No final desta secao apresentaremos um resultado que da uma condigao para que
produto de espacos de Lindelof por espagos completamente metrizaveis e separaveis

seja normal.

Definicao 2.2. Seja X um espaco topologico e A C X. Dizemos que X € concentrado

em A se para todo aberto U contendo A, X\U é enumerdvel.

Lembremos que M, neste trabalho, denota a reta de Michael; isto é, M é o conjunto

R com a topologia:

O ={VUW :V éum aberto em R e W C R\Q}.

Também lembremos um pouco sobre subconjuntos compacto e o-compactos de w®.

Para cada f € w*, definimos C; C w®, como segue:

Cr={gew’:9g<f}

E facil ver que C = [1;-.[0, £(4)], onde [0, f(i)] é um intervalo considerado em w
para cada ¢ < w. Assim cada C vai ser um subconjunto compacto.
Notemos também que se C' é um subconjunto compacto de w*, entao existe f € w*

tal que C' C Cy. Definamos para cada f € w*,

C;={gew’:g<. f}

onde <, é definido como na definigao 0.5.
Vejamos que para cada f € w”, C} é o-compacto. De fato,

se tomarmos para cada n < w,

W= wx--xw x{0,1,.,f(n+ 1)} x{0,1,....f(n+2)} x---,

(n + 1)-vezes
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entdo cada W, é o-compacto e como C; = [J{W, : n < w}, tenemos que C} é o-
compacto.

Além disso, se K C w® é o-compacto, entao existe g € w* tal que K C Cj. De fato,
como K é o-compacto, pela observacao acima, existe uma familia {gy € w* : k < w}

tal que K C (J{Cy, : k < w}. Tomando g € w* de tal modo que para cada n < w,
g(n) = en gr(n), segue-se que K C Cy.

Vamos agora enunciar alguns resultados para mostrar o Teorema 2.10, onde apre-
sentamos outro exemplo, supondo que b = w;, de um espacgo normal e de Lindelof X

tal que X x (R\Q) nao é normal.

Lema 2.8. Seja X um subconjunto nao enumerdvel de w®. Entdo sao equivalentes as

sequintes afirmagoes:
i) Todo subconjunto nao enumerdvel de X € ilimitado em (w*,<,).

ii) X € um subconjunto ndo enumerdvel de w* que tem interseccio enumerdvel com

Cy para cada g € w*.
iii) X tem intersecgcao enumerdvel com qualquer subconjunto compacto de w®.
i) X UQ, como subespaco de R, é um espago concentrado em Q.

v) X UQ, como subespago de M, é um espago de Lindeldf.

Dem: Mostremos primeiramente que i) e iii) sdo equivalentes a ii).

i) — ii): Suponhamos que X possui intersecgao nao enumeravel com C para algum
g € w”. Entao X N C; seria um subconjunto de X nao enumerével e limitado em
(w¥, <), que contradiz i).

ii) — i): Seja B C X nao enumerdvel e suponhamos que B ¢ limitado. Entao existe
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J € w” tal que B C C%; logo C'; N X seria nao enumerdvel, o que contradiz ii).

ii) — iii): Seja K um subconjunto compacto de w®. Entao existe g € w* tal que
K C €, portanto como X N Oy é enumerdvel, temos que X N K ¢é também enu-
meravel.

iii) — ii): Seja g € w*. Sabemos que Cj é o-compacto. Portanto, como a unido
enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumeravel e usando iii), temos que X N C; é

enumeravel.

Para mostrar a equivaléncia entre iii) e iv). Vamos usar os seguintes fatos:

e ([8]) Um subconjunto K de R\Q é compacto em R\Q se e s6 se K é um subcon-
junto fechado, limitado e de interior vazio em R\Q que também é fechado como

subconjunto de R.

e No é dificil mostrar que se X é um espago topolégico, F' um subconjunto fechado
de X e D um subconjunto denso de X, entao F' tem interior vazio em X se e s

se F'N' D tem interior vazio em D.

iii) — iv): Seja W C X U Q aberto qualquer contendo Q. Entao existe W* aberto de
R tal que W = W*N (X UQ). Observemos que (X UQ)\W = X\W*, ou seja X\W* é
o complementar de W em X UQ. Assim para mostrar que X UQ é concentrado em Q,
basta mostrar que X\W* é enumeravel. Para isso note também que X\W* C R\W*,
onde R\W* é um fechado em R contido em R\Q e portanto o-compacto em R\Q.
Segue-se que X\W* é enumerdvel, pois do contrario possuiria intersec¢do nao enu-
meravel pelo menos com algum dos compactos de R\Q cuja reuniao é R\W*, o que

contradiz iii). Portanto X U Q é concentrado em Q.

iv) — iii): Suponhamos por absurdo que existe K C w“ compacto tal que X N K
seja nao enumeravel. Entdo R\ K é um aberto em R contendo o conjunto Q. Assim,

W = (R\K)N(XUQ) é um aberto de XUQ que contém Q e tal que (XUQ)\W = XNK
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é nao enumeravel, o que contradiz iv). Portanto X tem interseccao enumerdvel com

qualquer subconjunto de w®.

Para finalizar a demonstra¢ao nés mostraremos que iv) e v) sdo equivalentes:

iv) — v): Sejald = {U; UV, : i € I} um recobrimento aberto em M de X U Q, com
U; aberto de R e V; C R\Q, para cada ¢ € I. Entao existe J C I enumerével tal que
H{U;:ieJ}=U{U;:iel}. Mas | J{U; :i € J} N (X UQ) é um aberto em X UQ
contendo Q. Portanto, de iv) temos que (X UQ)\ | {U; : i € J} é enumerdvel. Logo
existe um sub-recobrimento enumeravel de &. Portanto, X UQ como subespaco de M

é de Lindelof.

v) — iv): Seja W C X UQ aberto qualquer contendo Q. Logo existe W* C R aberto tal
que W = (X UQ)NW*. Observemos que (X UQ)\W = X\W*. Assim se (X UQ)\W
fosse ndo enumerével, entao X \W* também serd nao enumerédvel. Portanto o conjunto
{W*Uu{{z} : £ € X\W*} seria um recobrimento aberto em M de X UQ que nao tem
sub-recobrimento enumerdavel, o que contradiz v). Entdao X U Q como subespago de R

é concentrado em Q.

O lema seguinte da uma condigao necessaria e suficiente para que exista um conjunto

verificando as condig¢oes do lema anterior.

Lema 2.9. Eziste um subconjunto nao enumerdavel X contido em R\Q satisfazendo

uma (e portanto todas) das condi¢oes do Lema 2.8 se € sd se b = w;.

Dem: Se X C R\Q é ndo enumeravel e satisfaz todas as condigoes do Lema 2.8, entao
tomamos Y C X com |Y| = w;. Assim a condigao i) nos diz que Y é ilimitado em

(“w, <), de onde b = wy.
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Por outro lado, se b = wy, usamos a igualdade b = b, do Teorema 0.2, e tomamos
X ={fs: B < wi} ilimitado em (“w, <,), bem ordenado pela ordem <*. Claramente

X satisfaz a condigao i) do Lema 2.8. []

Teorema 2.10. Se b = wy, entao existe um espago de Lindelof e reqular X tal que o

produto topolégico X x (R\Q) ndo € normal.

Dem: Se b = wy, entdo pelo Lema 2.9 existe Z C R\Q satisfazendo as condigoes do
Teorema 2.8. Seja X = Z UQ com a topologia de subespaco de M. E f4cil ver que X
é regular. Por v) do Lema 2.8 temos que X é um espago de Lindel6f. Afirmamos que
X x (R\Q) nao é normal. Com efeito, mostremos que X x (R\Q) nao é de Lindeldf,
assim pelo Teorema 3.4 tal produto nao sera normal.

Consideremos o subconjunto de X x (R\Q)
A={(x,x):z € Z}.

Entao A é um subespago fechado, discreto e nao enumeravel de X x (R\Q). Portanto

nao é de Lindeldf, o que implica que X x (R\Q) nao pode ser de Lindeldf. ]

No que se segue, vamos apresentar um resultado de Lawrence [10] que permite
encontrar espagos de Lindel6f cujo produto topoldgico com o espago R\Q é normal e

também de Lindelof. Antes vejamos alguns resultados preliminares:

Lema 2.11. Seja S um espago métrico separdvel e X um espaco de Lindeldf que €
concentrado em um subconjunto fechado A C X onde A x S € normal. Entdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:

. X xS € normal

it. Para cada subconjunto ndo enumerdvel B C X\ A e cada fung¢do injetora

F:.:B— S, temos que:

cl(Graph(F))N(Ax S) # ¢
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Dem: i.— ii.] Suponhamos que ii. nao é verdadeira, entao existem B C X\A nao
enumeravel e F': B — S injetora tais que cl(Graph(F)) N (A x S) = ¢.

Nestas condigoes temos que cl(Graph(F')) e (A x S) sdo dois subconjuntos fechados
e disjuntos em X x S. Vejamos que eles nao podem ser separados por abertos disjuntos
em X x S.

Seja U C X x S um aberto qualquer tal que A x S C U. Seja D um subconjunto

denso e enumeravel em S. Definamos para cada d € D o seguinte subconjunto:
Yi={re X :(x,d) ¢ U}.

Afirmamos que Yy é enumerdvel para cada d € D. De fato, dado que A x {d} C U,
temos que para cada a € A, existe Z, vizinhanca aberta de a em X e existe também
W, vizinhanga aberta de d em S tais que (a,d) € Z, x W, C U. Vamos ver que
Yo C X\ WH{Z, : a € A}.

Seja z € Yy e suponhamos que z € Z, para algum a € A. Logo (z,d) € Z,xW, CU
e assim z ¢ Yy, que é um absurdo. Portanto Y; C X\ | J{Z, : a € A}.

Logo, como X é concentrado em A e A C |J{Z, : a € A}, ocorre que X\ (JH{Z, :
a € A} é enumerdvel. Portanto, para cada d € D, Yy é um subconjunto enumerével de

X.

Agora, como B é nao enumeravel, podemos tomar zo € B\ |J{Ys: d € D}. Logo
temos que {zo} x D C U e portanto (zg, F'(x)) € cl(U). Isto mostra que cl(Graph(F'))

e (A x S) nao podem ser separados por abertos disjuntos em X x S.

ii.— i.] Observagao: Pelo Teorema 3.4 temos que A x S é de Lindel6f. Assim se para

cada recobrimento aberto V em X x S de A x S o conjunto
(2.3.1) L={x e X :{x} x Snao é coberto por V }

¢ enumeravel, entdo X x S é de Lindel6f (também normal).
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Suponhamos que X x S nao é normal. Logo pela observagao anterior, temos que
existe um recobrimento V de A x S formado por abertos de X x S tais que o conjunto
L nao é enumeravel.

Seja U = |JV. Logo U é um aberto em X x S tal que A x S C U e (X x S)\U
intersecta um nimero nao enumeravel de se¢oes verticais de X x S.

Para cada s € S definamos
Yi={rxeX:(x,s) ¢ U}

De modo analogo, a demonstracao, em i.— ii., de que cada Y, era enumeravel, pode-
se mostrar que, para cada s € S o conjunto Y é enumeravel. Mas Z = J{Y;: s € S}

nao é enumeravel (pois contém o conjunto nao enumerdvel {r € X : Is € S (x,s) €

(X X SN\U}D).

Por recursao transfinita, vamos definir duas funcoes ¢ : w; — Z e 7:w; — S do

seguinte modo:
1. Tomamos o (0) € Yz ().

2. Seja ¢ um numero ordinal tal que § < w; e suponhamos definidos, para cada a <
9, o(a) e () tais que o(ar) € Yr(a)\U{Yrp) : B < a}. Pela ndo enumerabilidade
de Z, existe 7(6) € S tal que Y5\ U{Yr(s) : B < 0} # ¢. Logo existe o(d) €
Yoo \U{Yrp) : B <0}

Nestas condigoes definimos

F: im(c) — S

ola) — 7(a).

Notemos que:

1. im(0) € X\A é nao enumeravel.
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2. F' ¢ injetora.

Entao ii. implica que cl(Graph(F)) N (A x S) # ¢.

Seja (x,s) € cl(Graph(F)) N (A x S). Entao (z,s) € Ax S C U e assim U N
Graph(F) # ¢. Logo existe o < w; tal que (o(a),7(a)) € U, que ¢é absurdo pois
o(a) € Yra) (ouseja (o(a), 7(ar)) ¢ U).

Portanto, X x S é normal. O

Definicao 2.3. Suponhamos que S € um espaco métrico separdvel e A C S onde S €
concentrado em A. Definimos IL(S, A) como sendo o conjunto S com a topologia dada
por

{UUV : U € aberto em S eV C S\A}

Esta topologia é um refinamento de Lindelof da topologia de S.
Notemos que como S é regular, entao o espago L(S, A) é também regular (Ver [[6],

pag. 306, exemplo 5.1.22]).

Corolario 2.12. Suponhamos que S € um espaco métrico separdvel e A C S, onde S
¢ concentrado em A e S\A € nao enumerdvel. Entao (S, A) x (S\A) ndo é normal

(onde S\ A tem a topologia de subespago).

Dem: Vamos supor que L(S, A) x (S\A) é normal. Notemos que S\A é um espago
métrico separdvel, (S, A) é um espaco de Lindeléf concentrado em A (A é um sube-
spago fechado de (S, A)) e A x (S\A) é normal (pelo Teorema 3.4). Assim estamos
nas condigoes do Lema 2.11. Portanto para todo B C L(S, A)\A nao enumerdvel e

para toda fungao F' : B — S\ A injetora, ocorre que cl(Graph(F))N(Ax (S\A)) # ¢.



2.3 Concentragao e produto de espagos de Lindelof com os irracionais 73

Mas se consideramos a aplicagao identidade id : (S, A)\A — S\ 4, temos que
cl(Graph(id)) N (A x (S\A)) = d({(z,z):xz € S\A}) N (A x (S\A))
= {(z,z) : 2z € S\A} N (A x (S\A))
=

o que é absurdo.

Portanto, IL(S, A) x (S\A4) nao é normal.

Lema 2.13. Seja Y um espaco completamente metrizavel e separdvel e A C X CY,
onde X ¢é concentrado em A e L(X, A) x (R\Q) nao normal. Entao existe um espago
de Cantor K CY tal que KNA=¢ e K Ccly(A).

Dem: Vejamos as seguintes observagoes:
e Como X é concentrado em A, entao L(X, A) é concentrado em A.
o A é fechado em L(X, A).

e A x (R\Q) é normal como subespaco de L(X, A) x (R\Q), pois é de Lindelof
(Teorema 3.4). De fato, observemos que a topologia que herda A como subespacgo
de L(X, A) é a mesma que herda como subespaco de X, o qual é hereditariamente

separavel (de Lindelof), portanto A x (R\Q) vai ser um espago de Lindelof.

Das observagoes anteriores, como temos que L(X, A) x (R\Q) ndo é normal, pelo

Lema 2.11 existem B C X\ A nao enumeravel e F': B — R\Q fungao injetora tal que

(2.3.2) clwix,ayx @) (Graph(F)) N (A x (R\Q)) = ¢

Seja G = cly xw\q)(Graph(F)), afirmamos que G N (A x (R\Q)) = ¢.
De fato, seja (a,p) € A x (R\Q), entdo por (2.3.2) existe U, vizinhanga aberta de (a, p)
em L(X, A) x (R\Q) tal que U N Graph(F) = ¢.
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Observagao: Podemos tomar U aberto em X x (R\Q), dado que a € A (ver como foi

definida a topologia de L(X, A)).

Portanto, dada a observagao anterior temos que existe V', aberto em Y x (R\Q),

tal que

U=VnNn(Xx(R\Q))
Logo segue que
¢ =UNGraph(F) = (VN (X x (R\Q))) NGraph(F) =V N Graph(F).

Assim mostramos que, para todo ponto (a,p) de A x (R\Q), existe uma vizinahnga

aberta V(o) em Y x (R\Q) tal que V(o ,yNGraph(F') = ¢. Portanto GN(Ax(R\Q)) = ¢.

Vamos construir agora conjuntos {K, C Y : ¢ € {0,1}",n < w} e {W, C R\Q :

v €40,1}", n < w} tais que:

1.

. Cly(K

Para cada n < w e para cada ¢ € {0,1}", K, seja aberto em Y e W,, seja aberto

em R\Q.

corpni) © Kooon € ClR\Q(Wvo ----- oni1) © Weg. o, Paracadan < w e

para cada ¢ = (¢, - Gns1) € {0, 1}7+2.

Cly(Kg) N Cly(Kl) = QZ5 (§

cly (Kyq,.on1.0) Nely(Kyg,. o, 11) = ¢, para cada n com 0 < n < w e para ¢ =
(€0, -y 1) € {0, 1}

clr\o(Wo) N clmg(Wh) = ¢ e

77777

¥ = (900> ) 9071—1) S {0> 1}n
Para cadan < w, temos que diam(K,, .. p,) < g € diam(Ky, o, X W,
n+1°

Para cada n < w e para cada ¢ € {0,1}" ocorre |(K, x W,) N Graph(F)| > w;.
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Para isso, como |Graph(F')| > wy, tomemos ty e t; diferentes em B tais que
(to, F(to)) e (t1, F(t1)) sejam pontos de condensagao de Graph(F') (para encontrar tais
pontos escrevemos Graph(F') como uniao de dois conjuntos disjuntos nao enumeraveis
e aplicamos o Teorema 0.4).

Sejam Ky e K; vizinhancas abertas em Y de ty e t; respectivamente e Wy e W;

vizinhangas abertas em R\Q de F'(ty) e F(t;) respectivamente, tais que:
® Cly(Ko) N Cly(Kl) == QZ5
o diam(Ky) < 1, diam(K;) < 1, diam(Kq x Wy) < 1 e diam(K; x Wy) < 1.

Suponhamos definidos agora {K, CY : p € {0,1}"} e {W, CR\Q: ¢ € {0,1}"}
satisfazendo as condigoes acima, para um certo n fixo com 0 < n < w.

Seja ¢ = (@o, -, pn—1) € {0, 1}
Como |K, x W, N Graph(F)| > wq, existem t,o e t,1 em B diferentes tais que
(to0, F(tyo0)) € (ton, F(t,1)) sdo pontos de condensacao de (K, x W,,) N Graph(F).
Tomemos Ky o, 1.0€ Ky, o, .1 Vizinhangas abertas em Y de ¢, e t, 1 respectiva-
mente, € Wy o 0 € Wy o 1 vizinhancas abertas em R\Q de F(t,o) e F(t,1)

respectivamente, tais que:
i Cly(KSOOv'"vSOn—lvT) g K@Ovn,‘ﬂn—l pa’ra‘ r= 07 1

o clpaWeo,..on1) © Weo,ony Parar =0, 1.

ClY<K<po ~~~~~ sonfh()) N ClY(Kwo ,,,,, %4,1) = 9.
b CZR\Q(Wsﬂo,.-.,@nfl,O) N CZR\Q<WQO0,~~,<P7171,1) = ¢

. 1 .
o diam(Key,..p1r) < 77 € diam(Ky,, g, 0 X Wop,. 1) < 7

Portanto temos construido por recursao finita os conjuntos {K, C Y : ¢ €

{0,1}",n <w} e {W, CR\Q: ¢ € {0,1}",n < w} com as condigdes que queriamos.
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Se consideramos as seguintes fungoes

wl : {O, 1}w — Y -
12 — () onde {¢1(p)} = ﬂ Ko....con
n=0

Py {0,1}Y — Y x (R\Q)
¥ — Pa(p) onde {12(p)} = ﬂ Kop,.oxon X We,..onom

entao temos os seguintes fatos:

o H=1[{0,1}¥] e K =4 [{0,1}*] sao espagos de Cantor, (ver a demonstragao
do Teorema 1.13).

o [[,[H] =K, onde [, : Y x (R\Q) — Y ¢ a projecao.

e H C @G, pois senao, existiria x € H\G e uma vizinhanga aberta em Y x (R\Q)
U de z, tal que U C (Y x (R\Q))\G. Tomemos n suficientemente grande tal que
exista ¢ € {0,1}" tal que z € K, x W,, C U. Entao (K, x W,) NG = ¢, o que
é absurdo pois (K, x W,) NG| > w;. Portanto H C G.

Afirmamos que KNA=¢e K Ccly(A).
K NA = ¢ : Suponhamos que K N A # ¢, entdo existe x € K N A. Seja p € R\Q
tal que (z,p) € H, logo (z,p) € HN (A x (R\Q)), o que é absurdo, pois H C G e
GN(Ax (R\Q)) = ¢. Concluimos que K N A = ¢.

K Ccly(A) : Seja k € K e tomemos p € R\Q tal que (k,p) € H. Consideremos Z
uma vizinhanga aberta em Y de k e mostremos que Z N A # ¢.

De fato, se W é uma vizinhanga aberta em R\Q de p, entao (k,p) € Z x W. Tomemos
n suficientemente grande tal que exista ¢ € {0,1}" tal que (k,p) € K, xW, C ZxW.
Como |[(K, x W,) N Graph(F)| > w; e Graph(F) C (X\A) x (R\Q) ocorre que
|ZNX]| > w.
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Suponhamos que Z N A = ¢. Dado que |Z N X| > wq, pelo Teorema 0.4, existe t/,
ponto de condensacdo de ZNX. Tomemos Z* aberto em Y, tal que t' € Z* C Z* C Z.
Entdo AN (Z*NX) = ¢ e assim A C X\(Z* N X) (que é aberto em X), portanto
Z* N X é enumeravel e assim Z* N X também seria enumerdvel, que é absurdo pois
|Z* N X| > w.

Mostramos que para cada k € K e para toda vizinhanga aberta Z; em Y desse

ponto temos Z, N A # ¢. Portanto K C cly (A).

Com isso terminamos a demonstragao do teorema. O]

O teorema a seguir, fornece condigao para o produto L(S, A) x (R\Q) ser normal.

Vejamos:

Teorema 2.14. Suponhamos que Y é um espaco completamente metrizavel e separdvel

que € concentrado sobre um subconjunto A. Entao L(Y, A) x (R\Q) € normal.

Dem: Se K é um espago de Cantor contido em Y, entao K N A # ¢. De fato,
se KN A = ¢, teriamos que Y\ K seria um aberto em Y contendo o subconjunto A.
Portanto K seria um conjunto de Cantor enumeravel, que é uma contradi¢ao. Portanto,
KN A # ¢. Assim pela contrapositiva do Lema 2.13, temos que L(Y, A) x (R\Q) é

normal. O



Capitulo 3

Produtos com um fator Lindelof e

um fator métrico separavel

Neste capitulo, um dos nossos objetivos principais ¢ mostrar um teorema provado
por M. E. Rudin e M. Starbird ([16]), que apresentaremos no Teorema 3.4 (pdgina 85).
Ele foi suposto conhecido e usado em algumas demonstragoes no capitulo anterior, por
isso vamos demonstra-lo agora.

E bom ressaltar que este mesmo teorema também é mostrado por A. Beslagic em
[3], mas neste trabalho partindo das ideias dos matematicos antes mencionados e junto
com os resultados apresentados no apéndice A, damos uma demonstragao que junta

todas estas ideias.

Anteriormente no Capitulo 2, vimos exemplos de espagos normais tais que o produto
com o subespago topoldgico R\@Q nao era normal. Uma pergunta natural que podemos
fazer é: quais sao as condigOes necessarias para que esse produto seja normal. Va-
mos estudar um problema mais abrangente que responde essa pergunta parcialmente.
Pensemos sob quais condicoes, para um espago topologico X, as assergoes “X ¢é nor-
mal” e X XY é “normal para todo espaco métrico separavel Y sao equivalentes. Kiiti
Morita (1964) deu uma resposta a esse problema (ver [14]) enunciando um teorema,
que vamos demonstrar usando alguns resultados presentes nesse artigo e que neste tra-

balho vamos apenas enuncia-los.

78
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3.1 Teorema de Rudin e Starbird

Nesta se¢ao os espagos métricos (ou metrizaveis) vao ser consid-
erados nao discretos, a menos que indiquemos o contrdrio, e todos os
espacos topologicos serao supostos de Hausdorff.

O resultado seguinte se deve a Mary E. Rudin e Michael Starbird (ver [16]).

Teorema 3.1. Sejam X um espago normal e (M,d) um espa¢o métrico. O produto

topologico X X M é normal se e somente se X x M é enumeravelmente paracompacto.

Dem: Seja II; : X x M — X a fungao projecao.

=] Suponhamos que X x M seja um espaco normal.

Seja B = [J{B, : n < w} uma base de M tal que:

e Cada B, é uma familia localmente finita de abertos de M com diametro menor

que 1/2".
e Cada elemento discreto de B contém exatamente um ponto.

Por recursao sobre os elementos nao discretos de B, podemos tomar pontos pg # qp
em B, para cada elemento nao discreto B € B, tais que nenhum ponto de M seja

tomado duas vezes (ver Lema B.3, na pagina 101).

Para mostrar que X x M é enumeravelmente paracompacto, tomemos {U,, : m < w}
uma cobertura aberta qualquer de X x M e vamos construir uma cobertura aberta

{Vinn : myn < w} tal que V,,,,, C U, para cada m,n < w. Assim pelo Lema B.1 (na
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pégina 100), pode-se concluir que X x M é enumeravelmente paracompacto.

Para cada B € B e m < w, seja Up,, o maior subconjunto aberto de X tal que
Upm X B C Up,. Definamos Fp = X\|J{Upm : m < w}. Notemos que cada Fp é
fechado em X e que no caso de B ser discreto, ocorre que Fg = ¢.

Tomemos Hg = Fg x {pp} e Kg = Fp x {qp} se B nao é discreto, caso contrario,
definimos Hg = Fp = ¢. Para cada n < w, seja H, = |J{Hp : B € B,} e K,, =
U{Ks: B € B,}.

Vamos verificar que para cada n < w, os conjuntos {Hp : B € B,} e {Kp: B € B,}
sao localmente finitos, e entao teremos que H,, e K, sao conjuntos fechados. De fato,
seja (z,y) € X x M. Dado que B, é localmente finita, para y existe W, vizinhanca
aberta de y em M, tal que W, sé intersecta BS), Bg), e Bq(f) em B, para algum n < w

Logo X x W, é uma vizinhanca aberta de (z,y) tal que ela intersecta apenas um
nimero finito de Hg’s. Com efeito, se B ¢ {B,gl), BY, .., B,(f)}, entdo HpN(X xW,) =
¢, sendo existiria (z1,22) € Hp N (X x W,). Segue que z = pp, e como pp € B,
ocorreria que W, N B # ¢, que é uma contradigdo, e portanto, Hg N (X x W) = ¢.
Assim (X x W,) é uma vizinhanga aberta de (z, y) que intersecta um nimero finito de
elementos Hp’s. Logo {Hp : B € B,,} é localmente finita.

Analogamente, {Kp : B € B,,} é localmente finita.

finamos H = |J{H, :n <w} e K =|J{K, : n <w}. Notemos que:

1. HN K = ¢. Senao, existiria (z,y) € HN K o que implica que (x,y) € Fp x {pp}
e (xz,y) € Fp» x {qp+}, para alguns B € By e B* € B;. Entao pg = ¢+ 0 qual

nao acontece. Portanto H N K = ¢.

2. H e K sao conjuntos fechados em X x M. De fato, fixemos um ponto (z,y) €

X X M e encontremos um k < w tal que (z,y) ¢ U{H, : n > k}, isto mostra que
H é fechado. Analogamente K também sera fechado.

Sabemos que existe m < w tal que (z,y) € Up,. Logo existem também B C M



3.1 Teorema de Rudin e Starbird 81

e A C X abertos tais que (z,9) € Ax BC Ax B C U,. Seja0 < r < w tal
que Sijor(y) € B, e tomemos k = 2r e C' = Sy 9(y). Vejamos que para cada
B* € | {B,, :n >k} se B*NC # ¢, entdao B* C B. De fato, tomemos B* nessas
condigoes (B* € B,,) e consideremos w € B*NC. Se z € B* entdo d(z,w) < 1/2",

logo

d(z,y) < d(z,w) + d(w,y) < 2% + 2—1,€ <2 (2mm1{n’k}) = 2:1.
Como k—1=2r—1>r, segue-se que d(z,y) < 1/2", ou seja, z € Sy/2r(y) C B.
Portanto B* C B.
Se mostrarmos que (A x C)NJ{H, : n > k} = ¢, dado que (z,y) € A x C,

podemos concluir que (z,y) ¢ |J{H, : n > k}. Neste sentido, se (z1, 22) € (J{H :

n > k}, entao existe t < w tal que (z1, 29) € H;. Logo tomamos B* € B, tal que
(21,22) € Hg« = Fp« X {pp+}, assim 21 € Fp« € 2o = pp~.

Se (z1,29) € A x C, dado que z3 = pg« € C'N B*, temos que B* C B. Logo,
(21,22) € Ax B* C Ax B CU,,. Segue que z; € Up-,, e entdo z; ¢ F};, que é
um absurdo. Portanto (A x C)NUY{H, : n >k} = ¢.

Ja que X x M é normal, consideremos [ e J abertos em X x M tais que H C I,
KCJelnJ=g¢. Paracada B € B, seja Ug = I, [I N (X x B)]NIL[J N (X x B)].
Assim Up é aberto em X e Fg C Up. Portanto para cada B € B, a familia {Up ,, : m <
w} U{Ugp} é uma cobertura aberta de X. Dado que M é nao discreto, temos que X
é enumeravelmente paracompacto (ver o Lema B.4 no apéndice), e portanto podemos
tomar uma cobertura aberta {Vz,, : m < w} U {Vp} de X tal que Vgz,, C Up,, €
Vi C Up.

Para cada m,n < w, definamos V,,,, = U{Vsm x B : B € B,}. Como B, é
localmente finita, temos que V,,,,, = J{Vp.m x B : B € B,} C U,,. Falta mostrar que
{Vinn : myn < w} é um recobrimento de X x M. Seja (z,y) € X x M um ponto
qualquer. Como I NJ = ¢, entdo (x,y) € I ou (v,y) ¢ J. Sem perda de generalidade,
suponhamos que (z,y) ¢ I. Fixemos A x B uma vizinhanca aberta de (x,%), com

BeBe(AxB)NI=¢. Masentdao IL[IN(X x B)]NA = ¢ logo x ¢ Up e portanto
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existe m < w tal que x € Vp,,,. Segue-se que (x,y) € Vg, X B, o que implica que
{Viun : myn < w} é uma cobertura de X x M.

Concluimos que X x M é enumeravelmente paracompacto.

<] Suponhamos que X x M seja um espaco enumeravelmente paracompacto. Seja

G = {G; : i <w} uma familia de coberturas abertas localmente finitas de M tais que:
- 1

(a) diam(G) < 5 para todo G € G,.

(b) Gny1 é refinamento de G,, para cada n < w.

Para a existéncia de tal familia veja o Lema B.2 (no apéndice pagina 101).

Sejam H e K dois fechados disjuntos em X x M. Para cada G € |JG definamos

R =11, [HN (X x G)| N1} [K N (X x G)]
e para cada n < w seja
R, =| J{Re xG:GeG,}.

O conjunto {R,, : n < w} tem as seguintes propriedades:
e 1, é fechado em X x M, para cada n < w, pois G, ¢é localmente finita.

e R,.1 C R,. De fato, (x,9) € Rny1, existe G € G, tal que (z,y) € Rg x G.
Como G,11 € refinamento de G, existe G* € G, tal que G C G*, assim, (z,y) €
Rg x G C Rg x G*. Logo (r,y) € R,. Portanto R, C R,.

e ({R,:n < w} = ¢. Sendo, existiria (z,y) € (J{Rn : n < w}. Logo para cada
n < w existiria G, € G, tal que v € Rg, ey € G,,. Vamos mostrar que isto

implicaria que (z,y) € H N K, o que é um absurdo.

De fato, consideremos W x V' vizinhanca aberta basica qualquer de (z,y). Logo

para cada n < w, temos que

WNIL [HN(X xG,)] #¢e WNIL [KN(X XG,)] #¢.
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Sejam w,, z, € X tais que
w, €EWNIL [HN(X xG,)] ez, € WNIL [KN (X xGy)l.

Logo existem w,,, 4, € M tais que (w,,z,) € HN(X x Gy,) e (2,,y,) € KN (X x
G).

Como diam(G,) < 1/2", d(z,,y) < 1/2" e d(yn,y) < 1/2". Portanto as
sequéncias (,)nen € (Yn)nen convergem a y.

Dado que V' é uma vizinhanca de y, existem Ni, Ny € N tais que se n > Ny,
entdo z, € V e se n > Ny logo y, € V. Tomemos Ny = max{Ny, Ny}, assim se
n > Ny, entao z,,y, € V.

Segue que (wny, Zn,) € (W x V)N H e (z2ny,yn,) € (W x V)N K. Concluimos
entdo que (z,y) € HNK = HNK.

Portanto, ([{R, : n < w} = ¢.

Nestas condigbes, pelo Teorema 0.11, existe S = {S,, : n < w} cobertura aberta
de X x M tal que para cada n < w, S, N R, = ¢. Se tomamos para cada n < w,
Up = U{Sk : k < n} entdo temos uma cobertura aberta de X x M tal que U,NR, = ¢

e U, C U, para cada n < w.

Fixe n < w. Definamos para cada G € G,
XGz{a:EX:({x}xG)gm}.

Entao os conjuntos X e Rg, para cada G € G, sao dois fechados disjuntos no

espaco normal X. Portanto existe Vi C X aberto tal que:

° Xgﬂnl [HQ(XXE)} QVG

o VoNIL [KN(X xG)] =0¢.

Tomemos
Vo= J{VexG:Geg,}

Deste modo concluimos que:
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1. V,NK = ¢ para cada n < w.
Sendo, tomemos (21, 2;) € V,, N K. Entdo (z1,2) € K e para cada vizinhanga
Wy x Wy de (21,22) em X x M, (Wy x W) NV, # ¢, ou seja existe G € G,, tal
que (W7 x Wa) N (Vg x G) # ¢.
Portanto, W1 NVg # ¢ e WoNG # ¢. Como Wy e W sao vizinhangas quaisquer
de z; e 2o respectivamente, ocorre que z; € VG € 29 € G. Assim 21 € W; N

IT, [K N (X x é)], o que é absurdo pela escolha dos Vg’s. Portanto, V, N K = ¢.

2. HC NV, in <w}.
Se (x,y) € H, entao existe t < w tal que (z,y) € U;. Podemos tomar um k < w,
suficientemente grande (k > t) tal que (z,y) € {2} x G C U, para algum
Gi € Gi. Logo {z} x G C Uy (pois Uy C Uy), isto é, existe Gy € Gy, tal que
r € Xg,-
Por outro lado, dado que (z,y) € H e (z,y) € X x G}, acontece que & €
IL, [H N (X x Gy)], segue que = € X¢, NI [HN (X x Gi)] C Vg,. Portanto,

dado que y € Gy, (z,y) € V4.
Concluimos que H C | J{V,, : n < w}.

De modo analogo, podemos cobrir K com um ntmero enumeravel de abertos, de
tal modo que os seus fechos nao intersectem H. Deste modo podemos concluir que
H e K podem ser separados por abertos disjuntos em X x M. Portanto, X x M ¢é

normal. O

Corolario 3.2. Sejam M um espago metrizavel e K um espago compacto. Se X x M

e X x K sao normais, entao X x M x K € também normal.

Dem: Pelo Teorema 3.1, temos que X x M é enumeravelmente paracompacto, entao
como K é compacto, o produto X x M x K = (X x K) x M é enumeravelmente
paracompacto. Assim usando de novo o Teorema 3.1 concluimos que (X x M) x K é

normal. O
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Corolario 3.3. Sejam M um espaco metrizavel e X um espago paracompacto. Se

X X M € normal entao X X M € paracompacto.

Dem: Tomemos K = (X x M). Pelo Corolério 3.2, temos que o produto X x M x K

é normal. Portanto pelo Corolario A.5 (no apéndice), X x M é paracompacto. O

Com os lemas, os corolarios e os teoremas anteriores ja temos as condi¢oes necessarias
para apresentar o Teorema de Rundin e Starbird, e com ele chegamos a os nossos ob-
jetivos nesta secao. Lembremos que neste capitulo estamos supondo que os espacos
métricos mencionados nao sao discretos, mas o teorema a seguir ainda vale se algum

dos fatores for discreto, como é dito por Beslagic em [3, pdg. 24]. Vejamos:

Teorema 3.4 (M. E. Rudin e M. Starbird). Sejam X um espago reqular de Lindelof

e Y um espaco metrizavel e separdvel, entao sao equivalentes as sequintes condigoes:
1. X XY € normal.

1. X XY € de Lindeldf.

Dem: i. = ii.] Seja D um subconjunto denso enumeravel de Y. Entao X x D é um
subespaco denso de Lindelof de X x Y. Assim, se X x Y for paracompacto e Ts, entao
pelo Teorema 0.10, X x Y serd de Lindelof. Claramente, X x Y é T5. De fato, pelo
Corolario 3.3, dado que X é paracompacto (pois é regular e de Lindeldf), temos que

X x Y é paracompacto. Portanto, X x Y é de Lindelof.

ii. = i.] Suponhamos que X X Y é um espago de Lindel6f, entdo como ele é também

regular (pois X e Y sdo regulares) temos que X X Y é um espago normal. O]
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3.2 Normalidade no produto de espacos normais

com um espaco métrico separavel

Esta secao tem como objetivo responder a seguinte pergunta: Quais condigoes
poderfamos exigir de um espago normal X, para que o produto X x (R\Q) seja normal?
Como ja falamos aqui, vamos tratar um problema um pouco mais abrangente. K.
Morita em [14], usando a nogao de P(2)-espacos, conseguiu mostrar que se X é um
espaco topoldgico, entao o produto de X com qualquer espago métrico separavel é
normal se e s6 se X é um P(2)-espago normal. Assim, claramente para todo P(2)-

espago normal o produto com o R\Q é normal.

Defini¢ao 3.1 (P(2)-espaco). Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X € um
P(2)-espago se para cada familia {Gy, ., vy € {0,1}, i <w} de subconjuntos aber-
tos de X, tais que: Gy, .y S Gy yiwis POTa cada @ < w, existe uma familia
{Fy. v v € {0,1}, i <w} de subconjuntos fechados de X satisfazendo as sequintes

condicoes

o Iy ui © Gy .y para cada Yo, Y1, .., Y € {0,1} e para cada i < w.
o X = H{Fy. v 11 < w} para cada sequéncia y = (yo,y1,...) € {0,1}* tal que

X =Gy 11 <wi

Exemplos de P(2)-espagos sao espagos discretos, espa¢os normais enumeraveis e

epacos métricos.

Os seguintes resultados estdao demonstrados no artigo de Morita [14].

Lema 3.5. Sejam X um P(2)-espago normal e S um subespago topoldgico nao vazio

de {0,1}¥. Entdo o espaco topoldgico produto X x S € normal.

Lema 3.6. Seja X um espaco topoldgico tal que para todo subespaco S de {0,1}* o

espago topoldgico produto X x S € normal. Entao X € um P(2)-espago normal.
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Teorema 3.7. Para que um espago topologico X seja metrizavel e separdvel é necessario
e suficiente que exista um subespago S do espago {0,1}* e uma fun¢do continua,
fechada e sobrejetora g : S — X tal que g '[{x}] seja compacto para cada ponto
reX.

Teorema 3.8. Seja X um espaco topologico. Para que X XY seja normal para todo
espago métrico separdvel Y € necessdrio e suficiente que X seja um P(2)-espago nor-

mal.

Dem: A condig¢ao necessaria é consequéncia direta do Lema 3.6. Logo basta mostrar
a condigao suficiente.

Suponha que X é um P(2)-espac¢o normal e Y é um espago métrico separavel. Logo
pelo Teorema 3.7, existem S subespago de {0, 1}* e uma aplica¢ao continua, fechada e

sobrejetora g : S — Y, tal que ¢ '[{y}] é compacto para cada ponto y € Y. Assim,
fi X x8 — XxY

(z,8) +— flz,8) = (x,9(s))

¢ uma aplicagao continua, fechada e sobrejetora. Como pelo Lema 3.5, X x S é normal,

temos que X X Y é também normal (pelo Teorema 0.5).
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Apeéendice A

Produto com um fator compacto

Nesta secao, estudaremos uma caracterizagao dada por Przymusinski em [15],
baseada na nogao de *B-cobertura, para saber quando o produto de espacos normais
com um fator compacto é normal. Para demonstrar o Teorema de Rudin e Starbird
(Teorema 3.4), precisamos de alguns resultados que sao consequéncia de tal caracteri-

7agao.

Nesta secao vamos supor que todos o0s espacos mencionados S$ao
espacos de Hausdorff.

Lema A.1. Seja X um espago topoldgico Ty. Se G = {Gy : 0 < B} € uma cobertura
aberta localmente finita de X (onde B € um ordinal), entio existe F = {Fy : 0 < 5}
recobrimento fechado de X tal que Fy C Gy para cada 6 < (.

Dem: O conjunto X\ |J{Gy : 0 < 6 < } é um fechado em X contido em Gy. Logo
dado que X é Ty, existe Zy C X aberto tal que

X\ J{Go:0<0<B}C 2 CZ G

Notemos que {Zp} U{Gy : 0 < 6 < [} ¢é recobrimento aberto de X. Assim,
X\(Zo U U, g.3Go) é um fechado em X contido em Gy. Portanto, existe Z; C X

89
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aberto, tal que

X\ (Zou U Ge) C 721 C 7 C Gy

1<0<p

Por inducdo (finita ou transfinita dependendo se f < w ou f > w) construimos o

conjunto {Zy : < B} como segue:

Suponhamos definidos para um ordinal a, com « < 3, o conjunto {Zy : < o} tal
que X\(U,<p ZyUUpep<s Gn) € Zp C Zy C Gopparacadad < ae{Zy:0 < a}U{Gy:
a < 6 < B} é cobertura aberta de X.

Assim, temos que X\(Uy, 206 UU Gyp) é um fechado em X contido em G,,.

a<f<p

Logo, dado que X ¢é T}, existe Z, C X aberto, tal que

X\(UzeU U G9> C 7. C Zo C Ga

< a<f<p

e notemos que vale que {Zp : 0 < a} U{Gy: a < 0 < [} é recobrimento aberto de X.

Se definimos Fy = Zy para cada 6 < (3, temos o conjunto F = {Fy : § < B} como
queriamos no lema. Claramente Fy C Gy para cada 6 < . Falta mostrar que F ¢

cobertura de X. Para isto vamos considerar dois casos: se § < w e se [ > w.

Caso 1: Se § < w.
Se f = 0 nao temos nada que mostrar. Assim podemos considerar 0 < f < w. Entao
{Zy, Zy, ..., Z5_1,Gg} é cobertura aberta de X e X\(ZyUZ,U---UZz 1) C Zs C Zs C
Gg.

Sejar € X. Sex € ZyU Z, U---UZg_;, entao existe n < 3 tal que z € F),. Caso
contrario, x € X\(ZyU Z,U---U Zs_1) C Zg = Fp.

Portanto, {Fy, F1, ..., Fz} é cobertura fechada de X.

Caso 2: Se > w.
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Tomemos x € X qualquer. Dado que G é localmente finita, sabemos que = pertence
a um numero finito de elementos de G. Seja @ <  um ordinal tal que = ¢ Gy se
a<f<pfexedd,.

Se x € Zy para algum ¢, com 6 < «, entdo x € Fy. Sendo, z € X\(Uy., %o U
Ua<0<ﬂ G9> C Za C© Z_a

Portanto, = € F,, e {Fp : 0 < } é uma cobertura fechada de X.

Observacao: No que segue, se K é um espaco compacto, vamos considerar sempre *B
como sendo uma base de abertos do espaco K fechada por unioes e interseccoes finitas,

isto é, se Ay, ..., A, sdo elementos de B, entdo | J._, A; € B e[, 4 € B.
Definigao A.1. Sejam B uma base de abertos de um espago compacto K e (X, 7) um
espaco topologico. Seja também H C B X B o conjunto dado por:
H={(B,D):B,DeB e BND = ¢}
e consideremos G : H — 7 uma funcdo. Dizemos que
& ={G(B,D):(B,D)e H}
é uma *B-cobertura de X se & € cobertura e
G(B,D)NG(B*,D*) =G(BNB*,DND"),
para quaisquer (B, D), (B*, D*) € H.
Observagao: Se B* C B e D* C D, entao G(B*,D*) C G(B, D).
Lema A.2. Sejam B uma base de um espago compacto K e (X, T) um espago topoldgico.

Se G = {G(B,D) : B,D € B e BND = ¢} é uma B-cobertura de X que tem
um refinamento aberto localmente finito, entao existe ¥V = {V(B,D) : B,D € B e
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BN D = ¢} refinamento aberto localmente finito de X tal que V(B, D) C G(B, D)
para cada B, D € B com BN D = ¢.

Dem: Sejam {7; : i € I} um refinamento aberto localmente finito de G e H =
{(B,D) € BxB : BND = ¢}. Para cada i € I, fixemos f(i) € H tal que
T; C G(f(i)). Temos definida uma funcao f: I — H.

Tomemos V = {V(B, D) : (B,D) € H} definida da seguinte maneira:

T : f(k) = (B,D)} se(B,D)eimf

o se (B,D) ¢ imf
Vemos que V é uma cobertura aberta de X, pois | JV = |J{T; :i € [} = X. Além
disso, V(B,D) C G(B,D) para cada (B,D) € H. Portanto para mostrar o lema

V(B,D) =

basta ver que V é localmente finita. Para isso, seja © € X. Dado que {T; : i € I} é
localmente finita, existe W, C X, vizinhanca aberta de z em X, tal que o conjunto
I, ={iel:T,NW, # ¢} é finito.

Logo {(B,D) € H:V(B,D)NW, # ¢} C{f(i):i € I} é finito. Concluimos que

V é localmente finita e portanto temos ' como no lema. O

Dada a definicao e os lemas anteriores, podemos enunciar o seguinte teorema que
¢ uma caracterizagao para a normalidade do produto de espagos topoldgicos com um

fator compacto.

Teorema A.3 (Przymusinski). Seja B uma base de um espago compacto K. O espago
topologico X x K € normal se e s6 se X € normal e qualquer B-cobertura de X tem

um refinamento aberto localmente finito.

Dem: <| Suponhamos que X é um espago topolégico normal e que qualquer B-
cobertura de X tenha um refinamento aberto localmente finito. Sejam F' e L dois
subconjuntos fechados de X x K tais que F'N L = ¢.

Para cada B, D em B com BN D = ¢, definamos

G(B,D)={ze€X:F,CBelL,CD}
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onde

F,={ye K:(z,y) € F}

L,={ye K :(z,y) € L}.

Afirmagao: & = {G(B,D):B,De€®B e BND = ¢} éuma B-cobertura de X.

Para isto, observemos que dados B, B*, D, D* € B tais que BN D e B* N D*

temos:

GBNB,DND*) = {ze€X:F,CBNB'elL, CDND"}
= {reX:F,CBel, CD}N{reX F,CBelL, CD"}
= G(B,D)NG(B*,D").

Agora mostremos que & cobre X. Seja x € X e lembremos que

F,={ye K:(xz,y) € F}

L,={ye K : (z,y) € L}.

Dado que F' e L sao dois fechados disjuntos, entao F, e L, sao dois fechados disjuntos
em K e como este é compacto temos que F, e L, sao também compactos.

Para cada y € F, consideremos B, aberto basico que contém y tal que Fyﬂ L, = ¢.
Entao {B, : y € F,} é um recobrimento aberto de F, logo existem yo,y1, ..., Yn € Fy
tais que {By,, By,, ..., By, } é um recobrimento finito de F,. Portanto, podemos tomar
B €8 dado por

B=B,UB, U---UB,,,

aberto basico que contém F), e tal que BN L, = ¢. Agora, para cada y € L, considere-
mos um aberto basico D, que contenha y tal que ﬁyﬂg = ¢. Logo como L, é compacto,
existe {D,,, D,,, ..., D, } sub-recobrimento finito da cobertura {D, : z € L,} de L,.
Tomando

D=D,UD, U---UD,
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obtemos D € B que contém L, tal que B N D = ¢. Portanto z € G(B, D) como
queriamos mostrar e assim & é uma *B-cobertura de X. Pela suposi¢do no comeco
da demonstracao, temos que & tem um refinamento aberto localmente finito. Logo
pelo Lema A.2, existe U ={V(B,D):B,Dc®BeBND=¢} refinamento aberto
localmente finito de & tal que V(B,D) C G(B, D). Além disso, dado que X é um

espaco normal, o Lema A.1 permite encontrar um refinamento fechado
3= {Z(B,D):B,De®BeBND=¢}

de U tal que Z(B, D) C V(B, D). Pela normalidade de X, existem fungoes continuas
fe.p: X — [0,1] tais que:
f8p[Z(B,D)] C {1}

fe.0[X\V(B, D)] € {0}.
Agora, pela normalidade de K, temos que existem também func¢oes continuas g p :
K — [0, 1] tais que:
95,0[B] € {0} e g5,p[D] C {1}.
Definamos h : X x K — R como segue:

=N {fs.0(2) 980(y): B,DEB e BND =¢. }

Como a familia U é localmente finita, h esta bem definida e é continua.

Seja (z,y) € X x K, entdao = pertence a um numero finito de elementos de U.
Digamos elementos {V(B;, D;) : 0 < i < n}. Notemos que se (B, D) ¢ {(B;,D;) : 0 <
i <n}, entdo x ¢ V(B,D) e assim fg p(zx) = 0. Portanto,

ZfBD gBD()

Se (z,y) € F, temos que y € F,, e como x € G(B;, D;) para cada i tal que 0 < i < n,

entdo F, C B;. Assim gp, p,(y) = 0 se 0 <4 < n. Portanto, h(z,y) = 0, o que mostra
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que h[F] C {0}.

Se (z,y) € L, temos que y € L, e como x € G(B;, D;) para cada i tal que 0 < i < n,
entdo L, C D;. Assim gg, p,(y) = 1 se 0 < < n. Portanto, h(z,y) = > i, f5,p:(2).
Agora se © ¢ Z(B;, D;) para cada 0 < i < n, entdao como 3 é cobertura de X, existiria
(B,D) ¢ {(B;,D;) : 0 <i<n}tal que x € Z(B,D) C V(B, D), que ¢ absurdo pelo
modo como o conjunto {(B;, D;) : 0 < i < n} foi escolhido. Portanto, fg, p,(z) =1
(pois x € Z(B;, D;)) para algum i com 0 < i < n, ou seja h(x,y) > 1, que mostra
hIL] C [1, 0.

Deste modo, h™![] — 0o, 1/2[] e h™1[]1/2, o0[] sao dois abertos disjuntos em X x K
tais que F C h™1[] — oo, 1/2[] e L C h™1[]1/2, 00]].

Portanto, X x K é normal.

=] X é normal. Pois se A é B sao dois fechados disjuntos em X, entdao Ax K e Bx K

sao dois fechados disjuntos em X x K. Logo como X x K é normal, existem abertos
VieVpem X taisque AX K CVyx K, BxK CVgxKeVsNVg=¢, oque

mostra que A e B podem ser separados por abertos disjuntos em X.
Suponhamos agora que
®={G(B,D):B,DeBeBND=¢}
é uma B-cobertura de X. Definamos:
F=(XxK\|J{G(B,D) x (K\B): B,D €% eBnND = ¢}

L=(XxEK\|J{G(B,D)x (K\D): B,De€ B eBND =g} .

E claro que F e L sao fechados em X x K. Vejamos que sao disjuntos:

Afirmagao: KN L = ¢.
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Seja (r,y) € X x K, entdo existem B e D € B, com BN D = ¢, tais que x € G(B, D)
e ademais y ¢ Bouy ¢ D. Logo (v,y) ¢ F ou (z,y) ¢ L e portanto K N L = ¢.

Como X é normal, pelo Lema de Urysohn, existe uma funcao continua f : X x
K — [0,1] tal que f[F] C {0} e f[L] C {1}.

Definamos uma pseudo-métrica p em X como segue:

p(x, ") = supyex| f(x,y) — f(@', y)].

Observemos que p estd bem definida pois K é compacto e continua, pois é com-

posicao de fungoes continuas.

Afirmagao: & tem um refinamento localmente finito.

Para cada x¢ € X e cada ¢ > 0 consideramos
S(wo,e) = {x € X : plag,x) < e} =1 [p7'[] — £, ¢[] N ({zo} x X)]

onde Il; : X x X — X ¢é a projecao na segunda coordenada. Dado que p é continua
p ] — €,¢[] é aberto em X x X, portanto p~'[] —&,e[] N ({zo} x X) é um aberto
em {zo} x X, e como Il : {zo} x X — X é um homeomorfismo, obtemos que a
topologia induzida por p em X esta contida na topologia de X. Portanto para mostrar
a afirmacao é suficiente mostrar que a familia {S(z,1/3) : + € X} é um refinamento
aberto de &, pois pelo Teorema de Stone (ver [6, teorema 4.4.1] e 0 comentario pos-

terior) essa cobertura tem um refinamento aberto localmente finito.

Fixemos xy € X; podemos encontrar B, D € ‘B tais que
{ye K: f(zo,y) <1/3}CB e {yeK:flro,y)>2/3CD e BND=¢

Vejamos que S(z9,1/3) C G(B, D).

Se x € S(x9,1/3), entdao F, C B e L, C D, senao poderia existir; por exemplo,
um ponto y € F,\B e f(x,y) =0, f(zo,y) > 1/3 e p(zo.x) < 1/3, 0 que é absurdo.
(analogamente para L,\D).
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Para mostrar que x € G(B, D), observemos que, pela definicao de F' e L e o fato

acima, temos que:

N

{z} x (K\B)
{z} x (K\D) C | J{G(B**,D™) x (K\D*): B*,D* € B e B* N D* = ¢}.

| {G(B*, D*) x (K\B*) : B*,D* € B e B*N D* = ¢}

Entao, pela compacidade desses conjuntos, existem familias finitas

{(Bg, D5), (BY, DY), ... (By, D)} e {(Bg", Dg*), (BI™, DT*), .., (B}, D7)} tais que:

K\B C O K\B;, K\D C O K\D7*

i=0 §=0

’l

xeﬁG(B;, ) xe ﬂG (B*, Dr).

Entao . .
(B; cB (D" <D
i=0 =0
€
ve ﬁG(Bj,D;‘) N (m] G(B*, D) = G (ﬁ BN (m] B, (n] DN ﬁ D;*)
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
C G(B,D).

O que mostra que S(zg,1/3) € G(B, D). Portanto {S(x,1/3) : x € X} é um refina-

mento aberto de &, o que termina a demonstracao. O]

Corolario A.4 (Morita). Sejam K um espago compacto e X um espago normal e

w(K)-paracompacto, entao X x K é normal.

Dem: Para poder aplicar o teorema anterior temos que mostrar que qualquer 8-
cobertura de X admite um refinamento aberto localmente finito. Para isto, basta tomar
uma base de K de cardinalidade w(K) e como por hipétese X ¢é w(K)-paracompacto,
qualquer B-cobertura de X tem um refinamento aberto localmente finito. Assim con-

cluimos a tese do corolério. O
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Corolario A.5 (Teorema de Tamano). As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
a) X € paracompacto e Ts.

b) X x pX € normal.

Dem: a) = b)] E claro pelo coroldrio anterior.

b) = a)] Suponhamos que X x X é normal. Como X é normal, ele é T;. Para
a paracompacidade, seja W = {W, : j € J} uma cobertura aberta de X e seja
U ={U; : j € J} uma familia de abertos de X tais que W; = X N U; para cada
j € J. Consideremos B como sendo a familia de todos os subconjuntos abertos de X

e definamos para B, D € ‘B

BNX sepX\DClJU
G(B,D) = pxAD U .
) caso contrario

Afirmagao: & ={G(B,D):B,D<€BeBND=¢} éuma B-cobertura de X.

De fato, como

G(BNB*,DND*) = (BNnB7)NX SQBX\(DQD*)QUL{’

) caso contrario

temos que G(B N B*, DN D*) = G(B,D) N G(B*, D*). Falta mostrar que & ¢ uma
cobertura de X. Para isto, seja x € X. Dado que U é uma cobertura aberta de
X, existe U € U tal que x € U. Portanto consideramos B, aberto de X, tal que
x € BC B CUeD um aberto em 3X tal que SX\U C D e BND = ¢. Assim
claramente x € G(B, D) o que mostra a afirmacao.

Entéao, pelo Teorema A.3, temos que & tem um refinamento 7 = {7} : i € I} aberto

em X localmente finito.

Observemos que o fecho em X de cada elemento de T estd contido em |JU (pela

forma como foi definido cada G(B, D)), entdo é coberto por uma quantidade finita de
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elementos de Y. Suponhamos que para cada i € I, T; C U{Uéi) 10 < k < mn}. Seja
Y =A{T;N U,Ei) s €1 e 0<k<n;}, entdo cada T; N U,gi) ¢ aberto em X contido em
algum elemento de W, pois T; N U,Ei) =T;N (U,Ei) NX)=T,nN W,gi). Portanto V é um

refinamento aberto de VW localmente finito, o que mostra o corolério.



Apéendice B

Mais resultados usados no trabalho

Lema B.1. Sejam X um espago topoldgico e U = {U,, : m < w} uma cobertura
aberta de X tal que existe ¥V = {V,m : nym < w}, outra cobertura aberta de X tal que
Vinn € Uy, para cada n,m < w. Entao existe um refinamento aberto localmente finito

deU.

Dem: Definamos para cada n < w, W, = U,\U{Vix : i,k < n}. Deste modo, o
conjunto W = {W,, : n < w} é um refinamento aberto localmente finito de «. De
fato, para mostrar que W é cobertura de X, consideremos x € X qualquer, seja
m =min{n < w: z € U,}; temos x € W,,. Portanto, YW é uma cobertura aberta de
X, mas como W,, C U, para cada n < w, entao também é refinamento aberto de U.
Para mostrar que WV é localmente finito, consideremos de novo = € X, qualquer, e
m =min{n <w:x € U,}. Como V é cobertura aberta de X, existem k,! < w (k > m)
tais que x € Vj;. Seja t = max{k, [}, logo se n >t temos que W,, N V},; = ¢. Portanto
existe Vj,, vizinhanca aberta de z, que intersecta um nimero finito de elementos de

W, o que termina a demonstracao do lema. O

Rudin e Starbird apresentaram o seguinte lema em [16, fato 6], (eles se referem

para a sua demonstracao a [22]):

100
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Lema B.2. Se M € um espago métrico, entao existe uma familia G = {G; : i < w} de

coberturas abertas localmente finitas de M tais que:

(a) G € G, entio diam(G) < 5.

271

(b) Gni1 € refinamento de G, para cada n < w.

Lema B.3. Sejam X um espago métrico e G uma familia de coberturas abertas local-
mente finitas como no Lema B.2. Se G, = {G € G, : G € nao discreto}, entdo para
cada G € G = |J{G), : n < w} podemos selecionar dois pontos pg € qz em G tais que

nenhum ponto de X seja selecionado duas vezes.

Dem: Vamos indexar, para cada n < w, os elementos de G/, da seguinte forma: G/, =
{Gna) o < Ay} (onde A, é um ordinal para cada n < w).

Nos selecionamos nossos dois pontos de cada G, ), de acordo com a ordem lexi-
cogréfica (n,a) < (m, ) seesése n <m,oun=m e «a < . Suponhamos escolhidos
os pontos distintos em cada G, ) para cada (n,a) < (m, 3). Desejamos encontrar dois
novos pontos em G, g). Como G, 5) € G,,, ele tem um ponto de acumulacao w, mas
como G, ¢é localmente finito para cada n < m, existe uma vizinhaca W de w aberta
em X tal que W sé intersecta um ndmero finito de elementos de |J{G, : n < m}.
Segue-se que temos escolhidos s6 um nimero finito de elementos de W. Mas dado que
|W N G| nédo é finita, podemos tomar dois pontos PGnp) € UG5 €M G, p) tals que

eles sio diferentes de pg,, . € qa,,., Para cada (n,a) < (m, 3). ]

Lema B.4. Se X € um espaco métrico nao discreto ou um espaco compacto infinito,

entao X XY normal implica que Y € enumeravelmente paracompacto

Dem: (Ver [16], fact 1 d)) O
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