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Resumo

SCHWARZ, J. F. Invariantes de anéis de operadores diferenciais: racionalidade de Gelfand-
Kirillov, categorias de médulos, aplicacoes. 2018. 87 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Ma-
temética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2018.

Esta tese aborda, como a despeito da rigidez da algebra de Weyl A, (k), suas subalgebras de in-
variantes possuem uma rica teoria de invariantes: do ponto de vista de estrutura, se fizermos um
estudo de equivaléncia birracional dentro da filosofia de Gelfand-Kirillov, temos o Problema de
Noether Nao-Comutativo, sobre o qual obtemos varios novos resultados (Capitulo 4). Do ponto de
vista de representagoes, obtemos que suas subélgebras de invariantes, em varios casos, herdam de
maneira natural a estrutura de modulos de Gelfand-Tsetlin da &lgebra de Weyl (Capitulo 5), assim
como uma no¢ao natural de modulos holonoémicos (Capitulo 6). Analisaremos resultados similares
para outras algebras semelhantes a Algebra de Weyl, como anéis de operadores diferenciais no toro
e algebras de Weyl generalizadas (Capitulos 2, 4 e 5). Como aplicacoes, temos uma Conjectura
de Gelfand-Kirillov para subalgebras esféricas de Cherednik (Capitulo 4); para a Conjectura de
Gelfand-Kirillov para varias algebras de Galois (Capitulos 5 e 7); e o problema de realizar U(L), em
que L é uma algebra de Lie simples de tipo B, C, D, como uma ordem de Galois — generalizando
o caso de gl, (Capitulo 5). Um Capitulo sobre o Problema de Noether Quéantico e um resumo do

artigo de Futorny e Schwarz, "Quantum Linear Galois Algebras", encerram a tese.

Palavras-chave: Anéis de Operadores Diferenciais, Teoria de Invariantes Nao-Comutativa, Birra-

cionalidade Nao-Comutativa, Cateogrias de Gelfand-Tsetlin.
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Abstract

Schwarz, J. F. Invariants of rings of differential operators: Gelfand-Kirillov rationality,
categories of modules, aplications. 2018. 87 p. Dissertacao (Doutorado) - Instituto de Mate-

mética e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2018.

This thesis discussess how, given the rigidity results on the Weyl Algebra A, (k), its invariant
subrings can nonetheless have an interesting invariant theory: from the structural point of view, a
birrational equivalence study under the Gelfand-Kirillov philosophy gives us the Noncommutative
Noether Problem, of which we obtain many new results (Chapter 4). From the point of view
of representations, we obtain that their invariant rings, in many cases, have a natural theory of
Gelfand-Tsetlin modules just like the Weyl Algebra (Chapter 5), and a natural notion of holonomic
modules (Chapter 6). We discuss analogues results for algebras which are similar to the Weyl
Algebra, such as the ring of differential operators on the torus and the generalized Weyl algebras
(Chapters 2,4,5). As applications, we have a Gelfand-Kirillov Conjecture for spherical subalgebras
of Cherednik (Chapter 4); for the Gelfand-Kirillov Conjecture of many Galois algebras (Chapter
5 and 7); and the problem to give a Galois structure to the algebra U(L), where L is a simple
Lie algebra of type B,C, D - generalizing the case A (Chapter 5). A chapter about the Quantum
Noether Problem and a resume of the article “Quantum Linear Galois Algebras"ends the thesis.
Keywords: Differential Operators Rings, Noncommutative Invariant Theory, Noncommutative bi-

rationality, Gelfand-Tsetlin Categories.
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Capitulo 0

Introducao

“Like the Arabian phoenix rising out of its ashes, the theory of invariants, pronounced dead at
the turn of the century, is once again at the forefront of mathematics. During its long eclipse, the
language of modern algebra was developed, a sharp tool now at long last being applied to the very
purpose for which it was intended.-— Joseph. K. S. Kung e Gian-Carlo Rota.

E esse o espirito desta tese. Como o nome deixa claro, ela é um trabalho, antes de tudo, de teoria
de invariantes. Com a diferenca que adentramos o mundo nao-comutativo, em que estudamos um dos
seus protagonistas: a dlgebra de Weyl (Capitulo 1). Vérias questoes classicas, como racionalidade e
o Problema de Noether (Capitulo 2, Secao 2, [Noel3]), sdo retomadas — com a filosofia de Gelfand-
Kirillov sobre corpos de fragdes nao-comutativos como meio de introducdo neste novo contexto
(Capitulo 2, Secao 4, |GK66]). Desta forma, naturalmente surge o Problema de Noether Nao-
Comutativo (Capitulo 3, [AD06]), e nos exploramos uma série de resultados. A semelhanca dessa
analogia nao-comutativa com o Problema de Noether classico de 1913 é surpreendente (Capitulos 3,
4, |ADO06], |[F'S18b]). E a teoria desenvolvida mostra-se generosa: com varias aplicagdes para diversas
versoes da Conjectura de Gelfand-Kirillov (que foi o ponto de partida da discussao - Capitulos 5, 7,
[EFOS17], [FS18c]), e complexas questdes sobre representacoes de dlgebras de Lie simples (Capitulo
5, [EFOS17]).

A riqueza da teoria de invariantes a nivel birracional da Algebra de Weyl pode parecer sur-
preendente, dados os resultados de rigidez conhecidos sobre a sua estrutura (Capitulo 3, Secdo 3,
[AP95]). Nos Capitulos 5 e 6, analisamos outro aspecto no qual a rigidez da Algebra de Weyl nao
impede uma rica estrutura de moédulos para seus invariantes — uma categoria de Gelfand-Tsetlin,
um conceito que é o resultado da evolugao, durante décadas ([Zhe70], [DFO94], [FO14], em ordem
cronoldgica), do trabalho espetacular de Gelfand e Tsetlin nos anos 50 ([G'T'50]); e uma categoria
de médulos holonémicos. Finalmente, notamos que outros anéis de operadores de diferenciais, e as
algebras de Weyl Generalizadas — introduzidas por Bavula como conceito generalizador de varios
conhecidos previamente (vide cita¢do no Capitulo 1) — também gozam de propriedades analogas
aquelas da Algebra de Weyl (Capitulos 4 e 5). Esperamos que esta tese, seguindo as palavras de
Kung e Rota, justifique a teoria de invariantes, no mundo nao-comutativo, como fonte de resultados
de grande interesse para matemética.

Os resultados inéditos desta tese sdo os dos artigos [EFOS17], [FS17], [F'S18al, [FS18¢|, [F'S18b],
além de outros espalhados pelos Capitulos 2, 4, 5 e 6 — todos devidamente indicados. N&o é possivel
cobrir no espaco de uma tese todo o necessario para deixar a teoria de dlgebras e ordens de Galois
(|JFO10], [FO14]) auto-contida; contudo, almejou-se fazer isso com o Problema de Noether Nao-
Comutativo — o Capitulo 3 constitui, dentre outras coisas, de um resumo do trabalho original
de Alev e Dumas [ADO06] para o Problema. Destaca-se a importancia, neste resumo, de tornar
acessivel em lingua portuguesa um trabalho que antes se encontrava apenas em francés, em sua
maioria. Nao sao repetidos aqui todos os enunciados dos artigos do aluno — alguns deles sdo meros
resultados técnicos, que podem ser adequadamente referenciados, para um melhor andamento 16gico
da tese. Por outro lado, alguns resultados destes artigos sdo provados aqui de maneira ligeiramente
diferente — no que acreditamos que seja uma simplificacao logica; por beneficio de exposi¢ao; ou
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por evidenciar mais do que o resultado enunciado de maneira original.

No Capitulo 1, nés fazemos uma breve lembranca do material béasico que serd usado de forma
recorrente ao longo da tese. Na secao 1, discutimos anéis de operadores diferencias. Enfatisamos que
as duas defini¢Oes naturais do objeto ndo-coincidem necessariamente quando nao estamos no caso
regular. O resultado de localizacdo mencionado parece ser bastante conhecido para o caso regular,
mas noés apontamos que essa hipotese ndo é necessaria. Na secio 2, discutem-se as Algebras de
Weyl e seus anéis de fragao: os corpos de Weyl. A parte mais importante da discussao é quanto aos
altimos: o calculo do seu centro, que se mostra uma tarefa ardua, é essencial para o problema de
nao-isomorfismo de tais corpos. Na se¢ao 3, discutem-se resultados basicos da estrutura de U(gl,)
com relacao a sua subélgebra de Gelfand-Tsetlin. Ao longo desta tese, destacamos o trabalho original
de Drozd, Futorny e Ovsienko [DFO94| sobre médulos de Gelfand-Tsetlin, sendo o ponto de partida
para uma riquissima area investigativa de &4lgebra, e um importantissimo trabalho de Ovsienko
[Ovs02] que infelizmente nao é tao facilmente encontrado quanto se poderia. A segdo 4 é uma
introducao a algebras generalizadas de Weyl.

O Capitulo 2 comega com uma discussao bastante extensa do Teorema de Chevalley-Shephard-
Todd. Alguns pontos peculiares desta primeira se¢ao sao, inicialmente, a observacao de que a res-
tricdo da anélise para grupos de agdo lineares, por mais natural que seja, ndo esgota todas as
possibilidades de invariantes por grupos de automorfismos; tema recorrente ao longo desta tese. O
Teorema em si é enunciado na maior generalidade possivel — com destaque ao seu conteiido geomé-
trico. Essa andlise geométrica serve como ponto de partida para o Problema de Noether na secédo 2.
Dada a centralidade deste problema na tematica da tese, referéncias a todos os trabalhos originais
sao feitas. Uma contribuicdo original é desenvolvida, uma generalizacao do resultado em duas varia-
veis. A secdo 3 discute o fendmeno de rigidez em &algebras: a inexisténcia, dada uma algebra A, de
um grupo finito G agindo nao trivialmente, com A 22 A. Nossa exposicao ¢ essencialmente original.
Esta sec@o é uma das mais importantes no que diz respeito & temética da tese: como é possivel a
Algebra de Weyl, sendo rigida, ter anéis de invariantes com uma teoria de representacoes e estrutura
birracional tao natural? Quanto ao ultimo ponto, a passagem a “birracionalidade ndo-comutativa'é
feita seguindo a filosofia de Gelfand-Kirillov [AD06|, exposta na se¢ao 4, conjuntamente com a
Conjectura de Gelfand-Kirillov, seu ponto de partida e frequentemente revisitada durante esta tese.
Este capitulo termina com um apéndice sobre automorfismos da Algebra polinomial e da primeira
algebra de Weyl que, além de discutir o célebre Teorema de Jung-van der Kulk e algumas de suas
consequéncias, contribui para manter a tese auto-contida.

O Capitulo 3 contém uma introducdio a teoria de invariantes da Algebra de Weyl, focando
principalmente nas suas semelhancgas com o caso da 4lgebra polinomial, e servindo como fundamento
légico para a introdugao do Problema de Noether Nao-Comutativo de Alev e Dumas ([AD06]) na
secao 3. Os trabalhos originais de Alev e Dumas sdo discutidos nesta se¢do e na quarta.

O Capitulo 4 discute os resultados obtidos pelo aluno, em colaboracdo — também — com
Farkhod Eshmatov, Vyacheslav Futorny e Sergey Ovsienko, para o Problema de Noether Nao-
Comutativo e uma versdo sua para o n-toro. Os resultados sdo, em sua maioria, provenientes de
[EFOS17], [FS17] e [FS18b]. Nos comegamos com o Problema de Noether Nao-Comutativo para
grupos de reflexdo unitérios. Na primeira se¢do, nés dicutimos o caso complexo, o principal resultado
em [EFOS17], obtido pelo estudante em sua dissertacdo de mestrado [Schl5al. Na segunda secao,
obtemos a generalizacdo maxima possivel deste resultado: agora para todos os grupos de pseudo-
reflexdo sob qualquer corpo de caracteristica 0, [FS18b]. Além disso, o isomorfismo pode ser exibido
de maneira explicita — de fato, algoritmica — como explicado na se¢do 3, na qual também se faz um
breve comentério sobre resultados em caracteristica prima. Na secdo 4, é provada uma Conjectura
feita pelo aluno a qual diz, essencialmente, que o Problema de Noether original, com uma agao
de um grupo, caso tenha solucdo positiva, implicara solucao positiva para o Problema de Noether
Nao-Comutativo correspondente. A secdo encerra-se com dois Problemas em aberto considerados
relevantes. A secao b discute questées de birracionalidade ndo-comutativa para invariantes de anéis
de operadores diferenciais em variedades arbitrarias, e o Problema de Noether Nao-Comutativo
para certos invariantes dos grupos de Weyl no anel de operadores diferenciais no toro — outro
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resultado de [EFOS17] — é obtido como corolario. Tal resultado é usado no capitulo 5. A secao
6 encerra o capitulo, mostrando uma solugdo positiva para a Conjectura de Gelfand-Kirillov para
subélgebras esféricas de algebras racionais de Cherednik. Este resultado também se encontra em
[EFOS17], porém, seguimos um caminho de demonstragao ligeiramente diferente.

O Capitulo 5 discute a Teoria de &algebras e ordens de Galois. Dado o cardter técnico das
definicdes, é tomado um esforgo muito grande em motivar a teoria. Ela é introduzida como uma
continuagao natural de investigacoes inciadas por Block [Blo81| de relacionar a teoria de representa-
¢ao de algebras associativas com o seu mergulho em anéis de grupos torcidos sobre anéis de divisao.
A teoria desenvolvida, uma evoluc¢ao daquela inciada por Drozd, Futorny e Ovsienko em [DF094],
resulta em um aparato conceitual que, do ponto de vista estrutural, generaliza o conceito classico
de ordem (|[MRO1]); do ponto de vista de teoria de representacgdes, tem boas propriedades de ex-
tensoes de moédulos com relacao a uma subélgebra comutativa, generalizando um resultado simples
e bem conhecido de algebra comutativa, e generalizando a Teoria de Modulos de Gelfand-Tsetlin
para gl, (|Ovs02]). Para beneficio didatico de exposigao, a teoria de modulos de Gelfand-Tsetlin
para gl, é usada como exemplo a medida que a teoria de 4lgebras e ordens de Galois é introduzida.
A se¢do 1 contém nosso primeiro resultado original, de [EFOS17|, uma versao bastante genérica
da Conjectura de Gelfand-Kirillov para algebras de Galois, que generaliza imensamente o trabalho
prévio desenvolvido em [FMO10]. Este resultado também ilumina as dificuldades esperadas para a
(conjecturada) realizacdo de U(L), em que L é uma algebra de Lie simples de tipo ortogonal, como
ordem de Galois, e aponta um possivel caminho para a solugdo da Conjectura de Gelfand-Kirillov
para algebras de tipo C. A maior parte do trabalho de ordens de Galois, até o momento, tinha
encontrado suas aplicagOes na teoria de padrdes de Gelfand-Tsetlin para vérias dlgebras ([FMO10],
[Har17b]). Contudo, conforme a construgao da teoria deixa claro, e é deixado manifesto por Futorny
e Ovsienko em seu trabalho ([FO10], [FO14]), a possibilidade de utilizar essa teoria para algebras
de Weyl generalizdas ¢ muito importante; assim como para certos anéis de invariantes de opera-
dores diferenciais ([FO10], Sec. 7). Nos desenvolvemos a teoria nesse caminho, seguindo o artigo
[FS18al]. Na secao 3, provamos que inumeros invariantes de anéis de operadores diferenciais sao
ordens de Galois. E mais: livres sobre suas subdlgebras de Harish-Chandra. Para tanto, nés usamos
um resultado pouco conhecido de Hyman Bass (|[Bas63|, corol. 4.5) que, em conjunto com o céle-
bre Teorema de Suslin-Quillen, implica que todo mdédulo projetivo sobre a &dlgebra de polinémios
é livre. Isso da a possibilidade de se obter limitantes superiores para varios objetos relacionados
as categorias de modulos de Gelfand-Tsetlin ([FO14]). Finalmente, na secao 4, desenvolvemos a
teoria para algebras de Weyl generalizadas. Provamos um resultado de equivaléncia birracional de
interesse independente, o qual nos permite provar a Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada para
a primeira e segunda deformacdes de Witten, e um critério para uma algebra generalizada de Weyl
ser uma ordem de Galois. Este dltimo resultado é usado para provar nosso peniltimo teorema do
Capitulo: os invariantes da Algebra de Weyl, sob a a¢do natural de todo grupo de reflexio unitario
do tipo G(m,1,n), sio uma ordem de Galois. E conjecturado que esse resultado valha para todos
os grupos de reflexdao unitarios — em particular D,, = G(2,2,n). Na ultima se¢ao, discutimos o que
¢ conhecido nesse caso geral.

O Capitulo 6 desenvolve uma teoria elementar de médulos holonémicos para invariantes da
Algebra de Weyl e anéis de operadores diferenciais em quocientes do espaco afim, no caso de
grupos finitos agindo linearmente. O principal ingrediente é a noc¢do de “somewhat commutative
algebra'conjuntamente com a teoria de dimensdo filtrada de Bavula ([Bav06]). A menos de certos
resultados técnicos referentes a esses topicos, a teoria é muito similar aquela da Algebra de Weyl.

No 1ltimo Capitulo 7, segdo 1, estudamos uma versdo quantizada do Problema de Noether,
introduzido da forma que esta nesta tese pela primeira vez em [Harl7b], apesar de resultados preli-
minares em [FH14| e [AD97]. Nos apontamos como ele se relaciona de maneira natural ao Teorema
de Chevalley-Shephard-Todd para espacos quénticos afins (trabalho de Kirkman, Kuzmanovich e
Zhang, [KKZ10]). Essa é a primeira discuss@o exclusiva dedicada ao Problema de Noether Quantico
na literatura. O resto do Capitulo é um resumo dos resultados do [FS18c¢|.
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0.1 Pré-Requisitos, Notacao

Vamos fixar a notacdo e a terminologia da tese; deixar claro o que estd sendo assumido; e
eventualmente lembrar de algumas defini¢cbes e resultados. Assume-se conhecimento basico sobre
algebras de Lie ([Hum?72|) e suas algebras envolventes (|Dix74|, [MRO1]). Assume-se conhecimento
sobre extensoes de Ore e localizagao de Ore, como em [GJ04] e [MRO1] — apesar de um pouco ser
relembrado no Capitulo 1, secdo 2. Em particular, dado um dominio de Ore A, denotaremos por
Frac A seu anel total de fracoes.

Lembremos uma notac¢do comum: seja « = (o, ..., ) uma n-upla de inteiros ndo-negativos.
Definimos z® = z{*...z%", e similarmente 0% = 07" ...05" (em que estamos dentro da é&lgebra
polinomial, ou de Weyl — ficara claro em cada caso). Definimos |a| = a1 + ... + ay,.

Também supomos familiaridade com as defini¢des elementares de grupos quéanticos ([BG02]).
As partes de algebra mais usadas implicitamente, contudo, sdo algebra comutativa e geometria
algébrica.

Comecemos por algebra comutativa. Um conhecimento do material basico, como o de [AM69],
é suficiente. A partir de agora, todos os anéis sdo comutativos.

Definigao 0.1. Um anel Noetheriano A ¢ regular se todas as suas localizag¢oes da forma Ay, p um
primo, forem anéis Noetherianos requlares locais.

Proposicao 0.1. Todo anel Noetheriano A, se reqular, é integralmente fechado.
Lembramos que ser integralmente fechado é uma propriedade local.
Definicao 0.2. Um anel comutativo é reduzido se ele nao possui nenhum elemento nilpotente.

Teorema 0.1. Sejam A C B anéis, com B integral sobre A. Entido A € um corpo se, e somente se,
B é um corpo.

Corolario 0.1. Seja p um ideal primo de A C B; A, B dois anéis comutativos, com B integral
sobre A. Seja q um ideal primo de B com ¢qN A = p. Entdo q é mazximal se, e somente se, p é
mazimal.

Teorema 0.2. (Going-Up) Sejam A C B anéis, B integral sobre A. Dados ideais primos p1 C po
de A e um ideal primo q1 de B, tal que py = q1 N A, existe um ideal primo de B, q2 2 qi1, tal que
p2 = g2 N A. Se ¢ € outro ideal primo com ¢hb N A =py e g2 C ¢b, entio g2 = ¢b.

Teorema 0.3. Seja A um anel Noetheriano. Entdo ele é Artiniano se, e somente se, ele tiver
dimensao de Krull 0. Neste caso, o nimero de ideais mazimais (= primos) € finito.

Agora, discutamos geometria algébrica. Nossas referéncias sao [Har77| e [Liu02|. Nesta tese,
nos restringiremos a categoria de variedades quase-projetivas ([Har77|, Capitulo 1). Nossos corpos
k serdo sempre algebricamente fechados, e usualmente de caracteristica 0. Seja A uma &lgebra
reduzida e finitamente gerada sobre k. Nos denotamos por Spec A o esquema afim, o espectro de
A — o conjunto dos ideais primos de A, com a topologia usual de Zariski. Frequentemente noés
o identificaremos com Specm A, o conjunto dos ideais maximais com a topologia de Zariski —
nao ha risco algum em fazer isso. Este conjunto pode ser naturalmente realizado como os zeros
de polinémios de um espago afim ([Har77], Capitulo 1). Dada uma variedade X, denotaremos por
O(X) o seu anel de funcoes regulares.

No nosso ambiente restrito de variedades quase-projetivas, é simples definir o que é isomorfismo
e equivaléncia birracional ([Har77|, Capitulo 1).

Vamos relembrar apenas alguns pontos:

Defini¢ao 0.3. Seja X uma variedade algébrica irredutivel. Ela é chamada de suave (normal), se
o germe de funcgoes requlares em cada ponto for um anel Noetheriano regular local (integralmente
fechado).



0.1 PRE-REQUISITOS, NOTACAO 5

Pelo que vimos de dlgebra comutativa, toda variedade suave é normal. Uma observacao a respeito
do conceito de ser suave: existe também o conceito de uma k variedade X ser suave se o mapa
canonico X — k for suave. Entretanto, para corpos algebricamente fechados, os dois conceitos
coincidem ([Har77], Capitulo I1I, 10).

Finalmente, precisamos discutir quocientes sob acoes de grupos finitos na categoria de variedades
algébricas afins. O espacgo de orbitas possui uma estrutura de variedade algébrica afim? A resposta
é sim (para variedades mais gerais e grupos nao-finitos, a situacao ¢ extremamente delicada, e
entramos no ramo de Teoria Geométrica de Invariantes, [MFK94]).

O resultado algébrico essencial para esta andalise € um dos mais célebres teoremas de teoria de
invariantes:

Teorema 0.4. (Hilbert-Noether) Seja R uma k dlgebra finitamente gerada, sobre qualquer corpo k,
e seja G um grupo finito de automorfismos de dlgebra de R. Entao RC ¢ finitamente gerado sobre
k, R ¢ integral sobre R®, ¢ R é um mddulo finitamente gerado sobre RC .

Também temos:

Proposicao 0.2. Se R ¢ integralmente fechado, R também o é.

A prova desses dois fatos pode ser encontrada em [Dol03].
Eis o principal resultado sobre quocientes de variedades afins:

Teorema 0.5. Seja X uma variedade quasi-projetiva e G um grupo finito de k-automorfismos de
X. Entdo, existe uma variedade quasi-projetiva Y e um mapa m: X — Y tal que:

o 7 ¢ sobrejetivo; dado um subconjunto de U, ele é aberto em Y se, e somente se, 7~ H(U) ¢
aberto em X (ou seja, Y tem a topologia quociente pela acdo de G);

e Dado qualquer aberto de U de Y, o homomorfismo natural O(U) — O(x~1(U)) resulta em
um, isomorfismo entre O(U) e O(x~1(U))%;

o As fibras de w sdo orbitas;

e Dada qualquer variedade Z, qualquer morfismo ¢ : X — Z, tal que ¢(g.x) = ¢(x), para todos
z € X,g € G, fatora-se através de m por um morfismo ¢’ 1Y — Z.

Denotaremos a variedade Y por X/G, e a chamaremos de quociente de de X pela a¢ao de G.
No caso especifico de X = Specm A ser wma variedade afim, temos X/G = Speem AC (que é afim
pelo Teorema de Hilbert Noether), e w € induzido pela inclusao AC — A,

Demonstragao. [Dol03], Capitulo 6. O

Por fim: recorrentemente usaremos a expressao grupo finito de automorfismos de uma éalgebra
A. Isto quer dizer que o grupo em questao é um subgrupo finito de Auty A. Quando dissermos que
dois dominios de Ore ndo-comutativos A e B sdo birracionalmente equivalentes, queremos dizer que
seus anéis de fragoes sao isomoérficos. Quando usarmos a expressao “modulo livre"sem especificar o
lado, queremos dizer que ele o é & esquerda e & direita.
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Capitulo 1

Preliminares: algumas classes de algebras

Este ¢ um capitulo preliminar, que contém material basico; porém, ndo essencialmente candnico,
de varias areas da algebra. O objetivo é, principalmente, estabelecer notagdo e fazer a tese auto-
contida. Apesar do cuidado da exposicdo, é inevitavel o carater necessariamente ad-hoc de parte do
contetudo.

1.1 Anéis de Operadores Diferenciais

Anéis de operadores diferenciais podem ser definidos para qualquer variedade algébrica, irredu-
tivel ou ndo, suave ou nao, sobre um corpo de caracteristica 0 ou prima ([Smil).

Nossa estratégia serd definir anéis de operadores diferenciais sobre k-algebras (kK um corpo)
finitamente geradas, reduzidas, A. Denotaremos o anel de operadores diferenciais D(A); sendo X
uma variedade algébrica afim, D(X) - o anel de operadores diferenciais em X - serd definido como
nada mais que D(O(X)). Por simplicidade logica e de exposi¢do, assumiremos sempre que k tem
caracteristica 0, e que A é um dominio (ou seja, estaremos interessados em variedades irredutiveis).
Quando discutirmos variedades, em particular, o corpo sempre seré algebricamente fechado.

Dado esse ponto de partida, existem duas defini¢cGes naturais do que gostariamos de chamar de
anel de operadores diferenciais em A. A primeira é mais geral, e funciona também para variedades
singulares de caracteristica 0 e ndo-singulares de caracteristica prima ([Smil).

Defini¢ao 1.1. (Primeira definigao de operadores diferenciais) Defina indutivamente D(A)y = {d €
Endi(A)|[d,a] = 0,Va € A}, e para todo i > 0, D(A); = {d € Endi(A)|[d,a] € D(A);—1,Ya €
A}. Claramente temos D(A); € D(A); se i < j e D(A);D(A); C D(A)iyj. Chamando D(A) =
U2y D(A);, obtemos uma dlgebra associativa, chamada de anel de operadores diferenciais em A.

Note que, dessa forma, D(A) possui naturalmente uma filtragao, a chamada ordem de operador
diferencial.

Definigao 1.2. Uma k-derivacao de A € uma fungdo 6 € Endi(A) que satisfaz 6(ab) = d(a)b+ad(b),
para todos a,b € A. O conjunto das k-derivacéoes formam um A-mddulo, denotado por DerpA, com
a sequinte a¢do de A: (ad)(b) = ad(b),a,b,e A,0 € DeriA; ele também carrega a estrutura de
dlgebra de Lie sobre k, por meio do comutador de duas derivagoes.

Proposicao 1.1. D(A)g=A e D(A); = A® Der,A.

Demonstrag¢ao. Se T € D(A)o, entao [T,a](1) = T(a) — aT(1) = 0,Va € A. Portanto, T é multi-
plicacao por T'(1). Se T' € D(A)1, seja U = T — T'(1). Entao, para todos a,b € A, [b,[U,a]](1) =
b(U(a) —aU(1)) — U(ab) + aU(b) = 0. U(1) = 0, e, portanto, U(ab) = aU(b) + bU (a), ou seja, U é
uma derivacdo. Finalmente, fica claro que AN DerpA = {0}. O

Seja agora A como acima, isto €, reduzida e finitamente gerada, com a hipotese adicional de que
ela é regular.
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Defini¢ao 1.3. (Segunda definicdo de operadores diferenciais) D(A), o anel de operadores dife-
renciais em A, é a subdlgebra de Endi(A) gerada por A e Dery(A).

A proposicao acima mostra que o anel de operadores diferenciais em A, no primeiro sentido,
contém o anel de operadores diferenciais em A, no segundo sentido. As duas defini¢gdes coincidem
quando A é regular ([MRO1], sec. 15.4; a reciproca é a célebre Conjectura de Nakai). Contudo, em
geral, elas diferem. Por exemplo: D(A) é Noetheriano a esquerda e a direita, e finitamente gerado
como k-algebra, como veremos logo mais. Contudo, em [BGGT72]|, é mostrado que D(A), quando
k=Ce A= Clzy, 2, 23]/(23 + 23 + 23), que tem uma singularidade na origem, ndo ¢ Noetheriano
nem finitamente gerado.

Definic¢ao 1.4. Seja X uma variedade afim irredutivel. Definimos D(X) como D(O(X)), usando a
primeira no¢cao de anel de operadores diferenciais. Caso X seja nao singular, oscilaremos livremente
entre as duas nocoes.

Definicdo 1.5. (Algebra de Weyl) A, (k) = D(k[z1,...,25]).

Observacgao. Nds usaremos duas notagdes-padrio para os geradores de Weyl: x1,...,2,,01,...,0n;
ou entdo T1,...,Tn,Y1,.-.,Yn, cOmo € costumeiro. As relagdes candnicas entre tais geradores sao
as relagoes de Weyl.

Coletemos agora, num tnico teorema, todas as principais propriedades de estrutura de anéis de
operadores quando A é regular.

Teorema 1.1. Seja A um k-dominio finitamente gerado, regular. Entio sobre D(A) podemos dizer
que:

o I/ um dominio noetheriano, a esquerda e & direita, simples, finitamente gerado como k-dlgebra;

o A dlgebra graduada associada a D(A) com a filtracio por ordem de operador diferencial é
Sa(Deri(A)), a dlgebra simétrica sobre o A mddulo Derp(A);

o gl.dimD(X) = dimX, GK.dimD(X) = 2dimX, quando A = O(X) para uma variedade
afim irredutivel reqular X.

A demonstracdo de todos esses fatos pode ser encontrada em [MRO1], capitulo 15.

Observacdo. A Algebra de Weyl tem uma sequnda filtracio muito usada, que relembraremos agora
- a filtra¢do de Bernstein. A, (k) tem como base mondmios x20°, em que a, B sao n-uplas de inteiros
nao-negativos. Definamos a ordem de tal monémio como || + |B|. Seja An(k); o subespaco gerado
pelos mondémios de ordem menor ou igual a i. Usando combinatoria simples, é facil ver que todos
possuem dimensdo finita. Além disso, A, (k); = An(k)Y. A dlgebra graduada associada é a dlgebra
de polinémios em 2n varidveis [Cou95].

Resultados sobre localizacoes de D(A) quando A é regular sdo bem conhecidos (|[MR01], 15.1.25),
mas eles existem também quando A nao o é necessariamente:

Proposicao 1.2. Seja S um conjunto multiplicativamente fechado em A. Entdo a localiza¢do &
esquerda e a direita de D(A) por S existe, e é isomorfica D(Ag).

Demonstracao. |Muh88|, Prop 1.8. O

1.2 Algebras e Corpos de Weyl

Vamos assumir familiridade com a teoria de extensoes e localizacoes de Ore (como em [GJ04],
e [MRO1]). Dado um anel R, &« um automorfismo de R e § uma a-derivagao, usaremos a notagao
S = Rlz;a, 0] para denotar a extensao de Ore. Quando o = id ou § = 0, a notacdo serd R[z;0] e
R[z; o], respectivamente.

Seja I qualquer dominio Noetheriano. Nés podemos definir a Algebra de Weyl sobre F da
seguinte maneira:
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Definicao 1.6. Seja S* = Flx1,...,2,] e Ap(F) = S*[y1;01] ... [yn; On], em que 0; € simplesmente
derivagdao com relacao a x;, e manda y; para 0 quando i<j. Essa extensdo de Ore iterada é isomorfica
a An(k) quando k for um corpo.

Uma, propriedade é evidente dessa definicao:
Lema 1.1. A, (F) = Ay (F) @p A (F) = An(An(F)).

Seja S = R[z;a,d]; todo s € S é da forma r,2™ + ...+ rx+ 1o, r; € R, 7, # 0. Lembrando que
tal representacao é dnica, definimos o grau de s por n, e o denotamos por deg s. O coeficiente lider
(a esquerda) de s é definido como sendo 7y,.

A rigor, pode-se dizer que se definiu acima apenas o conceito de grau & esquerda, uma vez que
s também pode ser escrito da forma x™¢™ 4 ...xq + qo, ¢; € R. Contudo, temos o seguinte Lema
simples:

Lema 1.2. 2"r = a"(r)a" + ...+ 6"(r),r € R.

Como « é um automorfismo, isso mostra que o conceito simétrico de grau a direita coincide com
o de grau a esquerda. Mostra, também, que R[z;q,d] é um modulo livre a direita sobre R. Além
disso, fica claro que deg ss’ = deg s+deg s',Vs, s’ € S ndo-nulos. Portanto, as mesmas consideragoes
sobre grau, como no caso de polinémios usuais, nos dao:

Proposicao 1.3. Se S é uma extensio de Ore de R, e R é um dominio, entio S também o é. As
unidades de S sdo as unidades de R.

Corolario 1.1. As unidades da Algebra de Weyl A, (k) sdo k.
Demonstracdo. Basta usar a proposicdo acima, com o Lema 1.1 e aplicar inducao. O
Coroléario 1.2. A Algebra de Weyl A, (k) ndo possui automorfismos internos.

Lembremos também um resultado fundamental:

Teorema 1.2. (Teorema da Base de Hilbert para Extensoes de Ore) Se R é Noetheriano a esquerda
ou & direita, ¢ S € uma extensdo de Ore de R, entdo S também é Noetheriano a esquerda ou a direita.

Demonstragao. |GJ04|, Thm. 2.6. O
Assim, fica facil ver que A, (F') é um dominio de Ore.

Defini¢ao 1.7. (Corpos de Weyl) Denotaremos o corpo de fracio de A, (F) por D,(F), e os cha-
maremos de Corpos de Weyl. Uma observacio elementar porém itil é que Dy (D, (F)) = Dy (F).

Vamos discutir algumas propriedades dos corpos de Weyl.

Primeiro, seja R um dominio Noetheriano a esquerda e a direita. Seja A = R[z;q,d] uma
extensdo de Ore. Como vimos, A também é um dominio Noetheriano & esquerda e & direita e,
portanto, Frac A existe. Seja K = Frac R. o estende-se de maneira tinica para um automorfismo
de K: a(zy™!) = a(x)(a(y))™!, 2,y € R, e § estende-se de maneira tinica a uma a-derivacio de
K, usando: §(s71) = —a(s)716(s)s™!, para s # 0 € R. Podemos formar, assim, a extensdo de Ore
K[z;a, 0], e entao:

Proposicao 1.4. FracA = Frac K[x;«,d].

Demonstra¢go. A inclusdo FracA C Frac K[z;«,d] é clara. No sentido contrario, qualquer ele-
mento de K|[x;a,d], ap6s tomar denominadores comuns, pode ser escrito da forma s~1a, em que
a € A,s € R. Assim, se z,y € K[z;0,6], 2y~ ! = s~ tab~'t para alguns s,t € R,a,b € A. Logo,

FracK|z;a,d] C FracA. O
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O valor comum de Frac A e Frac K|x;«, ] serda denotado por K(z;a,9). Se a« = id ou § =0,
usa-se a notac¢do K (z;0) ou K(x;«), respectivamente.

Da mesma forma que no caso comutativo, ao discutir funcées racionais, é interessante considerar
séries de poténcia.

Seja K um anel de divisao, & um automorfismo de K e ¢ uma a-derivagao. O corpo K (z;a, )
pode ser visto como subcorpo do anel de séries de Laurent torcidas K ((z~%,a~t, —5a~1t)). Seus
elementos sdo séries de Laurent da forma >.X a;x~% onde m € Z,a; € K, e an, # 0, com a
multiplicacao dada por:

z>m

v la = Z a N (=sa )" Ha)z™ = a Y a)z™! =z oa  (a)z ™.
n>1

De fato, multiplicando & esquerda e & direita por x, obtém-se as mesmas relacdes que em
K|x;a,d]. K[r;a,d], portanto, aparece como subanel de K ((z71; a7, —6a™1)) e, assim K(x;, )
é um subcorpo. Quando « = id, usamos a notacio K((z~';d)), e usa-se a nomenclatura de anel de
operadores pseudo-diferenciais.

Lema 1.3. Seja K um anel de divisao com centro Z(K). Seja o um automorfismo de K, tal
que 0" ndo seja interno para nenhum n > 1 (um automorfismo interno é da forma r — yxy~!,
para algum y € K). Entdo o centro Z(D) de D = K(x;0) € o subcorpo Z(K) N K, em que

K% ={a€ K;o(a) =a}.

Demonstragido. No mergulho de D em K((x7';071)), todo elemento f € D pode ser escrito da
forma ) _j, em que m € Z,a; € K. Nesse caso, como 0 = 0, a multiplicacao ¢ dada
simplesmente por via = o0l(a)z’, a € K,j € Z. Se f estd em Z(K), entdo xf = fr e af = fa
para todo a € K. Como za; = o(a;)x, a primeira igualdade implica a; € K7; a segunda implica
aa; = ajo(a) para todo j > m; como ¢/ nado é interno, necessariamente se tem a; = 0 para

J#0. O

Especifiquemos a discussio para a Algebra de Weyl. Considere inicialmente A; (k). Chame w =
Y.

Temos que wxr = zw + z e, portanto, a subalgebra de A;(k) gerada por z,w é klz|[w;d], em
que d é a derivagdo z0,. Temos yw = (w + 1)y e, assim, a subdalgebra de A;(k) gerada por y,w é
k[w][y; 0],em que 6 é o automorfismo de k[w] definido por w — w + 1.

E claro que o corpo de fracdes dessas duas subéglebras corresponde a totalidade do corpo de
fragoes de A;(k), portanto temos:

Di(k) = k(x)(w; d) = k(w)(y; 0).

De maneira indutiva, temos no caso de A, (k), definindo w; = y;z;:

g>m

Proposicao 1.5. D, (k) = k(z1,...,z,)(wisdy) ... (wn; dy), onde d; = x;0y,.
Dy (k) = E(wi,...,wn)(Y1;601) - .. (Yn: On), onde 0;(w;) = w; + 0i5 e fixa os y; com j < i.

Finalmente:
Proposicao 1.6. O centro de D, (k) € k.

Demonstracdo. Aplicacdo direta da proposicdo acima e do lema que a precede, pois os #; ndo sado
automorfismos internos. O

1.3 Algebras Universais Envolventes

Iremos agora considerar a algebra de Lie gl,,, gerada pelas matrizes elementares e;;, 7,5 =
1,...,n e sua dlgebra universal envolvente U(gl,); e iremos coletar algumas informagoes relevantes
a seu respeito. Isso serd usado mais adiante quando considerarmos a teoria de algebras e ordens de
Galois. Se assumird o corpo base algebricamente fechado de caracteristica 0.
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Nés temos uma cadeia natural de mergulhos ao longo do canto superior esquerdo: gl; C ... C gly,
que induz um mergulho U(gly) C ... C U(gly). Chamando de Z; o centro e U(gl;), obtemos a
subdlgebra de Gelfand-Tsetlin T' como a algebra gerada em U(gly,) por |J, Z;. Cada Z,, ¢ uma
algebra polinomial em m variaveis ¢,z = > i1 v sin ) 4L, m}k €itinCizis - - - €y k=1,....m. I' é
uma algebra polinomial em n(n + 1)/2 variaveis (|Zhe70]).

E possivel relacionar também a algebra de Gelfand-Tsetlin com funcdes simétricas nos tableux,
da seguinte maneira: seja A a algebra polinomial nas variaveis {\;;|1 < j < i < n} e seja G =
[T, Si (em que S; é o grupo simétrico em ¢ simbolos). G atua em A com S; atuando da maneira
esperada nos elementos da linha A;1,..., A\, permutando o segundo indice, e fixando os demais
elementos.

Ent&o temos um mergulho ¢ : ' — A

m

temk) = Z()\mZ +m—1)* H(l -3

i=1 ji

1 )

mi )\mj

Teorema 1.3. ¢ se restringe-se a um isomorfismo entre I' e AC.

Para uma prova, consultar [Zhe70].
Nés também temos:

Teorema 1.4. U(gly,) € livre a esquerda e a direita como I' mddulo.

Demonstragao. Segue dos resultados em [Ovs02] e [FO05]. O

1.4 Algebras de Weyl Generalizadas

Seja D um anel (nao necessariamente comutativo), o = (o1, ...,0,) uma n-upla de automorfis-
mos de D que comutam: 0,05 = 00y, 4,j = 1,...,n. Sejaa = (ay,...,a,) uma n-upla de elementos
nio-nulos do centro de D, tais que o;(a;) = aj,j # i. A Algebra de Weyl Generalizada (usaremos
como abreviagao “GWA", de Generalized Weyl Algebra) D(a, o) de posto n é gerada sobre D por
X;F,X;, 1=1,...,n com as relagoes:

Xtd=0;d)X;"; X;d=0;"(d)X;,deD,i=1,...,n,
X7 X =a;; XX, =o0i(ai),i=1,...,n,
= Y P —Ix¥- Xl =[xt XYt —0 £
[Xian}_[Xi7Xj]_[Xi7Xj]_0717é.]'

Assumiremos, a partir de agora, que D é um dominio Noetheriano comutativo. Nesse caso,
temos:

Proposicao 1.7. D(a,o0) é um dominio Noetheriano, livremente gerado como D-mddulo.
Demonstragao. |BBOO| O

Essa classe de algebras foi introduzida por V. Bavula no inicio dos anos 90 e, provavelmente,
nada descreve melhor a razao do que citi-lo sobre seu trabalho:

“This is an experimental fact that many popular algebras of small Gelfand-Kirillov dimension are
GWASs [...]: the first Weyl algebra A; and its quantum analogue, the quantum plane, the quantum
sphere, U(sl(2)),U,(sl(2)), the Heisenberg algebra and its quantum analogues, the 2 X 2 quantum
matrices, the Wittens and Woronowics deformations, Noetherian down-up algebras, etc. The gene-
ralized Weyl algebras were introduced by myself in 1987 when [ was an algebra postgradute student
at the Kyiv University, the Department of Mathematics, and they were the subject of my PhD
Generalized Weyl algebras and their representations submitted at the end of 1990 (defended at the
beginning of 1991)."([Bav17|, Introduction).
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Evidentemente, a teoria tornou-se extremamente robusta e varios resultados importantes foram
obtidos em varias diregdes — propriedades estruturais de anéis, homoldgicas, representacoes etc
(vide referéncias [1]-[10] em [Bav17]). Alguns desdobramentos originais dessa teoria serdo abordados
nesta tese.

Segue uma lista de exemplos de Algebras de Weyl Generalizadas, muitos dos quais iremos recor-
rer posteriormente para obter novos resultados. Suponha k algebricamente fechado de caracteristica
0:

e A primeira Algebra de Weyl A;(k) pode ser realizada como D(a, o), com D = k[h], a = h,
o(h)=h-1;

e Seja A1(k)%™, em que Gy, é o grupo ciclico de ordem m, com o gerador agindo em A (k)
da seguinte forma: 0 — wd; x — w~ 'z, w uma raiz m-primitiva da unidade. Esse anel de
invariantes é uma GWA da seguinte forma:

A1(K)E = k(0™ 0z, 2™) = D(a,0);
a=m"HH—-1/m)...(H—(m—1)/m);oc(H)=H — 1.

O isomorfismo ¢ dado da seguinte forma:

O = X", 2™ = X", t > mH, t = 0x.

e A dlgebra de Weyl quantizada A{(k), quociente de k(z,y) pela relagio yx — qry = 1. Ela ¢é
isomoérfica a GWA D(a,o) com D = k[h], a = h, o(h) = ¢~ *(H — 1);

e A deformagdo de Woronowicz e a primeira deformagao de Witten (ambas sao isomorficas;
para uma prova, [BvO04], Theorem 1.1) podem ser realizadas como uma GWA da seguinte
forma D =C[H,Z],a = Z + aH + § com

o(H)=s0(2)=s*a=—-1/s(1—-35%),8=s/(1-s).

s#£0,+1,+i € C;

e A primeira deformacdo de Witten, com D = C[C,H],a =C — H(H —1)/(p+p 1), o(C) =
C,o(H) =p*(H — 1), com p#0,+1,4i € C;

e O grupo quantico Uy(sls) é isomoérfico a GWA com D = Cle,h,h™Y],a = C + (H?/(¢*> — 1) —
H72/(¢* = 1))/(a—q7"), 0(c) = c,0(h) = qh.

Anotemos um ultimo fato:

Proposicao 1.8. Se D(a,0), D(d’,0’) sio duas GWA com D uma dlgebra sobre um corpo k, entio
tomando o produto tensorial, temos D(a,0) ® D(a’,0") = D ® D'(a «" a,*d’), outra GWA, em que
* denota concatenacdo; 0s automorfismos sio estendidos de D, D’ para D ® D' de maneira ébvia.

1.5 Notas e Referéncias

A primeira se¢do é um apanhado de fatos bem conhecidos de anéis de operadores diferenciais. Nos
utilizamos a exposigao de [Smi] como guia. Os resultados sdo canénicos e as referéncias principais
sao [MRO1], Capitulo 15, e o classico [Bjo79]. A exposicao da segunda secdo é bem canonica, mas
usamos como guia [GK66] e, principalmente no que diz respeito a corpos de Weyl, [Dum06] e
[Coh85]. A secao trés é canodnica: seguimos [DFO94]|. O mesmo vale para a Secao 4 — poderia ter
sido escolhida qualquer introdugao a édlgebras de Weyl generalizadas. Nos ficamos com [BB0O0].



Capitulo 2

Mergulhos de (Galois: desenvolvimento
historico

Neste Capitulo nés discutimos, com bastantes detalhes, os problemas classicos que, histérica e
logicamente, desencadearam as linhas de estudos que veremos no préximo Capitulo: o Teorema de
Chevalley-Shephard-Todd, o Problema de Noether, o fenémeno de rigidez em familias de algebras,
e a Conjectura de Gelfand-Kirillov. O tema unificador serd o Problema de mergulho de Galois.
Incluimos um apéndice que discute o grupo de automorfismos das 4lgebras polinomiais e Algebras
de Weyl. Um comentério final sobre o Capitulo: varias vezes teremos a oportunidade de observar
intepretacoes geomeétricas sobre resultados algébricos; nesses casos, fica implicito que o corpo em
discussao é algebricamente fechado.

2.1 Teorema de Chevalley-Shephard-Todd

Seja k um corpo de caracteristica 0. Denote por P,(k) = k[z1,...,zn],n > 0, Py(k) = k a
algebra polinomial em n variaveis. Denote por Auty P,(k) o grupo de automorfismos de k-algebra
de P,. Dentro de teoria de invariantes, uma questao natural que ocorre é a seguinte: dado um grupo
finito G C Auty P,(k), quando temos P, (k)¢ = P,(k)? Ou, formulando de maneira equivalente em
linguagem geométrica: quando (referimo-nos ao quociente GIT usual) A"/G = A"?

Algumas consideragoes sao pertinentes. Suponha que H seja conjugado a G em Auty P, (k).
Entdo, claramente, P, (k)" = P, (k)¢. Sendo assim, facamos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.1. Seja G um subgrupo de Auty P, (k) conjugado a um subgrupo de G Ly, (k). Dizemos
que G € linearizavel. Quando G C GL, (k) C Auty P, (k) dizemos que G age linearmente.

Observagao. Sendo W o k-espago gerado por xi,...,x,, nds vemos GLy(k) como subgrupo de
Auty, Py, contendo as agoes induzidas por aquelas em GL(W). Uma situagdo comum em que isso
ocorre é: temos um grupo G C GL(V'), V um espago vetorial de dimensdo finita, e consideramos a
sua agio estendida em S(V*), da sequinte maneira: (g.f)(v) = f(g~'v),g € G,v € V, f € S(V*).
De fato, é simples ver que toda a¢do linear ocorre dessa forma.

A estrutura dos grupos Auty P, é conhecida apenas para n = 1,2 (Teorema de Jung-van
der Kulk, [vdE00], e o Apéndice deste Capitulo), podendo ser bastante complexa para n maio-
res ([SUO4]). Além disso, é conhecida a existéncia de grupos finitos G que nao sdo linearizaveis
(IMMJPI1]). Dadas essas consideragoes, vamos tratar do enunciado da famosa questao resolvida
por Shephard, Todd, e Chevalley.

Problema. Seja G um grupo que age linearmente em P, (k). Quando nds temos Py, (k)¢ = P,(k)?
Algumas definicoes sao necessérias.

Definicao 2.2. Um isomorfismo linear s de um espago vetorial V ¢ chamado de pseudorreflexio

se ele fizar um hiperplano em todos os pontos e s" = Id para algum natural n. Quandon =2, s é
chamado de uma reflexdo.

13
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Grupos finitos de pseudorreflexdes sao subgrupos gerados pelas pseudorreflexdes que contém.
Quando k£ = Q, tais grupos correspondem aos grupos de Weyl; quando k& = R, tais grupos corres-
pondem aos grupos finitos de reflexdo usuais (que correspondem aos grupos de Coxeter finitos); e
quando k = C, temos os grupos finitos de reflexdo unitarios. Eles serdo revisitados nesta tese nos
Capitulo 4 (secoes 1 e 2) e Capitulo 5 (secao 4).

Teorema 2.1. (Chevalley-Shephard-Todd) Seja G um grupo finito agindo linearmente em P, (k).
Entao sao equivalentes:

o G wisto como subgrupo de GLy (k) é um grupo de pseudorreflexées na sua representagdo na-
tural;

o P,(k)¢ = P,(k) (geometricamente: A" /G = A");

G

e P, (k) é finitamente gerado e livre/projetivo/plano como P, (k) mddulo (geometricamente, a

projegao 7 : A" — A" /G é um morfismo plano).
o P,(k)Y ¢ um anel regular (geometricamente: A™/G é suave);

Demonstragio. Teorema 7.2.1 em [Ben93]. O

Observacao. O mesmo resultado vale quando k tem caracteristica diferente de 0, mas coprima
com a ordem de G. Uma demonstra¢ao essencialmente completa desse fato encontra-se em [Bou68],

§5 Thm. 4.

E bem conhecido que o grupo simétrico é um grupo de reflexdes; portanto, o resultado acima
pode ser visto como uma generalizagdao do resultado classico e embriénico de teoria de invariantes
a respeito de polindémios simétricos.

2.2 Problema de Noether

Nesta secao — por simplicidade — suporemos novamente que k tem caracteristica 0.
Seja G um grupo finito de automorfismos lineares de k[z1,...,x,], e considere a extensdo de
sua acao para o corpo de fungdes racionais.

Problema. (Problema de Noether) Quando, nas condi¢oes acima, k(z1, ..., 2,)% =2 k(xq,...,x,)?

E interessante, incialmente, comparar a questdo levantada pelo Problema de Noether com a do
Teorema de Chevalley-Shephard-Todd. Dado um grupo G, agindo linearmente no espago afim A",
este altimo estuda a questdo de quando as variadades A" /G e A™ sdo isomdrficas, enquanto que o
Problema de Noether pergunta apenas por equivaléncia birracional. Como sabemos de geometria
algébrica, equivaléncia birracional é um problema mais tratavel ([Har77], Cap. 1) e, de fato, como
veremos a seguir, muito mais a¢ées de grupo dao uma solugdo positiva para o Problema de Noether
do que apenas grupos de pseudorreflexao.

Historicamente, o problema foi introduzido por Emmy Noether devido a sua relacdo com o
Problema Inverso da Teoria de Galois: dado um grupo finito G, determinar se Q possui uma extensao
de Galois L, tal que Gal(L/Q) = G. Noether mostrou, por meio do Teorema da Irredutibilidade
de Hilbert ([JLY02], Capitulo 3), que se G é realizado como um grupo que permuta de maneira
transitiva as variaveis 21, ..., x, e o seu problema tem solugio positiva para Q(z1,...,z,)", entdo
o Problema Inverso também tem solugao positiva para esse grupo (de fato, mais informagao pode
ser obtida, [JLY02]).

Vamos a algumas observagoes preliminares: seja K = k(z1,...,2,) ¢ G um grupo finito de
automorfismos lineares agindo em K. Pelo Lema de Artin, K é uma extensdo algébrica de K€,
com [K : K = |G|. Dados trés corpos E C F C L, tem-se que trdegpL = trdegrL + trdegpF.
Portanto, trdeg, K¢ = trdeg, X = n. Em particular, nio se pode ter K& = k. Isso definitivamente
¢ falso se G for permitido ser infinito: por exemplo, quando G = GL,(k), K restringe-se as
constantes k.
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Observacdo. Como veremos no Capitulo 8, Proposi¢io 4, a situacio € distinta para o Algebra de
Weyl quanto a esta dltima frase.

Listemos alguns dos casos mais importantes de solucao positiva para o problema de Noether.

O Problema de Noether tem solugdo positiva sempre que n = 1, 2;

O Problema de Noether tem solucao positiva sempre que n = 3 e k for algebricamente fechado
(Burnside [Burl4]).

e Suponha que W tenha acao em P, (k) como um grupo de pseudorreflexdes. Entao o Problema
de Noether tem solugdo positiva para k(z1,...,2,)" (pelo Teorema de Chevalley-Shephard-
Todd);

e O Problema de Noether tem solugdo positiva quando k contiver uma e-ésima raiz primitiva
da unidade, em que e é o expoente de G, e o grupo é abeliano (Fischer [Fis16]). Relembrando:
expoente de um grupo finito é o minimo multiplo comum das ordens de seus elementos;

e Considere k(x1,...,Zn,y1,...,Yn), com S, permutando as varidveis z;,y; simultaneamente.
O Problema de Noether tem solucao positiva (Mattuck, [Mat68]);

e O Problema de Noether tem solugao positiva para k(zi,z9,23), ¢ G = As, permutando as
varidveis da forma usual; para k(z1,...,24) e G = Ay, e para k(x1,...,25), e G = As, agindo
também da forma usual (k arbitrario; o ultimo resultado deve-se a Maeda [Mae89]).

O problema de Noether ¢ aberto para todos os demais grupos alternantes ([JLY02], Capitulo
0).

Fizemos uma contribuicdo, para o Problema de Noether — a saber, quando n = 2, o grupo
finito G pode ter acao arbitraria.

Comecemos com o0 seguinte lema, o qual baseia-se no seguinte fato ndo-trivial: é possivel mostrar
que todo subgrupo finito G de Auty Py(k) € linearizavel (|[Dum06]|, Corolario 1.6.2 — ver demons-
tragao deste fato no Apeéndice desse Capitulo).

Proposicao 2.1. Seja G um grupo finito qualquer agindo de maneira ndo necessariamente linear
em Py(k). Entiao Frac Py(k)C ¢é isomdrfico a k(z,vy).

Demonstragio. Seja H um grupo de automorfismos lineares conjugado a G em Auty Py(k). Entao
FracPy(k)¢ = Frac Py(k)? = k(z,y), pela solucio positiva do Problema de Noether para n =
2. O

Observagao. O ponto importante no enunciado acima € que ndo erigimos que k seja algebrica-
mente fechado. Caso contrdrio, o resultado seque imediatamente do teorema de Zariski- Castelnuovo
([Jac89], Sec. 8.14)

Anotamos aqui, para uso posterior no Capitulo 3, o Teorema de Miyata; observamos que ele é
essencial para a abordagem moderna do Problema de Noether ([Dum06]).

Teorema 2.2. (Miyata, [Miy71]) Seja K um corpo comutativo, S = K|x| o anel de polinémios em
uma varidvel sobre K, e F = K(x) seu corpo de fra¢des. Seja G um subgrupo de automorfismos de
S, nao necessariamente finito, tal que g(K) C K para todo g € G. Duas coisas podem acontecer:

e SC CK, enocaso F¢ = 5% = K%,

e SY ndo estd contido em K. Sendo qualquer v € S¢, u ¢ K, e de grau m = min{deg,yly €
SC y ¢ K, temos S¢ = K[u] e F& = K%(u).
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Sao conhecidas agoes de grupos lineares em corpos de funcoes racionais para o qual o enunciado
do Problema de Noether é falso. Os primeiros contraexemplos foram descobertos, simultaneamente,
por Swan ([Swa69|) e Voskresenskii (|[Vos70]), no caso do grupo ciclico em 47 elementos agindo no
corpo de funcdes racionais em 47 variaveis. Posteriormente, Lenstra ([Jr.74]) realizou um estudo
completo dos grupos de permutacdo abelianos agindo em corpos de fungoes racionais, e descobriu
critérios necessarios e suficientes para o Problema de Noether ter solucao positiva. Em particular,
0 menor grupo que oferece um contraexemplo para o Problema de Noether é o grupo ciclico em
8 elementos. Finalmente, Saltman ([Sal84]) produziu contraexemplos para corpos algebricamente
fechados, com grupos de ordem p?, p primo.

2.3 O Problema de Mergulho de Galois

Novamente, char k = 0.
Um problema muito natural da teoria de invariantes é o seguinte:

e Seja A uma &lgebra e G e H dois grupos finitos de automorfismos de A (como édlgebra). Se,
A =2 AG ¢ verdade que H = G?

Observagao. Lembremos o que foi dito na Introdug¢do: recorrentemente usaremos a expressao grupo

finito de automorfismos de uma dlgebra A. Isso quer dizer que o grupo em questdo € um subgrupo
finito de Auty A.

Quando fixamos um dos grupos como a identidade, nés temos o seguinte problema, que sera
denominado, seguindo a terminologia em [AP95], Introduction, de Problema de Mergulho de Galois:

Problema. (Problema de Mergulho de Galois) Dada uma k-dlgebra finitamente gerada A, existe
um grupo finito nao-trivial de automorfismos G de A, tal que AG = A?

Por um momento, nés iremos considerar apenas algebras que nao sao anéis de divisao.

Um caso emblematico de estudo de Mergulho de Galois é o resultado que vimos acima: o Teorema
de Chevalley-Shephard-Todd. Nao é dificil construir exemplos, para dlgebras ndo-comutativas, em
que temos A% = A, para um G nao-trivial. Temos este exemplo, tomado de [KKZ08]:

Exemplo. Seja R uma dlgebra com um automorfismo o de ordem n (o™ = o), sobre 0s nimeros

complexos. Entao, se B for uma n + 1-ésima raiz primitiva da unidade, e nds considerarmos a
dlgebra A = R|z,0], se introduzirmos uma a¢io g em A com g|gr = id e go = Po, enlao sendo
G ={g), A% = R[z"*, 0" = R.

Contudo, como notadado pelos mesmos autores em [KKZ08|, parece raro que tal fenomeno
ocorra em anéis nao-comutativos. Pelo contrario, frequentemente temos o seguinte:

e Rigidez: Para nenhum subgrupo finito ndo-trivial G' (ou nenhum grupo finito de algum tipo
natural, como linear — propriamente definido) de Auty A, A uma élgebra finitamente gerada,
tem-se A® = A.

E esse fenomeno que iremos estudar nesta seco.

A &lgebra de polindmios pertence a diversas classes de algebras que podem ser generalizadas
— ela &, em particular, uma algebra relativamente livre (na variedade de édlgebras comutativas).
Uma das primeiras investigacoes buscando generalizar o mergulho de Galois de Chevalley-Shephard-
Todd foi feita, historicamente, para algebras livres e relativamente livres. Lembremos as defini¢oes
necessarias.

Definigao 2.3. Nds usaremos a notagao F,(k) = k{(x1,...xy,) para a dlgebra associativa livre em
n varidveis, e F(k) = (x1,z2,...) para um conjunto enumerdvel infinito. Um ideal T de F,,(k) (ou
F(z)) é chamado de T-ideal se ele for fechado por todos os endomorfismos de F,(k) (ou F(k)).
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Um conceito relacionado é

Definicao 2.4. Uma dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial (¢ uma Pl-dlgebra) se existir
um polinémio f(x1,...,zy) € F(k), tal que f(ai,...,an) = 0 para toda n-upla de elementos de A.

Definigao 2.5. Seja T' um T-ideal em F,(k), e seja A a classe de todas as dlgebras que satisfazem
todas as identidades polinomiais em T. Entao 2 é chamada de variedade associada o T'.

Defini¢ao 2.6. A dlgebra relativamente livre de posto n, dado um T ideal em F,(k), é o quociente
F,(k)/T. Ela é o objeto livre no conjunto {y1,...,yn}, dado pela imagem dos gerados de F, (k) no
quociente por T, na variedade de dlgebras definida por T.

Os primeiros resultados foram sobre a algebra livre:

Teorema 2.3. ([Lan76]|, [Kha78]) Seja G um grupo finito de automorfismos agindo linearmente (a
defini¢ao é a dbvia) em Fy,(k). Entao a subdlgebra de invariantes também é livre.

Contudo, dado o fendmeno de que algebras livres de posto distinto podem ser mergulhadas em
outras de posto menor, fica a questao: qual o posto da algebra de invariantes?

Teorema 2.4. ([DF82]) Seja G um grupo finito de agdes lineares, tal que F,, (k)¢ = Fy, (k). Entdo
G € trivial.

Portanto, temos um resultado de rigidez para a algebra livre.

Vamos considerar o anel de matrizes genéricas GM,,(n). Ele ¢é relativamente livre, da seguinte
maneira: ¢ o quociente k{xi,...,x,)/T, em que T é o T-ideal gerado por todas as identidades
polinomiais nas matrizes m x m sobre k. Ele tem uma realizagao concreta simples (n > 1):

Seja O = k[afj],i,j =1,....myk=1,...,n. Seja M,(O), e seja X} a matriz (afj)
Teorema 2.5. O mapa GMy,(n) para M,(O) que manda z; em X; é um isomorfismo entre o anel
de matrizes genéricas e a subdlgebra de M, (O) gerada por X1,...,X,.

Demonstrag¢ao. [MRO1], Prop. 13.1.20. O

Observacao. Apesar de estarmos falando de anéis relacionados a dlgebras matriciais, temos o fato
notdvel que o anel de matrizes genéricas é um dominio ([MRO1], 13.1.21).

Teorema 2.6. ([Gur85|) Dado qualquer grupo finito nao-trivial de automorfismos agindo linear-
mente num anel de matrizes genéricas, seu anel de invariantes sequer € uma dlgebra relativamente
livre. Logo, temos outro resultado de rigidez.

Com isso, é facil ver, usando um pouco de teoria de estrutura de PI-dlgebras, que essencialmente
todas as dlgebras relativamente livres sao rigidas para agoes lineares ([For84|, §7).

Logo, esse caminho de generalizacdo do Problema de Mergulho de Galois recai no fenémeno de
rigidez. Em 1995, Alev e Polo consideraram o Problema para dlgebras universais envolventes de
algebras de Lie semissimples e a Algebra de Weyl, quando o corpo ¢ algebricamente fechado. O que
obtiveram foi:

Teorema 2.7. ([AP95], Rigidez da Algebra de Weyl)

e Seja g uma dlgebra de Lie semissimples de dimensdo finita, e G um grupo de automorfismos
deU(g). SeU(g) 2 U(g"), para outra dlgebra de Lie semissimples de dimensdo finita g', entao
G=ideg™=yg.

e Nao existe nenhum grupo de automorfismos nio-trivial, tal que A, (k)¢ = A, (k). No caso da
agao ser linear, existe uma prova muito mais simples (encontrada também em [AP95]).
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Note que, diferente dos casos anteriores, a acao do grupo é suposta completamente arbitrdria. Isso
levanta uma questdo intrigante, para a qual o aluno nado encontrou nenhuma referéncia. Usaremos
linguagem geométrica por conveniéncia: para grupos que agem de maneira nao-linearizavel, quando
tempos A"/G = A™? Mais genericamente: seja X uma variedade afim: quando temos, para um
grupo finito de automorfismos G, X/G = X7 Note que temos a0 mesmo tempo uma interessante
questdo geométrica e um interessante caso do Problema de Mergulho de Galois (a saber, para o
anel de fun¢oes regulares).

A rigidez da Algebra de Weyl ¢ algo notével. Temos resultados ainda mais fortes. Em 2017,
Tikaradze resolveu uma conjectura muito antiga e provou:

Teorema 2.8. ([Tik17]) Se T é um C-dominio nao-comutativo, e G um grupo finito de C-automorfismos,
tal que T¢ = A,,(C), entio G =id e T = A,(C).

Contudo, temos o seguinte resultado de Alev e Dumas de 1997:

Teorema 2.9. ([AD97]) Seja G qualquer grupo finito de automorfismos de A1(C). Estendendo sua
acdo para D1(C), da maneira 6bvia, teremos sempre D1(C)¢ = D(C).

Em [KKZ08|, os autores estudaram a rigidez de ainda mais classes de algebras, todas elas
regulares no sentido de Artin-Schelter (ver a citada referéncia) — uma importante generalizacao de
algebras polinomiais com aplicacoes em dlgebra e fisica. Notando esse resultado de Alev e Dumas,
além de outros (ver Notas e Referéncias para o Capitulo 3) eles formularam a seguinte questao:

e Estudar quando é possivel, para uma algebra rigida A e um grupo finito de automorfismos G
de A, se ter Frac A® = Frac A.

Como veremos no Capitulo 3, o Problema de Noether Nao-Comutativo nos d4 um caminho
direto para abordar essa questao.

2.4 Conjectura de Gelfand-Kirillov

Nesta secao, k terd caracteristica () e serd algebricamente fechado.

Ao longo desta tese, estudaremos muitos anéis de operadores diferenciais e seus invariantes.
Longe de ser um assunto distante do dia a dia matematico, sendo L a &lgebra de Lie de um grupo
de Lie G' complexo, temos que a dlgebra universal envolvente U (L) nada mais é que o subconjunto
de D(C*(@)) invariante por translagoes a esquerda ([GK66]).

No célebre artigo |GK66], em que entre outras as coisas foram introduzidos os conceitos de
dimensdo e grau de transcendéncia de Gelfand-Kirillov, os dois autores estudaram o problema de
equivaléncia birracional (i.e., isomorfismo do corpo de fra¢des) entre algebras universais envolventes
de algebras de Lie de dimensao finita.

Existe um interesse natural em estudar o problema de isomorfismo para algebras universais
envolventes — nao apenas porque isso pode nos dar informagoes sobre a algebra de Lie ([RU07],
[AP95]). Como no caso de geometria algébrica cléssica, ¢ esperado que o problema de equivaléncia
birracional seja mais tratavel. De fato, a Conjectura de Gelfand-Kirillov é uma especulacao surpre-
endente sobre as possiveis classes de equivaléncia birracional. Seja Dy, (k) = Frac Ap,(K), em que
K =k(z1,...,2),se m>0;se m=0, Dy(k) = K:

Conjectura. (Gelfand-Kirillov) Se L é uma dlgebra de Lie algébrica de dimensao finita, FracU (L)
é isomorfico a Dy, (k) para alguns m,t nao-negativos.

Observacao. A rigor, ndo deveria ser chamada de conjectura, uma vez que — COMO VETEMOs —
eristem contraeremplos. Mas o nome permanece em uso. Mais sobre isso em breve.

E claro que existe o problema de nio-isomorfismo: Dy +(k) = Dy, (k) implica uw =t e m = n?
Tomando o centro e o grau de transcendéncia, pelos resultados do Capitulo 1 (Sec. 2, Prop 6), temos
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que u = t. Portanto, a davida restante é: quando D,,(k) = D,,(k), para k um corpo arbitrario de
caracteristica 0. Usando a nogao nao-comutativa de grau de transcendéncia mencionada acima,
GK — trdegy, em |GK66] mostrou-se que GK — trdegy(D,(k)) = 2n; portanto, esse invariante
distingue D, (k) de D,,(k), se m # n.

Seguem os principais casos de solucao positiva da Conjectura de Gelfand-Kirillov:

e A conjectura de Gelfand-Kirillov vale para algebras de Lie nilpotentes, sl,, e gl,, (|[GK66]);
e A conjectura vale para algebras de Lie soluveis (|[BGR73|, [Jos74], [McCT74]);

e A conjectura vale para todas as algebras de Lie de dimensao menor ou igual a 8 (JAOdB00]).

Entretanto, uma familia de contraexemplos foi encontrada em 1996 (JAOdB96]), o menor deles
proveniente de uma algebra de Lie de dimensao 9. Recentemente, Premet [Prel0] provou que a Con-
jectura de Gelfand-Kirillov é falsa para as algebras de Lie simples de tipo B, D, E, F, permanecendo
abertos ainda os casos C, G.

Contudo, nés temos os seguintes resultados: apdés uma pequena modificacdo, a Conjectura de
Gelfand-Kirillov torna-se verdadeira para todas as édlgebras de Lie simples de dimensao finita. A
modificagdo é substituir a dlgebra envolvente por U(L)® z(1(r)) Z, onde Z é uma extensio adequada
do corpo de fragoes do centro (|[GK69]). De fato, conjectura-se que essa versao modificada seja
verdadeira para todas as algebras de Lie algébricas ([AOdB00]) A Conjectura também vale, apos
as necessarias modificagoes, os quocientes primitivos maximais da algebra envolvente ([Con74]).

Dados esses resultados originais, desenvolveu-se o que pode ser vagamente chamado de “Filosofia
de Gelfand-Kirillov" ([ADO06]).

e Para vérias classes de algebras 2 constituidas por dominios Noetherianos, os corpos de Weyl
D,,, +(k) sao representantes canonicos das classes de isomorfismos de anéis de fraces de ele-
mentos em 2A. Ou seja, eles sdo importantes correspondentes nao-comutativos dos corpos de
funcoes racionais, e racionalidade deve ser entendida como a questao de isomorfismo a um
corpo de Weyl.

Instancias, mais ou menos explicitas, dessa filosofia encontram-se de forma recorrente na litera-
tura sobre algebras cujos anéis de fragdo tém dimensao infinita sobre seu centro. Podemos citar o
trabalho de Etingof e Ginzburg sobre Algebras de Reflexdo Simpléticas ([EG02], Sec. 17), em que
uma série de Conjecturas na filosofia de Gelfand-Kirillov sdo feitas; ou os varios desdobramentos
da teoria de Algebras de Galois ([FO10], [FO14]). Discutiremos em mais detalhes esses casos nos
Capitulos 4 e 5, respectivamente.

Finalmente, convém mencionar uma versao adaptada da Conjectura de Gelfand-Kirillov para
“algebras quanticas", introduzida por varios autores, como Alev, Dumas, Iohara e Malikov (|[BG02|,
[.2.11). A generalizacdo mais natural seria supor o anel de fragdes isomorfico a anéis de fragoes de
quantizacoes da Algebra de Weyl. Contudo, todos estes se mostraram isomorficos a anéis de fracoes
de espacos afins quantizados ([BG02], 1.2.11), cuja defini¢do noés lembramos:

Definicao 2.7. Uma matriz multiplicativamente antissimétrica sobre k é uma matriznxn Q = (qi;)
com entradas em k* e tal que q;; = 1,¢;; = qj_l-1 para todos i,j. Dada tal matriz, o espago afim de
dimensdo n quantizado € a dlgebra Og (k™) dada por geradores x1,...,xy, e relagées x;x; = qi;x;;,
para todos i, J.

Proposigao 2.2. Todos os espagos afins quantizados Oq (k™) sdo dlgebras finitamente geradas, e
anéis Noetherianos a esquerda e a4 direita. Também temos que a dimensio global e de Gelfand-
Kirillov é n (0 que nos permite recuperar o tamanho da matriz Q).

Demonstragao. |BG02]. O

Observacao. Quando a matriz for 2 X2, ou seja, o Unico pardmetro for um escalar q, nés usaremos
a notagdo kq[z,y], com a relagdo yx = quy. Esse é o chamado plano qudntico.
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Sendo assim, a Conjectura quantizada de Gelfand-Kirillov pode ser expressa de maneira informal
(dada a falta de defini¢do axiomética dos objetos envolvidos, por exemplo, grupos quéanticos), da
seguinte maneira:

Conjectura. (Conjectura de Gelfand-Kirillov Quantizada) Seja A um “grupo qudntico”, como
quantizacoes de funcoes requlares em variedades, quantizacoes de Algebra de Weyl, quantizacies
de dlgebras envolventes etc. Entdo seus anéis de fragdo sdo sempre isomdrficos a um anel de fracao
de um espago afim quantizado sobre uma extensao puramente transcendental (de graw de transcen-
déncia finita) do corpo base.

Uma discussao extensa dos resultados referentes a essa Conjectura — positiva em intimeras
instancias — pode ser encontrada em [BG02]. Teremos mais a dizer sobre essa versao quantica em
Capitulos posteriores.

2.5 Apéndice: Automorfismos das Algebras Polinomiais e de Weyl

Seja k um corpo qualquer. Dado qualquer n > 1, a algebra polinomial possui dois subgrupos
naturais de Auty P, (k). O primeiro deles é o constituido pelos automorfismos afins: sdo os g €
Auty, P, (k) da seguinte forma, fixando P, (k) = k[z1,...,xy):

n
g(xz) = Zaijxj +b,i=1,...,n, (aij)id:l,,,,,n c GLn(k‘) ebek,i=1,...,n.
j=1
Ele é denotado por Af f, (k). Obviamente, o grupo dos automorfismos lineares ¢ um subgrupo
de Affn(k). O segundo grupo que consideramos, denotado por J,(k) (J de Jonqueries), é dado
pelos automorfismos da seguinte forma:

g(zi) = Nz + f(xiq1, .oy xn), N Z0 €k, f € klxitr,...,zp]i=1,...,n—1;

g(xn) = A\Zn + fm)\n ?é 0e€ kafn ek.
E claro que Auty, Py(k) = Af fi(k). No caso n = 2, temos o célebre

Teorema 2.10. (Jung-van der Kulk) Auty Po(k) é o produto amalgamado de Jo(k) e Af fa(k)
sobre a sua interseccio.

Demonstracao. |[vdE00], Capitulo 5. O

Com esse resultado, podemos iniciar a prova — prometida na secao 2 — de que, sobre um corpo
de caracteristica 0, todo grupo finito de automorfismos de Auty, Pa(k) é linearizavel.
Primeiramente:

Proposicao 2.3. Seja G um subgrupo finito de Af f, (k) ou de J, (k). Entao ele é linearizdvel.

Demonstrag¢ao. Suponha inicialmente G contido em J,, (k). G age em kx,, @ k fixando k; logo, pelo
Lema de Maschke, existe um elemento =/, em kx,, @k, tal que kx, &k = kz!, @ k e k], é invariante
por G. Agora, G age em kx,_1 ® k[z,] = kxn,—1 ® k[z]] fixando k[z]]. Entao, novamente pelo
Lema de Maschke, existe 2!, | € kxp_1 @ k[z}] tal que kzp—1 ® klx,) = ka),_; @ k[z]] e kx],_, &
invariante por G. Indutivamente, obtemos elementos z},, z,_{, ..., 2} de forma que parai =1,...,n,
vy € kxy © k[wig, ..., 2n] = kx; © klxj,,..., 2], mas nao é o caso que xj € k[zit1,...,2,]. O
automorfismo h que manda z; em z} torna G conjugado a um subgrupo de GLy,,(k), h"'Gh (de fato,
ele age diagonalmente nos z;). Note que h € J,, (k). Suponha agora G contido em Af f,,(k). Seja W
o k-espaco gerado por x1,...,z, (em P,(k)). Entdao G age em W @ k. k ¢ fixo pela agdo de G; logo,
pelo lema de Maschke, existe um espaco W/, G-invariante, de dimensao n, com W/ @k = W @ k.
Chamando z/,...,z], uma base de W', e considerando o automorfismo definido por h(z;) = a,
temos que h~!Gh age linearmente. Note que h € Af f, (k). O
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Teorema 2.11. Todo subgrupo finito de Auts(k) é conjugado a um de Jo(k) ou Af fa(k).

Demonstracao. Segue de um resultado de Serre sobre subgrupos finitos de produtos amalgamados,
[PS77|, Thm. 8, pagina 53. O

Juntando esses dois ultimos resultados:
Corolario 2.1. Todo subgrupo finito de Aute(k) é linearizdvel.

Observagao. Parece ser dificil encontrar na literatura uma referéncia para esse resultado no caso
de k nao ser algebricamente fechado.

Para a primeira Algebra de Weyl, existe um resultado analogo, obtido por Alev em [AleS6].
Considere duas familias de automorfismos de A;(C): os lineares, L, que preservam o espago Cx®Cy;
e os triangulares, J, da forma y — ay + 8,2 — otz + f(y), em que o, 3 € C,a # ¥ e f € Cly].

Teorema 2.12. ([Ale86]) O grupo de automorfismos de A1(C) € o produto amalgado de L e J sobre
sua interseccao.

Dessa forma, pode-se mostrar que todo grupo finito de automorfismos da primeira Algebra de
Weyl ¢é isomorfico a um subgrupo finito de SL9(C) (que sdo classificados, [Spr77], capitulo 4 —
sao os grupos diedrais binarios). A prova do Teorema 2.9 (JAD97]) baseia-se nesse fato. Nossa
demonstracao da Proposicao 2.1 se inspirou nela.

2.6 Notas e Referéncias

O Teorema de Chevalley-Shephard-Todd inicialmente foi provado por Shephard e Todd numa
andlise caso a caso, no mesmo artigo em que eles realizaram a sua classificacao dos grupos de reflexéo
unitarios irredutiveis ([ST54]). A primeira prova conceitual veio depois com Chevalley (|Che55]).

Existe uma versao modular desse teorema obtida por Serre (|PS67]):

Teorema 2.13. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica
qualquer k. Dado um subgrupo finito G de G(V), S(V*) ¢ uma dlgebra polinomial apenas se G for
um grupo de pseudorreflexdes.

Note que a implicacdo ndo vale no sentido contrario. De fato, contraexemplos simples existem,
vide, e.g., [Kan01], 19-2.

Temos algumas generalizagdes interessantes em outros sentidos do Teorema de Chevalley-Shephard-
Todd; por exemplo, o trabalho de Kac e Watanabe [KW82] que estuda, entre outras coisas, condi¢oes
sobre o grupo G para Pf ser uma interseccdo completa.

Quanto ao Problema de Noether, para mais sobre sua relagdo com o Problema Inverso da Teoria
de Galois podemos citar [Sal85] e [JLY02|. [For84] é uma referéncia que aponta ligacoes do problema
com questoes classicas de racionalidade de geometria algébrica. [PSV94| considera generalizacdes do
Problema de Noether para grupos lineares algébricos infinitos — e contém resultados enciclopédicos
de teoria de invariantes no geral. Por fim, uma discussao mais detalhada do Problema de Noether em
si, e exemplos de resultados positivos, podem ser encontradas em [JLY02|, Capitulo 0, e [Dum06].
Esta ultima referéncia foi a principal para a elaboracao deste capitulo.

Nossa exposicao do conceito de Mergulho de Galois, e o seu papel como conceito unificador de
varios resultados, contém bastante ineditismo. Mas as referéncias mais importantes foram |[AP95|,
|[For85] e [KKZ08]. A area de Pl-algebras citada tem como referéncia enciclopédica o livro [Row80].
Para PI-algebras semelhantes as estudadas nesta tese — como algebras envolventes de algebras de
Lie em caracteristica prima, dlgebras de Weyl em caracteristica prima, ou “algebras quanticas"numa
raiz da unidade, a referéncia [MR01], Capitulo 13, é interessante.

A exposicao sobre as Conjecturas de Gelfand-Kirillov cléssica e quantizada seguiram [Prel0] e
[BGO2], em que o leitor pode encontrar mais informacoes.
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O apéndice sobre grupos de automorfismos da algebra polinomial baseou-se no material em
[Dum06]. O problema que discute quando a ac¢do de um grupo linear algébrico ¢ linearizéavel, co-
nhecido como o Problema de Linearizacao, é um importante e dificil problema em desenvolvimento
em geometria algébrica afim. Para uma referéncia classica sobre este topico, e outros temas de
geometria algébrica afim proximos ao desta tese, recomendamos [Kra95].



Capitulo 3

Invariantes da Algebra de Weyl e
Problema de Noether Nao-Comutativo

Este capitulo estuda a Teoria de Invariantes da Algebra de Weyl, de um ponto de vista que foca
nas analogias com o caso da algebra polinomial, e de maneira que se possa introduzir de uma forma
logicamente satisfatéria o Problema de Noether Nao-Comutativo. Quanto a este, neste Capitulo
fazemos uma recordacgao do trabalho original de Alev e Dumas.

Um recurso técnico que serd bastante utilizado agora seré a teoria de anéis de grupos de torcidos,
e dedicaremos uma segao para discutir alguns resultados — ad hoc, é verdade — sobre eles.

3.1 Preliminares Técnicos

Definicao 3.1. Seja R um anel e G um grupo finito agindo em R por automorfismos. O anel de
grupo torcido R x G ¢, como R-mddulo & esquerda, livremente gerado pelos elementos de G, e a
multiplicacio é estendida por linearidade, a partir do sequinte produto: rgsh = rg=1(s)gh, r,s €

R,g,h € G.

Sendo finitamente gerado como R-moé6dulo & esquerda, R * G é Noetheriano a esquerda quando
R o for. R é canonicamente identificado a um subanel de R * G: Rid.

Lema 3.1. Seja R um anel, G um grupo finito agindo por automorfismos, e S = R * G. Suponha
que |G| seja invertivel em R, e seja e =1/|G| . 9. Entao:

1. e?=e

2. eS=eR

3. eSe = eRC = RY

Demonstracdo. O item 1 é direto. A inclusao eR C eS é clara. Pela definicdo da multiplicacao
em S, rg = gg(r), para todo r € R,g € G. Portanto, para todo x = deG rqg € S, n6s temos

er = deG erqgg = deG egg(ry). Como eg = e, segue que ex = deG eg(ry) = edeG g(ry) € eR.
Isso nos dé eS C eR. Assim, temos o item 2. Segue-se dele que eSe = eRe. Para r € R, calculamos:

ere =e/|G]| ng =e/|qG| ZQQO") =1/|G]| Z egg(r)

geG geG geG
=1/IG| > eg(r) = ¢/|IG| > _ g(r) = ¢/|G|7(r) = er(r/|G]),
geG geG

em que 7 : R — R ¢ definido por 7(r) = > gerd(r), T € R. Isso prova que eSe = et (R).
A hipotese de que |G| é invertivel em R implica que todo r € R pode ser escrito da forma
r = 7(1/|G|r), de tal forma que R C 7(R), e finalmente R® = 7(R). Portanto, eSe = eR%. Como
er = re para qualquer r € R, o mapa r — er define um isomorfismo de anéis R® — eRC. ]

23
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Proposicao 3.1. Dado um anel R simples e um subgrupo finito de automorfismos externos G de
Aut R, entao R * G € simples.

Demonstracao. Seja I um ideal ndo-nulo de R * G. Defina como comprimento, para ¢ € R* G, a
cardinalidade do conjunto {z4 # 0}, em que x4 sdo os coeficientes de x : = zgeG xgg. Sejay € 1
um elemento diferente de 0 de comprimento minimo. Multiplicando & esquerda por um elemento
adequado de G, podemos supor que y;q # 0. Além disso, como R é simples, Ry;qR = R e, portanto,
existem elementos j,k € R, tal que jy,qk = 1. Multiplicando y & esquerda por j e & direita por k,
podemos supor y;q = 1. Seja, portanto,

y =1id+ Z Yg9-
gFideG

Se y = id, entdao I = RxG e estamos feitos. Caso contrario, seja h # id € G com yp, # 0. ry—yr € 1
para todo r € R e é igual a Zg#deG(ryQ — 4971 (r))g, que tem comprimento menor y. Portanto,
isso resulta em 0, e assim para todo r € R (¥)ry, = yph~1(r). Isso implica que Ry, = y,R é um
ideal bilateral, que pela simplicidade de R deve ser o préprio R. Portanto, y; é uma unidade, e sendo
assim por (*), h=1(r) = (yn) " 'ryn, e h é um automorfismo interno. Isso contraria as hipéteses, pois
h # id. Portanto, y necessariamente é id, e I = R G. O

Vamos relembrar o seguinte resultado de equivaléncia de Morita.

Proposigao 3.2. Dois anéis T e S sao equivalentes por Morita se, e somente se, existirn > 1 e
um indempotente e € M, (S), tal que T = eM,(S)e e M, (S)eM,(S) = M,(S).

Demonstragao. [MRO1], proposi¢ao 3.5.6. O]

Teorema 3.1. Se R é um anel simples e G é um subgrupo finito de automorfismos externos de
Aut R, entdo RC ¢ simples. Se R é Noetheriano, RC também o é.

Demonstragio. Simplicidade é invariante por Morita, portanto basta provar que R® é equivalente
por Morita a S = R * G. Usamos o critério acima com n = 1 (ou seja M, (S) é apenas S). Seja
e = /|G X e 9- e? = e, eSe = RY (lema 3.1) e SeS = S pois, como acabamos de ver, S &
simples. O mesmo argumento mostra que R® é Noetheriano, pois ser Noetheriano é invariante por
Morita e se R é Noetheriano, R x G também o é. O

Noés terminamos essa secao preliminar com um resultado que usaremos implicitamente no decor-
rer desta tese — ndo mais relacionado com anéis de grupo torcido. Ele é um exemplo emblematico
de como resultados simples em teoria comutativa de invariantes, ainda que continuem valendo em
generalizagOes nao-comutativas, podem tornar-se extremamente mais complexos.

Proposicao 3.3. (Faith, [Fai72]) Seja R um dominio com X = R — {0} um conjunto de Ore a
direita e a esquerda, com corpo de fragdes F'. Seja G um grupo finito de automorfismos de G. Entdo
RE também admite corpo de fragées, isto é, R — {0} é um conjunto de Ore & direita e o esquerda.
Além disso, FracR® = FC.

Demonstracao. Inicialmente note que, se I, J sdo dois ideais a esquerda nao nulos de R, IN.J # (0).
De fato, se i € I,j € J sao elementos nao-nulos, pela condi¢ao de Ore a esquerda Ri N Rj # (0).
Indutivamente, a intersecdo de qualquer familia finita de ideais & esquerda é nio-nula. Seja z € F©,
diferente de 0. Ele ¢ da forma t~'b. Seja N = Nyec 9(Rt). Ele & um ideal & esquerda nao-nulo, e
G(N) C N, portanto, em fungdo de um Teorema de Isaac e Bergson (corol. 1.5, [Mon80|) existe
v = dt € N ndo-nulo e G-invariante. Entdo, x = t ' = t7'd~'db = v, em que u = db. Como
x,v sdo G-invariantes, v também o é. Logo, temos o seguinte: (*) todo elemento de F@ diferente
de 0 é da forma v~lu, com u,v # 0 € RC.

Sejam agora a,b € RS nao-nulos. ab~! € FC & da forma v~ 'u para alguns u,v # 0 € R, por
(*). Isto implica que va = ub, que é exatamente a condicio de Ore & esquerda para R®. Similarmente
temos a condicao de Ore a direita. Finalmente, (*) deixa claro que Frac R® = F©. O
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3.2 Invariantes da Algebra de Weyl

Nesta secao e durante o resto do capitulo, a menos que contrariamente dito, consideraremos
como corpo base um k arbitrario de caracteristica 0.

A primeira e mais natural questdo que se pode fazer sobre o anel de invariantes da Algebra
de Weyl sob a agdo de um grupo finito, provavelmente, é a seguinte: seria ela também finitamente
gerada?

A resposta para essa pergunta é afirmativa — e para uma grande classe de dlgebras. De fato,
temos o seguinte Teorema de S. Montgomery e L. W. Small [MS81], que pode ser visto como uma
generalizagao do teorema classico de Hilbert-Noether.

Teorema 3.2. Seja A um anel Noetheriano comutativo, R um anel ndo necessariamente comu-
tativo, tal que A é um subanel central de R e R é uma A-dlgebra finitamente gerada. Seja G um
grupo finito de automorfismos de A-dlgebra de R, tal que |G| seja invertivel em R. Entdo, se R ¢é
Noetheriano o esquerda (ou o direita), RC ¢ uma A-dlgebra finitamente gerada.

Demonstra¢do. Vamos introduzir S = R * G. S é Noetheriano & esquerda. Da hipotese de que A
¢ um subanel central de S, é facil ver que S ¢ finitamente gerado como A-dlgebra: se {q1,...,qm}
geram R sobre Ae G = {g1,...,94}, entdo a unido desses dois conjuntos gera S sobre A. Considere,
novamente, o elemento e = 1/|G| deG g de S, que satisfaz e? = e. Em particular, eSe ¢ um subanel
de S, eS é um eSe-moédulo & esquerda, e SeS é um ideal bilateral de S.

Vamos mostrar que eS é um eSe-méddulo a esquerda finitamente gerado. Como .S é Noetheriano a
esquerda, SeS é finitamente gerado como ideal & esquerda de S. Seja entao SeS =), Sx;, e escreva
T; = Zj vijew;j, com v, wi; € S para todos i,j. Seja r € S arbitrario. Entao er = eeer € e(SeS)

e, portanto,
er = e(z SiTi) = Z es;Vijew;; = Z esivijelwij.
(2
Assim, o conjunto finito {ew;;} gera eS como eSe-modulo & esquerda.

Feito isso, seja entdo eS = Y I | eSex; como z; € S, e sejam ti,...,t, geradores de S como
A-algebra. Agora, escrevamos et; = y I | ey;jex; € exgt; = Y I | ezi,eT; COm Yij, Zijk € S para
todos 1 < j <m, 1 < k < n. Considere o conjunto finito £ = {ex;e, eyjje, ez;jre}, com 1 < i,k <n,
1 < j < m. Calculemos:

n n
et1toe = (Z ey er;)toe = Z eyire(exita)e
i=1 i=1

n n n n
= E €yz‘16(g 6212i€$l)€ = E €yz‘1€(§ 62121'669616),
i=1 =1 i=1 =1

e assim provamos indutivamente que todo monomio etj, ...tj, e com 1 < ji...jr < m pode
ser expresso como uma soma finita de produtos de elementos de E. Todo elemento de eSe é uma
combinacdo linear de tais mondmios com coeficientes em A e, portanto, concluimos que eSe é
finitamente gerado como A-élgebra por E. Pelo lema 3.1, isso mostra que R ¢ finitamente gerado
como A-élgebra. O

Corolario 3.1. Para todo grupo finito G de automorfismos de A, (k), o anel de invariantes é
finitamente gerado como k-dlgebra.

Na verdade, como A, (k) ¢ uma &algebra simples e suas unidades restrimgem-se a k, todos os
grupos de automorfismos sao externos. Lembrando, também, que é uma algebra Noetheriana, temos
pelo Teorema 3.1:

Teorema 3.3. Dado qualquer grupo finito de automorfismos de dlgebra G de A, (k), a subdlgebra
de invariantes é wm anel Noetheriano simples.
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Isso é 0 que temos a elucidar sobre acOes gerais de grupos finitos. Vamos agora nos restringir
a uma classe muito importante. Para tanto, denote como antes: P, (k) = k[x1,...,x,], e interprete
a Algebra de Weyl como anel de operadores diferenciais: A, (k) = D(P,(k)). Todo automorfismo h
de P, (k) pode ser estendido a um automorfismo de A, (k) da seguinte maneira: seja D € D(P,(k))
um operador diferencial, e f € P,(k). Nés definimos h.D(f) := hD(h~!f). Chamaremos os grupos
finitos de A, (k) formados por agoes induzidas por aquelas de P, (k) por grupos de a¢des polinomiais.
Quando tais agoes forem lineares em P, (k), nés as chamaremos mais uma vez de grupos de agoes
lineares. Nos restringiremos essencialmente as lineares.

Uma propriedade essencial dos grupos de ac¢des lineares é que eles preservam as duas filtragoes
usuais da Algebra de Weyl: a de Bernstein e a de ordem de operador diferencial. Portanto, induzem
agoes na respectiva algebra graduada, e de fato é elementar mostrar que em ambos os casos vale o
seguinte gr A, (k)¢ = (gr A, (k)€

Para o calculo efetivo de um ntmero finito de geradores, esse fato é crucial, pois passa o problema
para o dominio de teoria de invariantes classica: uma descricao em detalhes de métodos computa-
cionais para o célculo de invariantes para a Algebra de Weyl pode ser encontrada em [Tra07|. Tais
métodos permitem encontrar também relacdes entre tais geradores.

Quando nao estamos interessados em possiveis relacoes, temos o seguinte resultado de Levasseur
e Stafford:

Teorema 3.4. |LS95| Seja G um grupo finito de automorfismos lineares de Ay (k). A, (k) contém
duas subdlgebras isomdrficas a dlgebra de polinémios em n varidveis: k[xy,...,x,] e k[yl, -
— a sequnda é constituida pelos operadores diferenciais a coeficientes constantes. A, (k)¢ é gerada
por klz1,. .., x,]% e k[y,...,yn)®

Note que, novamente, recaimos em um problema de teoria classica de invariantes.

Observemos, finalmente, um ponto em que agora a teoria de invariantes de A, (k) difere da
algebra polinomial: mesmo que G seja um grupo de agoes lineares infinito, A, (k) jamais pode
reduzir-se apenas a k.

De fato, dado g € G, se M, for a matriz da restricao de g ao subespaco kx1®...®kx,, usando a
base z1,...,z,, a matriz da restricdo de g ao subespago ky1®. . .®kyy, com relagdo & base y1, ..., yn,
é (Mg)_l. Isso ocorre porque, das relacoes y;(z;) = 6;5, podemos considerar ky; @ ... ® ky, como
o espago dual de kxy & ... @ kx,, e a base {y;} como dual da base {z;}. Temos o subsequente
resultado.

Proposicao 3.4. O elemento w = z1y1 + ... + Tpyn, de Ap(k) é G-invariante para qualquer
subgrupo, finito ou nao, de GLy (k).

3.3 Problema de Noether Nao-Comutativo

Nesta secao nés introduziremos o Problema de Noether Nao-Comutativo e discutiremos os pri-
meiros resultados obtidos acerca dele, por Alev e Dumas [AD06]. A motivagao por tras dele foi
discutida no Capitulo 2, Segdo 3: os corpos de Weyl sdo um bom candidato nao-comutativo dos
corpos de funcgoes racionais.

Relembrando: seja Dy, (k) = FracA,,(K), em que K = k(21,...,2), se m > 0; se m = 0,
Do+(k) = K.

Problema. (Problema de Noether Nao-Comutativo) Seja G um grupo de automorfismos lineares
de A, (k) agindo, por extensio, em D, (k). Quando Dy,(k)¢ = D,,(k), para alguns m,t néo-
negativos?

Observacgao. Note que precisamos da Proposi¢do 3.3 para que esse problema seja bem fundado:
isto ¢, tal que A, (k)C seja um dominio de Ore com Frac(A,(k)9) = (Frac A, (k)%

Note que, no enunciado original do Problema de Noether Nao-Comutativo, ndo é feita a restrigao
de que o grupo seja finito. De fato, Alev e Dumas estudaram resultados interessantes para agoes
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de grupos infinitos, como o n-toro (JADO06]). Contudo, nos limitaremos a estudar o caso em que o
grupo é finito. Assim sendo, temos o seguinte resultado:

A nocao de grau de transcendéncia desenvolvida por Gelfand e Kirillov ndo é a tinica no contexto
nao-comutativo. De fato, ela apresenta alguns problemas em aplica¢des. Uma nogéo particularmente
util foi desenvolvida por J. Zhang [Zha98] o “lower transcendence degree", que denotaremos por LDy,
e que faremos bom uso num instante.

Observagao. Mais discussoes a respeito podem ser encontradas em [KL00O], 12.8.

Teorema 3.5. Se G é um grupo de automorfismos lineares finito agindo em D, (k), e o Problema
de Noether Nao-Comutativo tem uwma solugdo positiva, entéo n =m, t = 0.

Demonstragdo. E um fato conhecido ([MRO1], corolério 6.6.18) que nenhum subcorpo comutativo de
D, (k) pode ter um grau de transcendéncia sobre k maior do que n. Dy, +(k) contém um subcorpo de
grau de transcendéncia m+t (gerado por 21, ..., 2, 1, ..., Ty) €, portanto, devemos ter (x)m—+t <
n. Se G ¢ finito, pelo andlogo nao-comutativo do Lema de Artin abaixo, [D, (k) : D, (k)%] < |G|. No
caso comutativo, isso nos daria a igualdade dos graus de transcendéncia. No caso nao-comutativo,
utilizando o grau de transcendéncia de GK, ¢ uma questao em aberto se [D : Q] < oo implica
que GK — trdegrD = GK — trdegr@, em que D, (Q sdo algebras de divisao sobre k. Contudo,
se [D : Q] < oo, Ldr @ = Ldj D. Essa nogao coincide com GK — trdegy no caso dos corpos de
Weyl. GK — trdegp Dy (k) = 2n, GK — trdegy Dy, (k) = 2m + t. Portanto, se Dy (k)Y = Dy y(k),
2n = 2m + t. Isso, juntamente com (%), implica m =n, t = 0. O

Lema 3.2. (Lema de Artin Nao-Comutativo) Seja D um anel de divisao e G qualquer grupo finito
de automorfismos de D. Entio [D : D% < |G|; isto é, D ¢ um D%-espago vetorial de dimensio
finita.

Demonstragao. [Mon80], lema 2.18. O

O que explica o interesse no Problema de Noether Nao-Comutativo, inicialmente, é a nocao
de equivaléncia birracional nao-comutativa introduzida pela Filosofia de Gelfand-Kirillov. Como
sabemos de geometria algébrica classica, essa é uma relagao mais fraca do que isomorfismo. Sendo
assim, é de se esperar que, apesar da rigidez da Algebra de Weyl mencionada no inicio do Capitulo, a
situacao seja diferente para o seu anel de fracoes. E precisamente isso que ocorre. Também veremos
véarias aplicagoes nos Capitulos 4 e 5.

Incluiremos, agora, mais alguns resultados que serdo usados constantemente no que se segue.
O primeiro é uma generalizacio para extensoes de Ore do Teorema de Miyata que encontramos no
Capitulo 1.

Teorema 3.6. (Versao Nao-Comutativa do Teorema de Miyata) Seja K um corpo nao neces-
sariamente comutativo, o um automorfismo e § uma o-derivagio de K. Seja S = K|x;0,0] e
D = FracS = K(x;0,0). Seja G um grupo de automorfismos (nao necessariamente finito) do anel
S, tal que g(K) C K para todo g € G. Duas coisas podem acontecer:

1. 8¢ C K. Neste caso, S = D¢ = K©;
2. 8% nao estd contido em K. Neste caso, para todo v € SC de grau maior que 0 em x, e de grau

minimo dentre todos os elementos de S de grau maior que 0, existe wn automorfismo de K©,
o', e uma o’-derivacio &' de K©, tal que S¢ = KC[u;0’',0'] e D¢ = FracS® = K%(u;0',¢").

Demonstragao. [ADIT7]. O
Usaremos com frequéncia a seguinte observagao:

Lema 3.3. Seja K um anel de divisao e S = [z; v, 6] uma extensao de Ore. Seja G um grupo de
automorfismos de S, ndo necessariamente finito, tal que G(K) C K. Se, para todo i > 1, e todo
g€ G, g(zt) = )\f:ci para algum X € K*, entdo, se tivermos um elemento y € S invariante por G
da forma y = upx™ + ... urx + ug, com u; € K, u, # 0, u,z™ também € G-invariante.
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Demonstracio. y = g(y) implica, igualando os coeficientes em K de 2™ nos dois lados, que g(u, )\, =
uy para todo g € G. Logo, unx, € invariante por G. O

Finalmente, vamos & discussao dos resultados positivos do Problema de Noether Nao-Comutativo
obtidos por Alev e Dumas.

Teorema 3.7. Seja G um subgrupo finito de GL1(k) = k*. Entdo, Dy(k)% = Dy (k).

Demonstracao. Seja Aj(k) = k[z]]y; 0;]. Existe um carédter x : G — k*, tal que g.x = x(9)x, 9.y =
x(9)"'y. Seja w = yx. Como vimos na Proposi¢do 1.5, Di(k) = FracS, em que S = k(w)|y; o).
G fixa w e manda y para x(g) 'y. Logo, estamos na condicio de usar a versio ndo-comutativa
do Teorema de Miyata. S ndo pode estar contido em k(w) — se isso ocorresse, se teria, pelo
item 1 daquele teorema, D (k)¢ = k(w); mas pela versio nao-comutativa do Lema de Artin,
[D1(k) : D§ (k)] < oo. Por consequéncia, estamos no item 2 do Teorema. Isto &, S¢ = k(w)[u; o’, ']
para alguns ¢/, §’. Pela forma da acdo de G nos monomios ¥, pelo lema 3.3, temos que u é da forma
y® para algum inteiro a > 1. Entdo o/ = 0, e §' = 0. Sendo assim, Dy (k)% = k(w)(y®; c%). Esse
corpo de fracdes também ¢ gerado por X = 3% e Y = a~lwy~?, que satisfazem [X,Y] = 1. Logo,
Dy (k)Y = Dy (k). O

Teorema 3.8. Seja G um subgrupo finito de GL,(k), cuja representa¢ao natural em k™ € a soma
direta de representacées de dimensio 1. Entio, Dy (k)® = D, (k).

Demonstracdo. Provaremos, por inducao em n, o caso n = 1 sendo o teorema acima. Escolhendo
uma base adequada, a acdo de G em A, (k) é da forma g.z; = xi(9)zi, 9.y; = Xi_l(g)yi, em que para
i=1,...,n x; € um carater de G. Definimos w; = y;z; para todo i. Todos os w; sdo invariantes
pela acao de G. Novamente usaremos a descri¢do dos corpos de Weyl da Proposicao 1.5. Usando a
notagao desta Proposi¢ao, Dy (k) = k(w1,...,wn)(y1;01) .. (Yn; 0n). Introduzimos os subcorpos

L =k(wy), K=Fkwi,...,wy)(y1;01) - (Yn—1;0n-1) = Dp—1(L).

Seja S = K[yn;0n]; FracS = Dy (k). Usando a hipétese indutiva na restricdo da acao de G em K
(note que K ¢ estabilizado por G), temos que K¢ = D,,_1(L)% = D,,_1(L). Estamos em condi¢io
de aplicar a versao nao-comutativa do Teorema de Miyata. Temos dois casos possiveis.

Se S¢ C K%, entao Dy, (k)¢ = Dn_1(L)¢ = D,,_1(L) = D,,_11(k), o que ndo pode ocorrer,
tendo em vista o Teorema 3.5.

Portanto, estamos no segundo caso do Teorema de Miyata nao-comutativo. Seja v € S¢ um
elemento invariante de grau minimal em y,. S¢ = K%u;0’,d] para algum automorfismo o’ e
o’-derivacdo ¢’ de K. u pode ser escrito como

fmtn' + ...+ fiyn + fo,

em que os f; € K em > 1. Tendo em vista a acdo de G em ¥, (lema 3.3), temos que u = f,,,y™.
Podemos usar o mergulho no anel das séries de Laurent torcidas, como na Secao 2 do Capitulo 1, com
a acao de G estendida diagonalmente nos y; e fixando os w;. Portanto, sem perda de generalidade,
podemos supor que u = yi'...y%", em que (aj,...,a,) € Z", e a,, > 1.

Para 1 < j < n se tem uw; = (w; + a;)u. Introduzimos os elementos

/ -1
w; = wW; —a, a;Wp,

parai=1,...,n—1. Temos wiu = uw} para 1 < j <n—1. Como o;(w}) = wj+d;; para 1 <i,j <
n—1,0 corpo F = k(wl,...,w,_1)(y1;01) ... (Yyn; 0n—1) € isomorfico a D,_1(k). Aplicando a hipo-
tese indutiva, F'¢ = D,,_1 (k). Por defini¢do, ¢ claro que k(w,)(w}, ..., wl, 1) = k(w,) (w1, ..., wy,).

Como w, comuta com todos os elementos de F, K = F(w,). A algebra S¢, entdo, pode ser escrita
como S¢ = FC(wy)[u; o', ).

u comuta com cada um dos w;, j =1,...,n— 1, como vimos, e comuta com todos os y;
por definigao, e satisfaz com w, a relagao ww, = (w, + a,)u. Portanto, mudando de variéveis:
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u' = a;; 'u implica que S = F&(w,)[u';0"], em que o ¢ a identidade em FC e satisfaz o (wy,) =
wy, + 1. Portanto, FracS® = F%(w,)(u';0") = k(w, ..., w!, |, w,)(y1;01) ... (Yn—1;0n-1)(u;0"),
cuja descricdo é a mesma de D, (k), de acordo com a Proposicao 5, Capitulo 1. Desse modo,
FracS% = D, (k). O

Corolario 3.2. Seja G um subgrupo abeliano finito de GL, (k). Se k contém uma raiz e-ésima da
unidade, em que e é o expoente do grupo, entio Dy (k)" = D, (k).

O dltimo resultado obtido por Alev e Dumas no artigo inaugural sobre o Problema de Noether
Nao-Comutativo possui uma demonstracdo muito extensa. Em razdo disso, dedicaremos a proxima
secdo a ele.

3.4 Problema de Noether Nao-Comutativo para a Segunda Algebra
de Weyl

Teorema 3.9. Seja G qualquer subgrupo finito de GLo(k). Entdo Do(k)C =2 Dy(k).

Nesta segao, usaremos a notagao qi, g2, p1,p2 para denotar os geradores usuais x1,x2,0; (ou
y1),02 (ou y2) de Aa(k), respectivamente.
Seja G um subgrupo finito de GLy(k). Para todo g € G,

9(q1) = agq1 + Bgq2, 9(q2) = Ygq1 + 6442,

1 1
g(p1) = K(Ggpl —Ygp2), 9(p2) = K<_ng1 + agpa),
g g

em que oy, Bg, Vg, 09 € Kk, € Ay = g0y — Bgyg # 0.
Seja w = q1p1 + ¢2p2, € v = q1g; . Temos w invariante (proposicao 3.4), e com a notagao acima:

agv + By

g(v) = Vg + Og

; 9(q2) = (740 + dg)q2.

Como na Proposicao 1.5, podemos expressar D2 (k) da seguinte maneira: Do (k) = k(q1, ¢2)(w1; d1)(w2; d2),
em que w1 = qip1, W2 = ¢2p2, di = @101, d2 = q202. Temos que [w,wl] = 0 e [w,q1] = q1,

[w, g2] = g2. Assim, denotando por d a derivacao de k(q1, q2)(w1;d1), tal que d(¢1) = q1, d(g2) = ¢2

e d(wy) = 0, temos Da(k) = k(q1,q2)(w1;d1)(w;d), em que Dy(k) = k(v,q2)(wr;d1)(w;d), com

di(v) =v ed(v) =d(w) =0 (de fato, d(v) = q1q2_1 - q1q2_2q2 = 0). Usando esses fatos, vemos que

os geradores v, g2, w,w; do corpo Dy(k) satisfazem as relagoes:

[v, 2] = (w1, q2] = [w,v] = [w,w1] =0, [w1,v] = v, [w,q] = q.
A acdo de G em v, qo, w ja foi descrita acima. Para w; temos:

1
g(wy) = K(agQI + B4q2) (0401 — YgPp2)
9

1
= K(agégQIpl — BgYg@202 — ggq1D2 + Bydgqap1)
g

1 _
= A—(agégwl — Byvg(w — w1) — agygu(w — wi) + Bydgv twr)
g

1 B 1
= K(ag + Bgv 1)(’79” + dg)wr — K%}(Bg + agv)w.
g g

Para simplificar a forma da acdo, definimos z = (q1¢q2) 'wy = v_lquwl = qglpl, de forma que
g(x) = Aigx — Aigvqu_Q('ygv + d4) 1w para todo g € G. Da(k) ¢ gerado sobre k por v, g, w,x, €

calculamos: [z,v] = q2_2, [z,q2] = 0, [z, w] = 2.
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Podemos resumir o que foi feito acima no seguinte lema:

Lema 3.4. 1. Os elementos w = qip1 + q2p2, v = qqu_1 exr = q2_1p1 verificam as relagoes:

[g2,v] = 0; [w,v] =0, [w,ga] = g2; [x,v] = g5 2, [2,¢2) = O, [z, w] = 2.

2. Denotando d a derivagdo de k(v,q2), tal que d(v) =0 e d(q2) = q2; K o0 corpo k(v,q)(w;d);
o’ o automorfismo de K fixando v,qs e tal que o' (w) = w+2; d' a o'-derivagio de K, tal que
d'(v)=¢q 2 d(g) =0, d(w)=0; eS ak-dgebra K[z;o',d], tem-se:

Dy(k) = FracS = K(z;0',d) = k(v, ¢2)(w; d)(z; 0", d');

3. A agao sobre Dy(k) de um automorfismo g € G € dada pela sequinte agdo nos geradores:
agv+PBy

9(v) = 355525 9(q2) = (vgv + 8g)ge, g(w) = w e
1 L 9 —1
9(@) = = — Ve (Vg + Jg) " w;
Ag Ag 942 g g
4. Em particular, a cadeia de subcorpos k(v) C k(v,q2) C K é estabilizada por G.

Essa cadeia de subcorpos estabilizada por G é o cerne da demonstragao. O objetivo é utilizar os
Teoremas de Miyata e sua versdo para Extensoes de Ore, reduzindo a questao de invariantes de cada
subcorpo para aquele que o precede na cadeia. Pelo Lema de Artin Nao-Comutativo, ndo podemos
ter S¢ C K©. Mostraremos que podemos substituir o gerador & por um elemento y adequado que
é autovetor de todos os elementos de G.

Lema 3.5. Mantendo a nota¢do do Lema anterior:
1. Egxiste uma fung¢dao racional b(v) € k(v), tal que
1 , 1
g(b) = A—('ygv +6g)“b+ A—’yg('ygv +dg4), Vg € G;
g g

2. Definindo y = x + b(v)gy *w = ¢5 ' p1 + b(v)gy 2w € S, temos as relagies:

[q2,0] = 0; [w,v] =0, [w,q2] = q2; [y, v] = 652, [y, a2] = b(v)g5 ', [y, w] = 2y;

3. Denotando: d a derivagio de k(v,qa), tal que d(v) = 0 e d(q2) = q2; 0’ 0 k-automorfismo
de K que fiza v,qa e manda w para w + 2; d”’ a o' -derivagio de K, tal que d"(v) = ¢5 2,
d"(g2) = b(v)gy ', d"(w) = 0, temos S = K[y; o', d"] = k(v, ¢2) (w; d)[y; ', d"];

4. A agao sobre Dso(k) de um automorfismo g € G ¢ dada pela sequinte ag¢io nos geradores:

+
9(v) = 5535, 9(a2) = (v + 0g)a, g(w) = w e gy) = 2-y.

Demonstracdo. Seja n o inteiro > 1 que é o grau minimo em x dos elementos G-invariantes de S
que nao estdo em K. Seja u = upx™ + ... + wx + uo, u; € K,u, # 0, um elemento de S¢ com
grau n em z. Do segundo ponto do tltimo lema temos, definindo ry = —v,4(v4v + 6g)_1q;2w, que
g(z) = Aig(ac +rg), para todo g € G. Sendo assim,

g(u) = (Al)n g(un)(x 4+ 7g)" + g(upn—1) <A19>”‘1 (z+7r)" 4. ..

Uma vez que K é estabilizado pela agdo de G, explicitando os coeficientes em K dos termos de grau
nen—1em x:
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o0 =atun) (3 ) "+

nn—1 n—1
1 . 1
g(uy) <Ag) Z " (rg) + g(un—1) (Ag> ] "4
=0
A igualdade g(u) = u implica, para todo g € G, as seguintes igualdades em K:

g(un) = (Ag)”un,

n—1
g(un—1) = (Ag)n_lunfl + (Ag)n_lun Z Yg(Vg0 + 59)_1q52(w + 21).
i=0
Multiplicando os dois membros da segunda igualdade pelos inversos dos dois membros da pri-
meira, e usando que Y1 (w + 2i) = nw + n(n — 1), tem-se:

_ 1 _ 1 1 _ 1 1 _
gluy Y, 1) = A—unlun,l + A—n(n — 1)y (ygv + 65) g5 2] + [A”%ng +3) tgy % | w.
g g g
O elemento u,, 'u, 1 de K = k(v, ¢2)(w; d) expressa-se no corpo de operadores pseudo-diferenciais
formais k(v,q2)((w™!; —d)) em uma série de Laurent u,, tu,_1 = Zj>j0 pjw™7 com ¢; € k(v,q2)
para todo j. Como w é G-invariante, g(u, lu, 1) = Zj>j0 g(¢j)w™, de forma que identificando os
coeficientes de w nas igualdades acima temos:

1 1 1 _
g(p-1) = K¢—1 + A*"Wg(’Yg” + 5g) 1Q2 27 Vg € G.
g g

O elemento ¢_1 de k(v,qz) desenvolve-se em k(v)((gy"')) como uma série de Laurent ¢_; =
D sl alqgl com a; € k(v) para todo [. Dessa forma, identificando os coeficientes dos termos em q;2
na igualdade acima, tem-se:

1 1
(Y0 + 89) 2g(az) = —as + —nyy(ygv + 84) ', Vg € G.
Ay Ay
Dessa maneira, encontramos um elemento b = n~tas de k(v) que satisfaz:
1 9 1
9(b) = +— (g0 +d4)°b + K’Yg(’)/gv +dg), Vg € G.
9 g

Definindo y = = + bq2_2w, para todo g € G:

1 1 o _
9(y) = g(x) + A ('ng + 5g>2b + A 'Yg(VgU + 59) ('ng + 59) 2(12 2w
g g
= Lx - ify G5 2(Ygv + 84) "t + ibq_2w + i’y (g0 4 6,) "Ly 2w = —.
Ag Ag 912 g g Ag 2 Ag g\lg g 2 Ag

E claro que y gera S sobre K, e a partir das relacdes entre v, o, w e x, as relacoes seguintes sao
claras: [y,v] = q2_1, [y, q2] = qu_l, [y, w] = 2y. Portanto, o lema esta demonstrado. O

Lema 3.6. Na notacdo do Lema anterior, seja n o grau minimo em z de elementos de S¢ que ndo
pertencem a K.

1. K€ = k(v,q2)%(w;d), em que d foi restringida a k(v,q2);

2. Ezxiste um inteiro m e uma fungdo racional fn, € k(v), tal que f = fmqy" verifica g(f) =
(Ay)"f para todo g € G;

3. Definindo z = fy™, temos que z € invariante pela agdo de G;
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4. Denotando T o automorfismo de K¢ = k(v,qg)G(w;d) que se restringe o identidade em
k(v, )¢ e manda w para w + 2n —m, existe uma T-derivacio D de K©, tal que:

S = k(v, q2)(w; d)[z;7, D], Da(k)” = k(v,ga)(w; d)(z; 7, D).
Sen > 2, a restricio de D em k(v,q2)% € 0.

Demonstra¢ao. Na notacdo do Lema anterior, temos que w, € K satisfaz g(u,) = (Ay)"uy, para
todo g € G. Desenvolvendo u,, em série de Laurent em K (v,q)((w™';—d)), temos que u, =
> jsio Yis ¥ € k(v,q2) para todo j, e ¥j, # 0. Como w é G-invariante, isso nos dé g(vj,) =
(Ag)"pj,w™7 para todo g € G. Desenvolvendo agora 1, em série de Laurent em k(v)((g2)), temos
Vjo = Dism fids, fi € k(v), fm # 0. Isso nos da g(fm)(vgv + 0g)™ = (Ay)" fi para todo g € G.
Definindo f = fingy', temos que g(f) = (Ay)" f para todo g € G e, dessa forma, definindo z = fy",
temos que z é G-invariante. Como y tem grau 1 em z, temos que o grau de z em x € igual a
n e, portanto, pelo Teorema de Myiata Nao-Comutativo, temos que S = K%[z;7, D] para um
automorfismo 7 de K¢ e uma 7-derivacdo D. Aplicando novamente o Teorema de Myiata Nao-
Comutativo em Sy = k(v, ¢2)[w; d], cujo corpo de fragoes ¢ K, uma vez que w é G-invariante, temos
que K¢ = k(v, q2)%(w; d) e, portanto:

Dy (k)¢ = FracS% = k(v, ¢2)% (w; d)(2; 7, D).

Podemos calcular a relacdo de comutagao entre z e w. yw = (w + 2)y; portanto, y"w = (w +
2n)y"; e entdo fy"w = (fw + 2nf)y" = (wf — d(f))y" + 2nz = wz + (2n — d(f)f~')z. Como
d(v) =0ed(q2) = q2, d(f) = d(fmqy") = mfmgy* = mf. Assim:

2w —wz = (2n —m)z.
Podemos também fazer algumas precisdes sobre os valores de 7 e D em k(v,g2)“. Relembrando a

notagao do Lema anterior, item 3, temos que para todo a € k(v, ¢2), ya = ay+d"(a), e por indugao
y"a = ay™ +nd"(a)y" ' + ... (termos de grau < n — 2 em g). Multiplicando & esquerda por f:

za = az+nd"(a)fy" ' 4 ..., Va € k(v, g2).
Se a € k(v,q2)¢
temos

, entao por outro lado za = 7(a)z + D(a). Juntando isso com a equagao acima,

(1(a) —a)z+ D(a) = nd”(a)fy"_1 + ...

Da igualdade dos coeficientes, em k(v, g2), de 3’ nessa equacao, temos que 7 restringe-se 4 identidade
em k(v,q2)%, de forma que D restringe-se a uma derivacdo. Se n > 2, o coeficiente de 3" ~1 é 0, isto
é, d"(a) =0, e isso mostra que D(a) = 0 para todo a € k(v, qg)G. A prova assim se encerra. O

Vamos ver agora que, na notacdo do lema acima, n > 2 nao pode ocorrer. Caso contrario,
teriamos Da(k)® = k(v, q2)% (w;d)(z;t). Em k(v,qa), d’ age como gy 20y + b(v)qy 'y, € do lema
acima sabemos que em k(v)%, d” age como 0. Portanto, a tnica possibilidade é k(v)¢ = k. Mas
pelo Lema de Artin (comutativo) isso ndo pode ocorrer. Dessa maneira, n = 1.

Finalmente, podemos encerrar a demonstragao do Teorema 3.9.

Demonstra¢ao. Relembrando o ultimo lema, temos que z = yf e f = f,,¢3" para algum inteiro
m e fm # 0 € k(v). Usando a sua ultima conclusio, podemos reescrever Do(k)® como a seguinte
extensdo de Ore iterada:
k(v,q2)% (z; D)(w; d),

em que D = fd”, com d” a derivacio introduzida no lema 5. Ou seja, D ¢ a restricio a k(v, q2)“
da derivagdo de k(v,q2) definida por D(v) = fmq;”_2 e D(q2) = fmbq?_l. d & a derivagao de
k(v,q2)%(2; D), tal que d(z) = (m — 2)z, e em k(v,q2)% & a restricio da derivacio de k(v, go)
definida por d(v) = 0, d(g2) = qo.
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Como de praxe, definimos B = k(v)[ga]. Pelo Lema de Artin, nio podemos ter B¢ C k(v)%.
Seja entdo ¢ um elemento de B de grau nio-nulo e minimal em go; denotamos tal grau de e. Pelo
formato da acdo de G em ¢ (lema 3.3), temos q = s¢§, como s # 0 € k(v). Entao, Frac B¢ =
k(v,q2)% = k(v)%(q). Como d(q2) = g2, d(v) = 0, temos d(q) = eq. Calculamos:

D(q) = D(s)g5 + seD(q2)q5 " = 9,(s)D(v)q5 + sefnbgs ™™ 2 = (9y(s) + esb) fngs™™ 2.

D(q) € k(v)%(q) desenvolve-se em k(v)%((¢)) como uma série de Laurent 2o hjq¢’ com hj €
k(v)¢. Como ¢ = s7gy’, a partir da igualdade obtida acima para D(q), temos que D(q) é um
monomio h,q", em que o inteiro r satisfaz e+m—2 = er, e h, = s77(0,(s) +esb) f,; vamos denotar

tal elemento simplesmente por c. Resumindo:

Dy (k) = k(v)¢(q)(z; D)(w; D),

com D(q) = ¢q¢" e d(q) = eq, ¢ € k(v)® e er = e +m — 2. Novamente, pelo Lema de Artin
(comutativo), temos que k(v)® = k(t) para alguma funcao racional t(v). Como d é 0 em k(v)%,
d(t) = 0. D(t) = 0,(t)D(v) = 0u(r) fmay 2. Como ¢ = s¢5 e m — 2 = e(r — 1), temos ¢y >
s17mq" ! e, portanto, D(t) = 0,(t) fms' ~"¢"~!. Simplificando a notacdo, definimos a = 9, (t) fns*
Note que a # 0 € k(v), pois fm,s # 0 et & k. Além disso, a = D(t)¢'™" = [2,t]¢!™" é invariante
sobre G e, por conseguinte, pertence a k(t). Assim, Dy(k)% = k(t, ¢)(z; D)(w; d), com:

—-Tr

[Z,t] = D(t) = aqrila [Z7Q] = D(Q) =cq’, [w7ﬂ = d(t) =0, [w7Q] = d(Q) = €4, [w7z] = d(z) = (m—2)z.

Introduzindo 2’ = ¢'~ "2, d(2') = (m — 2)¢* "z + (1 — r)eq' "z = 0. Denotando D’ = ¢'~"D:
Dy (k) = k(t, q)(2'; D')(w; d), com:

[g,1] =0, [,t] = D'(t) = a, [z, q] = D'(q) = cq, [w,t] = d(t) = 0, [w, q] = d(q) = eq, [w,2'] = d(2) = 0.

nm_ 1 " _ c 1 G ; .
Os 4 elementos t, ¢, w" = Zw e 2" = = Zw + 22’ geram Dy(k)™ e verificam:

.41 =0, [",t] =1, [,q] = 0, ", ] = 0, [w",q] = 1, [w",2"] = 0.

Isso exibe de maneira explicita um isomorfismo Dy (k) =2 Dy(k). E encerra a prova. O

3.5 Notas e Referéncias

A discussdo da teoria de invariantes para Algebra de Weyl foi baseada em [Dum06] e [Tra07].

A primeira instancia de aparecimento do Problema de Noether Nao-Comutativo na literatura
foi em [AD98], em que Alev e Dumas provaram, de maneira independente da exposta neste capitulo,
que existe solugdo positiva para corpos algebricamente fechados e G finito abeliano. Em [AD97],
usando a estrutura de AutcA;(C), Alev e Dumas provaram que (FracA;(C))¢ é isomorfica a
Frac A(C) para todo grupo finito de automorfismos da Algebra de Weyl.

A discussdo do Problema de Noether Nao-Comutativo seguiu de perto a exposicio original em
[AD06]. Houve uma simplificacdo na demonstracdo de alguns teoremas, em particular o Problema
de Noether Nio-Comutativo para a segunda Algebra de Weyl.

A principal referéncia para teoria de invariantes em anéis associativos é [Mon80]. A referéncia
[For85] também é bastante util.
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Capitulo 4

Invariantes de Operadores Diferenciais:
Racionalidade Nao-Comutativa

Neste capitulo, discutiremos novos resultados relacionados ao Problema de Noether Nao-Comutativo
obtidos por Eshmatov, Futorny, Ovsienko e Schwarz em [FO06], [FS17], [EFOS17] e [FS18b]. Encer-
ramos com uma aplicacdo para algebras racionais de Cherednik. Outras aplicacoes serao encontradas
quando discutirmos Algebras de Galois, no Capitulo 5.

4.1 Problema de Noether Nao-Comutativo para grupos de Reflexao
Unitarios
Iremos discutir a seguinte questao:

Problema. Sejam k wm corpo de caracteristica 0 e W wm grupo finito agindo linearmente como
um grupo de pseudorreflexdes: quando D, (k)W = D, (k)?

Nesta secao, discutiremos o caso k& = C, publicado em [EFOS17]. Na proxima, abordaremos
corpos de caracteristica 0 arbitrarios, tratados em |F'S18b|. Para deixar claro o que é especifico para
caso complexo e deixar o caminho pronto para a proxima secdo, por um momento seja k arbitrario
de caracterfstica 0.

Qual ¢é a ideia da demonstragdo? Simplesmente emular aquela do caso Problema de Noether
Comutativo. Gostariamos que fosse verdade A, (k)" = A, (k), e apenas tomariamos o corpo de
fracdes de ambos os lados. Sabemos que isso é falso — a Algebra de Weyl é rigida. Contudo,
realizando apenas uma pequena modificacao, a ideia funciona: existe um polinémio W-invariante
A, tal que A, (k)W = A%(k), em que no segundo lado do isomorfismo temos uma localizagio da
Algebra de Weyl.

Vamos, agora, especificar os detalhes. Para evitar uma notacdo carregada, nés denotaremos a
algebra k[xq,...,z,] apenas por A.

Proposicao 4.1. Seja A um elemento W-invariante de I, em que I € uma localizagdo de A e W
um grupo finito de automorfismos. Entio:

1. Seja S um conjunto multiplicativo de I'. D(I's) = D(I')g;

2. (DM)a)" = (DM )a;

3. TW =@")a.
Demonstragio. Para o primeiro item, Proposicdo 1.2. Para o segundo: todo elemento de (D(T')a)"
é, em particular, um elemento de D(I")a e, portanto, pode ser escrito da forma DAF (em funcao

do item 1), com D € D(T"),k € Z. Como o produto é invariante, e A é invariante, D também o é.
O terceiro item demonstracao andloga. O

35
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Proposicao 4.2. Considere a inclusao AXV — AA. Ela induz, por restricao de dominio, um homo-
morfismo (1) ¢ : D(AA)Y — D(AX) que é sempre injetivo.

Demonstragio. Seja d € D(Ax)V, e f € AW Para todo w € W, w(d(f)) = (w.d)(wf) = d(f). As-
sim, realmente obtemos um morfismo. Como D(AA) é simples e W age por automorfismos externos,
temos que D(AA)W é simples e, portanto, temos um mapa injetivo (Teorema 3.1). O

Todo o trabalho encontra-se na anélise no morfismo (1). E necessario encontrar um polinomio
adequado A que seja invariante e que torne o morfismo sobrejetivo. Quando k& é algebricamente
fechado, existe um entendimento geométrico muito claro do que se deve procurar. Vamos analisar
este caso agora.

A primeira observagao pertinente é o seguinte resultado de Levasseur (|Lev80], Thm. 5) a respeito
do morfismo considerado acima, porém sem localizacdo. Neste caso, a resposta é conhecida e explica
as dificuldades por vir.

Teorema 4.1. Seja G um grupo finito de automorfismos lineares de A (e, portanto, por extensao,
de An(k)). Por restrigio de dominio, tal como acima, obtemos um homomorfismo 6 : A, (k)¢ —
D(AG), Este homomorfismo € sempre injetivo, e é um isomorfismo se, e somente se, G nao contiver
nenhuma pseudorreflexdo além da identidade.

No resto desta secao, k = C. Cada pseudorreflexdo diferente da identidade em W fixa um
hiperplano. Seja S o conjunto das pseudorreflexdes em W, e para cada s € S seja Ls uma forma
linear cujo conjunto de zeros é Fiz s, o hiperplano fixo por s. Um elemento h de Clxy,...,z,]
¢ chamado de semi-invariante se w.h = det(w)h para todo w € W. Temos que J = [[,.qLs ¢
semi-invariante ([Spr77|, exercicio 4.3.5).

Temos nosso candidato a A: JWI. Com ele, podemos obter um conjunto com boas propriedades
geométricas para a acao de W. Vamos relembrar um resultado de Steinberg:

Teorema 4.2. (Steinberg) Seja W um grupo de pseudorreflexées num espago vetorial V. Dado
qualquer subconjunto X de V, isp(X) € gerado pelas pseudorreflexdes que contém, em que isp(X) =
{we Wlw.x =z,Ye € X} é o grupo de isotropia de X.

Demonstragao. [Kan0l1|, Corol. 26-1. O

Lembramos que a a¢ao de W em A,,(C) origina-se de um grupo de reflexdes unitario agindo num
espaco vetorial V' de dimensao finita n, com a agao estendida para D(S(V*)) da maneira usual. Seja
o polinémio J introduzido acima. Considere o conjunto V'’ dado da seguinte forma: {v € V|J(v) #
0}. Este é um aberto na topologia de Zariski em V, e & isomorfico a Speemn Clzy, ..., x| =
Speem Clzy, ..., xy) jyw) = Speem Clzy, ..., x5]a. V' corresponde ao subconjunto de V' obtido re-
movendo os hiperplanos fixos pelas pseudorreflexdes.

Lema 4.1. A acdo de W restringe-se numa agdo em V' e tal a¢ao é livre.

Demonstracao. Seja w € W,v € V'. Para mostrar que temos uma agao em V', precisamos mostrar
que w.v € V'. Se esse nao fosse o caso, entao w.v pertenceria a algum hiperplano fixo de uma pseu-
dorreflexdo s diferente da identidade. Dessa forma, (sw).v = w.v e, portanto, (w™'sw).v = v. Logo,
w~lsw € isp(v). Sabemos que isp(v) é gerado pelas pseudorreflexdes que contém, pelo Teorema de
Steinberg. Mas como v nao pertence a nenhum dos hiperplanos fixos por uma pseudoreflexdo, tal
grupo é trivial. Sendo assim, w™'sw = id, s = id, contrariando a hipétese. Dessa forma, temos uma
agdo de W em V', e tal agéo € livre pois, como acabamos de ver, o grupo de isotropia de todo vetor
em V' é trivial. O

Introduziremos agora um resultado fundamental.

Teorema 4.3. Seja X uma variedade afim irredutivel e G um grupo finito de automorfismos agindo
nela. Eriste um aberto maximal V' em que G age de maneira livre.
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1. De fato, V ¢ aberto denso em X e, chamando V' sua imagem pela projecio m : X — X/G,
V =7~Y(V"). Logo, 7 restringe-se a uma projecio m:V — V', e V' é denso em X/G;

2. Temos que D(X)® = D(X/G) se alguma das duas condi¢oes sequintes se aplica: X satisfaz
a condi¢io Sy de Serre (em particular, se é normal ou reqular) e codimx(X — V) > 2; ou se
G age livremente em X.

Demonstracao. |[CH94|, (3.7). O

Observagao. Uma variedade afim X satisfaz a condi¢io Sa de Serre se A = O(X) a satisfizer,
isto €: depth A, > inf{2,ht(p)}, para todo ideal primo p C A.

Pelo lema 4.1, a acao de W em V/ = Specm Aa é livre. Pelo teorema acima, temos que o mapa
(1) €, de fato, um isomorfismo.

Note que fica claro agora, também, porque o mapa considerado no Teorema de Levasseur falha
em ser um isomorfismo. A a¢do ndo é livre, e como o grupo contém pseudorreflexdes, a codimensao
do aberto em que a agdo é livre é 1.

Finalmente:

Teorema 4.4. (|[EFOS17|, Theorem 2) Seja W um grupo agindo linearmente por reflexdes unitdrias
em A, (C). Entdo, D,(C)V = D, (C).

Demonstracdo. Todas as etapas na cadeia de isomorfismo abaixo sdo justificadas pelos itens da
Proposi¢io 1 e o isomorfismo (f): (D(A)V)a = ((D(A)a)Y = D(AX) = D(kler, ..., en))
= (D(kle1, ... en]))ar- A saber, usamos, em ordem: Prop. 1 (2); Prop. 1 (1) e {; depois o Teorema
de Chevalley-Shephard-Todd; e novamente Prop. 1 (1).

Aqui, os e; sdo os geradores algebricamente independentes de A", e A’ ¢ apenas A escrito em
funcao deles e nao dos x;. O

4.2 Problema de Noether Nao-Comutativo para Grupos de Pseu-
dorreflexao Arbitrarios

Nesta segao, estenderemos o resultado da anterior para grupos de pseudorreflexdo em corpos de
caracteristica 0 arbitrarios.

Toda notagdo da se¢ao anterior serd mantida. Novamente, o problema é mostrar que o mapa ()
é sobrejetivo.

Notemos, inicialmente, o seguinte resultado.

Seja W um grupo de pseudorreflexdes. Seja ey, ..., e, um conjunto de geradores algebricamente
independentes de k[z1,...,2,]"; seja M a matriz n x n cuja entrada ij é Oz,€i, € seja J seu
determinante. Como na se¢do anterior, seja S o conjunto das pseudorreflexées em W e, para cada
s €S, seja Lg uma forma linear cujo conjunto de zeros é Fix s.

Teorema 4.5. J ¢é semi-invariante, e todo elemento semi-invariante escreve-se como produto de
J por um elemento invariante. J = a]],.q Ls, em que a é wm escalar que varia de acordo com a
escolha de geradores algebricamente independentes e das formas lineares Lg. Finalmente, J # 0.

Demonstragao. [Kan01|, 20-2, Proposigao A e B, 21-1, Proposicao A e B. O

Novamente, J/W! ¢ invariante; denotaremos, novamente, este elemento por A. Note a semelhanca,
até o momento, com o que foi feito anteriormente. A diferenca no argumento comeca agora.

Um conceito importante para nos serd o de corpo de definicdo: o menor corpo no qual uma
representacao pode ser definida.

Definicao 4.1. Seja p: G — GLy (k) uma representagio e k' C k um subcorpo. Nos dizemos que p
tem k' como corpo de defini¢io se ela provém de uma representagao p' : G — GLy (k') por estensdao
de escalares.
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Dada uma representagao p : G — G L, (k) com funcao de caracteres y, nos chamamos a extensao
de Q gerada por I'my de Q(x).

Teorema 4.6. Seja p : G — GL,(k) um grupo de pseudorreflexées irredutivel — isto é, sua
representagdo € irredutivel. Entao seu corpo de definicao é Q(x).

Demonstracao. Esse resultado pode ser encontrado em [Kan01], Appendix B. O

Necessitaremos, também, de um segundo resultado. Ele ¢ andlago & decomposicao de grupos
de reflexées usuais num produto direito de groups de reflex@o irredutiveis. Acreditamos que esse
resultado seja bem conhecido para grupos de pseudorreflexdo arbtirarios, mas por falta de uma
referéncia adequada, incluiremos aqui sua demonstracao.

Definicao 4.2. Dada uma transformacao linear g num espaco V de dimensdo finita, denotamos
Fizg={v e V]gv=v} = Ker (Id—g), e [V,g] = Im(Id — g).

Se g ¢ uma pseudorreflexao diferente da identidade, Fiz g € um hiperplano e [V, g] € um espago
de dimensao 1. Neste caso, se a € V gera [V, g], entdo para todo elemento v de V, existe ¢(a) € k,
tal que v — gv = ¢(v)a. ¢ é claramente um funcional linear, e ker ¢ = Fix g.

Lema 4.2. Se g,h € GL(V), entdo Fix(ghg™') = gFix h. Em particular, se h é uma pseudor-
reflexio diferente da unidade, que fiza um hiperplano H, ghg™' ¢é uma pseudorreflezio que fiza o
hiperplano gH .

Lema 4.3. Seja g uma pseudorreflexao diferente da unidade, de ordem m, H = Fixg, e Ly
qualquer funcional linear com H = kerLy (note que Ly € determinado a menos de escalar).
Suponha que a gera [V,g]. Entao ezxiste uma raiz m-ésima primitiva da unidade p, tal que gv =

v—(1-p) iggzga, para todo v € V.

Demonstra¢ao. Como vimos acima, existe um funcional linear ¢, tal que gv = v—¢(v)a e H = ker ¢.
Portanto, ga = pa para alguma raiz primitiva da unidade de ordem m pu e, assim, ¢(a) = 1 — p.
Temos que ¢ = ALy para algum X\ # 0 € k, e isso nos d4 imediatamente que A = (1 — p)/Lg(a), o
que completa a prova. O

Lema 4.4. Sejam r,s pseudorreflezoes diferentes da identidade, H = Fixzr, J = Fixrs, a um
gerador de [V,r] e b um gerador de [V,s]. Sea € J e b€ H, entao rs = sr.

Demonstracao. Usando o lema acima temos escalares u,v € k, tais que para todo v € V.

Lu(v) Ly(v Ly (b)Ly(v)
rs(v) =v—(1—pu a—(1—v b+ (1 —p)(l—v a
W =v=U=mg e~ It T 0= G, 6)
Sebe H, Ly(b) =0, portanto, o ultimo termo acima desaparece. Por simetria, o altimo termo da
expressao sr(v) desaparece, e o que resta é igual. Logo rs = sr. O

Proposicao 4.3. Um subespaco V' de V € invariante com respeito a uma pseudorreflexio r # id
se, e somente se, V! C Fixr ou [V,r] CW.

Demonstragao. Se V' C Fixr, entdo obviamente V' é invariante. Se [V,r] C V', entdo a formula
do lema 4.3 mostra que V' é invariante. Reciprocamente, se V' é invariante e nao est4 contido em
Fixzr, entdo [V',r] # 0 e, portanto, [V,r] = [V/,r] C V" O

Teorema 4.7. Seja W um grupo finito de pseudorreflexoes num espaco vetorial V. Seja Vi ®...®V,,
uma decomposicao de V' em subespagos invariantes por W e irredutiveis (isso é possivel pelo Lema
de Maschke, lembrando que char k = 0). Seja W; a restri¢gao de W para Vi, i = 1,...,m. Entao W;
é um grupo de pseudoreflexdes irredutivel ou trivial, e W 2 W1 x ... x Wp,.
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Demonstragao. Pelo lema acima, se r ¢ uma pseudorreflexao # id, entdo [V,r| C V; para algum i.
Seja W; o subgrupo de W gerado pelas pseudorreflexdes tais quais isso ocorre — se nao existe tal
pseudorreflexdo, chamemos W; = Id. W; fixa todo elemento de Vj}, para ¢ # j, e pelo lema 4.4, os
elementos de W; comutam com os elementos de W;. Portanto, W ¢ o produto direito dos Wj, e cada
W;, por sua vez, evidentemente é um grupo de pseudorreflexées em V;, ou entdo o grupo trivial. [

Por enquanto, assuma W um grupo de pseudorreflexdes arbitrario. Seja

um vetor de tamanho n, com 1 na posicao ¢ e 0 nas demais, e seja

fi1
F;, =
fin

uma solucdo do sistema (1) M F; = E;. Pela regra de Kramer, fj; € Aa, 1 <1i,5 <n.
Seja d; =Y j_; fikO. NOs temos d;(e;) = 0;5, e que d; € D(Aa) = D(A)a.

Teorema 4.8. ([F'S18b]|, Prop. 6.7) Se d; ¢ invariante por W entdo d;,e;, i = 1,...,n sdo enviados
pelo morfismo () ¢ para geradores de D(AZV) que satisfazem as relagoes de Weyl.

Demonstracio. E claro que AZV = kle1,. .., en]ar. Chamemos este anel de A. O modulo de diferen-
ciais de Kahler Q(A) é livremente gerado sobre A, com base de,, ..., d.,. Por 15.1.12 de [MRO01], o
A-modulo Dery(A) é livremente gerado por extensoes (inicas) de Oe;,i = 1,...,n de kle1, ..., ey)
para A. Sendo assim, pela forma que os d; agem, a tnica opgao que temos é: d; = 0,, para todo
t=1,...,n. O

Resta apenas provar que os d;’s sdo invariantes. Em alguns casos, isso pode ser provado de
maneira direta. Uma demonstracao do Problema de Noether Nao-Comutativo para S, sobre qual-
quer corpo de caracteristica 0, apareceu em [FO06]. Ela era elementar mas bastante uma envolvida.
Uma demonstragao bastante simplificada, com a contribuicdo de Schwarz, também sobre qualquer
corpo de caracteristica 0, aparece em [FS17]. E esta tltima que apresentaremos aqui, com algumas
melhoras técnicas. Mostremos o tltimo detalhe:

Lema 4.5. d; € invariante pela acao de S,,.

Demonstracio. E suficiente mostrar que mfij = fix(j) Para 1 < i,j < n, 7 € S,. Vamos usar a
regra de Kramer. Seja v; o vetor

Oie1

Oien

E claro que 7(v;) = Vr(i)-

com F; na posicao j.
Entao,




40 INVARIANTES DE OPERADORES DIFERENCIAIS: RACIONALIDADE NAO-COMUTATIVA 4.3

= sign(m)det(vy, ..., E;, ... v,)/sign(m)det(vy,. .., vy),

agora com F; na posi¢ao m(j).
E isso ¢ igual a fir(;)- O

Agora o Problema de Noether Nao-Comutativo pode ser provado para .S, seguindo as mesmas
etapas que no Teorema 4.4.

No caso arbitrario, existe uma maneira indireta de mostrar que os d;’s sao invariantes. Por um
momento, vamos supor que W seja um grupo de pseudorreflexdes irredutivel. Pelo Teorema 6, nés
podemos supor que os e; e, portanto os d;, todos tém coeficientes em Q(x). Note o seguinte: se
k' C k é um subcorpo W-invariante e se d é um operador diferencial com coeficientes em k', a
questao da sua W-invariancia é a mesma. quer consideremos o corpo base k ou k. Como o corpo
Q(x) ¢é invariante por W, a invariancia de d; como um operador diferencial em AVAV, com o k atual,
é equivalente a sua invariancia quando k é substituido por Q(x). Agora, o corpo é um subconjunto
de C, e repetindo o argumento a respeito de corpo de defini¢dao, temos que a invaridncia de d;
nao muda se considerarmos k os numeros complexos. Finalmente, temos acesso a resultados de
geometria algébrica:

Teorema 4.9. Seja X uma variedade irredutivel, afim e normal. Entio D(X)W = {d € D(X)|d(O(X)V) C
ox)"}.

Demonstragcao. Knop ([Kno06]), Theorem 3.1. O]
AK/ = kle1,...,en|ar, como vimos. Pela acdo dos d; nos e; e a regra da cadeia, temos que
cada d;, ¢ = 1,...,n satisfaz as condigdes do teorema acima e, portanto, é invariante. Sendo assim,

finalmente, o morfismo (f) ¢ um isomorfismo.

Proposicao 4.4. ([FS18b|, Thm. 6.8) Seja k um corpo de caracteristica 0 arbitrdrio. Seja W um
grupo de pseudorreflexdes irredutivel. Entdo o Problema e Noether Ndo-Comutativo tem solucdo
positiva.

Usando isso em conjunto com o Teorema 4.7, finalmente, temos:

Teorema 4.10. ([F'S18b|, Thm. 6.12) Seja k um corpo de caracteristica 0 e W qualquer grupo de
pseudorreflexoes em Ay, (k). Entdo (Frac A, (k)W = Frac A, (k).

Demonstracdo. A acdo linear de W vem de uma representacdo num espacgo vetorial V, em que
dimV =n =ny+ ... +ng +m, e que na decomposicao de W = Wj x ... x Wk, dada pelo
Teorema 4.7, cada W; age num espaco de dimensao n;; m é a dimensao do subespago invariante
por W. Temoos, entdo, que A, (k)" ¢ isomorfico a A,, (k)" @ A, (k)"* @ Ay, (k). Agora, basta
tomar o corpo de fracoes. O

4.3 Calculo Efetivo dos Geradores de Weyl; o caso de Caracteristica

Prima
Dado o isomorfismo D, (k)" = D, (k), em que W é irredutivel, é interessante encontrar no
primeiro anel elementos X1,..., Xy, Y1,..., Y, que satisfagam as relacoes de Weyl. Pela forma que

o isomorfismo 1 foi construido, tais geradores podem ser encontrados ja em A, (k). E o seu calculo
também se da de maneira efetiva: consiste apenas em resolver o sistema linear { ([FS18b], sec. 5.3).

Dado que os geradores algebricamente independentes dos grupos de reflexdo unitarios irreduti-
veis sd3o bem conhecidos (vide, por exemplo, [Kan01]), o método para o calculo é imediato.

Como um exemplo: chamando J = (z1 — z2)(z2 — x3)(x1 — x3).

FracD3(k)% — Ds(k):

T + 29 + 23 = X1, T129 + X213 + T123 — Xo, T1T2x3 — X3;



UMA CONJECTURA RELACIONANDO O PROBLEMA DE NOETHER E SUA VERSAO
4.4 NAO-COMUTATIVA 41

23 (29 — 333)81 N r3(z3 — xl)aQ n 23(zy — 952)83 Ly
J J J
1:1(9:3J :1:2)81 n xg(:clj 1:3)82 n J?g(ZEQJ x1)

(2 . £B3)al n (23 . 1‘1)82 n (z1 ; T2)

Uma ualtima palavra. Pelo Teorema de Clark-Ewing ([Kan01], Theorem 15-2), e pela classificacao
dos grupos unitérios irredutiveis de Shephard e Todd, para classificar os grupos de pseudoreflexao
irredutiveis em k, basta ver para quais grupos da lista Q(x) estao contidos em k. Checando a lista,
vemos que Q(x) envolve apenas os elementos €, = €>™/"(n > 1), e, 4+ €, 1, vVE2, /5,7 ([Kan01],
pag. 175).

Em particular, notando que os grupos de Weyl tem corpo de definicdo Q, e que todo corpo de
caracteristica p contem o subcorpo Z,, temos que dado um grupo de Weyl fixo W, os geradores de
Weyl em Dn(k)W otidos acima possuem seus coeficientes em Q e, portanto, dado um p suficien-
temente grande, eles e a verificagdo das relagoes de suas relagdes de Weyl podem ser levados num
corpo de caracteristica p. Ou seja:

83 — YQ;

Proposicao 4.5. (Futorny-Schwarz) Seja A, (k) a Algebra de Weyl sob um corpo de caracteristica
arbitrdria (neste caso precisamos ser cuidadosos com a defini¢ao: € a dlgebra dada pelos geradores
XlyeeeyTpyO1,y...,0n com as relagoes de Weyl usuais ([Pre10])). Seja W um grupo de Weyl, fixo
durante sua discussio, agindo linearmente em A, (k) (isto é possivel - lembre que sua ag¢ao cris-
talogrdfica manda geradores algebricamente independentes em combinagées lineares integrais dos
demais). Entio Frac A, (k)" = Frac A,(k) para char k >> 0.

E um problema interessante estudar generalizacoes do Problema de Noether Nio-Comutativo
em caracteristica prima.

4.4 Uma conjectura relacionando O Problema de Noether e sua
versao Nao-Comutativa

Essa Conjectura ¢ uma elaboracdo daquela heuristica proposta pelo aluno em [Sch15b], Sec. 6:

Conjectura. (Schwarz) Seja k qualquer corpo de caracteristica 0. Seja G um subgrupo finito de
GL(V), V um espago vetorial de dimensao n. Se o Problema de Noether tem solu¢ao positiva para
FracS(V*)C, entio sua versio nio-comutativa tem solugdo positiva para Frac D(S(V*))C.

Nesta secao iremos demonstrar essa Conjectura. Ela nos permite redemonstrar todos os casos po-
sitivos do Problema de Noether Nao-Comutativo apresentados anteriormente de maneira uniforme,
além de obter alguns novos casos de solucdo postiva.

Comecemos a demonstragdo. Nosso argumento segue de perto aquele usado em [LS95] para
demonstrar o Teorema 3.4.

Seja W um grupo finito arbitririo agindo num espaco vetorial V' de dimensao finita. Estenda
essa agao para O(V*) = k[z1,...,x,]. A hipotese de que o Problema de Noether tenha solugao
positiva é precisamente: FracO(V)W = k(xq,...,2,).

Estenda agora a acdo de W para A, (k) = D(O(V*)). Denote por B a subalgebra de A, (k)"
gerada pelas suas subalgebras O(V)W = k[z1,...,2,]" e OV)WV = k[0y,...,0,]". Noés temos
que cada elemento de S = O(V*)"W — {0} age de maneira ad-nilpotente em A, (k), e portanto em
A, (k)W e B. Portanto, S ¢ um conjuto de Ore & esquerda e & direita em ambas as 4lgebras, por
[KLO00], Thm. 4.9.

Relembremos um lema técnico:

Lema 4.6. Seja L uma estensdo de corpo finitamente gerada de k, com tdegy L = 1. Seja R uma
sub(k)dlgebra de D(L), contendo L; e induza nela uma filtragao a partir daquela de D(L), por



42 INVARIANTES DE OPERADORES DIFERENCIAIS: RACIONALIDADE NAO-COMUTATIVA 4.5

ordem de operador diferencial. Se gr R contém uma subalgebra B, finitamente gerada, graduada e
L-dglgebra, com Kdim B =1, entdo R = D(L) (Kdim é a dimensao de Krull).

Demonstragao. [L.S95], lemma 8. O
Chame F = FracO(V*)W.
Teorema 4.11. ([FS18b], Lemma 4.2) Frac A, (k)Y = Frac D(F).

Demonstragio. Nos temos B C A, (k)W por definicdo, e A, (k)Y € D(O(V*)") por restrigio de
dominio. Apdés localizar por S temos:

Bs C An(k)§ € D(O(V")")s = D(F),

onde a tltima igualdade segue de D(O(V*)W)g = D(O(V*)¥) = D(F), usando [Muh88|, Proposi-
tion 1.8. Considere a filtracdo em Bg induzida daquela em D(F). Como O(V*)W C B, temos que
grBg contém F @ O(V*)W como uma F-subalgebra. Como a dimensdo de Krull de um anel de
polinémios em n variaveis é n e O(V*) ¢ modulo finito sobre O(V*)W | essa subalgebra também
tem dimensao de Krull n (|[MRO1]). Portanto, podemos aplicar o lema acima, e assim Bg = D(F).
Concluimos que D(F) C A, (k)Y C D(F), o que nos da o que querfamos. O

Observacio. Note que nio usamos a igualdade B = A, (k)" , apenas que B C A, (k).
Finalmente:

Corolario 4.1. ([FS18b|, Thm 4.4) O Problema de Noether impllica o Problema de Noether Nao-
Comutativo para uma acao linear de um grupo finito W.

Demonstragio. De fato, neste caso, F' é uma extensio puramente transcedental, e portanto Frac A, (k)W =
FracD(k(xy,...,2,)) = Frac A, (k). O

Corolario 4.2. (|[FS18b], Corol. 4.5)

e O Problema de Noether Nao-Comutativo tem solugdo positiva para a a¢do por permutacao dos
grupos alternantes A;, i = 3,4,5.

o (O Problema de Noether Nao-Comutativo tem solugdo positiva para n = 3 e k algebricamente
fechado.

Finalizamos esta secao com dois problemas.

Problema. (Schwarz) Encontrar um contraexemplo para o Problema de Noether Nao-Comutativo,
ou seja, um grupo finito G que age linearmente na dlgebra de Weyl tal que Dy (k)® ndo seja um
corpo de Weyl.

Problema. (Schwarz) Encontrar um grupo finito G com agao linear de forma que o Problema de
Noether tenha solucio negativa, mas o Problema de Noether Nao-Comutativo tenha solucdo positiva;
ou provar que eles sio equivalentes.

4.5 Corpos de Fracoes de Anéis de Operadores Diferenciais

Nesta secao discutiremos uma significativa generalizagdo do resultado da se¢ao anterior no caso
em que k = C. Como aplicacdo, obteremos nosso resultado sobre o corpo de anéis de operadores
diferenciais no toro de [EFOS17]| como corolério.

Comecgamos esta secao com uma seguinte observacao: se X é uma variedade suave, é bem
conhecido que D(X) admite anel de fragdes no sentido de Ore, como segue do Teorema 1.1. No caso
dela ser singular isso também é valido. Seja B = O(X) e L = Frac B. Nos podemos realizar D(B)
como uma subélgebra de D(L): consiste dos d € D(L) tais que d(B) C B (|[MRO01], 15.5.5(iii)). Como
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L é regular, pelo Teorema 1.1, temos que D(B) é uma subalgebra de um dominio nao-comutativo
de dimensao de Gelfand-Kirillov finita; portanto o mesmo vale para D(B). Agora, basta aplicar um
resultado de Jategaonkar (|KLO0O|, Prop. 4.13).

Lema 4.7. (|[FS18b], Lemma 3.2) Seja X € wma variedade afim irredutivel e G um grupo de
automorfismos finito de X . Suponha que X/G seja birracionalmente equivalente a uma varieade afim
wrredutivel Y. Entdo se X satisfaz alguma das condicées do Teorema 4.8, item 2, Frac D(X)G =
FracD(Y).

Demonstragdo. Seja S o conjunto de elementos regulares em O(X)%. Como X & irredutivel, O(X)%
¢ um dominio; como X/G é birracional a Y, entdo O(X)§ = FracO(X)% = FracO(Y). Entdo
FracD(X)® = FracD(X/G) & FracD(X/G)s = FracD(O(X)¥) & FracD(FracO(Y)) =
FracD(Y'). Usamos o resultado sobre localizacao do Capitulo 1, Proposicao 1.2. O

Teorema 4.12. ([FS18b], Thm 1.2) Seja X uma variedade afim irredutivel e G um grupo finito de
automorfismos de X. Se X/G ¢é birracionalmente equivalente a uma variedade afim irredutivel Y,
entio Frac D(X)® = FracD(Y).

Procederemos em etapas: pelo Teorema 4.3, existe um aberto V onde a acao de G se restringe
e é livre, e m: X — X/G se restringe a um mapa quociente 7 : V' — V/G, onde V/G é um aberto
denso de X/G. Pelo teorema de Hilbert-Noether, este morfismo é finito, e logo ele é afim ([Har77],
Exercicio 5.17). Seja W um aberto principal de X/G contido em V/G, e seja U = 7~ }(W). U é
afim, e como é uma unido de érbitas, G age de maneira livre em U. Logo, temos um mapa quociente
m:U — W; e W sendo aberto em X/G, é birracional a Y. Assim:

Lema 4.8. FracD(U)% = FracD(Y).
Demonstracio. Basta aplicar o lema 4.7. ]

Lema 4.9. Seja U o aberto denso acima. Entdo existe um polindmio G-invariante f tal que o
aberto principal Spec O(X)s estd contido em U. Note que, como f é G-invariante, esse aberto ¢
G-invariante, e portanto a a¢do € livre.

Demonstra¢ao. Existe um polindomio A tal que Spec O(X);, C U, uma vez que os abertos principais
formam uma base da topologia de Zariski. Basta considerar o elemento f = ngG g(h). O

Considere agora a inclusao SpecO(X)s C U C X. Como a variedade é integral, nés temos,
aplicando o funtor contravariante D(.) do feixe de operadores diferenciais, a inclusao D(X) C
D(U) € D(X); ([Liu02], Pro. 2.4.18 (c)). Tomando invariantes por G, se tem: D(X)¢ ¢ D(U)% C
(D(X) )¢ = (D(X)%)¢. Tomando o corpo de fragdes: Frac D(X)% C Frac D(U)Y C Frac D(X)“.
Logo, FracD(X)Y = FracD(U)® = FracD(Y). Assim, a demonstracao de Teorema 4.12 esté
completa.

Observacao. Analisando a prova em detalhes, acreditamos que ela funcione para qualquer corpo k
algebricamente fechado — talvez com algumas hipdteses simples sobre sua cardinalidade, se neces-
547r10.

Observacao. Note que, em particular, no caso complezxo, o resultado acima demonstra novamente
a nossa Conjectura, com a vantagem de que temos um entendimento geométrico na demonstragdo.

Em [EFOS17], discutimos também uma versdo do Problema de Noether para certas acoes dos
grupos de Weyl classicos no anel de operadores diferenciais no n-toro. Seu anel de funcoes regulares é
(C[:Uit, . ,xf], e ele tem n automorfismos naturais €1, . .., €,, agindo da seguinte forma: ¢; manda x;
para —xi_l e fixa z; quando j # ¢. Tais automorfismos sdo estendidos naturalmente (por conjugagao)

para A, (C), o anel de operadores diferenciais no toro, de forma que ¢;(9;) = 229; e fixa 0; quando

—_—

j # 1. Como A, (C) é alocalizacio da algebra de Weyl por z1, ..., z,, a descri¢do dos automorfismos
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—
€; esta completa. Nos podemos, assim, considerar uma agao de Z5 em A, (C) — a base de Z% sera os
automorfismos €1, ..., €,. Temos também, pela permutacdo usual de varidveis, uma acao de .S,, em

A, (C), e tomando o produto semiderto Z§ x Sy, obtemos uma agao do grupo de Weyl B, (= Cy,).
Restringindo para o subgrupo 6bvio, obtemos também uma ac¢ido de D,,.

Proposicao 4.6. Seja O(T™) o anel de fungdes regulares no toro.

e O(T™)B» ¢ uma dlgebra polinomial gerada por e; (1 —i—xl_l, v xpta )i =1,...,n, onde os
e; $ao os polinémios simétricos elementares. Em particular, T /By, é isomorfico a um espago
afim de dimensdo n.

o FEuxiste um polindmio de Laurient B, -invariante A tal que, sendo Z o conjunto Zariski-fechado

onde ele se anula, a acdo de By se restringe a uma acdo livre em U = T" — Z; U é afim:
SpecT' A, onde chamamos I' = O(T").

Demonstragao. [EFOS17]|, Proposition 2. O

Para D,, as coisas sdo um pouco mais complicadas. Os detalhes completos estdo em [EFOS17],
Proposition 3. Vamos anotar apenas o necessério.

Proposicao 4.7. O(T")Pr ¢ isomdrfico a uma localizag¢io da dlgebra de polinémios em n varidveis;
existe um polindmio de Laurient A que é D,, invariante e tal que, sendo Z seu conjunito de zeros,
D, tem sua a¢do restringida a uma acao livre no aberto U = T" — Z. U ¢é afim: Specl'p, onde
chamamos I' = O(T"), e P é um polinomio de Laurient adequado.

—~—— Wy

Teorema 4.13. ([EFOS17], Theorem 3) FracA,(C) = D,(C), quando W,, = By, Dy, Sp.

Demonstracdo. Como O(T™)"W» ¢ birracional ao espaco afim em todos os casos, basta aplicar o
Teorema 4.12. OJ

4.6 Aplicaciao para Algebras Racionais de Cherednik

Vamos usar a solucdo positiva do Problema de Noether Nao-Comutativo para grupos de re-
flexao unitérios para uma versao da Conjectura de Gelfand-Kirillov para as algebras racionais de
Cherednik. Para as suas aplicacoes em diversas dreas da matemadtica e matematica fisica, assim
como as suas generalizacoes — as algebras de reflexao simpléticas — nés colocamos como referéncia
o trabalho original [EG02].

Seja W um grupo finito de reflexdes unitarias agindo num espago vetorial complexo de dimensao
finita h. Seja S seu conjunto de reflexdes e, para cada s € S, escolha ag € hx e af € h de forma
que a; seja um autovetor de A (o autovalor ndo trivial de s em hx); e o) seja um autovetor de A
(o autovalor nao trivial de s em h). Por simplicidade n6s normalizaremos os vetores no pareamento
natural h * x h de forma que (as, @) = 2. Seja ¢ : S — C uma fungio invariante por conjugagao
por elementos de W.

Considere a algebra H. (W, h),t # 0, dada pelo quociente de CW x T'(h @ hx) pelas relaces:

2, 2') = [y, 4] = 0; [y, 2] = ty(z) = > (1, 0)(w,2)s,
ses

com z,x’ € h*,y,y € h.
H.((W,h) é a chamada de algebra racional de Cherednik.

Teorema 4.14. (Mergulho de Dunkl) Eziste um mergulho de H. (W, h) em D(h"9) « W, onde
h"€9 € h com os hiperplanos associados as pseudorreflexdes removidos.

Demonstragao. [EM10], Remark 3.6. O
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Definicao 4.3. Seja e = 1/|W|>_ cww € Hey(W,h) e Uey(W,h) = eH. (W, h)e. Essa dlgebra é
chamada subdlgebra esférica (da dlgebra de Cherednik racional).

Observagao. Tudo que fizemos até agora pode ser feito comt = 0. Contudo, neste caso, a subdlgebra
esférica seria comutativa, o que nao nos interessa ([EM10], Proposition 3.8).

Corolario 4.3. O mergulho de Dunkl da dlgebra racional de Cherednik se restringe a um mergulho
de U.+(W,h) em D(h™9)W e tal mergulho é uma equivaléncia birracional.

Demonstragao. [EM10], Proposition 3.12. O

Com este corodlario, segue imediatamente dos nossos resultados do Problema de Noether Nao-
Comutativo para grupos de reflexées unitarios:

Teorema 4.15. (|[EFOS17|, Theorem 5) O corpo total de fragoes de U (W, h), independentemente
da escolha de c e t, € isomdrfico a D, (C), onde n = dimh.

Na verdade, como vimos, D(h"®)W ¢é apenas uma localizacio de D(h)"'. Entdo mais pode ser
dito:

Corolario 4.4. O Problema de Noether Nao-Comutativo para grupos de reflexdo unitdrios e a
Congectura de Gelfand-Kirillov para subdlgebras esféricas sao equivalentes.

4.7 Notas e Referéncias

Este capitulo ¢ uma exposicao do material em [Sch15b|, [EFOS17|, [FS17] e [FS18b], mas com
uma organizagao logica distinta — especialmente referente ao Problema de Noether para anéis de
operadores diferenciais no toro. Temos também alguns enunciados que nao constam nos artigos
anteriores. A abordagem do Conjectura de Gelfand-Kirillov para sublgebras esféricas difere daquele
em [EFOS17] - mais detalhes sdo apresentados. Agradecemos a Jacques Alev pela contribuicao
importante, por meio de valiosas discussoes.
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Capitulo 5

Invariantes de operadores diferenciais:
categorias de Gelfand-Tsetlin

Nao serd possivel dar as referéncias bibliograficas completas, nessa introdugao, as ideias que
geraram a teoria de Algebras de Galois (para manter a ja grande bibliografia desta tese menor que
Np). Para a historia completa, nos referimos a [FO10], [FO14] e ao survey [Fut18]. A ideia principal
por tras da teoria de algebras e Galois é mergulhar uma algebra associativa em um anel de grupo
torcido, para iluminar aspectos de sua teoria de representagoes. Essa ideia se originou no trabalho
de Block [Blo81], onde ele classificou todos os médulos irredutiveis sobre A;(C) e U(slz) (sobre os
complexos). A ideia consiste, essencialmente, via este mergulho, associar todos os modulos simples
a elementos irredutiveis no anel de polinémios torcido de uma varidvel sobre um anel de divisdo.
Posteriormente, resultados similares foram obtidos para outras algebras de Weyl generalizadas de
dimensao de Gelfand-Kirillov pequena (ver as referéncias em [FO10], [FO14|, [FS17]). Apesar do
interesse 6bvio, existe uma grande obstrucao em estender essa técnica para &lgebras de Lie simples
de posto maior que 1. Contudo, de maneira independente, Khomenko [Kho05] e Futorny e Ovsienko
[FO06] obtiveram um nergulho de U(gly,) (e U(sly)) em invariantes de um anel de grupo torcido
sob a acao de produtos do grupo simétrico. Este foi foi o ponto de partida para o desenvolvimento
da teoria de estrutura e representacoes de algebras de Galois, levada a cabo em [FO10] e [FO14].
A teoria de estrutura é extremamente rica, e é uma generalizacdo da teoria classica de ordens
(IMRO1], Cap. 3.1, Cap 5.3). A teoria de representacoes generaliza aquela de médulos de Gelfand-
Tsetlin para gl,, e busca uma aparato conceitual unificado para resultados de algebras de Lie
simples e dlgebras de Weyl generalizadas. Mais precisamente, essa teoria pode ser vista como uma
continuidade da teoria inciada por Drozd, Futorny e Ovsienko em [DFO94], & respeito de categorias
de Harish-Chandra, no caso especifico em que a subalgebra em que se fara os argumentos de indugéo
e restricdo é comutativa. N6s usaremos a teoria de modulos de Gelfand-Tsetlin gl,, como ilustracao
do poder conceitual da teoria de algebras e ordens de Galois, dando varios exemplos de aplicacoes
a0 longo deste Capitulo. Contudo, nosso foco serd em anéis de operadores diferenciais e algebras de
Weyl Generalizadas — onde obtemos a maior parte dos resultados inéditos.

Encerramos essa introdugao com uma grande lista de algebras conhecidas como sendo de Galois,
e comentamos que as adequadas versoes (classica ou quantizada) da Conjectura de Gelfand-Kirillov
valem para todas (o que é provado em [FMO10], [FH14]| e nesta tese — que também devidamente
aumenta significativamente o tamanho da lista de algebras de Galois conhecidas). O corpo base é
sempre algebricamente fechado de caracteristica 0:

o GWA’s sobre dominios de integridade com automorfismso de ordem infinito, como: as algebras
de Weyl, o plano quéntico, a deformacao quantica da algebra de Heisenberg, a quantizacoes
da Algebra de Weyl, a dlgebra de Witten-Woronowicz, etc ([FO10]).

e A &lgebra universal envolvente U(gl,) (|[FO10]).

e “Shifts"de Yangianos e W algebras finitas associadas a gl,, ([FMO10]).

47
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e O grupo quantico Uy(gly) ([FH14]).

e Certos invariantes de anéis de operadores diferenciais sobre o toro ([FO10]).

Revisitaremos varios destes exemplos neste capitulo.

5.1 Algebras de Galois: Definicdo e estrutura

Todos os anéis considerados a partir de agora serao algebras sobre um corpo algebricamente
fechado, de caracteristica 0, k.

Seja K um corpo, L uma extensdo de Galois finita de K, com G = Gal(K/L). Seja M C
Auty, L um mondide que age em L por automorfismos. Suporemos que tal monoide possui a seguinte
propriedade:

Definicao 5.1. Nds dizemos que, nas condigdes acima, o mondide IM possui a propriedade de
separacado se, dados m,m' € M, m|x = m/|k implica em m =m/'.

Observagao. Uma condig¢do necessdria para a propriedade de separacio é MN G = {id}. Se M €
um grupo, ela é suficiente ([FO10[, Lema 2.2).

Iremos supor também que existe uma agado de G em M, e que esta se da por conjugagao:
gm(l) = g(m(g~t(1))), g € G,m € M, € L. Desta forma, é facil ver que temos uma a¢ao de G no
anel de grupo torcido L 9, dada por: g(Im) = g(l)g.m, g € G,1 € L,m € M. Chamemos o anel
de invariantes pela acao deste grupo de K.

Definicao 5.2. Seja I' um dominio finitamente gerado sobre k tal que Fracl' = K. Uma dlgebra
finitamente gerada sobre I', U, e contida em R, é chamada de uma dlgebra de Galois se KU =
UK = R. Nés denotaremos o fecho integral de T' em L por T.

Temos a seguinte condicao necessaria, que seré utilizada todo o tempo, para decidir quando um
I-anel U é uma algebra de Galois, supondo U C K. Cada elemento x de & (em particular cada
elemento de U) pode ser escrito da forma x =) _on £pmm. Denotemos por supp x o conjunto dos
m tals que x,, é ndo nulo.

Proposicao 5.1. (|[FO10], Proposition 4.1) Seja U um I'-anel contido em K e gerado (sobre I") por
ut, ..., ug. Se |J;_y suppuy gera M como mondide, entio U é uma dlgebra de Galois.

Ssaremos esta proposigdo frequentemente da seguinte forma. Inicialmente, iremos re-enunciar,
de uma maneira mais conveniente, o Teorema de Montgomery e Small (Teorema 3.2):

Teorema 5.1. Seja U uma k dlgebra Noetheriana & esquerda e & direita, finitamente gerada. Seja
G um grupo finito de automorfismos de dlgebra de U. Entio US é uma k-dlgebra finitamente gerada.

Lema 5.1. Seja U um T'-anel contido em KR, finitamente gerado e com elementos ui,...,ux tais
que Ule suppug gera IM como mondide. Entdo U € uma dlgebra de Galois.

Demonstracdgo. Ora, um conjunto finito de geradores de U como &lgebra, unido com wuyq,...,u,
resulta em outro conjunto finito de geradores de U como algebra. O resultado segue da Proposi¢ao
5.1. O

Vamos as principais propriedades estruturais das algebras de Galois:
Teorema 5.2. Seja U um I'-anel contido em R.
o KU = R ¢ equivalente a UK = R;

e Suponha U uma dlgebra de Galois. U N K é uma subdlgebra comutativa maximal em U;
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e Suponha U uma algebra de Galois. Seja S =T — {0}. Entao Us = R; o mesmo vale para sua
localizacao a esquerda.

Demonstra¢ao. [FO10], Lema 4.1, Theorem 4.1, Proposition 4.2 O

O dltimo item é de extrema importancia. Toda 4lgebra de Galois U em R terd o mesmo anel de
quocientes — a saber, o de K. Realizacoes de algebras associativas como algebras de Galois portanto
permitem uma estratégia para calcular seus anéis de fracoes (ver [FMO10|, [FH14|, [Harl7h]).

Iremos discutir aqui, em particular, aplicagbes da Conjectura de Gelfand-Kirillov para algebras
de Lie.

Na Teoria de algebras de Galois, nds frequentemente as mergulhamos em dlgebras de operadores
de shift: S = C(t1,...,ty) * Z™, onde a base candnica do grupo serd chamada de o1, ...,0,, com
acao o;(t;) = t; — 5, 4,7 = 1,...,n. Existe uma acdo dos grupos de Weyl S,,, By, D,, em S, que
serd, chamada de natural, da seguinte forma: S,, permuta as variaveis t; da maneira usual, e age
por conjugagdo em Z", o que resulta, de maneira esperada, em: 7(0;) = 0r(;), T € Spyi =1,..., 7.
Chamando novamente a base de Z3 de €1, ..., €,, nds também temos uma acao por conjugacao na
base de Z": €;(0;) = oj*l, €i(0j) =054, #1. A aglo em C(ty,...,t,) € um pouco diferente da usual:
€i(ti) = 2 —ti,€(t;) = tj,i # j. Com esses automorfismos, é claro como definir as a¢bes de B, e
D,,.

Usando o Teorema de Noether Nao-Comutativo para o Toro (Teorema 4.13), e o dltimo item
destacado do teorema acima, é facil deduzir (|[EFOS17|, Lemma 2, Lemma 3):

Teorema 5.3. ([EFOS17], Theorem 6) Seja U uma dlgebra de Galois em L x MC tal que:
o L=C(tij,i=1,...,N;j=1,...,n421,...,2n) para inteiros m,ni,...,ny.

e G=G1 X...xGnN; cada G5 é um grupo de Weyl cldssico que age naturalmente apenas nas
varidveis ts1, ..., tsn,, s=1,..., N, firando as demais..

o M =7Z" alua por shifts em t11,...,tNny, =11+ ... +nnN; e cada G; alua por conjugacao
em sua parte correspondente em 7.

Entao U tem anel de fragoes Frac Ap(C(z1, ..., 2m))-
Um exemplo de algebras que satisfazem a condicdo acima sdo as dlgebras de Galois lineares:

Definicao 5.3. Seja G um produto direto de grupos de Weyl cldssicos agindo num espaco vetorial
V complezo de dimensdo finita n e, portanto, em L = FracS(V*). Seja K = LC; ele é claramente
um corpo ractonal. Nés temos uma dlgebra de Galois linear exatamente no caso de uma dlgebra de
Galois com Fracl' = K, K e L nas condi¢oes acima.

As algebras que satisfazem as condi¢oes do teorema acima sao exatamente as dlgebras de Galois
lineares com 9 =2 Z™ agind por shifts, e incluem diversos exemplos conhecidos de algebras de Galois
(JEFOS17], Section 6) . Em particular, em [FO06], [FMO10], foram obtidos mergulhos de U(gl,,) e
U(sl,) em invariantes de édlgebras de operadores shift por a¢des de produtos de grupos simétricos.
A ideia por trés disso é a teoria de Modulos de Gelfand-Tsetlin e seus tableaux (como desenvolvida,
por exemplo, em [DF094]), e um passo crucial ¢ a conexdo entre a subalgebra de Gelfand-Tsetlin
com invariantes de uma algebra polinomial (Teorema 1.3). Em particular, a teoria de &lgebras
de Galois permite uma nova prova para a Conjectura de Gelfand-Kirillov para tais algebras. Na
verdade, mais informagao pode ser obtida. Como pode ser visto em [FO06] ou [FMO10], é possivel
obter uma forma mais explicita para o mergulho birracional de U(gl,,) numa &lgebra associatiava
adequada: a saber, em A} (k)51 ®...®@ A!,_| (k)51 ®k[t1,...,t,]%", em que Al(k) é uma localizagao
da algebra de Weyl. Dada a forma dessa equivaléncia birracional, nao é dificil ver o notavel:

Corolario 5.1. ([FO06]) A Conjectura de Gelfand-Kirillov para gl,, € equivalente ao Problema de
Noether Nao-Comutativo para Sy,
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O Teorema 2 também tem implicagbes para as algebras de Lie ortogonais e simpléticas. Elas
também também tem uma teoria de tableau de Gelfand-Tsetlin, e compartilham de vérias das
propriedades de gl,, que foram utilizadas na sua realiza¢ao como algebra de Galois (|[Mol06]; [Maz01]
para o caso especifico das éalgebras ortogonais). Contudo, as formulas e padroes de Gelfand-Tsetlin
sdo muito mais complexos. Além disso, o Teorema 2 indica dificuldades esperadas numa eventual
realizacao como algebra de Galois - isto implicaria a Conjectura de Gelfand-Kirillov caso a realizagao
fosse “natural"como a de gl,. Isto permance uma expectativa interessante para resolver o caso em
aberto das dlgebras de Lie de tipo C. Contudo, sabemos que a Conjectura é falsa para as algebras
de Lie ortogonais. Portanto, alguma engenhosidade é necesséaria para sua realizagdo como &lgebra
de Galois. Ainda assim, é conjecturado que ela possua tal estrutura, e isso também iluminaria a
questao de Gelfand-Kirillov para U(L), onde L é ortogonal: o resultado de Premet ([Prel0]) mostra
apenas que o seu anel de fragbes ndo é um corpo de Weyl; ele ndo da uma forma explicita para o
anel de fragbes. Uma realizacao de U(L) como algebra de Galois resolveria este problema.

Vamos introduzir algumas propriedades adicionais que uma algebra de Galois pode ter. Elas
revelaram ter extrema importancia na sua teoria de representagoes.

Defini¢ao 5.4. Seja U uma dlgebra de Galois sobre I' em K. Se para todo espaco vetorial de
dimensdo finita a esquerda (direita) W sobre K em R, nds temos que W NU é um T-mddulo
finitamente gerado & esquerda (direita), entao U é chamada de uma ordem de Galois a esquerda
(direita). Caso seja ambos, dizemos apenas ordem de Galois. Se para todo u € U, Tul' é finitamente
gerado tanto 4 esquerda quanto a direita como I'-mddulo, dizemos que I' é uma subdlgebra de Harish-

Chandra.

Observacao. A nogdo de subdlgebra de Harish-Chandra, como fica claro, independe do mergulho de
U num anel de mondides torcido. De fato, essa nogao predata a teoria de dlgebras de Galois, tendo
sido desenvolvida por Drozd, Futorny e Ovsienko em [DFO94], sem a necessidade de comutatividade,
com o intuito de generalizar o conceito de mddulos de Harish-Chandra, como desenvolvido, por
exemplo, em [Dizx7}]. Em [Maz01], é provado, por exemplo, que a subdlgebra de Gelfand-Tsetlin de
U(L), para L simples ortogonal, é de Harish-Chandra; e também que ela é mazimal. Notamos que
isto sao indicios que apontam para a sua possivel realizagdo como ordem de Galois, mencionada
acima.

Se seguem algumas proposicoes tteis para identificar quando temos uma ordem de Galois, ou
quando I' é Harish-Chandra.

Proposicao 5.2. Se U é um I'-mddulo projetivo & esquerda (direita), com T' Noetheriana, entdo
ela € uma ordem de Galois 4 esquerda (direita).

Demonstragao. [FO10], Corollary 5.2 O

Proposicao 5.3. Sejo U uma dlgebra de Galois sobre I, finitamente gerada como k dlgebra, em K.
Entio T' é Harish-Chandra se, e somente se, mI' =T, para todo m € 9.

Demonstragao. |[FO10| Proposition 5.1 O

Proposicao 5.4. Se U ¢ uma ordem de Galois sobre ', finitamente gerada como k dlgebra, entao
I' ¢ uma subdlgebra de Harish-Chandra.

Demonstracao. |FO10] Corol. 5.4. O

Vamos exemplificar as propriedades estruturais das ordens de Galois com alguns resultados. E
um resultado bastante folclorico que, em U(gly,(k)), a subalgebra de Gelfand-Tsetlin é maximal. A
primeira prova completa obtida deste fato foi por Ovsienko em [Ovs02]. Contudo, a prova é bastante
complexa. Com a teoria de ordens de Galois, a demonstracgao fica extremamente simples.

Comecemos com uma proposicao:
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Lema 5.2. Suponha que U seja uma ordem de Galois sobre um I' integralmente fechado. Entdo T’
€ uma subdlgebra comutativa mazximal de U.

Demonstra¢do. Sabemos que UNK é uma subdalgebra comutativa maximal. Pela defini¢do de ordem
de Galois, nés temos que UNK é um modulo finitamente gerado sobre I', e como esta € integralmente
fechada, que UN K =T. O

Como vimos, U(gl,) é¢ uma élgebra de Galois sobre sua subalgebra de Gelfand-Tsetlin I', e esta
é polinomial (Capitulo 1, se¢ao 3). Pela Proposi¢ao 5.2 e o Teorema 1.4, U(gl,,) é uma ordem de
Galois, e o resultado acima implica a maximalidade de I' como subalgebra comutativa.

5.2 Fibras e Moédulos de Gelfand-Tsetlin para Ordens de Galois

No6s vamos assumir que U C R seja uma algebra de Galois e que I' seja finitamente gerada e
Harish-Chandra. Nessas condigoes, temos a fundamental definicao:

Defini¢ao 5.5. (Modulos de Gelfand-Tsetlin) Um mddulo M a esquerda finitamente gerado sobre
U é chamado de Gelfand-Tsetlin sobre I' se a restrigao M|r se decompée como soma direta:

Mr= @ M(@m),

meSpecm T’
onde M(m) = {x € M|mF=x = 0,k, >0 € N}.

A categoria dos modulos de Gelfand-Tsetlin de U sobre I, denotada por GT'(U,I") possui boas
propriedades; e inclui o caso usual da teoria de gl,,, como vimos na sec¢do anterior. A saber, GT(U,T)
possui uma decomposicao natural em blocos, e é uma subcategoria abeliana e extensionalmente
fechada de Mod — U (|[FO14], Section 3).

Contudo, mais importante para nds serd analisar como ideias maximais de I' se extendem para
modulos irredutiveis em GT'(U,T"). O resultado que buscamos ¢, digamos, inspirado no seguinte, de
4lgebra comutativa:

Proposicao 5.5. Sejam A, B dlgebras comutativas finitamente geradas, com A C B, B integral
sobre A. Considere o mapa ® : Speem B — Specm A: ele tem fibras ndo vazias; se B é um de tipo
finito sobre A, as fibras sio todas finitas.

Demonstracdo. Este é mais um exemplo de resultado bem conhecido cuja demonstracao é simples.
Isso significa que nao é tao facil encontrar a demonstracao na literatura, e eu a incluo aqui: para o
primeiro item, basta usar o teorema “Going Up"de élgebra comutativa ( Teorema 0.2), e o seguinte
fato: se m é um ideal maximal de A e M um ideal primo de B tal que M NA = m, entdo M também
é maximal ( Corolario 0.1). Para o segundo item, considere m um ideal maximal de A, e substitua A
por F'= A/m e B por B/mB. O que nos queremos provar agora é que Spec B é finito e constituido
apenas por ideais maximais. Se p ¢ um ideal primo de B, entdo B/p é integral sobre F' e, portanto,
um corpo (Teorema 0.1) e, portanto, p ¢ maximal. Entao Spec B = Specm B = conjunto dos ideais
primos minimais de B, o que implica que B ¢é artiniano e Specm B ¢ finito (Teorema 0.3). O

Como existe uma correspondéncia entre ideais maximais e caractéres em éalgebras comutativas
finitamente geradas sobre um corpo algebricamente fechado, este é um resultado, dito de outra
forma, de extensao de caracteres x € Homy (A, k) para cacteres em B; e a finitude de tais extensoes.
Esse é um resultado de teoria de representagoes, essencialmente.

No nosso caso, a situagdo é como se segue. A inclusio I' C U indugz, por restri¢do, um funtor
da categoria de moédulos finitamente gerados em Mod — U para GT'(U,TI'). Isso é equivalente a uma
funcao multivaluada ¢ que associa, para cada m € Speem T, o conjunto ¢(m) de left — Specm U de
ideais & esquerda maximais que contém m. Isto nada mais sao do que as fibras do mapa induzido
®: left — SpeemU — Specm T
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O resultado fundamental é que, sob condi¢bes adequadas, elas tem bom comportamento.

Seja m um ideal maximal em T e [,, uma extensdo sua para I' (¢ um fato bem conhecido de
algebra comutativa que eles sao finitos em namero, e.g., [FO14]| Corol 2.2). Seja M, o estabilizador
de I, pela acao de M. M, serd um grupo, definido unicamente a menos de conjugacao por G, e
portanto sua cardinalidade é bem definida.

Nossos principais teoremas sobre fibras sdo os seguintes:

Teorema 5.4. (Teorema Principal da Teoria de Ordens de Galois) Seja I' uma dlgebra finitamente
gerada, dominio, e U uma ordem de Galois & direita sobre I'. Seja m € Speecm D', com M, de
cardinalidade finita. Entdo:

o A fibra ¢(m) é nao-vazia;
e Se U, além disso, é uma Ordem de Galois sobre T', ¢p(m) € finita.
Demonstragao. [FO14], Main Theorem. O

Existe também uma interessante identificacao, por meio de médulos, de quando uma &lgebra de
Galois é uma ordem:

Proposicao 5.6. Sejam U e I', nas mesmas hipdteses do teorema anterior, com a adi¢do de que:
m(T) C T, para todo m € M. Entio U é uma ordem de Galois i esquerda sobre T' se, e somente se,
todo a fibra de todo ideal m € SpeemT' com relagdo ao mapa ® € nao-nula (e de maneira andloga
a direita, com as modificagoes necessdrias).

Demonstragao. [FO14], Corol 4.9. O

Finalmente, em [FO14] existe um teorema (a saber, 4.12), que permite encontrar limitantes para,
dado m € Specm € I', nas condicées do Teorema acima, do nimero de classes de isomorfismos de
modulos simples em GT'(U,T") com N(m) ndo-nulos; e também limitantes para a dimensao (sobre
k) de N(m). No caso de U ser livre sobre I', tais estimativas sao bastante efetivas ([FO14], Teo.
4.12 (c)).

Esse caso se aplica a teoria de moédulos de Gelfand-Tsetlin para gl,, permitindo obter uma
versao mais precisa daqueles obtidos por Ovsienko em [Ovs02]: ambos os numeros sdo limitados por
112, .n! ([FO14], Corol. 5.3).

Aproveito aqui a oportunidade para apresentar a prova de um resultado sempre mencionado,
mas cuja prova escrita desconhego: a categoria de modulos de Gelfand-Tsetlin para gl, contém a
Categoria BGG ([Hum08]) (e portanto é uma categoria maior onde o problema de classificacao de
modulos irredutiveis é acessivel). A prova nao é dificil:

Demonstra¢ao. Em geral, ndo é verdade que todo médulo de peso irredutivel para a subélgebra de
Cartan seja de Gelfand-Tsetlin. Contudo, quando os espacos de peso sdo de dimensao finita, este é o
caso, pois I' tem um autovetor comum em todo espaco de peso ndo-nulo. Portanto, todo médulo de
peso maximo, e em particular, todo médulo da categoria BGG, é um mddulo de Gelfand-Tsetlin [

Um 1ltimo resultado que iremos mencionar sobre a teoria de representagoes de Ordens de Galois,
e que generaliza o importantissimo teorema de Harish-Chandra (|[Dix74]) para éalgebras de Lie de
dimensao finita simples (generalizado para moédulos de Gelfand-Tsetlin genéricos no caso gl,, em
[DFO94] e ortogonal em [Maz01]):

Teorema 5.5. Seja U uma Ordem de Galois e u € U ndo nulo. Entdo existe um conjunto massivo
0y C SpeecmT tal que para todo m € Qy,a imagem de u é nao-nula em U/Um.

Demonstragao. [FO14], Prop. 4.5. O

Observagao. Um conjunto numa variedade afim é chamado de massivo se ele contem a interseccdo
de um conjunto enumerdvel de abertos. Caso k seja ndo-enumerdvel, um conjunto massivo € Zariski-
denso.
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5.3 Invariantes de Anéis de Operadores Diferenciais

Nessa se¢ao iremos discutir uma série de resultados que mostram que invariantes de anéis de
operadores diferenciais sao Ordens de Galois. Vamos comecar com preliminares técnicos.

Lema 5.3. ([FS18al, lemma 1) Seja I' uma k dlgebra Noetheriana finitamente gerada e U uma
ordem de Galois sobre ela em K. Seja H um grupo finito de automorfismos de U, com H(I') C T, e
suponha que UM € uma dlgebra de Galois sobre TH | em um invariante de anel de mondides torcido
adequado & C 8 entdo, U ¢ na verdade também uma ordem de Galois.

Demonstracdo. A prova usard a propria definicdo de ordem de Galois. Seja K = Fracl' e W
um espago vetorial de dimensdo finita sobre K em K. Entao W N U é finitamente gerado sobre T’
(ambos os lados). Pelo Teorema de Hilbert-Noether, I'# & uma algebra também Noetheriana, e T
¢ um modulo finitamente gerado sobre ela. Logo W N U ¢ finitamente gerado também (ambos os
lados) sobre T'H. Agora seja Y um espaco vetorial de dimensio finita sobre K’ = FracTH em &'
Seja Z o espaco vetorial gerado por Y sobre K em R. Ele tem dimensao finita tanto sobre K quanto
sobre K’ ([K:K’|=|H|). Como observamos, Z N U é finitamente gerado sobre I'!. Como Y N U &
um I'? submoédulo de ZNU, ele também é finitamente gerado sobre I'! (ambos os lados), e estamos
feitos. O

Lema 5.4. Seja U uma dlgebra associativa e I' C U uma dlgebra commutative Noetheriana finita-
mente gerada. Se H(I') C I', U ¢é projetivo sobre I' e esta, por sua vez, € projetiva sobre ' entio
UH ¢ projetiva sobre T'H.

Demonstra¢io. E 6bvio que U é um I'-médulo projetivo. O mergulho canénico de I'-modulos
UM — U cinde, com inversa 1/|H| Y, oy h- Entdo U¥ & um somando direto de um I'#-médulo
projetivo e, portanto projetivo também. O

Vamos anotar agora um curioso resultado de H. Bass

Teorema 5.6. (Teorema de Bass) Todo mddulo projetivo, nao-finitamente gerado, sobre um anel
comutativo Noetheriano R, com Spec R conexo na topologia de Zariski, € livre.

Demonstrag¢ao. Corolario 4.5 em |Bas63] O
Esse resultado tem uma consequéncia notével:
Teorema 5.7. (Bass-Suslin-Quillen) Todo mddulo projetivo sobre a dlgebra polinomial € livre.

Demonstra¢do. Basta juntar o resultado acima de Bass com o famos Teorema de Suslin-Quillen
sobre a Conjectura de Serre. O

Observagao. Gostariamos de agradecer Jacques Alev por esclarecer a histéria deste resultado no-
tavel, e o pouco conhecimento que se tem dele.

Vamos lembrar agora da ac¢ao dos Grupos de Weyl classicos em D(T"): a parte correspon-

dente a S, age por permutagdo como usual, e nds temos n automorfismos €, . .., €,, que agem em
C[:cf,...,a:ff] assim: ¢; manda x; para —a;i_l e fixa z; quando j # i. Chamando t; = 0;x;,1 =
1,..., &y, se tem €(t;) = 2 —1;, e (tj) = tj,i # j. Isso é estendido por conjugacdo, como antes,

para D(T™), e se tem a acao dos grupos. Retornaremos a notagao A, (C) para tal anel de operadores
diferenciais.

Proposicao 5.7. A,(C) " ¢ uma dlgebra de Galois em (C(ty,...,t,) * Z")Wn, W € {S, B, D},
com a a¢do na dlgebra de operadores shift a mesma descrita na se¢io 1.

Demonstragao. [FO10], Prop. 7.3, 7.4. O
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Agora, uma observacao 6bvia que serd utilizada o tempo todo: 1 A, (k) e An(k) sdo Ordens
de Galois em k(t1,...,t,) *Z", com I' = kl[t1,...,t,] Harish-Chandra; as 4lgebras sao livres como

I'-mdédulos a esquerda e & direita; isto vale para todo k algebricamente fechado de caracteristica 0.

Observacao. No que se seque, quando usarmos a expressdo “modulo livre”sem especificar se € a
direita ou & esquerda, € porque ele o é em ambas as direcoes.

—~—

Teorema 5.8. ([F'S18al, Thm. 10) A, (C) " ¢ uma ordem de Galois sobre T’ = Clt1, ..., ta]"", que

P
n

é polinomial, e T' é Harish-Chandra. Além disso, A,(C) € livre sobre ela.

Demonstracdo. Substituindo t; por t; — 1, 0s ¢; passam a agir nesses novos geradores da mesma
forma que os grupos de Weyl em suas agoes classicas na algebra polinomial: €;(¢;) = —t;; logo " é

— W,

polinomial. Pela proposigdo acima, f e o lema 5.4, A, (C) "o projetivo sobre I' e, portanto, uma
Ordem de Galois, e I' € Harish-Chandra (Proposicao 5.2 seguida da Proposi¢ao 5.4). Além do mais,
pelo teorema de Bass, teremos um médulo livre sobre I [

O seguinte resultado foi obtido por Futorny e Schwarz, quase na sua totalidade, em 2017, e foi
publicado em [FS17].

Teorema 5.9. ([FS17], Thm. 2.; [FS18a], Corol. 4) Seja A,(k)>» e T' = k[t1,...,t,]". Entdo
An(k)S“ € uma ordem de Galois obre I", livre sobre ela; e I' € Harish-Chandra e polinomial.

Demonstragdo. Pelo Teorema 5.1 nés temos que A, (k)% ¢ finitamente gerada como algebra. Denote
K = Fracl' e L = Fracklz1,...,zy]. Seja Z™ gerado por o1,...,0p, agindo em L assim: o;(t;) =
tj — dij. Sy, age em Z" por conjugacao; considere 8 = (L * Zm)5n,

Nos temos o mergulho (lembre que A, (k)" é simples) em £, induzido por aquele de A, (k) —
L x 7", que envia x; para o; e 0; para tiai_l.

Considerando os elementos z1 4+ ...+ x, e 01 + ...+ Op, pertencentes a An(kz)sn, suas imagens
em R tem suporte que gera Z" como monoéide. Isto nos da, pelo lema 5.1, que temos A, (k)% uma
algebra de Galois sobre I'. Usando agora o lema 5.4, Proposicao 5.2 e 5.4: T" é claramente polinomial,
e A, (k)" ¢ uma ordem de Galois sobre ela. I' é Harish-Chandra e A,,(k)%* & um modulo livre sobre
I', devido ao Teorema de Bass. O

Observagao. Que A, (k) ¢ livre sobre T' ndo havia aparecido em [FS17], apenas conjecturado.
Vamos discutir agora o caso dos grupos alternantes A,

Teorema 5.10. ([FS18a], Corol. 5) Seja A, (k)" e T' = k[ty, ..., t,]A". Entio A,(k)*" é uma or-
dem de Galois obre " e I' é Harish-Chandra; An(k)A" é isomorfica ao anel de operadores diferenciais
na variedade singular A™/A,,.

Demonstragdo. A prova que A, (k)“» ¢ uma algebra de Galois sobre I' segue exatamente 0s mesmos
passos que o caso para S,. A estratégia para provar que se trata de uma Ordem de Galois serd
diferente: o lema 5.3. O restante do argumento é o mesmo. Sobre a estrutura de anel de operador
diferencial: isso segue do Teorema 4.1, pois A, ndo contém pseudo-reflexdes. Pelo mesmo motivo,
pelo Teorema de Chevalley-Shephard-Todd, na sua versao geométrica (ver Capitulo 1), temos que
A"/ A, tem singularidades. O

Esse resultado é bastante peculiar. Existe uma vasta teoria de médulos para anéis de operadores
diferenciais para variedades suaves (para uma introdugdo, ver [Cou95]). Contudo, é incomum en-
contrar uma categoria de médulos tao bem estruturada para anéis de operadores diferenciais numa
variedade singular — e nesse caso, temos uma Categoria de Gelfand-Tsetlin. Mais a respeito serd
desenvolvido no préximo Capitulo.

Teremos mais a dizer sobre os invariantes da Algebra de Weyl sobre grupos de reflexdo unitarios.
Mas antes disso, vamos nos dedicar a um dos pontos centrais da teoria de Algebras de Galois:
Algebras de Weyl Generalizadas.
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5.4 Algebras de Weyl Generalizadas

No trabalho preliminar [FO06], Futorny e Ovsienko discutiram a possibilidade de realizar GWAs
como dlgebras de Galois. Contudo, segundo a estratégia de demonstragdo deles, as condigdes para
tal realizagdo ser ou nao uma ordem de Galois eram muito técnicas; na versao final [FO10], apenas
o caso de GWAs de posto 1 foi considerado.

Nesta secao desenvolveremos uma abordagem diferente, que busca simplicar a situacdo — e
que tem um resultado de equivaléncia birracional de interesse préprio, independente da teoria de
algebras de Galois.

Lembrando da notagao do Capitulo 1, Se¢ao 4, seja D(a, o) uma GWA de posto n. Nos consi-
deraremos apenas o caso de D um dominio Noetheriano e finitamente gerado como k algebra.

Considere o anel D x Z",onde Z" tem base ey, ..., e, agindo em D da seguinte forma: ye; age
como o/, parai=1,...,ney € Z.

Proposicao 5.8. (|[FS18al, Prop. 4, 5) Eziste um mergulho natural de A = D(a,0) em D*Z", que
€ wma equivaléncia birracional; € um isomorfismo caso cada a; seja uma unidade em D.

Demonstracao. Considere o mapa que manda XZ-+ para e; e X, para ai(ei_l). Isso claramente
satisfaz as relagdes dos geradores de A, e portanto nés temos um homomorfismo para D x Z". Ele
envia uma base do D-mdédulo A para um conjunto linearmente independente do D-mdédulo D * Z™.
Portanto, o homorfismo é injetivo, e temos o nosso mergulho. Quanto a equivaléncia birracional:
inverter a imagem de cada elemento de A em D xZ™ claramente permite inverter cada elemento do
iltimo. Sobre a tltima afirmagdo: ela é clara. O

Observagao. Seja D[z; o] uma extensao de Ore de um anel comutativo D, com o um automorfismo.
Entao, localizando por x, nds obtemos um anel isomdérfico D x7Z, onde a base candnica 1 atua como
o, e o isomorfismo € o esperado: D — D,x — 1.

Corolario 5.2. (Redemonstracao da Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada para U,(slz2),
[F'S18a], Corol. 1) Seja Cylx,y] o plano quantico. Entao FracUy(sly) = Frac(Cylz,y] ® Clcl).

Demonstracdo. A realizagao de U,(slz) como GWA ¢ Clc,h,h™!](a,0), onde o fixa ¢ e envia h
para gh; a = c+ (h?/(¢> —1) = h=2/(¢7% — 1)) /(g — ¢ '). Serd importante, no que se segue, notar
que a forma especifica de a é irrelevante. O anel de fracGes serd isomorfico, pelo acima, ao de
Cle, h, h™1] * Z. Pela forma da acdo de Z, tal anel tem corpo de fragdes isomorfico a Clc] @ C*[x, ],
onde o segundo elemento é uma localizagao do plano quantico (sendo mais explicito, tendo em vista
a observagio acima: Cy[z*,y*]). Portanto, tomando o anel de fragdes, recuperamos a Conjectura
de Gelfand-Kirillov quantizada. O

Observagao. Note que nao se faz necessdrio supor q diferente de uma raiz da unidade.

Agora vamos aplicar a mesma ideia para obter o que sdo, até onde nés sabemos, dois casos
inéditos de confirmagido da Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada.

Relembrando a segunda deformacao de Witten/deformacao de Woronowicz: D = C[H, Z], a =
Z + aH + [ com

o(H)=s'H,0(Z) = s*H,a = —1/s(1 — %), 5 = s/(1 — s%).

s #0,+1,+i € C.

Corolario 5.3. (Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada para a Segunda de deformacao de
Witten-Deformacao de Woronowicz, |[F'S18a], Corol. 2)
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Demonstragdo. A prova anterior explica como tudo funciona. Ignoremos o a, e nos concentremos
em o. A deformagao de Woronowicz é birracional a DxZ. D = C[H, Z], e se e é a base de Z, entdo
e(H) = s*H,e(Z) = s*Z. Assim seu anel de fragdes ¢ o mesmo de CglY, H, Z], em que @ ¢ a matriz
multiplicativamente antisimétrica de tamanho 3 x 3 com entradas: gi12 = s%, qiz3 = s%,qo3 =1. O

Agora, relembrando a primeira deformacdo de Witten: D = C[C, H],a = C—H(H—1)/(p+p~ 1),
o(C)=C,0(H) =p*(H — 1), com p # 0,+1,4i € C.

Corolario 5.4. (Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada para a primeira deformagao de Witten,
|[F'S18a], Corol. 3)

Demonstragao. Essa algebra é birracional a C[C] ® C[H] * Z. O segundo elemento deste produto
tensorial é claramente birracional a primeira dlgebra de Weyl quantizada com parametro p?. Entdo
o anel de fragdes ¢ Frac(C[C] ® C2[z,y]). O

O prometido critério de quando uma GWA de posto n é uma Ordem de Galois é

Teorema 5.11. (|[FS18a|, Thm. 5) Considere a GWA A = D(a, o). Introduza wm grupo abeliano G
usando o1,...,0, como geradores da sequinte forma: y101 + ... Ypon = ai“ TR YLy Yn € L.
Se 0s 0’s sdo l.i. nessa estrutura, entdo A é uma ordem de Galozs sobre D, e D é Harish-Chandra;

A estd mergulhado em FracD xZ", com a acdo de Z" descrita como na Proposi¢io 5.8.

Demonstraciao. A independéncia linear implica que o grupo abeliano gerado é isomorfo a Z", e é
6bvio que sua acao em D (e a induzida em Frac D) é a mesma que a aquela descrita na Proposigao
?7?. Ser linearmente independente, por sua vez, ndao é nada mais do que uma reformulacao da
condi¢ao de separagao na acao do monoide (Definigao 1). Isto deixa claro, por exemplo, porque
nao podemos ter automorfismos de ordem finita ([FO10]). A é livre como D-moédulo; todo o resto
procede como de costume. O

Agora voltamos ao estudo de invariantes da algebra de Weyl. Seja AT (k) = A;(k)%™, onde
G, C k € o grupo finito ciclico de ordem m, com um gerador fixado g agindo em A;(k) assim:
0 — wd; x — wtz, w uma raiz m-primitiva da unidade. Este anel é uma GWA:

Ay (k)% = k0™, 0z, 2™) = D(a,0);
a=m"HH—-1/m)...(H—-(m—1)/m);oc(H) =H — 1.

Mais precisamente: A7'(k) = k(0™,t,2™), onde t = Jz, e o isomorfismo com a GWA é

O™ - X" 2™ — X", t > mH

Considere o grupo GZ". Ele age de maneira 6bvia A, (k), e chamando o anel de invariantes de
AT (k) nos temos uma generalizagdo da situacdo de posto 1:

Proposicao 5.9. Am(k:) é isomdrfica a GWA D(a,0), onde D = k[Hy,...,Hy| ea = (a1,...,a,),
com a; = mmH;(H; —1/m)...(H; — (m — 1)/m) e 0 = (01,...,00) com o;(H;) = H; — 1, e
oi(H;) = Hj,j # 1. O isomorfismo € dado por:

- +
o' = X, & = X7ty = mH;,
ti:(‘?izi,z’: 1,...,TL

Note que GZ" age trivialmene nos t;’s
Usando o Teorema :

Proposicao 5.10. ([FS18al, Prop. 9) Temos um mergulho de A} (k) em k(Hy, ..., H,)*Z", onde
Z" age por shifts (como no caso da dlgebra de Weyl). Nesse mergulho, A'(k) é uma ordem de
Galois sobre I' = k[Hy, ..., Hy], que é uma subalgebra de Harish-Chandra; A}'(k) € livre sobre I
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Vamos lembrar a defini¢do dos grupos G(m,p,n) de Shephard e Todd, onde m > 1,n >
1,plm,p > 0. Eles sao obtidos assim: seja A(m,p,n) o subgrupo de G constituido pelos ele-
mentos (hy,...,hy,) tais que (hihy...h,)™? = id. G(m,p,n) = A(m,p,n) x Sy, onde S, apenas
permuta as entradas em A(m,p,n).

Alguns fatos:

o G(m,p,n) tem ordem m"n!/p.

e Todos os grupos na lista sdo irredutiveis — exceto G(1,1,n), que é o grupo simétrico na
sua representagao natural (e portanto se decompoe na soma direta de uma representacao de
dimensao n-1 e 1), e G(2,2,2), o grupo Klein.

e Todos os grupos de reflexdo complexos irredutiveis estdo na lista, exceto os 34 excepcionais.
e S, =G(1,1,n), B, =G(2,1,n) e D, = G(2,2,n).

Teorema 5.12. ([FS18a], Thm. 7) Se G ¢ da forma G(m,1,n), entio A, (k)G é uma ordem de
Galois sobre uma T' adequada, que é polinomial e Harish-Chandra. Também temos A, (k)¢ livre
sobre T'.

Demonstragio. G(m,1,n) ¢ GZ" % S,,. N6s temos A (k) uma ordem de Galois sobre k[Hq,. .., Hy]
em k(Hy,...,Hy,)*Z". Se chamarmos I" = k[H, ..., H,]° e fizermos S,, agir por conjugacio em

Z"™, obtemos um mergulho de A, (C)¢ em (k(Hj,..., Hy) * Z™)5". Os elementos >, 9" e >,z
pertencem An((C)G, e usando os isomorfismos das Proposicoes 5.9 e 5.10 temos: suas imagens em

k(Hy,...,H,)*Z")% tem suporte que geram Z" como monoéide. O resto da prova é idéntica a do
Teorema 5.9. 0
Observacao. Note que k[Hy,...,Hy] = k[t1,...,t,]. Esse fato foi usado no enunciado dos resul-

tados acima que aparecem em [F'S18al.

5.5 Ideais Maximais em Invariantes da Algebra de Weyl

Um dos resultados mais importantes do Teorema 5.12, dada a realizagdo dos invariantes de
An (k) pela acdo de G(m,1,n) como Ordem de Galois, é a extensdo de ideais maximais de uma
subalgebra comutativa I" para a algebra de invariantes (Teorema 5.4). Apesar de nao termos conse-
guido encontrar uma estrutura de ordem de Galois para todos os grupos G(m, p,n), nés obtivemos
um resultado anélogo a respeito de extensao de ideais.

Lema 5.5. G(m,1,n)/G(m,p,n) = Gy.

Demonstragio. Seja (a,m) um elemento arbitrério em G(m,1,n), com a € GE" 7w € S,,. Se a =

m
(a1,...,ay) com a; € Gy, i =1,...,n, definamos um mapa f : G(m,1,n) = Gy, (a,7) = [[;a; €
Gup; f € um homomorfismo. A composicao de f com a projecdao candnica de G, em G, nos dd um
epimorfismo de G(m, 1,n) para G, cujo nicleo & G(m,p,n). O

No que segue, seja G = G(m,p,n) e H =G(m,1,n).
Proposicio 5.11. A, (k)¢ = @F_{ (1 ...2,)™ /P A, (k).

Demonstra¢ao. Seja h = (a,m) um elemento de H, ndo pertencente a G e enviado a um gerador
de G no isomorfismo do lema acima. Entao h(zizs. ..xn)m/p = e(x2 . ..xn)m/p, € uma p-raiz
primitiva da unidade, e age em cada (z1 ... z,)™ /P A, (k)" por multiplicacdo por €. Hi;é(h—ekl)
anula An(k)G, pois esse polindmio é apenas h? — 1 =0, e h tem ordem p. Entao a soma direta do
enunciado nada mais é que a decomposicao de A, (k)¢ em autoespacos de h. O
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Nos temos (z1 ... 2,)" P A, (k)T = Ap (k)" (z1...2,)™ /P, k =0,...,p — 1, pois ambos sio o
autoespaco para o autovalor e
Seja O um ideal maximal a esquerda de A, (k). Fixe k" e seja U(K') = (x1 ... z,)™"' /0. Entéo

p—1
A (B)CUK) = (P (a1 ... 20)™ P A, (K)YTU (K
k=0
p—1 p—1
= (@1 )™ P AU K) = (21 2RI A, (R)HO.
k=0 k=0
Portanto, A, (k)¢U (k') C @Z;é(m ... xp)™/PO para todo K. '
Paracadai =0, ...,p—1, seja U; o resultado de substituir o i-ésimo somando (z1 .. . x,,)™/P A, (k)?

em @i;é(ml xn) PP AL (K)H por (x1 ... 2,)™/PO. Pela proposicio 5.11 obtemos:

Proposicio 5.12. Seja O um ideal mazimal & esquerda de A, (k). Entao U;, i =0,...,p—1 sdo
todas as estensoes possiveis de O para ideais mazimais o esquerda de An(k)G.

Como A, (k)™ L7 ¢ uma ordem de Galois sobre uma subalgebra de Harish-Chandra polinomial
I', pelo Teorema 5.12, combinando com o Teorema 5.4 e a Proposicao 5.12 nés temos.

Teorema 5.13. (|[FS18a], Thm. 8) Seja G = G(m, p,n). Entao todo ideal mazimal m de T’ tem um

nimero finito e nao-nulo de extensoes para ideais d esquerda mazimais em A, (k) contendo m.

5.6 Notas e Referéncias

Para as referéncias mais atuais do estado da teoria médulos de Gelfand-Tsetlin para gl,,, [Fut18];
para algebras de Galois, nos referimos a [Har17a|, [F'S18a|, [F'S18c|. No artigo [Har17a| é refeita parte
da teoria desenvolvida em [FO10] e [FO14], com hip6teses mais restritas, mas suficientemente gerais.
Seu trabalho contribuiu com algumas escolhas expositdrias neste capitulo, mas nossas referéncias
principais foram o trabalho original de Futorny e Ovsienko. O artigo [FS18a] compoe a maior parte
do material desse Capitulo.



Capitulo 6

Uma Teoria de Moédulos Holonomicos
para invariantes da Algebra de Weyl

Nesse Capitulo, mostraremos como os resultados sobre algebras de invariantes da Algebra de
Weyl do capitulo anterior podem ser naturalmente acomodados dentro de uma teoria de moédulos
holonémicos de A, (k)" para W um grupo finito de automorfismos lineares, chark = 0. Como
consequéncia dessa teoria, obteremos uma teoria de médulos holonémicos para quocientes do espaco
afim sobre ac¢bes de grupos lineares, no caso k algebricamente fechado.

6.1 Definicoes e Resultados Basicos

Nenhuma restrigao é feita sobre o corpo base a menos que explicitado. Relembremos a nogao de
dimensao de Gelfand-Kirillov.

Seja. A uma k-dlgebra, V um espaco de dimensdo finita em A. Denote V0 = ke (1) V' =
Zj’:o V3, i>1.Seja dy(n) : N = N a funcio que mede a dimensio de V°.

Defini¢ao 6.1. Seja A uma dlgebra. Entio a dimensao de Gelfand-Kirillov de A, GK A ¢é igual a

supy lim log(dy (n))/logn.
O supremo € sobre todos os subespacos de dimensdo finita V em A.

Definicao 6.2. Seja A uma dlgebra e M um mddulo & esquerda. Entao,
GK(M) = supy.plim log(dim(V"F))/logn,

, em que o supremo € sobre 0s espacos de dimensdo finita F em M eV, contendo a unidade, em

A.

Observe que GK(A) como algebra e modulo & esquerda coincidem.

Nesta se¢ao estudaremos o conceito de dimensao filtrada, introduzido por Bavula em [Bav96]. Ele
foi introduzido com a motivacao de entender médulos holondémicos para algebras simples finitamente
geradas, e para generalizar a famosa desigualdade de Bernstein (|[Bav06], Introduction):

Teorema 6.1. (Bernstein)
Seja A, (k) a Algebra de Weyl sobre um corpo k de caracteristica 0. Entdo para todo mddulo
finitamente gerado nao-nulo M, 2n > GK (M) > n.

Demonstrag¢iao. Uma prova bastante clara encontra-se em [Bjo79]. Uma prova mais conceitual, fa-
zendo recurso de toda teoria de dimensao de Gelfand-Kirillov, é encontrada em [KLO00]. Uma prova

elementar aparece em [Cou95].
O

29
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Vamos as defini¢cdes necessarias para obtermos o conceito de dimensao filtrada. Nossas algebras
serdo todas finitamente geradas sobre k.

Seja A gerada por ai,...,an. Defina Ay = k, A1 = span{ay,...,a,), A® = A}. Essa sera
chamada de a filtragdo associada a essa escolha finita de geradores. Chame a filtracao de F.

Seja M um modulo & esquerda sobre A, finitamente gerado, AMy, em que My é o espago de
dimenséo finita que gera M como modulo. M, entdo, herda uma filtragdo natural de A, a saber,
M; = A;M,i > 0.

Defini¢ao 6.3. Dadas as filtragoes de A e M (com o My dado) acima, definimos:
vE M, (1) = min{j € NU {oo}|Aj M; gen D Mo,V M; gen},

em que M; gen percorre todos os espagos de dimensdo finita que sao geradores de M como A modulo
e estao contidos em M;. vr np, € chamada de funcao de retorno com relacao a F e M.

Se além disso a algebra A for simples, nds podemos definir, dada a filtragdo fixada acima F, a
chamada funcfo de retorno v e a funcao de retorno a esquerda Ar:

vr(i) = min{j € NU{oo}|A;aA;,V0 # a € A;},

Ar(i) = min{j € NU {oo}|Aad;,V0 # a € A;}.

Lema 6.1. Seja A uma dlgebra simples finitamente gerada. vr(i) e Ar(i) sao finitas para todo
i >0 se o centro de A (que é um corpo, uma vez que A é simples) for uma extensdo algébrica de
k; em particular, isto sempre vale se k for ndo-enumerdvel.

Demonstragao. [Bav06], lema 2.1 e observacgao logo apos. O]

Estamos quase prontos para definir as dimensoes que estamos interessados. Resta apenas um
conceito: sendo f : N — N; chame v(f) = inf{r € R|f(i) <i",i >> 0}; este ¢ o grau de f, que
coincide com o seu grau de polinémio se f € Q[x].

Temos a seguinte definigao, justificada pelo Lema 2.2 em [Bav06]: as dimensoes a serem definidas
abaixo independem das escolhas de F e Mj.

Definicao 6.4. fd(M) = v(vr,m,) € chamada de dimensao filtrada do A-mddulo M; e no caso
de dlgebras, a dimensdo filtrada fd(A) serd a de A como A ® A° como mddulo & esquerda. Se A
for simples, nds teremos fd(A) = v(vr); e nds definimos a dimensao filtrada a esquerda [fd(A) =

Y(AF).

Pelo Lema 2.1 [Bav06], para toda algebra simples [fd(A) < fd(A).
A generalizacdo da desigualdade de Bernstein pode ser enunciada agora:

Teorema 6.2. Seja A uma dlgebra simples finitamente gerada, e M um mddulo nao-nulo finita-
mente gerado. Entdo:

GK(A)
GK(A) > d(A) + maz{l,d(a)}’

em que d pode ser tanto ld quanto lfd.
Demonstragao. [Bav96|. O

Isso é, de fato, uma generalizacdo do Teorema de Bernstein: é provado no Teorema 4.3 em
[Bav06] que, se B for uma &lgebra regular, um dominio finitamente gerado, entao (fd(D(B)) =
fd(D(B)) = 1. Contudo, a dimensao fd pode ser extremamente dificil de ser calculada — para
uma discussao desse fenomeno, [KLOO], Section 12.9.
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6.2 Somewhat Commutative Algebras

Antes de introduzir a nocao de “somewhat commutative algebra", relembremos a no¢do mais
utilizada de “almost commutative algebra".

Observacao. Reconhece-se a escolha um tanto estranha dos nomes na literatura matemdtica. Por-
tanto, optamos por usar a erpressao em inglés.

Defini¢ao 6.5. Uma k-dlgebra A é chamada de “almost commutative"se ela possuir uma filtragdo
F={A;},i>0, tal que: A1 =0,Ag =k, A1 é de dimensio finita, A; = A% para todo i >0, e a
dlgebra graduada associada a esta filtracdo é comutativa.

“Almost commutative algebras'sao interessantes para nos, pois elas tém uma teoria de dimensao
de Gelfand-Kirillov que pode ser levada a cabo usando a ideia de polindémios de Hilbert — como no
caso de algebra comutativa (de fato, a dimensao de Krull e de Gelfand-Kirillov coincidem neste caso).
“Almost commutative algebras"coincidem com uma classe bastante natural de dlgebras: imagens
homomorficas de algebras envolventes de algebras de Lie de dimensao finita. Em particular, incluem
a Algebra de Weyl: ela é imagem homomorfica da algebra envolvente da algebra de Heisenberg
([KLO0O0], Capitulo 7).

Com um pouco mais de dificuldade, a mesma ideia pode ser levada a cabo para “somewhat
commutative algebras", definidas abaixo:

Defini¢ao 6.6. Uma dlgebra A finitamente gerada é chamada de “somewhat commutative”se ela
possuir uma filtragdo de dimensao finita F = {A;},i > —1, com A_1 =0, Ay = k, tal que a dlgebra
graduada associada é comutativa e finitamente gerada.

A diferenca entre as duas nogoes & que “somewhat commutative algebras"ndo precisam ser
geradas por A;. Como um exemplo de uma algebra que é “somewhat commutative"mas nao é
“almost commutative", temos k[y][z, —y?9,] (]MRO1], 14.3.9). Uma primeira observagio importante
sobre elas: suas dimensoes de Gelfand-Kirillov sdo sempre um inteiro (|[Bav06], Section 6.2).

O ponto crucial, para nés, é que “somewhat commutative algebras"tém uma teoria de polindomios
de Hilbert, mais complexa é verdade, que permite obter resultados andlogos ao que temos para
“almost commutative algebras"(ver Teorema 6.3 abaixo).

Sejam y1,...,ys elementos de graus ki,...,ks que geram a algebra graduada associada gr A
(iStO é,y; € Az/Az—l)

Lembramos a defini¢do de uma filtracao boa (para mais detalhes, [KL00|, Capitulo 6). Seja M
um moédulo finitamente gerado sobre A, e seja I';,4 > 0 uma filtracao de M tal que gr M é um
moédulo finitamente gerado sobre gr A. Entdo I'; é uma filtragdo boa. Uma condi¢do necessaria e
suficiente para um médulo admitir uma filtragdo boa é ser finitamente gerado.

O seguinte lema é a base técnica dos resultados:

Lema 6.2. Seja A uma “somewhat commutative algebra”, e seja k o minimo maltiplo comum de

ki,...,ks (como acima). Seja M wm mddulo finitamente gerado com uma boa filtracio I';. Entao
existem po, ..., pe—1 polinomios em Q[t] com coeficientes em Z localizados por KSKM)(GK (M))!,
tal que

pj(i) = dimy Ty, >> 0,5 = i(mod k).

Temos também: todos os polindomios tem o mesmo grau GK (M) e o mesmo coeficiente principal
e(M)/(GK(M))!; e(M), chamado a multiplicidade do mddulo, independe da escolha da boa filtragao.

Demonstragao. |Bav95|. O

O proéximo resultado segue deste lema, e é andlogo ao que temos para a situagdo de “almost
commutative algebras" ([KL00|, Thm. 7.7).
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Teorema 6.3. Seja 0 - L — M — N — 0 wma sequéncia ezata curta de mddulos finitamente
gerados sobre uma “somewhat commutative algebra”. Entao GK(M) = maz{GK(N),GK(L)}, e
se GK(L) = GK(M) =GK(N), e(M) =e(L) + e(N). Temos ainda que e(M) = 0 se, e somente
se, dimy M < oo. [Bav95].

Definic¢ao 6.7. Seja A uma “somewhat commutative algebra”. Nds chamamos seu nimero holono-
mico de
ha =min{GK(M)|M # 0, Mmddulo finitamente gerado}.

Como GK (M) € sempre um nimero natural, ha existe.

Lema 6.3. Seja A uma “somewhat commutative algebra”, e M um mddulo finitamente gerado.
Entdao M tem uma série de composi¢do, com comprimento menor ou igual a e(M)k:hA.

Demonstragao. [Bav06], Corol 6.3. O

6.3 Categoria de Moédulos Holonémicos para invariantes de Alge-
bras de Weyl

Definigao 6.8. Um mddulo holondmico é um mddulo finitamente gerado M sobre uma “somewhat
commutative algebra"A com GK(M) = hy.

Teorema 6.4. Considere a classe C de mddulos holonémicos sobre A. Ela constitui uma categoria
abeliana; para cada M € C, ele possui uma série de decomposi¢ao.

Demonstracdo. Pelo Teorema 6.3, é claro que a soma direta, imagens homomorficas e submodulos
de moédulos holonémicos sdo holonémicos. A segunda afirmacao segue do Lema 6.3. O

No que segue, fixaremos char k = 0. Vamos, enfim, introduzir invariantes da Algebra de Weyl
sob a agdo de grupos lineares finitos W. A filtragdo de Bernstein em A, (k) se restringe a uma
filtracdo de A, (k)" tal que algebra graduada associada é isomorfica a (gr A, (k)" ([Dum06]).
Pelo Teorema de Hilbert-Noether, essa é finitamente gerada. Logo:

Teorema 6.5. Para todo grupo de automorfismos lineares da Algebra de Weyl, W, A, (E)V ¢é uma
“somewhat commutative algebra’.

Resta agora uma questdo: qual é o ntumero holonémico de tais algebras de invariantes? Ini-
cialmente vamos lembrar um fato sobre o comportamento da dimensao de Gelfand-Kirillov sob
equivaléncia de Morita:

Sejam A e B duas algebras finitamente geradas e Morita equivalentes, com contexto de Morita

w25

Temos 4Xp, pYa bimodulos finitamente gerados em ambos os lados ([MRO1], 3.5). Entdo, para
cada mo6dulo finitamente gerado & esquerda sobre A, M, GK4(M) = GKp(Y®4M). A equivaléncia
entre as categorias A — Mod e B — Mod é feita dada por M € A— Mod — Y ®4 M. Sendo assim:

Teorema 6.6. Se A e B sao Morita equivalentes, entdo hy = hp.
Demonstracdo. Segue da discussdo acima. O

Teorema 6.7. Para todo grupo de automorfismos lineares finito W de Ay (k), o nimero holonémico
de Ap(E)W én.
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Demonstra¢ao. Como A, (k) é simples, e nao tem automorfismos internos, nos temos, pela Propo-
sicio 3.1, que A, (k)W e A, (k) * W sdo Morita equivalentes. Agora, como W preserva a filtracio
de Bernstein em A, (k) e o grupo W ¢ finito, pela defini¢ao de dimensao de Gelfand-Kirillov, é facil
ver que ha, (g)y«w = ha, k) = n. Logo, pelo teorema acima, temos o que querfamos. O

Corolario 6.1. Temos uma sequinte versdo da desigualdade de Bernstein para anéis de invariantes
A (K)W, W um grupo finito agindo linearmente: para todo médulo ndo-nulo finitamente gerado,
2n > GK(M) > n.

Vamos agora mostrar alguns resultados elementares sobre a categoria C de médulos holonémicos
sobre A, (k)" , W um grupo finito agindo linearmente.

Proposicao 6.1. Todo mdédulo holonémico M é de tor¢ao.

W_modulos a

Demonstrag¢ao. Escolha um elemento u # 0 em M e defina um mapa de A, (k)
esquerda ¢ : A,(K)Y — M, a — au. Im¢ é um submoédulo ndo-nulo de M; logo, pelo Teo-
rema 6.4, GK (Im(¢)) = n. Pelo Teorema 6.3, GK (Ker(¢)) = GK(A,(k)") = 2n, em particular

Ker(¢) # 0. O
Relembremos também o seguinte resultado:

Proposicao 6.2. Seja A um anel Noetheriano & esquerda, porém, que nao é Artiniano a esquerda.
Seja M um mddulo finitamente gerado que é Artiniano e Noetheriano o esquerda. Entao M € ciclico.

Demonstragao. |Cou95|, Thm. 2.5 O
Proposic¢ao 6.3. Todo mddulo holonémico sobre A, (k)" ¢ ciclico.

Demonstracdo. Nbés sabemos que este anel é Noetheriano e que todo médulo holondmico possui
uma série de decomposicio — e, portanto, ¢ Artiniano e Noetheriano. Resta provar que A, (k)W
nao é Artiniano. Temos, por [Mon80], Thm 2.4, que A,,(k) é um modulo finitamente gerado sobre
A, (k)W'. Logo, se A, (k)" fosse Artiniano, A, (k) seria Artiniano como A, (k)" médulo e, portanto,
como modulo sobre si mesmo — o que sabemos que nao procede. Entao An(k)w nao é Artiniano,
e 0 argumento se encerra. O

Proposicio 6.4. Todo mddulo holonomico M de multiplicidade 1 sobre A, (k)W ¢ irredutivel.

Demonstragio. Caso contrario, ele possui um submoédulo N # 0, e pelo Teorema 6.4, N, M /N sao
holonémicos. Logo, e(M) = e(N)+e(M/N). Se e(N) = 0 entdo, pelo Teorema 6.3, dimy, N ¢é finita;
isto & impossivel, pois N # 0 e a algebra ¢ simples (fixe um element 0 # n € N; o mapa A, (k)" —
N, a +— au € injetivo e, portanto, N tem dimensao infinita). Logo, e(N) = 1,e(M/N) = 0; repetindo
o argumento anterior, teremos M/N =0 e N = M; logo, M é irredutivel. O

Isso encerra nossa discussao sobre médulos holonémicos sobre invariantes sob a acao de grupos
lineares finitos na Algebra de Weyl. Fica uma questdo: como obter tais modulos? Ela é respondida,
por exemplo, pela Teoria de Ordens de Galois (quando k é algebricamente fechado): nos casos
que vimos no Capitulo anterior, existe uma subdalgebra comutativa maximal I' em An(k)W, e cada
ideal maximal m de I" estende-se, de maneira natural, a um namero finito de médulos holonémicos
irredutiveis sobre An(k)W — esse aspecto é relevante, uma vez que cada médulo holondémico tem
uma série de composicao.

Fixe agora k algebricamente fechado. Vamos encerrar esse Capitulo mostrando como anéis de
operadores diferenciais em quocientes A" /W do espago afim por grupos finitos de ag¢oes lineares,
também tém uma estrutura de modulos holonomicos. A estratégia é fazer este caso recair no de
invariantes de Algebra de Weyl.

Lema 6.4. Seja W um grupo finito de automorfismos lineares de uma dlgebra polinomial, e N o
grupo gerado pelas pseudorreflexoes em W. Entdo N é normal em W.
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Demonstracio. Basta checar que, se s é uma pseudorreflexdo, wsw™! também é, para todo w € W.
Dado um w € W, denote por H, a subvariade linear fixa pontualmente por w. Dados s uma
pseudorreflexdo e w arbitrario, w(Hs) C H,g,—1. Entdo 1 < codim(H,,z,-1) < codim(w(Hs)) =
1. O

Lema 6.5. Seja W um grupo finito de automorfismos lineares numa dlgebra polinomial A, e seja N
o subgrupo normal gerado pelas pseudorreflexoes. Entio, no isomorfismo AW = (AN)W/N >~ A\W/N
(em que usamos o Teorema de Chevalley-Shephard-Todd), W/N ainda age linearmente em A.

Demonstragio. O espaco vetorial (ATV)2, em que A s@o os polinomios sem termo constante, tem
um G/N-complemento U com base B. Entdao G/N age por transformagoes lineares em B. Pela
versao homogénea do lema de Nakayama, B gera AN de maneira minimal. O

Teorema 6.8. Seja W qualquer grupo finito agindo linearmente na Algebra de Weyl; portanto, no
espago afim A". Entao D(A™/W) é isomdrfico a um anel de invariantes da Algebra de Weyl sob a
ag¢do de um grupo finito agindo linearmente.

Demonstragcdo. Chame A = O(A™). E claro que O(A" /W) & AW Pelo Teorema 4.1, chamando de N
o subgrupo de W gerado pelas pseudorreflexdes, nés temos um isomorfismo D(AM)W/N — D(AW) =
D(A™/W). Pelo lema acima, W/N age linearmente em A = AN, Entao D(A™/W) = D(A)"V', um
invariante da Algebra de Weyl por um grupo finito agindo linearmente. O

Assim, nos temos como transferir a teoria de mdédulos holonémicos de invariantes da Algebra
de Weyl para quocientes do espago afim por agoes lineares finitas.

6.4 Notas e referéncias

A exposigao da teoria de dimensdo filtrada seguiu de perto [Bav06]. Nos usamos [Cou95| como
base para ilustrar alguns aspectos elementares da teoria de médulos holénomicos desenvolvida. A
parte referente a quocientes de variedades afins seguiu de perto [Tra07].



Capitulo 7

Algebras de Galois Quanticas

Neste Capitulo, discutiremos brevemente, na primeira secdo, versoes quantizadas do Teorema,
de Chevalley-Shephard-Todd e do Problema de Noether. Nas demais segoes, discutiremos o artigo
“Quantum linear Galois algebras"[FS18c|, de Futorny e Schwarz. Esse artigo foi terminado em fase
avancada da escrita desta tese; por isso, para manter a coesio do que ja foi escrito, omitimos
a maior parte das demonstragoes. Temos, essencialmente, uma quantizagao de resultados obtidos
em [FS18al. Na ultima segdo, exibiremos a demonstragao de um dos resultados em [FS18c|, sobre
equivaléncia birracional de invariantes de U(sl2).

7.1 Quantizacoes do Teorema de Chevalley-Shephard-Todd e do
Problema de Noehter

Nosso ponto de partida sera o seguinte resultado, de [KKZ10]:

Teorema 7.1. Seja k um corpo de caracteristica 0 e QQ uma matriz multiplicativamente antissimé-
trica de tamanho nxn. Considere o espago afim quantizado Og(k™), e G um subgrupo finito do grupo
de automorfismos de dlgebra graduada de Og(k™) (na gradagdo usual). Entdo Og(k™)¢ = Og (k™)
se, e somente se, G é gerado por quase-reflexdes (ver defini¢io abairo). Q' é wma matriz multipli-
cativamente antissimétrica n X n nao necessariamente igual G anterior.

Demonstracao. |KKZ10], Thm. 4.5.

Esse resultado é um analogo para quantizacoes da algebra polinomial do Teorema de Chevalley-
Shephard-Todd. Precisamos apenas esclarecer o que é uma quase-reflexdo:

Definicao 7.1. Seja g um automorfismo graduado de um espago afim quantizado Og(k™). Entdo
g € uma quase-reflezdo se estamos em algum dos dois casos seguintes:

e Seja O1 a componente graduada de grau 1 da nossa dlgebra. Entdo, na sua restrigio para O,
que € um espago vetorial de dimensdo n, g atua como uma pseudorreflexdo.

o A ordem de g é 4 e existe uma base {yi,...,yn} de O1, tal que g fixa y;,j < n—1¢
9(Wn-1) = iyn-1 € g(yn) = —iyn, em que i ¢ tal que i* = —1.

Observagao. Em seu trabalho [KKZ10], os autores consideram uma classe maior de dlgebras re-
gulares de Artin-Schelter, a saber, dlgebras qudnticas polinomiais, e consideram a sequinte questdo:
todo grupo finito gerado por quasi-reflezoes (neste sentido generalizado) € realizado como um grupo
de pseudorreflexées? A resposta é negativa, [KKZ10], Ez. 6.2.

Em [FH14]|, Futorny e Hartwig introduziram uma versdo quantizada do Problema de Noether
para os grupos de Weyl Classicos, a qual foi generalizada para os grupos de reflexdo unitarios de
tipo G(m, p,n) por Hartwig em |[Harl7b].

65
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Seja ¢ = (q1,...,qn) € k™ uma n-upla, com cada entrada nao-nula e distinta de raizes da
unidade, e considere o produto tensorial kg, [21,y1]®. .. ® kg, [Tn, Yn], que denotaremos por Og(k*");
quando todas as entradas de g forem um mesmo paramétro ¢, usaremos a notagao Oq(kzn).

Suponha k algebricamente fechado.

Problema. (Hartwig, Futorny [FH14|, Problema de Noether Quantico) Seja G um grupo finito
de automorfismos de Oy(k*™™). Quando existem k = (ki,...,k,) € Z" com @ = (¢",...,¢*") e
FracO,(k*™)% = Frac Oz(k*")?

Notemos que, antes do Problema ser enunciado, ji havia um caso de solucao positiva para ele,
devido a Alev e Dumas:

Proposigio 7.1. Seja G qualquer grupo finito de automorfismos de Cy[z,y]. Entdo FracCy(x,y)% =
Cyla(z,y).
q

Demonstragao. Segue, com estratégia ja utilizada antes de estudar o grupo AutcCgylz,y], que é
provado ser isomérfico ao 2-toro (Cx)?, [AD97]. A prova também pode ser encontrada em [Dum06].
O

G(m,n,p) age em O4(k*") com um elemento g = (a, o) arbitrario, a € A(m,n,p),o € S, tendo
a seguinte acao:

9(wi) = aiZo(iys 9(Yi) = Yo(i), @ = (a1, .., an),i =1,...,n.
Teorema 7.2. FracOq(k*)¢mPn) = Frac (kym/[, y] @ kgn[z,y] D)
Demonstragao. [Harl7b]. O

O resultado acima é uma generalizacao daquele em [FH14|. Nesse artigo — usando o resultado
positivo para o grupo D, — a teoria de ordens de Galois e a teoria de modulos de Gelfand-Tsetlin
sobre Ugy(gl,) (desenvolvida em [VMO0]), obteve-se uma nova prova da Conjectura de Gelfand-
Kirillov Quantizada para Uy(gl,) e Uy(sl,) — de maneira bastante analoga ao caso classico de
U(gl,) (com a curiosa diferenca que o grupo de Weyl é D,, e ndo mais Sy, ). Similares resultados de
Gelfand-Kirillov para outras ordens de Galois (as chamadas algebras OGZ quantizadas de tipo A)
foram obtidos em |Harl7b], usando a solu¢ao do Problema de Noether Quéntico no caso geral.

Em [Har17b], o autor deixa em aberto o problema de definir a¢oes naturais para os 34 grupos
de reflexdo unitérios finitos excepcionais no espacgo quéintico afim de obter um resultado anédlogo do
Problema de Noether Quéantico.

Encerramos essa se¢do com a seguinte observagao: usando o critério do Teorema 1 e a descricao
dos grupos de quase-reflexdo, é facil ver que é impossivel termos Oq(kQ”)S" isomérfico sequer a um
espaco quantico afim; ainda assim, pelo Problema de Noether Quéntico, isto vale quando consi-
deramos equivaléncia birracional. Temos, portanto, uma analogia quantizada perfeita do resultado
classico de Mattuck sobre polinémios multissimétricos ([Mat68]; Capitulo 2, se¢ao 2 desta tese).

7.2 Teoria de Representacio de invariantes de Algebras Quanticas

No artigo ([F'S18c|), obtivemos resultados analogos para quantizacoes de algebras consideradas
em [FS18a| e da nogao de algebras de Galois lineares em [EFOS17].
Considere a agdo de GZ" em Oy4(k*"), em que G,, C k ¢ o grupo ciclico de m elementos: se

g=1(91,---,9n) € G, entdo g(x;) = gix;, 9(yi) = yi, i = 1,...,n. Esta acdo, assim como as demais,
sdo como as definidas por Hartwig em [Harl7b].
Noés temos:

Proposicao 7.2. Oq(kQ")G%" é isomdrfico a Ogm (k*™).
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Considere o monoide livre N” em n geradores €1, . . . , €,; € 0 anel de monoides torcido k[x1, . .., z,]*
N", no qual a acdo de N" é a seguinte: €;(z;) = qz;, €(xj) = x5, j #1, 4,7 =1,...,n.

Proposicao 7.3. O espaco qudntico afim (e, portanto, seus invariantes pela agdo do produto
de grupos ciclicos, Proposicio 7.2) Oq(k*") é uma ordem de Galois sobre I' = k[z1,...,z,] em
k(x1,...,2,) * N*. T ¢ Harish-Chandra e Oy(k*") é um mddulo livre sobre ela.

Os grupos G = G(m,p,n) agem da seguinte maneira em Oy(k*"): h = (g,7) € G, g =
(915--+59n) € GRPm € Spt h(xi) = gi%riy, MYi) = Yr), @ = 1,...,n. G também age em
klx1,...,2n] * N?: dado h € G como anteriormente, h(z;) = giTr(), h(€i) = €x@y,i = 1,...,n.
A agdo de G é equivariante com relagdo ao isomorfismo na Proposicao 7.3, e claramente G age em
N por conjugagao.

Teorema 7.3. ([FS18c|, Thm. 5) Para todo G = G(m,p,n), nds temos Oy(k*)¢ uma ordem de
Galois sobre T = k[zy,...,2,]%. T é Harish-Chandra, polinomial, e Oy(k*")¢ é um I'-médulo livre.

No caso de posto 1 sobre os complexos, podemos obter um resultado melhor:

Teorema 7.4. ([FS18c|, Thm. 7) Seja G qualquer grupo finito de C-automorfismos de Cgylz,y].
Entao (Cq[:r:,y]G é uma ordem de Galois sobre uma I' polinomial em uma varidvel, I' é Harish-
Chandra, e Cy[z,y|% é um T-mddulo livre.

Temos um anélogo do Teorema 7.3 para o toro quantico O,(k+2"), a localizagio de O, (k*") ~
klz1, ... zn) * N" por 21, .., Zn, Y1, .- -, Yn- B facil ver que O, (k+*") ~ k[z7", ..., 2]+ Z".
Teorema 7.5. ([FS18c|, Thm. 6) Para todo G = G(m,p,n), Oy(kx>")¢ ¢ uma ordem de Galois
sobre T' = k[zt, .. aF )% em (k(21, ..., 20) % Z™)C. Além disso, Oy(k*™)E ¢ livre como T-médulo,

e I' € Harish-Chandra.

Temos também uma quantizacao do resultado em [FS17| sobre operadores simétricos na algebra
de Weyl.

Seja Acll(k) a primeira Algebra de Weyl quantizada, o quociente de k(x, y) pela relacio yz—qzy =
L. Seja Aj (k) = A;(k)(@", com os geradores usuais 1, y1, - - -, Tn, Yn- Sn atua em Ay (k) permutando
as variaveis x;, y; simultaneamente.

Teorema 7.6. (|[F'S18¢|, Thm. 8) Ag(k)s"' ¢ uma ordem de Galois sobre uma I' polinomial e Harish-
Chandra, e livremente gerada como I'-mddulo.

Assim como no caso do toro quintico, temos resultados melhores para posto 1 sobre os comple-
XO08.

Teorema 7.7. ([FS18c|, Prop. 7) Seja G qualquer grupo finito de automorfismos de Aé((C). Entao,
Aé((C)G € uma ordem de Galois sobre uma I' polinomial em wma varidvel, e Harish-Chandra, e livre
como I'-mddulo.

7.3 Algebras de Galois Lineares e Conjectura de Gelfand-Kirillov
quantizadas

Na secao 5.3 de [F'S18¢|, desenvolvemos uma quantizagao da teoria de algebras de Galois lineares
de [EFOS17| (Capitulo 5, secdo 1). Seja V um espago vetorial complexo de dimensao finita, S =
S(V*) = Clz1,...,zy], e L = FracS. Seja G um grupo de reflexoes unitarias, produto de grupos
da forma G(m,p,n). Considere o produto tensorial S ® Clwy, ..., wy,], com a a¢do de G trivial no
segundo termo do produto.

Nos dizemos que uma algebra de Galois U sobre um I' adequado é uma dlgebra de Galois linear
quantizada, se ela mergulha em um anel de invariantes do tipo (C(z1,...,2Zn; w1, ..., wy) * Z")C
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ou (C(x1,...,Tn;wy,. .., wy) * N em que a base €1,..., ¢, de tanto Z" quanto N" age assim:
€i(zi) = qui, €(xj) = x5, j #1, 4,7 =1,...,n; a acdo é trivial nos w;,i =1,...,m.

Todas as 4algebras quantizadas OGZ introduzidas em |Harl7b| sdo um exemplo de algebras de
Galois lineares quantizadas. Como exemplos especificos, temos Uy(gly,) € sua forma simplesmente
conexa ﬁ(gln) e a Algebra de Heisenberg quantizada. Todas as élgebras da secio anterior também
sao exemplos de algebras de Galois lineares quantizadas.

De maneira andloga a [EFOS17], Thm. 6 (Teorema 5.3 desta tese), n6s temos um resultado
ligando essa nova classe de algebras de Galois com a versao quantizada da Conjectura de Gelfand-
Kirillov.

Teorema 7.8. ([F'S18c|, Thm. 9) Seja U uma dlgebra de Galois quantizada em (C(x1, ..., T w1, ..., Wey)*
XM em que X € Z ou N, com uma agio de G como acima. Entdo a Conjectura de Gelfand-
Kirillov quantizada vale para U e existem | = (I1,...,l,) € Z", tais que FracU = Frac(Oz(k*") ®

Clwy, ..., wn]), em que G= (¢",...,q¢").

Ainda no mesmo tépico, provamos a Conjectura quantizada de Gelfand-Kirillov para o anel de
fungoes regulares na esfera quantica: A(S%) . Esta algebra é o quociente de C(X,Y, H) pelas relagdes
XH=MHX, YH=X'HY \N/2YX = —(c— H)(d+ H), \"'2XY = —(c — AH)(d + \H), para
escalares ¢,d,0 # XA € C.

Corolario 7.1. ([FS18c], Corol. 1) Frac A(S%) & FracC,[z,y].

7.4 Equivaléncia Birracional de invariantes de U(sl2)

Nesta secao, ofereceremos um exemplo para a questao posta por Kirkman, Kuzmanovich e Zhang
(IKKZ08]; Capitulo 2, se¢ao 3 desta tese), utilizando U(sl2), que sabemos ser rigida pelo resultado
de Alev e Polo [AP95]. k ¢ algebricamente fechado de caracteristica 0.

U(gle) tem os geradores e, f,h com as relacoes [h,e] = e, [h, f] = —f e [e, f] = 2h; aqui e, f, h
$30 a base canonica de sla. U(sl2) pode ser realizado como algebra de Weyl generalizada da seguinte
maneira: D(a,0), D = k[H,C|, a = C — H(H + 1), 0(C) = C,o0(H) = H — 1. O isomorfismo &
como se segue: e— X, f—Y h— H, h(h+1)+ fe— C.

Defina uma agao do grupo ciclico de ordem m, G,,, m > 1, em U (sly), com um gerador fixado
g € G, agindo da seguinte forma: h — h, e > fe, f +— €1 f, em que ¢ é uma raiz m-ésima da
unidade fixada. Nos temos que k[H, C](a, o) é mergulhado de maneira birracionalmente equivalente
em k[H, C]*Z, em que Z age como o. A agdo de Gy, estende-se de maneira natural a este anel maior:
9(7) — &Yy, y € Z. Portanto, temos um mergulho birracional de U(sly)%™ em (k[H,C]* Z)%m.

Como C ¢ fixo pela acio de Gy, e de o, (k[H, O] x Z)%m = (k[C] ® (k[H] * Z)F™).

Por sua vez, k[H| x Z é o anel de operadores diferenciais no toro: Aj(k)y = Aj(k)ym. Assim,
Frac (k[H] * Z)% = Frac(A;(k)ym )™ = Frac (A1 (k)Sr) = Frac(Ai(k)%m), em que a acdo do
gerador g em Aj(k) é como se segue: z +— 1z, 9+ £0.

Concluimos que U(slp)“™ é birracionalmente equivalente a k[C] ® A;(k)“™. Pelo Problema de
Noether Nao-Comutativo, acio de grupos abelianos ([ADO06]), Frac A; (k)% = Frac A;(k) nos
temos:

Proposicao 7.4. ([F'S18¢|, Corol. 3)
Para m > 1 e a agio de G, dada acima, temos Frac(U(sly)%") = Frac(k[C] ® Ai(k)) =
Frac(k[C]) ® Frac(U(sl2)).

O ultimo isomorfismo é a Conjectura de Gelfand-Kirillov para sly [GEK66].

7.5 Notas e Referéncias

Essa é a primeira vez que uma discussao dedicada exaustivamente ao Problema de Noether
Quantico é feita. Esse problema é interessante devido a sua manifesta relagdo com a teoria de
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Ordens de Galois e algebras regulares de Artin-Schelter. Até onde sabemos, o artigo [F'S18¢| é o
primeiro a tratar da questao levantada por Kirkman, Kuzmanovich e Zhang ([KKZ08|) para algebras
envolventes de algebras de Lie semissimples.
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