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Resumo

SCHWARZ, J. F. Invariantes de anéis de operadores diferenciais: racionalidade de Gelfand-

Kirillov, categorias de módulos, aplicações. 2018. 87 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Ma-

temática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2018.

Esta tese aborda, como a despeito da rigidez da álgebra de Weyl An(k), suas subálgebras de in-

variantes possuem uma rica teoria de invariantes: do ponto de vista de estrutura, se �zermos um

estudo de equivalência birracional dentro da �loso�a de Gelfand-Kirillov, temos o Problema de

Noether Não-Comutativo, sobre o qual obtemos vários novos resultados (Capítulo 4). Do ponto de

vista de representações, obtemos que suas subálgebras de invariantes, em vários casos, herdam de

maneira natural a estrutura de módulos de Gelfand-Tsetlin da álgebra de Weyl (Capítulo 5), assim

como uma noção natural de módulos holonômicos (Capítulo 6). Analisaremos resultados similares

para outras álgebras semelhantes a Álgebra de Weyl, como anéis de operadores diferenciais no toro

e álgebras de Weyl generalizadas (Capítulos 2, 4 e 5). Como aplicações, temos uma Conjectura

de Gelfand-Kirillov para subálgebras esféricas de Cherednik (Capítulo 4); para a Conjectura de

Gelfand-Kirillov para várias álgebras de Galois (Capítulos 5 e 7); e o problema de realizar U(L), em

que L é uma algebra de Lie simples de tipo B,C,D, como uma ordem de Galois � generalizando

o caso de gln (Capítulo 5). Um Capítulo sobre o Problema de Noether Quântico e um resumo do

artigo de Futorny e Schwarz, "Quantum Linear Galois Algebras", encerram a tese.

Palavras-chave: Anéis de Operadores Diferenciais, Teoria de Invariantes Não-Comutativa, Birra-

cionalidade Não-Comutativa, Cateogrias de Gelfand-Tsetlin.
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Abstract

Schwarz, J. F. Invariants of rings of di�erential operators: Gelfand-Kirillov rationality,

categories of modules, aplications. 2018. 87 p. Dissertação (Doutorado) - Instituto de Mate-

mática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2018.

This thesis discussess how, given the rigidity results on the Weyl Algebra An(k), its invariant

subrings can nonetheless have an interesting invariant theory: from the structural point of view, a

birrational equivalence study under the Gelfand-Kirillov philosophy gives us the Noncommutative

Noether Problem, of which we obtain many new results (Chapter 4). From the point of view

of representations, we obtain that their invariant rings, in many cases, have a natural theory of

Gelfand-Tsetlin modules just like the Weyl Algebra (Chapter 5), and a natural notion of holonomic

modules (Chapter 6). We discuss analogues results for algebras which are similar to the Weyl

Algebra, such as the ring of di�erential operators on the torus and the generalized Weyl algebras

(Chapters 2,4,5). As applications, we have a Gelfand-Kirillov Conjecture for spherical subalgebras

of Cherednik (Chapter 4); for the Gelfand-Kirillov Conjecture of many Galois algebras (Chapter

5 and 7); and the problem to give a Galois structure to the algebra U(L), where L is a simple

Lie algebra of type B,C,D - generalizing the case A (Chapter 5). A chapter about the Quantum

Noether Problem and a resume of the article �Quantum Linear Galois Algebras"ends the thesis.

Keywords: Di�erential Operators Rings, Noncommutative Invariant Theory, Noncommutative bi-

rationality, Gelfand-Tsetlin Categories.
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Capítulo 0

Introdução

�Like the Arabian phoenix rising out of its ashes, the theory of invariants, pronounced dead at
the turn of the century, is once again at the forefront of mathematics. During its long eclipse, the
language of modern algebra was developed, a sharp tool now at long last being applied to the very
purpose for which it was intended.-� Joseph. K. S. Kung e Gian-Carlo Rota.

É esse o espírito desta tese. Como o nome deixa claro, ela é um trabalho, antes de tudo, de teoria
de invariantes. Com a diferença que adentramos o mundo não-comutativo, em que estudamos um dos
seus protagonistas: a álgebra de Weyl (Capítulo 1). Várias questões clássicas, como racionalidade e
o Problema de Noether (Capítulo 2, Seção 2, [Noe13]), são retomadas � com a �loso�a de Gelfand-
Kirillov sobre corpos de frações não-comutativos como meio de introdução neste novo contexto
(Capítulo 2, Seção 4, [GK66]). Desta forma, naturalmente surge o Problema de Noether Não-
Comutativo (Capítulo 3, [AD06]), e nós exploramos uma série de resultados. A semelhança dessa
analogia não-comutativa com o Problema de Noether clássico de 1913 é surpreendente (Capítulos 3,
4, [AD06], [FS18b]). E a teoria desenvolvida mostra-se generosa: com várias aplicações para diversas
versões da Conjectura de Gelfand-Kirillov (que foi o ponto de partida da discussão - Capítulos 5, 7,
[EFOS17], [FS18c]), e complexas questões sobre representações de álgebras de Lie simples (Capítulo
5, [EFOS17]).

A riqueza da teoria de invariantes a nível birracional da Álgebra de Weyl pode parecer sur-
preendente, dados os resultados de rigidez conhecidos sobre a sua estrutura (Capítulo 3, Seção 3,
[AP95]). Nos Capítulos 5 e 6, analisamos outro aspecto no qual a rigidez da Álgebra de Weyl não
impede uma rica estrutura de módulos para seus invariantes � uma categoria de Gelfand-Tsetlin,
um conceito que é o resultado da evolução, durante décadas ([Zhe70], [DFO94], [FO14], em ordem
cronológica), do trabalho espetacular de Gelfand e Tsetlin nos anos 50 ([GT50]); e uma categoria
de módulos holonômicos. Finalmente, notamos que outros anéis de operadores de diferenciais, e as
álgebras de Weyl Generalizadas � introduzidas por Bavula como conceito generalizador de vários
conhecidos previamente (vide citação no Capítulo 1) � também gozam de propriedades análogas
àquelas da Álgebra de Weyl (Capítulos 4 e 5). Esperamos que esta tese, seguindo as palavras de
Kung e Rota, justi�que a teoria de invariantes, no mundo não-comutativo, como fonte de resultados
de grande interesse para matemática.

Os resultados inéditos desta tese são os dos artigos [EFOS17], [FS17], [FS18a], [FS18c], [FS18b],
além de outros espalhados pelos Capítulos 2, 4, 5 e 6 � todos devidamente indicados. Não é possível
cobrir no espaço de uma tese todo o necessário para deixar a teoria de álgebras e ordens de Galois
([FO10], [FO14]) auto-contida; contudo, almejou-se fazer isso com o Problema de Noether Não-
Comutativo � o Capítulo 3 constitui, dentre outras coisas, de um resumo do trabalho original
de Alev e Dumas [AD06] para o Problema. Destaca-se a importância, neste resumo, de tornar
acessível em língua portuguesa um trabalho que antes se encontrava apenas em francês, em sua
maioria. Não são repetidos aqui todos os enunciados dos artigos do aluno � alguns deles são meros
resultados técnicos, que podem ser adequadamente referenciados, para um melhor andamento lógico
da tese. Por outro lado, alguns resultados destes artigos são provados aqui de maneira ligeiramente
diferente � no que acreditamos que seja uma simpli�cação lógica; por benefício de exposição; ou
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2 INTRODUÇÃO 0.0

por evidenciar mais do que o resultado enunciado de maneira original.
No Capítulo 1, nós fazemos uma breve lembrança do material básico que será usado de forma

recorrente ao longo da tese. Na seção 1, discutimos anéis de operadores diferencias. Enfatisamos que
as duas de�nições naturais do objeto não-coincidem necessariamente quando não estamos no caso
regular. O resultado de localização mencionado parece ser bastante conhecido para o caso regular,
mas nós apontamos que essa hipótese não é necessária. Na seção 2, discutem-se as Álgebras de
Weyl e seus anéis de fração: os corpos de Weyl. A parte mais importante da discussão é quanto aos
últimos: o cálculo do seu centro, que se mostra uma tarefa árdua, é essencial para o problema de
não-isomor�smo de tais corpos. Na seção 3, discutem-se resultados básicos da estrutura de U(gln)
com relação à sua subálgebra de Gelfand-Tsetlin. Ao longo desta tese, destacamos o trabalho original
de Drozd, Futorny e Ovsienko [DFO94] sobre módulos de Gelfand-Tsetlin, sendo o ponto de partida
para uma riquíssima área investigativa de álgebra, e um importantíssimo trabalho de Ovsienko
[Ovs02] que infelizmente não é tão facilmente encontrado quanto se poderia. A seção 4 é uma
introdução a álgebras generalizadas de Weyl.

O Capítulo 2 começa com uma discussão bastante extensa do Teorema de Chevalley-Shephard-
Todd. Alguns pontos peculiares desta primeira seção são, inicialmente, a observação de que a res-
trição da análise para grupos de ação lineares, por mais natural que seja, não esgota todas as
possibilidades de invariantes por grupos de automor�smos; tema recorrente ao longo desta tese. O
Teorema em si é enunciado na maior generalidade possível � com destaque ao seu conteúdo geomé-
trico. Essa análise geométrica serve como ponto de partida para o Problema de Noether na seção 2.
Dada a centralidade deste problema na temática da tese, referências a todos os trabalhos originais
são feitas. Uma contribuição original é desenvolvida, uma generalização do resultado em duas variá-
veis. A seção 3 discute o fenômeno de rigidez em álgebras: a inexistência, dada uma álgebra A, de
um grupo �nito G agindo não trivialmente, com AG ∼= A. Nossa exposição é essencialmente original.
Esta seção é uma das mais importantes no que diz respeito à temática da tese: como é possível a
Álgebra de Weyl, sendo rígida, ter anéis de invariantes com uma teoria de representações e estrutura
birracional tão natural? Quanto ao último ponto, a passagem a �birracionalidade não-comutativa"é
feita seguindo a �loso�a de Gelfand-Kirillov [AD06], exposta na seção 4, conjuntamente com a
Conjectura de Gelfand-Kirillov, seu ponto de partida e frequentemente revisitada durante esta tese.
Este capítulo termina com um apêndice sobre automor�smos da Álgebra polinomial e da primeira
álgebra de Weyl que, além de discutir o célebre Teorema de Jung-van der Kulk e algumas de suas
consequências, contribui para manter a tese auto-contida.

O Capítulo 3 contém uma introdução à teoria de invariantes da Álgebra de Weyl, focando
principalmente nas suas semelhanças com o caso da álgebra polinomial, e servindo como fundamento
lógico para a introdução do Problema de Noether Não-Comutativo de Alev e Dumas ([AD06]) na
seção 3. Os trabalhos originais de Alev e Dumas são discutidos nesta seção e na quarta.

O Capítulo 4 discute os resultados obtidos pelo aluno, em colaboração � também � com
Farkhod Eshmatov, Vyacheslav Futorny e Sergey Ovsienko, para o Problema de Noether Não-
Comutativo e uma versão sua para o n-toro. Os resultados são, em sua maioria, provenientes de
[EFOS17], [FS17] e [FS18b]. Nós começamos com o Problema de Noether Não-Comutativo para
grupos de re�exão unitários. Na primeira seção, nós dicutimos o caso complexo, o principal resultado
em [EFOS17], obtido pelo estudante em sua dissertação de mestrado [Sch15a]. Na segunda seção,
obtemos a generalização máxima possível deste resultado: agora para todos os grupos de pseudo-
re�exão sob qualquer corpo de característica 0, [FS18b]. Além disso, o isomor�smo pode ser exibido
de maneira explícita � de fato, algorítmica � como explicado na seção 3, na qual também se faz um
breve comentário sobre resultados em característica prima. Na seção 4, é provada uma Conjectura
feita pelo aluno a qual diz, essencialmente, que o Problema de Noether original, com uma ação
de um grupo, caso tenha solução positiva, implicará solução positiva para o Problema de Noether
Não-Comutativo correspondente. A seção encerra-se com dois Problemas em aberto considerados
relevantes. A seção 5 discute questões de birracionalidade não-comutativa para invariantes de anéis
de operadores diferenciais em variedades arbitrárias, e o Problema de Noether Não-Comutativo
para certos invariantes dos grupos de Weyl no anel de operadores diferenciais no toro � outro
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resultado de [EFOS17] � é obtido como corolário. Tal resultado é usado no capítulo 5. A seção
6 encerra o capítulo, mostrando uma solução positiva para a Conjectura de Gelfand-Kirillov para
subálgebras esféricas de álgebras racionais de Cherednik. Este resultado também se encontra em
[EFOS17], porém, seguimos um caminho de demonstração ligeiramente diferente.

O Capítulo 5 discute a Teoria de álgebras e ordens de Galois. Dado o caráter técnico das
de�nições, é tomado um esforço muito grande em motivar a teoria. Ela é introduzida como uma
continuação natural de investigações inciadas por Block [Blo81] de relacionar a teoria de representa-
ção de álgebras associativas com o seu mergulho em anéis de grupos torcidos sobre anéis de divisão.
A teoria desenvolvida, uma evolução daquela inciada por Drozd, Futorny e Ovsienko em [DFO94],
resulta em um aparato conceitual que, do ponto de vista estrutural, generaliza o conceito clássico
de ordem ([MR01]); do ponto de vista de teoria de representações, tem boas propriedades de ex-
tensões de módulos com relação a uma subálgebra comutativa, generalizando um resultado simples
e bem conhecido de álgebra comutativa, e generalizando a Teoria de Módulos de Gelfand-Tsetlin
para gln ([Ovs02]). Para benefício didático de exposição, a teoria de módulos de Gelfand-Tsetlin
para gln é usada como exemplo a medida que a teoria de álgebras e ordens de Galois é introduzida.
A seção 1 contém nosso primeiro resultado original, de [EFOS17], uma versão bastante genérica
da Conjectura de Gelfand-Kirillov para álgebras de Galois, que generaliza imensamente o trabalho
prévio desenvolvido em [FMO10]. Este resultado também ilumina as di�culdades esperadas para a
(conjecturada) realização de U(L), em que L é uma álgebra de Lie simples de tipo ortogonal, como
ordem de Galois, e aponta um possível caminho para a solução da Conjectura de Gelfand-Kirillov
para álgebras de tipo C. A maior parte do trabalho de ordens de Galois, até o momento, tinha
encontrado suas aplicações na teoria de padrões de Gelfand-Tsetlin para várias álgebras ([FMO10],
[Har17b]). Contudo, conforme a construção da teoria deixa claro, e é deixado manifesto por Futorny
e Ovsienko em seu trabalho ([FO10], [FO14]), a possibilidade de utilizar essa teoria para álgebras
de Weyl generalizdas é muito importante; assim como para certos anéis de invariantes de opera-
dores diferenciais ([FO10], Sec. 7). Nós desenvolvemos a teoria nesse caminho, seguindo o artigo
[FS18a]. Na seção 3, provamos que inúmeros invariantes de anéis de operadores diferenciais são
ordens de Galois. E mais: livres sobre suas subálgebras de Harish-Chandra. Para tanto, nós usamos
um resultado pouco conhecido de Hyman Bass ([Bas63], corol. 4.5) que, em conjunto com o céle-
bre Teorema de Suslin-Quillen, implica que todo módulo projetivo sobre a álgebra de polinômios
é livre. Isso dá a possibilidade de se obter limitantes superiores para vários objetos relacionados
às categorias de módulos de Gelfand-Tsetlin ([FO14]). Finalmente, na seção 4, desenvolvemos a
teoria para álgebras de Weyl generalizadas. Provamos um resultado de equivalência birracional de
interesse independente, o qual nos permite provar a Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada para
a primeira e segunda deformações de Witten, e um critério para uma álgebra generalizada de Weyl
ser uma ordem de Galois. Este último resultado é usado para provar nosso penúltimo teorema do
Capítulo: os invariantes da Álgebra de Weyl, sob a ação natural de todo grupo de re�exão unitário
do tipo G(m, 1, n), são uma ordem de Galois. É conjecturado que esse resultado valha para todos
os grupos de re�exão unitários � em particular Dn = G(2, 2, n). Na última seção, discutimos o que
é conhecido nesse caso geral.

O Capítulo 6 desenvolve uma teoria elementar de módulos holonômicos para invariantes da
Álgebra de Weyl e anéis de operadores diferenciais em quocientes do espaço a�m, no caso de
grupos �nitos agindo linearmente. O principal ingrediente é a noção de �somewhat commutative
algebra"conjuntamente com a teoria de dimensão �ltrada de Bavula ([Bav06]). A menos de certos
resultados técnicos referentes a esses tópicos, a teoria é muito similar àquela da Álgebra de Weyl.

No último Capítulo 7, seção 1, estudamos uma versão quantizada do Problema de Noether,
introduzido da forma que está nesta tese pela primeira vez em [Har17b], apesar de resultados preli-
minares em [FH14] e [AD97]. Nós apontamos como ele se relaciona de maneira natural ao Teorema
de Chevalley-Shephard-Todd para espaços quânticos a�ns (trabalho de Kirkman, Kuzmanovich e
Zhang, [KKZ10]). Essa é a primeira discussão exclusiva dedicada ao Problema de Noether Quântico
na literatura. O resto do Capítulo é um resumo dos resultados do [FS18c].



4 INTRODUÇÃO 0.1

0.1 Pré-Requisitos, Notação

Vamos �xar a notação e a terminologia da tese; deixar claro o que está sendo assumido; e
eventualmente lembrar de algumas de�nições e resultados. Assume-se conhecimento básico sobre
álgebras de Lie ([Hum72]) e suas álgebras envolventes ([Dix74], [MR01]). Assume-se conhecimento
sobre extensões de Ore e localização de Ore, como em [GJ04] e [MR01] � apesar de um pouco ser
relembrado no Capítulo 1, seção 2. Em particular, dado um domínio de Ore A, denotaremos por
FracA seu anel total de frações.

Lembremos uma notação comum: seja α = (α1, . . . , αn) uma n-upla de inteiros não-negativos.
De�nimos xα = xα1

1 . . . xαn
n , e similarmente ∂α = ∂α1

1 . . . ∂αn
n (em que estamos dentro da álgebra

polinomial, ou de Weyl � �cará claro em cada caso). De�nimos |α| = α1 + . . .+ αn.
Também supomos familiaridade com as de�nições elementares de grupos quânticos ([BG02]).

As partes de álgebra mais usadas implicitamente, contudo, são álgebra comutativa e geometria
algébrica.

Comecemos por álgebra comutativa. Um conhecimento do material básico, como o de [AM69],
é su�ciente. A partir de agora, todos os anéis são comutativos.

De�nição 0.1. Um anel Noetheriano A é regular se todas as suas localizações da forma Ap, p um
primo, forem anéis Noetherianos regulares locais.

Proposição 0.1. Todo anel Noetheriano A, se regular, é integralmente fechado.

Lembramos que ser integralmente fechado é uma propriedade local.

De�nição 0.2. Um anel comutativo é reduzido se ele não possui nenhum elemento nilpotente.

Teorema 0.1. Sejam A ⊂ B anéis, com B integral sobre A. Então A é um corpo se, e somente se,
B é um corpo.

Corolário 0.1. Seja p um ideal primo de A ⊂ B; A,B dois anéis comutativos, com B integral
sobre A. Seja q um ideal primo de B com q ∩ A = p. Então q é maximal se, e somente se, p é
maximal.

Teorema 0.2. (Going-Up) Sejam A ⊆ B anéis, B integral sobre A. Dados ideais primos p1 ⊂ p2

de A e um ideal primo q1 de B, tal que p1 = q1 ∩ A, existe um ideal primo de B, q2 ⊇ q1, tal que
p2 = q2 ∩A. Se q′2 é outro ideal primo com q′2 ∩A = p2 e q2 ⊆ q′2, então q2 = q′2.

Teorema 0.3. Seja A um anel Noetheriano. Então ele é Artiniano se, e somente se, ele tiver
dimensão de Krull 0. Neste caso, o número de ideais maximais (= primos) é �nito.

Agora, discutamos geometria algébrica. Nossas referências são [Har77] e [Liu02]. Nesta tese,
nos restringiremos à categoria de variedades quase-projetivas ([Har77], Capítulo 1). Nossos corpos
k serão sempre algebricamente fechados, e usualmente de característica 0. Seja A uma álgebra
reduzida e �nitamente gerada sobre k. Nós denotamos por SpecA o esquema a�m, o espectro de
A � o conjunto dos ideais primos de A, com a topologia usual de Zariski. Frequentemente nós
o identi�caremos com SpecmA, o conjunto dos ideais maximais com a topologia de Zariski �
não há risco algum em fazer isso. Este conjunto pode ser naturalmente realizado como os zeros
de polinômios de um espaço a�m ([Har77], Capítulo 1). Dada uma variedade X, denotaremos por
O(X) o seu anel de funções regulares.

No nosso ambiente restrito de variedades quase-projetivas, é simples de�nir o que é isomor�smo
e equivalência birracional ([Har77], Capítulo 1).

Vamos relembrar apenas alguns pontos:

De�nição 0.3. Seja X uma variedade algébrica irredutível. Ela é chamada de suave (normal), se
o germe de funções regulares em cada ponto for um anel Noetheriano regular local (integralmente
fechado).
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Pelo que vimos de álgebra comutativa, toda variedade suave é normal. Uma observação a respeito
do conceito de ser suave: existe também o conceito de uma k variedade X ser suave se o mapa
canônico X → k for suave. Entretanto, para corpos algebricamente fechados, os dois conceitos
coincidem ([Har77], Capítulo III, 10).

Finalmente, precisamos discutir quocientes sob ações de grupos �nitos na categoria de variedades
algébricas a�ns. O espaço de órbitas possui uma estrutura de variedade algébrica a�m? A resposta
é sim (para variedades mais gerais e grupos não-�nitos, a situação é extremamente delicada, e
entramos no ramo de Teoria Geométrica de Invariantes, [MFK94]).

O resultado algébrico essencial para esta análise é um dos mais célebres teoremas de teoria de
invariantes:

Teorema 0.4. (Hilbert-Noether) Seja R uma k álgebra �nitamente gerada, sobre qualquer corpo k,
e seja G um grupo �nito de automor�smos de álgebra de R. Então RG é �nitamente gerado sobre
k, R é integral sobre RG, e R é um módulo �nitamente gerado sobre RG.

Também temos:

Proposição 0.2. Se R é integralmente fechado, RG também o é.

.
A prova desses dois fatos pode ser encontrada em [Dol03].
Eis o principal resultado sobre quocientes de variedades a�ns:

Teorema 0.5. Seja X uma variedade quasi-projetiva e G um grupo �nito de k-automor�smos de
X. Então, existe uma variedade quasi-projetiva Y e um mapa π : X → Y tal que:

• π é sobrejetivo; dado um subconjunto de U , ele é aberto em Y se, e somente se, π−1(U) é
aberto em X (ou seja, Y tem a topologia quociente pela ação de G);

• Dado qualquer aberto de U de Y , o homomor�smo natural O(U) → O(π−1(U)) resulta em
um isomor�smo entre O(U) e O(π−1(U))G;

• As �bras de π são órbitas;

• Dada qualquer variedade Z, qualquer mor�smo φ : X → Z, tal que φ(g.x) = φ(x), para todos
x ∈ X, g ∈ G, fatora-se através de π por um mor�smo φ′ : Y → Z.

Denotaremos a variedade Y por X/G, e a chamaremos de quociente de de X pela ação de G.
No caso especí�co de X = SpecmA ser uma variedade a�m, temos X/G = SpecmAG (que é a�m
pelo Teorema de Hilbert Noether), e π é induzido pela inclusão AG → A.

Demonstração. [Dol03], Capítulo 6.

Por �m: recorrentemente usaremos a expressão grupo �nito de automor�smos de uma álgebra
A. Isto quer dizer que o grupo em questão é um subgrupo �nito de Autk A. Quando dissermos que
dois domínios de Ore não-comutativos A e B são birracionalmente equivalentes, queremos dizer que
seus anéis de frações são isomór�cos. Quando usarmos a expressão �módulo livre"sem especi�car o
lado, queremos dizer que ele o é à esquerda e à direita.
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Capítulo 1

Preliminares: algumas classes de álgebras

Este é um capítulo preliminar, que contém material básico; porém, não essencialmente canônico,
de várias áreas da álgebra. O objetivo é, principalmente, estabelecer notação e fazer a tese auto-
contida. Apesar do cuidado da exposição, é inevitável o caráter necessariamente ad-hoc de parte do
conteúdo.

1.1 Anéis de Operadores Diferenciais

Anéis de operadores diferenciais podem ser de�nidos para qualquer variedade algébrica, irredu-
tível ou não, suave ou não, sobre um corpo de característica 0 ou prima ([Smi]).

Nossa estratégia será de�nir anéis de operadores diferenciais sobre k-álgebras (k um corpo)
�nitamente geradas, reduzidas, A. Denotaremos o anel de operadores diferenciais D(A); sendo X
uma variedade algébrica a�m, D(X) - o anel de operadores diferenciais em X - será de�nido como
nada mais que D(O(X)). Por simplicidade lógica e de exposição, assumiremos sempre que k tem
característica 0, e que A é um domínio (ou seja, estaremos interessados em variedades irredutíveis).
Quando discutirmos variedades, em particular, o corpo sempre será algebricamente fechado.

Dado esse ponto de partida, existem duas de�nições naturais do que gostaríamos de chamar de
anel de operadores diferenciais em A. A primeira é mais geral, e funciona também para variedades
singulares de característica 0 e não-singulares de característica prima ([Smi]).

De�nição 1.1. (Primeira de�nição de operadores diferenciais) De�na indutivamente D(A)0 = {d ∈
Endk(A)|[d, a] = 0, ∀a ∈ A}, e para todo i > 0, D(A)i = {d ∈ Endk(A)|[d, a] ∈ D(A)i−1, ∀a ∈
A}. Claramente temos D(A)i ⊆ D(A)j se i < j e D(A)iD(A)j ⊆ D(A)i+j. Chamando D(A) =⋃∞
i=0D(A)i, obtemos uma álgebra associativa, chamada de anel de operadores diferenciais em A.

Note que, dessa forma, D(A) possui naturalmente uma �ltração, a chamada ordem de operador
diferencial.

De�nição 1.2. Uma k-derivação de A é uma função δ ∈ Endk(A) que satisfaz δ(ab) = δ(a)b+aδ(b),
para todos a, b ∈ A. O conjunto das k-derivações formam um A-módulo, denotado por DerkA, com
a seguinte ação de A: (aδ)(b) = aδ(b), a, b,∈ A, δ ∈ DerkA; ele também carrega a estrutura de
álgebra de Lie sobre k, por meio do comutador de duas derivações.

Proposição 1.1. D(A)0 = A e D(A)1 = A⊕DerkA.

Demonstração. Se T ∈ D(A)0, então [T, a](1) = T (a) − aT (1) = 0, ∀a ∈ A. Portanto, T é multi-
plicação por T (1). Se T ∈ D(A)1, seja U = T − T (1). Então, para todos a, b ∈ A, [b, [U, a]](1) =
b(U(a)− aU(1))− U(ab) + aU(b) = 0. U(1) = 0, e, portanto, U(ab) = aU(b) + bU(a), ou seja, U é
uma derivação. Finalmente, �ca claro que A ∩DerkA = {0}.

Seja agora A como acima, isto é, reduzida e �nitamente gerada, com a hipótese adicional de que
ela é regular.

7
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De�nição 1.3. (Segunda de�nição de operadores diferenciais) D(A), o anel de operadores dife-
renciais em A, é a subálgebra de Endk(A) gerada por A e Derk(A).

A proposição acima mostra que o anel de operadores diferenciais em A, no primeiro sentido,
contém o anel de operadores diferenciais em A, no segundo sentido. As duas de�nições coincidem
quando A é regular ([MR01], sec. 15.4; a recíproca é a célebre Conjectura de Nakai). Contudo, em
geral, elas diferem. Por exemplo: D(A) é Noetheriano à esquerda e à direita, e �nitamente gerado
como k-álgebra, como veremos logo mais. Contudo, em [BGG72], é mostrado que D(A), quando
k = C e A = C[x1, x2, x3]/(x3

1 +x3
2 +x3

3), que tem uma singularidade na origem, não é Noetheriano
nem �nitamente gerado.

De�nição 1.4. Seja X uma variedade a�m irredutível. De�nimos D(X) como D(O(X)), usando a
primeira noção de anel de operadores diferenciais. Caso X seja não singular, oscilaremos livremente
entre as duas noções.

De�nição 1.5. (Álgebra de Weyl) An(k) = D(k[x1, . . . , xn]).

Observação. Nós usaremos duas notações-padrão para os geradores de Weyl: x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n;
ou então x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, como é costumeiro. As relações canônicas entre tais geradores são
as relações de Weyl.

Coletemos agora, num único teorema, todas as principais propriedades de estrutura de anéis de
operadores quando A é regular.

Teorema 1.1. Seja A um k-domínio �nitamente gerado, regular. Então sobre D(A) podemos dizer
que:

• É um domínio noetheriano, à esquerda e à direita, simples, �nitamente gerado como k-álgebra;

• A álgebra graduada associada a D(A) com a �ltração por ordem de operador diferencial é
SA(Derk(A)), a álgebra simétrica sobre o A módulo Derk(A);

• gl.dimD(X) = dimX, GK.dimD(X) = 2 dimX, quando A = O(X) para uma variedade
a�m irredutível regular X.

A demonstração de todos esses fatos pode ser encontrada em [MR01], capítulo 15.

Observação. A Álgebra de Weyl tem uma segunda �ltração muito usada, que relembraremos agora
- a �ltração de Bernstein. An(k) tem como base monômios xα∂β, em que α, β são n-uplas de inteiros
não-negativos. De�namos a ordem de tal monômio como |α|+ |β|. Seja An(k)i o subespaço gerado
pelos monômios de ordem menor ou igual a i. Usando combinatória simples, é fácil ver que todos
possuem dimensão �nita. Além disso, An(k)i = An(k)i1. A álgebra graduada associada é a álgebra
de polinômios em 2n variáveis [Cou95].

Resultados sobre localizações deD(A) quando A é regular são bem conhecidos ([MR01], 15.1.25),
mas eles existem também quando A não o é necessariamente:

Proposição 1.2. Seja S um conjunto multiplicativamente fechado em A. Então a localização à
esquerda e à direita de D(A) por S existe, e é isomór�ca D(AS).

Demonstração. [Muh88], Prop 1.8.

1.2 Álgebras e Corpos de Weyl

Vamos assumir familiridade com a teoria de extensões e localizações de Ore (como em [GJ04],
e [MR01]). Dado um anel R, α um automor�smo de R e δ uma α-derivação, usaremos a notação
S = R[x;α, δ] para denotar a extensão de Ore. Quando α = id ou δ = 0, a notação será R[x; δ] e
R[x;α], respectivamente.

Seja F qualquer domínio Noetheriano. Nós podemos de�nir a Álgebra de Weyl sobre F da
seguinte maneira:
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De�nição 1.6. Seja S∗ = F [x1, . . . , xn] e An(F ) = S∗[y1; ∂1] . . . [yn; ∂n], em que ∂j é simplesmente
derivação com relação a xj, e manda yi para 0 quando i<j. Essa extensão de Ore iterada é isomór�ca
a An(k) quando k for um corpo.

Uma propriedade é evidente dessa de�nição:

Lema 1.1. An+m(F ) = An(F )⊗F Am(F ) = An(Am(F )).

Seja S = R[x;α, δ]; todo s ∈ S é da forma rnxn + . . .+ r1x+ r0, ri ∈ R, rn 6= 0. Lembrando que
tal representação é única, de�nimos o grau de s por n, e o denotamos por deg s. O coe�ciente líder
(à esquerda) de s é de�nido como sendo rn.

A rigor, pode-se dizer que se de�niu acima apenas o conceito de grau à esquerda, uma vez que
s também pode ser escrito da forma xmqm + . . . xq1 + q0, qi ∈ R. Contudo, temos o seguinte Lema
simples:

Lema 1.2. xnr = αn(r)xn + . . .+ δn(r), r ∈ R.

Como α é um automor�smo, isso mostra que o conceito simétrico de grau à direita coincide com
o de grau à esquerda. Mostra, também, que R[x;α, δ] é um módulo livre à direita sobre R. Além
disso, �ca claro que deg ss′ = deg s+deg s′, ∀s, s′ ∈ S não-nulos. Portanto, as mesmas considerações
sobre grau, como no caso de polinômios usuais, nos dão:

Proposição 1.3. Se S é uma extensão de Ore de R, e R é um domínio, então S também o é. As
unidades de S são as unidades de R.

Corolário 1.1. As unidades da Álgebra de Weyl An(k) são k.

Demonstração. Basta usar a proposição acima, com o Lema 1.1 e aplicar indução.

Corolário 1.2. A Álgebra de Weyl An(k) não possui automor�smos internos.

Lembremos também um resultado fundamental:

Teorema 1.2. (Teorema da Base de Hilbert para Extensões de Ore) Se R é Noetheriano à esquerda
ou à direita, e S é uma extensão de Ore de R, então S também é Noetheriano à esquerda ou à direita.

Demonstração. [GJ04], Thm. 2.6.

Assim, �ca fácil ver que An(F ) é um domínio de Ore.

De�nição 1.7. (Corpos de Weyl) Denotaremos o corpo de fração de An(F ) por Dn(F ), e os cha-
maremos de Corpos de Weyl. Uma observação elementar porém útil é que Dn(Dm(F )) = Dm+n(F ).

Vamos discutir algumas propriedades dos corpos de Weyl.
Primeiro, seja R um domínio Noetheriano à esquerda e à direita. Seja A = R[x;α, δ] uma

extensão de Ore. Como vimos, A também é um domínio Noetheriano à esquerda e à direita e,
portanto, FracA existe. Seja K = FracR. α estende-se de maneira única para um automor�smo
de K: α(xy−1) = α(x)(α(y))−1, x, y ∈ R, e δ estende-se de maneira única a uma α-derivação de
K, usando: δ(s−1) = −α(s)−1δ(s)s−1, para s 6= 0 ∈ R. Podemos formar, assim, a extensão de Ore
K[x;α, δ], e então:

Proposição 1.4. FracA = FracK[x;α, δ].

Demonstração. A inclusão FracA ⊆ FracK[x;α, δ] é clara. No sentido contrário, qualquer ele-
mento de K[x;α, δ], após tomar denominadores comuns, pode ser escrito da forma s−1a, em que
a ∈ A, s ∈ R. Assim, se x, y ∈ K[x;α, δ], xy−1 = s−1ab−1t para alguns s, t ∈ R, a, b ∈ A. Logo,
FracK[x;α, δ] ⊆ FracA.
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O valor comum de FracA e FracK[x;α, δ] será denotado por K(x;α, δ). Se α = id ou δ = 0,
usa-se a notação K(x; δ) ou K(x;α), respectivamente.

Da mesma forma que no caso comutativo, ao discutir funções racionais, é interessante considerar
séries de potência.

Seja K um anel de divisão, α um automor�smo de K e δ uma α-derivação. O corpo K(x;α, δ)
pode ser visto como subcorpo do anel de séries de Laurent torcidas K((x−1, α−1,−δα−1)). Seus
elementos são séries de Laurent da forma

∑∞
i≥m aix

−i, onde m ∈ Z, ai ∈ K, e am 6= 0, com a
multiplicação dada por:

x−1a =
∑
n≥1

α−1(−δα−1)n−1(a)x−n = α−1(a)x−1 − x−1δα−1(a)x−1.

De fato, multiplicando à esquerda e à direita por x, obtém-se as mesmas relações que em
K[x;α, δ]. K[x;α, δ], portanto, aparece como subanel de K((x−1;α−1,−δα−1)) e, assim K(x;α, δ)
é um subcorpo. Quando α = id, usamos a notação K((x−1; δ)), e usa-se a nomenclatura de anel de
operadores pseudo-diferenciais.

Lema 1.3. Seja K um anel de divisão com centro Z(K). Seja σ um automor�smo de K, tal
que σn não seja interno para nenhum n ≥ 1 (um automor�smo interno é da forma x → yxy−1,
para algum y ∈ K). Então o centro Z(D) de D = K(x;σ) é o subcorpo Z(K) ∩ Kσ, em que
Kσ = {a ∈ K;σ(a) = a}.

Demonstração. No mergulho de D em K((x−1;σ−1)), todo elemento f ∈ D pode ser escrito da
forma

∑
j≥m ajx

−j , em que m ∈ Z, aj ∈ K. Nesse caso, como δ = 0, a multiplicação é dada
simplesmente por xja = σj(a)xj , a ∈ K, j ∈ Z. Se f está em Z(K), então xf = fx e af = fa
para todo a ∈ K. Como xaj = σ(aj)x, a primeira igualdade implica aj ∈ Kσ; a segunda implica
aaj = ajσ

−j(a) para todo j ≥ m; como σj não é interno, necessariamente se tem aj = 0 para
j 6= 0.

Especi�quemos a discussão para a Álgebra de Weyl. Considere inicialmente A1(k). Chame w =
yx.

Temos que wx = xw + x e, portanto, a subálgebra de A1(k) gerada por x,w é k[x][w; d], em
que d é a derivação x∂x. Temos yw = (w + 1)y e, assim, a subálgebra de A1(k) gerada por y, w é
k[w][y; θ],em que θ é o automor�smo de k[w] de�nido por w → w + 1.

É claro que o corpo de frações dessas duas subáglebras corresponde à totalidade do corpo de
frações de A1(k), portanto temos:

D1(k) ∼= k(x)(w; d) ∼= k(w)(y; θ).
De maneira indutiva, temos no caso de An(k), de�nindo wi = yixi:

Proposição 1.5. Dn(k) ∼= k(x1, . . . , xn)(w1; d1) . . . (wn; dn), onde di = xi∂xi .
Dn(k) ∼= k(w1, . . . , wn)(y1; θ1) . . . (yn; θn), onde θi(wj) = wj + δij e �xa os yj com j < i.

Finalmente:

Proposição 1.6. O centro de Dn(k) é k.

Demonstração. Aplicação direta da proposição acima e do lema que a precede, pois os θi não são
automor�smos internos.

1.3 Álgebras Universais Envolventes

Iremos agora considerar a álgebra de Lie gln, gerada pelas matrizes elementares eij , i, j =
1, . . . , n e sua álgebra universal envolvente U(gln); e iremos coletar algumas informações relevantes
a seu respeito. Isso será usado mais adiante quando considerarmos a teoria de álgebras e ordens de
Galois. Se assumirá o corpo base algebricamente fechado de característica 0.
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Nós temos uma cadeia natural de mergulhos ao longo do canto superior esquerdo: gl1 ⊂ . . . ⊂ gln,
que induz um mergulho U(gl1) ⊂ . . . ⊂ U(gln). Chamando de Zi o centro e U(gli), obtemos a
subálgebra de Gelfand-Tsetlin Γ como a álgebra gerada em U(gln) por

⋃n
i=1 Zi. Cada Zm é uma

álgebra polinomial em m variáveis cmk =
∑

(i1,...,ik)∈{1,...,m}k ei1i2ei2i3 . . . eiki1 , k = 1, . . . ,m. Γ é
uma álgebra polinomial em n(n+ 1)/2 variáveis ([Zhe70]).

É possível relacionar também a álgebra de Gelfand-Tsetlin com funções simétricas nos tableux,
da seguinte maneira: seja Λ a álgebra polinomial nas variáveis {λij |1 ≤ j ≤ i ≤ n} e seja G =∏n
i=1 Si (em que Si é o grupo simétrico em i símbolos). G atua em Λ com Si atuando da maneira

esperada nos elementos da linha λi1, . . . , λii, permutando o segundo índice, e �xando os demais
elementos.

Então temos um mergulho ι : Γ→ Λ

ι(cmk) =
m∑
i=1

(λmi +m− 1)k
∏
j 6=i

(1− 1

λmi − λmj
).

Teorema 1.3. ι se restringe-se a um isomor�smo entre Γ e ΛG.

Para uma prova, consultar [Zhe70].
Nós também temos:

Teorema 1.4. U(gln) é livre à esquerda e à direita como Γ módulo.

Demonstração. Segue dos resultados em [Ovs02] e [FO05].

1.4 Álgebras de Weyl Generalizadas

Seja D um anel (não necessariamente comutativo), σ = (σ1, . . . , σn) uma n-upla de automor�s-
mos de D que comutam: σiσj = σjσi, i, j = 1, . . . , n. Seja a = (a1, . . . , an) uma n-upla de elementos
não-nulos do centro de D, tais que σi(aj) = aj , j 6= i. A Álgebra de Weyl Generalizada (usaremos
como abreviação �GWA", de Generalized Weyl Algebra) D(a, σ) de posto n é gerada sobre D por
X+
i , X

−
i , i = 1, . . . , n com as relações:

X+
i d = σi(d)X+

i ; X−i d = σ−1
i (d)X−i , d ∈ D, i = 1, . . . , n,

X−i X
+
i = ai; X

+
i X

−
i = σi(ai), i = 1, . . . , n ,

[X−i , X
+
j ] = [X−i , X

−
j ] = [X+

i , X
+
j ] = 0 , i 6= j.

Assumiremos, a partir de agora, que D é um domínio Noetheriano comutativo. Nesse caso,
temos:

Proposição 1.7. D(a, σ) é um domínio Noetheriano, livremente gerado como D-módulo.

Demonstração. [BB00]

Essa classe de álgebras foi introduzida por V. Bavula no início dos anos 90 e, provavelmente,
nada descreve melhor a razão do que citá-lo sobre seu trabalho:

�This is an experimental fact that many popular algebras of small Gelfand-Kirillov dimension are
GWAs [...]: the �rst Weyl algebra A1 and its quantum analogue, the quantum plane, the quantum
sphere, U(sl(2)), Uq(sl(2)), the Heisenberg algebra and its quantum analogues, the 2× 2 quantum
matrices, the Wittens and Woronowics deformations, Noetherian down-up algebras, etc. The gene-
ralized Weyl algebras were introduced by myself in 1987 when I was an algebra postgradute student
at the Kyiv University, the Department of Mathematics, and they were the subject of my PhD
Generalized Weyl algebras and their representations submitted at the end of 1990 (defended at the
beginning of 1991)."([Bav17], Introduction).
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Evidentemente, a teoria tornou-se extremamente robusta e vários resultados importantes foram
obtidos em várias direções � propriedades estruturais de anéis, homológicas, representações etc
(vide referências [1]-[10] em [Bav17]). Alguns desdobramentos originais dessa teoria serão abordados
nesta tese.

Segue uma lista de exemplos de Álgebras de Weyl Generalizadas, muitos dos quais iremos recor-
rer posteriormente para obter novos resultados. Suponha k algebricamente fechado de característica
0:

• A primeira Álgebra de Weyl A1(k) pode ser realizada como D(a, σ), com D = k[h], a = h,
σ(h) = h− 1;

• Seja A1(k)Gm , em que Gm é o grupo cíclico de ordem m, com o gerador agindo em A1(k)
da seguinte forma: ∂ → w∂; x → w−1x, w uma raiz m-primitiva da unidade. Esse anel de
invariantes é uma GWA da seguinte forma:

A1(k)G = k〈∂m, ∂x, xm〉 ∼= D(a, σ);

a = mmH(H − 1/m) . . . (H − (m− 1)/m);σ(H) = H − 1.

O isomor�smo é dado da seguinte forma:

∂m → X−, xm → X+, t→ mH, t = ∂x.

• A álgebra de Weyl quantizada Aq1(k), quociente de k〈x, y〉 pela relação yx − qxy = 1. Ela é
isomór�ca a GWA D(a, σ) com D = k[h], a = h, σ(h) = q−1(H − 1);

• A deformação de Woronowicz e a primeira deformação de Witten (ambas são isomór�cas;
para uma prova, [BvO04], Theorem 1.1) podem ser realizadas como uma GWA da seguinte
forma D = C[H,Z], a = Z + αH + β com

σ(H) = s4, σ(Z) = s2, α = −1/s(1− s2), β = s/(1− s4).

s 6= 0,±1,±i ∈ C;

• A primeira deformação de Witten, com D = C[C,H], a = C −H(H − 1)/(p+ p−1), σ(C) =
C, σ(H) = p2(H − 1), com p 6= 0,±1,±i ∈ C;

• O grupo quântico Uq(sl2) é isomór�co a GWA com D = C[c, h, h−1],a = C + (H2/(q2 − 1)−
H−2/(q−2 − 1))/(q − q−1), σ(c) = c, σ(h) = qh.

Anotemos um último fato:

Proposição 1.8. Se D(a, σ), D(a′, σ′) são duas GWA com D uma álgebra sobre um corpo k, então
tomando o produto tensorial, temos D(a, σ)⊗D(a′, σ′) ∼= D ⊗D′(a ∗′ a, ∗σ′), outra GWA, em que
∗ denota concatenação; os automor�smos são estendidos de D,D′ para D ⊗D′ de maneira óbvia.

1.5 Notas e Referências

A primeira seção é um apanhado de fatos bem conhecidos de anéis de operadores diferenciais. Nós
utilizamos a exposição de [Smi] como guia. Os resultados são canônicos e as referências principais
são [MR01], Capítulo 15, e o clássico [Bjo79]. A exposição da segunda seção é bem canônica, mas
usamos como guia [GK66] e, principalmente no que diz respeito a corpos de Weyl, [Dum06] e
[Coh85]. A seção três é canônica: seguimos [DFO94]. O mesmo vale para a Seção 4 � poderia ter
sido escolhida qualquer introdução a álgebras de Weyl generalizadas. Nós �camos com [BB00].



Capítulo 2

Mergulhos de Galois: desenvolvimento
histórico

Neste Capítulo nós discutimos, com bastantes detalhes, os problemas clássicos que, histórica e
logicamente, desencadearam as linhas de estudos que veremos no próximo Capítulo: o Teorema de
Chevalley-Shephard-Todd, o Problema de Noether, o fenômeno de rigidez em famílias de álgebras,
e a Conjectura de Gelfand-Kirillov. O tema uni�cador será o Problema de mergulho de Galois.
Incluímos um apêndice que discute o grupo de automor�smos das álgebras polinomiais e Álgebras
de Weyl. Um comentário �nal sobre o Capítulo: várias vezes teremos a oportunidade de observar
intepretações geométricas sobre resultados algébricos; nesses casos, �ca implícito que o corpo em
discussão é algebricamente fechado.

2.1 Teorema de Chevalley-Shephard-Todd

Seja k um corpo de característica 0. Denote por Pn(k) = k[x1, . . . , xn], n > 0, P0(k) = k a
álgebra polinomial em n variáveis. Denote por Autk Pn(k) o grupo de automor�smos de k-álgebra
de Pn. Dentro de teoria de invariantes, uma questão natural que ocorre é a seguinte: dado um grupo
�nito G ⊂ Autk Pn(k), quando temos Pn(k)G ∼= Pn(k)? Ou, formulando de maneira equivalente em
linguagem geométrica: quando (referimo-nos ao quociente GIT usual) An/G ∼= An?

Algumas considerações são pertinentes. Suponha que H seja conjugado a G em Autk Pn(k).
Então, claramente, Pn(k)H ∼= Pn(k)G. Sendo assim, façamos a seguinte de�nição:

De�nição 2.1. Seja G um subgrupo de Autk Pn(k) conjugado a um subgrupo de GLn(k). Dizemos
que G é linearizável. Quando G ⊂ GLn(k) ⊂ Autk Pn(k) dizemos que G age linearmente.

Observação. Sendo W o k-espaço gerado por x1, . . . , xn, nós vemos GLn(k) como subgrupo de
Autk Pn contendo as ações induzidas por aquelas em GL(W ). Uma situação comum em que isso
ocorre é: temos um grupo G ⊂ GL(V ), V um espaço vetorial de dimensão �nita, e consideramos a
sua ação estendida em S(V ∗), da seguinte maneira: (g.f)(v) = f(g−1v), g ∈ G, v ∈ V, f ∈ S(V ∗).
De fato, é simples ver que toda ação linear ocorre dessa forma.

A estrutura dos grupos Autk Pn é conhecida apenas para n = 1, 2 (Teorema de Jung-van
der Kulk, [vdE00], e o Apêndice deste Capítulo), podendo ser bastante complexa para n maio-
res ([SU04]). Além disso, é conhecida a existência de grupos �nitos G que não são linearizáveis
([MMJP91]). Dadas essas considerações, vamos tratar do enunciado da famosa questão resolvida
por Shephard, Todd, e Chevalley.

Problema. Seja G um grupo que age linearmente em Pn(k). Quando nós temos Pn(k)G ∼= Pn(k)?

Algumas de�nições são necessárias.

De�nição 2.2. Um isomor�smo linear s de um espaço vetorial V é chamado de pseudorre�exão
se ele �xar um hiperplano em todos os pontos e sn = Id para algum natural n. Quando n = 2, s é
chamado de uma re�exão.

13
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Grupos �nitos de pseudorre�exões são subgrupos gerados pelas pseudorre�exões que contêm.
Quando k = Q, tais grupos correspondem aos grupos de Weyl; quando k = R, tais grupos corres-
pondem aos grupos �nitos de re�exão usuais (que correspondem aos grupos de Coxeter �nitos); e
quando k = C, temos os grupos �nitos de re�exão unitários. Eles serão revisitados nesta tese nos
Capítulo 4 (seções 1 e 2) e Capítulo 5 (seção 4).

Teorema 2.1. (Chevalley-Shephard-Todd) Seja G um grupo �nito agindo linearmente em Pn(k).
Então são equivalentes:

• G visto como subgrupo de GLn(k) é um grupo de pseudorre�exões na sua representação na-
tural;

• Pn(k)G ∼= Pn(k) (geometricamente: An/G ∼= An);

• Pn(k) é �nitamente gerado e livre/projetivo/plano como Pn(k)G módulo (geometricamente, a
projeção π : An → An/G é um mor�smo plano).

• Pn(k)G é um anel regular (geometricamente: An/G é suave);

Demonstração. Teorema 7.2.1 em [Ben93].

Observação. O mesmo resultado vale quando k tem característica diferente de 0, mas coprima
com a ordem de G. Uma demonstração essencialmente completa desse fato encontra-se em [Bou68],
�5 Thm. 4.

É bem conhecido que o grupo simétrico é um grupo de re�exões; portanto, o resultado acima
pode ser visto como uma generalização do resultado clássico e embriônico de teoria de invariantes
a respeito de polinômios simétricos.

2.2 Problema de Noether

Nesta seção � por simplicidade � suporemos novamente que k tem característica 0.
Seja G um grupo �nito de automor�smos lineares de k[x1, . . . , xn], e considere a extensão de

sua ação para o corpo de funções racionais.

Problema. (Problema de Noether) Quando, nas condições acima, k(x1, . . . , xn)G ∼= k(x1, . . . , xn)?

É interessante, incialmente, comparar a questão levantada pelo Problema de Noether com a do
Teorema de Chevalley-Shephard-Todd. Dado um grupo G, agindo linearmente no espaço a�m An,
este último estuda a questão de quando as variadades An/G e An são isomór�cas, enquanto que o
Problema de Noether pergunta apenas por equivalência birracional. Como sabemos de geometria
algébrica, equivalência birracional é um problema mais tratável ([Har77], Cap. 1) e, de fato, como
veremos a seguir, muito mais ações de grupo dão uma solução positiva para o Problema de Noether
do que apenas grupos de pseudorre�exão.

Historicamente, o problema foi introduzido por Emmy Noether devido a sua relação com o
Problema Inverso da Teoria de Galois: dado um grupo �nitoG, determinar se Q possui uma extensão
de Galois L, tal que Gal(L/Q) = G. Noether mostrou, por meio do Teorema da Irredutibilidade
de Hilbert ([JLY02], Capítulo 3), que se G é realizado como um grupo que permuta de maneira
transitiva as variáveis x1, . . . , xn e o seu problema tem solução positiva para Q(x1, . . . , xn)G, então
o Problema Inverso também tem solução positiva para esse grupo (de fato, mais informação pode
ser obtida, [JLY02]).

Vamos a algumas observações preliminares: seja K = k(x1, . . . , xn) e G um grupo �nito de
automor�smos lineares agindo em K. Pelo Lema de Artin, K é uma extensão algébrica de KG,
com [K : KG] = |G|. Dados três corpos E ⊆ F ⊆ L, tem-se que trdegEL = trdegFL + trdegEF .
Portanto, trdegkKG = trdegkK = n. Em particular, não se pode ter KG = k. Isso de�nitivamente
é falso se G for permitido ser in�nito: por exemplo, quando G = GLn(k), KG restringe-se às
constantes k.
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Observação. Como veremos no Capítulo 3, Proposição 4, a situação é distinta para a Álgebra de
Weyl quanto a esta última frase.

Listemos alguns dos casos mais importantes de solução positiva para o problema de Noether.

• O Problema de Noether tem solução positiva sempre que n = 1, 2;

• O Problema de Noether tem solução positiva sempre que n = 3 e k for algebricamente fechado
(Burnside [Bur14]).

• Suponha que W tenha ação em Pn(k) como um grupo de pseudorre�exões. Então o Problema
de Noether tem solução positiva para k(x1, . . . , xn)W (pelo Teorema de Chevalley-Shephard-
Todd);

• O Problema de Noether tem solução positiva quando k contiver uma e-ésima raiz primitiva
da unidade, em que e é o expoente de G, e o grupo é abeliano (Fischer [Fis16]). Relembrando:
expoente de um grupo �nito é o mínimo múltiplo comum das ordens de seus elementos;

• Considere k(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), com Sn permutando as variáveis xi, yi simultaneamente.
O Problema de Noether tem solução positiva (Mattuck, [Mat68]);

• O Problema de Noether tem solução positiva para k(x1, x2, x3), e G = A3, permutando as
variáveis da forma usual; para k(x1, . . . , x4) e G = A4, e para k(x1, . . . , x5), e G = A5, agindo
também da forma usual (k arbitrário; o último resultado deve-se a Maeda [Mae89]).

O problema de Noether é aberto para todos os demais grupos alternantes ([JLY02], Capítulo
0).

Fizemos uma contribuição, para o Problema de Noether � a saber, quando n = 2, o grupo
�nito G pode ter ação arbitrária.

Comecemos com o seguinte lema, o qual baseia-se no seguinte fato não-trivial: é possível mostrar
que todo subgrupo �nito G de Autk P2(k) é linearizável ([Dum06], Corolário 1.6.2 � ver demons-
tração deste fato no Apêndice desse Capítulo).

Proposição 2.1. Seja G um grupo �nito qualquer agindo de maneira não necessariamente linear
em P2(k). Então FracP2(k)G é isomór�co a k(x, y).

Demonstração. Seja H um grupo de automor�smos lineares conjugado a G em Autk P2(k). Então
FracP2(k)G ∼= FracP2(k)H ∼= k(x, y), pela solução positiva do Problema de Noether para n =
2.

Observação. O ponto importante no enunciado acima é que não exigimos que k seja algebrica-
mente fechado. Caso contrário, o resultado segue imediatamente do teorema de Zariski-Castelnuovo
([Jac89], Sec. 8.14)

Anotamos aqui, para uso posterior no Capítulo 3, o Teorema de Miyata; observamos que ele é
essencial para a abordagem moderna do Problema de Noether ([Dum06]).

Teorema 2.2. (Miyata, [Miy71]) Seja K um corpo comutativo, S = K[x] o anel de polinômios em
uma variável sobre K, e F = K(x) seu corpo de frações. Seja G um subgrupo de automor�smos de
S, não necessariamente �nito, tal que g(K) ⊆ K para todo g ∈ G. Duas coisas podem acontecer:

• SG ⊆ K, e no caso FG = SG = KG;

• SG não está contido em K. Sendo qualquer u ∈ SG, u /∈ K, e de grau m = min{degxy|y ∈
SG, y /∈ K}, temos SG = K[u] e FG = KG(u).
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São conhecidas ações de grupos lineares em corpos de funções racionais para o qual o enunciado
do Problema de Noether é falso. Os primeiros contraexemplos foram descobertos, simultaneamente,
por Swan ([Swa69]) e Voskresenskii ([Vos70]), no caso do grupo cíclico em 47 elementos agindo no
corpo de funções racionais em 47 variáveis. Posteriormente, Lenstra ([Jr.74]) realizou um estudo
completo dos grupos de permutação abelianos agindo em corpos de funções racionais, e descobriu
critérios necessários e su�cientes para o Problema de Noether ter solução positiva. Em particular,
o menor grupo que oferece um contraexemplo para o Problema de Noether é o grupo cíclico em
8 elementos. Finalmente, Saltman ([Sal84]) produziu contraexemplos para corpos algebricamente
fechados, com grupos de ordem p9, p primo.

2.3 O Problema de Mergulho de Galois

Novamente, char k = 0.
Um problema muito natural da teoria de invariantes é o seguinte:

• Seja A uma álgebra e G e H dois grupos �nitos de automor�smos de A (como álgebra). Se,
AH ∼= AG, é verdade que H ∼= G?

Observação. Lembremos o que foi dito na Introdução: recorrentemente usaremos a expressão grupo
�nito de automor�smos de uma álgebra A. Isso quer dizer que o grupo em questão é um subgrupo
�nito de Autk A.

Quando �xamos um dos grupos como a identidade, nós temos o seguinte problema, que será
denominado, seguindo a terminologia em [AP95], Introduction, de Problema de Mergulho de Galois:

Problema. (Problema de Mergulho de Galois) Dada uma k-álgebra �nitamente gerada A, existe
um grupo �nito não-trivial de automor�smos G de A, tal que AG ∼= A?

Por um momento, nós iremos considerar apenas álgebras que não são anéis de divisão.
Um caso emblemático de estudo de Mergulho de Galois é o resultado que vimos acima: o Teorema

de Chevalley-Shephard-Todd. Não é difícil construir exemplos, para álgebras não-comutativas, em
que temos AG ∼= A, para um G não-trivial. Temos este exemplo, tomado de [KKZ08]:

Exemplo. Seja R uma álgebra com um automor�smo σ de ordem n (σn+1 = σ), sobre os números
complexos. Então, se β for uma n + 1-ésima raiz primitiva da unidade, e nós considerarmos a
álgebra A = R[z, σ], se introduzirmos uma ação g em A com g|R = id e gσ = βσ, então sendo
G = 〈g〉, AG = R[zn+1, σn+1] ∼= R.

Contudo, como notadado pelos mesmos autores em [KKZ08], parece raro que tal fenômeno
ocorra em anéis não-comutativos. Pelo contrário, frequentemente temos o seguinte:

• Rigidez: Para nenhum subgrupo �nito não-trivial G (ou nenhum grupo �nito de algum tipo
natural, como linear � propriamente de�nido) de Autk A, A uma álgebra �nitamente gerada,
tem-se AG ∼= A.

É esse fenômeno que iremos estudar nesta seção.
A álgebra de polinômios pertence a diversas classes de álgebras que podem ser generalizadas

� ela é, em particular, uma álgebra relativamente livre (na variedade de álgebras comutativas).
Uma das primeiras investigações buscando generalizar o mergulho de Galois de Chevalley-Shephard-
Todd foi feita, historicamente, para álgebras livres e relativamente livres. Lembremos as de�nições
necessárias.

De�nição 2.3. Nós usaremos a notação Fn(k) = k〈x1, . . . xn〉 para a álgebra associativa livre em
n variáveis, e F (k) = 〈x1, x2, . . .〉 para um conjunto enumerável in�nito. Um ideal T de Fn(k) (ou
F (x)) é chamado de T-ideal se ele for fechado por todos os endomor�smos de Fn(k) (ou F (k)).
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Um conceito relacionado é

De�nição 2.4. Uma álgebra A satisfaz uma identidade polinomial (é uma PI-álgebra) se existir
um polinômio f(x1, . . . , xm) ∈ F (k), tal que f(a1, . . . , am) = 0 para toda n-upla de elementos de A.

De�nição 2.5. Seja T um T-ideal em Fn(k), e seja A a classe de todas as álgebras que satisfazem
todas as identidades polinomiais em T . Então A é chamada de variedade associada a T .

De�nição 2.6. A álgebra relativamente livre de posto n, dado um T ideal em Fn(k), é o quociente
Fn(k)/T . Ela é o objeto livre no conjunto {y1, . . . , yn}, dado pela imagem dos gerados de Fn(k) no
quociente por T , na variedade de álgebras de�nida por T .

Os primeiros resultados foram sobre a álgebra livre:

Teorema 2.3. ([Lan76], [Kha78]) Seja G um grupo �nito de automor�smos agindo linearmente (a
de�nição é a óbvia) em Fm(k). Então a subálgebra de invariantes também é livre.

Contudo, dado o fenômeno de que álgebras livres de posto distinto podem ser mergulhadas em
outras de posto menor, �ca a questão: qual o posto da álgebra de invariantes?

Teorema 2.4. ([DF82]) Seja G um grupo �nito de ações lineares, tal que Fm(k)G ∼= Fm(k). Então
G é trivial.

Portanto, temos um resultado de rigidez para a álgebra livre.
Vamos considerar o anel de matrizes genéricas GMm(n). Ele é relativamente livre, da seguinte

maneira: é o quociente k〈x1, . . . , xn〉/T , em que T é o T-ideal gerado por todas as identidades
polinomiais nas matrizes m×m sobre k. Ele tem uma realização concreta simples (n > 1):

Seja O = k[akij ], i, j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , n. Seja Mn(O), e seja Xk a matriz (akij).

Teorema 2.5. O mapa GMm(n) para Mn(O) que manda xi em Xi é um isomor�smo entre o anel
de matrizes genéricas e a subálgebra de Mn(O) gerada por X1, . . . , Xn.

Demonstração. [MR01], Prop. 13.1.20.

Observação. Apesar de estarmos falando de anéis relacionados a álgebras matriciais, temos o fato
notável que o anel de matrizes genéricas é um domínio ([MR01], 13.1.21).

Teorema 2.6. ([Gur85]) Dado qualquer grupo �nito não-trivial de automor�smos agindo linear-
mente num anel de matrizes genéricas, seu anel de invariantes sequer é uma álgebra relativamente
livre. Logo, temos outro resultado de rigidez.

Com isso, é fácil ver, usando um pouco de teoria de estrutura de PI-álgebras, que essencialmente
todas as álgebras relativamente livres são rígidas para ações lineares ([For84], �7).

Logo, esse caminho de generalização do Problema de Mergulho de Galois recai no fenômeno de
rigidez. Em 1995, Alev e Polo consideraram o Problema para álgebras universais envolventes de
álgebras de Lie semissimples e a Álgebra de Weyl, quando o corpo é algebricamente fechado. O que
obtiveram foi:

Teorema 2.7. ([AP95], Rigidez da Álgebra de Weyl)

• Seja g uma álgebra de Lie semissimples de dimensão �nita, e G um grupo de automor�smos
de U(g). Se U(g) ∼= U(g′), para outra álgebra de Lie semissimples de dimensão �nita g′, então
G = id e g ∼= g′.

• Não existe nenhum grupo de automor�smos não-trivial, tal que An(k)G ∼= An(k). No caso da
ação ser linear, existe uma prova muito mais simples (encontrada também em [AP95]).
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Note que, diferente dos casos anteriores, a ação do grupo é suposta completamente arbitrária. Isso
levanta uma questão intrigante, para a qual o aluno não encontrou nenhuma referência. Usaremos
linguagem geométrica por conveniência: para grupos que agem de maneira não-linearizável, quando
tempos An/G ∼= An? Mais genericamente: seja X uma variedade a�m: quando temos, para um
grupo �nito de automor�smos G, X/G ∼= X? Note que temos ao mesmo tempo uma interessante
questão geométrica e um interessante caso do Problema de Mergulho de Galois (a saber, para o
anel de funções regulares).

A rigidez da Álgebra de Weyl é algo notável. Temos resultados ainda mais fortes. Em 2017,
Tikaradze resolveu uma conjectura muito antiga e provou:

Teorema 2.8. ([Tik17]) Se Γ é um C-domínio não-comutativo, e G um grupo �nito de C-automor�smos,
tal que ΓG ∼= An(C), então G = id e Γ ∼= An(C).

Contudo, temos o seguinte resultado de Alev e Dumas de 1997:

Teorema 2.9. ([AD97]) Seja G qualquer grupo �nito de automor�smos de A1(C). Estendendo sua
ação para D1(C), da maneira óbvia, teremos sempre D1(C)G ∼= D1(C).

Em [KKZ08], os autores estudaram a rigidez de ainda mais classes de álgebras, todas elas
regulares no sentido de Artin-Schelter (ver a citada referência) � uma importante generalização de
álgebras polinomiais com aplicações em álgebra e física. Notando esse resultado de Alev e Dumas,
além de outros (ver Notas e Referências para o Capítulo 3) eles formularam a seguinte questão:

• Estudar quando é possível, para uma álgebra rígida A e um grupo �nito de automor�smos G
de A, se ter FracAG ∼= FracA.

Como veremos no Capítulo 3, o Problema de Noether Não-Comutativo nos dá um caminho
direto para abordar essa questão.

2.4 Conjectura de Gelfand-Kirillov

Nesta seção, k terá característica 0 e será algebricamente fechado.
Ao longo desta tese, estudaremos muitos anéis de operadores diferenciais e seus invariantes.

Longe de ser um assunto distante do dia a dia matemático, sendo L a álgebra de Lie de um grupo
de Lie G complexo, temos que a álgebra universal envolvente U(L) nada mais é que o subconjunto
de D(C∞(G)) invariante por translações à esquerda ([GK66]).

No célebre artigo [GK66], em que entre outras as coisas foram introduzidos os conceitos de
dimensão e grau de transcendência de Gelfand-Kirillov, os dois autores estudaram o problema de
equivalência birracional (i.e., isomor�smo do corpo de frações) entre álgebras universais envolventes
de álgebras de Lie de dimensão �nita.

Existe um interesse natural em estudar o problema de isomor�smo para álgebras universais
envolventes � não apenas porque isso pode nos dar informações sobre a álgebra de Lie ([RU07],
[AP95]). Como no caso de geometria algébrica clássica, é esperado que o problema de equivalência
birracional seja mais tratável. De fato, a Conjectura de Gelfand-Kirillov é uma especulação surpre-
endente sobre as possíveis classes de equivalência birracional. Seja Dm,t(k) = FracAm(K), em que
K = k(z1, . . . , zt), se m > 0; se m = 0, D0,t(k) = K:

Conjectura. (Gelfand-Kirillov) Se L é uma álgebra de Lie algébrica de dimensão �nita, FracU(L)
é isomór�co a Dm,t(k) para alguns m, t não-negativos.

Observação. A rigor, não deveria ser chamada de conjectura, uma vez que � como veremos �
existem contraexemplos. Mas o nome permanece em uso. Mais sobre isso em breve.

É claro que existe o problema de não-isomor�smo: Dm,t(k) ∼= Dn,u(k) implica u = t e m = n?
Tomando o centro e o grau de transcendência, pelos resultados do Capítulo 1 (Sec. 2, Prop 6), temos
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que u = t. Portanto, a dúvida restante é: quando Dn(k) ∼= Dm(k), para k um corpo arbitrário de
característica 0. Usando a noção não-comutativa de grau de transcendência mencionada acima,
GK − trdegk, em [GK66] mostrou-se que GK − trdegk(Dn(k)) = 2n; portanto, esse invariante
distingue Dn(k) de Dm(k), se m 6= n.

Seguem os principais casos de solução positiva da Conjectura de Gelfand-Kirillov:

• A conjectura de Gelfand-Kirillov vale para álgebras de Lie nilpotentes, sln e gln ([GK66]);

• A conjectura vale para álgebras de Lie solúveis ([BGR73], [Jos74], [McC74]);

• A conjectura vale para todas as álgebras de Lie de dimensão menor ou igual a 8 ([AOdB00]).

Entretanto, uma família de contraexemplos foi encontrada em 1996 ([AOdB96]), o menor deles
proveniente de uma álgebra de Lie de dimensão 9. Recentemente, Premet [Pre10] provou que a Con-
jectura de Gelfand-Kirillov é falsa para as álgebras de Lie simples de tipo B,D,E, F , permanecendo
abertos ainda os casos C,G.

Contudo, nós temos os seguintes resultados: após uma pequena modi�cação, a Conjectura de
Gelfand-Kirillov torna-se verdadeira para todas as álgebras de Lie simples de dimensão �nita. A
modi�cação é substituir a álgebra envolvente por U(L)⊗Z(U(L)) Z̃, onde Z̃ é uma extensão adequada
do corpo de frações do centro ([GK69]). De fato, conjectura-se que essa versão modi�cada seja
verdadeira para todas as álgebras de Lie algébricas ([AOdB00]) A Conjectura também vale, após
as necessárias modi�cações, os quocientes primitivos maximais da álgebra envolvente ([Con74]).

Dados esses resultados originais, desenvolveu-se o que pode ser vagamente chamado de �Filoso�a
de Gelfand-Kirillov"([AD06]).

• Para várias classes de álgebras A constituídas por domínios Noetherianos, os corpos de Weyl
Dm,t(k) são representantes canônicos das classes de isomor�smos de anéis de frações de ele-
mentos em A. Ou seja, eles são importantes correspondentes não-comutativos dos corpos de
funções racionais, e racionalidade deve ser entendida como a questão de isomor�smo a um
corpo de Weyl.

Instâncias, mais ou menos explícitas, dessa �loso�a encontram-se de forma recorrente na litera-
tura sobre álgebras cujos anéis de fração têm dimensão in�nita sobre seu centro. Podemos citar o
trabalho de Etingof e Ginzburg sobre Álgebras de Re�exão Simpléticas ([EG02], Sec. 17), em que
uma série de Conjecturas na �loso�a de Gelfand-Kirillov são feitas; ou os vários desdobramentos
da teoria de Álgebras de Galois ([FO10], [FO14]). Discutiremos em mais detalhes esses casos nos
Capítulos 4 e 5, respectivamente.

Finalmente, convém mencionar uma versão adaptada da Conjectura de Gelfand-Kirillov para
�álgebras quânticas", introduzida por vários autores, como Alev, Dumas, Iohara e Malikov ([BG02],
I.2.11). A generalização mais natural seria supor o anel de frações isomór�co a anéis de frações de
quantizações da Álgebra de Weyl. Contudo, todos estes se mostraram isomór�cos a anéis de frações
de espaços a�ns quantizados ([BG02], I.2.11), cuja de�nição nós lembramos:

De�nição 2.7. Uma matriz multiplicativamente antissimétrica sobre k é uma matriz n×n Q = (qij)
com entradas em k∗ e tal que qii = 1, qij = q−1

ji para todos i, j. Dada tal matriz, o espaço a�m de
dimensão n quantizado é a álgebra OQ(kn) dada por geradores x1, . . . , xn e relações xixj = qijxjxi,
para todos i, j.

Proposição 2.2. Todos os espaços a�ns quantizados OQ(kn) são álgebras �nitamente geradas, e
anéis Noetherianos à esquerda e à direita. Também temos que a dimensão global e de Gelfand-
Kirillov é n (o que nos permite recuperar o tamanho da matriz Q).

Demonstração. [BG02].

Observação. Quando a matriz for 2×2, ou seja, o único parâmetro for um escalar q, nós usaremos
a notação kq[x, y], com a relação yx = qxy. Esse é o chamado plano quântico.
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Sendo assim, a Conjectura quantizada de Gelfand-Kirillov pode ser expressa de maneira informal
(dada a falta de de�nição axiomática dos objetos envolvidos, por exemplo, grupos quânticos), da
seguinte maneira:

Conjectura. (Conjectura de Gelfand-Kirillov Quantizada) Seja A um �grupo quântico", como
quantizações de funções regulares em variedades, quantizações de Álgebra de Weyl, quantizações
de álgebras envolventes etc. Então seus anéis de fração são sempre isomór�cos a um anel de fração
de um espaço a�m quantizado sobre uma extensão puramente transcendental (de grau de transcen-
dência �nita) do corpo base.

Uma discussão extensa dos resultados referentes a essa Conjectura � positiva em inúmeras
instâncias � pode ser encontrada em [BG02]. Teremos mais a dizer sobre essa versão quântica em
Capítulos posteriores.

2.5 Apêndice: Automor�smos das Álgebras Polinomiais e de Weyl

Seja k um corpo qualquer. Dado qualquer n ≥ 1, a álgebra polinomial possui dois subgrupos
naturais de Autk Pn(k). O primeiro deles é o constituído pelos automor�smos a�ns: são os g ∈
Autk Pn(k) da seguinte forma, �xando Pn(k) = k[x1, . . . , xn]:

g(xi) =

n∑
j=1

aijxj + bi, i = 1, . . . , n, (aij)i,j=1,...,n ∈ GLn(k) ∈, bi ∈ k, i = 1, . . . , n.

Ele é denotado por Affn(k). Obviamente, o grupo dos automor�smos lineares é um subgrupo
de Affn(k). O segundo grupo que consideramos, denotado por Jn(k) (J de Jonquèries), é dado
pelos automor�smos da seguinte forma:

g(xi) = λixi + f(xi+1, . . . , xn), λi 6= 0 ∈ k, f ∈ k[xi+1, . . . , xn], i = 1, . . . , n− 1;

g(xn) = λnxn + fn, λn 6= 0 ∈ k, fn ∈ k.

É claro que Autk P1(k) = Aff1(k). No caso n = 2, temos o célebre

Teorema 2.10. (Jung-van der Kulk) Autk P2(k) é o produto amalgamado de J2(k) e Aff2(k)
sobre a sua intersecção.

Demonstração. [vdE00], Capítulo 5.

Com esse resultado, podemos iniciar a prova � prometida na seção 2 � de que, sobre um corpo
de característica 0, todo grupo �nito de automor�smos de Autk P2(k) é linearizável.

Primeiramente:

Proposição 2.3. Seja G um subgrupo �nito de Affn(k) ou de Jn(k). Então ele é linearizável.

Demonstração. Suponha inicialmente G contido em Jn(k). G age em kxn ⊕ k �xando k; logo, pelo
Lema de Maschke, existe um elemento x′n em kxn⊕k, tal que kxn⊕k = kx′n⊕k e kx′n é invariante
por G. Agora, G age em kxn−1 ⊕ k[xn] = kxn−1 ⊕ k[x′n] �xando k[x′n]. Então, novamente pelo
Lema de Maschke, existe x′n−1 ∈ kxn−1 ⊕ k[x′n] tal que kxn−1 ⊕ k[xn] = kx′n−1 ⊕ k[x′n] e kx′n−1 é
invariante porG. Indutivamente, obtemos elementos x′n, x

′
n−1, . . . , x

′
1 de forma que para i = 1, . . . , n,

x′i ∈ kxi ⊕ k[xi+1, . . . , xn] = kxi ⊕ k[x′i+1, . . . , x
′
n], mas não é o caso que x′i ∈ k[xi+1, . . . , xn]. O

automor�smo h que manda xi em x′i torna G conjugado a um subgrupo de GLn(k), h−1Gh (de fato,
ele age diagonalmente nos xi). Note que h ∈ Jn(k). Suponha agora G contido em Affn(k). Seja W
o k-espaço gerado por x1, . . . , xn (em Pn(k)). Então G age em W ⊕k. k é �xo pela ação de G; logo,
pelo lema de Maschke, existe um espaço W ′, G-invariante, de dimensão n, com W ′ ⊕ k = W ⊕ k.
Chamando x′1, . . . , x

′
n uma base de W ′, e considerando o automor�smo de�nido por h(xi) = x′i,

temos que h−1Gh age linearmente. Note que h ∈ Affn(k).
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Teorema 2.11. Todo subgrupo �nito de Aut2(k) é conjugado a um de J2(k) ou Aff2(k).

Demonstração. Segue de um resultado de Serre sobre subgrupos �nitos de produtos amalgamados,
[PS77], Thm. 8, página 53.

Juntando esses dois últimos resultados:

Corolário 2.1. Todo subgrupo �nito de Aut2(k) é linearizável.

Observação. Parece ser difícil encontrar na literatura uma referência para esse resultado no caso
de k não ser algebricamente fechado.

Para a primeira Álgebra de Weyl, existe um resultado análogo, obtido por Alev em [Ale86].
Considere duas famílias de automor�smos de A1(C): os lineares, L, que preservam o espaço Cx⊕Cy;
e os triangulares, J , da forma y → αy + β, x→ α−1x+ f(y), em que α, β ∈ C, α 6= 0 e f ∈ C[y].

Teorema 2.12. ([Ale86]) O grupo de automor�smos de A1(C) é o produto amalgado de L e J sobre
sua intersecção.

Dessa forma, pode-se mostrar que todo grupo �nito de automor�smos da primeira Álgebra de
Weyl é isomór�co a um subgrupo �nito de SL2(C) (que são classi�cados, [Spr77], capítulo 4 �
são os grupos diedrais binários). A prova do Teorema 2.9 ([AD97]) baseia-se nesse fato. Nossa
demonstração da Proposição 2.1 se inspirou nela.

2.6 Notas e Referências

O Teorema de Chevalley-Shephard-Todd inicialmente foi provado por Shephard e Todd numa
análise caso a caso, no mesmo artigo em que eles realizaram a sua classi�cação dos grupos de re�exão
unitários irredutíveis ([ST54]). A primeira prova conceitual veio depois com Chevalley ([Che55]).

Existe uma versão modular desse teorema obtida por Serre ([PS67]):

Teorema 2.13. Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita sobre um corpo de característica
qualquer k. Dado um subgrupo �nito G de G(V ), S(V ∗)G é uma álgebra polinomial apenas se G for
um grupo de pseudorre�exões.

Note que a implicação não vale no sentido contrário. De fato, contraexemplos simples existem,
vide, e.g., [Kan01], 19-2.

Temos algumas generalizações interessantes em outros sentidos do Teorema de Chevalley-Shephard-
Todd; por exemplo, o trabalho de Kac e Watanabe [KW82] que estuda, entre outras coisas, condições
sobre o grupo G para PGn ser uma intersecção completa.

Quanto ao Problema de Noether, para mais sobre sua relação com o Problema Inverso da Teoria
de Galois podemos citar [Sal85] e [JLY02]. [For84] é uma referência que aponta ligações do problema
com questões clássicas de racionalidade de geometria algébrica. [PSV94] considera generalizações do
Problema de Noether para grupos lineares algébricos in�nitos � e contém resultados enciclopédicos
de teoria de invariantes no geral. Por �m, uma discussão mais detalhada do Problema de Noether em
si, e exemplos de resultados positivos, podem ser encontradas em [JLY02], Capítulo 0, e [Dum06].
Esta última referência foi a principal para a elaboração deste capítulo.

Nossa exposição do conceito de Mergulho de Galois, e o seu papel como conceito uni�cador de
vários resultados, contém bastante ineditismo. Mas as referências mais importantes foram [AP95],
[For85] e [KKZ08]. A área de PI-álgebras citada tem como referência enciclopédica o livro [Row80].
Para PI-álgebras semelhantes às estudadas nesta tese � como álgebras envolventes de álgebras de
Lie em característica prima, álgebras de Weyl em característica prima, ou �álgebras quânticas"numa
raiz da unidade, a referência [MR01], Capítulo 13, é interessante.

A exposição sobre as Conjecturas de Gelfand-Kirillov clássica e quantizada seguiram [Pre10] e
[BG02], em que o leitor pode encontrar mais informações.
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O apêndice sobre grupos de automor�smos da álgebra polinomial baseou-se no material em
[Dum06]. O problema que discute quando a ação de um grupo linear algébrico é linearizável, co-
nhecido como o Problema de Linearização, é um importante e difícil problema em desenvolvimento
em geometria algébrica a�m. Para uma referência clássica sobre este tópico, e outros temas de
geometria algébrica a�m próximos ao desta tese, recomendamos [Kra95].



Capítulo 3

Invariantes da Álgebra de Weyl e
Problema de Noether Não-Comutativo

Este capítulo estuda a Teoria de Invariantes da Álgebra de Weyl, de um ponto de vista que foca
nas analogias com o caso da álgebra polinomial, e de maneira que se possa introduzir de uma forma
logicamente satisfatória o Problema de Noether Não-Comutativo. Quanto a este, neste Capítulo
fazemos uma recordação do trabalho original de Alev e Dumas.

Um recurso técnico que será bastante utilizado agora será a teoria de anéis de grupos de torcidos,
e dedicaremos uma seção para discutir alguns resultados � ad hoc, é verdade � sobre eles.

3.1 Preliminares Técnicos

De�nição 3.1. Seja R um anel e G um grupo �nito agindo em R por automor�smos. O anel de
grupo torcido R ∗ G é, como R-módulo à esquerda, livremente gerado pelos elementos de G, e a
multiplicação é estendida por linearidade, a partir do seguinte produto: rgsh = rg−1(s)gh, r, s ∈
R, g, h ∈ G.

Sendo �nitamente gerado como R-módulo à esquerda, R ∗G é Noetheriano à esquerda quando
R o for. R é canonicamente identi�cado a um subanel de R ∗G: R id.

Lema 3.1. Seja R um anel, G um grupo �nito agindo por automor�smos, e S = R ∗G. Suponha
que |G| seja invertível em R, e seja e = 1/|G|

∑
g∈G g. Então:

1. e2 = e

2. eS = eR

3. eSe = eRG ∼= RG

Demonstração. O item 1 é direto. A inclusão eR ⊆ eS é clara. Pela de�nição da multiplicação
em S, rg = gg(r), para todo r ∈ R, g ∈ G. Portanto, para todo x =

∑
g∈G rgg ∈ S, nós temos

ex =
∑

g∈G ergg =
∑

g∈G egg(rg). Como eg = e, segue que ex =
∑

g∈G eg(rg) = e
∑

g∈G g(rg) ∈ eR.
Isso nos dá eS ⊆ eR. Assim, temos o item 2. Segue-se dele que eSe = eRe. Para r ∈ R, calculamos:

ere = e/|G|
∑
g∈G

rg = e/|G|
∑
g∈G

gg(r) = 1/|G|
∑
g∈G

egg(r)

= 1/|G|
∑
g∈G

eg(r) = e/|G|
∑
g∈G

g(r) = e/|G|τ(r) = eτ(r/|G|),

em que τ : R → RG é de�nido por τ(r) =
∑

g∈R g(r), r ∈ R. Isso prova que eSe = eτ(R).

A hipótese de que |G| é invertível em R implica que todo r ∈ RG pode ser escrito da forma
r = τ(1/|G|r), de tal forma que RG ⊆ τ(R), e �nalmente RG = τ(R). Portanto, eSe = eRG. Como
er = re para qualquer r ∈ RG, o mapa r → er de�ne um isomor�smo de anéis RG → eRG.

23
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Proposição 3.1. Dado um anel R simples e um subgrupo �nito de automor�smos externos G de
AutR, então R ∗G é simples.

Demonstração. Seja I um ideal não-nulo de R ∗ G. De�na como comprimento, para x ∈ R ∗ G, a
cardinalidade do conjunto {xg 6= 0}, em que xg são os coe�cientes de x : x =

∑
g∈G xgg. Seja y ∈ I

um elemento diferente de 0 de comprimento mínimo. Multiplicando à esquerda por um elemento
adequado de G, podemos supor que yid 6= 0. Além disso, como R é simples, RyidR = R e, portanto,
existem elementos j, k ∈ R, tal que jyidk = 1. Multiplicando y à esquerda por j e à direita por k,
podemos supor yid = 1. Seja, portanto,

y = id+
∑

g 6=id∈G
ygg.

Se y = id, então I = R∗G e estamos feitos. Caso contrário, seja h 6= id ∈ G com yh 6= 0. ry−yr ∈ I
para todo r ∈ R e é igual a

∑
g 6=id∈G(ryg − ydg−1(r))g, que tem comprimento menor y. Portanto,

isso resulta em 0, e assim para todo r ∈ R (∗)ryh = yhh
−1(r). Isso implica que Ryh = yhR é um

ideal bilateral, que pela simplicidade de R deve ser o próprio R. Portanto, yh é uma unidade, e sendo
assim por (*), h−1(r) = (yh)−1ryh, e h é um automor�smo interno. Isso contraria as hipóteses, pois
h 6= id. Portanto, y necessariamente é id, e I = R ∗G.

Vamos relembrar o seguinte resultado de equivalência de Morita.

Proposição 3.2. Dois anéis T e S são equivalentes por Morita se, e somente se, existir n ≥ 1 e
um indempotente e ∈Mn(S), tal que T ∼= eMn(S)e e Mn(S)eMn(S) = Mn(S).

Demonstração. [MR01], proposição 3.5.6.

Teorema 3.1. Se R é um anel simples e G é um subgrupo �nito de automor�smos externos de
AutR, então RG é simples. Se R é Noetheriano, RG também o é.

Demonstração. Simplicidade é invariante por Morita, portanto basta provar que RG é equivalente
por Morita a S = R ∗ G. Usamos o critério acima com n = 1 (ou seja Mn(S) é apenas S). Seja
e = 1/|G|

∑
g∈G g. e

2 = e, eSe ∼= RG (lema 3.1) e SeS = S pois, como acabamos de ver, S é

simples. O mesmo argumento mostra que RG é Noetheriano, pois ser Noetheriano é invariante por
Morita e se R é Noetheriano, R ∗G também o é.

Nós terminamos essa seção preliminar com um resultado que usaremos implicitamente no decor-
rer desta tese � não mais relacionado com anéis de grupo torcido. Ele é um exemplo emblemático
de como resultados simples em teoria comutativa de invariantes, ainda que continuem valendo em
generalizações não-comutativas, podem tornar-se extremamente mais complexos.

Proposição 3.3. (Faith, [Fai72]) Seja R um domínio com X = R − {0} um conjunto de Ore à
direita e à esquerda, com corpo de frações F . Seja G um grupo �nito de automor�smos de G. Então
RG também admite corpo de frações, isto é, RG−{0} é um conjunto de Ore à direita e à esquerda.
Além disso, FracRG = FG.

Demonstração. Inicialmente note que, se I, J são dois ideais à esquerda não nulos de R, I∩J 6= (0).
De fato, se i ∈ I, j ∈ J são elementos não-nulos, pela condição de Ore à esquerda Ri ∩ Rj 6= (0).
Indutivamente, a interseção de qualquer família �nita de ideais à esquerda é não-nula. Seja x ∈ FG,
diferente de 0. Ele é da forma t−1b. Seja N =

⋂
g∈G g(Rt). Ele é um ideal à esquerda não-nulo, e

G(N) ⊆ N , portanto, em função de um Teorema de Isaac e Bergson (corol. 1.5, [Mon80]) existe
v = dt ∈ N não-nulo e G-invariante. Então, x = t−1b = t−1d−1db = v−1u, em que u = db. Como
x, v são G-invariantes, u também o é. Logo, temos o seguinte: (*) todo elemento de FG diferente
de 0 é da forma v−1u, com u, v 6= 0 ∈ RG.

Sejam agora a, b ∈ RG não-nulos. ab−1 ∈ FG é da forma v−1u para alguns u, v 6= 0 ∈ RG, por
(*). Isto implica que va = ub, que é exatamente a condição de Ore à esquerda para RG. Similarmente
temos a condição de Ore à direita. Finalmente, (*) deixa claro que FracRG = FG.
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3.2 Invariantes da Álgebra de Weyl

Nesta seção e durante o resto do capítulo, a menos que contrariamente dito, consideraremos
como corpo base um k arbitrário de característica 0.

A primeira e mais natural questão que se pode fazer sobre o anel de invariantes da Álgebra
de Weyl sob a ação de um grupo �nito, provavelmente, é a seguinte: seria ela também �nitamente
gerada?

A resposta para essa pergunta é a�rmativa � e para uma grande classe de álgebras. De fato,
temos o seguinte Teorema de S. Montgomery e L. W. Small [MS81], que pode ser visto como uma
generalização do teorema clássico de Hilbert-Noether.

Teorema 3.2. Seja A um anel Noetheriano comutativo, R um anel não necessariamente comu-
tativo, tal que A é um subanel central de R e R é uma A-álgebra �nitamente gerada. Seja G um
grupo �nito de automor�smos de A-álgebra de R, tal que |G| seja invertível em R. Então, se R é
Noetheriano à esquerda (ou à direita), RG é uma A-álgebra �nitamente gerada.

Demonstração. Vamos introduzir S = R ∗ G. S é Noetheriano à esquerda. Da hipótese de que A
é um subanel central de S, é fácil ver que S é �nitamente gerado como A-álgebra: se {q1, . . . , qm}
geram R sobre A e G = {g1, . . . , gd}, então a união desses dois conjuntos gera S sobre A. Considere,
novamente, o elemento e = 1/|G|

∑
g∈G g de S, que satisfaz e

2 = e. Em particular, eSe é um subanel
de S, eS é um eSe-módulo à esquerda, e SeS é um ideal bilateral de S.

Vamos mostrar que eS é um eSe-módulo à esquerda �nitamente gerado. Como S é Noetheriano à
esquerda, SeS é �nitamente gerado como ideal à esquerda de S. Seja então SeS =

∑
i Sxi, e escreva

xi =
∑

j vijewij , com vij , wij ∈ S para todos i, j. Seja r ∈ S arbitrário. Então er = eeer ∈ e(SeS)
e, portanto,

er = e(
∑
i

sixi) =
∑

esivijewij =
∑

esivije
2wij .

Assim, o conjunto �nito {ewij} gera eS como eSe-módulo à esquerda.
Feito isso, seja então eS =

∑n
i=1 eSexi como xi ∈ S, e sejam t1, . . . , tm geradores de S como

A-álgebra. Agora, escrevamos etj =
∑n

i=1 eyijexi e exktj =
∑n

i=1 ezijkexi com yij , zijk ∈ S para
todos 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n. Considere o conjunto �nito E = {exie, eyije, ezijke}, com 1 ≤ i, k ≤ n,
1 ≤ j ≤ m. Calculemos:

et1t2e = (

n∑
i=1

eyi1exi)t2e =

n∑
i=1

eyi1e(exit2)e

=

n∑
i=1

eyi1e(

n∑
l=1

ezl2iexl)e =

n∑
i=1

eyi1e(

n∑
l=1

ezl2ieexle),

e assim provamos indutivamente que todo monômio etj1 . . . tjke com 1 ≤ j1 . . . jk ≤ m pode
ser expresso como uma soma �nita de produtos de elementos de E. Todo elemento de eSe é uma
combinação linear de tais monômios com coe�cientes em A e, portanto, concluímos que eSe é
�nitamente gerado como A-álgebra por E. Pelo lema 3.1, isso mostra que RG é �nitamente gerado
como A-álgebra.

Corolário 3.1. Para todo grupo �nito G de automor�smos de An(k), o anel de invariantes é
�nitamente gerado como k-álgebra.

Na verdade, como An(k) é uma álgebra simples e suas unidades restrimgem-se a k, todos os
grupos de automor�smos são externos. Lembrando, também, que é uma álgebra Noetheriana, temos
pelo Teorema 3.1:

Teorema 3.3. Dado qualquer grupo �nito de automor�smos de álgebra G de An(k), a subálgebra
de invariantes é um anel Noetheriano simples.
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Isso é o que temos a elucidar sobre ações gerais de grupos �nitos. Vamos agora nos restringir
a uma classe muito importante. Para tanto, denote como antes: Pn(k) = k[x1, . . . , xn], e interprete
a Álgebra de Weyl como anel de operadores diferenciais: An(k) = D(Pn(k)). Todo automor�smo h
de Pn(k) pode ser estendido a um automor�smo de An(k) da seguinte maneira: seja D ∈ D(Pn(k))
um operador diferencial, e f ∈ Pn(k). Nós de�nimos h.D(f) := hD(h−1f). Chamaremos os grupos
�nitos de An(k) formados por ações induzidas por aquelas de Pn(k) por grupos de ações polinomiais.
Quando tais ações forem lineares em Pn(k), nós as chamaremos mais uma vez de grupos de ações
lineares. Nos restringiremos essencialmente às lineares.

Uma propriedade essencial dos grupos de ações lineares é que eles preservam as duas �ltrações
usuais da Álgebra de Weyl: a de Bernstein e a de ordem de operador diferencial. Portanto, induzem
ações na respectiva álgebra graduada, e de fato é elementar mostrar que em ambos os casos vale o
seguinte gr An(k)G ∼= (gr An(k))G.

Para o cálculo efetivo de um número �nito de geradores, esse fato é crucial, pois passa o problema
para o domínio de teoria de invariantes clássica: uma descrição em detalhes de métodos computa-
cionais para o cálculo de invariantes para a Álgebra de Weyl pode ser encontrada em [Tra07]. Tais
métodos permitem encontrar também relações entre tais geradores.

Quando não estamos interessados em possíveis relações, temos o seguinte resultado de Levasseur
e Sta�ord:

Teorema 3.4. [LS95] Seja G um grupo �nito de automor�smos lineares de An(k). An(k) contém
duas subálgebras isomór�cas à álgebra de polinômios em n variáveis: k[x1, . . . , xn] e k[y1, . . . , yn]
� a segunda é constituída pelos operadores diferenciais a coe�cientes constantes. An(k)G é gerada
por k[x1, . . . , xn]G e k[y1, . . . , yn]G.

Note que, novamente, recaímos em um problema de teoria clássica de invariantes.
Observemos, �nalmente, um ponto em que agora a teoria de invariantes de An(k) difere da

álgebra polinomial: mesmo que G seja um grupo de ações lineares in�nito, An(k) jamais pode
reduzir-se apenas a k.

De fato, dado g ∈ G, seMg for a matriz da restrição de g ao subespaço kx1⊕ . . .⊕kxn, usando a
base x1, . . . , xn, a matriz da restrição de g ao subespaço ky1⊕. . .⊕kyn, com relação à base y1, . . . , yn,
é (M t

g)
−1. Isso ocorre porque, das relações yi(xj) = δij , podemos considerar ky1 ⊕ . . . ⊕ kyn como

o espaço dual de kx1 ⊕ . . . ⊕ kxn, e a base {yi} como dual da base {xi}. Temos o subsequente
resultado.

Proposição 3.4. O elemento w = x1y1 + . . . + xnyn, de An(k) é G-invariante para qualquer
subgrupo, �nito ou não, de GLn(k).

3.3 Problema de Noether Não-Comutativo

Nesta seção nós introduziremos o Problema de Noether Não-Comutativo e discutiremos os pri-
meiros resultados obtidos acerca dele, por Alev e Dumas [AD06]. A motivação por trás dele foi
discutida no Capítulo 2, Seção 3: os corpos de Weyl são um bom candidato não-comutativo dos
corpos de funções racionais.

Relembrando: seja Dm,t(k) = FracAm(K), em que K = k(z1, . . . , zt), se m > 0; se m = 0,
D0,t(k) = K.

Problema. (Problema de Noether Não-Comutativo) Seja G um grupo de automor�smos lineares
de An(k) agindo, por extensão, em Dn(k). Quando Dn(k)G ∼= Dm,t(k), para alguns m, t não-
negativos?

Observação. Note que precisamos da Proposição 3.3 para que esse problema seja bem fundado:
isto é, tal que An(k)G seja um domínio de Ore com Frac (An(k)G) = (FracAn(k))G.

Note que, no enunciado original do Problema de Noether Não-Comutativo, não é feita a restrição
de que o grupo seja �nito. De fato, Alev e Dumas estudaram resultados interessantes para ações
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de grupos in�nitos, como o n-toro ([AD06]). Contudo, nos limitaremos a estudar o caso em que o
grupo é �nito. Assim sendo, temos o seguinte resultado:

A noção de grau de transcendência desenvolvida por Gelfand e Kirillov não é a única no contexto
não-comutativo. De fato, ela apresenta alguns problemas em aplicações. Uma noção particularmente
útil foi desenvolvida por J. Zhang [Zha98] o �lower transcendence degree", que denotaremos por LDk,
e que faremos bom uso num instante.

Observação. Mais discussões a respeito podem ser encontradas em [KL00], 12.8.

Teorema 3.5. Se G é um grupo de automor�smos lineares �nito agindo em Dn(k), e o Problema
de Noether Não-Comutativo tem uma solução positiva, então n = m, t = 0.

Demonstração. É um fato conhecido ([MR01], corolário 6.6.18) que nenhum subcorpo comutativo de
Dn(k) pode ter um grau de transcendência sobre k maior do que n. Dm,t(k) contém um subcorpo de
grau de transcendência m+t (gerado por z1, . . . , zt, x1, . . . , xm) e, portanto, devemos ter (∗)m+t ≤
n. Se G é �nito, pelo análogo não-comutativo do Lema de Artin abaixo, [Dn(k) : Dn(k)G] ≤ |G|. No
caso comutativo, isso nos daria a igualdade dos graus de transcendência. No caso não-comutativo,
utilizando o grau de transcendência de GK, é uma questão em aberto se [D : Q] < ∞ implica
que GK − trdegkD = GK − trdegkQ, em que D,Q são álgebras de divisão sobre k. Contudo,
se [D : Q] < ∞, LdkQ = LdkD. Essa noção coincide com GK − trdegk no caso dos corpos de
Weyl. GK − trdegkDn(k) = 2n, GK − trdegkDm,t(k) = 2m + t. Portanto, se Dn(k)G ∼= Dm,t(k),
2n = 2m+ t. Isso, juntamente com (∗), implica m = n, t = 0.

Lema 3.2. (Lema de Artin Não-Comutativo) Seja D um anel de divisão e G qualquer grupo �nito
de automor�smos de D. Então [D : DG] ≤ |G|; isto é, D é um DG-espaço vetorial de dimensão
�nita.

Demonstração. [Mon80], lema 2.18.

O que explica o interesse no Problema de Noether Não-Comutativo, inicialmente, é a noção
de equivalência birracional não-comutativa introduzida pela Filoso�a de Gelfand-Kirillov. Como
sabemos de geometria algébrica clássica, essa é uma relação mais fraca do que isomor�smo. Sendo
assim, é de se esperar que, apesar da rigidez da Álgebra de Weyl mencionada no início do Capítulo, a
situação seja diferente para o seu anel de frações. É precisamente isso que ocorre. Também veremos
várias aplicações nos Capítulos 4 e 5.

Incluiremos, agora, mais alguns resultados que serão usados constantemente no que se segue.
O primeiro é uma generalização para extensões de Ore do Teorema de Miyata que encontramos no
Capítulo 1.

Teorema 3.6. (Versão Não-Comutativa do Teorema de Miyata) Seja K um corpo não neces-
sariamente comutativo, σ um automor�smo e δ uma σ-derivação de K. Seja S = K[x;σ, δ] e
D = Frac S = K(x;σ, δ). Seja G um grupo de automor�smos (não necessariamente �nito) do anel
S, tal que g(K) ⊆ K para todo g ∈ G. Duas coisas podem acontecer:

1. SG ⊆ K. Neste caso, SG = DG = KG;

2. SG não está contido em K. Neste caso, para todo u ∈ SG de grau maior que 0 em x, e de grau
mínimo dentre todos os elementos de SG de grau maior que 0, existe um automor�smo de KG,
σ′, e uma σ′-derivação δ′ de KG, tal que SG = KG[u;σ′, δ′] e DG = Frac SG = KG(u;σ′, δ′).

Demonstração. [AD97].

Usaremos com frequência a seguinte observação:

Lema 3.3. Seja K um anel de divisão e S = [x;α, δ] uma extensão de Ore. Seja G um grupo de
automor�smos de S, não necessariamente �nito, tal que G(K) ⊆ K. Se, para todo i > 1, e todo
g ∈ G, g(xi) = λgi x

i para algum λgi ∈ K∗, então, se tivermos um elemento y ∈ S invariante por G
da forma y = unx

n + . . . u1x+ u0, com ui ∈ K,un 6= 0, unxn também é G-invariante.
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Demonstração. y = g(y) implica, igualando os coe�cientes emK de xn nos dois lados, que g(un)λgn =
un para todo g ∈ G. Logo, unxn é invariante por G.

Finalmente, vamos à discussão dos resultados positivos do Problema de Noether Não-Comutativo
obtidos por Alev e Dumas.

Teorema 3.7. Seja G um subgrupo �nito de GL1(k) ∼= k∗. Então, D1(k)G ∼= D1(k).

Demonstração. Seja A1(k) = k[x][y; ∂x]. Existe um caráter χ : G→ k∗, tal que g.x = χ(g)x, g.y =
χ(g)−1y. Seja w = yx. Como vimos na Proposição 1.5, D1(k) = Frac S, em que S = k(w)[y;σ].
G �xa w e manda y para χ(g)−1y. Logo, estamos na condição de usar a versão não-comutativa
do Teorema de Miyata. SG não pode estar contido em k(w) � se isso ocorresse, se teria, pelo
item 1 daquele teorema, D1(k)G = k(w); mas pela versão não-comutativa do Lema de Artin,
[D1(k) : DG

1 (k)] <∞. Por consequência, estamos no item 2 do Teorema. Isto é, SG = k(w)[u;σ′, δ′]
para alguns σ′, δ′. Pela forma da ação de G nos monômios yk, pelo lema 3.3, temos que u é da forma
ya para algum inteiro a ≥ 1. Então σ′ = σa, e δ′ = 0. Sendo assim, D1(k)G = k(w)(ya;σa). Esse
corpo de frações também é gerado por X = ya e Y = a−1wy−a, que satisfazem [X,Y ] = 1. Logo,
D1(k)G ∼= D1(k).

Teorema 3.8. Seja G um subgrupo �nito de GLn(k), cuja representação natural em kn é a soma
direta de representações de dimensão 1. Então, Dn(k)G ∼= Dn(k).

Demonstração. Provaremos, por indução em n, o caso n = 1 sendo o teorema acima. Escolhendo
uma base adequada, a ação de G em An(k) é da forma g.xi = χi(g)xi, g.yi = χ−1

i (g)yi, em que para
i = 1, . . . , n χi é um caráter de G. De�nimos wi = yixi para todo i. Todos os wi são invariantes
pela ação de G. Novamente usaremos a descrição dos corpos de Weyl da Proposição 1.5. Usando a
notação desta Proposição, Dn(k) = k(w1, . . . , wn)(y1;σ1) . . . (yn;σn). Introduzimos os subcorpos

L = k(wn), K = k(w1, . . . , wn)(y1;σ1) . . . (yn−1;σn−1) = Dn−1(L).

Seja S = K[yn;σn]; Frac S = Dn(k). Usando a hipótese indutiva na restrição da ação de G em K
(note que K é estabilizado por G), temos que KG = Dn−1(L)G = Dn−1(L). Estamos em condição
de aplicar a versão não-comutativa do Teorema de Miyata. Temos dois casos possíveis.

Se SG ⊆ KG, então Dn(k)G = Dn−1(L)G ∼= Dn−1(L) = Dn−1,1(k), o que não pode ocorrer,
tendo em vista o Teorema 3.5.

Portanto, estamos no segundo caso do Teorema de Miyata não-comutativo. Seja u ∈ SG um
elemento invariante de grau minimal em yn. SG = KG[u;σ′, δ′] para algum automor�smo σ′ e
σ′-derivação δ′ de KG. u pode ser escrito como

fmy
m
n + . . .+ f1yn + f0,

em que os fi ∈ KG, e m ≥ 1. Tendo em vista a ação de G em yn (lema 3.3), temos que u = fmy
m
n .

Podemos usar o mergulho no anel das séries de Laurent torcidas, como na Seção 2 do Capítulo 1, com
a ação de G estendida diagonalmente nos yi e �xando os wi. Portanto, sem perda de generalidade,
podemos supor que u = ya11 . . . yann , em que (a1, . . . , an) ∈ Zn, e an ≥ 1.

Para 1 ≤ j ≤ n se tem uwj = (wj + aj)u. Introduzimos os elementos

w′i = wi − a−1
n aiwn

para i = 1, . . . , n−1. Temos w′ju = uw′j para 1 ≤ j ≤ n−1. Como σi(w′j) = w′j +δij para 1 ≤ i, j ≤
n− 1, o corpo F = k(w′1, . . . , w

′
n−1)(y1;σ1) . . . (yn;σn−1) é isomór�co a Dn−1(k). Aplicando a hipó-

tese indutiva, FG ∼= Dn−1(k). Por de�nição, é claro que k(wn)(w′1, . . . , w
′
n−1) = k(wn)(w1, . . . , wn).

Como wn comuta com todos os elementos de F , K = F (wn). A álgebra SG, então, pode ser escrita
como SG = FG(wn)[u;σ′, δ′].

u comuta com cada um dos w′j , j = 1, . . . , n − 1, como vimos, e comuta com todos os yi
por de�nição, e satisfaz com wn a relação uwn = (wn + an)u. Portanto, mudando de variáveis:
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u′ = a−1
n u implica que SG = FG(wn)[u′;σ′′], em que σ′′ é a identidade em FG e satisfaz σ′′(wn) =

wn + 1. Portanto, Frac SG = FG(wn)(u′;σ′′) = k(w′1, . . . , w
′
n−1, wn)(y1;σ1) . . . (yn−1;σn−1)(u;σ′′),

cuja descrição é a mesma de Dn(k), de acordo com a Proposição 5, Capítulo 1. Desse modo,
Frac SG ∼= Dn(k).

Corolário 3.2. Seja G um subgrupo abeliano �nito de GLn(k). Se k contém uma raiz e-ésima da
unidade, em que e é o expoente do grupo, então Dn(k)G ∼= Dn(k).

O último resultado obtido por Alev e Dumas no artigo inaugural sobre o Problema de Noether
Não-Comutativo possui uma demonstração muito extensa. Em razão disso, dedicaremos a próxima
seção a ele.

3.4 Problema de Noether Não-Comutativo para a Segunda Álgebra
de Weyl

Teorema 3.9. Seja G qualquer subgrupo �nito de GL2(k). Então D2(k)G ∼= D2(k).

Nesta seção, usaremos a notação q1, q2, p1, p2 para denotar os geradores usuais x1, x2, ∂1 (ou
y1),∂2 (ou y2) de A2(k), respectivamente.

Seja G um subgrupo �nito de GL2(k). Para todo g ∈ G,

g(q1) = αgq1 + βgq2, g(q2) = γgq1 + δgq2,

g(p1) =
1

∆g
(σgp1 − γgp2), g(p2) =

1

∆g
(−βgp1 + αgp2),

em que αg, βg, γg, δg ∈ k, e ∆g = αgδg − βgγg 6= 0.
Seja w = q1p1 + q2p2, e v = q1q

−1
2 . Temos w invariante (proposição 3.4), e com a notação acima:

g(v) =
αgv + βg
γgv + δg

, g(q2) = (γgv + δg)q2.

Como na Proposição 1.5, podemos expressarD2(k) da seguinte maneira:D2(k) = k(q1, q2)(w1; d1)(w2; d2),
em que w1 = q1p1, w2 = q2p2, d1 = q1∂1, d2 = q2∂2. Temos que [w,w1] = 0 e [w, q1] = q1,
[w, q2] = q2. Assim, denotando por d a derivação de k(q1, q2)(w1; d1), tal que d(q1) = q1, d(q2) = q2

e d(w1) = 0, temos D2(k) = k(q1, q2)(w1; d1)(w; d), em que D2(k) = k(v, q2)(w1; d1)(w; d), com
d1(v) = v e d(v) = d(w1) = 0 (de fato, d(v) = q1q

−1
2 − q1q

−2
2 q2 = 0). Usando esses fatos, vemos que

os geradores v, q2, w, w1 do corpo D2(k) satisfazem as relações:

[v, q2] = [w1, q2] = [w, v] = [w,w1] = 0, [w1, v] = v, [w, q2] = q2.

A ação de G em v, q2, w já foi descrita acima. Para w1 temos:

g(w1) =
1

∆g
(αgq1 + βgq2)(δgp1 − γgp2)

=
1

∆g
(αgδgq1p1 − βgγgq2p2 − αgγgq1p2 + βgδgq2p1)

=
1

∆g
(αgδgw1 − βgγg(w − w1)− αgγgv(w − w1) + βgδgv

−1w1)

=
1

∆g
(αg + βgv

−1)(γgv + δg)w1 −
1

∆g
γg(βg + αgv)w.

Para simpli�car a forma da ação, de�nimos x = (q1q2)−1w1 = v−1q−2
2 w1 = q−1

2 p1, de forma que
g(x) = 1

∆g
x − 1

∆g
γgq
−2
2 (γgv + δg)

−1w para todo g ∈ G. D2(k) é gerado sobre k por v, q2, w, x, e

calculamos: [x, v] = q−2
2 , [x, q2] = 0, [x,w] = 2x.
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Podemos resumir o que foi feito acima no seguinte lema:

Lema 3.4. 1. Os elementos w = q1p1 + q2p2, v = q1q
−1
2 e x = q−1

2 p1 veri�cam as relações:

[q2, v] = 0; [w, v] = 0, [w, q2] = q2; [x, v] = q−2
2 , [x, q2] = 0, [x,w] = 2x.

2. Denotando d a derivação de k(v, q2), tal que d(v) = 0 e d(q2) = q2; K o corpo k(v, q2)(w; d);
σ′ o automor�smo de K �xando v, q2 e tal que σ′(w) = w+ 2; d′ a σ′-derivação de K, tal que
d′(v) = q−2

2 , d′(q2) = 0, d′(w) = 0; e S a k-álgebra K[x;σ′, d′], tem-se:

D2(k) = Frac S = K(x;σ′, d′) = k(v, q2)(w; d)(x;σ′, d′);

3. A ação sobre D2(k) de um automor�smo g ∈ G é dada pela seguinte ação nos geradores:
g(v) =

αgv+βg
γgv+δg

, g(q2) = (γgv + δg)q2, g(w) = w e

g(x) =
1

∆g
x− 1

∆g
γgq
−2
2 (γgv + δg)

−1w;

4. Em particular, a cadeia de subcorpos k(v) ⊂ k(v, q2) ⊂ K é estabilizada por G.

Essa cadeia de subcorpos estabilizada por G é o cerne da demonstração. O objetivo é utilizar os
Teoremas de Miyata e sua versão para Extensões de Ore, reduzindo a questão de invariantes de cada
subcorpo para aquele que o precede na cadeia. Pelo Lema de Artin Não-Comutativo, não podemos
ter SG ⊆ KG. Mostraremos que podemos substituir o gerador x por um elemento y adequado que
é autovetor de todos os elementos de G.

Lema 3.5. Mantendo a notação do Lema anterior:

1. Existe uma função racional b(v) ∈ k(v), tal que

g(b) =
1

∆g
(γgv + δg)

2b+
1

∆g
γg(γgv + δg), ∀g ∈ G;

2. De�nindo y = x+ b(v)q−2
2 w = q−1

2 p1 + b(v)q−2
2 w ∈ S, temos as relações:

[q2, v] = 0; [w, v] = 0, [w, q2] = q2; [y, v] = q−2
2 , [y, q2] = b(v)q−1

2 , [y, w] = 2y;

3. Denotando: d a derivação de k(v, q2), tal que d(v) = 0 e d(q2) = q2; σ′ o k-automor�smo
de K que �xa v, q2 e manda w para w + 2; d′′ a σ′-derivação de K, tal que d′′(v) = q−2

2 ,
d′′(q2) = b(v)q−1

2 , d′′(w) = 0, temos S = K[y;σ′, d′′] = k(v, q2)(w; d)[y;σ′, d′′];

4. A ação sobre D2(k) de um automor�smo g ∈ G é dada pela seguinte ação nos geradores:
g(v) =

αgv+βg
γgv+δg

, g(q2) = (γgv + δg)q2, g(w) = w e g(y) = 1
∆g
y.

Demonstração. Seja n o inteiro ≥ 1 que é o grau mínimo em x dos elementos G-invariantes de S
que não estão em K. Seja u = unx

n + . . . + u1x + u0, ui ∈ K,un 6= 0, um elemento de SG com
grau n em x. Do segundo ponto do último lema temos, de�nindo rg = −γg(γgv + δg)

−1q−2
2 w, que

g(x) = 1
∆g

(x+ rg), para todo g ∈ G. Sendo assim,

g(u) =

(
1

∆g

)n
g(un)(x+ rg)

n + g(un−1)

(
1

∆g

)n−1

(x+ rg)
n−1 + . . .

Uma vez que K é estabilizado pela ação de G, explicitando os coe�cientes em K dos termos de grau
n e n− 1 em x:
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g(u) = g(un)

(
1

∆g

)n
xn +

[
g(un)

(
1

∆g

)n n−1∑
i=0

σ′i(rg) + g(un−1)

(
1

∆g

)n−1
]
xn−1 + . . .

A igualdade g(u) = u implica, para todo g ∈ G, as seguintes igualdades em K:

g(un) = (∆g)
nun,

g(un−1) = (∆g)
n−1un−1 + (∆g)

n−1un

n−1∑
i=0

γg(γgv + δg)
−1q−2

2 (w + 2i).

Multiplicando os dois membros da segunda igualdade pelos inversos dos dois membros da pri-
meira, e usando que

∑n−1
i=0 (w + 2i) = nw + n(n− 1), tem-se:

g(u−1
n un−1) =

[
1

∆g
u−1
n un−1 +

1

∆g
n(n− 1)γg(γgv + δg)

−1q−2
2

]
+

[
1

∆g
nγg(γgv + δg)

−1q−2
2

]
w.

O elemento u−1
n un−1 deK = k(v, q2)(w; d) expressa-se no corpo de operadores pseudo-diferenciais

formais k(v, q2)((w−1;−d)) em uma série de Laurent u−1
n un−1 =

∑
j>j0

φjw
−j com φj ∈ k(v, q2)

para todo j. Como w é G-invariante, g(u−1
n un−1) =

∑
j>j0

g(φj)w
−j , de forma que identi�cando os

coe�cientes de w nas igualdades acima temos:

g(φ−1) =
1

∆g
φ−1 +

1

∆g
nγg(γgv + δg)

−1q−2
2 , ∀g ∈ G.

O elemento φ−1 de k(v, q2) desenvolve-se em k(v)((q−1
2 )) como uma série de Laurent φ−1 =∑

l>l0
alq
−l
2 com al ∈ k(v) para todo l. Dessa forma, identi�cando os coe�cientes dos termos em q−2

2

na igualdade acima, tem-se:

(γgv + δg)
−2g(a2) =

1

∆g
a2 +

1

∆g
nγg(γgv + δg)

−1, ∀g ∈ G.

Dessa maneira, encontramos um elemento b = n−1a2 de k(v) que satisfaz:

g(b) =
1

∆g
(γgv + δg)

2b+
1

∆g
γg(γgv + δg), ∀g ∈ G.

De�nindo y = x+ bq−2
2 w, para todo g ∈ G:

g(y) = g(x) +

[
1

∆g
(γgv + δg)

2b+
1

∆g
γg(γgv + δg)

]
(γgv + δg)

−2q−2
2 w

=
1

∆g
x− 1

∆g
γgq
−2
2 (γgv + δg)

−1w +
1

∆g
bq−2

2 w +
1

∆g
γg(γgv + δg)

−1q−2
2 w =

1

∆g
y.

É claro que y gera S sobre K, e a partir das relações entre v, q2, w e x, as relações seguintes são
claras: [y, v] = q−1

2 , [y, q2] = bq−1
2 , [y, w] = 2y. Portanto, o lema está demonstrado.

Lema 3.6. Na notação do Lema anterior, seja n o grau mínimo em x de elementos de SG que não
pertencem a K.

1. KG = k(v, q2)G(w; d), em que d foi restringida a k(v, q2)G;

2. Existe um inteiro m e uma função racional fm ∈ k(v), tal que f = fmq
m
2 veri�ca g(f) =

(∆g)
nf para todo g ∈ G;

3. De�nindo z = fyn, temos que z é invariante pela ação de G;
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4. Denotando τ o automor�smo de KG = k(v, q2)G(w; d) que se restringe à identidade em
k(v, q2)G e manda w para w + 2n−m, existe uma τ -derivação D de KG, tal que:

SG = k(v, q2)(w; d)[z; τ,D], D2(k)G = k(v, q2)(w; d)(z; τ,D).

Se n ≥ 2, a restrição de D em k(v, q2)G é 0.

Demonstração. Na notação do Lema anterior, temos que un ∈ K satisfaz g(un) = (∆g)
nun para

todo g ∈ G. Desenvolvendo un em série de Laurent em K(v, q2)((w−1;−d)), temos que un =∑
j≥j0 ψj , ψj ∈ k(v, q2) para todo j, e ψj0 6= 0. Como w é G-invariante, isso nos dá g(ψj0) =

(∆g)
nψj0w

−j para todo g ∈ G. Desenvolvendo agora ψj0 em série de Laurent em k(v)((q2)), temos
ψj0 =

∑
i≥m fiq

i
2, fi ∈ k(v), fm 6= 0. Isso nos dá g(fm)(γgv + δg)

m = (∆g)
nfm para todo g ∈ G.

De�nindo f = fmq
m
2 , temos que g(f) = (∆g)

nf para todo g ∈ G e, dessa forma, de�nindo z = fyn,
temos que z é G-invariante. Como y tem grau 1 em x, temos que o grau de z em x é igual a
n e, portanto, pelo Teorema de Myiata Não-Comutativo, temos que SG = KG[z; τ,D] para um
automor�smo τ de KG e uma τ -derivação D. Aplicando novamente o Teorema de Myiata Não-
Comutativo em S0 = k(v, q2)[w; d], cujo corpo de frações é K, uma vez que w é G-invariante, temos
que KG = k(v, q2)G(w; d) e, portanto:

D2(k)G = Frac SG = k(v, q2)G(w; d)(z; τ,D).

Podemos calcular a relação de comutação entre z e w. yw = (w + 2)y; portanto, ynw = (w +
2n)yn; e então fynw = (fw + 2nf)yn = (wf − d(f))yn + 2nz = wz + (2n − d(f)f−1)z. Como
d(v) = 0 e d(q2) = q2, d(f) = d(fmq

m
2 ) = mfmq

m
2 = mf . Assim:

zw − wz = (2n−m)z.

Podemos também fazer algumas precisões sobre os valores de τ e D em k(v, q2)G. Relembrando a
notação do Lema anterior, item 3, temos que para todo a ∈ k(v, q2), ya = ay+d′′(a), e por indução
yna = ayn + nd′′(a)yn−1 + . . . (termos de grau ≤ n− 2 em y). Multiplicando à esquerda por f:

za = az + nd′′(a)fyn−1 + . . . ,∀a ∈ k(v, q2).

Se a ∈ k(v, q2)G, então por outro lado za = τ(a)z +D(a). Juntando isso com a equação acima,
temos

(τ(a)− a)z +D(a) = nd′′(a)fyn−1 + . . .

Da igualdade dos coe�cientes, em k(v, q2), de yi nessa equação, temos que τ restringe-se à identidade
em k(v, q2)G, de forma que D restringe-se a uma derivação. Se n ≥ 2, o coe�ciente de yn−1 é 0, isto
é, d′′(a) = 0, e isso mostra que D(a) = 0 para todo a ∈ k(v, q2)G. A prova assim se encerra.

Vamos ver agora que, na notação do lema acima, n ≥ 2 não pode ocorrer. Caso contrário,
teríamos D2(k)G = k(v, q2)G(w; d)(z; t). Em k(v, q2), d′′ age como q−2

2 ∂v + b(v)q−1
2 ∂q2 , e do lema

acima sabemos que em k(v)G, d′′ age como 0. Portanto, a única possibilidade é k(v)G = k. Mas
pelo Lema de Artin (comutativo) isso não pode ocorrer. Dessa maneira, n = 1.

Finalmente, podemos encerrar a demonstração do Teorema 3.9.

Demonstração. Relembrando o último lema, temos que z = yf e f = fmq
m
2 para algum inteiro

m e fm 6= 0 ∈ k(v). Usando a sua última conclusão, podemos reescrever D2(k)G como a seguinte
extensão de Ore iterada:

k(v, q2)G(z;D)(w; d),

em que D = fd′′, com d′′ a derivação introduzida no lema 5. Ou seja, D é a restrição a k(v, q2)G

da derivação de k(v, q2) de�nida por D(v) = fmq
m−2
2 e D(q2) = fmbq

m−1
2 . d é a derivação de

k(v, q2)G(z;D), tal que d(z) = (m − 2)z, e em k(v, q2)G é a restrição da derivação de k(v, q2)
de�nida por d(v) = 0, d(q2) = q2.
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Como de praxe, de�nimos B = k(v)[q2]. Pelo Lema de Artin, não podemos ter BG ⊆ k(v)G.
Seja então q um elemento de BG de grau não-nulo e minimal em q2; denotamos tal grau de e. Pelo
formato da ação de G em q2 (lema 3.3), temos q = sqe2, como s 6= 0 ∈ k(v). Então, FracBG =
k(v, q2)G = k(v)G(q). Como d(q2) = q2, d(v) = 0, temos d(q) = eq. Calculamos:

D(q) = D(s)qe2 + seD(q2)qe−1
2 = ∂v(s)D(v)qe2 + sefmbq

e+m−2
2 = (∂v(s) + esb)fmq

e+m−2
2 .

D(q) ∈ k(v)G(q) desenvolve-se em k(v)G((q)) como uma série de Laurent
∑

j>j0
hjq

j com hj ∈
k(v)G. Como qj = sjqej2 , a partir da igualdade obtida acima para D(q), temos que D(q) é um
monômio hrqr, em que o inteiro r satisfaz e+m−2 = er, e hr = s−r(∂v(s)+esb)fm; vamos denotar
tal elemento simplesmente por c. Resumindo:

D2(k)G = k(v)G(q)(z;D)(w;D),

com D(q) = cqr e d(q) = eq, c ∈ k(v)G e er = e + m − 2. Novamente, pelo Lema de Artin
(comutativo), temos que k(v)G = k(t) para alguma função racional t(v). Como d é 0 em k(v)G,
d(t) = 0. D(t) = ∂v(t)D(v) = ∂v(r)fmq

m−2
2 . Como q = sqe2 e m − 2 = e(r − 1), temos qm−2

2 =
s1−rqr−1 e, portanto, D(t) = ∂v(t)fms

1−rqr−1. Simpli�cando a notação, de�nimos a = ∂v(t)fms
1−r.

Note que a 6= 0 ∈ k(v), pois fm, s 6= 0 e t /∈ k. Além disso, a = D(t)q1−r = [z, t]q1−r é invariante
sobre G e, por conseguinte, pertence a k(t). Assim, D2(k)G = k(t, q)(z;D)(w; d), com:

[z, t] = D(t) = aqr−1, [z, q] = D(q) = cqr, [w, t] = d(t) = 0, [w, q] = d(q) = eq, [w, z] = d(z) = (m−2)z.

Introduzindo z′ = q1−rz, d(z′) = (m − 2)q1−rz + (1 − r)eq1−rz = 0. Denotando D′ = q1−rD:
D2(k)G = k(t, q)(z′;D′)(w; d), com:

[q, t] = 0, [z′, t] = D′(t) = a, [z′, q] = D′(q) = cq, [w, t] = d(t) = 0, [w, q] = d(q) = eq, [w, z′] = d(z′) = 0.

Os 4 elementos t, q, w′′ = 1
eqw e z′′ = − c

eaw + 1
az
′ geram D2(k)G e veri�cam:

[q, t] = 0, [z′′, t] = 1, [z′, q] = 0, [w′′, t] = 0, [w′′, q] = 1, [w′′, z′′] = 0.

Isso exibe de maneira explícita um isomor�smo D2(k)G ∼= D2(k). E encerra a prova.

3.5 Notas e Referências

A discussão da teoria de invariantes para Álgebra de Weyl foi baseada em [Dum06] e [Tra07].
A primeira instância de aparecimento do Problema de Noether Não-Comutativo na literatura

foi em [AD98], em que Alev e Dumas provaram, de maneira independente da exposta neste capítulo,
que existe solução positiva para corpos algebricamente fechados e G �nito abeliano. Em [AD97],
usando a estrutura de AutCA1(C), Alev e Dumas provaram que (FracA1(C))G é isomór�ca a
FracA1(C) para todo grupo �nito de automor�smos da Álgebra de Weyl.

A discussão do Problema de Noether Não-Comutativo seguiu de perto a exposição original em
[AD06]. Houve uma simpli�cação na demonstração de alguns teoremas, em particular o Problema
de Noether Não-Comutativo para a segunda Álgebra de Weyl.

A principal referência para teoria de invariantes em anéis associativos é [Mon80]. A referência
[For85] também é bastante útil.
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Capítulo 4

Invariantes de Operadores Diferenciais:
Racionalidade Não-Comutativa

Neste capítulo, discutiremos novos resultados relacionados ao Problema de Noether Não-Comutativo
obtidos por Eshmatov, Futorny, Ovsienko e Schwarz em [FO06], [FS17], [EFOS17] e [FS18b]. Encer-
ramos com uma aplicação para álgebras racionais de Cherednik. Outras aplicações serão encontradas
quando discutirmos Álgebras de Galois, no Capítulo 5.

4.1 Problema de Noether Não-Comutativo para grupos de Re�exão
Unitários

Iremos discutir a seguinte questão:

Problema. Sejam k um corpo de característica 0 e W um grupo �nito agindo linearmente como
um grupo de pseudorre�exões: quando Dn(k)W ∼= Dn(k)?

Nesta seção, discutiremos o caso k = C, publicado em [EFOS17]. Na próxima, abordaremos
corpos de característica 0 arbitrários, tratados em [FS18b]. Para deixar claro o que é especí�co para
caso complexo e deixar o caminho pronto para a próxima seção, por um momento seja k arbitrário
de característica 0.

Qual é a ideia da demonstração? Simplesmente emular aquela do caso Problema de Noether
Comutativo. Gostaríamos que fosse verdade An(k)W ∼= An(k), e apenas tomaríamos o corpo de
frações de ambos os lados. Sabemos que isso é falso � a Álgebra de Weyl é rígida. Contudo,
realizando apenas uma pequena modi�cação, a ideia funciona: existe um polinômio W -invariante
∆, tal que An(k)W∆

∼= A∗n(k), em que no segundo lado do isomor�smo temos uma localização da
Álgebra de Weyl.

Vamos, agora, especi�car os detalhes. Para evitar uma notação carregada, nós denotaremos a
álgebra k[x1, . . . , xn] apenas por Λ.

Proposição 4.1. Seja ∆ um elemento W -invariante de Γ, em que Γ é uma localização de Λ e W
um grupo �nito de automor�smos. Então:

1. Seja S um conjunto multiplicativo de Γ. D(ΓS) = D(Γ)S;

2. (D(Γ)∆)W ∼= (D(Γ)W )∆;

3. ΓW∆ = (ΓW )∆.

Demonstração. Para o primeiro item, Proposição 1.2. Para o segundo: todo elemento de (D(Γ)∆)W

é, em particular, um elemento de D(Γ)∆ e, portanto, pode ser escrito da forma D∆k (em função
do item 1), com D ∈ D(Γ), k ∈ Z. Como o produto é invariante, e ∆ é invariante, D também o é.
O terceiro item demonstração análoga.

35
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Proposição 4.2. Considere a inclusão ΛW∆ → Λ∆. Ela induz, por restrição de domínio, um homo-
mor�smo (†)φ : D(Λ∆)W → D(ΛW∆ ) que é sempre injetivo.

Demonstração. Seja d ∈ D(Λ∆)W , e f ∈ ΛW∆ . Para todo w ∈W , w(d(f)) = (w.d)(wf) = d(f). As-
sim, realmente obtemos um mor�smo. Como D(Λ∆) é simples eW age por automor�smos externos,
temos que D(Λ∆)W é simples e, portanto, temos um mapa injetivo (Teorema 3.1).

Todo o trabalho encontra-se na análise no mor�smo (†). É necessário encontrar um polinômio
adequado ∆ que seja invariante e que torne o mor�smo sobrejetivo. Quando k é algebricamente
fechado, existe um entendimento geométrico muito claro do que se deve procurar. Vamos analisar
este caso agora.

A primeira observação pertinente é o seguinte resultado de Levasseur ([Lev80], Thm. 5) a respeito
do mor�smo considerado acima, porém sem localização. Neste caso, a resposta é conhecida e explica
as di�culdades por vir.

Teorema 4.1. Seja G um grupo �nito de automor�smos lineares de Λ (e, portanto, por extensão,
de An(k)). Por restrição de domínio, tal como acima, obtemos um homomor�smo θ : An(k)G →
D(ΛG). Este homomor�smo é sempre injetivo, e é um isomor�smo se, e somente se, G não contiver
nenhuma pseudorre�exão além da identidade.

No resto desta seção, k = C. Cada pseudorre�exão diferente da identidade em W �xa um
hiperplano. Seja S o conjunto das pseudorre�exões em W , e para cada s ∈ S seja Ls uma forma
linear cujo conjunto de zeros é Fix s, o hiperplano �xo por s. Um elemento h de C[x1, . . . , xn]
é chamado de semi-invariante se w.h = det(w)h para todo w ∈ W . Temos que J =

∏
s∈S Ls é

semi-invariante ([Spr77], exercício 4.3.5).
Temos nosso candidato a ∆: J |W |. Com ele, podemos obter um conjunto com boas propriedades

geométricas para a ação de W . Vamos relembrar um resultado de Steinberg:

Teorema 4.2. (Steinberg) Seja W um grupo de pseudorre�exões num espaço vetorial V . Dado
qualquer subconjunto X de V , isp(X) é gerado pelas pseudorre�exões que contém, em que isp(X) =
{w ∈W |w.x = x,∀x ∈ X} é o grupo de isotropia de X.

Demonstração. [Kan01], Corol. 26-1.

Lembramos que a ação deW em An(C) origina-se de um grupo de re�exões unitário agindo num
espaço vetorial V de dimensão �nita n, com a ação estendida para D(S(V ∗)) da maneira usual. Seja
o polinômio J introduzido acima. Considere o conjunto V ′ dado da seguinte forma: {v ∈ V |J(v) 6=
0}. Este é um aberto na topologia de Zariski em V , e é isomór�co a SpecmC[x1, . . . , xn]J =
SpecmC[x1, . . . , xn]J |W | = SpecmC[x1, . . . , xn]∆. V ′ corresponde ao subconjunto de V obtido re-
movendo os hiperplanos �xos pelas pseudorre�exões.

Lema 4.1. A ação de W restringe-se numa ação em V ′ e tal ação é livre.

Demonstração. Seja w ∈W, v ∈ V ′. Para mostrar que temos uma ação em V ′, precisamos mostrar
que w.v ∈ V ′. Se esse não fosse o caso, então w.v pertenceria a algum hiperplano �xo de uma pseu-
dorre�exão s diferente da identidade. Dessa forma, (sw).v = w.v e, portanto, (w−1sw).v = v. Logo,
w−1sw ∈ isp(v). Sabemos que isp(v) é gerado pelas pseudorre�exões que contém, pelo Teorema de
Steinberg. Mas como v não pertence a nenhum dos hiperplanos �xos por uma pseudore�exão, tal
grupo é trivial. Sendo assim, w−1sw = id, s = id, contrariando a hipótese. Dessa forma, temos uma
ação de W em V ′, e tal ação é livre pois, como acabamos de ver, o grupo de isotropia de todo vetor
em V ′ é trivial.

Introduziremos agora um resultado fundamental.

Teorema 4.3. Seja X uma variedade a�m irredutível e G um grupo �nito de automor�smos agindo
nela. Existe um aberto maximal V em que G age de maneira livre.
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1. De fato, V é aberto denso em X e, chamando V ′ sua imagem pela projeção π : X → X/G,
V = π−1(V ′). Logo, π restringe-se a uma projeção π : V → V ′, e V ′ é denso em X/G;

2. Temos que D(X)G ∼= D(X/G) se alguma das duas condições seguintes se aplica: X satisfaz
a condição S2 de Serre (em particular, se é normal ou regular) e codimX(X − V ) ≥ 2; ou se
G age livremente em X.

Demonstração. [CH94], (3.7).

Observação. Uma variedade a�m X satisfaz a condição S2 de Serre se A = O(X) a satis�zer,
isto é: depthAp ≥ inf{2, ht(p)}, para todo ideal primo p ⊂ A.

Pelo lema 4.1, a ação de W em V ′ = SpecmΛ∆ é livre. Pelo teorema acima, temos que o mapa
(†) é, de fato, um isomor�smo.

Note que �ca claro agora, também, porque o mapa considerado no Teorema de Levasseur falha
em ser um isomor�smo. A ação não é livre, e como o grupo contém pseudorre�exões, a codimensão
do aberto em que a ação é livre é 1.

Finalmente:

Teorema 4.4. ([EFOS17], Theorem 2) SejaW um grupo agindo linearmente por re�exões unitárias
em An(C). Então, Dn(C)W ∼= Dn(C).

Demonstração. Todas as etapas na cadeia de isomor�smo abaixo são justi�cadas pelos itens da
Proposição 1 e o isomor�smo (†): ((D(Λ))W )∆

∼= ((D(Λ))∆)W ∼= D(ΛW∆ ) ∼= D(k[e1, . . . , en]′∆)
∼= (D(k[e1, . . . , en]))∆′ . A saber, usamos, em ordem: Prop. 1 (2); Prop. 1 (1) e †; depois o Teorema
de Chevalley-Shephard-Todd; e novamente Prop. 1 (1).

Aqui, os ei são os geradores algebricamente independentes de ΛW , e ∆′ é apenas ∆ escrito em
função deles e não dos xi.

4.2 Problema de Noether Não-Comutativo para Grupos de Pseu-
dorre�exão Arbitrários

Nesta seção, estenderemos o resultado da anterior para grupos de pseudorre�exão em corpos de
característica 0 arbitrários.

Toda notação da seção anterior será mantida. Novamente, o problema é mostrar que o mapa (†)
é sobrejetivo.

Notemos, inicialmente, o seguinte resultado.
Seja W um grupo de pseudorre�exões. Seja e1, . . . , en um conjunto de geradores algebricamente

independentes de k[x1, . . . , xn]W ; seja M a matriz n × n cuja entrada ij é ∂xjei, e seja J seu
determinante. Como na seção anterior, seja S o conjunto das pseudorre�exões em W e, para cada
s ∈ S, seja Ls uma forma linear cujo conjunto de zeros é Fix s.

Teorema 4.5. J é semi-invariante, e todo elemento semi-invariante escreve-se como produto de
J por um elemento invariante. J = a

∏
s∈S Ls, em que a é um escalar que varia de acordo com a

escolha de geradores algebricamente independentes e das formas lineares Ls. Finalmente, J 6= 0.

Demonstração. [Kan01], 20-2, Proposição A e B, 21-1, Proposição A e B.

Novamente, J |W | é invariante; denotaremos, novamente, este elemento por ∆. Note a semelhança,
até o momento, com o que foi feito anteriormente. A diferença no argumento começa agora.

Um conceito importante para nós será o de corpo de de�nição: o menor corpo no qual uma
representação pode ser de�nida.

De�nição 4.1. Seja ρ : G→ GLn(k) uma representação e k′ ⊂ k um subcorpo. Nós dizemos que ρ
tem k′ como corpo de de�nição se ela provém de uma representação ρ′ : G→ GLn(k′) por estensão
de escalares.
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Dada uma representação ρ : G→ GLn(k) com função de caracteres χ, nós chamamos a extensão
de Q gerada por Imχ de Q(χ).

Teorema 4.6. Seja ρ : G → GLn(k) um grupo de pseudorre�exões irredutível � isto é, sua
representação é irredutível. Então seu corpo de de�nição é Q(χ).

Demonstração. Esse resultado pode ser encontrado em [Kan01], Appendix B.

Necessitaremos, também, de um segundo resultado. Ele é análago à decomposição de grupos
de re�exões usuais num produto direito de groups de re�exão irredutíveis. Acreditamos que esse
resultado seja bem conhecido para grupos de pseudorre�exão arbtirários, mas por falta de uma
referência adequada, incluiremos aqui sua demonstração.

De�nição 4.2. Dada uma transformação linear g num espaço V de dimensão �nita, denotamos
Fix g = {v ∈ V |gv = v} = Ker (Id− g), e [V, g] = Im(Id− g).

Se g é uma pseudorre�exão diferente da identidade, Fix g é um hiperplano e [V, g] é um espaço
de dimensão 1. Neste caso, se a ∈ V gera [V, g], então para todo elemento v de V , existe φ(a) ∈ k,
tal que v − gv = φ(v)a. φ é claramente um funcional linear, e ker φ = Fix g.

Lema 4.2. Se g, h ∈ GL(V ), então Fix(ghg−1) = gF ix h. Em particular, se h é uma pseudor-
re�exão diferente da unidade, que �xa um hiperplano H, ghg−1 é uma pseudorre�exão que �xa o
hiperplano gH.

Lema 4.3. Seja g uma pseudorre�exão diferente da unidade, de ordem m, H = Fix g, e LH
qualquer funcional linear com H = kerLH (note que LH é determinado a menos de escalar).
Suponha que a gera [V, g]. Então existe uma raiz m-ésima primitiva da unidade µ, tal que gv =

v − (1− µ)LH(v)
LH(a)a, para todo v ∈ V .

Demonstração. Como vimos acima, existe um funcional linear φ, tal que gv = v−φ(v)a eH = ker φ.
Portanto, ga = µa para alguma raiz primitiva da unidade de ordem m µ e, assim, φ(a) = 1 − µ.
Temos que φ = λLH para algum λ 6= 0 ∈ k, e isso nos dá imediatamente que λ = (1− µ)/LH(a), o
que completa a prova.

Lema 4.4. Sejam r, s pseudorre�exões diferentes da identidade, H = Fix r, J = Fix s, a um
gerador de [V, r] e b um gerador de [V, s]. Se a ∈ J e b ∈ H, então rs = sr.

Demonstração. Usando o lema acima temos escalares µ, ν ∈ k, tais que para todo v ∈ V .

rs(v) = v − (1− µ)
LH(v)

LH(a)
a− (1− ν)

LJ(v)

LJ(b)
b+ (1− µ)(1− ν)

LH(b)LJ(v)

(LH(a)LJ(b))
a.

Se b ∈ H, LH(b) = 0, portanto, o último termo acima desaparece. Por simetria, o último termo da
expressão sr(v) desaparece, e o que resta é igual. Logo rs = sr.

Proposição 4.3. Um subespaço V ′ de V é invariante com respeito a uma pseudorre�exão r 6= id
se, e somente se, V ′ ⊆ Fix r ou [V, r] ⊆W .

Demonstração. Se V ′ ⊆ Fix r, então obviamente V ′ é invariante. Se [V, r] ⊆ V ′, então a fórmula
do lema 4.3 mostra que V ′ é invariante. Reciprocamente, se V ′ é invariante e não está contido em
Fix r, então [V ′, r] 6= 0 e, portanto, [V, r] = [V ′, r] ⊆ V ′.

Teorema 4.7. SejaW um grupo �nito de pseudorre�exões num espaço vetorial V . Seja V1⊕. . .⊕Vm
uma decomposição de V em subespaços invariantes por W e irredutíveis (isso é possível pelo Lema
de Maschke, lembrando que char k = 0). Seja Wi a restrição de W para Vi, i = 1, . . . ,m. Então Wi

é um grupo de pseudore�exões irredutível ou trivial, e W ∼= W1 × . . .×Wm.
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Demonstração. Pelo lema acima, se r é uma pseudorre�exão 6= id, então [V, r] ⊆ Vi para algum i.
Seja Wi o subgrupo de W gerado pelas pseudorre�exões tais quais isso ocorre � se não existe tal
pseudorre�exão, chamemos Wi = Id. Wi �xa todo elemento de Vj , para i 6= j, e pelo lema 4.4, os
elementos deWi comutam com os elementos deWj . Portanto,W é o produto direito dosWi, e cada
Wi, por sua vez, evidentemente é um grupo de pseudorre�exões em Vi, ou então o grupo trivial.

Por enquanto, assuma W um grupo de pseudorre�exões arbitrário. Seja

Ei =


0
...
1
...
0

 ,

um vetor de tamanho n, com 1 na posição i e 0 nas demais, e seja

Fi =

 fi1
...
fin


uma solução do sistema (‡) MFi = Ei. Pela regra de Kramer, fij ∈ Λ∆, 1 ≤ i, j ≤ n.

Seja di =
∑n

k=1 fik∂k. Nós temos di(ej) = δij , e que di ∈ D(Λ∆) = D(Λ)∆.

Teorema 4.8. ([FS18b], Prop. 6.7) Se di é invariante por W então di, ei, i = 1, . . . , n são enviados
pelo mor�smo (†) φ para geradores de D(ΛW∆ ) que satisfazem as relações de Weyl.

Demonstração. É claro que ΛW∆
∼= k[e1, . . . , en]∆′ . Chamemos este anel de A. O módulo de diferen-

ciais de Kahler Ωk(A) é livremente gerado sobre A, com base de1 , . . . , den . Por 15.1.12 de [MR01], o
A-módulo Derk(A) é livremente gerado por extensões (únicas) de ∂ei , i = 1, . . . , n de k[e1, . . . , en]
para A. Sendo assim, pela forma que os di agem, a única opção que temos é: di = ∂ei , para todo
i = 1, . . . , n.

Resta apenas provar que os di's são invariantes. Em alguns casos, isso pode ser provado de
maneira direta. Uma demonstração do Problema de Noether Não-Comutativo para Sn, sobre qual-
quer corpo de característica 0, apareceu em [FO06]. Ela era elementar mas bastante uma envolvida.
Uma demonstração bastante simpli�cada, com a contribuição de Schwarz, também sobre qualquer
corpo de característica 0, aparece em [FS17]. É esta última que apresentaremos aqui, com algumas
melhoras técnicas. Mostremos o último detalhe:

Lema 4.5. di é invariante pela ação de Sn.

Demonstração. É su�ciente mostrar que πfij = fiπ(j) para 1 ≤ i, j ≤ n, π ∈ Sn. Vamos usar a
regra de Kramer. Seja vi o vetor  ∂ie1

...
∂ien

 .

É claro que π(vi) = vπ(i).

fij =
det(v1, . . . , Ei, . . . , vn)

det(v1, . . . , vn)
,

com Ei na posição j.
Então,

πfij =
det(vπ(1), . . . , Ei, . . . , vπ(n))

det(vπ(1), . . . , vπ(n))
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= sign(π)det(v1, . . . , Ei, . . . , vn)/sign(π)det(v1, . . . , vn),

agora com Ei na posição π(j).
E isso é igual a fiπ(j).

Agora o Problema de Noether Não-Comutativo pode ser provado para Sn seguindo as mesmas
etapas que no Teorema 4.4.

No caso arbitrário, existe uma maneira indireta de mostrar que os di's são invariantes. Por um
momento, vamos supor que W seja um grupo de pseudorre�exões irredutível. Pelo Teorema 6, nós
podemos supor que os ei e, portanto os di, todos têm coe�cientes em Q(χ). Note o seguinte: se
k′ ⊂ k é um subcorpo W -invariante e se d é um operador diferencial com coe�cientes em k′, a
questão da sua W -invariância é a mesma. quer consideremos o corpo base k ou k′. Como o corpo
Q(χ) é invariante por W , a invariância de di como um operador diferencial em ΛW∆ , com o k atual,
é equivalente a sua invariância quando k é substituído por Q(χ). Agora, o corpo é um subconjunto
de C, e repetindo o argumento a respeito de corpo de de�nição, temos que a invariância de di
não muda se considerarmos k os números complexos. Finalmente, temos acesso a resultados de
geometria algébrica:

Teorema 4.9. Seja X uma variedade irredutível, a�m e normal. Então D(X)W = {d ∈ D(X)|d(O(X)W ) ⊆
O(X)W }.

Demonstração. Knop ([Kno06]), Theorem 3.1.

ΛW∆
∼= k[e1, . . . , en]∆′ , como vimos. Pela ação dos di nos ej e a regra da cadeia, temos que

cada di, i = 1, . . . , n satisfaz as condições do teorema acima e, portanto, é invariante. Sendo assim,
�nalmente, o mor�smo (†) é um isomor�smo.

Proposição 4.4. ([FS18b], Thm. 6.8) Seja k um corpo de característica 0 arbitrário. Seja W um
grupo de pseudorre�exões irredutível. Então o Problema e Noether Não-Comutativo tem solução
positiva.

Usando isso em conjunto com o Teorema 4.7, �nalmente, temos:

Teorema 4.10. ([FS18b], Thm. 6.12) Seja k um corpo de característica 0 e W qualquer grupo de
pseudorre�exões em An(k). Então (FracAn(k))W ∼= FracAn(k).

Demonstração. A ação linear de W vem de uma representação num espaço vetorial V , em que
dimV = n = n1 + . . . + nk + m, e que na decomposição de W = W1 × . . . × WK , dada pelo
Teorema 4.7, cada Wi age num espaço de dimensão ni; m é a dimensão do subespaço invariante
por W . Temoos, então, que An(k)W é isomor�co a An1(k)W1 ⊗ Ank

(k)Wk ⊗ Am(k). Agora, basta
tomar o corpo de frações.

4.3 Cálculo Efetivo dos Geradores de Weyl; o caso de Característica
Prima

Dado o isomor�smo Dn(k)W ∼= Dn(k), em que W é irredutível, é interessante encontrar no
primeiro anel elementos X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn que satisfaçam as relações de Weyl. Pela forma que
o isomor�smo † foi construído, tais geradores podem ser encontrados já em An(k)W∆ . E o seu cálculo
também se dá de maneira efetiva: consiste apenas em resolver o sistema linear ‡ ([FS18b], sec. 5.3).

Dado que os geradores algebricamente independentes dos grupos de re�exão unitários irredutí-
veis são bem conhecidos (vide, por exemplo, [Kan01]), o método para o cálculo é imediato.

Como um exemplo: chamando J = (x1 − x2)(x2 − x3)(x1 − x3).
FracD3(k)S3 → D3(k):

x1 + x2 + x3 → X1, x1x2 + x2x3 + x1x3 → X2, x1x2x3 → X3;
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x2
1(x2 − x3)

J
∂1 +

x2
2(x3 − x1)

J
∂2 +

x2
3(x1 − x2)

J
∂3 → Y1;

x1(x3 − x2)

J
∂1 +

x2(x1 − x3)

J
∂2 +

x3(x2 − x1)

J
∂3 → Y2;

(x2 − x3)

J
∂1 +

(x3 − x1)

J
∂2 +

(x1 − x2)

J
∂3 → Y3.

Uma última palavra. Pelo Teorema de Clark-Ewing ([Kan01], Theorem 15-2), e pela classi�cação
dos grupos unitários irredutíveis de Shephard e Todd, para classi�car os grupos de pseudore�exão
irredutíveis em k, basta ver para quais grupos da lista Q(χ) estão contidos em k. Checando a lista,
vemos que Q(χ) envolve apenas os elementos εn = e2πi/n(n ≥ 1), εn + ε−1

n ,
√
±2,
√

5,
√

7 ([Kan01],
pág. 175).

Em particular, notando que os grupos de Weyl tem corpo de de�nição Q, e que todo corpo de
característica p contem o subcorpo Zp, temos que dado um grupo de Weyl �xo W , os geradores de
Weyl em Dn(k)W otidos acima possuem seus coe�cientes em Q e, portanto, dado um p su�cien-
temente grande, eles e a veri�cação das relações de suas relações de Weyl podem ser levados num
corpo de característica p. Ou seja:

Proposição 4.5. (Futorny-Schwarz) Seja An(k) a Álgebra de Weyl sob um corpo de característica
arbitrária (neste caso precisamos ser cuidadosos com a de�nição: é a álgebra dada pelos geradores
x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n com as relações de Weyl usuais ([Pre10])). Seja W um grupo de Weyl, �xo
durante sua discussão, agindo linearmente em An(k) (isto é possível - lembre que sua ação cris-
talográ�ca manda geradores algebricamente independentes em combinações lineares integrais dos
demais). Então FracAn(k)W ∼= FracAn(k) para char k >> 0.

É um problema interessante estudar generalizações do Problema de Noether Não-Comutativo
em característica prima.

4.4 Uma conjectura relacionando O Problema de Noether e sua
versão Não-Comutativa

Essa Conjectura é uma elaboração daquela heurística proposta pelo aluno em [Sch15b], Sec. 6:

Conjectura. (Schwarz) Seja k qualquer corpo de característica 0. Seja G um subgrupo �nito de
GL(V ), V um espaço vetorial de dimensão n. Se o Problema de Noether tem solução positiva para
Frac S(V ∗)G, então sua versão não-comutativa tem solução positiva para FracD(S(V ∗))G.

Nesta seção iremos demonstrar essa Conjectura. Ela nos permite redemonstrar todos os casos po-
sitivos do Problema de Noether Não-Comutativo apresentados anteriormente de maneira uniforme,
além de obter alguns novos casos de solução postiva.

Comecemos a demonstração. Nosso argumento segue de perto aquele usado em [LS95] para
demonstrar o Teorema 3.4.

Seja W um grupo �nito arbitrário agindo num espaço vetorial V de dimensão �nita. Estenda
essa ação para O(V ∗) = k[x1, . . . , xn]. A hipótese de que o Problema de Noether tenha solução
positiva é precisamente: FracO(V ∗)W ∼= k(x1, . . . , xn).

Estenda agora a ação de W para An(k) = D(O(V ∗)). Denote por B a subalgebra de An(k)W

gerada pelas suas subalgebras O(V ∗)W = k[x1, . . . , xn]W e O(V )W = k[∂1, . . . , ∂n]W . Nós temos
que cada elemento de S = O(V ∗)W − {0} age de maneira ad-nilpotente em An(k), e portanto em
An(k)W e B. Portanto, S é um conjuto de Ore à esquerda e à direita em ambas as álgebras, por
[KL00], Thm. 4.9.

Relembremos um lema técnico:

Lema 4.6. Seja L uma estensão de corpo �nitamente gerada de k, com tdegk L = l. Seja R uma
sub(k)álgebra de D(L), contendo L; e induza nela uma �ltração a partir daquela de D(L), por



42 INVARIANTES DE OPERADORES DIFERENCIAIS: RACIONALIDADE NÃO-COMUTATIVA 4.5

ordem de operador diferencial. Se gr R contém uma subalgebra B, �nitamente gerada, graduada e
L-álgebra, com KdimB = l, então R = D(L) (Kdim é a dimensão de Krull).

Demonstração. [LS95], lemma 8.

Chame F = FracO(V ∗)W .

Teorema 4.11. ([FS18b], Lemma 4.2) FracAn(k)W ∼= FracD(F ).

Demonstração. Nós temos B ⊂ An(k)W por de�nição, e An(k)W ⊂ D(O(V ∗)W ) por restrição de
domínio. Após localizar por S temos:

BS ⊂ An(k)WS ⊂ D(O(V ∗)W )S = D(F ),

onde a última igualdade segue de D(O(V ∗)W )S = D(O(V ∗)WS ) = D(F ), usando [Muh88], Proposi-
tion 1.8. Considere a �ltração em BS induzida daquela em D(F ). Como O(V ∗)W ⊂ B, temos que
grBS contém F ⊗ O(V ∗)W como uma F -subálgebra. Como a dimensão de Krull de um anel de
polinômios em n variáveis é n e O(V ∗) é módulo �nito sobre O(V ∗)W , essa subálgebra também
tem dimensão de Krull n ([MR01]). Portanto, podemos aplicar o lema acima, e assim BS = D(F ).
Concluímos que D(F ) ⊂ An(k)WS ⊂ D(F ), o que nos dá o que queríamos.

Observação. Note que não usamos a igualdade B = An(k)W , apenas que B ⊂ An(k)W .

Finalmente:

Corolário 4.1. ([FS18b], Thm 4.4) O Problema de Noether impllica o Problema de Noether Não-
Comutativo para uma ação linear de um grupo �nito W .

Demonstração. De fato, neste caso, F é uma extensão puramente transcedental, e portanto FracAn(k)W ∼=
FracD(k(x1, . . . , xn)) ∼= FracAn(k).

Corolário 4.2. ([FS18b], Corol. 4.5)

• O Problema de Noether Não-Comutativo tem solução positiva para a ação por permutação dos
grupos alternantes Ai, i = 3, 4, 5.

• O Problema de Noether Não-Comutativo tem solução positiva para n = 3 e k algebricamente
fechado.

Finalizamos esta seção com dois problemas.

Problema. (Schwarz) Encontrar um contraexemplo para o Problema de Noether Não-Comutativo,
ou seja, um grupo �nito G que age linearmente na álgebra de Weyl tal que Dn(k)G não seja um
corpo de Weyl.

Problema. (Schwarz) Encontrar um grupo �nito G com ação linear de forma que o Problema de
Noether tenha solução negativa, mas o Problema de Noether Não-Comutativo tenha solução positiva;
ou provar que eles são equivalentes.

4.5 Corpos de Frações de Anéis de Operadores Diferenciais

Nesta seção discutiremos uma signi�cativa generalização do resultado da seção anterior no caso
em que k = C. Como aplicação, obteremos nosso resultado sobre o corpo de anéis de operadores
diferenciais no toro de [EFOS17] como corolário.

Começamos esta seção com uma seguinte observação: se X é uma variedade suave, é bem
conhecido que D(X) admite anel de frações no sentido de Ore, como segue do Teorema 1.1. No caso
dela ser singular isso também é válido. Seja B = O(X) e L = FracB. Nós podemos realizar D(B)
como uma subálgebra deD(L): consiste dos d ∈ D(L) tais que d(B) ⊂ B ([MR01], 15.5.5(iii)). Como
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L é regular, pelo Teorema 1.1, temos que D(B) é uma subálgebra de um domínio não-comutativo
de dimensão de Gelfand-Kirillov �nita; portanto o mesmo vale para D(B). Agora, basta aplicar um
resultado de Jategaonkar ([KL00], Prop. 4.13).

Lema 4.7. ([FS18b], Lemma 3.2) Seja X é uma variedade a�m irredutível e G um grupo de
automor�smos �nito de X. Suponha que X/G seja birracionalmente equivalente a uma varieade a�m
irredutível Y . Então se X satisfaz alguma das condições do Teorema 4.3, item 2, FracD(X)G ∼=
FracD(Y ).

Demonstração. Seja S o conjunto de elementos regulares em O(X)G. Como X é irredutível, O(X)G

é um domínio; como X/G é birracional a Y , então O(X)GS = FracO(X)G ∼= FracO(Y ). Então
FracD(X)G ∼= FracD(X/G) ∼= FracD(X/G)S ∼= FracD(O(X)GS ) ∼= FracD(FracO(Y )) ∼=
FracD(Y ). Usamos o resultado sobre localização do Capítulo 1, Proposição 1.2.

Teorema 4.12. ([FS18b], Thm 1.2) Seja X uma variedade a�m irredutível e G um grupo �nito de
automor�smos de X. Se X/G é birracionalmente equivalente a uma variedade a�m irredutível Y ,
então FracD(X)G ∼= FracD(Y ).

Procederemos em etapas: pelo Teorema 4.3, existe um aberto V onde a ação de G se restringe
e é livre, e π : X → X/G se restringe a um mapa quociente π : V → V/G, onde V/G é um aberto
denso de X/G. Pelo teorema de Hilbert-Noether, este mor�smo é �nito, e logo ele é a�m ([Har77],
Exercício 5.17). Seja W um aberto principal de X/G contido em V/G, e seja U = π−1(W ). U é
a�m, e como é uma união de órbitas, G age de maneira livre em U . Logo, temos um mapa quociente
π : U →W ; e W sendo aberto em X/G, é birracional a Y . Assim:

Lema 4.8. FracD(U)G ∼= FracD(Y ).

Demonstração. Basta aplicar o lema 4.7.

Lema 4.9. Seja U o aberto denso acima. Então existe um polinômio G-invariante f tal que o
aberto principal SpecO(X)f está contido em U . Note que, como f é G-invariante, esse aberto é
G-invariante, e portanto a ação é livre.

Demonstração. Existe um polinômio h tal que SpecO(X)h ⊂ U , uma vez que os abertos principais
formam uma base da topologia de Zariski. Basta considerar o elemento f =

∏
g∈G g(h).

Considere agora a inclusão SpecO(X)f ⊂ U ⊂ X. Como a variedade é integral, nós temos,
aplicando o funtor contravariante D(.) do feixe de operadores diferenciais, a inclusão D(X) ⊂
D(U) ⊂ D(X)f ([Liu02], Pro. 2.4.18 (c)). Tomando invariantes por G, se tem: D(X)G ⊂ D(U)G ⊂
(D(X)f )G = (D(X)G)f . Tomando o corpo de frações: FracD(X)G ⊂ FracD(U)G ⊂ FracD(X)G.
Logo, FracD(X)G = FracD(U)G ∼= FracD(Y ). Assim, a demonstração de Teorema 4.12 está
completa.

Observação. Analisando a prova em detalhes, acreditamos que ela funcione para qualquer corpo k
algebricamente fechado � talvez com algumas hipóteses simples sobre sua cardinalidade, se neces-
sário.

Observação. Note que, em particular, no caso complexo, o resultado acima demonstra novamente
a nossa Conjectura, com a vantagem de que temos um entendimento geométrico na demonstração.

Em [EFOS17], discutimos também uma versão do Problema de Noether para certas ações dos
grupos de Weyl clássicos no anel de operadores diferenciais no n-toro. Seu anel de funções regulares é
C[x±1 , . . . , x

±
n ], e ele tem n automor�smos naturais ε1, . . . , εn, agindo da seguinte forma: εi manda xi

para −x−1
i e �xa xj quando j 6= i. Tais automor�smos são estendidos naturalmente (por conjugação)

para Ãn(C), o anel de operadores diferenciais no toro, de forma que εi(∂i) = x2
i ∂i e �xa ∂j quando

j 6= i. Como Ãn(C) é a localização da álgebra de Weyl por x1, . . . , xn, a descrição dos automor�smos
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εi está completa. Nós podemos, assim, considerar uma ação de Zn2 em Ãn(C) � a base de Zn2 será os
automor�smos ε1, . . . , εn. Temos também, pela permutação usual de variáveis, uma ação de Sn em

Ãn(C), e tomando o produto semiderto Zn2 o Sn, obtemos uma ação do grupo de Weyl Bn(= Cn).
Restringindo para o subgrupo óbvio, obtemos também uma ação de Dn.

Proposição 4.6. Seja O(Tn) o anel de funções regulares no toro.

• O(Tn)Bn é uma álgebra polinomial gerada por ei(x1 +x−1
1 , . . . , xn+x−1

n ), i = 1, . . . , n, onde os
ei são os polinômios simétricos elementares. Em particular, Tn/Bn é isomor�co a um espaço
a�m de dimensão n.

• Existe um polinômio de Laurient Bn-invariante ∆ tal que, sendo Z o conjunto Zariski-fechado
onde ele se anula, a ação de Bn se restringe a uma ação livre em U = Tn − Z; U é a�m:
SpecΓ∆, onde chamamos Γ = O(Tn).

Demonstração. [EFOS17], Proposition 2.

Para Dn as coisas são um pouco mais complicadas. Os detalhes completos estão em [EFOS17],
Proposition 3. Vamos anotar apenas o necessário.

Proposição 4.7. O(Tn)Dn é isomór�co a uma localização da álgebra de polinômios em n variáveis;
existe um polinômio de Laurient ∆ que é Dn invariante e tal que, sendo Z seu conjunto de zeros,
Dn tem sua ação restringida a uma ação livre no aberto U = Tn − Z. U é a�m: SpecΓP , onde
chamamos Γ = O(Tn), e P é um polinômio de Laurient adequado.

Teorema 4.13. ([EFOS17], Theorem 3) Frac Ãn(C)
Wn ∼= Dn(C), quando Wn = Bn, Dn, Sn.

Demonstração. Como O(Tn)Wn é birracional ao espaço a�m em todos os casos, basta aplicar o
Teorema 4.12.

4.6 Aplicação para Álgebras Racionais de Cherednik

Vamos usar a solução positiva do Problema de Noether Não-Comutativo para grupos de re-
�exão unitários para uma versão da Conjectura de Gelfand-Kirillov para as álgebras racionais de
Cherednik. Para as suas aplicações em diversas áreas da matemática e matemática física, assim
como as suas generalizações � as álgebras de re�exão simpléticas � nós colocamos como referência
o trabalho original [EG02].

SejaW um grupo �nito de re�exões unitárias agindo num espaço vetorial complexo de dimensão
�nita h. Seja S seu conjunto de re�exões e, para cada s ∈ S, escolha αs ∈ h∗ e α∨s ∈ h de forma
que αs seja um autovetor de λs (o autovalor não trivial de s em h∗); e α∨s seja um autovetor de λ−1

s

(o autovalor não trivial de s em h). Por simplicidade nós normalizaremos os vetores no pareamento
natural h ∗ ×h de forma que (αs, α

∨
s ) = 2. Seja c : S → C uma função invariante por conjugação

por elementos de W .
Considere a álgebra Hc,t(W,h), t 6= 0, dada pelo quociente de CW n T (h⊕ h∗) pelas relações:

[x, x′] = [y, y′] = 0; [y, x] = ty(x)−
∑
s∈S

(y, αs)(x, α
∨
s )s,

com x, x′ ∈ h∗, y, y′ ∈ h.
Hc,t(W,h) é a chamada de álgebra racional de Cherednik.

Teorema 4.14. (Mergulho de Dunkl) Existe um mergulho de Hc,t(W,h) em D(hreg) ∗W , onde
hreg é h com os hiperplanos associados às pseudorre�exões removidos.

Demonstração. [EM10], Remark 3.6.
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De�nição 4.3. Seja e = 1/|W |
∑

w∈W w ∈ Hc,t(W,h) e Uc,t(W,h) = eHc,t(W,h)e. Essa álgebra é
chamada subálgebra esférica (da álgebra de Cherednik racional).

Observação. Tudo que �zemos até agora pode ser feito com t = 0. Contudo, neste caso, a subálgebra
esférica seria comutativa, o que não nos interessa ([EM10], Proposition 3.8).

Corolário 4.3. O mergulho de Dunkl da álgebra racional de Cherednik se restringe a um mergulho
de Uc,t(W,h) em D(hreg)W , e tal mergulho é uma equivalência birracional.

Demonstração. [EM10], Proposition 3.12.

Com este corólario, segue imediatamente dos nossos resultados do Problema de Noether Não-
Comutativo para grupos de re�exões unitários:

Teorema 4.15. ([EFOS17], Theorem 5) O corpo total de frações de Uc,t(W,h), independentemente
da escolha de c e t, é isomór�co a Dn(C), onde n = dimh.

Na verdade, como vimos, D(hreg)W é apenas uma localização de D(h)W . Então mais pode ser
dito:

Corolário 4.4. O Problema de Noether Não-Comutativo para grupos de re�exão unitários e a
Conjectura de Gelfand-Kirillov para subálgebras esféricas são equivalentes.

4.7 Notas e Referências

Este capítulo é uma exposição do material em [Sch15b], [EFOS17], [FS17] e [FS18b], mas com
uma organização lógica distinta � especialmente referente ao Problema de Noether para anéis de
operadores diferenciais no toro. Temos também alguns enunciados que não constam nos artigos
anteriores. A abordagem do Conjectura de Gelfand-Kirillov para sublgebras esféricas difere daquele
em [EFOS17] - mais detalhes são apresentados. Agradecemos a Jacques Alev pela contribuição
importante, por meio de valiosas discussões.
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Capítulo 5

Invariantes de operadores diferenciais:
categorias de Gelfand-Tsetlin

Não será possível dar as referências bibliográ�cas completas, nessa introdução, às ideias que
geraram a teoria de Álgebras de Galois (para manter a já grande bibliogra�a desta tese menor que
ℵ0). Para a história completa, nos referimos a [FO10], [FO14] e ao survey [Fut18]. A ideia principal
por trás da teoria de álgebras e Galois é mergulhar uma álgebra associativa em um anel de grupo
torcido, para iluminar aspectos de sua teoria de representações. Essa ideia se originou no trabalho
de Block [Blo81], onde ele classi�cou todos os módulos irredutíveis sobre A1(C) e U(sl2) (sobre os
complexos). A ideia consiste, essencialmente, via este mergulho, associar todos os módulos simples
a elementos irredutíveis no anel de polinômios torcido de uma variável sobre um anel de divisão.
Posteriormente, resultados similares foram obtidos para outras álgebras de Weyl generalizadas de
dimensão de Gelfand-Kirillov pequena (ver as referências em [FO10], [FO14], [FS17]). Apesar do
interesse óbvio, existe uma grande obstrução em estender essa técnica para álgebras de Lie simples
de posto maior que 1. Contudo, de maneira independente, Khomenko [Kho05] e Futorny e Ovsienko
[FO06] obtiveram um nergulho de U(gln) (e U(sln)) em invariantes de um anel de grupo torcido
sob a ação de produtos do grupo simétrico. Este foi foi o ponto de partida para o desenvolvimento
da teoria de estrutura e representações de álgebras de Galois, levada a cabo em [FO10] e [FO14].
A teoria de estrutura é extremamente rica, e é uma generalização da teoria clássica de ordens
([MR01], Cap. 3.1, Cap 5.3). A teoria de representações generaliza aquela de módulos de Gelfand-
Tsetlin para gln, e busca uma aparato conceitual uni�cado para resultados de álgebras de Lie
simples e álgebras de Weyl generalizadas. Mais precisamente, essa teoria pode ser vista como uma
continuidade da teoria inciada por Drozd, Futorny e Ovsienko em [DFO94], à respeito de categorias
de Harish-Chandra, no caso especí�co em que a subálgebra em que se fará os argumentos de indução
e restrição é comutativa. Nós usaremos a teoria de módulos de Gelfand-Tsetlin gln como ilustração
do poder conceitual da teoria de álgebras e ordens de Galois, dando vários exemplos de aplicações
ao longo deste Capítulo. Contudo, nosso foco será em anéis de operadores diferenciais e álgebras de
Weyl Generalizadas � onde obtemos a maior parte dos resultados inéditos.

Encerramos essa introdução com uma grande lista de álgebras conhecidas como sendo de Galois,
e comentamos que as adequadas versões (clássica ou quantizada) da Conjectura de Gelfand-Kirillov
valem para todas (o que é provado em [FMO10], [FH14] e nesta tese � que também devidamente
aumenta signi�cativamente o tamanho da lista de álgebras de Galois conhecidas). O corpo base é
sempre algebricamente fechado de característica 0:

• GWA's sobre domínios de integridade com automor�smso de ordem in�nito, como: as álgebras
de Weyl, o plano quântico, a deformação quântica da álgebra de Heisenberg, a quantizações
da Álgebra de Weyl, a álgebra de Witten-Woronowicz, etc ([FO10]).

• A álgebra universal envolvente U(gln) ([FO10]).

• �Shifts"de Yangianos e W álgebras �nitas associadas a gln ([FMO10]).

47
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• O grupo quântico Uq(gln) ([FH14]).

• Certos invariantes de anéis de operadores diferenciais sobre o toro ([FO10]).

Revisitaremos vários destes exemplos neste capítulo.

5.1 Álgebras de Galois: De�nição e estrutura

Todos os anéis considerados a partir de agora serão álgebras sobre um corpo algebricamente
fechado, de característica 0, k.

Seja K um corpo, L uma extensão de Galois �nita de K, com G = Gal(K/L). Seja M ⊂
Autk L um monóide que age em L por automor�smos. Suporemos que tal monóide possui a seguinte
propriedade:

De�nição 5.1. Nós dizemos que, nas condições acima, o monóide M possui a propriedade de
separação se, dados m,m′ ∈M, m|K = m′|K implica em m = m′.

Observação. Uma condição necessária para a propriedade de separação é M ∩G = {id}. Se M é
um grupo, ela é su�ciente ([FO10], Lema 2.2).

Iremos supor também que existe uma ação de G em M, e que esta se dá por conjugação:
g.m(l) = g(m(g−1(l))), g ∈ G,m ∈M, l ∈ L. Desta forma, é fácil ver que temos uma ação de G no
anel de grupo torcido L ∗M, dada por: g(lm) = g(l)g.m, g ∈ G, l ∈ L,m ∈ M. Chamemos o anel
de invariantes pela ação deste grupo de K.

De�nição 5.2. Seja Γ um domínio �nitamente gerado sobre k tal que FracΓ = K. Uma álgebra
�nitamente gerada sobre Γ, U , e contida em K, é chamada de uma álgebra de Galois se KU =
UK = K. Nós denotaremos o fecho integral de Γ em L por Γ.

Temos a seguinte condição necessária, que será utilizada todo o tempo, para decidir quando um
Γ-anel U é uma álgebra de Galois, supondo U ⊂ K. Cada elemento x de K (em particular cada
elemento de U) pode ser escrito da forma x =

∑
m∈M xmm. Denotemos por supp x o conjunto dos

m tais que xm é não nulo.

Proposição 5.1. ([FO10], Proposition 4.1) Seja U um Γ-anel contido em K e gerado (sobre Γ) por
u1, . . . , uk. Se

⋃k
i=1 supp uk gera M como monóide, então U é uma álgebra de Galois.

Ssaremos esta proposição frequentemente da seguinte forma. Inicialmente, iremos re-enunciar,
de uma maneira mais conveniente, o Teorema de Montgomery e Small (Teorema 3.2):

Teorema 5.1. Seja U uma k álgebra Noetheriana à esquerda e à direita, �nitamente gerada. Seja
G um grupo �nito de automor�smos de álgebra de U . Então UG é uma k-álgebra �nitamente gerada.

Lema 5.1. Seja U um Γ-anel contido em K, �nitamente gerado e com elementos u1, . . . , uk tais
que

⋃k
i=1 supp uk gera M como monóide. Então U é uma álgebra de Galois.

Demonstração. Ora, um conjunto �nito de geradores de U como álgebra, unido com u1, . . . , ul,
resulta em outro conjunto �nito de geradores de U como álgebra. O resultado segue da Proposição
5.1.

Vamos as principais propriedades estruturais das álgebras de Galois:

Teorema 5.2. Seja U um Γ-anel contido em K.

• KU = K é equivalente a UK = K;

• Suponha U uma álgebra de Galois. U ∩K é uma subálgebra comutativa maximal em U ;
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• Suponha U uma algebra de Galois. Seja S = Γ− {0}. Então US ∼= K; o mesmo vale para sua
localização à esquerda.

Demonstração. [FO10], Lema 4.1, Theorem 4.1, Proposition 4.2

O último item é de extrema importância. Toda álgebra de Galois U em K terá o mesmo anel de
quocientes � a saber, o de K. Realizações de álgebras associativas como álgebras de Galois portanto
permitem uma estratégia para calcular seus anéis de frações (ver [FMO10], [FH14], [Har17b]).

Iremos discutir aqui, em particular, aplicações da Conjectura de Gelfand-Kirillov para álgebras
de Lie.

Na Teoria de álgebras de Galois, nós frequentemente as mergulhamos em álgebras de operadores
de shift : S = C(t1, . . . , tn) ∗ Zn, onde a base canônica do grupo será chamada de σ1, . . . , σn, com
ação σi(tj) = ti − δij , i, j = 1, . . . , n. Existe uma ação dos grupos de Weyl Sn, Bn, Dn em S, que
será chamada de natural, da seguinte forma: Sn permuta as variáveis ti da maneira usual, e age
por conjugação em Zn, o que resulta, de maneira esperada, em: π(σi) = σπ(i), π ∈ Sn, i = 1, . . . , n.
Chamando novamente a base de Zn2 de ε1, . . . , εn, nós também temos uma ação por conjugação na
base de Zn: εi(σj) = σ−1

j , εi(σj) = σj , j 6= i. A ação em C(t1, . . . , tn) é um pouco diferente da usual:
εi(ti) = 2 − ti, εi(tj) = tj , i 6= j. Com esses automor�smos, é claro como de�nir as ações de Bn e
Dn.

Usando o Teorema de Noether Não-Comutativo para o Toro (Teorema 4.13), e o último item
destacado do teorema acima, é fácil deduzir ([EFOS17], Lemma 2, Lemma 3):

Teorema 5.3. ([EFOS17], Theorem 6) Seja U uma álgebra de Galois em L ∗MG tal que:

• L = C(tij , i = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , ni; z1, . . . , zm) para inteiros m,n1, . . . , nN .

• G = G1 × . . . × GN ; cada Gs é um grupo de Weyl clássico que age naturalmente apenas nas
variáveis ts1, . . . , tsns, s = 1, . . . , N , �xando as demais..

• M = Zn atua por shifts em t11, . . . , tN,nN
, n = n1 + . . .+ nN ; e cada Gi atua por conjugação

em sua parte correspondente em Zn.

Então U tem anel de frações FracAn(C(z1, . . . , zm)).

Um exemplo de álgebras que satisfazem a condição acima são as álgebras de Galois lineares:

De�nição 5.3. Seja G um produto direto de grupos de Weyl clássicos agindo num espaço vetorial
V complexo de dimensão �nita n e, portanto, em L = Frac S(V ∗). Seja K = LG; ele é claramente
um corpo racional. Nós temos uma álgebra de Galois linear exatamente no caso de uma álgebra de
Galois com FracΓ = K, K e L nas condições acima.

As álgebras que satisfazem as condições do teorema acima são exatamente as álgebras de Galois
lineares com M ∼= Zn agind por shifts, e incluem diversos exemplos conhecidos de álgebras de Galois
([EFOS17], Section 6) . Em particular, em [FO06], [FMO10], foram obtidos mergulhos de U(gln) e
U(sln) em invariantes de álgebras de operadores shift por ações de produtos de grupos simétricos.
A ideia por trás disso é a teoria de Módulos de Gelfand-Tsetlin e seus tableaux (como desenvolvida,
por exemplo, em [DFO94]), e um passo crucial é a conexão entre a subalgebra de Gelfand-Tsetlin
com invariantes de uma álgebra polinomial (Teorema 1.3). Em particular, a teoria de álgebras
de Galois permite uma nova prova para a Conjectura de Gelfand-Kirillov para tais álgebras. Na
verdade, mais informação pode ser obtida. Como pode ser visto em [FO06] ou [FMO10], é possível
obter uma forma mais explícita para o mergulho birracional de U(gln) numa álgebra associatiava
adequada: a saber, em A′1(k)S1⊗ . . .⊗A′n−1(k)Sn−1⊗k[t1, . . . , tn]Sn , em que A′i(k) é uma localização
da álgebra de Weyl. Dada a forma dessa equivalência birracional, não é difícil ver o notável:

Corolário 5.1. ([FO06]) A Conjectura de Gelfand-Kirillov para gln é equivalente ao Problema de
Noether Não-Comutativo para Sn.
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O Teorema 2 também tem implicações para as álgebras de Lie ortogonais e simpléticas. Elas
também também tem uma teoria de tableau de Gelfand-Tsetlin, e compartilham de várias das
propriedades de gln que foram utilizadas na sua realização como álgebra de Galois ([Mol06]; [Maz01]
para o caso especí�co das álgebras ortogonais). Contudo, as fórmulas e padrões de Gelfand-Tsetlin
são muito mais complexos. Além disso, o Teorema 2 indica di�culdades esperadas numa eventual
realização como álgebra de Galois - isto implicaria a Conjectura de Gelfand-Kirillov caso a realização
fosse �natural"como a de gln. Isto permance uma expectativa interessante para resolver o caso em
aberto das álgebras de Lie de tipo C. Contudo, sabemos que a Conjectura é falsa para as álgebras
de Lie ortogonais. Portanto, alguma engenhosidade é necessária para sua realização como álgebra
de Galois. Ainda assim, é conjecturado que ela possua tal estrutura, e isso também iluminaria a
questão de Gelfand-Kirillov para U(L), onde L é ortogonal: o resultado de Premet ([Pre10]) mostra
apenas que o seu anel de frações não é um corpo de Weyl; ele não dá uma forma explicita para o
anel de frações. Uma realização de U(L) como álgebra de Galois resolveria este problema.

Vamos introduzir algumas propriedades adicionais que uma álgebra de Galois pode ter. Elas
revelaram ter extrema importância na sua teoria de representações.

De�nição 5.4. Seja U uma álgebra de Galois sobre Γ em K. Se para todo espaço vetorial de
dimensão �nita à esquerda (direita) W sobre K em K, nós temos que W ∩ U é um Γ-módulo
�nitamente gerado à esquerda (direita), então U é chamada de uma ordem de Galois à esquerda
(direita). Caso seja ambos, dizemos apenas ordem de Galois. Se para todo u ∈ U , ΓuΓ é �nitamente
gerado tanto à esquerda quanto à direita como Γ-módulo, dizemos que Γ é uma subálgebra de Harish-
Chandra.

Observação. A noção de subálgebra de Harish-Chandra, como �ca claro, independe do mergulho de
U num anel de monóides torcido. De fato, essa noção predata a teoria de álgebras de Galois, tendo
sido desenvolvida por Drozd, Futorny e Ovsienko em [DFO94], sem a necessidade de comutatividade,
com o intuito de generalizar o conceito de módulos de Harish-Chandra, como desenvolvido, por
exemplo, em [Dix74]. Em [Maz01], é provado, por exemplo, que a subálgebra de Gelfand-Tsetlin de
U(L), para L simples ortogonal, é de Harish-Chandra; e também que ela é maximal. Notamos que
isto são indícios que apontam para a sua possível realização como ordem de Galois, mencionada
acima.

Se seguem algumas proposições úteis para identi�car quando temos uma ordem de Galois, ou
quando Γ é Harish-Chandra.

Proposição 5.2. Se U é um Γ-módulo projetivo à esquerda (direita), com Γ Noetheriana, então
ela é uma ordem de Galois à esquerda (direita).

Demonstração. [FO10], Corollary 5.2

Proposição 5.3. Seja U uma álgebra de Galois sobre Γ, �nitamente gerada como k álgebra, em K.
Então Γ é Harish-Chandra se, e somente se, mΓ = Γ, para todo m ∈M.

Demonstração. [FO10] Proposition 5.1

Proposição 5.4. Se U é uma ordem de Galois sobre Γ, �nitamente gerada como k álgebra, então
Γ é uma subálgebra de Harish-Chandra.

Demonstração. [FO10] Corol. 5.4.

Vamos exempli�car as propriedades estruturais das ordens de Galois com alguns resultados. É
um resultado bastante folclórico que, em U(gln(k)), a subalgebra de Gelfand-Tsetlin é maximal. A
primeira prova completa obtida deste fato foi por Ovsienko em [Ovs02]. Contudo, a prova é bastante
complexa. Com a teoria de ordens de Galois, a demonstração �ca extremamente simples.

Comecemos com uma proposição:
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Lema 5.2. Suponha que U seja uma ordem de Galois sobre um Γ integralmente fechado. Então Γ
é uma subálgebra comutativa maximal de U .

Demonstração. Sabemos que U∩K é uma subálgebra comutativa maximal. Pela de�nição de ordem
de Galois, nós temos que U∩K é um módulo �nitamente gerado sobre Γ, e como esta é integralmente
fechada, que U ∩K = Γ.

Como vimos, U(gln) é uma álgebra de Galois sobre sua subalgebra de Gelfand-Tsetlin Γ, e esta
é polinomial (Capítulo 1, seção 3). Pela Proposição 5.2 e o Teorema 1.4, U(gln) é uma ordem de
Galois, e o resultado acima implica a maximalidade de Γ como subálgebra comutativa.

5.2 Fibras e Módulos de Gelfand-Tsetlin para Ordens de Galois

Nós vamos assumir que U ⊂ K seja uma álgebra de Galois e que Γ seja �nitamente gerada e
Harish-Chandra. Nessas condições, temos a fundamental de�nição:

De�nição 5.5. (Módulos de Gelfand-Tsetlin) Um módulo M à esquerda �nitamente gerado sobre
U é chamado de Gelfand-Tsetlin sobre Γ se a restrição M |Γ se decompõe como soma direta:

M |Γ =
⊕

m∈SpecmΓ

M(m),

onde M(m) = {x ∈M |mkxx = 0, kx > 0 ∈ N}.

A categoria dos módulos de Gelfand-Tsetlin de U sobre Γ, denotada por GT (U,Γ) possui boas
propriedades; e inclui o caso usual da teoria de gln, como vimos na seção anterior. A saber, GT (U,Γ)
possui uma decomposição natural em blocos, e é uma subcategoria abeliana e extensionalmente
fechada de Mod− U ([FO14], Section 3).

Contudo, mais importante para nós será analisar como ideias maximais de Γ se extendem para
módulos irredutíveis em GT (U,Γ). O resultado que buscamos é, digamos, inspirado no seguinte, de
álgebra comutativa:

Proposição 5.5. Sejam A,B álgebras comutativas �nitamente geradas, com A ⊂ B, B integral
sobre A. Considere o mapa Φ : SpecmB → SpecmA: ele tem �bras não vazias; se B é um de tipo
�nito sobre A, as �bras são todas �nitas.

Demonstração. Este é mais um exemplo de resultado bem conhecido cuja demonstração é simples.
Isso signi�ca que não é tão fácil encontrar a demonstração na literatura, e eu a incluo aqui: para o
primeiro item, basta usar o teorema �Going Up"de álgebra comutativa ( Teorema 0.2), e o seguinte
fato: se m é um ideal maximal de A eM um ideal primo de B tal queM ∩A = m, entãoM também
é maximal ( Corolário 0.1). Para o segundo item, considere m um ideal maximal de A, e substitua A
por F = A/m e B por B/mB. O que nós queremos provar agora é que SpecB é �nito e constituído
apenas por ideais maximais. Se p é um ideal primo de B, então B/p é integral sobre F e, portanto,
um corpo (Teorema 0.1) e, portanto, p é maximal. Então SpecB = SpecmB = conjunto dos ideais
primos minimais de B, o que implica que B é artiniano e SpecmB é �nito (Teorema 0.3).

Como existe uma correspondência entre ideais maximais e caractéres em álgebras comutativas
�nitamente geradas sobre um corpo algebricamente fechado, este é um resultado, dito de outra
forma, de extensão de caracteres χ ∈ Homk(A, k) para cacteres em B; e a �nitude de tais extensões.
Esse é um resultado de teoria de representações, essencialmente.

No nosso caso, a situação é como se segue. A inclusão Γ ⊂ U induz, por restrição, um funtor
da categoria de módulos �nitamente gerados em Mod−U para GT (U,Γ). Isso é equivalente a uma
função multivaluada φ que associa, para cada m ∈ SpecmΓ, o conjunto φ(m) de left−SpecmU de
ideais à esquerda maximais que contém m. Isto nada mais são do que as �bras do mapa induzido
Φ : left− SpecmU → SpecmΓ.
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O resultado fundamental é que, sob condições adequadas, elas tem bom comportamento.
Seja m um ideal maximal em Γ e lm uma extensão sua para Γ (é um fato bem conhecido de

álgebra comutativa que eles são �nitos em número, e.g., [FO14] Corol 2.2). Seja Mm o estabilizador
de lm pela ação de M. Mm será um grupo, de�nido unicamente a menos de conjugação por G, e
portanto sua cardinalidade é bem de�nida.

Nossos principais teoremas sobre �bras são os seguintes:

Teorema 5.4. (Teorema Principal da Teoria de Ordens de Galois) Seja Γ uma álgebra �nitamente
gerada, domínio, e U uma ordem de Galois à direita sobre Γ. Seja m ∈ SpecmΓ, com Mm de
cardinalidade �nita. Então:

• A �bra φ(m) é não-vazia;

• Se U , além disso, é uma Ordem de Galois sobre Γ, φ(m) é �nita.

Demonstração. [FO14], Main Theorem.

Existe também uma interessante identi�cação, por meio de módulos, de quando uma álgebra de
Galois é uma ordem:

Proposição 5.6. Sejam U e Γ, nas mesmas hipóteses do teorema anterior, com a adição de que:
m(Γ) ⊂ Γ, para todo m ∈M. Então U é uma ordem de Galois à esquerda sobre Γ se, e somente se,
todo a �bra de todo ideal m ∈ SpecmΓ com relação ao mapa Φ é não-nula (e de maneira análoga
à direita, com as modi�cações necessárias).

Demonstração. [FO14], Corol 4.9.

Finalmente, em [FO14] existe um teorema (a saber, 4.12), que permite encontrar limitantes para,
dado m ∈ Specm ∈ Γ, nas condições do Teorema acima, do número de classes de isomor�smos de
módulos simples em GT (U,Γ) com N(m) não-nulos; e também limitantes para a dimensão (sobre
k) de N(m). No caso de U ser livre sobre Γ, tais estimativas são bastante efetivas ([FO14], Teo.
4.12 (c)).

Esse caso se aplica a teoria de módulos de Gelfand-Tsetlin para gln, permitindo obter uma
versão mais precisa daqueles obtidos por Ovsienko em [Ovs02]: ambos os números são limitados por
1!2! . . . n! ([FO14], Corol. 5.3).

Aproveito aqui a oportunidade para apresentar a prova de um resultado sempre mencionado,
mas cuja prova escrita desconheço: a categoria de módulos de Gelfand-Tsetlin para gln contém a
Categoria BGG ([Hum08]) (e portanto é uma categoria maior onde o problema de classi�cação de
módulos irredutíveis é acessível). A prova não é difícil:

Demonstração. Em geral, não é verdade que todo módulo de peso irredutível para a subálgebra de
Cartan seja de Gelfand-Tsetlin. Contudo, quando os espaços de peso são de dimensão �nita, este é o
caso, pois Γ tem um autovetor comum em todo espaço de peso não-nulo. Portanto, todo módulo de
peso máximo, e em particular, todo módulo da categoria BGG, é um módulo de Gelfand-Tsetlin

Um último resultado que iremos mencionar sobre a teoria de representações de Ordens de Galois,
e que generaliza o importantíssimo teorema de Harish-Chandra ([Dix74]) para álgebras de Lie de
dimensão �nita simples (generalizado para módulos de Gelfand-Tsetlin genéricos no caso gln em
[DFO94] e ortogonal em [Maz01]):

Teorema 5.5. Seja U uma Ordem de Galois e u ∈ U não nulo. Então existe um conjunto massivo
Ωu ⊂ SpecmΓ tal que para todo m ∈ Ωu,a imagem de u é não-nula em U/Um.

Demonstração. [FO14], Prop. 4.5.

Observação. Um conjunto numa variedade a�m é chamado de massivo se ele contem a intersecção
de um conjunto enumerável de abertos. Caso k seja não-enumerável, um conjunto massivo é Zariski-
denso.
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5.3 Invariantes de Anéis de Operadores Diferenciais

Nessa seção iremos discutir uma série de resultados que mostram que invariantes de anéis de
operadores diferenciais são Ordens de Galois. Vamos começar com preliminares técnicos.

Lema 5.3. ([FS18a], lemma 1) Seja Γ uma k álgebra Noetheriana �nitamente gerada e U uma
ordem de Galois sobre ela em K. Seja H um grupo �nito de automor�smos de U , com H(Γ) ⊂ Γ, e
suponha que UH é uma álgebra de Galois sobre ΓH , em um invariante de anel de monóides torcido
adequado K′ ⊂ K então, UH é na verdade também uma ordem de Galois.

Demonstração. A prova usará a própria de�nição de ordem de Galois. Seja K = FracΓ e W
um espaço vetorial de dimensão �nita sobre K em K. Então W ∩ U é �nitamente gerado sobre Γ
(ambos os lados). Pelo Teorema de Hilbert-Noether, ΓH é uma álgebra também Noetheriana, e Γ
é um módulo �nitamente gerado sobre ela. Logo W ∩ U é �nitamente gerado também (ambos os
lados) sobre ΓH . Agora seja Y um espaço vetorial de dimensão �nita sobre K ′ = FracΓH em K′.
Seja Z o espaço vetorial gerado por Y sobre K em K. Ele tem dimensão �nita tanto sobre K quanto
sobre K ′ ([K:K']=|H|). Como observamos, Z ∩ U é �nitamente gerado sobre ΓH . Como Y ∩ UH é
um ΓH submódulo de Z∩U , ele também é �nitamente gerado sobre ΓH (ambos os lados), e estamos
feitos.

Lema 5.4. Seja U uma álgebra associativa e Γ ⊂ U uma álgebra commutative Noetheriana �nita-
mente gerada. Se H(Γ) ⊂ Γ, U é projetivo sobre Γ e esta, por sua vez, é projetiva sobre ΓH , então
UH é projetiva sobre ΓH .

Demonstração. É óbvio que U é um ΓH -módulo projetivo. O mergulho canônico de ΓH -módulos
UH → U cinde, com inversa 1/|H|

∑
h∈H h. Então U

H é um somando direto de um ΓH -módulo
projetivo e, portanto projetivo também.

Vamos anotar agora um curioso resultado de H. Bass

Teorema 5.6. (Teorema de Bass) Todo módulo projetivo, não-�nitamente gerado, sobre um anel
comutativo Noetheriano R, com SpecR conexo na topologia de Zariski, é livre.

Demonstração. Corolário 4.5 em [Bas63]

Esse resultado tem uma consequência notável:

Teorema 5.7. (Bass-Suslin-Quillen) Todo módulo projetivo sobre a álgebra polinomial é livre.

Demonstração. Basta juntar o resultado acima de Bass com o famos Teorema de Suslin-Quillen
sobre a Conjectura de Serre.

Observação. Gostaríamos de agradecer Jacques Alev por esclarecer a história deste resultado no-
tável, e o pouco conhecimento que se tem dele.

Vamos lembrar agora da ação dos Grupos de Weyl clássicos em D(Tn): a parte correspon-
dente a Sn age por permutação como usual, e nós temos n automor�smos ε1, . . . , εn, que agem em
C[x±1 , . . . , x

±
n ] assim: εi manda xi para −x−1

i e �xa xj quando j 6= i. Chamando ti = ∂ixi, i =
1, . . . , xn, se tem εi(ti) = 2 − ti, e i(tj) = tj , i 6= j. Isso é estendido por conjugação, como antes,

para D(Tn), e se tem a ação dos grupos. Retornaremos a notação Ãn(C) para tal anel de operadores
diferenciais.

Proposição 5.7. Ãn(C)
Wn

é uma álgebra de Galois em (C(t1, . . . , tn) ∗ Zn)Wn, W ∈ {S,B,D},
com a ação na álgebra de operadores shift a mesma descrita na seção 1.

Demonstração. [FO10], Prop. 7.3, 7.4.
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Agora, uma observação óbvia que será utilizada o tempo todo: † An(k) e Ãn(k) são Ordens
de Galois em k(t1, . . . , tn) ∗ Zn, com Γ = k[t1, . . . , tn] Harish-Chandra; as álgebras são livres como
Γ-módulos à esquerda e à direita; isto vale para todo k algebricamente fechado de característica 0.

Observação. No que se segue, quando usarmos a expressão �módulo livre"sem especi�car se é à
direita ou à esquerda, é porque ele o é em ambas as direções.

Teorema 5.8. ([FS18a], Thm. 10) Ãn(C)
Wn

é uma ordem de Galois sobre Γ = C[t1, . . . , tn]Wn, que

é polinomial, e Γ é Harish-Chandra. Além disso, Ãn(C)
Wn

é livre sobre ela.

Demonstração. Substituindo ti por ti − 1, os εi passam a agir nesses novos geradores da mesma
forma que os grupos de Weyl em suas ações clássicas na álgebra polinomial: εi(ti) = −ti; logo Γ é

polinomial. Pela proposição acima, † e o lema 5.4, Ãn(C)
Wn

é projetivo sobre Γ e, portanto, uma
Ordem de Galois, e Γ é Harish-Chandra (Proposição 5.2 seguida da Proposição 5.4). Além do mais,
pelo teorema de Bass, teremos um módulo livre sobre Γ.

O seguinte resultado foi obtido por Futorny e Schwarz, quase na sua totalidade, em 2017, e foi
publicado em [FS17].

Teorema 5.9. ([FS17], Thm. 2.; [FS18a], Corol. 4) Seja An(k)Sn e Γ = k[t1, . . . , tn]Sn. Então
An(k)Sn é uma ordem de Galois obre Γ, livre sobre ela; e Γ é Harish-Chandra e polinomial.

Demonstração. Pelo Teorema 5.1 nós temos que An(k)Sn é �nitamente gerada como álgebra. Denote
K = FracΓ e L = Frac k[x1, . . . , xn]. Seja Zn gerado por σ1, . . . , σn, agindo em L assim: σi(tj) =
tj − δij . Sn age em Zn por conjugação; considere K = (L ∗ Zn)Sn .

Nós temos o mergulho (lembre que An(k)Sn é simples) em K, induzido por aquele de An(k)→
L ∗ Zn, que envia xi para σi e ∂i para tiσ−1

i .
Considerando os elementos x1 + . . .+ xn e ∂1 + . . .+ ∂n, pertencentes a An(k)Sn , suas imagens

em KSn tem suporte que gera Zn como monóide. Isto nos dá, pelo lema 5.1, que temos An(k)Sn uma
álgebra de Galois sobre Γ. Usando agora o lema 5.4, Proposição 5.2 e 5.4: Γ é claramente polinomial,
e An(k)Sn é uma ordem de Galois sobre ela. Γ é Harish-Chandra e An(k)Sn é um módulo livre sobre
Γ, devido ao Teorema de Bass.

Observação. Que An(k)Sn é livre sobre Γ não havia aparecido em [FS17], apenas conjecturado.

Vamos discutir agora o caso dos grupos alternantes An

Teorema 5.10. ([FS18a], Corol. 5) Seja An(k)An e Γ = k[t1, . . . , tn]An. Então An(k)An é uma or-
dem de Galois obre Γ e Γ é Harish-Chandra; An(k)An é isomor�ca ao anel de operadores diferenciais
na variedade singular An/An.

Demonstração. A prova que An(k)An é uma álgebra de Galois sobre Γ segue exatamente os mesmos
passos que o caso para Sn. A estratégia para provar que se trata de uma Ordem de Galois será
diferente: o lema 5.3. O restante do argumento é o mesmo. Sobre a estrutura de anel de operador
diferencial: isso segue do Teorema 4.1, pois An não contém pseudo-re�exões. Pelo mesmo motivo,
pelo Teorema de Chevalley-Shephard-Todd, na sua versão geométrica (ver Capítulo 1), temos que
An/An tem singularidades.

Esse resultado é bastante peculiar. Existe uma vasta teoria de módulos para anéis de operadores
diferenciais para variedades suaves (para uma introdução, ver [Cou95]). Contudo, é incomum en-
contrar uma categoria de módulos tão bem estruturada para anéis de operadores diferenciais numa
variedade singular � e nesse caso, temos uma Categoria de Gelfand-Tsetlin. Mais a respeito será
desenvolvido no próximo Capítulo.

Teremos mais a dizer sobre os invariantes da Álgebra de Weyl sobre grupos de re�exão unitários.
Mas antes disso, vamos nos dedicar a um dos pontos centrais da teoria de Álgebras de Galois:
Álgebras de Weyl Generalizadas.
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5.4 Álgebras de Weyl Generalizadas

No trabalho preliminar [FO06], Futorny e Ovsienko discutiram a possibilidade de realizar GWAs
como álgebras de Galois. Contudo, segundo a estratégia de demonstração deles, as condições para
tal realização ser ou não uma ordem de Galois eram muito técnicas; na versão �nal [FO10], apenas
o caso de GWAs de posto 1 foi considerado.

Nesta seção desenvolveremos uma abordagem diferente, que busca simplicar a situação � e
que tem um resultado de equivalência birracional de interesse próprio, independente da teoria de
álgebras de Galois.

Lembrando da notação do Capítulo 1, Seção 4, seja D(a, σ) uma GWA de posto n. Nós consi-
deraremos apenas o caso de D um domínio Noetheriano e �nitamente gerado como k álgebra.

Considere o anel D ∗ Zn,onde Zn tem base e1, . . . , en agindo em D da seguinte forma: yei age
como σyi , para i = 1, . . . , n e y ∈ Z.

Proposição 5.8. ([FS18a], Prop. 4, 5) Existe um mergulho natural de A = D(a, σ) em D ∗Zn, que
é uma equivalência birracional; é um isomor�smo caso cada ai seja uma unidade em D.

Demonstração. Considere o mapa que manda X+
i para ei e X

−
i para ai(e

−1
i ). Isso claramente

satisfaz as relações dos geradores de A, e portanto nós temos um homomor�smo para D ∗ Zn. Ele
envia uma base do D-módulo A para um conjunto linearmente independente do D-módulo D ∗Zn.
Portanto, o homor�smo é injetivo, e temos o nosso mergulho. Quanto a equivalência birracional:
inverter a imagem de cada elemento de A em D ∗Zn claramente permite inverter cada elemento do
último. Sobre a última a�rmação: ela é clara.

Observação. Seja D[x;σ] uma extensão de Ore de um anel comutativo D, com σ um automor�smo.
Então, localizando por x, nós obtemos um anel isomór�co D ∗Z, onde a base canônica 1 atua como
σ, e o isomor�smo é o esperado: D → D,x→ 1.

Corolário 5.2. (Redemonstração da Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada para Uq(sl2),
[FS18a], Corol. 1) Seja Cq[x, y] o plano quântico. Então FracUq(sl2) ∼= Frac (Cq[x, y]⊗ C[c]).

Demonstração. A realização de Uq(sl2) como GWA é C[c, h, h−1](a, σ), onde σ �xa c e envia h
para qh; a = c+ (h2/(q2 − 1)− h−2/(q−2 − 1))/(q − q−1). Será importante, no que se segue, notar
que a forma especí�ca de a é irrelevante. O anel de frações será isomor�co, pelo acima, ao de
C[c, h, h−1] ∗Z. Pela forma da ação de Z, tal anel tem corpo de frações isomór�co a C[c]⊗C∗[x, y],
onde o segundo elemento é uma localização do plano quântico (sendo mais explícito, tendo em vista
a observação acima: Cq[x±, y±]). Portanto, tomando o anel de frações, recuperamos a Conjectura
de Gelfand-Kirillov quantizada.

Observação. Note que não se faz necessário supor q diferente de uma raiz da unidade.

Agora vamos aplicar a mesma ideia para obter o que são, até onde nós sabemos, dois casos
inéditos de con�rmação da Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada.

Relembrando a segunda deformação de Witten/deformação de Woronowicz: D = C[H,Z], a =
Z + αH + β com

σ(H) = s4H,σ(Z) = s2H,α = −1/s(1− s2), β = s/(1− s4).

s 6= 0,±1,±i ∈ C.

Corolário 5.3. (Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada para a Segunda de deformação de
Witten-Deformação de Woronowicz, [FS18a], Corol. 2)
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Demonstração. A prova anterior explica como tudo funciona. Ignoremos o a, e nos concentremos
em σ. A deformação de Woronowicz é birracional a D ∗Z. D = C[H,Z], e se e é a base de Z, então
e(H) = s4H, e(Z) = s2Z. Assim seu anel de frações é o mesmo de CQ[Y,H,Z], em que Q é a matriz
multiplicativamente antisimétrica de tamanho 3× 3 com entradas: q12 = s4, q13 = s2, q23 = 1.

Agora, relembrando a primeira deformação de Witten:D = C[C,H], a = C−H(H−1)/(p+p−1),
σ(C) = C, σ(H) = p2(H − 1), com p 6= 0,±1,±i ∈ C.

Corolário 5.4. (Conjectura de Gelfand-Kirillov quantizada para a primeira deformação de Witten,
[FS18a], Corol. 3)

Demonstração. Essa álgebra é birracional a C[C] ⊗ C[H] ∗ Z. O segundo elemento deste produto
tensorial é claramente birracional a primeira álgebra de Weyl quantizada com parâmetro p2. Então
o anel de frações é Frac (C[C]⊗ Cp2 [x, y]).

O prometido critério de quando uma GWA de posto n é uma Ordem de Galois é

Teorema 5.11. ([FS18a], Thm. 5) Considere a GWA A = D(a, σ). Introduza um grupo abeliano G
usando σ1, . . . , σn como geradores da seguinte forma: y1σ1 + . . . ynσn = σy11 . . . σynn , y1, . . . , yn ∈ Z.
Se os σ's são l.i. nessa estrutura, então A é uma ordem de Galois sobre D, e D é Harish-Chandra;
A está mergulhado em FracD ∗ Zn, com a ação de Zn descrita como na Proposição 5.8.

Demonstração. A independência linear implica que o grupo abeliano gerado é isomorfo a Zn, e é
óbvio que sua ação em D (e a induzida em FracD) é a mesma que a aquela descrita na Proposição
??. Ser linearmente independente, por sua vez, não é nada mais do que uma reformulação da
condição de separação na ação do monóide (De�nição 1). Isto deixa claro, por exemplo, porque
não podemos ter automor�smos de ordem �nita ([FO10]). A é livre como D-módulo; todo o resto
procede como de costume.

Agora voltamos ao estudo de invariantes da álgebra de Weyl. Seja Am1 (k) = A1(k)Gm , onde
Gm ⊂ k é o grupo �nito cíclico de ordem m, com um gerador �xado g agindo em A1(k) assim:
∂ → w∂; x→ w−1x, w uma raiz m-primitiva da unidade. Este anel é uma GWA:

A1(k)Gm = k〈∂m, ∂x, xm〉 ∼= D(a, σ);

a = mmH(H − 1/m) . . . (H − (m− 1)/m);σ(H) = H − 1.

Mais precisamente: Am1 (k) = k〈∂m, t, xm〉, onde t = ∂x, e o isomor�smo com a GWA é

∂m → X−, xm → X+, t→ mH

.
Considere o grupo G⊗nm . Ele age de maneira óbvia An(k), e chamando o anel de invariantes de

Amn (k) nós temos uma generalização da situação de posto 1:

Proposição 5.9. Amn (k) é isomór�ca a GWA D(a, σ), onde D = k[H1, . . . ,Hn] e a = (a1, . . . , an),
com ai = mmHi(Hi − 1/m) . . . (Hi − (m − 1)/m) e σ = (σ1, . . . , σn) com σi(Hi) = Hi − 1, e
σi(Hj) = Hj , j 6= i. O isomor�smo é dado por:

∂mi → X−i , x
m
i → X+

i , ti → mHi,

ti = ∂ixi, i = 1, . . . , n.

Note que G⊗nm age trivialmene nos ti's.
Usando o Teorema :

Proposição 5.10. ([FS18a], Prop. 9) Temos um mergulho de Amn (k) em k(H1, . . . ,Hn) ∗Zn, onde
Zn age por shifts (como no caso da álgebra de Weyl). Nesse mergulho, Amn (k) é uma ordem de
Galois sobre Γ = k[H1, . . . ,Hn], que é uma subalgebra de Harish-Chandra; Amn (k) é livre sobre Γ.
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Vamos lembrar a de�nição dos grupos G(m, p, n) de Shephard e Todd, onde m ≥ 1, n ≥
1, p|m, p > 0. Eles são obtidos assim: seja A(m, p, n) o subgrupo de G⊗nm constituído pelos ele-
mentos (h1, . . . , hn) tais que (h1h2 . . . hn)m/p = id. G(m, p, n) = A(m, p, n) o Sn, onde Sn apenas
permuta as entradas em A(m, p, n).

Alguns fatos:

• G(m, p, n) tem ordem mnn!/p.

• Todos os grupos na lista são irredutíveis � exceto G(1, 1, n), que é o grupo simétrico na
sua representação natural (e portanto se decompõe na soma direta de uma representação de
dimensão n-1 e 1), e G(2, 2, 2), o grupo Klein.

• Todos os grupos de re�exão complexos irredutíveis estão na lista, exceto os 34 excepcionais.

• Sn = G(1, 1, n), Bn = G(2, 1, n) e Dn = G(2, 2, n).

Teorema 5.12. ([FS18a], Thm. 7) Se G é da forma G(m, 1, n), então An(k)G é uma ordem de
Galois sobre uma Γ adequada, que é polinomial e Harish-Chandra. Também temos An(k)G livre
sobre Γ.

Demonstração. G(m, 1, n) é G⊗nm oSn. Nós temos Amn (k) uma ordem de Galois sobre k[H1, . . . ,Hn]
em k(H1, . . . ,Hn) ∗ Zn. Se chamarmos Γ = k[H1, . . . ,Hn]Sn e �zermos Sn agir por conjugação em
Zn, obtemos um mergulho de An(C)G em (k(H1, . . . ,Hn) ∗ Zn)Sn . Os elementos

∑
i ∂

m
i e

∑
i x

m
i

pertencem An(C)G, e usando os isomor�smos das Proposições 5.9 e 5.10 temos: suas imagens em
k(H1, . . . ,Hn) ∗ Zn)Sn tem suporte que geram Zn como monóide. O resto da prova é idêntica a do
Teorema 5.9.

Observação. Note que k[H1, . . . ,Hn] = k[t1, . . . , tn]. Esse fato foi usado no enunciado dos resul-
tados acima que aparecem em [FS18a].

5.5 Ideais Maximais em Invariantes da Álgebra de Weyl

Um dos resultados mais importantes do Teorema 5.12, dada a realização dos invariantes de
An(k) pela ação de G(m, 1, n) como Ordem de Galois, é a extensão de ideais maximais de uma
subálgebra comutativa Γ para a álgebra de invariantes (Teorema 5.4). Apesar de não termos conse-
guido encontrar uma estrutura de ordem de Galois para todos os grupos G(m, p, n), nós obtivemos
um resultado análogo a respeito de extensão de ideais.

Lema 5.5. G(m, 1, n)/G(m, p, n) ∼= Gp.

Demonstração. Seja (a, π) um elemento arbitrário em G(m, 1, n), com a ∈ G⊗nm , π ∈ Sn. Se a =
(a1, . . . , an) com ai ∈ Gm, i = 1, . . . , n, de�namos um mapa f : G(m, 1, n)→ Gm, (a, π) 7→

∏
i ai ∈

Gm; f é um homomor�smo. A composição de f com a projeção canônica de Gm em Gp nos dá um
epimor�smo de G(m, 1, n) para Gp, cujo núcleo é G(m, p, n).

No que segue, seja G = G(m, p, n) e H = G(m, 1, n).

Proposição 5.11. An(k)G =
⊕p−1

k=0(x1 . . . xn)mk/pAn(k)H .

Demonstração. Seja h = (a, π) um elemento de H, não pertencente a G e enviado a um gerador
de Gp no isomor�smo do lema acima. Então h(x1x2 . . . xn)m/p = ε(x1x2 . . . xn)m/p, ε uma p-raiz
primitiva da unidade, e age em cada (x1 . . . xn)mk/pAn(k)H por multiplicação por εk.

∏p−1
k=0(h−εkI)

anula An(k)G, pois esse polinômio é apenas hp − 1 = 0, e h tem ordem p. Então a soma direta do
enunciado nada mais é que a decomposição de An(k)G em autoespaços de h.
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Nós temos (x1 . . . xn)mk/pAn(k)H = An(k)H(x1 . . . xn)mk/p, k = 0, . . . , p − 1, pois ambos são o
autoespaço para o autovalor εk.

Seja O um ideal maximal a esquerda de An(k)H . Fixe k′ e seja U(k′) = (x1 . . . xn)mk
′/pO. Então

An(k)GU(k′) = (

p−1⊕
k=0

(x1 . . . xn)mk/pAn(k)H)U(k′)

=

p−1∑
k=0

(x1 . . . xn)mk/pAn(k)HU(k′) =

p−1∑
k=0

(x1 . . . xn)m(k+k′)/pAn(k)HO.

Portanto, An(k)GU(k′) ⊂
⊕p−1

k=0(x1 . . . xn)mk/pO para todo k′.
Para cada i = 0, . . . , p−1, seja Ui o resultado de substituir o i-ésimo somando (x1 . . . xn)mi/pAn(k)H

em
⊕p−1

k=0(x1 . . . xn)mk/pAn(k)H por (x1 . . . xn)mi/pO. Pela proposição 5.11 obtemos:

Proposição 5.12. Seja O um ideal maximal à esquerda de An(k)H . Então Ui, i = 0, . . . , p− 1 são
todas as estensões possíveis de O para ideais maximais à esquerda de An(k)G.

Como An(k)G(m,1,n) é uma ordem de Galois sobre uma subálgebra de Harish-Chandra polinomial
Γ, pelo Teorema 5.12, combinando com o Teorema 5.4 e a Proposição 5.12 nós temos.

Teorema 5.13. ([FS18a], Thm. 8) Seja G = G(m, p, n). Então todo ideal maximal m de Γ tem um
número �nito e não-nulo de extensões para ideais à esquerda maximais em An(k)G contendo m.

5.6 Notas e Referências

Para as referências mais atuais do estado da teoria módulos de Gelfand-Tsetlin para gln, [Fut18];
para álgebras de Galois, nos referimos a [Har17a], [FS18a], [FS18c]. No artigo [Har17a] é refeita parte
da teoria desenvolvida em [FO10] e [FO14], com hipóteses mais restritas, mas su�cientemente gerais.
Seu trabalho contribuiu com algumas escolhas expositórias neste capítulo, mas nossas referências
principais foram o trabalho original de Futorny e Ovsienko. O artigo [FS18a] compõe a maior parte
do material desse Capítulo.



Capítulo 6

Uma Teoria de Módulos Holonômicos
para invariantes da Álgebra de Weyl

Nesse Capítulo, mostraremos como os resultados sobre álgebras de invariantes da Álgebra de
Weyl do capítulo anterior podem ser naturalmente acomodados dentro de uma teoria de módulos
holonômicos de An(k)W , para W um grupo �nito de automor�smos lineares, char k = 0. Como
consequência dessa teoria, obteremos uma teoria de módulos holonômicos para quocientes do espaço
a�m sobre ações de grupos lineares, no caso k algebricamente fechado.

6.1 De�nições e Resultados Básicos

Nenhuma restrição é feita sobre o corpo base a menos que explicitado. Relembremos a noção de
dimensão de Gelfand-Kirillov.

Seja A uma k-álgebra, V um espaço de dimensão �nita em A. Denote V 0 = k e (†)V i =∑i
j=0 V

j , i ≥ 1. Seja dV (n) : N→ N a função que mede a dimensão de V i.

De�nição 6.1. Seja A uma álgebra. Então a dimensão de Gelfand-Kirillov de A, GK A é igual a

supV lim log(dV (n))/log n.

O supremo é sobre todos os subespaços de dimensão �nita V em A.

De�nição 6.2. Seja A uma álgebra e M um módulo à esquerda. Então,

GK(M) = supV,F lim log(dimk(V
nF ))/log n,

, em que o supremo é sobre os espaços de dimensão �nita F em M e V , contendo a unidade, em
A.

Observe que GK(A) como álgebra e módulo à esquerda coincidem.
Nesta seção estudaremos o conceito de dimensão �ltrada, introduzido por Bavula em [Bav96]. Ele

foi introduzido com a motivação de entender módulos holonômicos para álgebras simples �nitamente
geradas, e para generalizar a famosa desigualdade de Bernstein ([Bav06], Introduction):

Teorema 6.1. (Bernstein)
Seja An(k) a Álgebra de Weyl sobre um corpo k de característica 0. Então para todo módulo

�nitamente gerado não-nulo M , 2n ≥ GK(M) ≥ n.

Demonstração. Uma prova bastante clara encontra-se em [Bjo79]. Uma prova mais conceitual, fa-
zendo recurso de toda teoria de dimensão de Gelfand-Kirillov, é encontrada em [KL00]. Uma prova
elementar aparece em [Cou95].

59
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Vamos às de�nições necessárias para obtermos o conceito de dimensão �ltrada. Nossas álgebras
serão todas �nitamente geradas sobre k.

Seja A gerada por a1, . . . , am. De�na A0 = k, A1 = span〈a1, . . . , an〉, Ai = Ai1. Essa será
chamada de a �ltração associada a essa escolha �nita de geradores. Chame a �ltração de F .

Seja M um módulo à esquerda sobre A, �nitamente gerado, AM0, em que M0 é o espaço de
dimensão �nita que gera M como módulo. M , então, herda uma �ltração natural de A, a saber,
Mi = AiM, i ≥ 0.

De�nição 6.3. Dadas as �ltrações de A e M (com o M0 dado) acima, de�nimos:

vF ,M0(i) = min{j ∈ N ∪ {∞}|AjMi,gen ⊃M0, ∀Mi,gen},

em que Mi,gen percorre todos os espaços de dimensão �nita que são geradores de M como A módulo
e estão contidos em Mi. vF ,M0 é chamada de função de retorno com relação a F e M0.

Se além disso a álgebra A for simples, nós podemos de�nir, dada a �ltração �xada acima F , a
chamada função de retorno νF e a função de retorno à esquerda λF :

νF (i) = min{j ∈ N ∪ {∞}|AjaAj ,∀0 6= a ∈ Ai},

λF (i) = min{j ∈ N ∪ {∞}|AaAj , ∀0 6= a ∈ Ai}.

Lema 6.1. Seja A uma álgebra simples �nitamente gerada. νF (i) e λF (i) são �nitas para todo
i ≥ 0 se o centro de A (que é um corpo, uma vez que A é simples) for uma extensão algébrica de
k; em particular, isto sempre vale se k for não-enumerável.

Demonstração. [Bav06], lema 2.1 e observação logo após.

Estamos quase prontos para de�nir as dimensões que estamos interessados. Resta apenas um
conceito: sendo f : N → N, chame γ(f) = inf{r ∈ R|f(i) ≤ ir, i >> 0}; este é o grau de f , que
coincide com o seu grau de polinômio se f ∈ Q[x].

Temos a seguinte de�nição, justi�cada pelo Lema 2.2 em [Bav06]: as dimensões a serem de�nidas
abaixo independem das escolhas de F e M0.

De�nição 6.4. fd(M) = γ(vF ,M0) é chamada de dimensão �ltrada do A-módulo M ; e no caso
de álgebras, a dimensão �ltrada fd(A) será a de A como A ⊗ Ao como módulo à esquerda. Se A
for simples, nós teremos fd(A) = γ(νF ); e nós de�nimos a dimensão �ltrada à esquerda lfd(A) =
γ(λF ).

Pelo Lema 2.1 [Bav06], para toda álgebra simples lfd(A) ≤ fd(A).
A generalização da desigualdade de Bernstein pode ser enunciada agora:

Teorema 6.2. Seja A uma álgebra simples �nitamente gerada, e M um módulo não-nulo �nita-
mente gerado. Então:

GK(A) ≥ GK(A)

d(A) +max{1, d(a)}
,

em que d pode ser tanto ld quanto lfd.

Demonstração. [Bav96].

Isso é, de fato, uma generalização do Teorema de Bernstein: é provado no Teorema 4.3 em
[Bav06] que, se B for uma álgebra regular, um domínio �nitamente gerado, então lfd(D(B)) =
fd(D(B)) = 1. Contudo, a dimensão fd pode ser extremamente difícil de ser calculada � para
uma discussão desse fenômeno, [KL00], Section 12.9.
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6.2 Somewhat Commutative Algebras

Antes de introduzir a noção de �somewhat commutative algebra", relembremos a noção mais
utilizada de �almost commutative algebra".

Observação. Reconhece-se a escolha um tanto estranha dos nomes na literatura matemática. Por-
tanto, optamos por usar a expressão em inglês.

De�nição 6.5. Uma k-álgebra A é chamada de �almost commutative"se ela possuir uma �ltração
F = {Ai}, i ≥ 0, tal que: A−1 = 0, A0 = k, A1 é de dimensão �nita, Ai = Ai1 para todo i > 0, e a
álgebra graduada associada a esta �ltração é comutativa.

�Almost commutative algebras"são interessantes para nós, pois elas têm uma teoria de dimensão
de Gelfand-Kirillov que pode ser levada a cabo usando a ideia de polinômios de Hilbert � como no
caso de álgebra comutativa (de fato, a dimensão de Krull e de Gelfand-Kirillov coincidem neste caso).
�Almost commutative algebras"coincidem com uma classe bastante natural de álgebras: imagens
homomór�cas de álgebras envolventes de álgebras de Lie de dimensão �nita. Em particular, incluem
a Álgebra de Weyl: ela é imagem homomór�ca da álgebra envolvente da álgebra de Heisenberg
([KL00], Capítulo 7).

Com um pouco mais de di�culdade, a mesma ideia pode ser levada a cabo para �somewhat
commutative algebras", de�nidas abaixo:

De�nição 6.6. Uma álgebra A �nitamente gerada é chamada de �somewhat commutative"se ela
possuir uma �ltração de dimensão �nita F = {Ai}, i ≥ −1, com A−1 = 0, A0 = k, tal que a álgebra
graduada associada é comutativa e �nitamente gerada.

A diferença entre as duas noções é que �somewhat commutative algebras"não precisam ser
geradas por A1. Como um exemplo de uma álgebra que é �somewhat commutative"mas não é
�almost commutative", temos k[y][x,−y2∂y] ([MR01], 14.3.9). Uma primeira observação importante
sobre elas: suas dimensões de Gelfand-Kirillov são sempre um inteiro ([Bav06], Section 6.2).

O ponto crucial, para nós, é que �somewhat commutative algebras"têm uma teoria de polinômios
de Hilbert, mais complexa é verdade, que permite obter resultados análogos ao que temos para
�almost commutative algebras"(ver Teorema 6.3 abaixo).

Sejam y1, . . . , ys elementos de graus k1, . . . , ks que geram a álgebra graduada associada gr A
(isto é, yi ∈ Ai/Ai−1).

Lembramos a de�nição de uma �ltração boa (para mais detalhes, [KL00], Capítulo 6). Seja M
um módulo �nitamente gerado sobre A, e seja Γi, i ≥ 0 uma �ltração de M tal que grM é um
módulo �nitamente gerado sobre gr A. Então Γi é uma �ltração boa. Uma condição necessária e
su�ciente para um módulo admitir uma �ltração boa é ser �nitamente gerado.

O seguinte lema é a base técnica dos resultados:

Lema 6.2. Seja A uma �somewhat commutative algebra", e seja k o mínimo múltiplo comum de
k1, . . . , ks (como acima). Seja M um módulo �nitamente gerado com uma boa �ltração Γi. Então
existem p0, . . . , pk−1 polinômios em Q[t] com coe�cientes em Z localizados por kGK(M)(GK(M))!,
tal que

pj(i) = dimk Γi, i >> 0, j ≡ i(modk).

Temos também: todos os polinômios tem o mesmo grau GK(M) e o mesmo coe�ciente principal
e(M)/(GK(M))!; e(M), chamado a multiplicidade do módulo, independe da escolha da boa �ltração.

Demonstração. [Bav95].

O próximo resultado segue deste lema, e é análogo ao que temos para a situação de �almost
commutative algebras"([KL00], Thm. 7.7).
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Teorema 6.3. Seja 0 → L → M → N → 0 uma sequência exata curta de módulos �nitamente
gerados sobre uma �somewhat commutative algebra". Então GK(M) = max{GK(N), GK(L)}, e
se GK(L) = GK(M) = GK(N), e(M) = e(L) + e(N). Temos ainda que e(M) = 0 se, e somente
se, dimkM <∞. [Bav95].

De�nição 6.7. Seja A uma �somewhat commutative algebra". Nós chamamos seu número holonô-
mico de

hA = min{GK(M)|M 6= 0,Mmódulo �nitamente gerado}.

Como GK(M) é sempre um número natural, hA existe.

Lema 6.3. Seja A uma �somewhat commutative algebra", e M um módulo �nitamente gerado.
Então M tem uma série de composição, com comprimento menor ou igual a e(M)khA.

Demonstração. [Bav06], Corol 6.3.

6.3 Categoria de Módulos Holonômicos para invariantes de Álge-
bras de Weyl

De�nição 6.8. Um módulo holonômico é um módulo �nitamente gerado M sobre uma �somewhat
commutative algebra"A com GK(M) = hA.

Teorema 6.4. Considere a classe C de módulos holonômicos sobre A. Ela constitui uma categoria
abeliana; para cada M ∈ C, ele possui uma série de decomposição.

Demonstração. Pelo Teorema 6.3, é claro que a soma direta, imagens homomór�cas e submódulos
de módulos holonômicos são holonômicos. A segunda a�rmação segue do Lema 6.3.

No que segue, �xaremos char k = 0. Vamos, en�m, introduzir invariantes da Álgebra de Weyl
sob a ação de grupos lineares �nitos W . A �ltração de Bernstein em An(k) se restringe a uma
�ltração de An(k)W , tal que álgebra graduada associada é isomór�ca a (gr An(k))W ([Dum06]).
Pelo Teorema de Hilbert-Noether, essa é �nitamente gerada. Logo:

Teorema 6.5. Para todo grupo de automor�smos lineares da Álgebra de Weyl, W , An(k)W é uma
�somewhat commutative algebra".

Resta agora uma questão: qual é o número holonômico de tais álgebras de invariantes? Ini-
cialmente vamos lembrar um fato sobre o comportamento da dimensão de Gelfand-Kirillov sob
equivalência de Morita:

Sejam A e B duas álgebras �nitamente geradas e Morita equivalentes, com contexto de Morita

M =

(
A X
Y B

)
.

Temos AXB, BYA bimódulos �nitamente gerados em ambos os lados ([MR01], 3.5). Então, para
cada módulo �nitamente gerado à esquerda sobre A,M , GKA(M) = GKB(Y ⊗AM). A equivalência
entre as categorias A−Mod e B −Mod é feita dada por M ∈ A−Mod 7→ Y ⊗A M . Sendo assim:

Teorema 6.6. Se A e B são Morita equivalentes, então hA = hB.

Demonstração. Segue da discussão acima.

Teorema 6.7. Para todo grupo de automor�smos lineares �nito W de An(k), o número holonômico
de An(k)W é n.
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Demonstração. Como An(k) é simples, e não tem automor�smos internos, nós temos, pela Propo-
sição 3.1, que An(k)W e An(k) ∗W são Morita equivalentes. Agora, como W preserva a �ltração
de Bernstein em An(k) e o grupo W é �nito, pela de�nição de dimensão de Gelfand-Kirillov, é fácil
ver que hAn(k)∗W = hAn(k) = n. Logo, pelo teorema acima, temos o que queríamos.

Corolário 6.1. Temos uma seguinte versão da desigualdade de Bernstein para anéis de invariantes
An(k)W , W um grupo �nito agindo linearmente: para todo módulo não-nulo �nitamente gerado,
2n ≥ GK(M) ≥ n.

Vamos agora mostrar alguns resultados elementares sobre a categoria C de módulos holonômicos
sobre An(k)W , W um grupo �nito agindo linearmente.

Proposição 6.1. Todo módulo holonômico M é de torção.

Demonstração. Escolha um elemento u 6= 0 em M e de�na um mapa de An(k)W -módulos à
esquerda φ : An(k)W → M , a 7→ au. Imφ é um submódulo não-nulo de M ; logo, pelo Teo-
rema 6.4, GK(Im(φ)) = n. Pelo Teorema 6.3, GK(Ker(φ)) = GK(An(k)W ) = 2n, em particular
Ker(φ) 6= 0.

Relembremos também o seguinte resultado:

Proposição 6.2. Seja A um anel Noetheriano à esquerda, porém, que não é Artiniano à esquerda.
SejaM um módulo �nitamente gerado que é Artiniano e Noetheriano à esquerda. EntãoM é cíclico.

Demonstração. [Cou95], Thm. 2.5

Proposição 6.3. Todo módulo holonômico sobre An(k)W é cíclico.

Demonstração. Nós sabemos que este anel é Noetheriano e que todo módulo holonômico possui
uma série de decomposição � e, portanto, é Artiniano e Noetheriano. Resta provar que An(k)W

não é Artiniano. Temos, por [Mon80], Thm 2.4, que An(k) é um módulo �nitamente gerado sobre
An(k)W . Logo, se An(k)W fosse Artiniano, An(k) seria Artiniano como An(k)W módulo e, portanto,
como módulo sobre si mesmo � o que sabemos que não procede. Então An(k)W não é Artiniano,
e o argumento se encerra.

Proposição 6.4. Todo módulo holonômico M de multiplicidade 1 sobre An(k)W é irredutível.

Demonstração. Caso contrário, ele possui um submódulo N 6= 0, e pelo Teorema 6.4, N,M/N são
holonômicos. Logo, e(M) = e(N)+e(M/N). Se e(N) = 0 então, pelo Teorema 6.3, dimkN é �nita;
isto é impossível, pois N 6= 0 e a álgebra é simples (�xe um element 0 6= n ∈ N ; o mapa An(k)W →
N, a 7→ au é injetivo e, portanto, N tem dimensão in�nita). Logo, e(N) = 1, e(M/N) = 0; repetindo
o argumento anterior, teremos M/N = 0 e N = M ; logo, M é irredutível.

Isso encerra nossa discussão sobre módulos holonômicos sobre invariantes sob a ação de grupos
lineares �nitos na Álgebra de Weyl. Fica uma questão: como obter tais módulos? Ela é respondida,
por exemplo, pela Teoria de Ordens de Galois (quando k é algebricamente fechado): nos casos
que vimos no Capítulo anterior, existe uma subálgebra comutativa maximal Γ em An(k)W , e cada
ideal maximal m de Γ estende-se, de maneira natural, a um número �nito de módulos holonômicos
irredutíveis sobre An(k)W � esse aspecto é relevante, uma vez que cada módulo holonômico tem
uma série de composição.

Fixe agora k algebricamente fechado. Vamos encerrar esse Capítulo mostrando como anéis de
operadores diferenciais em quocientes An/W do espaço a�m por grupos �nitos de ações lineares,
também têm uma estrutura de módulos holônomicos. A estratégia é fazer este caso recair no de
invariantes de Álgebra de Weyl.

Lema 6.4. Seja W um grupo �nito de automor�smos lineares de uma álgebra polinomial, e N o
grupo gerado pelas pseudorre�exões em W . Então N é normal em W .
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Demonstração. Basta checar que, se s é uma pseudorre�exão, wsw−1 também é, para todo w ∈W .
Dado um w ∈ W , denote por Hw a subvariade linear �xa pontualmente por w. Dados s uma
pseudorre�exão e w arbitrário, w(Hs) ⊂ Hwsw−1 . Então 1 ≤ codim(Hwsw−1) ≤ codim(w(Hs)) =
1.

Lema 6.5. Seja W um grupo �nito de automor�smos lineares numa álgebra polinomial Λ, e seja N
o subgrupo normal gerado pelas pseudorre�exões. Então, no isomor�smo ΛW ∼= (ΛN )W/N ∼= ΛW/N

(em que usamos o Teorema de Chevalley-Shephard-Todd), W/N ainda age linearmente em Λ.

Demonstração. O espaço vetorial (Λ+N )2, em que Λ+ são os polinômios sem termo constante, tem
um G/N -complemento U com base B. Então G/N age por transformações lineares em B. Pela
versão homogênea do lema de Nakayama, B gera ΛN de maneira minimal.

Teorema 6.8. Seja W qualquer grupo �nito agindo linearmente na Álgebra de Weyl; portanto, no
espaço a�m An. Então D(An/W ) é isomór�co a um anel de invariantes da Álgebra de Weyl sob a
ação de um grupo �nito agindo linearmente.

Demonstração. Chame Λ = O(An). É claro que O(An/W ) é ΛW . Pelo Teorema 4.1, chamando de N
o subgrupo deW gerado pelas pseudorre�exões, nós temos um isomor�smoD(ΛN )W/N → D(ΛW ) =
D(An/W ). Pelo lema acima, W/N age linearmente em Λ ∼= ΛN . Então D(An/W ) ∼= D(Λ)W

′
, um

invariante da Álgebra de Weyl por um grupo �nito agindo linearmente.

Assim, nós temos como transferir a teoria de módulos holonômicos de invariantes da Álgebra
de Weyl para quocientes do espaço a�m por ações lineares �nitas.

6.4 Notas e referências

A exposição da teoria de dimensão �ltrada seguiu de perto [Bav06]. Nós usamos [Cou95] como
base para ilustrar alguns aspectos elementares da teoria de módulos holônomicos desenvolvida. A
parte referente a quocientes de variedades a�ns seguiu de perto [Tra07].



Capítulo 7

Álgebras de Galois Quânticas

Neste Capítulo, discutiremos brevemente, na primeira seção, versões quantizadas do Teorema
de Chevalley-Shephard-Todd e do Problema de Noether. Nas demais seções, discutiremos o artigo
�Quantum linear Galois algebras"[FS18c], de Futorny e Schwarz. Esse artigo foi terminado em fase
avançada da escrita desta tese; por isso, para manter a coesão do que já foi escrito, omitimos
a maior parte das demonstrações. Temos, essencialmente, uma quantização de resultados obtidos
em [FS18a]. Na última seção, exibiremos a demonstração de um dos resultados em [FS18c], sobre
equivalência birracional de invariantes de U(sl2).

7.1 Quantizações do Teorema de Chevalley-Shephard-Todd e do
Problema de Noehter

Nosso ponto de partida será o seguinte resultado, de [KKZ10]:

Teorema 7.1. Seja k um corpo de característica 0 e Q uma matriz multiplicativamente antissimé-
trica de tamanho n×n. Considere o espaço a�m quantizado OQ(kn), e G um subgrupo �nito do grupo
de automor�smos de álgebra graduada de OQ(kn) (na gradação usual). Então OQ(kn)G ∼= OQ′(k

n)
se, e somente se, G é gerado por quase-re�exões (ver de�nição abaixo). Q′ é uma matriz multipli-
cativamente antissimétrica n× n não necessariamente igual à anterior.

Demonstração. [KKZ10], Thm. 4.5.

Esse resultado é um análogo para quantizações da álgebra polinomial do Teorema de Chevalley-
Shephard-Todd. Precisamos apenas esclarecer o que é uma quase-re�exão:

De�nição 7.1. Seja g um automor�smo graduado de um espaço a�m quantizado OQ(kn). Então
g é uma quase-re�exão se estamos em algum dos dois casos seguintes:

• Seja O1 a componente graduada de grau 1 da nossa álgebra. Então, na sua restrição para O1,
que é um espaço vetorial de dimensão n, g atua como uma pseudorre�exão.

• A ordem de g é 4 e existe uma base {y1, . . . , yn} de O1, tal que g �xa yj , j < n − 1 e
g(yn−1) = iyn−1 e g(yn) = −iyn, em que i é tal que i2 = −1.

Observação. Em seu trabalho [KKZ10], os autores consideram uma classe maior de álgebras re-
gulares de Artin-Schelter, a saber, álgebras quânticas polinomiais, e consideram a seguinte questão:
todo grupo �nito gerado por quasi-re�exões (neste sentido generalizado) é realizado como um grupo
de pseudorre�exões? A resposta é negativa, [KKZ10], Ex. 6.2.

Em [FH14], Futorny e Hartwig introduziram uma versão quantizada do Problema de Noether
para os grupos de Weyl Clássicos, a qual foi generalizada para os grupos de re�exão unitários de
tipo G(m, p, n) por Hartwig em [Har17b].

65
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Seja q = (q1, . . . , qn) ∈ kn uma n-upla, com cada entrada não-nula e distinta de raízes da
unidade, e considere o produto tensorial kq1 [x1, y1]⊗ . . .⊗kqn [xn, yn], que denotaremos por Oq(k2n);
quando todas as entradas de q forem um mesmo paramêtro q, usaremos a notação Oq(k2n).

Suponha k algebricamente fechado.

Problema. (Hartwig, Futorny [FH14], Problema de Noether Quântico) Seja G um grupo �nito
de automor�smos de Oq(k2n). Quando existem k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn com q = (qk1 , . . . , qkn) e
FracOq(k

2n)G ∼= FracOq(k
2n)?

Notemos que, antes do Problema ser enunciado, já havia um caso de solução positiva para ele,
devido a Alev e Dumas:

Proposição 7.1. Seja G qualquer grupo �nito de automor�smos de Cq[x, y]. Então FracCq(x, y)G ∼=
Cq|G|(x, y).

Demonstração. Segue, com estratégia já utilizada antes de estudar o grupo AutCCq[x, y], que é
provado ser isomór�co ao 2-toro (C∗)2, [AD97]. A prova também pode ser encontrada em [Dum06].

G(m,n, p) age em Oq(k
2n) com um elemento g = (a, σ) arbitrário, a ∈ A(m,n, p), σ ∈ Sn tendo

a seguinte ação:

g(xi) = aixσ(i), g(yi) = yσ(i), a = (a1, . . . , an), i = 1, . . . , n.

Teorema 7.2. FracOq(k2n)G(m,p,n) ∼= Frac (kqm/p [x, y]⊗ kqm [x, y]⊗(n−1))

Demonstração. [Har17b].

O resultado acima é uma generalização daquele em [FH14]. Nesse artigo � usando o resultado
positivo para o grupo Dn � a teoria de ordens de Galois e a teoria de módulos de Gelfand-Tsetlin
sobre Uq(gln) (desenvolvida em [VM00]), obteve-se uma nova prova da Conjectura de Gelfand-
Kirillov Quantizada para Uq(gln) e Uq(sln) � de maneira bastante análoga ao caso clássico de
U(gln) (com a curiosa diferença que o grupo de Weyl é Dn e não mais Sn). Similares resultados de
Gelfand-Kirillov para outras ordens de Galois (as chamadas álgebras OGZ quantizadas de tipo A)
foram obtidos em [Har17b], usando a solução do Problema de Noether Quântico no caso geral.

Em [Har17b], o autor deixa em aberto o problema de de�nir ações naturais para os 34 grupos
de re�exão unitários �nitos excepcionais no espaço quântico a�m de obter um resultado análogo do
Problema de Noether Quântico.

Encerramos essa seção com a seguinte observação: usando o critério do Teorema 1 e a descrição
dos grupos de quase-re�exão, é fácil ver que é impossível termos Oq(k2n)Sn isomór�co sequer a um
espaço quântico a�m; ainda assim, pelo Problema de Noether Quântico, isto vale quando consi-
deramos equivalência birracional. Temos, portanto, uma analogia quantizada perfeita do resultado
clássico de Mattuck sobre polinômios multissimétricos ([Mat68]; Capítulo 2, seção 2 desta tese).

7.2 Teoria de Representação de invariantes de Álgebras Quânticas

No artigo ([FS18c]), obtivemos resultados análogos para quantizações de álgebras consideradas
em [FS18a] e da noção de álgebras de Galois lineares em [EFOS17].

Considere a ação de G⊗nm em Oq(k
2n), em que Gm ⊂ k é o grupo cíclico de m elementos: se

g = (g1, . . . , gn) ∈ G, então g(xi) = gixi, g(yi) = yi, i = 1, . . . , n. Esta ação, assim como as demais,
são como as de�nidas por Hartwig em [Har17b].

Nós temos:

Proposição 7.2. Oq(k2n)G
⊗n
m é isomór�co a Oqm(k2n).
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Considere o monoide livre Nn em n geradores ε1, . . . , εn; e o anel de monoides torcido k[x1, . . . , xn]∗
Nn, no qual a ação de Nn é a seguinte: εi(xi) = qxi, εi(xj) = xj , j 6= i, i, j = 1, . . . , n.

Proposição 7.3. O espaço quântico a�m (e, portanto, seus invariantes pela ação do produto
de grupos cíclicos, Proposição 7.2) Oq(k2n) é uma ordem de Galois sobre Γ = k[x1, . . . , xn] em
k(x1, . . . , xn) ∗ Nn. Γ é Harish-Chandra e Oq(k2n) é um módulo livre sobre ela.

Os grupos G = G(m, p, n) agem da seguinte maneira em Oq(k
2n): h = (g, π) ∈ G, g =

(g1, . . . , gn) ∈ G⊗nm , π ∈ Sn: h(xi) = gixπ(i), h(yi) = yπ(i), i = 1, . . . , n. G também age em
k[x1, . . . , xn] ∗ Nn: dado h ∈ G como anteriormente, h(xi) = gixπ(i), h(εi) = επ(i), i = 1, . . . , n.
A ação de G é equivariante com relação ao isomor�smo na Proposição 7.3, e claramente G age em
N por conjugação.

Teorema 7.3. ([FS18c], Thm. 5) Para todo G = G(m, p, n), nós temos Oq(k2n)G uma ordem de
Galois sobre Γ = k[x1, . . . , xn]G. Γ é Harish-Chandra, polinomial, e Oq(k2n)G é um Γ-módulo livre.

No caso de posto 1 sobre os complexos, podemos obter um resultado melhor:

Teorema 7.4. ([FS18c], Thm. 7) Seja G qualquer grupo �nito de C-automor�smos de Cq[x, y].
Então Cq[x, y]G é uma ordem de Galois sobre uma Γ polinomial em uma variável, Γ é Harish-
Chandra, e Cq[x, y]G é um Γ-módulo livre.

Temos um análogo do Teorema 7.3 para o toro quântico Oq(k∗2n), a localização de Oq(k2n) '
k[x1, . . . , xn] ∗ Nn por x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. É fácil ver que Oq(k∗2n) ' k[x±1

1 , . . . , x±1
n ] ∗ Zn.

Teorema 7.5. ([FS18c], Thm. 6) Para todo G = G(m, p, n), Oq(k∗2n)G é uma ordem de Galois
sobre Γ = k[x±1

1 , . . . , x±1
n ]G em (k(x1, . . . , xn)∗Zn)G. Além disso, Oq(k2n)G é livre como Γ-módulo,

e Γ é Harish-Chandra.

Temos também uma quantização do resultado em [FS17] sobre operadores simétricos na álgebra
de Weyl.

Seja A1
q(k) a primeira Álgebra de Weyl quantizada, o quociente de k〈x, y〉 pela relação yx−qxy =

1. Seja Anq (k) = A1
q(k)⊗n, com os geradores usuais x1, y1, . . . , xn, yn. Sn atua em Anq (k) permutando

as variáveis xi, yi simultaneamente.

Teorema 7.6. ([FS18c], Thm. 8) Anq (k)Sn é uma ordem de Galois sobre uma Γ polinomial e Harish-
Chandra, e livremente gerada como Γ-módulo.

Assim como no caso do toro quântico, temos resultados melhores para posto 1 sobre os comple-
xos.

Teorema 7.7. ([FS18c], Prop. 7) Seja G qualquer grupo �nito de automor�smos de A1
q(C). Então,

A1
q(C)G é uma ordem de Galois sobre uma Γ polinomial em uma variável, e Harish-Chandra, e livre

como Γ-módulo.

7.3 Álgebras de Galois Lineares e Conjectura de Gelfand-Kirillov
quantizadas

Na seção 5.3 de [FS18c], desenvolvemos uma quantização da teoria de álgebras de Galois lineares
de [EFOS17] (Capítulo 5, seção 1). Seja V um espaço vetorial complexo de dimensão �nita, S =
S(V ∗) = C[x1, . . . , xn], e L = Frac S. Seja G um grupo de re�exões unitárias, produto de grupos
da forma G(m, p, n). Considere o produto tensorial S ⊗ C[w1, . . . , wm], com a ação de G trivial no
segundo termo do produto.

Nós dizemos que uma álgebra de Galois U sobre um Γ adequado é uma álgebra de Galois linear
quantizada, se ela mergulha em um anel de invariantes do tipo (C(x1, . . . , xn;w1, . . . , wm) ∗ Zn)G
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ou (C(x1, . . . , xn;w1, . . . , wm) ∗ Nn)G, em que a base ε1, . . . , εn de tanto Zn quanto Nn age assim:
εi(xi) = qxi, εi(xj) = xj , j 6= i, i, j = 1, . . . , n; a ação é trivial nos wi, i = 1, . . . ,m.

Todas as álgebras quantizadas OGZ introduzidas em [Har17b] são um exemplo de álgebras de
Galois lineares quantizadas. Como exemplos especí�cos, temos Uq(gln) e sua forma simplesmente
conexa Ǔ(gln) e a Álgebra de Heisenberg quantizada. Todas as álgebras da seção anterior também
são exemplos de álgebras de Galois lineares quantizadas.

De maneira análoga a [EFOS17], Thm. 6 (Teorema 5.3 desta tese), nós temos um resultado
ligando essa nova classe de álgebras de Galois com a versão quantizada da Conjectura de Gelfand-
Kirillov.

Teorema 7.8. ([FS18c], Thm. 9) Seja U uma álgebra de Galois quantizada em (C(x1, . . . , xn;w1, . . . , wm)∗
Xn)G, em que X é Z ou N, com uma ação de G como acima. Então a Conjectura de Gelfand-
Kirillov quantizada vale para U e existem l = (l1, . . . , ln) ∈ Zn, tais que FracU ∼= Frac (Oq(k

2n)⊗
C[w1, . . . , wn]), em que q = (ql1 , . . . , qln).

Ainda no mesmo tópico, provamos a Conjectura quantizada de Gelfand-Kirillov para o anel de
funções regulares na esfera quântica: A(S2

λ) . Esta álgebra é o quociente de C〈X,Y,H〉 pelas relações
XH = λHX, Y H = λ−1HY , λ1/2Y X = −(c−H)(d+H), λ−1/2XY = −(c− λH)(d+ λH), para
escalares c, d, 0 6= λ ∈ C.

Corolário 7.1. ([FS18c], Corol. 1) FracA(S2
λ) ∼= FracCλ[x, y].

7.4 Equivalência Birracional de invariantes de U(sl2)

Nesta seção, ofereceremos um exemplo para a questão posta por Kirkman, Kuzmanovich e Zhang
([KKZ08]; Capítulo 2, seção 3 desta tese), utilizando U(sl2), que sabemos ser rígida pelo resultado
de Alev e Polo [AP95]. k é algebricamente fechado de característica 0.

U(gl2) tem os geradores e, f, h com as relações [h, e] = e, [h, f ] = −f e [e, f ] = 2h; aqui e, f, h
são a base canônica de sl2. U(sl2) pode ser realizado como álgebra de Weyl generalizada da seguinte
maneira: D(a, σ), D = k[H,C], a = C − H(H + 1), σ(C) = C, σ(H) = H − 1. O isomor�smo é
como se segue: e 7→ X, f 7→ Y , h 7→ H, h(h+ 1) + fe 7→ C.

De�na uma ação do grupo cíclico de ordem m, Gm,m ≥ 1, em U(sl2), com um gerador �xado
g ∈ Gm agindo da seguinte forma: h 7→ h, e 7→ ξe, f 7→ ξ−1f , em que ξ é uma raiz m-ésima da
unidade �xada. Nós temos que k[H,C](a, σ) é mergulhado de maneira birracionalmente equivalente
em k[H,C]∗Z, em que Z age como σ. A ação de Gm estende-se de maneira natural a este anel maior:
g(y) 7→ ξyy, y ∈ Z. Portanto, temos um mergulho birracional de U(sl2)Gm em (k[H,C] ∗ Z)Gm .

Como C é �xo pela ação de Gm e de σ, (k[H,C] ∗ Z)Gm ∼= (k[C]⊗ (k[H] ∗ Z)Gm).
Por sua vez, k[H] ∗ Z é o anel de operadores diferenciais no toro: A1(k)x = A1(k)xm . Assim,

Frac (k[H] ∗ Z)Gm ∼= Frac (A1(k)xm)Gm ∼= Frac (A1(k)Gm
xm ) ∼= Frac (A1(k)Gm), em que a ação do

gerador g em A1(k) é como se segue: x 7→ ξ−1x, ∂ 7→ ξ∂.
Concluímos que U(sl2)Gm é birracionalmente equivalente a k[C]⊗A1(k)Gm . Pelo Problema de

Noether Não-Comutativo, ação de grupos abelianos ([AD06]), FracA1(k)Gm ∼= FracA1(k) nós
temos:

Proposição 7.4. ([FS18c], Corol. 3)
Para m > 1 e a ação de Gm dada acima, temos Frac (U(sl2)Gm) ∼= Frac (k[C] ⊗ A1(k)) ∼=

Frac (k[C])⊗ Frac (U(sl2)).

O último isomor�smo é a Conjectura de Gelfand-Kirillov para sl2 [GK66].

7.5 Notas e Referências

Essa é a primeira vez que uma discussão dedicada exaustivamente ao Problema de Noether
Quântico é feita. Esse problema é interessante devido a sua manifesta relação com a teoria de
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Ordens de Galois e álgebras regulares de Artin-Schelter. Até onde sabemos, o artigo [FS18c] é o
primeiro a tratar da questão levantada por Kirkman, Kuzmanovich e Zhang ([KKZ08]) para álgebras
envolventes de álgebras de Lie semissimples.
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