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Resumo

VARGAS, V. A. Sobre existéncia de estados de equilibrio e limite em temperatura zero
para shifts de Markov topologicamente mixzing. 2015. 59 f. Tese Doutorado - Instituto de

Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015

O objetivo desta tese é demonstrar que para um subshift de Markov topologicamente transitivo
com alfabeto enumerével e um potencial f com pressao de Gurevic finita e V(f) < oo, existe um
tnico estado de equilibrio ;s para cada t > 1, e a familia (f);>1 tem um ponto de acumulagao
quando t — oco. Além disso se também supomos que o f é um potencial de Markov, demonstramos
que a familia de estados de equilibrio (uf)¢>1 converge quando t — oco. Finalmente demonstramos
a continuidade em oo da entropia com respeito ao parametro t. Estos resultados nao dependem da

hipotese de existéncia de medidas de Gibbs.

Palavras-chave: estados de equilibrio, estados de Gibbs, potenciais soméaveis, potenciais de Mar-

kov, subshifts de Markov, limite em temperatura zero, medidas maximizantes.
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Abstract

VARGAS, V. A. On equilibrium states existence and zero temperature limit for topolo-
gically mixing Markov shifts. 2015. 59 p. PhD Thesis - Mathematics and Statistics Institute,

Sao Paulo University, Sao Paulo, 2015.

The aim of this thesis is to prove that for a topologically transitive Markov subshift with coun-
table alphabet and a summable potential f with finite Gurevic pressure and V(f) < oo, there
exists an equilibrium state p;¢ for each ¢ > 1, and the family (p:¢)i~1 has an accumulation point
as t — 0o. Moreover if we also assume that f is a Markov potential we prove that the equilibrium
states family (u¢f);>1 converges as ¢ — oo. Finally we prove the continuity at oo of the entropy
with respect to the parameter t. These results do not depend on assuming the existence of Gibbs

measures.

Keywords: equilibrium states, Gibbs states, summable potentials, Markov potentials, Markov

subshifts, zero temperature limit, maximizing measures.
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Capitulo 1

Introducao

Seja X um espaco Hausdorff e T': X — X uma transformacao sobrejetiva, entao as compostas
da transformagao T definem uma N-agado sobre o conjunto X a qual é um sistema dindmico discreto
que usualmente é denotado pela dupla (T, X). A teoria ergddica pretende estudar o comportamento
das medidas que satisfazem a relacio p.T = p, onde u,T(E) = pu(T~(E)) para cada conjunto
mensuravel £ C X, além disso busca fornecer informacao quantitativa das orbitas geradas pela
dindmica (T, X) para quase todo ponto do espago X.

A &rea comeco a ser estudada no século XIX e tem seus origens na mecinica estatistica, nessa
época os fisicos L. Boltzmann e H. Poincaré estavam interessados no estudo da cinética de gases mo-
delados por fluxos Hamiltonianos, porém encontrar solucoes as equacgoes diferenciaveis relacionadas
com esse tipo de fluxos ficou trabalhoso de mais, nesse momento surgiu uma ideia do H. Poincaré a
qual consistiu em discretizar o problema e estudar o comportamento do conjunto errante, ele con-
cluiu que tinha volume zero, esse é um dos teoremas fundamentais da area e poderia ser considerado
o origem da teoria ergédica, no entanto quando eles comecaram a estudar esse problema acredita-
ram que as medias temporais ao longo das orbitas coincidiam com as medias espaciais, mas depois
deram conta que essa propriedade nao é necessariamente certa no caso geral, porém depois de dar
conta desse erro chamaram os sistemas nos quais essa condigao é satisfeita de sistemas ergodicos.

A maior parte do desenvolvimento da teoria ergodica foi no século XX, alguns dos matematicos
que fizeram as maiores contribui¢ées no desenvolvimento inicial desta érea foram G. D. Birkhoff, A.
Kolmogorov, J. Von Neumann e Y. Sinai. J4 na década dos 70’s o fisico D. Ruelle ¢ o matemaético
R. Bowen comecaram estudar um ramo da teoria ergddica conhecido como formalismo termodi-
namico, eles queriam estudar as propriedades de medidas invariantes que maximizam a pressao

P,(f) = h(u) + [ fdu, onde f é uma func¢ao continua chamada de potencial e h(u) ¢ a entropia de
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Kolmogorov-Sinai, essas medidas foram chamadas de estados de equilibrio associados ao potencial
f- Ja nos finais da década dos 90’s e comegos do século XXI os mateméticos O. Jenkinson R.
Mauldin, O. Sarig e M. Urbariski entre outros, comegaram a estudar formalismo termodindmico no
contexto de subshifts de Markov com alfabeto enumeravel e tiveram alguns dos mais importantes
avancos nessa linha.

No caso que para cada t > 1 existe um tnico estado de equilibrio iy associado ao potencial tf,
um problema interessante ¢ estudar existéncia de pontos de acumulagao da familia (g f)¢>1 quando
t — o0, isso porque esses pontos de acumulagdo sao medidas maximizantes para o potencial f,
além disso porque desde o ponto de vista da mecéanica estatistica, num sistema dindmico (7', X)
com iteracao entre particulas dada pelo potencial f, a temperatura é representada pelo parametro
%, portanto existéncia de pontos de acumulacao dessa familia de estados de equilibrio é associada
& nao existéncia de transicoes de fase do sistema quando se tem congelamento, na fisica é possivel
interpretar isso como nao ter nenhuma perda das propriedades dos materiais em baixas tempe-
raturas. No caso de existir o limite da familia (p:f)¢>1 quando ¢ — oo é chamado de limite em
temperatura zero. Em geral o estudo do comportamento desses pontos de acumulacao é conhecido
como problemas de limites em temperatura zero e a sua importancia é baseada na ligacao que faz
entre o formalismo termodinamico e a otimizagao ergodica.

O objetivo deste trabalho é mostrar existéncia dos estados de equilibrio associados a cada um
dos elementos de uma familia de potenciais (¢f);~1 que satisfaz algumas propriedades desejaveis,
além disso demonstramos existéncia de pontos de acumulagao da familia (y¢¢);~1 quando t — oo
e no caso que o potencial é Markov queremos demonstrar a existéncia do limite em temperatura
zero, também estudaremos o comportamento da familia das entropias desses estados de equilibrio
(h(eg))i>1 auando ¢ — oo,

Alguns trabalhos ja foram feitos nessa direcao, porém neles é usada a propriedade que o subshift
é finitamente primitivo, a ideia é enfraquecer um pouco essa propriedade para o caso onde a dindmica
é topologicamente transitiva.

Seja f um potencial, para cada n > 1 definimos a n-ésima variagao do f como

Vo (f) ==sup{|f(x) — f(y)| : 0. . Tp—1=Y0 .- - Yn—1},

e vamos definir V(f) := > n>1 Valf)-
Nosso primeiro resultado garante existéncia dos estados de equilibrio para uma familia de po-

tenciais dependendo do pardmetro ¢, o teorema é o seguinte:
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Teorema A. Seja X2 um subshift de Markov topologicamente transitivo e f um potencial somdvel,
com pressdo topoldgica finita e V(f) < co. Entdo para cadat > 1 existe um estado de equilibrio i f
associado ao potencial tf, além disso a familia (pf)i>1 tem um ponto de acumulac@o fiee quando

t — 00.

A demonstragao deste resultado é similar do que um resultado que aparece demonstrado em
[14] que garante usando hipoteses similares existéncia de uma automedida associada ao operador
adjunto do operador de Ruelle, porém é conhecido que no caso nao-compacto essa automedida nao
é necessariamente um estado de equilibrio, portanto o ganho deste teorema é garantir a existéncia
da familia de estados de equilibrio no caso topologicamente transitivo.

No caso que o alfabeto é finito, existéncia de pontos de acumulacao é imediata, porém a existéncia
do limite em temperatura zero nao é trivial. O primeiro trabalho nesta direcao foi apresentado
por Brémont em [5], nesse trabalho ele demonstrou existéncia do limite em temperatura zero no
caso de potenciais localmente constantes definidos sobre subshifts com alfabeto finito, depois disso
Leplaideur em [13] conseguiu mostrar uma forma explicita do limite em temperatura zero usando
as mesmas hipoteses de [5], finalmente Chazottes, Gambaudo e Ugalde demonstraram o mesmo
resultado para uma classe mais geral de potenciais em [7] usando técnicas de renormalizagao.

No caso de subshifts de Markov com alfabeto enumeravel, ou seja o caso nao-compacto, um dos
primeiros resultados na direcdo de limites em temperatura zero foi obtido por Jenkinson, Mauldin
e Urbanski em [10], eles demostraram existéncia de pontos de acumulagao para a sequéncia de
estados de equilibrio (p:f)i>1 quando t — 0o no caso que ¥ ¢é finitamente primitivo e o potencial
tem variacdo somével e pressao finita, além disso demonstraram que os pontos de acumulacao dessa
sequéncia sdo medidas f-maximizantes. Finalmente Kempton demonstrou em [12] que quando o
potencial é Markov, o subshift é topologicamente miring e satisfaz a propriedade BIP!, entdo
existe o limite em temperatura zero.

E importante ressaltar que a condicdo do potencial ser localmente constante nao pode ser
removida, mesmo no caso compacto, para demonstrar existéncia do limite em temperatura zero.
Chazottes e Hochman em [8] deram um exemplo de um subshift de tipo finito ¥ ¢ {0, 1} para
o qual existe um potencial Lipschitz no qual a sequéncia de estados de equilibrio diverge quando
t — oo. Mais recentemente Coronel e Rivera-Letelier em [9] mostraram que no caso compacto,
mais especificamente quando ¥ = (S 1)N, dadas quaisquer duas medidas ergédicas p e p~ com a

mesma entropia, sempre é possivel construir um potencial Lipschitz tal que a sequéncia de estados

'Para subshifts topologicamente mizing esta propriedade é equivalente ao subshift ser finitamente primitivo.
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de equilibrio associada ao potencial tem como pontos de acumulagdo duas medidas isomorfas a as
medidas p™ e u~ respectivamente.
Nosso segundo resultado generaliza o resultado de Kempton em [12| para subshifts de Markov

topologicamente transitivos.

Teorema B. Seja 3 um subshift de Markov topologicamente transitivo e f um potencial de Markov
somdvel, com pressao de Gurevic finita e Vi(f) < oco. Entao a sequéncia de estados de equilibrio

(fef)i>1 converge quando t — oo para uma medida floo € Mmax(f).

Usando as mesmas condigoes de [10], Morris demonstrou em [16] existéncia do limite da sequén-
cia (h(pef))e>1 quando t — oo no caso de subshifts de Markov finitamente primitivos, além disso
mostrou que a sequéncia converge para o supremo das entropias das medidas de probabilidade
f-maximizantes.

Nosso ultimo resultado é uma generalizacao do resultado de Morris no sentido que mostra
o mesmo comportamento das entropias quando t — oo, porém usamos as mesmas hipdteses do
teorema 1 que sdo bem mais gerais desde o ponto de vista dindmico das que sdo usadas em [16]. O

resultado é o seguinte:

Teorema C. Seja X uwm subshift de Markov topologicamente transitivo e f um potencial somdvel,

com pressao de Gurevic finita e V(f) < oo. Entdo

h(pioo) = lim h(pip) = sup{h(p) : p € Minaz(f)},

onde 1o € ponto de acumulacdo da familia (fiif)e>1.

A importancia deste trabalho é que nas hipoteses dos teoremas o subshift nao satisfaz a propri-
edade BIP a qual garante existéncia de medidas de Gibbs [18], portanto muitas das ferramentas
dadas no formalismo termodinamico para subshifts de Markov com alfabeto enumeréavel nao sao
validas neste caso.

A ideia da prova é fazer uma aproximacao de nosso subshift ¥ por uma sequéncia crescente
de subshifts compactos (Xj)r>0 € usando argumentos de rigidez garantir existéncia de pontos de
acumulacao familia de medidas de probabilidade quando ¢ — oo. Além disso vamos usar a existéncia
do limite em temperatura zero no caso compacto para demonstrar a existéncia do limite no caso
que noés trabalhamos usando um argumento muito parecido a um argumento diagonal.

As principais ferramentas que vamos usar para fazer essa aproximacio sdo a caracterizagao

dada por Leplaideur em [13] do limite em temperatura zero para o caso de subshifts com alfabeto
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finito e o algoritmo de renormalizagao demonstrado por Chazottes, Gambaudo e Ugalde em |[7].
Também vamos usar o resultado demonstrado por Bissacot e Freire em [3] no qual garantem a
existéncia de medidas maximizantes para potenciais coercivos definidos sobre subshifts de Markov
topologicamente transitivos, e por ultimo vamos usar o resultado demonstrado por Buzzi e Sarig
em [6] no qual é garantida a unicidade do estado de equilibrio quando o subshift tem alfabeto
enumeravel e a dindmica é topologicamente transitiva. Para a demonstragao do tltimo resultado
vamos usar que todo argumentos bastante simples da teoria da medida e alguns dos principios
variacionais que satisfaz a pressao topoldgica, além disso vamos usar o resultado demonstrado por
Morris em [16].

O trabalho esté organizado da seguinte forma:

Na primeira parte do capitulo 2 fazemos uma introducao a teoria ergédica lembrando alguns
dos resultados cléssicos os quais serao usados ao longo do trabalho; na segunda parte aparecem
alguns resultados do formalismo termodindmico no contexto de subshifts de Markov os quais foram
demonstrados em maior parte por Jenkinson, Mauldin, Sarig e Urbaiiski, isso na busca dos resultados
que aparecem nos capitulos 3 e 5.

Na primeira parte do capitulo 3 seguindo o trabalho do Sarig em [20] vamos definir o operador
de Ruelle associado a um potencial f no caso de subshifts de Markov com alfabeto enumerével,
além disso estudaremos algumas das principais propriedades deste operador e de seu operador dual
procurando uma caracterizacdo dos estados de equilibrio associados ao potencial f, na segunda
parte do capitulo vamos estudar o resultado de Buzzi e Sarig em [6] no qual é garantida a unicidade
do estado de equilibrio associado ao potencial f quando tem variagao somével e pressao finita.

Na primeira parte do capitulo 4 estudaremos o resultado de Bissacot e Freire em [3] que garante
existéncia de medidas maximizantes para subshifts de Markov topologicamente transitivos, na se-
gunda parte do capitulo estudaremos o resultado de Leplaideur em [13] que caracteriza o limite
em temperatura zero quando o subshift é compacto, e a renormalizacao construida por Chazottes,
Gambaudo e Ugalde em [7].

No capitulo 5 aparecem os trés resultados obtidos neste trabalho. Nosso primeiro resultado ga-
rante existéncia de um unico estado de equilibrio associado ao potencial tf para cada t > 1. O
segundo resultado é uma generalizagao do trabalho de Kempton em [12]| para o caso de subshifts de
Markov topologicamente transitivos com alfabeto enumerével, além disso usando a caracterizagao
obtida em [13] nds obtemos uma caracterizagdo no caso nao-compacto. Nosso ultimo resultado é
uma generalizagao do resultado obtido por Morris em [16] para o caso subshifts de Markov topolo-

gicamente transitivos com alfabeto enumerével.
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Capitulo 2

Preliminares

A teoria ergodica tem seus origens no estudo dos fluxos Hamiltonianos, porém o H. Poincaré
discretizo o problema para conseguir uma solugao, isso explica porque a maioria dos resultados
classicos que vamos abordar neste capitulo sao propostos para o caso de dindmica discreta, no
entanto eles podem ser generalizados na maioria dos casos com pouca dificuldade para fluxos.

Na primeira se¢ao deste capitulo vamos ver alguns desses resultados fundamentais, entre eles o
teorema de recorréncia de Poincaré, o teorema ergodico de Birkhoff e o teorema de decomposi¢ao
ergodica. Além disso vamos mostrar algumas das suas consequéncias mais importantes.

Na segunda secao do capitulo vamos dar uma definicao para os subshifts de Markov e vamos
estudar alguns resultados fundamentais do formalismo termodindmico nesse contexto. Uma das
coisas mais importantes que vamos fazer nesta secao vai ser definir a pressao de Gurevic, a qual é
bastante ttil neste contexto porque coincide com a pressao topological.

A maioria dos resultados que aparecem neste capitulo sao demonstrados em [1], [15], [17] e [19].

2.1 Teoria ergodica

Para falar de teoria ergddica no contexto dos sistemas dindmicos discretos precisamos no minimo
de um espago mensuravel (X, B) e um sistema dinamico?® (T, X).

Nesta secao vamos estudar alguns tipos de medidas que tem uma relacao direta com a din&mica,
entre elas estdo as medidas nao-singulares, as medidas invariantes, etc. A continuagao vamos dar

algumas defini¢oes que serdao usadas ao longo deste trabalho.

N

1. Uma medida v é absolutamente continua com respeito & medida u, e o denotaremos como

IEsse resultado aparecera demonstrado no capitulo 3.
2Ao longo deste trabalho sempre vamos ter uma dinamica fixada.
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v < u, se para todo conjunto mensuravel E C X tal que pu(E) = 0, também é satisfeito
v(E) = 0. Usaremos a notagao v ~ p quando v < p e u < v, ou seja u(E) = 0 se, e somente

se v(E) =0.

2. Uma medida p é ndo-singular se para todo conjunto £ C X mensuravel u(T'E) = 0 se, e

somente se p(E) = 0.

3. Uma medida nao-singular p é conservativa se todo conjunto mensurdvel £ C X tal que

T "ENE = para cada n € N, satisfaz u(E) = 0.
4. Uma medida ju é invariante se todo conjunto mensuravel £ C X satisfaz u(T"'E) = u(E).

Observe que toda medida invariante é nao-singular, no entanto o reciproco nao é necessariamente
certo, uma pequena modificacdo no enunciado do teorema 2 ajuda a garantir que toda medida de
probabilidade conservativa é invariante.

Vamos denotar por M(X) o conjunto das medidas borelianas de probabilidade sobre X, e
denotaremos por Mz (X) C M(X) o conjunto das medidas de probabilidade T-invariantes sobre
X.

Definimos a topologia fraca* sobre o conjunto M(X) como a topologia gerada pela seguinte

familia de vizinhancas

V(u,]:,e):{Z/EM(X):‘/fidu—/fid,u‘<6,V1§i§m},

onde F = {f1,..., fm} e cada uma das fun¢oes f; é continua limitada. Nao é dificil ver que a

topologia fraca™ é equivalente a topologia gerada pela familia de vizinhancas
V'(u,Bye) ={ve M(X):|v(B;) — u(B;)| < e,V1 <i<m},

onde B = {Bj, ..., By} e cada um dos conjuntos B; ¢ um conjunto de continuidade para p, ou
seja 1(0B;) = 03. Em consequéncia temos lim,, o0 i, = i se, e somente se lim,, oo ftn(B) = u(B)
para todo conjunto de continuidade da medida pu.

Vamos dar uma caracterizacao da topologia fraca™ a qual vai facilitar algumas das demonstragoes

que apareceram de aqui para o frente.

Proposicao 1. Uma sequéncia (pin)nen converge na topologia fraca™ para p se, e somente se, para

30nde dB; é a fronteira topologica do conjunto B;.
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toda fungao continua limitada g : X — R temos

n—o0

lim [ gdu, = /gd,u.

De aqui para o frente sempre que falemos de convergéncia de medidas de probabilidade, estare-
mos falando no contexto da topologia fraca*.

Além disso, é possivel demonstrar que quando o espago X é métrico separavel, entao M (X)
também é espaco métrico separavel dotado com a topologia fraca*®, além disso quando X compacto
temos que M(X) também é compacto.

No caso que o espago X nao é compacto dizemos que um subconjunto K C M(X) é justo, se
para todo € > 0 existe um conjunto compacto K C X tal que u(K€) < € para toda pu € K.

A definicao de conjunto justo é bastante tutil, porque as medidas pertencentes a um conjunto
justo tem seu suporte contido quase por completo num conjunto compacto o qual vai facilitar muitas
contas no caso nao compacto.

O seguinte teorema é bastante 1til na busca de garantir existéncia de pontos de acumulagdo na

topologia fraca* para uma sequéncia arbitraria de medidas usando a defini¢ao de conjunto justo.

Teorema 1 (Prohorov). [2] Seja (X,B) um espago métrico, separdvel e completo. O conjunto

K C M(X) € justo se, e somente se toda sequéncia em K possui alguma subsequéncia convergente.

Um dos objetivos principais da teoria ergddica é o estudo das érbitas tipicas do sistema para
quase todo ponto, nessa dire¢do um dos primeiros resultados importantes desta area foi demonstrado
por Poincaré no siglo XIX e fala do comportamento recorrente das orbitas tipicas de quase todo
ponto num conjunto de medida positiva, esse teorema foi uma consequéncia da discretizagdo da

dindmica dos fluxos Hamiltonianos definidos sobre espagos euclideos.

Teorema 2 (Recorréncia de Poincaré). [17] Seja pp € Mp(X) e E C X mensurdvel com j(E) > 0.

Entao para p-quase todo ponto x € E existem infinitos valores de n para os quais T"x € E

Um conjunto £ C X é chamado invariante se T-'E = E, e uma medida ndo-singular p é
chamada ergodica se para todo conjunto mensurével invariante £ C X ¢é satisfeito pu(E) = 0 ou
u(E°) = 0, de aqui para o frente vamos denotar o conjunto das medidas de probabilidade ergodicas
por Me,q(X), claramente Mg, 4(X) C Mp(X), além disso é facil dar conta que o conjunto M7(X)
¢ um simplex e que o conjunto dos seus pontos extremais é Me,q4(X).

Dizemos que uma funcao integravel f é invariante se satisfaz f oT = f. A continuagdo vamos

dar uma caracterizacao das medidas de probabilidade ergddicas usando fungGes invariantes.
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Lema 1. [17] Uma medida p € Mp(X) é ergddica se, e somente se toda func¢ao invariante é

constante p-quase sempre.

Para f : X — R mensuravel e n > 1 vamos denotar & n-ésima suma ergddica da f por
Spf(x) = Z?;ol (T'z) e dado um ponto arbitrario z € X definimos sua media ergodica como
limy, o0 %Snf(:z‘), observe que para o caso € Per(X) o limite existe, porém em casos mais gerais
nao é necessariamente certo.

O teorema ergddico de Birkhoff é um dos resultados classicos da teoria ergddica, ele garante
existéncia das medias ergddicas para quase todo ponto, além disso o teorema dé condigdes para

que as medias ergodicas coincidam com as medias espaciais, esta propriedade é conhecida como

hipétese ergodica.

Teorema 3 (Ergodico de Birkhoff). [17] Seja u € Mr(X) e f € L' (i), entdo o limite

f*() = lim -8, f(z)

n—oo n

existe para p-quase todo ponto z € X, além disso [ f*du = [ fdu. Em particular se a medida

de probabilidade 1 € ergddica, entao f*(x) = [ fdu para p-quase todo ponto x € X.

Observe que se a medida de probabilidade p é ergddica, ainda que [ fdu = oo a conclusao do
teorema ergédico de Birkhoff continua verdadeira.

Com efeito para qualquer M > 0 temos que (flj;<p)*(x) = [ flj<rdp, e para cadan € N
temos 15, f(z) > %Sn(fl[f<M])(x), entao

liminf:bSnf(:L')Z/fl[f<M]d,u.

n—0o0

Portanto dado que M é arbitrario temos que lim inf,, %Sn f(z) = oo, do qual segue imedia-
tamente que f*(x) = oc.

Seja (X, B, u) um espago de probabilidade, uma familia de subconjuntos enumeréveis P é uma
particao mensurédvel de X se os seus elementos sao disjuntos dois a dois, exceto possivelmente num
conjunto de medida zero, e além disso a uniao de todos os elementos de P tem medida total. De
aqui para o frente sempre que falemos de particao estaremos falando de uma particdo mensuravel.

Seja m : X — P a projegao natural, ou seja a fungao = — P(x) onde P(x) € P é o elemento
da particdo que contém o ponto z, dizemos que Q@ C P é mensuravel se, e somente se 7 1Q &

mensuravel.
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Para todo conjunto @ C P mensuréavel definimos a sua medida como

Q) = pu(r1Q),

a medida [i é conhecida como medida quociente.
O seguinte teorema faz uma decomposi¢ao dos elementos do simplex Mp(X) como combinagao

convexa de pontos extremais que sao elementos de Me,4(X).

Teorema 4 (Decomposigao ergodica). Seja X um espago completo separdvel e p € M7 (X). Entdo

existe uma particao P de X e uma familia de medidas de probabilidade (up)pep em X, tal que
1. pup(P) =1 para fi-quase todo P € P;
2. P up(E) € mensurdvel, para todo E C X mensurdvel;
8. up € ergodica para fi-quase todo P € P;
4. [ fdu = [([ fdpp)di(P) para toda f : X — R mensurdvel limitada.
Vamos denotar como p = [ ppdfi(P) a decomposi¢io ergédica da medida p.

Dada uma medida p € M(X) e uma partigao P, definimos a entropia da p associada a partigao

P como

H(u | P)i= 3 —u(P)log(u(P)).

PeP

Uma particdo P € mais fina que a particao 9, se para todo Q € Q existe P € P tal que P C Q,
neste caso vamos usar a notagao Q < P.

Observe que quando pu € My (X) temos H(u | P) = H(p | T71(P)), além disso quando Q < P
temos H(pu | Q) < H(u | P).

Dada uma particao P de X vamos denotar P" = \/?:_01 T—IP. Observe que se m < n, entao
Pm < P além disso para p € Mp(X) é satisfeito H(p | P*™™) < H(u | P*) + H(u | P™), ou
seja a sequéncia (H(u | P™))n>1 € subaditiva sempre que p € Mp(X).

Dada uma uma medida p € Mp(X) e uma partigao P de X, definimos a entropia de T com

respeito a medida p e a partigao P como
h( )= li le( | P"*) =i fle( | P™) (2.1)
w,P) Jim -~ H(p P Jnf S H (p P™). .

O limite em (2.1) sempre existe pela subaditividade da sequéncia (H(p | P™))n>1, além disso é

imediato que para quaisquer duas partigoes Q < P é satisfeito h(u, Q) < h(u,P), mais ainda como
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\/?:_& TP = P"k~1 segue imediatamente que h(p, P) = h(u, P") para todo n > 0. Definimos a

entropia de Kolmogorov-Sinai da medida p como

() = sup A, P), (2.2)

onde o supremo é tomado sobre todas as particoes P de X4,

Lema 2. [17] Seja Py < ... < Py < ... uma sequéncia ndao decrescente de parti¢oes tal que | J,,~; Pn

gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis a menos de medida nula, entao h(p) = limy, o0 h(p, Pr)

Observe que se |J,,»; P" gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis, entdo h(u) = h(u, P).

Finalmente dizemos que a dindmica 7' : X — X & topologicamente transitiva se para quaisquer
par de conjuntos abertos U,V C X existe n € N tal que T-"U NV # (), e dizemos que a dinamica
T: X — X é topologicamente mizing se para quaisquer par de conjuntos abertos U,V C X existe

N € N tal que T-"U NV # () para todo n > N.

2.2 Formalismo termodinamico

Seja A C R um alfabeto enumeravel® ¢ M uma matriz de 0’s e 1’s indexada em A x A tal
que nenhuma das suas filas ou colunas esta composta unicamente por 0’s. Definimos o subshift de

Markov (o, %) com alfabeto A e matriz de incidéncia M como
Y={z¢€ AN M, ;0 = 1},

junto com a transformagao o : ¥ — X sendo o shift a esquerda, ou seja o((Zp)nen) = (Zn41)neN-

De aqui para o frente vamos supor que (o, ) é topologicamente transitivo.

O formalismo termodindmico estuda existéncia e propriedades das medidas o-invariantes que
maximizam P,(f) := h(pu) + [ fdu, essas medidas sao chamadas de estados de equilibrio.

Nesta segdo também vamos definir a pressao de Gurevic Pg(f) a qual é bastante 1atil neste con-
texto, além disso no capitulo 3 vamos mostrar que no caso de subshifts de Markov topologicamente
transitivos com alfabeto enumerével, sempre que a pressao seja finita essa definicdo coincide com a
pressao topolégica

Prop(f) = sup {Pﬂ(f) [ san> oo} . (2.3)

40Observe que esta definicio depende do sistema (T, X).
SPara, fazer os calculos mais simples vamos supor A = N, porém a definicio faz sentido em conjuntos nio enume-
raveis.
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Dada uma palavra w = ag . .. a,—1 definimos o cilindro [w] ={x € ¥ : xg... -1 =ag...an-1},
dado 0 € (0,1) e t(z,y) =inf{n € N:zg...2p—1 # yo...Yn—1} definimos a métrica dy sobre ¥
como dg(z,y) = 01 (=y) . Além disso é facil demonstrar que para quaisquer 6 € (0,1) a topologia
gerada pela métrica dy coincide com a topologia gerada pelos cilindros, portanto > é um espaco
métrico separével.

Seja f : ¥ — R um potencial®, dizemos que f tem variacdo somavel se

V() =S Valf) < o,

n>2

alem disso V(f) < oo implica sup,,>1 Voy1(Snf) < oo.
O potencial f é coercivo se

Jim (sup fliq)) = —o0, (2.4)

e chamaremos o potencial f soméavel se satisfaz

> exp(sup(f|fq)) < 0. (2.5)

acA

Observe que todo potencial soméavel é coercivo mas a reciproca em geral nao é valida. A propri-
edade do potencial ser soméavel vai ser muito importante na demonstracao da existéncia dos estados

de equilibrio o qual ¢ um dos resultados mais relevantes deste trabalho.

Lema 3. [16/ Se o potencial f é somdvel, entao para todo t > 1

> sup(—tf|(q) exp(sup(tf]))) < 0.

acA

Dados dois potenciais f, f’ e uma constante ¢, dizemos que o potencial f’ é cohomologo ao
potencial f + ¢ via a funcao ¢ se é satisfeito f' = f + ¢ — p o 0 + ¢, 0o qual denotaremos como
'~ f+ ¢, no caso ¢ = 0 dizemos que os potenciais sao cohomologos.

Esta propriedade é bastante interessante no sentido que potenciais cohomologos conservam
muitas caracteristicas, por exemplo tem os mesmos estados de equilibrio, tem as mesmas medidas
maximizantes e a mesma pressao de Gurevic. O seguinte teorema da uma relagao entre as somas
ergbddicas das orbitas periodicas e a cohomologia o qual é bastante 1til em algumas das provas que

apareceram de aqui para o frente.

5Vamos entender potencial como uma funcdo continua.
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Teorema 5 (Livsic). [19] Sejam f, f' potenciais com V(f),V(f') < co. Entdo o "~ f via uma

fungao ¢ se, e somente se Sy, f(x) = S, f'(x) para cada x € ¥ tal que o™z = x.

Para cada a € A definimos

Zn(faa) = Z eXp<Snf(x))l[a}($)'

ohr=x

Lema 4. [19] Seja f uwm potencial com sup,,;>1 Vip1(Snf) < oo, entdo para quaisquer a,b € A

existem constantes C1,Co > 0 e k1, ko € N tais que

CIankl (f7 a) < Zn(f7 b) < CQZnJrkz (fv a)

para cada n > ki

Dado a € A definimos a pressao de Gurevic do potencial f como

Po(f) = lim ~log Zu(f, a). (2.6)

n—oo n

Segue do lema 4 que para todo potencial com sup,,>1 V41(Snf) < 0o a definigdo de pressao de

Gurevic é independente do a € A escolhido’.
Lema 5. (Propriedades da pressao de Gurevic)[19]
i) Pa(f) > —oo.
it) Po(f+c¢)=Pa(f) +c
iii) Para todo t € [0,1], Pa(tf + (1 —1t)f") <tPa(f)+ (1 —t)Pa(f’).
i) Se f"~ f+ ¢, entao Pa(f') = Pa(f) +c.

Lema 6. [20]

Po(f) = sup{Ps(flg) : &' C X € subshift compacto}.

Fazendo um procedimento similar & demostragao feita em [20] é possivel demonstrar que para

uma sequéncia estritamente crescente de subshifts compactos (X)ren € satisfeito

Pa(f) = sup{Pc(fls,) : k € N},

"Sempre que falemos de Pg(f), estaremos supondo que SUp,,>1 Vat1(Snf) < oo.
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isso porque para todo subshift compacto X' existe kg € N tal que X/ C X®.

8Este resultado vai ser necessario no capitulo 5.

15
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Capitulo 3

Operador de Ruelle e estados de

equilibrio

Neste capitulo vamos a definir o operador de Ruelle associado ao potencial f no caso de subshifts
de Markov topologicamente transitivos com alfabeto enumeravel, é importante ressaltar que o con-
junto de fungoes nas quais o operador estd bem definido é bem mais dificil de caracterizar que no
caso compacto, embora no caso nao-compacto é possivel dar condigoes sobre o f na busca que o
operador fique bem definido sobre o conjunto de fungdes integraveis com respeito & automedida
associada a seu operador dual [19], além disso vamos mostrar algumas propriedades deste operador
e usaremos ele na demonstragao da unicidade dos estados de equilibrio.

De aqui para o frente vamos usar a notacdo A = B*! quando B! < A< B,e A=B+C

quando B—C <A< B+ (C,onde A,B,C > 0.

3.1 Operador de Ruelle

Definimos o operador de Ruelle associado ao potencial f como

(Lrg)(x) = > exp(f(y))g(y), (3.1)

oy=x

é claro que no caso geral o operador nao estd bem definido porque a soma pode ser divergente,
porém no caso que o potencial f é positivamente recorrente em [20] dao condigbes para garantir

que o operador Ly converge sobre L'(v), onde v é a tinica automedida do operador dual, ou seja é

17
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a Gnica medida que satisfaz Ljv = Av, com A = exp(Pa(f)) e L% definido por

/ gd(Lyp) = / Lygdp. (3.2)

Dizemos que uma medida p é uma medida RPF associada ao potencial f se é da forma p = hdyv
onde h positiva continua, Lh = Ah, f hdv =1, e v, X sao definidos como no paragrafo anterior.

Para uma medida nao-singular p e cada E C ¥ mensuravel!, definimos a medida p o o como

poo(B) =" u(o(En [a).

acA

Observe que p < poo, portanto a fungao diga estd bem definida, além disso para cada g : ¥ — R

mensuravel

/ g(@)d(oo) () = 3 / 9(a) g (@)dp(z). (3.3)

acA

Lema 7. [20] A medida v satisfaz Liv = Av se, e somente se

dv

dvoo

=\ Lexp(f).

Seja ¥ um subshift de Markov e a = {[a] : a € A} a sua particao natural. Vamos lembrar
duas formulas bastante conhecidas na teoria ergddica que vao ser necessarias em algumas das
demonstragoes que aparecem de aqui para o frente.

Formula de Rokhlin: Seja u € My(X) tal que H(u | a™) < oo para cada n > 1, entao

Formula de Kdc: Para i € M, (), cada f € L*(u) e todo conjunto mensuravel £ C ¥ com

u(E) > 0 ¢ satisfeito

vp(z)-1

flo’z) | du(e) = | f(x)dpu(z),
0 ft / 1

/1E(~’U)

onde pg(x) = 1g(x)inf{n > 1: 0"z € E}.

j=

E importante ressaltar que a formula de Rokhlin sempre é verdade no caso compacto, embora

no caso nao-compacto nao é necessariamente certa porque é possivel que exista algum n’ tal que

'"Em geral po o(E) # u(a(E)).
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H(p| o) = 00, no entanto a formula de Kdc sempre é verdadeira.

Lema 8. [19/ Seja X2 um subshift de Markov topologicamente transitivo, f : ¥ — R com V(f) < oo

e v uma medida invariante finita sobre cilindros tal que L}V = v, entdo v € ergodica.

Demonstracao. Sejam a = ag...an—1 € b = by...b,_1 tais que a N o~ b é admissivel, e seja
M = exp(sup,>1 Vat1(Snf))-

Afirmacgao 1. Podemos supor que v(3) = 1.

Com efeito, seja (£,)qc4 uma sequéncia de nimeros reais positivos tais que a funcdo v =
> aca Callq satisfaz [~ydv = 1. Definimos a medida & = vdv, observe que 7(X) = 1, além disso
como ~ > 0, entao ¥ « v, portanto U ergddica se, e somente se, v ergodica.

Definimos f = log (dg—ia), portanto segue do lema 7 que L;‘;ﬂ =ve

dv d
log ~V = log . +logy —logyoo = f+logy —logvyoo,
dvoo dvoo

além disso dado que Vi (logy — log~y o o) = 0 para todo k > 2, entao V(f) < V(f) < 0.

Afirmacao 2. exp(S,f(azx)) = Mﬂ%.

Com efeito, dado que para todo z,y € ¥ temos exp(S, f(az)) = M exp(S, f(ay)), entdo

exp(Sn f(ax)) = M/exp(snf(ax))lo[an1](y)d1/(y)
Mil
~ v(ofan-1)) /eXp(S"f(“y))la[anﬂ(y)dV(y)
+1
- oo / Ll (y)dv(y)

v(olan-1])
v[a]

_ +1
T

v[aNo~"b] — ML 1

Afirmacao 3. via]v[] v(olan—1])"
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Com efeito, dado que [b] N oa,—1] = [b], pela afirmagao 2 temos

Vano 8 = [ iy (@)dv(a)
— [ exp(S. 1@y (@) 1op, (@)
— [ exp(Suf@) iy ()1opa, (@i ()
_ / exp(S, f(az)) 1y (z)dv(z)

g vl

V(U[an—l]) ‘
Pela afirmacao 3, e usando novamente que [b] = [b] No[a,—1] concluimos que para todo conjunto
E C ¥ mensuravel
V(e E | [a]) = M*'(E | olan-1]). (3.4)

Seja E C ¥ mensuravel o-invariante com v(F) > 0, e «,, a o-algebra gerada pelos cilindros de
tamanho n. Para ¢ : ¥ — R mensuravel definimos a esperanga condicional da g dado o cilindro

[Yo. - - 4n_1] como

J 9.y AV
E, e Yne]) = Lo P
(g | [y(] Y 1]) V[y(] B -yn—l]

e definimos a esperanga condicional da g com respeito a o-algebra «;,, como

E,(g | an)(z) == Z E.(g[vo-- -yn—l])l[yo...yn_l}(x)-
[Yo---yn—1]#0

Como temos o~ "FE = E para cada n € N, entao segue que

E,(1g | an)(x) =E,(1g | [vo,-- -, Yn—1])(x) =v(e "E | [z¢ ... 2Tn-1]),

portanto usando (3.4) concluimos que E, (15 | ay)(z) = M w(E | o[z,-1]).

Seja a € A tal que v(E Nola]) > 0, entao
va] = /Lfl[a]dy _ /exp(f(a:c))lg[a} (2)dv(z) > M~'Cv(ola]) = M~'Cu(E N ola]) > 0.

Dado que v é conservativa, entao para v-quase todo x € [a], existem infinitos valores de n para

os quais x,—1 = a, portanto v(E | o[z,—1]) = v(E | ola]) quase sempre sobre [a], entao

limsupE, (1g | an)(z) > M~ 'v(E | ola]) > 0.

n—oo
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Além disso pelo teorema de convergéncia de Martingale limsup,,_,  E,(1g | o) (z) = 1g(z),
portanto 1p > 0 quase sempre sobre [a], ou seja existe E, D E satisfazendo v(E,) = v(E) e
E, D lal], portanto v(E N [a]) = v[a].

Seja b € A tal que [a] C o[b], entao v(ENa[b]) > v(EN]a]) = v]a] > 0, pelo mesmo argumento
usado acima temos que existe E D E satisfazendo v(E,) = v(E) e Ey D [b]. Além disso se b € A
¢ tal que [a] C o"[b] para algum n > 1, entdo existe £} D E satisfazendo v(E}]') = v(E) e
EP O o™ [b], portanto Ej = o~ ""VE! S [b] além disso Ej D E e v(E}) = v(E). Dado que ¥
¢ topologicamente transitivo, para todo b € A existe Ny tal que [a] C o™[b] para cada n > N,
portanto E' = (4 By satisfaz E' O E, v(E') = v(E) e E' D [b] para cada b € A, ou seja

E' =13. O

O seguinte lema mostra que no contexto de subshifts de Markov topologicamente transitivos com
alfabeto enumeravel a pressao de Gurevic coincide com a pressao topoldgica o qual facilita muito o
estudo do formalismo termodindmico quando o alfabeto enumeréavel. O resultado foi demonstrado

por Sarig.

Lema 9. [19] Ps(f) satisfaz o principio variacional, ou seja

Demonstragio. (<) Seja € > 0, pelo lema 6 existe um subshift compacto ¥’ C X tal que [ = fl|s
satisfaz Pg(f) < Pa(f') + €. Dado que ¥/ é compacto, entao pelo teorema de Perron-Frobenious
temos que existem h : 3’ — R positiva continua e v medida de probabilidade satisfazendo L h =
Nh, Lyv = Nv e v(h) = 1, onde X' = efe(f) . Seja = hdv, entdo para todo cilindro [w] =

lag ... ap—1]

(o fe]) = [ (140 )ha

= /)\Il[w]Lf/th

= / l[w] hdv

= pifw]

ou seja p é o-invariante. Seja asy = {[a]NY : a € A} uma partigao de ¥/, como H (| asy) < 00
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e log h é continua limitada, pela formula de Rokhlin temos

h dv
——/<10g (hoadyoa>>du

=~ [~ Pels) +logh ~ log o o)

=—/f@+%u%

ou seja Pa(f') = Pu(f').
Seja i € My () definida como fi(E) = u(ENY') para todo £ C ¥ mensuravel. E facil ver que

h(p) = h(p), portanto

Po(f') = Pu(f') = Pa(f) < sup{Py(f) : n € Ms(2)},

portanto Pg(f) < sup{P,(f) : n € Ms(X)}+e¢, dado que € é arbitrario obtemos a desigualdade.

(>) Podemos assumir s.p.d.g. Pg(f) < oo, no caso Pg(f) = oo a desigualdade é trivial. Seja
p € My(X) tal que P,(f) esta bem definido. No caso [ fdu = —oo temos Pg(f) > —oo = P,(f).

Suponhamos [ fdu > —oo, seja am = {[1],[2],...,[m — 1],[> m]} onde [> m] = Ups,[k],
portanto

lim h(j, am) = h(s).

m—ro0
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Seja A C ¥ mensuravel, definimos S,, f(A) := sup(S,f)|a, entao

H(u!@%)Jr/fdu::l( (sl o)+ [ S fdu)

:L(Z p(A)log (A Z/ Snf) Adu>

Aea?, Aea?,

1
<~ ( > u(A)logp(A) + > :U’(A)Snf(A))
Acan, Acal,
1 eXp(Snf(A))>
= — A)l —_—
P og (P2
_1 Y uwBnoC) > A (Bno "C))log <W)
" B,Ceam ACBno—"C p(A)
Aeal,
< H(u o Vo an) 4+ Y wBo0) Y S.f(4)
n " B.Ceam ACBNo—"C
A€eay,
< H@lanvo e+ Y wBNoTC)P(B,C),
" B,Ceam
onde
P,(B,C) := %log > exp(Suf(4) | (3.5)
ACBNo—"C
Acay,
Dado que H(pu | PV Q) < H(u|P)+ H(p| Q), entao
H(p | o) /fdu< H(p|om)+ H(ul o am))+ Y u(BNo "C)Pu(B,C)

B,Ceam

<0(2ttulan)+ ¥ uBnaOREC)

B,Ceam

portanto

h(p, ap) + /fdu < lim sup Z (BNo "C)P,(B,C).

n—oo BCECMm
Se B,C # [> m] ou seja B = [b] e C = [c] para b,c < m. Seja a = {[a] : a € A} a particdo

natural, portanto « é mais fina que «;,, entao substituindo em (3.5) segue

Pl =tog | S (S (A) | <o | S exn(Suf(l) |

Acblne—"(d [wiCb)no~"[c]
Aecal, [wlean
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dado que o é topologicamente transitivo e V(f) < oo, existe k > 1 tal que

limsup P, ([b], []) < limsup

n—00 n—oo TN

1 r log Z exp(sup(Sp+rf(2))) | < Pa(f)

o thy=g
ro=b,xn=c,Tpyr=b

Se B = [> m] ou C = [> m], entdo para cada A € o]}, tal que A C BNo "C, existem ¢, j,k > 0

taisquei+j+k=ne

i—1 n—1
A= o =mlno&N...ne g N () o7l [=m],
=0 l=i+j

portanto

Spf(A) < (i+k)sup f+ S;f(e™ ] N...0a g 1)),

além disso usando (3.5) concluimos que

3P; (&), [6j-1]) < Sif([&] N ...no 7T ),

entao substituindo em (3.5) obtemos o seguinte

1 ; . —1 —i—j+1[¢.
P.(B,0) < —1 (i-+k) sup f+5; f (o~ [€o]N..No I+ [ 1])
(B,O)< “log| Y e

ACBNo—"C
Acay,

) n—1n—in—i—j _ o
< llog eSnf(OZ5 o™ [2m)) | Y'Y litk) sup f+5; f (o~ €o]N...no = I [g;_1])
n
i=0 j=1 k=0

n—1n—in—i—j

1 . —1 —i—j+1f¢.
_ | Sifle™ [&]N...no ™I TLE;_4])
=sup f+ -~ log E g E e

i=0 j=1 k=0

n—1n—in—i—j

=sup f + Z Z Z Bij(U_i[Eo]ﬁf_i[ﬁj—ﬂ)7

i=0 j=1 k=0
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dado que jPj(07[&)], 07 [¢j-1]) < Pa(f) < oo, entao P,(B,C) < K, < co. Portanto

h(p, oum) + | fdp < limsup <2H(u \ a%)Jr/fd/x)

n—oo

< lim sup Z Po(fip(BNne "C) + Z Kou(BNo "C)
e\ Bo#Em) B:C[;[rgL ]

< Pa(f) + Ko(p[= m] + p(o™"[= m]))

< Po(f) + 2Kou[> m).

Dado que a desigualdade ¢é valida para todo m > 0 segue imediatamente que P,(f) < Pg(f).

Finalmente como p é arbitraria, segue que sup{P,(f) : p € M,(X)} < Pa(f). O

O lema 9 mostra que para nosso caso Pg(f) = Piop(f), portanto de aqui para o frente sempre
que falemos da pressao do potencial f usaremos a notagao Pg(f), no entanto usaremos a definigdo
de pressao que seja mais conveniente para cada caso.

Dizemos que uma medida p € My (X) é um estado de equilibrio associado ao potencial f se
[ fdp > —oco e além disso

Pupl() =(p) + [ Sl (3.6)

Dizemos que uma medida y € M,(X) é um estado de Gibbs invariante associado ao potencial

f se existe uma constante C' > 1 tal que para todo = € 3 e cada n > 1 é satisfeito

/L[.I'() ce xn_l] ot
exp(Snf(z) — nPip(f)) o (3.7)

Quando X é compacto os estados de equilibrio e os estados de Gibbs invariantes coincidem.
Além disso se ¥ tem matriz de incidéncia finitamente primitiva e V(f) < oo, Mauldin e Urbanski

demonstraram em [14| que a constante C' pode ser escolhida como
C = exp(4V(f)).

No caso que o estado de equilibrio seja tinico vamos denotar ele por p .

Lema 10. [22] Suponhamos que Pg(f) < oo e V(f) < oo, entao existe um potencial f' e uma

constante ¢ tal que '~ f+c? e satisfaz Ly1 =1, Pg(f') = 0.

2A constante ¢ é igual & pressio —Pg(f) do potencial f.
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3.2 Unicidade dos estados de equilibrio

Nesta secao vamos ver o teorema que garante a unicidade dos estados de equilibrio quando
o subshift ¥ é topologicamente transitivo com alfabeto enumerével e o potencial f tem variacao
somével e pressao finita, este resultado vai nés ajudar a garantir a unicidade do estado de equilibrio
associado a cada um dos potenciais da familia (¢f);~1 que aparece no capitulo 5, ji que nessa cons-
trugao somente podemos garantir a existéncia de estados de equilibrio. O resultado foi demonstrado

por Buzzi e Sarig.

Teorema 6 (Unicidade dos estados de equilibrio). [6/
Seja ¥ um subshift de Markov topologicamente transitivo e f : X — R um potencial limitado

por acima, com V(f) < oo e Pg(f) < co. Entao
1. f tem no mdzimo um estado de equilibrio py.
2. Se o estado de equilibrio existe, entao € igual & medida RPF do f, e além disso tem entropia
finita.

Demonstracao. Seja p um estado de equilibrio associado ao potencial f, podemos supor s.p.d.g.
Pa(f) = 03 Pelo lema 10 existe f' «~ f satisfazendo Lp1 = 1 e Pg(f') = 0, seja ¢ tal que
f'=f+¢—poo. Queremos demonstrar que Lge? = e¥ e L(e"¥u) = e ?p, ou seja que p é uma

medida RPF associada ao potencial f.
Afirmagao 1. Temos f, f',¢ — oo € LY(u), além disso [(p — ¢ oo)dp = 0.

Com efeito, dado que 0 = h(u) + [ fdu segue que [ fdp > —oc, e dado que sup f < oo, entdo

f € L' (u), além disso como f/ < 0e f' — f = p — p oo, entdo

/(so—sooa)due [~00,00).

Seja u = [ ppdfi(P) a decomposigao ergodica de pu. Como f € L(u), entdo f € L'(up) para
fi-quase todo P, portanto f — f’ € L'(up) ou f — f' = oo em ji-quase todo P.

Entao pelo teorema ergodico de Birkhoff temos que para pp-quase todo x € X

n—oo M

/(w —poo)dup = lim lSn(<p —poo)(z)

— lim ~(p— poo")(x)

n—o0 N

3Substituindo f por f — Pg(f) os estados de equilibrio sio os mesmos.
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ou seja [(p —@oo)dup =0 para fi-quase todo P, portanto [(¢ — ¢ oo)du = 0, do anterior segue

imediatamente que f’ € L'(u).

Afirmacao 2. Eziste I CN tal que p =, pitti, Y ic;Pi = 1, e cada uma das medidas p; € um
estado de equilibrio ergddico. Além disso existe a; € A tal que [a;] é um conjunto sweep-out para

Wi, ou seja para pi-quase todo ponto x € ¥ existem infinitos valores de n tais que o"x € [a;].

Com efeito, seja pp = [ ppdi(P) a decomposi¢ao ergddica de p e seja {ag,a1,...} C A tal que

pla;] > 0 para todo i € N. Definimos o conjunto
Qi ={P € P:pplag] = ... = pplai1] = 0, pplai] > 0},

portanto segue da ergodicidade das pp que Q;NQ; = () para cada ¢ # j, além disso se p; = 1(Q;)
para cada i € N, entdo ¢ satisfeito ) ,.yp;i = 1. Seja I = {i € N : p; # 0}, para cada i € |
definimos a medida p; como p;(E) = u(E | 7~1Q;) onde 7 : ¥ — P é a projecdo natural, portanto
[t = > icr Dilti, além disso pela construgao das p; cada um dos cilindros [a;] ¢ um conjunto sweep-out
para fi;.

Suponhamos que |I| < oo, como p é um estado de equilibrio e Pg(f) = 0, entao h(p) < oo.
Além disso dado que a fungao entropia ¢ afim, ou seja h(p) = >, pih(pi), entdo h(p;) < oo para

todo i € I, portanto h(u;) + [ fdu; esta bem definido e além disso
S (h(m) +f fduz) —n(n)+ [ fau =0,
i€l

ou seja cada uma das medidas p; é um estado de equilibrio.

Suponhamos || = oo, para cada N € N definimos ¢y = >, 5 pi, dado que gy # 0 podemos

definir p}y, , = qiN Y isN Piltis €0ta0 f = qNpin, 1 + D i<y Pitti, do qual segue

h(p) = anh(pngy) + Y pi(p),

ou seja h(py ;) < 0o, e h(p;) < oo para cada i < N, portanto

anh(pi ) + e (F) + D pi (h(m) + /fdui> = h(p) + /fdu =0,

i<N

ou seja (€ cada uma das medidas p; com ¢ < N sao estados de equilibrio. Finalmente como

N ¢ arbitrario podemos concluir que p; é estado de equilibrio para todo i € I.
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Afirmacgio 3. Para cada i € T temos h(p;) = — [(log 72 )dy;.

L1;00
A afirmacéo 3 nao é consequéncia imediata da formula de Rokhlin dado que X nao é compacto,
portanto H (u; | ™) pode ser infinita para algum n. Fixemos ¢ e sejam a; e p1; como foram construidos
na afirmacao 2, vamos definir  como a(z) = 0% (*)(z). Para E C ¥ mensuravel definimos fi;(E) =
wi(E | [a;]), dado que a medida ju; é o-invariante e que ¢~ [a;] = 0~ [a;] = [a;], entdo a medida
i € o-invariante.
Seja B = {[ai&1 ... &n1ai] : n > 1,& # a;} \ {0} uma partigdo de ¥, vamos mostrar que

H(fi; | B) < oc. Para isso definimos a medida de Bernoulli fi%; sobre [a;] como
' n—1 ) n—1
i | (o lws) | = I malws), (3.8)
=0 =0

onde [w;] € B para cada j. Dado que fi)3[w] = fi;{w] para todo [w] € 8 e a medida fi; é uma
medida de Bernoulli, entao

h(ig) = H(uig | B) = H(pi | B), (3.9)
portanto é suficiente demonstrar que h(fi%) < co. Definimos a medida o-invariante u’; como

90%'71

pip(E) = il [ 1y | Y 1p00t | di (3.10)
j=0

para cada E C X mensuravel. Usando a formula de Kdc e (3.10) temos o seguinte

pis(2) = ] [ Voot
= pilai] Y [wlppw]
[w]es
= pila] / Pa; Al

= pi(¥) =1

Dado que [LiB ¢ Bernoulli (3.8), entdo também ¢é g-ergddica, além disso se uma fungao g é o-
invariante, entdo a funcio glj,,) é o-invariante, e pela ergodicidade da medida [i’; segue que 9l €
constante ﬂiB—quase sempre, entao segue de (3.8) que g][ai} é constante j1;-quase sempre, além disso
dado que [a;] é um conjunto sweep-out para p;, segue da formula de Kac que g é constante pi;-
quase sempre, e como todo conjunto de p;-medida total tem u%—medida total, entao g é constante

ujg—quase sempre e portanto ,uiB é o-ergodica.
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Seja M = sup,>; Vas1(Snf) e f = ngb_l f ool para cada [w] € 8 fixemos x|, € [w], entdo

para todo y € [w]

NFW)] = [ )]l < 1Y) = F@p)] < Ve (Swf) £ M < cc.

Portanto o valor médio de | f| sobre o cilindro [w] estd no intervalo [| f ()| — M, | f(z)]+M],

entdo para todo [w] € 8

< 2M,

1 / - 1 ——
—T 1 1wfd/li—,»/1wfdﬂz

e dado que ji;[w] = fi%[w] para todo [w] € B, temos f € L'(ji;) se, e somente se f € L (jik).

Agora f € L'(fi;) porque pela formula de Kdc temos

[171dgs < [ 15iams =

portanto f € L(fi%), do qual segue f € L(uY), entdao h(uy) + [ fdu'y esta bem definido e

< ,]/|f\du<oo,

Dilki [%

pelo principio variacional h(ul) + [ fduly < Pa(f) = 0, ou seja h(uy) < — [ fduly < oo, além

disso a formula de Abramov diz o seguinte h(jiy) = " l[a_]h(,uiB) < 00, entao segue de (3.9) que
B T

H(p; | B) < 0.

Finalmente pela formula de Rokhlin e usando novamente a formula de Kdc, segue que

1
h(p;) = h(i;
pEN (1) = (i)
- [ L i
/Ogd,aloo' :
—1 dpsi
- |1, 00e —H g4,
Mz‘[ai]/ ] 08 dﬂ‘oa“"“i :

Pa; —

-1 dp; ;
= [ ]/1[(11] Z IOg duzoa oo dﬂz

—1 d#i
= 1 d 2
pilail / o8 dp; oo H

e com isso a afirmagao 3 é demonstrada.

Afirmacao 4. Para cada i € I temos log diﬁ‘;g =f.

Para cada i € I definimos f/ = log -2

du <, portanto L pl=1 além disso segue do afirmagao 3 e
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das propriedades da funcao log* que

h(h:) /fduz—huz /dez
— [ £~ sidu,

< /log(Lffl)dui = 0,

portanto Ly (f' — fi)(z) = log(Ly 1) = 0 para p;-quase todo ponto € ¥, ou seja

S exp(f W) — £ 1og<§jexp <y>>exp<f;<y>>>,

oYy=x oy=x

do qual segue exp((f’ — f/)(y)) = c(x)°. Dado que Ly (f" = fi)(z) = 0, entdo log(c(x)) = 0 para
pi-quase todo z. Em conclusdo se y € o~ {z} temos f'(y) = f/(y) para p;-quase todo = e com isso
¢é demonstrada a afirmacao 4.

Para cada ¢ € I temos log

du < = f’, portanto L%, ju; = p;, e dado que f' — ¢ = f — @ oo segue

que

[ otz

A (Lyg)(w)dpi(x)
(y)dpi(x)
)

D)= [
JE
_ /Lf (e %g)(x)du;(x)

— / e~ # g () dps ().

Como p = ,crpithi € L}Z(e*‘/’,ui) = e ¥u; para cada ¢ € I, entao pela linearidade do operador L}Z
temos L}Z(e_@,u) = e ¥u, e dado que L1 = 1 segue que Lye¥ = e?, ou seja p = e¥(e”¥u) é uma
medida RPF.
Suponhamos que o f tem mais do que um estado de equilibrio, como todo estado de equilibrio
pode ser escrito como combinagdo linear de estados de equilibrio ergodicos (afirmagao 2), entao
*

existem ao menos dois estados de equilibrio ergédicos 1 e 9 0s quais satisfazem L 7 (e Pu1) =e %y

e L}(e*“’ug) =e Pus. Seja u = %(,ul + p2), entao a medida p nao é ergodica e portanto e”%p nao

4Se Zypy =1, entdo Zypy log zy < log(zypyzy).
®Se >, py=1e} pylogz, =log(3 pyzy), entdo z, = c para todo y.
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é ergddica, porém L} (e ¥pu) = e~ ¥ contradizendo o lema 8. O

Teorema 7. [19] Sejam f" e f dois potenciais com varia¢iao somdvel tais que Pg(f'), Pa(f) < oo

esup f',sup f < oo. Entao f'~ f +c se, e somente se pp = py.

Demonstragio. (=) Suponhamos que f' v« f + ¢ via a funcdo ¢. Dado que sup f < oo e ps é

ergodica, pelo teorema ergddico de Birkhoff temos para pr-quase todo ponto z € 3
o1
fdpy = lim =S, f(x),
n—oo n
e dado que sup f' < oco para p-quase todo ponto z € X
Fdus = lim 28, f'()
ry n—oo N " ’
Portanto

[ £y = lim 5.7@) = lim 2 (Suf(@) + (o) = p(o"a) +ne) = [ fauy e

n—oo n

Dado que py é um estado de equilibrio associado ao potencial f temos

h(pys) + /f’duf = h(py) + / fdus 4+ c= Pa(f) +c= Pa(f'),

ou seja py também ¢ um estado de equilibrio associado ao potencial f/, entao segue da unicidade
dos estados de equilibrio que pp = py.

(<) Suponhamos que ppr = pg = p, s.p.d.g. vamos supor Pg(f) = Pg(f’) = 0. Como p é um
estado de equilibrio associado ao potencial f, entao 1 = hdv onde Lyh = h e L;I/ = v, além disso
pelo teorema generalizado de Ruelle-Perron-Frobenious (ver [19]) para cada a € A existe C, > 0 tal
que hljg = CEL. Definimos M := exp(sup,,>1 Vn41(Snf)), entdo para todo € ¥ e w =2 ...Tp1

temos

plw] = O3 vlw]
_ ¢ / (L) () dv(y)
_ o / exD(Snf (9)) Loja,_y) (4)dv(y)

= (MCi )™ v(0lzn-1]) exp(Snf(2)).
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Seja y € X tal que o™y = y, entao

—Smf(y) = lim iSmnf(y) = lim l(log(u[yo---ymn_l])—10&%(1/(0[3?%—1]))i1<>g(1\4(1m))

n—oo0 Mmn n—oon

— Jim L (log([yo - Ymm1]))-

n—oo N
As mesmas contas que acima, mas agora usando que p é um estado de equilibrio associado ao

potencial f’ e portanto = h'dv' onde Lph' =1/ e L3, V' = v/ mostram que

% mf/(y) = lim l(log(lﬁ[yo .- 'ymn—l]))u

n—oo N

ou seja Sy, f'(x) = Sy, f(z), portanto segue do teorema 5 que [’ « f. O



Capitulo 4

Limite em temperatura zero sobre

compactos e otimizacao ergodica

Seja % um subshift de Markov e f um potencial fixado, a otimizagao ergodica estuda existéncia
e propriedades das medidas invariantes p que maximizam [ fdu. Observemos que quando ¥ é
compacto a existéncia destas medidas é imediata, porém quando ¥ nao é compacto, a priori, nao
podemos garantir existéncia de medidas f-maximizantes.

Na primeira parte deste capitulo vamos ver um resultado demonstrado por Bissacot e Freire que
garante existéncia de medidas maximizantes quando o subshift é ndo-compacto! e topologicamente
transitivo. Além disso este resultado garante que o suporte de todas as medidas maximizantes esta
contido num subshift compacto.

Na segunda parte do capitulo vamos estudar uma caracterizacao do limite em temperatura zero
no caso compacto demonstrado por Leplaideur, além disso vamos mostrar que a medida limite é
uma medida maximizante. Este resultado vai ser muito importante no capitulo 5 pois usando ele
é que podemos caracterizar o limite em temperatura zero no caso topologicamente transitivo com

alfabeto enumeravel.

4.1 Otimizacao ergoddica

No caso compacto sempre existem medidas maximizantes como consequéncia da compacidade
do espago M, (X), porém no caso nao-compacto a existéncia destas medidas nao é imediata, o
seguinte resultado demonstrado por Bissacot e Freire é o primeiro que garante existéncia destas

medidas num contexto além do que o caso de subshifts de Markov finitamente primitivos.

"Wamos estudar somente o caso onde o subshift tem alfabeto enumeravel.

33
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Seja
ﬂzsup{/fdu:ue/wa(z)}, (1.1)

dizemos que uma medida p € M,(X) ¢ f-maximizante se [ fdp = (. Vamos denotar por

M pnaz(f) 0 conjunto das medidas f-maximizantes.

Teorema 8. [3/ Seja ¥ um subshift de Markov topologicamente transitivo e f : ¥ — R um potencial

coercivo com V (f) < oo. Entdo existe um conjunto finito F C A tal que

BZSUP{/fdu:ueMa(EF)} < oo,

onde X C X € o menor subshift topologicamente transitivo, compacto, invariante, que contém

o alfabeto F. Portanto Mpaz(f) # 0 e além disso para cada 1 € Miaz(f) temos supp(p) C Xp.

Demonstracao. Seja Mper(X) o conjunto das medidas periddicas o-invariantes de ¥2. E sabido que

Mper(X) = Merg(E), portanto usando o teorema de decomposigao ergodica concluimos que

8 = sup { / fdnine Mw(z)} | (4.2)

Vamos denotar a media ergodica do f como [(z) = lim, 0 %Sn f(z), observe que no caso

x € Perp(X) o limite sempre existe, além disso f(z) = I%Spf(:c), portanto (4.2) pode ser reescrito

da forma

B =sup{f(x) : x € Per(X)}. (4.3)

A ideia da prova do teorema é construir um conjunto finito F' C A tal que

B =sup{B(x) : x € Per(Xp)}.

Dado qualquer z € ¥ dizemos que x comeca no valor a se, e somente se x; > a para todo j € N.

Afirmagao 1. Dado € > 0 existe I} € N tal que se x comegca em a > I, entdo %S’nf(x) <pB—e€

para todo n € N. Em particular se x € Per(X), entao f(x) < f — €.

Seja F{ = {1,...,I) — 1}, para cada dupla a,b € F| escolhemos uma palavra wg, tal que
[awqpb] # 0, definimos Py = max{|wa| : a,b € F{}, seja C o conjunto de simbolos que aparecem ao
menos uma vez em alguma das palavras wg, com a,b € F, portanto |C| < oo, e seja Fy = F{UCY,

observemos que |F1| < oo e além disso X, é topologicamente transitivo.

*Medidas da forma n = % Z;’;; 0,4, onde x € Pery(X).
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Vamos fazer uma nova restrigao no alfabeto A. Sejam V(f) =3, -1 Va(f) < oo,

Cy = —(PRo|min fls,, [+ (Po = DB +2V(f)),

Co:=B—e—-V(f),
definimos I > I; como o menor natural que satisfaz
sup f|jg < C :=min{C1, Ca}, Va = I. (4.4)

Seja Fj = {1,...,I,—1}, para cada par a,b € F} escolhemos uma palavra wy tal que [awqpb] # 0,
seja C o conjunto de simbolos que aparecem ao menos uma vez em alguma das palavras wg, com
a,b € Fj e Fy = F) UCY, observemos que F1 C Fy, |F»| < 00, e além disso Xp, é topologicamente
transitivo.

Parax € ¥ e w = x;... 211, definimos

w(lm | @) = k(w | 2) = mi_lsm_,_lf(ala:), (4.5)
kr(l,m | z) = kp(w | x) := . i 2(f(al+mx) + Spi1f(olx)), se r < m. (4.6)

Afirmacao 2. Seja x € Per,(X) para algum p > 1, tal que f(z) > B —€ e v ¢ Xp,. Entdo existe

ao menos uma palavra xy . .. T4, em  tal que:
i) k(l,m | ) > B(x);
i) v < I, e Tpym > Io;
i) x4 < I para cada j € {0,...,m —1}.
i) Ser < m € o maior inteiro tal que x;4, < I, entao k(l,m | z) < ky(I,m | z).

Afirmacao 3. Seja x € Per(X) tal que x ¢ Xp, e f(x) >  —¢, entdo existe z € Per(Xp,) tal que
B(z) > B(x).

Seja (z™)peny C Per(X) tal que lim, o, 5(z™) = (3, entdo podemos assumir que S(x™) > 3 — €.
Escolhendo F' = Fj, pela afirmagao 3 temos existe (2")neny C Per(Xr) tal que B(z™) > B(a") para

todo n € N, portanto lim,_,~ 5(2") = 8. O anterior implica

B =sup{f(x) : z € Per(Xp)},
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e dado que X é compacto podemos garantir que existe pelo menos uma medida maximizante,
além disso o suporte dessa medida esta contido em X p.

Agora vamos demonstrar que toda 1 € Mmax(f) satisfaz supp(u) C X . Sabemos pela afirmagao
3 que Muax(f) # 0 e que toda medida periddica maximal tem seu suporte contido em X g, portanto
é suficiente demonstrar que toda p € Myax(f) ndo periddica satisfaz supp(p) C Xp.

Suponhamos que existe p € M. (f) nao periddica tal que supp(p) ¢ Xp, podemos supor
s.p.dg p € ./\/le,,g(E)3. A ideia é construir uma medida periédica o-invariante tal que a integral
com respeito a essa medida é estritamente maior que S o qual é absurdo. Vamos supor g = 0, como
3. é topologicamente transitivo, entao o conjunto €2 de pontos recorrentes de X é residual, portanto
podemos escolher x € supp(p) N X% um ponto genérico recorrente tal que 3(x) = 0.

Dado que z € supp(p) N X%, existe um simbolo I > Iy na expressao de z. Queremos modificar
z num novo ponto z € Per,(X) tal que B3(z) > 0, e dado que 3(z) = [ fdv para v = %Z?;(l) 0pi s
isso contradiz o fato que p é maximizante.

Sejam ¢ o numero mais pequeno tal que xz; = I, ¢~ < ¢ o maior numero tal que z;,- < I, e
i™ > i o menor numero tal que x;+ > I, portanto x; > I; para cada j € {i~ +1,...,i" —1}, e
x; = I para pelo menos um j € {i~ +1,...,s7 — 1}.

Seja w = z;-yx;+ (ou W = z;-x;+) onde y tem s6 simbolos do alfabeto Fj. Observemos que
T=120...Ti- 1 WTi+ q1...ondew = x;—...24+. Seja my o comprimento do prefixo zg. ..z~ _jw.

Seja § := min{C4, Ca} —sup f|y

wsp,la) > 0, dado que K1 (I, m | 2) = k(l,m | z), se substituimos

Ti1m POT W, segue Spmy1f(olz) +6 < S,f(2).

1 ¢ Per(X) com prefixo mq

Usando o mesmo procedimento substituindo w por @ obtemos x
tal que Sy, f(7) + 0 < S, f(x!), repetindo o mesmo procedimento k-vezes comegando na k-ésima
aparicao da palavra w em x e da mesma forma até a primeira aparicao da palavra w em x obtemos

z* € Per(X) satisfazendo Sp,, f(2) + k6 < S, f(2F).
Seja N tal que (N —1)0 > Fy| min f|s,. |+ 2V (f), entao

S f(‘/EN) > Sme(x) +4+ P0|minf‘EF1‘ +2V(f)

Dado que f(x) = 0, aplicando o lema de Atkinson podemos escolher | > my tal que |S;f(z)] <

d/2. Seja m < | o maior numero tal que z,, < I, é claro que m > my e dado que z; < I para

3E uma consequéncia direta do teorema de decomposicio ergodica.
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je{m+1,...,1}, e segue da escolha do I} que S,,f(x) > S;f(x), portanto

S f(z) > —6/2.

Seja m a posicao de x,, no ponto 2V € Per(X), pela construcao do 2V temos 0Nz = o™V gV

além disso m — my = m — my, entao
Sanf (@) = S (@) + Sy [0V ),

portanto

Sinf (@) > S f () + 6 + Pyl min fls,, | + 2V (f).

N N

Seja § uma palavra ligando x5 ao xy' composta unicamente de simbolos em Fi, e seja z =

xév...xrjynf, portanto o periodo de z é p=m + [{| e

Spf(2) > S f (&) = 2V (f) — Pol min flssy, | > S f () + 0 > 5/2.

Em conclus@o 5(z) = %Spf(z) > % > (0 o qual é uma contradigao. O

4.2 Limite em temperatura Zero para subshifts compactos

Nesta secao vamos ver um teorema demonstrado por Leplaideur em [13], o teorema garante
existéncia do limite em temperatura zero para potenciais localmente uniformemente constantes
definidos em subshifts de Markov topologicamente transitivos com alfabeto finito, no entanto vamos
ver parte da demonstracao feita por Chazottes, Gambaudo e Ugalde em [7] que usa técnicas de
renormalizacao para encontrar a caracterizacao da medida limite num caso onde o potencial satisfaz
propriedades mais gerais do que o caso estudado por Leplaideur. O principal aporte nesses trabalhos
foi dar uma forma explicita do limite em temperatura zero.

Ao longo desta se¢do vamos supor que o X é um subshift de Markov com alfabeto A finito, e
portanto é compacto.

Dizemos que f é um potencial de Markov? se f(z) = f(xo,21) para todo x € 3, observe que
neste caso V,(f) = 0 para cada n > 2. Sejam f, g potenciais de Markov continuos, dado que ¥ é um
subshift de Markov compacto foi demonstrado em [11] que para cada t > 0 o estado de equilibrio

[t f+¢ associado ao potencial ¢f + g existe e ¢ tinico.

4Esta propriedade é equivalente & propriedade do potencial ser localmente uniformemente constante em [12].
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Vamos definir P : [0,00) — R como a funcao ¢t — P(t) = Pg(tf), observe que a fungao P é

convexa e portanto continua.
Lema 11. [11] A fungdo P : (0,00) — R € diferencidvel com P'(t) = [ fdpuy.

Seja B como em (4.1) e ¥ C ¥ 0 menor conjunto compacto o-invariante contendo o suporte de
todas as medidas f-maximizantes, chamaremos esse conjunto de subshift maximizante.

Podemos assumir s.p.d.g. 8 = Pg(gls) = 0°. Seja & = U]}le Y7 a decomposicio do X em
componentes transitivas, podemos ordenar essas componentes transitivas de modo que Pg(f ’iJ) =0
paracada J € {1,...,N¢}, e Po(flg,) < OparacadaJ € {Ny+1,..., N}, o anterior é consequéncia

do lema 6 dado que no caso compacto
Pa(fls) = max{Pg(f\i]) :1<J< N}

Chamaremos X1, ..., %y, as componentes pesadas do subshift %, além disso para cada J €

!
{1,..., Nt} denotaremos por v4 j o tinico estado de equilibrio associado ao potencial g|i] e denota-
remos por A o alfabeto associado ao subshift ;. Vamos fazer o seguinte processo de renormalizacio
do 3.

Seja A’ = {1,2,..., Ny}, vamos definir um novo subshift de Markov ¥’ C (A')Y com matriz de

incidéncia M’ indexada em A’ x A’, onde

1,sedze¥,IneN:zge Ay, z, € Ax, e Ugil({xl,...,xn,l}ﬂZL) = {;
LK = (4.7)
0, e.o.c.

Dados quaisquer a, c € A definimos o conjunto

Path(a,c) = U{wGA”:aoza,an,lzc,ai;&aj;&a,c VO<i<j<n-—1},
neN

e para cada w = ag . .. a,_1 € Path(a,c) definimos f(w) = Z?:_OQ (a;,air1). Fixemos cy € Ay,

e seja a € Ay, dado que para todo w € 713 tal que ap = a,_1 temos f(w) = 0, entdo para toda
palavra we, o = cja1 ...an—2a comecando em c; e finalizando em a o valor f(ch,a) é 0 mesmo,
portanto f(a) = ?(wcba) estd bem definido para cada a € Aj.

Para a € Ay e ¢ € A definimos o conjunto

F/’c;t/h(a, ¢) = {w € Path(a,c) : Fi tq f(ai,air1) =0},

®No caso f = g é uma consequéncia simples do lema, 10.
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—

e definimos f(a,c) := max{f(w) : w € ]Saﬁz(a, c¢)}. Os potenciais renormalizados sao definidos

da seguinte forma

— — —

f(LEK):= max {f(a)+ f(a,c) = f(c)}

GEZJ,CEXK

J(LK)=log | Y wvgsl@wgs(c) Y exp(f(w)+Pyw)) |,

a,c€EA Kk w€ Path(a,c)

— — —

onde Ajx C Ay x A é o conjunto que maximiza f(a) + f(a,c) — f(c), o conjunto Path(a, c)
estd definido como

Path(a,c) = {w € Path(a,c) : f(w) =0},

Vg.J,Wq,7 80 08 autovetores associados ao autovalor A\, ; = max |spec(Mg s)| onde a matriz
MQJ ¢ dada por®
_ exp(g(zo, 1)), se [zoz1] # 0
M, ;= (4.8)
0 , €.0.C.

e Py(w) :=log (Z?:_f Yoo exp(kg(xi,xi))> < 0.

O seguinte lema é o ponto chave da demonstragao feita por Chazottes, Gambaudo e Ugalde.

Lema 12 (Renormalizacdo). [7] Sejam f,g : ¥ — R potenciais de Markov, ¥ o subshift f-

mazimizante, 3 = U]jzl 37 sua decomposicao em componentes transitivas e f', g’ os potenciais re-

normalizados. Entao existe 6(A, f) tal que para t suficientemente grande e todo cilindro [by . .. by—1]

que satisfaz [by . ..by—1] N Xy # 0 para algum 1 < J < Ny, temos
Ntf—i—g[b() - bn—l] = l/g”][b() - bn—l}/itf’-&-g’ [J] +e 1,

O seguinte teorema da uma caracterizagdo do limite em temperatura zero para os estados
de equilibrio quando o subshift é topologicamente transitivo e tem alfabeto finito, este resultado
foi demonstrado primeiramente pelo Leplaideur em [13]|, no entanto depois disso foi dada outra
demonstracao por Chazottes, Gambaudo e Ugalde em [7|. As contas que aparecem na ultima parte

deste capitulo sdo um rascunho da demonstragao que aparece em |7] a qual é consequéncia do lema

12.

Teorema 9. [13/[7] Sejam ¥ wm subshift de Markov topologicamente transitivo e f,g potenciais

A existéncia do autovalor Ay s e dos autovetores vy, 7, wy,; ¢ garantida pelo teorema de Perron-Frobenius.
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de Markov. Entao

Ny
lim :Z v
HOO,utf+g 4 IVJ 9,J 5

N
onde 0 <vyy<1le Ejikl vy = 1. Além disso no caso f = g a medida oo = limy_,o sy satisfaz

Hoo € Mmaa:(f)~

Demonstracao. A prova é feita em quatro passos:

I) Seja b ¢ U]jil Ay, dado que Zyil pefrg[J] =1 € 3 ,cz, vgulal = 1, pelo lema 12 temos

para t suficientemente grande

N
Pifglb) <1 — pipryg U Ay
J=1

Ny
=1- Z Z Hitf+glal
J=1 aejJ
Ny
<1- Z pefrrg ] Z vg,slal | — e <eTPIAl
J=1 acAy

Seja [bg . . . by—1] um cilindro satisfazendo [by...b,—1] Ny # 0 para algun J € {1,...,N¢} e
b; ¢ U]fi 1 A para ao menos um b;. Dado que 1 f+g € o-invariante podemos assumir by = b,
portanto [by...b,—1] C [b] do qual segue pufiqg[bo...bp—1] < pfig[b]. Dado que para cada

t > 1 & satisfeito e ? < e%9/2 entdo para t suficientemente grande Ltf1glbo .. bp1] < e 10/2,

II) Pelo lema 12 temos para cada J € A’k e cada K € {1,..., Ny}

eprag 1) = v [T g gr [K] £

/ j\—
portanto segue do passo anterior que i1 o[J] < e7'/2 para cada J ¢ |J L, Ak e t sufici-

entemente grande. Observe que vy g[J] € o primeiro termo da fatoragao do ;.

II) Seja (@), tf®) 4+ ¢()) o sistema obtido depois do i-ésimo processo de renormalizacéo, portanto

g0 [K] < ¢=1"/2 Temos duas possibilidades A®| < |AGD] ou |AD)| = | A1),
Se |A®| = | A1 entdo cada ponto periddico J = (J,J,...) é uma componente pesada do
shift X0~ portanto [J.J] # 0 para cada J € A~ e usando (4.7) segue que M(jl)j = 0 para

todo J € AW, em consequéncia |AHD| < |AD)].

O processo de renormalizacio finaliza quando achamos m tal que A = {1}, nesse caso
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temos utf(m)Jrg(m)[l] = 1, portanto

N —t5@)
,u,thrg[b(] e bn—l] = l/g7J[b0 “e bn—l] l/g/7K[J} e Vg””),l[L] + Z (& to .

VI

Fazendo t — oo obtemos limy o0 fitf1g[bo - .. bp—1] = Z]}Zl Yvg,7[bo - .. bp—1] para todo cilin-
dro satisfazendo [by...b,—1] N X, # 0 para algun J € {1,...,Ns} e b; ¢ U]fil Aj para ao

. . N
menos um b;. Do anterior segue limy ;o 1549 = Zjil VVg,J-

Vamos demonstrar que no caso f = g a medida fioo = limy_yo0 piyf satisfaz poe € Mipae(f )7.

Se fioo & Mupaz(f), entao existe uma medida p € Muyax(X) tal que [ fdu — [ fduse > 0.
Como ¥ tem alfabeto finito entdo o principio variacional implica h(u) < oo. Definimos a
funcéo [, : R — R como a funcdo que a cada ¢ atribui o valor [,,(t) = h(p)+¢ [ fdu. Dado que
a funcdo P(t) ¢ convexa, entdo P'(t) é crescente do qual segue [ fdus > [ fduy = P'(t).
Portanto

l;(t):/fd,u>/fduoo+e>P’(t)+e.

Entao para ¢ suficientemente grande temos [,,(t) > P(t), ou seja h(p) +t [ fdu > P(tf) o

qual contradiz o principio variacional. Em conclusao pioo € Mipaz(f)-

"Dado que todo cilindro [bg ... b,—1] é conjunto de continuidade para Zy:f 1YV, J-
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Capitulo 5

Limite em temperatura Zero para

subshifts nao compactos

Seja X um subshift de Markov topologicamente transitivo com alfabeto enumeravel e f um
potencial soméavel, com pressao finita e V(f) < oo. Neste capitulo vao aparecer as demonstragoes
dos resultados obtidos neste trabalho.

A ideia das demonstracoes é fazer uma aproximagao por subshifts compactos encaixados. Usando
a existéncia de estados de equilibrio no caso compacto, argumentos de rigidez e um manejo cuidadoso
das entropias dos estados de equilibrio associados as suas restricbes compactas, vamos demonstrar
existéncia do estado de equilibrio associado a cada potencial tf para todo t > 1 e existéncia de
pontos de acumulagao quando ¢ — oo.

Além disso quando o potencial f é Markov, usando a caracterizagao feita em [13], vamos ca-
racterizar o limite em temperatura zero quando o alfabeto é enumeravel e vamos mostrar que essa
medida limite é uma medida maximizante. Finalmente vamos demonstrar a continuidade da entro-
pia com respeito ao pardmetro t quando ¢ — oo e vamos mostrar que a entropia da medida limite
é maximal, isso usando o resultado que aparece em [16].

Ja foram feitos trabalhos na direcao de subshifts de Markov com alfabeto enumerével, mas
neles é requerido que o subshift seja finitamente primitivo ou que satisfaca a propriedade BIP!. E
importante ressaltar que estos sao os primeiros resultados de limites em temperatura zero que vao
além dessa propriedade.

Na primeira se¢ao deste capitulo vamos construir uma sequéncia estritamente crescente de

subshifts compactos encaixados que é a ferramenta principal na busca de demonstrar os resul-

! As duas propriedades sao equivalentes quando o subshift é topologicamente mixing.

43
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tados, além disso vamos mostrar que fixando qualquer valor de t > 1 a sequéncia de estados de
equilibrio associados ao potencial restrito a cada um dos subshifts compactos é um conjunto justo.

Na segunda secao deste capitulo é onde vamos demonstrar a existéncia de estados de equilibrio
associados a cada potencial tf, isso usando a construgao feita na primeira se¢do. Além disso vamos
mostrar que essa sequéncia tem pontos de acumulacao quando t — oo, demonstrando dessa forma
o teorema A.

Na ultima secao deste capitulo demonstraremos os teoremas B e C, uma parte essencial nessas
demonstragoes sao a caracterizacao feita em [13| e o teorema demonstrado em [16], também vai ser

importante a construgao feita nas primeiras duas segoes.

5.1 Aproximacao por subshifts compactos

Podemos supor s.p.d.g. que f < 0. Como o potencial f é soméavel (2.4) e ¥ é topologicamente

transitivo, pelo teorema 8 existe um conjunto finito F' C A tal que

s=sw{ [ avive Maise,

onde X é a restrigdo de ¥ ao alfabeto F. Dado que X p é compacto, entdo M. (f) # 0, além
disso para cada p1 € Mmqz(f) € satisfeito supp(p) C Xp.

Vamos construir uma sequéncia crescente (3i)xen de subshifts compactos de ¥ tais que para
cada k € N ¢é satisfeito ¥, C Xy41. Seja Ay C A o alfabeto associado ao X, e fi = fl|x, a restricao
do f ao Y.

E suficiente escolher a sequéncia (Ak)ken da forma
Ak = {077mk}u{c € Wgp * [awabb] 7é m;a7b€ {07"'7mk}}7

onde wyy, é uma palavra? ligando a e b, e my,1 = max{a:a € Ay} + 1.
Seja

By, = sup {/fkdy TV E Mg(Ek)} .

Vamos definir P : [1,00) — R como P(t) = Pg(tf) < oo e a sequéncia de fungoes (Py)ken

com Py : [1,00) — R como Py(t) = Pg(tfi). Claramente essas fungoes sdo convexas e portanto

2A palavra wqp existe porque ¥ é topologicamente transitivo.
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continuas, além disso dado que para cada k € N

Y exp(Sutf (@)l (@) > D exp(Satf (@)1 (2)1z, (),

ohr=x onr=x

entao temos Py(t) < Pr11(t) < P(t). Além disso pelo lema 11 temos que cada uma das fungoes

(P )ken € analitica em (1,00) com P’ f frdps, , e segue do lema 6 que
P(t) = sup{Px(t) : k € N} = lim Py(t). (5.1)
k—o00

Vamos mostrar que a sequéncia (ji¢f, )ren C Mo (X) tem uma subsequéncia convergente, mais
ainda vamos ver que o limite da subsequéncia é um estado de equilibrio associado ao potencial ¢ f.

Nessa direcao vamos demonstrar primeiro que a sequéncia é justa.
Lema 13. Para cadat > 1 a sequéncia (pf, )ken C Mq(E) € justa.

Demonstra¢ao. A demonstragao ¢ semelhante & demostragao feita em [10].

Seja € > 0, (nm)men C N uma sequéncia estritamente crescente e
K={ze¥:1<a, <n, para cada m € N}.

Portanto o conjunto K é compacto na topologia produto, além disso

pef, (K) = peg, ( U {reX:am >nn})
meN

< Z pif,({x € X xpm > npn})
meN

< Z Z pif,({x € X2y, = a})

meNa>nm

= Z Z :utfk[a]' (5:2)

meN a>nm

Para finalizar a demonstracao do lema é suficiente escolher (n,,)men C N tal que

Z 'utfk 2m+1

a>nm,

Sejan = L Zp 15035 onde T € Perp(X), entdo n € My(X) e além disso S = n(f) satisfaz

—00 < S < 0. Seja S, = [ frdn, portanto —oo < Sy < oo para cada k € N e segue do principio
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variacional que

Py(t) — tSk = Pa(t(fx — Sk)) = h(n) +t (/ Jrdn — 5k> =h(n) > 0.

Dado que ¥ é topologicamente transitivo, existe uma constante 1 < C), < oo tal que

pefilto-tna] o

exp(tSn fi(x) — nP(t)) %

onde Cj, = exp(4V (tf1)) < exp(4V (tf)) = exp(4tV (f)) < oo.
Seja S™ = inf{S; : k € N}, como a medida 7 é periddica, entdo S™ > —oo, portanto para

cada x € [a

peflal < exp(4tV(f) + tfu(z) — Pi(t))
< exp(4tV(f) + tsup fl — Pr(t))
= exp(t(4V(f) + sup fljg) — Sk)) exp(tSk — Pi(t))

< exp(t(4V (f) + sup fli — S™)).

Dado que f & coercivo, entdo para a suficientemente grande 4V (f) +sup f lla] — Sinf <0, e dado
que t > 1 segue

peslal < exp(4V(f) + sup fq — 5™), (5.3)

além disso como o f é somével podemos escolher a sequéncia (n,,)men satisfazendo a seguinte

desigualdade

>~ explsup fli) < gy exp(S™ =4V ().

a>nNm

Portanto para cada k € N

> mglal £ Y ep(AV(f) +sup £l — S™) < g (5.4)

a>nm a>nm

Usando (5.2) e (5.4) concluimos

€
pre g, (K°) < Z om+1 — €
meN

O

Dado que a sequéncia (uf, Jken C My(X) € justa, pelo teorema 1 existem uma sequéncia
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(tef,,, Jmen C (peg, )ken e uma medida py € My (X) tal que limy, o0 f1f, = pie- Nosso objetivo é

provar que j; € de fato um estado de equilibrio associado ao potencial ¢ f, ou seja p; = puf.

5.2 Demonstracao do teorema A

Dado que py, € estado de equilibrio para cada m € N, entao

Po, (£) = hiue, ) + / i dpng,

e dado que a sequéncia (P, (t))men € crescente, entao segue do lema 6 que

lim Py, (t) = P(t).

m— 00

Observemos que para cada m € N temos

fie gy, [a] < exp(4tV (f) 4 sup(tfljq) — Po(t)).

Além disso p(9[a]) = 0 para cada a € A, ou seja o cilindro [a] é um conjunto de continuidade

da medida p;, entao fazendo m — oo nds conseguirmos a seguinte desigualdade

pela] < exp(4tV (f) + sup(tflia)) — Po(t)),

portanto

[ ~trde= [ 3" ~trlqdn

acA

= Z/_tf[a]d,ut

acA

<> sup(—t fljq))lal (5.5)

acA

<Y sup(—tfq) exp(4V (f) + sup(tfliq) — Po(t))
acA

= C; Y sup(—tfljq)) exp(sup(tf|iq))) < oo,
acA

onde Cy = exp(4tV (f) — Py(t)). Fazendo um procedimento similar podemos mostrar que para
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todo m € N

/—tfdﬂtfkm < Gy sup(—tfliq)) exp(sup(tfq)) < oo. (5.6)

acA
A desigualdade acima mostra que a sequéncia ( [ —tfdpu, Fom )men € limitada por acima o qual é

essencial para a demonstragao do seguinte lema.
Lema 14. Para cada t > 1 € satisfeito [tfdp; = limy, oo ftfd,utfkm.

Demonstra¢ao. Observe que a demonstragao deste lema nao é uma consequéncia imediata das
propriedades da topologia fraca® dado que o potencial ¢f nao é limitado (2.4), mas vamos fazer
uma aproximacao dele por potenciais limitados, e usando as desigualdades (5.5) e (5.6) vamos obter
o resultado.

Para cada n € N, vamos definir a funcio f(™ como

flx) ,se f(zx)>—n
o = . (5.7)

0 €.0.C.

Observe que a funcgéao f () ¢ continua limitada, portanto para cada n € N temos

lim [ tf™dps, = / tF M dpy.

m—r00

Seja ¢ = f — (™ entdo ¢ < 0 e para cada z € ¥ temos |¢g\™ (z)| < |f(x)|.
Seja € > 0, queremos mostrar que existe ng € N tal que para todo n > ng e todo m € N é
satisfeito Utg(")d,utfkm‘ <fe Utg(”)d,ut‘ < £

Com efeito, pelo lema 3, existe n’ € N tal que

)

> sup(—t ) exp(4tV(f) + sup(tfl1q) — Po(t)) <

a>n'

=1 o

portanto escolhendo ng suficientemente grande, tal que |g(,,)(z)| = 0 para cada x € UZ:J [a],
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entdo para cada n > ng é satisfeito

‘/tg dp| < /\tg |dpe

—/ \tg ’dﬂt
Uasnrlal

< —tfd

Aa>n/[a} .

<> sup(—tfq)lal
a>n'

< > sup(—tfy) exp(4tV(f) + sup(t ) — Po(t))
a>n'
€

<7

Fazendo o mesmo procedimento podemos demonstrar que

'/tg(")dutfkm‘ -

Além disso, dado que py = limy,— oo i fr,,,» €NAO fixando n > ng, temos que existe mg tal que

‘/tf(n)dﬂtfkm —/tf(n)d,ut <

FN

para cada m > mg

[\

portanto

‘ [ trdu, ~ [ trdu

< ' / tfMdpg,, — / tf " dpsy

< €.

||

Observe que para cada m € N temos

Wpeg, ) = Po () — / i dpieg, < o0

Além disso Py, (t) < P(t) para cada m € N e por (5.6) a sequéncia ([ —tfx,,dpif, Jmen €

limitada por acima, entao existe uma constante D; > 0 tal que para todo m € N

Wpug,,,) < Dr. (5.8)
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Dado que a = {[a] : a € A} é uma partigao geradora para o ¥, entdo para toda u € My (3) é
satisfeito

h(u) = inf ~H(u | ™). (5.9)

n>1mn

Portanto temos o seguinte resultado.

-

Proposigao 2. Para cada N € N eziste ng > N tal que a sequéncia (H(pgp, | @™))men €

limitada.

Demonstracao. Suponha que a afirmagao ¢é falsa, ou seja existe algum Ny € N tal que para qualquer
n > Ny a sequéncia (H(pg, | @"))men nao é limitada. Sejam n' > Ny e B’ > 0, entdo existe
uma sequéncia (k;)ien C (km)men tal que H(:“tfkl | a”/) > B’ para todo [ € N, particularmente
temos que 3 H (ks | o) > %’. Dado que B’ foi escolhido de forma arbitraria, entdao é possivel
escolher uma sequéncia (k;);en tal que a ultima desigualdade é verdadeira para o valor B’ = 2Bn/,
ou seja %H(Mtfkl | o) > 2B para todo | € N. Porém a sequéncia (h(pef,, . ))men € limitada

superiormente com cota superior B, entao pela definicao de entropia de Kolmogorov-Sinai obtemos

uma contradig¢ao . O

Dado que ¥ nao é compacto, entdo a particao natural do ¥ nao é finita, portanto a entropia
associada a essa particdo nao é necessariamente continua e portanto nao podemos garantir que a

entropia seja semicontinua superiormente. O seguinte lema ajuda a solucionar esse problema.

Lema 15. Seja py = limy, o0 Bt fy, s entao para cada N € N existem ng > N e uma subsequéncia

('u’tfkl)leN - (Ntfkm)meN tal que

Jim H(pe, | o) = H(pe [ o).
Demonstragdo. Seja N € N, pela proposicio 2 existe ng > N tal que (H(pyp, | @™))men €
limitada superiormente, portanto existe (k;)ien C (km)men tal que lim;_, o H(Mtfkl | &™) < 0.
Mais ainda, existe lp € N tal que para todo j > Iy temos que

Inf{—pup,, [Wllog(pueg, W)} < =g lollog (e [w]),

portanto somando sobre todos os [w] € @ segue

> inf =g, llog(ueg, WD} < inf ¢ D —p, [w]log (g [w])

i >1
[w]eam™o =t [w]eam™o
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Mais ainda, tomando o limite quando Iy — oo e usando o teorema de convergéncia monétona pra
a fungdo ém([w]) = infi>pm{—pup, [w]log(us, [w])} com a medida de contagem sobre o conjunto

{[w] : [w] € a™}, obtemos o seguinte

lim inf(—pup,, [w] log(pepy, [W])) < lim inf — it gy, [w] log (e, [w]) -
[wlea™o [w]ea™o

Além disso, dado que gy = limyo0 pief, € pie(0[w]) = 0 para cada cilindro [w] € o™, entéo temos
que puefeo]1og(jili]) = limy s i, 0] V0B (pag, ).

Portanto

ST bl log(ulw]) < lminf 3 —pup, ] log (e, ).

[w]eamo [w]ea™o
Usando o mesmo procedimento trocando os infimos por supremos e mudando as desigualdades

podemos demonstrar que

> —mlwllog(uw]) > timsup Y g, [w]log(pg, [w])

[w]eam™o [=ro0 [w]eam™o

portanto obtemos a seguinte igualdade

Hu | ™) = I H(ug, | a™).

O

O seguinte lema é o ultimo passo para garantir que a medida u; é um estado de equilibrio
associado ao potencial tf para cada t > 1, ele mostra que podemos encontrar uma sequéncia

(1 fkl)leN tal que a entropia é semicontinua superiormente quando [ — oo.

Lema 16. Seja (pitf, )ien uma sequéncia obtida pela construgao do lema 15, entdo limsupy_, o, h(pef, ) <

h(pie)-

Demonstra¢ao. Suponha que o lema ¢é falso, ou seja limsup;_, h(utfkl) > h(u), entdo pode-
mos escolher € > 0 tal que h(u;) < limsup;_,., h(ueg,,) — 3€. Segue da definigdo de entropia de
Kolmogorov-Sinai (2.2) temos que 1H(p; | a™) < h(u) + € para valores de n suficientemente
grandes, e pelo lema 15 existe ng > n tal que lim o0 H(pep, | @) = H(pe | ™). Finalmente

usando novamente a defini¢do (2.2) segue que h(pp, ) < -=H(py, | o), portanto para lp € N
J J

= ng
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suficientemente grande temos que

]' n
Mpes,) < o H (| 0™) + ¢

< h(put) + 2€

< limsup h(py,, ) — €

l—o0

entao tomando limsup quando j — oo, obtemos uma contradi¢ao. Portanto podemos concluir que

lim SUP| 00 h(utfkl) < h(Mt) : O

A demonstracao do teorema A é uma consequéncia da construcao feita ao longo desta secao.
Observe que para garantir a existéncia do estado de equilibrio associado ao potencial tf nao sao
usadas as propriedades do operador de Ruelle L;f, portanto o abordagem usado na demonstragao

é completamente diferente ao abordagem usual.

Demonstragao. (Teorema A)
Seja t > 1 e (,Utfkl)leN uma sequéncia obtida no lema 15, entao lim;_,o Py, (t) = P(t) e

lim; oo ftfd,utfkl = [tfdus, portanto

P(t) = limsup Py, (t) < limsup h(:“tfkl) + limsup/tfkldutfkl < h(u) + /tfdut.

=00 =00 =00
A igualdade acima mostra que u; é um estado de equilibrio associado ao potencial tf. e dado
que P(tf) < oo e V(tf) =V (tf) < oo, entdo o estado de equilfbrio é tinico, ou seja p = i
Para demonstrar que a sequéncia (fi¢¢);~1 tem um ponto de acumulagao quando t — oo, observe
que a parte direita da desigualdade (5.3) nao depende do ¢, entao tomando o limite quando k — oo

obtemos que para cada t > 1 é satisfeito

piegla) < exp(4V(f) + sup flj — S™).

Fazendo o mesmo procedimento do lema 13 podemos concluir que a sequéncia (ji¢¢)i>1 € justa.
Tomando uma subsequéncia t; — oo podemos encontrar um ponto de acumulagao da sequéncia

(f¢£)e>1 no infinito, portanto o teorema A é demonstrado. O

Observe que na demonstragao do teorema A, a construc¢ao da sequéncia (pu Fiy )ieN que converge
para p; quando [ — oo parece um pouco artificial. O seguinte coroldrio mostra que de fato a

sequéncia toda (fif, )ken também converge para a mesma medida.
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Corolario 1. Para cadat > 1 a sequéncia de estados de equilibrio (s, )ken converge para fuy.

Demonstra¢io. Suponhamos que a sequéncia (i, )keny nao € convergente. Dado que M, (X) é
metrizavel com a distancia d. Entao, existe ¢g > 0 e uma subsequéncia (Mtfk.)jEN C (Mtfk)keN tal
J

que para todo j € N

d(piefy ;> pief) = €o-

Em particular, a sequéncia (¢, )jen ndo converge para fiz .
J
Agora pelo lema 13 a sequéncia (uy, )jen € justa, entdo usando o mesmo argumento da de-
J

monstragao do teorema A, existe (psf, )ien C (tef, )jen tal que
i J

li =
SR fy, = Pt

porém o estado de equilibrio é tinico, portanto obtemos uma contradicao. ]

5.3 Demonstracao dos teoremas B e C

As ferramentas clave na demonstracao destes resultados sdo a caracterizacdo do limite em tem-

peratura zero feita em [13] e o resultado de existéncia de medidas maximizantes em [3].
Proposicao 3. Eziste kg tal que para cada k > ko € satisfeito S, = 8, € Mumaz(f) = Miaz(f).

Demonstragao. Seja F' C N como no teorema 8, portanto toda medida p € M,q.(f) satisfaz
supp(p) C Xp. além disso segue da construgao dos Xj’s que existe kg > 0 tal que Xp C Xy,

portanto podemos supor X = ¥, , entao

B = sup {/fdy [V E MU(EkO)}
= sup {/fkodu (Vv E MG(EkO)}
= Bko-

Observe que para cada k temos £, < Brr1 < 32, entdo By = 8 para cada k > k.

Segue da igualdade anterior que para toda p € M. (f) é satisfeito supp(p) C Xg,, portanto

5= [ tdn= [ fdn,

SMJ(Ek) C Mo (Zk41), além disso u(fx) = u(fet1) para cada p € Mo (Zk).
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ou seja p € Mpaz(fx) para todo k > k.

Para demonstrar a outra desigualdade vamos supor k > ko e pr € Mipar(fi), dado que

5k:/fkdﬂk=/fduk,

e dado que B = B, entao pr € Minaz(f)- O

supp(pg) C X, entao

No seguinte lema obtemos uma caracterizagao do limite em temperatura zero para cada subshift
compacto usando a caracterizagao feita em [13| e demonstramos que o limite em temperatura zero
coincide para todo k > kg.

E importante ressaltar que a hipotese do potencial f ser Markov é necessaria para garantir
a existéncia do limite, em [8] é dado um exemplo no qual o limite ndo existe para um potencial
Lipschitz.

De aqui para o frente sempre vamos assumir que o potencial f é de Markov, ou seja f(x) =

f(l‘o, 1'1).

Lema 17. Eziste uma medida pioo € Mg (2) tal que pioo = limy_yo0 Hif, para cada k > ko, além

disso pioo € Mpmaz(f)-

Demonstracio. Para cada k seja 3, o subshift maximizante do ¥j. No capitulo 4 vimos que cada

um dos ¥;’s admite uma decomposi¢ao em componentes transitivas

Ny

ik = U ikJ.
J=1

além disso podemos ordenar essas componentes de modo que Pg( fk|§k“]) = Pc(fxlg,) para
cada J € {1,..., Ny} e PG(fk‘ka) < Pg(fils,) para cada J € {Ny +1,..., Ng}. Seja vy o
tinico estado de equilibrio associado ao potencial fk|§k“,, segue do teorema 9 que limy o0 pi1f, =
Z]ji’“l YJVk,J, onde 0 < 7y < 1, Z]ji’“l v5 = 1, e cada um dos v;’s pode ser calculado usando um

algoritmo de renormalizagao, ou seja para toda funcao continua limitada g : ¥ — R

Ny,
tli{go/gd'utfk = JEI’YJ/Qde,Ja

N
além disso pela ultima parte do teorema 9 temos Zji’“l ViVk,g € Mumax(fr). Se k > ko segue
da proposi¢io 3 que Myar(fx) = Mmaz(f), portanto X = Y, do qual segue imediatamente

Pa(frls,) = Po(frols, ) além disso como 3k e Xy, tem as mesmas componentes transitivas, entao
0
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Ny,

=N fry» €I CONSEqUENcia

kao

Ny,
Z’Yj/gdl/k,J => 'YJ/ngkO,J;
J=1 J=1

ou seja para cada k > ko,

tlggo/gdutf‘“ - tlglolo/gd'utfko'

Denotamos por

N,
foo = D VIVkot- (5.10)
J=1
Entao para cada k > ko temos limy o0 ff, = floo- O

O lema anterior é basicamente uma versao mais forte do resultado obtido em [13] no sentido
que temos convergéncia das sequéncias de estados de equilibrio sobre cada subshift X e além disso
o limite coincide para cada k > k.

Para demonstrar o teorema B simplesmente é necessario fazer uma aproximagao do limite em
temperatura zero no subshift > pelos limites em temperatura zero nos subshifts compactos X, o

qual é uma consequéncia imediata do lema 17.

Demonstragao. (Teorema C)

Seja t > 1, by (5.1), o lema 14, Corolario 1 e o principio variacional (2.3) temos que existe o
limite da sequéncia (h(uf,))ken quando k& — oo, mais ainda o limite & h(yur). Além disso, dado
que cada um dos Xj’s com k € N é um conjunto compacto, entao cada uma das fungoes t — h(uy,)
¢ decrescente, ou seja para cada t1 > t9 > 1 e todo k € N temos que h(p,f,) > h(p, £, ), portanto

tomando o limite quando k — oo segue que

h(:utof) - thHolo h(utofk) > klir{:o h(Mtlfk) = h(,utf)7

em outras palavras a familia (h(ff))i>1 é nao crescente, particularmente para valores de ¢ sufici-
entemente grandes a familia é limitada.

Agora vamos mostrar que limsup,_, . () < h(pios) onde a medida de probabilidade po € 0
limite na topologia fraca™ de alguma subsequéncia convergente da familia (f:¢);>1. De fato podemos

observar que para cada sequéncia crescente (¢;);en C (1,00), e cada cilindro [w] € o™, escolhendo
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t' > t; segue que

inf {—pungle] gy gf])} <~ o] og (e 1)

portanto para toda sequéncia crescente (t;)jen C (1,00) tal que existe o limite na topologia fraca®

lim;j o0 it; f = floo, Somando sobre todos os cilindros [w] € a”0, temos que para cada t' > t;

> inf {—pgfwllog(uslw))} < Y —prslw]log(ue ),

[w]eamro —~ [wleano

mais ainda como consequéncia imediata da ultima desigualdade temos que

S inf {— sl log(useD} < inf { S —pslellog(usle] b (5.11)
t>t; 2t
[w]ea™o [w]ea™o
Por outro lado se definimos o conjunto X = {[w] : [w] € &} e a sequéncia de fungoes ¢; : X — R
with j € N, onde ¢;([w]) = infy>¢; {—p¢s[w]log(pifw])}, denotando por ¢ & medida de contagem
sobre o conjunto X, ou seja a medida satisfazendo fM ¢jdé = ¢;([w]) para todo [w] € o™, entao
o pelo teorema de convergéncia monédtona temos que lim; oo f X ¢;do = f ¢ 1Imy 00 ¢jdo, ou em

outras palavras

lim 3" inf (gl log(ugle)} = Y lim inf {—pylollog(uy )y, (5.12)

2 j—oot>t
[w]eamro — !

e dado que poo(Olw]) = 0 para cada [w] € @™ e temos existéncia do limite na topologia fraca*
lim;_, 0 pt;f = Moo, €ntao

lim inf {—puslw] log(uesw])} = lim —pu, plwllog(ps, [w]) = —poc[w] log oo [w])

j—00 tztj

para todo [w] € @™, em outras palavras a equacao (5.12) é equivalente a equagao

lim > Inf {—puyslw]log (s [W])} = D —poolw] log(poolw]), (5.13)

Jj—00 >t;
[w]€amo [wleamo

Portanto tomando o limite quando j — oo nos dois lados da equagao (5.11) e usando (5.13) podemos

concluir que

S oLl log(puselie)) < liminf 37 —puple] log(pug L)),

[w]ea™0 [w]ea™0

ou em outras palavras H (fieo|a”) < liminf; oo H(per|™). Com uma demonstragao similar tro-
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cando inf;>¢; by SUpg>y; € mudando as desigualdades acima, podemos mostrar facilmente que

limsup; o H (pep|a™) < H(poo|a™), portanto podemos concluir que
: noy — no
lim H(jugla™) = H(jino|a™). (5.14)

Agora vamos mostrar que limsup;_, . ~A(prf) < h(fteo). Suponhamos que nao é verdade, ou seja
h(poo) < limsup;_,o h(pf), entdo podemos escolher € > 0 tal que h(poo) < msup;_, o h(fef) — 3¢,
mais ainda pela defini¢ao da entropia de Kolmogorov-Sinai para n suficientemente grande %H (oo |
a") < h(feo) + €, € pela equagao (5.14) existe ng > n tal que limy_o0 H (i | &™) = H(poo | @™0).
Finalmente pela definicao de entropia de Kolmogorov-Sinai, podemos concluir que para cada t > 1

é satisfeito h(ui ) < nLOH(Mtf | ™), portanto para t suficientemente grande

1
h(pey) < %H(Mm | o) + ¢

< h(piso) + 2¢

<limsup h(py) — €.

l—o00

Entao tomando o lim sup quando ¢ — oo, obtemos uma contradi¢do. Em conclusao

limsup h(pirr) < h(poo)- (5.15)

t—o00

Por outro lado, para cada k > ko temos que Mpax(fx) = Mmax(f) € Br = 5, além disso pelo

principio variacional (2.3) temos que

Py(t) —t8 > sup  h(v) > h(pico),
UEMmax(f)

onde fioo € qualquer ponto de acumulacao da familia (pf)¢>1, portanto tomando o supremo sobre

todos os valores de k > kg, obtemos que

sup{Px(t) —t8} > sup  h(v) > h(poo). (5.16)
kaO VGMmax(f)

Mais ainda, temos que supysg {Pr(t) — t8} = supgen{ Pi(t) — t3} = P(t) — tf3, portanto segue do

principio variacional (2.3) e (5.16) que

h(pg) > P(t) —tB > sup  h(v) > h(pso),
VEMmax(f)
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particularmente para todo j € N temos que

inf A(pgr) > sup  h(v) > h(poo)-
tztj VeMmax(f)

Entao tomando o limite quando j — oo, obtemos que

L o s . .
lim inf A(per) = lim inf h(pe;p) = e h(v) = h(poo)

Finalmente usando (5.15), podemos concluir que

liminf h(pep) > sup  h(v) > h(poo) = limsup h(ps),
t—ro0 VEMmax (f) t—r00

ou em outras palavras

Jim h(pep) = hlpoo)-



Capitulo 6

Conclusoes

No caso que ¥ é um subshift de Markov topologicamente transitivo e f é um potencial soméavel,
com pressdo finita e V(f) < oo, podemos garantir a existéncia dos estados de equilibrio p; f para
cada t > 1 e existéncia de um ponto de acumulagao quando ¢ — oo, além disso se o potencial f é
um potencial de Markov, ou seja f(x) = f(xo,x1), também podemos garantir a existéncia do limite
em temperatura zero.

A importéancia destes resultados é que fazemos uma generalizacao dos resultados que aparecem
em [10] e [12] para um caso mais geral desde o ponto de vista dindmico que é quando o sistema é
topologicamente transitivo. Nos também obtemos uma generalizagdo do resultado em [16] para o
caso topologicamente transitivo.

Se o potencial nao é Markov existem exemplos nos quais nao existe o limite em temperatura
zero, embora o subshift seja compacto, Chazottes e Hochman deram um exemplo de um potencial
Lipschitz com dominio num subshift ¥ C {0, 1}N para o qual nao existe o limite em temperatura
zero. Mais recentemente Coronel e Rivera-Letelier em [9] mostraram que se ¥ = (S')N, dadas
quaisquer duas medidas erg6dicas com a mesma entropia é possivel construir um potencial Lipschitz
tal que a sequéncia de estados de equilibrio acumula em medidas isomorfas as duas medidas.

Se o potencial nao é soméavel, embora seja Markov nao pode ser garantida a existéncia do
limite em temperatura zero, um exemplo foi dado por Sarig em [21], nesse trabalho ele construi um
potencial de Markov que nao é soméavel para o qual nao temos existéncia do limite em temperatura
ZETO.

No caso que o ¥ é um subshift de Markov topologicamente transitivo com alfabeto enumerével
demonstramos que existem pontos de acumulagao da sequéncia (ju¢f)s~1 quando ¢ — oo, além disso

em [4] demonstraram que esses pontos de acumulacao sao de fato medidas maximizantes. Portanto

99
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uma questao em aberto que aparece como continuagao natural deste trabalho é:
O principio dos grandes desvios ¢é satisfeito para o caso de subshifts de Markov topologicamente

transitivos com alfabeto enumeravel?
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