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Resumo

VARGAS, V. A. Sobre existência de estados de equilíbrio e limite em temperatura zero

para shifts de Markov topologicamente mixing . 2015. 59 f. Tese Doutorado - Instituto de

Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2015

O objetivo desta tese é demonstrar que para um subshift de Markov topologicamente transitivo

com alfabeto enumerável e um potencial f com pressão de Gurevic finita e V (f) < ∞, existe um

único estado de equilíbrio µtf para cada t > 1, e a família (µtf )t>1 tem um ponto de acumulação

quando t→∞. Além disso se também supomos que o f é um potencial de Markov, demonstramos

que a família de estados de equilíbrio (µtf )t>1 converge quando t→∞. Finalmente demonstramos

a continuidade em ∞ da entropia com respeito ao parâmetro t. Estos resultados não dependem da

hipótese de existência de medidas de Gibbs.

Palavras-chave: estados de equilíbrio, estados de Gibbs, potenciais somáveis, potenciais de Mar-

kov, subshifts de Markov, limite em temperatura zero, medidas maximizantes.
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Abstract

VARGAS, V. A. On equilibrium states existence and zero temperature limit for topolo-

gically mixing Markov shifts. 2015. 59 p. PhD Thesis - Mathematics and Statistics Institute,

Sao Paulo University, Sao Paulo, 2015.

The aim of this thesis is to prove that for a topologically transitive Markov subshift with coun-

table alphabet and a summable potential f with finite Gurevic pressure and V (f) < ∞, there

exists an equilibrium state µtf for each t > 1, and the family (µtf )t>1 has an accumulation point

as t→∞. Moreover if we also assume that f is a Markov potential we prove that the equilibrium

states family (µtf )t>1 converges as t → ∞. Finally we prove the continuity at ∞ of the entropy

with respect to the parameter t. These results do not depend on assuming the existence of Gibbs

measures.

Keywords: equilibrium states, Gibbs states, summable potentials, Markov potentials, Markov

subshifts, zero temperature limit, maximizing measures.
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Capítulo 1

Introdução

Seja X um espaço Hausdorff e T : X → X uma transformação sobrejetiva, então as compostas

da transformação T definem uma N-ação sobre o conjunto X a qual é um sistema dinâmico discreto

que usualmente é denotado pela dupla (T,X). A teoria ergódica pretende estudar o comportamento

das medidas que satisfazem a relação µ∗T = µ, onde µ∗T (E) = µ(T−1(E)) para cada conjunto

mensurável E ⊂ X, além disso busca fornecer informação quantitativa das orbitas geradas pela

dinâmica (T,X) para quase todo ponto do espaço X.

A área começo a ser estudada no século XIX e tem seus origens na mecânica estatística, nessa

época os físicos L. Boltzmann e H. Poincaré estavam interessados no estudo da cinética de gases mo-

delados por fluxos Hamiltonianos, porém encontrar soluções às equações diferenciáveis relacionadas

com esse tipo de fluxos ficou trabalhoso de mais, nesse momento surgiu uma ideia do H. Poincaré a

qual consistiu em discretizar o problema e estudar o comportamento do conjunto errante, ele con-

cluiu que tinha volume zero, esse é um dos teoremas fundamentais da área e poderia ser considerado

o origem da teoria ergódica, no entanto quando eles começaram a estudar esse problema acredita-

ram que as medias temporais ao longo das orbitas coincidiam com as medias espaciais, mas depois

deram conta que essa propriedade não é necessariamente certa no caso geral, porém depois de dar

conta desse erro chamaram os sistemas nos quais essa condição é satisfeita de sistemas ergódicos.

A maior parte do desenvolvimento da teoria ergódica foi no século XX, alguns dos matemáticos

que fizeram as maiores contribuições no desenvolvimento inicial desta área foram G. D. Birkhoff, A.

Kolmogorov, J. Von Neumann e Y. Sinai. Já na década dos 70’s o físico D. Ruelle e o matemático

R. Bowen começaram estudar um ramo da teoria ergódica conhecido como formalismo termodi-

nâmico, eles queriam estudar as propriedades de medidas invariantes que maximizam a pressão

Pµ(f) = h(µ) +
∫
fdµ, onde f é uma função contínua chamada de potencial e h(µ) é a entropia de

1



2 INTRODUÇÃO 1.0

Kolmogorov-Sinai, essas medidas foram chamadas de estados de equilíbrio associados ao potencial

f . Já nos finais da década dos 90’s e começos do século XXI os matemáticos O. Jenkinson R.

Mauldin, O. Sarig e M. Urbański entre outros, começaram a estudar formalismo termodinâmico no

contexto de subshifts de Markov com alfabeto enumerável e tiveram alguns dos mais importantes

avanços nessa linha.

No caso que para cada t > 1 existe um único estado de equilíbrio µtf associado ao potencial tf ,

um problema interessante é estudar existência de pontos de acumulação da família (µtf )t>1 quando

t → ∞, isso porque esses pontos de acumulação são medidas maximizantes para o potencial f ,

além disso porque desde o ponto de vista da mecânica estatística, num sistema dinâmico (T,X)

com iteração entre partículas dada pelo potencial f , a temperatura é representada pelo parâmetro

1
t , portanto existência de pontos de acumulação dessa família de estados de equilíbrio é associada

à não existência de transições de fase do sistema quando se tem congelamento, na física é possível

interpretar isso como não ter nenhuma perda das propriedades dos materiais em baixas tempe-

raturas. No caso de existir o limite da família (µtf )t>1 quando t → ∞ é chamado de limite em

temperatura zero. Em geral o estudo do comportamento desses pontos de acumulação é conhecido

como problemas de limites em temperatura zero e a sua importância é baseada na ligação que faz

entre o formalismo termodinâmico e a otimização ergódica.

O objetivo deste trabalho é mostrar existência dos estados de equilíbrio associados a cada um

dos elementos de uma família de potenciais (tf)t>1 que satisfaz algumas propriedades desejáveis,

além disso demonstramos existência de pontos de acumulação da família (µtf )t>1 quando t → ∞

e no caso que o potencial é Markov queremos demonstrar a existência do limite em temperatura

zero, também estudaremos o comportamento da família das entropias desses estados de equilíbrio

(h(µtf ))t>1 quando t→∞.

Alguns trabalhos já foram feitos nessa direção, porém neles é usada a propriedade que o subshift

é finitamente primitivo, a ideia é enfraquecer um pouco essa propriedade para o caso onde a dinâmica

é topologicamente transitiva.

Seja f um potencial, para cada n ≥ 1 definimos a n-ésima variação do f como

Vn(f) := sup{|f(x)− f(y)| : x0 . . . xn−1 = y0 . . . yn−1},

e vamos definir V (f) :=
∑

n≥1 Vn(f).

Nosso primeiro resultado garante existência dos estados de equilíbrio para uma família de po-

tenciais dependendo do parâmetro t, o teorema é o seguinte:
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Teorema A. Seja Σ um subshift de Markov topologicamente transitivo e f um potencial somável,

com pressão topológica finita e V (f) <∞. Então para cada t > 1 existe um estado de equilíbrio µtf

associado ao potencial tf , além disso a família (µtf )t>1 tem um ponto de acumulação µ∞ quando

t→∞.

A demonstração deste resultado é similar do que um resultado que aparece demonstrado em

[14] que garante usando hipóteses similares existência de uma automedida associada ao operador

adjunto do operador de Ruelle, porém é conhecido que no caso não-compacto essa automedida não

é necessariamente um estado de equilíbrio, portanto o ganho deste teorema é garantir a existência

da família de estados de equilíbrio no caso topologicamente transitivo.

No caso que o alfabeto é finito, existência de pontos de acumulação é imediata, porém a existência

do limite em temperatura zero não é trivial. O primeiro trabalho nesta direção foi apresentado

por Brémont em [5], nesse trabalho ele demonstrou existência do limite em temperatura zero no

caso de potenciais localmente constantes definidos sobre subshifts com alfabeto finito, depois disso

Leplaideur em [13] conseguiu mostrar uma forma explícita do limite em temperatura zero usando

as mesmas hipóteses de [5], finalmente Chazottes, Gambaudo e Ugalde demonstraram o mesmo

resultado para uma classe mais geral de potenciais em [7] usando técnicas de renormalização.

No caso de subshifts de Markov com alfabeto enumerável, ou seja o caso não-compacto, um dos

primeiros resultados na direção de limites em temperatura zero foi obtido por Jenkinson, Mauldin

e Urbański em [10], eles demostraram existência de pontos de acumulação para a sequência de

estados de equilíbrio (µtf )t>1 quando t → ∞ no caso que Σ é finitamente primitivo e o potencial

tem variação somável e pressão finita, além disso demonstraram que os pontos de acumulação dessa

sequência são medidas f -maximizantes. Finalmente Kempton demonstrou em [12] que quando o

potencial é Markov, o subshift é topologicamente mixing e satisfaz a propriedade BIP 1, então

existe o limite em temperatura zero.

É importante ressaltar que a condição do potencial ser localmente constante não pode ser

removida, mesmo no caso compacto, para demonstrar existência do limite em temperatura zero.

Chazottes e Hochman em [8] deram um exemplo de um subshift de tipo finito Σ ( {0, 1}N para

o qual existe um potencial Lipschitz no qual a sequência de estados de equilíbrio diverge quando

t → ∞. Mais recentemente Coronel e Rivera-Letelier em [9] mostraram que no caso compacto,

mais especificamente quando Σ = (S1)N, dadas quaisquer duas medidas ergódicas µ+ e µ− com a

mesma entropia, sempre é possível construir um potencial Lipschitz tal que a sequência de estados
1Para subshifts topologicamente mixing esta propriedade é equivalente ao subshift ser finitamente primitivo.
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de equilíbrio associada ao potencial tem como pontos de acumulação duas medidas isomorfas a as

medidas µ+ e µ− respectivamente.

Nosso segundo resultado generaliza o resultado de Kempton em [12] para subshifts de Markov

topologicamente transitivos.

Teorema B. Seja Σ um subshift de Markov topologicamente transitivo e f um potencial de Markov

somável, com pressão de Gurevic finita e V1(f) < ∞. Então a sequência de estados de equilíbrio

(µtf )t>1 converge quando t→∞ para uma medida µ∞ ∈Mmax(f).

Usando as mesmas condições de [10], Morris demonstrou em [16] existência do limite da sequên-

cia (h(µtf ))t>1 quando t → ∞ no caso de subshifts de Markov finitamente primitivos, além disso

mostrou que a sequência converge para o supremo das entropias das medidas de probabilidade

f -maximizantes.

Nosso último resultado é uma generalização do resultado de Morris no sentido que mostra

o mesmo comportamento das entropias quando t → ∞, porém usamos as mesmas hipóteses do

teorema 1 que são bem mais gerais desde o ponto de vista dinâmico das que são usadas em [16]. O

resultado é o seguinte:

Teorema C. Seja Σ um subshift de Markov topologicamente transitivo e f um potencial somável,

com pressão de Gurevic finita e V (f) <∞. Então

h(µ∞) = lim
t→∞

h(µtf ) = sup{h(µ) : µ ∈Mmax(f)},

onde µ∞ é ponto de acumulação da família (µtf )t>1.

A importância deste trabalho é que nas hipóteses dos teoremas o subshift não satisfaz a propri-

edade BIP a qual garante existência de medidas de Gibbs [18], portanto muitas das ferramentas

dadas no formalismo termodinâmico para subshifts de Markov com alfabeto enumerável não são

validas neste caso.

A ideia da prova é fazer uma aproximação de nosso subshift Σ por uma sequência crescente

de subshifts compactos (Σk)k≥0 e usando argumentos de rigidez garantir existência de pontos de

acumulação família de medidas de probabilidade quando t→∞. Além disso vamos usar a existência

do limite em temperatura zero no caso compacto para demonstrar a existência do limite no caso

que nós trabalhamos usando um argumento muito parecido a um argumento diagonal.

As principais ferramentas que vamos usar para fazer essa aproximação são a caracterização

dada por Leplaideur em [13] do limite em temperatura zero para o caso de subshifts com alfabeto
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finito e o algoritmo de renormalização demonstrado por Chazottes, Gambaudo e Ugalde em [7].

Também vamos usar o resultado demonstrado por Bissacot e Freire em [3] no qual garantem a

existência de medidas maximizantes para potenciais coercivos definidos sobre subshifts de Markov

topologicamente transitivos, e por último vamos usar o resultado demonstrado por Buzzi e Sarig

em [6] no qual é garantida a unicidade do estado de equilíbrio quando o subshift tem alfabeto

enumerável e a dinâmica é topologicamente transitiva. Para a demonstração do último resultado

vamos usar que todo argumentos bastante simples da teoria da medida e alguns dos princípios

variacionais que satisfaz a pressão topológica, além disso vamos usar o resultado demonstrado por

Morris em [16].

O trabalho está organizado da seguinte forma:

Na primeira parte do capítulo 2 fazemos uma introdução à teoria ergódica lembrando alguns

dos resultados clássicos os quais serão usados ao longo do trabalho; na segunda parte aparecem

alguns resultados do formalismo termodinâmico no contexto de subshifts de Markov os quais foram

demonstrados em maior parte por Jenkinson, Mauldin, Sarig e Urbański, isso na busca dos resultados

que aparecem nos capítulos 3 e 5.

Na primeira parte do capítulo 3 seguindo o trabalho do Sarig em [20] vamos definir o operador

de Ruelle associado a um potencial f no caso de subshifts de Markov com alfabeto enumerável,

além disso estudaremos algumas das principais propriedades deste operador e de seu operador dual

procurando uma caracterização dos estados de equilíbrio associados ao potencial f , na segunda

parte do capítulo vamos estudar o resultado de Buzzi e Sarig em [6] no qual é garantida a unicidade

do estado de equilíbrio associado ao potencial f quando tem variação somável e pressão finita.

Na primeira parte do capítulo 4 estudaremos o resultado de Bissacot e Freire em [3] que garante

existência de medidas maximizantes para subshifts de Markov topologicamente transitivos, na se-

gunda parte do capítulo estudaremos o resultado de Leplaideur em [13] que caracteriza o limite

em temperatura zero quando o subshift é compacto, e a renormalização construída por Chazottes,

Gambaudo e Ugalde em [7].

No capítulo 5 aparecem os três resultados obtidos neste trabalho. Nosso primeiro resultado ga-

rante existência de um único estado de equilíbrio associado ao potencial tf para cada t > 1. O

segundo resultado é uma generalização do trabalho de Kempton em [12] para o caso de subshifts de

Markov topologicamente transitivos com alfabeto enumerável, além disso usando a caracterização

obtida em [13] nós obtemos uma caracterização no caso não-compacto. Nosso último resultado é

uma generalização do resultado obtido por Morris em [16] para o caso subshifts de Markov topolo-

gicamente transitivos com alfabeto enumerável.
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Capítulo 2

Preliminares

A teoria ergódica tem seus origens no estudo dos fluxos Hamiltonianos, porém o H. Poincaré

discretizo o problema para conseguir uma solução, isso explica porque a maioria dos resultados

clássicos que vamos abordar neste capítulo são propostos para o caso de dinâmica discreta, no

entanto eles podem ser generalizados na maioria dos casos com pouca dificuldade para fluxos.

Na primeira seção deste capítulo vamos ver alguns desses resultados fundamentais, entre eles o

teorema de recorrência de Poincaré, o teorema ergódico de Birkhoff e o teorema de decomposição

ergódica. Além disso vamos mostrar algumas das suas consequências mais importantes.

Na segunda seção do capítulo vamos dar uma definição para os subshifts de Markov e vamos

estudar alguns resultados fundamentais do formalismo termodinâmico nesse contexto. Uma das

coisas mais importantes que vamos fazer nesta seção vai ser definir a pressão de Gurevic, a qual é

bastante útil neste contexto porque coincide com a pressão topológica1.

A maioria dos resultados que aparecem neste capítulo são demonstrados em [1], [15], [17] e [19].

2.1 Teoria ergódica

Para falar de teoria ergódica no contexto dos sistemas dinâmicos discretos precisamos no minimo

de um espaço mensurável (X,B) e um sistema dinâmico2 (T,X).

Nesta seção vamos estudar alguns tipos de medidas que tem uma relação direta com a dinâmica,

entre elas estão as medidas não-singulares, as medidas invariantes, etc. A continuação vamos dar

algumas definições que serão usadas ao longo deste trabalho.

1. Uma medida ν é absolutamente contínua com respeito à medida µ, e o denotaremos como
1Esse resultado aparecerá demonstrado no capítulo 3.
2Ao longo deste trabalho sempre vamos ter uma dinâmica fixada.

7



8 PRELIMINARES 2.1

ν � µ, se para todo conjunto mensurável E ⊂ X tal que µ(E) = 0, também é satisfeito

ν(E) = 0. Usaremos a notação ν ∼ µ quando ν � µ e µ� ν, ou seja µ(E) = 0 se, e somente

se ν(E) = 0.

2. Uma medida µ é não-singular se para todo conjunto E ⊂ X mensurável µ(T−1E) = 0 se, e

somente se µ(E) = 0.

3. Uma medida não-singular µ é conservativa se todo conjunto mensurável E ⊂ X tal que

T−nE ∩ E = ∅ para cada n ∈ N, satisfaz µ(E) = 0.

4. Uma medida µ é invariante se todo conjunto mensurável E ⊂ X satisfaz µ(T−1E) = µ(E).

Observe que toda medida invariante é não-singular, no entanto o reciproco não é necessariamente

certo, uma pequena modificação no enunciado do teorema 2 ajuda a garantir que toda medida de

probabilidade conservativa é invariante.

Vamos denotar por M(X) o conjunto das medidas borelianas de probabilidade sobre X, e

denotaremos por MT (X) ⊂ M(X) o conjunto das medidas de probabilidade T -invariantes sobre

X.

Definimos a topologia fraca* sobre o conjunto M(X) como a topologia gerada pela seguinte

família de vizinhanças

V (µ,F , ε) =

{
ν ∈M(X) :

∣∣∣∣∫ fidν −
∫
fidµ

∣∣∣∣ < ε,∀1 ≤ i ≤ m
}
,

onde F = {f1, ..., fm} e cada uma das funções fi é contínua limitada. Não é difícil ver que a

topologia fraca* é equivalente à topologia gerada pela família de vizinhanças

V ′(µ,B, ε) = {ν ∈M(X) : |ν(Bi)− µ(Bi)| < ε,∀1 ≤ i ≤ m} ,

onde B = {B1, ..., Bm} e cada um dos conjuntos Bi é um conjunto de continuidade para µ, ou

seja µ(∂Bi) = 03. Em consequência temos limn→∞ µn = µ se, e somente se limn→∞ µn(B) = µ(B)

para todo conjunto de continuidade da medida µ.

Vamos dar uma caracterização da topologia fraca* a qual vai facilitar algumas das demonstrações

que apareceram de aqui para o frente.

Proposição 1. Uma sequência (µn)n∈N converge na topologia fraca* para µ se, e somente se, para
3Onde ∂Bi é a fronteira topológica do conjunto Bi.
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toda função continua limitada g : X → R temos

lim
n→∞

∫
gdµn =

∫
gdµ.

De aqui para o frente sempre que falemos de convergência de medidas de probabilidade, estare-

mos falando no contexto da topologia fraca*.

Além disso, é possível demonstrar que quando o espaço X é métrico separável, então M(X)

também é espaço métrico separável dotado com a topologia fraca*, além disso quando X compacto

temos queM(X) também é compacto.

No caso que o espaço X não é compacto dizemos que um subconjunto K ⊂ M(X) é justo, se

para todo ε > 0 existe um conjunto compacto K ⊂ X tal que µ(Kc) < ε para toda µ ∈ K.

A definição de conjunto justo é bastante útil, porque as medidas pertencentes a um conjunto

justo tem seu suporte contido quase por completo num conjunto compacto o qual vai facilitar muitas

contas no caso não compacto.

O seguinte teorema é bastante útil na busca de garantir existência de pontos de acumulação na

topologia fraca* para uma sequência arbitraria de medidas usando a definição de conjunto justo.

Teorema 1 (Prohorov). [2] Seja (X,B) um espaço métrico, separável e completo. O conjunto

K ⊂M(X) é justo se, e somente se toda sequência em K possui alguma subsequência convergente.

Um dos objetivos principais da teoria ergódica é o estudo das órbitas tipicas do sistema para

quase todo ponto, nessa direção um dos primeiros resultados importantes desta área foi demonstrado

por Poincaré no siglo XIX e fala do comportamento recorrente das orbitas típicas de quase todo

ponto num conjunto de medida positiva, esse teorema foi uma consequência da discretização da

dinâmica dos fluxos Hamiltonianos definidos sobre espaços euclídeos.

Teorema 2 (Recorrência de Poincaré). [17] Seja µ ∈MT (X) e E ⊂ X mensurável com µ(E) > 0.

Então para µ-quase todo ponto x ∈ E existem infinitos valores de n para os quais Tnx ∈ E

Um conjunto E ⊂ X é chamado invariante se T−1E = E, e uma medida não-singular µ é

chamada ergódica se para todo conjunto mensurável invariante E ⊂ X é satisfeito µ(E) = 0 ou

µ(Ec) = 0, de aqui para o frente vamos denotar o conjunto das medidas de probabilidade ergódicas

porMerg(X), claramenteMerg(X) ⊂MT (X), além disso é fácil dar conta que o conjuntoMT (X)

é um simplex e que o conjunto dos seus pontos extremais éMerg(X).

Dizemos que uma função integrável f é invariante se satisfaz f ◦ T = f . A continuação vamos

dar uma caracterização das medidas de probabilidade ergódicas usando funções invariantes.
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Lema 1. [17] Uma medida µ ∈ MT (X) é ergódica se, e somente se toda função invariante é

constante µ-quase sempre.

Para f : X → R mensurável e n ≥ 1 vamos denotar à n-ésima suma ergódica da f por

Snf(x) =
∑n−1

i=0 f(T ix) e dado um ponto arbitrário x ∈ X definimos sua media ergódica como

limn→∞
1
nSnf(x), observe que para o caso x ∈ Per(Σ) o limite existe, porém em casos mais gerais

não é necessariamente certo.

O teorema ergódico de Birkhoff é um dos resultados clássicos da teoria ergódica, ele garante

existência das medias ergódicas para quase todo ponto, além disso o teorema dá condições para

que as medias ergódicas coincidam com as medias espaciais, esta propriedade é conhecida como

hipótese ergódica.

Teorema 3 (Ergódico de Birkhoff). [17] Seja µ ∈MT (X) e f ∈ L1(µ), então o limite

f∗(x) = lim
n→∞

1

n
Snf(x)

existe para µ-quase todo ponto x ∈ X, além disso
∫
f∗dµ =

∫
fdµ. Em particular se a medida

de probabilidade µ é ergódica, então f∗(x) =
∫
fdµ para µ-quase todo ponto x ∈ X.

Observe que se a medida de probabilidade µ é ergódica, ainda que
∫
fdµ = ∞ a conclusão do

teorema ergódico de Birkhoff continua verdadeira.

Com efeito para qualquer M > 0 temos que (f1[f<M ])
∗(x) =

∫
f1[f<M ]dµ, e para cada n ∈ N

temos 1
nSnf(x) ≥ 1

nSn(f1[f<M ])(x), então

lim inf
n→∞

1

n
Snf(x) ≥

∫
f1[f<M ]dµ.

Portanto dado que M é arbitrário temos que lim infn→∞
1
nSnf(x) = ∞, do qual segue imedia-

tamente que f∗(x) =∞.

Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade, uma família de subconjuntos enumeráveis P é uma

partição mensurável de X se os seus elementos são disjuntos dois a dois, exceto possivelmente num

conjunto de medida zero, e além disso a união de todos os elementos de P tem medida total. De

aqui para o frente sempre que falemos de partição estaremos falando de uma partição mensurável.

Seja π : X → P a projeção natural, ou seja a função x 7→ P(x) onde P(x) ∈ P é o elemento

da partição que contém o ponto x, dizemos que Q ⊂ P é mensurável se, e somente se π−1Q é

mensurável.
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Para todo conjunto Q ⊂ P mensurável definimos a sua medida como

µ̂(Q) = µ(π−1Q),

a medida µ̂ é conhecida como medida quociente.

O seguinte teorema faz uma decomposição dos elementos do simplexMT (X) como combinação

convexa de pontos extremais que são elementos deMerg(X).

Teorema 4 (Decomposição ergódica). Seja X um espaço completo separável e µ ∈MT (X). Então

existe uma partição P de X e uma família de medidas de probabilidade (µP )P∈P em X, tal que

1. µP (P ) = 1 para µ̂-quase todo P ∈ P;

2. P 7→ µP (E) é mensurável, para todo E ⊂ X mensurável;

3. µP é ergódica para µ̂-quase todo P ∈ P;

4.
∫
fdµ =

∫
(
∫
fdµP )dµ̂(P ) para toda f : X → R mensurável limitada.

Vamos denotar como µ =
∫
µPdµ̂(P ) a decomposição ergódica da medida µ.

Dada uma medida µ ∈M(X) e uma partição P, definimos a entropia da µ associada à partição

P como

H(µ | P) :=
∑
P∈P
−µ(P ) log(µ(P )).

Uma partição P é mais fina que a partição Q, se para todo Q ∈ Q existe P ∈ P tal que P ⊂ Q,

neste caso vamos usar a notação Q ≺ P.

Observe que quando µ ∈MT (X) temos H(µ | P) = H(µ | T−1(P)), além disso quando Q ≺ P

temos H(µ | Q) ≤ H(µ | P).

Dada uma partição P de X vamos denotar Pn =
∨n−1
j=0 T

−jP. Observe que se m < n, então

Pm ≺ Pn, além disso para µ ∈ MT (X) é satisfeito H(µ | Pn+m) ≤ H(µ | Pn) + H(µ | Pm), ou

seja a sequência (H(µ | Pn))n≥1 é subaditiva sempre que µ ∈MT (X).

Dada uma uma medida µ ∈ MT (X) e uma partição P de X, definimos a entropia de T com

respeito à medida µ e à partição P como

h(µ,P) := lim
n→∞

1

n
H(µ | Pn) = inf

n≥1

1

n
H(µ | Pn). (2.1)

O limite em (2.1) sempre existe pela subaditividade da sequência (H(µ | Pn))n≥1, além disso é

imediato que para quaisquer duas partições Q ≺ P é satisfeito h(µ,Q) ≤ h(µ,P), mais ainda como
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∨n−1
j=0 T

−jP = Pn+k−1 segue imediatamente que h(µ,P) = h(µ,Pn) para todo n ≥ 0. Definimos a

entropia de Kolmogorov-Sinai da medida µ como

h(µ) := sup
P
h(µ,P), (2.2)

onde o supremo é tomado sobre todas as partições P de X4.

Lema 2. [17] Seja P1 ≺ . . . ≺ Pn ≺ . . . uma sequência não decrescente de partições tal que
⋃
n≥1 Pn

gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis a menos de medida nula, então h(µ) = limn→∞ h(µ,Pn)

Observe que se
⋃
n≥1 Pn gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis, então h(µ) = h(µ,P).

Finalmente dizemos que a dinâmica T : X → X é topologicamente transitiva se para quaisquer

par de conjuntos abertos U, V ⊂ X existe n ∈ N tal que T−nU ∩ V 6= ∅, e dizemos que a dinâmica

T : X → X é topologicamente mixing se para quaisquer par de conjuntos abertos U, V ⊂ X existe

N ∈ N tal que T−nU ∩ V 6= ∅ para todo n ≥ N .

2.2 Formalismo termodinâmico

Seja A ⊂ R um alfabeto enumerável5 e M uma matriz de 0’s e 1’s indexada em A × A tal

que nenhuma das suas filas ou colunas está composta unicamente por 0’s. Definimos o subshift de

Markov (σ,Σ) com alfabeto A e matriz de incidência M como

Σ = {x ∈ AN : Mxi,xi+1 = 1},

junto com a transformação σ : Σ→ Σ sendo o shift a esquerda, ou seja σ((xn)n∈N) = (xn+1)n∈N.

De aqui para o frente vamos supor que (σ,Σ) é topologicamente transitivo.

O formalismo termodinâmico estuda existência e propriedades das medidas σ-invariantes que

maximizam Pµ(f) := h(µ) +
∫
fdµ, essas medidas são chamadas de estados de equilíbrio.

Nesta seção também vamos definir a pressão de Gurevic PG(f) a qual é bastante útil neste con-

texto, além disso no capítulo 3 vamos mostrar que no caso de subshifts de Markov topologicamente

transitivos com alfabeto enumerável, sempre que a pressão seja finita essa definição coincide com a

pressão topológica

Ptop(f) := sup

{
Pµ(f) :

∫
fdµ > −∞

}
. (2.3)

4Observe que esta definição depende do sistema (T,X).
5Para fazer os cálculos mais simples vamos supor A = N, porém a definição faz sentido em conjuntos não enume-

ráveis.
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Dada uma palavra ω = a0 . . . an−1 definimos o cilindro [ω] = {x ∈ Σ : x0 . . . xn−1 = a0 . . . an−1},

dado θ ∈ (0, 1) e t(x, y) = inf{n ∈ N : x0 . . . xn−1 6= y0 . . . yn−1} definimos a métrica dθ sobre Σ

como dθ(x, y) = θt(x,y). Além disso é fácil demonstrar que para quaisquer θ ∈ (0, 1) a topologia

gerada pela métrica dθ coincide com a topologia gerada pelos cilindros, portanto Σ é um espaço

métrico separável.

Seja f : Σ→ R um potencial6, dizemos que f tem variação somável se

V (f) :=
∑
n≥2

Vn(f) <∞,

além disso V (f) <∞ implica supn≥1 Vn+1(Snf) <∞.

O potencial f é coercivo se

lim
a→∞

(sup f |[a]) = −∞, (2.4)

e chamaremos o potencial f somável se satisfaz

∑
a∈A

exp(sup(f |[a])) <∞. (2.5)

Observe que todo potencial somável é coercivo mas a recíproca em geral não é valida. A propri-

edade do potencial ser somável vai ser muito importante na demonstração da existência dos estados

de equilíbrio o qual é um dos resultados mais relevantes deste trabalho.

Lema 3. [16] Se o potencial f é somável, então para todo t > 1

∑
a∈A

sup(−tf |[a]) exp(sup(tf |[a])) <∞.

Dados dois potenciais f, f ′ e uma constante c, dizemos que o potencial f ′ é cohomologo ao

potencial f + c via a função ϕ se é satisfeito f ′ = f + ϕ − ϕ ◦ σ + c, o qual denotaremos como

f ′ v f + c, no caso c = 0 dizemos que os potenciais são cohomologos.

Esta propriedade é bastante interessante no sentido que potenciais cohomologos conservam

muitas características, por exemplo tem os mesmos estados de equilíbrio, tem as mesmas medidas

maximizantes e a mesma pressão de Gurevic. O seguinte teorema dá uma relação entre as somas

ergódicas das órbitas periódicas e a cohomologia o qual é bastante útil em algumas das provas que

apareceram de aqui para o frente.

6Vamos entender potencial como uma função continua.
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Teorema 5 (Livsic). [19] Sejam f, f ′ potenciais com V (f), V (f ′) < ∞. Então o f ′ v f via uma

função ϕ se, e somente se Snf(x) = Snf
′(x) para cada x ∈ Σ tal que σnx = x.

Para cada a ∈ A definimos

Zn(f, a) :=
∑
σnx=x

exp(Snf(x))1[a](x).

Lema 4. [19] Seja f um potencial com supn≥1 Vn+1(Snf) < ∞, então para quaisquer a, b ∈ A

existem constantes C1, C2 > 0 e k1, k2 ∈ N tais que

C1Zn−k1(f, a) ≤ Zn(f, b) ≤ C2Zn+k2(f, a)

para cada n ≥ k1

Dado a ∈ A definimos a pressão de Gurevic do potencial f como

PG(f) := lim
n→∞

1

n
logZn(f, a). (2.6)

Segue do lema 4 que para todo potencial com supn≥1 Vn+1(Snf) <∞ a definição de pressão de

Gurevic é independente do a ∈ A escolhido7.

Lema 5. (Propriedades da pressão de Gurevic)[19]

i) PG(f) > −∞.

ii) PG(f + c) = PG(f) + c.

iii) Para todo t ∈ [0, 1], PG(tf + (1− t)f ′) ≤ tPG(f) + (1− t)PG(f ′).

iv) Se f ′ v f + c, então PG(f ′) = PG(f) + c.

Lema 6. [20]

PG(f) = sup{PG(f |Σ′) : Σ′ ⊂ Σ é subshift compacto}.

Fazendo um procedimento similar à demostração feita em [20] é possível demonstrar que para

uma sequência estritamente crescente de subshifts compactos (Σk)k∈N é satisfeito

PG(f) = sup{PG(f |Σk) : k ∈ N},
7Sempre que falemos de PG(f), estaremos supondo que supn≥1 Vn+1(Snf) <∞.
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isso porque para todo subshift compacto Σ′ existe k0 ∈ N tal que Σ′ ⊂ Σ0
8.

8Este resultado vai ser necessário no capítulo 5.
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Capítulo 3

Operador de Ruelle e estados de

equilíbrio

Neste capítulo vamos a definir o operador de Ruelle associado ao potencial f no caso de subshifts

de Markov topologicamente transitivos com alfabeto enumerável, é importante ressaltar que o con-

junto de funções nas quais o operador está bem definido é bem mais difícil de caracterizar que no

caso compacto, embora no caso não-compacto é possível dar condições sobre o f na busca que o

operador fique bem definido sobre o conjunto de funções integráveis com respeito à automedida

associada a seu operador dual [19], além disso vamos mostrar algumas propriedades deste operador

e usaremos ele na demonstração da unicidade dos estados de equilíbrio.

De aqui para o frente vamos usar a notação A = B±1 quando B−1 ≤ A ≤ B, e A = B ± C

quando B − C ≤ A ≤ B + C, onde A,B,C > 0.

3.1 Operador de Ruelle

Definimos o operador de Ruelle associado ao potencial f como

(Lfg)(x) :=
∑
σy=x

exp(f(y))g(y), (3.1)

é claro que no caso geral o operador não está bem definido porque a soma pode ser divergente,

porém no caso que o potencial f é positivamente recorrente em [20] dão condições para garantir

que o operador Lf converge sobre L1(ν), onde ν é a única automedida do operador dual, ou seja é

17
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a única medida que satisfaz L∗fν = λν, com λ = exp(PG(f)) e L∗f definido por

∫
gd(L∗fµ) :=

∫
Lfgdµ. (3.2)

Dizemos que uma medida µ é uma medida RPF associada ao potencial f se é da forma µ = hdν

onde h positiva continua, Lfh = λh,
∫
hdν = 1, e ν, λ são definidos como no paragrafo anterior.

Para uma medida não-singular µ e cada E ⊂ Σ mensurável1, definimos a medida µ ◦ σ como

µ ◦ σ(E) :=
∑
a∈A

µ(σ(E ∩ [a])).

Observe que µ� µ◦σ, portanto a função dµ
dµ◦σ está bem definida, além disso para cada g : Σ→ R

mensurável ∫
g(x)d(µ ◦ σ)(x) =

∑
a∈A

∫
g(ax)1σ[a](x)dµ(x). (3.3)

Lema 7. [20] A medida ν satisfaz L∗fν = λν se, e somente se

dν

dν ◦ σ
= λ−1 exp(f).

Seja Σ um subshift de Markov e α = {[a] : a ∈ A} a sua partição natural. Vamos lembrar

duas formulas bastante conhecidas na teoria ergódica que vão ser necessárias em algumas das

demonstrações que aparecem de aqui para o frente.

Formula de Rokhlin: Seja µ ∈Mσ(Σ) tal que H(µ | αn) <∞ para cada n ≥ 1, então

h(µ) = −
∫

log

(
dµ

dµ ◦ σ

)
dµ.

Formula de Kâc: Para µ ∈ Mσ(Σ), cada f ∈ L1(µ) e todo conjunto mensurável E ⊂ Σ com

µ(E) > 0 é satisfeito

∫
1E(x)

ϕE(x)−1∑
j=0

f(σjx)

 dµ(x) =

∫
f(x)dµ(x),

onde ϕE(x) = 1E(x) inf{n ≥ 1 : σnx ∈ E}.

É importante ressaltar que a formula de Rokhlin sempre é verdade no caso compacto, embora

no caso não-compacto não é necessariamente certa porque é possível que exista algum n′ tal que
1Em geral µ ◦ σ(E) 6= µ(σ(E)).
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H(µ | αn′) =∞, no entanto a formula de Kâc sempre é verdadeira.

Lema 8. [19] Seja Σ um subshift de Markov topologicamente transitivo, f : Σ→ R com V (f) <∞

e ν uma medida invariante finita sobre cilindros tal que L∗fν = ν, então ν é ergódica.

Demonstração. Sejam a = a0 . . . an−1 e b = b0 . . . bn−1 tais que a ∩ σ−nb é admissível, e seja

M = exp(supn≥1 Vn+1(Snf)).

Afirmação 1. Podemos supor que ν(Σ) = 1.

Com efeito, seja (ξa)a∈A uma sequência de números reais positivos tais que a função γ =∑
a∈A ξa1[a] satisfaz

∫
γdν = 1. Definimos a medida ν̃ = γdν, observe que ν̃(Σ) = 1, além disso

como γ > 0, então ν̃ v ν, portanto ν̃ ergódica se, e somente se, ν ergódica.

Definimos f̃ = log
(
dν̃
dν̃◦σ

)
, portanto segue do lema 7 que L∗

f̃
ν̃ = ν̃ e

log

(
dν̃

dν̃ ◦ σ

)
= log

(
dν

dν ◦ σ

)
+ log γ − log γ ◦ σ = f + log γ − log γ ◦ σ,

além disso dado que Vk(log γ − log γ ◦ σ) = 0 para todo k ≥ 2, então V (f̃) ≤ V (f) <∞.

Afirmação 2. exp(Snf(ax)) = M±1 ν[a]
ν(σ[an−1]) .

Com efeito, dado que para todo x, y ∈ Σ temos exp(Snf(ax)) = M±1 exp(Snf(ay)), então

exp(Snf(ax)) =
1

ν(σ[an−1])

∫
exp(Snf(ax))1σ[an−1](y)dν(y)

=
M±1

ν(σ[an−1])

∫
exp(Snf(ay))1σ[an−1](y)dν(y)

=
M±1

ν(σ[an−1])

∫
Lnf1[a](y)dν(y)

= M±1 ν[a]

ν(σ[an−1])
.

Afirmação 3. ν[a∩σ−nb]
ν[a]ν[b] = M±1 1

ν(σ[an−1]) .
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Com efeito, dado que [b] ∩ σ[an−1] = [b], pela afirmação 2 temos

ν[a ∩ σ−nb] =

∫
Lnf1[a∩σ−nb](x)dν(x)

=

∫
exp(Snf(ax))1[σ−nb](ax)1σ[an−1](x)dν(x)

=

∫
exp(Snf(ax))1[b](x)1σ[an−1](x)dν(x)

=

∫
exp(Snf(ax))1[b](x)dν(x)

= M±1 ν[a]ν[b]

ν(σ[an−1])
.

Pela afirmação 3, e usando novamente que [b] = [b]∩σ[an−1] concluímos que para todo conjunto

E ⊂ Σ mensurável

ν(σ−nE | [a]) = M±1ν(E | σ[an−1]). (3.4)

Seja E ⊂ Σ mensurável σ-invariante com ν(E) > 0, e αn a σ-álgebra gerada pelos cilindros de

tamanho n. Para g : Σ → R mensurável definimos a esperança condicional da g dado o cilindro

[y0 . . . yn−1] como

Eν(g | [y0 . . . yn−1]) :=

∫
g1[y0...yn−1]dν

ν[y0 . . . yn−1]
,

e definimos a esperança condicional da g com respeito à σ-álgebra αn como

Eν(g | αn)(x) :=
∑

[y0...yn−1]6=∅

Eν(g | [y0 . . . yn−1])1[y0...yn−1](x).

Como temos σ−nE = E para cada n ∈ N, então segue que

Eν(1E | αn)(x) = Eν(1E | [y0, . . . , yn−1])(x) = ν(σ−nE | [x0 . . . xn−1]),

portanto usando (3.4) concluímos que Eν(1E | αn)(x) = M±1ν(E | σ[xn−1]).

Seja a ∈ A tal que ν(E ∩ σ[a]) > 0, então

ν[a] =

∫
Lf1[a]dν =

∫
exp(f(ax))1σ[a](x)dν(x) ≥M−1Cν(σ[a]) = M−1Cν(E ∩ σ[a]) > 0.

Dado que ν é conservativa, então para ν-quase todo x ∈ [a], existem infinitos valores de n para

os quais xn−1 = a, portanto ν(E | σ[xn−1]) = ν(E | σ[a]) quase sempre sobre [a], então

lim sup
n→∞

Eν(1E | αn)(x) ≥M−1ν(E | σ[a]) > 0.
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Além disso pelo teorema de convergência de Martingale lim supn→∞ Eν(1E | αn)(x) = 1E(x),

portanto 1E > 0 quase sempre sobre [a], ou seja existe Ea ⊃ E satisfazendo ν(Ea) = ν(E) e

Ea ⊃ [a], portanto ν(E ∩ [a]) = ν[a].

Seja b ∈ A tal que [a] ⊂ σ[b], então ν(E ∩ σ[b]) ≥ ν(E ∩ [a]) = ν[a] > 0, pelo mesmo argumento

usado acima temos que existe Eb ⊃ E satisfazendo ν(Eb) = ν(E) e Eb ⊃ [b]. Além disso se b ∈ A

é tal que [a] ⊂ σn[b] para algum n ≥ 1, então existe Enb ⊃ E satisfazendo ν(Enb ) = ν(E) e

Enb ⊃ σn−1[b], portanto E′b = σ−(n−1)Enb ⊃ [b] além disso E′b ⊃ E e ν(E′b) = ν(E). Dado que Σ

é topologicamente transitivo, para todo b ∈ A existe Nab tal que [a] ⊂ σn[b] para cada n ≥ Nab,

portanto E′ =
⋂
b∈AE

′
b satisfaz E′ ⊃ E, ν(E′) = ν(E) e E′ ⊃ [b] para cada b ∈ A, ou seja

E′ = Σ.

O seguinte lema mostra que no contexto de subshifts de Markov topologicamente transitivos com

alfabeto enumerável a pressão de Gurevic coincide com a pressão topológica o qual facilita muito o

estudo do formalismo termodinâmico quando o alfabeto enumerável. O resultado foi demonstrado

por Sarig.

Lema 9. [19] PG(f) satisfaz o principio variacional, ou seja

PG(f) = sup

{
Pµ(f) :

∫
fdµ > −∞

}
= Ptop(f).

Demonstração. (≤) Seja ε > 0, pelo lema 6 existe um subshift compacto Σ′ ⊂ Σ tal que f ′ = f |Σ′

satisfaz PG(f) ≤ PG(f ′) + ε. Dado que Σ′ é compacto, então pelo teorema de Perron-Frobenious

temos que existem h : Σ′ → R positiva continua e ν medida de probabilidade satisfazendo Lf ′h =

λ′h, L∗f ′ν = λ′ν e ν(h) = 1, onde λ′ = ePG(f ′). Seja µ = hdν, então para todo cilindro [ω] =

[a0 . . . an−1]

µ(σ−1[ω]) =

∫
(1[ω] ◦ σ)hdν

=

∫
λ′1[ω]Lf ′hdν

=

∫
1[ω]hdν

= µ[ω]

ou seja µ é σ-invariante. Seja αΣ′ = {[a]∩Σ′ : a ∈ A} uma partição de Σ′, como H(µ | αΣ′) <∞
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e log h é continua limitada, pela formula de Rokhlin temos

h(µ) = −
∫ (

log
dµ

dµ ◦ σ

)
dµ

= −
∫ (

log

(
h

h ◦ σ
dν

dν ◦ σ

))
dµ

= −
∫

(f ′ − PG(f ′) + log h− log h ◦ σ)dµ

= −
∫
f ′dµ+ PG(f ′),

ou seja PG(f ′) = Pµ(f ′).

Seja µ̄ ∈Mσ(Σ) definida como µ̄(E) = µ(E ∩Σ′) para todo E ⊂ Σ mensurável. É fácil ver que

h(µ̄) = h(µ), portanto

PG(f ′) = Pµ(f ′) = Pµ̄(f) ≤ sup{Pη(f) : η ∈Mσ(Σ)},

portanto PG(f) ≤ sup{Pη(f) : η ∈Mσ(Σ)}+ε, dado que ε é arbitrário obtemos a desigualdade.

(≥) Podemos assumir s.p.d.g. PG(f) < ∞, no caso PG(f) = ∞ a desigualdade é trivial. Seja

µ ∈Mσ(Σ) tal que Pµ(f) está bem definido. No caso
∫
fdµ = −∞ temos PG(f) > −∞ = Pµ(f).

Suponhamos
∫
fdµ > −∞, seja αm = {[1], [2], . . . , [m − 1], [≥ m]} onde [≥ m] =

⋃
k≥m[k],

portanto

lim
m→∞

h(µ, αm) = h(µ).
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Seja A ⊂ Σ mensurável, definimos Snf(A) := sup(Snf)|A, então

1

n
H(µ | αnm) +

∫
fdµ =

1

n

(
H(µ | αnm) +

∫
Snfdµ

)

=
1

n

− ∑
A∈αnm

µ(A) logµ(A) +
∑
A∈αnm

∫
(Snf)|Adµ


≤ 1

n

− ∑
A∈αnm

µ(A) logµ(A) +
∑
A∈αnm

µ(A)Snf(A)


=

1

n

∑
A∈αnm

µ(A) log

(
exp(Snf(A))

µ(A)

)

=
1

n

∑
B,C∈αm

µ(B ∩ σ−nC)
∑

A⊂B∩σ−nC
A∈αnm

µ(A | (B ∩ σ−nC)) log

(
exp(Snf(A))

µ(A)

)

≤ 1

n
H(µ | αm ∨ σ−nαm) +

1

n

∑
B,C∈αm

µ(B ∩ σ−nC)
∑

A⊂B∩σ−nC
A∈αnm

Snf(A)

≤ 1

n
H(µ | αm ∨ σ−nαm) +

∑
B,C∈αm

µ(B ∩ σ−nC)Pn(B,C),

onde

Pn(B,C) :=
1

n
log

 ∑
A⊂B∩σ−nC

A∈αnm

exp(Snf(A))

 . (3.5)

Dado que H(µ | P ∨ Q) ≤ H(µ | P) +H(µ | Q), então

1

n
H(µ | αnm) +

∫
fdµ ≤ 1

n
(H(µ | αm) +H(µ | σ−nαm)) +

∑
B,C∈αm

µ(B ∩ σ−nC)Pn(B,C)

≤ O
(

2

n
H(µ | αm)

)
+

∑
B,C∈αm

µ(B ∩ σ−nC)Pn(B,C),

portanto

h(µ, αnm) +

∫
fdµ ≤ lim sup

n→∞

∑
B,C∈αm

µ(B ∩ σ−nC)Pn(B,C).

Se B,C 6= [≥ m] ou seja B = [b] e C = [c] para b, c < m. Seja α = {[a] : a ∈ A} a partição

natural, portanto α é mais fina que αm, então substituindo em (3.5) segue

Pn([b], [c]) =
1

n
log

 ∑
A⊂[b]∩σ−n[c]

A∈αnm

exp(Snf(A))

 ≤ 1

n
log

 ∑
[ω]⊂[b]∩σ−n[c]

[ω]∈αn

exp(Snf([ω]))

 ,
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dado que σ é topologicamente transitivo e V (f) <∞, existe k ≥ 1 tal que

lim sup
n→∞

Pn([b], [c]) ≤ lim sup
n→∞

1

n+ k
log

 ∑
σn+kx=x

x0=b,xn=c,xn+k=b

exp(sup(Sn+kf(x)))

 ≤ PG(f)

Se B = [≥ m] ou C = [≥ m], então para cada A ∈ αnm tal que A ⊂ B∩σ−nC, existem i, j, k ≥ 0

tais que i+ j + k = n e

A =

i−1⋂
l=0

σ−l[≥ m] ∩ σ−i[ξ0] ∩ . . . ∩ σ−i−j+1[ξj−1] ∩
n−1⋂
l=i+j

σ−l[≥ m],

portanto

Snf(A) ≤ (i+ k) sup f + Sjf(σ−i[ξ0] ∩ . . . ∩ σ−i−j+1[ξj−1]),

além disso usando (3.5) concluímos que

jPj([ξ0], [ξj−1]) ≤ Sjf([ξ0] ∩ . . . ∩ σ−j+1[ξj−1]),

então substituindo em (3.5) obtemos o seguinte

Pn(B,C) ≤ 1

n
log

 ∑
A⊂B∩σ−nC

A∈αnm

e(i+k) sup f+Sjf(σ−i[ξ0]∩...∩σ−i−j+1[ξj−1])


≤ 1

n
log

eSnf(∩i+k−1
l=0 σ−l[≥m]) +

n−1∑
i=0

n−i∑
j=1

n−i−j∑
k=0

e(i+k) sup f+Sjf(σ−i[ξ0]∩...∩σ−i−j+1[ξj−1])


= sup f +

1

n
log

n−1∑
i=0

n−i∑
j=1

n−i−j∑
k=0

eSjf(σ−i[ξ0]∩...∩σ−i−j+1[ξj−1])


= sup f +

n−1∑
i=0

n−i∑
j=1

n−i−j∑
k=0

ejPj(σ
−i[ξ0],σ−i[ξj−1]),
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dado que jPj(σ−i[ξ0], σ−i[ξj−1]) ≤ PG(f) <∞, então Pn(B,C) < K0 <∞. Portanto

h(µ, αm) +

∫
fdµ ≤ lim sup

n→∞

(
1

n
H(µ | αnm) +

∫
fdµ

)

≤ lim sup
n→∞

 ∑
B,C 6=[≥m]

PG(f)µ(B ∩ σ−nC) +
∑

B=[≥m],
ou C=[≥m]

K0µ(B ∩ σ−nC)


≤ PG(f) +K0(µ[≥ m] + µ(σ−n[≥ m]))

≤ PG(f) + 2K0µ[≥ m].

Dado que a desigualdade é valida para todo m ≥ 0 segue imediatamente que Pµ(f) ≤ PG(f).

Finalmente como µ é arbitraria, segue que sup{Pµ(f) : µ ∈Mσ(Σ)} ≤ PG(f).

O lema 9 mostra que para nosso caso PG(f) = Ptop(f), portanto de aqui para o frente sempre

que falemos da pressão do potencial f usaremos a notação PG(f), no entanto usaremos a definição

de pressão que seja mais conveniente para cada caso.

Dizemos que uma medida µ ∈ Mσ(Σ) é um estado de equilíbrio associado ao potencial f se∫
fdµ > −∞ e além disso

Ptop(f) = h(µ) +

∫
fdµ. (3.6)

Dizemos que uma medida µ ∈ Mσ(Σ) é um estado de Gibbs invariante associado ao potencial

f se existe uma constante C > 1 tal que para todo x ∈ Σ e cada n ≥ 1 é satisfeito

µ[x0 . . . xn−1]

exp(Snf(x)− nPtop(f))
= C±1. (3.7)

Quando Σ é compacto os estados de equilíbrio e os estados de Gibbs invariantes coincidem.

Além disso se Σ tem matriz de incidência finitamente primitiva e V (f) < ∞, Mauldin e Urbanski

demonstraram em [14] que a constante C pode ser escolhida como

C = exp(4V (f)).

No caso que o estado de equilíbrio seja único vamos denotar ele por µf .

Lema 10. [22] Suponhamos que PG(f) < ∞ e V (f) < ∞, então existe um potencial f ′ e uma

constante c tal que f ′ v f + c2 e satisfaz Lf ′1 = 1, PG(f ′) = 0.
2A constante c é igual à pressão −PG(f) do potencial f .
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3.2 Unicidade dos estados de equilíbrio

Nesta seção vamos ver o teorema que garante a unicidade dos estados de equilíbrio quando

o subshift Σ é topologicamente transitivo com alfabeto enumerável e o potencial f tem variação

somável e pressão finita, este resultado vai nós ajudar a garantir a unicidade do estado de equilíbrio

associado a cada um dos potenciais da família (tf)t>1 que aparece no capitulo 5, já que nessa cons-

trução somente podemos garantir a existência de estados de equilíbrio. O resultado foi demonstrado

por Buzzi e Sarig.

Teorema 6 (Unicidade dos estados de equilíbrio). [6]

Seja Σ um subshift de Markov topologicamente transitivo e f : Σ → R um potencial limitado

por acima, com V (f) <∞ e PG(f) <∞. Então

1. f tem no máximo um estado de equilíbrio µf .

2. Se o estado de equilíbrio existe, então é igual à medida RPF do f , e além disso tem entropia

finita.

Demonstração. Seja µ um estado de equilíbrio associado ao potencial f , podemos supor s.p.d.g.

PG(f) = 03. Pelo lema 10 existe f ′ v f satisfazendo Lf ′1 = 1 e PG(f ′) = 0, seja ϕ tal que

f ′ = f +ϕ−ϕ ◦ σ. Queremos demonstrar que Lfeϕ = eϕ e L∗f (e−ϕµ) = e−ϕµ, ou seja que µ é uma

medida RPF associada ao potencial f .

Afirmação 1. Temos f, f ′, ϕ− ϕ ◦ σ ∈ L1(µ), além disso
∫

(ϕ− ϕ ◦ σ)dµ = 0.

Com efeito, dado que 0 = h(µ) +
∫
fdµ segue que

∫
fdµ > −∞, e dado que sup f < ∞, então

f ∈ L1(µ), além disso como f ′ ≤ 0 e f ′ − f = ϕ− ϕ ◦ σ, então

∫
(ϕ− ϕ ◦ σ)dµ ∈ [−∞,∞).

Seja µ =
∫
µPdµ̂(P ) a decomposição ergódica de µ. Como f ∈ L1(µ), então f ∈ L1(µP ) para

µ̂-quase todo P , portanto f − f ′ ∈ L1(µP ) ou f − f ′ =∞ em µ̂-quase todo P .

Então pelo teorema ergódico de Birkhoff temos que para µP -quase todo x ∈ Σ

∫
(ϕ− ϕ ◦ σ)dµP = lim

n→∞

1

n
Sn(ϕ− ϕ ◦ σ)(x)

= lim
n→∞

1

n
(ϕ− ϕ ◦ σn)(x)

= 0,

3Substituindo f por f − PG(f) os estados de equilíbrio são os mesmos.
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ou seja
∫

(ϕ− ϕ ◦ σ)dµP = 0 para µ̂-quase todo P , portanto
∫

(ϕ− ϕ ◦ σ)dµ = 0, do anterior segue

imediatamente que f ′ ∈ L1(µ).

Afirmação 2. Existe I ⊂ N tal que µ =
∑

i∈I piµi,
∑

i∈I pi = 1, e cada uma das medidas µi é um

estado de equilíbrio ergódico. Além disso existe ai ∈ A tal que [ai] é um conjunto sweep-out para

µi, ou seja para µi-quase todo ponto x ∈ Σ existem infinitos valores de n tais que σnx ∈ [ai].

Com efeito, seja µ =
∫
µPdµ̂(P ) a decomposição ergódica de µ e seja {a0, a1, . . .} ⊂ A tal que

µ[ai] > 0 para todo i ∈ N. Definimos o conjunto

Qi = {P ∈ P : µP [a0] = . . . = µP [ai−1] = 0, µP [ai] > 0},

portanto segue da ergodicidade das µP que Qi∩Qj = ∅ para cada i 6= j, além disso se pi = µ̂(Qi)

para cada i ∈ N, então é satisfeito
∑

i∈N pi = 1. Seja I = {i ∈ N : pi 6= 0}, para cada i ∈ I

definimos a medida µi como µi(E) = µ(E | π−1Qi) onde π : Σ→ P é a projeção natural, portanto

µ =
∑

i∈I piµi, além disso pela construção das µi cada um dos cilindros [ai] é um conjunto sweep-out

para µi.

Suponhamos que |I| < ∞, como µ é um estado de equilíbrio e PG(f) = 0, então h(µ) < ∞.

Além disso dado que a função entropia é afim, ou seja h(µ) =
∑

i∈I pih(µi), então h(µi) <∞ para

todo i ∈ I, portanto h(µi) +
∫
fdµi esta bem definido e além disso

∑
i∈I

pi

(
h(µi) +

∫
fdµi

)
= h(µ) +

∫
fdµ = 0,

ou seja cada uma das medidas µi é um estado de equilíbrio.

Suponhamos |I| = ∞, para cada N ∈ N definimos qN =
∑

i>N pi, dado que qN 6= 0 podemos

definir µ∗N+1 = 1
qN

∑
i>N piµi, então µ = qNµ

∗
N+1 +

∑
i≤N piµi, do qual segue

h(µ) = qNh(µ∗N+1) +
∑
i≤N

pih(µi),

ou seja h(µ∗N+1) <∞, e h(µi) <∞ para cada i ≤ N , portanto

qNh(µ∗N+1) + µ∗N+1(f) +
∑
i≤N

pi

(
h(µi) +

∫
fdµi

)
= h(µ) +

∫
fdµ = 0,

ou seja µ∗N+1 e cada uma das medidas µi com i ≤ N são estados de equilíbrio. Finalmente como

N é arbitrário podemos concluir que µi é estado de equilíbrio para todo i ∈ I.
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Afirmação 3. Para cada i ∈ I temos h(µi) = −
∫

(log dµi
dµi◦σ )dµi.

A afirmação 3 não é consequência imediata da formula de Rokhlin dado que Σ não é compacto,

portantoH(µi | αn) pode ser infinita para algum n. Fixemos i e sejam ai e µi como foram construídos

na afirmação 2, vamos definir σ̄ como σ̄(x) = σϕai (x)(x). Para E ⊂ Σ mensurável definimos µ̄i(E) =

µi(E | [ai]), dado que a medida µi é σ-invariante e que σ̄−1[ai] = σ−ϕai [ai] = [ai], então a medida

µ̄i é σ̄-invariante.

Seja β = {[aiξ1 . . . ξn−1ai] : n ≥ 1, ξk 6= ai} \ {∅} uma partição de Σ, vamos mostrar que

H(µ̄i | β) <∞. Para isso definimos a medida de Bernoulli µ̄iB sobre [ai] como

µ̄iB

n−1⋂
j=0

σ̄−j [ωj ]

 =

n−1∏
j=0

µ̄i[ωj ], (3.8)

onde [ωj ] ∈ β para cada j. Dado que µ̄iB[ω] = µ̄i[ω] para todo [ω] ∈ β e a medida µ̄iB é uma

medida de Bernoulli, então

h(µ̄iB) = H(µ̄iB | β) = H(µ̄i | β), (3.9)

portanto é suficiente demonstrar que h(µ̄iB) <∞. Definimos a medida σ-invariante µiB como

µiB(E) = µi[ai]

∫
1[ai]

ϕai−1∑
j=0

1E ◦ σj
 dµ̄iB (3.10)

para cada E ⊂ Σ mensurável. Usando a formula de Kâc e (3.10) temos o seguinte

µiB(Σ) = µi[ai]

∫
1[ai]ϕaidµ̄

i
B

= µi[ai]
∑

[ω]∈β

|ω|µ̄iB[ω]

= µi[ai]

∫
ϕaidµ̄i

= µi(Σ) = 1.

Dado que µ̄iB é Bernoulli (3.8), então também é σ̄-ergódica, além disso se uma função g é σ-

invariante, então a função g|[ai] é σ̄-invariante, e pela ergodicidade da medida µ̄iB segue que g|[ai] é

constante µ̄iB-quase sempre, então segue de (3.8) que g|[ai] é constante µ̄i-quase sempre, além disso

dado que [ai] é um conjunto sweep-out para µi, segue da formula de Kâc que g é constante µi-

quase sempre, e como todo conjunto de µi-medida total tem µiB-medida total, então g é constante

µiB-quase sempre e portanto µiB é σ-ergódica.



3.2 UNICIDADE DOS ESTADOS DE EQUILÍBRIO 29

Seja M = supn≥1 Vn+1(Snf) e f̄ =
∑ϕai−1

j=0 f ◦ σj , para cada [ω] ∈ β fixemos x[ω] ∈ [ω], então

para todo y ∈ [ω]

||f̄(y)| − |f̄(x[ω])|| ≤ |f̄(y)− f̄(x[ω])| ≤ V|ω|(S|ω|f) ≤M <∞.

Portanto o valor médio de |f̄ | sobre o cilindro [ω] está no intervalo [|f̄(x[ω])|−M, |f̄(x[ω])|+M ],

então para todo [ω] ∈ β

∣∣∣∣ 1

µ̄i[ω]

∫
1[ω]|f̄ |dµ̄i −

1

µ̄iB[ω]

∫
1[ω]|f̄ |dµ̄iB

∣∣∣∣ ≤ 2M,

e dado que µ̄i[ω] = µ̄iB[ω] para todo [ω] ∈ β, temos f̄ ∈ L1(µ̄i) se, e somente se f̄ ∈ L1(µ̄iB).

Agora f̄ ∈ L1(µ̄i) porque pela formula de Kâc temos

∫
|f̄ |dµ̄i ≤

∫
|f |dµ̄i =

1

µi[ai]

∫
|f |dµi <

1

piµi[ai]

∫
|f |dµ <∞,

portanto f̄ ∈ L1(µ̄iB), do qual segue f ∈ L1(µiB), então h(µiB) +
∫
fdµiB está bem definido e

pelo principio variacional h(µiB) +
∫
fdµiB ≤ PG(f) = 0, ou seja h(µiB) ≤ −

∫
fdµiB < ∞, além

disso a formula de Abramov diz o seguinte h(µ̄iB) = 1
µiB [ai]

h(µiB) < ∞, então segue de (3.9) que

H(µ̄i | β) <∞.

Finalmente pela formula de Rokhlin e usando novamente a formula de Kâc, segue que

1

µi[ai]
h(µi) = h(µ̄i)

= −
∫

log
dµ̄i

dµ̄i ◦ σ
dµ̄i

=
−1

µi[ai]

∫
1[ai] log

dµi
dµi ◦ σϕai

dµi

=
−1

µi[ai]

∫
1[ai]

ϕai−1∑
j=0

log
dµi

dµi ◦ σ
◦ σj

 dµi

=
−1

µi[ai]

∫
log

dµi
dµi ◦ σ

dµi,

e com isso a afirmação 3 é demonstrada.

Afirmação 4. Para cada i ∈ I temos log dµi
dµi◦σ = f ′.

Para cada i ∈ I definimos f ′i = log dµi
dµi◦σ , portanto Lf ′i1 = 1, além disso segue do afirmação 3 e
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das propriedades da função log4 que

0 = h(µi) +

∫
fdµi = h(µi) +

∫
f ′dµi

=

∫
f ′ − f ′idµi

=

∫
f ′ − f ′id(L∗f ′i

µi)

=

∫
Lf ′i (f

′ − f ′i)dµi

≤
∫

log(Lf ′1)dµi = 0,

portanto Lf ′i (f
′ − f ′i)(x) = log(Lf ′1) = 0 para µi-quase todo ponto x ∈ Σ, ou seja

∑
σy=x

exp(f ′i(y))(f ′ − f ′i)(y) = log

(∑
σy=x

exp(f ′(y)− f ′i(y)) exp(f ′i(y))

)
,

do qual segue exp((f ′− f ′i)(y)) = c(x)5. Dado que Lf ′i (f
′− f ′i)(x) = 0, então log(c(x)) = 0 para

µi-quase todo x. Em conclusão se y ∈ σ−1{x} temos f ′(y) = f ′i(y) para µi-quase todo x e com isso

é demonstrada a afirmação 4.

Para cada i ∈ I temos log dµi
dµi◦σ = f ′, portanto L∗f ′µi = µi, e dado que f ′ −ϕ = f −ϕ ◦ σ segue

que

∫
g(x)d(L∗f (e−ϕµi))(x) =

∫
e−ϕ(x)(Lfg)(x)dµi(x)

=

∫ ∑
σy=x

ef(y)−ϕ(σy)g(y)dµi(x)

=

∫
Lf ′(e

−ϕg)(x)dµi(x)

=

∫
e−ϕ(x)g(x)dµi(x).

Como µ =
∑

i∈I piµi e L
∗
f (e−ϕµi) = e−ϕµi para cada i ∈ I, então pela linearidade do operador L∗f

temos L∗f (e−ϕµ) = e−ϕµ, e dado que Lf ′1 = 1 segue que Lfeϕ = eϕ, ou seja µ = eϕ(e−ϕµ) é uma

medida RPF .

Suponhamos que o f tem mais do que um estado de equilíbrio, como todo estado de equilíbrio

pode ser escrito como combinação linear de estados de equilíbrio ergódicos (afirmação 2), então

existem ao menos dois estados de equilíbrio ergódicos µ1 e µ2 os quais satisfazem L∗f (e−ϕµ1) = e−ϕµ1

e L∗f (e−ϕµ2) = e−ϕµ2. Seja µ = 1
2(µ1 + µ2), então a medida µ não é ergódica e portanto e−ϕµ não

4Se
∑
y py = 1, então

∑
y py log zy ≤ log(

∑
y pyzy).

5Se
∑
y py = 1 e

∑
y py log zy = log(

∑
pyzy), então zy = c para todo y.
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é ergódica, porém L∗f (e−ϕµ) = e−ϕµ contradizendo o lema 8.

Teorema 7. [19] Sejam f ′ e f dois potenciais com variação somável tais que PG(f ′), PG(f) <∞

e sup f ′, sup f <∞. Então f ′ v f + c se, e somente se µf ′ = µf .

Demonstração. (⇒) Suponhamos que f ′ v f + c via a função ϕ. Dado que sup f < ∞ e µf é

ergódica, pelo teorema ergódico de Birkhoff temos para µf -quase todo ponto x ∈ Σ

∫
fdµf = lim

n→∞

1

n
Snf(x),

e dado que sup f ′ <∞ para µf -quase todo ponto x ∈ Σ

∫
f ′dµf = lim

n→∞

1

n
Snf

′(x).

Portanto

∫
f ′dµf = lim

n→∞

1

n
Snf

′(x) = lim
n→∞

1

n
(Snf(x) + ϕ(x)− ϕ(σnx) + nc) =

∫
fdµf + c.

Dado que µf é um estado de equilíbrio associado ao potencial f temos

h(µf ) +

∫
f ′dµf = h(µf ) +

∫
fdµf + c = PG(f) + c = PG(f ′),

ou seja µf também é um estado de equilíbrio associado ao potencial f ′, então segue da unicidade

dos estados de equilíbrio que µf ′ = µf .

(⇐) Suponhamos que µf ′ = µf = µ, s.p.d.g. vamos supor PG(f) = PG(f ′) = 0. Como µ é um

estado de equilíbrio associado ao potencial f , então µ = hdν onde Lfh = h e L∗fν = ν, além disso

pelo teorema generalizado de Ruelle-Perron-Frobenious (ver [19]) para cada a ∈ A existe Ca > 0 tal

que h|[a] = C±1
a . Definimos M := exp(supn≥1 Vn+1(Snf)), então para todo x ∈ Σ e ω = x0 . . . xn−1

temos

µ[ω] = C±1
x0 ν[ω]

= C±1
x0

∫
(Lnf1[ω])(y)dν(y)

= C±1
x0

∫
exp(Snf(ωy))1σ[xn−1](y)dν(y)

= (MCx0)±1ν(σ[xn−1]) exp(Snf(x)).
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Seja y ∈ Σ tal que σmy = y, então

1

m
Smf(y) = lim

n→∞

1

mn
Smnf(y) = lim

n→∞

1

n
(log(µ[y0 . . . ymn−1])− log(ν(σ[xmn−1]))± log(MCx0))

= lim
n→∞

1

n
(log(µ[y0 . . . ymn−1])).

As mesmas contas que acima, mas agora usando que µ é um estado de equilíbrio associado ao

potencial f ′ e portanto µ = h′dν ′ onde Lf ′h′ = h′ e L∗f ′ν
′ = ν ′ mostram que

1

m
Smf

′(y) = lim
n→∞

1

n
(log(µ[y0 . . . ymn−1])),

ou seja Smf ′(x) = Smf(x), portanto segue do teorema 5 que f ′ v f .



Capítulo 4

Limite em temperatura zero sobre

compactos e otimização ergódica

Seja Σ um subshift de Markov e f um potencial fixado, a otimização ergódica estuda existência

e propriedades das medidas invariantes µ que maximizam
∫
fdµ. Observemos que quando Σ é

compacto a existência destas medidas é imediata, porém quando Σ não é compacto, a priori, não

podemos garantir existência de medidas f -maximizantes.

Na primeira parte deste capítulo vamos ver um resultado demonstrado por Bissacot e Freire que

garante existência de medidas maximizantes quando o subshift é não-compacto1 e topologicamente

transitivo. Além disso este resultado garante que o suporte de todas as medidas maximizantes está

contido num subshift compacto.

Na segunda parte do capítulo vamos estudar uma caracterização do limite em temperatura zero

no caso compacto demonstrado por Leplaideur, além disso vamos mostrar que a medida limite é

uma medida maximizante. Este resultado vai ser muito importante no capitulo 5 pois usando ele

é que podemos caracterizar o limite em temperatura zero no caso topologicamente transitivo com

alfabeto enumerável.

4.1 Otimização ergódica

No caso compacto sempre existem medidas maximizantes como consequência da compacidade

do espaço Mσ(Σ), porém no caso não-compacto a existência destas medidas não é imediata, o

seguinte resultado demonstrado por Bissacot e Freire é o primeiro que garante existência destas

medidas num contexto além do que o caso de subshifts de Markov finitamente primitivos.
1Vamos estudar somente o caso onde o subshift tem alfabeto enumerável.

33



34 LIMITE EM TEMPERATURA ZERO SOBRE COMPACTOS E OTIMIZAÇÃO ERGÓDICA 4.1

Seja

β = sup

{∫
fdµ : µ ∈Mσ(Σ)

}
, (4.1)

dizemos que uma medida µ ∈ Mσ(Σ) é f -maximizante se
∫
fdµ = β. Vamos denotar por

Mmax(f) o conjunto das medidas f -maximizantes.

Teorema 8. [3] Seja Σ um subshift de Markov topologicamente transitivo e f : Σ→ R um potencial

coercivo com V (f) <∞. Então existe um conjunto finito F ⊂ A tal que

β = sup

{∫
fdµ : µ ∈Mσ(ΣF )

}
<∞,

onde ΣF ⊂ Σ é o menor subshift topologicamente transitivo, compacto, invariante, que contém

o alfabeto F . PortantoMmax(f) 6= ∅ e além disso para cada µ ∈Mmax(f) temos supp(µ) ⊂ ΣF .

Demonstração. SejaMper(Σ) o conjunto das medidas periódicas σ-invariantes de Σ2. É sabido que

Mper(Σ) =Merg(Σ), portanto usando o teorema de decomposição ergódica concluímos que

β = sup

{∫
fdη : η ∈Mper(Σ)

}
. (4.2)

Vamos denotar a media ergódica do f como β(x) = limn→∞
1
nSnf(x), observe que no caso

x ∈ Perp(Σ) o limite sempre existe, além disso β(x) = 1
pSpf(x), portanto (4.2) pode ser reescrito

da forma

β = sup{β(x) : x ∈ Per(Σ)}. (4.3)

A ideia da prova do teorema é construir um conjunto finito F ⊂ A tal que

β = sup{β(x) : x ∈ Per(ΣF )}.

Dado qualquer x ∈ Σ dizemos que x começa no valor a se, e somente se xj ≥ a para todo j ∈ N.

Afirmação 1. Dado ε > 0 existe I1 ∈ N tal que se x começa em a ≥ I1, então 1
nSnf(x) < β − ε

para todo n ∈ N. Em particular se x ∈ Per(Σ), então β(x) < β − ε.

Seja F ′1 = {1, . . . , I1 − 1}, para cada dupla a, b ∈ F ′1 escolhemos uma palavra ωab tal que

[aωabb] 6= ∅, definimos P0 = max{|ωab| : a, b ∈ F ′1}, seja C ′1 o conjunto de símbolos que aparecem ao

menos uma vez em alguma das palavras ωab com a, b ∈ F ′1, portanto |C ′1| <∞, e seja F1 = F ′1∪C ′1,

observemos que |F1| <∞ e além disso ΣF1 é topologicamente transitivo.
2Medidas da forma η = 1

p

∑p−1
j=0 δσjx onde x ∈ Perp(Σ).
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Vamos fazer uma nova restrição no alfabeto A. Sejam V (f) =
∑

n≥1 Vn(f) <∞,

C1 := −(P0|min f |ΣF1 |+ (P0 − 1)|β|+ 2V (f)),

C2 := β − ε− V (f),

definimos I2 ≥ I1 como o menor natural que satisfaz

sup f |[a] < C := min{C1, C2}, ∀a ≥ I2. (4.4)

Seja F ′2 = {1, . . . , I2−1}, para cada par a, b ∈ F ′2 escolhemos uma palavra ωab tal que [aωabb] 6= ∅,

seja C ′2 o conjunto de símbolos que aparecem ao menos uma vez em alguma das palavras ωab com

a, b ∈ F ′2 e F2 = F ′2 ∪ C ′2, observemos que F1 ⊂ F2, |F2| < ∞, e além disso ΣF2 é topologicamente

transitivo.

Para x ∈ Σ e ω = xl . . . xl+m, definimos

κ(l,m | x) = κ(ω | x) :=
1

m+ 1
Sm+1f(σlx), (4.5)

κr(l,m | x) = κr(ω | x) :=
1

r + 2
(f(σl+mx) + Sr+1f(σlx)), se r < m. (4.6)

Afirmação 2. Seja x ∈ Perp(Σ) para algum p ≥ 1, tal que β(x) ≥ β − ε e x /∈ ΣF2. Então existe

ao menos uma palavra xl . . . xl+m em x tal que:

i) κ(l,m | x) ≥ β(x);

ii) xl ≤ I1, e xl+m ≥ I2;

iii) xl+j < I2 para cada j ∈ {0, . . . ,m− 1}.

iv) Se r < m é o maior inteiro tal que xl+r < I1, então κ(l,m | x) ≤ κr(l,m | x).

Afirmação 3. Seja x ∈ Per(Σ) tal que x /∈ ΣF2 e β(x) ≥ β − ε, então existe z ∈ Per(ΣF2) tal que

β(z) > β(x).

Seja (xn)n∈N ⊂ Per(Σ) tal que limn→∞ β(xn) = β, então podemos assumir que β(xn) ≥ β − ε.

Escolhendo F = F2, pela afirmação 3 temos existe (zn)n∈N ⊂ Per(ΣF ) tal que β(zn) ≥ β(xn) para

todo n ∈ N, portanto limn→∞ β(zn) = β. O anterior implica

β = sup{β(x) : x ∈ Per(ΣF )},
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e dado que ΣF é compacto podemos garantir que existe pelo menos uma medida maximizante,

além disso o suporte dessa medida está contido em ΣF .

Agora vamos demonstrar que toda µ ∈Mmax(f) satisfaz supp(µ) ⊂ ΣF . Sabemos pela afirmação

3 queMmax(f) 6= ∅ e que toda medida periódica maximal tem seu suporte contido em ΣF , portanto

é suficiente demonstrar que toda µ ∈Mmax(f) não periódica satisfaz supp(µ) ⊂ ΣF .

Suponhamos que existe µ ∈ Mmax(f) não periódica tal que supp(µ) 6⊂ ΣF , podemos supor

s.p.d.g. µ ∈ Merg(Σ)3. A ideia é construir uma medida periódica σ-invariante tal que a integral

com respeito a essa medida é estritamente maior que β o qual é absurdo. Vamos supor β = 0, como

Σ é topologicamente transitivo, então o conjunto Ω de pontos recorrentes de Σ é residual, portanto

podemos escolher x ∈ supp(µ) ∩ Σc
F um ponto genérico recorrente tal que β(x) = 0.

Dado que x ∈ supp(µ) ∩ Σc
F , existe um simbolo I ≥ I2 na expressão de x. Queremos modificar

x num novo ponto z ∈ Perp(Σ) tal que β(z) > 0, e dado que β(z) =
∫
fdν para ν = 1

p

∑p−1
j=0 δσjz

isso contradiz o fato que µ é maximizante.

Sejam i o numero mais pequeno tal que xi = I, i− < i o maior numero tal que xi− < I1, e

i+ > i o menor numero tal que xi+ > I1, portanto xj ≥ I1 para cada j ∈ {i− + 1, . . . , i+ − 1}, e

xj = I para pelo menos um j ∈ {i− + 1, . . . , i+ − 1}.

Seja ω̃ = xi−yxi+ (ou ω̃ = xi−xi+) onde y tem só símbolos do alfabeto F1. Observemos que

x = x0 . . . xi−−1ωxi++1 . . . onde ω = xi− . . . xi+ . Seja m1 o comprimento do prefixo x0 . . . xi−−1ω.

Seja δ := min{C1, C2}−sup f |∪a≥I2 [a] > 0, dado que κm−1(l,m | x) = κ(l,m | x), se substituímos

xl+m por ω, segue Sm+1f(σlx) + δ ≤ Spf(z).

Usando o mesmo procedimento substituindo ω por ω̃ obtemos x1 ∈ Per(Σ) com prefixo m̃1

tal que Sm1f(x) + δ ≤ Sm̃1
f(x1), repetindo o mesmo procedimento k-vezes começando na k-ésima

aparição da palavra ω em x e da mesma forma até a primeira aparição da palavra ω em x obtemos

xk ∈ Per(Σ) satisfazendo Smkf(x) + kδ ≤ Sm̃kf(xk).

Seja N tal que (N − 1)δ ≥ P0|min f |ΣF1 |+ 2V (f), então

Sm̃N f(xN ) ≥ SmN f(x) + δ + P0|min f |ΣF1 |+ 2V (f).

Dado que β(x) = 0, aplicando o lema de Atkinson podemos escolher l ≥ mN tal que |Slf(x)| ≤

δ/2. Seja m < l o maior numero tal que xm < I1, é claro que m ≥ mN e dado que xj ≤ I1 para
3É uma consequência direta do teorema de decomposição ergódica.
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j ∈ {m+ 1, . . . , l}, e segue da escolha do I1 que Smf(x) ≥ Slf(x), portanto

Smf(x) ≥ −δ/2.

Seja m̃ a posição de xm no ponto xN ∈ Per(Σ), pela construção do xN temos σmNx = σm̃NxN ,

além disso m̃− m̃N = m−mN , então

Sm̃f(xN ) = Sm̃N f(xN ) + Sm−mN f(σmNx),

portanto

Sm̃f(xN ) ≥ Smf(x) + δ + P0|min f |ΣF1 |+ 2V (f).

Seja ξ uma palavra ligando xNm̃ ao xN0 composta unicamente de símbolos em F1, e seja z =

xN0 . . . xNm̃ξ, portanto o período de z é p = m̃+ |ξ| e

Spf(z) ≥ Sm̃f(xN )− 2V (f)− P0|min f |ΣF1 | ≥ Smf(x) + δ ≥ δ/2.

Em conclusão β(z) = 1
pSpf(z) ≥ δ

2p > 0 o qual é uma contradição.

4.2 Limite em temperatura Zero para subshifts compactos

Nesta seção vamos ver um teorema demonstrado por Leplaideur em [13], o teorema garante

existência do limite em temperatura zero para potenciais localmente uniformemente constantes

definidos em subshifts de Markov topologicamente transitivos com alfabeto finito, no entanto vamos

ver parte da demonstração feita por Chazottes, Gambaudo e Ugalde em [7] que usa técnicas de

renormalização para encontrar a caracterização da medida limite num caso onde o potencial satisfaz

propriedades mais gerais do que o caso estudado por Leplaideur. O principal aporte nesses trabalhos

foi dar uma forma explicita do limite em temperatura zero.

Ao longo desta seção vamos supor que o Σ é um subshift de Markov com alfabeto A finito, e

portanto é compacto.

Dizemos que f é um potencial de Markov4 se f(x) = f(x0, x1) para todo x ∈ Σ, observe que

neste caso Vn(f) = 0 para cada n ≥ 2. Sejam f, g potenciais de Markov contínuos, dado que Σ é um

subshift de Markov compacto foi demonstrado em [11] que para cada t > 0 o estado de equilíbrio

µtf+g associado ao potencial tf + g existe e é único.
4Esta propriedade é equivalente à propriedade do potencial ser localmente uniformemente constante em [12].
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Vamos definir P : [0,∞) → R como a função t 7→ P (t) = PG(tf), observe que a função P é

convexa e portanto contínua.

Lema 11. [11] A função P : (0,∞)→ R é diferenciável com P ′(t) =
∫
fdµtf .

Seja β como em (4.1) e Σ ⊂ Σ o menor conjunto compacto σ-invariante contendo o suporte de

todas as medidas f -maximizantes, chamaremos esse conjunto de subshift maximizante.

Podemos assumir s.p.d.g. β = PG(g|Σ) = 05. Seja Σ =
⋃N
J=1 ΣJ a decomposição do Σ em

componentes transitivas, podemos ordenar essas componentes transitivas de modo que PG(f |ΣJ ) = 0

para cada J ∈ {1, . . . , Nf}, e PG(f |ΣJ ) < 0 para cada J ∈ {Nf+1, . . . , N}, o anterior é consequência

do lema 6 dado que no caso compacto

PG(f |Σ) = max{PG(f |ΣJ ) : 1 ≤ J ≤ N}.

Chamaremos Σ1, . . . ,ΣNf as componentes pesadas do subshift Σ, além disso para cada J ∈

{1, . . . , Nf} denotaremos por νg,J o único estado de equilíbrio associado ao potencial g|ΣJ e denota-

remos porAJ o alfabeto associado ao subshift ΣJ . Vamos fazer o seguinte processo de renormalização

do Σ.

Seja A′ = {1, 2, . . . , Nf}, vamos definir um novo subshift de Markov Σ′ ⊂ (A′)N com matriz de

incidência M′ indexada em A′ ×A′, onde

M′J,K =


1, se ∃x ∈ Σ,∃n ∈ N : x0 ∈ AJ , xn ∈ AK , e

⋃Nf
L=1({x1, . . . , xn−1} ∩ AL) = ∅;

0, e.o.c.
(4.7)

Dados quaisquer a, c ∈ A definimos o conjunto

Path(a, c) =
⋃
n∈N
{ω ∈ An : a0 = a, an−1 = c, ai 6= aj 6= a, c ∀0 < i < j < n− 1},

e para cada ω = a0 . . . an−1 ∈ Path(a, c) definimos f(ω) =
∑n−2

i=0 f(ai, ai+1). Fixemos cJ ∈ AJ ,

e seja a ∈ AJ , dado que para todo ω ∈ AnJ tal que a0 = an−1 temos f(ω) = 0, então para toda

palavra ωcJ ,a = cJa1 . . . an−2a começando em cJ e finalizando em a o valor f(ωcJ ,a) é o mesmo,

portanto ~f(a) := f(ωcJ ,a) está bem definido para cada a ∈ AJ .

Para a ∈ AJ e c ∈ AK definimos o conjunto

P̃ ath(a, c) = {ω ∈ Path(a, c) : @i tq f(ai, ai+1) = 0},
5No caso f = g é uma consequência simples do lema 10.
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e definimos ~f(a, c) := max{f(ω) : ω ∈ P̃ ath(a, c)}. Os potenciais renormalizados são definidos

da seguinte forma

f ′(J,K) := max
a∈AJ ,c∈AK

{~f(a) + ~f(a, c)− ~f(c)}

g′(J,K) := log

 ∑
a,c∈AJ,K

vg,J(a)wg,J(c)
∑

ω∈Path(a,c)

exp(f(ω) + Pg(ω))

 ,

onde AJ,K ⊂ AJ ×AK é o conjunto que maximiza ~f(a) + ~f(a, c)− ~f(c), o conjunto Path(a, c)

está definido como

Path(a, c) = {ω ∈ Path(a, c) : f(ω) = 0},

vg,J , wg,J são os autovetores associados ao autovalor λg,J = max |spec(Mg,J)| onde a matriz

Mg,J é dada por6

Mg,J =


exp(g(x0, x1)) , se [x0x1] 6= ∅

0 , e.o.c.
(4.8)

e Pg(ω) := log
(∑n−2

i=1

∑∞
k=0 exp(kg(xi, xi))

)
<∞.

O seguinte lema é o ponto chave da demonstração feita por Chazottes, Gambaudo e Ugalde.

Lema 12 (Renormalização). [7] Sejam f, g : Σ → R potenciais de Markov, Σ o subshift f -

maximizante, Σ =
⋃N
J=1 ΣJ sua decomposição em componentes transitivas e f ′, g′ os potenciais re-

normalizados. Então existe δ(A, f) tal que para t suficientemente grande e todo cilindro [b0 . . . bn−1]

que satisfaz [b0 . . . bn−1] ∩ ΣJ 6= ∅ para algum 1 ≤ J ≤ Nf , temos

µtf+g[b0 . . . bn−1] = νg,J [b0 . . . bn−1]µtf ′+g′ [J ]± e−tδ.

O seguinte teorema da uma caracterização do limite em temperatura zero para os estados

de equilíbrio quando o subshift é topologicamente transitivo e tem alfabeto finito, este resultado

foi demonstrado primeiramente pelo Leplaideur em [13], no entanto depois disso foi dada outra

demonstração por Chazottes, Gambaudo e Ugalde em [7]. As contas que aparecem na ultima parte

deste capitulo são um rascunho da demonstração que aparece em [7] a qual é consequência do lema

12.

Teorema 9. [13][7] Sejam Σ um subshift de Markov topologicamente transitivo e f, g potenciais
6A existência do autovalor λg,J e dos autovetores vg,J , wg,J é garantida pelo teorema de Perron-Frobenius.
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de Markov. Então

lim
t→∞

µtf+g =

Nf∑
J=1

γJνg,J ,

onde 0 ≤ γJ ≤ 1 e
∑Nfk

J=1 γJ = 1. Além disso no caso f = g a medida µ∞ = limt→∞ µtf satisfaz

µ∞ ∈Mmax(f).

Demonstração. A prova é feita em quatro passos:

I) Seja b /∈
⋃Nf
J=1AJ , dado que

∑Nf
J=1 µtf ′+g′ [J ] = 1 e

∑
a∈AJ νg,J [a] = 1, pelo lema 12 temos

para t suficientemente grande

µtf+g[b] ≤ 1− µtf+g

 Nf⋃
J=1

AJ


= 1−

Nf∑
J=1

∑
a∈AJ

µtf+g[a]

≤ 1−
Nf∑
J=1

µtf ′+g′ [J ]

∑
a∈AJ

νg,J [a]

− e−tδ
 ≤ e−tδ|A|.

Seja [b0 . . . bn−1] um cilindro satisfazendo [b0 . . . bn−1] ∩ ΣJ 6= ∅ para algun J ∈ {1, . . . , Nf} e

bi /∈
⋃Nf
J=1AJ para ao menos um bi. Dado que µtf+g é σ-invariante podemos assumir b0 = b,

portanto [b0 . . . bn−1] ⊂ [b] do qual segue µtf+g[b0 . . . bn−1] ≤ µtf+g[b]. Dado que para cada

t > 1 é satisfeito e−tδ < e−tδ/2, então para t suficientemente grande µtf+g[b0 . . . bn−1] ≤ e−tδ/2.

II) Pelo lema 12 temos para cada J ∈ A′K e cada K ∈ {1, . . . , Nf ′}

µtf ′+g′ [J ] = νg′,K [J ]µtf ′′+g′′ [K]± e−tδ′ ,

portanto segue do passo anterior que µtf ′+g′ [J ] ≤ e−tδ
′/2 para cada J /∈

⋃N ′f
K=1A′K e t sufici-

entemente grande. Observe que νg′,K [J ] é o primeiro termo da fatoração do γJ .

III) Seja (Σ(i), tf (i) +g(i)) o sistema obtido depois do i-ésimo processo de renormalização, portanto

µtf (i)+g(i) [K] ≤ e−tδ(i)/2. Temos duas possibilidades |A(i)| < |A(i−1)| ou |A(i)| = |A(i−1)|.

Se |A(i)| = |A(i−1)|, então cada ponto periódico J = (J, J, . . .) é uma componente pesada do

shift Σ(i−1), portanto [JJ ] 6= ∅ para cada J ∈ A(i−1) e usando (4.7) segue que M(i)

J,J
= 0 para

todo J ∈ A(i), em consequência |A(i+1)| < |A(i)|.

O processo de renormalização finaliza quando achamos m tal que A(m) = {1}, nesse caso
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temos µtf (m)+g(m) [1] = 1, portanto

µtf+g[b0 . . . bn−1] = νg,J [b0 . . . bn−1] νg′,K [J ] . . . νg(m),1[L]︸ ︷︷ ︸
γJ

±
m−1∑
J=0

e−tδ
(i)
.

Fazendo t→∞ obtemos limt→∞ µtf+g[b0 . . . bn−1] =
∑Nf

J=1 γJνg,J [b0 . . . bn−1] para todo cilin-

dro satisfazendo [b0 . . . bn−1] ∩ ΣJ 6= ∅ para algun J ∈ {1, . . . , Nf} e bi /∈
⋃Nf
J=1AJ para ao

menos um bi. Do anterior segue limt→∞ µtf+g =
∑Nf

J=1 γJνg,J .

IV) Vamos demonstrar que no caso f = g a medida µ∞ = limt→∞ µtf satisfaz µ∞ ∈Mmax(f)7.

Se µ∞ /∈ Mmax(f), então existe uma medida µ ∈ Mmax(Σ) tal que
∫
fdµ −

∫
fdµ∞ > 0.

Como Σ tem alfabeto finito então o principio variacional implica h(µ) < ∞. Definimos a

função lµ : R→ R como a função que a cada t atribui o valor lµ(t) = h(µ)+ t
∫
fdµ. Dado que

a função P (t) é convexa, então P ′(t) é crescente do qual segue
∫
fdµ∞ ≥

∫
fdµtf = P ′(t).

Portanto

l′µ(t) =

∫
fdµ ≥

∫
fdµ∞ + ε ≥ P ′(t) + ε.

Então para t suficientemente grande temos lµ(t) > P (t), ou seja h(µ) + t
∫
fdµ > P (tf) o

qual contradiz o principio variacional. Em conclusão µ∞ ∈Mmax(f).

7Dado que todo cilindro [b0 . . . bn−1] é conjunto de continuidade para
∑Nf

J=1 γJνg,J .
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Capítulo 5

Limite em temperatura Zero para

subshifts não compactos

Seja Σ um subshift de Markov topologicamente transitivo com alfabeto enumerável e f um

potencial somável, com pressão finita e V (f) < ∞. Neste capitulo vão aparecer as demonstrações

dos resultados obtidos neste trabalho.

A ideia das demonstrações é fazer uma aproximação por subshifts compactos encaixados. Usando

a existência de estados de equilíbrio no caso compacto, argumentos de rigidez e um manejo cuidadoso

das entropias dos estados de equilíbrio associados às suas restrições compactas, vamos demonstrar

existência do estado de equilíbrio associado a cada potencial tf para todo t > 1 e existência de

pontos de acumulação quando t→∞.

Além disso quando o potencial f é Markov, usando a caracterização feita em [13], vamos ca-

racterizar o limite em temperatura zero quando o alfabeto é enumerável e vamos mostrar que essa

medida limite é uma medida maximizante. Finalmente vamos demonstrar a continuidade da entro-

pia com respeito ao parâmetro t quando t → ∞ e vamos mostrar que a entropia da medida limite

é maximal, isso usando o resultado que aparece em [16].

Já foram feitos trabalhos na direção de subshifts de Markov com alfabeto enumerável, mas

neles é requerido que o subshift seja finitamente primitivo ou que satisfaça a propriedade BIP1. É

importante ressaltar que estos são os primeiros resultados de limites em temperatura zero que vão

além dessa propriedade.

Na primeira seção deste capítulo vamos construir uma sequência estritamente crescente de

subshifts compactos encaixados que é a ferramenta principal na busca de demonstrar os resul-
1As duas propriedades sao equivalentes quando o subshift é topologicamente mixing.

43
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tados, além disso vamos mostrar que fixando qualquer valor de t > 1 a sequência de estados de

equilíbrio associados ao potencial restrito a cada um dos subshifts compactos é um conjunto justo.

Na segunda seção deste capítulo é onde vamos demonstrar a existência de estados de equilíbrio

associados a cada potencial tf , isso usando a construção feita na primeira seção. Além disso vamos

mostrar que essa sequência tem pontos de acumulação quando t→∞, demonstrando dessa forma

o teorema A.

Na ultima seção deste capítulo demonstraremos os teoremas B e C, uma parte essencial nessas

demonstrações são a caracterização feita em [13] e o teorema demonstrado em [16], também vai ser

importante a construção feita nas primeiras duas seções.

5.1 Aproximação por subshifts compactos

Podemos supor s.p.d.g. que f ≤ 0. Como o potencial f é somável (2.4) e Σ é topologicamente

transitivo, pelo teorema 8 existe um conjunto finito F ⊂ A tal que

β = sup

{∫
fdν : ν ∈Mσ(ΣF )

}
,

onde ΣF é a restrição de Σ ao alfabeto F . Dado que ΣF é compacto, entãoMmax(f) 6= ∅, além

disso para cada µ ∈Mmax(f) é satisfeito supp(µ) ⊂ ΣF .

Vamos construir uma sequência crescente (Σk)k∈N de subshifts compactos de Σ tais que para

cada k ∈ N é satisfeito Σk ( Σk+1. Seja Ak ( A o alfabeto associado ao Σk, e fk = f |Σk a restrição

do f ao Σk.

É suficiente escolher a sequência (Ak)k∈N da forma

Ak = {0, . . . ,mk} ∪ {c ∈ ωab : [aωabb] 6= ∅; a, b ∈ {0, . . . ,mk}},

onde ωab é uma palavra2 ligando a e b, e mk+1 = max{a : a ∈ Ak}+ 1.

Seja

βk = sup

{∫
fkdν : ν ∈Mσ(Σk)

}
.

Vamos definir P : [1,∞) → R como P (t) = PG(tf) < ∞ e a sequência de funções (Pk)k∈N

com Pk : [1,∞) → R como Pk(t) = PG(tfk). Claramente essas funções são convexas e portanto
2A palavra ωab existe porque Σ é topologicamente transitivo.
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continuas, além disso dado que para cada k ∈ N

∑
σnx=x

exp(Sntf(x))1[a](x) ≥
∑
σnx=x

exp(Sntf(x))1[a](x)1Σk(x),

então temos Pk(t) ≤ Pk+1(t) ≤ P (t). Além disso pelo lema 11 temos que cada uma das funções

(Pk)k∈N é analítica em (1,∞) com P ′k(t) =
∫
fkdµtfk , e segue do lema 6 que

P (t) = sup{Pk(t) : k ∈ N} = lim
k→∞

Pk(t). (5.1)

Vamos mostrar que a sequência (µtfk)k∈N ⊂ Mσ(Σ) tem uma subsequência convergente, mais

ainda vamos ver que o limite da subsequência é um estado de equilíbrio associado ao potencial tf .

Nessa direção vamos demonstrar primeiro que a sequência é justa.

Lema 13. Para cada t > 1 a sequência (µtfk)k∈N ⊂Mσ(Σ) é justa.

Demonstração. A demonstração é semelhante à demostração feita em [10].

Seja ε > 0, (nm)m∈N ⊂ N uma sequência estritamente crescente e

K = {x ∈ Σ : 1 ≤ xm ≤ nm para cada m ∈ N}.

Portanto o conjunto K é compacto na topologia produto, além disso

µtfk(Kc) = µtfk(
⋃
m∈N
{x ∈ Σ : xm > nm})

≤
∑
m∈N

µtfk({x ∈ Σ : xm > nm})

≤
∑
m∈N

∑
a>nm

µtfk({x ∈ Σ : xm = a})

=
∑
m∈N

∑
a>nm

µtfk [a]. (5.2)

Para finalizar a demonstração do lema é suficiente escolher (nm)m∈N ⊂ N tal que

∑
a>nm

µtfk [a] <
ε

2m+1
.

Seja η = 1
p

∑p−1
j=0 δσj x̄ onde x̄ ∈ Perp(Σ), então η ∈ Mσ(Σ) e além disso S = η(f) satisfaz

−∞ < S < ∞. Seja Sk =
∫
fkdη, portanto −∞ < Sk < ∞ para cada k ∈ N e segue do principio
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variacional que

Pk(t)− tSk = PG(t(fk − Sk)) ≥ h(η) + t

(∫
fkdη − Sk

)
= h(η) ≥ 0.

Dado que Σ é topologicamente transitivo, existe uma constante 1 ≤ Ck <∞ tal que

µtfk [x0 . . . xn−1]

exp(tSnfk(x)− nPk(t))
= C±1

k ,

onde Ck = exp(4V (tfk)) ≤ exp(4V (tf)) = exp(4tV (f)) <∞.

Seja Sinf = inf{Sk : k ∈ N}, como a medida η é periódica, então Sinf > −∞, portanto para

cada x ∈ [a]

µtfk [a] ≤ exp(4tV (f) + tfk(x)− Pk(t))

≤ exp(4tV (f) + t sup f |[a] − Pk(t))

= exp(t(4V (f) + sup f |[a] − Sk)) exp(tSk − Pk(t))

≤ exp(t(4V (f) + sup f |[a] − Sinf)).

Dado que f é coercivo, então para a suficientemente grande 4V (f) + sup f |[a]−Sinf ≤ 0, e dado

que t > 1 segue

µtfk [a] ≤ exp(4V (f) + sup f |[a] − Sinf), (5.3)

além disso como o f é somável podemos escolher a sequência (nm)m∈N satisfazendo a seguinte

desigualdade ∑
a>nm

exp(sup f |[a]) <
ε

2m+1
exp(Sinf − 4V (f)).

Portanto para cada k ∈ N

∑
a>nm

µtfk [a] ≤
∑
a>nm

exp(4V (f) + sup f |[a] − Sinf) <
ε

2m+1
. (5.4)

Usando (5.2) e (5.4) concluímos

µtfk(Kc) <
∑
m∈N

ε

2m+1
= ε.

Dado que a sequência (µtfk)k∈N ⊂ Mσ(Σ) é justa, pelo teorema 1 existem uma sequência
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(µtfkm )m∈N ⊂ (µtfk)k∈N e uma medida µt ∈ Mσ(Σ) tal que limm→∞ µtfkm = µt. Nosso objetivo é

provar que µt é de fato um estado de equilíbrio associado ao potencial tf , ou seja µt = µtf .

5.2 Demonstração do teorema A

Dado que µtfkm é estado de equilíbrio para cada m ∈ N, então

Pkm(t) = h(µtfkm ) +

∫
tfkmdµtfkm ,

e dado que a sequência (Pkm(t))m∈N é crescente, então segue do lema 6 que

lim
m→∞

Pkm(t) = P (t).

Observemos que para cada m ∈ N temos

µtfkm [a] ≤ exp(4tV (f) + sup(tf |[a])− P0(t)).

Além disso µt(∂[a]) = 0 para cada a ∈ A, ou seja o cilindro [a] é um conjunto de continuidade

da medida µt, então fazendo m→∞ nós conseguirmos a seguinte desigualdade

µt[a] ≤ exp(4tV (f) + sup(tf |[a])− P0(t)),

portanto

∫
−tfdµt =

∫ ∑
a∈A
−tf |[a]dµt

=
∑
a∈A

∫
−tf |[a]dµt

≤
∑
a∈A

sup(−tf |[a])µt[a] (5.5)

≤
∑
a∈A

sup(−tf |[a]) exp(4tV (f) + sup(tf |[a])− P0(t))

= Ct
∑
a∈A

sup(−tf |[a]) exp(sup(tf |[a])) <∞,

onde Ct = exp(4tV (f) − P0(t)). Fazendo um procedimento similar podemos mostrar que para



48 LIMITE EM TEMPERATURA ZERO PARA SUBSHIFTS NÃO COMPACTOS 5.2

todo m ∈ N ∫
−tfdµtfkm ≤ Ct

∑
a∈A

sup(−tf |[a]) exp(sup(tf |[a])) <∞. (5.6)

A desigualdade acima mostra que a sequência (
∫
−tfdµtfkm )m∈N é limitada por acima o qual é

essencial para a demonstração do seguinte lema.

Lema 14. Para cada t > 1 é satisfeito
∫
tfdµt = limm→∞

∫
tfdµtfkm .

Demonstração. Observe que a demonstração deste lema não é uma consequência imediata das

propriedades da topologia fraca* dado que o potencial tf não é limitado (2.4), mas vamos fazer

uma aproximação dele por potenciais limitados, e usando as desigualdades (5.5) e (5.6) vamos obter

o resultado.

Para cada n ∈ N, vamos definir a função f (n) como

f (n)(x) =


f(x) , se f(x) ≥ −n

0 e.o.c.
(5.7)

Observe que a função f (n) é continua limitada, portanto para cada n ∈ N temos

lim
m→∞

∫
tf (n)dµtfkm =

∫
tf (n)dµt.

Seja g(n) = f − f (n), então g(n) ≤ 0 e para cada x ∈ Σ temos |g(n)(x)| ≤ |f(x)|.

Seja ε > 0, queremos mostrar que existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 e todo m ∈ N é

satisfeito
∣∣∫ tg(n)dµtfkm

∣∣ < ε
4 e

∣∣∫ tg(n)dµt
∣∣ < ε

4 .

Com efeito, pelo lema 3, existe n′ ∈ N tal que

∑
a>n′

sup(−tf |[a]) exp(4tV (f) + sup(tf |[a])− P0(t)) <
ε

4
,

portanto escolhendo n0 suficientemente grande, tal que |g(n0)(x)| = 0 para cada x ∈
⋃n′−1
a=0 [a],
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então para cada n ≥ n0 é satisfeito

∣∣∣∣∫ tg(n)dµt

∣∣∣∣ ≤ ∫ |tg(n)|dµt

=

∫
⋃
a>n′ [a]

|tg(n)|dµt

≤
∫
⋃
a>n′ [a]

−tfdµt

≤
∑
a>n′

sup(−tf |[a])µt[a]

≤
∑
a>n′

sup(−tf |[a]) exp(4tV (f) + sup(tf |[a])− P0(t))

<
ε

4
.

Fazendo o mesmo procedimento podemos demonstrar que

∣∣∣∣∫ tg(n)dµtfkm

∣∣∣∣ < ε

4
.

Além disso, dado que µt = limm→∞ µtfkm , então fixando n ≥ n0, temos que existe m0 tal que

para cada m ≥ m0 ∣∣∣∣∫ tf (n)dµtfkm −
∫
tf (n)dµt

∣∣∣∣ < ε

2
,

portanto

∣∣∣∣∫ tfdµtfkm −
∫
tfdµt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ tf (n)dµtfkm −
∫
tf (n)dµt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ tg(n)dµtfkm

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ tg(n)dµt

∣∣∣∣
< ε.

Observe que para cada m ∈ N temos

h(µtfkm ) = Pkm(t)−
∫
tfkmdµtfkm <∞.

Além disso Pkm(t) ≤ P (t) para cada m ∈ N e por (5.6) a sequência (
∫
−tfkmdµtfkm )m∈N é

limitada por acima, então existe uma constante Dt > 0 tal que para todo m ∈ N

h(µtfkm ) ≤ Dt. (5.8)
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Dado que α = {[a] : a ∈ A} é uma partição geradora para o Σ, então para toda µ ∈ Mσ(Σ) é

satisfeito

h(µ) = inf
n≥1

1

n
H(µ | αn). (5.9)

Portanto temos o seguinte resultado.

Proposição 2. Para cada N ∈ N existe n0 ≥ N tal que a sequência (H(µtfkm | α
n0))m∈N é

limitada.

Demonstração. Suponha que a afirmação é falsa, ou seja existe algum N0 ∈ N tal que para qualquer

n ≥ N0 a sequência (H(µtfkm | α
n))m∈N não é limitada. Sejam n′ ≥ N0 e B′ > 0, então existe

uma sequência (kl)l∈N ⊂ (km)m∈N tal que H(µtfkl | α
n′) > B′ para todo l ∈ N, particularmente

temos que 1
n′H(µtfkl | α

n′) > B′

n′ . Dado que B′ foi escolhido de forma arbitraria, então é possível

escolher uma sequência (kl)l∈N tal que a ultima desigualdade é verdadeira para o valor B′ = 2Bn′,

ou seja 1
n′H(µtfkl | α

n′) > 2B para todo l ∈ N. Porém a sequência (h(µtfkm ))m∈N é limitada

superiormente com cota superior B, então pela definição de entropia de Kolmogorov-Sinai obtemos

uma contradição .

Dado que Σ não é compacto, então a partição natural do Σ não é finita, portanto a entropia

associada a essa partição não é necessariamente contínua e portanto não podemos garantir que a

entropia seja semicontínua superiormente. O seguinte lema ajuda a solucionar esse problema.

Lema 15. Seja µt = limm→∞ µtfkm , então para cada N ∈ N existem n0 ≥ N e uma subsequência

(µtfkl )l∈N ⊂ (µtfkm )m∈N tal que

lim
l→∞

H(µtfkl | α
n0) = H(µt | αn0).

Demonstração. Seja N ∈ N, pela proposição 2 existe n0 ≥ N tal que (H(µtfkm | α
n0))m∈N é

limitada superiormente, portanto existe (kl)l∈N ⊂ (km)m∈N tal que liml→∞H(µtfkl | α
n0) <∞.

Mais ainda, existe l0 ∈ N tal que para todo j ≥ l0 temos que

inf
l≥l0
{−µtfkl [ω] log(µtfkl [ω])} ≤ −µtfkj [ω] log(µtfkj [ω]),

portanto somando sobre todos os [ω] ∈ αn0 segue

∑
[ω]∈αn0

inf
l≥l0
{−µtfkl [ω] log(µtfkl [ω])} ≤ inf

j≥l0

 ∑
[ω]∈αn0

−µtfkj [ω] log(µtfkj [ω])

 .
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Mais ainda, tomando o limite quando l0 → ∞ e usando o teorema de convergência monótona pra

a função φm([ω]) = inf l≥m{−µtfkl [ω] log(µtfkl [ω])} com a medida de contagem sobre o conjunto

{[ω] : [ω] ∈ αn0}, obtemos o seguinte

∑
[ω]∈αn0

lim inf
l→∞

(−µtfkl [ω] log(µtfkl [ω])) ≤ lim inf
l→∞

∑
[ω]∈αn0

−µtfkl [ω] log(µtfkl [ω]) .

Além disso, dado que µt = liml→∞ µtfkl e µt(∂[ω]) = 0 para cada cilindro [ω] ∈ αn0 , então temos

que µt[ω] log(µt[ω]) = liml→∞ µtfkl [ω] log(µtfkl [ω]).

Portanto ∑
[ω]∈αn0

−µt[ω] log(µt[ω]) ≤ lim inf
l→∞

∑
[ω]∈αn0

−µtfkl [ω] log(µtfkl [ω]) .

Usando o mesmo procedimento trocando os ínfimos por supremos e mudando as desigualdades

podemos demonstrar que

∑
[ω]∈αn0

−µt[ω] log(µt[ω]) ≥ lim sup
l→∞

∑
[ω]∈αn0

−µtfkl [ω] log(µtfkl [ω]) ,

portanto obtemos a seguinte igualdade

H(µt | αn0) = lim
l→∞

H(µtfkl | α
n0) .

O seguinte lema é o último passo para garantir que a medida µt é um estado de equilíbrio

associado ao potencial tf para cada t > 1, ele mostra que podemos encontrar uma sequência

(µtfkl )l∈N tal que a entropia é semicontínua superiormente quando l→∞.

Lema 16. Seja (µtfkl )l∈N uma sequência obtida pela construção do lema 15, então lim supl→∞ h(µtfkl ) ≤

h(µt).

Demonstração. Suponha que o lema é falso, ou seja lim supl→∞ h(µtfkl ) > h(µt), então pode-

mos escolher ε > 0 tal que h(µt) ≤ lim supl→∞ h(µtfkl ) − 3ε. Segue da definição de entropia de

Kolmogorov-Sinai (2.2) temos que 1
nH(µt | αn) ≤ h(µt) + ε para valores de n suficientemente

grandes, e pelo lema 15 existe n0 ≥ n tal que liml→∞H(µtfkl | α
n0) = H(µt | αn0). Finalmente

usando novamente a definição (2.2) segue que h(µtfkj ) ≤
1
n0
H(µtfkj | α

n0), portanto para l0 ∈ N
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suficientemente grande temos que

h(µtfkj ) ≤
1

n0
H(µt | αn0) + ε

≤ h(µt) + 2ε

≤ lim sup
l→∞

h(µtfkl )− ε ,

então tomando lim sup quando j →∞, obtemos uma contradição. Portanto podemos concluir que

lim supl→∞ h(µtfkl ) ≤ h(µt) .

A demonstração do teorema A é uma consequência da construção feita ao longo desta seção.

Observe que para garantir a existência do estado de equilíbrio associado ao potencial tf não são

usadas as propriedades do operador de Ruelle Ltf , portanto o abordagem usado na demonstração

é completamente diferente ao abordagem usual.

Demonstração. (Teorema A)

Seja t > 1 e (µtfkl )l∈N uma sequência obtida no lema 15, então liml→∞ Pkl(t) = P (t) e

liml→∞
∫
tfdµtfkl =

∫
tfdµt, portanto

P (t) = lim sup
l→∞

Pkl(t) ≤ lim sup
l→∞

h(µtfkl ) + lim sup
l→∞

∫
tfkldµtfkl ≤ h(µt) +

∫
tfdµt.

A igualdade acima mostra que µt é um estado de equilíbrio associado ao potencial tf . e dado

que P (tf) <∞ e V (tf) = V (tf) <∞, então o estado de equilíbrio é único, ou seja µt = µtf .

Para demonstrar que a sequência (µtf )t>1 tem um ponto de acumulação quando t→∞, observe

que a parte direita da desigualdade (5.3) não depende do t, então tomando o limite quando k →∞

obtemos que para cada t > 1 é satisfeito

µtf [a] ≤ exp(4V (f) + sup f |[a] − Sinf).

Fazendo o mesmo procedimento do lema 13 podemos concluir que a sequência (µtf )t>1 é justa.

Tomando uma subsequência tk → ∞ podemos encontrar um ponto de acumulação da sequência

(µtf )t>1 no infinito, portanto o teorema A é demonstrado.

Observe que na demonstração do teorema A, a construção da sequência (µtfkl )l∈N que converge

para µt quando l → ∞ parece um pouco artificial. O seguinte corolário mostra que de fato a

sequência toda (µtfk)k∈N também converge para a mesma medida.
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Corolário 1. Para cada t > 1 a sequência de estados de equilíbrio (µtfk)k∈N converge para µtf .

Demonstração. Suponhamos que a sequência (µtfk)k∈N não é convergente. Dado que Mσ(Σ) é

metrizável com a distância d. Então, existe ε0 > 0 e uma subsequência (µtfkj )j∈N ⊂ (µtfk)k∈N tal

que para todo j ∈ N

d(µtfkj , µtf ) ≥ ε0.

Em particular, a sequência (µtfkj )j∈N não converge para µtf .

Agora pelo lema 13 a sequência (µtfkj )j∈N é justa, então usando o mesmo argumento da de-

monstração do teorema A, existe (µtfki )i∈N ⊂ (µtfkj )j∈N tal que

lim
i→∞

µtfki = µtf ,

porém o estado de equilíbrio é único, portanto obtemos uma contradição.

5.3 Demonstração dos teoremas B e C

As ferramentas clave na demonstração destes resultados são a caracterização do limite em tem-

peratura zero feita em [13] e o resultado de existência de medidas maximizantes em [3].

Proposição 3. Existe k0 tal que para cada k ≥ k0 é satisfeito βk = β, eMmax(fk) =Mmax(f).

Demonstração. Seja F ⊂ N como no teorema 8, portanto toda medida µ ∈ Mmax(f) satisfaz

supp(µ) ⊂ ΣF . além disso segue da construção dos Σk’s que existe k0 ≥ 0 tal que ΣF ⊂ Σk0 ,

portanto podemos supor ΣF = Σk0 , então

β = sup

{∫
fdν : ν ∈Mσ(Σk0)

}
= sup

{∫
fk0dν : ν ∈Mσ(Σk0)

}
= βk0 .

Observe que para cada k temos βk ≤ βk+1 ≤ β3, então βk = β para cada k ≥ k0.

Segue da igualdade anterior que para toda µ ∈Mmax(f) é satisfeito supp(µ) ⊂ Σk0 , portanto

β =

∫
fdµ =

∫
fkdµ,

3Mσ(Σk) ⊂Mσ(Σk+1), além disso µ(fk) = µ(fk+1) para cada µ ∈Mσ(Σk).
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ou seja µ ∈Mmax(fk) para todo k ≥ k0.

Para demonstrar a outra desigualdade vamos supor k ≥ k0 e µk ∈ Mmax(fk), dado que

supp(µk) ⊂ Σk, então

βk =

∫
fkdµk =

∫
fdµk,

e dado que βk = β, então µk ∈Mmax(f).

No seguinte lema obtemos uma caracterização do limite em temperatura zero para cada subshift

compacto usando a caracterização feita em [13] e demonstramos que o limite em temperatura zero

coincide para todo k ≥ k0.

É importante ressaltar que a hipótese do potencial f ser Markov é necessária para garantir

a existência do limite, em [8] é dado um exemplo no qual o limite não existe para um potencial

Lipschitz.

De aqui para o frente sempre vamos assumir que o potencial f é de Markov, ou seja f(x) =

f(x0, x1).

Lema 17. Existe uma medida µ∞ ∈ Mσ(Σ) tal que µ∞ = limt→∞ µtfk para cada k ≥ k0, além

disso µ∞ ∈Mmax(f).

Demonstração. Para cada k seja Σk o subshift maximizante do Σk. No capítulo 4 vimos que cada

um dos Σk’s admite uma decomposição em componentes transitivas

Σk =

Nk⋃
J=1

Σk,J .

além disso podemos ordenar essas componentes de modo que PG(fk|Σk,J ) = PG(fk|Σk) para

cada J ∈ {1, . . . , Nfk} e PG(fk|Σk,J ) < PG(fk|Σk) para cada J ∈ {Nfk + 1, . . . , Nk}. Seja νk,J o

único estado de equilíbrio associado ao potencial fk|Σk,J , segue do teorema 9 que limt→∞ µtfk =∑Nfk
J=1 γJνk,J , onde 0 ≤ γJ ≤ 1,

∑Nfk
J=1 γJ = 1, e cada um dos γJ ’s pode ser calculado usando um

algoritmo de renormalização, ou seja para toda função continua limitada g : Σ→ R

lim
t→∞

∫
gdµtfk =

Nfk∑
J=1

γJ

∫
gdνk,J ,

além disso pela ultima parte do teorema 9 temos
∑Nfk

J=1 γJνk,J ∈ Mmax(fk). Se k ≥ k0 segue

da proposição 3 que Mmax(fk) = Mmax(f), portanto Σk = Σk0 , do qual segue imediatamente

PG(fk|Σk) = PG(fk0 |Σk0 ), além disso como Σk e Σk0 tem as mesmas componentes transitivas, então
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Nfk = Nfk0
, em consequência

Nfk∑
J=1

γJ

∫
gdνk,J =

Nfk0∑
J=1

γJ

∫
gdνk0,J ,

ou seja para cada k ≥ k0,

lim
t→∞

∫
gdµtfk = lim

t→∞

∫
gdµtfk0 .

Denotamos por

µ∞ =

Nfk0∑
J=1

γJνk0,J . (5.10)

Então para cada k ≥ k0 temos limt→∞ µtfk = µ∞.

O lema anterior é basicamente uma versão mais forte do resultado obtido em [13] no sentido

que temos convergência das sequências de estados de equilíbrio sobre cada subshift Σk e além disso

o limite coincide para cada k ≥ k0.

Para demonstrar o teorema B simplesmente é necessario fazer uma aproximação do limite em

temperatura zero no subshift Σ pelos limites em temperatura zero nos subshifts compactos Σk, o

qual é uma consequência imediata do lema 17.

Demonstração. (Teorema C)

Seja t > 1, by (5.1), o lema 14, Corolario 1 e o principio variacional (2.3) temos que existe o

limite da sequência (h(µtfk))k∈N quando k → ∞, mais ainda o limite é h(µtf ). Além disso, dado

que cada um dos Σk’s com k ∈ N é um conjunto compacto, então cada uma das funções t 7→ h(µtfk)

é decrescente, ou seja para cada t1 > t0 > 1 e todo k ∈ N temos que h(µt0fk) > h(µt1fk), portanto

tomando o limite quando k →∞ segue que

h(µt0f ) = lim
k→∞

h(µt0fk) ≥ lim
k→∞

h(µt1fk) = h(µtf ),

em outras palavras a família (h(µtf ))t>1 é não crescente, particularmente para valores de t sufici-

entemente grandes a família é limitada.

Agora vamos mostrar que lim supt→∞ h(µtf ) ≤ h(µ∞) onde a medida de probabilidade µ∞ é o

limite na topologia fraca* de alguma subsequência convergente da família (µtf )t>1. De fato podemos

observar que para cada sequência crescente (tj)j∈N ⊂ (1,∞), e cada cilindro [ω] ∈ αn0 , escolhendo
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t′ ≥ tj segue que

inf
t≥tj
{−µtf [ω] log(µtf [ω])} ≤ −µt′f [ω] log(µt′f [ω]),

portanto para toda sequência crescente (tj)j∈N ⊂ (1,∞) tal que existe o limite na topologia fraca*

limj→∞ µtjf = µ∞, somando sobre todos os cilindros [ω] ∈ αn0 , temos que para cada t′ ≥ tj

∑
[ω]∈αn0

inf
t≥tj
{−µtf [ω] log(µtf [ω])} ≤

∑
[ω]∈αn0

−µt′f [ω] log(µt′f [ω]),

mais ainda como consequência imediata da ultima desigualdade temos que

∑
[ω]∈αn0

inf
t≥tj
{−µtf [ω] log(µtf [ω])} ≤ inf

t′≥tj

 ∑
[ω]∈αn0

−µt′f [ω] log(µt′f [ω]

 . (5.11)

Por outro lado se definimos o conjunto X = {[ω] : [ω] ∈ αn0} e a sequência de funções φj : X → R

with j ∈ N, onde φj([ω]) = inft≥tj{−µtf [ω] log(µtf [ω])}, denotando por δ à medida de contagem

sobre o conjunto X, ou seja a medida satisfazendo
∫

[ω] φjdδ = φj([ω]) para todo [ω] ∈ αn0 , então

o pelo teorema de convergência monótona temos que limj→∞
∫
X φjdδ =

∫
X limj→∞ φjdδ, ou em

outras palavras

lim
j→∞

∑
[ω]∈αn0

inf
t≥tj
{−µtf [ω] log(µtf [ω])} =

∑
[ω]∈αn0

lim
j→∞

inf
t≥tj
{−µtf [ω] log(µtf [ω])}, (5.12)

e dado que µ∞(∂[ω]) = 0 para cada [ω] ∈ αn0 e temos existência do limite na topologia fraca*

limj→∞ µtjf = µ∞, então

lim
j→∞

inf
t≥tj
{−µtf [ω] log(µtf [ω])} = lim

j→∞
−µtjf [ω] log(µtjf [ω]) = −µ∞[ω] log(µ∞[ω])

para todo [ω] ∈ αn0 , em outras palavras a equação (5.12) é equivalente à equação

lim
j→∞

∑
[ω]∈αn0

inf
t≥tj
{−µtf [ω] log(µtf [ω])} =

∑
[ω]∈αn0

−µ∞[ω] log(µ∞[ω]), (5.13)

Portanto tomando o limite quando j →∞ nos dois lados da equação (5.11) e usando (5.13) podemos

concluir que ∑
[ω]∈αn0

−µ∞[ω] log(µ∞[ω]) ≤ lim inf
t→∞

∑
[ω]∈αn0

−µtf [ω] log(µtf [ω]),

ou em outras palavras H(µ∞|αn0) ≤ lim inft→∞H(µtf |αn0). Com uma demonstração similar tro-
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cando inft≥tj by supt≥tj e mudando as desigualdades acima, podemos mostrar facilmente que

lim supt→∞H(µtf |αn0) ≤ H(µ∞|αn0), portanto podemos concluir que

lim
t→∞

H(µtf |αn0) = H(µ∞|αn0). (5.14)

Agora vamos mostrar que lim supt→∞ h(µtf ) ≤ h(µ∞). Suponhamos que não é verdade, ou seja

h(µ∞) < lim supt→∞ h(µtf ), então podemos escolher ε > 0 tal que h(µ∞) ≤ lim supt→∞ h(µtf )−3ε,

mais ainda pela definição da entropia de Kolmogorov-Sinai para n suficientemente grande 1
nH(µ∞ |

αn) ≤ h(µ∞) + ε, e pela equação (5.14) existe n0 ≥ n tal que limt→∞H(µtf | αn0) = H(µ∞ | αn0).

Finalmente pela definição de entropia de Kolmogorov-Sinai, podemos concluir que para cada t > 1

é satisfeito h(µtf ) ≤ 1
n0
H(µtf | αn0), portanto para t suficientemente grande

h(µtf ) ≤ 1

n0
H(µ∞ | αn0) + ε

≤ h(µ∞) + 2ε

≤ lim sup
l→∞

h(µtf )− ε .

Então tomando o lim sup quando t→∞, obtemos uma contradição. Em conclusão

lim sup
t→∞

h(µtf ) ≤ h(µ∞). (5.15)

Por outro lado, para cada k ≥ k0 temos que Mmax(fk) = Mmax(f) e βk = β, além disso pelo

principio variacional (2.3) temos que

Pk(t)− tβ ≥ sup
ν∈Mmax(f)

h(ν) ≥ h(µ∞),

onde µ∞ é qualquer ponto de acumulação da família (µtf )t>1, portanto tomando o supremo sobre

todos os valores de k ≥ k0, obtemos que

sup
k≥k0
{Pk(t)− tβ} ≥ sup

ν∈Mmax(f)
h(ν) ≥ h(µ∞). (5.16)

Mais ainda, temos que supk≥k0{Pk(t)− tβ} = supk∈N{Pk(t)− tβ} = P (t)− tβ, portanto segue do

principio variacional (2.3) e (5.16) que

h(µtf ) ≥ P (t)− tβ ≥ sup
ν∈Mmax(f)

h(ν) ≥ h(µ∞),
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particularmente para todo j ∈ N temos que

inf
t≥tj

h(µtjf ) ≥ sup
ν∈Mmax(f)

h(ν) ≥ h(µ∞).

Então tomando o limite quando j →∞, obtemos que

lim inf
t→∞

h(µtf ) = lim
j→∞

inf
t≥tj

h(µtjf ) ≥ sup
ν∈Mmax(f)

h(ν) ≥ h(µ∞).

Finalmente usando (5.15), podemos concluir que

lim inf
t→∞

h(µtf ) ≥ sup
ν∈Mmax(f)

h(ν) ≥ h(µ∞) = lim sup
t→∞

h(µtf ),

ou em outras palavras

lim
t→∞

h(µtf ) = h(µ∞).



Capítulo 6

Conclusões

No caso que Σ é um subshift de Markov topologicamente transitivo e f é um potencial somável,

com pressão finita e V (f) < ∞, podemos garantir a existência dos estados de equilíbrio µtf para

cada t > 1 e existência de um ponto de acumulação quando t → ∞, além disso se o potencial f é

um potencial de Markov, ou seja f(x) = f(x0, x1), também podemos garantir a existência do limite

em temperatura zero.

A importância destes resultados é que fazemos uma generalização dos resultados que aparecem

em [10] e [12] para um caso mais geral desde o ponto de vista dinâmico que é quando o sistema é

topologicamente transitivo. Nós também obtemos uma generalização do resultado em [16] para o

caso topologicamente transitivo.

Se o potencial não é Markov existem exemplos nos quais não existe o limite em temperatura

zero, embora o subshift seja compacto, Chazottes e Hochman deram um exemplo de um potencial

Lipschitz com dominio num subshift Σ ⊂ {0, 1}N para o qual não existe o limite em temperatura

zero. Mais recentemente Coronel e Rivera-Letelier em [9] mostraram que se Σ = (S1)N, dadas

quaisquer duas medidas ergódicas com a mesma entropia é possível construir um potencial Lipschitz

tal que a sequência de estados de equilíbrio acumula em medidas isomorfas às duas medidas.

Se o potencial não é somável, embora seja Markov não pode ser garantida a existência do

limite em temperatura zero, um exemplo foi dado por Sarig em [21], nesse trabalho ele construí um

potencial de Markov que não é somável para o qual não temos existência do limite em temperatura

zero.

No caso que o Σ é um subshift de Markov topologicamente transitivo com alfabeto enumerável

demonstramos que existem pontos de acumulação da sequência (µtf )t>1 quando t→∞, além disso

em [4] demonstraram que esses pontos de acumulação são de fato medidas maximizantes. Portanto

59
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uma questão em aberto que aparece como continuação natural deste trabalho é:

O principio dos grandes desvios é satisfeito para o caso de subshifts de Markov topologicamente

transitivos com alfabeto enumerável?
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