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Resumo

PONTES, P. H. A conjectura de Bateman-Horn e o A-calculo de Golomb. 2012. 131 f.
Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2012.

A Conjectura de Bateman-Horn dé condigoes sobre uma familia de polindmios com coeficientes
inteiros f1(X),..., fx(X) para que hajam infinitos n € N tais que fi(n),..., fr(n) sejam todos
primos, e determina qual deve ser o comportamento assintético de tais inteiros n. Neste texto,
vamos estudar essa conjectura, assim como um método desenvolvido por Solomon W. Golomb que
pode ser usado para demonstra-la. Veremos que esse calculo prova a Conjectura de Bateman-Horn
a menos da troca de um limite com uma série infinita, que é o Uinico passo ainda nao provado desse
método. Também estudaremos uma tentativa para solucionar esse problema por meio do uso de
teoremas abelianos de regularidade, e provaremos que teoremas tao gerais nao sao suficientes para

provar a troca do limite com a série.

Palavras-chave: Conjectura de Bateman-Horn, A-cdlculo de Golomb, teoremas abelianos.
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Abstract

PONTES, P. H. The Bateman-Horn conjecture and Golomb’s A-method. 2012. 131 f.
Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2012.

Given a family of polynomials with integer coefficients fi(X),..., fx(X), one would like to
answer the following question: does there exist infinitely many n € N such that fi(n),..., fx(n)
are all primes? Schinzel conjectured that if these polynomials satisfy certain simple conditions,
then the answer to this question is affirmative. Assuming these conditions, Bateman and Horn
proposed a formula for the asymptotic density of the integers n € N such that fi(n),..., fr(n) are
all primes. In this text, we shall study the Bateman-Horn Conjecture, as well as a method proposed
by Solomon W. Golomb that may be used to prove this conjecture. We shall see that Golomb’s
A-method would prove the Bateman-Horn Conjecture, except for a single unproved step, namely,

the commutation of a limit with an infinite series.

Keywords: Bateman-Horn conjecture, Golomb’s A-method, Abelian theorems.
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Notacoes

N = {1,2,3,...}. Por ndmero primo queremos sempre dizer primo positivo. Dados a,b € Z,
escrevemos a | b quando, e somente quando a divide b. Escrevemos a { b se, e somente se a nao
divide b. Dado n € N, o simbolo ) din denota uma soma sobre os divisores positivos d de n. Sempre
que escrevermos Hp, quer dizer que estamos tomando o produto infinito sobre o conjunto de todos
os nuimeros p primos (positivos).

Escrevemos f = O(g) para duas fungoes a valores complexos f, g quando existirem M, R > 0
tais que |f(z)| < M|g(z)| se |x| > R. Usamos essa notagdo com certa flexibilidade: por exemplo,
quando quisermos considerar o limite de f com relagao a g quando  — 0, a igualdade f = O(g) tera
o seguinte significado: existem M, e > 0 tais que |f(z)| < M|g(z)| se |z| < e. Mantemos a mesma
notagao f = O(g) pois a definicdo que usamos estard clara pelo contexto. Também escrevemos
a, = O(b,) para duas sequéncias a valores complexos (ap)nen € (bp)nen se existir M > 0 tal que
lan| < M|by,| para todo n € N.

Escrevemos também f < ¢ com o mesmo significado de f = O(g), e escrevemos

f(z) = g(z) + O(h(z))
se, e somente se f — g = O(h). Escrevemos f = o(g) quando

flz) _

s-rtoo g(z)
Temos f = g + o(h) por defini¢ao quando f — g = o(h). Escrevemos f(z) ~ g(x) quando
f(z)

lim —= =1.
T—+00 g q})

Relembramos a defini¢ao das seguintes fungoes aritméticas basicas da Teoria dos Numeros:
e Dado n € N, denotamos por w(n) o nimero de fatores primos de n, isto é;

w(n) = #{p € N primo : p| n},
em que tomamos w(1) = 0.
e A fungao de von Mangoldt, A(n), é dada por:

logp, sen =pF, com p primo
A(n)—{ gp p PP

0, caso contrario.
Em particular, A(1) = 0.
e A funcao de Mobius, u(n), é dada por

(=1)“M e n é livre de quadrados, ou n = 1
pn) =

0, caso contrario.
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SUMARIO

Definimos assim (1) = 1.

0.0



Capitulo 1

Introducao

1.1 Conjecturas sobre nameros primos

Muito pouco se sabe sobre a existéncia de primos de uma forma especifica dada. Por exemplo,
algumas conjecturas em aberto que tratam da existéncia de primos de uma forma especifica sao:

Conjectura 1. Existem infinitos primos p da forma p =n?+1, com n € N.
Conjectura 2 (dos primos gémeos). Existem infinitos primos p tais que p + 2 também € primo.

Dois primos p, g tais que ¢ = p + 2 sao ditos primos gémeos.

Apesar da dificuldade desses problemas, é facil e instrutivo generalizar as Conjecturas 1 e 2.

Uma extensao natural da Conjectura 1 seria propor uma pergunta da seguinte forma: dado um
polinémio f(X) € Z[X], serd que existem infintos primos p = f(n) com n € N?

Além disso, se escrevermos f1(X) = X e fo(X) = X + 2, entdo a Conjectura 2 pergunta
se existem infinitos n € N tais que f1(n) e fa(n) sd@o simultaneamente primos. Logo, podemos
generalizar também essa pergunta substituindo f;(X), f2(X) por dois polindémios quaisquer de
Z[X]. Mais ainda, podemos nos perguntar: dados fi(X),..., fx(X) polinémios com coeficientes
inteiros, existem infinitos n € N tais que fi(n),..., fr(n) sdo todos simultaneamente primos?*

Em geral, a resposta a essa pergunta serd ndo. Por exemplo, se algum dos polinémios f;(X) for o
produto de dois outros polinémios de Z[X], entao decorre facilmente que f;(n) ndo serd primo para
nenhum n € N suficientemente grande. Isso sugere exigir que todos os polinémios f1(X),..., fx(X)
sejam irredutiveis, mas serd que isso ¢é suficiente?

Questao 1. Que condigdes devemos impor sobre os polindomios f1(X), ..., fr(X) € Z[X] para que
existam infinitos n € N tais que

filn),..., frx(n) sejam todos primos?

Até hoje s6 foi provado um tnico resultado relacionado a Questao 1, que é o caso em que k =1
e gr f1(X) = 1; o seguinte Teorema de Dirichlet:

Teorema 1.1 (Dirichlet). Se a,b € N sdo relativamente primos, entdo existem infinitos nimeros
primos na progressao aritmética {an +b : n € N}.

E importante notar que o Teorema 1.1 é o unico Teorema ja provado sobre a existéncia de
primos de uma certa forma especifica no contexto da Questdo 1. Se, por exemplo, considerarmos
polindmios com mais varidveis, temos também outros resultados, como o seguinte Teorema de
Fermat:

'E importante observar que, ao contrario da notacéo usual deste texto, aqui contaremos também os primos nega-
tivos caso algum polinémio em questao assuma um tal valor. Esse problema sera resolvido logo, pois restringiremos
a nossa atengdo aos polinémios que s6 assumem valores positivos.
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Teorema 1.2 (Fermat). Seja p um ndmero primo impar. Entdao existem x,y € N tais que p =
22 4+ y? se, e somente se p =1 (mod4).

Em particular, segue dos Teoremas 1.1 e 1.2 que existem infinitos nimeros primos p da forma
p=a®+b%coma,beN.

Para citar um resultado mais recente (e em que o comportamento nao é equivalente ao de
nenhum polinémio linear, como é o caso do Teorema 1.2), tem-se também o seguinte Teorema

(veja [FI98]):

Teorema 1.3 (Friedlander, Iwaniec). Existem infinitos niimeros primos da forma p = a® + b,
com a,b € N,

No entanto, neste texto vamos nos concentrar em polinémios de uma variavel.

1.2 A densidade assintdtica dos ntiimeros primos

Paralelamente ao que foi feito na Secao 1.1, além de perguntar sobre a existéncia de nimeros
primos podemos também nos perguntar qual a densidade dos ntimeros primos dentre os niimeros
naturais. O primeiro resultado nesse sentido é o Teorema dos Numeros Primos. Denotando por

m(x) =#{n e N, n <z : n é primo},
0 Teorema dos Numeros Primos se enuncia da seguinte forma:

Teorema 1.4 (dos Numeros Primos). Para x — 400 vale

m(z) ~ —

~ logx”

Podemos dizer que esse Teorema da a densidade assintdtica dos nimeros primos dentre os
numeros naturais. De fato, ele é equivalente a

m(x) 1

x| logz’

Agora, o quociente 7(n)/n pode ser visto como a proporgao de nimeros primos menores ou iguais
a n (representados pelo valor 7(n)) dentre todos os niimeros naturais menores ou iguais a n (daf a
divisdo por n, que é a quantidade de niimeros naturais menores ou iguais a n).

Notemos que o Teorema 1.4 inclui o fato de que existem infinitos ndmeros primos: como
x/logx — +o0o0 quando x — +o0 temos também que () — 400 quando  — +00.

Também existe uma generalizacao do Teorema 1.4 que leva em conta o Teorema 1.1: fixemos
a,b € N e denotemos por

Tax+b(z) =#{n €N, n <z : an + b é primo}.

Entao o Teorema de Dirichlet diz que se mdc(a,b) = 1, entao m,x+p(x) = +00 quando = — +o0.
A generalizagao do Teorema 1.4 é o seguinte resultado:

Teorema 1.5. Se a,b € N sao relativamente primos, entao

a T
p(a) logz’

7TaX+b($) ~

No enunciado do Teorema 1.5, denotamos por ¢ a funcao de Euler, dada por

o(n) =#{meN, m <n :mde(m,n) =1}.
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Tem-se também

o(n) = ng <1 - ;) , (1.1)

onde o produto é tomado sobre os primos p que dividem n. (Na férmula (1.1), temos ¢(1) = 1 pois
o produto vazio tem valor 1 por definigdo.) Uma demonstragao de (1.1) pode ser encontrada em
[Apo76, Secao 2.5].

Em vista da Conjectura 1, podemos definir também

Txz () =#{neN,n<z: n? 4+ 1 é primo}.

Dessa forma, a Conjectura 1 pergunta se my2,(x) é uma funcéo limitada, ou se mx2,1(x) = 400
quando x — +o0o. Agora supondo que essa Conjectura é verdadeira, serd que podemos obter um
resultado como o Teorema 1.5 para a funcao my2,(z)?

Usando o método do circulo, Hardy e Littlewood usaram argumentos heuristicos e analiticos
para elaborar a seguinte Conjectura:

Conjectura 3 (Hardy-Littlewood). Para x — +o00o vale

1 (—1)=1)/2 x
”XQH(:”)NQH(“ p—1 | loga

p>2

Podemos fazer o mesmo com relagao a Conjectura 2: definimos
Tx,x4+2 =#{n €N, n <z : nen+2sao primos}.

Hardy e Littlewood também propuseram uma conjectura andloga a Conjectura 3 para esse caso:

Conjectura 4 (Hardy-Littlewood). Para x — 400 vale

Tx,x+2(x) ~ 2 H (1 T ( —1 1)2) :

P
e log” x

E interessante notar que, apesar do polinémio X2+ 1 ter grau maior do que 1, o comportamento
assintético da funcao my2 1 () associada é o mesmo da func¢ao 7, x+4(x) (a menos de uma constante
multiplicativa; veja o Teorema 1.5). Por outro lado, mx xt2(2) tem um comportamento assintético
diferente, apesar de ambos os polinomios X, X + 2 serem lineares. No final, o crescimento do
polinémio ndo é muito importante para as fungdes mx2,1(z) e mx x42(x) associadas em cada
caso. Veremos no Capitulo 2 um argumento heuristico que justifica mais precisamente por qué as
Conjecturas 3 e 4 sao razodaveis.

Agora, ja tentamos generalizar as Conjecturas 1 e 2 através da Questao 1. Poderiamos entao
tentar generalizar também as Conjecturas 3 e 4: fixemos f1(X),..., fk(X) € Z[X], e seja £ =
(f1,---, fx). Definimos

me(z) =#{neN,n<z: fi(n),..., fr(n) sdo todos primos}.

Chegamos entao ao seguinte problema:

Questao 2. Existe F(z) relativamente simples tal que
m(x) ~ F(x)

para x — +00? Que funcgao seria essa F'(z)?

As Questoes 1 e 2 estao interligadas, pois para que a Questao 2 faga sentido (ndo tenha uma
resposta trivial), temos de supor que 7¢(z) — +00 quando x — 400, 0 que supoe uma resposta a
Questao 1.
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Veremos a seguir (Conjectura 5) que Schinzel prop6s uma resposta & Questao 1 que dé condigoes
suficientes (conjecturalmente) para que valha 7¢(x) — 400 quando x — 400. Supondo essas mes-
mas condic¢oes, Bateman e Horn, usando de argumentos heuristicos de probabilidades, propuseram
em [BH62] uma resposta a Questao 2 que ficou conhecida como a Conjectura de Bateman-Horn (a
Conjectura 6).

1.3 O A-calculo de Golomb

Em sua tese de doutoramento [Gol56], Golomb prop6s um novo método da Teoria Analitica dos
Numeros que ele aplicou a Conjectura dos Primos Gémeos, e que depois foi chamado A-célculo de
Golomb. (As linhas gerais desse método também podem ser encontradas em [Gol70].) Golomb falha
em demonstrar a Conjectura 4 por falta de uma tnica etapa analitica, a saber uma comutacao de
um limite com uma série infinita.

Mesmo em [Gol70], Golomb nota que seu método poderia ser aplicado a outras conjecturas,
mas nesse caso ainda mais problemas técnicos surgem. Um desses problemas foi resolvido por Baier
em [Bai02], em que ele generaliza a funcao 1) de Chebychef para o caso da Conjectura de Bateman-
Horn. Com isso, Conrad em [Con03] consegue estender o método de Golomb de modo que ele se
aplique a Conjectura de Bateman-Horn completa (e ndo sé a casos especiais, como a Conjectura
dos Primos Gémeos).

Conrad considera em [Con03] como fungao geradora a série de Dirichlet

*2” A(fi(n)) - A(fr(n))

ns

n=1

Em [HRO5], Hindry e Rivoal seguem basicamente o mesmo método de [Con03], mas usando como
fungao geradora a série de poténcias

+o00
> A(fi(n)) - Afaln)) 2"
n=0

Seguiremos neste texto primeiramente este ultimo método para expor o A-cdlculo de Golomb, e
veremos que todos os problemas técnicos foram resolvidos para a demonstracao da Conjectura de
Bateman-Horn, a menos da comutacao do limite com a série. Somente depois de ver completamente
o A-célculo com a série de poténcias veremos o método aplicado a série de Dirichlet, como variante.

1.4 Este texto

Nosso primeiro objetivo serd detalhar as Conjecturas de Schinzel e de Bateman-Horn e suas
hip6teses. Provaremos que essas hip6teses sdo necessdrias para que haja me(z) — 400, mas nao
custa lembrar que nao se sabe em nenhum caso, a excecao do caso do Teorema de Dirichlet, se
essas condigoes sao suficientes para termos 7¢(z) — ~+00.

Um passo importante para o enunciado da Conjectura 6 é a convergéncia do produto infinito

ooy 0-)

Provaremos essa convergéncia no Capitulo 3 por meio de resultados da Teoria Algébrica dos
Numeros. Algumas defini¢Ges e resultados béasicos dessa teoria serdao usados sem referéncia, mas
podem ser encontrados em [Rib01]. Também usaremos o Critério de Kummer, cujos enunciado e
demonstracao encontram-se no Apéndice A.

No Capitulo 4 faremos uma demonstragao do Teorema dos Nimeros Primos por meio do Teo-
rema Tauberiano de Hardy-Littlewood (o Teorema 4.4). Veremos que essa demonstragao pode ser
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estendida de forma natural ao A-célculo de Golomb.

No Capitulo 5 aplicamos o método de Golomb a Conjectura de Bateman-Horn. Comecamos
usando o argumento de Baier [Bai02] para estender a fungao ¢ de Chebychef ao caso em questao.
Depois provamos a Identidade de Golomb (o Teorema 5.8) e vemos as linhas gerais do método
de Golomb. Esbarramos entdao com um problema de comutacdo de um limite com uma série (a
equagao (5.30)), problema esse que continua em aberto e é o 1nico passo nao justificado do método
de Golomb. Supondo provada essa etapa, veremos que esse método de fato prova a conjectura
de Bateman-Horn, s6 que no lugar da constante C(f) conjecturada aparece a série S(f). De fato,
provamos no Capitulo 6 que S(f) = C(f), de modo que o método de Golomb d4 a mesma constante
que Bateman e Horn conjecturaram usando argumentos heuristicos.

Agora, o problema da comutacao do limite com a série também aparece na demonstracdo do
Teorema dos Numeros Primos no Capitulo 4, e é resolvido com o uso de um teorema abeliano de
regularidade. (O Apéndice B é dedicado a teoremas desse tipo.) Faz sentido entdao perguntar se
esse mesmo método nao pode ser aplicado para provar a etapa que falta no caso geral.

Golomb prova em [Gol56] que esse método nao pode ser usado para resolver o problema no
caso da Conjectura dos Primos Gémeos pois nesse caso o método de somabilidade associado nao
é regular (veja o Apéndice B). No Capitulo 7 faremos uma extensdo da demonstragao de Golomb
para provar que o método nao é regular em nenhum caso interessante da Conjectura de Bateman-
Horn, e assim a comutacao do limite com a série ndo pode ser demonstrada dessa forma. Esse é um
resultado inédito, e foi provado pelo autor. Depois faremos uma andlise do que pode ser provado
usando o A-cdlculo de Golomb, mesmo a vista do resultado da nao-regularidade.

No Capitulo 8 veremos o Teorema de Bateman-Stemmler, como demonstrado por Hindry e
Rivoal em [HRO5|. (Por sua vez, a demonstracao de Hindry e Rivoal é basicamente a original
de Bateman e Stemmler feita em [BS62]). Esse é um resultado interessante para a Conjectura de
Bateman-Horn, que prova que a funcao 7¢(z) nao pode ter uma ordem de crescimento maior do que
a esperada. Além disso, ele serve de aplicacao das técnicas desenvolvidas nos capitulos anteriores.

Finalmente, faremos no Capitulo 9 a variante do A-calculo de Golomb com séries de Dirichlet,
como feito por Conrad em [Con03]. Esse método nao deixa de ser interessante mesmo em vista
do método com a série de poténcias pois surgem problemas completamente diferentes, e é possivel
que esses problemas sejam mais tangiveis do que a dificuldade encontrada no estudo da série de

poténcias (assim como também pode ser mais facil estudar as séries de poténcias do que as séries
de Dirichlet).
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Capitulo 2

As conjecturas de Schinzel e de
Bateman-Horn

2.1 A Conjectura de Schinzel

Schinzel prop6s uma resposta a Questao 1:

Conjectura 5 (Schinzel). Sejam fi(X),..., fr(X) polindmios nao-constantes com coeficientes
inteiros tais que

i) f1(X),...., fr(X) sao irredutiveis sobre Q; e
i1) para todo primo p existe n € N tal que pt fi(n) - fa(n)--- fr(n).

Entao
:EEEIOO Wf(.%’) = Too.

Como a condi¢ao ii) é um pouco mais técnica, vamos motiva-la um pouco com alguns exemplos:

Ezemplo (Teorema de Dirichlet). No caso de uma familia com um tdnico polindémio de grau 1,
f(X) = aX + b, a condigao ii) ¢ equivalente a mdc(a,b) = 1. Essa condigao é exatamente a
condicao do Teorema 1.1 para a existéncia de infinitos nimeros primos na progressao aritmética
{an+b : n € N}.

Ezemplo. Consideremos a familia de dois polinémios X, X + 1. Para todo n € N temos que n
é par, ou n + 1 é par. Logo se n > 2 entao nao podem ser ambos n e n + 1 primos. Portanto
Tx x+1(x) # +oo. Agora, a condicao “n é par, ou n + 1 é par, para todo n € N”, escrita de
outra forma, é 2 | n(n + 1), para todo n € N. Assim vemos que a familia X, X + 1 nao satisfaz a
condigao ii) da Conjectura 5.

Notemos que as condigoes da Conjectura 5 sao mecessdrias para termos 7g(x) — +oo. De
fato, se tivéssemos algum f;(X) redutivel sobre Q, entao existiriam polinémios g(X), h(X) € Z[X]
nao-constantes tais que f;(X) = g(X) - h(X). Seja entao N > 0 tal que

sen>N, entao |g(n)|>1, e |h(n)| > 1.

Assim se n > N temos que f;(n) ndo é primo, pois entao f;j(n) = g(n)h(n), com g(n),h(n) € Z
diferentes de £1. Assim, se n > N, nunca temos fi(n), ..., frx(n) simultaneamente primos, e
portanto 7m¢(x) < N para todo z > 1. Isto é; m¢(x) /A +oo.

Suponhamos agora que existe um primo p tal que p | fi(n) - fa(n)--- fr(n) para todo n € N.
Como |g(n)| = +o0o quando n — 400 para todo polinémio g(X) nao-constante, existe N > 0 tal
que

sen>N, entao |fi(n)]>p,|f2(n)]>p, ..., [fx(n)] > p. (2.1)
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Seja n > N. Se tivéssemos fi(n),..., fxr(n) simultaneamente primos, como temos p | fi(n) -
fa(n)--- fr(n) por hipétese, entdo para algum j € {1,...,k} terfamos f;j(n) = p, absurdo, pois
por (2.1) temos |fj(n)| > p. Dessa forma fi(n),..., fx(n) ndo sdo simultaneamente primos para
n> N, e me(z) A +oo.

Notemos também que ii) é equivalente a

ii’) para todo primo p existem infinitos n € N tais que p1 fi(n)--- fx(n).

De fato, se n € N é tal que p1 fi(n)--- fr(n), entdao para todo m € N temos

filn+mp) - fr(n +mp) = fi(n)--- fr(n) # 0 (modp),

isto & pt fi(n +mp)--- fr(n+mp).

2.2 Familias apropriadas

Neste texto, vamos estudar uma tentativa de demonstracao da Conjectura 5, mas vamos antes

colocar mais hipdteses sobre os polinémios f1(X), ..., fr(X) para que o estudo se torne mais facil:
Definigao. Sejam f1(X),..., fx(X) polindmios ndo-constantes com coeficientes inteiros. Diremos
que f = (f1,..., fr) é uma familia apropriada se esses polindmios satisfazem as seguintes proprie-
dades:

i) f1(X), ..., fr(X) sado todos distintos;

i) f1(X), ..., fx(X) sdo irredutiveis sobre Q;
iii) para todo primo p existe n € N tal que pt fi(n) - fa(n)--- fr(n);
iv) para todo n > 0, temos fi(n) > 1, fa(n) > 1, ..., fx(n) > 1;e

) f1(X), ..., fr(X) sdo estritamente crescentes em (—1, +00).

As propriedades iv) e v) nao sao de fato restritivas. Se fi1(X), ..., fx(X) s@o polindémios que
satisfazem as propriedades i) a iii), podemos considerar ao invés de f uma familia g = (g1, ..., gx)
em que

n(X)=£fi(X +¢), gX)==£f(X+c), ..., g(X)==%f(X+0), (2.2)

em que tomamos os sinais £ e o inteiro ¢ de tal modo que g;(n) > 1 para todo n € N e g;(X) é
estritamente crescente em (—1,+00), para todo j € {1,...,k}. Podemos também remover alguns
polinémios da familia g para evitar repeticoes (e assim g satisfaz i)).

Dessa forma a familia g é apropriada, e como todos os polindmios de g sdo translagoes de
polinéomios de f (no sentido acima), a diferenca 7¢(x) — mg(x) é limitada. Portanto o comporta-
mento assintético da fungao mg(x) é o mesmo comportamento da funcao mg(x), no seguinte sentido:
mg(z) — 400 se, e somente se mg(x) — +00, € nesse caso m¢(x) ~ Tg(x).

Definicao. Dado g(X) € Z[X] definimos para d € N, d > 2,
Ny(d) =#{neN,n<d : g(n) =0 (modd) }.
Colocamos também N4(1) =1 pois assim a fungdo d — N,y(d) se torna multiplicativa (Lema 3.2).

Fixemos f1(X),..., fr(X) uma familia de polindmios apropriada para o resto desta Segao.
Definindo f(X) = f1(X) - fo(X) -+ fu(X), podemos substituir a condigao iii) por

iii’) para todo primo p, vale N¢(p) < p.
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Provemos que iii) e iii’) sdo equivalentes.

ili) = iii’): Suponhamos que existe um nimero primo p tal que Nf(p) = p. Seja n € N. Seja
m € N, m < p, tal que n = m (modp). Entdo N¢(p) = p implica que f(m) = 0 (modp). Como
n =m (modp) temos

f(n) = f(m) =0 (modp).

Isto é; p| f(n). Como n € N é arbitrario temos que nao vale iii).
iii’) = iii): Suponhamos que existe um nimero primo p tal que p | f(n) para todo n € N. Entao
f(n) =0 (modp) para todo n € N, e assim Nf(p) = p.

Observacao. E importante notar que f(n) =0 (mod p) pode ter no méximo h = gr f solugoes para
n € N, n < p. De fato, isso ocorre pois essas solucoes sao as raizes do polinémio correspondente a
f(X) em Z/pZ, que é um corpo quando p é primo.

Portanto para todo p primo vale N¢(p) < h. Assim se p > h temos Ny(p) < p de modo que
a condigao iii’) estd automaticamente verificada para primos maiores do que h. Esse fato torna
verificar iii’) mais fdcil, pois basta testar iii’) para os primos de 2 a h; uma quantidade finita de
testes.

Um Lema bastante simples e 1til é o seguinte:

Lema 2.1. Dadosi,j € {1,...,k} distintos, tem-se (em Q[X])

IndC(fi, f]) =1.

Demonstragdo. Como f = (fi,..., fr;) é uma familia apropriada, temos que f;(X) e f;(X) sao
irredutiveis, logo mdc(f;, fj) = 1 ou mdc(f;, fj) = fi no caso de serem f;(X) e f;(X) polinémios
associados.

Se fosse f;j(X) associado a f;(X), terfamos f;(X) = (a/b)f;(X) com a,b € Z primos entre si,
b # 0. Temos a/b # 1 pois da defini¢do de familia apropriada temos f;(X) # £f;(X).

Se b # £1, seja p primo tal que p | b. Temos que (a/b)f;(X) = fi(X) € Z[X], de modo que p
divide todos os coeficientes de af;(X). Mas sendo a, b relativamente primos, de fato p divide todos
os coeficientes de f;(X). Mas assim p | f;(n) para todo n € N e N¢(p) = p, absurdo.

Se b = £1, temos que a # +1 (pois a/b # +1). Seja entdao p divisor primo de a. Logo p divide
+afj(n) = fi(n) para todo n € N de modo que novamente N¢(p) = p, absurdo. Portanto nao
podemos ter f;(X) associado a f;(X). O

2.3 A Conjectura de Bateman-Horn

Usando argumentos heuristicos e de probabilidade, Bateman e Horn propuseram em [BH62]
uma resposta a Questao 2 considerando que as condicoes razodveis que devemos colocar sobre os
polinémios para termos 7¢(x) — 400 sao aquelas da Conjectura 5:

Conjectura 6 (Bateman-Horn). Seja f1(X),..., fr(X) uma familia apropriada de polinomios.
Entao )
x
me(x) ~ : ,

() hihy---hy  loghx

em que hy, ..., hg sao os graus dos polinomios f1(X),..., fx(X) respectivamente, e
11 1)" (12
. P P ’

em que o produto € tomado sobre todos 0s p primos.

Ainda precisamos provar a convergéncia do produto C(f), o que faremos a seguir, no Capitulo 3.
Por enquanto, notemos somente que como N¢(p) < p para todo primo p, nenhum fator do produto
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C(f) é nulo, e assim C(f) # 0. Em particular, a Conjectura 6 implica que m¢(x) — +00 se f é uma
familia apropriada.

Vamos aqui reproduzir um argumento heuristico semelhante ao de Bateman e Horn para justi-
ficar o enunciado da Conjectura 6. Nao seguiremos o mesmo argumento do artigo original [BH62]
pois é preferivel detalhar melhor o surgimento da constante C(f). Vamos descrever uma variante
do argumento com que Tao justifica a Conjectura dos Primos Gémeos assintética (a Conjectura 4)
em [Tao09, Secao 3.1].

Comegamos com o caso de uma familia apropriada de um tnico polinémio f(X). Fixamos um
inteiro N > 0 suficientemente grande. A base do argumento heuristico para a Conjectura 6 é ver
a razao m¢(N)/N como uma probabilidade. De fato, dados os N primeiros valores do polinémio
J(X):

f, f2), f3), ... fIN), (2.3)
a funcao 7¢(N) nos diz quantos desses valores sao nimeros primos. Assim se escolhermos um

inteiro dentre os de (2.3) aleatoriamente, a probabilidade dele ser um niimero primo é exatamente
7wf(N)/N. Escrevendo simbolicamente, temos que

T (V)

P ({n <N : f(n) ¢ primo}) = N

(2.4)

Em (2.4), o que escrevemos foi a probabilidade de se escolher um n < N tal que f(n) é primo.
Essa probabilidade é igual a probabilidade que queriamos, de se escolher um nimero primo dentre
os valores de (2.3). A diferenga é que o modo como estd escrito em (2.4) é mais prético para as
contas que faremos a seguir.

Vamos tentar calcular a probabilidade de (2.4) de outra maneira.

Se M > 0 é grande, temos analogamente (caso f(X) = X) que, escolhendo um m < M
aleatoriamente, a probabilidade de m ser primo é w(M)/M, em que 7(x) = #{n < x : n é primo}.
Pelo Teorema dos Nimeros Primos, temos uma expressao assintética para a razao m(M)/M:

m(M) 1+o0(1)

P ({m < M : m é primo}) = M Togh (2.5)

E importante notar, e usaremos a seguir que como f(X) é, por hipdtese, estritamente crescente
em N, temos que os valores de (2.3) estao todos entre 1 e f(IN).

Agora vamos tentar seguir o modo mais ingénuo de pensar, que € ignorar o fato de que os
valores de (2.3) vém de um polinémio. Vamos assim supor que um valor m = f(n) de (2.3) nao
passa de um inteiro qualquer entre 1 e M = f(N). Mas a equacao (2.5) nos dé a probabilidade de
um inteiro qualquer m entre 1 e M ser primo, que é (M )/M. Isso sugere que a probabilidade de
f(n) ser primo é 7(f(N))/f(IN). Ou seja,

m(f(N)) _140(1) _1+0(1)
f(N)  logf(N) hlogN’
(

P ({n <N : f(n) é primo}) =

em que h é o grau do polinémio f(X). Junto com (2.4), temos que

mi(N) _ 1+40(1)
N hlog N

(2.6)

O problema é que esse argumento ji parece falho quando substituimos, por exemplo, f(X) =
2X + 1, pois sabemos do Teorema 1.5 que vale

7T2X+1(N) _ 2+O(1)
N logN ’

mas essa equagao nao condiz com (2.6) quando N — +o0o0. O problema é que, ao propor a
equagao (2.6), estamos considerando os N primeiros valores do polinémio f(X) = 2X + 1 como
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inteiros quaisquer entre 1 e f(IN) = 2N + 1. Mas os N primeiros valores
3, 5 7,9, ..., 2N+1

do polinémio f(X) = 2X + 1 nao podem ser considerados como inteiros quaisquer entre 1 e 2N +1,
pois sao todos nimeros impares, e a paridade de um ntmero é muito relevante para sabermos se
ele é primo ou nao, j& que nao existem numeros primos pares (exceto pelo nimero 2).

Voltemos entao ao caso de um polindémio apropriado qualquer f(X). Em vista do exemplo ante-
rior com o polinémio 2X + 1, vamos tentar consertar o argumento acima que levou & equagao (2.6)
levando em conta a paridade dos valores (2.3). Gostarfamos entao primeiramente de saber quais
valores de (2.3) s@o {mpares, e quais s@o pares.

Na linguagem de congruéncias, dado n < N gostarfamos de saber quando f(n) = 0 (mod 2),
e quando f(n) = 1 (mod2). Agora, se n = m (mod2), entdo f(n) = f(m) (mod?2). Assim se
n =1 (mod?2), entdo f(n) = f(1) (mod2), de modo que os valores

f), f@3), f6), [0, f9), ... (2.7)

tém todos a mesma paridade, que é a paridade de f(1); se f(1) é par, entdo todos os elementos
de (2.7) sao pares, e se f(1) é impar, entao todos os elementos de (2.7) sdo impares. Analogamente,
temos que os inteiros f(2), f(4), f(6), ..., também tém todos a mesma paridade, que é a paridade
de f(2).

Assim determinamos quando f(n) é par ou impar, basta ver se n = 1 (mod 2), e nesse caso
a paridade de f(n) é a mesma de f(1); ou se n = 2 (mod2), e entdao a paridade é a mesma
de f(2). Para tratar desses dois casos simultaneamente, fixemos i € {1,2}, e analisemos o que
acontece quando n =i (mod 2). Queremos novamente calcular a probabilidade de f(n) ser primo,
com n < N, mas agora nos restringimos ao caso em que n = i (mod 2). Isto é; vamos calcular a
probabilidade condicional

P (f(n) é primo | n =i (mod2)) =P ({n <N : f(n) é primo} | {n < N : n =14 (mod2)}),

isto é; a probabilidade de escolhermos n < N tal que f(n) é primo, dado que n = i (mod 2). Cal-
culando essas probabilidades para ¢ = 1,2, podemos obter de volta a probabilidade que queriamos
originalmente usando a lei da probabilidade total:

2
P (f(n) é primo) = ZP (f(n) é primo | n =4 (mod2)) -P (n =1 (mod2)). (2.8)
i=1

(Aqui estamos cometendo um abuso de notagdo para encurtar a escrita, mas basta lembrar que o
que estamos escolhendo aleatoriamente é um natural n < N, e N é um nimero grande e fixado.)
Podemos calcular explicitamente a probabilidade P({n < N : n =i (mod2)}); por exemplo, para
1 = 2 temos

(N—-1)/2N se N é impar

P(nEQ(mOdQ)):{l/Q se N é par

Em particular, vale P(n = 2 (mod2)) = (1 + o(1))/2. O mesmo vale quando ¢ = 1, e assim
substituindo em (2.8) temos

2

P (f(n) é primo) = ZP (f(n) é primo | n =i (mod?2)) -
i=1

1+4o0(1)
—_— . 2.9
: (29)
Calculemos entao a probabilidade P(f(n) é primo | n = i (mod2)). Lembrando que quando
n = i (mod2), temos f(n) = f(i) (mod2), logo basta ver o que acontece quando f(i) é par, e
quando f(i) é impar.
a) f(i) =0 (mod 2): nesse caso, para todo n < N, n =i (mod 2), temos que f(n) é par. Assim
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f(n) s6 pode ser um ndmero primo se f(n) = 2. Mas como f(X) é estritamente crescente em N, a
igualdade f(n) = 2 pode ocorrer no maximo uma vez em N. Se a igualdade f(n) = 2 ndo ocorre,
entao simplesmente

P (f(n) é primo | n =4 (mod2)) = 0.

Se a igualdade f(n) = 2 ocorre uma vez para n € N, digamos f(ng) = 2, entao

P (f(n) é primo [n =i (mod2)) <P ({n <N : f(n)=2}) =P ({n <N : n:no})g%.

De qualquer forma, ocorrendo a igualdade f(n) = 2 para n € N ou nao, é sempre verdade que vale
P(f(n) é primo | n =4 (mod2)) = O(1/N). Assim, colocamos

_ 04o0(1)

— W- (2-10)

P (f(n) é primo | n =1 (m0d2))
Poderiamos ter sido mais precisos no célculo dessa probabilidade, mas preferimos a equagao (2.10)
para ficar com uma férmula mais parecida com a do caso seguinte.
b) f(i) = 1 (mod2): Seja N1 o maior inteiro n < N tal que n = i (mod 2). Queremos entao
calcular a probabilidade de escolhermos um nimero primo dentre os valores

f@), f@E+2), fG+4), fi+6), ..., f(N), (2.11)

que sao todos nimeros impares entre 1 e (V). Vamos agora fazer a mesma hipdtese “ingénua” que
fizemos anteriormente, ignorando o fato de que os valores (2.11) vém do polinémio f(X), mas com
um refinamento: agora levaremos em conta que todos esses valores sao nimeros impares. Vamos
assim supor que um valor m = f(n) de (2.11) nao passa de um inteiro impar qualquer entre 1 e
M = f(N). Logo a probabilidade de um valor de (2.11) ser primo é a mesma de um inteiro impar
qualquer entre 1 e M ser primo. Simbolicamente, isto é

P (f(n) é primo | n =i (mod2)) =P ({m < M, m fmpar : m é primo}). (2.12)

Vamos entao calcular a probabilidade da direita de (2.12).
Seja My = 2] — 1 o maior nimero impar menor ou igual a M. Entao a probabilidade P({m <
M, m fmpar : m é primo}) é a chance de escolhermos um nimero primo dentre os inteiros

1, 3, 5 7, ..., M. (2.13)
Escrevendo esses niimeros de outra forma, temos
2-1-1, 2-2—-1, 2-3—-1, 2-4—1, ..., 20—1. (2.14)

Isto é; os inteiros de (2.13) sao simplesmente os | primeiros valores do polinémio 2X —1. Entao temos
que a probabilidade de escolhermos um nimero primo dentre os elementos de (2.14) é mox_1(1)/I.
Dessa forma,
—1(1 2 1 1
P({mSM,mimpar:méprimo}):WQX 1():  1+oll)
l v(2)  logl
Em (2.15) usamos mox_1(x) ~ (2/¢(2))z/log x, que segue do Teorema 1.5 aplicando uma transla-
¢ao no polinémio 2X + 1. Se M é par temos [ = M /2, logo segue de (2.15) que

(2.15)

, o 9 1+ o0(1) 1+o(1)
P({m<M : = ‘ =2 logM
Hm_’mmw'mWMM)wml%M4%2 log M

Se M é fmpar, temos [ = (M + 1)/2 e analogamente chegamos & mesma férmula. Isto é; vale em



2.3 A CONJECTURA DE BATEMAN-HORN 15

geral que

2 1
P ({m < M, m impar : m é primo}) = 1;;0]\(4).
Substituindo em (2.12) temos finalmente

P (f(n) é primo | n =i (mod?2) ) = 21;0]\(41) _ li;fO((]\lf)) _ 2]1—11—02?.

Em resumo, obtivemos

a; + o(1)

W’ (2.16)

P(f(n) é primo | n =1 (mod2)) =

onde a; =0 se f(i) =0 (mod2), e a; =2 se f(i) =1 (mod 2). Substituindo esses valores em (2.9)
obtemos

ai+o(l) 1+o0(1) _ 22: a; +o(1)
hlog N 2 2hlog N’

i= i=1

P (f(n) é primo) =

Vamos organizar essa soma (de apenas dois fatores) de outra forma, separando a soma de acordo
com os valores de a;:

o 0+ o(1) 24 0(1)
P(f(n) éprimo) = 3 Shlog N > 2hlog N
i€{1,2}, ;=0 i€{1,2}, a;=2
1 1 1
o 0ol | 24e(l) 2 o() o.17)

2hlog N "V 2hlog N "' 2hlog N

em que ng é o nimero de elementos i € {1,2} tais que a; = 0, ou seja; f(i) = 0 (mod2), e n; é
o numero de elementos ¢ € {1,2} tais que a; = 2, ou seja; f(i) = 1 (mod2). Agora, ng +ni; = 2,
e lembrando a defini¢do da funcao Ny, de fato temos ng = N¢(2). Assim ny = 2 — N¢(2) > 0, e
portanto segue de (2.17) que

P (f(n) é primo) = 5

2 hlogN 2 hlog N

2-Nj(2) 2+o0(1) _ <1 - Nf(2)> ' (1 ;)f 1+o(1)

Chegamos assim a conclusao de que (lembrando de (2.4)) vale

7Tf](VN) _ (1_ Nf2(2)> . <1 _ ;>_1 . w, (2.18)

Assim conseguimos consertar o problema da paridade dos valores de (2.3); agora se substituir-
mos f(X) = 2X + 1, a equagao (2.18) nos da o resultado esperado pelo Teorema de Dirichlet
assintético. Mas ainda temos outros problemas com essa equacao. No argumento anterior, levamos
em conta apenas a paridade dos valores de f(X), isto é; analisamos como estao distribuidos os
valores de f(X) nas classes de congruéncia médulo 2. O problema é que nao levamos em consi-
deragao as classes de congruéncia moédulo 3, que sao tao importantes quanto as classes médulo 2
(da mesma forma como antes, ndo existem nimeros primos congruentes a 0 médulo 3, exceto pelo
préprio nimero 3). Por exemplo, se substituirmos f(X) = 3X + 1, a equagao (2.18) nao dé o
comportamento correto quando N — +o00, em vista do Teorema 1.5. Precisamos entao comegar
novamente o argumento levando em conta as classes de congruéncia médulo 2 e médulo 3. Con-
sideraremos ambas as classes simultaneamente, simplesmente analisando as congruéncias médulo
6=2-3.

A partir daqui deve estar claro que também precisariamos analisar todas as classes de con-
gruéncia moédulo p, para todo niimero primo p. Faremos apenas a anélise levando em conta p = 2
e p = 3 para ilustrar as técnicas usadas, e deixaremos indicado depois o que acontece quando se
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considera simultaneamente uma quantidade finita de nimeros primos.

Novamente temos um polindémio apropriado f(X) e um inteiro N > 0 suficientemente grande.
Assim como no caso anterior, temos que n = m (mod6) implica f(n) = f(m) (mod6). Logo,
para determinar em que classe de congruéncia médulo 6 um valor f(n), basta determinar o inteiro
i€{1,2,...,6} tal que n =i (mod6), e entao f(n) estard na mesma classe de f(i). Assim (também
como no caso anterior) vamos calcular a probabilidade P(f(n) é primo) usando probabilidades
condicionais:

6

P (f(n) é primo) :ZP(f(n) é primo | n =4 (mod6) ) - P (n =i (mod6) ).
i=1

De modo andlogo ao que fizemos anteriormente, vemos que P(n =i (mod6)) = (1 + 0(1))/6 para

todo i € {1,...,6}, logo

6
P (f(n) é primo) = ZP (f(n) é primo | n =4 (mod6)) -

=1

1 1
L(). (2.19)
6
Resta entao calcular as probabilidades P(f(n) é primo | n = i (mod6)). Assim como no caso
anterior, basta considerar cada possibilidade para f(i) nas classes de congruéncia médulo 6:

a) f(i) = b (mod6), onde b € {0,2,3,4}: Em todos esses casos b = 0,2,3,4, temos que os
valores

fG@), f(i+6), f(i+2-6), [f(i+3-6),

estao todos na progressao aritmética {6n+b : n >0} = {m € N : m = b (mod6)}. Mas como
mdc(6,b) > 1, a progressao {6n+b : n > 0} s6 passa por uma quantidade finita de niimeros primos.
Portanto, assim como no item a) do caso anterior temos que P(f(n) é primo | n = i (mod6)) =
O(1/N). Em particular,

~ 0+4o0(1)

P (f(n) é primo | n =i (mod6) ) = g N

(2.20)

b) f(i) = b (mod6), onde b € {1,5}: Seja N; o maior valor congruente a b médulo 6, menor ou
igual a V. Assim queremos calcular a probabilidade de obtermos um ntmero primo, escolhendo
um numero aleatoriamente dentre os valores

f@), f@+6), f(i+2-6), f(E+3-6), ..., f(Vb), (2.21)

que sao todos inteiros entre 1 e f(NN), congruentes a b médulo 6. Aqui fazemos novamente uma
hipétese “ingénua” aprimorada; vamos ignorar que os valores (2.21) vém de um polinémio, mas
vamos nos lembrar que sdo todos congruentes a b médulo 6. Assim vamos supor que um valor
m = f(n) de (2.21) é um inteiro qualquer entre 1 e M = f(N), congruente a b médulo 6. Logo a
probabilidade de um inteiro de (2.21) ser primo é a mesma de um inteiro qualquer entre 1 e M,
congruente a b médulo 6, ser primo. Isto é;

P (f(n) é primo | n =i (mod6) ) =P ({m < M, m =b (mod6) : m ¢ primo}). (2.22)

Calculando a probabilidade a direita de (2.22) como fizemos no item b) do caso anterior (mas agora
aparece a progressao aritmética {6n +b : n > 0}, que passa por infinitos nimeros primos pois
mdc(6,b) = 1), temos que

6 14o0(1) 6 1+o0(1)

P (f(n) é primo | n =i (mod6) ) = 0(6)  log M - ©(6) hlogN "’
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Em resumo, temos

6 a;+o(l)

P (f(n) é primo | n =i (mod6) ) = 26 ThogN

onde a; =0 se mdc(6, f(i)) > 1, e a; = 1 se mdc(6, f(i)) = 1. Substituindo em (2.19) temos

, . 6 a;i+o(l) 1+o0(1) 6 a;+o(l)
p _ _ : _ : 2.23
(£(n) & primo) ; ©(6) hlogN 6 ; ©(6) 6hlog N (2:23)
Vamos organizar a soma em (2.23) de outra forma:
L 6 0+o(1) 6 1+o0(1)
P (f(n) é primo) = Z — 4 Z —_—
i€{1,....6},a;=0 #(6) Ghlog N i€{1,....6}, a;=1 #(6) Ghlog N
6 0 1 6 1 1 6/0(6 1
e 60kl 6 dtol) (/0D o)
©(6) 6hlog N ©(6) 6hlog N 6hlog N
em que ng é o numero de elementos i € {1,2,...,6} tais que a; = 0, isto é; mdc(6, f(i)) > 1,eng é
o ndmero de elementos i € {1,2,...,6} tais que a; = 1, isto é; mdc(6, f(i)) = 1. Agora, uma outra

forma de escrever njy é

ny =#{i <6 : f(i) #0 (mod2) e f(i) #0 (mod3) }.

Aplicando o Teorema Chinés dos Restos, vemos que

ni=#{i<2: f(i) #0 (mod2) } - #{i <3 : f(i) #0 (mod3) } = (2 N¢(2)) - (3—Ns(3)).

Substituindo em (2.24) temos que

1 1
P (f(n) é primo) =Cg - h_{_m:;(N)’ (2.25)
em que
. (2=Ny(2) - (3-N;3)) 6

Ce = : . 2.26
g o(6) (2:20)
Podemos deixar a expressao de Cg um pouco mais familiar; como a fungao ¢ é multiplicativa,

temos p(6) = p(2) - p(3) =(2—1)- (3 —1). Assim,

6 2-3 B 1
p6) (2-1)-3-1) (1-1/2)-(1-1/3)

Substituindo em (2.26) temos
N 1!
cs=[] (1—f(p)>-<1—> . (2.27)
p=2.3 p p
Concluimos finalmente de (2.25) que

I

p=2,3

14 0(1)
hlog N

Assim consertamos o problema das classes médulo 2 e 3, mas também é necessario analisar as
classes de congruéncia modulo 5, 7, 11, ..., de todos os outros primos. Com argumentos andlogos,
vemos que se levarmos em conta as classes de congruéncia de todos os primos até o primo P,
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teremos que
1+ 0(1)
hlog N

-1 ()

p=2

Isso sugere que, se levarmos em conta todos os ntimeros primos simultaneamente, deve valer

el ()

p

1+0(1)

. 1+o0(1) — o) e

hlogN

(2.28)

com o produto infinito percorrendo todos os niimeros primos. Ou seja, esse argumento sugere que
devemos conjecturar
mi(x)  C(f)

x hlogx’

que ¢é exatamente a Conjectura 6 para uma familia de um tinico polinémio.

Vejamos agora como deduzir a Conjectura 6 para uma familia de k polinémios. Seja entao
f1(X), ..., fr(X) uma familia apropriada de polinémios, de graus respectivamente hy, ..., hi. Seja
também f(X) = f1(X) - fr(X). Assim como no caso de um tnico polinémio, vamos fixar N > 0
suficientemente grande e tentar calcular a probabilidade P({n < N : fi(n),..., fx(n) s@o primos}).
Vamos utilizar novamente a notagao mais compacta

P (fi(n),..., fr(n) sdo primos) =P ({n < N : fi(n),..., fe(n) sdo primos}).

Se os eventos “f1(n) é primo”, ..., “frx(n) é primo” fossem independentes, entao teriamos

P (fi(n),..., fr(n) sdo primos) = P (fi(n) é primo) - - - P (fx(n) é primo)
Ol Cl) 1+ 0()
hi---hy logt N’

usando a probabilidade (2.28) que calculamos no caso anterior para cada polinomio f;(X). Logo

T () S C(f) - C(fi) 1+0(1)
=P n),..., fr(n) sao primos) = . .
Mas é errado supor livremente que os eventos “fi(n) é primo”, ..., “fr(n) é primo” sao inde-

pendentes, pois isso implicaria, por exemplo, que a familia X, X + 1 passa por infinitos niimeros
primos. Mas ja vimos que essa familia X, X + 1 ndo pode passar por infinitos niimeros primos, pois
para todo n € N temos que n é par, ou n + 1 é par. Pois bem, entao precisamos levar em conta
esse fendmeno da paridade ao calcular a probabilidade de fi(n),..., fx(n) serem todos primos. Isso
nos levaria novamente a estudar quando os valores fj(n) sdo nimeros pares, para j € {1,...,k} e
n € N, e com essa andlise precisariamos garantir que existem n € N tais que nenhum dos valores
fi(n),..., fr(n) seja par. (E esse o problema do caso X, X + 1; ndo existe n € Ntal quenen+1
nao sejam pares.)

Ja fizemos uma anélise parecida no caso de um tnico polinémio quando levamos em conta a pa-

ridade dos valores f(1),..., f(N). Vamos seguir a mesma ideia desse caso, e separar a probabilidade
P(fi(n),..., fr(n) sao primos) usando probabilidades condicionais médulo 2:
& 1+ 0(1)
P (fl(n), ooy fr(n) sdo primos) = ZP (fl(n), ..oy fr(n) sdo primos | n =1 (m0d2)) T
i=1

(J& usamos aqui que P(n = i (mod2)) = (1 + o(1))/2 para todo i € {1,2}.) Vamos assim
supor que, quando olhamos localmente nas classes médulo 2 e separamos essa probabilidade
P(fi(n),..., fr(n) s@o primos) em probabilidades condicionais, “consertamos” o problema da pa-
ridade, de modo que agora os eventos “fi(n) é primo”, ..., “fix(n) é primo” sdo condicionalmente



2.3 A CONJECTURA DE BATEMAN-HORN 19

independentes, dado que n = i (mod 2). Com essa hipétese, segue que

k
P (fi(n),..., fx(n) sdo primos | n =i (mod 2) ) H n) é primo | n =i (mod2) ).
7=1
Portanto
2 4 + of k
P (fi(n),..., fr(n) sdo primos) = Z H ) é primo | n =i (mod2)). (2.29)
=1 j=1

Fixemos i € {1,2}. Veremos em breve que vale

P (fy(m) € primo [ n = i (mod2)) = G2 e £(0) =0 (mod2).
C 0
P (fj(n) é primo | n =4 (mod2)) = 0-n, (2)/(2‘?()1 — i) iﬁog(;[\)f se fj(i) 0 (mod2),

para todo j € {1,...,k}. E no cdlculo dessas probabilidades que usaremos o caso que fizemos ante-
riormente para uma familia apropriada de um tnico polinémio. Vamos assumir, por um momento,
a validade dessas igualdades. Para reduzir a expressao, dado um nimero primo p denotaremos por

Ny 1\ !
iji(l—fj(p))-(l—) L i=1,2,... k.
p p

Tomando o produto dessas férmulas, vemos que

0+o(1)

k

j=1

(pois f(i) = fi(i)--- fu(i)), e

se f(i) =0 (mod 2)

C(f)---Clfi) 2" +0(1)
Cl,Q"‘Ck,2 hl---hklogN’

k
H ) é primo | n =i (mod2)) = se f(i) =0 (mod 2) .

Agora, na soma de (2.29), temos que ocorre a equivaléncia f(i) = 0 (mod 2) uma quantidade
N¢(2) vezes em i, enquanto f(i) # 0 (mod2) ocorre 2 — Ny¢(2) vezes. Assim, substituindo as
férmulas dos produtos acima em (2.29), obtemos

P (fi(n),..., fe(n) sdo primos)

l+o(l)  0+4o0(1) 1+o(1) C(fi)---C(fe) 2F + o(1)

= N;(2)— h1'--hklogN+(2_Nf(2)) 5 CroCra T hplog
_ O [ N@Y (1Y _1e)
CLQ--'CkQ 2 2 h1-~hklogN'

Portanto,

me(N) _ C(f1) - - C(fx) Ny(2) 1" 1+0(1)
fN B 011,2---Ck,2k '[(1_ f2 )(1_2> ]'hl---hklogN‘

Mas esse argumento ignora as congruéncias médulo 3. Por exemplo, ele implicaria que a familia
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X, X 4+ 2,X + 4 passa por infinitos ntimeros primos, o que é impossivel pois para todo n € N,
um dos valores n,n + 2,n + 4 é divisivel por 3. Precisamos, da mesma forma como fizemos com
a paridade, considerar as congruéncias médulo 3, 5, 7, ... para todos os outros nimeros primos.
Considerando todas as congruéncias até o primo P e procedendo de modo analogo ao que fizemos

anteriormente, resulta
LN (L e
p p hy---higlog N’

P
g (N) 1
—c(f) U [ oo
N };[2 Cip- Crp
Isso sugere que, se considerarmos todos os niimeros primos simultaneamente, teremos
LM@Y (oL e
p p hy - hylog N’
(2.30)

em que o produto é tomado sobre todos os nimeros primos. Agora, lembramos que C(f;) = Hp Cip
de modo que podemos cancelar os C(f;) e os Cj, em (2.30), e obtemos

me(N :
f](V ) _C(fl)---C(fk)'H{M,.

p

me(N) _ C(f) +0(1)
N  hy---hiplogN’

Finalmente, esse argumento probabilistico sugere que devemos conjecturar

me(x) C(f) 1
x hi---hy loga’

que é exatamente a Conjectura de Bateman-Horn.

Resta somente calcular as probabilidades P(f;(n) é primo | n = i (mod2)) com ¢ € {1,2} e
je{l,... k} fixados, como prometido anteriormente.

a) Se fj(i) = 0 (mod 2): nesse caso f;(n) é par para todo n = ¢ (mod 2), logo f;(n) nao serd um
ndmero primo, exceto se fj(n) = 2. Assim, P(f;(n) é primo | n = ¢ (mod2)) = O(1/N), e segue
entao que
_ 0+o(1)

P (fj(n) é primo | n =14 (mod2)) = hlogN'
j

b) Se f;(i) # 0 (mod2): vamos supor ¢ = 1 por simplicidade. O caso i = 2 é inteiramente
analogo. Assim, f;(1) # 0 (mod2). Seja N; = 2/ — 1 o maior inteiro congruente a 1 mdédulo 2,
menor do que N. Queremos entdao calcular a probabilidade de se obter um primo, escolhendo
aleatoriamente um inteiro de

L), £3), £i5), fi(T), o fj(N1).

Escrevendo de outra forma, esses valores sao

f(2-1-1), fi(2-2-1), f;(2-3-1), f;(2-4—1), ..., fi(2—1). (2.31)

Mas os valores de (2.31) s@o simplesmente os [ primeiros valores do polinémio g;(X) = f;(2X —1).
O polinémio g;(X) também é irredutivel sobre Q pois f;(X) é irredutivel. Fazendo uma translacao
como em (2.2) para tornar g;(X) um polinémio apropriado (se necessario) temos, do argumento
probabilistico para um tnico polinémio que fizemos anteriormente, que vale

my () Clgy) +o(1)

l hjlogl

Assim, como P(f;(n) é primo | n = 1 (mod2)) é a probabilidade de se escolher um valor primo
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em (2.31), e essa probabilidade é por outro lado 7, (I)/I, temos que

Clgj) +o(1) _ Clgj) +o(1)

J J

(2.32)

pois I = N/2 oul = (N + 1)/2. Resta s6 calcular C(g;).
Precisamos entdo calcular os valores Ny, (p) para todo nimero primo p. Se p = 2, temos que
Ny,;(2) =0, pois se n € N vale

gi(n) = f;(2n —1) = f;(=1) = f;(1) # 0 (mod 2).

Seja p > 2 um ntmero primo. Denotaremos por @ = n + pZ a classe de congruéncia de n € N
moédulo p. Como p > 2, temos que 2 é invertivel no anel quociente Z/pZ, logo a seguinte aplica¢ao

¢ L/pl — L|pZ
n—2-m—1

¢ uma bijegao. Agora, a funcao ¢ leva raizes médulo p de ¢;(X) = f;(2X —1) em rafzes médulo p de
f;(X), e reciprocamente ¢! leva rafzes de f;(X) em raizes de g;(X). Como também ¢ ¢ bijetora,
segue que o numero de raizes de g;(X) moédulo p ¢ igual ao nimero de raizes de f;(X) médulo p.
Isto é; vale Ny, (p) = Ny, (p).

Em resumo,

N, (p) 0, sep=2
9 Ny (p), sep>2.

Mas entao isso implica que

Clo3) = 1373 O = =

TR ) Al GRS G ISR VY e

Substituindo em (2.32) temos

C(fi) (240(1)

P {Us{n) éprimo [ = (mod2)) = = Gy o) T 1/ ylog N

como queriamos demonstrar.

2.4 Exemplos notaveis

Provemos que a Conjectura de Bateman-Horn condiz com o tnico caso ja provado, que é o do
Teorema 1.5.

Proposigao 2.2. Sejam a,b € N relativamente primos. Entao temos que

C(aX +b) = .
X =@
Portanto a Conjectura 6 inclui o Teorema 1.5.
Demonstragdao. Seja f(X) = aX + b. Temos que
0, sep|a
Nuxsolp) = { |
1, septa.

De fato, i) se p | a, entao p 1 b pois mdc(a,b) =1, e dado n € N, n < p, temos

an+b=0n+b=>b#0 (modp),
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de modo que Ny(p) = 0. ii) Se p { a, entdo a é invertivel em Z/pZ; existe ¢ € N tal que a.c =
1 (mod p). Entao dado n € N, temos an + b = 0 (modp) se, e somente se n = —cb (mod p), e
portanto f(n) =0 (modp) possui uma tnica solugao para n € N, n < p. Isto é; N¢(p) = 1.

Dessa forma, separando os primos que dividem a dos que nao dividem a no produto que define
C(f), temos

pla pta
-1
B Q‘l> L= o
a
vl p P
usando (1.1). A igualdade C(aX +b) = a/¢(a) de fato condiz com o Teorema 1.5. O

A Conjectura 6 também engloba varias outras conjecturas anteriores, como as Conjecturas 3
e 4 formuladas por Hardy e Littlewood. Provaremos esse fato nesta Secao.

Provemos primeiramente que a Conjectura 6 inclui a Conjectura 3. Para isso, precisamos saber
o valor de Ny2,1(p) para todo primo p. De fato, temos Nx2,1(2) =1e

Nx241(p) =1+ (—1)(1”*1)/2, para todo primo p > 2, (2.33)

o que segue diretamente de [Apo76, Teorema 9.4]. Com isso temos a seguinte Proposigao:
Proposigao 2.3. Vale
—1)(e=1)/2
C(X%+1) = 1-— <7 .
x*+1)=1] ( p—
p>2
Portanto a Conjectura 6 inclui a Conjectura 3.

Demonstragdao. Segue de (2.33) que

C(X?+1) = (1 — ;) - (1 - ;) 11 [(1 - ;) - (1 _1 (_;)(p_l)/z)] : (2.34)

p>2

Agora para todo primo p > 3 temos

-1 _1)-1)/2 11— (=1)p-1/2 _1)p—1)/2
Q‘1> G_1+<n )_p](l) _,_ (D

p p

Substituindo em (2.34) provamos o resultado. O

Provemos agora o mesmo resultado para a Conjectura 4. E preciso observar que a familia
(X, X +2) nao é apropriada pois ela nao satisfaz a condicao iv) de familia apropriada. Entretanto,
essa condicao foi colocada meramente para facilitar o estudo abstrato que faremos nos préximos
capitulos; essa hip6tese nao é necessaria de fato na Conjectura 6; portanto ndo nos preocuparemos
com essa condicao no momento.

Temos Ny (x42)(2) =1, e, se p > 2 é primo, entdo a equagao n(n +2) =0 (mod p) tem sempre
duas solugoes distintas médulo p. Portanto

Nx(x4+2)(p) =2, para todo primo p > 2. (2.35)

Concluimos assim que:

Proposicao 2.4. Vale

C(X,X+2):2H<1—(p_11>2>.

p>2
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Portanto a Conjectura 6 inclui a Conjectura 4.
Demonstragao. Segue de (2.35) que
1\ 2 1 1\ 2 2
X, X+2)=1(11-—= 1—=]- 1—-- 1--]]. 2.
coxn=(i5) () I|(-5) (-5)] e

Agora se p > 2 é primo temos

1-2/p  p*—2p (p—12-1 1

1-1/p2 (-12  (p—12 = (p—1)%

Substituindo em (2.36) obtemos o resultado. O
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Capitulo 3

A convergéncia do produto C(f)

Antes de provarmos a convergéncia do produto C(f), precisaremos entender melhor a funcao
N, para um dado polinémio g(X) € Z[X] qualquer.

3.1 Propriedades da funcao N,

Lema 3.1. Seja f1(X),..., fr(X) uma familia de polindmios apropriada. Entao exceto para uma
quantidade finita de primos p, vale a sequinte igualdade:

Ny(p) = Npy(p) + Ny (p) + -+ + Ny (p)- (3.1)

Demonstragdo. Sejam i,j € {1,...,k} distintos. Como mdc(f;, fj) = 1 (Lema 2.1), existem
ui;(X),vi5(X) € Z[X] e ¢ij € Z, ¢;5 # 0 tais que

wi (X)) fi(X) + 0 (X) f;(X) = cij. (3.2)

Seja p um numero primo. Provaremos que vale (3.1) se p t H1§i<j§k cij- De fato, nesse caso segue
de (3.2) que
p1mdc(fi(n), fj(n)) paratodon € N.

Dessa forma, dados i,j € {1,...,k} distintos, os conjuntos {n € N, n <p : fi(n) =0 (modp)} e
{neN,n<p: fj(n) =0 (modp)} sao disjuntos.

Como p é primo, temos que p | f(n) se, e somente se, p | f;(n) para algum i € {1,...,k}. Dessa
forma,
k
{neN,n<p: f(n)EO(modp)}:U{nEN,ngp : fi(n) =0 (modp) }
i=1

onde temos uma uniao de conjuntos dois a dois disjuntos. Calculando o nimero de elementos desses
conjuntos, temos

N¢(p) = Ny, (p) + Np,(p) + -+ + Ny, (p). O

Fixemos agora ¢g(X) um polinémio nao-constante de coeficientes inteiros para o resto desta
Secao.

Lema 3.2. Sejam a,b € N relativamente primos. Entao vale
Ng(ab) = Ng(a)Ng(b).
Isto €; a funcao d — Ny(d) € multiplicativa.

Demonstracao. Eliminando os casos triviais, a demonstracao do Lema sera uma simples aplicacao
do Teorema Chinés dos Restos.

25
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Se a =1 ou b =1, o resultado é trivial. Suponha entdo a # 1 e b # 1.
Para cada c € N, ¢ > 2, defina

B.={neN,n<c: g(n)=0 (modc) }.

Dessa forma, Ny(c) = #B..

Se B, = @, entdo a { g(n) para todo n € N, mas entdo também vale ab { g(n) para todo n € N,
e assim Bg, = @. Portanto Ny(ab) = 0 = Ny(a)Ny(b). O caso B, = @ é andlogo.

Suponhamos entao que B, By sao nao-vazios. Dados k € B, e m € By, o Teorema Chinés dos
Restos implica que existe um nico ng, € N, ng, < ab tal que

Ngm = k (moda) e ngym =m (modbd).
Além disso ng,, € By pois
9(nkm) = (k) = 0 (mod a),
dado que k € B,. Assim a | g(ngm,) e analogamente b | g(ngy,). Como a, b sdo relativamente primos,
segue que ab | g(ngm), € Ngm € Bgp. Temos assim uma aplicagao

(f) : Ba X Bb — Bab
(k,m) — N

Provemos que ¢ é injetora. De fato, se ¢(k,m) = ¢(k’',m’) = n, temos
n=k (moda) e n=k (moda),

logo k = k' (moda). Como k, k" < a, segue que k = k’. Analogamente prova-se que m = m/, e
assim ¢ € injetora.
Provemos que ¢ é sobrejetora. Seja n € Bgy,. Entao sejam k,m € N, k < a, m < b tais que

n=k (moda) e mn=m (modd).

Entao k € B, pois g(k) = g(n) = 0 (mod a), dado que ab | g(n). Analogamente, m € By, e assim
¢(k,m) = n. Portanto ¢ é sobrejetora.
Vimos assim que ¢ : B, X By, — By é bijetora, de modo que

Ng(ab) =#Bg = #(Ba X Bb) = #Ba : #Bb = Ng(a)Ng(b)- O

Seja o € C uma raiz de g(X), e sejam K = Q(«) e Ok o anel de inteiros algébricos do corpo
K. Se I é um ideal de Ok, denotaremos por N(I) = #(Ok/I) a norma de I. Dado um primo p,
seja
Ak = #{P ideal primo de Ok : N(P) = p}.
Quando nao houver divida sobre o corpo K, escreveremos simplesmente A, em lugar de A, k.
Com esses conceitos, vamos obter uma expressao alternativa para Ny(p) que é fundamental no
desenvolvimento da teoria:

Proposicao 3.3. Com excegcao de uma quantidade finita de numeros primos p € N, vale
Ap,K = Ng(p)‘

Demonstragdo. Provemos o resultado primeiramente para o caso em que g(X) é monico. Nesse
caso, seja p um ndmero primo que nao divide a norma do condutor de Z[a] em O (para a
defini¢ao de condutor, veja o Apéndice A). Entao estamos nas condiges de aplicar o Teorema A.2
do Apéndice A. Se ¢ é a mesma aplicagao do enunciado desse Teorema, escrevemos

ay a2

©(9) = 979" gu (3.3)
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com ay,...,am € N e gi(X),...,9m(X) € (Z/pZ)[X] polindémios moénicos, irredutiveis, nao-
constantes, e distintos. Sejam ni,...,n,, os graus dos polinémios ¢;(X),...,gm(X), respectiva-
mente. Temos que

pOx = PALPS2 ... pam (3.4)
em que Py, ..., P, sao ideais primos de Ok distintos, com N(FP;) = p™ para cada i € {1,...,m}.

Seja P um ideal primo de Ok tal que N(P) = p. Entao p € P e assim P | pOg. Segue entao de
(3.4) que existe i € {1,...,m} tal que P = P;. Dessa forma, temos que

Apy=#{ic{l,...om} : N(B) =p} =#{i € {1,....,m} : n; =1} = Ny(p)

pois Ny(p) é o nimero de solucoes de ¢(g) em Z/pZ. Isto é; N4(p) é igual ao nimero de fatores
lineares (isto é, de grau 1) distintos que aparecem na decomposicao de ¢(g) em (3.3).
Para o caso em que g(X) = aX" + a1 X" +--- + a, ndo é monico, defina

X
hX) = a" g () = X"+ X" '+ aaX" 2+ +aua” .
a

Temos que h(X) é um polindémio com coeficientes inteiros, irredutivel sobre QQ, e monico. Seja entao
B = aa. Temos que K = Q(a) = Q(B) e, pelo caso que ja fizemos, vale A, x = Nj(p) para todo
primo p suficientemente grande.

Agora, se p é primo tal que p 1 a, entdo @ = a + pZ ¢ invertivel no corpo Z/pZ e assim

p(9)(X) = a' "p(h)(aX).

Com isso vemos que ¢(g) tem tantas raizes em Z/pZ quanto (h), isto é; Ny(p) = Np(p). Portanto
se p é também suficientemente grande, temos Ny (p) = Ni(p) = Ap. O

3.2 Demonstracao da convergéncia de C(f)

A demonstracao da convergéncia de C(f) se baseard na seguinte propriedade geral sobre con-
vergéncia de produtos infinitos, que lembramos aqui:

Lema 3.4. Seja (ap)nen uma sequéncia de nimeros reais tal que as séries
+0o0 “+oo
E an, e E ai
n=1 n=1

+OO<1

sao ambas convergentes. Entao o produto | [, ~;(1 — an) € convergente.

Demonstragao. Lembramos que —log(1—x) —x ~ %xz quando z — 0. Como ) a, é convergente,
temos que a, — 0. Entao,

—_

—log(1 —ayn) — ap ~ §ai (3.5)

quando n — +o00. Como Y, a, e Y., a? sdo convergentes, segue de (3.5) que Y, -, log(l —ay,) é
convergente para algum m € N grande o suficiente para que 1 — a,, > 0 para todo n > m, o que
implica a convergéncia do produto [],,(1 — ay). O

Fixemos f1(X),..., fx(X) uma familia apropriada de polinémios. Como sempre, definimos
f(X) = AX)fo(X) - fu(X) e £ = (fi,..., fx). Para cada j € {1,...,k}, sejam «; uma raiz
de f;(X) e K; = Q(a;). Dessa forma, para todo primo p suficientemente grande, temos

Ny (p) = Ap

pela Proposicao 3.3.
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Para cada primo p seja a, tal que

() (22).

de modo que C(f) = [],(1 — ap). Lembramos que para |z| <1 vale

1

Para todo primo p temos entao

e (ed o0 (3)(-2) 0 )

Assim Ny(p)— )
p p
Dessa forma, a, = O(1/p) e af, = O(1/p?), de modo que Zp a% é convergente. Se provarmos

que >, a, é convergente, seguird do Lema 3.4 que C(f) é convergente.
Para provar que Zp a, é convergente, basta mostrar que a série

N¢(p) — k
> - (3.6)

p

é convergente. Agora, para p suficientemente grande, temos (do Lema 3.1 e da Proposigao 3.3) que

Ni(p) =k = (Np(p) = 1) + (Npp(p) = 1) + -+ (Np (p) = 1)
= (Ap,Kl - 1) + (Ap,Kz - 1) +ot (Ap,Kk —1).

Dessa forma, existe m € N tal que

ZJ\U(ZZ—k:ZAp,i;—l+H_+ZAm<;—1- (3.7)

p>m p>m p>m

Assim a série (3.6) serd convergente e a demonstracao da convergéncia de C(f) estard terminada
se provarmos o seguinte Lema:

Lema 3.5. Para todo corpo de numeros K, a série

ZAP’K_l

p p
€ convergente.

Para demonstrar esse Lema precisaremos do conceito da funcao ¢ de Dedekind, que estara
relacionada com os nimeros A, k. (A demonstracao do Lema 3.5 é de fato a parte mais complicada
da demonstragao da convergéncia de C(f).)

E interessante notar que nao é possivel “escapar” da demonstragao do Lema 3.5, pois, no caso
k =1, demonstrar a convergéncia da série (3.6) é exatamente demonstrar o Lema 3.5, em vista da
Proposigao 3.3. Isto é; com a igualdade (3.7) nds reduzimos a demonstracao da convergéncia de
(3.6) a prova do caso k = 1.
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3.3 A funcgao ¢ de Dedekind

Sejam K um corpo de nimeros algébricos e Ok o seu anel de inteiros algébricos. A fungao ¢
de Dedekind associada ao corpo K é a série de Dirichlet dada por

. 1 1
Ck(s) = ; NGO H T-N(P) (3-8)

P

em que a soma y_; é tomada sobre os ideais inteiros I de Ok, e o produto [[, é tomado sobre
os ideais primos P de Of. A abcissa de convergéncia absoluta da série é 1, e a segunda igualdade
em (3.8) vale se Re(s) > 1. Além disso, a funcdo (x(s) possui um prolongamento meromorfo a
todo o C, com um tnico polo simples em s = 1. A demonstragao desse fato pode ser encontrada
em [Lan94, Cap. XIII].

Usaremos também o seguinte fato sobre a fungao (x(s):

Teorema 3.6. Eziste uma constante Cx > 0 tal que (i (s) nao se anula no aberto
{s=0c+iteC,oteR:0>1—-Ck/log(t|+2)}

que contém o semiplano fechado Re(s) > 1, e nesse mesmo aberto tem-se

1
0 < log(|t| + 2).
A demonstragao do Teorema 3.6 para o caso K = Q pode ser encontrada em [Ten95] (Teoremas
15 e 16). Hindry e Rivoal notam em [HRO5] que essa demonstragao pode ser facilmente adaptada
ao caso geral. Note que, se K = Q, temos (x(s) = ((s), a funcao ¢ de Riemann.
A propriedade da funcdo (x(s) que mais nos interessa se encontra no seguinte Lema, pois ele
relaciona essa fungao com as quantidades A, (e portanto, com N¢(p)):

Lema 3.7. Ezxiste uma fungdo Rk (s) holomorfa em Re(s) > 1/2, que nao se anula nesse aberto,
tal que, se Re(s) > 1, entdo

<K<s>:H( ! )AP-RK@). (3.9)

1—p—s

Demonstragao. Para cada ideal primo P de Ok, seja fp € N tal que N(P) = p/P para algum
numero primo p. Se Re(s) > 1,

1 1 1\
(k(s) = H NP | H ToN(P) =H< > - Ric(s)

_ —S
P; fp=1 P; fp>2 P 1-p

onde R (s) = []p, y,521/(1 — N(P)7%). Provemos que Rk (s) assim definida satisfaz as proprie-
dades necessérias.
Para cada primo p, defina

B, = #{P ideal primo de Ok : p | N(P)}.

Entao B, = #{P ideal primo de Ok : N(P) = pr}. Agora se P é um ideal primo de Ok tal que
N(P) = p/?, entdo P é um divisor de pOf. Seja n = [K : Q]. Como N(pOf) = | N(p)| = p", temos
que pOk nao pode ter mais do que n divisores primos. Portanto B, < n.

Defina . )
)= P;lj;lzg <1 - N(P)S) " Ri(s)
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Fixemos ¢ > 0. Se s =0 +it, 0,t € R, 0 > 1/2 + ¢, temos

1 1
Z (P) < Z Z Z Z W
P; fp>2 P; fp>2 p k>2 P;N(P)=pk
<Z Z Z ZU—Z QU—Z 1+25 < 0.

P P;p|N( P)

Dessa forma, o produto que define Ry (s) é normalmente convergente em Re(s) > 1/2 e a funcéo
R (s) é holomorfa nesse aberto. Além disso, nenhum dos fatores do produto que define Ry (s) se
anula se Re(s) > 1/2, assim a funcio Ry (s) nfio se anula nesse aberto. Portanto Rx (s) = 1/Rx(s)
¢ uma func@o holomorfa em Re(s) > 1/2 e que néo se anula nesse aberto. O

Podemos agora demonstrar o Lema 3.5.

Demonstragao do Lema 3.5. Como R (s) é uma funcao holomorfa e nao se anula em Re(s) > 1/2,
existe um logaritmo log R (s) de Rx(s) nesse aberto. Assim (3.9) implica, para Re(s) > 1,

log Cx (s) = Z(—Ap) log (1 — pl) + log Rk (s Z Z Z

p p m>2

(s), (3.10)

em que usamos a expansao em série de poténcias da fungao z — —log(1 — z). Analogamente, para

K = Q temos
log ((s) Z—+ZZ — (3.11)
P P m>2 mp
pois Rg(s) = 1. Subtraindo (3.11) de (3.10) obtemos
A,—1
Z pps = log ( j ) —log Rk (s). (3.12)

p

Segue do Teorema 3.6 que (x(s)/((s) é analitica em um aberto que contém o semiplano fechado
Re(s) > 1 (os polos simples das fungoes (i (s) e ((s) “se cancelam” quando tomamos o quociente
Cr(s)/¢(s)), e essa funcao nao se anula nesse aberto. Assim log((x(s)/((s)) possui uma extensao
analitica a um aberto que contém o semiplano fechado Re(s) > 1.

A fungdo (—log(1 — 2) — 2)/2% possui uma extensio analftica & bola aberta de centro 0 e raio
1 pois a singularidade em z = 1 é removivel. Assim, existe M > 0 tal que

1
se [z] < —=, entdo |—log(l—2z)—z|< M2

V2
Fixemos € > 0. Notando também que A, < B, < n temos, para s = o+it,como,t € R, 00 > 1/2+-¢;

EX e | T T e~ 00 S (e (12 ) - 7

p m>2 P m>2 p

M M
S(n+1)2ﬁ§(n+l)2m<m

p p

A,—1

mpms

Portanto a série >, > ~o(Ap — 1)/(mp™*) define uma fun¢ao analftica no semiplano aberto
Re(s) > 1/2.

Dessa forma, todos os termos do lado direito de (3.12) possuem uma extensao analitica a um
aberto contendo o semiplano fechado Re(s) > 1. Como também A, < n para todo primo p, pelo
uso de um teorema tauberiano (o Coroldrio C.4 do apéndice C) temos que a série (A4, —1)/p é
convergente. O



Capitulo 4

Uma demonstracao do Teorema dos
Numeros Primos

Neste Capitulo, veremos uma demonstragao do Teorema dos Nimeros Primos (o Teorema 1.4)
que serve de motivacgao para o A-calculo de Golomb.

4.1 Funcoes aritméticas

Paramos um momento para lembrar a definicao de algumas funcoes usuais da Teoria dos
Numeros, e algumas de suas propriedades bésicas. As demonstracoes de todas essas proprieda-
des podem ser encontradas em [Apo76].

e Dado n € N, denotamos por w(n) o nimero de fatores primos de n, isto é;
w(n) = #{p € N primo : p| n},
em que tomamos w(1) = 0.

e A fungao de von Mangoldt, A(n), é dada por:

lo se n = pF. com rimo
An) _{ gD, P, PP

0, caso contrario.

Em particular, A(1) = 0.

e A funcao de Mobius, u(n), é dada por

(—1)°J("), se n é livre de quadrados, oun =1
p(n) =

0, caso contrario.

Definimos assim p(1) = 1.

Ou seja, escrevendo n = p’flpé€2 -oopkm > 1 com py,...,pm primos distintos e ki, ...,k € N,
temos w(n) =m, e

logp, sen =p} (=1)™, sen=pipz--p
A(n) = ! u(n) = . "
0, sem > 1. 0, se existe k; > 1.

A funcao de Mobius possui a seguinte propriedade importante: para n € N, vale

Zu(d):{(l), sen > 1 (4.1)

dn , sen=1,

31
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em que a notagao » din significa que a soma é tomada sobre todos os divisores d € N de n. Além
disso, a funcdo p é multiplicativa, isto é; se m,n € N sao relativamente primos, entao p(mn) =

u(m)a(n).
Para n € N, temos a seguinte expressao de A:

A(n) =3 p(d)log (%) . (4.2)

d|n

Escrevendo log(n/d) =logn — logd em (4.2) e usando (4.1) temos, para n > 1,

A(n) =logn Y pu(d) = p(d)logd = - u(d)logd. (4.3)

dln dln dln

Para z > 1, a fungao ¢ de Chebyshev é dada por

ble) = 3 Aln),

n<x
A funcdo ¥ (x) estd intimamente relacionada a funcao 7(x), de modo que vale o Teorema:

Teorema 4.1. Vale: .

m(x)

~ se, e somente se, P(x) ~ .
log

Esse Teorema é um resultado classico da Teoria dos Numeros, cuja demonstracao usual pode
ser encontrada em [Apo76]. Demonstraremos depois o Teorema 4.1 de um modo bem diferente. (O
Teorema 4.1 é um caso particular do Teorema 5.1.)

Em alguns casos é mais simples tratar dessa funcao ¢ (x) do que da fungao w(x), e, de fato,
provaremos o Teorema dos Numeros Primos demonstrando ¢ (x) ~ z, e nao diretamente w(z) ~
x/logx.

A fungao ¢ de Riemann é dada por

=1 1
C(s)=)_ — :Hl_iw,
n=1 p

para Re(s) > 1. Lembramos que a fungao ((s) possui uma extensao meromorfa a todo o plano
complexo C, tendo apenas um polo simples em s = 1 com residuo 1. Assumiremos também os
resultados bésicos sobre Séries de Dirichlet que podem ser encontrados em [Apo76, Cap. 11].

4.2 O Teorema de Hardy-Littlewood

O ponto de partida da demonstracao que faremos do Teorema dos Ntimeros Primos é o Teorema
Tauberiano de Hardy-Littlewood (o Teorema 4.4). Dedicamos esta Se¢ao ao seu enunciado e & sua
demonstragao, que foi tirada de [Tit39].

Para f : [0, 1] — R limitada, definimos

[flloc = sup |f(z)|.

z€[0,1]
Vamos usar o seguinte conhecido Teorema de Weierstrass:

Teorema 4.2 (Weierstrass). Seja f : [0, 1] = R continua. Dado € > 0 existe um polinémio p de
coeficientes reais tal que ||f — plloo < €.

Mais precisamente, vamos utilizar um Corolario do Teorema 4.2. Nesse enunciado, dizemos que
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uma funcdo g tem uma descontinuidade de tipo 1 em c € [0, 1] se existirem os limites

glc=) = lim g(z) e g(ct)= lim g(z)

T—c™ z—ct

mas g(c—) # g(c+).

Corolario 4.3. Seja g : [0, 1] = R continua, ou continua a menos de uma unica descontinuidade
de tipo 1 em [0, 1]. Dado € > 0 existem polinémios reais p e P tais que

p(z) < g(x) < P(z), para todo x € [0, 1], (4.4)

1 1
0< / 9©) —p©)]dé<e e 0< / [P(€) — g(¢)] de <. (4.5)
0 0

Demonstragdo. a) Fagamos primeiramente o caso em que g é continua. Pelo Teorema 4.2 existe
um polinémio ¢ tal que ||g — ¢||lcoc < €/2. Entao, sejam p(z) = q(x) —e/2 e P(x) = q(z) +¢/2
polinémios. Assim vale (4.4) e também ||p — g|lcc < € € ||P — g|lcc < €, logo vale (4.5).

b) Suponhamos agora que g possui uma descontinuidade de tipo 1 em ¢ € [0, 1]. Provemos o
resultado para ¢ €]0, 1]. Os casos ¢ =0 e ¢ = 1 sdo andlogos.

Seja ¢ > 0 com § < min{c, 1 — c¢}. Sejam l5, Ls fungdes afins (I(x) = ax + b) tais que

ls(c—6) = glc—38), Lo(c+8)=glc+d), e
Is(c) = Ls(e) = max{g(c—), g(c+), g(c)}-

(Tomamos § > 0 suficientemente pequeno para termos ¢ — ¢ e ¢+ 6 em [0, 1].) Defina

g(x), sex<c—doux>c+9
fs(x) = ¢ max{g(z),l5(z)}, sec—d<z<c
max{g(z), Ls(z)}, sec<x<c+9

Entao g(x) < fs5(x) < ||gllec para todo = € [0, 1], e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue existe § > 0 tal que

1
0< /0 [5(6) — g(6)] de < <. (4.6)

| ™

Como também f5 é continua, pelo caso a) existe um polinomio P tal que fs(x) < P(z) para
zel0,1]e

1
€
OSA[HQ—B@H%SQ. (4.7)
Assim sendo, temos g(x) < fs(x) < P(z) para z € [0, 1] e de (4.6) e (4.7),
1
0< [ PO -]t <=
Analogamente obtemos também um polindémio p com as propriedades desejadas. O

Agora podemos demonstrar o Teorema:

Teorema 4.4 (Hardy-Littlewood). Seja (an)n>0 uma sequéncia de nimeros nao-negativos tal que
a série de poténcias Y .- apx™ tem raio de convergéncia maior ou igual a 1, e

r—1—

lim (1 —x) Z apz” = A. (4.8)
n=0
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Entao
1N
N Zan — A quando N — +o0.
n=0

Demonstracao. Basta demonstrar o Teorema para o caso A = 1. O caso geral segue desse tomando
al, = ap/A para todo n € N e aplicando o caso A =1 a sequéncia {a}, },,>0.
Provemos primeiramente que

o0 1
lim (1 —x) Zana;”p(a:”) = /0 p(§) d¢ (4.9)

1-
T—r n—0

para um polinémio qualquer p. Pela linearidade da expressao em p, basta considerar o caso p(z) =
x¥. Nesse caso,

+00 too >
(1—=x) Z anz"p(z") = (1 —x) Z anrz™ = (1 — x) Z an (zFTH"
n=0 n=0 n=0

1—=x =
R A D N Ca (4.10)
— X
n=0

e como z**1 € [0, 1), temos a convergéncia da série 3 a,z"p(z"). De (4.8) (com A = 1), temos

+oo
lim (1 — 2+ Z an (2P = 1.
T—1" 0

Agora fazemos x — 1~ em (4.10) e notando que lim,_,;- (1 —z)/(1 — 2**1) = 1/(k + 1) temos

. +oo 1 1
xlir?_(l — ) nz:%anx”p(xn) = . 1= /0 p(§) d¢.

Assim provamos (4.9).
Provemos agora que se g : [0, 1] — R é continua a menos de, possivelmente, uma tnica descon-
tinuidade de tipo 1, entao

—+00 1
i (1) D antg(a") = JRGES (4.11)

Como vimos no Corolério 4.3, dado € > 0 existem p e P polinémios satisfazendo (4.4) e (4.5) para
a g dada. Assim, como (1 — x)a,z™ > 0 e g(x) < P(x) para todo z € [0, 1], temos

+o0 +o0
(1—2x) Z apz"g(z") < (1 —x) Z anz" P(x")
n=0 n=0
para todo z €]0, 1[. Fazendo entdo z — 17~ temos, usando (4.9) e (4.5),

+oo 1 1
limsup(1 —2) 3 ana”g(a") < /0 P(€) de < /0 g(€) € +e.

r—1— n=0

Analogamente temos

/1 g(&)dé —e < /1p(§) d¢ <liminf(1 — z) Jri.fanac"g(ac’"”).
0 —Jo B

1—
T— n—0



4.4 UM TEOREMA ABELIANO 35

E assim, como € > 0 é arbitrério, temos (4.11).
Vamos aplicar a igualdade (4.11) a fungao

0, se0<z<1/e
g(x) =
1/z, sel/e<z<1.

Agora se x > 0, temos g(z") # 0 se, e somente se n < —1/logz. Logo
+00 1
1=2)) aag@") =(1-2) 3 aw"S=0-2) >  an
n=0 n<—1/logz n<1/log(1/z)

Escolhemos entdo x = e~ /N, Assim

+oo
(1—2x) Zan:c”g(x") =(1—e /M) Z ap.
n=0

n<N

Fazendo N — 400, temos = e~ /N — 1 e de (4.11) segue que
lim (1 — e UN) ian - /1 g(€)de = /1 Lag = “tog(e™) = 1. (4.12)
N—r+oo =0 0 1/¢ §
Agora, vale 1 — e /N ~ 1/N quando N — +o0. Dessa forma (4.12) implica de fato
LN
NETOO N ;a" =1 =

4.3 Um teorema abeliano

Vamos usar também um teorema do tipo abeliano, mais precisamente, a regularidade da trans-
formada de Lambert (a Proposi¢ao B.12), que enunciamos da seguinte forma:

Teorema 4.5. Seja (ap)nen uma sequéncia de nimeros reais tal que a série Z _} Gn, € convergente.

Entdo existe Y > 0 tal que 3.7 apnye™™ /(1 — e™™) converge, para todo y € (0,Y], e
ny I
li = li
i S = 3l (2 = S

Na realidade, vamos usar um Corolario do Teorema 4.5 que se adapta melhor ao nosso caso:

Corolario 4.6. Seja (ap)nen uma sequéncz’a de niimeros reais tal que a série Y > an/n € conver-
gente. Entdo existe X < 1 tal que Y12 apa™/(1+ 2+ --- + 2" 1) converge para todo x € [X, 1),

(&

+o0 +oo

z™ an,
lim a = lim (a = —.
x—>1*z ”1+x+ A ant nlz—>1<n1+x+-~-+x”—1> —n
Demonstragao. Colocando x = e™Y, temos
+§ " Ji:.o (I1—x)x™ 1—eY io ap nye” ™
a = a. = _
"Izt pant "1 —an Yy nl—e™
n=1 n=1 n=1

De lim,_,o+ (1 —e™¥)/y = 1, aplicando o Teorema 4.5 temos o resultado. O
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4.4 Demonstracao do Teorema dos Numeros Primos

No momento evitaremos explicar detalhadamente todas as passagens da demonstracao a se-
guir, pois essas passagens serao justificadas futuramente em um contexto mais geral. Para melhor
referéncia, assinalaremos por (x) as passagens que serao justificadas depois.

Em vista da relagao entre 7(x) e ¥ (x) expressa no Teorema 4.1, queremos provar que ¥ (x) ~ x,
isto é; que limy 4 o ¥(z)/x = 1. Como ¥(x) = >, ., A(n), provar ¢(x) ~ = é equivalente a provar

lim — > A(n)=1. (4.13)

Vamos usar o Teorema 4.4 para provar a igualdade (4.13). Para aplicar esse Teorema, precisamos

provar que a série de poténcias
—+00
> A(n)a” (4.14)
n=1

tem raio de convergéncia maior ou igual a 1, e provar que

lim (1 —x) ZA

:c—)l*

Agora,

limsup {/A(n) < limsup y/logn = hm exp (log log n> =e =1,

n—-+00 n——+oo

logo a série (4.14) tem raio de convergéncia maior ou igual a 1.
Usando (4.3) temos, para 0 < z < 1,

+o0 +oo too
Z A(n)a" = Z - Zu(d) logd | 2" ®_ Z logdekd
n=1 _

=—Zu gy Z = 3 )l
O e )

Dessa forma,

lim (1 —=x ZA Zh

$_>17 x—1-

wu(d)log(d —u(d logd
<1+x+ +a;d 1) Z

sendo que podemos trocar o limite com a série usando o Corolario 4.6 e pois a série S Jo1 (d)logd/d
é convergente, como serd justificado futuramente. Dessa forma

1 d x) .. ) logd
lim (1 —x) EA z —/(d)log :U%Hz ,u og

:p~>1*
oy !
— lim (—— ) = lim C(U):L
o—1t C(O’) oc—1t 4.2(0)
Temos que lim,_,1+ —('(0)/¢?(0) = 1 simplesmente pelo fato de que ¢(s) possui em s = 1 um polo
simples com residuo 1. Portanto, aplicando o Teorema 4.4 temos 1 (n) ~ n. O




Capitulo 5

O A-calculo de Golomb com séries de
poténcias

Voltemos agora a Conjectura de Bateman-Horn. Seja f1(X),..., fx(X) uma familia apropriada
de polinémios. Vamos nos basear na demonstracao que fizemos do Teorema dos Numeros Primos
para tentar demonstrar a Conjectura 6.

Um passo importante da demonstragao foi substituir a andlise da fungao 7(x) pela da fungao
¥(x). A fungao equivalente & 1 (x) para o nosso caso com k polinémios é a seguinte fungao

Ye(@) =Y A(f1(n)A(f2(n)) ... A(fr(n)).

n<x

Precisamos entao demonstrar uma equivaléncia analoga a do Teorema 4.1.

5.1 A equivaléncia entre 7¢(x) e ¥¢(z)

Fixemos f1(X),..., fx(X) uma familia apropriada de polinémios para o resto desta Secao.
Fixemos também f = (f1,..., fx).
Vamos aqui seguir o artigo de Baier [Bai02] para demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema 5.1. Vale a sequinte equivaléncia:

C(f) x

: se, e somente se, x)~C(f)z
hlhk logka: wf() ()

me(x) ~

Definimos, além da funcao ¢, a funcao #y dada por

O () = > log fi(n) - log fa(n) - - -+ - log fx(n).

n<z; f1(n),...,fx(n) sdo todos primos

A fungao 0¢(x) serve de funcdo intermedidria entre 7¢(z) e ¥¢(x) do mesmo modo como no caso
classico do Teorema dos Nimeros Primos temos a fungao 6 de Chebyshev dada por

O(x) = Z log p.

p<w

De fato, nado provaremos diretamente o Teorema 5.1; provaremos primeiro uma equivaléncia
entre as fungoes 7g(x) e O¢(x) (o Teorema 5.3), e depois uma equivaléncia entre as fungoes 6¢ () e
Yg(z) (o Teorema 5.7). Juntando essas duas equivaléncias obtemos o Teorema 5.1.

Vamos usar o seguinte Lema, cuja demonstragao (em um caso mais geral, que nao usaremos
aqui) pode ser encontrada em [Apo76]:

37
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Lema 5.2 (Identidade de Abel). Sejam g : (0,+00) — R wuma fungdo com derivada continua e
(Cn)nen uma sequéncia de nimeros reais. Seja C(x) = >, . cn (de modo que C(t) =0 set < 1).
Entao vale a igualdade

n<x
> cualn) = sl@)Co) — [ g 0CEat
n<x

Teorema 5.3. Vale:

C(f) x
hi---hy loghx

me(x) ~ se, e somente se, O¢(z)~ C(f)z.

Demonstragcdo. Definimos

|1, se fi(n),..., fx(n) sdo todos primos
a, =
" 0, caso contrario

e para x > 0 seja
g(x) = log fi(x) - log fa(x) - - - - log fi ().

Temos assim m¢(z) = 3, o, an € O(x) = >, ., ang(n). Entdo, pelo Lema 5.2,

&m:mmﬂm—[va@w. (5.1)

Por outro lado, se b, = ang(n), temos O¢(z) = > . by eme(z) = > . an = > ... bn/g(n).
Assim, usando novamente o Lema 5.2 temos

1 T
e (x) :@9( )+/1 g(t)zaf(t) dt. (5.2)
Vale também a seguinte igualdade:
g(@) _ ()
g(z) ; (log fl(q;)) - fi(x) (5.3)

Segue que ¢'(x)/g(z) > 0 para todo 2 > 0 pois para todo i € {1,...,k}, temos f;(z) estritamente
crescente para x > —1, e f;(z) > 1 para todo = > 0.

(=): Suponhamos que vale
C(f) x

hy... hi logh =
Queremos provar que f¢(x)/x — C(f). Entao dividimos (5.1) por x, e obtemos

Or(x) _ me(2)g(@) 1/x J (t)me(t) dt. (5.5)
1

xT xT x

mg(x) ~ (5.4)

Como g(z) ~ hy---hyloghz (pois é ficil ver que log f;(x) ~ h;logz para cada j € {1,...,k}),
segue de (5.4) que

lm TE@IE@) gy (5.6)

T——+00 T

Assim, se provarmos que
/d@m@d—d@ (5.7)
1

tomando o limite para x — +oo em (5.5) temos que (5.6) implica ¢(z) ~ C(f)x, como querfamos
demonstrar.
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Provemos entao que vale (5.7). Por (5.6), temos

7Tf($) < ﬁ
Logo, usando (5.3),
v Tt N~ [Tt
/lg<t>7rf<t>dt<</1 9<t>g(t)dt—;/1 (o £:(6)) - £i(0)
k T 1
<<;/1 log /i)

em que usamos que tf!(t)/fi(t) < 1 para todo i € {1,...,k}. De fato, se f;(t) é polinémio de grau
hi, entao f/(t) tem grau h; — 1, de modo que tf/(t) tem o mesmo grau de f;(t), o que implica que
existe o limite de ¢f](t)/ fi(t) quando t — +o0. Em particular, ¢tf/(t)/fi(t) < 1. Agora,

k
x x 1
/
gtﬂ'ftdt<<g /dtzox 5.8
/1 (t)me () i—1 /1 log f;(t) (=) (5:8)
pois é facil ver, usando a Regra de ’'Hopital, que

z
/1 log f;(t) 4t = ofa)

para todo i € {1,...,k}. (De fato temos

lim /x L dt = 400
1 —_— =

pois log fi(t) ~ h;logt < h;.t e assim, para algum zy > 1 e alguma constante C' > 0, temos

z 1 1
——dt > C/ —dt = +oo
/xo log fi(t) v b

quando x — 400.) Dessa forma, (5.8) implica (5.7) que, por sua vez, implica 0¢(x) ~ C(f)z.
(<): Suponhamos que vale

O¢(z) ~ C(f)x. (5.9)
Entao de (5.2) temos
me(x)g(x) _ Op(z)  g(x) /‘” gt
pu— . -1
. prani S : Hf(t)g(t)2 dt (5.10)
Assim, se provarmos que
N ( z )
O¢ (¢ dt=o —), 5.11
;o= (5 o
fazendo z — 400 em (5.10) veremos que
lim M = lim be(2) = C(f).
Tr——+00 x r——+00 x

Entao usando g(x) ~ hy ... hy logh z teremos de fato que

c(f) x
hi---hi logx

7Tf(x> ~

como queriamos demonstrar.
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Provemos entao que vale (5.11). De (5.9) temos em particular que f¢(z) < z. Logo, usando

também (5.3),
/z ef(t) gl(
1

ko oy 1
<<§/ o@log fitd)

em que usamos, como no caso anterior, tf/(t)/fi(t) < 1 para todo i € {1,...,k}. Agora, provemos

que
/196 O¢ (1) g;g)g dt < Z/ log FOITTA0) dt =o (g(Z)) , (5.12)

Fixemos i € {1,...,k}. Entdo g(t)log fi(t) ~ hy - - - hg.hi. log"* 1 t < t e, de modo andlogo ao caso
anterior, vale

lin [t = oo
vtoo Jy g(t)log fi(t)

Assim, aplicando a Regra de I’Hopital, temos

o @l )N gl i) 1 ()
z—-+oo :L"/g( ) z=too (g(x) — xg'(2))/9(x)?  a>toolog fi(z) g(x) — 2g'(2)
1 1
- IEIJPOO log fi(z) ' 1 zg' (z) =0,
g(x)
sendo que é facil ver que
zg'(z) _

:B—1>r—0{loo g(aj)

usando (5.3). Dessa forma, de fato vale (5.12) o que, como vimos, implica

C(f) x

ﬂf(x)whl'“hk'logka:' -
A equivaléncia que queremos provar agora,
O¢(x) ~ C(f)z se, e somente se, ¢(x) ~ C(f)z,
diz basicamente que, no calculo de ¥¢(x), a contribuigdo dos n tais que f1(n),..., fr(n) sd@o po-

téncias maiores do que 1 de primos é pequena. Para provéa-la, estimaremos entao os seguintes
ndmeros:

Definicao. Sejam fo(X) € Z[X] e k € N, k > 2. Definimos

Zi(fo;z) =#{n € N, n <z : existe m € Z tal que fo(n) =m"}.

Lema 5.4. Sejam b € N, b > 2 livre de quadrados e A o anel de inteiros algébricos do corpo Q(\/l;)
Denotemos por N : Q(v/b) — Q a fun¢do norma no corpo Q(v/b). Seja D € N. Supomos que a
equacgao

N(B) = +D (5.13)

possui alguma solucdo § € A. Entdao existem ug unidade de A e S C A finito tais que toda solugao
B da equagao (5.13) € da forma '
B = tuly
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comjEZL eyeSs.

Demonstragao. Como existe € A tal que N(8) = £D, temos N(SA) = |[N(8)| = D, isto é, existe
um ideal inteiro I de A com norma D. Sejam I, ... I; todos os ideais inteiros de A com norma igual
a D (s6 pode existir uma quantidade finita desses ideais). Sejam z1 A, ..., z,, A os ideais principais
dentre os ideais I1,..., I}, e seja S = {x1,...,2m }.

Pelo Teorema das Unidades de Dirichlet, existe ug € A, unidade, tal que toda unidade u de A
é da forma '

U = :I:uf)

para algum j € Z.

Seja entao B € A tal que N(8) = £D. Entao N(BA) = |N(B8)| = D, e, portanto, existe v € §

tal que A = yA. Dessa forma, existe u € A unidade tal que 8 = yu. Assim, existe j € Z tal que
B = fudy. O

Usaremos também o seguinte resultado da Geometria Diofantina. Stephan Baier, em [Bai02,
p. 6], nota que sua demonstragao segue do Teorema D.8.3 e do Exercicio D.6.(b) de [HS00]:

Teorema 5.5. Seja fo(X) € Q[X] irredutivel de grau d > 2. Seja k € N, k > 2. Suponhamos que
d > 3 ou k > 3. Entao existe apenas uma quantidade finita de pares de inteiros (m,n) tais que
fo(n) = mkF.

Aplicando o Lema 5.4 e o Teorema 5.5, provamos a

Proposicao 5.6. Seja fo(X) = agX? + -+ + ag € Z[X] irredutivel, estritamente crescente em
(—1,400) e com fy(0) > 0. Entao existe M > 0 (que so depende de fo(X)) tal que dado k € N,
k > 2, vale

Zi(fo;x) < My/x,

para todo x > 0.
Demonstragao. Dividimos a demonstragao em trés casos:

Caso 1: d > 3. Separamos esse caso em mais duas partes:
a) k> 2d. Parax > 1,sen € N, n <z, temos

k/fO(n) < </|ad’nd+‘adfl‘nd_l-i-"‘"i"ao‘ < k ‘ad|nd/k+"'+ k |a0‘
< Jagn®* + - +lao| < (lag| + - - + |ao|)n¥* < Myv/x

em que usamos d/k < 2, e com My = |ag| + - + |ap| sé dependendo de fo(X). Assim, se {/ fo(n)
fosse um inteiro, ele estaria entre 1 e [Mj+/x], a parte inteira de M;+/z, de modo que s6 haveria
[M1+/x] possibilidades para valores de {/ fp(n). Como também n +— fo(n) é injetora por hipétese,
s6 pode haver no maximo [M;+/x] valores de n para os quais {/fo(n) é inteiro. Portanto,

Zy(fo;z) < Myv/x.
b) 2 < k < 2d. Pelo Teorema 5.5, existe My, tal que
Zi(fo;z) < My,

para todo x > 0.
Tomando entdao M = max{Mi, My ... Msq_1}, temos de fato

Zi(fo;z) < Mz

para todo x > 0.
Caso 2: d = 2.
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a) Como no caso anterior, existe My > 0 tal que, se k > 2d = 4, temos Zi(fo;x) < M./ para
todo x > 0.

b) Se k = 3, pelo Teorema 5.5 existe M3 > 0 tal que Z3(fp;x) < M3 para todo x > 0.

c) Resta o caso d = k = 2. Como d = 2, temos fo(X) = aX? + bX + ¢, com a,b,c € Z, sendo
que a, b, ¢ sdo positivos pois fy(0) > 0 e fo(X) é estritamente crescente em (—1,+00). Queremos
estudar as solucoes de

fo(X)=Y?=0, (5.14)

para X,Y inteiros. Completando os quadrados, obtemos
1
fo(X)=Y?=aX?4bX +c—-Y? = = (4a*X? + 4abX + 4ac — 4aY?)
a

1
=1 ((2aX +b)* — b* + dac — a(2Y)?)
1
= @(UQ —aV§ — D), (5.15)
se U =2aX +b, Vg =2Y e D = b? — dac é o discriminante de fo(X). Como fo(X) é irredutivel,
temos D # 0. Podemos melhorar (5.15) mais um pouco escrevendo a = ga, com ag, q € N e g livre
de quadrados. Entao
1
fo(X) —Y? = 4—(U2 —qV?-D)
a
em que V = agVy = 2a¢Y. Dessa forma, existe uma inje¢ao que leva cada solucao de (5.14) a uma
solucao de
U?—qV:=D (5.16)

para U,V inteiros. Como queremos estimar Zs(fo; x), de fato sé estamos interessados nas solugoes
de (5.14) para X,Y inteiros e com 0 < X < z. Essa restrigao se traduz, em termos de U, V, na
condi¢ao b < U < 2ax + b (pois U = 2aX + b). Dessa forma, se

Z5(fo; x) i#{neN, b<n<2ax+b : existe m > 0 tal que n® — gm? :D},

temos
Za(fo;x) < Z3(fo; ). (5.17)

i) Se ¢ = 1, dados m, n > 0 tais que n? — gm? = D, temos (n —m)(n +m) = D. Assim, temos
uma aplicacdo injetora (m,n) — (n—m,n+m) que leva solucdes (m,n) de n? —m? = D a divisores
de D. Portanto, se S é o conjunto dos divisores de D, temos que

Z3(forw) < #(S x §) = (#5)* < 0

para todo = > 0. Logo
Zy(foyz) < Z3(fosw) < Mo

com My = (#5)? de que segue o resultado para esse caso.
ii) Supomos agora g > 2. Seja A o anel de inteiros algébricos do corpo Q(,/q). A norma do
corpo Q(,/q) sobre Q ¢é dada por

N(r1 +r2y/q) = (11 +12v/Q)(r1 = 72/) = 11 — a3,

para todos r1,75 € Q.

Se N(B) = D nio tem solucdes para 3 € A, em particular n? —gm? = D nao tem solucoes para
m,n € Z, pois se tivéssemos m,n € Z tais que n?> — gm? = D, entdo tomando 8 = n + my/q €
Z[\/q) € A, terfamos N() = D, absurdo. Portanto nesse caso, Z3( fo;x) = 0 para todo = > 0.

Suponhamos entao que N(3) = D possui solugdes para 3 € A. Assim, pelo Lema 5.4 existem
up unidade de A e S C A tais que, se 8 € A e N(8) = D, entao 8 = yu), comy € Sej € Z. Em
particular, se n € N, m > 0 sdo tais que n?> — gm? = D, entdo n + my/q € A, e N(n+m,/q) = D.
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Logo existem j € Z e y € S tais que n+m,/q = u%*y. Desse fato provaremos entao que Z;(fo; x) =
O(log z).

Notemos primeiramente que podemos supor |ug| > 1, pois se tivéssemos |ug| = 1, teriamos
ug = %1, o que contradiz o fato do Teorema das Unidades de Dirichlet (usado na demonstragao do
Lema 5.4) de que up nao é raiz da unidade. Se tivéssemos |ug| < 1, poderiamos tomar a unidade
ug = 1/ug, que possui a mesma propriedade que usamos de ug, mas |uy| = 1/|ug| > 1.

Fixemos x > 1 e definimos

C=C(fo;z)={neN,b<n<2ax+b: existe m >0 tal que n2—qm2:D}.
Podemos entao definir ¢ : C — Z x S por

¢(n) = (4,7)

em que 7, sao escolhidos tais que, se m > 0 é tal que n? —gm? = D, entdo n+m,/q = ug’y. Temos
que ¢ é injetora, pois se n+m,/q = u%'y =n'+m'\/q com n,m,n’,m’ inteiros, entao n = n'. Dessa
forma, Z5(fo;x) = #C = #¢[C].

Notemos que existe N > 0 tal que, se (j,7) € ¢[C], entdao j > —N. De fato, sejam n € C e
(7,7) = gzﬁ(n).' Seja m > 0 tal que n? — ¢gm? = D. Entdo como n > 1, temos 1 < n + m\/q = ),
logo 1 < |ugpl?|vy|. Aplicando o logaritmo, vemos que

 log v
~ log|ugl

Tomando entdao N > 0 tal que N > log|vy|/log |ug| para todo v € S (lembrando que S é finito),
temos que j > —N. Assim temos que, para todo par (j,v) € ¢[C], vale j > —N.
Provemos também que existe K > 0 que nao depende de z tal que, se (j,7) € ¢[C], entao
j < Klogx. Sejam n € C, m > 0 tal que n®> —gm? = D e (j,y) = ¢(n). Logo 0 < n+m,/q = uév.
Como n < 2ax + b, temos

qgm* =n? — D < (2azx + b)*> - D.
Tirando a raiz quadrada, vemos que existe r € N, que s6 depende de a,b, D, tal que
my/q < re.
Dessa forma, se a’ = 2a + r > 0, temos
O<u%’y:n+m\/§§ (2az +b) +rx = d'z +b.
Assim |ugl/|y| < |a’x + b| = a’x + b e, aplicando o logaritmo, vemos que

log(a’z +b) —log ||
log [uo|

J < < Klogx
para algum K > 0 que nao depende de .

Em resumo, provamos que se (j,7) € ¢[C], entao —N < j < Klogz, com N, K que nao
dependem de z. Dessa forma, ¢[C] C ([-N, K logxz] NZ) x S, de modo que

Z3(forx) = #6[C) < (Kloga + N).#S = O(log z).

De (5.17) temos que Za( fo; ) = O(log x) o que, juntamente com os outros casos, implica o resultado
para d = 2.
Caso 3: d = 1. Nesse caso sempre temos k > 2d, e o resultado segue como em a) do Caso 1. [
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Teorema 5.7. Vale:
Ye(x) ~ C(f)x  se, e somente se, Og(x) ~ C(f)x.

Demonstragdo. Vamos estimar a diferenca ¢¢(z) — f¢(x). Todo n < x que contribui um termo
nao-nulo para essa diferenca (isto é, que aparece na soma de ¥¢ mas nao na de 6¢) é tal que para
algum i € {1,...,k} tem-se f;(n) = p™ com p primo e m > 1. Assim, se Y " representa a soma
sobre tais n, temos

Ye(x) — Op( Z A(fi(n)) - A(fu(n)) <log fi(x)---log fr(x Z L.

n<x n<lx

Todo n contado pela soma ) .. * é tal que existe i € {1,...,k} tal que f;(n) = p™ com p primo
m > 1. Em particular, esse n é contado no valor de Z,,(f;;x). Além disso podemos dizer que
2 < m < log, fi(x) pois fi(n) = p™ > 2™ e tomando o logaritmo de base 2 temos log, fi(x) >
log, fi(n) > m. Dessa forma

r(z) — Op(x) < log fi(x) - log fu(w Z Y. Zulfiw).

i=1 2<m<log, fi(x)
Logo, usando a Proposicao 5.6 temos
Ye(x) — Og(z) = O(x/?1logh ! 2), (5.18)

o que implica a equivaléncia entre ¢¢(z) ~ C(f)z e 0¢(x) ~ C(f)x. O

5.2 A Identidade de Golomb

Demonstrado o Teorema 5.1, o Teorema 4.4 sugere que, para demonstrar a Conjectura de
Bateman-Horn, bastaria considerar a seguinte série de poténcias, andloga a série (4.14):

+o00
> A(fi() - A fi(n)) 2" (5.19)
n=1

Golomb demonstrou uma identidade que generaliza (4.3), que vamos usar para obter uma outra
expressao da série (5.19), assim como usamos (4.3) para obter outra expressao da série (4.14). Essa
simplificagdo constitui a base do A-calculo:

Teorema 5.8 (Identidade de Golomb). Sejam aq,...,ax € N, a1,...,ax > 1 dois a dois relativa-
mente primos. Entdo vale

. _ (Y b
AMar) M)+ Aag) = 37 u(d)loga

dlajaz---ay,

Demonstragao. Escrevendo cada divisor d de aj - - - a como produto d = dy - - - d de divisores dy
de aq, do de as, ..., di de ai, temos

> u(d)loghd = > p(didy - - - dy) logF(dydy - - - dy)
dlay--ay dilai,dz2)az, ..., di|ak
= > p(dids -~ dy) (logdy + - +log dy)"

dila1,dz|az, ..., dg|ay
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Como ayq,...,a sdo dois a dois relativamente primos, usando a multiplicidade de y temos

S ouldloghd= Y pdh)--p(de) D il!‘k!,'(logil dr) - (log™ dy),

.. ’l !
djay-—ay d1|aromdy|ag i1t =k k

em que Zi1+~-~+ik:k denota que a soma é sobre os inteiros i1, ..., > 0 tais que i1 +io+- - -+ip = k,
e log’1 =1 por defini¢io. Assim,

S ulogfd= S — S ) (i) (o dy) - (log™ dy),

. 4 11: (3
dlay--ay i1+ +ig=k dila, - dylak

de modo que
> wdlogtd= > ——— H > pldy) log’ (5.20)
dlai-ag i1t Fip= k k Jj=1d; jlaj

Se em algum termo da primeira soma do lado direito de (5.20) tivermos algum i,, = 0, entao
2 lam Mdm) log"™ dm = 324 10 p(dm) = 0 usando (4.1), de modo que podemos eliminar os

termos em que aparece algum i,, = 0. Isto é; a soma é tomada sobre os termos i1,...,7; > 1 tais
que i1 + - -+ 4+ i = k, mas isso s6 é possivel se i1 =iy = -+ = i = 1, portanto
k
> ul(d)loghd = k! H > p(d;)logd; = k! H = (—DFk! ] Aay),
dlay-ak Jj=1ldjla; Jj=1
usando (4.3), o que implica o Teorema. ]

5.3 A Hipédtese F

Para simplificarmos a expressao da série (5.19) usando o Teorema 5.8, suporemos que os valores
fi(n),..., fr(n) sao dois a dois relativamente primos para todo n € N. Diremos que uma familia f
que possui essa propriedade satisfaz a hipdtese F' (seguiremos a terminologia do artigo [HRO05]).

Ezemplo (Conjectura dos Primos Gémeos). A familia de dois polinémios 2X + 3,2X + 5, é uma
familia apropriada que satisfaz a hipotese F. Verifica-se diretamente que essa familia é apropriada;
provemos somente que ela satisfaz a hipotese F. Suponhamos que existam n € N e p um nimero
primo tais que p | 2n+ 3 e p | 2n + 5. Entao p divide a diferenca dos valores 2n + 5 e 2n + 3,
isto é; p | 2. Logo p = 2, o que é um absurdo, pois p | 2n + 3, e 2n + 3 é impar. Portanto
mdc(2n + 3,2n + 5) = 1, para todo n € N.

A hipétese F pode parecer restritiva, mas para provar a Conjectura 6 é suficiente demonstra-la

para familias apropriadas que satisfazem essa hipdtese:

Teorema 5.9. Se a Conjectura 6 vale para toda familia apropriada que satisfaz a hipotese F, entao
essa Conjectura também vale para toda familia apropriada.

Fixemos f = (fi,..., fr) uma familia apropriada de polinémios, e f(X) = f1(X)--- fr(X).
Entao para todos 4,5 € {1,2,...,k} distintos, segue do Lema 2.1 que existem ¢;; € Z, ¢;j # 0 e
ui;(X),vi;(X) € Z[X] tais que

ui (X) fi(X) + vy (X) f3(X) = ¢ij. (5.21)

Se f nao satisfaz a hipdtese F, entao existem n € N, 4,5 € {1,2,..., k} distintos, e p primo tais
que p | fi(n) e p| fj(n). Logo segue de (5.21) que p | ¢;;. Assim todos os primos que impedem a
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validade da hipdtese F para a familia f estdo no conjunto

P =< peN primo : p divide H Cij

1<i<j<k

Precisamos entao evitar os valores de f(n) que sdo miltiplos de algum elemento de P. Isto é;
gostarfamos de considerar s6 os n € N tais que f(n) # 0 (modp) para todo p € P. Fixado p € P,
se b € N ¢ tal que f(b) # 0 (modp), temos que f(pn +b) = f(b) Z 0 (modp). Portanto, todo
valor de f(m) com m na progressao aritmética {pn + b : n € N} evita os multiplos de p, como
queriamos.

Podemos generalizar esse fato para evitar todos os valores multiplos de P de uma sé vez:
definimos Ny = HpeP p, € tomamos ng no conjunto

M ={beN,b< Ny : f(b) Z0 (modp) para todo p € P}.

(O conjunto Ny é ndo-vazio se Ny é primo pois entao N +(INo) < Nop. No caso geral, esse fato segue
do caso em que Ny é primo usando o Teorema Chinés dos Restos.) Dessa forma,

f(Non 4+ ng) = f(ng) 20 (modp) paratodosn € N, p € P. (5.22)

Isto é; nenhum valor de f(n) com n na progressao aritmética { Nom + ng : m € N} é multiplo de
nenhum elemento de P.
Considere entao a familia f,, = (fing,- -, fi,n,) dada por

fino(X) = fi(No(X +1) +ng) para todo i € {1,...,k}.

Temos que gng(X) = fing(X) -+ fin(X) faz o papel do polinémio f(X) para a familia f,,. (De
fato, gn,(X) = f(No(X + 1) +ngp).) Como conseguimos evitar todos os valores problematicos para
a hipétese F, podemos provar o seguinte resultado:

Lema 5.10. A familia £, é apropriada e satisfaz a hipotese F.

Demonstragao. De fato, como f1(X),..., fr(X) s@o irredutiveis sobre Q temos que os polinémios
Fino(X), - oo, frne(X) também sao irredutiveis. Analogamente valem as condigoes i), iv) e v) da
definicao de familia apropriada para f,,,. Provemos que para todo primo p vale

_J0, sepeP
Nywy (0) = {Nf@) e (523)

Em particular a desigualdade Ny(p) < p implicard Ny, (p) < p, de modo que f;,, satisfaz a
propriedade iii’) de familia apropriada.
Seja p > 2 primo.
a) Se p € P, temos Ny, (p) = 0 pela equagao (5.22).
b) Se p ¢ P, sejam
A={neNn<p: f(n)=0 (modp) }

B={neN,n<p: gp(n)=0 (modp)}
Assim Ny¢(p) = #A e Ny, (p) = #B. Como p ¢ P, isto & p { No, existe N1 € N tal que
NoN1 =1 (modp). Assim, sen € A, sejam, € N, 1 <m,, <ptal que m;, = Ni(n—ng)—1 (modp).

Temos
Ino (M) = f(no + NoNi(n —ng)) = f(no+ (n—ng)) = f(n) =0 (modp).
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Logo m,, € B. Além disso, se n,n’ € A e m,, = m,,, entao
Ni(n—ng) —1=my =my = Ny(n' —ng) — 1 (modp) .

Multiplicando por Ny, vemos que n = n' (modp), e como 1 < n,n’ < p, temos n = n'. Assim, a
aplicacao n — m,, de A em B ¢ injetora. Provemos que é bijetora. Seja m € B. Entao seja n € N,
n < p tal que n = ng + No(m + 1) (mod p), de modo que

f(n) = f(ng + No(m + 1)) = gno(m) =0 (modp),

e assim n € A. Além disso, m = Ni(n—ng) —1 (modp) (pois n = ng+ No(m+1) (modp)), e como
1 <m < p, temos m = m,,. Portanto n — m,, é uma aplicagdo bijetora entre A e B, de modo que
Ny(p) = #4 = #B = N, ().

Provemos agora que f,, satisfaz a hipétese F. Suponhamos por absurdo que existam n € N, e
p > 2 primo tais que p | fin,(n) € p| fin,(n), com i,j € {1,...,k} ei < j. Entéo p | ¢;;, pois

p | uig(no 4+ No(n + 1)) fing(n) + vij(no + No(n + 1)) fin (n) = cij,

usando (5.21). Assim temos p € P. Como p | fin,(n) temos que p | gn,(n), absurdo pois vimos que
N, (p) = 0 para todo p € P. Portanto f,,, satisfaz a hipdtese F. O

Ing

Podemos assim considerar a relacao entre as funges 7¢(z) e g, (). De fato, como £y, é igual a
familia f, s6 que percorrendo s6 os termos da progressao aritmética { Non+ng : n € N}, temos que
7, (2) ndo conta todos os termos que 7¢(z) conta. Para obter de volta a fungao m¢(z) precisarfamos
contar todas as fungoes Ty, (z) para todo ng € N, ng < Ny, pois todo n € N estd em alguma dessas
progressoes, para algum ng € N.

De fato, nao precisamos contar absolutamente todas as progressoes aritméticas { Non—+ngy : n €
N} para todo ng € N, ng < Ny, pois sé queremos contar os inteiros n € N tais que fi(n),..., fr(n)
sao todos primos, e de fato algumas dessas fungoes Ty, (x) podem até ser limitadas. De fato, basta
contar as progressoes com termos ng no conjunto Np:

Lema 5.11. A menos de uma quantidade finita de excegoes, para todo n € N tal que fi(n), ...,
fr(n) sao todos primos existe ng € Ny tal que n = ng (mod Ny) (em que ng depende de n).

Demonstragao. Como P é finito, existe M € N tal que,
sem > M, entdao fi(m)>supP, ..., fr(m) > supP.

Seja agora m > M tal que fi(n),..., fr(n) sdo todos primos. Seja n1 € N, ny < Ny tal que
n = ny (mod Ny), e suponhamos por absurdo que n; ¢ Ny. Entao existe p € P tal que f(ny) =
0 (modp). Como n = n; (modNy) e p | Np, temos n = ny (modp), e assim f(n) = f(n1)

0 (mod p), portanto p | f(n). Dessa forma, p | fi(n) para algum ¢ € {1,...,k}, mas como f;(n)
primo, segue que p = f;(n), absurdo, pois f;(n) > supP > p dado que n > M. Logo, as excegoes
afirmacao sao todas estritamente menores do que M, sendo portanto em quantidade finita.

D SENON IH

Podemos agora provar a seguinte Proposicao, que implica diretamente o Teorema 5.9:

Proposigao 5.12. Se a Conjectura 6 € verdadeira para toda famdlia f,, com ng € Ny, que sao
familias apropriadas que satisfazem a hipdtese F, entdo essa conjectura também vale para a fami-
lia f.

Demonstragdao. Dado ng € Ny, como a Conjectura 6 é verdadeira para f,,, temos que

C(fn,) x
ano(x) ~ hth hk ’ logkx

(5.24)
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Agora notemos que segue do Lema 5.11 que

m(e)= Y m, <"’“"]_VO”° - 1) +O(1). (5.25)

noeNo

De fato, fixado z > 0, se n € N, n < z é tal que fi(n), ..., fr(n) s@o todos primos, a menos que
n seja uma das excegoes do Lema 5.11 (que sdo finitas), existem m € Z e ng € Ny univocamente
determinados tais que n = ng+ No(m+1). Para termos m > 0, supomos também n > sup Ny + Np.
Assim,

n—ng r —no

0<m= 1< 1.
0 No
Portanto fjn,(m) = f;(n) é primo para todo j € {1,...,k}, e m é contado pela fungao T, ().
Por outro lado, se ng € Ny e m < (z —ng)/No— 1 sdo tais que fino(m), ..., fkn,(m) sdo todos

primos, entao tomando n = ng + No(m + 1) temos n € N,

No(x — ng)
< RRLASANELLY A
n<ng+ No x
e fi(n) = fjno(m) é primo para todo j € {1,...,k}, de modo que n é contado por m¢(x). Note
que a aplicagdo m +— n que definimos assim é injetora, pois se tivéssemos ng + No(m + 1) =n =
ny + No(m' + 1), entao seria ng = nj, (mod Np) o que implica ng = n{ pois 1 < ng,ny < Ny. Logo
também terfamos m = m/. Dessa forma, de fato vale (5.25).
Notemos que C(f,,) ndo depende de ny em si mas somente de P, por (5.23). Fixemos ng € Np.
Usando (5.23) obtemos (lembrando que P é finito)

ClE) = ] [(1 - ;>—k (1 _D] 11 [(1_;)_k <1 - N;(m)] |

peEP p¢P

Assim temos

- q-1

ctt) = | IT (1-"52) _ g[(l‘;)k <1_Nj;(m>]

P
- -

=TI <1 - Nf(p)) L C(f). (5.26)

_pEP p

Agora lembrando que Ny = HpeP p, vale
Ny(p) p—Ny(p) _ 1
p p 0
peEP peEP peP
Segue do Teorema Chinés dos Restos que vale HpG'P (p — Ny (p)) = #Np, de modo que temos

L(-57) -5

peEP

Portanto segue de (5.26) que

C(fn,) = C(f).

#No
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Substituindo esse valor em (5.24) temos

<x—no B 1> N NoC(f)/#Ny - (x—no)/No—1
o \ " No hihg b logF[(x —ng)/No — 1]
1 C(f) x
- #No ‘ hyhg - - by . logh

Logo usando essa relagao assintética em (5.25) obtemos

1 c(f) x
me(z) ~ #No ANy k- T loga
C(f) x

- hihg -« hy, ' logkx’

de modo que vale a Conjectura 6 para a familia f. O

54 O A-calculo

Finalmente desenvolvemos a parte principal do A-método.

Seja f1(X), ..., fx(X) uma familia apropriada de polindémios que satisfaz a hip6tese F. Sejam
f(X) = AX)f2(X) - fu(X) e hq,..., hy respectivamente os graus desses polinomios. Seja f =
(flv'” 7fk‘)

Em resumo, queremos estudar o comportamento da série (5.19) quando z — 1~ com o objetivo
de usar o Teorema 4.4 para provar que Y¢(x) ~ C(f)z e, com isso, provar a Conjectura 6. Seja
entao

+oo
G(2) =Y A(fi(n)) - A(fu(n)) 2"

Procedemos de modo inteiramente andlogo ao da nossa demonstragao do Teorema dos Niumeros
Primos. A série G(z) tem raio de convergéncia maior ou igual a 1 por causa do seguinte Lema:

Lema 5.13. Vale
A(fi(n)) - A(f2(n)) -~ A(fr(n)) = O(log* n).

Demonstragao. Como log f;(n) ~ h;logn, temos que
A(fi(n)) -~ A(fr(n)) <log fi(n)---log fx(n) ~ hy---hy -log" n,

logo log f1(n) - - -log frx(n) = O(log" n). O

Com o Lema 5.13, temos que existe M > 0 tal que

lim sup ’\L/A(fl(n)) A(fk(n)) < limsup {/ M logFn = 1.

n—-+o0o n—-+o0o

Dessa forma de fato G(z) tem raio de convergéncia maior ou igual a 1.
Usando o Teorema 5.8 temos, para 0 < z < 1,

GRS kg o
G(z) = 5 Z Z w(d)loghd | 2™. (5.27)
n=1 \d|f(n)

Vamos trocar a ordem das somas no lado direito da igualdade (5.27). Para que as somas sejam
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ambas tomadas sobre todo o N, definimos

. J L, sed]| f(n)
Xd, f(n) :{

0, caso contrario.

para d,n € N. Entao

“+o00 “+o00o +o0o

Z Z p(d)loghd | 2" = Z ZXd,f(n) (,u(d) log” d)z". (5.28)

n=1 \d|f(n) n=1d=1
Provemos que é possivel trocar a ordem das séries da direita de (5.28).

Lema 5.14. Fize z € R com |z] < 1. Vale

“+0o0o +0oo “+0o0o +0oo

Z Z Xd, () (1(d) log" d) 2 Z Z Xd,f(n) (1(d) log" d) ="

n=1d=1 d=1n=1
Demonstracao. O Lema segue do Teorema de Fubini se provarmos que a série

+00 +00

2.2 )Xd,f(m (1(d) log" d) 2"

n=1d=1

(5.29)

é convergente. De fato,

“+00 +00
ZZ‘X‘” d) log® d Z Z ‘ d) log" d Z Z log® f(n) - |z
n=1d=1 n=1d|f(n n=1d<f(n

<Zf )logh f(n) - 2" < oo,

sendo que a tltima série é convergente pois f(n) = O(n"), em que h = gr f, e pois |z| < 1. Isso
prova a convergéncia de (5.29). O

Podemos entao trocar as duas séries da direita de (5.28), e assim obtemos

+00 +o0 400
S Y wdioghd | 2" =" xa s (1(d) log d) ="
n=1 \d|f(n) d=1n=1

+oo

+o0
— Z Z (1u(d) log" d)z"

d=1 n=1; f(n)=0 (mod d)

+00 +oo
d=1

n<d; f(n)=0 (mod d) =0

em que usamos o fato de que toda solugdo de f(n) = 0 (modd) em n € N é equivalente a uma
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solucado m € N, m < d, médulo d, isto é; existe [ > 0 tal que n = m + [d. Dessa forma,

+oo +oo +oo
Z Z p(d)loghd | 2" = Z p(d) log* d Z 2" Z P
n=1 \d|f(n) d=1 n<d; f(n)=0 (mod d) =0

_Z,U' log d Z P

n<d; f(n)=0 (mod d)

400 k
1 w(d) log d n
e = 2 =
Sl I+z+4-+2 n<d; f(n)=0 (mod d)

Juntando com (5.27) e tomando o limite quando z — 17, temos entao

log d
lim (1 —2)G(2) = d—1 Z P
et e + z + AT < =0 (mod d)

Se pudéssemos entdo comutar o limite com a soma infinita, passo esse que é o Unico passo nao
justificado desse método, obteriamos

lim (1 - 2) ZA fi(n)) -+ A(fr(n))z"

z—)l*

» (—1)F X d)log" d
B Zz_n— 1 +Z(+)‘ - -g+ 21 2 <
d=1 n<d; f(n)=0 (mod d)

Z“ Jlogtd Ny(d). (5.30)

Definimos entao

Z,u log d N(d).

Dessa forma, (supondo a troca da ordem do limite com a série) concluimos de (5.30) aplicando o
Teorema 4.4 que vale

ve(x) ~ S(f)x.

Ainda precisamos provar a convergéncia da série S(f).
Também veremos que vale

S(f) = O(F), (5.31)

exatamente como esperado pela Conjectura de Bateman-Horn. Isto é, incrivelmente a constante
S(f) obtida pelo Método de Golomb corresponde aquela encontrada por meio de argumentos
heuristicos por Bateman e Horn. Nesse sentido, a igualdade (5.31) é talvez a maior evidéncia
que temos a favor da validade do Método de Golomb.

Portanto (a menos do passo que falta) o A-cdlculo demonstra a Conjectura 6.

No caso da demonstragao que fizemos do Teorema dos Numeros Primos, o Corolario 4.6 real-
mente nos permite trocar a ordem do limite com a soma, depois de provada a convergéncia da série
resultante. Exceto para o caso de um tinico polinémio linear, ainda nao foi encontrado um teorema
abeliano apropriado para justificar a comutagao do limite com a soma.
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Capitulo 6

Demonstracao da igualdade

S(f) = C(f)

Fixemos para todo este Capitulo fi(X),..., fr(X) uma familia apropriada de polinomios,
f(X) = iX)fa(X)--- fu(X) e £ = (f1,..., fr). Para cada j € {1,...,k}, seja o; uma raiz
de f;(X), e seja K; = Q(ay).

O objetivo deste Capitulo é demonstrar a igualdade S(f) = C(f). Vamos primeiramente provar
a convergéncia da série S(f), e essa demonstragdo também nos dard uma outra expressdo para
o valor dessa série, expressao essa que por fim nos permitird provar a igualdade desejada. Essa
demonstragao é a mesma feita em [HRO5].

6.1 As fungoes L¢(s)

A existéncia de teoremas do tipo tauberiano para séries de Dirichlet (veja o Apéndice C) sugere
o estudo da seguinte série:

+00 o k
D(s) =Y ’“‘(d);def(d). (6.1)
d=1

Se conseguirmos provar que D(s) tem boas propriedades analiticas, de modo a satisfazer as hipdteses
de algum teorema tauberiano, obteremos dai a convergéncia da série S(f). E importante notar que
além da convergéncia de S(f), obteremos também a seguinte igualdade:

Uma expressao desse tipo sera essencial na demonstracao de S(f) = C(f).
De fato, nao vamos estudar a série D(s) acima, mas uma série de Dirichlet um pouco mais
simples:

Basta estudar L¢(s) para obter o resultado desejado, pois derivando (por enquanto, formalmente)
essa série k vezes, obtemos

L¥(s) = (—1)F i’f u(d)Nfc(lf) log"d _ ko).
d=1

A série Lg(s) é melhor para nés do que a série D(s) definida em (6.1) pelo fato de que os

93
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coeficientes de Lg(s) formam uma fungao multiplicativa. Desse fato, obtemos a igualdade

Le(s) =[] <1 B Nf(p))

S
» p

nos pontos s em que a série que define Lg(s) é absolutamente convergente. (Toda série de Dirichlet
com coeficientes multiplicativos possui uma expressao como produto de Euler sobre os ntmeros
primos; veja [Apo76, Cap. 11].) Vejamos entao qual é o semiplano de convergéncia absoluta da
série Lg(s):

Proposicao 6.1. A abcissa de convergéncia absoluta da série Lg(s) € menor ou igual a 1. Isto é;
a série que define Lg(s) € absolutamente convergente se Re(s) > 1, e a convergéncia € uniforme
em todo semiplano fechado Re(s) > 1+¢e com e > 0.

Demonstragao. Como N¢(p) < h = gr f para todo p € N primo, temos que
|(d)Ny(d)| < |p(d)[h* D, para todo d € N. (6.2)

De fato, se d € N nao é livre de quadrados, entao p(d) = 0 e a desigualdade (6.2) vale trivialmente.
Se d é livre de quadrados, entao d = py---p, com p1,...,p, € N primos distintos. Nesse caso,
usando o Lema 3.2 obtemos

(@) N¢(d)| = | ()N (p1) Ny (p2) - Ny(pr)| < |u(d)|p" = |u(d) |2V

Dessa forma, se s = o +it, 0 > 1;

i/@lf}f@‘gi| i <H(1+ > (6.3)

d=1 d=1 p<N

para todo N € N. A segunda desigualdade de (6.3) vale pois o produto de Euler da série de
Dirichlet "1 |u(d)|pe(@) /a5 & [, (1 +h/p*). Mas o produto em (6.3) converge absolutamente
quando N — +oo pois como o > 1 a série »  1/p? converge absolutamente. Portanto fazendo
N — +00 em (6.3) temos que

S <) <

Dessa forma, a série 1% 1(d)Ny(d)/d® de fato converge absolutamente se Re(s) > 1. O

Precisamos agora provar que Lg(s) possui uma extensdao analitica a um aberto que contém
o semiplano fechado Re(s) > 1 para usar um teorema tauberiano (o teorema que usaremos é o
Teorema C.2). O Lema seguinte é o principal passo para obter essa extensao:

Lema 6.2. Ezistem c¢ > 0 e uma fungdo Mg(s) holomorfa para Re(s) > 1/2 que nao se anula em
Re(s) > 1—¢e¢ > 1/2 e tal que

Lf(S) = Mf(s)

(k1 (8) -+ Crey ()
em Re(s) > 1. (Onde (k,(s) € a fungdo ¢ de Dedekind do corpo Kj.)

Demonstragao. Fixemos s = o + it com ¢ > 1. Com o Lema 3.7 temos os seguintes produtos

infinitos: - T] <1 ) N;;EP)) e () =TI <1 ~ 1) ~ApK; - Ry, (s)

S
» p
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para i = 1,...,k. Combinando o Lema 3.1 e a Proposi¢ao 3.3 temos que existe um primo pg tal
que
se p>po é primo, entdo Nf(p) = A, k, + -+ Ap Kk, (6.4)
Assim, fazendo o produto das fungoes ¢ associadas aos corpos K7, ..., K} temos
1 —Nf(P)
()G = T (1= ) Fole) Ry (9) -+ R (9 (65
P=>Ppo p

em que

Po(s) =[] <1— 1

p<po

Para que a expressao de (6.5) fosse um pouco mais simples, seria melhor que o produto infinito
fosse tomado sobre todos os primos, ao invés de ser o somente o produto sobre os primos maiores

ou iguais a pg. Podemos obter isso definindo P(s) = Py(s) - [] (1-— p_S)Nf(p) pois entao temos

P<po

—Ny(p)
G ()G (5) = [ (1 - 1) P Rie(9) - Ry (s). (6.6)

S
p p

Usando a expressao do bindmio de Newton temos, para todo primo p, que

N¢(p)
<1_1> _l_Nf(p)JrO(;)
p* p* P2

em que a constante O depende apenas de Nf(p). Segue entao que
1-N s 1
LN o (1),
(1=1/p)™ P
. 1-Ns(p)/p° 1
EP(S):f—N(p):l—FO —

(1—1/p*)™ p
temos que a segunda igualdade sugere que o produto E(s) = Hp E,(s) é normalmente convergente
—20)

Assim, definindo

(provaremos esse fato com mais detalhes a seguir, pois nao basta ser somente E,(s) = 14+ O(p
é preciso que a constante em O nao dependa de p e nem de o). Entao, usando o produto de Euler
de L¢(s) e (6.6) temos que

_ f(S)' Ci(l(s)' "C}(k(s)
(1—1/ps)Nr® P(s) - R, (5) - Ri (s)”

By < [] L= N0l _

Isso sugere definir
Mg(s) = P(s) - R, (s) - - Rre, (s) - E(s). (6.7)

Basta entao demonstrar as propriedades necessarias para essa fungao Mg(s).

Ja vimos que as funcoes Ry, (s), ..., Rk, (s) sao holomorfas e nao se anulam para Re(s) > 1/2.
A funcdo P(s) é também holomorfa e ndo se anula nesse mesmo semiplano pois se Re(s) > 1/2
vale 1 — p~® # 0 para todo primo p. Portanto para terminar a demonstracdo basta provar que
E(s) é holomorfa em Re(s) > 1/2 e que existe e¢ > 0 tal que E(s) nao se anula no semiplano
Re(s) > 1 —es.
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Segue do binémio de Newton que

A o) R () 1) o)

m=2

em que

(Se N¢(p) < 1, definimos g,(z) = 0.) Assim

Ey(s) =1+ g, (;) .

Como queremos provar que F(s) = Hp E,(s) é normalmente convergente para Re(s) > 1/2, preci-
samos estimar g,(p~*). Se s = o + it com o > 1/2, temos que

|pfs‘ — pfa <277 < 271/2'

Portanto, basta estimar g,(z) na bola fechada de centro 0 e raio 271/2. De fato, se |z| < 271/2 < 1
e Nf(p) > 2, temos

Ny (p)
1 N om
() < T 2 ()l

m=2
Ny (p)
< 1 fz Nf(p) |Z‘2 < 2Nf(p) |Z|2
“la-212)Ne) = m ~ (1= 2-Y2)Ns @)
2h 9

pois N¢(p) < h para todo primo p. Assim, provamos que existe uma constante C' > 0 que nao
depende nem de p nem de z tal que

9p( < Ol se o] <2712 (6.8)

Portanto, dado § > 0, se s = 0 + it com o > 1/2 + § temos
1 C C
Z gp<ps>’ Szp:pzagzp:puzé < 0.

P
Assim E(s) =[], Ep(s) de fato define uma fungdo holomorfa no semiplano aberto Re(s) > 1/2.
Resta provar que existe e > 0 tal que E(s) # 0 se Re(s) > 1 — e, o que é equivalente a
encontrar d¢ < 1 tal que E(s) nao se anula em Re(s) > J¢.
Seja s = o +it com ¢ > 1/2 tal que E(s) = 0. Entao existe um primo p tal que E,(s) = 0. Isto
é: 1 — Ny(p)p~® = 0. Em particular, N¢(p) # 0. Temos entao p° = Ny(p) e, calculando o médulo
dessa igualdade vemos que

> log N¢(p) < min {log h, log(p — 1)}
logp — log p

: (6.9)

pois N¢(p) < p e N¢(p) < h. Basta entdo notar que

in {log &, log(p — 1
5¢ = sup {mln{ ogh, log(p )}} <l
p log p
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De fato, para todo primo p, vale log(p — 1)/logp < 1. Assim

Sup{min {log h, log(p — 1)}} _ I;??{log(p— 1)} <1

p<h logp logp

Por outro lado,

in {log h, log(p — 1 log h
Sup{mm{og,og(p )}} og

p>h log p ~ log(h+1)

Portanto, de fato éf < 1. Temos que E(s) nao se anula em Re(s) > d¢, pois vimos em (6.9) que
todo zero de E(s) tem parte real menor do que ds. ]

Teorema 6.3. FEziste By > 0 tal que Lg(s) possui um prolongamento analitico ao aberto
Up={s=0c+iteC,o,teR:0>1-Bg/log(]t| +2)}

e, nesse aberto, L¢(s) ndo possui zeros nem polos, exceto por um zero de ordem k em s = 1. Além
disso, para s = o + it € Ur vale
Le(s) < logh(|t] + 2).

Demonstragdao. Pelo Teorema 3.6 existe By > 0 tal que (x,(s),...,(k, (s) ndo se anulam em um
mesmo aberto
Ug={s=o+it:o>1—B/log(|t| +2) > 1/2}.

Assim 1/(x,(s),...,1/Ck,(s) sdo holomorfas em Up. Entdo o Lema 6.2 fornece uma extensao
analitica de Lg(s) a Us.
Supondo que Bf > 0 é suficientemente pequeno para termos

Us C{s=oc+it:o>1—¢r},

temos também que M¢(s) ndo se anula em Ug, de modo que o tnico zero de Lg(s) em Ur é o polo
comum das funcoes (x, (s),...,Ck,(s) em s = 1. Como para todo i € {1,...,k} o polo de (g, (s)
em s = 1 é simples, temos que a fun¢ao Lg(s) tem em s = 1 um zero de ordem k.
Provemos que Mg(s) é limitada em todo semiplano fechado Re(s) > 1/2 + e com ¢ > 0.
Lembramos que
Mi(s) = P(s) - Ricy(5) - Ricy (5) - E().

Entao basta mostrar que cada uma das funcoes P(s), Rk, (s),..., Rk, (s) e E(s) é limitada em
Re(s) > 1/2+«¢.
Se s = 0 + it, temos

(1 _ p*U)Ap,Kl +tAp iy,

_ 1 —p 5N @) (1+p )N .
|P(S)| - H |1_p*5|AP7K1+"'+AP7K}c S H Q(U)

p<po p<Ppo

Agora, Q(o) — 1 quando 0 — 400, portanto essa funcao Q(o) é limitada no conjunto [1/24-¢, 4o0].
Segue dai que P(s) é limitada em Re(s) > 1/2 + ¢.
Para cada corpo de nimeros K temos, s = o + it com o > 1/2 + ¢;

1 1 1
o~ AL P wwr] = 1L <1 - N(P)ff)
1
L, (1 vy ) >

Portanto Ri(s) é limitada no semiplano fechado o > 1/2 4 ¢. Analogamente, a igualdade E,(s) =
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1+ gp(p~*) implica, usando (6.8), que

Es)=]] 1+gp< >‘<H< +)<H<1+p1€25><oo (6.10)

P
Portanto E(s) é limitada nesse mesmo semiplano. Isso conclui a prova de que Mg(s) é limitada em
Re(s) > 1/2+«.

Dessa forma, usando a estimativa das funcoes 1/(k,(s) para i =1...,k dada pelo Teorema 3.6
e a igualdade

1
Crey () -+ Gk (s)
temos que Lg(s) < log®(|t| +2) em Ut. O

Lf(S) ==

Mf(S)

6.2 Demonstragao da convergéncia da série S(f)

Pela Proposigao 6.1 temos, para Re(s) > 1, que

L0(s) = (~1) *ff (e log' ()N (d)

para todo [ > 0. O nosso objetivo agora é usar o Teorema C.2 para justificar a igualdade

Ly +Z log JN;(d) (6.11)
d—1

para todo [ > 0. Em particular, se [ = k a equac@o (6.11) demonstra a convergéncia da série S(f).
Assim, precisamos considerar as somas dos coeficientes da série Lg)(s) para cada [ > 0. Definimos

=" p(d) log! (d) Ny (d).

d<z

Para usar o Teorema C.2, resta apenas provar que S;(x) = o(z). Agora, pelo Lema 5.2 temos

T o -1
= pu(d)Ng(d)log!(d) = Sp(x)log'  — /1 So(t)“g% dt. (6.12)

d<z

Assim, se provarmos que Sp(z) = O(z/log! ™ ), teremos

T 1 -1
+z/ dt+l/ So(t) 28t 4t — o(a),
2 log

Si(x) < p

log

e poderemos aplicar o Teorema C.2. De fato provaremos mais do que Sp(z) = O(x/log" z) para
todo N € N:

Teorema 6.4. Euxiste ¢(f) > 0 tal que

So(w) < wexp (~e(f)y/logz)

para xr — +00.

Demonstragao. Como na demonstracao da Proposicao 6.1 temos, para s = o +it, 0 > 1, que

s)| < Z Z = M(0) (6.13)
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onde

too w(d)

ds
d=1

Vimos na demonstragao da Proposicao 6.1 que a série que define M (s) converge absolutamente se
o>1.

Vamos estender a fun¢ao M (s) comparando o seu produto de Euler com o da fungao ((s). (O
“truque” para fazer isso é o mesmo da demonstragao do Lema 6.2.) Se o > 1 temos

M(s)=1]] (1 + ;) = ((s)"Z(s)

p

em que
Z(s)=]]

Fixe p primo e s. Expandindo (1 — p~*)" temos

(3 03 -5 0555005

Jj=

h h 1 1
p p P’ p

em que a constante em O nao depende de p nem de s, s6 de h (sé dos coeficientes binomiais).
Portanto, o produto que define Z(s) é normalmente convergente se o > 1/2, de modo que Z(s) é
uma funcao holomorfa nesse aberto. Além disso prova-se que Z(s) é limitada em todo semiplano
fechado o > 1/2+¢ da mesma forma como fizemos anteriormente com outras fungoes. (Por exemplo,
como demonstramos a mesma propriedade para a funcao E(s) em (6.10).)

Como M (s) = ((s)"Z(s), temos entdo que a fungdo M (s) possui uma extensdo analitica ao
aberto o > 1/2 com um polo de ordem h em s = 1. Como (0 — 1){(0) e Z(o) sao limitadas se
1/2 4 e < o < 2, nesse conjunto temos

1
|M(5)| < M(0) = ((0)"Z(0) < —=3 (6.14)
-1
desde que seja o # 1. Tomando € > 0 e Bf > 0 do Teorema 6.3 de tal modo que valha
UsC{s=0+iteC:0>1/2+¢},
segue de (6.13) e (6.14) que também vale
Le(s) < ——— (6.15)
RN |

para todo s € U com o # 1.
A férmula de Perron implica (veja [Ten95, capitulo 11.2]), para k > 1;

K+100 zs-i—l
Sol Le(s)—— ds.
[ soar= o 7Ty e

Assim 0 nosso objetivo agora é majorar a integral da direita. Comegamos truncando a integral e
estimando o resto. Fixamos k = 1 + 1/logz. Entao

KT xs-i—l
So( L —d R(z, T 6.16
[ sat0dt= o [T Late) s ds e RGeT) (6.16)
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em que o resto é

R T - 1 K+1i00 I .’L’S+1 4 1 k—iT I I‘S+1 d
@WMLW M$+u”%¢ij$+u&

Majorando essas duas integrais da mesma forma e usando (6.15) temos
K~+100 1 $K+1 $N+1 +oo 1
———— |ds| K ——— / —dt
N

Rz, T) < /
@) wrir (K —1)
:Efi-i-l 1

< (k—1h T

1/logx

para z,T — +00. Agora como k =1+ 1/logx, temos z" = x T = ex e assim

22 logh

T
R(z,T) < T

6.2

(6.17)

Sejam cg > 0e k1 =1— (ca/logT); 0 < kK1 < 1 para todo T > 2. Seja I' o caminho retangular
formado pelos pontos k £ i1, k1 =41 percorrido no sentido anti-horario. Escolhemos ¢y pequeno o
suficiente de tal modo que I' esteja contido em Uy para todo T > 2. Entao como Lg¢(s) é holomorfa

em Uy (L¢(s) ndo possui polos!), temos

$5+1
L ——ds=0.
/p f(s)s(s+ 1) y

(6.18)

Vamos agora majorar as integrais da fungao Lg(s)zT1/s(s + 1) sobre as retas [r + iT, k1 + iT],
[k1 +iT, k1 —iT] e [k1 — T,k — iT] e usar (6.18) para obter uma majoragao para a integral sobre

areta [k — T,k +iT).
Usando a estimativa do Teorema 6.3 temos (com s = o + it),

k14T s+1 k1+iT 1 k t 2
/ Lf(s)xi ds < x:‘ﬂ-’-l/ w ’d3’
Kk1—iT S(S —+ 1) Kk1—iT ‘S|

Iil"’iTl k t )
< 1‘2;1:_02/10gT/ Oi_(l’ 4’_—; ) |ds|

rk1—1T
< 33‘26_62 logz/logT

para x,T — 400, € usamos fj;o logh(|t| +2)/(4~ 1 +2) dt < oc.
Estimando analogamente temos

k41T s+1 k+iT .o+1 1 k T K
/ Lf(S)xi ds < log" T/ ’ |ds| = o8 / 27T do.
K S K

1+iT (s+1) k1+iT T? 1

1

Calculando essa tltima integral e majorando "1t < 2"+ = ex? <« x2, temos

k4T s+1 k 2 k
x log"T =z log® T
/ Lg(s) ds < 5 = <222 2
wy AT s(s+1) T log x T
Analogamente, obtemos
k—1iT s+1 k
T log" T
Le(s)————ds < 2° .
JAECr T

Usando (6.19), (6.20) e (6.21), obtemos de (6.18) que

K41 s+1 k
x log"® T log
Le(s)——d 2 2 — :
/,HT f(s)s(s ST T tr e < CZlogT>

(6.19)

(6.20)

(6.21)
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Logo, de (6.16) e (6.17) temos

/ So dt Lz

Colocando entao T' = exp(y/log ), vale

log = 2logk:r
< CQlOgT)‘l-ﬂ? T

k+h

* log" ™" x
2 2
/1 So(t)dt < z (e Vs exp (—cm/loga:) + x“ exp (—ng/lOgZL‘)
< x?exp (—cm/log a:) : (6.22)

Vamos agora estimar uma integral semelhante usando a fungdo M(s) ao invés da Lg(s). Ao
invés da soma Sy(x), aparecerd a fungao

) =Y |u(n) .

n<x

Usando a majoracao ((s) < log |t| para s = o 4+ it com 0 > 1 — Bg/log|t| e |t| > 3 (é o Teorema 7
de [Ten95, Cap. I1.3]), temos

M(s) = ((s)"Z(s) < log" |t] (6.23)
se s = 0 + it com [t| > 3, usando novamente que Z(s) é limitada em Us. Usando também (6.14),

obtemos uma majoragao para [," B(t) dt exatamente da mesma forma como obtivemos (6.22), com
uma pequena diferenca apenas na majoracao da integral

k14T xs+1 K1+31 K1—13 k1+iT strl
/ M(s)ds:</ +/ / ) ds
)1 —iT s(s+1) K1 -3 w1—iT  Jri43i s(s+1)

//@1+3i 1 ‘merl‘ | | k1+iT | | ’ s 1’ ‘ |
< ds +/ log" |t| ————|ds
w—zi |F1— 1" |s(s + 1) K143 Is(s +1)|

Logo, como fizemos em (6.19), temos

rk1+iT $s+1 3 1
/ M(S)i ds < g™ logh T/ 1 dt + e 2 logz/log T
K1—iT s(s+1) e
< plec2logw/logT log" T + 372@*02 logz/log T
Colocando entao T = exp(y/log ), teremos
k14T xSJrl
/ M(s)———ds < xQe_cz‘/@(log gg)h/2 + p2e—c2VIog®
K

1 —iT S(S + 1)
< z%exp (—@,Vlog 1:)

para algum c3 > 0, c3 < ca.
Além dessa diferenga, ao invés de (6.18) teremos

strl
/FM(S)S(SM ds = B(z),

onde ®(z) é o residuo da fungio s — M (s)z**t!/s(s+ 1) em s = 1, de modo que, por fim, teremos

/ B(t)dt = ®(z) + O (.«Lﬂe*cs logz/ logT) . (6.24)
1

Provemos que ®(z) = 22Q(logx) com Q(r) polinémio de grau menor ou igual a h. Fixamos = e
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definimos
b M <8>$S+1

g(s)i(s_l) 8(S+1>

i

de modo que temos
®(x) = lim g (s).

s—1

Agora, se f(s) = (s — 1)"M(s)/s(s + 1), temos g(s) = z°t1 f(s). Logo
" (h d! " (h
g™ (s) = Z <l>f(hl)(8)dsl(xs+1) _ Z <l>f(hl)(5) log! 2 - 2571,
=0 =0

Fazendo s — 1 isso prova que de fato existe Q(X) polinémio de grau menor ou igual a h, cujos
coeficientes independem de x, tal que ®(x) = 22Q(log ).
Calculando explicitamente as derivadas, vemos que, se [ > 0, vale

2
T2 (;v2 log! x) = O(log! z).

Dessa forma, como ®(z) = 22Q(log ), temos que
®"(z) = O(log" ). (6.25)

Vamos finalmente obter uma estimativa para Sop(z) a partir de (6.22) e (6.24). Para isso escre-
vemos, para u > 0,

So(x) = / " o) di+ 0 (i / T S0() — So(a)| dt> . (6.26)

u

Essa igualdade vale pois

U U
Agora
T+u T+u
[ s - sa@lae< [ [ ST s | ae
z z r<u<t
T+u
<[ X e ) a
x r<u<t
Isto é;

/Hu |So(t) — So(x)|dt < /Hu (B(t) — B(z)) dt = /Hu B(t)dt — uB(z)

g/;ruB(t)dt—/:uB(m)dt
g/:ﬂB(t)dt—/;B(t)dt
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Entao usando (6.24) temos
r+u
/ 1S0(t) — So(@)| dt < B(x +u) — B(z) — (B(z) — Bz —u)) + O (ﬂe—cwlogI) .
xX
Aplicando entao o Teorema do Valor Médio trés vezes, as funcoes ® e ®’, vemos que

Tt+u
/ 1So(t) — So(z)|dt <2u* max @"(t)+O (:cze_c?’ v log’”) .

telz—u,z+u]

Logo de (6.25) temos
zT+u
/ 1So(t) — So(x)] dt < u?log"(z 4 u) + z?e~ VI8,

— —cy+/logx — —cq+/log x :
Colocando u = ze~“ ,comcy > 0e2cy < c3, temos u = xe < x para x suficientemente
grande, e obtemos

T+u
/ |So(t) — So(z)| dt < p2e2cavlog logh(Qx) + ple~csVlogw
x
< 1,26—C5\/10gl?

para algum c5 > ¢4 > 0, c5 < 2¢4. Colocando também u = ze~“VI°8% em (6.26) e usando (6.22)

obtemos finalmente
S()(.%') < 1 (4x26703\/10g:t + x26703\/logx> + x67(05704)\/10gx
u

< l,e—cax/logz

para algum cg > 0. O

6.3 Demonstragao da igualdade S(f) = C(f)

Vamos usar um Teorema que nos permitird relacionar C(f) com a fungao Le(s):

Teorema 6.5. Vale a sequinte igualdade

C() = lim, [(1 _ plo) - <1 _ N;;ff”)] . (6.27)

Provemos primeiro que S(f) = C(f) assumindo valer o Teorema 6.5. Usando a férmula do
produto de Euler das séries de Dirichlet ((s) e L¢(s), segue de (6.27) que

C(f) = lim [(1 — 1) - (1 — Nf(p))] = lim [C(U)ka(U)}

o—1t ” p° p° o—1t
. Le(o . L¢(o 1
- UliglJr {[(U N 1)C(U)]k . (O’f—<1))k} =1 JliglJr (o'f;(l))k - ELE']C)(I)
_ (=DF X ) logH (d)Ny(d)
T TH ; d = S()

usando as propriedades ja demonstradas da funcao L¢(s), em especial a igualdade (6.11). Assim
C(f) = S(f). O

Demonstragao do Teorema 6.5. Para o > 1, usando os produtos de Euler de ((0) e L¢(o) temos
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que

I1 (1—1>_k (1- 22| = co)¥Leto).

p L J

Queremos entao calcular

lim (1 - 1> - (1 - Nf(p)) = lim ((0)"L¢(o).

o—1+ p° o—1t

Usando o Lema 6.2 temos, para o > 1,

o) <o) o)
Cki(0) Cry(0) (o)
Agora, o valor Mg (1) estd bem definido, e as fungdes Z;(s) = (x,(s)/((s) para j = 1,...,k podem

ser estendidas analiticamente a um aberto contendo o semiplano fechado Re(s) > 1, de modo que
Z;(1) esta bem definido. Dessa forma,

(0)"Le(0) = Mg(o)

=
—~
—_
N—

Uli}r{h C(J)ka(U) = Z1(1) - Zo(1) - --

Basta provar entao que Mg(1)/(Z1(1) - Z2(1) - - - Zi(1)) = C(f).
Vamos provar a seguir (Lema 6.6) que

p p
para todo j = 1,..., k. Assim, usando (6.7) (e com a notacao da demonstracao do Lema 6.2) temos
que
Zl(l) . Zk(l) Hp(l _ 1/p)_AP’K1_"'_AP!Kk+k
Agora
1 _A’4;),I(1_"'_14p,}()C +Nf(p)
ry=1] (1 - )
P<po p
e usando (6.4) temos
Nf(P)) < 1>_Nf(p)
B(1) = Sa? At Y
eI 0
N 1 —Ny(p) N 1\ ~Apx1 == A K,
I 00 T |- () |
P<po b b p2Po b b
Substituindo essas expressoes para P(1) e E(1) em (6.28) temos que
Me(1
() C(f). O

Z1(1)--- Zx(1)

Lema 6.6. Sejam K um corpo de nimeros e Z(s) = (x(s)/((s). Entao Z(s) possui uma extensao
analitica a um aberto contendo o semiplano fechado Re(s) > 1, e vale

z) =] <1 - 1>_AP’K+1 Ruc(1).

p p
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Demonstragao. Vamos usar aqui o que vimos na demonstracdao do Lema 3.5. Lembre que usamos
o Corolario C.4 em (3.12) para provar o Lema 3.5. De fato, obtivemos assim nao sé a convergéncia
da série > (A, —1)/p, mas também a igualdade

> App_ =log Z(1

B é{j o [log (1) 1] -

Como ja sabemos que ZP(AP —1)/p é convergente, podemos separar a série a direita, obtendo

ZApp_l log Z(1 Z[ —110g<1—)}

p

— log RK(l)

—log Rk (1).

Dessa forma
log Z(1) = =) [(Ap —1)log <1 - ;)] +log R (1)

e, exponenciando, obtemos o resultado. O
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6.3



Capitulo 7

A nao-regularidade do A-calculo

Fixemos para todo este Capitulo fi(X),..., fr(X) uma familia apropriada satisfazendo a
Hipétese F, e seja f(X) = f1(X)f2(X) -+ fx(X). Denotemos por h o grau do polinémio f(X).

7.1 Transformacoes regulares

Como fizemos no caso da Segao 4.4, podemos tentar demonstrar a troca problemética do limite
com a série de (5.30) utilizando o conceito de transformagao regular (Apéndice B). Lembramos que
a série que aparece é

—+o00 k
p(d)log™ d n
1260 =Y Ll
Z4 ...z
=1 n<d; f(n)=0 (mod d)
= 1—-=2
_ k — n
=) (u(d)log d)l—zd Z 2"
d=1 n<d; f(n)=0 (mod d)
Para sermos mais precisos, sejam d; < d2 < d3 < ... os elementos do conjunto {d € N : Ny(d) #
0}. Entao
= 1—-2
(1-2GE) =Y (ud)loghd)ye—2 Y
=1 n<d;; f(n)=0 (mod d;)

Apesar de termos restringido os indices da série (1 — 2)G(z), nem a convergéncia, nem o valor da
série sao alterados. Definindo entao

. dz‘ 11—z n
ZORS e ke D DR
AN n<d;; f(n)=0 (mod d;)

temos que

+oo
(- 2)6(e) = 3 ML AN,
i=1 t

Isso nos leva a considerar em geral a transformacgao
400
$(x) = aigi(x), paral<az <1,
i=1

para qualquer sequéncia a; € C. Se provassemos que a transformacao (¢) é regular segundo a
Segao B.5, seguiria entdo que a comutagao do limite com a soma em (5.30) estaria justificada, pois
ja vimos que a série resultante é convergente.

Infelizmente esse resultado é falso. Provaremos neste Capitulo que essa transformacao ndo é

67
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reqular se h > 1 (isto é, com excecao do caso de um tnico polinémio linear), pois verificaremos que
a condicao 2 do Teorema B.10 nao é satisfeita. Isto é; veremos que nao existe limitacao uniforme
para a série

+o0
> lgi(x) = dipa(z)], O<z <l (7.1)
=1

Em [HRO5, p. 35], Hindry e Rivoal afirmam que a transformagao (¢) provavelmente nao é
regular em geral. O Teorema 7.3 responde assim a essa questao, inclusive especificando que o inico
caso em que (¢) pode ser regular é quando h = 1.

A demonstracao que faremos do Teorema 7.3 é basicamente uma extensao ao caso da Conjectura
de Bateman-Horn da demonstragao feita por Golomb em sua tese de doutoramento [Gol56] de que
a transformagao relacionada a Conjectura dos Primos Gémeos nao é regular.

Observagdo. Ao contrario do que é feito na Secao B.5, consideraremos o limite quando x — 1~
(em B.5 fazemos z — 07), mas essa diferenca claramente nao altera a conclusao do Teorema B.10.

E importante notar que precisamos supor N ¢(d;) # 0 e colocar a constante d;/N¢(d;) na
definigao de ¢;(z) para termos

¢i(x) 1 quandoxz — 17,

para todo i € N. Essa é uma condigao necessaria para a regularidade de (¢) segundo o Teorema B.10.
Para provar que a série (7.1) nao é uniformemente limitada, usaremos o seguinte Lema:

Lema 7.1. Seja (ap)nen uma sequéncia de nimeros positivos tais que o, — 0. Entdo

—+00

E |oy, — Qpg1] > max ay,.
1 neN

n=

Demonstragao. Como «;, — 0, temos que existe N tal que o, < a1/2 para todo n > N. Assim,

max ay, = max Qu,,
neN n<N
portanto, esse maximo de fato existe. Seja ng € N tal que oy, = max,cy ou,.
Podemos supor que :g |ay, — ap1| é finito, pois o caso em que Z:g lay, — apg1| = o0 é
trivial.
Agora, dado k € N com k£ > ng temos

k k k
Z |l — any1| > Z o — o] > Z (o — any1)| = |ang — agq1l-
n=1 n=ng n=ng
Fazendo k — 400 e usando que «,, — 0, segue que
—+00
Z]an—anH\ > |, | = apy = max ay,. O
o neN

O objetivo ¢é aplicar o Lema 7.1 para a sequéncia ¢;(z) para x fixado. Precisamos entao provar
o seguinte resultado:

Lema 7.2. Fizado x €)0,1[, temos que

oi(x) -0 quando i — +o0.
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Demonstracdo. Para todo ¢ € N, temos

4 1
C ONp(d) 1+ a4 4 adi—]

d;
Ny (d;)

" <
n<d;, f(n)=0 (mod d;)

0< (ﬁz(.%') Nf(di)xno < di.%'no

onde ng € N, ng < d; é a menor solucao de f(n) =0 (modd;). Assim d; | f(no). Logo, existe uma
constante C’ > 0, que s6 depende do polinémio f(X), tal que d; < f(ng) < C'n}. Portanto, existe
uma constante C' > 0, que também s6 depende de f(X), tal que ng > C’dil/h. Dessa forma,

0 < ¢i(x) < diz"™ < dzC4"" = d;(C)n"". (7.2)

Agora como 0 < z < 1 e C' > 0, temos também que 0 < z¢ < 1, de modo que fazendo i — +oco
(isto é, d; — +00) segue que (7.2) que ¢;(x) — 0 quando i — +oo. O

Podemos agora provar o resultado principal deste Capitulo:

Teorema 7.3. Se h > 1, entdo a transformacgdo (¢) nao € regular, pois a série

400
3 [¢i(z) — gini(z)l, 0<z <1
=1

nao € uniformemente limitada.

Demonstragao. Podemos supor que a Conjectura de Bateman-Horn é verdadeira neste caso (para
esta familia f), pois se o método (¢) fosse regular ele implicaria que a conjectura é verdadeira,
como vimos anteriormente.

Vamos encontrar uma sequéncia (z;);jen de nimeros reais com x; — 17 associada a indices
(ij)jen tal que ¢;;(x;) — +oo quando j — +o0. Usando o Lema 7.1, isso implicard que

400
Z |pi(z5) — Pir1(z)| = ¢i;(x5) — +00
=1

quando j — 400 e portanto nao pode haver limitagao uniforme para a série (7.1).

E importante que tenhamos xj — 17, pois se a série (7.1) fosse uniformemente limitada em
algum intervalo |1 — ¢, 1] para algum 6 €]0, 1], isso bastaria para termos a troca do limite com a
série (5.30).

Como supusemos que a Conjectura de Bateman-Horn é verdadeira, existem infinitos ng € N

tais que f(ng) = pip2 - pr com p1,pa,...,pr primos. Além disso, esses primos sao distintos pela
Hipotese F. Nesse caso, usando o Lema 3.2 temos que

N¢(f(n0)) = Ny(p1) - Np(pa2) -~ Ny(pr) < h". (7.3)
Escrevamos nq < no < ng < ... para cada um de tais elementos ng.

Para cada j € N, seja i; € N tal que d;; = f(n;). Podemos escolher tal d;; se N¢(d;;) # 0, mas
isso vale trivialmente pois f(n;) =0 (mod f(n;)). Seja também

1
— 7

5

Lrjil
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Entao usando (7.3) temos

d;, 1— Tj n d; n; d;, ~1/h_n
¢ij (];]) > hli dz] j] ﬁ( x])xg] > hlz 2 jJ
J
1-1/h gih
> dzj / : 1 — 71 "
— Rk 1/h f(nj)l/h
em que usamos que f(n;) =0 (modd . Provaremos entao que existe C'y > 0 que s6 depende de
f(X) tal que
1 Yy
<1 — W) > Cy, paratodoy > 1. (7.4)
Assim teremos que
1-1/h

6, (1) > ——C,

e como d;; — 400 quando j — 400, segue que ¢;, (v;) — +oo. (Aqui usamos a hipétese h > 2.)
Provemos entdao que vale (7.4). Temos

o [ (1 g ) | = o (1 5

_log (f(y)'/" —1) — Flog f(y)
1y '

Vamos aplicar a Regra de L’Hospital:

1 1 _1 1 /
i W0~ )
_1/y2

e )7 G A C) A W S ()
h fly) \fly)/h—1 hf(y)(1 = fly)t/h)
_ -1 flyy® 1
he fy)fth 11— fly)~Yr

—>Bf

para algum By € R que s6 depende de f(X). Assim

1 y By
(1 B f<y>1/h> st =0

o que prova (7.4). O

7.2 Transformacoes semelhantes

Um modo que poderfamos ter usado para tentar obter uma transformagao regular (¢) seria
escolher dy,dg,ds, ... os elementos que definem ¢;(x) como sendo aqueles d € N tais que

N¢(d) #0 e d é livre de quadrados,

pois, na série que define G(z), os termos associados aos indices d que nao sao livres de quadrados
sao anulados por causa do termo u(d). Apesar disso, a nova transformagao (¢) associada a esses
novos d; também nao seria regular, pela mesma demonstragao que fizemos para o Teorema 7.3,
dado que a sequéncia de indices (i;); que obtivemos esta associada a elementos d;; que de fato sao
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livres de quadrados.
Um terceiro modo pelo qual poderiamos obter uma transformacao regular, sugerido por Hindry
e Rivoal em [HRO5, p. 35] seria definir ¢4(x) para d € N da seguinte forma:

Ya(z) = Wll—_imﬁ 2 n<d; f(n)=0 (modd) & s€ Nf(d) #0
ga(x) se N¢(d) =0,

em que g4(z) seriam funcoes que poderiam de alguma forma ajudar na regularidade de uma trans-
formagao (¢) dada por

“+o0o
P(x) = Zadwd(x) para 0 <z < 1.
d=1

A definigao das fungodes g4(x) ndo importa muito, porque estamos interessados na equacao (5.30)
e na série

*2"’ p(d) log" dN(d)
d=1 d 7
que anula os termos em que gq(z) aparece.

Apesar dessa liberdade de escolha para as fungoes gq(z), as contas que fizemos anteriormente
também provam que mesmo essa transformacgao (¢) nado podera ser regular. De fato, sejam nova-
mente di < dy < dg < ... os elementos d € N tais que N¢(d) # 0. Entao o Lema 7.2 implica que,
para z €]0, 1] fixado,

Yg,(z) -0 quando i — +4o0.

Assim se k € N temos

“+o00 d;—1 d;—1
D a(@) = van (@) = > [Wa(@) = va (@) > D ($ale) = aga ()
d=1 d=k d=k

> () — ()]

para todo ¢ € N tal que d; — 1 > k. Fazendo ¢ — 400 segue que
+oo
> a(@) = ¢aga(x)] > [n(x)|  para todos k € N, z €]0, 1.
d=1

Mas entao podemos demonstrar a nao-regularidade de () usando o mesmo argumento da demons-
tragao do Teorema 7.3.

7.3 Uma variante do método da regularidade

O resultado do Teorema 7.3 implica que se quisermos provar a troca do limite com a série (5.30),
nao é suficiente usar somente a convergéncia da série S(f); é preciso usar alguma propriedade mais
especifica dessa série.

Nesse sentido, uma variante mais abrangente do Teorema B.10, sugerida por Hindry e Rivoal
em [HRO5], que pode vir a ser usada para resolver o problema de (5.30) é o seguinte Teorema:

Teorema 7.4. Sejam (¢n)n uma sequéncia de fungoes definidas em |0, 1[, e (r(n)), uma sequéncia
decrescente de nimeros positivos. Suponhamos que

1. ¢1(x) € limitado em 10, 1], e vale

lim ¢n(z) =1 para todon € N; e

Tz—1~
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2. existe H > 0 constante uniforme tal que

+o0
Z T(“)Wn(ﬂ?) — ¢n+1(x)‘ < H para todo x €]0,1].

n=1

Entao dada uma série convergente + 1 an tal que
Z an = o(r(N)),
n>N

temos que a série Z:i’i andn () também € convergente para todo x €]0, 1], e vale

lim Z anon(x Z G- (7.5)

r—1—

Demonstra¢ao. Notemos primeiramente que basta provar o resultado supondo :;ool an = 0. De
fato, se +°° 1 an # 0, definimos by = a; — +3° e b, = a, para n > 1. Assim Z b, = 0.

Adimitindo Valer o Teorema para a sequéncia (bn)n, temos entao

+oo = S
0= lim nz::l butu(x) = lim nZ::l andn(x) — d1(2) nz=:1 an

Assim segue de ¢1(z) — 1 quando x — 1~ que vale (7.5) para a série > a,
Provemos entéo que vale o Teorema supondo 37> a,, = 0. Assim se (Sn)n € a sequéncia de

n=1
somas parciais de +,1 an, temos

N +o0
SN izjlan: z:lan— Z ap = — Z an:O(T(N)).

n>N n>N

Fixemos x €]0, 1[. Notemos que

N N
Z an(bn(x) = CL1¢1(:L') + Z(Sn - Sn—1)¢n(x)
n=1 n;\?il
= SN(Z)N(CE) + Z Sn (d’n(x) - ¢n+1(‘r))‘ (76)
n=1

Provemos que o termo Sy¢n(x) converge para 0 quando N — +o0. De fato, temos

N-1
|Snon ()| < Sn|on(z)| = Sy Z (nt1(z) — dn(@)) + ¢1(2)
n=1
g, N-1
<SN’¢1 7’(]]:77 ZT )‘¢n(x)_¢n+1(x>‘
n=1
Agora como r(n) é decrescente segue que
g, N-1
|Snon ()] < Syl (x —N r(n)|¢n(x) = $ni1(x)]-

r( —

n

Usando o fato de ser ¢(z) limitada, a condi¢ao 2. do Teorema, e Sy = o(r(N)), temos que
Syon(z) — 0 quando N — +oo.
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Assim, se provarmos que >3 Sy, (¢ () — dni1(x)) é absolutamente convergente, segue de (7.6)

fazendo N — +oo que > andy,(x) é convergente. De fato, como Sy = o(r(N)) existe M € N
tal que |S,| < r(n) para todo n > M. Logo

+o00 M-—1 +oo
S [Su(6a(@) = dnia(@)| £ 3 [Su(0n(@) = buir@)| + 3 r0)]6nle) - duia (@)
n=1 n=1 n=
M-1 "
< ‘Sn (fn(x) — gbnﬂ(x))‘ + H < occ.
n=1

Isso termina a prova de que 3. a,¢n(2) é convergente.
Provemos agora que vale (7.5). Fixemos € > 0. Como S,, = o(r(n)), existe N € N tal que

|Sn| <er(n) paratodon > N.
Também temos da condicao 1. que existe d < 1 tal que
N-1
sex €]6,1[ entdo Y |Spl|gn(x) = dnsa1(z)| <.
n=1
Assim fazendo N — +o00 em (7.6) temos

“+o0o
Z an¢n (1:)
n=1

+oo
> Su(¢n(@) = $ni1())
n=1

N—-1 +00
< Z |Sn|‘¢n(m) - ¢n+1(x)’ + Z er(n)‘gbn(m) - ¢n+1(3’3)|
n=1 n=N
<e+ecH
para todo x €]d, 1[. Como € > 0 é arbitrério, temos que vale (7.6). O

Agora, para utilizar o Teorema 7.4 ficamos com o problema de obter uma fungao r(N) tal que

k
d>N
Veremos a seguir que o Teorema 6.4 nos permite tomar, para alguma constante ¢ > 0, a fungao
r(N) = exp(—cy/log N). Depois ainda temos o problema de verificar a validade da condigao 2. do
Teorema 7.4, problema esse que ainda nao foi resolvido. De fato nao sabemos se a funcao r(N)
obtida é pequena o suficiente para valer essa condicao. Apesar disso, é interessante a demonstragao
do Lema 7.5 pois ela mostra como obter uma fungao r(N) a partir de uma estimativa para Sy(x)
como a do Teorema 6.4. Hindry e Rivoal notam em [HRO05] que é possivel que a estimativa r(N) =

exp(—cy/log N) possa ser melhorada com o uso da Hipdtese de Riemann generalizada para fungoes
¢ de Dedekind.

Lema 7.5. Ezxiste ¢ > 0 tal que

o k
Z p(d)1 gdde(d) = o(exp(—C\/@))

d>x
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Demonstragao. Recuperando a notacao da Secao 6.2, temos de (6.12) que
. k k r ) logk_l t
) = > pu(d)Ng(d)log"(d) = So(x)log" z — So(t) ——dt.
d<z 1

Usando o Teorema 6.4 temos que So(z) = O(z/logk ), logo

-1 -1
Si(x) = So(z) log" x—/S “Og td—/So “Og tog Ty

< ge~BVlogz 5ok x—l—/ e~ cB)vIogt |ook=1¢ gt (7.7)
2

Agora, se ¢; = ¢(f)/2 > 0, temos

/a: efc(f)\/logtlogkfl tdt < /33 6701\/10gtdt ~ xe—ch/logz’
2 2

o que pode ser verificado diretamente usando a Regra de L’Hopital. Assim segue de (7.7) que
Sp(z) < ze~1ViosT, (7.8)

Usando a Identidade de Abel, temos

pu(d)log® dNy(d)  Si(x) T Si(t)
> y = + /1 dt (7.9)

z 12
d<zx

para todo x > 1. Como Sk(x) = o(x), fazendo  — 400 obtemos

*f u(d)log" d Ny(d) _ /oo Si(t) 4,
d=1 1

d t2

Subtraindo (7.9) temos que

4@ 1og'; dNs(d) _ Si() I SCUNY

d>x

Agora se ¢ = ¢1/2, segue de (7.8) que Si(z)/r = o(e~*V!87), de modo que basta provar que

/ Sk(t )dt ( fc\/@)_

12

Mas isso € facil de demonstrar usando (7.8), pois entao

IS oo ,—2cy/logt
/ IZ()dt<</ %dt.

Usando a Regra de L’Hospital, temos [~ e~2¢VIceli=1dt = o(e~eV187). (Pode-se provar direta-
mente que a integral f;o e~2eviogti=1 4t ¢ convergente.) O
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7.4 Um problema inverso

Um problema interessante relacionado & Conjectura de Bateman-Horn foi proposto em [Bai02]:

supondo valer
D(f) x

hl"'hk'logk’x

me(x) ~

para alguma constante D(f) > 0, serd que é possivel provar que D(f) = C(f)? Ou, equivalente-
mente, sera que

Ye(x) ~ D(f)x  implica D(f) = C(f)?

Podemos tentar seguir o caminho oposto ao que desenvolvemos no Capitulo 5 para resolver esse
problema. Comecamos com a seguinte Proposicao, que é o inverso do Teorema 4.4:

Proposicao 7.6. Seja (an), uma sequéncia de nimeros reais nao-negativos tal que a série de

A . o0 . ~ . . .
poténcias Z:O anx™ tem raio de convergéncia maior ou igual a 1. Supomos que

N
ZanwA-N
n=0

para alguma constante A > 0. Entdo vale

r—1~

+oo
lim (1 — ) Z apz" = A.
n=0

A demonstracao da Proposigdo 7.6 é bem simples, e sera feita em breve.
Dessa forma, se 1¢(z) ~ D(f)x, temos da Proposigao 7.6 que

+oo
lim (1= 2)G(z) = lim (1-2) 3" A(fi(m) -+ A(fi(m) =" = D) (7.10)
n=1

Agora, como no inicio deste Capitulo, temos

oo Nlog” d. .
(1 _ Z)G(Z) — z M(dz)l gd‘dsz(dz)qsi(Z)‘
i=1 v

Vimos que a transformagao (¢) dada pelas fungoes ¢;(z) nao é regular (Teorema 7.3) pois a série
%1¢i(z) — ¢pir1(z)| ndo é uniformemente limitada para = €]0,1[. Apesar disso é possivel que
exista alguma sequéncia (z,), de elementos em |0, 1] tais que z,, — 1~ e com

+oo
Z |pi(zn) — Pit1(xn)| < H paratodon € N (7.11)
i=1

para alguma constante H independente de n. Entao teriamos que a transformacao discreta
+oo
i=1

é regular. Tsto é; se 7% a; é convergente de valor s, entdo

n——+00 4

+o0
lim Zaiqﬁi(azn) = s.
=1

Pode-se demonstrar esse fato adaptando a demonstracao do Teorema 7.4 colocando r(I) = 1 para
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todo I € N.
No caso que nos interessa, teriamos

lim (1 —2,)G(z,) = lim Z'u

n——+o00 n——+00

Por outro lado, segue de (7.10) que

ngrfoo(l — )G (zy) = D(f).
Assim, provariamos que D(f) = C(f).

A concluséao é: apesar de termos visto que a transformagao (¢) nao é regular em |0, 1], se ao
menos provassemos que ela é “regular” sobre alguma sequéncia xz,, — 17, terfamos como resul-
tado (mais fraco) que D(f) = C(f). Isso seria, de qualquer modo, um resultado interessante que
confirmaria o argumento heuristico de Bateman e Horn.

Ainda mais, podemos adaptar a demonstragdo do Teorema 7.4 para o caso de uma sequéncia
x, — 17 para relaxar a condigdo (7.11). Assim, se provéssemos que Y .=y u(d;) log® d;N¢(d;)/d; =
r(I) para alguma sequéncia decrescente (r(I)); (por exemplo aquela dada pelo Lema 7.5), e existisse
H > 0 constante tal que

+00

Zr(l)’¢l<xn) — ¢it1(zn)| < H paratodon € N,
i=1

terfamos pelo mesmo argumento que D(f) = C(f).

Demonstragao da Proposi¢ao 7.6. Seja (s,)n a sequéncia de somas parciais da sequéncia (a ).
Assim, por hipdtese, s, ~ An. Dessa forma, Z:{i‘é spx™ também é convergente em |0, 1], e temos

“+00 —+o00 —+o00 —+00
(1—2x) Z spa’ = Z spa’ — Z Sp12" = Zan:n”. (7.12)
n=0 n=0 n=1 n=0

Analogamente, vale

+oo +o0o
(1—2) an” = Zx" = (7.13)
n=0 n=0
Fixemos € > 0. Como s, ~ An, existe N € N tal que
|sp, — An| < eAn  para todon > N. (7.14)

(Dividindo por An temos a definigao do limite s, /An — 1.) Fixado N, escolhemos § > 0 tal que

N +o00
sex €]1—46,1[, entao Z |sp, — An| < e an" (7.15)
n=0 n=0

Isso é sempre possivel pois z;ﬁ% nx"™ — 400 quando x — 17. Dessa forma, usando (7.12) e (7.13)
temos, para x €]1 — ¢, 1], que

“+oo
Ay
n=0

+oo
<(1—-2x) Z |spa™ — Ana™|

—+00

N
< (1—x)Z]sn — An|+ (1 — ) Z cAnz™.

n=0 n=N-+1
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Em que usamos também (7.14). Com (7.15) obtemos
+oo +oo
St a S
n=0 n=0

usando (7.13) novamente. Multiplicando por 1 — x temos

+o0
A+1
<eg(A+1)(1—=x) Znaz” = 8(1—4_30)’
n=0

<e(A+1) paratodoz €]l -4 1]

+o00
(1-— ZL‘)ZCLnSL‘n —A
n=0

"
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Capitulo 8

O Teorema de Bateman-Stemmler

Fixemos f1(X),..., fr(X) uma familia apropriada pelo resto deste Capitulo. Sejam f(X) =

O objetivo deste Capitulo é demonstrar o seguinte Teorema de Bateman e Stemmler:

Teorema 8.1 (Bateman-Stemmler). Vale

me(z) < k12FC(f) - “””k +o( xk )
log® x log® x

Observacao. Aqui estamos escrevendo f(z) < g(x)+o(h(x)) para simbolizar que existe uma fungao
G(z) tal que f(z) < G(z) e G(x) = g(x) + o(h(z)).

O Teorema de Bateman-Stemmler é importante pois é uma evidéncia em favor da Conjectura
de Bateman-Horn. De fato, decorre dele que m¢(z) < x/log" z, logo m¢(z) néo pode crescer mais
rapidamente do que o que foi conjecturado. Usaremos também o limite superior para o crescimento
da funcao ¥¢(x), que decorre do Teorema 8.1, no Capitulo 9.

A demonstragao do Teorema 8.1 que faremos aqui é basicamente aquela encontrada em [HR05].
O passo principal da demonstracao serd o uso de uma forma do grande crivo que pode ser encontrada
em [Ten95, Coroldrio 6.1 do Capitulo 1.4]. Dada a complexidade da notagao desse resultado, o
reenunciaremos aqui:

Teorema 8.2. Sejam xpr41,...,Tpom € C,
wp=#{d €N, d<p: z, =0 para todo n=d (modp),n € [M+1,M+ M},

e também

b = [(n)| [ —2

J— w :
pn P P
Entao para todo QQ > 1 wvale

Z z,| < M : Z |2 |? (8.1)

M<n<M+M’ Lo(Q) M<n<M-+M'

em que Lo(Q) = >, <0 bn-

Nao provaremos o Teorema 8.2 aqui.
Vamos primeiramente adaptar o Teorema 8.2 para o nosso caso. Para N € N, definimos

Xn(f) = #{n e NN]2V/N,N] : fi(n),..., fu(n) sdo todos primos}.
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Vamos entao estimar o valor de Xy (f). Fixemos também
- 7;9 " " H o N (P
Entao temos

Corolario 8.3. Para todos N € N suficientemente grande e Q > 1 com Q < /N, vale

N +@*
="

Demonstragao. Seja M = [2¢/N] o maior inteiro menor ou igual a 2¢/N. Defina

) {1, se fi(n),..., fr(n) sdo todos primos
Ty =

0, caso contrario

paran € {M +1,M +2,...,N — M}. Substituindo em (8.1) obtemos

N +@?
X(f) < LO(C?) (8.2)
Agora tomemos N € N suficientemente grande para que valha
filn) > Q para todos n > 2N, ie {1,...,k}. (8.3)
Sempre é possivel obter tal N pois, para todo ¢ € {1,...,k}, existe ¢; > 1 tal que f;(n) ~ enhi

onde h; = gr f;, e pois VN > Q.

Com tal N fixado, provemos que, se p < @ ¢é primo, entdo Nf(p) < wy. De fato, seja d € N,
d < ptal que f(d) =0 (modp). Provaremos que se n € N, M < n < N — M, satisfaz n = d (mod p)
entdo a, = 0. Dessa forma teremos que cada d contado por N¢(p) é também contado em w,, de
modo que N¢(p) < wp.

Seja entao n € N, M < n < N — M, tal que n = d (modp). Suponhamos por absurdo que
an, = 1. Entao f1(n),..., fr(n) sdo primos. Mas como f(n) = f(d) = 0 (modp) temos que existe
i€ {l,...,k} tal que p = f;(n). Mas isso contradiz (8.3) pois p < @, absurdo.

Agora, para todo p a fungao x — x/(p — x) é crescente em | — 0o, p[ (basta derivar a funcao).
Portanto, para todo p < @), vale

Ny (p) < _Yr
p—Nf(p) ~ p—wp
pois N¢(p) < wp. Mas entdo segue que, se (b,)n<g ¢ como no enunciado do Teorema 8.2, entao
an < b, para todo n < Q. Dessa forma L(Q) < Lo(Q) e assim o resultado final segue de (8.2). O

Em vista do Coroldrio anterior, precisamos estimar o valor L(Q), o que é feito no seguinte
Lema:

Lema 8.4. Para (Q — 400 vale

) 1
LQ= Y o~ g o8 @

n<@Q

Demonstragao. Para obter o comportamento assintético de L(Q), vamos primeiro considerar a

série de Dirichlet
oo

an
P = —.
(=Y o

n=1
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Como n + a, é multiplicativa, temos que P(s) possui o seguinte produto de Euler:

_ CNip) 1Y _ Nip) 1
P =TI (25 ) - TH(+ 550 =)

p p

Agora Ny(p) < pe Ns(p) < gr f para todo primo p, de modo que

Ny¢(p)
1 - N¢(p)/p

Portanto, a série que define P(s) é absolutamente convergente para Re(s) > 0. Vamos determinar
uma extensao analitica dessa funcao a um aberto contendo Re(s) > 0.
Multiplicando P(s) por Le(s +1) = [],(1 — Nt (p)p~+Y) temos

= 0(1).

_ Ny (p) 1 Ni(p)  N¢(p)® 1
Le(s + 1)P(s) = 1;[ <1 + pstl 1 Ns(p)/p - pst1 - p2s+2 1 Nf(p)/p>
_ Ni(p)  Nep)/p  Nyp)?* 1
=11 (1 * ptt 1= Ng(p)/p  p*+t? 1- Nf(p)/p> '

p

Logo
N¢(p)? 1 1 1
L“*”””ZQP*1ﬂ$&m¢%(w‘wﬂl

Concluimos dai que o produto R(s) = L¢(s + 1)P(s) é absolutamente convergente para Re(s) >
—1/2. De fato, como N¢(p) < p e N¢(p) < gr f para todo primo p, temos que

Ny(p)?

1-N;p)/p o).

Dessa forma, a série

/(S S S S Ny(p)?  p° -1
gl—Nf@)/p p? <ps p%)‘;l—zvf(p)/p P

é absolutamente convergente se Re(s) > —1/2.
Assim concluimos que

1
~Leen R

com R(s) holomorfa em Re(s) > —1/2, e Lg(s+ 1) nao se anula em um aberto contendo Re(s) > 0,
exceto por um zero de ordem k em s = 0. Agora segue de (6.27) que

P(s)

: - Lg(o)
_ k _ f
C(F) = Jim [C(0)* Le(o)] = Jim T
Como também R(0) = 1, temos que
k
k o 1
P e — -

o"P(o) Lo+ 1)R(0) — o0

quando o — 0. Assim o resultado segue do Teorema C.6. O

Podemos finalmente demonstrar o Teorema de Bateman-Stemmler:

Demonstracao do Teorema 8.1. Usando a estimativa do Corolario 8.3, temos que para todos N €
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N, Q > 1 com Q < VN vale

N + Q?
L(Q)

Tomemos Q = y/N/log N < V/N, N > 2. Provaremos que com essa escolha vale

N+ @? , N < N >
2vV'N + =klCOE)2F ——— + :
L(Q) (®) logh N ? logh N

o que, com (8.4), prova o resultado.
A equagao (8.5) é equivalente a

logh N N+@Q* . N
5 <2\/N+ ) — Kl C(F)2 o N -0

me(N) < 2VN + Xn(f) < 2VN +

quando N — +o0. Agora

logh N N+ Q? y N
i (2\/N+ 70 — kI C(£)2 '1ogkN)

_210gkN-\/N+logkN Q? +logkN
N N L@ L)

Do Lema 8.4 temos que

log" @
KIC(E) ~ KIC(£)2E

1
- (log N —loglog N)¥ ~ ——— .logF N.

L@ kIC(£)2F

Substituindo em (8.7), temos que de fato vale (8.6).

8.1 Estimativas para 6¢(x) e ¢¢(z)

— k1 C(F)2F.

8.1

(8.7)

Como corolarios do Teorema de Bateman-Stemmler, obtemos também estimativas para as
fungoes O¢(z) e ¥g(x), como faremos a seguir. No entanto, o objetivo desta Segdo é obter uma
estimativa para a fungao ¥¢(z) que serd usada no Capitulo 9, de modo que nao seremos cuidadosos
a ponto de obter um resultado preciso como o do Teorema 8.1; aqui vamos simplesmente estudar

a ordem de crescimento das fungoes 0¢(z) e V¢(x):

Corolario 8.5. Vule
O¢(z) = O(x).

Demonstracao. Basta repetir parte da demonstracdo do Teorema 5.3. Seja
g(z) =log fi(x) - -log fu(x) ~ hy---hy - log* .
Entao vimos que segue da Identidade de Abel que

Oe(x) _ me(w)g(z) 1 /x g (t)me(t) dt
1

xT T ZT

(como fizemos para provar (5.5)). Agora segue do Teorema 8.1 que

T
<

T) L —— —.
7Tf( ) logkx g(x)



8.1 ESTIMATIVAS PARA 0g(X) E ¢r(X)

Dessa forma podemos provar
x
| gttt = ofa)
1
assim como provamos (5.7). Agora como 7¢(x) < z/g(x), segue de (8.8) que

O ()

xT

= 0(1).

Corolario 8.6. Vule
Ye(z) = O(z).

Demonstragdao. Segue do Corolério 8.5 e de (5.18).
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Capitulo 9

Variante: o A-calculo de Golomb
usando séries de Dirichlet

Fixemos f1(X),..., fx(X) uma familia apropriada e que satisfaz a Hipdtese F pelo resto deste
Capitulo. Sejam f(X) = fi(X) - fu(X) e f = (f1,..., fr)-

Neste capitulo, vamos descrever o método de Golomb usando séries de Dirichlet como feito em
[Con03]. Isto é; ao invés de considerarmos a série de poténcias

400
G(z) =Y A(fr(n) - A(f(n))="
n=0
como fizemos no Capitulo 5, vamos estudar a seguinte série de Dirichlet:

Pl = 3 M) Al )

= s

n=1

Veremos que no caso dessa série de Dirichlet, obtemos o mesmo resultado que conseguimos
usando a série de poténcias: a menos de alguns problemas analiticos, prova-se a Conjectura de
Bateman-Horn com exatamente a mesma constante C'(f) conjecturada.

O teorema tauberiano que usaremos para tentar obter a Conjectura de Bateman-Horn a partir
da andlise de F(s) serd o Teorema C.3. Precisamos entao verificar as hip6teses desse Teorema.
De fato, a série F'(s) é absolutamente convergente se Re(s) > 1, o que decorre diretamente do
Lema 5.13. Além disso, temos

S A(fi(n) - A(fu(n) = O(v)

n<v

pelo Corolario 8.6. Portanto resta apenas obter um prolongamento analitico de F(s) a um aberto
contendo o semiplano fechado Re(s) > 1, com possivelmente um polo em s = 1. Se F'(s) possuir
um polo em s = 1, esse polo serd obrigatoriamente um polo simples da funcao:

Lema 9.1. Suponhamos que a func¢do F(s) possua um prolongamento analitico a um aberto con-
tendo o semiplano fechado Re(s) > 1, com um polo em s = 1. Entao s = 1 é um polo simples de
F(s).

Demonstragdo. Fixemos o > 1. Usando a Identidade de Abel (o Lema 5.2), temos que, para todo
x > 1, vale

> A(fi(n) - A(fe(n) _ () {0

ne o 1 to+1 dt.

n<x
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Como o > 1 e Y¢(x) < z, temos que Y¢(x) = o(x?). Assim fazendo x — +oo obtemos

+Z°°A(f1(n))~--A(fk(n)) :U/1+°° de(t) 4

o o+1
— n t
Logo +o0 ( ) +oo
Ve (t / t o
F(o) = dt dt =
(@) 0/1 P A S A

para todo 0 — 17. Portanto o +— (o —1)F () é limitada numa regiao a direita e préxima de o = 1,
e dessa forma nenhuma extensao de F(s) pode ter em s = 1 um polo de ordem maior do que 1. [J

Dessa forma, a menos que a extensao de F'(s) possua uma singularidade essencial em s = 1,
sempre podemos aplicar o Teorema C.3. (Nao trataremos neste texto da possibilidade de F'(s) ter
em s = 1 uma singularidade essencial.) Supondo entao que F'(s) possui uma extensao analitica a
um aberto contendo o semiplano Re(s) > 1 com no maximo um polo em s = 1, podem ocorrer
duas coisas: a) F(s) é analitica em s = 1, ou b) F(s) possui um polo simples em s = 1. Vamos
tratar desses dois casos separadamente, e veremos que é bastante improvéavel que o caso a) ocorra.
Veremos também que o caso b) implica a Conjectura de Bateman-Horn, supondo uma troca de
limite com uma série.

9.1 Caso a): F(s) é analitica em s =1

Supomos que F'(s) é analitica em s = 1. Como a série de Dirichlet que define F'(s) tem co-
eficientes ndo-negativos, o fato de F(s) ser analitica em s = 1 (e em uma vizinhanca de s = 1)
implica que de fato a série F'(s) é absolutamente convergente em algum semiplano Re(s) > 1 — ¢,
com § > 0. Esse resultado é conhecido como Lema de Landau (veja [Apo76, Teorema 11.13]).

Vejamos como isso implica em uma estimativa para ¢(x):

Proposicao 9.2. Se F(s) é analitica em uma vizinhanga de s = 1, entdo existe 6 > 0 tal que
Ye(x) = O(a' ™).

Demonstragao. Seja § > 0 tal que a série de Dirichlet que define F'(s) é convergente em s = 1 — 4.
Seja
an = A(fi(n)) -~ A(fr(n)), paratodon € N.

Assim ¢e(z) = 3, <, an- Seja S(x) =3, -, an/n' % a soma parcial da série F(1 — §), que vimos
ser convergente. Dessa forma S(z) = O(1). Segue do Lema 5.2 que

a _ _ v _
Yr(e) = 37 5w = S(a)a? —/ S(H)(1 — 8)1=" dt. (9.1)
n<x 1
Agora como S(z) = O(1) temos
T T $1_6 -1
/ S0 dt < / tO0dt = ———— < 270

(Aqui precisarfamos tratar separadamente o caso d = 1, mas nesse caso o resultado da Proposicao
decorre diretamente do fato de ser ¥¢(z) = S(z) = O(1).) Substituindo em (9.1) e usando nova-
mente S(z) < 1 temos

wf(x) < $1_6+ZE1_5 <<CL‘1_5. 0]

Como o resultado da Proposicao 9.2 certamente nao é um resultado esperado em vista da
Conjectura de Bateman-Horn, o mais provavel é que a série F'(s) nao seja analitica em s = 1.
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9.2 Caso b): F(s) tem um polo em s =1

Daqui em diante, vamos supor que F'(s) possui uma extensao analitica a um aberto contendo
o semiplano fechado Re(s) > 1, com um polo simples em s = 1. Temos entao do Teorema C.3 que

() ~ Res F(s) -z
s=
Logo precisamos calcular Ress—1 F(s), o residuo de F'(s) em s = 1, e esperamos obter

RelsF(s) = C(f).
sS=

Fixemos s = 0 + it € C com o,t € R e 0 > 1. Da Identidade de Golomb (Teorema 5.8) temos
que

(1P (= k| L
F(s) =" > ul(d)loghd —
©n=1 \d|f(n)

Ou seja, definindo
1, sed| f(n)

Xd,n = , .
0, caso contrario,

para d,n € N, temos

Provemos que é possivel inverter a ordem dessas duas séries.
Lema 9.3. Para Re(s) > 1, vale
+00 400 1
<Xd,n:u(d) log d- > Z Z (xd niv(d logkd- ns) .
d=1n=1

Demonstracao. O resultado segue diretamente do Teorema de Fubini, se provarmos que a série

+00 +00 1
ZZ Xanti(d)loghd - — (9.3)
n
n=1d=1
é convergente. De fato, temos
400 +o0 1 +00
> Xanpu(d)logh d- n‘ d)log" d - el > logh (£(n) o
n=1d=1 n=1d|f(n n=1d|f(n)
Dessa forma o .
ZZ Xd,nit(d log d- ’ < Z T(LU()) d(f(n)) (9.4)
n=1d=1 n=1

em que d(n) = }_,, 1 é o nimero de divisores de n.
Agora, para todo € > 0 vale
d(n) = O(n%)

(veja [ApoT76, Exercicio 13 do Capitulo 13]). Seja h = gr f. Assim temos f(n) = O(n"), de modo
que d(f(n)) = O(n"®) para todo € > 0. Também temos log®(f(n)) = O(n®), portanto, dado & > 0
existe M. > 0 tal que

logk (f(n)) -d(f(n)) < M.nft"  para todo n € N.
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Sejam § > 0 tal que 0 =1+ 24, e € > 0 tal que (1 + h)e = 4. Entao temos M = M, > 0 tal que

log® (f(n)) d(f(n)) < Mn® para todo n € N.

Assim segue de (9.4) que
+0o0 +o0 +oo +o00o
Mn M
>3 pann@lont d- 5| < 3 1 = <o
n=1d=1 n=1
Isto é; a série (9.3) converge. O

Portanto, podemos trocar a ordem das séries de (9.2) e entao obtemos

k +o00 k
p(d) log" d

d=1 n=1; f(n)=0 (mod d)

=2 | n(@)oghd- > -~

n=1; f(n)=0 (mod d)

U
—_

Assim o célculo do residuo de F(s) em s =1 é

. (71)k +oo 3 +oo 1
= lim (0 —1)=> | u(d)log"d- > —
7 Tod=1 n=1; f(n)=0 (mod d)

Supondo novamente que podemos trocar a ordem do limite com a série, mais um passo que nao
podemos justificar no momento, obtemos

R F()l(_l)kio (d)logtd- lim | (o —1) f L (9.5)
= prayfog e T\ no || '
d=1 n=1; f(n)=0 (mod d)

Agora, esse ultimo limite podemos calcular da seguinte forma:

Lema 9.4. Seja d € N fizo. Entao

+oo
. 1 Ny(d)
IS S T
n=1; f(n)=0 (mod d)
Demonstragao. Sejam m = Ny¢(d) e ay,. .., an, as solucoes de
f(n) =0 (modd) (9.6)

compreendidas entre 1 e d. Dessa forma, se n é solugao da equacao (9.6), entao existe um tinico i €
{1,...,m} tal que n = a; (modd). Reciprocamente, se n = a; (modd) para algum ¢ € {1,...,m},
entao n é solugao de (9.6). Dessa forma temos

—+00

> — = g: > ni (9.7)

n=1; f(n)= (modd) n>1,n=a; (mod d)
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Fixemos i € {1,...,m}. Entao
Z i_+oo 1 _1+ZOO 1 _ G(s,bi)
n> 1, near (mod d) ns P (dl 4 a;)s  d* = (I +b;)® ds

em que b, = a;/d <1 e ((s,b;) é uma funcao ¢ de Hurwitz (veja [Apo76, Cap. 12]). Assim segue
de (9.7) que

—+00 m

1 _ C(Sabl)
Z ns Z ds

n=1; f(n)=0 (mod d) =1

O resultado do Lema segue entao do fato de que ((s,b) tem em s = 1 um polo simples com residuo
1 para todo b €]0, 1] (veja [Apo76, Teorema 12.4]). O

Dessa forma, segue de (9.5) que

2 (1)F X p(d) logh d
Res F(s) = ; - Ny(d) = S(f) = C(f).

Concluimos assim que: se F'(s) possui uma extensao analitica a um aberto contendo o semiplano
fechado Re(s) > 1 com um tnico polo simples em s = 1, e se vale a troca do limite com a série de
(9.5), entao vale a Conjectura de Bateman-Horn.
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Apéndice A
O Critério de Kummer

Enunciaremos e demonstraremos aqui um resultado da Teoria Algébrica dos Numeros que
usamos no texto, a saber, o Critério de Kummer. Para a parte bésica dessa teoria, veja [Rib01].
Os resultados enunciados aqui foram adaptados de [Nar04, Segao 4.3].

Para esta secao, fixamos f(X) € Z[X] um polinémio moénico irredutivel, e & € C uma raiz de
f(X). Sejam K = Q(a) e Ok o anel de inteiros do corpo de nimeros K. Como f(X) é monico,
temos «a € O, e assim R = Z[a] é um subanel de Og. Seja f o condutor de R em Ok, isto é; f é
o maior ideal de Ok contido em R. Esse ideal nao é nulo devido ao seguinte Lema:

Lema A.1. Eziste k € Z, k # 0 tal que kOg C R.

Demonstragdo. Sejam n = [K : Q] e {a1,...,a,} uma base integral de K. Fixemos i € {1,...,n}.
Como a; € Q(a), existem pij, ..., Pnis Qliy - - - qni € Z com qij, . . ., qn; 7 0 tais que
a; = @an_l + @QH_Q 4+ 4 @
q1; qz; Ani

Assim, se k; = qu; - - - qni # 0, temos k;a; € R.
Definimos k = ki ---k, # 0. Entdo ka; € R para todo i € {1,...,n}, de modo que kO C
R. O

O objetivo deste Apéndice é demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema A.2 (Critério de Kummer). Seja p um nimero primo tal que p 1 N(f). Seja ¢ : Z[X] —
(Z/pZ)[X] dada por

Pl X+ XM o) =X g X

em que ¢; = ¢; + pZ € L/pZL.
Decompondo ¢(f) em polinomios irredutiveis:

o) = Fi B i

comai,...,am € Ne fi(X),..., fm(X) € (Z/pZ)]|X] polinémios ménicos irredutiveis (sobre Z/pZ)
nao-constantes e distintos, temos que o ideal pOk também se decompoe como @(f):

pOK — Plal 2112 . ,P?%m

uz

em que Py,..., Py sdo ideais primos de O distintos e N(P;) = p™, em que n; é o grau do

polinomio f;(X).
Para demonstrar o Teorema A.2, precisamos do seguinte Lema:

Lema A.3. Seja p um nimero primo. Sao equivalentes:
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a) pOx N R = pR;

b) a imersio de R em Ok induz um isomorfismo entre O /pOk e R/(RN pOk) isto é; cada
classe de equivaléncia de O /pOk possui um elemento de R;

¢) a imersio de R em Ok induz isomorfismos entre Ok [p"™ Ok e R/(R N p™Ok) para todo
m e N;

d) p""Oxg N R =p™R para todo m € N; e

e) ptN().

Demonstragao. a) = b): Temos um homomorfismo canénico ¢ : R — Ok /pOk dada pela com-
posigao dos homomorfismos canénicos R — Ok e O — Ok /pOfk. Dessa forma ker ¢ = RNpOx.
Assim, temos um isomorfismo R/(RNpOk) ~Im¢ C Ok /pOk. Provemos que Im ¢ = Ok /pOk.
De fato,

Ok

20K | = N(pOk) = [N(p)| = p".

Por outro lado, usando a), temos

R Z]a]

RO R Ok
RNpOk| |pR| |pZla]

pOK '

| Im ¢| = ‘ =p" = ’
Portanto Im ¢ = Ok /pOk e R/(RNpOk) ~ Ok /pOk.

b) = c¢): Faremos por inducdo sobre m € N. Para m = 1, o resultado vale por hipdtese.
Suponhamos agora Ok /p™ Ok ~ R/(RNp™Ok) para m > 1. Seja a € O. Precisamos encontrar
um elemento de R na mesma classe de equivaléncia de a em O /p™ 1 O.

Por hipédtese de indugao, existe r € R tal que a = r (mod p"Of), isto é, existe b € O tal que
a = r + p™b. Por sua vez, existe r; € R tal que b = r; (mod pOf) isto é, existe by € Ok tal que
b =171+ pby. Assim

a=r+p"r +p" b =r + pry (modpm+1(9K) ,

com r + p™r; € R, como queriamos.
¢) = d): Temos que por c) vale

R Ok
= =N({™"Ok) = |N(™)| =p™".
‘RmmeK‘ 'pmoK‘ (p K) | (p )| p
Por outro lado,
’ R ’_‘ Z[o] -
pR|  |pmZ[a]
Agora p" R C RN p™ Ok, de modo que
<ol
RNpmOk| [(RNpmOk)/pmR| |(RNp™Ok)/p™R|

portanto !(R ﬂmeK)/me’ =1le RNp™Okg =p™R.

d) = a): Trivial.

d) = e): Pelo Lema A.1 existe k € Z tal que kO C R. Escrevemos k = p"d em que p { d.
Provemos que dOx C R. De fato, se m = 0 acabou. Se m > 1, temos kO = p"dOg C p" Ok,
logo p"dOk = kOxg C RN p" Ok = p™R usando d). “Dividindo” por p™ vemos que dOg C R.
Assim dOg C §, de modo que f | dOk e portanto N(f) | N(dOg) = d". Como p { d, segue que
pN().
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e) = b): Notemos que mdc(f, pOk) = Ok. De fato, se I é um ideal inteiro de Ok tal que I | fe
I'| pOk, entao N(I) | N(pOgk) = |N(p)| = p™ e N(I) | N(f), mas como p t N(f), segue que N(I) =1
el = OK

Dessa forma, O = mdc(f, pOk) = §+ pOg. Portanto, se a € Ok, existem b € f e ¢ € pOk tais
que a = b+ c. Isto é; a = b (mod pOk), mas como b € f C R, segue que vale b). O

Demonstragao do Teorema A.2. Provaremos que para todo i € {1,...,m},
P; = pOg + Fi(a)Og

em que F;(X) € Z[X] é um polinémio qualquer tal que ¢(F;) = f;.

Fixemos i € {1,...,m}. Seja k; o seguinte corpo:
L @pmX]
(fi(X))

em que (f;(X)) é outra notacao para o ideal gerado por f;(X) em (Z/pZ)[X]. Definimos ¢; :
(Z/pZ)[X] — k; da seguinte forma:

pi(9(X)) = g(X) + (fi(X)) .
Entao seja ®; = p; 0 ¢ : Z[X] — k;, isto é, ®; é dada por
i(ep X" oo+ o) = GXP G X 4 o+ (fi(X))

Seja I; = pZ[X]+F;(X)Z[X]. Provemos que ker ®; = I,. E facil ver que I; C ker ®; (pois p(F;) = fi)-
Por outro lado, se V' € ker @;, entdo 0 = ®;(V) = pi(¢(V)), logo p(V) € ker ¢; e assim (V) = gf;
para algum g € (Z/pZ)[X]. Seja G € Z[X] tal que p(G) = g. Entao definindo H =V — GF;, temos

o(H) = (V) = (G)p(F;) = gfi — gfi =0,

logo H € pZ[X], e assim V = H + F;G € I;. Portanto I; = ker ®;, e o epimorfismo ®; induz um
isomorfismo Z[X]/I; ~ k;.

Temos que (f(X)) C I; pois p(f) = fi* -+ fom € ker ;. Assim, podemos definir um epimor-
fismo

2X] _ Z[X]
(F(X)) I; (A1)
9(X) + {f(X)) = g(X) + L.

Agora como Z[X|/ (f(X)) ~ Z[a] e Z[X]/I; ~ k;, a aplicagao dada por (A.1) induz um epimorfismo

V; : Zla] — k;. De fato, ¢; é dado por

Yi(era" a4 o) =@ X 4 4+ (fi(X))

Assim,
kery; = {V(a) : V(X) € I;} = pZ|a] + Fi(a)Z]a].

Definimos agora ¥; : O — k; da seguinte forma: dado b € Ok, podemos escolher V(X)) € Z[X]
tal que b = V(a) (mod pOfk) (o que é possivel por b) do Lema A.3) e assim definimos

T;(b) = vi(V(e)).

A aplicagao ¥; estd bem definida pois se V(a) = 0 (mod pOk), entao V(o) € pOx NZ[a] = pZ|a],
por a) do Lema A.3, e assim V() € ker ;.

Como v; é sobrejetora, temos que ¥; também o é. Definimos P; = ker ¥;. Temos entao O /P; ~
k; corpo, de modo que P; é um ideal maximal de O, e portanto P; é um ideal primo de Og. Além
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disso,

Pi={be Ok : b=V(a) (modpOk), V(a) € ker¢; = pZla] + Fi(a)Z[a]}
= pOk + pZla] + Fi()Z[a] = pOk + Fi(a)Z[a],

sendo que vale a tltima igualdade pois pZ[a] C pOk. Além disso, por b) do Lema A.3, temos em
particular que O = Z[a] + pOk. Assim,

Fi(a)Ok = Fi(a)(Z]a] + pOk) = Fi(a)Z]o] + Fi(a)pOx
C Fi(a)Z[a] + pOk

de modo que
pOk + Fi(a)Ox C pOk + Fi(a)Z]a) C pOk + Fi(a)Ok
isto é;
P, =pOk + Fi(a)Z[a] =pOk + FZ(CV)OK

Provemos que Pi,..., P, sao distintos. Suponhamos que existam i,j € {1,...,m} distintos
tais que P; = P;. Entao como mdc(f;, f;) = 1 existem g,h € (Z/pZ)[X] tais que gf; + hf; = 1.
Assim, tomando G, H € Z[X] tais que ¢(G) = g e p(H) = h, temos

©(GF;+ HF; —1)=gfi+hf; —1=0.
Portanto L = GF; + HF; — 1 € pZ[X], de modo que
GF,+HF; - L =1.
Calculando em «, temos
1 =G(a)F(a) + H(a)Fj(a) — L(a) € P;

pois Fi(a) € P;, Fj(o) € Pj = P; e L(a) € pZla] C pOg C P;. Logo 1 € P; e P; = Ok absurdo,
pois entao k; ~ Ok /P; = (1), mas k; possui mais do que um tnico elemento. Portanto Py, ..., Py,
sao todos distintos.

Notemos que Fj(a)® --- F,(a)*™ € pOk. De fato,

p(ET - Fpm) = [t - far = (),
logo G = Fy"' --- F2m — f € ker p = pZ|X] e assim
Fi(a)® - Fp(a)™ = G(a) + f(o) = G(o) + 0 = G(a) € pZla] C pOk.

Seja entao P um ideal primo que divide pOg. Temos Fj(a)® - -« Fp, () € pOg C P de modo
que, como P é primo, existe i € {1,...,m} tal que F;(a) € P. Como também p € P, segue que
P; C P, logo P = P;. Isto é, provamos que os Unicos divisores primos do ideal pOg sao os ideais
Py, ..., Py, de modo que existem ey, ..., ey, > 0 tais que pOg = Py --- PSm.

Como vimos, Ok /P; ~ k;, logo

Ok (Z/pZ)[X] :
N(F;) = ‘ =k = ’ =p"
P; (fi(X))
para todo i € {1,...,m}. Resta provar que e; = a; para todo ¢ € {1,...,m}. Agora como

Fi(a)™ - Fp(a)® € pOk, temos Fy(a)* --- Fiu(a)*™ Ok C pOgk, logo

Pt Pemo=pOg | (Fi(e)Ok )™ (Fa(a)Og)™ - -+ (Fn(e) Ok ) ™.
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Lembrando que Pi,..., P, sao distintos, temos que cada P; sé pode dividir o fator F;(a)Of do
produto (Fi(a)Og)* --- (Fn(a)Or)*™ (pois se tivéssemos j # i tal que P; | Fj(a)Ok, entao
Fj(a) € P, e assim P; = P;). Fixemos i € {1,...,m}. Temos P{* | Fi(a)* Ok logo F;(a)* Ok C
Pfi, e como também pOgx C Pf* (pois P;' | pO), temos pOg + F;(a)* Ok C Pf*. Portanto

Piai — (pOK + Fi(a)OK)ai = mdc (pOK,Fi(a)OK)ai
= mdc (p” Ok, Fi(a)*Ok) = p“ Ok + F;(a)" Ok
C pOxk + Fi(a)" Ok C P

de modo que ¢; < a;.
Por outro lado,

p" = [N(p)| = N(pOx) = N(P{" --- Bgr) = N(P)® -+ - N(P )

— pn1e1 . ,pnmem — pn161+~-+nmem
logo n = nie; + -+ + npmem,. Além disso,

n=gro(f)=ger(fi" - for)=aigrfi+-+angrfnm
=ainy+ -+ amhym = e1ng + -+ epny, = n,
isto é;
n=ani +agne + -+ amNm = €1n1 +eanz + -+ epmny,

come; < ai, ..., €y < Ay, Mas isso s6 é possivel se e; = ay, e2 = ag, ..., €y = Q. O
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Apéndice B
Teoremas Abelianos

Neste Apéndice, vamos demonstrar alguns teoremas de tipo abeliano, mais especificamente de
regularidade de métodos de somabilidade, como visto em [Har92].

Esses teoremas sao importantes para a teoria nao sé porque usamos um teorema abeliano na
demonstragao do Teorema dos Nimeros Primos (Capitulo 4, Teorema 4.5) como também é possivel
que um teorema desse tipo possa resolver o problema da inversao do limite com a série de (5.30).

B.1 Introducgao

Em termos gerais, um teorema abeliano é um teorema segundo o qual uma certa “regularidade”
de uma sequéncia (ou fungao) implica uma “regularidade” de uma média dessa sequéncia (fungao).
Um exemplo de teorema abeliano bem simples é o seguinte:

Proposicao B.1. Seja (s,)n uma sequéncia de nimeros complexos. Se s, — s, entdo a sequéncia

(0m)m dada por

S S o .. S
Om = (Ul + 5m para todo m > 0
m—+ 1

também converge para o mesmo limite s.

Na Proposicao B.1, a sequéncia (o), é vista como uma “média” da sequéncia (sy,), (pois o,
é a média aritmética dos m + 1 primeiros termos da sequéncia (s,),). A convergéncia da sequéncia
(Sn)n € vista como uma “regularidade” dessa sequéncia, e a partir dela obtemos uma “regularidade”
da sua “média” (oy,)m, a saber, a convergéncia dessa sequéncia de médias para o mesmo limite.

A denominacao “teorema abeliano” vem do seguinte teorema de Abel sobre séries de poténcias:

Proposicao B.2 (Abel). Se a série de nimeros complexos Z:i% an € convergente, entao a série

A . o0 . A . . .
de poténcias :zr:o anx™ tem raio de convergéncia maior ou igual a 1, e vale

+oo +o0
lim Zana:" = Z ap,. (B.1)
=0 n=0

r—1—

Essa Proposicao também é um exemplo da relagdo entre teoremas abelianos e teoremas de
inversao de limite com séries, pois podemos escrever a equacao (B.1) como uma inversao de um
limite com uma série:

+o0 +o0o
lim g apx” = E lim a,z".
r—1— rx—1—

Faremos as demonstracoes das Proposicoes B.1 e B.2 mais adiante, como consequéncias de
teoremas abelianos mais gerais.
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B.2 Métodos de somabilidade

Usualmente, uma sequéncia de nimeros complexos (a,), ¢ dita somdvel se a sequéncia das
suas somas parciais s, = ag + aj + --- + a, para n > 0 é convergente. Por exemplo, (1/n?), é
somével, mas ((—1)"),, nio é somével. Dizemos entdo que a série >/ °%(—1)" é divergente. Podemos
desenvolver métodos para dar algum valor a esse tipo de série. Para isso, estendemos o conceito
de convergéncia de sequéncias, e usamos essa extensao de convergéncia para a sequéncia de somas
parciais (sp )n-

Vejamos um exemplo: seja s, = ag + a1 + - -+ + an, n > 0, a sequéncia das somas parciais de
uma sequéncia de nimeros complexos (ay),. Definimos o método de Cesaro (C') da seguinte forma:
seja (om)m a sequéncia dada pela média aritmética dessas somas parciais:

So+ 81+ -+ 8m

O = ara todo m > 0.
m m— 1 p =

Diremos que a sequéncia (sy), converge (C) para s quando o, — s. Nesse caso, dizemos que a
série Y"1 a,, é somdvel (C') com valor s, e escrevemos

+oo
sm — s (C), e também Zan =s (O).

n=0

Para o caso da sequéncia ((—1)"),, temos que as suas somas parciais sao

1, sen épar

Sp =
0, sen éimpar
para todo n > 0. Logo
Lsot s, )1/2, se m é impar
T m+1 |l (m+2)/(2m+2) sem épar

para todo m > 0. Portanto o, — 1/2 e assim dizemos que

1 =2 1
sm— 5 (C), eque > (-1 = 5 (©).
n=0
Note que os o, do caso anterior tém a seguinte forma:
1 1 1

e e L

Sm-

Por esse e outros exemplos é natural considerar, mais geralmente, transformagoes 1" que levam uma
sequéncia (s;,), em outra sequéncia (t,,), dada por

oo
tm = Z Cm,nSn, para todo m >0 (B.2)

n=0

para certos ¢, n, m,n > 0, nimeros complexos fixados. Por enquanto consideraremos apenas trans-
formagoes da forma (B.2).

A partir de uma transformacdo 7' como acima, obtemos um método de somabilidade (7') da
seguinte forma: dizemos que uma sequéncia (s, ), converge (T') para s quando t,, — s, ou seja

Sm — s (T) se, e somente se  t,, — s,

em que (tm,)m é dada por (B.2). Suponhamos agora que (sy), € a sequéncia de somas parciais da
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sequéncia (a,)n. Se s, — s (T) entdo também dizemos que a série Y% a,, é somével (T) com

valor s, e escrevemos
E ap, =s (T).

n=0

B.3 Regularidade

Como queremos estender o conceito de somabilidade (ou de limite de uma sequéncia), é impor-
tante saber quais transformacoes 7' da forma de (B.2) mantém a convergéncia usual intacta. Isto
é; quando

Sp — s implica s, — s (T)

para qualquer sequéncia (s;), de nimeros complexos.

Definigao. Dizemos que o método (T') é regular se para toda sequéncia (sy), convergente, o valor
tm de (B.2) estd bem definido para todo m > 0 (a série que define ¢, é convergente), e vale

lim s,, = limt,,.

Um teorema da forma “I" é regular” pode ser considerado um teorema abeliano, pois sempre
que s, — s temos que a “média” (t,,), da sequéncia (s,), converge para o mesmo limite. Por
exemplo, a Proposi¢ao B.1 simplesmente diz que o método (C') é regular.

Seja Z, a classe das transformacoes da forma de (B.2) que sdo regulares. Seja também Z,.
a classe das transformacoes da mesma forma que levam sequéncias convergentes em sequéncias
convergentes. Isto é; T € Z,. se, para toda sequéncia (s,), convergente, t,, estd bem definido para
todo m > 0 e a sequéncia (t,,)m, é convergente (sendo que é possivel ocorrer limt,, # lims,).
Temos entao Z, C Z.. Nessa situacao, vale o seguinte Teorema:s:

Teorema B.3. T pertence a Z. se, e somente se
1. existe H < oo tal que vy, = :z% |em.n| < H para todo m > 0;

2. para todo k > 0 existe 0y, tal que ¢ 1, — Of quando m — +o00; e

“+oo

3. existe 0 tal que ¢, = )7,

Cmn — 0 quando m — 400.
Nesse caso Z:ﬁ% én converge absolutamente e, se s, — s, vale

+oo +oo +oo
tm—>t=55+25n(sn—s)=s(5—25n> + ) Onsn. (B.3)
n=0 n=0

n=0

)1, sei=3
05 = o
0, sei#j

vemos que, no Teorema B.3, as condigoes 2 e 3 sao respectivamente equivalentes a
2. para cada k, tem-se 0,5 — 0 (T') (com n — 00); e
3. spn=1—-06(T).

Ou seja, as condicoes do Teorema B.3 sao simplesmente uma limitacao uniforme dos coeficientes
Cm.n, Mais o fato de o método (T") funcionar para algumas sequéncias simples.
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Demonstracao do Teorema B.3. Provemos que as condigoes sao suficientes. Suponhamos que s,, —
s. Entao (s,), é limitada, e existe M > 0 tal que |s,| < M para todo n > 0. Da condigao 1 do
Teorema temos que

Z|cm,nsn| < Z\cmn|M <H- M < .

n n
Portanto a série t,, = Zn Cm,nSn converge absolutamente para todo m > 0 sempre que (sy), é
convergente (de fato, sempre que (sy,), € limitada).

As séries em (B.3) também sao absolutamente convergentes, pois das condigoes 2 e 1 temos

N
Z|5| Z lim e n| = g%zomm,nmﬂ,
n=

logo Z+ o l0n] < H. Além disso, como no caso da convergéncia absoluta dos t,,, as outras séries
de (B.3) convergem absolutamente (sdo somas de um produto de duas sequéncias, em que uma
sequéncia tem soma absolutamente convergente, e a outra é limitada).

Provemos agora que vale a equagao (B.3) se s = 0. Ou seja, provemos que t,, — Z:ﬁ% OnSp S€
Sy, — 0. Fixemos € > 0. Temos

—+00 “+oo
= Onsn| <D lemmn — Onllsal. (B.4)
n=0 n=0

Como s, — 0 existe Ny > 0 tal que |s,| < € para todo n > Ny. Além disso, |s,| < M para todo
n > 0. Assim separamos a série de (B.4) em duas partes, uma para n > Ny em que podemos usar
|sn| < €, e outra para n < Ny em que usamos |s,| < M, obtemos

No—1
25 Sn| <M Z |Cmn — On H‘EZ |Cmn| + [0n])
Nofl
<M Z lemn — On| + €K, (B.5)
n=0

em que K = H + :{:6 |0n] < 00. Como também ¢, , = 0, quando m — +oo para todo n > 0,
segue de (B.5) que de fato t,, — Z 0 OnSn.

Se agora s, — s # 0, definimos s, = s, — s para n > 0, de modo que s, — 0. Seja ¢/, =
S 20 emmst, para todo m > 0. Do caso anterior temos ¢/, — >0 8,5/, Assim vemos que

“+o00 +oo

/ /

t,, = E CmpnSy = tm — S E Cmn-
n=0 n=0

Dessa forma, usando a condicao 3 do Teorema temos

“+o00

tm:t;n—f-SZCmn—}Z(SS +5(5—Z(5 s) + s

n=0

quando m — +00, como queriamos demonstrar.

Provemos que as condigoes sao necessarias. Supomos 1" € Z..

Fixemos k > 0 e seja s, = 0, para n > 0. Temos s, — 0, de modo que por hipétese temos
ty, = j;i% CmnSn = Cmjk convergente, e 0 = limy, o0ty = limy, i o0 €y . Dessa forma, a
condicao 2 do Teorema é necesséaria. Analogamente prova-se que a condi¢ao 3 é necessaria, tomando
sp = 1 para todo n > 0.

Resta provar que a condigao 1 é necessaria.

Provemos primeiramente que Z 20 |¢m,n| converge para cada m > 0. Suponha por absurdo que
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exista m > 0 tal que Z;:i% |¢m.n| = 00. Vamos criar uma sequéncia convergente s, tal que t,, = 0o,
0 que é um absurdo pois, por hipotese, T' € 7, e assim t,, deve ser finito para todo m sempre que
sp € convergente.

Seja N > 0 o menor inteiro tal que ¢, v # 0, e defina

1, sen <N
1/ =y lemul), sen>N.

En =

Entao ¢, — 0 pois E;;OB |em.| = 00. Assim, se s, = €, 5g0Crp,’ temos s, — 0.
Agora se N1 > Ny > N temos

o al A No—1
21: enlCmn| = El _lemal o 21’ _ lemal o 1_M
’ " = >N = N .
n=No n=No ZV:N e n=No =N [Cm.y] Zy:lN [

Como E;;og |emv| = 00, fazendo N; — +00 temos ZZOZNO Enlmn| > 1. Assim, como Ny > N
é arbitrdrio temos que Y oo\ €n|Cmn| D0 pode convergir (pois entdo, para N{, suficientemente
grande, terfamos EZO:N(Q €n|Cm.n| < 1/2). Dessa forma,

+00 too
tm = Zgn Sgn(cm,n) Cmn = 25n|cm7n’ = 00,
n=0 n=0

o que é um absurdo, como discutido anteriormente. Portanto para todo m > 0 vale ;:(6 lemnl| <
00.

Resta provar que a sequéncia v, = Z:;i% |emn|, m > 0, é limitada. Suponhamos por absurdo
que ela nao seja limitada. Seja d, = >, _ [0,].

Vamos construir duas sequéncias crescentes my, ma, ..., € ni, no, ..., comecando de algum ny
arbitrario. Supondo definidos mq, ..., m,_1 e ny, ..., n,, vamos construir m, e n,41. Como 7,

nao ¢é limitada, existe m, > m,_1 tal que
Yy > 20dy, + 12+ 2r + 2. (B.6)
Como

Ny Ny
Z |Cmn| = Z |0n| = dp,, quando m — o0,
n=0 n=0

podemos supor que m, é grande o suficiente para termos também

Ny
> Jempnl < dn, + 1. (B.7)
n=0
Seja entao n,4+1 > n, tal que
o0
> lememl < L. (B.8)
n=nr4+1+1

LA funcéo sinal sgn : C — C é dada por
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Assim de (B.6), (B.7) e (B.8) temos

Nr41 +oo Ny 0
E |Cmr:n‘ = E :|Cmr,n| - E |CmT,n| - E : |CmT,n|
n=np+1 n=0 n=0 n=n,41-+1
> 2rdy, +12+2r +2—d,, —1—1>rd,, + 1%+ 2r. (B.9)
Tomemos entao
. )0, sen < ny,
Sn =144
SN Cm, n, Se Ny <N < Npyq.

para n > 0. Com essa sequéncia (s;), temos

Nr4+1 e}

nr 1
’tm7| = § Cmv'ynsn + E ’Cmr'7n|; + § : Cm7'7nsn
n=0 n=n,+1 n=nr41+1
1 Nr41 Ny 00
> ; § |Cmr,n| - § CmynSn| — § Cm,.nSn
n=n,+1 n=0 n=nr41-+1
1 Nr41 Ny e}
> - § |Cmpn| — E ey mllsn| — § | nl|$nl
n=n,+1 n=0 n=nr41+1

para todo r > 1. Assim, usando |s,| < 1 para todo n > 0 e (B.7), (B.8) e (B.9), temos
1
ltm,| > =(rdn, + 72 +2r) = (dp, +1) =1 =r.
r

Logo (tm,.)r nao converge. Mas entao (¢, ), nao é convergente, absurdo pois s, »0e T € Z.. [
Do Teorema B.3 obtemos um resultado para transformagoes regulares:

Teorema B.4 (Schur-Toeplitz). T € regular se, e somente se
1. eziste H < oo tal que Y = 320 |emn| < H para todo m;
2. para todo k > 0 tem-se cp ) — 0 quando m — +o0; e

3. e = :lri% Cmn — 1 quando m — +oo.

Demonstragao. Basta usar o Teorema B.3, substituindo em (B.3) os valores d; = 0 para todo k > 0
ed=1. O

Agora é facil demonstrar a Proposicao B.1. Vamos reenuncia-la da seguinte forma:
Proposicao B.5. O método (C) € regular.

Demonstragao. Nos termos do Teorema B.4, a transformagao que define o método (C) é aquela
com

{1/(m+1), sen<m
Cmn =
0, se n > m.

Dessa forma v, = Y. ;1/(m + 1) = 1 para todo m > 0. Temos ¢, ; — 0 quando m — +oo ¢
¢m = 1. Assim, pelo Teorema B.4 o método (C') é regular. O

Temos também a seguinte variacao do Teorema B.4:

Teorema B.6. Para que s, — 0 sempre implique t,, estar bem definido para todo m > 0 e com
tm — 0, € necessdrio e suficiente que valham
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1. existe H < 0o tal que Y = Y120 |emn| < H para todo m; e
2. para cada n > 0 tem-se ¢ — 0 quando m — +00.

Demonstragao. Basta seguir os mesmos argumentos utilizados na demonstragao do Teorema B.3.
O
Um resultado interessante que segue de B.3 é o seguinte:

Teorema B.7. A série Y% xna, € convergente sempre que /%% a,, é convergente se, e somente
se

+00 +o00
D 1AXnl =D [xn = Xnta| < o0 (B.10)
n=0 n=0

Demonstracdo. Seja t,, a m-ésima soma parcial da série Z:{i% Xn@n para todo m > 0, isto é;
tm = Ym0 XnGn Para todo m > 0. Seja (s, ), a sequéncia de somas parciais de (ay, ). Substituindo
an = Sp, — Sp—1 para n > 1 na definicao de t,, obtemos

m m m—1
tm = Z XnSn — Z XnSn—1 + Xo0So = Z (Xn - Xn+1)5n + XmSm
n=1 n=1 n=0
m—1 +o0
= Z Aann + XmSm = Z Cm,nSn
n=0 n=0

para todo n > 0, em que
Axp, se0<n<m-1

Cmn = § Xm> sen=1m
0, sen > m.
Assim temos uma transformacao t,, = ::6 Cm,nSn, M > 0, e podemos usar o Teorema B.3 para

avaliar a convergéncia de (t,,)m. Nos termos desse Teorema temos

m—1 m—1
Y= D AAXal +Xml € em =D Axn + Xm = Xo-
n=0 n=0

Suponhamos que :ﬁ% XnGn S€ja convergente sempre que Z:{i% a, é convergente (ou seja,

sempre que (s,)n é convergente). Entao a transformagao definida por t,, = :{2% CmnSn, M > 0,
pertence a Z. por definicao e assim, pelo Teorema B.3, existe H > 0 tal que v,, < H para todo

m > 0. Portanto
m
D18l € ymr1 < H,
n=0

e fazendo m — 400 temos (B.10).
Por outro lado, se temos (B.10) entdo >°,"%(xn — Xnt1) é convergente, de modo que (xy)n é
convergente. Isso ocorre pois, se M > N temos

M N
Z(Xn — Xn+1) — Z(Xn — Xn+1)| = [XN+1 — Xm41]-

Assim, as somas parciais de Ii%(xn — Xn+1) formam uma sequéncia de Cauchy se, e somente se
(Xn)n € uma sequéncia de Cauchy. Em particular, existe M < oo tal que |x,| < M para todon >0

e assim
m—1 “+o00

Tm = Z |AXN‘ + ’Xm| <M + Z |AXn| < 00,

n=0 n=0
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de modo que a transformacao t,, = :i% Cm,nSn satisfaz a condicao 1 do Teorema B.3. Como

cmk — AXk € ¢ = Xo para todo m > 0, ¢, também satisfaz as condicoes 2 e 3 do Teorema B.3.
Portanto (¢,,)m é convergente sempre que (sy), é convergente, ou seja, E:{i% Xn@n ¢ convergente
sempre que Y20 a,, é convergente. O

B.4 Outro tipo de transformacao

Vamos agora considerar um outro tipo de transformacao 7', dada por

+o0
t(z) =Y cn(r)sn, (B.11)
n=0

para x > 0 real. Nesse caso, essa tranformacao induz um método (7') de somabilidade da seguinte
forma: s, — s (T) se, e somente se t(x) — s quando x — +o0. Diremos, de modo andlogo ao caso
anterior, que T é regular quando s, — s implica que t(x) estd definida para todo z > 0, e que
t(x) — s quando z — +o0. Para esse tipo de transformacao, temos um resultado como o Teorema
B.4 e que de fato é um corolario dele:

Teorema B.8. Se T' é dada como em (B.11), temos que T € reqular se, e somente se

1. Z;Z% len ()| < oo para todo x > 0, e existem H < oo e xg > 0 tais que para x > xq, vale
. +o0 .
V() = 2020 len(@)| < H;

2. para todo n > 0 tem-se c,(x) — 0 quando x — +00; e

8. c(z) =3 X enlz) = 1 quando x — +o0;

Demonstragdo. Suponhamos que T satisfaz as condigoes 1, 2 e 3. Seja (), uma sequéncia de
numeros reais nao-negativos tal que x,, — 400. Definindo ¢, , = cn(Tm) para m,n > 0, temos

400 “+o00
tm = Z CmnSn = Z cn(Tm)sn = t(zm)

para m > 0, o que define uma transformagao da forma de (B.2) que satisfaz as condigoes Teorema
B.4. Segue entao desse Teorema que, se s, — s, temos t,, = t(x,,) bem definido para todo m > 0,
com t(zy,) — s. Como x,, — +00 é uma sequéncia arbitraria, temos que t(x) — s e que t(x) esta
bem definido para todo xz > 0.

Provemos que as condicoes do Teorema sao necessarias. Tomando novamente uma sequéncia
ZTm — 400 de nimeros reais nao negativos, temos que t,, = t(z,,) define uma transformacao
regular como anteriormente, e assim pelo Teorema B.4 tem-se ¢, (z,,) — 0 para todo n > 0 fixo, e

:i% cn(Tm) — 1 quando m — +oo. Como x,, — +00 é arbitraria, temos entdao que T satisfaz as
condigoes 2 e 3 do Teorema B.8.
Quando a condigao 1: se x > 0, tomando z,, = = + m, temos novamente uma transformacao

regular dada por t, = t(z,,), logo pela condigio 1 do Teorema B.4, temos > 2% |c,(2)] =
Z:()) |en(wo)| < oo.

Se ndo existe 29 > 0 tal que y(x) = 320 |c,(2)] é limitada para z > g, entdo existe 2, — 400

tal que y(x,,) — +o00. Absurdo, pois entao t,, = t(x,,) nao satisfaz a condigdo 1 do Teorema

B.4. O

Observacdo. Podemos alterar o Teorema B.8 de modo a fazermos  — 0" ao invés de x — +oo, e
obtemos outro teorema de demonstracao analoga.

Vamos usar um anédlogo do Teorema B.6 para transformagcoes da forma de (B.11), que decorre
do Teorema B.6 assim como o Teorema B.8 decorre do Teorema B.4:
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Teorema B.9. Seja
+00

t(x) = Z cn()sp

n=0
com as fungoes ¢, definidas em (0, X|]. Para que s, — 0 implique que t(x) estd bem definido em
(0, X] e que t(x) — 0 quando x — 07, € necessdrio e suficiente que se tenha

1. 37520 |en ()| < 0o para todo x € (0, X, e existem Xo >0 e H < oo tal que, se 0 < x < X,
entio y(x) = 312 e (2)| < H; e

2. para todo n > 0 tem-se c,(x) — 0 quando x — 0F.

B.5 Um terceiro método

Definimos
“+o0

¢($)::j£:an¢n(x%

n=0

com z € (0, X], para algum X > 0. Se para alguma sequéncia (a, ), fixada tem-se ¢(z) — s quando
z — 0%, dizemos que (ay), é somével (¢) com soma s, e escrevemos Y 2% a, = s (¢). Dizemos
que o método (¢) é regular se sempre que Y% a, = s € C temos ¢(z) bem definido para todo
z € (0, X] e ¢(x) = s quando z — 0. Nessas condigdes, temos o seguinte Teorema:

Teorema B.10. Para que o método (¢) seja reqular é necessdrio e suficiente que ocorram
1. para todo n > 0 vale ¢p(x) = 1 quando x — 0% ; e

2. S0 |pn(z) — dni1(x)] < oo para todo x € (0, X| e existem Xo > 0 e H < oo tais que
T bn(x) — dny1(x)| < H para todo x € (0, Xo).

Em particular, a condi¢do 2 € satisfeita se vale

0 < dpt1(z) < dn(x), para todos x € (0,X], n > 0. (B.12)

Demonstragao. Provemos que as condicgoes sao suficientes. Temos da condi¢ao 1 que existem H; e
& > 0 tais que |¢po(z)| < Hy para todo = € (0, £]. Assim, da condicao 2,

n—1 n—1
(6 (@)] = D _[Bv1(2) — ¢ (@)] + do(x)| < |go(@)| + D [dur1(2) = du ()]
v=0 v=0
<H+H =K

para z € (0, £]. (Podemos supor £ < Xj.)

Suponhamos primeiramente que s, — 0, em que (s,), é a sequéncia de somas parciais de (ay, ).
Podemos deixar a expressao de ¢ mais parecida com a transformacao do Teorema B.9 substituindo
an = Sp — Sp—1 para n > 1, pois entao obtemos

=

N —
D andn(@) =D suldn(r) — ¢t (2)] + snon (@), (B.13)
n=0

0

n

Como |pn(x)| < K para z € (0, £], temos nesse caso que

lsnon(z)] < |sy|K — 0
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quando N — 4o00. Assim, fazendo N — 400 em (B.13), temos

400 400
= Z an®n(r) = Z sn[fn(x) — Pnia1(z Z Spen(T (B.14)
n=0 n=0

para x € (0, £], tomando ¢, () = ¢n(x) — Pnt1(z). Pela condigao 1, temos que ¢, (z) — 0 quando
z — 0%, e pela condigio 2 vale 3120 |c,(z)| < oo para z € (0, X] e S0 |cu(x)| < H para
€ (0, Xo]. Assim, pelo Teorema B.9 temos ¢(z) = >0 anén(x) bem definido em (0, X] e
é(x) — 0 quando = — 0.
Para o caso em que s, — s com s nao necessariamente nulo, definimos af, = ag — s e a,, = a,

para n > 0. Nesse caso s, =Y. _aj, — 0, e assim

$(x) — sgo(x Zanqﬁn

quando x — 0F. Como ¢g(x) — 1 segue que ¢(z) — s, como querfamos demonstrar.
Provemos que as condigbes sdo necessarias. Fixemos k > 0. Tomando a,, = d,; para n > 0,
temos 37> a, = 1 e portanto ¢(x) = ¢(z) — 1. Assim, a condigio 1 é necessaria.
Fixemos = € (0, X]. Como (¢) é regular, a série Y% a,é,(z) é convergente sempre que
sn — 5. Assim, pelo Teorema B.7 temos Y% (%) — dni1(x)| < 00, e isso vale para todo
€ (0, X]. Como na demonstracao do Teorema B.7, isso implica que para esse z fixado a série
o0 [dn (@) — dnt1(x)] é convergente, logo a sequéncia (¢y,(z)), é de Cauchy e portanto é limitada.
Dessa forma, quando s, — 0 chegamos a (B.14) da mesma forma como no caso anterior. Portanto,
do Teorema B.9 temos > 2% |c,(2)| < H para x € (0, Xo] ou seja; temos a condigio 2.
Suponhamos agora que vale (B.12). Como antes, |¢o(x)| < H; para x € (0, £, com £ < X. Para
x € (0, €] fixado, temos que (¢n (7)), é decrescente e limitada, logo é convergente. Assim sendo,
para z € (0, £] temos

+00 oo
D 16n(@) = na(@)] = Y _[6n(2) = dni1 ()] = do(2) — lim én(x) < o(x) < Hi.
n=0 n=0
Também, para x € (0, X] temos
+00 oo
S 160(@) = bn1(@)] = 3 [90(@) — dnir ()] = dola) — Tim_b(x) < oo
n=0 n=0
Portanto, vale a condicao 2. O

B.6 Os métodos de Abel e de Lambert

Definimos o método de Abel (A) da seguinte forma: a série 320 a,, tem soma (A) igual a s se

s A . 0
a série de poténcias ::0 anx™ tem raio de convergéncia maior ou igual a 1, e

lim Z anx"™

r—1—

Nesse caso, escrevemos Z:i% an, = s (A). Nessas condigoes, demonstramos a Proposigao B.2:
Proposicao B.11. O método (A) € regular.

Demonstragdo. Aqui utilizamos um resultado andlogo ao Teorema B.10, mas para x — 17 ao invés
de z — 07,
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Na notagao do Teorema B.10, temos ¢, (z) = 2™ para x € [0,1) e n > 0, logo ¢p(x) — 1
quando x — 17, e os ¢, satisfazem (B.12). Portanto, pelo Teorema B.10, temos que o método (A)
é regular. O

O método de Lambert diz que > a,, tem soma (L) igual a s se
“n 1—e™
n=0

estd bem definida para y € (0, 1], e

Nesse caso, escrevemos Y, >0 a, = s (L).
Proposicao B.12. O método (L) € regular.
Demonstragdo. Vamos mostrar que o método (L) satisfaz o caso particular do Teorema B.10,

provando que
—T

f(x)

é nao-crescente para > 0, e que f(z) — 1 quando x — 0T. Isto é suficiente pois nos termos do
Teorema B.10 temos ¢, (x) = f(nx).

- 1—e®

De fato,
A RN
Também,
, (e —ze™™)(1—e ") —xe Te™™ e " _x
= = (1 — _ ).
Se g(x) =1 — e ® — z, temos entao
/ e’
fi(z) = A2 -9().

Como ¢(0) =0, e
Jdx)y=e"*-1<0,

para x > 0, temos que g é nao-crescente em [0, +00) e portanto g(z) < 0 para todo x € [0, +00).
Assim, f’(z) < 0 para todo = € [0, +00) e dessa forma f é ndo-crescente. O
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Apéndice C

Teoremas Tauberianos para Séries de
Dirichlet

Enunciamos e demonstramos aqui alguns teoremas tauberianos para séries de Dirichlet, se-
guindo o texto [Kor02, Secdes 7 e 8]. Dada uma série de Dirichlet D(s) = Y72 a,/n® absolu-
tamente convergente para Re(s) > 1, suponhamos que a fungao D(s) possui um prolongamento
analitico a um aberto que contém o semiplano fechado Re(s) > 1. Os teoremas que estudaremos
nesta se¢ao dao algumas condigoes sobre a sequéncia dos a,, suficientes para a convergéncia da série

:Lri'i an/n, e para que o seu valor seja tal que

+o00 a
D(1) =) =,

n
n=1

(O valor D(1) é dado pela extensao de D(s) a Re(s) > 1, logo esse valor ndo precisa ser, a principio,

igual a > a,/n.)
Comegamos com um teorema tauberiano sobre a transformada de Laplace:

Teorema C.1. Seja o : R — C uma fungao mensurdvel limitada e tal que o(t) = 0 para t < 0.
Dessa forma a sua transformada de Laplace

+o0
F(z)=La(z) = /0 a(t)e * dt

estd bem-definida e é analitica no semiplano Re(z) > 0. Suponhamos que F(z) possui uma ex-

tensao analitica a um aberto contendo o semiplano fechado Re(z) > 0. Entdo a integral impropria

0+°° a(t) dt existe, e vale

+oo
/ a(t)dt = F(0).
0

Demonstragao. Notemos primeiramente que podemos supor F'(0) = 0. De fato, se F'(0) # 0, seja
a(t) = a(t) — F(0)xp,y(t), em que

1, sete]0,]1]
X[o,1)(t) = .
0, caso contrario.

Assim,

109
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com (1 — e #)/z fungao inteira. Entdo como F'(z) possui uma extensdo analitica a um aberto
contendo o semiplano fechado Re(z) > 0, temos que F(z) também possui uma extensio analitica
a esse mesmo aberto, e com F(0) = F(0) — F(0).1 = 0.

Dessa forma, se provarmos que

entao
+oo +oo
0= /0 a(t)dt = /0 a(t)dt — F(0)

e teremos provado o resultado em geral.
Fixamos entdo F(0) = 0. Dividindo «(¢) por uma constante se necessario, podemos supor
sup |a(t)| < 1. Definamos, para B > 0,

B
FB(z)i/O a(t)e * dt.

Precisamos mostrar que

400 B ?
/ atydt = tim | a(t)dt= lim Fp0) L
0 B—+o00 J B—+o00

Sez=xz+ 1y comz,y € Rex >0, temos

+00 +oo e*BaZ
Fp(z) — F(2)| < / ()= dt < / et < & (€.1)
B B T
Se z < 0, entao
B —Bzx 1 efB:v
F < _xtdtzei—7<7. C.2
Fo)l < [ e <5 (©2)

Para R > 0 fixado, seja I' o caminho formado pelo circulo |z| = R percorrido no sentido anti-
horario. Sejam I'1,I'2, 0 os caminhos da figura C.1. Isto é; a curva I'y percorre a circunferéncia I'
do ponto —iR ao ponto iR em Re(z) > 0; a curva I'y percorre a circunferéncia de iR a —iR por
Re(z) < 0; enquanto o percorre o eixo imaginério de iR a —iR.

iR

Iy

—iR

Figura C.1: Caminho da demonstracao do Teorema C.1.
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Podemos tentar continuar esta demonstracao usando a Formula Integral de Cauchy usando as

curvas I',I'1, ', o; temos
1 Fp(z)
Fp(0) = —
5(0) 27Ti/p z

pois Fp(z) é uma funcao inteira. Podemos comparar a fungao Fp(z) com F(z) na curva I'y, mas
F(z) nao estd necessariamente definida em toda a I's.

1 F - F 1 F 1 F
1R -F@) L[ FE) 1 [ )
2mi Jr, z 2 Jp, z 2mi Jp, Z

Fp(0) = dz. (C.3)

Completando o caminho I'y com a reta o na integral de F(z)/z, obtemos um caminho fechado,
logo

L[ PE L [FE

2 Jp, =z 2t J, =z

Substituindo em (C.3) obtemos

1 Md _,_i Fip(2) dz—i @dz. (C.4)

27 Jr, z 2ri Jp, 2 2 J, z

Fp(0) =

E agora podemos comegcar a estimar essas integrais separadamente. Agora, observando as nossas
estimativas (C.1) e (C.2) vemos que, do modo como estd, nao conseguiremos ir muito longe. Por
exemplo, ao final de (C.1) obtivemos e 5%/, que ndo é uma boa estimativa quando z est4 préximo
de zero. A solucao serd integrar essas fungoes F'(z) e Fp(z) contra uma outra fungao, que serd melhor

estimada.
1 z
Bz
— -+—=].
z e <z + R2>

Esse kernel especial sera
A propriedade mais importante dele é a seguinte: se z = z + iy com z,y € R e |z| = R, entao

1 z z z z+zZ 2z

z R? 2z R? R? R? (C.5)
Assim, poderemos cancelar o termo 1/x nas estimativas de F'(z) e F(z). Também multiplicamos
esta funcdo por eP? para cancelar os fatores e 5% e para permitir uma estimativa da integral
sobre o (veremos a seguir). Também mantemos a propriedade essencial da Férmula Integral de

Cauchy:
F Fp( Fp(
5(0) = Fi(0 27”/ n(:)e (14 o5 ) d
Dessa forma, do mesmo modo como obtivemos (C.4) conseguimos
FB(O)ZI/ (FB(Z)—F(Z))GBZ 1+7 dz
271 I R2

1 1 z 1 1
— | F B2(Z 4 2 ) d F’ d
*om I B(z)e <z * R2> T omi ()" ( * R2> ‘
= T1 + T2 + T3. (C6)

Vamos entao estimar as integrais 11, 15, e T3.
Usando (C.1) e (C.5) temos, para z =z + iy € I'y com = > 0,

e”Bz o 2x 2

Bz _
|F(z) — F(2)|le”| 2 STe TR
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Logo
1 1 1 2 1
Ti| = |— Fp(z)—F Bz =) d — —7R=—. C.7
131 =5 [ (P = F@)e™ (34 ) 2| < goom = (1)
Usando (C.2) e (C.5) temos, para z = z + iy € I'y com x < 0,
1 z e_B“ 2|x| 2
Bz Bx _
F@e™ L+ S| < et - 2

Logo, procedendo como para 77 obtemos

12 1
T _ = — .
T2l < 5 mhR = . (C.8)
Agora,
-1 1 z -1 1 1y
Ts=— [ F(2)eP* | = dz = — F Biy d—— )e'BY d
v= g [ (L ) =t [T (La Y ia= L [ semay
em que

fly) = F(iy) ( ! +R2>

Nesses termos, é natural que seja T3 — 0 quando B — 400 (e R fixado) em vista do Lema de
Riemann-Lebesgue, mas vamos provar esse limite de uma outra forma. Como F'(z)/z é holomorfa
em um aberto contendo Re(z) > 0, temos que f(y) é infinitamente diferencidvel em R, logo

o [ swermar=g- [ s (e a
s R

; . R '
D

1
- 27iB

Assim, para R > 0 fixado temos
T3 =T3(R,B) -+ 0, quando B — +o0. (C.9)

Com isso ja podemos provar que Fp(0) — 0 quando B — +00. Seja £ > 0. Tomamos R = 1/3¢
e para esse R, seja By > 0 tal que

1
se B> By, entao |T3|< 3

sendo que tal By existe por (C.9). Assim, usando (C.6), (C.7) e (C.8) temos, se B > By, que
|F'5(0)| < e. Como € > 0 é arbitrério, de fato Fg(0) — 0 = F(0) quando B — +oc. O

Vejamos agora como esse teorema tauberiano relativo a transformada de Laplace se aplica as
séries de Dirichlet:

Teorema C.2. Seja D(s) = +°° 1 an/n° uma série de Dirichlet absolutamente convergente para
Re(s) > 1. Supomos que a fungao D( ) possui um prolongamento analitico a um aberto contendo
o semiplano fechado Re(s) > 1, e que os coeficientes da série satisfazem

E an = o(v
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Entdo a série 3.1 a,/n é convergente, de valor

+00 a
D(1) = ;"
n=1

Demonstragao. Se Re(s) > 0 e x > 1, pela Identidade de Abel temos

an 1 S(z) ' S(u)
D=, +(s+1)/1 oy du.

n<x

t

Fazendo a mudanga de varidveis u = €' na integral temos

Z an iS(m) (s11) /logx S(eh) S dp — iS(w) F s+ 1) /10%1 S(et)e—st dt
x 0 0

ns+1 s et(s+2) 5 et

n<x

Isso sugere definir

0, set < 0.

, {e_tS(et), set >0,
Entao a(t) é limitada, pois S(e!) = o(e). Com essa notagao, temos

> = i& +(s+ 1)/10“04(06_“ dt. (C.10)
n 0

xS

n<x

Dessa forma, se Re(s) > 0, fazendo x — 400 em (C.10) e usando S(x) = o(x) temos

“+o00 400
D(s+1)=>_ n‘jil =(s+ 1)/ at)e * dt = (s + 1)La(s).
n=1 0
Assim, para Re(s) > 0,
_ D(s+1)
La(s) = 11

Agora, como D(s) é analitica em um aberto contendo o semiplano fechado Re(s) > 1, segue que
La(z) possui um prolongamento analitico ao semiplano fechado Re(z) > 0. Assim, pelo Teorema C.1
temos

/+OO a(t)dt = La(0) = o) = D(1).
0

Por outro lado, colocando s = 0 em (C.10) e fazendo = — +00, temos
+o0 a “+00
Z”:/ a(t)dt = D(1). O
L 0

Teorema C.3. Seja D(s) = ;rg an/n® uma série de Dirichlet absolutamente convergente para

Re(s) > 1. Suponhamos que os coeficientes a,, n € N sejam reais, que existe C > 0 tal que a,, > —C'
para todo n € N e que
)= an=0(v)
n<v

Supomos também que existe A € R tal que F(s) = D(s) — A((s) possui uma extensio analitica
para um aberto contendo o semiplano fechado Re(s) > 1. Entao

S()

u

— A
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+O<>(

2 (an — A)/n converge, e vale

quando uw — 400, a série

Xa,— 4
F(1)y=>" "n .
n=1
Demonstragao. Notemos primeiramente que basta provar o resultado supondo a, > 0 para todo
n € Ne A > 0. De fato, se a série D(s) = +°O 1 an/1° satlsfaz as hipéteses do Teorema, existe
C’ > 0 tal que b, = a, + C' > 0 para todo n = N e B= A+ C' > 0. Definindo entdao D(s) =
S by /n® = D(s) +C'¢(s) e S(v) =3, 2, bn = S(v) — [v]C’, em que [v] denota a parte inteira
do real v, temos D(s) — B((s) = D(s) — A((s) = F(s) e assim a série D(s) satisfaz as hipSteses do
Teorema, com b, > 0 para todon € N, e B > 0.
Se entdo vale S(u)/u — B e F(1) = 37 (b, — B)/n, temos S(u)/u = S(u)/u — C'[u]/u, de
modo que S(u)/u — B—-C"=A4, e

+oo

—A b, — B
oA Sl
n=1
Assim sendo, seja D(s) = S.1% a,/n® uma série de Dirichlet satisfazendo as hipéteses do

Teorema e também com a, > 0 para todo n € Ne A > 0. Definimos
. S(et) —Alet] 1
o = SN _ L5,
n<et

set>0,ea(t)=0set<0. Como S(v) =0(v), temos que a funcao a(t) é limitada.
Para Re(s) > 0, o Lema 5.2 implica

Zan_A:ZnSx(an_ +1/ Zn<x - ) v

ns—‘rl xs—&—l ’US+2
n<lx
_ 1 S($) [,I] log anet (an - A) t
_ﬁ<a: A;-HHJ)O (2 et dt
1 log x
= EO(I) + (s + 1)/ a(t)e st dt. (C.11)
0

Fazendo © — +o0o temos F((s +1) = D(s+1) — A{(s + 1) = (s + 1)La(s), logo

F(s+1)

Lals) = s+1

de modo que La(s) possui um prolongamento analitico em um aberto contendo Re(s) > 0. Pelo
Teorema C.1 temos entao

toSw)—A oo
/ 5W) — Al y, :/ at)dt = F(1). (C.12)
v
1 0
Provemos agora que vale S(u) ~ Au. Suponhamos por absurdo que seja limsup(S(u)/u) > A
Entao existem € > 0 e uy,us,us, ..., com u, — +00, tais que

S(un) > (A+ 2e)uy, para todo n € N.

Como a,, > 0 para todo n € N, temos que S(v) é ndo-decrescente. Seja p = (A +2¢)/(A+¢) > 1.
Entao se u, < v < puy,,

S(v) > S(up) > (A+22)up, > (A+e)v > (A+¢)[v]
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de modo que, para todo n € N,

Pun — A Pun 2
[ A gy [ 4, g
u v w v 2

n n

o que contradiz a convergéncia da integral f1+°O(S(v) — A[v])/v? dv, vista em (C.12). Portanto,
limsup(S(u)/u) < A.
Suponhamos agora que liminf(S(u)/u) < A. Entao existem ¢ > 0 e uma sequéncia (uy,)p, com
u, — 400, tais que
S(up) < (A —2¢e)uy, para todo n € N.

Como A > 0 podemos supor 0 < 2e < A. Seja p = (A —2¢)/(A—¢); 0 < p < 1. Se entdo
Plp, < U < Up,
S(v) < S(up) < (A —28)u, < (A —e)v.

Dessa forma, para todo n € N,

[ S g A [ el [
P P g ’

02

Un,

T A
SA/ —dvtelogp < — +clogp.
pun U pu

U, n
Como u, — 400, se n ¢é suficientemente grande temos

“n S(v) — Av] A €
- - - < — < —
2 dv_pun+510gp_2logp<0,

PlUn
o que também contradiz a convergéncia da integral ffroo(S (v) — A[v])/v? dv, vista em (C.12).
Portanto, liminf(S(u)/u) > A, o que conclui a prova de S(u) ~ Au.
Como em (C.11), o Lema 5.2 implica

> an—A_ S@) = Ala] | /logza(t) dt. (C.13)
n<zx n r 0

Agora (S(z) — Ax])/z — 0 pois S(x) ~ Az, logo fazendo x — +o00 em (C.13) temos que

+O<>a B +00
>y = A:/O a(t)dt = F(1). O

n

n=1
De fato nao usaremos tanto o Teorema C.3, mas uma versao mais fraca dele:

Corolério C.4. Seja D(s) = Y% a,,/n® uma série de Dirichlet com coeficientes reais e tais que

an, = 0(1).

Entao a série D(s) € absolutamente convergente para Re(s) > 1, e suponhamos que D(s) possui
uma extensio analitica a um aberto contendo o semiplano fechado Re(s) > 1. Entdo >.'> an/n
converge, e
+oo
pa) =31,

mn
n=1

C.1 Outro tipo de teorema tauberiano

Aqui vamos demonstrar um teorema de tipo tauberiano diferente dos vistos anteriormente neste
Apéndice. De fato, a demonstracao desse Teorema é basicamente a mesma do Teorema 4.4, s6 que
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aqui trataremos de séries de Dirichlet ao invés de séries de poténcias. Mais ainda, o Teorema que
provaremos é um caso especial de um resultado mais geral, que pode ser encontrado em [Ten95,
Teorema 5 do Capitulo IL1.7].

Como na demonstragao do Teorema 4.4, precisaremos de um Lema sobre integrais:

Lema C.5. Seja g : [0, 1] — R continua, ou continua a menos de uma unica descontinuidade de
tipo 1 em [0, 1]. Seja k € N. Dado € > 0 existem polinémios reais p e P tais que

p(z) < g(z) < P(x), para todo z € [0, 1], (C.14)

que satisfazem

0< /0+OO (P(e™") — g(e_t))e_ttk_1 dt <e (C.15)

400
0< /0 (9(e™) fp(e_t))e_ttk_l dt <e.

Nao é necessério detalhar a demonstracao desse resultado, ja que ela é completamente analoga
a demonstragao do Corolario 4.3 (a tnica coisa que muda é a férmula da integral final).

Teorema C.6. Seja D(s) = > >, a,/n® uma série de Dirichlet com coeficientes nao-negativos
que converge absolutamente no semiplano Re(s) > 0. Suponhamos que existam C € C e k € N tais
que

lim o*D(0) = C.

o—0t

C
Zan ~ Hlogk T.

n<x

Entao para x — 400 vale

Demonstragdo. Provemos primeiramente que se P é um polindmio, entao para o — 01 vale

+00
ok Z In p 1 N _C o Pe etk at. (C.16)
f=n? \n? (k=1 J

m

De fato, basta provar para P(x) = 2™ com m > 0 pela linearidade em P da expressao (C.16).

Nesse caso, temos

k+oo an, 1 k 1 k
o z_:anP (n") =0 D((m+1)a) = m((m—Fl)U) D((m+1)0).

Portanto

akioanP i %;-C’ uando o — 0T
no ) 7 (m+ 1) 4 '

Apesar dessa férmula parecer mais simples do que (C.16), ela possui uma desvantagem importante:
ela nao é linear em P como é (C.16). Por isso usamos a seguinte expressao

C c oo —tm —t,k—1 c e —t),—tpk—1

que pode ser provada substituindo u = (m + 1)t na integral. Assim obtemos (C.16).
Agora seja g : [0,1] — R dada por

0, se0<z<l1/e
g(x) =
1/z, sel/e<z<1.
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Assim como provamos (4.11), temos que usando o Lema C.5 e (C.16) vale

+oo +00
k n 1 % / —t\ —t k-1 +
o9\ TR t . 1
g nz:lnog <n"> — = gle e dt quando o — 0 (C.17)

(Aqui usamos o fato de ser a, > 0 para todo n € N.)
Agora g(n~7) # 0 se, e somente se n~7 > 1/e, isto é; n < /7. Nesse caso, g(n~7) = n°.
Substituindo também o valor de g na integral de (C.17), segue que

k Z —>L lt’“ldt—g doo — 0T
o an = =4 Quandoo )

Escrevendo x = e'/? obtemos o resultado. O
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