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Resumo

Santos, E. S. Hipersuperficies em espacos produto com curvaturas principais cons-
tantes. 2013. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2013.

Neste trabalho, classificamos localmente as hipersuperficies dos espagos produto S™ x R
e H* x R, n # 3, com ¢ curvaturas principais constantes e distintas, g € {1,2,3}. Verifi-
camos que tais hipersuperficies sao isoparamétricas de Q7 x R. Além disso, encontramos uma
condi¢ao necessaria e suficiente para que uma hipersuperficie isoparamétrica de Q7 x R que
possui fibrado normal plano, quando observada como uma subvariedade de codimensao dois

de R"*2 contendo S™ x R e de L."*2 contendo H" x R, tenha curvaturas principais constantes.

Palavras chave: hipersuperficies em espagos produto; curvaturas principais constantes;

hipersuperficies isoparamétricas.
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Abstract

Santos, E. S. Hypersurfaces in product spaces with constant principal curvatures.
2013. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,

Sao Paulo, 2013.

In this work, we classify locally the hypersurfaces in product spaces S™ x R and H" x R,
n # 3, with ¢ distinct constant principal curvatures, g € {1,2,3}. We verify that such hy-
persurfaces are isoparametric in Q! x R. Furthermore, we find a necessary and sufficient
condition for an isoparametric hypersurface in Q7 x R with flat normal bundle, when re-
garded as a submanifold with codimension two of the flat spaces R"*2 containing S" x R and

L"*2 containing H" x R, having constant principal curvatures.

Keywords: hypersurfaces in product spaces; constant principal curvatures; isoparametric

hypersurfaces.
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Introducao

O estudo de hipersuperficies em espacos produto tem atraido a atencao de varios gedmetras
nos tultimos anos. A seguir, faremos um breve histérico desse estudo.

Inicialmente foram estudadas as superficies de curvatura média constante e, em particular,
as superficies minimas, nos trabalhos de H. Rosenberg, W. Meeks e U. Abresch em [2], [20]
e [29]. Elas também foram abordadas por I. Onnis em [22], [23], [28] e B. Nelli em [26], entre
outros.

Em [3] e [4], J. Aledo, J. Espinar e J. Gdlvez descreveram as superficies de S* x R e
H? x R com curvatura Gaussiana constante. Em particular, eles mostraram que as superficies
completas de curvatura Gaussiana constante K (I) > 0 em H? xR (respectivamente, K(I) > 1
em S? x R) sdo rotacionais. Eles provaram também a nao existéncia de superficies completas
com curvatura Gaussiana constante K (/) < —1 em H? x R (respectivamente K(I) < —1 e
0 < K(I) <1em S*xR). Além disso, J. Espinar e J. Galvez, juntamente com H. Rosenberg,
mostraram em [17] que uma superficie completa com curvatura extrinseca constante positiva
em S? x R e H? x R é uma esfera rotacional.

Posteriormente também despertaram interesse as hipersuperficies, n-dimensionais, em
S™ x R e H" x R. Para unificar a linguagem, denotaremos por Q7 a esfera S", se c =1, ou o
espaco hiperbdlico H”, se ¢ = —1.

As hipersuperficies rotacionais em Q7 x R foram parametrizadas por F. Dillen, J. Faste-
nakels e J. Van Der Veken em [15] como uma extensao do trabalho [16], de M.P. do Carmo
e M. Dajczer, sobre rotacionais em espagos forma.

As hipersuperficies em Q7 x R que possuem um campo especial 7' como dire¢ao principal
foram classificadas localmente por R. Tojeiro em [32]. O campo diferencidvel 7" e a fungao

diferenciavel v sao definidos por
/0t = df(T) + vn,

onde f é uma imersao de uma variedade Riemanniana n-dimensional M" em Q! x R, com

campo normal unitdrio n e d/0t é um campo unitdrio tangente ao segundo fator R. Em
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particular, foram classificadas as hipersuperficies de angulo constante, isto é, as que tém a
funcao v constante.

Em [19], R. Tojeiro e F. Manfio classificaram localmente as hipersuperficies em Q? x R,
n > 3, com curvatura seccional constante. Eles mostraram que para n > 4 existe hiper-
superficie de curvatura seccional constante k em S™ x R (respectivamente, H" x R), mesmo
localmente, se k& > 1 (respectivamente, se k > —1), e para quaisquer tais valores de k ela
deve ser um aberto de uma hipersuperficie completa de rotacao. No caso n = 3, aparece exa-
tamente uma classe de hipersuperficies com curvatura seccional constante, nao rotacionais,
de Q" x R. Cada elemento desta classe em S* x R (respectivamente, H? x R) tem curvatura
seccional constante k € (0,1) (respectivamente, k € (—1,0)) e possui angulo constante.

Tendo em vista as classificacoes mencionadas acima, surgiu, naturalmente, o interesse
em pesquisar quais sao as hipersuperficies de Q7 x R que possuem curvaturas principais
constantes e responder se elas sao isoparamétricas em Q7 x R.

E bem conhecido que uma hipersuperficie de um espaco forma é isoparamétrica se, e
somente se, suas curvaturas principais sao constantes, porém isso nao ocorre em ambientes
mais gerais. A segunda questao do pardgrafo anterior foi motivada pelo fato de que nao
é verdade que hipersuperficies isoparamétricas de qualquer variedade Riemanniana possuem
curvaturas principais constantes. Em [34] podem ser encontrados exemplos de hipersuperficies
isoparamétricas em espagos projetivos complexos que nao possuem curvaturas principais
constantes. Para mais detalhes indicamos o trabalho [31] de G. Thorbergsson.

As hipersuperficies isoparamétricas de R™ e H" podem ter no maximo duas curvaturas
principais distintas. Ja as isoparamétricas de S™ podem ter 1,2, 3,4 ou 6 curvaturas principais
distintas. Cartan mostrou em uma série de quatro artigos [5], [6], [7] e [8] , publicados no
periodo de 1938 a 1940, que a teoria de hipersuperficies isoparamétricas na esfera é mais
complicada. Ele classificou essas hipersuperficies com g < 3, onde g é o nimero de curvaturas
principais distintas. O caso g = 4 e g = 6 tem despertado interesse de muitos pesquisadores
da area. Abordaremos esse assunto com mais detalhes na Secao 2 do Capitulo 1.

Pesquisando quais sao as hipersuperficies em Q7 x R que possuem curvaturas principais
constantes e buscando responder se elas sao isoparamétricas de QI x R, classificamos local-
mente as hipersuperficies em Q7 x R, n # 3, com até 3 curvaturas principais constantes
e distintas. Mais precisamente, mostramos o seguinte resultado, que sera apresentado no
Capitulo 3.

Teorema 1 (Teorema 3.3.4). Seja f: M™ — Q! x R uma hipersuperficie com curvaturas

principais constantes.

(i) Seg=1en>2entio f(M™) é um subconjunto aberto de Q7 x {to}, para algum t, € R,

ou de um produto Riemanniano M™ ' xR. Nesse tltimo caso, para c =1, M"! é uma
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esfera totalmente geodésica em S™ e, para ¢ = —1, M™ ' é um hiperplano totalmente

geodésico em H".

(ii) Seg=2en >2 entio c=—1 e f é localmente dada por f(x,s) = hs(z)+ Bsd/ot,
para algum B € R, B > 0, com M™ = M"~! x I, onde hy é uma familia de horosferas
em H", ou f(M™) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano M"™ ' x R.
Nesse tltimo caso, se c =1 entdo M™™ ' é uma esfera nao totalmente geodésica em S™ e,
sec=—1, M™ ! é uma hipersuperficie equidistante, uma horosfera ou uma hiperesfera

em H".

(iii) Seg =3, n > 4 e as multiplicidades das curvaturas principais sio constantes, entao para
c=1, f(M"™) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano SP(r) x S(s) x R,
comn =p+q+1er?+s® =1, ou do produto M" ' x R, onde M™"! é uma
hipersuperficie de Cartan para n € {4,7,13,25}. Se ¢ = —1, f(M™) é um aberto do

produto Riemanniano S x H" %1 x R.

Além disso, obtivemos, no resultado que segue, a condicao necesséria e suficiente para que
uma hipersuperficie isoparamétrica em QI x R, que possui 7' como uma dire¢ao principal,

tenha curvaturas principais constantes.

Teorema 2 (Teorema 2.3.5). Seja f: M" — QI x R uma hipersuperficie isoparamétrica
que possui I' como direcao principal. Entao [ possui curvaturas principais constantes se, e

somente se, |T|| € constante.

Concluimos que as hipersuperficies, classificadas pelo Teorema 3.3.4, possuem ||T|| cons-
tante e portanto sao isoparamétricas em Q7 x R.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos, sendo que o primeiro contém alguns pre-
liminares e os dois restantes sao formados pelos resultados originais obtidos nesta tese. A
seguir, daremos uma breve descri¢cao sobre cada um deles.

O Capitulo 1 é constituido pelos resultados estabelecidos na literatura que sao necessarios
para o desenvolvimento da tese. Iniciamos este capitulo expondo algumas propriedades bésicas
de hipersuperficies em Q7 x R e apresentando resultados relacionados a algumas classes es-
peciais, tais como as totalmente geodésicas, as rotacionais e as que possuem o campo T’
como diregao principal. Posteriormente apresentamos alguns resultados de hipersuperficies
isoparamétricas em Q7.

No Capitulo 2, apresentamos um resultado que garante a existéncia de um referencial
de diregoes principais ortogonais em hipersuperficies que possuem curvaturas principais com
multiplicidades constantes. Esse resultado é bastante importante pois utilizamos esse refe-

rencial no decorrer do trabalho. Construimos uma familia de hipersuperficies paralelas a uma
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hipersuperficie que possui o campo 1" como direcao principal e relacionamos as suas respecti-
vas curvaturas principais. Em seguida, apresentamos sob quais condi¢oes uma hipersuperficie
isoparamétrica em Q7 x R, que tem 7' como diregao principal, possui curvaturas principais
constantes.

Iniciamos o Capitulo 3 fazendo um estudo sobre as hipersuperficies em Q7 xR que possuem
curvaturas principais constantes, na classe das que tém o campo T como dire¢ao principal.
Em seguida, estudamos as hipersuperficies que possuem curvaturas principais constantes com
suas respectivas multiplicidades constantes, sem hipdteses adicionais. Apresentamos alguns
resultados relacionados as multiplicidades de tais curvaturas e, finalmente, o teorema princi-
pal desta tese que classifica localmente tais hipersuperficies com até trés curvaturas principais

distintas.
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Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo contém resultados ja estabelecidos na literatura que serao utilizados nos
capitulos posteriores desta tese. Apresentamos propriedades e conceitos basicos fundamen-
tais de hipersuperficies em Q7 x R. Dentre algumas classes especiais dessas hipersuperficies,
destacamos aqui as que possuem fibrado normal plano quando consideradas como subvarie-
dades de codimensao 2 em E""2, as rotacionais, as totalmente geodésicas e as umbilicas. Além

disso, apresentamos alguns resultados de hipersuperficies isoparamétricas em Q7.

1.1 Algumas classes especiais de hipersuperficies em
Q! xR

Denotamos por E"*2 o espaco Euclidiano R™"2 ou o espaco Lorentziano ."*2, de acordo

com ¢ = 1 ou ¢ = —1, respectivamente. Consideramos
n+1l __ n+2 _
E" ={(z1, ..., ¥nt2) €E"/ap4 =0} e

Q= {(x1,- - 2pp1) €E Jal v a5+ + gy, =}

com z; > 0, se ¢ = —1. Ou seja, denotamos por Q7, a esfera S", se ¢ = 1, ou o espaco
hiperbolico H", se ¢ = —1. Dada uma imersao isométrica f: M"™ — QF x R, seja o campo
normal unitario e d/0t o campo vetorial unitario tangente ao segundo fator R. Definimos o

campo vetorial diferenciavel T'€ TM™ e a funcao diferencidavel v por

o/ot =df (T) + vn. (1.1)
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Uma vez que 0/0t é um campo unitdrio, temos
v+ ||IT))? = 1. (1.2)

Duas classes triviais de hipersuperficies em Q! x R sao obtidas se 7'= 0 ou v = 0, como

mostra o seguinte resultado apresentado em [19].

Proposicao 1.1.1. Seja f: M™ — QI x R uma hipersuperficie.

(1) Se T € identicamente nulo, entao f(M™) é um subconjunto aberto de Q% x {t}, para algum
teR.

(i1) Se v € identicamente nulo, entio f(M™) é um subconjunto aberto de wm produto Rie-

manniano M" ' x R, onde M"~! é uma hipersuperficie de Q".

Sejam V a conexao Riemanniana e R o tensor curvatura de M™, seja A o operador de
Weingarten de f com respeito a 7.
Lembrando que (X AY)Z = (Y, Z)X — (X, Z)Y, temos as equagoes de estrutura a seguir.

Proposicao 1.1.2. Seja f: M"™ — Q! x R uma hipersuperficie. As equacoes de Gauss e
Codazzi de f sao, para X,Y,7Z € TM", respectivamente,

RX,Y)Z = (AX NAY)Z + c((X AY)Z — (Y, T) (X AT)Z + (X, T)(Y AT)Z), (L3)

(VxAY — (VyA)X = ev(X AY)T. (1.4)

Além disso, temos, para todo X € TM"™, que

VxT =vAX e (1.5)
X(v) =—(AX,T). (1.6)

Demonstracao. Observe que para todo X € TM™ temos df(X) € T(QF x R) e portanto
podemos escrever
df(X) = X+ (df(X),0/0t)0/0t
= Xo+(df(X),df(T) +vn)9/ot
= Xo+ (X, T)0/0t,

onde Xg é a componente de df(X) em TQZ. Logo,

(X,Y) = (df(X),df(Y)) = (Xo+(X,T)0/0t, Yo + (Y, T)0/0t)
= (Xq,Yo) + (X, T)(Y,T),
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o que implica em

(Xo,Yo) = (X,Y) = (X, T)(V, T). (1.7)

Sejam V, V@ e VE as conexdes Riemannianas e R, Ry, Rg os tensores curvatura em
Q" x R, Q" e R, respectivamente. Entdo VxY = ngYQ + VH}}RYR, onde Xg é a compo-
nente do campo df(X) em R. Assim, sendo X = df(X) para todo X € TM™ temos que
R(X,Y)Z = Ro(Xq, Yo)Zg + Rr(Xg, Yz) Zr. Como Rg = 0 e Q" possui curvatura seccional
constante igual a ¢, segue que R(X,Y)Z = c¢(Xg A Yg)Zg. Entdo, utilizando (1.7), obtemos

(RX,Y)Z, W) = ((XoAYy)Zg, Wo)

(Yo, Zo){Xa, Wa) — (Xq, Zg) (Yo, Wo))

= c((Y.2) = (Y. T){(Z,T)) (X, W) = (X, T)(W,T)) +
—c((X,2) = (X, T) (2. T)) (Y, W) = (Y, T)(W,T))

= c({(XAY)Z W)+ (X, TYWY ANTYZ,W) = (Y, TY(X ANT)Z,W)).

= C

Sabemos que a equacgao de Gauss para uma hipersuperficie f: M™ — Mg

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + (AX NAY)Z.

Portanto a equagao de Gauss quando f: M"™ — Q" x R é dada por (1.3).

A equacao de Codazzi para uma hipersuperficie f: M"™ — M M

Observe que

(RX.Y)Z,n) = c((XqAYo)Zg,n)
= (Yo, Zo){df (X) — (X, T)0/0t,n) — (Xq, Zo)(df (Y) — (Y, T)0/0t,m))
= C( <YQ7Z@><X7 T> +V<XQJZQ><Y7T>>
— (X AY)T, Z),

Logo, a equacdo de Codazzi para f: M™ — QF x R é (1.4). O campo 0/0t é paralelo e

portanto
0= Vx0/0t =Vx(df(T) +vn) = Vxdf(T) + (X, T) + X (v)n — vdf (4,X).

Dai seguem (1.5) e (1.6). O

Observagao 1.1.3. Pela igualdade (1.6), se a fungdo v é constante e T # 0, entao o campo
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T € uma direcdo principal associada ao autovalor 0, ou seja, AT = 0.

Considerando F' : M" — E"2 como F :=io f onde i : Q¥ x R — E"*? é a aplicacao
inclusdo com normal & tal que (£, &) = ¢, obtemos A¢(T) = —12T e A¢(X) = —X, para todo
X € [T+ onde [Tt = {X € TM"/{X,T) = 0}.

O seguinte resultado fornece uma condicao sobre o campo T para que F : M"™ — E"2,

onde F':=1io f, tenha o fibrado normal plano.

Proposicao 1.1.4. Seja f: M™ — QP x R uma hipersuperficie. Suponha que T'(p) # 0, para
algum p € M™. Entao f tem fibrado normal plano em p como uma imersao isométrica em

E"*t? se e somente se T é uma direcdao principal em p.

A seguir vamos apresentar algumas familias especiais de hipersuperficies de Q7 x R.

1.1.1 Hipersuperficies totalmente geodésicas

Nesta subsegao abordamos o estudo das hipersuperficies de Q7 x R totalmente geodésicas.
Em [33] foi dado um teorema que classifica tais hipersuperficies em S” xR. O mesmo resultado

vale também para H" x R, como é mostrado a seguir.

Teorema 1.1.5. Seja f: M™ — QI x R uma hipersuperficie totalmente geodésica. Entao
F(M™) é um aberto de Q" x {to}, para algum ty € R ou de M" ' x R, onde M"! é uma

hipersuperficie totalmente geodésica de Q7.

Demonstracao. Seja f uma hipersuperficie totalmente geodésica, entao, pela equagao de Co-

dazzi (1.4), temos
0= (VxAY — (Vy A)X = a((Y, T)X — (X, T)Y),

para todo X,Y € TM™. Dessa forma, temos dois casos a considerar: v =0e T = 0.

Se T = 0, entao, pela Proposigao 1.1.1, a hipersuperficie é uma fatia Q7 x {to} de Q7 x R,
para algum ¢y € R.

Se v ¢ identicamente nulo, entdo f(M™) é um subconjunto aberto de um produto Rie-
manniano M"~! x R, onde M"~! é uma hipersuperficie de Q". Observe que M"~! x R ¢é

totalmente geodésica em Q7 x R se, e somente se, M"~! é totalmente geodésica em Q". [J

1.1.2 Hipersuperficies rotacionais

Nesta subsegao introduzimos a nocao de hipersuperficies de rotagao em Q! x R, cuja

defini¢ao foi dada em [15] como uma extensao do trabalho das hipersuperficies de rotagao em
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espagos forma, estudados em [16]. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados
com maiores detalhes em [15].

Considere um subespaco tridimensional P? de E"*2 contendo o x,,,9-eixo. Dessa forma,
(Qr x R) N P? = Q! xR. Seja P? um subespaco de P? que também contém o x,, »-€ixo.
Denotaremos por Z o grupo de isometrias de E"2 que deixa Q" x R globalmente invariante

e deixa P? fixado ponto a ponto. Seja o uma curva em Q! x R que nao intersecta P2.

Definicao 1.1.6. Uma hipersuperficie de rotagao f: M™ — QF x R gerada pela curva o e

com eizo P? ¢é definida como a I-érbita de c.

As hipersuperficies rotacionais de S™ x R sao folheadas por esferas. As rotacionais de
H" x R sao folheadas por esferas se P? é Lorentziano, por espacos hiperbélicos se P? ¢é

Riemanniano e por horosferas se P? é degenerado. No caso em que a curva « estd em um

plano ortogonal a temos que T" = 0 e caso contrario, o vetor velocidade de o tem

Tn+2
componentes na direcao de 7. A fim de apresentar uma parametrizacao explicita de uma

hipersuperficie rotacional vamos considerar quatro casos e em todos eles assumiremos que

0 0

, e .
O0r1 0Tny1 OTpyo
Caso 1l:c=1

Suponha que P? é gerado por

P3 ¢ gerado por

0

— e
Oxy  Oxpie
a curva geratriz nao é uma reta vertical em S' x R. Entdo o pode ser parametrizada como

. Primeiramente consideramos o caso em que

a(s) = (cos(s),0,...,0,sen(s),a(s)),

para uma certa funcio a. Uma vez que o nao intersecta P? podemos escolher o intervalo de

parametrizacao I, tal que a fungao sen(s) nunca se anule. Observe que se a(s) é uma fungao

constante temos que a'(s) = 0 e, nesse caso, a curva « estd em um plano ortogonal a
Tn42
e T'= 0. Caso contrario, podemos supor a’(s) > 0, para todo s € I.

Uma parametrizacao explicita da hipersuperficie de rotagao é dada por

f(sytr, ... tn_1) = (cos(s),sen(s)p1(t1, ... tn1),...,sen(s)pn(ts, ..., th_1),a(s)), (1.8)

onde ¢ = (p1,...,p,) ¢ uma parametrizacao ortogonal da esfera unitaria S"~! em R", ou
dp1 0 0, Opy,

PLIAL DT
ot; 0t ot; 0Ot;

0
seja, I +...+ @i =1e = 6””0_;0H2 Denotamos (s, t1,...,t,) por
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(s,t), onde t = (t,...,t,). Observe que

%(s, t) = (—sen(s),cos(s)pi(t),...,cos(s)pn(t),d(s)),
of

o 5:1) = (0, sen(s) aaf; (t),...,sen(s) aafj ), o) ,
E(s,t) = (cos(s),sen(s)p1(t),...,sen(s)pn(t),0)).

Portanto o campo unitario n normal a f é dado por

n(s,t) = m(—sen(s)a’(s), cos(s)a'(s)p1(t), ..., cos(s)a'(s)pn(t), —1). (1.9)

Para calcular o operador de Weingarten A de f, observe que, para todo X,Y € TM™, temos
(AX,Y) = (=Vxn,Y) = (VxV,n) = (VxY,7),

onde V ¢ a conexdo Riemanniana de E"*2. Uma vez que ¢ é uma parametrizacao ortogonal

da esfera unitaria, para i # j, obtemos

of of, _ , 2*f _
<A6_ti’6_tj> = <6ti26tj’n> =0,
of of,  ,0°f _
<A8_ti’%> = <mﬂ7>
aof of of

Dessa forma, em cada ponto (s,t), a base { } diagonaliza o operador

s’ ot Dty
A. Entao as curvaturas principais sao dadas por

_,Of of 1 O 1 B a’(s)
/\_<A83’68><g a_f> _<8327n>1—i—a’(8)? - (14—(1’(3)2)%’ (1.10)
ds’ Os
af of 1 02 f 1 a'(s) cot(s)
o= (AZL 9] — (& = A 1.11
2 < atz atz><g g> <at22 n>sen2(s)‘|a_g0”2 (1—}-&/(8)2)5 ( )
Como p; nao depende de 4, o denotaremos por .
Se v é uma reta vertical a(s) = (cos(k),0,...,0,sen(k), s), onde k é uma constante real

tal que sen(k) # 0. Obtemos, de maneira andloga a anterior, as curvaturas principais A = 0
e p = —cot(k).
Concluimos assim que o operador de Weingarten A possui, no maximo, dois autovalores

distintos e se existirem exatamente dois, um deles tem multiplicidade 1 e o correspondente
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autoespacgo é gerado por 7.

Caso 2: ¢ = —1 e P? é Lorentziano (as érbitas sao esferas)

. Considere a curva

Suponha que P? é gerado por — e
8371 a$n+2

a(s) = (cosh(s),0,...,0,senh(s),a(s)), com s # 0.

Fazendo um calculo andlogo ao do Caso 1, obtemos

N a’(s) e = a(s) coth(sz |
(1+a'(s)?)2 (1+a'(s)?)2
Se v é uma reta vertical a(s) = (cosh(k),0,...,0,senh(k), s), onde k # 0 é uma constante

real, temos que A = 0 e u = — coth(k).

Caso 3: ¢ = —1 e P? é Riemanniano (as drbitas sao espagos hiperbélicos)

0 0

e e que a curva geratriz é dada por
Orpy1 OTpio

Suponha que P? é gerado por
a(s) = (cosh(s),0,...,0,senh(s), a(s)).

Observe que « nao intersecta P?, j& que cosh(s) # 0. Uma parametrizagao explicita para a

hipersuperficie de rotacao é dada por

f(s,t1, ... tn_1) = (cosh(s)pi(t1,. .., tn-1),...,cosh(s)@,(t1,...,ta_1),senh(s),a(s)),

(1.12)
onde ¢ = (¢1,...,¢,) é uma parametrizacio ortogonal do espaco hiperbélico H" ™! em L",
ou seja,
01 0 Oy, Oy, Dip
— R =1 0 — —_— +... = 6;;]| == 1%
Assim,
g—f(s, t) = (senh(s)p1(t),...,senh(s)p,(t),cosh(s),d(s)),
s
%(s, ) = <cosh(3) %f: (1),...,cosh(s) %ﬁ:‘ (1),0, 0) ,
£(s,t) = (cosh(s)pi(t),...,cosh(s)p,(t),senh(s),0)).
Portanto,
1
n(s,t) = ———(senh(s)a’(s)p1(t),...,senh(s)a’(s)p,(t), cosh(s)a'(s), —1).

1+ d(s)?
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af of of

Temos que, para cada ponto (s,t), a base {—

— ... di li dor A.
s ot 73%_1} iagonaliza o operador

As curvaturas principais sao dadas por

A O
(1+a/(s)2)3
com AT = \T e
a'(s) tanh(s)
SERNESTEOE:
No caso em que « é uma reta vertical a(s) = (cosh(k),0,...,0,senh(k),s) com k € R,
temos A = 0 e u = —tanh(k).
Caso 4: ¢ = —1 e P? é degenerado (as drbitas sao horosferas)

Nesse caso, consideramos a seguinte base pseudo-ortonormal de L"+2

S S S SR A
te \/§ 8131 al’n+1 ’ nl \/§ 8371 8xn+1 ’ o axi’
para 1 € {2, o,n,n -+ 2} € supomos que que P2 é gerado por €,41 € €n42. Observe que

(e1,€1) = (eny1,€nt1) = 0 e (e1,€,+1) = 1. Se @ ndo é uma reta vertical, consideramos

a(s) = (5,0,....0, - a(s))

25
com respeito a base {e1,...,e,2}. Em [16], foi mostrado que, neste caso, o grupo Z consiste
de transformagoes da forma A ;), com t € R, i € {2,...,n}, cuja acdo em o é dada por
Agya(s) = (5,0, 10, 15,0, 0,0, — s a(s))
aa(s) = (s,0,...,0, ts ,0,...,0,—— — s—, a(s)).
(t5) ~ 2s 2

(2

A parametrizacao da hipersuperficie de rotacao é dada por
1 s5<=,
F(s,ta, .o tn) = (s, sta, ..., sty, ~2: 75 ;ti,a(s)). (1.13)

Denotando (s,t) por (s,ts,...,t,), obtemos:
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of 1 1<
%(871‘:) = (l,tg,...,tn,2—52 — EZt?,a'(s)),
=2
of
8—ti(s,t) = (0,0,...,0, s ,0,...,—st;,0),
E(s,t) = (s, st Sty, — L8 Xn:tQ 0)
9 - 3 92y .00y 9ln, 25 2i:2 %) )

n(s,t) = ——— (3@'(5), sa'(s)ta, ..., sd (s)ty, %a’(s) — ga’(s) Zt?, _§> .

As curvaturas principais sao dadas por

_sd'(s) +s%a"(s) sd'(s)

A= = e = — -
(11 5%a/(s)°)} M T 2a(s))

Y

onde A possui, em geral, multiplicidade 1 e a diregao principal associada a A é T'.
Observe que, fazendo a reparametrizagdo s = e” com a(r) = a(e”) = a(s), obtemos
a(r) = ed(e") = sa'(s) e a'(r) = ed(e) + (e")?a"(e") = sd(s) + s?a”(s). Ou seja,

podemos reescrever

) )
(14 (@(r))?)? (1+ (@(r))?)z
. . 1
Se a é uma reta vertical, a(s) = (k,0,...,0, ~5p s) com k € R, obtemos

Observacao 1.1.7. Quando a curva geratriz € uma reta vertical entao a funcao v = 0.
De fato, para ¢ = 1, se a(s) = (cos(k),0,...,0,sen(k),s), onde k é uma constante real tal
que sen(k) # 0, a parametriza¢ao € f(s,t) = (cos(k), sen(k)pi(t), ..., sen(k)pn(t),s). Logo,
g—i = (0,0,...,0,1) = 9/0t, ou seja, /0t é tangente a f e portanto v = 0. Para ¢ = —1,
de maneira andloga concluimos que v =0, quando a curva geratriz é uma reta vertical.
SeT' =0, entao a hipersuperficie é totalmente geodésica e, portanto, as curvaturas principais
sao todas nulas.

Quando a curva geratriz nao € uma reta vertical temos que
1

v(s) = (n,0/0t) = BV EYIO: # 0
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1
para todo s, e para o Caso 4, v(s) = —————= # 0 para todo s, ou seja, a fun¢io v

nunca se anula.

Pelo préximo teorema, uma hipersuperficie rotacional f: M™ — QF x R possui o fibrado
normal plano quando considerada como subvariedade de codimensao dois em E"*2. Assim,
pela Proposicao 1.1.4, isso é equivalente a dizer que as hipersuperficies rotacionais possuem

o campo 1" como uma dire¢ao principal.

Teorema 1.1.8 (Teorema 5 de [15]). Seja f: M™ — Q% x R uma hipersuperficie de rotagao.

Entao f tem fibrado normal plano em E"+2.

O resultado seguinte estabelece um critério para uma hipersuperficie em Q7 x R, com

n > 3, ser de rotacao.

Teorema 1.1.9 (Teorema 2 de [15]). Seja f: M"™ — Q" x R, n > 3, uma hipersuperficie

com operador de Weingaten

1

s

com A # p. Suponha que AT = \T e que existe uma relagdo funcional AN(p). Entao f(M™) é

um subconjunto aberto de uma hipersuperficie de rotacao.

Em [19], foi dado um outro critério para uma hipersuperficie em Q" x R ser de rotacao

sem a hipdtese da existéncia de uma relacao funcional entre A e pu.

Proposicao 1.1.10. (Proposigao 7.3 de [19]) Seja f: M™ — QF x R, n > 3, uma hiper-
superficie com T # 0. Suponha que f possui exatamente duas curvaturas principais A e ju,
com X\ de multiplicidade 1 e T uma direcao principal associada a A. Se \ € constante ao
longo das folhas dos autofibrados {T'}* de p, entio f(M™) é um subconjunto aberto de uma

hipersuperficie de rotagao.

1.1.3 Hipersuperficies que possuem o campo 7 como uma direcao
principal
Os resultados desta subsegao foram apresentados e demonstrados em [32]. Eles descrevem

hipersuperficies f: M"™ — QF x R com fibrado normal plano, quando consideradas como

subvariedades de codimensao 2 em E"*2, ou seja, hipersuperficies que possuem o campo T
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como uma direcao principal. Em particular, estao incluidas neste estudo as hipersuperficies
de angulo constante, isto é, quando a funcao v é constante.

Seja h: M™~! — Q" uma hipersuperficie e seja h, : M ! — Q7 uma familia de hipersu-
perficies paralelas dadas por hg(x) = C.(s)h(z) + S.(z)N(z), para cada x € M" !, onde N

é o campo normal unitario a h e

cos(s), se c=1 sen(s), se c=
Ce(s) = 1, se c=0 , Ss)= s, se ¢=0 (1.14)
cosh(s), se c=—1 senh(s), se c¢=—1.

Defina f: M" = M"!' x I — Q" x R por
f(z,8) = hy(x) + a(s)0/0t, (1.15)

onde I C R é um intervalo aberto e a : I — R é uma funcao diferenciavel com a’(s) > 0,

para todo s € I.

Teorema 1.1.11. (Teorema 1 de [32]) A aplicacao f dada por (1.15) define, nos pontos regu-
lares, uma hipersuperficie que tem T como uma direcao principal. Reciprocamente, qualquer
hipersuperficie f: M™ — QF x R comn > 2 e v(p) # 0, Vp € M™ que tem T como dire¢ao
principal € localmente dada por (1.15).

Como uma consequéncia do Teorema 1.1.11, segue abaixo uma descricao completa de

todas hipersuperficies f: M™ — Q7 x R com funcao angulo constante.

Corolario 1.1.12. (Corolério 2 de [32]) Seja f dada por (1.15) com a(s) = Bs para algum
B > 0. Entao f é uma hipersuperficie de angulo constante. Reciprocamente, qualquer hiper-
superficie f: M™ — QI x R com n > 2 de angulo constante ou é um subconjunto aberto de
Q" x {to} para algum ty € R, ou um subconjunto aberto de um produto M"~' xR, onde M™™!

¢ uma hipersuperficie de Q", ou € localmente dada por (1.15).

O préximo resultado caracteriza as hipersuperficies de curvatura média constante em

Q7 x R que possuem o campo 1" como uma dire¢ao principal.

Teorema 1.1.13 (Teorema 3 de [32]). Sejam h: M™ ' — Q" wma hipersuperficie
isoparamétrica, I C R um intervalo aberto tal que as hipersuperficies paralelas hy sao imersoes
para todo s € I e H(s) a curvatura média constante de hs. Dados H, ¢pg € R e sg € I com

0 < ¢g <1, seja I, se necessdrio ainda mais restrito, tal que

o) = o) (0 + 11 [ :ww) ,
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com )(s) = exp (—/ H(r dT), satisfaz 0 < ¢(s) < 1 para todo s € I. Defina a: I — R

por a(s) —ao+/ (T 1—q§2( ))_%dT ap € R. Entao f : M" ' x I — Q" x R dada

por (1.15) € uma thersuperfzcze com curvatura média constante H que possui T como uma
direcao principal. Reciprocamente, qualquer hipersuperficie f: M"™ — Q! x R, n > 2, com
v(p) # 0, para todo p € M"™ e curvatura média constante H que possui T como uma dire¢ao

principal € localmente dada desta maneira.

A proposicao abaixo descreve as curvaturas principais de uma hipersuperficie dada por

(1.15). Denotamos o operador de Weingarten de hg por A®.

Proposicao 1.1.14. Seja f: M" — Q" x R dada por (1.15). Entao, em cada ponto re-

!
gular (z,s) € M"™ ' x I, temos que A,X = —&ASX, para todo X € TM™ 1 e
a(s)?+1
a//(s)

Demonstragdo. Seja f: M™ = M" ' x I — Q" x R dada por (1.15), isto é,

A,T =

f(x,8) = hs(z) + a(s)0/0t = Ce(s)h(x) + Sc(x)N(z) + a(s)d/0t.

Entao, df(X) = dhs(X), para todo X € TM" ! e df(%) = N, + a’(s)%, onde
Ni(x) = —cSc(s)h(z) + Ce(s)N(x).

Uma vez que d'(s) > 0, temos df( ) # 0, para todo s € [. Assim, um ponto
(r,5) € M™ ! x I é regular para f se, e somente se, hs é regular em x e nesse caso, Ny(z) é

um vetor unitario normal a hy em z. Além disso,

n(x,s) = —%Ns(x) + TZ)%’ com b(s) =+/1+d(s)?,

¢ um vetor unitdrio normal a f em (z,s). Note que <df(X),df(a—)) = 0, para todo
s

X € TM™ !, Denotamos por V a conexao Riemanniana de E"*2. Temos que

Vi (il((s)))/Ns+C%/((j)>hs+(ﬁ)%-

Entao,
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para todo X € TM" !, o que mostra que — é uma direcao principal de f. Utilizando que

Js
0 1
V= <777 §> — @7
obtemos (s) 5
a'(s
df (T i bZ(s)df(%)
_d(s) 0 i .
Logo, T'= V2 (s) D5 Além disso,

Dessa forma, a curvatura principal associada ao campo T' é
S o, df(2
< %777 f(&» B a”(s)

rap oy

A= —

Observe que, para X € TM™ 1,

Logo, o operador A, satisfaz em (z,s),

@'(5) s 1
AnX:—b(S)AX, para todo X € TM" .

]

O préximo resultado relaciona as curvaturas principais de uma hipersuperficie em Q7 e
de suas hipersuperficies paralelas. Uma prova para o caso ¢ = 1 pode ser encontrada em [9)].

Daremos, a seguir, uma outra prova para ¢ € {—1,1}.

Proposigao 1.1.15. Seja hy, : M™™ ' — Q" uma familia de hipersuperficies paralelas a uma
hipersuperficie h : M"~!' — Q" dada por hy(z) = C.(s)h(z) + S.(s)N(x), onde N é o vetor
unitdario normal a h. Entao as curvaturas principais \i(x), com i € {1,...,n—1}, de hg sdo

dadas por
() = cSe(s) + Co(s)N\i(x)

Cu(8) = S.(s)Ni(z)
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onde \; € uma curvatura principal de h.

Demonstracao. Temos que hs(x) = Ce(s)h(x) + S.(s)N(z) e seu campo normal unitario é
dado por Ny(x) = —cS.(s)h(x) + C.(s)N(x). Denotaremos aqui a conexao Riemanniana de
Q7 por V. Assim,

dhy(X) = Cu(s)dR(X) + Su()Vx N = Cu(s)dh(X) — Su(s)dh(AnX),

ou seja,

dhy(X) = dh(C.(s)X — So(s)AX), (1.16)

para todo X € TM" !, onde A denota o operador de Weingarten de h. Observe que para h,
ser uma imersao é necessario que (C.(s)I — S,(s)A)X # 0, para todo X € TM™ !, X nao
nulo, e para cada s € J C R, onde I é a matriz identidade.

Por um lado, temos que —dh,(A*X) = VxN, = —cS.(s)dh(X) + Co(s)VxN, isto &,
dhs(A*X) = dh(cSc(s)X + C.(s)AX). Por outro lado, usando (1.16), obtemos

dhy(A*X) = dh(C,(s)A°X — S.(s)A o A°X).

Logo,
dh(cSc(s)X + Co(s)AX) = dh(Cu(s)A°X — S.(s)A o A°X)

e como dh ¢ injetora, segue que
(Ce(s)I — Se(s)A) 0o A°X = (eSe(s)I 4+ Ce(s)A) X, (1.17)

para todo X € TM"~!. Considerando 0 < s < 7 temos S.(s) # 0 para todo s, e dividindo os
membros da equacao (1.17) por S.(s) # 0 segue que

Ao A® = Cot.(s)A®* — cl — Cot.(s)A, (1.18)

onde Cot.(s) denota cot(s), se ¢ =1 ou coth(s), se ¢ = —1.
Uma vez que A e A® sado operadores auto-adjuntos, utilizando (1.18) obtemos

(Ao A3(X),Y) = (X, Ao A%(Y)), para todo X,Y € TM"1. Além disso,
(Ao A(X),Y) = (A°(X), AY) = (X, A" 0 A(Y)),

para todo X,Y € TM" ! Consequentemente A o A*> = A° o A. Entdo, por (1.18), dado
{X1,..., X1} com AX; = \;X; temos A° o A(X;) = Cot.(s)A%(X;) — (¢ + Cot.(s)N\)Xi, o
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Cot.(s)\;
que implica em A*(X;) = ¢+ Cote(s) “ X;. Dessa forma, concluimos que

~ Cotu(s) — \i

() = c+ Cot.(s)\i(x) _ cSe(s) + Cc(s))\i(x)‘
! Cot.(s) — N\i(x) Ce(8) — Se(s)Ni(x)

]

Observacao 1.1.16. Vimos, pela prova da Proposicao 1.1.15, que as dire¢oes principais de h

também sao direcoes principais de hg, para cada s € I C R. Além disso, considerando as cur-

vaturas principais \;, i € {1,...,n—1}, de uma hipersuperficie de S™ como \;(z) = cot(0;(z)),
com 0 < 0;(z) < m, temos que \;(x) = cot(6;(x) — s).

Observacao 1.1.17. Uma hipersuperficie de Q7 x R dada por (1.15) possui, pela Proposicao
"
1.1.14, a curvatura principal \ associada a direcao T igual a L)B. Entao X(\) =0,
(@(s)? + 1)}
para todo X € TM"™ . Assim, pelas Proposicoes 1.1.10, e 1.1.15, wma hipersuperficie com

n > 3, dada por (1.15) de Q" x R € uma hipersuperficie rotacional se h : M™ ' — Q" ¢

umbilica.

1.2 Hipersuperficies isoparamétricas em Q7

O contetdo apresentado nesta segdo pode ser encontrado com maiores detalhes em [9],
[18] e [31].

De acordo com a defini¢ao original, uma familia de hipersuperficies M; de uma variedade
Riemanniana M™" é isoparamétrica se cada M; = s~!(t), onde s : M" — R é uma funcao
diferencidvel nao constante que satisfaz ||grads||? = F}(s) e o Laplaciano, As = Fy(s), para
alguma fungao diferenciavel F} : R — R e alguma F5 : R — R. Uma funcao s nas condicoes
anteriores é chamada de funcao isoparamétrica.

Cartan provou em [7] que uma condigdo necessaria e suficiente para uma familia de
hipersuperficies paralelas em uma variedade Riemanniana ser isoparamétrica é que todas as
hipersuperficies tenham curvatura média constante. Ele também mostrou em [5] que, quando
o ambiente ¢ um espago forma Q7. a definigao de hipersuperficie isoparamétrica é equivalente
a todas as curvaturas principais serem constantes. Uma demonstragao deste fato pode ser
encontrada no Teorema 5.8 de [9].

A seguinte proposigao é apresentada em [30] e serd utilizada posteriormente.

Proposicao 1.2.1 (Proposigao 2.2 de [30]). Seja A um tensor simétrico de tipo (1,1) em
uma variedade Riemanniana conexa M™, n > 2, com exatamente dois autovalores distintos

em cada ponto. Entao as multiplicidades desses autovalores sao constantes.
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Considere uma hipersuperficie isoparamétrica F' : M™™! — Q. Denotaremos por g o
nimero de curvaturas principais Aj,..., A, distintas de F' com respectivas multiplicidades
mi, ..., my. Veremos no proximo resultado, que as curvaturas principais possuem multiplici-

dades constantes.

Proposicao 1.2.2. Seja F' : M" ' — S", n > 4, uma hipersuperficie isoparamétrica com

g > 3. Entao as multiplicidades das curvaturas principais sao constantes.

Demonstragao. Seja m;(x) a multiplicidade da curvatura principal constante \; em z €

Mn~1. Considere os polindmios

g
= Zmz(:c))\f = traco A7,

com j € {1,...,9g—1}, onde A é o operador de Weingarten de F, )\g e A7 denotam a j-ésima
poténcia de \; e A, respectivamente. Observe que, para cada j a funcado p;(x) é constante.
De fato, como F' é isoparamétrica, sua familia de paralelas possui curvatura média constante.

Portanto podemos considerar a funcao

Zmz cot(0; — t),

onde \; = cot(#;) e pela Observagdo 1.1.16, as curvaturas principais das hipersuperficies
paralelas sao \! = cot(6; —t). Entéao
g
u(0) = my(x) cot(6;) = ki,

i=1

onde k; é uma constante. Fazendo a primeira derivada de u no ponto 0, obtemos
g

:E m;(z E m;(z) cot (O (n—1) E m;(z) cot (0 2
i=1

o que implica em Zmz Ycot(6;)? = ky, onde ky é uma constante. Fazendo a segunda
=1
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derivada de u no ponto 0, temos
_QZ:mZ ) cot (6 —|—2z:mz ) cot (6 —2k1+22m1 ) cot (6 3

e portanto ZmZ )cot(6;)® = ks, onde ks é uma constante.
i=1
Continuando esse processo até a (g — 2)-derivada de w no ponto 0 concluimos que
Z m;(x) cot(6;)? é constante, j € {1,...,g— 1}. Logo a funcdo p;(x) é constante para cada

j. Assun, obtemos um sistema linear ndo homogéneo de g incégnitas m;(z) e g equagoes onde

a matriz (u,) dos coeficientes possui os elementos u;s = 1, com s € {1,...,g}. Utilizando a
regra de Cramer, concluimos que as multiplicidades sao constantes. O
Para g > 1, Cartan mostrou que para cada i € {1,...,g},
c+ N
> m——= =0 (1.19)
Ai — Aj
J#i

Esta equacao é conhecida como identidade de Cartan e através dela Cartan classificou
as hipersuperficies isoparamétricas nos casos ¢ = 0 e ¢ = —1, como se pode ver no proximo

resultado.

Teorema 1.2.3. (Teorema 5 de [18]) Se M"™! € uma hipersuperficie isoparamétrica de um
espago QU de curvatura constante ¢ < 0, entao o numero de curvaturas principais distintas
€ g <2 Para g =1, M ¢ totalmente umbilica. Para g = 2 as duas curvaturas distintas

satisfazem

)\1)\2 = —C, (120)

e M € obtida, na vizinhanga de um ponto, tomando-se as duas folhas de curvatura (que sao
subvariedades totalmente umbilicas) que passam por esse ponto e, em sequida, transladando-se

paralelamente uma sobre a outra em Q7.

Dessa forma, as hipersuperficies isoparamétricas em R™ ou H" possuem, no maximo, duas
curvaturas principais distintas.

No caso ¢ = 0, se g = 1 é bem conhecido que F(M" ') é um subconjunto aberto de um
hiperplano ou uma hiperesfera. Se ¢ = 2, F(M"!) é um subconjunto aberto de um cilindro
esférico.

No caso ¢ = —1, se g = 1, entao F(M™ ') é um subconjunto aberto de um hiperplano

totalmente geodésico, uma hipersuperficie equidistante, uma horosfera ou uma hiperesfera
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em H". Se g = 2, entdao F(M"!) é um subconjunto aberto de um produto S¥ x H"—*-1,
Para o caso ¢ > 0, a identidade de Cartan nao gerou restricoes fortes sobre o niimero g de
curvaturas principais distintas. Cartan produziu exemplos com g = 1,2,3 ou 4 e classificou
todas as hipersuperficies isoparamétricas £ : M" ! — S com g < 3. Se g = 1, a hipersu-
perficie é totalmente umbilica e portanto uma hiperesfera em S™ formada pela interseccao de

S™ com um hiperplano em R"*!. Se g = 2 entao F(M™ 1) ¢ o produto de duas esferas,
SP(r) x S%(s) € S*(1) € RPT! x R?T! = R

comr?+s2=1en=p+q+ 1. Para g = 3, Cartan mostrou em [7], que todas curvaturas
principais devem ter a mesma multiplicidade m € {1,2,4,8} e F(M™1) é um tubo de
raio constante sobre um mergulho de um plano projetivo FP? em S*"*!, onde F denota o
espagco euclidiano R, o espaco complexo C, os quatérnios H ou os nimeros de Cayley O, para
m = 1,2,4,8, respectivamente. Em particular, para F = R o mergulho é uma superficie de
Veronese em S*. A menos de congruéncia existe somente uma tal familia de hipersuperficies
isoparamétricas para cada valor de m. Essas hipersuperficies sao chamadas de hipersuperficies
de Cartan.

Como dito na introducao de [14], uma hipersuperficie de Cartan na esfera S"(1) é uma
hipersuperficie compacta com curvaturas principais iguais a —v/3, 0 e v/3. Logo, toda hiper-
superficie de Cartan é minima. Além disso, essas hipersuperficies s6 existem em S*, S7, S'3
ou S%.

Em [24] e [25], Miinzner estendeu o trabalho de Cartan, mostrando que o niimero g de
curvaturas principais distintas das hipersuperficies isoparamétricas de S™ deve ser 1,2, 3,4
ou 6. Uma vez que Cartan tinha classificado as hipersuperficies isoparamétricas de S com
g < 3, a classificacao dessas hipersuperficies com g = 4 e ¢ = 6 passou a interessar varios
pesquisadores da &rea, como por exemplo, Abresch em [1]. Este problema de classificacao
tem provado ser interessante e bastante dificil. Ele foi listado como o Problema 34 na lista
de Yau [35], em 1990, composta por importantes problemas de geometria em aberto.

Muitos progressos foram feitos no estudo de hipersuperficies isoparamétricas de S™ com
g =4 ¢ g = 6. Dentre eles, destacamos os trabalhos [10], [11], [12] de T. Cecil, Q-S. Chi e
G. Jensen para g = 4 e mais recentemente, o trabalho [21] de R. Miyaoka que completa a

classificacao para o caso g = 6.



Capitulo 2

Familia de hipersuperficies paralelas

em Q! xR

Neste capitulo vamos estudar uma familia de hipersuperficies paralelas de uma imersao
isométrica f: M™ — QI x R. Nosso objetivo é mostrar que quando o ambiente é Q7 x R, a
definicao classica de hipersuperficies isoparamétricas pode nao ser equivalente as curvaturas
principais serem constantes. De fato, a equivaléncia ocorre com hipéteses adicionais, que

veremos no decorrer do capitulo.

2.1 Existéncia de um referencial local de direcoes prin-
cipais
Nesta secao apresentamos o seguinte teorema, baseado em resultados encontrados em

[13] e [27], que é de grande importancia pois garante a existéncia de um referencial local de

diregoes principais diferenciaveis.

Teorema 2.1.1. Seja A um tensor simétrico do tipo (1,1) em uma variedade Riemanianna
orientada M"™, n > 2, com g autovalores distintos Ai,..., A\, de multiplicidades constantes
mi, ..., mgy, respectivamente. Entdao, para cada ponto p € M, existe um referencial ortonormal

de autovetores diferencidveis { Xy, ..., X,,} em uma vizinhan¢a U de p em M.

Demonstracao. Sem perda da generalidade, podemos supor A; > Ay > ... > \;. Considere as

g distribuicoes ortogonais D,,, com i € {1, ..., g} definidas por
Dy, (p) = {Y, € T,M; AY, = \iY,}.
Dado p € M, seja U’ uma vizinhanca de p em M onde estao definidos os campos diferencidveis

19
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Y1, ..., Y, tais que {Y{'(p),...,Y,, (p)} gera a distribuicdo Dy, (p), {Y;2 11(9), -, Y2 1, (D)}

gera a distribuicdo Dy, (p), -, {Yin, 4. 4m, 141 (D), -, Y7 (p)} gera a distribuicao Dy, (p).
Defina campos X7, ...,Xn em U’ por

X @) = (Alx) = Aol)...(A(z) — A\)Y (), parai € {1,..,m1},

X (x) = —(A(z) — M) (A(x) — X31)...(A(z) — \J)Y (), parai € {my + 1,...,m; + my}

Xf() = (=D ] [(A(@) = A DY (),
J#k
paracada k € {3,....gtei € {mi+...4+mp_1+1,....mi+...+my}, com j € {1,...,g}, onde
I é a matriz identidade de ordem n e x € U’.

Observe que esses campos dependem diferenciavelmente de x, pois como os autovalores
possuem multiplicidades constantes, eles sao diferencidveis [27]. Além disso, uma vez que
{X1(p), ..., Xn(p)} ¢ linearmente independente, temos que {X;(x),..., X,,(z)} é linearmente
independente para todo x em uma vizinhanca U C U’ de p em M. Observe também que,
para cada z € U, a base {Xi(x), ..., X,,(z)} é positiva pois possui a mesma orientagdo que a
base {Yi(z), ..., Y (x)}.

O polinémio caracteristico do operador A(z) é p(t,z) = (t — Ap)™ (t —A2)™...(t = Ay)™9 €
pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que (A(z) — A1) (A(x) — AoI)...(A(z) — A\;I) =0,
para cada x € U. Logo, (A(z) — MI)(A(z) — Xo)...(A(z) — A\, 1)Y;(z) = 0, para todo i €
{1,...,n} e z € U. Dessa forma, para todo = € U,

(A(z) — M) X (@) = (A(z) — M) (A(x) = AoD)...(A(z) — AJ)Y () = 0,
para todo i € {1,...m;},
(A(z) = D) X7 (2) = —(A(2) = MI)(A(z) = AoT)...(A(z) = A D)V (2) = 0,
para todo i € {m; +1,...,m; + ma},
(A(z) = M XF(2) = (=1 (A(2) = MI)(A(2) = Ao])...(A(z) = A D)V (2) = 0,
para todo i € {mj +...+my_1 +1,...,mq + ... + my }. Portanto, para cada z € U, temos que
A(z)XF(z) = \e XF(z), para todo i € {1,...,n} ek € {1,...,g}.

Pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt obtemos os conjuntos ortonormaliza-

dos {Xll(x)varlnl(x)}v {XZH+1<(L’),. m1+m2< )} { mi+...+mg_ 1+1( ) X7];:n+ +mk(x)}7
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para cada x € U e k € {3,...,g}. Além disso, sejam X e Xjﬂ com i,j7 € {1,...,n} e
a,f €{1,...,g} com « # 3. Entao,

(Mo = A)(XP XT) = X7 XT) — (X7 A X)) = (AXP, XT) — (X7, AX])
= (AXp - AXP, X))y =0.

Ou seja, <Xf,XjB> =0, para i,5 € {1,....,n} ea,p € {1,...,g} com a # . Obtemos assim

um referencial ortonormal local de autovetores diferencidveis { Xy, ..., X, }. O

Portanto o resultado acima vale para hipersuperficies em Q” x R, com o tensor simétrico
sendo o operador de Weingarten e supondo que as multiplicidades das curvaturas principais

sao constantes.

Corolario 2.1.2. Seja f: M™ — QI x R, n > 2, uma hipersuperficie com g > 2 curvatu-
ras principais distintas Aq, ..., Ag, com multiplicidades constantes mq, ..., my, respectivamente.
Entdo, para cada ponto p € M, existe um referencial ortonormal de diregcoes principais

{X1, ..., X,,} em uma vizinhan¢a U de p em M.

2.2 Construcao da familia de paralelas

Considere as hipersuperficies f: M" — Q" xR ei: Q" x R — E"™ com campos normais
n e &, respectivamente, sendo 1 unitério e (£,€) = ¢. Sejam F :=io f, Ve V as conexdes
Riemannianas de Q" x R e E"™2, respectivamente.

Sejam m: QF xR = QF e mo: QF x R — R as projecoes canonicas. Dados t € R, p € M"
e v € Ty (QF xR) com dypmi(v) = v1 e dypyTa(v) = v, a aplicacdo exponencial em Q7 x R
¢ dada por

(%1

exp () (tv) = (Cc(llvlllt)m(f(p)) + Se([Joi|t) 7=, m(f(p)) +tv2) ,

v

sev; #0, e
expypy (tv) = (m(f(p)), m(f(p)) +tv2), se v1 =0.

Lembramos que C. e S, foram definidos em (1.14). Dados p € M™ e v € Ty, (QF x R),
considere a curva a: I C R — QF x R dada por a(t) = expj,(tv). Observe que a é
uma geodésica em Q7 x R que passa pelo ponto «(0) = (m(f(p)), m=(f(p))) = f(p) e
a/(0) = (vg,v9) = v.

As duas proposicoes seguintes fornecem equacoes que serao utilizadas no decorrer deste

capitulo.
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Proposicao 2.2.1. Valem as sequintes igualdades, para todo X € T'M™,

¥ € = df(X) — (X, T)o/on, 2.1)

vé_(f = _V<X7 T>77> (22)

Vin = (X, T). (2.3)

Demonstragdo. Dado um ponto ¢ = (q1, G2, - - -, Gni1,Gnr2) € QF x R C E"™2, temos que

£(q) = (¢1,92, - - -, qny1,0). Assim, para todo X € TM™, ﬁxf = Xo =df(X) — (X, T)0/ot.
Além disso,
Vxé = (Vx&mn+c(VxEE = —v(X,T)n

e Vin = (Vxn,nyn + c(Vxn, €)€ = —c(n, VxE)E. O

Proposigao 2.2.2. Suponha que as curvaturas principais de f: M™ — QxR possuem multi-
plicidades constantes. Sejam { X, ..., X, } um referencial de dire¢oes principais ortonormais
e \; a curvatura principal associada a X;. Se T ¢ uma dire¢io principal, X, = |T||7'T e

ng =n — vd/ot, entao

Vg = —Nidf (X;) + ev(X;, T)E — X;(v)0)/ 0t (2.4)
X;(IT|) =0, para todo i#mn, e X,(|T])=rvAn, (2.5)
X;(v) =0, paratodo i#mn, e Xp(v)=-\J|T|, (2.6)

Xi(myo f) =0, paratodo i#n e X,(meof)=|T]|. (2.7)

Demonstragcao. Observe que
Vg = Vi, — Xi(v)9)0t = —df (A, X;) + Vi — X;(1)d/0t.

Assim, por (2.3), obtemos ﬁXWQ = —Ndf (X;) + ev(X;, T)E — X;(v)0/0t.
Utilizando (1.5) e (1.6), temos para todo i € {1,...,n},

2T XTI = Xi(ITN1%) = XL, T) = 2V, T, T) = 200(X;, T)
e XZ(V) = —<A7]XZ,T> = —<XZ,A77T> = _/\n<Xz>T> Além diSSO,

Xi(my o f) = dma(df (X)) = madf (X;) = (df (X;),0/0t) = (X;, T).
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Estudaremos a familia de hipersuperficies paralelas a uma hipersuperficie que possui T’
como uma direcao principal.

Seja f: M™ — QF x R uma hipersuperficie que possui 7' como uma diregao principal e
com curvaturas principais de multiplicidades constantes. Seja { X7, ..., X, } um referencial de
diregoes principais ortonormais. Suponha que X,, = ||T]|7*T. Observe que £ o f = (71 0 f,0)
e ng =n—rd/ot, o que implica em ||ng|| = ||T]| # 0. Entao as hipersuperficies paralelas a f
sa0

fe=CITl)E o f + S(ITIDITI "0 + (72 0 f + )0/t (2.8)

Temos, para todo i € {1,...,n}, que

dfi(Xi) = —ctS (T X([TN)E + CoI TNV x.€ + tCTID X TINNT N g+
+S (TN V x| TN g + Xi(ma 0 f + tv)d/ 0.

Entao, por (2.1), (2.4), (2.5) e (2.7), obtemos
df(Xi) = (Ce(lITI1t) = MITITSe(IT 1) df (Xi), para i#n e (2.9)

df(Xn) = cS(|[T6)(1 = tAn)€ + (1 = tAn) (PCe(IT 1) + IT1?) df (Xo)+

(2.10)
+(1 = tAn) (1= Ce|T[J£)) v ([ T[[n.

Assim, para f; ser uma imersao é necessdrio que C.(||T||¢) — N || T'|| 7S (|| T'||t) # 0, para todo
ie{l,...on—1lel—tx #£0.

Observe que o campo unitario normal a f; é dado por
me = —c|| TSI Tt o f + Ce(|T|[t)ng + vO/0t. (2.11)
De fato,
(e, me) = el TIPSZANTIE) + N1 TIPCEANTIE) +v* = IT)* + v* = 1,

(e, & 0 fi) = (e, C(I TS o f + Se(ITIONT I ng) = O,

(e, dfe(X;)) = 0, para i # n. Além disso, observe que 0/0t = df (T') + vn = ||T||df (X,) + vn
e
ng =n—vd/0t =n—v|T|df(X,) - v*n = ||T|I*n — v|T||df (X).

Portanto, podemos reescrever n; como

e = —c|TISITI)E o f + (ITIPCITIE) + v*) n+ (1 = Ce(ITN1) vIIT(ldf (Xa),
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e entao

(1, dfy(Xn)) = —ev||TII(L = tA)SEIT 1)+
V[T = tAa) (1= Ce(IT18) ITIPC(ITNE) + v* + v2Ce(ITIIE) + 11 7°)1%)
= [T = tA)SEIT L) + vIT(I(L = tAn) (1 = Ce(IT(1)) (1 + Ce((IT']1))
= VTN = tAn) (=eS2(ITIIE) + 1 — CE(ITI))
= 0.

2.3 Relacgao entre as curvaturas principais de uma hiper-

superficie e sua familia de paralelas

Nesta secao calculamos as curvaturas principais das hipersuperficies paralelas f;. Para

isso, precisamos de diregoes principais em f;.

Proposicao 2.3.1. Se {X;,..., X,,} € um referencial de diregcées principais ortogonais em

f, entao ele é também um referencial de direcoes principais ortogonais em f;.

Demonstragao. Observe por (2.9) e (2.10) que (df;(X;),df:(X;)) = 0, para todo i # j com
i,j €{1,...,n}. Vamos calcular V7, e mostrar que (Vx,, dfy(X;)) = 0, para todo i # j.
Temos, por (2.11), que

Vi = —eXi(|TISITI)E = el TN STV x,€ + X ColIT))mg + Co(I T )V x,ng+
X ()00t

onde
Xi(I TS TN[2)) = (Se(ITt) + ¢l TIICT][) X ()

Xi(Ce(lITNIt)) = —ctSe((|T]18) X ([ 7))

Entao, pelas equagoes (2.1), (2.4), (2.5) e (2.6), obtemos
Vi = = (e TISIT0) + NC(ITII) df (X,),  para i#n e (2.12)

Vi = {0 =) ITICITIE) = AnSe(I T8} evé+
H{= TN + 2CeIT18) = e ITIS(I T (L — tha)} df (Xn)+ - (2:13)
H{e I TIPSTE) (L = tAn) = I T An(L = Ce(IT[[£))} .

Logo, por (2.9), (2.10), (2.12) e (2.13) temos que <€Xint7dft(Xj)> = 0, para todo i # j com
i,j € {1,...,n} e consequentemente {X7,..., X, } é um referencial de diregdes principais

ortogonais em f;. O]
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A seguir, apresentamos a relacao entre as curvaturas principais de uma hipersuperficie

em Q! x R que possui 7' como uma dire¢ao principal e de suas hipersuperficies paralelas.

Proposicao 2.3.2. Seja f: M" — QI x R uma hipersuperficie que possut T' como uma
dire¢ao principal e N\;, i € {1,...,n}, suas curvaturas principais. Se f; é uma famdlia de

hipersuperficies paralelas a f com curvaturas principais X, i € {1,...,n}, entao

_ ST + NCe T )

A= 1#£n )
‘= CITT) - AT ST T 2
p M
¢ =10 (2.15)
Demonstragao. Note, por (2.9) e (2.10), que
(dfu(X0), dfu( X)) = (CITIIE) = NI TN S(ITN8)°,  para i#n e (2.16)
(df (X)), df (X)) = (1 —tA,)% (2.17)

Além disso, utilizando (2.9) e (2.12) obtemos, para i # n,
— (Vs dfi(X0)) = (e TISITIE) + MCITN) (CITIE) = AT ST ) (2:18)
e por (2.10) e (2.13) concluimos que

(Vi dfe(Xn)) = a2S(ITI(L = tha) {1 = EAITICITINE) = AaSe(IT 1)} +

+(1 = ) (TN + T A=Al TN + w2 Ce(IT 1))+
—c || T Se(ITI[E) (1 = tAn)} +
T = tAn) (1 = Ce(ITNE) {ev ITIPSe (1T 1) (1 — tAn)+
—V|[T[[An(1 = CeITN11))}

= (L= tA) {2 TS NT)CeITNE) (X = tAn) — e A ST [IE)+
=M (ZC(ITNE) + IT1)?* — e[ TN Se(I T (1 = tAn)* Ce(I T1E)+
—e2 || TP = tA) Se(I TN C(ITNIE) = 2T An (1 — Ce(IT118))?}

=~ = ) {eSEIT 1) + A C2AITIIE) + 20| T *Ce(I1T[[)+
HITI* + 2 T)*(1 = 2C:(|TNIt) + C2(IT1t))}

= = (1 —1t\),

ou seja,

(Vi dfi (X)) = =An(1 = tA). (2.19)
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Agora, por (2.16) e (2.18), podemos calcular

N (Vo dfi(X2)) (T IS + MCIT(16) (CeIT 1) = AT S (T |[E)

b dA(XG), dfi(X0)) (CelITNiE) = Al TI-1 ST 1)) ’

para ¢ # n, ou seja,
o ATISATIN + ACTl)
CCITNE) = NN TI ST )

Para i = n, temos, por (2.17) e (2.19) que X\, = — Vot dfi(Xn) - Anld = An)

(dfi(Xn) dfu( X)) (1 —tAn)?

isto é,
An

A, = :
o1 —th\,

[]

O proximo resultado mostra que se uma hipersuperficie possui o campo 7' como uma

direcao principal entao sua familia de hipersuperficies paralelas também o possui.

Proposicao 2.3.3. Seja f: M"™ — QI x R uma hipersuperficie e f; sua familia de hipersu-

perficies paralelas. Se T é uma direcio principal de f, entdo T' = 1 com

/ot = df(T") + vy, € uma diregao principal de f;.

Demonstragao. Por (2.11), temos
0/0t — vy = cv||T|ISc(IT[[)€ — vC.(||T [[t)ng + (1 — v*)0/0t. (2.20)
Utilizando que ng = n — vd/ot e 9/0t = ||T||df (X,) + vn em (2.20), obtemos

ofot —vm = cv|[T|S(ITNt)E + (V2 Ce(lITIIE) + I|T11) 17l df (Xn)+
+ (1= C(ITN0) vIIT|*n.

Entao, por (2.10), segue que

||

9/0t —vn, = mdft(Xn) = df; (%) = dfy(T").

]

Uma vez que estamos supondo as curvaturas principais A;, ¢ € {1,...,n}, com mul-
tiplicidades constantes concluimos que as curvaturas A! também possuem multiplicidades

constantes e portanto, por [27], elas sdo diferencidveis.
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Proposicao 2.3.4. Seja f: M™ — QF x R uma hipersuperficie e \;, i € {1,...,n}, as suas

curvaturas principais. Entao, para cada i € {1,...,n}, as fungdes \; sio constantes se, e

n
somente se, Z /\f, 1 <k <n, € constante.
i=1

Demonstragao. Se as fungoes \; sao constantes, para todo i € {1,...,n}, entdo claramente
n

Z )\f, 1 <k < n, é constante.
i=1
Para provar a reciproca usaremos a ideia dada na pagina 273 de [9]. Pela identidade

de Newton, os coeficientes do polinémio caracteristico do operador de Weingarten A, sao
n

polindmios em E )\f, 1 < k < n, que por hipdtese, sao constantes. Logo, as curvaturas
i=1

principais, que sao as raizes do polinomio caracteristico, sao constantes. ]

O proéximo resultado apresenta uma condicao para que uma hipersuperficie isoparamétrica

f+ M™ — QP x R tenha curvaturas principais constantes.

Teorema 2.3.5. Seja f: M™ — QF x R uma hipersuperficie isoparamétrica que possui T
como uma dire¢ao principal. Entao f possui curvaturas principais constantes se, e somente

se, |T|| é constante.

Demonstracao. Vimos, na Secao 1.2, que uma hipersuperficie é isoparamétrica se ela e sua
familia de paralelas possuem curvatura média constante. Dessa forma, podemos definir a

funcao que assume valores reais
n
u(t) = E AL
i=1

Como estamos supondo que T' é uma direcao principal, utilizamos a seguir, as expressoes
dadas por (2.14) e (2.15). Observe que

ON
8; =c||T|*+ (\)?, para i€ {l,...,n—1}. (2.21)

n
Suponha que f possua curvaturas principais constantes, entao Z )\f, 1 <k < n, é constante.

i=1
n—1

Obtemos u/(t) = ZCHT||2 + (A)? + (A\L)? e portanto

i=1

W'(0) = (n = De| TP+ A

=1

Logo || T|| é constante.
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Reciprocamente, suponha que ||T'|| é constante. Entao a fungao v é constante e por (1.6),

n—1
An = 0 e portanto, por (2.15), A = 0. Dessa forma, u(t) = Z)\f e, consequentemente, a
i=1
n—1 ak t
k—ésima derivada de u(t) satisfaz u*(t) = atk’. Observe que
i=1
0PN
8t; = 2¢||T|I> AL+ 2(A\1)2. (2.22)

Provaremos por inducao que, para 2 < k < n impar temos,

APV _ _
ok poc ® [T+ ugae™= [TIFH )2 + ugac= [ TIF3(0) +

+ .t Ug kgt (/\f)k"'l,

(2.23)

onde denotamos por uy ; 0 j—ésimo coeficiente u; da k—ésima derivada de AL

Para 2 < k < n par temos

P\ - -

g = weac | TN e = T2 00 Fuse = [T ) 4 g (W), (2.24)
onde, Upo = Up—1,1, Uk1 = 2Uk—12, Uk2 = SUp—13 + Uk—115 ---, Upj = (j + Dug—1,41 +
(7 — Dug—1j-1,--., Uggy1 = kug_14. Observe que quando k é impar, o j, do uy;, é um

ntimero natural par e quando k é par o j do uy ; ¢ impar.
Por (2.21), temos uy 2 = 1. Para k = 2, utilizando (2.22), temos

O\

o2 = 20[|TIPAL + 200)% = 2u1 262 || T PN + 2u1 2(A)*H = w102 | T|2AL + g 5(A)**,
que verifica (2.24).

Por hipétese de indugao, suponha que (2.23) e (2.24) se verificam para k— 1. Mostraremos
que valem para k.

Se k é par entao k — 1 é impar e, portanto, vale (2.23), ou seja,

OF 1N

51 wp—1,0¢% [ TIF + w1062 | T2 + uporac™™ T4+

+...+ Uk_l,k()\g)k.

(2.25)

Derivando a expressao (2.25), em relagao a t, obtemos
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Y s N g ON
= 2w T TP (S + A T ITI O

ot
Ry e (AL~ l(a;t)
= 2100 7 T2 (€| TN + (A)?) + dug—rac = I TIFHA) (| T + (M)?)+
o kg g DT+ (AD)?)
= Qw1208 | TIF(NY) + (Qup—12 + dup_ra)c 2 ||TIF2(AD)3 + ... + kug_1 (AR
= w3 [ TP + urse = [TIF2O00% + .+ wrgr (AR

)+ ..+

Logo, vale (2.24). Analogamente mostra-se que vale (2.23).

n—1
Assim, como A, = 0, temos que u(0) = Z A; = (4, com C] constante, e
i=1
n—1
W(0) = el TI?+ X,
i=1

o que implica em Z A} = Oy, com Cy constante. Segue que,
i=1

n—1

u"(0) = (n — 1)2¢|| T2 Z)\ +22>\3 (n — 1)2¢||T Cl+22>\

e dai Z /\3 (3, com ('3 constante.

Se k é par temos

n—1 n—1 n—1
E—2 k—4
uF(0) = wacs[|TF Y N+ urae = T2 () +use® [T ()
=1 =1 i=1
n—1
+...+ Uk, k+1 Z()\Z)k+1
i=1
n—1
= w03 | TIFCL + upse ™= | TIF2Cs + urse™s [TIFACs + .o+ uppen D ()
=1

n
Logo, E Af“ ¢é constante. Obtemos o mesmo para k impar procedendo de maneira andloga.

=1
n

Portanto concluimos que Z /\i-C , 1 < k <n, é constante e pela Proposicao 2.3.4 temos para
i=1
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i€ {l,...,n}, que as fungdes \; sdo constantes. ]

Com o Teorema 2.3.5 observamos que, a principio, nao podemos garantir que uma hiper-
superficie isoparamétrica, no sentido classico, em Q7 x R tenha suas curvaturas principais
constantes. No entanto, para uma hipersuperficie de angulo constante, ou seja, com a funcao

v constante, com v # 1, dadas no Coroléario 1.1.12, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.3.6. Seja f: M™ — QI x R uma hipersuperficie de angulo constante e T' # 0.

Entao f € isoparamétrica se, e somente se, as suas curvaturas principais sao constantes.

Demonstragao. Pela Observagao 1.1.3, T' é uma direcao principal. Por hipétese, f possui a
fungao v constante e por (1.2), segue que ||T']| é constante. Além disso, por (1.6), A\, =0 e
portanto, por (2.15), A = 0.

Suponha que as curvaturas principais A; de f sdo constantes. Entao por (2.14) e (2.15),
temos que as curvaturas principais da familia de paralelas f; também sao constantes e, por-
tanto, f é isoparamétrica.

Reciprocamente, se f é isoparamétrica entao, como por hipétese ||T'|| é constante, pelo

Teorema 2.3.5, as curvaturas principais de f sao constantes. ]



Capitulo 3

Hipersuperficies com curvaturas

principais constantes em Q' x R

Seja M™ uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional. Neste capitulo estudamos
hipersuperficies f: M™ — QI x R com curvaturas principais constantes (CPC) cujas mul-
tiplicidades sao constantes. Denotamos por g o nimero de curvaturas principais distintas.
Apresentamos alguns resultados relacionados com as multiplicidades das curvaturas princi-
pais e também resultados de classificacao local dessas hipersuperficies.

Estamos sempre considerando diferencidveis a funcao v e o campo 7', ambos definidos em
(1.1), por 9/0t = df(T) + vn. Consequentemente, uma vez que 9/0t é um campo unitario,
temos v + || T]|> = 1. Seja 6: M™ — R a fungao angulo tal que 6(p) é o angulo entre /9t e
n(p). Assim,

v =(0/0t,n) = [|9/0t]||n]| cos(0) = cos(0).

Sabemos que a funcao cosseno se anula em pontos isolados, portanto, estudamos a funcao

v nos abertos U C M tais que v(p) # 0, para todo p € U, e quando v = 0.

3.1 Hipersuperficies com curvaturas principais cons-
tantes que possuem o campo I’ como uma direcao
principal

Nesta segao apresentamos um resultado de classificagao das hipersuperficies de Q7 xR com
curvaturas principais constantes que possuem o campo 1T como uma direcao principal. Vale
a pena lembrar que as hipersuperficies rotacionais possuem 7' como uma dire¢ao principal,

porém a reciproca nem sempre é verdadeira.

31
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Utilizaremos o seguinte lema técnico.

Lema 3.1.1. Sejaa: I C R — R uma funcgdo diferencidvel com a'(s) > 0 e a”(s) # 0, para
todo s € I. As solugoes da equacao a” (1 + (a')?) — 3(a”")?a’ = 0 sao dadas por

1= 2
a(s) = — \/ (ccls +c2) + c3,
1

onde c1,co e c3 sao constantes em R, com ¢ # 0.

Demonstracao. Seja a'(s) = y(s) > 0, para todo s € I, entao a”(s) = y/(s) e a”'(s) = y"(s).

Considerando y como a varidvel independente, seja u(y) := v/(s). Assim,

a///(s) _ y//(s) _ ag(j) _ al(;;y) (93328) _ u/(y)y/(s) — ul(y)u(y)

Sem perda da generalidade, suponha u(y) > 0. Substituindo em a”(1 + (a’)?) — 3(a”)?a’ = 0

obtemos
u'(y)u(y) (1 +y?) — 3u*(y)y = 0.
!/
3
Observe que a” # 0 implica em u(y) # 0 e portanto, w(y) - Y Entao,
u(y) 14y

[=

In(u(y)) = gln(l + %) +k,

e consequentemente

3
onde k ¢ uma constante. Logo e™(#¥) = ¢n(+4")2 ¢k implica em u(y) = (1+y%)2eF e portanto

u(y) k y'(s) k s )
— 5 = €. ma, —————3 = = . m m
1 2) e”. Dessa forma a 2) e c1 > 0. Integrando a ultima igualdade e
+y“)2 +y“)2

relacao a s, obtemos
/
/ &ds = / c1ds.
(1+y%)2

2

Portanto, 0 < Ll = 18+ C9, isto é, 5 = (c15+ c3)?, onde ¢, é uma constante em
(1+y?)2 Y
2
R. Observe que 0 < y? < 1+ y?2, ou seja, 0 < 13_ 5 < 1. Assim,
Yy

0< (c15+c)” < 1. (3.1)
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Dessa forma, y*(1 — (c18 + ¢2)?) = (c15 + ¢2)?, isto é, y* = (c15 + )" Logo
» Y 1 2 — \t1 2) Jy_l_(cls+02)2' g0,
(15 + ¢2)
y = :
V1= (15 + )2
Como y(s) = d/(s) temos d'(s) = (c15 + c2) :
V1= (c18+ ¢2)?
Integrando a/(s) em relagao a s, obtemos
1 —(c15+ c2)?
ofe) = YA las kel
C1
onde c3 é uma constante em R. O

O préximo teorema classifica localmente as hipersuperficies de Q7 x R com curvaturas
principais constantes que possuem o campo 1’ como uma diregao principal e v(p) # 0, para
todo p € M.

Teorema 3.1.2. Seja f: M" — QI x R, n > 2, uma hipersuperficie com curvaturas prin-
cipais constantes que possui o campo T como uma dire¢ao principal e v(p) # 0, para todo
p € M. Entio ¢ = —1 e f ¢é localmente dada por f(x,s) = hs(zx) + Bsd/0t, para algum
B eR, B> 0, onde hy € uma familia de horosferas em H™. Além disso, a curvatura princi-

pal correspondente ao campo T € A = 0 e as outras curvaturas principais sao todas 1guais a
B B

ou — )
V1+ B? Vv1+ B2

Demonstra¢ao. Vimos, no Teorema 1.1.11, que se T' é uma diregao principal de f e v(p) # 0,
para todo p € M, entdao f é localmente dada por f : M™ = M" ' x [ — Q" x R, com
flz,s) = hg(x) + a(s)0/0t, onde a : I — R é uma funcdo diferencidvel satisfazendo

a'(s)

a'(s) > 0 para todo s € . Além disso, pela Proposi¢ao 1.1.14, A, X = —WASX, para
s
!/
todo X € TM™ !, e em particular, A4,X; = —0;((8)) A (2)X;, para as diregbes principais
S
a//(s>

X, eTM™vdeheAT = mT, onde b(s) = /1 + (a/(s))?. Portanto

4)(X) = (. )X com pulr.s) = — 2y,

parai € {l,...,n—1} e A,T = p,(x,s)T, com p,(x,s) =
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Pela Proposigao 1.1.15, temos

A (z) = Cu(s) — SC(S)MG) ’

e portanto

e = (-53) (G0ESRG) ) et

Analisaremos sob quais condigoes as fungoes pi; sao constantes.

Observe que

N Ce(s)Ni(x)(Cels) = Se(s)Ai(x)) — (eSe(s) + Ce(s)Ai(w)) (=Se(s)Ai(x))
O (Ce(s) — Se(s)Ai(w))?
) X(2)
(Cels) = Se(s)Ai(x))*’
) N _ (cC(s) — eS()Mi(2))(Cels) — Se(s)Mifa) |
0s (Ce(s) — Se(s)Ai(x))?
 (eSe(s) + Cels)Ai(x))(=Se(s) — Cels)Ai(x))
(Ce(s) = Se(s)Ai(x))?
_ c(Culs) = Sel(s)Xil@)? + (¢Se(s) + Cul(s)Ai())?
(Ce(s) — Se(s)Ai(z))?
= o+ V@)
Ou seja, ", (@)
9~ (G = SN@)P 52
%Aj e (@) (3.3)
Parai e {1,...,n — 1}, % = —C;/((j; %)j = 0 se e somente se, ?;j =0.

Portanto para que p; seja constante em relacao a = é necessario, por (3.2), que h seja
isoparamétrica, ou seja, que as fungoes \; sejam constantes para todo ¢ € {1,...,n — 1}.

Além disso,

oy (—=a’b+aV) ., d0XN  d , d ooy "N —ad b (c+ (N)?)
= N e et = z -

Opi
Assim, parai € {1,....,n — 1}, ai = 0 se, e somente se, a’\{ + a'(14 a?)(c+ (A§)?) = 0.
s
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a’(s oy,
Agora vamos analisar a curvatura f,(x,s) = (5) Temos % =0 e
b3(s) oz
aun a///b3 _ 3a//b2b/ ab — 3a//b/
ds 6 T
8,un m "yt i
Consequentemente, = 0 se, e somente se, a"b — 3a"V) = 0, ou seja,

Cl/”(l + a/2) 3a//2 ! __ O s

Analisaremos, para todo s € [ e i € {1,...,n — 1}, as seguintes equagoes,
A’ +ad(1+ad*) (c+ ()P =0 e (3.4)

a"(1+a?) —3d"ad = 0. (3.5)

Como a fungao a é diferenciavel, de classe C*°, podemos considerar apenas dois casos, a”(s) =
0, para todo s € I, ou a”(s) # 0, para todo s € I, se necessério restringindo o intervalo I € R.

Caso 1: Suponha a”(s) = 0 para todo s € I. Entao a”’(s) = 0 e consequentemente a
equagao (3.5) ¢ satisfeita. Nesse caso, pela equagao (3.4), temos que a’(1+a"?)(c+ (\f)?) = 0.
Como d'(s) > 0, concluimos que ¢ + (A$)? = 0.

Se ¢ =1 entdo 1 + (\f)? # 0. Portanto ndo podemos ter esse caso para ¢ = 1.

Se c = —1 en/téo (A3)? = 1. Assim, X\{ = £1, o que implica em \; = 41. Além disso,
fn =0e pu; = j:%, parai € {1,...n—1}.

Caso 2: Suponha a”(s) # 0, para todo s € I. Portanto pelo Lema 3.1.1, temos que as

- - N 1—(e1s+c¢ R
solugoes da equagao (3.5) sao dadas por a(s) = \/ ! 2) —i— c3, onde ¢y, 2 € c3 s@0
C1

constantes em R com ¢; # 0. Vamos verificar se essas solugoes satisfazem a equagao (3.4).

Observe que

a(s) = b (=2(c15 + c5)er) _ 18+ ¢ .
201 /1 — (18 + )2 /1 —(c18+ c2)?
a'(s) = |avl-(as+e) —(as+ @)2(;?01(218::232) 1—- (Cli + ¢2)?

C1 — 61(618 + 62)2 + Cl(ClS + 02)2
(1= (c18 +2)?)?
C1

Njw

(1= (c18 + 2)?)
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Entao 2
diran = SEe( farral )
V1= (c18+ )2 1— (184 c2)?
 (as+ )l - (as+ )+ (as+e)?)
(1= (c15+2)?)2
- C18 + C2
(1= (c1s+e2)2)2
Assim,
c c18 +c¢
a'X 4 d' (1+a?)(c+ (A)?) = ! SN+ T e+ (X))

[

(1 — (618 + 02)2)5 (1 — (018 + 02)2)

Portanto as solugoes a(s) da equagao (3.5) satisfazem a equacao (3.4) se, e somente se,
Cl)‘? + (015 + CQ)(C + ()\f)2> = O, (36)

para todo s € I.
Suponha que vale a férmula (3.6), para todo s € I. Se ¢ + (A{)? = 0, entdo teremos
a ] =0, isto é, A} = 0, para todo s € I, ja que ¢; # 0. Mas,
cSe(s) + Ce(s)Ai(z)

A(x) = C.(5) — S N(a) =0 implica em ¢S.(s)+ C.(s)\i(x) =0,

para todo s € I, o que nao pode ocorrer. Logo, nesse caso, ndo podemos ter ¢ + (A$)? = 0.

Além disso, derivando a equagao (3.6) temos

0 ONS NS
— (1 X) + (c15 + o) (c + ()\f)z)) =c—+c(c+ ()\f)z) +2(e18 4 ) \i =+ =

0s 0s t Ds 0

Dessa forma, pela equagao (3.3), segue que
2c1(c+ (A5)?) + 2(crs + o)A (e + (X)) = 2(c+ (X)) (e1 + (crs + ) \5) = 0.

Consequentemente, ¢ + (¢18 + c2)Af = 0. Vimos, em (3.1), que ¢15+ ¢ > 0, para todo s € T

. -
e assim, \; = . Logo, por um lado,
C1S + C

N (a)

_ $\2
0s  (cs+c)? ()™

S
1

Mas, por outro lado, temos, por (3.3), que = c+ (X\)? o que implica em ¢ = 0, o que

nao pode ocorrer pois estamos considerando ¢ = 1 ou ¢ = —1. Logo nao vale a equagcao (3.6)
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e portanto as solugoes da equacdo (3.5) nao sao solugoes da equagao (3.4) com a condicdo
a"(s) # 0, para todo s € I.

Assim, concluimos que a” = 0 e, nesse caso, a(s) = Bs, com B € R, B > 0 pois a'(s) >0

B
e a funcao v é constante, pelo Corolario 1.1.12. Portanto, A = pu,, = 0 e y; = —— ou
G p M M Tt B2
= e {1 1} O
; = ————, para i R e
: V14 B2 P

Observacao 3.1.3. Pela Proposi¢ao 1.1.10, para n > 3, e pela Observagao 7 (i) de [32],
para n = 2, as hipersuperficies dadas pelo Teorema 3.1.2, sdo rotacionais em H™ X R cujas

orbitas sao horosferas.

3.2 Multiplicidade das curvaturas principais

A seguir, apresentamos alguns resultados relacionados com as multiplicidades das curva-
turas principais de hipersuperficies em Q7 x R.
Observe que, pela Proposicao 1.2.1, as curvaturas principais de uma hipersuperficie CPC

em Q7 X R com ¢g = 2, possuem multiplicidades constantes.

Teorema 3.2.1. Seja f: M™ — Q! xR, n > 2, uma hipersuperficie com curvaturas princi-
pais constantes e de multiplicidades constantes, nao umbilica e com a fung¢ao v # 0. Entao

existe pelo menos uma curvatura principal com multiplicidade igual a 1.

Demonstragao. Seja {X1, Xo, ..., X} um referencial local ortonormal de diregbes principais
de f. Podemos escrever T'= >"""  b;X;. Seja g o niimero de curvaturas principais distintas.
Como f é nao umbilica temos que g > 2.

Se n = 2 entao existem duas curvaturas principais distintas e portanto cada uma possui
multiplicidade 1.

Sen =3 entao g =2 ou g = 3. Se g = 2, uma curvatura tem multiplicidade 2 e a outra
tem multiplicidade 1. Se g = 3 cada curvatura principal tem multiplicidade 1.

Se n > 4, suponha que todas as curvaturas principais tenham multiplicidade maior ou
n—1

5, se n for par e 2 < g < *5=, se n for impar. Dado

ped{l, .. g}, seja B, ={i e {l,..,n}/AX;, = A\, X;}. Observe que B, possui pelo menos 2

igual a 2. Nesse caso, 2 < g <

elementos.

Dado p, considere a equacao de Codazzi,
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para i,j € B,. Temos que Vx,AX; — Vx, AX; = N\ [X;, Xj] = A, >0 ([ X5, Xj], X)Xy e
A[XZ,X]] = ZZ:1<[X17X]];XIC>AXI€ Assim,

Vi, AX; = Vx AX; — A[X;, X5) = (X5, X5], Xi) (A Xe — AXG). (3.8)
k¢B,

Entao, por (3.7) e (3.8), temos

> X X)Xk (A — M) X — v X + cvbi X = 0.
kgB,

Como 7,5 € B, com i # j, k ¢ B, e v # 0 temos que ter b; = b; = 0 para todo i,j € B,,
ou seja, T' nao possui componentes nas diregoes cujas curvaturas principais correspondentes
possuem multiplicidade maior ou igual a 2. Assim, supondo que nao existem curvaturas prin-
cipais de multiplicidade 1, concluimos que 7" = 0. Isso implica que f(M™) é um subconjunto
aberto de uma fatia Q7 x {t} e portanto ¢é totalmente geodésica, o que contradiz a hipdtese
que g > 2. Logo, f possui pelo menos uma curvatura principal com multiplicidade igual a
1. O]

Observacao 3.2.2. Pela demonstracao do teorema anterior temos que T nao tem compo-
nentes nas diregoes cujas curvaturas principais correspondentes possuem multiplicidade maior

ou iqual a 2.

Observacao 3.2.3. O Teorema 3.2.1 vale também para v = 0 se ¢ = —1, pois a curvatura
correspondente ao fator R é A =0 e as demais sao nao nulas, pelo Teorema 1.2.5. E wvdlido
parav =0 ec=1seg=2 e para g =3, excluindo os casos onde f(M™) é um aberto de

M" ' x R, onde M™™' ¢ uma hipersuperficie de Cartan para n € {7,13,25}.

Proposicao 3.2.4. Seja f: M" — Q! xR, n > 3, com a funcao v # 0, uma hipersuperficie
com curvaturas principais constantes e respectivas multiplicidades constantes. Se uma unica
curvatura principal tem multiplicidade 1, entao o campo vetorial T é uma dire¢cao principal
correspondente a essa curvatura. Além disso, as curvaturas com multiplicidade maior que 1

sao todas nao nulas.

Demonstragao. Seja {X1, Xo, ..., X,,} um referencial local ortonormal de direg¢bes principais
de f. Suponha, sem perda de generalidade, que X, é associado a A, isto é, AX,, = \X,,.
Pela Observacao 3.2.2, se A é a tnica curvatura com multiplicidade 1 entao T' = bX,,, onde
b:U C M™ — R é uma fungao diferenciavel definida num aberto U C M™ onde os campos
X1, Xo, ..., X, estao definidos.
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Seja g o numero de curvaturas principais distintas. Por hipdtese, ¢ > 2. Dado p €
{1,...,9 — 1}, seja B, = {i € {1,...,n}/AX; = u,X;} com p, # X\ = u, Observe que

B, possui pelo menos 2 elementos. Considere a equagao de Codazzi
Vx,AX; — Vx,AX, — Al X, Xi] = cv(b; X, — b, X5), (3.9)

para ¢ € B,. Temos que

VXTLAXZ — VXZAXTL = PdvanXi — )\VXan [§] (310)
AXn, Xi] =) (Vx, Xi = Vi, X, Xp) AX;,. (3.11)
k=1

Portanto por (3.10) e (3.11) obtemos

n n

Vx, AX;—Vx, AX,—A[X,, X;] = Z(VXnXi, Xi) (ppXp—AXp)— > (Vx, Xp, Xi) A X, —AXy).

k=1 k=1

Entéao, por (3.9),

> (Vi Xo, X 1y — 1) Xe = Y (Ve X, Xi) (A — ) Xie — evbi X, + evb, X; = 0.
k¢B, k#n

Logo,
cvb — (Vx, X, Xi)(A—p,) =0, Vie B, (3.12)

Entdo b =0 < (Vx,X,, X;) =0, para i € B,.
Sabemos que VxT = vAX para todo X € TM™. Dessa forma, temos que

v, X; = Vx, T = Vx,bX, = X;(0)X, + bVx,X,, i€ p,,

o que implica em v, (X;, X;) = X;(b)(Xn, Xi) +b(Vx, Xy, X;), ou seja, b(Vx, X, Xi) = vp,.
Portanto cvb(Vy, X, X;) = c?p, e pela equagao (3.12), (Vx, X, X;)*(A — p,) = cv’p,.

Consequentemente,
b=0& (Vxy,X,, X;) =0, Vie B, pu,=0.

Se pu, =0entdao b=0e T =0, ou seja, f(M) é totalmente geodésica, o que contradiz o
fato que g > 2. Assim, p, # 0 e b # 0. Logo, T' ¢ uma diregao principal e as curvaturas com

multiplicidade maior que 1 sao todas nao nulas. O
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Pelo Teorema 3.1.2 temos a reciproca da Proposicao 3.2.4 e portanto o resultado seguinte

¢é valido.

Proposicao 3.2.5. Seja f: M™ — Q! xR, n > 3, com a fungao v # 0, uma hipersuperficie
com curvaturas principais constantes e de multiplicidades constantes. Entdao o campo veto-
rial T € uma direcao principal se, e somente se, existe uma unica curvatura principal de
multiplicidade 1. Além disso, as curvaturas com multiplicidade maior que 1 sao todas ndao

nulas.

3.3 Hipersuperficies de Q! X R com curvaturas princi-
pais constantes para g € {1,2,3}

Nesta secao apresentamos um resultado que classifica localmente as hipersuperficies com

curvaturas principais constantes. Para isso, precisamos de algumas proposicoes.

Proposigao 3.3.1. Sejam f: M? — Q? x R uma superficie com duas curvaturas principais
constantes e distintas, A1 e Ay. Seja { X1, Xo} um referencial ortonormal de dire¢coes princi-
pais associadas a Ay € Ay. Considere T = b1 X1 + by X5, onde by, by : M — R sao fungoes

diferencidveis. Entdo

Mg + 2c1? = 0. 3.13
1A9 + 2ev” + N — ()\2_/\1>2 ( )

Demonstracao. Pela equacao de Codazzi temos
leAXQ - VXQAXl - A[Xl,Xg] = CV(b2X1 - leQ). (314)

Observe que
Vi, AXy = MaVx, Xo = (Vi Xo, X1) X,

pois X;(Xs, X5) = 0. Analogamente temos,
Vi, AX) = A (V, X1, Xo) X
Assim,

A[X1, Xo] = A(Vx, Xo — Vi, Xb) = Mi(Vx, Xo, X1) X1 — Ma(Vix, X1, X2) Xo.
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Portanto, pela equagao (3.14),
(A2 = A )(Vix, Xo, X1) X1 4 (A2 — M)V, X1, Xo) Xo = cv(be X — b1.X5),
o que implica, uma vez que X; e X5 sao campos linearmente independentes, em

(/\2 - /\1)<VX1X2, X1> = CVbQ e ()\2 — )\1)<VX2X1, X2> = —CVbl,

ou seja,
b
VX, = —2X,
Az M (3.15)
V Xl - 7 XQ.
A Ao — A
E assim,
—cvb
Vx, X1 = 3 ; Xo,
2 A (3.16)
Vi Xy, = 2 x,.
X Xa — Ay

Utilizando que VxT = vAX, para todo X € TM?, obtemos
leT = le (lel + bQXQ) = Xl(bl)Xl + blele + Xl(bg)Xg + szXlXQ = I/)\1X1 (§]

VXQT = VX2 (lel -+ bQXQ) = XQ(bl)Xl -+ bIVX2X1 —+ X2(b2)X2 + bQVXZXQ = I/)\QXQ.

Fazendo o produto interno de ambas as igualdades anteriores por X; e X5, concluimos

cvbib
Xibe) = bi(Vx, X2 Xa) = 0
2 — A1
(3.17)
—Cl/blbg
Xg(b1> - b2<VX2X1,X2> - )\ )\ .
2 — A1

Portanto X (be) = —Xo(b1). Além disso,
Xl(bl) + b2<VX1X2,X1> = I/)\l € Xg(bg) + b1<vX2X1, X2> = I//\Q.

Ou seja,
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cv(by)?
Xi1(by) = v — ———
1( 1) VA1 Ny — A
(3.18)
cv(by)?
Xo(by) = vA :
2(b2) VAg + N — M\
Também temos que X (v) = —(AX,T), para todo X € TM", e portanto
X = —\ib
XQ(I/) = —)\sz.
Além disso, pela equacao de Gauss temos
<R(X1, XQ)XQ, X1> = )\1)\2 + CI/Q. (320)
Observe que
V[Xl,XQ]Xz = V(VX1X2*VX2X1)X2
= V((Vx, X2,X1) X1 —(Vx, X1,X5) X2) X2
= <VX1X27X1>VX1X2 - <VX2X17X2>VX2X2'
Assim,
(Vix, x2 X2, X1) = (Vx, Xo, X1)* + (Vx, X1, Xo).
Entao, pelas equagoes (3.20) e (3.15), obtemos
2 b? b2
(Vi Vi, Xo — Vi, Vi, Xo, X1) = Mo + e + = (b + %) (3.21)

(A2 —A1)?°

Observe, pelas equagoes (3.15), que (Vx, X2, Vx,X1) = 0 e portanto Xo(Vy, Xo, X7) =

(Vx,Vx, Xo, X1). Para calcular (Vx,Vx, Xs, X1) derivamos a primeira igualdade de (3.15)

em relacao a X, e utilizamos as segundas igualdades de (3.18) e (3.19), obtendo assim,
—cho(V? — 12) v2b?

— X9, X1) = — . 22

Observe, pelas equagoes (3.17), que (Vx, X2, Vx, X1) = 0 e portanto X1(Vx,Xs, Xi) =
(Vx,Vx,Xo,X1). Para calcular (Vx, Vx, X5, X;) derivamos a segunda igualdade de (3.17)

em relagao a X; e utilizamos a primeira equagao de (3.18) e (3.19), obtendo assim,

ch (V2 — b?) v2b3
Xo, X1) = — . 3.23
<VX1VX2 29 1> )\2 . )\1 ()\2 o >\1)2 ( )
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Somando as equagoes (3.23) e (3.22), obtemos

c(Aab2 — Mib2)  V2(b2 + b2)
(Vx, Vi, Xo — Vx,Vx, X, X1) = —c® + QA;_ All L s L Al)g (3.24)

Entao, pelas equagoes (3.24) e (3.21), concluimos que

=0.
As — A (A2 — A1)?

)\1)\2 —+ 201/2 -+

]

O préximo resultado mostra que uma superficie minima de Q? x R que possui curvaturas

principais constantes é totalmente geodésica.

Corolario 3.3.2. As superficies minimas de Q> X R com curvaturas principais constantes

sao totalmente geodésicas.

Demonstrac¢ao. Suponha que existe uma superficie minima com duas curvaturas principais

constantes e distintas Ay = —A;. Entao, pela Proposicao 3.3.1, temos que

e (D2 + b2) N 202 (b2 + b3)

—A + 2% — =0.
e 2 N
Vimos que v? + b? + b3 = 1 e portanto
9 , c(v*—=1) 2241 -7
— Al + 2cv” + 5 + e =0,
ou seja,
vt —12(1+5cA]) + A3 (2A] +¢) = 0. (3.25)

Assim, obtemos uma equacao biquadrada na varidavel v, com coeficientes constantes reais.
Suponha que a equagao (3.25) tenha solugao. Entao a funcao v é constante e consequente-
mente 0 = X;(v) = —(AX;,T) = =b\;, com i € {1,2}. Se \y = 0 entdo Ay = =X\ =0, 0
que nao pode ocorrer ji que estamos supondo A\; # Ao. Assim, by = by = 0, o que implica
que T = 0. Logo, nao existe superficie minima de Q* x R com duas curvaturas principais
constantes e distintas.

O

A proposigao seguinte mostra que uma hipersuperficie em Q x R, n > 4 e v # 0, com
trés curvaturas principais constantes e distintas com multiplicidades constantes nao pode ter

duas curvaturas principais com multiplicidades iguais a 1.
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Proposicao 3.3.3. Seja f: M™ — QI x R, n > 4, uma hipersuperficie com trés curvatu-
ras principais constantes e distintas, \, p e vy, de multiplicidades constantes. Suponha que
v(p) # 0, para todo p € M"™, entdo nao podem existir duas curvaturas principais com multi-

plicidades iguais a 1.

Demonstra¢ao. Suponha que existem duas curvaturas principais A e u de multiplicidades
iguais a 1. Seja {X1, Xo, X3,..., X,,} um referencial de dire¢oes principais ortonormais tais
que AX; = AXy, AXy = pXs e AX; = vXj, para j > 3. Pela Observacao 3.2.2, temos
T =0b,X1+ by X5, onde by,by : U - R, U C M™, sao funcoes diferencidveis.

Pelas equagoes de Codazzi, dadas por (1.4), temos

Vi, AXy — Vi, AXy — A[X1, Xo] = ev(baXy — by X)),
Vi AX; — Vi, AXy — A[X), X,
Vi, AX; — Vi, AXy — A[X,, X,
Vi, AX; — Vx AXy — A[Xs, X,

3.26
] 3.27
| = —cvbyX;, paracada j € {3,...,n}, 3.28
| = 0, paracadaj € {3,...,n} e #1,2,5.(3.29

= —cvb X, paracada j € {3,...,n},

<

(3.26)
(3.27)
(3.28)
(3.29)

Pela equagao (3.26), obtemos
,UVXlXZ — )\VXQXl — A(VXIXQ — VX2X1> = CV(b2X1 — le2>,

ou seja,

n

> (Vi Xo, Xp) (1] — A Xy + > (Vi X1, X)) (A = M) X, — cvby X + cvb Xy = 0.

k=1 =1

Assim,
<VX1X27 Xl)(u - A) — Cl/b2 = 07
<VX2X17 X2>(/1/ - )\) + Cl/bl =

e (Vx, Xo, Xj)(p—7)+(Vx, X1, X;)(y —A) =0, paracada j € {3,...,n}. (3.31)

(3.30)

Procedemos de maneira andloga com as equagoes (3.27), (3.28) e (3.29). Pela equagao (3.27),
obtemos, para cada j € {3,...,n},

(V. X1, X5
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Pela equacao (3.28), concluimos, para cada j € {3,...,n}, que
(Va, Xj, Xo)(y —p) = 0, (3.36)
<VXJ.X2,X]'>(’}/ - ,u) + CVbQ == 0, (337)
<VXjX2, Xﬁ)(,}/ - ﬂ') = 07 5 7é 17 2aj’ € (338)
Por (3.29), obtemos, para cada j € {3,...,n} e 8 # 1,2, 7,
<VX,3X]'7X1> - <VXJX,37X1> = 07 (3 40)
(Vx, X, Xo) = (Vx, X3, Xo) =
Entao, por (3.34), (3.38) e (3.40),
<VX5X]'7X1> =0 e <VX5X]7X2> =0. (341)

Como consequéncia das equagoes de (3.30) até (3.39) e por (3.41), concluimos, para cada

j€{3,...,n}, que
Vx, Xi
Vx, X2
Vx, X
Vx, X1

Vx,Xo

Vx,X;

Vi, Xy

Vi, X,

cvbs
— X
,LL_)\ 29
cvby z (A—7)
X+ S (Ve X1, X X,

_>\1 ;<X1 ]>M’Y J
<VXjX1,X2>( :M)X + Z (Vx, Xj, X)X,
H B#1,2,5

cvb -
_ _I)\X2+Z(VX2X1,X]->X]-
1% =3
cvby X,
= A
(L—=2)
<VX,7'X2>X1> ) X1+ Z <VX2XJ7X,3>XB’
i 8412,
cvb
(Vix, X1, X2) Xy — — X,
cvb
(Vx, X2, X1) X1 — — X,

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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b b
Vi X; = %Xl—i— P2 X+ Y (Vi X, Xp) X,
g el
Vi, X, = (VX5 Xa)Xs+ Y (Vx, X5, X)X
1#1,2,5,8

Utilizando as igualdades (1.5) e (1.6), para todo X € T'M™, temos que

Xl(l/) = —)\bl,
XQ(V) _:ub27

Xi(v) = 0, je{3,...,n}.

Além disso, de
le(lel + bQXQ) = Xl(bl)Xl + b1VX1X1 + Xl(bg)Xg + bgleXQ = V)\Xl,

concluimos que

cvb?
Xl(b1> = V)\_Iu_2)\7
CVblbg
Xi(by) =
1( 2) = )\7
bo(Vx, X2, X;) = 0, paracadaje {3,...,n}.

Analogamente, derivando T em relagao a X5, temos

VX2 (b1X1 + bQXQ) = Xg(bl)Xl + b1VX2X1 -+ XQ(bQ)XQ + bQVX2X2 = V[LXQ,

e portanto,
CVb1b2
Xs(b = —
2( 1) = )\7
cvb?
Xo(be) = vp+ . _1)\7

b (Vx,X1,X;) = 0, paracadaje {3,...,n}.
Por um lado, pela equacao de Gauss (1.3), temos

K(X1,Xs) = Au+a?
K(X1,X;) = M+c(l=07), je{3,...,n},
K(Xo,X;) = py+e(l1—53), j€{3,...,n}.

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
(3.55)

(3.56)

(3.57)
(3.58)

(3.59)
(3.60)
(3.61)
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Por outro lado, pela definicao de curvatura seccional, sabemos que
K(X1,X5) = (R(X1, X2) X5, X1) = (Vx, VX, Xo = Vx, Vx, Xo — Vix, x, X2, X1).

Pelas equagoes (3.42) e (3.46), obtemos

b
(Vx, Vi, Xo, X1) = X, ( S ) ,
= A

e entao, por (3.52) e (3.53),

cA(V? —1?) v2b2
X9, X)) = — . 3.62
<VX1VX2 25 1> [ — A (,U — )\)2 ( )

Utilizando (3.43), (3.45), (3.52) e (3.57),

—(Vx,Vx, X0, X1) = (Vx, X0, Vx, Xi) — X5(Vx, X, Xy)

n

_ ERV&XLXQAA_w—n&<Cw2>

= p=" p=A (3.63)
n . 2 b? 2b2
_ <VX2X1,XJ'>2(/\ 7) B cu(v 2) P .
= =" = A (1 —=A)
Observe que

cvb - A —

VixgXo = _Z’)\VXIX2 + Z(VXQXI,Xj>( - V)VX].Xer
u s ="

cvby -

+M — )\VXQXQ - Z(szXlanWXjX?-

=3

Assim,

V2 b2 T bQ n )\ B
~{Vixie X, Xa) = _<1—22) + Z(vXQXlan><VXjX27X1> (1 - ( ”Y)) )
(L= = -

Por (3.47) e (3.49), temos que

—A
(VX X) = (Vi 5,200 =)
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e entao

— (Vixy,xa1 X2, X1) = —% - Z<VX2XJ‘,X1>2(Z; : i) (1 - (2 : z)> . (3.64)

Logo, somando (3.62) com (3.63) e (3.64) e igualando a (3.59), obtemos

221— 2 b2)\—b2 2(\ — n

j=3

Procedendo de maneira andloga para K (X7, X;) e K (X5, X;) concluimos, para cada j > 3,

cA(v? — b?) v? ( b? b3 ) v2b3 )
- + — Ay —c(1—07)+
x r A aex) T g 2
2 —
—%(VXle,XQV =0, (3.66)
cu(v? —b3) v? ( b b3 > v2b? )
+ - - —py —c(l—=103) +
= Ty a A T a—w) TGNy M)
2 — A
—i——(v'u_ 3 ) (Vx, X1, X5)* = 0. (3.67)

Por (3.58), temos b;(Vx, X1, X;) = 0, para cada j € {3,...,n}. Suponha que b;(p) = 0,
para todo p € U C M"™. Entao T é uma diregao principal. Como estamos supondo v # 0,
pelo Teorema 3.1.2, temos que ¢ = —1 e g = 2, o que é um absurdo pois, por hipdtese,
g = 3. Assim, deve existir um py tal que b;(pg) # 0. Entao, por continuidade da funcao
by, existe uma vizinhanca V' C U C M™ de py tal que by(p) # 0, para todo p € V. Logo,
(Vx, X1,X;) =0, em V, para cada j € {3,...,n}.

Pelas equacoes (3.31) e (3.35) concluimos que
<VX2X1,Xj> =0& <VX1X2,X]'> =0& <VXjX1,X2> =0, paracadaje {3, . ,TL}.

E portanto, pelas equagoes (3.65), (3.66) e (3.67), obtemos em V| respectivamente,

202(1 — 12 b2 — b2
ﬁ 420 + A+ % —0, (3.68)
2 b2 2b2 2b2
AMZb) v vh gy, (3.69)

7= A (v=A2 (y=mwr =)
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cu(v?* — b3) v2b3 v2b? 5
— + —puy—c(l =03 =0. 3.70
e R D RO DICEPY =t (370

Substituindo b2 por 1 — % — b? na equacao (3.68), obtemos

_dﬁ(ﬁru) a2t 1—02)  2%(1 -0

1%
_|_
= A = A (1 —A)?

Com argumentos analogos aos do Corolario 3.3.2, concluimos que A + p # 0. Entao

2 _ 4 2c 2 (k= A)(=3p+2)) —2c H My —
O PR VTP Y R RN 7y R S O R A

Somando (3.69) com (3.70) temos

cy2( A LM )_ cAbT ocpby VAP VB
T=A y=p) y=A y—p (=N (y—p)?
Vi1 —v?)
+ —y(p+A) —c(1+1v*) =0. 3.72
CEICESY Y+ A) =< ) (3.72)

Substituindo em (3.72) b3 por 1 — v* — b? obtemos

s (p=A) 2 (= N+ Ay = 2 =) =N) e

RO I R ( (v = w)*(v = A) ) M
9 Lo A 22 1 B 1 _

et ) by <7—u 7—A> v ((7—#)2 (7—)\)2) ' (3.73)

Substituindo (3.71) em (3.73) observamos que a maior poténcia de v nessa ultima equagao

G . 1 1 2c
é °, que tem por coeficiente —

(v—w)? (v— A)Q) (1 +A)(p—A)

nulo, a equagao sera de grau 6 com coeficientes constantes reais, onde a variavel é a funcao

. Se esse termo nao for

v. Caso contrario, isto é, se (y — A\)? = (y —p)? temos y — A=~y —pouy— A= —(y— p).

Se v — A =~ — pentdo A = u, o que contradiz a hipétese de X\ # . Se v — XA = —(v — )

entao 1 — A = 2(y — ). Assim, a maior poténcia de v serd de ordem 4 e o coeficiente de v* é
1

—3> que é nao nulo. Logo, nesse caso, terfamos uma equagao biquadrada de coeficientes
(v—n) , 5
constantes reais na variavel v.

Logo, supondo a existéncia de duas curvaturas principais constantes de multiplicidade 1
e v(p) # 0, para todo p € M", temos que a fungao v deve satisfazer essa equagao. Dessa
forma, a fungao v serd constante e portanto o campo 7' é uma direcao principal. Mas entao,

pelo Teorema 3.1.2; temos ¢ = —1 e g = 2, 0 que é um absurdo, pois estamos supondo g = 3.
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Concluimos assim que nao podem existir duas curvaturas principais constantes de multi-

plicidade 1, supondo v(p) # 0, para todo p € M™. O

Com os resultados anteriores, estamos preparados para provar o seguinte teorema de
classificacao local das hipersuperficies em QI xR, n # 3, com curvaturas principais constantes
ege{l23}

Teorema 3.3.4. Seja f: M" — Q! x R uma hipersuperficie com curvaturas principais

constantes.

(i) Seg=1en>2entio f(M™) é um subconjunto aberto de Q% x {to}, para algum ty € R,
ou de um produto Riemanniano M™ 1 xR. Nesse iltimo caso, para c =1, M"~! € uma
esfera totalmente geodésica em S™ e, para ¢ = —1, M™ 1 é um hiperplano totalmente

geodésico em H".

(ii) Seg=2en > 2 entio c = —1 e [ € localmente dada por f(x,s) = hs(z)+ Bsd/0t,
para algum B € R, B > 0, com M™ = M"~! x I, onde hy é uma familia de horosferas
em H", ou f(M™) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano M"™' x R.
Nesse tiltimo caso, se c = 1 entao M™ ' é uma esfera nao totalmente geodésica em S™ e,

sec= —1, M"! ¢ uma hipersuperficie equidistante, uma horosfera ou uma hiperesfera

em H".

(iii) Seg =3, n > 4 e as multiplicidades das curvaturas principais sio constantes, entao para
c=1, f(M"™) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano SP(r) x S(s) x R,
comn =p+qg+1er?+s® =1, oudo produto M" ' x R, onde M" ! é uma
hipersuperficie de Cartan para n € {4,7,13,25}. Se ¢ = —1, f(M™) é um aberto do

produto Riemanniano SF¥ x H" 1 x R.

Demonstragao. (i) Suponha que g = 1. Se v = 0 entao o campo 7' é uma dire¢ao principal
com curvatura principal correspondente A = 0, pois X (v) = —(AX,T), para todo X € TM.
Assim, f umbilica implica que todas as curvaturas principais sao nulas. Logo f é totalmente
geodésica.

Suponha agora que v(p) # 0, para todo p € M. Seja { X1, Xa, ..., X,,} um referencial local
ortonormal de f. Podemos escrever 7' = " | b;X;. Por hipdtese, temos que AX; = \X, para
todo i € {1,...,n}, onde A é uma constante em R.

Pela equacao de Codazzi temos,

inAXj - VX].AXZ‘ - A[XZ,X]] = CV(ijZ‘ — bin),
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o que implica em 0 = A[X;, X;]—A[X;, X;] = cv(b; X;—0;X;). Umavez que v # 0 e X, e X, sdo
linearmente independentes para ¢ # j, temos que ter b; = b; = 0 para todo 7,5 € {1,...,n}.
Assim, T'= 0 e portanto f(M™) é localmente um subconjunto aberto de uma fatia Q x {t},
0 que prova o item (i).
(ii) Considere agora g = 2. Observe que pela Proposicao 1.2.1, as multiplicidades das
curvaturas principais sao constantes. Dividiremos esse caso em dois subcasos: n =2 e n > 3.
Caso 1: n =2

Fazendo b3 = 1 — v? — b? na equagio (3.13) obtemos,

A1+ A2) cho(l —v?%) 2021 —v?)
_pit ) .
1 /\2 — /\1 1Az o 2cV /\2 - /\1 - ()‘2 - )‘1)2

Pelo Corolario 3.3.2, temos que \; + Ay # 0 e assim,

A2 — Ap) cho(l—1v%) 2021 —1?)
b= — (— Mg 4 2c% — 74
1 C>\1+)\2 { 1 2+ cv )\2_)\1 + (/\2_/\1)2 (37)
Substituindo b? = 1 — v? — b2 na equagao (3.13) obtemos,

— 2 4+ 12D + biE = F, (3.75)

onde, D= 2C<)\2—/\1>2—C)\1()\2—)\1)+2, E= —C(Ag—)\%) eF = —)\1)\2()\2—)\1)2—0)\1()\2—)\1).

Derivando a equagao (3.75) em relacdo a Xs, temos que
— 818 X5 (V) + 20Xy (V) D + 2by X5 (by) E = 0. (3.76)

Por (3.18),

cv(by)?

Ao — A

e por (3.19), Xa(v) = —Aobe. Entao, se Ay = 0 temos X3(r) = 0 e pela equagao (3.76),

baX2(b2) = 0 0 que implica em by = 0 ou, caso contrario, v = 0 ou by = 0. Se v = 0, entao

Xg(bg) = l/)\g +

T é uma direc¢ao principal. Se v # 0, entao by = 0 ou b; = 0. Suponha que existe xy tal que
bi(xg) # 0, entdo, por continuidade, existe uma vizinhanga V' de xg, tal que by(z) # 0, para
todo x € V. Assim, by(z) = 0, para todo z € V e T é uma diregao principal. Ou seja, se

A2 = 0, entao T é uma direcao principal.
Xa(v)

2

Suponha que Ay # 0. Entao by = —

e pela equagao (3.76) temos

2F
XQ(I/) {—87/3 + 2vD — )\_QXQ(bQ)} = 0.
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2F
Logo, Xz(u) =0ou —8v3 +2vD — )\—Xg(bQ) —0.
2

Se X5(v) = 0 temos by = 0 e portanto 7" é uma direc¢ao principal. Caso contrario,

2F cv(by)?
-8+ 20D — =— (v =0.
v° + 2v )\2 (Vg—i—)\Q_)\l

Entao,

21/()\2 + )\1)

— 8V + v +dev( Mg — A1) — 2ev A (A — A1) + 2cv(N5 — A]) + ;)
2

B2 =0. (3.77)

Por (3.74), temos que

2V(/\2 + /\1)
A2

AN —=A)  Ae’(l —v?)
A2 Aa(Ag — A1)

b = —2cv (Ao — A1) +2v(1 — %) — (3.78)

Substituindo (3.78) em (3.77), obtemos

4c s 3 ( (A2 — A1)+ c) 5
— 1’ = [ 10+4————— | +6v (1 +c(Ay— A =0.
XAz = A1) Aa(A2 = A1) (14 = 20))
4c . ~ . ,
Observe que m # 0 e assim, obtemos uma equacao de grau 5 onde a variavel é a
2(A2 — Ay

funcao v.

Note que v = 0 é uma solugao para essa equacao e nesse caso, 1' é uma direcao principal.
Se existirem outras solucoes para essa equacao, entao a funcao v é constante e portanto 71" é
uma diregao principal.

Assim, concluimos para g = 2 e n = 2 que T' é uma direcao principal. Analisaremos agora,
o que ocorre quando v =0 e v # 0.

Se v # 0, entao a superficie é localmente dada pelo Teorema 3.1.2. Se v = 0 entao a
superficie é um cilindro sobre uma curva, f(M?) = a xR, onde a é um circulo nao totalmente
geodésico em S?, para ¢ = 1, ou o é uma curva equidistante, um horociclo ou um circulo
hiperbdlico em H?, para ¢ = —1.

Caso 2:n >3
Se v(p) # 0, para todo p € M, pelo Teorema 3.2.1, f possui pelo menos uma curvatura
principal de multiplicidade 1. Uma vez que n > 3 e g = 2, existe uma unica curvatura de
multiplicidade 1 e pela Proposicao 3.2.4, T' é uma direcao principal correspondente a essa
curvatura. Portanto f é dada pelo Teorema 3.1.2. Observe que pela Proposicao 1.1.10 essas
hipersuperficies sao de rotacao.

Se v = 0 entdao f(M™) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano M"! x R,
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onde M"~! é uma hipersuperficie de Q". Uma vez que a curvatura principal correspondente
ao fator R é nula e pelo Teorema 1.2.3, e também no caso ¢ = 1 a outra curvatura nao pode
ser nula, temos que ter M"~! isoparamétrica umbilica nao totalmente geodésica em Q7, o
que prova o item (ii).

(iii) Suponha agora que g = 3. Para ilustrar o caso n > 4, faremos uma tabela, para
n € {4,5,6,7,8}, com as possiveis multiplicidades das curvaturas principais de acordo com
a dimensao n. No que segue, m(\), m(u) e m(y) denotardo as multiplicidade de A, u e 7,

respectivamente.

=
2
E
=
S

’ Dimensao \ m

| on=4 [ 1 [ 1 | 2 |
n=> 1 1 3
1 2 2
1 1 4
n=6 1 2 3
2 2 2
1 1 5
n="7 1 2 4
1 3 3
2 2 3
1 1 6
n==8 1 2 5
1 3 4
2 2 4
2 3 3

Tabela 3.1: Possiveis multiplicidades para as curvaturas principais

De acordo com a dimensao considerada, podem existir trés possibilidades para as multi-
plicidades das curvaturas principais: duas curvaturas possuem multiplicidade 1, apenas uma
curvatura tem multiplicidade 1 ou todas as curvaturas possuem multiplicidades > 2. Vamos
analisar cada um desses casos.

Caso 1) Suponha que duas curvaturas possuem multiplicidade 1.

Pela Proposigao 3.3.3, nao pode acontecer v(p) # 0, para todo p € M™. Portanto, v =0 e
consequentemente, f(M™) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano M™~! x R.
Logo, uma das curvaturas é nula.

Para ¢ = —1, A = 0 e as curvaturas principais de uma hipersuperficie isoparamétrica com
g = 2 em H" satisfazem py = 1 e portanto, A = 0 tem multiplicidade 1. Temos que f(M") é
localmente S' x H"2 x R ou S" 2 x H' x R.
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Parac=1en >4, f(M") é um subconjunto aberto S* x S"? x R. Além disso, para
n = 4, também pode ocorrer que f(M™) é localmente dada por M? x R, onde M3 é um tubo
sobre uma Veronese em S*.

Caso 2) Suponha que apenas uma curvatura tem multiplicidade 1.

Se v(p) # 0, para todo p € M™, pela Proposicao 3.2.4, o campo 7' é uma direcao principal
e pelo Teorema 3.1.2, temos que ¢ = —1 e g = 2, 0 que nao pode ocorrer. Portanto v = 0

e f(M™) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano M"~! x R. Nesse caso a

curvatura que tem multiplicidade 1 é A = 0. A seguir, explicitamos M"™ ! nos casos ¢ = —1
ec=1.
Para ¢ = —1, temos que f(M™) é um subconjunto aberto de S* x H"*~1 x R, com k > 2

en > 5. Parac=1, f(M™) é um subconjunto aberto de SFx S 1 xR, comk>2en > 5.
Caso 3) Finalmente, suponha que todas as curvaturas possuem multiplicidades > 2.
Pela Observacao 3.2.2, temos que v = 0 e assim uma das curvaturas principais é A = 0.

Além disso, f(M™) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano M"~! x R.
Portanto, para ¢ = —1, pelo Teorema 1.2.3, nao existem hipersuperficies isoparamétricas

nao totalmente geodésicas em H"™ com uma curvatura principal nula. Nesse caso, A = 0 teria

multiplicidade 1, o que nao pode ocorrer.

Para ¢ = 1, as hipersuperficies isoparamétricas em S™ com g = 3, sao as hipersuperficies de
Cartan. Essas hipersuperficies possuem uma curvatura principal nula. Logo, esse caso ocorre
para n € {7,13,25} e f(M™) é localmente M"~! x R, onde M"~! é uma hipersuperficie de
Cartan em S”. 0

Observacao 3.3.5. As hipersuperficies classificadas pelo Teorema 3.5.4 possuem func¢ao v

constante e pelo Coroldrio 2.5.6, elas sao isoparamétricas em Q7 x R.
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