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Resumo

Santos, E. S. Hipersuperf́ıcies em espaços produto com curvaturas principais cons-

tantes. 2013. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade de São

Paulo, São Paulo, 2013.

Neste trabalho, classificamos localmente as hipersuperf́ıcies dos espaços produto Sn × R
e Hn × R, n 6= 3, com g curvaturas principais constantes e distintas, g ∈ {1, 2, 3}. Verifi-

camos que tais hipersuperf́ıcies são isoparamétricas de Qn
c ×R. Além disso, encontramos uma

condição necessária e suficiente para que uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica de Qn
c × R que

possui fibrado normal plano, quando observada como uma subvariedade de codimensão dois

de Rn+2 contendo Sn×R e de Ln+2 contendo Hn×R, tenha curvaturas principais constantes.

Palavras chave: hipersuperf́ıcies em espaços produto; curvaturas principais constantes;

hipersuperf́ıcies isoparamétricas.
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Abstract

Santos, E. S. Hypersurfaces in product spaces with constant principal curvatures.

2013. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade de São Paulo,

São Paulo, 2013.

In this work, we classify locally the hypersurfaces in product spaces Sn ×R and Hn ×R,

n 6= 3, with g distinct constant principal curvatures, g ∈ {1, 2, 3}. We verify that such hy-

persurfaces are isoparametric in Qn
c × R. Furthermore, we find a necessary and sufficient

condition for an isoparametric hypersurface in Qn
c × R with flat normal bundle, when re-

garded as a submanifold with codimension two of the flat spaces Rn+2 containing Sn×R and

Ln+2 containing Hn × R, having constant principal curvatures.

Keywords: hypersurfaces in product spaces; constant principal curvatures; isoparametric

hypersurfaces.
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Introdução

O estudo de hipersuperf́ıcies em espaços produto tem atráıdo a atenção de vários geômetras

nos últimos anos. A seguir, faremos um breve histórico desse estudo.

Inicialmente foram estudadas as superf́ıcies de curvatura média constante e, em particular,

as superf́ıcies mı́nimas, nos trabalhos de H. Rosenberg, W. Meeks e U. Abresch em [2], [20]

e [29]. Elas também foram abordadas por I. Onnis em [22], [23], [28] e B. Nelli em [26], entre

outros.

Em [3] e [4], J. Aledo, J. Espinar e J. Gálvez descreveram as superf́ıcies de S2 × R e

H2×R com curvatura Gaussiana constante. Em particular, eles mostraram que as superf́ıcies

completas de curvatura Gaussiana constante K(I) > 0 em H2×R (respectivamente, K(I) > 1

em S2×R) são rotacionais. Eles provaram também a não existência de superf́ıcies completas

com curvatura Gaussiana constante K(I) < −1 em H2 × R (respectivamente K(I) < −1 e

0 < K(I) < 1 em S2×R). Além disso, J. Espinar e J. Gálvez, juntamente com H. Rosenberg,

mostraram em [17] que uma superf́ıcie completa com curvatura extŕınseca constante positiva

em S2 × R e H2 × R é uma esfera rotacional.

Posteriormente também despertaram interesse as hipersuperf́ıcies, n-dimensionais, em

Sn ×R e Hn ×R. Para unificar a linguagem, denotaremos por Qn
c a esfera Sn, se c = 1, ou o

espaço hiperbólico Hn, se c = −1.

As hipersuperf́ıcies rotacionais em Qn
c ×R foram parametrizadas por F. Dillen, J. Faste-

nakels e J. Van Der Veken em [15] como uma extensão do trabalho [16], de M.P. do Carmo

e M. Dajczer, sobre rotacionais em espaços forma.

As hipersuperf́ıcies em Qn
c ×R que possuem um campo especial T como direção principal

foram classificadas localmente por R. Tojeiro em [32]. O campo diferenciável T e a função

diferenciável ν são definidos por

∂/∂t = df(T ) + νη,

onde f é uma imersão de uma variedade Riemanniana n-dimensional Mn em Qn
c × R, com

campo normal unitário η e ∂/∂t é um campo unitário tangente ao segundo fator R. Em
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particular, foram classificadas as hipersuperf́ıcies de ângulo constante, isto é, as que têm a

função ν constante.

Em [19], R. Tojeiro e F. Manfio classificaram localmente as hipersuperf́ıcies em Qn
c × R,

n ≥ 3, com curvatura seccional constante. Eles mostraram que para n ≥ 4 existe hiper-

superf́ıcie de curvatura seccional constante k em Sn × R (respectivamente, Hn × R), mesmo

localmente, se k > 1 (respectivamente, se k ≥ −1), e para quaisquer tais valores de k ela

deve ser um aberto de uma hipersuperf́ıcie completa de rotação. No caso n = 3, aparece exa-

tamente uma classe de hipersuperf́ıcies com curvatura seccional constante, não rotacionais,

de Qn
c ×R. Cada elemento desta classe em S3 ×R (respectivamente, H3 ×R) tem curvatura

seccional constante k ∈ (0, 1) (respectivamente, k ∈ (−1, 0)) e possui ângulo constante.

Tendo em vista as classificações mencionadas acima, surgiu, naturalmente, o interesse

em pesquisar quais são as hipersuperf́ıcies de Qn
c × R que possuem curvaturas principais

constantes e responder se elas são isoparamétricas em Qn
c × R.

É bem conhecido que uma hipersuperf́ıcie de um espaço forma é isoparamétrica se, e

somente se, suas curvaturas principais são constantes, porém isso não ocorre em ambientes

mais gerais. A segunda questão do parágrafo anterior foi motivada pelo fato de que não

é verdade que hipersuperf́ıcies isoparamétricas de qualquer variedade Riemanniana possuem

curvaturas principais constantes. Em [34] podem ser encontrados exemplos de hipersuperf́ıcies

isoparamétricas em espaços projetivos complexos que não possuem curvaturas principais

constantes. Para mais detalhes indicamos o trabalho [31] de G. Thorbergsson.

As hipersuperf́ıcies isoparamétricas de Rn e Hn podem ter no máximo duas curvaturas

principais distintas. Já as isoparamétricas de Sn podem ter 1, 2, 3, 4 ou 6 curvaturas principais

distintas. Cartan mostrou em uma série de quatro artigos [5], [6], [7] e [8] , publicados no

peŕıodo de 1938 a 1940, que a teoria de hipersuperf́ıcies isoparamétricas na esfera é mais

complicada. Ele classificou essas hipersuperf́ıcies com g ≤ 3, onde g é o número de curvaturas

principais distintas. O caso g = 4 e g = 6 tem despertado interesse de muitos pesquisadores

da área. Abordaremos esse assunto com mais detalhes na Seção 2 do Caṕıtulo 1.

Pesquisando quais são as hipersuperf́ıcies em Qn
c × R que possuem curvaturas principais

constantes e buscando responder se elas são isoparamétricas de Qn
c × R, classificamos local-

mente as hipersuperf́ıcies em Qn
c × R, n 6= 3, com até 3 curvaturas principais constantes

e distintas. Mais precisamente, mostramos o seguinte resultado, que será apresentado no

Caṕıtulo 3.

Teorema 1 (Teorema 3.3.4). Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie com curvaturas

principais constantes.

(i) Se g = 1 e n ≥ 2 então f(Mn) é um subconjunto aberto de Qn
c ×{t0}, para algum t0 ∈ R,

ou de um produto Riemanniano Mn−1×R. Nesse último caso, para c = 1, Mn−1 é uma
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esfera totalmente geodésica em Sn e, para c = −1, Mn−1 é um hiperplano totalmente

geodésico em Hn.

(ii) Se g = 2 e n ≥ 2 então c = −1 e f é localmente dada por f(x, s) = hs(x) + Bs∂/∂t,

para algum B ∈ R, B > 0, com Mn = Mn−1 × I, onde hs é uma famı́lia de horosferas

em Hn, ou f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano Mn−1 × R.

Nesse último caso, se c = 1 então Mn−1 é uma esfera não totalmente geodésica em Sn e,

se c = −1, Mn−1 é uma hipersuperf́ıcie equidistante, uma horosfera ou uma hiperesfera

em Hn.

(iii) Se g = 3, n ≥ 4 e as multiplicidades das curvaturas principais são constantes, então para

c = 1, f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano Sp(r)× Sq(s)×R,

com n = p + q + 1 e r2 + s2 = 1, ou do produto Mn−1 × R, onde Mn−1 é uma

hipersuperf́ıcie de Cartan para n ∈ {4, 7, 13, 25}. Se c = −1, f(Mn) é um aberto do

produto Riemanniano Sk ×Hn−k−1 × R.

Além disso, obtivemos, no resultado que segue, a condição necessária e suficiente para que

uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica em Qn
c × R, que possui T como uma direção principal,

tenha curvaturas principais constantes.

Teorema 2 (Teorema 2.3.5). Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica

que possui T como direção principal. Então f possui curvaturas principais constantes se, e

somente se, ‖T‖ é constante.

Concluimos que as hipersuperf́ıcies, classificadas pelo Teorema 3.3.4, possuem ‖T‖ cons-

tante e portanto são isoparamétricas em Qn
c × R.

Este trabalho está dividido em três caṕıtulos, sendo que o primeiro contém alguns pre-

liminares e os dois restantes são formados pelos resultados originais obtidos nesta tese. A

seguir, daremos uma breve descrição sobre cada um deles.

O Caṕıtulo 1 é constitúıdo pelos resultados estabelecidos na literatura que são necessários

para o desenvolvimento da tese. Iniciamos este caṕıtulo expondo algumas propriedades básicas

de hipersuperf́ıcies em Qn
c × R e apresentando resultados relacionados a algumas classes es-

peciais, tais como as totalmente geodésicas, as rotacionais e as que possuem o campo T

como direção principal. Posteriormente apresentamos alguns resultados de hipersuperf́ıcies

isoparamétricas em Qn
c .

No Caṕıtulo 2, apresentamos um resultado que garante a existência de um referencial

de direções principais ortogonais em hipersuperf́ıcies que possuem curvaturas principais com

multiplicidades constantes. Esse resultado é bastante importante pois utilizamos esse refe-

rencial no decorrer do trabalho. Construimos uma famı́lia de hipersuperf́ıcies paralelas a uma
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hipersuperf́ıcie que possui o campo T como direção principal e relacionamos as suas respecti-

vas curvaturas principais. Em seguida, apresentamos sob quais condições uma hipersuperf́ıcie

isoparamétrica em Qn
c × R, que tem T como direção principal, possui curvaturas principais

constantes.

Iniciamos o Caṕıtulo 3 fazendo um estudo sobre as hipersuperf́ıcies em Qn
c×R que possuem

curvaturas principais constantes, na classe das que têm o campo T como direção principal.

Em seguida, estudamos as hipersuperf́ıcies que possuem curvaturas principais constantes com

suas respectivas multiplicidades constantes, sem hipóteses adicionais. Apresentamos alguns

resultados relacionados às multiplicidades de tais curvaturas e, finalmente, o teorema princi-

pal desta tese que classifica localmente tais hipersuperf́ıcies com até três curvaturas principais

distintas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo contém resultados já estabelecidos na literatura que serão utilizados nos

caṕıtulos posteriores desta tese. Apresentamos propriedades e conceitos básicos fundamen-

tais de hipersuperf́ıcies em Qn
c ×R. Dentre algumas classes especiais dessas hipersuperf́ıcies,

destacamos aqui as que possuem fibrado normal plano quando consideradas como subvarie-

dades de codimensão 2 em En+2, as rotacionais, as totalmente geodésicas e as umb́ılicas. Além

disso, apresentamos alguns resultados de hipersuperf́ıcies isoparamétricas em Qn
c .

1.1 Algumas classes especiais de hipersuperf́ıcies em

Qn
c × R

Denotamos por En+2 o espaço Euclidiano Rn+2 ou o espaço Lorentziano Ln+2, de acordo

com c = 1 ou c = −1, respectivamente. Consideramos

En+1 = {(x1, . . . , xn+2) ∈ En+2/xn+2 = 0} e

Qn
c = {(x1, . . . , xn+1) ∈ En+1/cx21 + x22 + · · ·+ x2n+1 = c}

com x1 > 0, se c = −1. Ou seja, denotamos por Qn
c , a esfera Sn, se c = 1, ou o espaço

hiperbólico Hn, se c = −1. Dada uma imersão isométrica f : Mn → Qn
c × R, seja η o campo

normal unitário e ∂/∂t o campo vetorial unitário tangente ao segundo fator R. Definimos o

campo vetorial diferenciável T ∈ TMn e a função diferenciável ν por

∂/∂t = df(T ) + νη. (1.1)

1



2 1. Preliminares

Uma vez que ∂/∂t é um campo unitário, temos

ν2 + ‖T‖2 = 1. (1.2)

Duas classes triviais de hipersuperf́ıcies em Qn
c ×R são obtidas se T ≡ 0 ou ν ≡ 0, como

mostra o seguinte resultado apresentado em [19].

Proposição 1.1.1. Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie.

(i) Se T é identicamente nulo, então f(Mn) é um subconjunto aberto de Qn
c ×{t}, para algum

t ∈ R.

(ii) Se ν é identicamente nulo, então f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Rie-

manniano Mn−1 × R, onde Mn−1 é uma hipersuperf́ıcie de Qn
c .

Sejam ∇ a conexão Riemanniana e R o tensor curvatura de Mn, seja A o operador de

Weingarten de f com respeito a η.

Lembrando que (X ∧Y )Z = 〈Y, Z〉X−〈X,Z〉Y , temos as equações de estrutura a seguir.

Proposição 1.1.2. Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie. As equações de Gauss e

Codazzi de f são, para X, Y, Z ∈ TMn, respectivamente,

R(X, Y )Z = (AX ∧ AY )Z + c((X ∧ Y )Z − 〈Y, T 〉(X ∧ T )Z + 〈X,T 〉(Y ∧ T )Z), (1.3)

(∇XA)Y − (∇YA)X = cν(X ∧ Y )T. (1.4)

Além disso, temos, para todo X ∈ TMn, que

∇XT = νAX e (1.5)

X(ν) = −〈AX, T 〉. (1.6)

Demonstração. Observe que para todo X ∈ TMn temos df(X) ∈ T (Qn
c × R) e portanto

podemos escrever

df(X) = XQ + 〈df(X), ∂/∂t〉∂/∂t
= XQ + 〈df(X), df(T ) + νη〉∂/∂t
= XQ + 〈X,T 〉∂/∂t,

onde XQ é a componente de df(X) em TQn
c . Logo,

〈X, Y 〉 = 〈df(X), df(Y )〉 = 〈XQ + 〈X,T 〉∂/∂t, YQ + 〈Y, T 〉∂/∂t〉
= 〈XQ, YQ〉+ 〈X,T 〉〈Y, T 〉,



1.1 Algumas classes especiais de hipersuperfı́cies em Qnc × R 3

o que implica em

〈XQ, YQ〉 = 〈X, Y 〉 − 〈X,T 〉〈Y, T 〉. (1.7)

Sejam ∇, ∇Q e ∇R as conexões Riemannianas e R, RQ, RR os tensores curvatura em

Qn
c × R, Qn

c e R, respectivamente. Então ∇XY = ∇Q
XQ
YQ + ∇R

XR
YR, onde XR é a compo-

nente do campo df(X) em R. Assim, sendo X = df(X) para todo X ∈ TMn temos que

R(X,Y )Z = RQ(XQ, YQ)ZQ +RR(XR, YR)ZR. Como RR = 0 e Qn
c possui curvatura seccional

constante igual a c, segue que R(X,Y )Z = c(XQ ∧ YQ)ZQ. Então, utilizando (1.7), obtemos

〈R(X,Y )Z,W 〉 = c〈(XQ ∧ YQ)ZQ,WQ〉
= c (〈YQ, ZQ〉〈XQ,WQ〉 − 〈XQ, ZQ〉〈YQ,WQ〉)
= c (〈Y, Z〉 − 〈Y, T 〉〈Z, T 〉) (〈X,W 〉 − 〈X,T 〉〈W,T 〉) +

−c (〈X,Z〉 − 〈X,T 〉〈Z, T 〉) (〈Y,W 〉 − 〈Y, T 〉〈W,T 〉)
= c (〈(X ∧ Y )Z,W 〉+ 〈X,T 〉〈(Y ∧ T )Z,W 〉 − 〈Y, T 〉〈(X ∧ T )Z,W 〉) .

Sabemos que a equação de Gauss para uma hipersuperf́ıcie f : Mn →M
n+1

é

R(X, Y )Z = R(X,Y )Z + (AX ∧ AY )Z.

Portanto a equação de Gauss quando f : Mn → Qn
c × R é dada por (1.3).

A equação de Codazzi para uma hipersuperf́ıcie f : Mn →M
n+1

é

〈R(X,Y )Z, η〉 = 〈(∇XA)Y − (∇YA)X,Z〉.

Observe que

〈R(X,Y )Z, η〉 = c〈(XQ ∧ YQ)ZQ, η〉
= c (〈YQ, ZQ〉〈df(X)− 〈X,T 〉∂/∂t, η〉 − 〈XQ, ZQ〉〈df(Y )− 〈Y, T 〉∂/∂t, η〉)
= c (−ν〈YQ, ZQ〉〈X,T 〉+ ν〈XQ, ZQ〉〈Y, T 〉)
= cν〈(X ∧ Y )T, Z〉.

Logo, a equação de Codazzi para f : Mn → Qn
c × R é (1.4). O campo ∂/∂t é paralelo e

portanto

0 = ∇X∂/∂t = ∇X(df(T ) + νη) = ∇Xdf(T ) + α(X,T ) +X(ν)η − νdf(AηX).

Dáı seguem (1.5) e (1.6).

Observação 1.1.3. Pela igualdade (1.6), se a função ν é constante e T 6= 0, então o campo



4 1. Preliminares

T é uma direção principal associada ao autovalor 0, ou seja, AT = 0.

Considerando F : Mn → En+2 como F := i ◦ f onde i : Qn
c × R → En+2 é a aplicação

inclusão com normal ξ tal que 〈ξ, ξ〉 = c, obtemos Aξ(T ) = −ν2T e Aξ(X) = −X, para todo

X ∈ [T ]⊥ onde [T ]⊥ = {X ∈ TMn/〈X,T 〉 = 0}.
O seguinte resultado fornece uma condição sobre o campo T para que F : Mn → En+2,

onde F := i ◦ f , tenha o fibrado normal plano.

Proposição 1.1.4. Seja f : Mn → Qn
c ×R uma hipersuperf́ıcie. Suponha que T (p) 6= 0, para

algum p ∈ Mn. Então f tem fibrado normal plano em p como uma imersão isométrica em

En+2 se e somente se T é uma direção principal em p.

A seguir vamos apresentar algumas famı́lias especiais de hipersuperf́ıcies de Qn
c × R.

1.1.1 Hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas

Nesta subseção abordamos o estudo das hipersuperf́ıcies de Qn
c ×R totalmente geodésicas.

Em [33] foi dado um teorema que classifica tais hipersuperf́ıcies em Sn×R. O mesmo resultado

vale também para Hn × R, como é mostrado a seguir.

Teorema 1.1.5. Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica. Então

f(Mn) é um aberto de Qn
c × {t0}, para algum t0 ∈ R ou de Mn−1 × R, onde Mn−1 é uma

hipersuperf́ıcie totalmente geodésica de Qn
c .

Demonstração. Seja f uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica, então, pela equação de Co-

dazzi (1.4), temos

0 = (∇XA)Y − (∇YA)X = cν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ),

para todo X, Y ∈ TMn. Dessa forma, temos dois casos a considerar: ν = 0 e T = 0.

Se T = 0, então, pela Proposição 1.1.1, a hipersuperf́ıcie é uma fatia Qn
c ×{t0} de Qn

c ×R,

para algum t0 ∈ R.

Se ν é identicamente nulo, então f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Rie-

manniano Mn−1 × R, onde Mn−1 é uma hipersuperf́ıcie de Qn
c . Observe que Mn−1 × R é

totalmente geodésica em Qn
c × R se, e somente se, Mn−1 é totalmente geodésica em Qn

c .

1.1.2 Hipersuperf́ıcies rotacionais

Nesta subseção introduzimos a noção de hipersuperf́ıcies de rotação em Qn
c × R, cuja

definição foi dada em [15] como uma extensão do trabalho das hipersuperf́ıcies de rotação em
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espaços forma, estudados em [16]. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados

com maiores detalhes em [15].

Considere um subespaço tridimensional P 3 de En+2 contendo o xn+2-eixo. Dessa forma,

(Qn
c × R) ∩ P 3 = Q1

c ×R. Seja P 2 um subespaço de P 3 que também contém o xn+2-eixo.

Denotaremos por I o grupo de isometrias de En+2 que deixa Qn
c ×R globalmente invariante

e deixa P 2 fixado ponto a ponto. Seja α uma curva em Q1
c × R que não intersecta P 2.

Definição 1.1.6. Uma hipersuperf́ıcie de rotação f : Mn → Qn
c × R gerada pela curva α e

com eixo P 2 é definida como a I-órbita de α.

As hipersuperf́ıcies rotacionais de Sn × R são folheadas por esferas. As rotacionais de

Hn × R são folheadas por esferas se P 2 é Lorentziano, por espaços hiperbólicos se P 2 é

Riemanniano e por horosferas se P 2 é degenerado. No caso em que a curva α está em um

plano ortogonal a
∂

∂xn+2

temos que T = 0 e caso contrário, o vetor velocidade de α tem

componentes na direção de T . A fim de apresentar uma parametrização expĺıcita de uma

hipersuperf́ıcie rotacional vamos considerar quatro casos e em todos eles assumiremos que

P 3 é gerado por
∂

∂x1
,

∂

∂xn+1

e
∂

∂xn+2

.

Caso 1: c = 1

Suponha que P 2 é gerado por
∂

∂x1
e

∂

∂xn+2

. Primeiramente consideramos o caso em que

a curva geratriz não é uma reta vertical em S1 × R. Então α pode ser parametrizada como

α(s) = (cos(s), 0, . . . , 0, sen(s), a(s)),

para uma certa função a. Uma vez que α não intersecta P 2 podemos escolher o intervalo de

parametrização I, tal que a função sen(s) nunca se anule. Observe que se a(s) é uma função

constante temos que a′(s) ≡ 0 e, nesse caso, a curva α está em um plano ortogonal a
∂

∂xn+2

e T = 0. Caso contrário, podemos supor a′(s) > 0, para todo s ∈ I.

Uma parametrização expĺıcita da hipersuperf́ıcie de rotação é dada por

f(s, t1, . . . , tn−1) = (cos(s), sen(s)ϕ1(t1, . . . , tn−1), . . . , sen(s)ϕn(t1, . . . , tn−1), a(s)), (1.8)

onde ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) é uma parametrização ortogonal da esfera unitária Sn−1 em Rn, ou

seja, ϕ2
1 + . . .+ϕ2

n = 1 e
∂ϕ1

∂ti

∂ϕ1

∂tj
+ . . .+

∂ϕn
∂ti

∂ϕn
∂tj

= δij‖
∂ϕ

∂ti
‖2. Denotamos (s, t1, . . . , tn) por
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(s, t), onde t = (t1, . . . , tn). Observe que

∂f

∂s
(s, t) = (−sen(s), cos(s)ϕ1(t), . . . , cos(s)ϕn(t), a′(s)) ,

∂f

∂ti
(s, t) =

(
0, sen(s)

∂ϕ1

∂ti
(t), . . . , sen(s)

∂ϕn
∂ti

(t), 0

)
,

ξ(s, t) = (cos(s), sen(s)ϕ1(t), . . . , sen(s)ϕn(t), 0)) .

Portanto o campo unitário η normal à f é dado por

η(s, t) =
1√

1 + a′(s)2
(−sen(s)a′(s), cos(s)a′(s)ϕ1(t), . . . , cos(s)a′(s)ϕn(t),−1). (1.9)

Para calcular o operador de Weingarten A de f , observe que, para todo X, Y ∈ TMn, temos

〈AX, Y 〉 = 〈−∇Xη, Y 〉 = 〈∇XY, η〉 = 〈∇̂XY, η〉,

onde ∇̂ é a conexão Riemanniana de En+2. Uma vez que ϕ é uma parametrização ortogonal

da esfera unitária, para i 6= j, obtemos

〈A∂f
∂ti

,
∂f

∂tj
〉 = 〈 ∂

2f

∂ti∂tj
, η〉 = 0,

〈A∂f
∂ti

,
∂f

∂s
〉 = 〈 ∂

2f

∂ti∂s
, η〉 = 0.

Dessa forma, em cada ponto (s, t), a base

{
∂f

∂s
,
∂f

∂t1
, . . . ,

∂f

∂tn−1

}
diagonaliza o operador

A. Então as curvaturas principais são dadas por

λ = 〈A∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉 1

〈∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉

= 〈∂
2f

∂s2
, η〉 1

1 + a′(s)2
= − a′′(s)

(1 + a′(s)2)
3
2

, (1.10)

µi = 〈A∂f
∂ti

,
∂f

∂ti
〉 1

〈∂f
∂ti

,
∂f

∂ti
〉

= 〈∂
2f

∂t2i
, η〉 1

sen2(s)‖∂ϕ
∂ti
‖2

= − a′(s) cot(s)

(1 + a′(s)2)
1
2

. (1.11)

Como µi não depende de i, o denotaremos por µ.

Se α é uma reta vertical α(s) = (cos(k), 0, . . . , 0, sen(k), s), onde k é uma constante real

tal que sen(k) 6= 0. Obtemos, de maneira análoga à anterior, as curvaturas principais λ = 0

e µ = − cot(k).

Concluimos assim que o operador de Weingarten A possui, no máximo, dois autovalores

distintos e se existirem exatamente dois, um deles tem multiplicidade 1 e o correspondente
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autoespaço é gerado por T .

Caso 2: c = −1 e P 2 é Lorentziano (as órbitas são esferas)

Suponha que P 2 é gerado por
∂

∂x1
e

∂

∂xn+2

. Considere a curva

α(s) = (cosh(s), 0, . . . , 0, senh(s), a(s)), com s 6= 0.

Fazendo um cálculo análogo ao do Caso 1, obtemos

λ = − a′′(s)

(1 + a′(s)2)
3
2

e µ = − a
′(s) coth(s)

(1 + a′(s)2)
1
2

.

Se α é uma reta vertical α(s) = (cosh(k), 0, . . . , 0, senh(k), s), onde k 6= 0 é uma constante

real, temos que λ = 0 e µ = − coth(k).

Caso 3: c = −1 e P 2 é Riemanniano (as órbitas são espaços hiperbólicos)

Suponha que P 2 é gerado por
∂

∂xn+1

e
∂

∂xn+2

e que a curva geratriz é dada por

α(s) = (cosh(s), 0, . . . , 0, senh(s), a(s)).

Observe que α não intersecta P 2, já que cosh(s) 6= 0. Uma parametrização expĺıcita para a

hipersuperf́ıcie de rotação é dada por

f(s, t1, . . . , tn−1) = (cosh(s)ϕ1(t1, . . . , tn−1), . . . , cosh(s)ϕn(t1, . . . , tn−1), senh(s), a(s)),

(1.12)

onde ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) é uma parametrização ortogonal do espaço hiperbólico Hn−1 em Ln,

ou seja,

−ϕ2
1 + ϕ2

2 + . . .+ ϕ2
n = −1, ϕ1 > 0 e − ∂ϕ1

∂ti

∂ϕ1

∂tj
+ . . .+

∂ϕn
∂ti

∂ϕn
∂tj

= δij‖
∂ϕ

∂ti
‖2.

Assim,
∂f

∂s
(s, t) = (senh(s)ϕ1(t), . . . , senh(s)ϕn(t), cosh(s), a′(s)),

∂f

∂ti
(s, t) =

(
cosh(s)

∂ϕ1

∂ti
(t), . . . , cosh(s)

∂ϕn
∂ti

(t), 0, 0

)
,

ξ(s, t) = (cosh(s)ϕ1(t), . . . , cosh(s)ϕn(t), senh(s), 0)).

Portanto,

η(s, t) =
1√

1 + a′(s)2
(senh(s)a′(s)ϕ1(t), . . . , senh(s)a′(s)ϕn(t), cosh(s)a′(s),−1).
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Temos que, para cada ponto (s, t), a base

{
∂f

∂s
,
∂f

∂t1
, . . . ,

∂f

∂tn−1

}
diagonaliza o operador A.

As curvaturas principais são dadas por

λ = − a′′(s)

(1 + a′(s)2)
3
2

,

com AT = λT e

µ = −a
′(s) tanh(s)

(1 + a′(s)2)
1
2

.

No caso em que α é uma reta vertical α(s) = (cosh(k), 0, . . . , 0, senh(k), s) com k ∈ R,

temos λ = 0 e µ = − tanh(k).

Caso 4: c = −1 e P 2 é degenerado (as órbitas são horosferas)

Nesse caso, consideramos a seguinte base pseudo-ortonormal de Ln+2

e1 =
1√
2

(− ∂

∂x1
+

∂

∂xn+1

), en+1 =
1√
2

(
∂

∂x1
+

∂

∂xn+1

), ei =
∂

∂xi
,

para i ∈ {2, . . . , n, n + 2} e supomos que que P 2 é gerado por en+1 e en+2. Observe que

〈e1, e1〉 = 〈en+1, en+1〉 = 0 e 〈e1, en+1〉 = 1. Se α não é uma reta vertical, consideramos

α(s) = (s, 0, . . . , 0,− 1

2s
, a(s))

com respeito a base {e1, . . . , en+2}. Em [16], foi mostrado que, neste caso, o grupo I consiste

de transformações da forma A(t,i), com t ∈ R, i ∈ {2, . . . , n}, cuja ação em α é dada por

A(t,i)α(s) = (s, 0, . . . , 0, ts︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0,− 1

2s
− st

2

2
, a(s)).

A parametrização da hipersuperf́ıcie de rotação é dada por

f(s, t2, . . . , tn) = (s, st2, . . . , stn,−
1

2s
− s

2

n∑
i=2

t2i , a(s)). (1.13)

Denotando (s, t) por (s, t2, . . . , tn), obtemos:
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∂f

∂s
(s, t) = (1, t2, . . . , tn,

1

2s2
− 1

2

n∑
i=2

t2i , a
′(s)),

∂f

∂ti
(s, t) = (0, 0, . . . , 0, s︸︷︷︸

i

, 0, . . . ,−sti, 0),

ξ(s, t) = (s, st2, . . . , stn,−
1

2s
− s

2

n∑
i=2

t2i , 0),

η(s, t) =
1√

1
s2

+ a′(s)2

(
sa′(s), sa′(s)t2, . . . , sa

′(s)tn,
1

2s
a′(s)− s

2
a′(s)

n∑
i=2

t2i ,−
1

s

)
.

As curvaturas principais são dadas por

λ = −sa
′(s) + s2a′′(s)

(1 + s2a′(s)2)
3
2

e µ = − sa′(s)

(1 + s2a′(s)2)
1
2

,

onde λ possui, em geral, multiplicidade 1 e a direção principal associada a λ é T .

Observe que, fazendo a reparametrização s = er com ã(r) = a(er) = a(s), obtemos

ã′(r) = era′(er) = sa′(s) e ã′′(r) = era′(er) + (er)2a′′(er) = sa′(s) + s2a′′(s). Ou seja,

podemos reescrever

λ = − ã′′(r)

(1 + (ã′(r))2)
3
2

e µ = − ã′(r)

(1 + (ã′(r))2)
1
2

.

Se α é uma reta vertical, α(s) = (k, 0, . . . , 0,− 1

2k
, s) com k ∈ R, obtemos

λ = 0 e µ = −1.

Observação 1.1.7. Quando a curva geratriz é uma reta vertical então a função ν ≡ 0.

De fato, para c = 1, se α(s) = (cos(k), 0, . . . , 0, sen(k), s), onde k é uma constante real tal

que sen(k) 6= 0, a parametrização é f(s, t) = (cos(k), sen(k)ϕ1(t), . . . , sen(k)ϕn(t), s). Logo,
∂f

∂s
= (0, 0, . . . , 0, 1) = ∂/∂t, ou seja, ∂/∂t é tangente a f e portanto ν ≡ 0. Para c = −1,

de maneira análoga concluimos que ν ≡ 0, quando a curva geratriz é uma reta vertical.

Se T = 0, então a hipersuperf́ıcie é totalmente geodésica e, portanto, as curvaturas principais

são todas nulas.

Quando a curva geratriz não é uma reta vertical temos que

ν(s) = 〈η, ∂/∂t〉 = − 1√
1 + a′(s)2

6= 0
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para todo s, e para o Caso 4, ν(s) = − 1√
1 + s2a′(s)2

6= 0 para todo s, ou seja, a função ν

nunca se anula.

Pelo próximo teorema, uma hipersuperf́ıcie rotacional f : Mn → Qn
c ×R possui o fibrado

normal plano quando considerada como subvariedade de codimensão dois em En+2. Assim,

pela Proposição 1.1.4, isso é equivalente a dizer que as hipersuperf́ıcies rotacionais possuem

o campo T como uma direção principal.

Teorema 1.1.8 (Teorema 5 de [15]). Seja f : Mn → Qn
c ×R uma hipersuperf́ıcie de rotação.

Então f tem fibrado normal plano em En+2.

O resultado seguinte estabelece um critério para uma hipersuperf́ıcie em Qn
c × R, com

n ≥ 3, ser de rotação.

Teorema 1.1.9 (Teorema 2 de [15]). Seja f : Mn → Qn
c × R, n ≥ 3, uma hipersuperf́ıcie

com operador de Weingaten

A =


λ

µ
. . .

µ


com λ 6= µ. Suponha que AT = λT e que existe uma relação funcional λ(µ). Então f(Mn) é

um subconjunto aberto de uma hipersuperf́ıcie de rotação.

Em [19], foi dado um outro critério para uma hipersuperf́ıcie em Qn
c × R ser de rotação

sem a hipótese da existência de uma relação funcional entre λ e µ.

Proposição 1.1.10. (Proposição 7.3 de [19]) Seja f : Mn → Qn
c × R, n ≥ 3, uma hiper-

superf́ıcie com T 6= 0. Suponha que f possui exatamente duas curvaturas principais λ e µ,

com λ de multiplicidade 1 e T uma direção principal associada a λ. Se λ é constante ao

longo das folhas dos autofibrados {T}⊥ de µ, então f(Mn) é um subconjunto aberto de uma

hipersuperf́ıcie de rotação.

1.1.3 Hipersuperf́ıcies que possuem o campo T como uma direção

principal

Os resultados desta subseção foram apresentados e demonstrados em [32]. Eles descrevem

hipersuperf́ıcies f : Mn → Qn
c × R com fibrado normal plano, quando consideradas como

subvariedades de codimensão 2 em En+2, ou seja, hipersuperf́ıcies que possuem o campo T
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como uma direção principal. Em particular, estão incluidas neste estudo as hipersuperf́ıcies

de ângulo constante, isto é, quando a função ν é constante.

Seja h : Mn−1 → Qn
c uma hipersuperf́ıcie e seja hs : Mn−1 → Qn

c uma famı́lia de hipersu-

perf́ıcies paralelas dadas por hs(x) = Cc(s)h(x) + Sc(x)N(x), para cada x ∈ Mn−1, onde N

é o campo normal unitário a h e

Cc(s) =


cos(s), se c = 1

1, se c = 0

cosh(s), se c = −1

, Sc(s) =


sen(s), se c = 1

s, se c = 0

senh(s), se c = −1.

(1.14)

Defina f : Mn = Mn−1 × I → Qn
c × R por

f(x, s) = hs(x) + a(s)∂/∂t, (1.15)

onde I ⊂ R é um intervalo aberto e a : I → R é uma função diferenciável com a′(s) > 0,

para todo s ∈ I.

Teorema 1.1.11. (Teorema 1 de [32]) A aplicação f dada por (1.15) define, nos pontos regu-

lares, uma hipersuperf́ıcie que tem T como uma direção principal. Reciprocamente, qualquer

hipersuperf́ıcie f : Mn → Qn
c × R com n ≥ 2 e ν(p) 6= 0, ∀p ∈ Mn que tem T como direção

principal é localmente dada por (1.15).

Como uma consequência do Teorema 1.1.11, segue abaixo uma descrição completa de

todas hipersuperf́ıcies f : Mn → Qn
c × R com função ângulo constante.

Corolário 1.1.12. (Corolário 2 de [32]) Seja f dada por (1.15) com a(s) = Bs para algum

B > 0. Então f é uma hipersuperf́ıcie de ângulo constante. Reciprocamente, qualquer hiper-

superf́ıcie f : Mn → Qn
c × R com n ≥ 2 de ângulo constante ou é um subconjunto aberto de

Qn
c ×{t0} para algum t0 ∈ R, ou um subconjunto aberto de um produto Mn−1×R, onde Mn−1

é uma hipersuperf́ıcie de Qn
c , ou é localmente dada por (1.15).

O próximo resultado caracteriza as hipersuperf́ıcies de curvatura média constante em

Qn
c × R que possuem o campo T como uma direção principal.

Teorema 1.1.13 (Teorema 3 de [32]). Sejam h : Mn−1 → Qn
c uma hipersuperf́ıcie

isoparamétrica, I ⊂ R um intervalo aberto tal que as hipersuperf́ıcies paralelas hs são imersões

para todo s ∈ I e H(s) a curvatura média constante de hs. Dados H, φ0 ∈ R e s0 ∈ I com

0 < φ0 < 1, seja I, se necessário ainda mais restrito, tal que

φ(s) := (ψ(s))−1
(
φ0 +H

∫ s

s0

ψ(τ)dτ

)
,
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com ψ(s) = exp

(
−
∫ s

s0

H(τ)dτ

)
, satisfaz 0 < φ(s) < 1 para todo s ∈ I. Defina a : I → R

por a(s) = a0 +

∫ s

s0

φ(τ)
(
1− φ2(τ)

)− 1
2 dτ , a0 ∈ R. Então f : Mn−1 × I → Qn

c × R dada

por (1.15) é uma hipersuperf́ıcie com curvatura média constante H que possui T como uma

direção principal. Reciprocamente, qualquer hipersuperf́ıcie f : Mn → Qn
c × R, n ≥ 2, com

ν(p) 6= 0, para todo p ∈Mn e curvatura média constante H que possui T como uma direção

principal é localmente dada desta maneira.

A proposição abaixo descreve as curvaturas principais de uma hipersuperf́ıcie dada por

(1.15). Denotamos o operador de Weingarten de hs por As.

Proposição 1.1.14. Seja f : Mn → Qn
c × R dada por (1.15). Então, em cada ponto re-

gular (x, s) ∈ Mn−1 × I, temos que AηX = − a′(s)√
a′(s)2 + 1

AsX, para todo X ∈ TMn−1 e

AηT =
a′′(s)

(a′(s)2 + 1)
3
2

T .

Demonstração. Seja f : Mn = Mn−1 × I → Qn
c × R dada por (1.15), isto é,

f(x, s) = hs(x) + a(s)∂/∂t = Cc(s)h(x) + Sc(x)N(x) + a(s)∂/∂t.

Então, df(X) = dhs(X), para todo X ∈ TMn−1 e df(
∂

∂s
) = Ns + a′(s)

∂

∂t
, onde

Ns(x) = −cSc(s)h(x) + Cc(s)N(x).

Uma vez que a′(s) > 0, temos df(
∂

∂s
) 6= 0, para todo s ∈ I. Assim, um ponto

(x, s) ∈ Mn−1 × I é regular para f se, e somente se, hs é regular em x e nesse caso, Ns(x) é

um vetor unitário normal a hs em x. Além disso,

η(x, s) = −a
′(s)

b(s)
Ns(x) +

1

b(s)

∂

∂t
, com b(s) =

√
1 + a′(s)2,

é um vetor unitário normal a f em (x, s). Note que 〈df(X), df(
∂

∂s
)〉 = 0, para todo

X ∈ TMn−1. Denotamos por ∇̂ a conexão Riemanniana de En+2. Temos que

∇̂ ∂
∂s
η = −

(
a′(s)

b(s)

)′
Ns + c

a′(s)

b(s)
hs +

(
1

b(s)

)′
∂

∂t
.

Então,

〈∇̂ ∂
∂s
η, df(X)〉 = 〈∇̂ ∂

∂s
η, dhs(X)〉 = 0,
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para todo X ∈ TMn−1, o que mostra que
∂

∂s
é uma direção principal de f . Utilizando que

ν = 〈η, ∂
∂t
〉 =

1

b(s)
,

obtemos

df(T ) =
∂

∂t
− νη =

a′(s)

b2(s)
df(

∂

∂s
).

Logo, T =
a′(s)

b2(s)

∂

∂s
. Além disso,

〈∇̂ ∂
∂s
η, df(

∂

∂s
)〉 = −

(
a′(s)

b(s)

)′
+ a′(s)

(
1

b(s)

)′
= −a

′′(s)

b(s)
.

Dessa forma, a curvatura principal associada ao campo T é

λ = −
〈∇̂ ∂

∂s
η, df(

∂

∂s
)〉

〈df(
∂

∂s
), df(

∂

∂s
)〉

=
a′′(s)

b(s)3
.

Observe que, para X ∈ TMn−1,

∇̂Xη =
a′(s)

b(s)
dhs(A

sX).

Logo, o operador Aη satisfaz em (x, s),

AηX = −a
′(s)

b(s)
AsX, para todo X ∈ TMn−1.

O próximo resultado relaciona as curvaturas principais de uma hipersuperf́ıcie em Qn
c e

de suas hipersuperf́ıcies paralelas. Uma prova para o caso c = 1 pode ser encontrada em [9].

Daremos, a seguir, uma outra prova para c ∈ {−1, 1}.

Proposição 1.1.15. Seja hs : Mn−1 → Qn
c uma famı́lia de hipersuperf́ıcies paralelas a uma

hipersuperf́ıcie h : Mn−1 → Qn
c dada por hs(x) = Cc(s)h(x) + Sc(s)N(x), onde N é o vetor

unitário normal a h. Então as curvaturas principais λsi (x), com i ∈ {1, . . . , n− 1}, de hs são

dadas por

λsi (x) =
cSc(s) + Cc(s)λi(x)

Cc(s)− Sc(s)λi(x)
,
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onde λi é uma curvatura principal de h.

Demonstração. Temos que hs(x) = Cc(s)h(x) + Sc(s)N(x) e seu campo normal unitário é

dado por Ns(x) = −cSc(s)h(x) + Cc(s)N(x). Denotaremos aqui a conexão Riemanniana de

Qn
c por ∇̃. Assim,

dhs(X) = Cc(s)dh(X) + Sc(s)∇̃XN = Cc(s)dh(X)− Sc(s)dh(ANX),

ou seja,

dhs(X) = dh(Cc(s)X − Sc(s)AX), (1.16)

para todo X ∈ TMn−1, onde A denota o operador de Weingarten de h. Observe que para hs

ser uma imersão é necessário que (Cc(s)I − Sc(s)A)X 6= 0, para todo X ∈ TMn−1, X não

nulo, e para cada s ∈ J ⊂ R, onde I é a matriz identidade.

Por um lado, temos que −dhs(AsX) = ∇̃XNs = −cSc(s)dh(X) + Cc(s)∇̃XN , isto é,

dhs(A
sX) = dh(cSc(s)X + Cc(s)AX). Por outro lado, usando (1.16), obtemos

dhs(A
sX) = dh(Cc(s)A

sX − Sc(s)A ◦ AsX).

Logo,

dh(cSc(s)X + Cc(s)AX) = dh(Cc(s)A
sX − Sc(s)A ◦ AsX)

e como dh é injetora, segue que

(Cc(s)I − Sc(s)A) ◦ AsX = (cSc(s)I + Cc(s)A)X, (1.17)

para todo X ∈ TMn−1. Considerando 0 < s < π temos Sc(s) 6= 0 para todo s, e dividindo os

membros da equação (1.17) por Sc(s) 6= 0 segue que

A ◦ As = Cotc(s)A
s − cI − Cotc(s)A, (1.18)

onde Cotc(s) denota cot(s), se c = 1 ou coth(s), se c = −1.

Uma vez que A e As são operadores auto-adjuntos, utilizando (1.18) obtemos

〈A ◦ As(X), Y 〉 = 〈X,A ◦ As(Y )〉, para todo X, Y ∈ TMn−1. Além disso,

〈A ◦ As(X), Y 〉 = 〈As(X), AY 〉 = 〈X,As ◦ A(Y )〉,

para todo X, Y ∈ TMn−1. Consequentemente A ◦ As = As ◦ A. Então, por (1.18), dado

{X1, . . . , Xn−1} com AXi = λiXi temos As ◦ A(Xi) = Cotc(s)A
s(Xi)− (c + Cotc(s)λi)Xi, o
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que implica em As(Xi) =
c+ Cotc(s)λi
Cotc(s)− λi

Xi. Dessa forma, concluimos que

λsi (x) =
c+ Cotc(s)λi(x)

Cotc(s)− λi(x)
=
cSc(s) + Cc(s)λi(x)

Cc(s)− Sc(s)λi(x)
.

Observação 1.1.16. Vimos, pela prova da Proposição 1.1.15, que as direções principais de h

também são direções principais de hs, para cada s ∈ I ⊂ R. Além disso, considerando as cur-

vaturas principais λi, i ∈ {1, . . . , n−1}, de uma hipersuperf́ıcie de Sn como λi(x) = cot(θi(x)),

com 0 < θi(x) < π, temos que λsi (x) = cot(θi(x)− s).

Observação 1.1.17. Uma hipersuperf́ıcie de Qn
c ×R dada por (1.15) possui, pela Proposição

1.1.14, a curvatura principal λ associada à direção T igual a
a′′(s)

(a′(s)2 + 1)
3
2

. Então X(λ) = 0,

para todo X ∈ TMn−1. Assim, pelas Proposições 1.1.10, e 1.1.15, uma hipersuperf́ıcie com

n ≥ 3, dada por (1.15) de Qn
c × R é uma hipersuperf́ıcie rotacional se h : Mn−1 → Qn

c é

umb́ılica.

1.2 Hipersuperf́ıcies isoparamétricas em Qn
c

O conteúdo apresentado nesta seção pode ser encontrado com maiores detalhes em [9],

[18] e [31].

De acordo com a definição original, uma famı́lia de hipersuperf́ıcies Mt de uma variedade

Riemanniana M̃n é isoparamétrica se cada Mt = s−1(t), onde s : M̃n → R é uma função

diferenciável não constante que satisfaz ‖grads‖2 = F1(s) e o Laplaciano, ∆s = F2(s), para

alguma função diferenciável F1 : R→ R e alguma F2 : R→ R. Uma função s nas condições

anteriores é chamada de função isoparamétrica.

Cartan provou em [7] que uma condição necessária e suficiente para uma famı́lia de

hipersuperf́ıcies paralelas em uma variedade Riemanniana ser isoparamétrica é que todas as

hipersuperf́ıcies tenham curvatura média constante. Ele também mostrou em [5] que, quando

o ambiente é um espaço forma Qn
c , a definição de hipersuperf́ıcie isoparamétrica é equivalente

a todas as curvaturas principais serem constantes. Uma demonstração deste fato pode ser

encontrada no Teorema 5.8 de [9].

A seguinte proposição é apresentada em [30] e será utilizada posteriormente.

Proposição 1.2.1 (Proposição 2.2 de [30]). Seja A um tensor simétrico de tipo (1,1) em

uma variedade Riemanniana conexa Mn, n ≥ 2, com exatamente dois autovalores distintos

em cada ponto. Então as multiplicidades desses autovalores são constantes.
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Considere uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica F : Mn−1 → Qn
c . Denotaremos por g o

número de curvaturas principais λ1, . . . , λg distintas de F com respectivas multiplicidades

m1, . . . ,mg. Veremos no próximo resultado, que as curvaturas principais possuem multiplici-

dades constantes.

Proposição 1.2.2. Seja F : Mn−1 → Sn, n ≥ 4, uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica com

g ≥ 3. Então as multiplicidades das curvaturas principais são constantes.

Demonstração. Seja mi(x) a multiplicidade da curvatura principal constante λi em x ∈
Mn−1. Considere os polinômios

p0(x) :=

g∑
i=1

mi(x) = n− 1 e

pj(x) :=

g∑
i=1

mi(x)λji = traço Aj,

com j ∈ {1, . . . , g− 1}, onde A é o operador de Weingarten de F , λji e Aj denotam a j-ésima

potência de λi e A, respectivamente. Observe que, para cada j a função pj(x) é constante.

De fato, como F é isoparamétrica, sua famı́lia de paralelas possui curvatura média constante.

Portanto podemos considerar a função

u(t) =

g∑
i=1

mi(x) cot(θi − t),

onde λi = cot(θi) e pela Observação 1.1.16, as curvaturas principais das hipersuperf́ıcies

paralelas são λti = cot(θi − t). Então

u(0) =

g∑
i=1

mi(x) cot(θi) = k1,

onde k1 é uma constante. Fazendo a primeira derivada de u no ponto 0, obtemos

u′(0) =

g∑
i=1

mi(x) +

g∑
i=1

mi(x) cot(θi)
2 = (n− 1) +

g∑
i=1

mi(x) cot(θi)
2,

o que implica em

g∑
i=1

mi(x) cot(θi)
2 = k2, onde k2 é uma constante. Fazendo a segunda
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derivada de u no ponto 0, temos

u′′(0) = 2

g∑
i=1

mi(x) cot(θi) + 2

g∑
i=1

mi(x) cot(θi)
3 = 2k1 + 2

g∑
i=1

mi(x) cot(θi)
3,

e portanto

g∑
i=1

mi(x) cot(θi)
3 = k3, onde k3 é uma constante.

Continuando esse processo até a (g − 2)-derivada de u no ponto 0 concluimos que
g∑
i=1

mi(x) cot(θi)
j é constante, j ∈ {1, . . . , g− 1}. Logo a função pj(x) é constante para cada

j. Assim, obtemos um sistema linear não homogêneo de g incógnitas mi(x) e g equações onde

a matriz (urs) dos coeficientes possui os elementos u1s = 1, com s ∈ {1, . . . , g}. Utilizando a

regra de Cramer, concluimos que as multiplicidades são constantes.

Para g > 1, Cartan mostrou que para cada i ∈ {1, . . . , g},

∑
j 6=i

mj
c+ λiλj
λi − λj

= 0. (1.19)

Esta equação é conhecida como identidade de Cartan e através dela Cartan classificou

as hipersuperf́ıcies isoparamétricas nos casos c = 0 e c = −1, como se pode ver no próximo

resultado.

Teorema 1.2.3. (Teorema 5 de [18]) Se Mn−1 é uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica de um

espaço Qn
c de curvatura constante c ≤ 0, então o número de curvaturas principais distintas

é g ≤ 2. Para g = 1, M é totalmente umb́ılica. Para g = 2 as duas curvaturas distintas

satisfazem

λ1λ2 = −c, (1.20)

e M é obtida, na vizinhança de um ponto, tomando-se as duas folhas de curvatura (que são

subvariedades totalmente umb́ılicas) que passam por esse ponto e, em seguida, transladando-se

paralelamente uma sobre a outra em Qn
c .

Dessa forma, as hipersuperf́ıcies isoparamétricas em Rn ou Hn possuem, no máximo, duas

curvaturas principais distintas.

No caso c = 0, se g = 1 é bem conhecido que F (Mn−1) é um subconjunto aberto de um

hiperplano ou uma hiperesfera. Se g = 2, F (Mn−1) é um subconjunto aberto de um cilindro

esférico.

No caso c = −1, se g = 1, então F (Mn−1) é um subconjunto aberto de um hiperplano

totalmente geodésico, uma hipersuperf́ıcie equidistante, uma horosfera ou uma hiperesfera
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em Hn. Se g = 2, então F (Mn−1) é um subconjunto aberto de um produto Sk ×Hn−k−1.

Para o caso c > 0, a identidade de Cartan não gerou restrições fortes sobre o número g de

curvaturas principais distintas. Cartan produziu exemplos com g = 1, 2, 3 ou 4 e classificou

todas as hipersuperf́ıcies isoparamétricas F : Mn−1 → Sn com g ≤ 3. Se g = 1, a hipersu-

perf́ıcie é totalmente umb́ılica e portanto uma hiperesfera em Sn formada pela intersecção de

Sn com um hiperplano em Rn+1. Se g = 2 então F (Mn−1) é o produto de duas esferas,

Sp(r)× Sq(s) ⊂ Sn(1) ⊂ Rp+1 × Rq+1 = Rn+1,

com r2 + s2 = 1 e n = p + q + 1. Para g = 3, Cartan mostrou em [7], que todas curvaturas

principais devem ter a mesma multiplicidade m ∈ {1, 2, 4, 8} e F (Mn−1) é um tubo de

raio constante sobre um mergulho de um plano projetivo FP2 em S3m+1, onde F denota o

espaço euclidiano R, o espaço complexo C, os quatérnios H ou os números de Cayley O, para

m = 1, 2, 4, 8, respectivamente. Em particular, para F = R o mergulho é uma superf́ıcie de

Veronese em S4. A menos de congruência existe somente uma tal famı́lia de hipersuperf́ıcies

isoparamétricas para cada valor de m. Essas hipersuperf́ıcies são chamadas de hipersuperf́ıcies

de Cartan.

Como dito na introdução de [14], uma hipersuperf́ıcie de Cartan na esfera Sn(1) é uma

hipersuperf́ıcie compacta com curvaturas principais iguais a −
√

3, 0 e
√

3. Logo, toda hiper-

superf́ıcie de Cartan é mı́nima. Além disso, essas hipersuperf́ıcies só existem em S4, S7, S13

ou S25.

Em [24] e [25], Münzner estendeu o trabalho de Cartan, mostrando que o número g de

curvaturas principais distintas das hipersuperf́ıcies isoparamétricas de Sn deve ser 1, 2, 3, 4

ou 6. Uma vez que Cartan tinha classificado as hipersuperf́ıcies isoparamétricas de Sn com

g ≤ 3, a classificação dessas hipersuperf́ıcies com g = 4 e g = 6 passou a interessar vários

pesquisadores da área, como por exemplo, Abresch em [1]. Este problema de classificação

tem provado ser interessante e bastante dif́ıcil. Ele foi listado como o Problema 34 na lista

de Yau [35], em 1990, composta por importantes problemas de geometria em aberto.

Muitos progressos foram feitos no estudo de hipersuperf́ıcies isoparamétricas de Sn com

g = 4 e g = 6. Dentre eles, destacamos os trabalhos [10], [11], [12] de T. Cecil, Q-S. Chi e

G. Jensen para g = 4 e mais recentemente, o trabalho [21] de R. Miyaoka que completa a

classificação para o caso g = 6.



Caṕıtulo 2

Famı́lia de hipersuperf́ıcies paralelas

em Qnc × R

Neste caṕıtulo vamos estudar uma famı́lia de hipersuperf́ıcies paralelas de uma imersão

isométrica f : Mn → Qn
c × R. Nosso objetivo é mostrar que quando o ambiente é Qn

c × R, a

definição clássica de hipersuperf́ıcies isoparamétricas pode não ser equivalente às curvaturas

principais serem constantes. De fato, a equivalência ocorre com hipóteses adicionais, que

veremos no decorrer do caṕıtulo.

2.1 Existência de um referencial local de direções prin-

cipais

Nesta seção apresentamos o seguinte teorema, baseado em resultados encontrados em

[13] e [27], que é de grande importância pois garante a existência de um referencial local de

direções principais diferenciáveis.

Teorema 2.1.1. Seja A um tensor simétrico do tipo (1, 1) em uma variedade Riemanianna

orientada Mn, n ≥ 2, com g autovalores distintos λ1, ..., λg de multiplicidades constantes

m1, ...,mg, respectivamente. Então, para cada ponto p ∈M , existe um referencial ortonormal

de autovetores diferenciáveis {X1, ..., Xn} em uma vizinhança U de p em M .

Demonstração. Sem perda da generalidade, podemos supor λ1 > λ2 > ... > λg. Considere as

g distribuições ortogonais Dλi , com i ∈ {1, ..., g} definidas por

Dλi(p) = {Yp ∈ TpM ;AYp = λiYp}.

Dado p ∈M , seja U ′ uma vizinhança de p em M onde estão definidos os campos diferenciáveis

19
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Y1, ..., Yn tais que {Y 1
1 (p), ..., Y 1

m1
(p)} gera a distribuição Dλ1(p), {Y 2

m1+1(p), ..., Y
2
m1+m2

(p)}
gera a distribuição Dλ2(p), ... , {Y g

m1+...+mg−1+1(p), ..., Y
g
n (p)} gera a distribuição Dλg(p).

Defina campos X1, ..., Xn em U ′ por

X1
i (x) = (A(x)− λ2I)...(A(x)− λgI)Y 1

i (x), para i ∈ {1, ...,m1},

X2
i (x) = −(A(x)− λ1I)(A(x)− λ3I)...(A(x)− λgI)Y 2

i (x), para i ∈ {m1 + 1, ...,m1 +m2}

e

Xk
i (x) = (−1)k−1

∏
j 6=k

(A(x)− λjI)Y k
i (x),

para cada k ∈ {3, ..., g} e i ∈ {m1 + ...+mk−1 + 1, ...,m1 + ...+mk}, com j ∈ {1, ..., g}, onde

I é a matriz identidade de ordem n e x ∈ U ′.
Observe que esses campos dependem diferenciavelmente de x, pois como os autovalores

possuem multiplicidades constantes, eles são diferenciáveis [27]. Além disso, uma vez que

{X1(p), ..., Xn(p)} é linearmente independente, temos que {X1(x), ..., Xn(x)} é linearmente

independente para todo x em uma vizinhança U ⊂ U ′ de p em M . Observe também que,

para cada x ∈ U , a base {X1(x), ..., Xn(x)} é positiva pois possui a mesma orientação que a

base {Y1(x), ..., Yn(x)}.
O polinômio caracteŕıstico do operador A(x) é p(t, x) = (t−λ1)m1(t−λ2)m2 ...(t−λg)mg e

pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que (A(x)− λ1I)(A(x)− λ2I)...(A(x)− λgI) = 0,

para cada x ∈ U . Logo, (A(x) − λ1I)(A(x) − λ2I)...(A(x) − λgI)Yi(x) = 0, para todo i ∈
{1, ..., n} e x ∈ U . Dessa forma, para todo x ∈ U ,

(A(x)− λ1I)X1
i (x) = (A(x)− λ1I)(A(x)− λ2I)...(A(x)− λgI)Y 1

i (x) = 0,

para todo i ∈ {1, ...m1},

(A(x)− λ2I)X2
i (x) = −(A(x)− λ1I)(A(x)− λ2I)...(A(x)− λgI)Y 2

i (x) = 0,

para todo i ∈ {m1 + 1, ...,m1 +m2},

(A(x)− λkI)Xk
i (x) = (−1)k−1(A(x)− λ1I)(A(x)− λ2I)...(A(x)− λgI)Y k

i (x) = 0,

para todo i ∈ {m1 + ...+mk−1 + 1, ...,m1 + ...+mk}. Portanto, para cada x ∈ U , temos que

A(x)Xk
i (x) = λkX

k
i (x), para todo i ∈ {1, ..., n} e k ∈ {1, ..., g}.

Pelo processo de ortogonalização de Gram-Schmidt obtemos os conjuntos ortonormaliza-

dos {X1
1 (x), ..., X1

m1
(x)}, {X2

m1+1(x), ..., X2
m1+m2

(x)} e {Xk
m1+...+mk−1+1(x), ..., Xk

m1+...+mk
(x)},
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para cada x ∈ U e k ∈ {3, ..., g}. Além disso, sejam Xα
i e Xβ

j com i, j ∈ {1, ..., n} e

α, β ∈ {1, ..., g} com α 6= β. Então,

(λα − λβ)〈Xα
i , X

β
j 〉 = 〈λαXα

i , X
β
j 〉 − 〈Xα

i , λβX
β
j 〉 = 〈AXα

i , X
β
j 〉 − 〈Xα

i , AX
β
j 〉

= 〈AXα
i − AXα

i , X
β
j 〉 = 0.

Ou seja, 〈Xα
i , X

β
j 〉 = 0, para i, j ∈ {1, ..., n} e α, β ∈ {1, ..., g} com α 6= β. Obtemos assim

um referencial ortonormal local de autovetores diferenciáveis {X1, ..., Xn}.

Portanto o resultado acima vale para hipersuperf́ıcies em Qn
c ×R, com o tensor simétrico

sendo o operador de Weingarten e supondo que as multiplicidades das curvaturas principais

são constantes.

Corolário 2.1.2. Seja f : Mn → Qn
c × R, n ≥ 2, uma hipersuperf́ıcie com g ≥ 2 curvatu-

ras principais distintas λ1, ..., λg, com multiplicidades constantes m1, ...,mg, respectivamente.

Então, para cada ponto p ∈ M , existe um referencial ortonormal de direções principais

{X1, ..., Xn} em uma vizinhança U de p em M .

2.2 Construção da famı́lia de paralelas

Considere as hipersuperf́ıcies f : Mn → Qn
c ×R e i : Qn

c ×R→ En+2, com campos normais

η e ξ, respectivamente, sendo η unitário e 〈ξ, ξ〉 = c. Sejam F := i ◦ f , ∇ e ∇̂ as conexões

Riemannianas de Qn
c × R e En+2, respectivamente.

Sejam π1 : Qn
c ×R→ Qn

c e π2 : Qn
c ×R→ R as projeções canônicas. Dados t ∈ R, p ∈Mn

e v ∈ Tf(p)(Qn
c ×R) com df(p)π1(v) = v1 e df(p)π2(v) = v2, a aplicação exponencial em Qn

c ×R
é dada por

expf(p)(tv) =

(
Cc(‖v1‖t)π1(f(p)) + Sc(‖v1‖t)

v1
‖v1‖

, π2(f(p)) + tv2

)
,

se v1 6= 0, e

expf(p)(tv) = (π1(f(p)), π2(f(p)) + tv2) , se v1 = 0.

Lembramos que Cc e Sc foram definidos em (1.14). Dados p ∈ Mn e v ∈ Tf(p)(Qn
c × R),

considere a curva α : I ⊂ R → Qn
c × R dada por α(t) = expf(p)(tv). Observe que α é

uma geodésica em Qn
c × R que passa pelo ponto α(0) = (π1(f(p)), π2(f(p))) = f(p) e

α′(0) = (v1, v2) = v.

As duas proposições seguintes fornecem equações que serão utilizadas no decorrer deste

caṕıtulo.
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Proposição 2.2.1. Valem as seguintes igualdades, para todo X ∈ TMn,

∇̂Xξ = df(X)− 〈X,T 〉∂/∂t, (2.1)

∇⊥Xξ = −ν〈X,T 〉η, (2.2)

∇⊥Xη = cν〈X,T 〉ξ. (2.3)

Demonstração. Dado um ponto q = (q1, q2, . . . , qn+1, qn+2) ∈ Qn
c × R ⊂ En+2, temos que

ξ(q) = (q1, q2, . . . , qn+1, 0). Assim, para todo X ∈ TMn, ∇̂Xξ = XQ = df(X) − 〈X,T 〉∂/∂t.
Além disso,

∇⊥Xξ = 〈∇̂Xξ, η〉η + c〈∇̂Xξ, ξ〉ξ = −ν〈X,T 〉η

e ∇⊥Xη = 〈∇̂Xη, η〉η + c〈∇̂Xη, ξ〉ξ = −c〈η, ∇̂Xξ〉ξ.

Proposição 2.2.2. Suponha que as curvaturas principais de f : Mn → Qn
c×R possuem multi-

plicidades constantes. Sejam {X1, . . . , Xn} um referencial de direções principais ortonormais

e λi a curvatura principal associada a Xi. Se T é uma direção principal, Xn = ‖T‖−1T e

ηQ = η − ν∂/∂t, então

∇̂XiηQ = −λidf(Xi) + cν〈Xi, T 〉ξ −Xi(ν)∂/∂t, (2.4)

Xi(‖T‖) = 0, para todo i 6= n, e Xn(‖T‖) = νλn, (2.5)

Xi(ν) = 0, para todo i 6= n, e Xn(ν) = −λn‖T‖, (2.6)

Xi(π2 ◦ f) = 0, para todo i 6= n e Xn(π2 ◦ f) = ‖T‖. (2.7)

Demonstração. Observe que

∇̂XiηQ = ∇̂Xiη −Xi(ν)∂/∂t = −df(AηXi) +∇⊥Xiη −Xi(ν)∂/∂t.

Assim, por (2.3), obtemos ∇̂XiηQ = −λidf(Xi) + cν〈Xi, T 〉ξ −Xi(ν)∂/∂t.

Utilizando (1.5) e (1.6), temos para todo i ∈ {1, . . . , n},

2‖T‖Xi(‖T‖) = Xi(‖T‖2) = Xi〈T, T 〉 = 2〈∇XiT, T 〉 = 2νλi〈Xi, T 〉

e Xi(ν) = −〈AηXi, T 〉 = −〈Xi, AηT 〉 = −λn〈Xi, T 〉. Além disso,

Xi(π2 ◦ f) = dπ2(df(Xi)) = π2df(Xi) = 〈df(Xi), ∂/∂t〉 = 〈Xi, T 〉.
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Estudaremos a famı́lia de hipersuperf́ıcies paralelas a uma hipersuperf́ıcie que possui T

como uma direção principal.

Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie que possui T como uma direção principal e

com curvaturas principais de multiplicidades constantes. Seja {X1, . . . , Xn} um referencial de

direções principais ortonormais. Suponha que Xn = ‖T‖−1T . Observe que ξ ◦ f = (π1 ◦ f, 0)

e ηQ = η− ν∂/∂t, o que implica em ‖ηQ‖ = ‖T‖ 6= 0. Então as hipersuperf́ıcies paralelas a f

são

ft = Cc(‖T‖t)ξ ◦ f + Sc(‖T‖t)‖T‖−1ηQ + (π2 ◦ f + tν)∂/∂t. (2.8)

Temos, para todo i ∈ {1, . . . , n}, que

dft(Xi) = −ctSc(‖T‖t)Xi(‖T‖)ξ + Cc(‖T‖t)∇̂Xiξ + tCc(‖T‖t)Xi(‖T‖)‖T‖−1ηQ+

+Sc(‖T‖t)∇̂Xi‖T‖−1ηQ +Xi(π2 ◦ f + tν)∂/∂t.

Então, por (2.1), (2.4), (2.5) e (2.7), obtemos

dft(Xi) =
(
Cc(‖T‖t)− λi‖T‖−1Sc(‖T‖t)

)
df(Xi), para i 6= n e (2.9)

dft(Xn) = cνSc(‖T‖t)(1− tλn)ξ + (1− tλn) (ν2Cc(‖T‖t) + ‖T‖2) df(Xn)+

+(1− tλn) (1− Cc(‖T‖t)) ν‖T‖η.
(2.10)

Assim, para ft ser uma imersão é necessário que Cc(‖T‖t)−λi‖T‖−1Sc(‖T‖t) 6= 0, para todo

i ∈ {1, . . . , n− 1} e 1− tλn 6= 0.

Observe que o campo unitário normal a ft é dado por

ηt = −c‖T‖Sc(‖T‖t)ξ ◦ f + Cc(‖T‖t)ηQ + ν∂/∂t. (2.11)

De fato,

〈ηt, ηt〉 = c‖T‖2S2
c (‖T‖t) + ‖T‖2C2

c (‖T‖t) + ν2 = ‖T‖2 + ν2 = 1,

〈ηt, ξ ◦ ft〉 = 〈ηt, Cc(‖T‖t)ξ ◦ f + Sc(‖T‖t)‖T‖−1ηQ〉 = 0,

〈ηt, dft(Xi)〉 = 0, para i 6= n. Além disso, observe que ∂/∂t = df(T ) + νη = ‖T‖df(Xn) + νη

e

ηQ = η − ν∂/∂t = η − ν‖T‖df(Xn)− ν2η = ‖T‖2η − ν‖T‖df(Xn).

Portanto, podemos reescrever ηt como

ηt = −c‖T‖Sc(‖T‖t)ξ ◦ f +
(
‖T‖2Cc(‖T‖t) + ν2

)
η + (1− Cc(‖T‖t)) ν‖T‖df(Xn),
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e então

〈ηt, dft(Xn)〉 = −cν‖T‖(1− tλn)S2
c (‖T‖t)+

+ν‖T‖(1− tλn) (1− Cc(‖T‖t)) (‖T‖2Cc(‖T‖t) + ν2 + ν2Cc(‖T‖t) + ‖T‖2)
= −cν‖T‖(1− tλn)S2

c (‖T‖t) + ν‖T‖(1− tλn) (1− Cc(‖T‖t)) (1 + Cc(‖T‖t))
= ν‖T‖(1− tλn)(−cS2

c (‖T‖t) + 1− C2
c (‖T‖t))

= 0.

2.3 Relação entre as curvaturas principais de uma hiper-

superf́ıcie e sua famı́lia de paralelas

Nesta seção calculamos as curvaturas principais das hipersuperf́ıcies paralelas ft. Para

isso, precisamos de direções principais em ft.

Proposição 2.3.1. Se {X1, . . . , Xn} é um referencial de direções principais ortogonais em

f , então ele é também um referencial de direções principais ortogonais em ft.

Demonstração. Observe por (2.9) e (2.10) que 〈dft(Xi), dft(Xj)〉 = 0, para todo i 6= j com

i, j ∈ {1, . . . , n}. Vamos calcular ∇̂Xiηt e mostrar que 〈∇̂Xiηt, dft(Xj)〉 = 0, para todo i 6= j.

Temos, por (2.11), que

∇̂Xiηt = −cXi(‖T‖Sc(‖T‖t))ξ − c‖T‖Sc(‖T‖t)∇̂Xiξ +Xi(Cc(‖T‖t))ηQ + Cc(‖T‖t)∇̂XiηQ+

+Xi(ν)∂/∂t,

onde

Xi(‖T‖Sc(‖T‖t)) = (Sc(‖T‖t) + t‖T‖Cc(‖T‖t))Xi(‖T‖)

e

Xi(Cc(‖T‖t)) = −ctSc(‖T‖t)Xi(‖T‖).

Então, pelas equações (2.1), (2.4), (2.5) e (2.6), obtemos

∇̂Xiηt = − (c‖T‖Sc(‖T‖t) + λiCc(‖T‖t)) df(Xi), para i 6= n e (2.12)

∇̂Xnηt = {(1− tλn)‖T‖Cc(‖T‖t)− λnSc(‖T‖t)} cνξ+
+ {−λn(‖T‖2 + ν2Cc(‖T‖t))− cν2‖T‖Sc(‖T‖t)(1− tλn)} df(Xn)+

+ {cν‖T‖2Sc(‖T‖t)(1− tλn)− ν‖T‖λn(1− Cc(‖T‖t))} η.
(2.13)

Logo, por (2.9), (2.10), (2.12) e (2.13) temos que 〈∇̂Xiηt, dft(Xj)〉 = 0, para todo i 6= j com

i, j ∈ {1, . . . , n} e consequentemente {X1, . . . , Xn} é um referencial de direções principais

ortogonais em ft.
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A seguir, apresentamos a relação entre as curvaturas principais de uma hipersuperf́ıcie

em Qn
c × R que possui T como uma direção principal e de suas hipersuperf́ıcies paralelas.

Proposição 2.3.2. Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie que possui T como uma

direção principal e λi, i ∈ {1, . . . , n}, suas curvaturas principais. Se ft é uma famı́lia de

hipersuperf́ıcies paralelas à f com curvaturas principais λti, i ∈ {1, . . . , n}, então

λti =
c‖T‖Sc(‖T‖t) + λiCc(‖T‖t)
Cc(‖T‖t)− λi‖T‖−1Sc(‖T‖t)

, i 6= n, (2.14)

e λtn =
λn

1− tλn
. (2.15)

Demonstração. Note, por (2.9) e (2.10), que

〈dft(Xi), dft(Xi)〉 =
(
Cc(‖T‖t)− λi‖T‖−1Sc(‖T‖t)

)2
, para i 6= n e (2.16)

〈dft(Xn), dft(Xn)〉 = (1− tλn)2. (2.17)

Além disso, utilizando (2.9) e (2.12) obtemos, para i 6= n,

− 〈∇̂Xiηt, dft(Xi)〉 = (c‖T‖Sc(‖T‖t) + λiCc(‖T‖t))
(
Cc(‖T‖t)− λi‖T‖−1Sc(‖T‖t)

)
, (2.18)

e por (2.10) e (2.13) concluimos que

〈∇̂Xnηt, dft(Xn)〉 = cν2Sc(‖T‖t)(1− tλn) {(1− tλn)‖T‖Cc(‖T‖t)− λnSc(‖T‖t)}+

+(1− tλn)(ν2Cc(‖T‖t) + ‖T‖2) {−λn(‖T‖2 + ν2Cc(‖T‖t))+
−cν2‖T‖Sc(‖T‖t)(1− tλn)}+

+ν‖T‖(1− tλn)(1− Cc(‖T‖t)) {cν‖T‖2Sc(‖T‖t)(1− tλn)+

−ν‖T‖λn(1− Cc(‖T‖t))}
= (1− tλn) {cν2‖T‖Sc(‖T‖t)Cc(‖T‖t)(1− tλn)− cν2λnS2

c (‖T‖t)+
−λn(ν2Cc(‖T‖t) + ‖T‖2)2 − cν2‖T‖Sc(‖T‖t)(1− tλn)ν2Cc(‖T‖t)+
−cν2‖T‖3(1− tλn)Sc(‖T‖t)Cc(‖T‖t)− ν2‖T‖2λn(1− Cc(‖T‖t))2}

= −λn(1− tλn) {cν2S2
c (‖T‖t) + ν4C2

c (‖T‖t) + 2ν2‖T‖2Cc(‖T‖t)+
+‖T‖4 + ν2‖T‖2(1− 2Cc(‖T‖t) + C2

c (‖T‖t))}
= −λn(1− tλn),

ou seja,

〈∇̂Xnηt, dft(Xn)〉 = −λn(1− tλn). (2.19)
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Agora, por (2.16) e (2.18), podemos calcular

λti = − 〈∇̂Xiηt, dft(Xi)〉
〈dft(Xi), dft(Xi)〉

=
(c‖T‖Sc(‖T‖t) + λiCc(‖T‖t)) (Cc(‖T‖t)− λi‖T‖−1Sc(‖T‖t))

(Cc(‖T‖t)− λi‖T‖−1Sc(‖T‖t))2
,

para i 6= n, ou seja,

λti =
c‖T‖Sc(‖T‖t) + λiCc(‖T‖t)
Cc(‖T‖t)− λi‖T‖−1Sc(‖T‖t)

.

Para i = n, temos, por (2.17) e (2.19) que λtn = − 〈∇̂Xnηt, dft(Xn)〉
〈dft(Xn), dft(Xn)〉

=
λn(1− tλn)

(1− tλn)2
,

isto é,

λtn =
λn

1− tλn
.

O próximo resultado mostra que se uma hipersuperf́ıcie possui o campo T como uma

direção principal então sua famı́lia de hipersuperf́ıcies paralelas também o possui.

Proposição 2.3.3. Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie e ft sua famı́lia de hipersu-

perf́ıcies paralelas. Se T é uma direção principal de f , então T t =
T

1− tλn
com

∂/∂t = dft(T
t) + νηt, é uma direção principal de ft.

Demonstração. Por (2.11), temos

∂/∂t− νηt = cν‖T‖Sc(‖T‖t)ξ − νCc(‖T‖t)ηQ + (1− ν2)∂/∂t. (2.20)

Utilizando que ηQ = η − ν∂/∂t e ∂/∂t = ‖T‖df(Xn) + νη em (2.20), obtemos

∂/∂t− νηt = cν‖T‖Sc(‖T‖t)ξ + (ν2Cc(‖T‖t) + ‖T‖2) ‖T‖df(Xn)+

+ (1− Cc(‖T‖t)) ν‖T‖2η.

Então, por (2.10), segue que

∂/∂t− νηt =
‖T‖

(1− tλn)
dft(Xn) = dft

(
T

1− tλn

)
= dft(T

t).

Uma vez que estamos supondo as curvaturas principais λi, i ∈ {1, . . . , n}, com mul-

tiplicidades constantes concluimos que as curvaturas λti também possuem multiplicidades

constantes e portanto, por [27], elas são diferenciáveis.
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Proposição 2.3.4. Seja f : Mn → Qn
c ×R uma hipersuperf́ıcie e λi, i ∈ {1, . . . , n}, as suas

curvaturas principais. Então, para cada i ∈ {1, . . . , n}, as funções λi são constantes se, e

somente se,
n∑
i=1

λki , 1 ≤ k ≤ n, é constante.

Demonstração. Se as funções λi são constantes, para todo i ∈ {1, . . . , n}, então claramente
n∑
i=1

λki , 1 ≤ k ≤ n, é constante.

Para provar a rećıproca usaremos a ideia dada na página 273 de [9]. Pela identidade

de Newton, os coeficientes do polinômio caracteŕıstico do operador de Weingarten A, são

polinômios em
n∑
i=1

λki , 1 ≤ k ≤ n, que por hipótese, são constantes. Logo, as curvaturas

principais, que são as ráızes do polinômio caracteŕıstico, são constantes.

O próximo resultado apresenta uma condição para que uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica

f : Mn → Qn
c × R tenha curvaturas principais constantes.

Teorema 2.3.5. Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica que possui T

como uma direção principal. Então f possui curvaturas principais constantes se, e somente

se, ‖T‖ é constante.

Demonstração. Vimos, na Seção 1.2, que uma hipersuperf́ıcie é isoparamétrica se ela e sua

famı́lia de paralelas possuem curvatura média constante. Dessa forma, podemos definir a

função que assume valores reais

u(t) =
n∑
i=1

λti.

Como estamos supondo que T é uma direção principal, utilizamos a seguir, as expressões

dadas por (2.14) e (2.15). Observe que

∂λti
∂t

= c‖T‖2 + (λti)
2, para i ∈ {1, . . . , n− 1}. (2.21)

Suponha que f possua curvaturas principais constantes, então
n∑
i=1

λki , 1 ≤ k ≤ n, é constante.

Obtemos u′(t) =
n−1∑
i=1

c‖T‖2 + (λti)
2 + (λtn)2 e portanto

u′(0) = (n− 1)c‖T‖2 +
n∑
i=1

λ2i .

Logo ‖T‖ é constante.
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Reciprocamente, suponha que ‖T‖ é constante. Então a função ν é constante e por (1.6),

λn = 0 e portanto, por (2.15), λtn = 0. Dessa forma, u(t) =
n−1∑
i=1

λti e, consequentemente, a

k−ésima derivada de u(t) satisfaz uk(t) =
n−1∑
i=1

∂kλti
∂tk

. Observe que

∂2λti
∂t2

= 2c‖T‖2λti + 2(λti)
3. (2.22)

Provaremos por indução que, para 2 < k < n ı́mpar temos,

∂kλti
∂tk

= uk,0c
k+1
2 ‖T‖k+1 + uk,2c

k−1
2 ‖T‖k−1(λti)2 + uk,4c

k−3
2 ‖T‖k−3(λti)4+

+ . . .+ uk,k+1(λ
t
i)
k+1,

(2.23)

onde denotamos por uk,j o j−ésimo coeficiente uj da k−ésima derivada de λti.

Para 2 ≤ k < n par temos

∂kλti
∂tk

= uk,1c
k
2 ‖T‖kλti+uk,3c

k−2
2 ‖T‖k−2(λti)3+uk,5c

k−4
2 ‖T‖k−4(λti)5+. . .+uk,k+1(λ

t
i)
k+1, (2.24)

onde, uk,0 = uk−1,1, uk,1 = 2uk−1,2, uk,2 = 3uk−1,3 + uk−1,1, . . . , uk,j = (j + 1)uk−1,j+1 +

(j − 1)uk−1,j−1, . . . , uk,k+1 = kuk−1,k. Observe que quando k é ı́mpar, o j, do uk,j, é um

número natural par e quando k é par o j do uk,j é ı́mpar.

Por (2.21), temos u1,2 = 1. Para k = 2, utilizando (2.22), temos

∂2λti
∂t2

= 2c‖T‖2λti + 2(λti)
3 = 2u1,2c

2
2‖T‖2λti + 2u1,2(λ

t
i)

2+1 = u2,1c
2
2‖T‖2λti + u2,3(λ

t
i)

2+1,

que verifica (2.24).

Por hipótese de indução, suponha que (2.23) e (2.24) se verificam para k−1. Mostraremos

que valem para k.

Se k é par então k − 1 é ı́mpar e, portanto, vale (2.23), ou seja,

∂k−1λti
∂tk−1

= uk−1,0c
k
2 ‖T‖k + uk−1,2c

k−2
2 ‖T‖k−2(λti)2 + uk−1,4c

k−4
2 ‖T‖k−4(λti)4+

+ . . .+ uk−1,k(λ
t
i)
k.

(2.25)

Derivando a expressão (2.25), em relação a t, obtemos
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∂kλti
∂tk

= 2uk−1,2c
k−2
2 ‖T‖k−2(λti)(

∂λti
∂t

) + 4uk−1,4c
k−4
2 ‖T‖k−4(λti)3(

∂λti
∂t

) + . . .+

+kuk−1,k(λ
t
i)
k−1(

∂λti
∂t

)

= 2uk−1,2c
k−2
2 ‖T‖k−2(λti)(c‖T‖2 + (λti)

2) + 4uk−1,4c
k−4
2 ‖T‖k−4(λti)3(c‖T‖2 + (λti)

2)+

+ . . .+ kuk−1,k(λ
t
i)
k−1(c‖T‖2 + (λti)

2)

= 2uk−1,2c
k
2 ‖T‖k(λti) + (2uk−1,2 + 4uk−1,4)c

k−2
2 ‖T‖k−2(λti)3 + . . .+ kuk−1,k(λ

t
i)
k+1

= uk,1c
k
2 ‖T‖k(λti) + uk,3c

k−2
2 ‖T‖k−2(λti)3 + . . .+ uk,k+1(λ

t
i)
k+1.

Logo, vale (2.24). Analogamente mostra-se que vale (2.23).

Assim, como λn = 0, temos que u(0) =
n−1∑
i=1

λi = C1, com C1 constante, e

u′(0) =
n−1∑
i=1

c‖T‖2 + λ2i ,

o que implica em
n∑
i=1

λ2i = C2, com C2 constante. Segue que,

u′′(0) = (n− 1)2c‖T‖2
n−1∑
i=1

λi + 2
n−1∑
i=1

λ3i = (n− 1)2c‖T‖2C1 + 2
n−1∑
i=1

λ3i ,

e dáı
n∑
i=1

λ3i = C3, com C3 constante.

Se k é par temos

uk(0) = uk,1c
k
2 ‖T‖k

n−1∑
i=1

λi + uk,3c
k−2
2 ‖T‖k−2

n−1∑
i=1

(λi)
3 + uk,5c

k−4
2 ‖T‖k−4

n−1∑
i=1

(λi)
5+

+ . . .+ uk,k+1

n−1∑
i=1

(λi)
k+1

= uk,1c
k
2 ‖T‖kC1 + uk,3c

k−2
2 ‖T‖k−2C3 + uk,5c

k−4
2 ‖T‖k−4C5 + . . .+ uk,k+1

n−1∑
i=1

(λi)
k+1.

Logo,
n∑
i=1

λk+1
i é constante. Obtemos o mesmo para k ı́mpar procedendo de maneira análoga.

Portanto concluimos que
n∑
i=1

λki , 1 ≤ k ≤ n, é constante e pela Proposição 2.3.4 temos para
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i ∈ {1, . . . , n}, que as funções λi são constantes.

Com o Teorema 2.3.5 observamos que, a prinćıpio, não podemos garantir que uma hiper-

superf́ıcie isoparamétrica, no sentido clássico, em Qn
c × R tenha suas curvaturas principais

constantes. No entanto, para uma hipersuperf́ıcie de ângulo constante, ou seja, com a função

ν constante, com ν 6= 1, dadas no Corolário 1.1.12, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 2.3.6. Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie de ângulo constante e T 6= 0.

Então f é isoparamétrica se, e somente se, as suas curvaturas principais são constantes.

Demonstração. Pela Observação 1.1.3, T é uma direção principal. Por hipótese, f possui a

função ν constante e por (1.2), segue que ‖T‖ é constante. Além disso, por (1.6), λn = 0 e

portanto, por (2.15), λtn = 0.

Suponha que as curvaturas principais λi de f são constantes. Então por (2.14) e (2.15),

temos que as curvaturas principais da famı́lia de paralelas ft também são constantes e, por-

tanto, f é isoparamétrica.

Reciprocamente, se f é isoparamétrica então, como por hipótese ‖T‖ é constante, pelo

Teorema 2.3.5, as curvaturas principais de f são constantes.



Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies com curvaturas

principais constantes em Qnc × R

Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional. Neste caṕıtulo estudamos

hipersuperf́ıcies f : Mn → Qn
c × R com curvaturas principais constantes (CPC) cujas mul-

tiplicidades são constantes. Denotamos por g o número de curvaturas principais distintas.

Apresentamos alguns resultados relacionados com as multiplicidades das curvaturas princi-

pais e também resultados de classificação local dessas hipersuperf́ıcies.

Estamos sempre considerando diferenciáveis a função ν e o campo T , ambos definidos em

(1.1), por ∂/∂t = df(T ) + νη. Consequentemente, uma vez que ∂/∂t é um campo unitário,

temos ν2 + ‖T‖2 = 1. Seja θ : Mn → R a função ângulo tal que θ(p) é o ângulo entre ∂/∂t e

η(p). Assim,

ν = 〈∂/∂t, η〉 = ‖∂/∂t‖‖η‖ cos(θ) = cos(θ).

Sabemos que a função cosseno se anula em pontos isolados, portanto, estudamos a função

ν nos abertos U ⊂M tais que ν(p) 6= 0, para todo p ∈ U , e quando ν ≡ 0.

3.1 Hipersuperf́ıcies com curvaturas principais cons-

tantes que possuem o campo T como uma direção

principal

Nesta seção apresentamos um resultado de classificação das hipersuperf́ıcies de Qn
c×R com

curvaturas principais constantes que possuem o campo T como uma direção principal. Vale

a pena lembrar que as hipersuperf́ıcies rotacionais possuem T como uma direção principal,

porém a rećıproca nem sempre é verdadeira.

31
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Utilizaremos o seguinte lema técnico.

Lema 3.1.1. Seja a : I ⊂ R→ R uma função diferenciável com a′(s) > 0 e a′′(s) 6= 0, para

todo s ∈ I. As soluções da equação a′′′(1 + (a′)2)− 3(a′′)2a′ = 0 são dadas por

a(s) = −
√

1− (c1s+ c2)2

c1
+ c3,

onde c1, c2 e c3 são constantes em R, com c1 6= 0.

Demonstração. Seja a′(s) = y(s) > 0, para todo s ∈ I, então a′′(s) = y′(s) e a′′′(s) = y′′(s).

Considerando y como a variável independente, seja u(y) := y′(s). Assim,

a′′′(s) = y′′(s) =
∂u(y)

∂s
=
∂u(y)

∂y

∂y(s)

∂s
= u′(y)y′(s) = u′(y)u(y).

Sem perda da generalidade, suponha u(y) > 0. Substituindo em a′′′(1 + (a′)2)− 3(a′′)2a′ = 0

obtemos

u′(y)u(y)(1 + y2)− 3u2(y)y = 0.

Observe que a′′ 6= 0 implica em u(y) 6= 0 e portanto,
u′(y)

u(y)
=

3y

1 + y2
. Então,

∫
u′(y)

u(y)
dy =

∫
3y

1 + y2
dy,

e consequentemente

ln(u(y)) =
3

2
ln(1 + y2) + k,

onde k é uma constante. Logo eln(u(y)) = eln(1+y
2)

3
2 ek implica em u(y) = (1+y2)

3
2 ek e portanto

u(y)

(1 + y2)
3
2

= ek. Dessa forma,
y′(s)

(1 + y2)
3
2

= ek = c1 > 0. Integrando a última igualdade em

relação a s, obtemos ∫
y′(s)

(1 + y2)
3
2

ds =

∫
c1ds.

Portanto, 0 <
y

(1 + y2)
1
2

= c1s+ c2, isto é,
y2

1 + y2
= (c1s+ c2)

2, onde c2 é uma constante em

R. Observe que 0 < y2 < 1 + y2, ou seja, 0 <
y2

1 + y2
< 1. Assim,

0 < (c1s+ c2)
2 < 1. (3.1)
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Dessa forma, y2(1− (c1s+ c2)
2) = (c1s+ c2)

2, isto é, y2 =
(c1s+ c2)

2

1− (c1s+ c2)2
. Logo,

y =
(c1s+ c2)√

1− (c1s+ c2)2
.

Como y(s) = a′(s) temos a′(s) =
(c1s+ c2)√

1− (c1s+ c2)2
.

Integrando a′(s) em relação a s, obtemos

a(s) = −
√

1− (c1s+ c2)2

c1
+ c3,

onde c3 é uma constante em R.

O próximo teorema classifica localmente as hipersuperf́ıcies de Qn
c × R com curvaturas

principais constantes que possuem o campo T como uma direção principal e ν(p) 6= 0, para

todo p ∈M .

Teorema 3.1.2. Seja f : Mn → Qn
c × R, n ≥ 2, uma hipersuperf́ıcie com curvaturas prin-

cipais constantes que possui o campo T como uma direção principal e ν(p) 6= 0, para todo

p ∈ M . Então c = −1 e f é localmente dada por f(x, s) = hs(x) + Bs∂/∂t, para algum

B ∈ R, B > 0, onde hs é uma famı́lia de horosferas em Hn. Além disso, a curvatura princi-

pal correspondente ao campo T é λ = 0 e as outras curvaturas principais são todas iguais a
B√

1 +B2
ou − B√

1 +B2
.

Demonstração. Vimos, no Teorema 1.1.11, que se T é uma direção principal de f e ν(p) 6= 0,

para todo p ∈ M , então f é localmente dada por f : Mn = Mn−1 × I → Qn
c × R, com

f(x, s) = hs(x) + a(s)∂/∂t, onde a : I → R é uma função diferenciável satisfazendo

a′(s) > 0 para todo s ∈ I. Além disso, pela Proposição 1.1.14, AηX = −a
′(s)

b(s)
AsX, para

todo X ∈ TMn−1, e em particular, AηXi = −a
′(s)

b(s)
λsi (x)Xi, para as direções principais

Xi ∈ TMn−1 de h e AηT =
a′′(s)

b3(s)
T , onde b(s) =

√
1 + (a′(s))2. Portanto

Aη(Xi) = µi(x, s)Xi, com µi(x, s) = −a
′(s)

b(s)
λsi (x),

para i ∈ {1, ..., n− 1} e AηT = µn(x, s)T , com µn(x, s) =
a′′(s)

b3(s)
.
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Pela Proposição 1.1.15, temos

λsi (x) =
cSc(s) + Cc(s)λi(x)

Cc(s)− Sc(s)λi(x)
,

e portanto

µi(x, s) =

(
−a
′(s)

b(s)

)(
cSc(s) + Cc(s)λi(x)

Cc(s)− Sc(s)λi(x)

)
, i ∈ {1, ..., n− 1}.

Analisaremos sob quais condições as funções µi são constantes.

Observe que

∂λsi
∂x

=
Cc(s)λ

′
i(x)(Cc(s)− Sc(s)λi(x))− (cSc(s) + Cc(s)λi(x))(−Sc(s)λ′i(x))

(Cc(s)− Sc(s)λi(x))2

=
λ′i(x)

(Cc(s)− Sc(s)λi(x))2
,

e
∂λsi
∂s

=
(cCc(s)− cSc(s)λi(x))(Cc(s)− Sc(s)λi(x))

(Cc(s)− Sc(s)λi(x))2
+

−(cSc(s) + Cc(s)λi(x))(−cSc(s)− Cc(s)λi(x))

(Cc(s)− Sc(s)λi(x))2

=
c(Cc(s)− Sc(s)λi(x))2 + (cSc(s) + Cc(s)λi(x))2

(Cc(s)− Sc(s)λi(x))2

= c+ (λsi (x))2.

Ou seja,
∂λsi
∂x

=
λ′i(x)

(Cc(s)− Sc(s)λi(x))2
. (3.2)

e
∂λsi
∂s

= c+ (λsi (x))2. (3.3)

Para i ∈ {1, ..., n− 1}, ∂µi
∂x

= −a
′(s)

b(s)

∂λsi
∂x

= 0 se e somente se,
∂λsi
∂x

= 0.

Portanto para que µi seja constante em relação a x é necessário, por (3.2), que h seja

isoparamétrica, ou seja, que as funções λi sejam constantes para todo i ∈ {1, ..., n− 1}.
Além disso,

∂µi
∂s

=
(−a′′b+ a′b′)

b2
λsi −

a′

b

∂λsi
∂s

= −a
′′

b3
λsi −

a′

b
(c+ (λsi )

2) =
−a′′λsi − a′b2(c+ (λsi )

2)

b3
.

Assim, para i ∈ {1, ..., n− 1}, ∂µi
∂s

= 0 se, e somente se, a′′λsi + a′(1 + a′2)(c+ (λsi )
2) = 0.
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Agora vamos analisar a curvatura µn(x, s) =
a′′(s)

b3(s)
. Temos

∂µn
∂x

= 0 e

∂µn
∂s

=
a′′′b3 − 3a′′b2b′

b6
=
a′′′b− 3a′′b′

b4
.

Consequentemente,
∂µn
∂s

= 0 se, e somente se, a′′′b − 3a′′b′ = 0, ou seja,

a′′′(1 + a′2) − 3a′′2a′ = 0.

Analisaremos, para todo s ∈ I e i ∈ {1, ..., n− 1}, as seguintes equações,

a′′λsi + a′(1 + a′2)(c+ (λsi )
2) = 0 e (3.4)

a′′′(1 + a′2)− 3a′′2a′ = 0. (3.5)

Como a função a é diferenciável, de classe C∞, podemos considerar apenas dois casos, a′′(s) =

0, para todo s ∈ I, ou a′′(s) 6= 0, para todo s ∈ I, se necessário restringindo o intervalo I ∈ R.

Caso 1: Suponha a′′(s) = 0 para todo s ∈ I. Então a′′′(s) = 0 e consequentemente a

equação (3.5) é satisfeita. Nesse caso, pela equação (3.4), temos que a′(1+a′2)(c+(λsi )
2) = 0.

Como a′(s) > 0, concluimos que c+ (λsi )
2 = 0.

Se c = 1 então 1 + (λsi )
2 6= 0. Portanto não podemos ter esse caso para c = 1.

Se c = −1 então (λsi )
2 = 1. Assim, λsi = ±1, o que implica em λi = ±1. Além disso,

µn = 0 e µi = ±a
′

b
, para i ∈ {1, ..., n− 1}.

Caso 2: Suponha a′′(s) 6= 0, para todo s ∈ I. Portanto, pelo Lema 3.1.1, temos que as

soluções da equação (3.5) são dadas por a(s) = −
√

1− (c1s+ c2)2

c1
+ c3, onde c1, c2 e c3 são

constantes em R com c1 6= 0. Vamos verificar se essas soluções satisfazem a equação (3.4).

Observe que

a′(s) = − 1

2c1

(−2(c1s+ c2)c1)√
1− (c1s+ c2)2

=
c1s+ c2√

1− (c1s+ c2)2
e

a′′(s) =

(
c1
√

1− (c1s+ c2)2 − (c1s+ c2)
(−2c1(c1s+ c2))

2
√

1− (c1s+ c2)2

)
1

1− (c1s+ c2)2

=
c1 − c1(c1s+ c2)

2 + c1(c1s+ c2)
2

(1− (c1s+ c2)2)
3
2

=
c1

(1− (c1s+ c2)2)
3
2

.
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Então

a′(1 + a′2) =
c1s+ c2√

1− (c1s+ c2)2

(
1 +

(c1s+ c2)
2

1− (c1s+ c2)2

)
=

(c1s+ c2)(1− (c1s+ c2)
2 + (c1s+ c2)

2)

(1− (c1s+ c2)2)
3
2

=
c1s+ c2

(1− (c1s+ c2)2)
3
2

.

Assim,

a′′λsi + a′(1 + a′2)(c+ (λsi )
2) =

c1

(1− (c1s+ c2)2)
3
2

λsi +
c1s+ c2

(1− (c1s+ c2)2)
3
2

(c+ (λsi )
2).

Portanto as soluções a(s) da equação (3.5) satisfazem a equação (3.4) se, e somente se,

c1λ
s
i + (c1s+ c2)(c+ (λsi )

2) = 0, (3.6)

para todo s ∈ I.

Suponha que vale a fórmula (3.6), para todo s ∈ I. Se c + (λsi )
2 = 0, então teremos

c1λ
s
i = 0, isto é, λsi = 0, para todo s ∈ I, já que c1 6= 0. Mas,

λsi (x) =
cSc(s) + Cc(s)λi(x)

Cc(s)− Sc(s)λi(x)
= 0 implica em cSc(s) + Cc(s)λi(x) = 0,

para todo s ∈ I, o que não pode ocorrer. Logo, nesse caso, não podemos ter c+ (λsi )
2 = 0.

Além disso, derivando a equação (3.6) temos

∂

∂s
(c1λ

s
i + (c1s+ c2)(c+ (λsi )

2)) = c1
∂λsi
∂s

+ c1(c+ (λsi )
2) + 2(c1s+ c2)λ

s
i

∂λsi
∂s

= 0.

Dessa forma, pela equação (3.3), segue que

2c1(c+ (λsi )
2) + 2(c1s+ c2)λ

s
i (c+ (λsi )

2) = 2(c+ (λsi )
2) (c1 + (c1s+ c2)λ

s
i ) = 0.

Consequentemente, c1 + (c1s+ c2)λ
s
i = 0. Vimos, em (3.1), que c1s+ c2 > 0, para todo s ∈ I

e assim, λsi =
−c1

c1s+ c2
. Logo, por um lado,

∂λsi
∂s

=
(c1)

2

(c1s+ c2)2
= (λsi )

2.

Mas, por outro lado, temos, por (3.3), que
∂λsi
∂s

= c + (λsi )
2, o que implica em c = 0, o que

não pode ocorrer pois estamos considerando c = 1 ou c = −1. Logo não vale a equação (3.6)
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e portanto as soluções da equação (3.5) não são soluções da equação (3.4) com a condição

a′′(s) 6= 0, para todo s ∈ I.

Assim, concluimos que a′′ = 0 e, nesse caso, a(s) = Bs, com B ∈ R, B > 0 pois a′(s) > 0

e a função ν é constante, pelo Corolário 1.1.12. Portanto, λ = µn = 0 e µi =
B√

1 +B2
ou

µi = − B√
1 +B2

, para i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Observação 3.1.3. Pela Proposição 1.1.10, para n ≥ 3, e pela Observação 7 (i) de [32],

para n = 2, as hipersuperf́ıcies dadas pelo Teorema 3.1.2, são rotacionais em Hn × R cujas

órbitas são horosferas.

3.2 Multiplicidade das curvaturas principais

A seguir, apresentamos alguns resultados relacionados com as multiplicidades das curva-

turas principais de hipersuperf́ıcies em Qn
c × R.

Observe que, pela Proposição 1.2.1, as curvaturas principais de uma hipersuperf́ıcie CPC

em Qn
c × R com g = 2, possuem multiplicidades constantes.

Teorema 3.2.1. Seja f : Mn → Qn
c ×R, n ≥ 2, uma hipersuperf́ıcie com curvaturas princi-

pais constantes e de multiplicidades constantes, não umb́ılica e com a função ν 6= 0. Então

existe pelo menos uma curvatura principal com multiplicidade igual a 1.

Demonstração. Seja {X1, X2, ..., Xn} um referencial local ortonormal de direções principais

de f . Podemos escrever T =
∑n

i=1 biXi. Seja g o número de curvaturas principais distintas.

Como f é não umb́ılica temos que g ≥ 2.

Se n = 2 então existem duas curvaturas principais distintas e portanto cada uma possui

multiplicidade 1.

Se n = 3 então g = 2 ou g = 3. Se g = 2, uma curvatura tem multiplicidade 2 e a outra

tem multiplicidade 1. Se g = 3 cada curvatura principal tem multiplicidade 1.

Se n ≥ 4, suponha que todas as curvaturas principais tenham multiplicidade maior ou

igual a 2. Nesse caso, 2 ≤ g ≤ n
2
, se n for par e 2 ≤ g ≤ n−1

2
, se n for ı́mpar. Dado

ρ ∈ {1, ..., g}, seja Bρ = {i ∈ {1, ..., n}/AXi = λρXi}. Observe que Bρ possui pelo menos 2

elementos.

Dado ρ, considere a equação de Codazzi,

∇XiAXj −∇XjAXi − A[Xi, Xj] = cν(bjXi − biXj), (3.7)
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para i, j ∈ Bρ. Temos que ∇XiAXj − ∇XjAXi = λρ[Xi, Xj] = λρ
∑n

k=1〈[Xi, Xj], Xk〉Xk e

A[Xi, Xj] =
∑n

k=1〈[Xi, Xj], Xk〉AXk. Assim,

∇XiAXj −∇XjAXi − A[Xi, Xj] =
∑
k 6∈Bρ

〈[Xi, Xj], Xk〉(λρXk − AXk). (3.8)

Então, por (3.7) e (3.8), temos∑
k 6∈Bρ

〈[Xi, Xj], Xk〉(λρ − λk)Xk − cνbjXi + cνbiXj = 0.

Como i, j ∈ Bρ com i 6= j, k 6∈ Bρ e ν 6= 0 temos que ter bi = bj = 0 para todo i, j ∈ Bρ,

ou seja, T não possui componentes nas direções cujas curvaturas principais correspondentes

possuem multiplicidade maior ou igual a 2. Assim, supondo que não existem curvaturas prin-

cipais de multiplicidade 1, concluimos que T = 0. Isso implica que f(Mn) é um subconjunto

aberto de uma fatia Qn
c × {t} e portanto é totalmente geodésica, o que contradiz a hipótese

que g ≥ 2. Logo, f possui pelo menos uma curvatura principal com multiplicidade igual a

1.

Observação 3.2.2. Pela demonstração do teorema anterior temos que T não tem compo-

nentes nas direções cujas curvaturas principais correspondentes possuem multiplicidade maior

ou igual a 2.

Observação 3.2.3. O Teorema 3.2.1 vale também para ν ≡ 0 se c = −1, pois a curvatura

correspondente ao fator R é λ = 0 e as demais são não nulas, pelo Teorema 1.2.3. É válido

para ν ≡ 0 e c = 1 se g = 2 e para g = 3, excluindo os casos onde f(Mn) é um aberto de

Mn−1 × R, onde Mn−1 é uma hipersuperf́ıcie de Cartan para n ∈ {7, 13, 25}.

Proposição 3.2.4. Seja f : Mn → Qn
c ×R, n ≥ 3, com a função ν 6= 0, uma hipersuperf́ıcie

com curvaturas principais constantes e respectivas multiplicidades constantes. Se uma única

curvatura principal tem multiplicidade 1, então o campo vetorial T é uma direção principal

correspondente a essa curvatura. Além disso, as curvaturas com multiplicidade maior que 1

são todas não nulas.

Demonstração. Seja {X1, X2, ..., Xn} um referencial local ortonormal de direções principais

de f . Suponha, sem perda de generalidade, que Xn é associado a λ, isto é, AXn = λXn.

Pela Observação 3.2.2, se λ é a única curvatura com multiplicidade 1 então T = bXn, onde

b : U ⊂ Mn → R é uma função diferenciável definida num aberto U ⊂ Mn onde os campos

X1, X2, ..., Xn estão definidos.
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Seja g o número de curvaturas principais distintas. Por hipótese, g ≥ 2. Dado ρ ∈
{1, ..., g − 1}, seja Bρ = {i ∈ {1, ..., n}/AXi = µρXi} com µρ 6= λ = µg. Observe que

Bρ possui pelo menos 2 elementos. Considere a equação de Codazzi

∇XnAXi −∇XiAXn − A[Xn, Xi] = cν(biXn − bnXi), (3.9)

para i ∈ Bρ. Temos que

∇XnAXi −∇XiAXn = µρ∇XnXi − λ∇XiXn e (3.10)

A[Xn, Xi] =
n∑
k=1

〈∇XnXi −∇XiXn, Xk〉AXk. (3.11)

Portanto por (3.10) e (3.11) obtemos

∇XnAXi−∇XiAXn−A[Xn, Xi] =
n∑
k=1

〈∇XnXi, Xk〉(µρXk−AXk)−
n∑
k=1

〈∇XiXn, Xk〉(λXk−AXk).

Então, por (3.9),∑
k 6∈Bρ

〈∇XnXi, Xk〉(µρ − µk)Xk −
∑
k 6=n

〈∇XiXn, Xk〉(λ− µk)Xk − cνbiXn + cνbnXi = 0.

Logo,

cνb− 〈∇XiXn, Xi〉(λ− µρ) = 0, ∀i ∈ Bρ. (3.12)

Então b = 0⇔ 〈∇XiXn, Xi〉 = 0, para i ∈ Bρ.

Sabemos que ∇XT = νAX para todo X ∈ TMn. Dessa forma, temos que

νµρXi = ∇XiT = ∇XibXn = Xi(b)Xn + b∇XiXn, i ∈ βρ,

o que implica em νµρ〈Xi, Xi〉 = Xi(b)〈Xn, Xi〉+ b〈∇XiXn, Xi〉, ou seja, b〈∇XiXn, Xi〉 = νµρ.

Portanto cνb〈∇XiXn, Xi〉 = cν2µρ e pela equação (3.12), 〈∇XiXn, Xi〉2(λ − µρ) = cν2µρ.

Consequentemente,

b = 0⇔ 〈∇XiXn, Xi〉 = 0, ∀i ∈ Bρ ⇔ µρ = 0.

Se µρ = 0 então b = 0 e T = 0, ou seja, f(M) é totalmente geodésica, o que contradiz o

fato que g ≥ 2. Assim, µρ 6= 0 e b 6= 0. Logo, T é uma direção principal e as curvaturas com

multiplicidade maior que 1 são todas não nulas.
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Pelo Teorema 3.1.2 temos a rećıproca da Proposição 3.2.4 e portanto o resultado seguinte

é válido.

Proposição 3.2.5. Seja f : Mn → Qn
c ×R, n ≥ 3, com a função ν 6= 0, uma hipersuperf́ıcie

com curvaturas principais constantes e de multiplicidades constantes. Então o campo veto-

rial T é uma direção principal se, e somente se, existe uma única curvatura principal de

multiplicidade 1. Além disso, as curvaturas com multiplicidade maior que 1 são todas não

nulas.

3.3 Hipersuperf́ıcies de Qn
c × R com curvaturas princi-

pais constantes para g ∈ {1, 2, 3}

Nesta seção apresentamos um resultado que classifica localmente as hipersuperf́ıcies com

curvaturas principais constantes. Para isso, precisamos de algumas proposições.

Proposição 3.3.1. Sejam f : M2 → Q2
c ×R uma superf́ıcie com duas curvaturas principais

constantes e distintas, λ1 e λ2. Seja {X1, X2} um referencial ortonormal de direções princi-

pais associadas a λ1 e λ2. Considere T = b1X1 + b2X2, onde b1, b2 : Mn → R são funções

diferenciáveis. Então

λ1λ2 + 2cν2 +
c(λ1b

2
1 − λ2b22)

λ2 − λ1
+

2ν2(b21 + b22)

(λ2 − λ1)2
= 0. (3.13)

Demonstração. Pela equação de Codazzi temos

∇X1AX2 −∇X2AX1 − A[X1, X2] = cν(b2X1 − b1X2). (3.14)

Observe que

∇X1AX2 = λ2∇X1X2 = λ2〈∇X1X2, X1〉X1,

pois X1〈X2, X2〉 = 0. Analogamente temos,

∇X2AX1 = λ1〈∇X2X1, X2〉X2.

Assim,

A[X1, X2] = A(∇X1X2 −∇X2X1) = λ1〈∇X1X2, X1〉X1 − λ2〈∇X2X1, X2〉X2.



3.3 Hipersuperfı́cies de Qnc × R com curvaturas principais constantes para g ∈ {1, 2, 3} 41

Portanto, pela equação (3.14),

(λ2 − λ1)〈∇X1X2, X1〉X1 + (λ2 − λ1)〈∇X2X1, X2〉X2 = cν(b2X1 − b1X2),

o que implica, uma vez que X1 e X2 são campos linearmente independentes, em

(λ2 − λ1)〈∇X1X2, X1〉 = cνb2 e (λ2 − λ1)〈∇X2X1, X2〉 = −cνb1,

ou seja,

∇X1X2 =
cνb2

λ2 − λ1
X1,

∇X2X1 =
−cνb1
λ2 − λ1

X2.
(3.15)

E assim,

∇X1X1 =
−cνb2
λ2 − λ1

X2,

∇X2X2 =
cνb1

λ2 − λ1
X1.

(3.16)

Utilizando que ∇XT = νAX, para todo X ∈ TM2, obtemos

∇X1T = ∇X1(b1X1 + b2X2) = X1(b1)X1 + b1∇X1X1 +X1(b2)X2 + b2∇X1X2 = νλ1X1 e

∇X2T = ∇X2(b1X1 + b2X2) = X2(b1)X1 + b1∇X2X1 +X2(b2)X2 + b2∇X2X2 = νλ2X2.

Fazendo o produto interno de ambas as igualdades anteriores por X1 e X2, concluimos

X1(b2) = b1〈∇X1X2, X1〉 =
cνb1b2
λ2 − λ1

,

X2(b1) = b2〈∇X2X1, X2〉 =
−cνb1b2
λ2 − λ1

.

(3.17)

Portanto X1(b2) = −X2(b1). Além disso,

X1(b1) + b2〈∇X1X2, X1〉 = νλ1 e X2(b2) + b1〈∇X2X1, X2〉 = νλ2.

Ou seja,
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X1(b1) = νλ1 −
cν(b2)

2

λ2 − λ1
,

X2(b2) = νλ2 +
cν(b1)

2

λ2 − λ1
.

(3.18)

Também temos que X(ν) = −〈AX, T 〉, para todo X ∈ TMn, e portanto

X1(ν) = −λ1b1,
X2(ν) = −λ2b2.

(3.19)

Além disso, pela equação de Gauss temos

〈R(X1, X2)X2, X1〉 = λ1λ2 + cν2. (3.20)

Observe que

∇[X1,X2]X2 = ∇(∇X1
X2−∇X2

X1)X2

= ∇(〈∇X1
X2,X1〉X1−〈∇X2

X1,X2〉X2)X2

= 〈∇X1X2, X1〉∇X1X2 − 〈∇X2X1, X2〉∇X2X2.

Assim,

〈∇[X1,X2]X2, X1〉 = 〈∇X1X2, X1〉2 + 〈∇X2X1, X2〉2.

Então, pelas equações (3.20) e (3.15), obtemos

〈∇X1∇X2X2 −∇X2∇X1X2, X1〉 = λ1λ2 + cν2 +
ν2(b21 + b22)

(λ2 − λ1)2
. (3.21)

Observe, pelas equações (3.15), que 〈∇X1X2,∇X2X1〉 = 0 e portanto X2〈∇X1X2, X1〉 =

〈∇X2∇X1X2, X1〉. Para calcular 〈∇X2∇X1X2, X1〉 derivamos a primeira igualdade de (3.15)

em relação a X2 e utilizamos as segundas igualdades de (3.18) e (3.19), obtendo assim,

− 〈∇X2∇X1X2, X1〉 =
−cλ2(ν2 − b22)

λ2 − λ1
− ν2b21

(λ2 − λ1)2
. (3.22)

Observe, pelas equações (3.17), que 〈∇X2X2,∇X1X1〉 = 0 e portanto X1〈∇X2X2, X1〉 =

〈∇X1∇X2X2, X1〉. Para calcular 〈∇X1∇X2X2, X1〉 derivamos a segunda igualdade de (3.17)

em relação a X1 e utilizamos a primeira equação de (3.18) e (3.19), obtendo assim,

〈∇X1∇X2X2, X1〉 =
cλ1(ν

2 − b21)
λ2 − λ1

− ν2b22
(λ2 − λ1)2

. (3.23)
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Somando as equações (3.23) e (3.22), obtemos

〈∇X1∇X2X2 −∇X2∇X1X2, X1〉 = −cν2 +
c(λ2b

2
2 − λ1b21)

λ2 − λ1
− ν2(b21 + b22)

(λ2 − λ1)2
(3.24)

Então, pelas equações (3.24) e (3.21), concluimos que

λ1λ2 + 2cν2 +
c(λ1b

2
1 − λ2b22)

λ2 − λ1
+

2ν2(b21 + b22)

(λ2 − λ1)2
= 0.

O próximo resultado mostra que uma superf́ıcie mı́nima de Q2
c ×R que possui curvaturas

principais constantes é totalmente geodésica.

Corolário 3.3.2. As superf́ıcies mı́nimas de Q2
c × R com curvaturas principais constantes

são totalmente geodésicas.

Demonstração. Suponha que existe uma superf́ıcie mı́nima com duas curvaturas principais

constantes e distintas λ2 = −λ1. Então, pela Proposição 3.3.1, temos que

−λ21 + 2cν2 − cλ1(b
2
1 + b22)

2λ1
+

2ν2(b21 + b22)

4λ21
= 0.

Vimos que ν2 + b21 + b22 = 1 e portanto

−λ21 + 2cν2 +
c(ν2 − 1)

2
+

2ν2(1− ν2)
4λ21

= 0,

ou seja,

ν4 − ν2(1 + 5cλ21) + λ21(2λ
2
1 + c) = 0. (3.25)

Assim, obtemos uma equação biquadrada na variável ν, com coeficientes constantes reais.

Suponha que a equação (3.25) tenha solução. Então a função ν é constante e consequente-

mente 0 = Xi(ν) = −〈AXi, T 〉 = −biλi, com i ∈ {1, 2}. Se λ1 = 0 então λ2 = −λ1 = 0, o

que não pode ocorrer já que estamos supondo λ1 6= λ2. Assim, b1 = b2 = 0, o que implica

que T = 0. Logo, não existe superf́ıcie mı́nima de Q2
c × R com duas curvaturas principais

constantes e distintas.

A proposição seguinte mostra que uma hipersuperf́ıcie em Qn
c × R, n ≥ 4 e ν 6= 0, com

três curvaturas principais constantes e distintas com multiplicidades constantes não pode ter

duas curvaturas principais com multiplicidades iguais a 1.
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Proposição 3.3.3. Seja f : Mn → Qn
c × R, n ≥ 4, uma hipersuperf́ıcie com três curvatu-

ras principais constantes e distintas, λ, µ e γ, de multiplicidades constantes. Suponha que

ν(p) 6= 0, para todo p ∈ Mn, então não podem existir duas curvaturas principais com multi-

plicidades iguais a 1.

Demonstração. Suponha que existem duas curvaturas principais λ e µ de multiplicidades

iguais a 1. Seja {X1, X2, X3, . . . , Xn} um referencial de direções principais ortonormais tais

que AX1 = λX1, AX2 = µX2 e AXj = γXj, para j ≥ 3. Pela Observação 3.2.2, temos

T = b1X1 + b2X2, onde b1, b2 : U → R, U ⊂Mn, são funções diferenciáveis.

Pelas equações de Codazzi, dadas por (1.4), temos

∇X1AX2 −∇X2AX1 − A[X1, X2] = cν(b2X1 − b1X2), (3.26)

∇X1AXj −∇XjAX1 − A[X1, Xj] = −cνb1Xj, para cada j ∈ {3, . . . , n}, (3.27)

∇X2AXj −∇XjAX2 − A[X2, Xj] = −cνb2Xj, para cada j ∈ {3, . . . , n}, (3.28)

∇XβAXj −∇XjAXβ − A[Xβ, Xj] = 0, para cada j ∈ {3, . . . , n} e β 6= 1, 2, j. (3.29)

Pela equação (3.26), obtemos

µ∇X1X2 − λ∇X2X1 − A(∇X1X2 −∇X2X1) = cν(b2X1 − b1X2),

ou seja,

n∑
k=1

〈∇X1X2, Xk〉(µI − A)Xk +
n∑
l=1

〈∇X2X1, Xl〉(A− λI)Xl − cνb2X1 + cνb1X2 = 0.

Assim,

〈∇X1X2, X1〉(µ− λ)− cνb2 = 0,

〈∇X2X1, X2〉(µ− λ) + cνb1 = 0
(3.30)

e 〈∇X1X2, Xj〉(µ− γ) + 〈∇X2X1, Xj〉(γ − λ) = 0, para cada j ∈ {3, . . . , n}. (3.31)

Procedemos de maneira análoga com as equações (3.27), (3.28) e (3.29). Pela equação (3.27),

obtemos, para cada j ∈ {3, . . . , n},

〈∇X1Xj, X1〉(γ − λ) = 0, (3.32)

〈∇XjX1, Xj〉(γ − λ) + cνb1 = 0, (3.33)

〈∇XjX1, Xβ〉(γ − λ) = 0, β 6= 1, 2, j, e (3.34)

〈∇X1Xj, X2〉(γ − µ) + 〈∇XjX1, X2〉(µ− λ) = 0. (3.35)
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Pela equação (3.28), concluimos, para cada j ∈ {3, . . . , n}, que

〈∇X2Xj, X2〉(γ − µ) = 0, (3.36)

〈∇XjX2, Xj〉(γ − µ) + cνb2 = 0, (3.37)

〈∇XjX2, Xβ〉(γ − µ) = 0, β 6= 1, 2, j, e (3.38)

〈∇X2Xj, X1〉(γ − λ) + 〈∇XjX2, X1〉(λ− µ) = 0. (3.39)

Por (3.29), obtemos, para cada j ∈ {3, . . . , n} e β 6= 1, 2, j,

〈∇XβXj, X1〉 − 〈∇XjXβ, X1〉 = 0,

〈∇XβXj, X2〉 − 〈∇XjXβ, X2〉 = 0.
(3.40)

Então, por (3.34), (3.38) e (3.40),

〈∇XβXj, X1〉 = 0 e 〈∇XβXj, X2〉 = 0. (3.41)

Como consequência das equações de (3.30) até (3.39) e por (3.41), concluimos, para cada

j ∈ {3, . . . , n}, que

∇X1X1 = − cνb2
µ− λ

X2, (3.42)

∇X1X2 =
cνb2
µ− λ

X1 +
n∑
j=3

〈∇X2X1, Xj〉
(λ− γ)

µ− γ
Xj, (3.43)

∇X1Xj = 〈∇XjX1, X2〉
(λ− µ)

γ − µ
X2 +

∑
β 6=1,2,j

〈∇X1Xj, Xβ〉Xβ, (3.44)

∇X2X1 = − cνb1
µ− λ

X2 +
n∑
j=3

〈∇X2X1, Xj〉Xj, (3.45)

∇X2X2 =
cνb1
µ− λ

X1, (3.46)

∇X2Xj = 〈∇XjX2, X1〉
(µ− λ)

γ − λ
X1 +

∑
β 6=1,2,j

〈∇X2Xj, Xβ〉Xβ, (3.47)

∇XjX1 = 〈∇XjX1, X2〉X2 −
cνb1
γ − λ

Xj, (3.48)

∇XjX2 = 〈∇XjX2, X1〉X1 −
cνb2
γ − µ

Xj, (3.49)



46 3. Hipersuperfı́cies com curvaturas principais constantes em Qnc × R

∇XjXj =
cνb1
γ − λ

X1 +
cνb2
γ − µ

X2 +
∑

β 6=1,2,j

〈∇XjXj, Xβ〉Xβ, (3.50)

∇XβXj = 〈∇XβXj, Xβ〉Xβ +
∑

l 6=1,2,j,β

〈∇XβXj, Xl〉Xl. (3.51)

Utilizando as igualdades (1.5) e (1.6), para todo X ∈ TMn, temos que

X1(ν) = −λb1,
X2(ν) = −µb2,
Xj(ν) = 0, j ∈ {3, . . . , n}.

(3.52)

Além disso, de

∇X1(b1X1 + b2X2) = X1(b1)X1 + b1∇X1X1 +X1(b2)X2 + b2∇X1X2 = νλX1,

concluimos que

X1(b1) = νλ− cνb22
µ− λ

, (3.53)

X1(b2) =
cνb1b2
µ− λ

, (3.54)

b2〈∇X1X2, Xj〉 = 0, para cada j ∈ {3, . . . , n}. (3.55)

Analogamente, derivando T em relação a X2, temos

∇X2(b1X1 + b2X2) = X2(b1)X1 + b1∇X2X1 +X2(b2)X2 + b2∇X2X2 = νµX2,

e portanto,

X2(b1) = −cνb1b2
µ− λ

, (3.56)

X2(b2) = νµ+
cνb21
µ− λ

, (3.57)

b1〈∇X2X1, Xj〉 = 0, para cada j ∈ {3, . . . , n}. (3.58)

Por um lado, pela equação de Gauss (1.3), temos

K(X1, X2) = λµ+ cν2, (3.59)

K(X1, Xj) = λγ + c(1− b21), j ∈ {3, . . . , n}, (3.60)

K(X2, Xj) = µγ + c(1− b22), j ∈ {3, . . . , n}. (3.61)
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Por outro lado, pela definição de curvatura seccional, sabemos que

K(X1, X2) = 〈R(X1, X2)X2, X1〉 = 〈∇X1∇X2X2 −∇X2∇X1X2 −∇[X1,X2]X2, X1〉.

Pelas equações (3.42) e (3.46), obtemos

〈∇X1∇X2X2, X1〉 = X1

(
cνb1
µ− λ

)
,

e então, por (3.52) e (3.53),

〈∇X1∇X2X2, X1〉 =
cλ(ν2 − b21)
µ− λ

− ν2b22
(µ− λ)2

. (3.62)

Utilizando (3.43), (3.45), (3.52) e (3.57),

−〈∇X2∇X1X2, X1〉 = 〈∇X1X2,∇X2X1〉 −X2〈∇X1X2, X1〉

=
n∑
j=3

〈∇X2X1, Xj〉2
(λ− γ)

µ− γ
−X2

(
cνb2
µ− λ

)
=

n∑
j=3

〈∇X2X1, Xj〉2
(λ− γ)

µ− γ
− cµ(ν2 − b22)

µ− λ
− ν2b21

(µ− λ)2
.

(3.63)

Observe que

∇[X1,X2]X2 =
cνb2
µ− λ

∇X1X2 +
n∑
j=3

〈∇X2X1, Xj〉
(λ− γ)

µ− γ
∇XjX2+

+
cνb1
µ− λ

∇X2X2 −
n∑
j=3

〈∇X2X1, Xj〉∇XjX2.

Assim,

−〈∇[X1,X2]X2, X1〉 = −ν
2(b21 + b22)

(µ− λ)2
+

n∑
j=3

〈∇X2X1, Xj〉〈∇XjX2, X1〉
(

1− (λ− γ)

µ− γ

)
.

Por (3.47) e (3.49), temos que

〈∇XjX2, X1〉 = 〈∇X2Xj, X1〉
(γ − λ)

µ− λ
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e então

− 〈∇[X1,X2]X2, X1〉 = −ν
2(b21 + b22)

(µ− λ)2
−

n∑
j=3

〈∇X2Xj, X1〉2
(γ − λ)

µ− λ

(
1− (λ− γ)

µ− γ

)
. (3.64)

Logo, somando (3.62) com (3.63) e (3.64) e igualando a (3.59), obtemos

2ν2(1− ν2)
(µ− λ)2

+ 2cν2 + λµ+
c(b21λ− b22µ)

µ− λ
− 2(λ− γ)

µ− γ

n∑
j=3

〈∇X2X1, Xj〉2 = 0. (3.65)

Procedendo de maneira análoga para K(X1, Xj) e K(X2, Xj) concluimos, para cada j ≥ 3,

cλ(ν2 − b21)
γ − λ

− ν2

γ − λ

(
b21

γ − λ
+

b22
µ− λ

)
+

ν2b22
(µ− λ)(γ − µ)

− λγ − c(1− b21) +

−2(µ− λ)

γ − µ
〈∇XjX1, X2〉2 = 0, (3.66)

cµ(ν2 − b22)
γ − µ

+
ν2

γ − µ

(
b21

µ− λ
− b22
γ − µ

)
− ν2b21

(γ − λ)(µ− λ)
− µγ − c(1− b22) +

+
2(µ− λ)

γ − λ
〈∇XjX1, X2〉2 = 0. (3.67)

Por (3.58), temos b1〈∇X2X1, Xj〉 = 0, para cada j ∈ {3, . . . , n}. Suponha que b1(p) = 0,

para todo p ∈ U ⊂ Mn. Então T é uma direção principal. Como estamos supondo ν 6= 0,

pelo Teorema 3.1.2, temos que c = −1 e g = 2, o que é um absurdo pois, por hipótese,

g = 3. Assim, deve existir um p0 tal que b1(p0) 6= 0. Então, por continuidade da função

b1, existe uma vizinhança V ⊂ U ⊂ Mn de p0 tal que b1(p) 6= 0, para todo p ∈ V . Logo,

〈∇X2X1, Xj〉 = 0, em V , para cada j ∈ {3, . . . , n}.
Pelas equações (3.31) e (3.35) concluimos que

〈∇X2X1, Xj〉 = 0⇔ 〈∇X1X2, Xj〉 = 0⇔ 〈∇XjX1, X2〉 = 0, para cada j ∈ {3, . . . , n}.

E portanto, pelas equações (3.65), (3.66) e (3.67), obtemos em V , respectivamente,

2ν2(1− ν2)
(µ− λ)2

+ 2cν2 + λµ+
c(b21λ− b22µ)

µ− λ
= 0, (3.68)

cλ(ν2 − b21)
γ − λ

− ν2b21
(γ − λ)2

+
ν2b22

(γ − µ)(γ − λ)
− λγ − c(1− b21) = 0, (3.69)
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cµ(ν2 − b22)
γ − µ

− ν2b22
(γ − µ)2

+
ν2b21

(γ − µ)(γ − λ)
− µγ − c(1− b22) = 0. (3.70)

Substituindo b22 por 1− ν2 − b21 na equação (3.68), obtemos

−cb21
(λ+ µ)

µ− λ
= λµ+ 2cν2 − cµ(1− ν2)

µ− λ
+

2ν2(1− ν2)
(µ− λ)2

.

Com argumentos análogos aos do Corolário 3.3.2, concluimos que λ+ µ 6= 0. Então

b21 = ν4
2c

(µ+ λ)(µ− λ)
+ ν2

(µ− λ)(−3µ+ 2λ)− 2c

(µ+ λ)(µ− λ)
+

µ

µ+ λ
(1− cλ(µ− λ)) . (3.71)

Somando (3.69) com (3.70) temos

cν2
(

λ

γ − λ
+

µ

γ − µ

)
− cλb21
γ − λ

− cµb22
γ − µ

− ν2b21
(γ − λ)2

− ν2b22
(γ − µ)2

+

+
ν2(1− ν2)

(γ − µ)(γ − λ)
− γ(µ+ λ)− c(1 + ν2) = 0. (3.72)

Substituindo em (3.72) b22 por 1− ν2 − b21 obtemos

ν4
(µ− λ)

(γ − µ)2(γ − λ)
+ ν2

(
−(µ− λ) + cλ(γ − µ)2 + 2cµ(γ − µ)(γ − λ)

(γ − µ)2(γ − λ)
− c
)
− cγ

γ − µ
+

−γ(µ+ λ) + cb21

(
µ

γ − µ
− λ

γ − λ

)
+ ν2b21

(
1

(γ − µ)2
− 1

(γ − λ)2

)
= 0. (3.73)

Substituindo (3.71) em (3.73) observamos que a maior potência de ν nessa última equação

é ν6, que tem por coeficiente

(
1

(γ − µ)2
− 1

(γ − λ)2

)
2c

(µ+ λ)(µ− λ)
. Se esse termo não for

nulo, a equação será de grau 6 com coeficientes constantes reais, onde a variável é a função

ν. Caso contrário, isto é, se (γ − λ)2 = (γ − µ)2 temos γ − λ = γ − µ ou γ − λ = −(γ − µ).

Se γ − λ = γ − µ então λ = µ, o que contradiz a hipótese de λ 6= µ. Se γ − λ = −(γ − µ)

então µ− λ = 2(γ− λ). Assim, a maior potência de ν será de ordem 4 e o coeficiente de ν4 é
1

(γ − µ)2
, que é não nulo. Logo, nesse caso, teŕıamos uma equação biquadrada de coeficientes

constantes reais na variável ν.

Logo, supondo a existência de duas curvaturas principais constantes de multiplicidade 1

e ν(p) 6= 0, para todo p ∈ Mn, temos que a função ν deve satisfazer essa equação. Dessa

forma, a função ν será constante e portanto o campo T é uma direção principal. Mas então,

pelo Teorema 3.1.2, temos c = −1 e g = 2, o que é um absurdo, pois estamos supondo g = 3.
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Concluimos assim que não podem existir duas curvaturas principais constantes de multi-

plicidade 1, supondo ν(p) 6= 0, para todo p ∈Mn.

Com os resultados anteriores, estamos preparados para provar o seguinte teorema de

classificação local das hipersuperf́ıcies em Qn
c×R, n 6= 3, com curvaturas principais constantes

e g ∈ {1, 2, 3}.

Teorema 3.3.4. Seja f : Mn → Qn
c × R uma hipersuperf́ıcie com curvaturas principais

constantes.

(i) Se g = 1 e n ≥ 2 então f(Mn) é um subconjunto aberto de Qn
c ×{t0}, para algum t0 ∈ R,

ou de um produto Riemanniano Mn−1×R. Nesse último caso, para c = 1, Mn−1 é uma

esfera totalmente geodésica em Sn e, para c = −1, Mn−1 é um hiperplano totalmente

geodésico em Hn.

(ii) Se g = 2 e n ≥ 2 então c = −1 e f é localmente dada por f(x, s) = hs(x) + Bs∂/∂t,

para algum B ∈ R, B > 0, com Mn = Mn−1 × I, onde hs é uma famı́lia de horosferas

em Hn, ou f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano Mn−1 × R.

Nesse último caso, se c = 1 então Mn−1 é uma esfera não totalmente geodésica em Sn e,

se c = −1, Mn−1 é uma hipersuperf́ıcie equidistante, uma horosfera ou uma hiperesfera

em Hn.

(iii) Se g = 3, n ≥ 4 e as multiplicidades das curvaturas principais são constantes, então para

c = 1, f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano Sp(r)× Sq(s)×R,

com n = p + q + 1 e r2 + s2 = 1, ou do produto Mn−1 × R, onde Mn−1 é uma

hipersuperf́ıcie de Cartan para n ∈ {4, 7, 13, 25}. Se c = −1, f(Mn) é um aberto do

produto Riemanniano Sk ×Hn−k−1 × R.

Demonstração. (i) Suponha que g = 1. Se ν ≡ 0 então o campo T é uma direção principal

com curvatura principal correspondente λ = 0, pois X(ν) = −〈AX, T 〉, para todo X ∈ TM .

Assim, f umb́ılica implica que todas as curvaturas principais são nulas. Logo f é totalmente

geodésica.

Suponha agora que ν(p) 6= 0, para todo p ∈M . Seja {X1, X2, ..., Xn} um referencial local

ortonormal de f . Podemos escrever T =
∑n

i=1 biXi. Por hipótese, temos que AXi = λXi para

todo i ∈ {1, ..., n}, onde λ é uma constante em R.

Pela equação de Codazzi temos,

∇XiAXj −∇XjAXi − A[Xi, Xj] = cν(bjXi − biXj),
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o que implica em 0 = λ[Xi, Xj]−λ[Xi, Xj] = cν(bjXi−biXj). Uma vez que ν 6= 0 e Xi e Xj são

linearmente independentes para i 6= j, temos que ter bi = bj = 0 para todo i, j ∈ {1, ..., n}.
Assim, T = 0 e portanto f(Mn) é localmente um subconjunto aberto de uma fatia Qn

c ×{t},
o que prova o item (i).

(ii) Considere agora g = 2. Observe que pela Proposição 1.2.1, as multiplicidades das

curvaturas principais são constantes. Dividiremos esse caso em dois subcasos: n = 2 e n ≥ 3.

Caso 1: n = 2

Fazendo b22 = 1− ν2 − b21 na equação (3.13) obtemos,

−cb21
(λ1 + λ2)

λ2 − λ1
= λ1λ2 + 2cν2 − cλ2(1− ν2)

λ2 − λ1
+

2ν2(1− ν2)
(λ2 − λ1)2

.

Pelo Corolário 3.3.2, temos que λ1 + λ2 6= 0 e assim,

b21 = −c(λ2 − λ1)
λ1 + λ2

{
λ1λ2 + 2cν2 − cλ2(1− ν2)

λ2 − λ1
+

2ν2(1− ν2)
(λ2 − λ1)2

}
. (3.74)

Substituindo b21 = 1− ν2 − b22 na equação (3.13) obtemos,

− 2ν4 + ν2D + b22E = F, (3.75)

onde,D = 2c(λ2−λ1)2−cλ1(λ2−λ1)+2, E = −c(λ22−λ21) e F = −λ1λ2(λ2−λ1)2−cλ1(λ2−λ1).
Derivando a equação (3.75) em relação a X2, temos que

− 8ν3X2(ν) + 2νX2(ν)D + 2b2X2(b2)E = 0. (3.76)

Por (3.18),

X2(b2) = νλ2 +
cν(b1)

2

λ2 − λ1
,

e por (3.19), X2(ν) = −λ2b2. Então, se λ2 = 0 temos X2(ν) = 0 e pela equação (3.76),

b2X2(b2) = 0 o que implica em b2 = 0 ou, caso contrário, ν = 0 ou b1 = 0. Se ν ≡ 0, então

T é uma direção principal. Se ν 6= 0, então b2 = 0 ou b1 = 0. Suponha que existe x0 tal que

b1(x0) 6= 0, então, por continuidade, existe uma vizinhança V de x0, tal que b1(x) 6= 0, para

todo x ∈ V . Assim, b2(x) = 0, para todo x ∈ V e T é uma direção principal. Ou seja, se

λ2 = 0, então T é uma direção principal.

Suponha que λ2 6= 0. Então b2 = −X2(ν)

λ2
e pela equação (3.76) temos

X2(ν)

{
−8ν3 + 2νD − 2E

λ2
X2(b2)

}
= 0.
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Logo, X2(ν) = 0 ou −8ν3 + 2νD − 2E

λ2
X2(b2) = 0.

Se X2(ν) = 0 temos b2 = 0 e portanto T é uma direção principal. Caso contrário,

−8ν3 + 2νD − 2E

λ2

(
νλ2 +

cν(b1)
2

λ2 − λ1

)
= 0.

Então,

− 8ν3 + 4ν + 4cν(λ2 − λ1)2 − 2cνλ1(λ2 − λ1) + 2cν(λ22 − λ21) +
2ν(λ2 + λ1)

λ2
b21 = 0. (3.77)

Por (3.74), temos que

2ν(λ2 + λ1)

λ2
b21 = −2cνλ1(λ2 − λ1) + 2ν(1− ν2)− 4ν3(λ2 − λ1)

λ2
− 4cν3(1− ν2)

λ2(λ2 − λ1)
. (3.78)

Substituindo (3.78) em (3.77), obtemos

4c

λ2(λ2 − λ1)
ν5 − ν3

(
10 + 4

(λ2 − λ1)2 + c

λ2(λ2 − λ1)

)
+ 6ν

(
1 + c(λ2 − λ1)2

)
= 0.

Observe que
4c

λ2(λ2 − λ1)
6= 0 e assim, obtemos uma equação de grau 5 onde a variável é a

função ν.

Note que ν ≡ 0 é uma solução para essa equação e nesse caso, T é uma direção principal.

Se existirem outras soluções para essa equação, então a função ν é constante e portanto T é

uma direção principal.

Assim, conclúımos para g = 2 e n = 2 que T é uma direção principal. Analisaremos agora,

o que ocorre quando ν ≡ 0 e ν 6= 0.

Se ν 6= 0, então a superf́ıcie é localmente dada pelo Teorema 3.1.2. Se ν = 0 então a

superf́ıcie é um cilindro sobre uma curva, f(M2) = α×R, onde α é um ćırculo não totalmente

geodésico em S2, para c = 1, ou α é uma curva equidistante, um horociclo ou um ćırculo

hiperbólico em H2, para c = −1.

Caso 2: n ≥ 3

Se ν(p) 6= 0, para todo p ∈ M , pelo Teorema 3.2.1, f possui pelo menos uma curvatura

principal de multiplicidade 1. Uma vez que n ≥ 3 e g = 2, existe uma única curvatura de

multiplicidade 1 e pela Proposição 3.2.4, T é uma direção principal correspondente a essa

curvatura. Portanto f é dada pelo Teorema 3.1.2. Observe que pela Proposição 1.1.10 essas

hipersuperf́ıcies são de rotação.

Se ν ≡ 0 então f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano Mn−1×R,
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onde Mn−1 é uma hipersuperf́ıcie de Qn
c . Uma vez que a curvatura principal correspondente

ao fator R é nula e pelo Teorema 1.2.3, e também no caso c = 1 a outra curvatura não pode

ser nula, temos que ter Mn−1 isoparamétrica umb́ılica não totalmente geodésica em Qn
c , o

que prova o item (ii).

(iii) Suponha agora que g = 3. Para ilustrar o caso n ≥ 4, faremos uma tabela, para

n ∈ {4, 5, 6, 7, 8}, com as posśıveis multiplicidades das curvaturas principais de acordo com

a dimensão n. No que segue, m(λ), m(µ) e m(γ) denotarão as multiplicidade de λ, µ e γ,

respectivamente.

Dimensão m(λ) m(µ) m(γ)

n=4 1 1 2

n=5 1 1 3
1 2 2

1 1 4
n=6 1 2 3

2 2 2

1 1 5
n=7 1 2 4

1 3 3
2 2 3

1 1 6
n=8 1 2 5

1 3 4
2 2 4
2 3 3

Tabela 3.1: Posśıveis multiplicidades para as curvaturas principais

De acordo com a dimensão considerada, podem existir três possibilidades para as multi-

plicidades das curvaturas principais: duas curvaturas possuem multiplicidade 1, apenas uma

curvatura tem multiplicidade 1 ou todas as curvaturas possuem multiplicidades ≥ 2. Vamos

analisar cada um desses casos.

Caso 1) Suponha que duas curvaturas possuem multiplicidade 1.

Pela Proposição 3.3.3, não pode acontecer ν(p) 6= 0, para todo p ∈Mn. Portanto, ν ≡ 0 e

consequentemente, f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano Mn−1×R.

Logo, uma das curvaturas é nula.

Para c = −1, λ = 0 e as curvaturas principais de uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica com

g = 2 em Hn satisfazem µγ = 1 e portanto, λ = 0 tem multiplicidade 1. Temos que f(Mn) é

localmente S1 ×Hn−2 × R ou Sn−2 ×H1 × R.
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Para c = 1 e n ≥ 4, f(Mn) é um subconjunto aberto S1 × Sn−2 × R. Além disso, para

n = 4, também pode ocorrer que f(Mn) é localmente dada por M3×R, onde M3 é um tubo

sobre uma Veronese em S4.

Caso 2) Suponha que apenas uma curvatura tem multiplicidade 1.

Se ν(p) 6= 0, para todo p ∈Mn, pela Proposição 3.2.4, o campo T é uma direção principal

e pelo Teorema 3.1.2, temos que c = −1 e g = 2, o que não pode ocorrer. Portanto ν ≡ 0

e f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano Mn−1 × R. Nesse caso a

curvatura que tem multiplicidade 1 é λ = 0. A seguir, explicitamos Mn−1 nos casos c = −1

e c = 1.

Para c = −1, temos que f(Mn) é um subconjunto aberto de Sk×Hn−k−1×R, com k ≥ 2

e n ≥ 5. Para c = 1, f(Mn) é um subconjunto aberto de Sk×Sn−k−1×R, com k ≥ 2 e n ≥ 5.

Caso 3) Finalmente, suponha que todas as curvaturas possuem multiplicidades ≥ 2.

Pela Observação 3.2.2, temos que ν ≡ 0 e assim uma das curvaturas principais é λ = 0.

Além disso, f(Mn) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano Mn−1 × R.

Portanto, para c = −1, pelo Teorema 1.2.3, não existem hipersuperf́ıcies isoparamétricas

não totalmente geodésicas em Hn com uma curvatura principal nula. Nesse caso, λ = 0 teria

multiplicidade 1, o que não pode ocorrer.

Para c = 1, as hipersuperf́ıcies isoparamétricas em Sn com g = 3, são as hipersuperf́ıcies de

Cartan. Essas hipersuperf́ıcies possuem uma curvatura principal nula. Logo, esse caso ocorre

para n ∈ {7, 13, 25} e f(Mn) é localmente Mn−1 × R, onde Mn−1 é uma hipersuperf́ıcie de

Cartan em Sn.

Observação 3.3.5. As hipersuperf́ıcies classificadas pelo Teorema 3.3.4 possuem função ν

constante e pelo Corolário 2.3.6, elas são isoparamétricas em Qn
c × R.
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