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Resumo

ARRIETA, E. A. Algebras algébricas absolutamente valuadas. 2012. 120 f. Dissertacio
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo,
2012.

O objetivo da dissertacao é provar que toda algebra, sobre o corpo dos ntimeros reais,
algébrica e absolutamente valuada é de dimensao finita, e portanto isétopa a R, C, H ou
D. Observamos que H é a algebra real dos Quatérnios e D a algebra real dos Octonios.
A demonstracao do resultado é feita gradualmente, considerando inicialmente 4lgebras reais
absolutamente valuadas algébrica com unidade, a seguir com unidade e finalmente, algébrica.
Na demonstracao do teorema serd necessario combinar resultados nao triviais de algebras
nao associativas, analise funcional, dlgebras de Banach e técnicas de ultraprodutos de espacos
normados.

As algebra absolutamente valuadas nao sao necessariamente associativas. Abraham Adrian
Albert em 1947 mostrou que R, C, H e D sao as tinicas algebras reais absolutamente valuadas
de dimensao finita e com unidade; o mesmo Albert dois anos depois, em 1949, caracterizou
essas mesmas algebras como as tinicas que sao absolutamente valuadas algébricas e com
unidade sobre os reais. Em 1960 Fred B. Wright e Kazimierz Urbanik provaram que R, C,
H e D sao as unicas algebra reais absolutamente valuadas e com unidade. Recentemente,
em 1997, Kaidi El-Amin, Maria Isabel Ramirez e Angel Rodriguez Palacios mostraram que
toda algebra real absolutamente valuadas e algébrica é is6topa a uma de estas quatro. Nosso
objetivo é desenvolver e unificar os resultados obtidos nestes 4 trabalhos.
Palavras-chave: Absolutamente valuada, Algébrica, Isotopa, Algebras de Banach, Ultra-

produtos.
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Abstract

ARRIETA, E. A. Absolute Valued Algebraic Algebras. 2012. 120 f. Dissertagao (Mes-
trado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2012.
Our goal here is to study the absolute valued algebraic real algebras. In order to reach our
intention, we regard an absolute valued real algebra and on which one we impose: First,
such one is finite-dimensional algebra; second; such one is algebraic algebra; third, such one
is with unity; and in the end such one is algebraic algebra.

In the latter case, our aim, it needs of certain classic results of functional analysis and
others one of Banach algebras; then, we reach that such one real algebra is isotope to one of
the classical absolute valued real algebras R, C, H or ID. Where H is the Quaternions real
algebra and D is the Octonions real algebra.

The absolute valued algebras are not necessarily associative. Abraham Adrian Albert
was the first mathematician considering absolute valued algebras in a context not necessarily
associative. In 1947, he proved that any finite-dimensional absolute valued real algebra with
unit element is isomorphic to either real field R, the complex field C, the Quaternions algebra
H or the Octonions algebra ID. Two years later, he demonstrated that R, C, H and D are
the unique absolute valued algebraic real algebras with unit element.

Recently, in 1997, Kaidi El-Amin, Maria Isabel Ramirez and Angel Rodriguez Palacios
proved that any absolute valued algebraic real algebra is finite-dimensional.

Keywords: Absolute valued, Algebraic, isotope, Banach algebras.
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Introducao

As algebras reais absolutamente valuadas de dimensao finita surgem de forma natural ao

considerar as solucoes da seguinte equacao quadratica

n n n
() (3) - 2o
i=1 i=1 i=1
onde x1, ..., Tpn, Y1, ..., Yo Sa0 indeterminadas independentes e z; = szzl @ik T ;Y COM Qyjk
niimeros reais.

Adolf Hurwitz (1859 — 1919) mostrou em 1898 que se existir uma solugao para dita equa-
cao quadratica, entaon = 1, 2, 4 ou 8. O teorema mostrado por A. Hurwitz estabelece que
toda algebra com unidade sobre o corpo dos ntimeros reais de dimensao finita e absoluta-
mente valuada, com norma induzida por um produto interno, é isomorfa a R, C, H ou D.
Portanto, sua dimensao é 1, 2, 4 ou 8. Observamos que, H é a &lgebra real dos Quatérnios
e D a algebra real dos Octonios.

A partir desse teorema de A. Hurwitz, temos duas linhas de pesquisa bem definidas:

i) A algebra é considerada sobre qualquer corpo de caracteristica diferente de dois e a di-
mensao nao é necessariamente finita. Nesta dire¢ao, N. Jacobson, em [15], mostrou uma
generalizacdo do teorema de A. Hurwitz através das algebras de composicao. Tal prova
é a matéria na Secao 1.1 do Capitulo 1. Vale a pena dizer aqui que em um trabalho de
Irving Kaplansky, [17], ele mostrou o mesmo resultado, e nesta dissertagao consideramos
algumas das ideias da prova dada por Kaplansky para desenvolver a demonstracao feita

por N. Jacobson.

ii) Na outra dire¢do, a algebra é absolutamente valuada sobre o corpo dos niimeros reais
e a norma nao é necessariamente induzida por um produto interno. Foi A.A. Albert,
em [1|, o primeiro em caracterizar as algebras reais absolutamente valuada e de di-
mensao finita. O Teorema 1.6 apresenta tal caracterizagao. Albert, em [2]|, mostrou que
o mesmo resultado é verdadeiro se a dlgebra é algébrica. O Teorema 1.8 contém dita

caracterizacdo. E esta segunda linha a direcdo nesta dissertacao.

Outro autor que obteve avangos importantes nesta tltima direcao é Freb. B. Wright, [31],
quem mostrou que toda algebra real absolutamente valuada com unidade e de divisao é

isomorfa com R, C, H ou D. O mesmo F. B. Wright junto com Urbanik Kazimierz em [30],

xiil



Xiv INTRODUCAO

mostraram que os resultados obtidos por Albert sao verdadeiros somente com as hipdteses
que a algebra seja absolutamente valuada com unidade. O Teorema 1.9 corresponde a prova
dada por eles e em seguida damos um exemplo, segundo [30], que mostra a existéncia de
algebras absolutamente valuadas de dimensao infinita e assim encerramos o Capitulo 1.
Em [9], os autores K. El-Amin, M.I. Ramirez e A.R. Palacios, mostram que se uma &l-
gebra real absolutamente valuada é algébrica, entao é de dimensao finita. Nesta dissertacao
é apresentado, nos Capitulos 2 e 3, a matéria desenvolvida nesse trabalho mas a ordem
dos assuntos é bem diferente. Na verdade os dois ultimos capitulos apresentam uma bonita
combinacao entre alguns topicos da analise funcional, algebras de Banach e a teoria de ultra-
produtos de espacos normados. Entre os resultados do Capitulo 2 destacamos o Corolario 2.1
que estabelece uma condicao suficiente para que uma algebra real absolutamente valuada
seja de dimensao finita. E importante também o Corolario 2.4 pois, é utilizado de forma
direta na prova do Teorema 3.2. De igual forma ¢é importante neste capitulo as proposicoes
2.3, 2.4 e 2.5; ja que sao utilizadas de forma direta na prova de nosso objetivo, Teorema 3.2.
O Capitulo 3 corresponde a matéria sobre ultraprodutos sendo o resultado principal o Teo-
rema 3.1, também é importante neste capitulo o Corolario 3.4 o qual da a existéncia de um
elemento de norma um em uma algebra real algébrica absolutamente valuada, sobre o qual

a norma é Fréchet diferenciavel.



Capitulo 1

Algebras Absolutamente Valuadas

O objetivo desta dissertacao é estudar as algebras algébricas absolutamente valuadas
sobre o corpo dos ntimeros reais. Uma algebra A, diferente de zero, é dita dlgebra absolu-
tamente valuada, que nos abreviamos por a.a.v., se existir uma norma ||.|| sobre A tal que
lzyll = ||z| ||yl para todo z,y € A, e uma algebra A chama-se algébrica se para cada x
em A, a subalgebra gerada por z, denotada por A(z), é de dimensdo finita. Se a norma
|||l em A satisfaz ||xy| < ||z ||y||, para todo z,y € A, entdo A chama-se dlgebra normada.
Obviamente, as algebras absolutamente valuadas sao normadas.

As &lgebras reais absolutamente valuadas de dimensao finita surgem de forma natural
no famoso problema de Adolf Hurwitz. Consideremos a seguinte equacao quadratica

(Z ) (z y) Sy (L)

onde 1, ..., Ty, Y1, ---, Yp sa0 indeterminadas independentes e

n
Zp = E Qijk LYk

J,k=1

com a;;; nimeros reais, isto implica que z; = 2z;(X,Y) é uma forma bilinear em X =
(1, .., zn) €Y = (Y1, ..., yn). A. Hurwitz mostrou que existem somente solu¢oes nao-triviais,
nos termos a;ji, para a equagao acima, quando n = 1,2,4 ou 8.

Observamos que se {a;ji}, <, ; <, ¢ Wma solugao para (1.1), entdo podemos definir uma
algebra A, sobre o corpo dos reais, de dimensao n, com produto e;e; = Y, a;jrex, onde
{e1,...,e,} & uma base de A como R-espago vetorial. Se consideramos ||.||, a norma em A
induzida pelo tnico produto interno que faz a base {ey, ..., e,} ortonormal, entao a equagao
(1.1) implica que ||zy|| = ||z||||ly|| para todo x,y € A, isto ¢, A é uma R-algebra absoluta-
mente valuada.

Reciprocamente, suponhamos A uma algebra real absolutamente valuada de dimensao
finita, com norma definida através de um produto interno. Seja {ey, ..., e,} uma base orto-
normal de A e {aijk}KZ.’j’Kn as constantes de estrutura de A em relacao a esta base, isto é,
€ie; = >y WijkCr- Se z :_Z?:l Tie; ey = 2?21 y,je; sao dois elementos arbitrarios em A,
entdo como A é uma algebra absolutamente valuada, segue que ||zy||* = [|z|*||ly||?, isto é,

H Z az‘jk:)fiyjekuz _ H inei ‘Zyjej
hgk=1 i=1 =

27]7 =

2 ‘ 2




2 ALGEBRAS ABSOLUTAMENTE VALUADAS 1.0

Portanto,

n n

n 2 n
< Z az’jkxiyj> = (Z $i2> (Z ij)‘
k=1 ij=1 i=1 j=1

Assim, {aijn},; <, ¢ uma solugao da equagao (1.1).

Consequentemente, a equagao (1.1) possui solugbes nado triviais para um inteiro positivo
n se, e somente se, existir uma algebra real absolutamente valuada de dimensao n, com
norma induzida por um produto interno.

Vamos ilustrar, com alguns exemplos, como esta correspondéncia nos permite determinar
solugdes para a equagdo (1.1) de maneira natural.

Caso n = 1. R é uma R- algebra absolutamente valuada com relagao & norma induzida
pelo produto interno (a,b) = ab, e {1} é uma base ortonormal. Assim, a;;; = 1 e, portanto,
uma solu¢ao de (1.1) para n = 1 é dada por

z?y® = (zy)*.

Caso n = 2. Seja A = C a R-élgebra dos nimeros complexos. C é uma R-algebra
absolutamente valuada com norma induzida pelo produto interno usual dos complexos, onde
{1,i} é uma base ortonormal. As constantes de estrutura desta base sao

a111 = 1,a112 = 0,a121 = 0,a122 = 1, a211 = 0,a212 = 1,a201 = —1,a22 =0
que determinam a seguinte solugao para (1.1),
(@] + 23) (F +13) = (z1y1 — T2p2)” + (22y1 + T192)°

Caso n = 4. Seja A = H, a R-algebra dos Quatérnios. H é uma &algebra de dimensao
quatro e possui uma base, ® = {1,1, j, k}, com tabela de multiplicacao dada por

L1 7 [ 5] k
i [ =1 &k [ =5
JTi =kl =17 i
Kk 5 [ =i -1

Tabela 1.1: Tabela do produto dos Quatérnios

Se x = x11 429t +x3) + x4k e y = y1 1+ yot + y37 + ys4k sao dois elementos arbitrarios em
H, entao definimos seu produto interno por (z,y) = Zle x;y;- Em relacao a este produto
escalar, a base ® é ortonormal. Se T = 211 — 297 — x3j — x4k, é 0 conjugado de x, obtemos
que
TY=yT e T =,

para cada x,y € H. Para a norma induzida pelo produto escalar, dada por

lz]l = V/(z,2) = Va,

segue que [ay|? = (xy) (@) = 2(y7)T = («7)(7) = llz|*lyll>. Assim, H ¢ uma R-slgebra
absolutamente valuada e, portanto, as constantes de estrutura {aijk}1<ij w<4> Para a algebra
H em relagio a base ®, determinam uma solugao para a equagao (1.1) dada por



(27 + 25+ a5 +23)(yf +y5 +ys + i) =21 + 25 + 25 + 23,

CcoI1n

21 = T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — T4Y4,
2y = XTaY1 + T1Y2 — T4Y3 + T3Y4,
Z3 = T3Y1 + TalY2 + T1Y3 — TaYu,
Z4 = TaY1 — T3Y2 + T2Y3 + T1Ya-

Esta solucgao foi descoberta por Euler no século XV 111, esquecida, e redescoberta por Hamil-
ton no século XIX, ver [29]. Ao pouco tempo da redescoberta de Hamilton, Cayley descobriu
uma identidade similar para 8-quadrados, que mostramos a seguir.

Caso n = 8. Seja A = D a R-algebra dos Octonios. Temos que D é uma algebra de
dimensdo oito e possui uma base, que denotaremos por ® = {1,4,7, k, iy,1i9,143,44}, com
tabela do produto dada por

HEBEEREFARA NN
LIl i | 5 k [ i | iz | i3 | ia
i 13 | =1 k | —j || 42 | —i1 | —ia | 43
FT G =k | =11 i | 43 | ia | =1 | —is
Ll k| 7 | =i | =L 44 | —i3]| 42 | 01
i T an | —in | —i3 | —ia | =1 ] 4 | § | k
io || da | 41 | —ia | 43 || =3 | =L | —k | J
is | i3 | s | 41 | —ia || —j | Kk | =1 | —i
i | i | —i3 | 4o | 41 || =Kk | —j | @ | -1

Tabela 1.2: Tabela do produto dos Octénios

A base ® é ortonormal com respeito ao produto interno definido por

8
<$7 y> = Z Y,
=1

para x = x11 + x91 + 3] + x4k + T511 + Tl + X703+ xgig € Y = Y1 1 + Yot + y3J + yak + ysi1 +
Yglo + Yris + ysig elementos arbitrarios da algebra ID. A norma induzida por este produto
escalar é dada por ||z|| = v/(z, x), para cada elemento = em D.

Se x = x11 4+ w91 + 23] + T4k + 2511 + Tlo + 2713 + T524 em D, entao o conjugado de x é
definido por T = z11 — x9i — 23] — x4k — X511 — Tgis — T7i5 — xgis. B imediato mostrar que
a aplicacao — : D — D, dada por = — T satisfaz as seguintes propriedades:

(z+y)=z+y, 1=1 T=uz,

para todo z, y em D.

A algebra real dos Octénios pode ser obtida da algebra real associativa dos Quatérnios
através do processo de duplicacao de Cayley-Dickson. Através deste processo podemos iden-
tificar cada elemento de D como um par de elementos de H. Dado z = z11 + 29t + 237 +
x4k + x501 + w6ia + x7i3 + 814 € D, representamos x como um par de quatérnios x = (a, b)
com a = w11 + 91 + x3j + x4k € b = 251 + 261 + 277 + gk em H. Assim, a base ® de D, é
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identificada com os pares

{(1,0), (¢,0), (4,0), (k,0),(0,1), (0,4), (0, 5), (0, k) }.
A soma e o produto dos pares é dada por:

(a,0) + (¢,d) = (a + ¢,b+d),
(a,b) - (c,d) = (ac — db, da + be).

Com esta identificacdo, o conjugado de = = (a,b) é, (a,b) = (@, —b), onde @ é o conjugado
de a em H. Dai, é facil mostrar que

para todo z, y em D. De fato, se y = (c,d), entdo zy = (ac — db, da + be), portanto
Ty = (¢a — bd, —da — be) = (¢,—d)(a, —b) = yT. Finalmente,

lzyll* = l(zy)@D)l| = [|(ac — db, da + be)(¢a@ — bd, —da — be)]|
[1([lal[*llel[* — acbd — dbea + |[b][*[|d][* + ||al *||d||* + @@ + ua + [[b]*||c]|*, 0)]]
1C(lall® + 1lP) el *1d]?) — au — @ + ua + @@, 0)]]
= [CCUlall* + [BIF) el + 11dl1*), 0)1] = (Hal[* + [BI) (el I* + [ld] %) = [lzI Iy,

onde u = cbd. Portanto, I é uma algebra real absolutamente valuada. Assim, as constantes
de estrutura da algebra, com respeito a base ortonormal ®, determinam uma solucao para

a equacdo (1.1) dada por
8 8 8
() (30) -2
i=1 i=1 i=1

onde

21 = T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — T4lY4 — TsYs — TeYe — T7Y7 — L8YS,
2y = T1Y2 + T2Y1 + T3Ys — T4Y3 + Ts5Ye — TeYs — T7Ys + TglYr,
Z3 = T1Y3 — T2Ya + T3Y1 + TaY2 + TsY7 + TeYs — T7Ys — TsYs,
Z4 = T1Y4 + ToYs — T3Y2 + TaY1 + TsYs — TeY7 + T7Ye — T8Ys,
25 = T1Ys — T2lYe — T3Y7 — Tal¥s + TsY1 + TeY2 + T7Ys + TgYa,
26 = T1Ye + TaYs — T3Ys + TaY7 — TsY2 + TeY1 — T7Ys + TY3,
27 = T1Y7 + T2Ys + T3Ys — TaYe — T5Y3 + TeYa + T7Y1 — TglY2,
28 = T1Ys — XT2Y7 + T3Ye + TaYs — TsYs — TeY3 + TrY2 + TeYi.

O famoso resultado que A. Hurwitz mostrou estabelece o seguinte :

Teorema 1.1 Seja F um corpo de caracteristica diferente de 2. Se existir uma identidade

(@4 ap) i+ ) =2+t
para todo x1,...,Tn,Y1,--.,Yn em F, onde cada z, € uma funcao F-bilinear nas x’s e y’s,
entaon =1,2,4 ou 8.

A prova original de Hurwitz foi sobre o corpo F = C, porém a prova também é valida sobre
qualquer corpo F de caracteristica diferente de dois. Se a caracteristica de [ for dois entao
existe uma solucao para a relacao acima para todo n, ji que em caracteristica 2 a suma de
quadrados também é um quadrado.
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Observamos que uma algebra real absolutamente valuada de dimensao finita, induzida
por uma solugao da equagao (1.1), ndo é necessariamente com unidade. Esta situagao nos leva
a introduzir uma bonita idéia de A.A. Albert, o conceito de algebras is6topas, que nos permite
relacionar as dlgebras absolutamente valuadas sem unidade com as algebras absolutamente
valuadas com unidade. Seja A uma R-&lgebra absolutamente valuada de dimensao finita

(ndo necessariamente com unidade). Entao, para cada a € A com ||a|| = 1, os operadores em
A dados por R, : x — za, L, : * — ax, multiplicacao a direita e multiplicacao a esquerda
respectivamente, satisfazem ||R,(z)|| = ||za|| = ||z| = ||az|| = ||La(z)]]. Assim, R, e L, sao

aplicacoes lineares injetoras e, como A é de dimensao finita, sao bijetoras. Dai, R, e L, sao
operadores ortogonais e, portanto, R, ! e L, ! também sao ortogonais. Fixado um a € A de
norma um, definimos um novo produto, denotado por 7, em A dado por
vy =R (2)L, ().
Obtemos assim, uma nova algebra real absolutamente valuada com a mesma norma de A e
onde e = a? é unidade, visto que para cada z € A, temos
e-v=R;"a*)L, (z) =al'(x) =2, x-e=R,'(2)L;'(a*) =R, (z)a = .

a a a a a

"

A nova algebra obtida a partir de A e com produto o produto denotado por ”-”, chama-se

dlgebra isdtopa de A (segundo A.A. Albert em [1]).

Definicao 1.1 Duas dlgebras sobre o mesmo corpo, Ay e As, sdo isétopas se sao tguais como
espacos vetoriais e o produto em As, denotado por -, € obtido do produto de Ay, denotado
por justaposicao, através da sequinte formula

z-y="Ti(x)T(y),
sendo T e T operadores nao singulares sobre Ajy.

Temos assim o seguinte fato importante:

Lema 1.1 Toda R-dlgebra absolutamente valuada e de dimensao finita € isétopa a uma
dlgebra real absolutamente valuada com unidade.

Em [8] encontramos que a idéia mostrada acima, pode-se generalizar para algebras sobre
um corpo arbitrario. Seja A um algebra sobre um corpo F tal que existam a,b € A onde L,
e Ry sao bijetoras. Entao A é isd6topa a uma algebra com unidade, com produto definido por
z-y= R, (z)L;(y), com unidade e = ab.

A seguir veremos dois métodos para provar o Teorema de A. Hurwitz. No primeiro,
sao utilizadas as algebras de composicao e o segundo através das algebras absolutamente
valuadas. Em [22] é dada uma outra prova do Teorema de A. Hurwitz usando técnicas de
algebras de Clifford.

1.1 Algebras de Composicao

Nesta secao ¢ dada uma prova do teorema de A. Hurwitz através das algebras de com-
posicao sobre um corpo F de caracteristica diferente de dois. Primeiro mostramos que toda
algebra de composicao é quadratica e alternativa, em seguida introduzimos o processo de du-
plicacao de Cayley-Dickson e mostramos que se Ay é uma subalgebra prépria, de dimensao
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finita, de uma algebra de composicao A tal que 1 € Ay e a forma quadratica é nao dege-
nerada sobre Ay, entdo A contém uma subélgebra isomorfa a duplicacao de Ay . O assunto
nesta se¢ao segue as linhas de [15], [17], [20] e [27].

Observamos, que cada R-algebra absolutamente valuada de dimensao finita com norma
induzida por um produto interno, pode ser considerada como uma algebra de composicao,
portanto, toda R-dlgebra induzida por uma solucdo da equacio (1.1) € isétopa a uma R-
dlgebra de composicao.

Vejamos agora como a teoria das algebras de composigao nos permite provar o Teorema
de A. Hurwitz. Seja A uma F-algebra, com caracteristica de F diferente de dois, e ) : A — F
uma forma quadratica nao degenerada que admite composicao, isto é,

Qry) = Q(2)Q(y), (1.2)

para todo x, y em A. Uma forma quadratica () é nao degenerada se a forma bilinear simétrica
associada

Qr,y) = Qr +y) — Qz) — Qy) (1.3)

e nao degenerada, no sentido que seu radical rad(Q) := {z € A : Q(z,z) = 0} é zero. Uma
dlgebra de composi¢ao € um par formado por uma éalgebra (nao necessariamente associativa)
que possui unidade junto com uma forma quadratica nao degenerada que admite composicao.
Observemos que a lei de composi¢ao dada pela Equacao (1.2) implica que Q(z)Q(1) = Q(x)
para todo x € A, logo

(1) —1.
O trago T & definido por
T(z) :=Q(1,x).
Substituindo em (1.2) o fator y por y + z, obtemos
Qay,x2) = Q(x)Q(y, 2) (z,y,2 € A). (1.4)
Se em (1.4) trocamos x por x + 1, obtemos
Qlzy, 2) + Qy,22) = T(2)Q(y, 2) (z,y,2 € A). (1.5)

Substituindo y por zy em (1.5) temos Q(z(zy), z) + Q(zy,xz) = T(x)Q(zy, z) que combi-
nando com a relagao (1.4) seque

Q(z(zy), 2) + Qx)Q(y, 2) = T(2)Q(xy, 2)-

Portanto, Q(z(zy) — T'(z)zy + Q(x)y, z) = 0 para todo z € A. Como @ é ndo degenerada,
podemos afirmar que

z(zy) — T(z)zy + Q(z)y = 0. (1.6)

Portanto quando y = 1 obtemos que
2 — T(x)r + Q(x)1 =0, (1.7)

para todo elemento x em A. Por outro lado, a subtracao, da equagao (1.7) multiplicada pela
direita por y, e a equagao (1.6), nos determina a relagao x?y = x(zy) para todo x,y € A.
Por dualidade, seque que yx? = (yz)z, para todo z,y € A.

Uma [F-algebra com unidade e caracteristica de F diferente de dois, é dita quadrdtica se
para todo x na algebra, o conjunto {1, z, 2%} é linearmente dependente. Para cada z,y, z € A,
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definimos o associador de A, (z,y, z) por

(7, y,2) = (xy)z — 2(y2)-

Uma algebra é dita alternativa se para todo par de elementos z, y na algebra temos que
(x,z,y) = 0e (y,z,z) = 0. Observamos que uma algebra é alternativa se, e somente se, cada
subalgebra gerada por dois elementos ¢ associativa.

Provamos acima os seguintes resultados.

Lema 1.2 Seja A uma F-dlgebra de composicao sobre um corpo ¥, de caracteristica diferente
de dois. Entao A € alternativa, quadrdtica e satisfaz a identidade

2 — T(z)z + Q(z)1 =0,
para todo elemento x em A.

Lema 1.3 Em toda dlgebra alternativa sobre um corpo F de caracteristica diferente de 2, te-
mos que o associador € uma aplicacao trilinear alternada e satisfaz a identidade de Moufang,
18to €,

(zx)(yz) = z(xy)z, (Identidade de Moufang)

para todo x, y, z na dlgebra.

Demonstracgao:
Para mostrar que o associador ¢ uma aplicagao alternada é suficiente provar que (z,y,x) = 0
para todo x, y na algebra. Linearizando a identidade (x,z,y) = 0 obtemos que (z,z,y) =
—(z,x,y) e portanto (x,y,x) = —(y,z,z) = 0.
Como o associador é uma aplicacdo alternada temos que, (z,z,y) = (z,y, 2) para todo
x, Yy, 2z na algebra, isto é,
(22)y + z(yz) = z(zy) + (zy)2 (1.8)

Se substituimos z por zz na equagao (1.8) obtemos (2%z)y+ (22)(yz) = 2((z2)y) + ((zz)y) 2.
Se agora substituimos y por yz na mesma equagio (1.8) segue que, (27)(yz) + z(yz?) =
z(xz(yz)) + (z(yz))z. Entao, somando as igualdades que obtemos das substitui¢oes, segue:

(222)y + 2(22) (y2) + 2(yz?) = =z

((z2)y) + ((z2)y)z + 2(2(y2)) + (2(y2))z
= 2((
(

zx)y +2(yz)) + ((22)y + 2 (yz))z
z(zy) + (zy)2) + (2(2y) + (@ )Z)Z
= 2(ay) + z(xy)z + z(zy)z + (2y)2*

2 (wy) + 22(2y)z + (xy)2.

I
w

Substituindo z por z? na equagao (1.8) resulta que,

(ZPx)y + x(yz*) = 2 (xy) + (xy)2°

Assim, 22(zy) + 2(z2)(y2) + (zy)2* = 2*(zy) + 22(xy)z + (xy)z* e como a caracteristica de
F ¢ diferente de dois obtemos a identidade de Moufang.
|

A involucao candnica de A é uma aplicacao linear definida por

T:=T(x)l —x,
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para todo x € A. Por equagao (1.5) seque imediatamente que

Por dualidade de (1.4) segue que Q(yz,z,z) = Q(z)Q(y,z) e substituindo = por = + 1,
obtemos de forma analoga, a relacdo dual de (1.9)

Qyz,z) = Q(y, 27). (1.10)
Lema 1.4 Em cada dlgebra de composicao A a involugdo candnica € uma involucao, isto €,

1=1 T=u Y=,

e satisfaz

para todo x em A.

Demonstragao:
Como T(1) = Q(1,1) = 2Q(1) = 2, segue que 1 =T(1)1 — 1 = 1.

Vejamos que T = z. Pela defini¢do de T, obtemos T'(7) = Q(7,1) = Q(T(x)l — z,1) =
T(x)Q(1,1) — Q(z,1) = 2T (z) — T(x) = T'(z). Entao

1,
T

z=T@)N1-72=T)1—(T(x)l—2)==x
para todo x € A. Usando as equagoes (1.9) e (1.10) obtemos que
Qz, (Ty —y 7)) = Qz,79) — Q(2,97) = Qzy,z) — Qz,2y) = Qz,2y) — Q(x,Zy) =0,

para todo z € A. Pelo fato de que () é nao degenerada segue que, Ty = yT.
Substituindo a T'(x) por T + = na equacao (1.7) obtemos

2~ (T+a)r+ Q)1 =0=2—2(T+2)+Q)1,

portanto, Tx = Q(x)1 = z, para todo x € A.

[ |
A construcao de Cayley-Dickson. Dada uma algebra de composicao de dimensao finita,
podemos obter uma nova algebra com dimensao duas vezes a dimensao da algebra, através
do processo de duplicagao de Cayley-Dickson. Se dim A < oo, e € F \ {0}, no F-espago
vetorial A@® A, a soma direta de duas copias de A, formada por pares ordenados (z,y) para
x,y € A, definimos um novo produto e involucao por

(a,b) - (z,y) = (ax + ayb, ya + b7),

(f,y)* = (f7 _y)7
para todo a,b,x,y € A. A nova algebra, denotada por A(«a), tem unidade 1= (1,0) e a
aplicagao linear ”+” ¢ uma involugao pois 1* = 1, (z,y)** = (z,y) e

((avb) ’ (Jf,y))* = (CLQT + ayba —ya — bf) = (fa _y) ’ (av _b) = ($7y)* : (CL, b)*
Podemos dizer que A é uma subalgebra de A(«) através do monomorfismo de algebras

x> (x,0).
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Assim identificamos cada elemento z de A com o par (x,0) em A(«) e se representamos
(0,1) por ¢, entdo podemos identificar o par (0,y) = (y,0) - (0,1) com y¢ € Al. Portanto,
escrevemos (z,y) = x + yl. Segundo esta notagao, A(a) = A® Al. O produto e a involugao
podem-se escrever como

(a+bl) - (x+ yl) = (ax + aydb) + (ya + b)Y,

(x+y)" =7 —yl.

Portanto, A é uma subélgebra de A(a) e temos as seguintes regras do produto de Cayley-
Dickson:

al = (T, (1.11)
x(yl) = (yx)¢, (1.12)
@0y = (@y), (1.13)

(@O)(yl) = ayu. (1.14)

A involugao satisfaz as seguintes propriedades

(x+yl) - (x+yl) = (x+yl) - (T —yl) = (2T — agy) + (—yz + yT){ = (Q(z) — aQ(y))1

(x4 yl) + (x +ybl)* = (v +7T),

para todo =,y € A.

Vamos a ilustrar com um exemplo, como funciona o processo de duplicacao de Cayley-
Dickson. Seja A = F1, o corpo F. Por duplicacdo obtemos A(«), uma algebra de dimensao
dois, que possui uma base {1,i} tal que 1 é a unidade da algebra e > = al. Obviamente
A(a) é uma algebra quadratica. Duplicando a algebra quadratica A(a), obtemos uma F-
algebra de dimensao quatro A(«, 3), que chamamos dlgebra generalizada dos Quatérnios. Se
agora duplicamos a algebra generalizada dos Quatérnios, obtemos A(a, §, ), uma éalgebra de
dimensao oito sobre [, chamada dlgebra generalizada dos Octonios. Cada uma das F-algebras
de composicao obtidas acima a partir de F1 através do processo de duplicacao de Cayley-
Dickson sdo chamadas algebras de Hurwitz sobre F. A tabela do produto de A(a,f3,7) é
dada por:

L] @ | 4 | k [ e] o | jo | ki ]
1 i j k 14 il gl kl
1 | al k aj 14 al —kl | —ajl
i =k | Bl | =Bi | j¢| Kk Bl | Bil
k
14

—aj | pi | —aBl || kl | ajl | —pil | —apl
—il | —g0 | =kl || ~1 | —vi -y | =7k
|| il | —al | =kl | —ajgl || vi | —ayl | ~k ayj

gt gt | ke | =Bt | Bil || vj| —k | =Byl | —pvi
kO || k| ajl | =Bl | afl || vk | —avj | By | aByl

Tabela 1.3: Tabela do produto das F-dlgebras de Hurwitz

Observemos que se as constantes de duplicacao a, S e v sao iguais a —1 e F = R a Tabela
1.3 corresponde a Tabela 1.2.
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Se agora duplicamos a élgebra generalizada dos Octonios, obtemos A(«, 3,7,d), uma
algebra de dimensao dezesseis sobre F. Representemos por m ao par (0,1) em A(q, 5,7, 9).
Usando as regras do produto de Cayley-Dickson, (Equagoes (1.11), (1.12), (1.13) e (1.14)),
obtemos o seguinte resultado.

Lema 1.5 A dlgebra A(a, B,7,6) nao € alternativa, portanto, nao é de composi¢ao.

Demonstracao:
Temos que

(i,7,6m) = (ij)(fm) — i(j(fm)) = k(fm) — i((¢j)m) (Por 1.12)
(tk)ym — ((€5)i)ym = (kO)m — ((7£)i)m  (Por 1.11)

Por outro lado,

(i,0m,j) = ((((7)m) (Por 1.12 e 1.13)

J
i0)i)m (Por 1.11 e 1.13)
(
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pois F é um corpo de caracteristica diferente de dois. Assim o associador sobre a algebra
nao é uma aplicacao alternada. Portanto, A(a, f,7,0) nao é alternativa.

|
Na verdade pode-se provar de maneira direta, usando as defini¢oes, o seguinte lema.

Lema 1.6 Seja A uma F-dlgebra com 1 e com involucao escalar, isto €, @ e x + T sdo
elementos de F1 para todo x € A, e 2T = Q(x)1 onde Q € uma forma quadrdtica nao
degenerada sobre A. Entao:

i) A(a) sempre tem uma involugdo escalar nao trivial;

ii) A(a) € comutativa e associativa se, e somente se, A é comutativa, associativa e a invo-
lucao € a identidade;

iii) A(«) € associativa se, e somente se, A é comutativa e associativa;

iv) A(«a) € alternativa se, e somente se, A é associativa.

Também precisamos do seguinte fato importante valido em A.

Lema 1.7 Sejam A uma dlgebra de composicao sobre um corpo F de caracteristica diferente
de 2, Ay uma subdlgebra propria de dimensao finita que contém o 1 e a forma quadrdtica
sobre Ag é nao degenerada. Entio existem elementos { € Ay com Q(f) = —a # 0 e para um
tal elemento Ay + Aol é uma subdlgebra de A isomorfa a Ag(a).

Demonstragao:

Como a forma quadratica () é ndao degenerada sobre Ay e dado que dim(Ay) < 0o, podemos
escrever A = Ag @ Ag. Também temos que Ay # 0, pois Ay é uma subdalgebra propria de
A. Como @ ¢ nao degenerada segue que 0 # Q(Af, A) = Q(Ag, Ay ® Ag) = Q(Aq, Ap).
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Portanto, @ ndo é identicamente zero sobre Ag. Daf, existe £ # 0 em Af tal que Q(¢) =
—a # 0. Seja xl € Apl. Pela equacido (1.9), segue que
Qzl,y) = Q¢ Ty) = 0,
para todo y € Ay. Assim, Ayl C Af e portanto,
K = Ay & Apl.
Dado = + y¢ em K, segue que

Qr+yl) = Q)+ QW)+ Qz,yl) = Qz) + QY)Q) = Q) — aQ(y),
T(x+yl) = Q+yl1)=0Q(x,1)=T(x),
z+yl = T(x+yl)l —(x+yl) =7 — yl.

Mostraremos que K ¢é uma subalgebra de A que satisfaz as regras do produto de Cayley-
Dickson. (Equagoes (1.11), (1.12), (1.13) e (1.14)). Primeiro observamos que o escalar «
representa o quadrado do elemento /,

> =al,
j4 que por relacio ¢ = —(, e Lema 1.4 seque que_ﬁ2 = —__E =-QU)1=—(—a)l =al.
Por outro lado, se x € Ay, temos que xf = —xf = —( 7T = (T, isto é
xl = lx.

Agora, usando que A é alternativa, a relacao acima e a identidade de Moufang, obtemos
(@0 (y0) = ((x)(yt) = L(zy)l = ((TY)L) = U(L(Fz)) = *(Fz) = aFz,

para todo x, y em Ay. Agora, temos que

0 0, 7,9)+ (z,0,y) = ((x)y — {(TY) + (Tl)y — T(Cy) (A é alternativa)
= (20)y — (yx)l + (l)y — Z(yl) (Por 1.11)
= ((@+7)0y — (yx)t — 2(yl)
= (z+7)(G) —Tyl) — (y2)¢  (v+T=T(2)1 €F1)
= x(yl) — (yx)!
Portanto,

para todo x, y em Ag. Finalmente

(xy)l = 7g(zl) (por relagao acima)
= —y(z0) (Ap(Apl) C Agl e Z = —z para todo z € Ayl)
= —(al)y (propriedade da involugao)

Isto termina a demonstracao do lema.
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Nos agora podemos enunciar e provar o Teorema de A. Hurwitz.

Teorema 1.2 Sobre um corpo F de caracteristica diferente de dois, a menos de isomorfismo,
o corpo F1,F1 B F1,as dlgebras generalizadas dos Quatérnios e as dlgebras generalizadas dos
Octonios, sao as unicas dlgebras de composicao.

Demonstragao:
Seja A uma F-algebra de composicao. Se F1 é uma subalgebra propria de A, entdao A contém
uma subdlgebra C que é quadratica e isomorfa a duplicacao de F.

Se (] é uma subalgebra propria de A, entdao A contém uma subalgebra generalizada dos
Quatérnios Cj.

Se (5 for subalgebra propria de A, entao obtemos que em A existe uma subalgebra C
isomorfa a algebra generalizada dos Octonios.

Se ('3 for uma subalgebra propria de A, pelo Lema 1.7, obtemos uma subalgebra C; em
A que é isomorfa & duplicacao de (5. Mas pelo Lema 1.5, Cy nao é alternativa, ou seja, A
contém uma subalgebra nao alternativa o que nao é possivel pelo Lema 1.2. Assim C3 nao
pode ser subalgebra propria de A, deve ser a élgebra toda, e paramos na dimensao 8.

|

Observemos que na prova anterior nao foi assumido que a dlgebra de composicao fosse de
dimensao finita. Portanto, toda algebra de composicao é de dimensao finita e sua dimensao
é1,2,4ous.

A demonstragao dada do teorema de A. Hurwitz esta baseada na prova de N. Jacobson
em [14] e [15]. Esta prova ¢ obtida através do processo de duplica¢ao de Cayley-Dickson.

Dado que duas algebras isd6topas sao iguais como espagos vetoriais, toda R-algebra indu-
zida por uma solugao da equacdo (1.1) (ndo necessariamente com unidade), tem dimensdo
1,2,4 ou 8.

1.2 A.a.v. de Dimensao Finita com Unidade

Nesta secdo provamos o Teorema de A. Hurwitz através das algebras absolutamente
valuadas e usando o famoso teorema de F.G. Frobenius. Aqui seguimos as linhas de [1] e
[31].

A segunda prova esta baseada em [1], onde sdo consideradas R-algebras absolutamente
valuadas de dimensao finita com unidade. Antes de iniciar, fazemos o seguinte comentério:
na primeira prova [F é um corpo qualquer de caracteristica diferente de dois e, nesta prova,
consideramos algebras reais. Mostraremos no Lema 1.11, que a norma, numa algebra real com
unidade absolutamente valuada de dimensao finita, esta induzida por um produto interno.

Assumimos nesta se¢ao que A é uma algebra real com unidade.

Lema 1.8 Sejam A uma dlgebra real sem divisores de zero, de dimensao finita e a € A nao
escalar, ou seja a € A\ R1. Entdo o polinémio caracteristico de R, é produto de fatores
quadrdticos irredutiveis, isto € nao possul raizes reais.

Demonstragao:
Se existir  em R autovalor de R,, entao tomando um autovetor correspondente v # 0,
temos que R,(v) = awv, logo v(a — al) = 0. Como A nao tem divisores de zero, a = a1, o
que nao é possivel. Portanto, tal o nao existe.

|
Observemos que uma algebra real de dimensao finita ¢ sem divisores de zero se, e somente
se, ¢ de divisdo. De fato, se A é sem divisores de zero, dado a € A\ {0} segue que L,,
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o operador sobre A multiplicacao pela esquerda, é injetor e por ser a algebra de dimensao
finita é sobrejetor. Portanto, para cada b € A existe um tnico x € A tal que ax = b. De
forma anéaloga, trocando L, por R, obtemos que para cada ¢ € A, existe um tnico x € A
tal que za = c. A reciproca é clara.

No seguinte resultado, utilizamos o conceito de complexificacio de uma R dlgebra A, o
qual é definido do seguinte modo.
Definimos a complexificacao de uma R-algebra A como

Ac=C®g A.

Em Ac sao definidos a multiplicacao de elementos e a multiplicacao por um niimero complexo
de maneira "natural",

A@z)N y)=AN)® (2y), AN @z)=AN)®u,

para todo A\, N € C e z,y € A. E facil verificar que Ac¢ torna-se, assim, uma algebra sobre
os complexos. Se ® = {ay,...,a,} é uma base de A, entdo podemos provar facilmente que
bc={1®ay,...,1®a,} é uma base de Ac. Assim dimg(A) = dimc(Ac).

Seja f um operador linear de A em A. Entao sua complexificacao fc = I ®g f é definido
como

fcA®z)=A® f(x), (AeC, zeA

¢ um operador linear de Ac em Ac. Se M € M, (R) for a matriz de f em relagdo a base ,
entdao M também serd a matriz de fc em relacdo a base ¢ de Ac. Portanto, f e fc possuem
o mesmo polindémio caracteristico.

Usando as propriedades do produto tensorial, observamos que cada elemento em Ac
pode-se exprimir de maneira tinica na forma

I®r+i1®y.
E usual representar este elemento na forma x + 7y. Com esta notagao, temos que
felw +iy) = f(x) +if (y),
para todo z,y € A. A seguir, no seguinte lema, usaremos esta notagao.

Lema 1.9 Seja A uma R-dlgebra absolutamente valuada de dimensao finita. Se a € A,
entdo toda raiz complexa do polindmio caracteristico de R, tem norma ||al|.

Demonstracao:

Seja A = p(cosf + isinf) € C uma raiz do polindmio caracteristico do operador R,. Entao
A & um autovalor do operador f = I ®g R,. Assim, existe u = x + yi # 0 em Ac, com v =
Lzl +I1g1] # 0, tal que £(u) = Xa, logo f™(u) = X" (u) = (™ (cos(mb) +4 sin(m8)))(z+ i),
para todo inteiro positivo m. Por outro lado, f™(u) = f™(x + yi) = RI(x) + R"(y)i.

Portanto,
RMz) \ [ cos(mf) —sin(mb) x
( R™(y) ) —f ( sin(mf)  cos(mb) y ) (1.15)
Tomando normas obtemos,
IR (@)l < p™ (2]l +[lyl) < p™,

RG] < p™ ([l ]l + llyll) < p™-
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Usando agora que A é absolutamente valuada, segue que

all™[l=[| < o™, lal™lyll < p™.

Somando lado a lado, ambas desigualdades, obtemos que ||a||™ < 2p™ para todo inteiro
positivo m. Portanto, ||a|| = 0 se p = 0. Suponha agora que p # 0, multiplicando pelo
inverso de p, m vezes, temos que ||a||™(p™')™ < 2 para todo inteiro positivo m, o que
implica que ||a|[p™! < 1, isto ¢é,
lal] < p.
Seja agora M € My(R) a matriz que aparece na relacao (1.15). Temos que M é uma ma-

triz ortogonal e sua inversa é igual a sua transposta. Assim, multiplicando, ambos membros
da igualdade (1.15) por M*, pela esquerda, obtemos a igualdade matricial

o(3)- (2 206 (EG) o

Tomando normas, como no caso anterior, obtemos que
P ]l < N[ Ra(2)™ ||+ 11 Ra(y)™ | = lal[™|=]| + llal[[[y]] = llal|™,

PRIl < T[Ra(@)™ |+ [1Ra(y)™ || = llal[™ ||| + al "™ [[yll = llal[™~.

Somando as duas desigualdades e multiplicando por v~! temos que p™ < 2||al|™, logo
p"(|al|7*)™ < 2 para todo inteiro positivo m. Portanto p||a||~! < 1, isto é

p < [lal].

[sto termina a demonstracao do lema.

[
Observamos que no lema anterior foi utilizado o seguinte fato facil de provar. Se A é um
autovalor de um endomorfismo linear f, e p(X) é um polinémio, entao p(A) é um autovalor
do endomorfismo p(f).

Lema 1.10 Seja a nao escalar em uma dlgebra real absolutamente valuada de dimensao
finita A. Entao, o polindmio caracteristico de R, € da forma (X?—aX—p)t, onde X?—aX—_3
€ um polinomio real quadrdtico irredutivel.

Demonstracao:
Sejam A1, Ao duas raizes complexas, nao conjugadas, do polinémio caracteristico de R,.
Entao Ay = a+ i e Ay =+ i com 0 < 59. Pelo Lema 1.9,

o+ 5% =~ 4 62

Por outro lado, Ay + 1 e Ay + 1 sao raizes complexas do polinémio caracteristico de R,.1,
logo pelo lema anterior
(a+ 1)+ 5% = (y+1)" + 0%

Combinando ambas igualdades, segue que a = v e 32 = §%2. Como 36 > 0, podemos concluir
que 3 =9.
[

Enunciamos sem prova o seguinte resultado, ver [28].
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Teorema 1.3 [Teorema de Schoenberg) Um espaco normado X é um espago com produto
interno se dados x ey em X, com ||z|| =1 = ||y||, tém a propriedade de

lz +ylI* + [l — yl* > 4.

Lema 1.11 Se A é uma R-dlgebra absolutamente valuada de divisao com elemento unidade,
entdo a norma estd induzida por um produto interno.

Demonstracgao:
Pelo Teorema 1.3, é suficiente mostrar que

lz +ylI* + llz =y > 4,
para todo x, y em A com ||z|| =1¢e |ly|]| = 1. Se ||z|| = 1, entao
2 2
1L+ + 11 =2l = 11+ 2)*[ + [I(1 = 2)*][ = [|(1+2)* = (1 — 2)?|| = [[4a]| = 4

Finalmente, sejam x,y € A de norma 1. A algebra A é de divisao, logo o operador multipli-
cagao a direita R, ¢ bijetor e portanto existe y' = R '(y). Ja que ¥’z = y, tomando normas
podemos afirmar que ||y/|| = 1. Finalmente

le+yll* +llz —yll* = [+l + 1 =yl
= 11+ /1Pl + 111 = g/ [l
= n+yIP+I1-yI* >4,

o que mostra o lema.

[ |
Antes da prova do resultado principal desta secao, apresentamos uma demonstracao, dada
em [12], para o caso associativo, do Teorema de F.G. Frobenius. A prova para o caso de
algebras reais nao associativas faz parte do material desenvolvido no trabalho: O Teorema
de Frobenius para dlgebras nao-associativas, [16]. Outra referéncia para a prova do Teorema
de Frobenius para algebras reais nao associativas é [24].

Necessitamos recordar alguns conceitos de algebras em geral.

Definicao 1.2 Seja B uma dlgebra sobre um corpo arbitrdrio F. O comutador e associador
em B sao definidos por

[z,yl =2y —yz,  (z,y,2) = (zy)z — x(y2).
O nicleo de B, € a parte que associa com todos os elementos, isto é

Nue(B)={be B : (b,x,y) = (x,b,y) = (z,y,b) = 0 para todo x,y € B},

¢

e o centro € a parte
dlgebra

“escalar” da dlgebra que comuta e associa com qualquer elemento da

Cent(B) = {b € Nuc(B) : [b,z] =0 para todo x € B}.

Uma F-dlgebra com unidade chama-se central se seu centro for exatamente F1.

Lema 1.12 Seja A uma C-dlgebra com unidade, associativa, algébrica e sem divisores de
zero. Entao A = C.
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Demonstracao:

Seja a € A. Como A é algébrica sobre C, a subélgebra A(a) é de dimensao finita. Portanto,
existe p(X) = X"+ X" ' +...+a,_1 X+, monico em C[X] tal que p(a) = 0. O polindémio
p(X) pode-se escrever da forma

P(X) = (X = M1)(X — Xol)on(X — A1),

onde Aq, ..., A\, sdo nimeros complexos. Assim 0 = p(a) = (a — M1)(a — Aal)...(a — A\, 1).
Como A nao possui divisores de zero, obtemos que (a — A\x1) = 0 para algum k, 1 < k < n.
Assim, a = M1, ou seja, A C C. Portanto, A = C.

n

Teorema 1.4 [Teorema de Frobenius| Seja A uma R-dlgebra com unidade, associativa, al-
gébrica e sem divisores de zero. Entao A € isomorfa a R, C ou H.

Demonstracao:

Suponha que A # R e seja a € A\R1. Dado que A é algébrica, a é uma raiz de um polindmio
p(X) monico em R[X]. Como A nao possui divisores de zero e p(X) é produto de fatores
lineares ou quadraticos em R[X], temos que a é uma raiz de um fator linear ou de um fator
quadratico. Dado que a € A\ R1, a deve ser raiz de um fator quadratico, portanto, existem
a e B em R tais que a® + 2aa + 81 = 0, ou equivalentemente (a + a1)? = (a? — 3)1, com
a? — B < 0 pois, no caso contrario, terfamos que a € R1. Seja v € R positivo tal que
(a? — B) = —*. Entao i* = —1 para i = (a + al) /7.

Se A é comutativa, entao R(7) é isomorfo ao corpo dos nimeros complexos, e como A é
comutativa, A é R(i)-algebra. Agora pelo Lema 1.12, segue que A = C.

Se A nao for central entao seu centro C' é uma subalgebra comutativa de A de dimensao
maior do que 1, portanto isomorfo a C. Assim A é uma C-4lgebra e de novo por Lema 1.12,
segue que A = C.

Suponhamos agora que A é central. Obviamente i ¢ R1, o centro de A, logo existe b € A
tal que ¢ = bi —ib # 0. Um simples céalculo mostra que ic = i(bi) — i(ib) = ibi + b e
ci = (bi)i — (ib)i = —b — ibi. Portanto,

1c = —ci.

ic? = (ic)c = —(ci)e = —c(ic) = c(ci) = .

Por outro lado, o elemento ¢ estd em A\ R1, logo é uma raiz de um polinomio quadratico em
R[X]. Sejam A e p em R tais que ¢+ Ac+ pl = 0. Multiplicando esta relagao pela esquerda
(e pela direita) por i, temos

0 =ic® +i(\c) +ip=0, i+ (Ae)i + pi = 0.
Sabemos que ¢ comuta com ¢ e ul, logo a subtracao das relacoes acima implica
Aic = i,

logo 0 = A(ic — ci) = 2Xic. Como A nao possui divisores de zero, ¢i # 0 e portanto A = 0.
Dai, ¢ = —ul. Como ¢ ¢ R1 podemos dizer que p > 0 e escrever p = v? com v € R, daf
(5)2 = —1. Seja j = £, e k =4j. E um simples célculo mostrar que 1,7, j, k sao linearmente
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independente e k? = —1,ij = —ji, ik = —ki = —j, jk = —kj = i. Assim H, a subalgebra de
A gerada por 1,1, j, k, é isomorfa aos quatérnios reais.

Se a; € A\ RI, entao N(a;) := {z € A|za; = a;x} ¢ uma subalgebra de A e seu centro
contém os elementos 1 e aj, portanto N(a;) nao é central. Isto implica, como foi provado
acima, que C = N(a;) e portanto

N(al) =R1 D Ral.

Suponhamos agora que H # A e seja u € A\ H. Sabemos que existe v € R1 + Ru tal
que v*> = —1. Como u ¢ H, temos que também v ¢ H. Um simples calculo mostra que

kv + vk € N(k) N N(v) =RI, (k =1,4,k.)
Sejam aq, ag, ag € R tal que iv + vi = 2a11, jv +v] = 221, kv + vk = 2a31 e definamos
w:=v+ ol + ag) + azk.

Entao jw +wi = iv+vi+«a;(2i?) = 0 e da mesma forma temos que jw +wj = kw +wk = 0.
Por outro lado, 0 = kw + wk = 1jw + wij = —iwj —iwj = —2iwj o que ¢ uma contradi¢ao
visto que A nao possui divisores de zero. Portanto, A = H.

[ |
No resultado seguinte, mostraremos que se A ¢ uma R-algebra de dimensao finita com
unidade e absolutamente valuada, entao é alternativa o que permite concluir, pelo Teorema
de F.G. Frobenius para algebras nao associativas, que A é isomorfa a R, C, H ou D.

Teorema 1.5 Toda dlgebra real de dimensao finita com unidade e absolutamente valuada é
wsomorfa a R, C, H ou D.

Demonstracgao:
Mostremos que para todo a, b em A temos que (a,a,b) =0 = (b,a,a). Se a é um escalar o
resultado é valido.

Se a em A é nao escalar, entao temos que o polinomio caracteristico de R, é dado por

p(X) = (X?—aX - p1),

onde X% — aX — 1 & um polindomio real irredutivel. Dai, (R,> — aR, — 8I)" = 0.

Nos podemos supor sem perda de generalidade que ||a|| = 1. Dado que A é absolutamente
valuada e de dimensao finita, R, ¢ bijetora e ||R,(x)| = ||z||||a]| = ||z||, para todo x em A.
Pelo Lema 1.11, temos que a norma em A esta induzida por um produto interno, entao R,
é um operador normal, desde que é uma isometria bijetora. Portanto, o polindémio minimal
de R, ¢ um produto de polindmios monicos irredutiveis distintos e, pelo Lema 1.10, temos

que o minimal deve ser
X? —aX — 61

Logo, R2—aR,— I = 0, isto &, para todo b em A, (ba)a—aba— b = 0 e dai, a*—aa—[1 = 0.
Multiplicando esta altima igualdade por um b qualquer & esquerda obtemos, ba? —aba— b =
0, entao (ba)a = ba?, isto &, (b,a,a) = 0.

Para mostrar que (a,a,b) = 0 para todo a, b em A, observamos que os Lemas 1.8, 1.9 e
1.10 sao validos para L,, com a elemento nao escalar de A. Entao, o polindmio caracteristico
de L, ¢ dado por p(X) = (X? — oy X — 311)", onde X? — oy X — ;1 ¢ um polindémio
real irredutivel. Podemos supor de novo, sem perda de generalidade, que ||a|| = 1, entdo o



18 ALGEBRAS ABSOLUTAMENTE VALUADAS 1.3

polinomio minimal de L, é
X2 - O[1X - Bll,

isto &, L2 —ay L, — 311 = 0. Entao, para todo b em A, temos que a(ab) —a;ab— 31b = 0 donde
obtemos que a®> — aja — 31 = 0. Multiplicando esta tltima igualdade por um b qualquer a
direita obtém-se que a’b — ajab — B1b = 0. Portanto, a*b = a(ab), isto ¢, (a,a,b) = 0.
Isso mostra que A é uma R-&lgebra alternativa. Entao, pelo Teorema de Frobenius, para
R-algebras alternativas, obtemos que A é isomorfa a R, C, H ou D.

[
Se A é uma R-algebra absolutamente valuada de dimensao finita (ndo necessariamente com
unidade) e, a em A é elemento fixo tal que ||a|| = 1, entdao o R-espago vetorial A com o novo

produto definido por

vy =R (x) L7 (y),
é uma a.a.v onde a? é o elemento unidade. Portanto, pelo Lema 1.11, Teorema 1.5 e Definicao
1.1 obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.6 Toda R-dlgebra A de dimensao finita e absolutamente valuada € isétopa a R,
C, H ou D. E, além disso, a norma estd induzida por um produto interno.

|
Terminamos esta secao mostrando que a norma em uma R-algebra absolutamente valuada
de dimensao finita é tnica.

Defini¢ao 1.3 Duas normas || - || e || - |1 sobre um espago vetorial X sao equivalentes se
existir nimeros reais positivos \ e | tais que

Azl < lzfly < pll=l],

para todo elemento x € X.

Este conceito é motivado pelo fato de que normas equivalentes sobre um espaco vetorial X
definem a mesma topologia sobre o espago. Temos o seguinte resultado, ver [18].

Proposicao 1.1 Sobre um espaco vetorial de dimensao finita, todas as normas sao equiva-

lentes.

Proposigao 1.2 Seja A uma R-dlgebra de dimensao finita. Suponhamos que || - || e || - |1
sGo duas normas tal que A € absolutamente valuada com cada uma delas. Entao ||| = ||-1-
Demonstragao:

E suficiente mostrar que |[a|; = 1 para todo a € A com ||a|| = 1. Suponha que existe a € A
tal que |la|| = 1 e |la|l; = a # 1. A sequéncia {a, }neny com a; = a, ay = aa, a, = a" 'a,

esta contida na bola S = {x € A|||z|| < 1}. Por ser A de dimensdo finita, o conjunto S é
compacto, logo existe uma subsequéncia {a,, }ien que converge para um ponto a em S. Por
outro lado, a sequéncia de nimeros reais positivos {||a,,||} converge para 0 se < 1 ou para
+oo se a > 1.

Finalmene, por ser A de dimensao finita || - || e || - [|; sdo normas equivalentes, logo | - |1
é continua com relacao a topologia induzida por ambas normas. Assim,

llally = || im ap,||1 = lim ||ay,|[1 = o0 ou 0,
1— 00 1— 00

que é absurdo.
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1.3 A.a.v. Algébricas com Unidade

Nesta secao, mostraremos que a hipotese de dimensao finita nao é essencial no Teorema
1.5. Primeiramente, mostraremos que toda R-4lgebra quadratica, alternativa e sem divisores
de zero ¢ de dimensao 1, 2, 4 ou 8. Dito resultado é verdade, com a mesma prova, para
um corpo I de caracteristica diferente de 2. Em seguida mostraremos que toda R-algebra
com unidade, absolutamente valuada e algébrica, é quadratica e alternativa, portanto, de
dimensao finita. Assim, podemos aplicar o Teorema 1.5 e obter o resultado principal desta
se¢ao, o Teorema 1.8. Nesta se¢ao seguimos as linhas de [2].

Seja A uma algebra real quadratica, alternativa e sem divisores de zero. Como é quadra-
tica temos que todo a em A é uma raiz de um polinémio quadratico em R. Assim, existem
escalares o e 8 em R tais que a? — 2aa — 31 = 0. Dizemos que a ¢ uma raiz quadrada se é
nao escalar e a = 0, ou seja, a ¢ R1 e a*> € R1. Observemos que se a é uma raiz quadrada

entdo B < 0. Assim, podemos escrever 3 = —72 e entao, (%)2 = —1. Se a € A\ R1, entao

b= a — al é raiz quadrada, pois, b* = a®> — 2aa + a?1 = (= + a?)1 € R1.

Lema 1.13 Sejam u e v raizes quadradas em uma R-dlgebra quadrdtica A tais que 1, u e v
sao linearmente independentes. Entao uv 4+ vu € R1.

Demonstracgao:

Sejam u? = al e v? = 1 com «, 3 € R. Como A é quadratica, para cada t € R pode-
mos escrever (u + tv)? = Ae(u + tv) + 1, onde Ay e py sdo escalares que dependem de t.
Desenvolvendo (u + tv)? na relagio anterior e substituindo u? por al e v? por 31 obtemos

t(uv + vu) = M+ tho + (i — a — 28)1.
Multiplicando por t a igualdade acima quando ¢ = 1, temos
t(uv + vu) = thju + tho +t(p — o — G)L.
Subtraindo, ambas relagoes, pela independéncia linear de {1, u, v}, obtemos,
Ao =tA1,  tA =1ty

para todo t € R. Portanto A\; = A\; = 0 para todo t.
[ |

Definicao 1.4 Dois elementos u e v em A, sao ditos J-ortogonais se sao diferentes de zero e
0 seu produto de Jordan € zero, isto é, wv+vu = 0. O conjunto {uy,....u,} € dito J-ortogonal
se u; e u; sao J-ortogonais para todo i # j.

Lema 1.14 Seja {uy,....,u,} um conjunto J-ortogonal em uma R-dlgebra quadrdtica sem
divisores de zero. Entao o conjunto {1,uy,....,u,} € linearmente independente.
Demonstracao:

Seja A\gl+A\juy+...+Au, = 0, com Ag, A, ..., A, reais. Se multiplicamos a igualdade anterior
pela direita e pela esquerda por u;, com 1 <17 < n, obtemos,
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Como o conjunto {uy, ...., u, } &€ J-ortogonal, somando as duas igualdades anteriores obtemos,
2X\u; + 2\u? = 0, ou seja, Aou; + A\u? = 0. Isto implica que \g = \; = 0 ja que u; nao é
escalar e u? é um escalar diferente de zero.

Lema 1.15 Seja ® = {uy,....,u,} um conjunto J-ortogonal de raizes quadradas em uma
R-dlgebra A quadrdtica e sem divisores de zero. Seja V' o subespaco wvetorial gerado por
dU{1}. Sew e A\ V, entao existe um elemento v € V tal que w — v é uma raiz quadrada
e J-ortogonal com cada elemento de P.

Demonstracgao:

Sejaw € A\ V. Como A é quadratica existem niimeros reais 3 e 7 tais que, w? = 28w + 1.
Seja w’ = w — 1. Temos que (w')* = w? — 28w + B*1 = (v + B?)1, logo w’ é uma raiz
quadrada. Dado que w’ ¢ V' o conjunto {1, u;,w'} é linearmente independente para cada 1,
e pelo Lema 1.13, w'u; + u;w’ = 9;1, com 9; € R.

Definimos, v = (a6 1u1 + ... + ;,'6,1,), onde u? = o;1. Entéo,

1
uU; = §(a1_151u1ui + ...+ Oé;lénunui)

1
UU = §(a1_151uiu1 oo oy,

Dai, wu; + wu = a7 6;u? + 2a;7'0u? = 6,1 = w'u; + ww'. Portanto w,1u; + w1 = 0
para u,;; = w' — u. Assim, u,,1 é J-ortogonal com cada u;.

Mostremos finalmente que u,,; é uma raiz quadrada. Primeiro, observamos que u é
raiz quadrada, logo Lema 1.13 implica que uw’ + w'u € R1. Assim, u2,, = (v’ —u)? =
(w)? +u? — (w'u + vw') € RI1.

[ |

Lema 1.16 Sejam u e v J-ortogonais e raizes quadradas em uma R-dlgebra A quadrdtica,
alternativa e sem divisores de zero. Entao H = R1 4+ Ru+ Rv + Ruv € uma subdlgebra de A
de dimensao quatro sobre R e € uma dlgebra generalizada dos Quatérnios.

Demonstracao:
Temos que u? = al, v? = 1, com « e 3 nimeros reais nao zero e por ser J-ortogonais
uv + vu = 0. Como A é alternativa,

w(uv) = v*v = av, (w)u = —(vu)u = —vu® = —aw,

v(uw) = —v(vu) = —v’u = —Bu, (ww)v = w? = Bu,
e usando a identidade de Moufang, temos

(uv)(uv) = —(wv)(vu) = —wu = —u*v? = —af.
Em particular, provamos que {u, v, uv} é um conjunto J-ortogonal de raizes quadradas, logo
por Lema 1.14 sabemos que o conjunto {1, u, v, uv} é linearmente independente. Isto termina
a demonstracao do lema. [ |
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Lema 1.17 Sejam u; = u, us = v, ug = uv, ugy = w uma familia J-ortogonal de raizes
quadradas em uma R-dlgebra A quadrdtica, alternativa e sem divisores de zero. Entdo os
elementos uy, ..., us,us = uw, ug = vw, uy = (wv)w formam um conjunto J-ortogonal de
raizes quadradas, isto é, uf = ;1 € R1, e se i # j, uu; = azjug, com oy € R e k depende
de i e j. Além disso, B = R1 + Ruy + ... + Ruy € uma subdlgebra de A de dimensao oito.

Demonstracgao:
Mostremos que {uy, ..., u7} &€ um conjunto J-ortogonal de raizes quadradas e daremos a tabela
do produto de B em relagdo a base {1,uy,us ..., ur}. Por hipéteses do lema, sabemos que

u; e raiz quadrada para 1 < i < 4. Por lema anterior
3 = —0109, U1U3 = —U3U] = XU € UU3 = —U3U2 = —2U7.

Como A é uma &lgebra alternativa, para cada ¢ # j, com 1 <4, j < 3, temos que

witiar; = Ui(uitg) = uug = oiug = ug0y = (ugts)u; = — (Ut )i = —Uqpatl;,
UgUgy5 = U4(U¢U4) = —U4(U4U¢) = —0ylU; = — U0y = —(U¢U4)U4 = —Ug4;Uy,
Uiﬂ- = (Uiu4)(uiu4) = —(U4Uz‘)(uiu4) = —(U4(U?))U4 = Oéiui = QiQy,
UgpiUsy; = (Uiu4)(uju4) = —(u4ui)(uju4) = —(U4(Uz‘uj))u4 = ((Uiuj)u4)u4

= (uiuj)ui = (wuy)ay = aqu;u;.

Para determinar os produtos u;(u;us) e (ujug)u; observamos que

(i +auy = (u;+ua)®uy = (ui + ua)[(w; + wa)uy] = (ui + ua) (wsn + ugw;)

= auj + u(uguy) + ug(uug) + auuy = (o4 + ag)uy — wi(ujug) + ug(uiug).
Comparando a primeira e a ultima expressao das igualdades acima segue que,
Uity = wg(u;ug).

Como w;u; = Ru,, com i; € {1,2,3} \ {i, 7}, segue que us(w;u;) = —(usu;)uy é miltiplo
escalar de uy;;. Analogamente,

wi(oy +ay) = wi(w; +ug)?® = [uj(u; + ug)](u; + ug) = (uju; + wjug)(u; + ug)

= auj + (wju)ug + (ujug)u; + gy = ui(a; + o) + (wjug)ug + (ujug)u,
pela comparacao da primeira e tltima expressao das igualdades acima,
Ug4U; = (Uin)U4.

Assim, obtemos a seguinte tabela de multiplicacao para a familia {1, uq, us, ..., ur}.
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’ . H 1 \ Uy Ug us H Uy \ Us Ug Uy
1 1 Uy Us U3 Uy Us Ug U7
Uy || uy agl U3 1 Uo Us 1 Uy —Uy —QUg
Uy || Us —Us3 gl —QU Ug Uy gy QiUs
us U3z | —X1Us QU —0110(21 Uy 1 Ug —QUs — 10Uy
Ug || Wa | —uUs —Ug — Uy oyl —u U —QuaUs — Qs
Us Us | —X1U4 —Uuy — 1 Ug a4Uq —Oé1014]_ a4U3 104 Uo
Ug Ug Uy —Q2Uy oUs U2 —Q0us —0[2()[4]_ — Q04U
Uy Uy 1Ug — Uy A1 Uy Uz | — 1 04U9 o gUq OélOé2044]_

Tabela 1.4: Tabela do produto de B

Finalmente, lema 1.14, implica que o conjunto {1, uy, ..., u7} é linearmente independente.
[sto termina a demonstracao do lema.
[ |
Observamos que se no lema anterior, a; = g = a4 = —1, a algebra B corresponde com a
algebra dos Octonios.

Corolario 1.1 Sejam A uma R-dlgebra quadrdtica, alternativa e sem divisores de zero e
{z,y,z} um conjunto J-ortogonal de raizes quadradas em A tal que z nao é elemento da
subdlgebra gerada pelo conjunto {1,x,y}. Entao x(yz) = —(zy)z.

Demonstracgao:
Seja x = uy, y = us € 2 = uy. Entao pela tabela anterior temos que

x(yz) = up(uguy) = ugug = —uy = —uguy = —(uiuz)uy = —(xy)z.

Lema 1.18 Sejam u; = u, us = v, ug = uv, ug = w uma familia J-ortogonal de raizes
quadradas em uma R-dlgebra A quadrdtica, alternativa e sem divisores de zero. Entdo os
elementos uy, ..., us,us = uw, ug = vw, uy = (uwv)w formam um conjunto J-ortogonal de
raizes quadradas, isto €, u? = o;1 € R1, e se i # j, wju; = a;juy, com o;; € R e k depende
de i e j. Além disso, B = R1+ Ruy + ... + Ruy € igual a dlgebra A.

Demonstragao:
Pelo Lema 1.17 somente temos a mostrar que A = B. Se B é uma subalgebra préopria de A,
pelo Lema 1.15; existe [ € A\ B que é uma raiz quadrada e o conjunto {us, us, ..., u7,l} é
J-ortogonal. Seja t = (uv)(wl). Como A é uma algebra sem divisores de zero t # 0.

Mostremos que t = 0 e obteremos uma contradicao. Se aplicamos o Lema 1.17 primeiro ao
conjunto {u,w,l}, depois ao conjunto {v,w, [} e finalmente ao conjunto {uwv,w,(}, obtemos
que

{u,v,uv, w,l,wl},

¢ um conjunto J-ortogonal de raizes quadradas. Assim, Lema 1.14 implica que
{1, u,v,uv,w,l,wl},

¢ um conjunto linearmente independente. Finalmente
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t = (wv)(wl) = —[(uv)w]z (por Corolario 1.1 para x = uv,y = w, z = 1)

= [u(vw)]l (por Corolario 1.1 para x = u,y = v,z = w)

—u[(vw)l]  (por Corolario 1.1 para x = u,y = vw,z = 1)

u[v(wl)] (por Corolario 1.1 para z = v,y = w,z = 1)

= —(wv)(wl) = —t.( por Corolario 1.1 para x = u,y = v,z = wl)

Dai, t = 0, o que é absurdo, ou seja, tal elemento [ nao existe e obtemos A = B, portanto,
a dimensao de A é oito.

|
Mostramos desse modo o seguinte teorema.

Teorema 1.7 Toda R-dlgebra quadrdtica, alternativa e sem divisores de zero € de dimensao
1, 2, 4 ou 8.

[ |
Agora assumimos que A é uma R-algebra com unidade absolutamente valuada e algébrica.
Mostraremos que A é quadratica e alternativa, o que nos permitira utilizar o Teorema 1.7 e

dizer que A tem dimensao finita e, portanto, pelo Teorema 1.5, A é isomorfa a R, C, H ou
D.

Lema 1.19 Seja A uma R-dlgebra absolutamente valuada com 1 e algébrica. Entao A é
quadrdtica.

Demonstracgao:
Se a em A, entdo A(a) é de dimensao finita e com unidade. Dai, o operador R, a restri¢do de
R, ao subespago A(a), satisfaz (R.)*> — aR/, — I = 0 para certos escalares a e 3. Portanto,
o conjunto {1, a,a®} é linearmente dependente.

[ |
Seja a € A ndo escalar. Pelo Lema 1.19, dim A(a) = 2 e agora Teorema 1.5 implica que
A(a) = C. Por outro lado, sabemos que z? — 2R(2)z + ||2||* = 0 para cada nimero complexo
z. Assim, pelo isomorfismo A(a) = C de algebras absolutamente valuadas, temos que existe
a € R tal que

a® —2aa + ||a]|*1 = 0.

J& que o elemento a nao & escalar, podemos concluir que o polinomio X? — 2aX + ||a||*1
¢ irredutivel em R[X]. Chama-se polinomio minimo (ou irredutivel) de a sobre R. Se temos
que f(X) € R[X] & um polindémio que anula a, conhecemos que o polinomio minimo de a,
divide a f(X).

Lema 1.20 Seja {uy,...,u,} um conjunto J-ortogonal em A, tal que u? = —1, para todo i.
Entao V', o subespaco normado de A gerado por ® = {1,uy,...,u,}, € euclideano, isto é, a
norma € induzida por um produto escalar. Além do mais, ® € uma base ortonormal de V.

Demonstragao:
Seja a € V. Existem escalares ay, ..., a, tais que a = agl + aju; + ... + @uu,. Se a é uum
escalar, entdo a = gl e ||a|]| = ||aol|| = |ao|||1]| = |ao|. Observamos, que por ser A uma

algebra absolutamente valuada [[1|| = ||12|| = |[1]]]|1]], logo ||1]| = 1.
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Suponhamos agora que a nao é um escalar. Um simples calculo mostra que

a® —2apa+ (ag +af + ... +a2)1 = 0.

Portanto seu polindmio minimo sobre R é X =200 X + (3.1, a2), e ||a][*> = D1, . Assim,
em todos os casos podemos concluir que
n
2 2
lal* =) af.
i=0
Isto termina a demonstracao do lema.
|

Lema 1.21 Seja A uma R-dlgebra absolutamente valuada com 1 e algébrica. Entao A é
alternativa.

Demonstracao:
E suficiente provar que (z,,y) = 0 = (y, x,z) para todo z,y € A. Sejam a e b dois elemento
em A. Se a ou b sdo escalares, temos que (a,a,b) = 0 = (b,a,a) visto que (1,z,y) =0 =
(x,1,y) = (z,y,1) para todo x,y € A. Assumiremos agora que a e b nao sdo escalares.
Entao, pelo lema anterior e pelo Teorema 1.5, A(a) e A(b) sdo subalgebras de A isomorfas
a C. Portanto, existem elementos o’ e V' de A, tais que A(a) = [1,d'] e A(b) = [1,V],

(a')> = —1e (V')> = —1. Um simples célculo mostra que (a,a,b) = 0 = (b, a, a) se e somente
se (a/,d V) = 0 = (V,d,d'). Assim podemos assumir, sem perda de generalidade, que
a’> = —1, > = —1 e que o conjunto {1,a,b} é linearmente independente.

Pelo Lema 1.13, existe § € R tal que ab + ba = §1. Se desenvolver o produto (a + tb)?
podemos deduzir que
(a+1th)? = —(t* —td + 1)1,

para todo t € R. Para cada t € R fixo, deve ser t>—tJ+1 > 0, pois caso contrario o polinémio
X2+ (1> —td + 1) € R[X] & redutivel e implicaria que a + tb € R1 em contradi¢ao com o
fato de ser {1,a, b, } linearmente independentes. Assim seu discriminante deve ser negativo,
isto ¢ 02 — 4 < 0. Se

b1 = (5@ + Zb),

1
V4 — 52
entao

aby + bia = (—260 4+ 2(ab+ ba)) =0,

1

V4 — 62
1 2 1 2

Observamos agora que (a,a,b) = (b,a,a) = 0 se e somente se (a,a,by) = (by,a,a) = 0.
Portanto podemos assumir sem perda de generalidade que 6 = 0, isto é ab + ba = 0. Por
lema anterior, o subespaco normado V' = R1 + Ra + Rb é euclideano e {1, a,b} é uma base
ortonormal. Combinando o lema anterior e Lema 1.15, podemos afirmar que o subespaco
W =V + R(ab) é euclideano. Aplicando varias vezes a lei dos cossenos temos

by

= |1 +0l* = flall*I1 + b]I* = [la(1 + b)||* = [la + ab]|?,
= [1+al* =1+ al*[]blI* = (1 + a)b]|* = [|b+ ab]|*,
= [1+al’l1+0l* = [[(1 +a)X +b)* = [[(1 + a +b) + ab]*, 11+ a+b]* =3,
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e podemos dizer que ab e ortogonal a a, b e 1+ a + b respetivamente. Assim, ab é ortogonal
a 1,a,b e a sequencia 1, a, b, ab é uma base ortonormal de TW. Por outro lado, sabemos por
Lema 1.15, que existe ¢ em W de modulo 1, raiz quadrada, J-ortogonal com 1,a e b. Como
1 = |lc|| = ||¢*]], seque que ¢* = —1. Por lema anterior, {1, a,b,c} ¢ uma base ortonormal
de W, que obriga a igualdade ¢ = +ab. N6s provamos que se a e b sao J-ortogonais e raizes
quadradas de —1, entdo {1,a,b,ab} é um conjunto J-ortogonal de raizes quadradas de —1.

Repetindo o processo para o par {a, ab}, segue que {a, ab,a(ab)} é J-ortogonal e obtemos
que (a(ab))? = —1. Combinando Lema 1.15 e o lema anterior segue que o subespago normado
W + R(a(ab)) é euclideano e as sequéncias {1,a,b,ab} e {1,a,ab,a(ab)} sdo ortonormais.
Agora

4= lla—1Pb+abl]2 = lI(a = 1)(b+ab)|* = | — b+ a(ab)| .

implica, pela lei dos cossenos, que
a(ab) = —b.

Consequentemente, (a,a,b) = a?b—a(ab) = —b+b = 0. A outra relagao (b, a,a) = 0 pode-se
provar de maneira analoga.

[ |
Desse modo A é uma R-algebra quadrética, alternativa e absolutamente valuada. Pelo Teo-
rema 1.7, a dimensao de A é finita, o que permite, pelo Teorema 1.5, dar o seguinte resultado.

Teorema 1.8 Se A € uma R-dlgebra absolutamente valuada com unidade e algébrica, entao
A ¢ isomorfa a R, C, H ou D.

1.4 A.a.v. com Unidade

Agora mostraremos que a hipétese que A seja algébrica nao é essencial no Teorema
1.8. Nesta secao mostramos que toda &lgebra real absolutamente valuada com unidade é
quadratica e portanto algébrica. Para encerrar essas linhas, damos um exemplo de uma
algebra real absolutamente valuada, sem unidade, de dimensao infinita. O assunto desta
se¢ao segue as linhas de [5] e [30].

Lema 1.22 Sejam A uma R-dlgebra absolutamente valuada e B um subconjunto de A. Se
para todo x, y em B, xy = yx, entao o subespago gerado por B, [B], é um espago com
produto interno.

Demonstracgao:
Para todo z, y em B, temos que (z +y)* = 2>+ 2zy +y? e (v — y)? = 22 — 22y + y*. Entao
(z+y)* = (v —y)* = day. Se |lz]| = 1 = |ly||, segue que 4 = [|zy|| = [|(z +y)* — (z — y)*|| <
Iz + )% + I(z — y)?|| = ||l= + y||*> + ||z — y||*>. Pelo Teorema 1.3, obtemos que [B], é um
subespaco com produto interno.

|

Lema 1.23 Sejam A uma R-dlgebra absolutamente valuada, x ey elementos da dlgebra tais
que ||z]| = [ly| =1 e ||z — y|| = 2. Se xy = yx, entdo z +y = 0.
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Demonstracao:
Pelo Lema 1.22, o subespaco normado V' = Rz + Ry é euclideano. Agora usando a lei dos
€ossenos, temos

lz +yl* + llz = ylI* = 2|z * + lly]1*)-

Assim ||z + y||? = 0. Isto termina a demonstragao do lema.

O teorema seguinte é devido a Fred B. Wright e Kazimierz Urbanik, ver [30].

Teorema 1.9 [K. Urbanik e F. Wright] Uma R-dlgebra A absolutamente valuada com uni-
dade ¢ isomorfa a R, C, H ou D. Portanto, de dimensao 1, 2, 4 ou 8.

Demonstragao:

Mostremos que A é quadratica e o resultado segue entao do Teorema 1.8. Provemos que para
todo x em A, x? € [1,z], o que é equivalente a A(z) C [1,z], ou seja, dim A(z) < 2. Se z e
1 sdo linearmente dependentes, = al e x? = ax, portanto, 2% € [1, z].

Assumimos entdo que o conjunto {1,z} é linearmente independente. Como z comuta
trivialmente com 1, o subespaco vetorial gerado por 1 e z é euclideano. Assim, usando que
|1|| = 1, podemos afirmar que existe u em [1,z], tal que {1,u} é uma base ortonormal de
[1, z]. Em particular, temos que ||al+ Bul|* = o + 2, para todo «, § € R. Ja que u comuta
com 1, [[1 —?| = (1 —uw) (1 4+u)| =1 —ul[|l +ul| = V(1 +1)/(1 +1) =2 e também
|u?]| = ||ul|||ul| = 1. Pelo Lema 1.23, 1 + u* = 0, assim u? = —1. Isto implica que [1,u] é
uma subalgebra de A isomorfa a C, o que mostra que z* € [1, z].

Corolario 1.2 Seja A uma R-dlgebra absolutamente valuada, com um elemento idempotente
e nao nulo, que comuta com todo elemento de A. Entao A € de dimensao finita e as dimensoes
possiveis sao 1, 2, 4 ou 8.

Demonstragao:

Mostremos que A é is6topa a uma R-&lgebra com unidade. Provemos primeiro que as mul-
tiplicagoes a direita e esquerda R, e L. sao sobrejetoras. Seja x € A. Se x = «ae, entao
Re(x) = x = Le(x). Se x ¢ R, entdo {e,z} é linearmente independente e por Lema 1.22 o
subespago normado 2-dimensional [e, z] é euclideano. Por outro lado, |le|| = ||€2|| = |le||?
logo ||e|| = 1. Portanto existe u € [e, z] tal que {e,u} ¢ uma base ortonormal. Dado que

le = w*ll = lle = ulllle +ul = V(1 + 1)/ (1 +1) =2,

podemos afirmar pelo Lema 1.23 que e + u? = 0. Assim, u?> = —e e dai, concluimos que
A(u) = [e,u] = [e, x] é isomorfo ao corpo dos complexos. Portanto existem y,y’ € A(u) tais
que R.(y) =ye =x e L.(y') = ey = z. Consequentemente, R, e L. sdo sobrejetoras em A.
Como

[Re(a)[| = [|Le(a)|| = [lell[|al| = llal],

para todo a € A, temos que R, e L, sao também injetoras. Portanto sdao bijetoras e trans-
formam elementos de A em elementos de A com a mesma norma. Assim, as mesmas propri-
edades sdo satisfeitas por R, ' e L 1.
Finalmente, o espaco vetorial normado A com novo produto definido por
_ p-l -1
z-y=R(x)L; (y),

e



A.A.V. COM UNIDADE 27

¢ uma algebra absolutamente valuada, com unidade, ja que ||z - y|| = |[|R;'(x) L (y)|| =
R @)L )l = [|=]|lly]| e e & = x - e = x para todo x,y € A. Agora por Teorema 1.9,
temos o resultado do corolario.

[ |

Corolario 1.3 Seja A uma R-dlgebra absolutamente valuada de divisao. Entao € de dimen-
sao finita e as dimensoes possiveis sao 1, 2, 4 ou 8.

Demonstracgao:

Seja a € A com ||a|]| = 1, como A é de divisao R, ! e L' existem. Para x, y em A, definimos
um novo produto em A dado por z -y = R;'(z)L;'(y). Com este produto, a® é elemento
unidade. Pelo Teorema 1.9 e pela Definicao 1.1 obtemos o resultado.

[ |
Agora damos o exemplo através do qual mostramos que a hipotese, no Teorema 1.9, da
unidade ¢ essencial. Na verdade, ¢ um conjunto de exemplos de algebras absolutamente
valuadas de dimensao infinita, [5].
Sejam U um conjunto infinito qualquer e ¢ : U x U — U uma fungao injetora. Definimos
A como sendo o conjunto das fungoes, f, de U em R tal que f(u) = 0 para todo u € U
exceto, se for o caso, para um nimero finito de elementos de U. O conjunto A tem estrutura
de R-espaco vetorial com as operagoes naturais:

(f +9)(w) = flu) +g(u),  (Af)(u):=Af(u) paratodo uel,

1 se v=
0 se v 7& u
a aplicacao de U em A, definida por u — g¢,, € injetora podemos identificar g, com o elemento
u. Com esta notagao, temos que cada g € A, pode-se exprimir na forma g = > ., g(u)u.
Portanto, U gera A. De maneira direta, pode-se provar que U é linearmente independente.
Portanto U ¢ uma base de A logo dim A = oo.

Definimos um produto em A do seguinte modo. Para f e g em A,

(f - 9)(u) == f(v)g(w),

onde ¢(v,w) = u. Este produto estd bem definido pois ¢ é injetora. Com este produto o
R-espaco A é uma R-algebra e para cada p, 1 < p < oo, definimos a seguinte norma em A:

1l = O 1F)P)e.

uelU

onde f,g € Ae X € R. Parau € U fixo, seja g, € A, dada por g,(v) = { . Ja que

Como

I lllalle = 0 1F@P)P O lg)P)r = (Y [Fw)g(w))»

velU wel v,welU
= O -9l =1f - glly
uelU

para todo f, g em A, obtemos que tal dlgebra é absolutamente valuada. Assim A é uma
algebra absolutamente valuada de dimensao infinita. Além do mais, se p # 2, entao a norma
nao é induzida por um produto interno.

O primeiro exemplo de uma algebra absolutamente valuada de dimensao infinita aparece
em |30], que é um caso particular da construgao acima, onde U = N, p = 2. Como aplicagao
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¢ podemos considerar ¢(n, m) = 2"3™, para n.m € Z.

14



Capitulo 2

Espacos Normados e Algebras de Banach

No capitulo anterior mostramos que uma solucao da equacao quadratica

(357) (54) -3¢

i=1

onde x1,...,Tpn, Y1, ..., Yo @0 indeterminadas independentes e z; = szzl @ik T Y COM Qjjk
niimeros reais, é equivalente & existéncia de uma algebra real absolutamente valuada de
dimensao finita (ndo necessariamente com unidade) com norma induzida por um produto
interno. Foi mostrado entao que tal algebra deve ser is6topa a R, C, H ou ID. Tal resultado foi
obtido através das algebras de composicao, sobre qualquer corpo de caracteristica diferente
de dois, e através das algebras reais absolutamente valuadas de dimensao finita com unidade
(Teorema 1.5). O Teorema 1.8, mostra que podemos mudar a hipdtese de dimensdo finita
por algébrica. O Teorema 1.9, prova que podemos prescindir do fato de que a algebra seja
algébrica e finalmente mostramos em um exemplo a existéncia de uma &algebra real, sem
unidade, absolutamente valuadas de dimensao infinita.

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns resultados classicos em anélise funcional e
alguns outros sobre algebras de Banach que nos auxiliarao na prova do resultado principal
da dissertacdo. O assunto na seguinte segdo segue as linhas de [9], [18] e [31].

2.1 Espacos Normados

Um espago métrico (X,d) é um conjunto X munido de uma métrica (ou distancia),
isto &, uma funcao d : X x X — R tal que para quaisquer z,y,z € X: (i) d(z,y) é um
ntmero real ndo negativo, (ii) d(z,y) = 0 & = = y, (iii) d(z,y) = d(y,x) (simetria),
(iv) d(x,2) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular). Um espaco métrico admite uma
estrutura natural de espago topoldgico. Usando a notacdo B(z,r) para representar a bola
aberta de raio v, B(z,r) := {y | d(z,y) < r}, um conjunto A é aberto quando para cada
r € A , existe € > 0 tal que B(z,e) C A. Seja agora X um espago vetorial sobre o corpo
F. Uma norma em X é uma fungdo || - || : X — RT que satisfaz: i) ||z|]| = 0 & = = 0;
ii) |[Ax|| = |\|||x]|, para todo z € X e todo X\ € F; iii) ||z + y|| < |lz|| + ||y|| para
quaisquer =,y € X (desigualdade triangular). Um espag¢o normado é automaticamente um
espago métrico, definindo a métrica d(x,y) := ||z — y||. Porém um espago métrico pode nao
ter estrutura algébrica (de espaco vetorial) e portanto o conceito de espaco métrico é uma
generalizacao do conceito de espaco vetorial normado. Uma variagao ttil da desigualdade

29
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triangular para espacos normados é

Iz =yl = [ll=[] = [ly[l

para cada par de vetores x e y. Esta desigualdade também prova que num espaco normado
(X, |- 1]) a fun¢do norma || - || : X — R ¢ continua.

Seja (X, d) um espago métrico. Uma sequéncia {x,} em X & de Cauchy se para cada
e > 0, existir um ng inteiro positivo, que depende de ¢, tal que d(z,,z,) < €, para todo
n,m > ng. O espacgo métrico (X, d) é completo se cada sequéncia de Cauchy em X converge
a um limite em X. Falamos que uma sequéncia {z,} em X converge para x € X se para
cada € > 0, existir um ng inteiro positivo, que depende de ¢, tal que d(z,,x) < &, para
todo n > ng. Nao todos os espacos métricos sao completos, mas é um fato que todo espaco
métrico pode ser “completado”, de tal forma que preserve a estrutura essencial do espaco
métrico. Se o espaco em questao ¢ um espacgo vetorial normado, o processo completa a um
espaco de Banach (isto é, espago normado e completo), e um espaco com produto interno é
completado a um espago de Hilbert (isto é, espaco normado e completo com norma induzida
por um produto interno). Se X for uma algebra normada entao podemos estender de maneira
natural o produto de X até )?, de tal forma que X é uma algebra de Banach.

Nesta se¢ao o nosso resultado principal é o Corolario 2.1 provado em [9].

Teorema 2.1 Dado um espa¢o métrico (X, d), existe um espa¢o métrico completo ()A(, CZ) 0
qual tem um subespaco W que € isométrico a X e é denso em X. O espago X € chamado o
completamento de X.

Demonstragao:
Seja & o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em X. Dizemos que dois elementos
{z,} e {yn} em S estao relacionados por ” ~" se

lim d(z,,y,) = 0.

n—oo

E facil ver que ” ~" & uma relacio de equivaléncia sobre S.
Seja entao . X o conjunto de todas as classes de equivaléncia. Se {z,} € S denotamos

por [{z,}] € X sua classe de equlvalen(na Definamos agora uma métrica em X da seguinte
forma. Se [{z,}] e [{yn}] em X, definimos

([{a), o)) = lim d(, i)
Observe que lim,, . d(x,,y,) sempre existe, pois temos que

(20, Yn) — ATy Ym)| < |d( @0, ) + ATy Yim) + (Y, Yn) — ATy Yo |
= d(xmxm) + d(yna ym) — 07

se m, n — oo. Portanto, {d(x,,y,)} é uma sequéncia de Cauchy em R, o que implica que
{d(zn,yn)} é convergente. Por outro lado, se {x,} ~ {2/} e {yn} ~ {y,}, entdo

|d(@n, yn) — d(ar,, yp)| < fd(@n, 2,) + d(@, y,) + dyr, yn) — d(ag, y3)]
- d(‘rna x;) + d(yn7 y;z) — 07

quando n tende para oo. Portanto, d esta bem definida, isto é, sempre esta definida e o
resultado nao depende da escolha dos representantes das classes.
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~ Mostremos que d & uma distancia em X. Sejam a, b, ¢ EA)?. Por definigao (j(a, b) >0e
d(a,b) = 0 se, e somente se, a = b e também por defini¢do d(a,b) = d(b,a). Como d é uma
distancia em X temos que d(z,,yn) < d(xy, z,) + d(zn, Yn), entao

lim d(z,,y,) < lim d(z,,z,) + hm d(Zn, Yn)-

n—0o0 n—o0

Portanto, d(a,b) < d(a,c) + d(c,b).

Agora é construida uma isometria 7' : X — X. Para cada elemento = € X, seja T a
classe de equivaléncia que contém a sequéncia constante {x, }, onde Zp = T para todo n € N.
Definimos entdo T'(z) = #. Temos que T ¢ linear e, por definicdo, d(T(z), T(y)) = d(&,9) =
lim, o d(x,,yn) = d(x,y). Isto implica que 7" é uma isometria. Como toda isometria é
injetora, se W = T'(X), temos que X ¢é isométrico a W.

Mostremos agora que W é denso em X. Seja [{z,}] em X e ¢ > 0. Como {z,} ¢ uma
sequéncia de Cauchy, temos que existe ng € N tal que d(z,,z,,) < &, sempre que 1 > ng.
Entdo z =z, € X e d([{xn}], 2) = limy_u0 d(n, z) < €. Portanto, W ¢ denso em X.

O espaco X é completo. Seja {a,} uma sequéncia de Cauchy em X Como W é denso
em X para cada inteiro positivo n, existe x,, em X tal que d(an, 7,) < -. Pela desigualdade
triangular,

~ A~

A, Tn) = d(Ty, T) < d(Ty, an) + d(an, am) + d(am, T,) = 0

quando n e m tendem para oco. Isto implica que {z,,} é uma sequéncia de Cauchy em X.
Seja a = [{x,}] € X. Como d(a,,T,) < =, temos

~

d(an, a) < d(a, Ty) +d(Tn,a) < ~ +d(Tn, a).

§IH

Por outro lado, para cada ¢ > 0, existe ny tal que d(x,,z,) < ¢ sempre que n,m > nq.
Assim
d(av CL) <g,

para todo n > ng. Significa que o limite da sequéncia a?(f;, a), quando n tende para infinito
é zero. Portanto R
lim d(a,,a) = 0.

n—o0

Isto termina a demonstracao do teorema.

[ |
Suponhamos agora que X é uma algebra normada. Entao X, espaco normado, é um espaco
métrico com métrica definida por d(z,y) = ||z — y|| para todo z,y € X. Pelo teorema

anterior, podemos construir o espaco métrico completo (X d) O espaco X tem estrutura
de espaco de Banach, via a norma

{2l = d([{a}],0) = lim ||,

Agora X tem estrutura de dlgebra normada definindo o seguinte produto. Sejam a e b em
X. Como X ¢é subespago denso em X, existem sequéncias {z,,} e {y,} em X tais que z,, — a
e y, — b e dado que o produto em X & aplicagdo bilinear continua segue que a sequéncia
{z,yn} é de Cauchy. Dai, existe ¢ € X tal que x,y, — c. Definimos

ab=c= lim z,y,.
n—roo
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Mostremos que ¢ independe das sequéncias {x,} e {y,}, isto é, se {z/,} e {y/,} s@o sequéncias
em X tais que também z/, — a e y, — b, entao a igualdade

Tnln = Tyl = (Tn = )0 + 20 (Y = Y)
mostra que lim, ., 2y, = lim, o Tpy, = ¢. Além disso, como ||z,yn|| < [|z.||l|yn]] para
todo n e a norma é continua, tomando o limite segue que

lell < flallfl®l]-

Por defini¢ao, a aplicagao (a,b) — ab = ¢ é bilinear, mostremos que é continua. Sejam (a, b)
e (c,d) dois elementos em X x X e escrevemos

cd —ab=(c—a)(d—">b)+a(d—b)+ (c—a)b.

Como |jab|| < ||al|||b]| para todo (a,b) em X x X, entdo dado & > 0, se

19
(e, d) — (a,B)l| = lle — al + [|d — b < 6 = \@

|cd — ab|| = ||(c — a)(d — b) + a(d —b) + (c — a)b|| < 5+ 5 = €, 0 que mostra a continuidade.
Obtemos assim um produto em X. Além do mais, se X é uma algebra associativa o associador
em X definido por (a,b,c) = (ab)c — a(be), é aplicagao trilinear continua, pois o produto é
continuo, e é zero restrito a elementos de X e dado que X é subespaco denso em X obtemos
que (a,b,c) = 0. Entao X é também uma algebra, associativa.

Corolario 2.1 Seja A uma R-dlgebra absolutamente valuada e suponhamos que existem
elementos a e b em A tais que aA e Ab sao subconjuntos demsos em A. Entao A € de
dimensao finita.

Demonstracao:
Podemos supor que |la]| =1 = ||b|| e mostremos que A é isétopa a uma R-algebra absoluta-
mente valuada com unidade.

Suponhamos que A é um espaco completo. Seja ¢ em A. Entao existe uma sequéncia
{ax, }neny em aA tal que az,, — c. A sequéncia {z,},en é de Cauchy, ja que

[T — zml| = ||lax, — azx,y,|| — 0,
quando n e m tendem para oo. Pela completude de A, existe x em A tal que

r = lim xz,.
n—oo

Por outro lado, em uma &lgebra normada e, em particular em uma &lgebra absolutamente
valuada, o produto ¢ continuo, logo

ar = a( lim z,) = lim az, = c.
n—oo n—oo

Assim aA = A e a multiplicacao pela esquerda por a é bijetora. De maneira analoga podemos
provar que R, é bijetora. O R-espaco vetorial A com o novo produto definido por

vy =Ry (z) L, (y)

a
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para todo z,y € A, é uma algebra absolutamente valuada com unidade e = ab:
rv-e= R (2)L; (ab) = Ry (x)b=x, e-z= R, (ab)L;"'(z) = aL,'(z) = .

Pelo Teorema 1.9, obtemos o resultado.

Suponhamos agora que A nao é completo e seja Ao completamento de A. Podemos
considerar A como subespaco denso de A. E facil provar que aA e Ab sio também densos
em A. Dado que aA C aA e Ab C Ab, podemos afirmar que os conjuntos aA e Ab sdo densos
em A. Portanto, As is6topa a uma R-algebra de dimensao finita o que implica que A é de
dimensao finita.

[ |
Observemos que no lema anterior pode ser a = b, fato que ¢é utilizado de forma direta na
prova do resultado principal de esta dissertacao.

Como no capitulo anterior F representara o corpo dos niimeros reais ou complexos. Dado
um subconjunto S de um espaco normado X, representamos por S seu fecho topoldgico em
X, é dizer o conjunto dos pontos de aderéncia de S em X. Se X e Y forem espacos normados
sobre o corpo IF, nem toda aplicacao linear 7' : X — Y é continua (em relagao as topologias
induzidas pelos normas). Para ilustrar esse fato, comecamos caracterizando a continuidade
de aplicacoes lineares. Sao equivalentes as propriedades:

i) Existe a > 0 tal que ||T(x)|| < al|z||, para todo x € X

ii) T é lipschitziana: existe a > 0 tal que ||T'(x) — T'(2)|| < a||z — z|| para todo z, z € X;

iii) T é continua na origem;

iv) T é limitada: sup ||T(x)|] = a < oc.
[lz]|<1
Definimos

BL(X,Y):={T: X — Y | T é linear e limitada}.

E facil ver que BL(X,Y) é um espaco vetorial normado sobre o corpo F, onde a norma
de um operador T' € BL(X,Y), denotada por ||T||, ¢ o nimero real positivo «a definido no
item iv). Observamos que este nimero « coincide com o menor real positivo que satisfaz a
desigualdade de i) (ou ii).)

Dizemos que uma aplicacdo linear 7 : Z — Y ¢é uma extensao linear de T : X — Y se
X Cc ZeT(zx)=T(x) para todo x € X. Escrevemos T|x =T.

Teorema 2.2 Sejam X um espago normado, Y um espago de Banach e T : D(T) - Y
uma aplicac@o linear limitada, com D(T') subconjunto de X. Entao existe T : D(T) — Y
uma extensao linear T que € limitada e ||T|| = ||T|, onde D(T) é subconjunto de X. Se T

for uma isometria, entao T também € uma isometria.

Demonstracgao:
Se x € D(T), entao existe uma sequéncia {z,} de elementos em D(T') que converge para .
Dado que T’ ¢ linear e limitada,

T (n) = T(em)l| < | T]|l[2n — 2ml|[ =0,

quando n e m tendem para oco. Portanto a sequéncia {T'(z,)} ¢ de Cauchy em Y. Dado
que Y & um espago de Banach, existe y € Y tal que a sequéncia {T'(x,)} converge para y.
Definimos agora T'(x) = y. Esta defini¢do ndo depende da sequéncia convergindo a x. De
fato, se {x,} — = e {2,} — x, entdo v, — x onde v, = T(n41)/2 5€ N IMpar e v, = 2,2
se n par. Podemos provar de maneira analoga que a sequéncia {T'(v,)} e as subsequéncias
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{T'(z,)} e {T(yn)} sdo de Cauchy logo convergem em Y. Portanto, convergem para 0 mesmo
elemento y.

A aplicacdo T é linear. Sejam v e S em F e z, z em ﬁ Existem duas sequéncias em
D(T) que satisfazem {z,} — x e {z,} — 2. Entao, {ax, + 52,} = ax + fz. Assim,

T(ax+ fz) = lim T(ax, + Bz,) (por defini¢ao)
n—o0
= lim (o1 (z,,) + BT (2n)) (por ser T linear)
n—0o0
= « lim T(z,) + 6 lim T'(z,) (por existir os limites)

= oT(z)+ BT(2).

Mostraremos agora que T ¢ limitada e ||T|| = ||T||. Como T é uma extensdo de T, se for

limitada ||T'|| > ||T||. Por outro lado, dado x € D(T), existe uma sequéncia {z,,} em D(T)
que converge para z, logo

IT(x)]| = || lim T(x,)|| (por defini¢do de T)
n—oo

= lim ||T(z,)|| (por ser a fun¢do norma continua)

n—oo
< lim ||T|]]|2n]] (por defini¢do de norma de um operador)

n—oo
= ||T|| lim ||x,]| (o produto no corpo é continuo)

n—oo
= ||7|]|] im z,]| (por ser a fun¢do norma continua)
n—oo
= IT1Hl]]-
Se T for uma isometria, a desigualdade acima ¢ uma igualdade e ||T|| = 1, logo T' também

¢ uma isometria. Isto termina a prova do teorema.

R [
Observe que se D(T) = X e X é o completamento de X, entdo existe T : X = X =Y, uma
extensao de 7', que é linear, limitada e com a mesma norma do que 7.

Teorema 2.3 Sejam X, Y espacos normados sobre F e Y um espaco de Banach. Entao
BL(X,Y) é um espago de Banach.

Demonstragao:
Seja {7}, }nen uma sequéncia de Cauchy em BL(X,Y). Definiremos uma aplicacdo 7' em
BL(X,Y) e depois provaremos que dito operador é o limite da sequéncia. Fixemos agora um
elemento x € X. Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que ||T,, — T,,|| < &, sempre que n, m > ny.
Logo,

[T0(x) = Ton(2)]] = (T = Tn) (@) || < | T0 = Tl || < el

sempre que n,m > ng. Assim, a sequéncia {7T,,(x)} é de Cauchy em Y. Uma vez que Y é um
espaco de Banach, existe y € Y tal que {7, (z)} — y. Definimos T'(x) por y.
Note que T' é linear, pois
T(ax + Bz) = lim T,(ax + fz) = a lim T,(x) + 8 lim T,(z) = oT(x) + BT(2),
n—00 n—00 n—00
para todo a, fem Fe z, zem X.

A aplicagao T é também limitada, pois sabemos que ||T,,(z) — T, (2)|| < €|z, para todo
n,m > ng e pela continuidade da norma, segue que para todo n > ng e todo x € X,

[T(x) = T (@) || = | Ta(z) = lim Ty (z)[| = lim [|T,(x) = Ton ()] < ef]].
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Assim, T,, — T' é limitada para todo n > ng. Como T,, é limitada, 7' =T, — (T,, — T) é
limitada. Desse modo, T' € BL(X,Y).

Finalmente, como ||T,,(z) — T'(x)|| < €||z||, sempre que n > ny, entao para todo x € X
com ||z|| = 1, obtemos que ||T,, — T|| < ¢ e, assim, T,, — T

[ |

Se Y = F entdo BL(X,F) é denotado por X’ e chamado o espaco dual topologico de X
e seus elementos sao chamados de funcionais lineares. Do teorema anterior temos que X'
é um espacgo de Banach. Usando este ultimo teorema podemos obter uma outra prova de
completude para espacos normados bem mais simples: Se X é um espaco normado sobre [,
entao seu dual X’ é um espaco de Banach e seu bidual X” := BL(X',F) também é um espago
de Banach. Por outro lado podemos definir uma imersao isométrica de X em seu bidual via
x — Ty, onde T,(p) = p(z) para todo ¢ € X'. Identificando = com T, o completamento de
X sera seu fecho topologico, considerado como subconjunto do espaco de Banach X”.

Enunciamos sem prova uma versao do classico teorema de Hahn-Banach, um resultado
central na area de analise funcional.

Teorema 2.4 [Ertensdo de um funcional linear] Seja f um funcional linear limitado sobre
um subespago W de um espago normado X sobre F. Entao existe um funcional linear limitado
f sobre X o qual é uma extensao de f a X e tem a mesma norma, isto é, || f|| = || f|, onde

IfIl = sup{|f(2)| | = € X e [lz]| = 1}.

Corolario 2.2 Sejam X um espaco normado sobre F e xo # 0 em X. Entao existe f € X’
tal que ||f| = 1 e f(z0) = 2ol

Demonstracgao:
Seja W o subespacgo de X gerado por zg e fp funcional linear sobre W que satisfaz fo(xg) =
||o]|- Temos que fy é limitado e tem norma 1, pois se x = axg, entdo |fo(x)| = |afo(zo)| =
lal||zo|| = ||azo|] = ||z||. Pelo teorema de Hahn-Banach, fy possui uma extensao f € X’ com
a mesma norma. Assim ||f|| = ||fol| =1 e f(z0) = fo(zo) = ||xo]|-

[ |
Quando Y = X denotamos BL(X,Y) por BL(X). E um simples calculo, provar que para
Tl, T2 e BL(X)7

ITTol < ITINIT).

Além disso, a composi¢ao de operadores em BL(X) é uma operagao binaria associativa, ou
seja, BL(X) é uma F-algebra normada associativa.

2.2 Algebra de Banach

Nesta secao damos alguns resultados sobre algebras de Banach que precisamos, sendo
os Teoremas 2.10 e 2.13, e o Corolario 2.4 os fatos principais. Como na secao anterior F

representa ao corpo dos nimeros reais ou complexos. O assunto desta secao segue as linhas
de [6], [9], [10], [18] e [25].

Definicao 2.1 Uma F-dlgebra A, normada e associativa ¢ dita dlgebra de Banach se A
como F-espaco normado € completo.
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Por exemplo, R e C sao R-algebras de Banach com unidade e comutativas. Também
temos que C'la,b] = {f : [a,b] = R | f continua} com || f| = max{f(t) | t € [a,b]} &
uma R-algebra de Banach com unidade e produto (fg)(t) = f(¢t)g(t). Se X é um espaco de
Banach sobre F, BL(X) ¢ uma F-algebra de Banach com unidade. Observamos que em uma
algebra de Banach o produto sempre é continuo.

Um elemento z em uma algebra de Banach A com unidade, é dito invertivel ou reqular
se existe um elemento em A, denotado por 7!, tal que zz=! =z 'x = 1. Se x € A ndo é
regular é dito singular.

Teorema 2.5 Seja A uma F-dlgebra de Banach com unidade. Se x € X satisfaz ||z|| < 1,
entdo 1 —x € invertivel e (1 —x)~' = 143777, a7,

Demonstracao:

Como A é normada, ||zy|| < ||z]/||y|| para todo x e y em A, entao ||27|| < ||z|] para todo j em
N, assim » 77, [|27|| converge pois ||z|| < 1. Dai, a série 1+ 77, 27 converge absolutamente
e dado que A é um espaco completo, segue que a série converge. Em particular por ser
convergente seu termo geral tende para zero isto ¢, lim,, ,,, 2" = 0. Seja s = 1 + Z;’il e
para cada n inteiro positivo s, = 1 +Z?:1 27 sua soma parcial. Obviamente, s = lim,,_,o0 5.
Por outro lado,

(1—2)s, =1—2/" =s,(1 —2).

Assim, usando que o produto em A é continuo, segue

(1-2)s=(1—z) lim s, = lim (1 —)s, = lim (1 —2"™) =1,
n— o0 n—oo n—oo

e analogamente podemos provar que s(1 —x) = 1.

Observe que se A é uma &lgebra de Banach com unidade, o conjunto
inv(A) = {z € A | z é invertivel }

¢ um grupo multiplicativo e temos o seguinte resultado.

Teorema 2.6 Seja A uma dlgebra de Banach com unidade sobre F. Se xy € invertivel,
entdo cada elemento da bola aberta B(xo, ||xyt||™Y) € invertivel. Em particular, o conjunto
inv(A), de todos os elementos requlares de A, é um subconjunto aberto em A e portanto
sing(A) = A\ inv(A), o conjunto dos elementos singulares de A, é fechado.

Demonstracao:
Seja 79 € inv(A). Vejamos que B := B(wo,]||z5"||™') a bola aberta de centro xg e raio
|25 || 7! esté contida em inv(A). Consideremos um elemento z em B. Definamos os elementos

yi=ay'z e zi=1—-y=1—a;'z.

Entao,
Izl = [ly = 1l = [lag 'z = 1| = [lag ' — 25" zo|| = [lzg™ (z — o) || < [lg" ||l — 2ol < 1.

Assim ||z|| < 1 e o teorema anterior implica que 1 — z é invertivel, isto é, 1 —1+y =y é um
elemento de inv(A). Como inv(A) é um grupo multiplicativo,

Ty = To(ry'x) = (woxy ) = o € inv(A).
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Isto prova que inv(A) é aberto e portanto sing(A) = A \ inv(A) é fechado.
|

Definicao 2.2 Seja A uma dlgebra de Banach com unidade sobre F. O conjunto Resolvente
de = € A, denotado por p(z), € o conjunto de todos os elementos A\ € F tais que x — \1 é
reqular. O espectro de x € A, notado por o(x), € o complemento em F de p(x).

Observamos que no caso F = R o espectro de um elemento em uma R-algebra de Banach
pode ser vazio. Por exemplo, se A = BL(R?) para T' € A dado por T(z,y) = (—y,z), a
rotacdo de grau %, satisfaz o(T') = (). No caso complexo temos o seguinte fato.

Teorema 2.7 Seja A uma dlgebra de Banach complexa com unidade. Entao para todo x em
A, o espectro de x € compacto.

Demonstracao:
Se [\ > ||z||, entao |[\7'z|| < 1, assim 1 — A~!z é invertivel. Logo, —A(1 — A\7'z) = o — A1,
é invertivel e obtemos que A € p(x). Portanto, se A € o(x), |\| < ||z]|. O que mostra que
o(x) é limitado.

Vejamos agora que o espectro é fechado. Seja A\g em C \ o(x) = p(z), isto &, x — Aol é
um elemento invertivel em A. Por Teorema 2.6, existe uma bola aberta de centro x — A\gl e
raio um escalar € > 0 com todos seus elementos inversiveis. Agora, se |A — A\g| < &, entdo

[z = A1) = (& = A = [[(A = Ao) 1] = [A = Ao| <¢,

e portanto  — A1 é invertivel, o que implica que A € p(x). Desse modo p(x) é aberto. Assim

o(x) é fechado. O que mostra que o(z) é compacto no plano complexo.
[ |

Definigao 2.3 Seja A uma dlgebra normada com unidade sobre F. Um elemento x em A
¢ dito divisor topologico de zero, que denotamos por DTZ, em A se existir uma sequéncia
{Yn}nen em A com ||yn|| = 1 para todo n € N e {zy,} — 0, (neste caso x é chamado DTZ a
esquerda), ou {y,x} — 0, (neste caso x € dito DTZ & direita). Se existir tal sequéncia com
{zy,} = 0 e {ypx} — 0, © é chamado simplesmente DTZ.

Teorema 2.8 Seja A uma dlgebra normada e associativa sobre F. Todo DTZ € singular,
isto €, sex € A é DTZ a esquerda (a direita) entdo x nao tem inverso a esquerda (a direita).

Demonstracgao:

Seja x em A tal que tem inverso & esquerda, isto é, existe y € A tal que yxr = 1, mostremos
que x ndo é DTZ a esquerda. Seja {y, }nen qualquer sequéncia em A com ||y, || = 1 para todo
n € N. Entao, 1 = [lyn]| = [[(y2)yal = lly(zyn) |l < lyllllzynll 0 que implica que a sequéncia

{2Yn}nen ndo converge a zero.

Teorema 2.9 Sejam A uma dlgebra de Banach sobre F e Osing(A) a fronteira de sing(A) =
A\ inv(A). Todo elemento de Osing(A) é DTZ.



38 ESPACOS NORMADOS E ALGEBRAS DE BANACH 2.2

Demonstracao:

Seja x € Osing(A) = sing(A) N (A \ sing(A)) = sing(A) Ninv(A), assim x ¢ singular. Como
x € inv(A), existe uma sequéncia {z, },en em inv(A) que converge para x. Seja
1

Yn =T, 2y = T
: ol

Observe que ||z,|| = 1, para todo inteiro positivo n. Mostraremos agora que zz, — 0 e

zpx — 0. Primeiro observamos que

visto que em caso contrario, teriamos por Teorema 2.5 que y,x = 1 — (1 — y,x) é invertivel
o que nao ¢é possivel pois x ¢ singular e y, ¢ regular. Portanto,

1< |1 = yn|| = [lynn — yn|| = [|yn(zn — 2)|| < |ynll llz — zal],
logo
[ynl 7 < [l = .
Finalmente,
T2, = (T — Tn)zn + Tn2p = (T — Tn)2n + fffnllynH*lyn = (z — xn)2n + HynHilL
logo

[lzzall < 2[|z = @[] = 0,

quando n tende para infinito. De maneira aniloga, podemos provar que a sequéncia {z,x}
tende para zero.
[ |

Teorema 2.10 Sejam X um espaco normado e T € BL(X). As sequintes condigdes sobre
T sao equivalentes:

i) T € DTZ a esquerda em BL(X);
ii) Existe uma sequéncia {z, }nen em X tal que ||x,|| =1 para todo n e {T(z,)} — 0.

Demonstragao:
i) = ii). Seja {S,}neny uma sequéncia em BL(X) tal que ||S,|| = 1 e T'S, — 0, entdo
|TS,|| — 0. Para cada n € N, seja y,, em X tal que [ly,|| =1 ¢ 3 < [|Su(y,)]], definimos
z, = ||S(yn) |71 S(yn) para cada n € N.

1T @a)ll = 1S ()~ I T (S @a ) < N Sa )l ITSall < 2Tl

mas 7S, — 0, assim ||T'(z,)|| — 0 o que implica que T'(z,) — 0.

ii) = 1i). Seja {z,}ney uma sequéncia em X tal que ||x,|| = 1 para todo natural e
T(x,) — 0. Pelo Corolario 2.2, existe f, € X' tal que ||f,]| =1 e fu.(x,) = ||z,]| = 1. Para
cadan € N, seja S,, € BL(X) dada por S, (x) = fu(x)zn, ||Sull = || fullllza] = 1. Além disso,
(T'Sp)(x) = T(Sn(x)) = fal2)T(zn). Portanto, | TS| = |[fullllT(za)ll = [T(xn)ll — 0.
Assim, T'S,, — 0.

|
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Teorema 2.11 Sejam X um espa¢o normado e T € BL(X). Entao T é um divisor de zero
& direita se, e somente se, T'(X) nao € denso em X.

Demonstracgao: L
Suponha que T(X) nao é denso em X e seja y ¢ T(X). Pelo Teorema de Hahn-Banach,
existe f € X' tal que f(y) #0e f=0em T(X). Seja z vetor ndo zero em X e para z € X
definimos S(z) = f(z)z. Um simples calculo prova que S € BL(X) e temos (ST)(z) =
S(T'(z)) = f(T(z))z = 0 para todo x € X. Assim ST = 0, mas S(y) # 0. Desse modo T" é
um divisor de zero a direita.

Reciprocamente, seja T' divisor de zero a direita, isto é, existe S € BL(X), S # 0, tal que
ST =0.Se T(X) =X, S(T(x)) =0 para todo x € X. Entado, S = 0 o que nao é possivel.

[ |

Teorema 2.12 Sejam X e Y espagos normados sobre F e T € BL(X,Y). As seguintes
condicoes sao equivalentes:

i) T' ¢ limitada inferiormente, isto €, existe um escalar m > 0 tal que ml|z| < ||T(z)]|
para todo x € X ;

ii) T ¢ injetora e T~' : T(X) — X € limitada;
iii) Nao existe uma sequéncia {x, tneny em X, com ||x,|| = 1 para todo n, tal que T'(z,) — 0.

Demonstracgao:
i) = ii). Se 0 # =z € X, entdo 0 < mllz|| < ||T(z)||. Portanto 7" é injetora e existe
T-!: T(X) - X. Dado y € T(X), seja x = T-(y). Entao, m||T~(y)|| < |ly||, isto &,
1T w)) < Lyl

ii) = iii). Se {xy, }nen € uma sequéncia em X tal que 7'(z,,) — 0 entdo pela continuidade
de T! obtemos que z,, — 0.

iii) = i). Suponhamos que nao temos 7). Entao para cada n € N, existe y,, em X tal que

nHyall > 1T (yn)ll, isto é n||T(yn)|| < ||ynll. Tomemos z,, = roe- Desse modo [|zy[| = 1
para todo n e ||T(z,)| = ”y—lnuHT(yn)H < L 0 que ¢ absurdo por (iii).

[
No trabalho [25] encontramos o seguinte resultado que nés enunciamos tendo em conta o
Teorema 2.12, ver [10], e o teorema da aplicagdo aberta.

Teorema 2.13 Sejam X um espaco de Banach sobre F e T € BL(X) uma isometria nao
sobrejetora. Entao B(T, 1), a bola aberta em BL(X) com centro T e raio 1, somente contém
operadores limitados inferiormente que nao sao sobrejetores.

Demonstracgao:

Obteremos a prova como caso particular do seguinte resultado geral: se T" é um operador
linear sobre X, limitado inferiormente por m e nao sobrejetor, entao a bola aberta em BL(X)
com centro em 7' e raio m somente contém operadores limitados inferiormente os quais nao
sao sobrejetores. Para um tal 7', seja F' € BL(X) que satisfaz ||T' — F|| < m. Dai,

1T ()| = (T = F)(x) + F()|| < (T = F)(@)[| + | F(2)]
(T = E)[[ {2l + | )],

mllz| <
<



40 ESPACOS NORMADOS E ALGEBRAS DE BANACH 2.2

donde obtemos que F' ¢ limitada inferiormente por m — ||T — F|| e assim F ¢ injetora. Se
|7 — F|| < % e F & sobrejetora, entdao F é invertivel. Como

(m =T = Fl)ll=ll < £ ()l

segue que
(m =T = FIDIE~ (@) < [l
logo
1 1 2
F! < —————— < = = —||z||.
1P < eyl < el = el
Portanto, F'~' € BL(X), com ||F7!| < m < 2. Logo, 2 < |F7Y|™" e segue que

IT — F| < ||[F~|"". Pelo Teorema 2.6, obtemos que T' ¢ invertivel, o que é um absurdo.

Entao F' nao é sobrejetora. Portanto a bola aberta em BL(X) de centro 7' e raio % so
contém operadores limitados inferiormente os quais nao sao sobrejetores o que implica que

o conjunto
Q={F € BL(X) | F ¢é limitado inferiormente e nao sobrejetor}

é aberto em BL(X). Notemos que B(T,m), a bola aberta de centro T' e raio m, é um espago
topologico conexo o qual é a uniao disjunta de sua intersecao com {2 e com o conjunto dos
elementos inversiveis de BL(X). Dado que essas interse¢oes sao abertas e a interse¢do com
(2 ndo é vazia, obtemos que a bola B(T,m) esta em Q.
Obtemos o resultado tomando m = 1, pois para T" € BL(X) isometria, T' é limitado
inferiormente por 1.
[ |

Corolario 2.3 Sejam X um espaco de Banach sobre F e T : X — X uma isometria nao
invertivel. Entao o(T) ={A € C|0 < |\ <1} e se |\ =1 entao T — A\ € Osing(BL(X)).

Demonstracao:

Se 0 < A\ <1, (T —A)—="T| = ||]\]| < 1. Entao pelo Teorema 2.13, T'— AI é singular.
Suponhamos que existe A\g = a+bi de norma 1, tal que T—\oI € inv(BL(X)). O Teorema

2.6 mostra que inv(BL(X)) é aberto, entao existe 6 > 0 tal que B(T'— oI, ) C inv(BL(X)).

Se A € F é tal que 0 < |A\| < 4, entdo

1T = (Ao = NI = (T = MoD)|| = [IM]| = [A] <6,

e portanto T'— (A\g — A)I é invertivel. Porém, podemos achar um A\ de modulo menor do que
d tal que |A\g — A| < 1, o que implicaria que T'— (A9 — A)I singular, o que é um absurdo.
Portanto, tal Ay nao existe e segue que se |\| = 1, T — A\ é singular.

Pelo Teorema 2.5, temos que se |a| > 1 entdao T — ol = (—a)(I — o 'T) & regular pois
IT)| = 1. Se |\l =1, |]A+ 2| > 1 para todo n € N. Entao, T — (A + %)I & regular. Mas
T —(A++)I — T — X. O que mostra que T — I € dsing(BL(X)).

n
Observemos que pelo Teorema 2.9, se [\| = 1 entdo T'— Al é um DTZ.

Corolario 2.4 Seja X um espagco normado sobre F e T : X — X wuma isometria tal que
T(X) nao € denso. Entao erxiste uma sequéncia {x,}nen em X, com ||x,|| = 1 para todo
n €N, tal que {T(x,) — x,} — 0.
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Demonstracgao:
Assumimos primeiro que X é um espago completo. Sabemos por Teorema 2.3 que BL(X) é
uma algebra de Banach. Pelo Corolario 2.3, temos que 1 € o(7T') e que T'—1I € Osing(BL(X)).
Entao pelo Teorema 2.9, T'— I é um DTZ e é em particular um DTZ & esquerda e assim
pelo Teorema 2.10, existe uma sequéncia {z, }nen em X,com ||z,| = 1 para todo n € N, tal
que {T(x,) — x,} — 0.

Se X nao é completo, seja X o completamento de X. Considerando X subespaco (denso)
de X, pelo Teorema 2.2, existe uma isometria 7" : X 5 X que é uma extensao de 7.
Observando como foi definido 7' em Teorema 2.2, sabemos que a imagem do operador T
esta contida no fecho topologico de T(X). Como T(X) néo é denso em X, temos entfio que
T(X ) ndo é denso em X. Pela primeira parte da prova sabemos que existe uma sequéncia
{Yn}nen em X, com ||y, || = 1 para todo n € N, tal que {T'(y,) — yn} — 0. Como X é denso
em X, podemos tomar para cada n € N, z,, € X, ||yn — || < > Assim

1 1
1— — <|lz,|] < 1+ —,

2n 2n
logo

Ty Tn (znll — 1)n
2] = == ] o Qe

) ||| ||| |||

(l|znl| = Dy 1 1 1

< — —_ — =

< —an] +] TET o " 2n

Seja z, = x,/||x,||. Temos que {z,} ¢ uma sequéncia em X de elementos de norma 1 que
satisfaz {y, — z,} — 0 e

hm (T(Zn) - Zn) = nhi{.lo(T(zn —Un + yn) — Zn + Yn — yn)

n—oo

= 1lim (T(2, — ¥n) + T(¥n) — (20 — Yn) — yn) (por ser T linear)
n—oo

= nlgl;o(f(zn — yn) - (Zn - yn) + (T(yn> - yﬂ))

= lim T(2, — yn) — lim (2, — y) + lim (T(y,) — y,) (por existir todos os limites)
n—o00 n—o0 n—00

=T(lim (2, —y,)) —0+0=0 (porser T continua)

n—oo

Isto termina a demonstracao do corolario.

[ |
O Teorema 2.13 e, os Corolérios 2.3 e 2.4, sdo obtidos em [10] aplicando técnicas dos opera-
dores de Fredholm.

2.3 Diferenciabilidade da Norma

Nesta secao mostramos que toda R-algebra absolutamente valuada algébrica é Fréchet
diferenciavel em um certo conjunto aberto e denso na algebra. Os resultados principais da
secao sao o Teorema 2.15 e a Proposicao 2.3. O assunto desta secao segue as linhas dos
livros, [15], [19], [21] e, do artigo [9].

Definicao 2.4 Sejam X e Y espacos normados sobre R, U C X subconjunto aberto de X
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e f:U—Y uma funcio. Dado x € U, se existir T € BL(X,Y) tal que

@b = f@) = T

=0
h—0 Al

com h € X tal que v + h € U, entao falamos que f €é Fréchet diferencidvel em x ou
simplesmente diferencidvel em x. Neste caso T é chamada de derivada de Fréchet ou derivada
de f e denota-se por f'(z).

Dado x € U ev € X, dizemos que [ € diferencidvel na direcao v se

i J@ 4 t0) = f(@)

t—0 t

existe. Quando o limite existir para todo v € X, falamos que f é Gateaux diferenciavel em
x.

Proposicao 2.1 Sejam X eY espagos normados sobre R, U C X abertoem X ef:U — Y
diferencidvel em x € U, entao T € BL(X,Y) dada na Definicao 2.4 € unica.

Demonstracao:
Sejam T} e Ty em BL(X,Y) como na definiio anterior. Entao para cada ¢ > 0 existe
d > 0 tal que se ||h|| < d temos que ||f(x + h) — f(a) — T;(h)|| < ¢||h|| para ¢ = 1, 2. Pela
desigualdade triangular temos que ||(T7 — T»)(h)|| = ||[T1(h) — Ta(h)|| < 2¢||h|| sempre que
|h]| < 6, logo |11 — Tz|| < 2e. Dado que € é um ntmero real positivo arbitrario, obtemos
que |77 — Ta|| = 0, isto é T} = Ts.

|

Proposicao 2.2 Sejam X eY espacos normados sobre R, U C X abertoem X e f : U — Y
diferencidvel em x € U. Entao f é continua em x.

Demonstragao:
Denotemos por 1" a derivada de de Fréchet de f em x. Seja € > 0. Como f é diferenciavel,
temos que existe 0 > 0 tal que

1Sz +h) = fz) = T(h)|
il

<1,

se 0 < ||h]| < d. Seja agora
4] —min{5 c }
1= ST
L+ (|77

Pela desigualdade triangular obtemos || f(z+h)—f(2)|| < ||f(z+h)—f(x)=T(R)||[+|T(h)] <
Rl + 1T R)|| < ||h]] + [|T][|A]] < (1 + ||T||) < €, sempre que 0 < ||h|| < 0;. Portanto f é
continua em x.

Teorema 2.14 Sejam X e Y espacos normados sobre R, U subconjunto aberto de X, f, g :
U —Y funcoes Fréchet diferencidveis em x € U. Entao:

i) Para todo o € R a fun¢ao af + g € Fréchet diferencidvel em z, e

(af +9)'(z) = af'(x) + g'(x);
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ii) SeY =R, entao fg: U — R € Fréchet diferencidvel em x e
(fg)'(z) = f(z)g'(x) + g(z) f'(2);

iii) SeY =R e f(x) # 0, entao existe V aberto de X com x € V C U, tal que a aplicagio
1.V 5 R € Fréchet diferencidvel em x e

f
(7)) =~ G @

Demonstracao:
i) Temos pela Desigualdade Triangular

[(ef +9)(x +h) — (af + g)(x) — (af'(z) + ¢'(x))(A)]

lim
=20 2]
_ o laf@ ) = af@) = af @A) + llgz + h) = g(2) = ¢ (=) ()]
= 0 7]
~ alim |f(x+h) - ﬁ;(fﬁ) —S@OI , lg(z + ) — m) —d@mI _,

Agora, pela unicidade da derivada obtemos o resultado.
ii) Por simplicidade, introduzimos as notagoes At := t(x + h) — t(x), para uma fungao t.
Representamos por F' e G os operadores f'(x) e ¢’'(x) respetivamente. Temos a relagao

A(fg) = flx+h)glx+h)— f(x)g(x) + flz + h)g(z) — f(z+ h)g(z)
= flz+h)Ag+g(x)Af,

e também
f(x+h)Ag+g(x) Af = [f(2)G(h) + g(x)F(h)]

=[x+ h)Ag+g(x) Af = [(2)G(h) = g(x)F(h) + f(z + h)G(h) = f(z + h)G(h)
= [z +h)[Ag = G(h)] +g(@)[Af — F(h)] + Af G(h).

Portanto
i 1A(f9) = [f(2)G(R) + g(2) F(R)]]|
h—0 [|h]]
: _||Ag — G(n)]| IAf = F(h)]] IG(R)]|
< lim [ f(z + h)[| - lim ===+ |g (@) ] - lim === 4 lim A f][ =0
h=0 ho | [1A]] [1A]
< |lf@)Il-0+lg(@)[|-0+0=0,
pois por ser f continua em x temos que limy_,o Af = 0 e por ser GG continua ﬁhH é limitada
por [|G]|.
iii) Como,

fAx) = fle+ h) f(x) + flz+ h) ['(x)(h)

1 1,
A(7) + a0 = o+ b (@) /

7 )




44 ESPACOS NORMADOS E ALGEBRAS DE BANACH 2.3

segue
1y P () = S+ )+ f e+ WF(R) + f@)F(R) — f@)F ()
55)* 7 [CERDIED)
F(WAT — [(@)[Af — F(h)
DO
Portanto
CS(5) - A A - feias - ol
T o @+ W) 2]
| | IEG L Af—F)
S TerneEen M T e hr@n Tl
1 1
< O N e 0=

[sto termina a demonstracao do teorema.

Definigao 2.5 Sejam R um anel e R[xq,...,x,] o anel dos polindomios em r indeterminadas
sobre R. O grau de um mondémio ax’fl...xfT € o inteiro positivo ki + ... + k.. Um polinémio,
p(z1, ..., z,) no anel é chamado homogéneo se todos os seus termos, tém o mesmo grau.

Seja V um F-espaco vetorial de dimensao n e p(xy,...,z,) € Flzq,...,2,]. O polinémio
p(z1, ..., z,) determina uma fun¢do polinomial f : V' — F dada por

n
T = Z%‘Ui = plag, .., ),
i=1

onde {v1, ...,v,} € uma base fixa de V. Se o corpo for infinito, esta correspondéncia é injetora
e portanto podemos identificar cada polin6mio com sua correspondente fung¢ao polinomial.
Se p(z1,...,x,) € um polinémio homogéneo de grau ¢, a correspondente fun¢ao polinomial
é chamada uma forma de grau ¢. Assim por exemplo, dado que um polindmio homogé-
neo de grau 1 em n indeterminadas tem a forma p(z1,...,z,) = Y., ¢z, ¢; € F, entao
FOoL o) = plag, ...,an) = > ¢;a; que é um funcional linear ou 1-forma sobre V. Se
p(z1, ..., z,) € um polindmio homogéneo de grau 2, entdao p(xq,...,x,) = Zigj ¢z, onde
c;; € F; portanto a correspondente forma de grau 2 é uma forma quadratica (), dada por
r =Y vy ey Y cijogag. Observe que para A € F, Q(Ar) = A?Q(x) e também sua
forma polar B : V x V — F dada por B(z,y) = Q(z +vy) — Q(x) — Q(y) ¢ uma forma bili-
near que satisfaz Q(z) = 1 B(xz, z). Podemos definir também fun¢ao polinomial homogénea
da seguinte forma.

Definicao 2.6 Seja X um F-espaco vetorial. Entao f : X — F € uma func¢ao polinomial

homogénea de grau n > 0, se existir uma fungao n-linear g : X x ... x X — F tal que
—_——

f(x) = g(z,...,x) para todo x € X. Uma soma de fungdes polinomiais homogéneas é uma

funcao polinomial.
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Por exemplo se ¢, e @y sao funcionais lineares sobre uma F-algebra A, seja f: A — F,
dada por f(x) = det[p;(z7)], 1 <i,j <2,

f(@) = p1(x)pa(a?) — pa(x)r(a?).

Entdo, f é uma fungdo polinomial, pois se, g : A x A x A — F, é dada por, g(x,y,2) =
©1(x)pa(yz), obtemos que g ¢ 3-linear e g(z,x,z) = @1(x)pa(x?). De igual forma se g :
AxAxA — F, édefinida por g1 (z, y, 2) = p2(z)p1(yz), segue que ¢; € 3-lineare g1 (x,z,2) =
©o(z)p1(x?). Assim, f(z) = g(z) — g1(z) é uma soma de fun¢oes polinomiais homogéneas,
nesse caso de grau 3.

Seja X =R™, m > 1e f:R™ — R uma fun¢ao polinomial homogénea de grau dois (nao
nula), entdo existe uma aplicac¢do bilinear g : R™ x R™ — R, tal que f(z) = g(z,x) para
todo z. E facil provar que o conjunto Z = {x € R™| f(x) # 0} é denso em R™. Suponha
o contrario. Existe zp € R™ e ¢ > 0 tal que para todo x € R™, com ||zg — z|| < ¢, tem-se
f(z) = 0. Seja 1 € R™ tal que f(z1) = g(x1,21) # 0. Definamos h : R — R, por

h(\) = f(zx) = g(@a, 22),

onde z) := xo + A\(x1 — x0). Usando que g é bilinear, temos que
h(\) = a) + oA? (A €R),

onde a = g(x1,20) + g(xo,21) € 0 = g(z1 — xo,21) — g(x1 — X9, x0) A0 constantes. Se

Al < 557 entdo [[zx — x| < & logo h(A) = f(za) = 0. Como um polinomio de grau 2 em

uma variavel, tem no méximo duas raizes, temos que h é identicamente zero, em contradi¢ao
com o fato de que h(1) = f(x;) # 0.
Temos o seguinte resultado geral.

Lema 2.1 Sejam X um espaco normado sobre F e f : X — F uma funcao polinomial nao
nula. Entio Z = {x € X | f(x) # 0} € denso em X.

Demonstracgao:
Temos que f = > 7 f;, onde cada f; ¢ uma funcdo polinomial homogénea de grau n;.
Falamos que n = max{ny,...,n,} é o grau de f.

Suponhamos que existe zp € X e € > 0 tal que se ||z — 29| < € entdo f(z) = 0. Seja
r1 € X tal que f(z1) # 0 e definimos h : F — F por h(A\) = f(x)) onde x\ = xo+ (1 —1x0)).
Temos que h(1) = f(z1) # 0. Observamos que h determina uma fungdo polinomial na
variavel A de grau n, mas quando || < m, temos que ||xy — zo|| < &, portanto,
h(A) = 0 o que é absurdo, pois h tem no méaximo n raizes.

|
Seja agora A uma R-algebra absolutamente valuada algébrica. Por ser A algébrica, para
cada a € A\ {0},temos que A(a) é uma R-élgebra absolutamente valuada de dimensao finita
e por Teorema 1.6, sabemos que dim(A(a)) é 1,2,4, ou 8. O ntimero m(a) representara o
méaximo natural tal que o conjunto {a',...,a™®} é linearmente independente em A(a), onde
a'™! = a’a. Também definimos m(A) := max{m(a) | a € A\ {0}}.

Lema 2.2 Seja Q = {a € A\ {0} | m(a) =m(A)}. Entio Q2 € denso e aberto em A.

Demonstracgao:
Seja m := m(A). Dado a € ), temos que o conjunto {a’, ...,a™} ¢ linearmente independente.
Sejam B o subespago m-dimensional de A gerado por esse conjunto e {fi, ..., fn} a base dual
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de B, isto ¢, f; : B — R ¢é linear e f;(a’) = d;;, 1 <i,5 < m. Como cada f; é continuo sobre
B, aplicamos o teorema de Hahn-Banach, Teorema 2.4, e obtemos um conjunto {1, ..., ¢ }
de funcionais lineares limitados sobre A tal que ¢; é uma extensao de f; parat=1,...,m.
Portanto ¢;(a’) = &;; para 1 < 4,5 < m. Para cada z € A, consideramos a matriz [p;(27)] €
M,,(R). Definimos f : A — R, por

f(z) = detlpi(@)] = Y s9(0)r(27D)..cpm(a7™).

O'ESm

Onde S,, é o grupo simétrico de ordem m e sg(o) é o sinal da permutagao o. Temos que
f ¢ uma funcao polinomial Fréchet diferenciavel pois cada somando é um produto de formas
lineares limitadas, as ¢;, Fréchet diferenciaveis. Seja Q, = {x € A | f(z) # 0}. Pela definigao
de Q, se v € A —, entao o conjunto {x',...,2™} & linearmente dependente e, dai, a familia
{(p1(x), s om(xh)), .oy (1 (™), ..., (™))} de vetores em F™ é linearmente dependente
logo f(x) = 0. Assim, Q, C Q. Por outro lado, por Lema 2.1, €, é denso em A e como
Q, C Q obtemos que €2 é denso em A.

Se €, nao for aberto existiria y € €, tal que para todo € > 0, B(y,£)N(A\,) # 0. Para
cada n inteiro positivo seja x, € B(y,1/n) N (A\ Q). A sequéncia {z, }nen, converge para
y. Dado que f(z,) = 0 para todo n e f é continua obtemos que f(y) = lim,,_, f(z,) = 0,
que nao é possivel pois y € ,. Portanto €2, é aberto.

Finalmente observe que f(a) =1, o que implica que a € ,. Assim, provamos que para
cada a € () existe um aberto 2, que contém a e esta contido em 2. Consequentemente, §2 é

aberto.
[ |

Lema 2.3 Seja A uma R-dlgebra absolutamente valuada algébrica. Para a € A\ {0}, seja
(A1 evy Qn(a)) @ tinica m(a)-upla em R™ tal que a™D = ajal + ... + Qp(aya™@. Entdo
ar = [la ™ ou ay = —||al|™.

Demonstracao:

Seja R, : A(a) — A(a), dada por b — ba. Esta aplicagao é linear e seja p(x) € R[z], o
polinébmio minimal de R,. Temos, pelo Lema 1.9, que toda raiz de R, tem modulo | a]l.
Como R, ¢ uma transformacao linear, A(a) tem estrutura de R[z]-modulo e

ann(a) = {q(z) € R[z] [¢(Ra)(a) = 0}

¢ um ideal de R[z]. Seja s(z) = 2™ — q() 2™ @71 — .. — aux — @y um polinémio moénico
de grau m(a) em R[x] que satisfaz s(R,)(a) = 0. Temos que s(z) € ann(a) e pela defini¢cao
de m(a), s(z) é o polindbmio de menor grau tal que s(R,)(a) = 0, isto é, s(x) gera ann(a).
Como p(x) é o polinébmio minimal de R,, p(z) € ann(a), entdo s(z) divide a p(z) e assim
toda raiz complexa de s(z) tem modulo ||a||. Agora, s(x) visto como polinomio sobre C é tal
que s(z) = (x — M) (& — X2)...(x — Ap(a)), entao (o] = | A1 Apay| = |lal]...|la]|, m(a)-vezes,
|| = [|a||™@. Portanto, a; = ||al|™® ou o = —||a||™.

|
Lembramos que se M € M, (R) é invertivel, X = (1, ...,x,)" & o vetor coluna das incognitas
e B=(by,...,b,)" & um elemento de R", entdo o sistema linear M X = B tem solu¢ao tnica,
com z; = M (Reora de Cramer). Sendo M; € M,(R) a matriz obtida substituindo a

-OH det M
i-ésima coluna de M por B.

Teorema 2.15 Seja A uma R-dlgebra absolutamente valuada algébrica. Entao a norma
|.]| : A — R € Fréchet diferencidvel em cada ponto de Q@ = {x € A\ {0} | m(z) =m(A)}.



DIFERENCIABILIDADE DA NORMA 47

Demonstracgao:

Seja a €  fixo e por simplicidade denotemos por m o inteiro positivo m(a) = m(A).
Consideremos o conjunto aberto €2, e a familia de formas lineares limitadas ® = {¢1, ..., o }
definidas no Lema 2.2 em relagao ao elemento a. Para cada z € ©, o conjunto {z!,..., 2™}
¢ linearmente independente em A(x), logo existe um tnico (A (z), ..., \m(2)) em R™ tal que
2™ = N\ (2)x! + Ao (2) 22 + ... + A\ (2)2™. Por outro lado, a familia ® nos fornece o seguinte
sistema linear de equagoes

Yoimi Ai(@)er (@) = i (2™t

Zz’nil Ai(@)m(2') = om(x™H1)
%, onde M; é obtida substituindo na matriz
;(27)) a i-ésima coluna por (@1 (™), ..., om (™))t Como A (x) é o quociente de duas
o 1 ”
fungoes polinomiais com det(yp;(z?) # 0), temos que

Pela regra de Cramer temos que \;(z) =

A Qg — R, M (z) = %’

¢ Fréchet diferenciavel em a. Pelo Lema 2.3, A\i(z) = £||z||™ e dado que A; é continua, \;
tem o mesmo sinal em qualquer conjunto aberto conexo de A contendo a a e contido em €2,.
Assim, ||z||™ é Fréchet diferenciavel em a. Existe 7' € BL(A,R) tal que

. |M(a+h) = M(a) = T(h)] (a+ )" = i)™ = T(h)]

:O:lim|H

1
= 2] = ]
Sabemos, pela regra do produto para derivadas, que se a fungao || - || for Fréchet diferenciavel

em a, entao sua derivada ¢ a~!'T, onde o = m/|a]|™ 1.
Por outro lado temos que

m—1
la+hl™ = lal™ = (la+ &l = llalDg(h), com g(h) =" [la+hllla|™ "
=0

Por ser a norma continua, o limite limj_,o g(h) existe e é igual a a. Agora

[lla + Al = llall — Z7'(R)| L[ (lla+ All = [la[[)or = T(h)]

=i
Ao || ho0 o 1l
:lhm|(||a+h||—||a||)(g(h)—g(h)+a)—T(h)l
o ha 7]
L. [(lla+h|| —llal)g(h) =T(h)] 1
< — _ _
< —lim i + —lim |(lla + bl| = llal)(=g(h) + )]
e et 0| RPN
o h3b 17]]

Portanto, a norma é Fréchet diferenciavel em a.

A seguinte ¢ uma defini¢do dada em [9].

Definicao 2.7 Seja X um espaco normado sobre F. Dizemos que X € suave em x € X,
x # 0, se existir um unico funcional linear f em X' de norma 1 tal que f(z) = ||z
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Observe que o teorema de Hahn-Banach garante a existéncia de um tal funcional. Por
[21] pagina 487 observamos que a suavidade de X em x é equivalente com o fato de que a
norma de X é Gateaux diferenciavel em .

Proposicao 2.3 Sejam X um espaco normado sobre F, T : X — X uma aplicacao linear
tal que |T|| <1 e M um subespago de X, de dimensao finita tal que a restrigio da norma
de X a M estd induzida por um produto interno. Assumimos que T'(x) = x para todo x € M
e que X € suave em todo elemento de norma 1 de M. Entao existe uma projecao linear
continua m: X — X tal que 1(X) = M e ker(w) € T-invariante.

Demonstragao:
Seja (-, -) o produto interno em M tal que ||z||* = (x, x) para todo x € M, e seja {ey, ..., ex}
base ortonormal de M. Pelo Corolario 2.2, existem funcionais ¢, ..., o continuos de norma
1 sobre X tais que @;(z) = (x,¢;) para todo z € M e 1 < i < k. Definimos 7 : X — X por
m(x) = 2F, pi(z)e;. O operador 7 é linear continuo e 7(X) = M. Como 7(e;) = e; para
todo e; na base, obtemos que 7% = 7. Assim, 7 é projecao.

Temos que ||p;]| =1, 1 < i < k, e ¢;(e;) =1 = |le;||. Definimos o seguinte funcional
linear continuo v; = p; o T. Como T'(x) = x para todo = € M, obtemos que v;(e;) = e; logo
||Y|| > 1. Por outro lado, para cada z € X,

[9:(@)Il = lli(T @D < sl 1Tl = (T[]l <

logo [|¢5]| < 1. Uma vez que a outra desigualdade foi provada acima, temos que ||¢;|| = 1.
Como X é suave em todo elemento de norma um de M, obtemos que ; = ¢; para todo 1.
Seja x € ker(y;). Entdo 0 = ¢;(z) = ¥i(x) = pi(T(x)), assim T'(z) € ker(yp;) portanto
ker(i;) é T- invariante, para todo ¢, 1 < i < k. Se x € ker(m), entao 0 = w(x) = Zle wi(x)e;,
e como {ey,...,ex} ¢ um conjunto linearmente independente, p;(z) = 0 para todo i, logo

x € N¥_, ker(y;). Assim, ker(w) é T-invariante.
[

Proposicao 2.4 Sejam A uma F-dlgebra absolutamente valuada algébrica e a € A tal que
|al| = 1. Se A € suave em a, entio é suave em todo elemento de norma 1 de A(a).

Demonstracao:

Temos que A(a) é de dimensdo finita e absolutamente valuada, portanto de divisdo. Seja
b€ A(a) com [|b]| = 1, entdo existe ¢ € A(a) tal que ¢b = a. Como A(a) é absolutamente
valuada, 1 = |la|| = ||cb|| = |||l = ¢/, entdo L. : A — A & uma isometria linear.
Suponhamos que A é suave em a e que nao o é em b. Sejam 1, ¢ funcionais lineares de
norma 1 em A com ¢ # ¢, ¥(b) = ||b]| = ¢(b). A aplicagdo L. : A — cA é sobrejetora e
L7!':cA — A também é uma isometria, entdao ¢ o L' : cA — F ¢ linear e continua,

V(L (a) = (L (eb)) = ¥(b) = [[b]| = [lall
e V(L @) < o Lzl < (1L [[lxll = [lz]| para todo 2 € A. Portanto,
lhoLl=1 e (L (a) = lal.

De forma analoga, podemos provar que ||[po L] = 1 e o(L;(a)) = ||a]|. Como ¢ # ¢,
obtemos que 1 o L ' # ¢ o L7!. O que mostra que cA nao é suave em a por Teorema de
Hahn-Banach, A nao é suave em a o que é uma contradicao. Consequentemente A deve ser
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suave em b. |
A seguinte defini¢ao de dlgebra de ¢é dada em [9].

Definigao 2.8 Seja A uma F-dlgebra algébrica. Se existir um nimero natural m tal que
dim(A(z)) < m para todo x € A, entao A é chamada de grau limitado e, o menor nimero
natural m tal que dim(A(z)) < m para todo x em A, é chamado o grau de A e denotado por

deg(A) = m.

Observe que se A é uma R-algebra absolutamente valuada algébrica entao, pelo Teorema
1.6, A é de grau limitado com deg(A) = 1,2,4 ou 8.

Proposigao 2.5 Seja A uma F-dlgebra algébrica absolutamente valuada. Se dim(A(a)) =
deg(A) e sebe A\ {0} com ab =10, entao A(b) = A(a).

Demonstracgao:
Sabemos que A(b) é absolutamente valuada e de dimenséo finita, logo uma algebra de divisao.
Assim, existe ¢ € A(b) tal que ¢b = b. Por outro lado, temos que ab = b, por isso (a—c¢)b =0
o que implica que a = ¢. Portanto a € A(b) donde A(a) C A(b). Usando que dim(A(a)) =
deg(A), deve ser dim(A(b)) < dim(A(a)). Portanto, A(b) = A(a).

|
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Capitulo 3

Algebras Algébricas Absolutamente
Valuadas

O objetivo da seguinte secao é expor alguns resultados sobre ultrafiltros e ultraprodutos,
sendo o resultado principal a prova que o ultraproduto (de espagos normados) de uma familia
de R-dlgebras algébricas e absolutamente valuadas € uma R-dlgebra algébrica e absolutamente
valuada, Teorema 3.1. O assunto da seguinte se¢do segue as linhas de [9], [11] e [23]. Aqui
denotara um conjunto qualquer nao vazio.

3.1 Ultrafiltros e Ultraprodutos

Definicao 3.1 Seja P(I), o conjunto dos subconjuntos de um conjunto ndao vazio I. Um
subcongunto nao vazio F de P(I) chama-se filtro sobre I se satisfaz:

i) Fechado para intersecoes: Se a, b € F entdo aNb € F,
ii) Fechado para extensoes: Se a € F e a C ¢ entdo ¢ € F,
iii) Proprio: ) ¢ F.

Observemos que por i), F é fechado para interse¢oes finitas e, por ii),se a € F e b € P(I)
entdo a Ub € F o que implica que I € F. Por iii) temos que F # P(I).

O menor filtro que contem um dado elemento ag € P(I), chama-se principal e ag é um
elemento principal do filtro. O filtro principal para ag é o conjunto {a € P(I) : ay C a}.

Um wltrafiltro, U, sobre I é um filtro maximal no sentido que nao estd propriamente
contido em qualquer outro filtro sobre 1.

Lema 3.1 Seja U um filtro em P(I). Entdo as sequintes condigdes sao equivalentes:

i) U é ultrafiltro,

iil) SeaUbelU entdtoa el oubel,

iii) Sea;U---Ua, €U entao algum a; € U,

)
)
)
)

iv) Dado a € P(I), a €U ou d €U, onde a’ € o complemento de a.

o1
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Demonstracao:
i) = ii) Sejam aUb e U, a ¢ U e b ¢ U. Mostremos que o seguinte conjunto,

F={deP()]|ancCd para algum ¢ € U},

é um filtro sobre I que contém propriamente a U. Se ¢ € U, aNc C c entao U C F. Dado
que a = (aUb)Na, seja ¢ = (aUb), entao a € F. Assim, U esta contido propriamente em F.
JF é um filtro sobre I. De fato, se z1, x5 sao elementos em F, aNc; C 21 e aNcy C a9,
para elementos ¢;, ¢ em U. Entdo, aN (c; Ney) € oy Nay e como U é um filtro, ¢ N € U,
dai zy Nxy € F. Sex € F ey € P(I) tal que z C y entao pela definicdo de F, y € F.
Finalmente, se () € F entao existe ¢ € U tal que cNa = (), logo ¢ C a’. Como U & um filtro,
a' €U, assim a'Nb = da'N(aUb), donde a’Nb € U. Como, a’'Nb C b, b €U, o que é absurdo.
Desse modo () ¢ F e F é um filtro que contém propriamente a U. O que ndo é possivel.

E claro que ii) < iii). Mostremos que ii) = iv) Seja a € P(I) e a’ o complemento de a.
Como aUda =1 €U, obtemos que a € Y ou d’ € Y.

iv) = i) Se U esta incluido propriamente em um filtro F sobre I, seja d € F tal que
d ¢ U, entao d’ € U obtemos assim que ) = dNd € F o que é absurdo pois F é proprio.

[ |

Lema 3.2 Todo filtro F sobre I estd contido em um ultrafiltro U.

Demonstracao:
Seja G = {J|J é um filtro sobre I e F C J}. G & parcialmente ordenado pela inclusdo. Seja
C uma cadeia de GG, entao a uniao dos elementos de C' é um filtro sobre I e pelo Lema de
Zorn existe um filtro maximal, I/, sobre [ tal que F C U.

[ |

Exemplo 3.1 i) Filtro principal: F(X,) sobre X determinado por um subconjunto Xo C
X, consistente de todos os subconjuntos Y O Xo que contém X,.

ii) Ultrafiltro principal: F,, sobre X determinado por um elemento xq € X consistente de
todos os subconjuntos Y C X que contém x.

iii) Filtro cofinito ou de Fréchet: F, sobre X é o conjunto de todos os A em X tal que seu
complemento € finito, isto é Foo = {A C X : X\ A€ finito}. Para X = N uma base
deste filtro é {[n,00) : n € N}. Fo € um filtro mas nao é um ultrafiltro. Pois se B € N
é o congunto dos numeros pares, entao B ¢ F, e também B' ¢ F,, contrdrio a iv) em
Lema 3.1.

Sejam [ um conjunto infinito, & um ultrafiltro sobre I ¢ X um espago normado. Uma
funcao f : I — X é dita convergente a x € X através de U, ou x é o U-limite de f, denotado
por

li =
im f =z,

se para cada ¢ > 0 o conjunto, {i € I'|||f(i) —xz|| < e} € U, isto é, se para todo aberto V em
X com z € V, temos que f~1(V) € U. Podemos provar facilmente que se existir um limite
limy, f, ele ¢ tinico.

Proposicao 3.1 Sejam f,g : I — X funcoes tal que existem os limites limy f = x e
limy g = y. Entao:
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i) Emiste o limite de f+g em U e limy(f +9g) =z +y;

ii) Se f for constante em algum A € U, isto € f(i) = xg para todo i € A, entdo x = xo;
iii) Se X =R e existir A € U tal que f(i) < g(i) para todo i € A, entio x < y;

iv) Se X =R, entdo existe o limite de fg em U e limy(fg) = zy;

Demonstracao:
i) Seja ¢ > 0. Como o limite limy, f = x e limy g = y segue que

. . € . . €
A=Gelllf@) -l<Steu o B={icl|lg)-yl<5teu
Portanto, para todo i € AN B, temos

1£() +9(i) =z —yll < 1f @) — =l +1lg()) =yl <&

logo
ANBCliel|[[[(f +9)() —(z+y)ll <e} el

Consequentemente, o U-limite de f + g existe e é x + .

ii) Para cada € > 0,temos que A C {i € I | ||f(i) — xo|| < €} € U. Logo, o U-limite de f
existe e & xg.

Provaremos iii) por reduc¢ao ao absurdo. Suponhamos que x > y. Seja 0 < e < (x —y)/2.
Entao

B:={iel:|f(i)—z|<e}el, C:={iel:|gli)—y|l<e}el.
Por ser Y um ultrafiltro propario, ANBNC #(Qeseiec ANBNC, entao

:c+y

g(i) < < f(),

em contradigao com a hipotese.
iv) Seja ¢ > 0. Para

5 £
22" 2(|a] + [y| + 1)

O<5<m1n{

2

temos que
B:={iel :||f(i)—=z|| <d} el, C:={iel :|lg(i)—vy|| <o} elU.
Assim, ) # BN C € U e para cada i € BN C, temos

[f(0)g(@) —xyl = |f(0)g(D) = F@W)y + F@)y —zyl = |F()(9(7) = y) + (f(1) — 2)y]
[F@)(g() =)l + |(F@) = 2)yl <[F@lg(@) =yl + [f() — «lly]

[F (@0 +6ly[ = o(Lf ()] + |yl) < (1f(7) — = + =] +[y])

O(f (@) — @[+ [al + [yl) < 600 + [l + [yl) = 6 + d(J[ + [y]) <

ANVANRRVAN

Portanto
BnCC{iel : |(fg)li)—axyl<e}el.
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Consequentemente, o U-limite de fg existe e é xy. [ |
X édito U-completo se para qualquer familia {x; };c; em X existe x € X tal que limy, z; = z.
E, X ¢é ultracompleto se é U-completo para todo I e todo ultrafiltro U sobre I.

Temos o seguinte resultado. ( Para mais informacao ver [23], pag 5.)

Lema 3.3 Seja X um espaco normado. Entio X € compacto se, e somente se, X € ultra-
completo.

Demonstracgao:

Seja {z; }icr em X e U um ultrafiltro sobre I. Suponhamos que para cada z € X, limy, x; # x.
Entao para cada x € X existe um aberto V, tal que x € Vy e {i € I |z; € V,.} ¢ U e dali,
Y,={iel|z; ¢ V,} €lU. Como X ¢ compacto, existe um conjunto finito B C X tal que a
familia {V,, | x € B} cobre a X. Entao, o conjunto Y = N,cpY, € U pois U & um filtro. Para
i €Y, obtemos que x; & (J, .y V., 0 que é absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que X ¢ ultracompleto. Necessitamos provar que se & =
{Vi}ier € uma colegdo de subconjuntos abertos de X tal que nenhuma subcole¢ao finita é
uma cobertura de X entao a uniao dos V; nao pode ser uma cobertura de X. Primeiro, como
nenhuma subcolecao ¢ uma cobertura de X podemos construir um filtro gerado por seus
complementos:

F = {A C X : ﬂ(X\V;j) C A para um namero finito de V;,,...,V; € @}.
j=1

Podemos estender F até um ultrafiltro U. Seja f : X — X a aplicacao identidade. Por
hipotese, existe x € X tal que limy f = x. Se algum dos V; contém z, entao V; € U por
definigdo de convergéncia. Porém, nés também temos que X \ V; € F C U e isto é uma
contradicao. Portanto x esta fora da uniao dos V;, como queriamos provar.
|

No Lema 3.3 podemos considerar que X é simplesmente um espaco topologico.

Consideremos agora {X;}ic;, uma familia de espagos normados com I um conjunto infi-
nito e U um ultrafiltro sobre I. Definimos agora o ultraproduto de espacos normados. Seja
lo(1,X;) = {{witier € [l Xi| sup{||zi|| |7 € I} < oo} e para {z;}icr € l(1,X;) a
aplicacao ||{z;}ier|| = sup{||z;||| i € I} = sup; ||z;]|, € uma norma sobre I (I, X;).

Seja {z;}ier € lo(I,X;). A aplicagdo f : I — R dada por i — ||z;|| é limitada, isto
¢, existe M > 0 tal que ||f(i)|| < M para todo ¢ € I. Como [—M, M| é compacto em R,
obtemos por lema anterior que f converge através do . Tomemos agora o seguinte conjunto

Ny = {{#i}ier € loo(1, X5) | libflﬂ [|zi]| = 0}.

O conjunto Ny & um subespaco vetorial de [ ([, X;), na verdade um subespaco vetorial
fechado. Sejam {z;}icr, {yi}icr € Niyy e 0 # X € F. Dado € > 0 os conjuntos

9 15
A:{' I |z —}, B:{' Iy —}

estao em U. Se 1 € AN B, entao

€

o~ ¢

9
s daull < sl + 1aal] = Il + 3] el < 5 + 17

Assim, ANB C {i € I : ||z; + A\yi|]| < ¢} € U. Isto prova que Ny é um subespago
vetorial. Seja agora a = {x;}ier € Ny. Entdo existe uma sequéncia {b, }neny em Ny, tal que
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lim,, 00 b, = a. Assim, se b, = {y!' }icr, entao limy ||y?|| = 0 e dado € > 0 existe ng € N tal
que se n > ng, ||b, —al| < § onde ||b, — al| = sup;c; ||y;* — 4]|. Portanto, |y — x| < §
para todo i € I, sempre que n > ng, em particular ||y — x| < 5. Como {y;" }ier € Ny 0
conjunto Z = {i € I'|[|y;"|| < 5} € U. Pela desigualdade triangular temos que

lill = e = w5 + gl < lls = | + Il

entao ||z;]| < e para todo i € Z. Assim, Z C {i € I|||z;]] < €} e dado que U ¢é um filtro
obtemos que {i € I'|||z;|| < e} € U. Como £ > 0 & arbitrario obtemos que limy, ||z;]| = 0.
Definimos sobre (I, X;) a seguinte seminorma,

{zi}ierllu = hzgn (|23

Por definicao do subespaco Ny, obtemos que dita seminorma determina uma norma sobre o
espaco quociente [ (I, X;)/Ny e denotamos os elementos do quociente por (z;)y.

Definigao 3.2 O U-ultraproduto ou ultraproduto da familia {X;}ic;, onde cada X; é um
espaco normado, com respeito ao ultrafiltro U sobre I € o espaco quociente normado

(Xi)u = loo (1, X3) /Ny,
com norma ||(z;)y|| = limy ||x;]|.

Notemos que se X; é um subespago normado de Y;, para i € I, entdao (X;)y C (Yi)u-
Se para cada i € I, X; = X, onde X é um espaco normado, dizemos que (X;)y = Xy, é a
ultrapoténcia de X com respeito ao ultrafiltro /. Nesse caso, para cada r € X denotamos
por Z o elemento (x;)y € Xy tal que 2; = z par todo i € I. Escrevemos X = {Z : 2 € X}.

Lema 3.4 Seja X um espaco normado de dimensao finita. Entio Xy = X

Demonstracgao:
Mostremos que Xy; C X. Seja (x)u € Xy e {xi}ier € (z;)y. A familia {x;};e; é limitada,
portanto estd contida em uma bola fechada limitada de X e como o espaco é de dimensao
finita, dita bola é compacta e pelo Lema 3.3, existe y na bola tal que limy, z; = vy, isto é, para
cada ¢ > 0 o conjunto {i € I |z; € B(y,e)} € U, ouseja, {i € I||lz; —y|| < e} € U. Donde,
{i € I'|||lx; — || < e} €U com y; =y para todo i € I. Desse modo a familia {z; — y; }icr
é tal que limy ||z; — y;|| = 0, assim {z; — y; }icr € Ny. Obtemos entdo que {z;}icr e {yi}ier
sao equivalentes modulo Ny, isto &, (z;)y = § = (yi)u € X.

[ |
Seja T : X — Xy dada por x — &. Entdo T é uma isometria linear, pois ||T'(z)| =
|(x:)u|| = limy, ||z]| = ||=||. Por defini¢ao, T" ¢ linear e como é uma isometria é injetora. Dai,
X é isomorfo (isométrico) com X que é um subespaco de Xy. Quando X ¢ de dimensio
finita, X = Xy, e pelo Lema 3.4, X = X, = X.

Corolario 3.1 Seja {X;}icr uma familia de espacos de Hilbert sobre F tal que existe um
nidmero natural n com dim(X;) < n para todo i € I. Entao dim((X;)y) < n.

Demonstracgao:
Seja X um F espaco vetorial de dimensao n com produto interno. Para cada ¢ € I, existe
uma isometria linear 7; : X; — X. Entao G : (X;)y — Xy definida por (x;)y — (Ti(x;))u-
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A aplicagao G é linear pois cada T; é linear e G esta bem definida ja que se {z;}icr e {y; }ier
em Lo(I, X;) sio tais que limy |7; — ;]| = 0, entdo para {T,(x:)bier  {Ti(s:) bier temos que

Lm T () — T (udll = Bm T (2 — u )l = 1 ol =
i T3 (1) — Tin) | = lgn I s — i) | = ign s — ]l = 0,

assim G((z;)y) = G((yi)u)- A aplicacdo G ¢ uma isometria pois, dado (x;)y € (X;)y obtemos
que, |IG((wie)|| = IT: () uall = lienge T3 ()| = Yiang ]| = [|z2)eal- Entdo G = (Xl —
Xy & uma isometria linear, pelo Lema 3.4, dim X;; = n e como G é injetora dim(X;)y < n.

[
Seja {A;}icr uma familia de F-algebras normadas. Temos que (A;)y € um espago normado,
definimos um produto sobre (A;); tal que este espaco normado seja uma F-algebra normada.
Para (x;)y e (y;)u em (A;)y definimos

(zi)u-(Yi)u = (xiyi)u-

Este produto estd bem definido, ja que se (2})y = (z;)u e (Vi)u = (Yi)u, entao ||x;y; —xiy|| =

lsy: = wiys + wiyi — wiyill = || (e = 23)yi +23(ys — v | < Nl = Zillllgill + (5| ly: — will, donde
limy ||ziy; — 2%yl = 0 e assim (z;y;)y = (2}y})u 0 que mostra que o produto estd bem
definido.

Como |[(zi)u-(Wiull = (zigi)ul = Ty [|zigi]| e dado que [lzzy;]| < [l;l[|y:ll, entao
limy, ||zy:|| < limgy ||| limy, ||y;||. Portanto,

[(zi)ee-(o)ull < [1(@)ul | (Vi)

Assim, (A;)y ¢ uma F-algebra normada.

Se {A;}ier for uma familia de F-algebras absolutamente valuadas obtemos, com este
produto, que (A;); ¢ uma F-algebra absolutamente valuada. Quando A; = A para todo
1 € I e A é absolutamente valuada obtemos que a ultrapoténcia de A com respeito a U, Ay,
¢ uma F-algebra absolutamente valuada e como A é isométrico com A, podemos considerar
A como uma subélgebra de Ay,.

Corolario 3.2 Seja {A;}icr uma familia de R-dlgebras absolutamente valuadas de dimen-
sGo finita. Entdao (A;)y € uma R-dlgebra absolutamente valuada de dimensao finita, com
dim(A;)y < max{dim(A;) |i € I} e a dimensio é menor ou igual a 8.

Demonstracgao:

Temos pelo Teorema 1.6 que dim(A;) < 8 para todo i € I, e que a norma esta induzida por

um produto interno. Entdo, {A;}ic; € uma familia de espagos de Hilbert e pelo Corolario
|

Teorema 3.1 Seja {A;}icr uma familia de R-dlgebras absolutamente valuadas e algébricas.
Entao (A;)y € uma R-dlgebra absolutamente valuada algébrica e

deg(A;)y < max{deg(4;)|i € I}.

Como consequéncia a ultrapoténcia, Ay, de uma R-dlgebra A algébrica e absolutamente
valuada, é uma R-dlgebra algébrica, absolutamente valuada e deg(Ay) = deg(A).

Demonstragao:
Pelo comentario que precede ao Corolario 3.2, temos que (A;)y é uma R-algebra absoluta-
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mente valuada. Seja (a;)y em (A;)y, mostremos que a subalgebra gerada por (a;)y € de di-
mensao finita. Como A; é algébrica, A;(a;) é de dimensao finita e pelo Corolario 3.2, (A;(a;))y
é de dimensao finita com dim(A4;(a;))y < max{dim(A;(a;))|i € I}. Agora, (A;(a;))y € uma
subdlgebra de (A;)y ¢ (a;)u € (Ai(a;))u, entdo a subélgebra gerada por (a;)y ¢ de dimensao
finita. Assim, (A;)y é algébrica. Temos assim que (A;)y é absolutamente valuada e algébrica,
portanto de grau limitado. Agora,

dim(A4;(a;))y < max{dim(A;(a;))|i € I} < max{deg(A;)|i € I},

donde deg(A;)y < max{deg(4;)|i € I}. Quando A; = A para todo i € I, deg(Ay) < deg(A)
e como podemos considerar A como subélgebra de Ay, deg(A) < deg(Ay). Desse modo
deg(Ay) = deg(A).
[ |

Para mostrar a seguinte proposicao definimos primeiro o conceito de F-dlgebra livre nao
associativa (sem unidade) sobre um conjunto nao vazio X que denotaremos por F(X).
Podemos dizer que X é um conjunto de indeterminadas e assim os elementos de F(X)
sao expressoes formais nas indeterminadas de X.

Para definir F(X), definimos primeiro o conceito de palavra nao associativa nas indeter-
minadas de X.

Definimos as palavras nao associativas de comprimento n, com n inteiro positivo, indu-
tivamente da seguinte maneira:

i) As palavras de comprimento 1 sao os elementos de X;
ii) As palavras de comprimento 2 sdo todas as expressoes formais zy com z,y € X;

iii) Para n > 2, as palavras de comprimento n sdo obtidas por justaposi¢do de palavras de
menor comprimento, das seguintes formas:

(u), (u)z, (v)(w)

com x € X, u palavra de comprimento n — 1, e v e w palavras de comprimento < n — 2
tal que a soma dos comprimentos de v e w seja n.

Uma palavra de comprimento n chama-se também mondmio de grau n. F(X) é a F-algebra
tal que o conjunto de palavras definidas acima formam uma base de F(X) como F-espaco
vetorial e o produto de duas palavra é uma outra palavra obtida por justaposicao da seguinte
maneira;

ry=xzy, v-u=zxu), u-xz=@wer, u-v=u)v),

para todo x € X, e u e v palavras de comprimento > 2.

Temos também a propriedade universal das dlgebras livres nao associativas: seja A uma
F-algebra, e ¢ : X — A uma aplicacao qualquer. Entao existe um tinico homomorfismo de
F-algebras ¢ : F(X) — A tal que ¥ (z) = ¢(z) para todo x € X, isto é, a aplicagdo ¢ pode
ser estendida de uma tnica forma a um homomorfismo de F(X) em A.

A aplicagdo v é definida por inducao sobre o comprimento dos elementos de F(X) do
seguinte modo. Se x € X, entao obviamente definimos ¥ (z) = ¢(z). Seja agora n > 1 e
suponhamos por inducao definida v para palavras de comprimento menor do que n. Seja u
uma palavra de comprimento n. Entao existem duas palavras u,w (que sdo tnicas) tal que
u = v - w. Definimos ¢ (u) = ¢ (v)y(w). Finalmente, se p = Y7 | \ju; € F(X) com \; € F e
u; palavras, ¥(p) = >0 N (uy).
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Proposicao 3.2 Sejam A uma F-dlgebra normada e n € N. Entao
A, ={a € A| dim(A(a)) <n}
¢ fechado em A.

Demonstracao:
Seja F(z) a F-algebra universal livre nao associativa gerada por {z}. Sejam a € A e p(x) €
F(x). Entao p(a) representa a imagem de p no unico homomorfismo de F-algebras de F(z)
em A que transforma z em a. Notamos que p(a) pode ser obtido, substituindo em p a variavel
x por a.

Como a soma, o produto por escalar e o produto em A sao aplicacoes continuas, a funcao
a + p(a) de A em A é continua. Seja a € A, e mostremos que a € A,. Temos que existe
uma sequéncia {ay ey em A, tal que limy_, ar = a. Se xg,. .., x, sao elementos de A(a),
a subalgebra de A gerada por a, entdo existem py,..., p, em F(z) tais que p;(a) = z,
para 0 < i < n. O conjunto &, = {po(ag),..., pn(ar)} € linearmente dependente em A
para todo k € N, pois p;(ar) € A(ax) e dim(A(ax)) < n. Portanto, para cada k € N
existe Vi = (Mo, - -, i) em F"tal que D0 [ Nipl =1 e >\ kpl(ak) = 0. Obtemos
assim uma sequéncia {vy }ren na esfera unitaria de (77 (FF), onde Z”H(F) é 0 espaco vetorial
F**! com norma |[|(a, ..., )|l = Y i las]. Dado que dita esfera ¢ compacta, existe uma
subsequéncia {vy, }jen de {Vi}ren que converge a um ponto v = (Ao, ..., \,) da esfera.

Para cada i, a aplicagdo a — p;(a) é continua logo

lim p;(ag) = pi(lim ax) = pi(a) = x;,
k—o0 k—o0

logo
O—ggZAmpz a) = D Jm Aupilar) = > (i, M) Jim pie)
= lim \; 1 A i
iz—; (]Lr{olo kaj)<p1 lm ak; Z zpz Zz_; iLi
Dai, o conjunto {zi,...,x,1} é linearmente dependente em A(a) e consequentemente

dim(A(a)) < n.
|

3.2 0O Resultado

Corolario 3.3 Seja A uma F-dlgebra algébrica e normada de grau limitado. Entao o con-
junto B ={a € A| dim(A(a)) = deg(A)} € aberto em A.

Demonstragao:
Seja n = deg(A). Pela Proposicao 3.2 A, 1 = {a € A : dim A(a) < n} é fechado. Assim,
B = A\ A,_; é aberto.

|

Corolario 3.4 Seja A uma R-dlgebra algébrica e absolutamente valuada. Entao existe a € A
tal que ||la|]| = 1, dim(A(a)) = deg(A) e a norma de A é Fréchet diferencidvel em a.
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Demonstracgao:

Como A é algébrica e absolutamente valuada, pelo Teorema 1.6, obtemos que A é de grau
limitado < 8 e pelo Corolario 3.3, B = {b € A| dim(A(b)) = deg(A)} é um conjunto
aberto em A. Entdo dado b € B existe 6 > 0 tal que B(b,d) C B. Pelo Lema 2.2, existe
x € B(b,0)NQ. Definimos a = 7o+ Temos que A(a) = A(z) e portanto dim(A(a)) = deg(A).
Finalmente, por Teorema 2.15 seque que a norma é Fréchet diferenciavel em a.

[ |
Lembremos que o fato de que um espago normado seja suave em um elemento nao zero é
equivalente ao fato de que a norma seja Gateaux diferenciavel nesse elemento, portanto se a
norma é Fréchet diferencidvel em um ponto nao zero, o espaco é suave no ponto. O seguinte
é o resultado principal desta dissertacao.

Teorema 3.2 Seja A uma R-dlgebra algébrica e absolutamente valuada. Entao A € de di-
mensao finita.

Demonstracgao:

Tal como é mostrado no comentario que precede ao Corolario 3.2, consideramos A como
subalgebra da ultrapoténcia de A, identificando b € A por (b,)y € Ay onde b, = b para todo
n € N.

Seja, pelo Corolario 3.4, a € A, ||la]| = 1, tal que A é suave em a e deg(A) = dim(A(a)).
Definimos M = {z € A(a)|ax = x}, M é um subespago de A e como a dimensao de A(a)
é finita obtemos que dim(M) < co. Pelo Teorema 1.6, temos que a restrigao da norma de A
ao subespaco M provém de um produto interno e pela Proposicao 2.4, A é suave em todo
elemento de norma um em M.

Como L, : A — A, x+— ax, é tal que L,(m) = m para todo m € M e ||L,(x)| = ||z| entao
|La|| = 1 o que permite aplicar a Proposigao 2.3 com T' = L,, dai existe 7 : A — A uma
projecao linear continua tal que w(A) = M e ker(w) é L,-invariante. Suponhamos que A ¢é
de dimensao infinita.

Pelo Corolario 2.1, aA ou Aa nao é denso em A. Podemos supor que L,(A) = aA nao é denso.
Dado que A = M & ker(r), a restricdo de L, a M é a identidade e ker(m) é L,-invariante,
obtemos que a aplica¢ao G : ker(mw) — ker(w), y — ay, é isometria linear e G(ker(m)) nao é
denso em ker (7). Entao pelo Corolario 2.4 existe uma sequéncia, {z,}nen, em ker(m) com

|z,|] = 1 para todo n tal que a sequéncia {ax, — =, }neny — 0.
Agora seja U um ultrafiltro sobre N, obtido refinando o filtro de Fréchet, e seja também
B € Ay dado por = (x,)y, observemos que ||(z,)y|| = limy ||z,] = 1, assim 5 é elemento

de norma um na ultrapoténcia de A. Tendo em consideracao que A é uma subdlgebra de
AU7
aﬁ = (an)M(l'n)Z/{ - (anxn>u - (al'n)u

e como {ax, — x,}neny — 0 obtemos que para todo € > 0 {n € N||laz, —z,|| < e} e U
o que implica que (ax,)y = (T,)u, isto &, aff = B em Ay. Pelo Teorema 3.1, Ay é uma
R-algebra algébrica absolutamente valuada e deg(Ay) = deg(A), como A(a) C Ayl(a) e
dim(A(a)) = deg(A) obtemos que dim(Ay(a)) < dim(A(a)) portanto Ay(a) = A(a), dai
dim(Ay(a)) = deg(Ay) o que implica, pela Proposicao 2.5, que Ay(f) = Au(a) = A(a),
portanto 3 € A(a) e como af = 3, segue que 5 € M.

Finalmente mostremos que € ker(m) e obteremos assim uma contradi¢ao. Como € A,
pela definicdo de ultraproduto (de espaco normado), ter § = (z,)y € equivalente a ter
limy || — x,|| = 0. Dado que {z,}nen € ker(m), obtemos 7(5) = 0. Assim 5 € M N ker(w),
isto é, § = 0 o que é absurdo pela definicao de 5. Entao A é de dimensao finita. [ |
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Observemos que pelo Teorema 1.6, A é isétopa com R, C, H ou D e que a norma esta
induzida por um produto interno.
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