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Resumo

GERALDO, A. Propriedades de Jordan em anéis de grupo. 2019. Dissertacdao (Mestrado) - Insti-
tuto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2019.

Neste trabalho estudamos alguns resultados a respeito do conjunto dos elementos que sdo
simétricos sobre uma involugéo, orientada ou ndo, de um anel de grupo. Dado um anel de grupo
RG, onde R é comutativo e com elemento identidade 1, e uma involugao orientada o« — at; apre-
sentamos as condi¢des necessdrias e suficientes sobre R e G para que o subconjunto (RG)* = {« €
RG : a* = a} seja anticomutativo, ou equivalentemente, o produto de Jordan seja trivial em (RG)*.

Além disso, estudamos um caso de nilpoténcia de Jordan no anel de grupo RG e no seu
subconjunto (RG)*, para o caso onde a involu¢do nao possui orientacao.

Palavras-chave: anéis de grupo, involugdo orientada, elementos simétricos, nilpoténcia de
Jordan.
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Abstract

GERALDO, A. Properties of Jordan in group rings. 2019. Dissertagdo (Mestrado) - Instituto de
Matematica e Estatisitca - Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2019.

In this work we study some results regarding the set of elements that are symmetrical about
an involution, oriented or not, in a group ring. Given a group ring RG, where R is commutative
and with identity element 1, and an oriented involution & — a* we present the necessary and
sufficient conditions on R and G so that the set (RG)* = {a € RG : a* = a} is anticomutative, or
equivalently, the Jordan product is trivial in (RG)™*.

In addition we study a case of Jordan’s nilpotency in the group RG and its subset (RG)",
for the case where involution has no orientation.

Keywords: group rings, oriented involution, symmetrical elements, Jordan nilpotency.
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Introducao

Nos tltimos anos, muitos pesquisadores tém se dedicado ao estudo de anéis de grupo com invo-
lugdo, e este crescente interesse tem resultado na publicacdo de diversos artigos.

Escolhemos nos aprofundar nas demonstra¢des de dois resultados bastante recentes. Um
deles diz respeito a trivialidade do produto de Jordan entre os elementos de um anel de grupo
RG que séo fixos sobre uma involugdo orientada de RG. O outro, diz respeito a nilpoténcia de
indice 3, também no conjunto dos elementos que sao fixos sobre uma involug¢do de RG. No se-
gundo caso, trata-se de uma involugdo sem orientagdo; em outras palavras, uma involugdo de
RG cuja a orientagdo é trivial. Antes de, nesta introdugdo, falarmos a respeito de tais problemas,
comentaremos sobre alguns resultados que foram obtidos anteriormente.

Veremos no Capitulo 1, onde apresentamos os conceitos preliminares, que se RG é um anel
de grupo, onde R é comutativo e possui elemento identidade 1, entdo uma involugdo g — ¢* de
G pode, de modo bastante natural, ser estendida linearmente a uma involugdo & — a* de RG da

*
seguinte maneira: | > aog| =) agg”.
geG geG

Considerando um anel de grupo RG com uma involugado * que descrevemos no pardgrafo
anterior, temos dois subconjuntos que chamaram a atengdo de alguns pesquisadores. O primeiro
é o subconjunto dos elementos simétricos de RG, isto é, dos elementos que sao fixos a respeito da
involugdo * e que representamos por (RG)*, isto é, (RG)* = {¢ € RG : a* = a}. O segundo
subconjunto é o dos elementos antissimétricos, que representamos por (RG)~, isto é, (RG)™ =
{a e RG:a* = —a}.

E natural indagar quando que estes dois subconjuntos sao subanéis de RG.

E fécil ver que (RG)* é subanel de RG se, e somente se, dados «, 8 € (RG)*, se verifica
ap = (af)* = B*a* = Pua, isto é, se, e somente se, (RG)"™ é comutativo. De modo similar, (RG)~
é subanel se, e somente se, para quaisquer &, 8 € (RG)~, tivermos af = —fua, isto é, se, e somente
se, (RG)™ é anticomutativo. Assim, surgem os questionamentos a respeito de quando (RG)* é
comutativo e quando que (RG)~ é anticomutativo.

Quando fazemos tais questionamentos, é porque estamos interessados em saber quais sdo
as condic¢Oes necessarias e suficientes sobre R e G tais que (RG)" e (RG)™ sejam, respectivamente,
comutativo e anticomutativo. Ou, escrevendo de outro modo, queremos a caracterizagdo dos
grupos G para que tais coisas ocorram.

Em [2], O. B. Cristo respondeu ao primeiro questionamento para o caso da involugado natural
¢+~ ¢ 1 de G, isto & no seu artigo, caracteriza-se os grupos G para os quais os elementos simétricos
de RG comutam entre si. Ja em [7], E. G. Goodaire e C. Polcino Milies conseguiram responder ao
segundo questionamento para uma involugdo g — g*.

Prosseguindo, vamos olhar para outras duas perguntas que foram feitas a respeito de (RG)~
e (RG)™.

Quando (RG)~ é comutativo? Quando (RG)™" é anticomutativo?

A respeito da primeira pergunta, é bem facil ver que o conjunto (RG)~ é fechado para o
colchete de Lie [a,B] = af — Pa e que (RG)™ é comutativo se, e somente se, aff — fa = 0 para
quaisquer «, B € (RG)~; isto é, se, e somente se, o colchete de Lie é trivial em (RG)~. Mais uma
vez, O. B. Cristo, juntamente com C. P. Milies [3], determinaram, para o caso da involugdo natural
de G, as condic¢Oes necessdrias e suficientes para que o colchete de Lie seja trivial em (RG)™.
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Foi a partir da tltima pergunta que nos motivamos a escrever este trabalho. Seja RG um
anel de grupo, onde R é comutativo e com elemento identidade 1, e seja o produto de Jordan o
em RG, que é definido como a o B = af + Ba. E fécil ver, de modo similar ao caso do colchete de
Lie, que (RG)* é fechado para o produto de Jordan o e que tal produto é trivial em (RG)", isto €,
a o B =0 para quaisquer &, 5 € RG se, e somente se, (RG)* é anticomutativo.

No artigo [7], que nos serviu como referéncia para escrever o Capitulo 3, os professores E. G.
Godaire e C. Polcino Milies, responderam quando é que (RG)* é anticomutativo. Ja adiantamos
que todos os capitulos foram escritos utilizando como referéncia artigos escritos em conjunto por
estes dois autores.

No Capitulo 4, dado um grupo G com uma involugdo ¢ ~ ¢* e um homomorfismo de
grupos 0 : G - {1,-1}, tal que o(g) = 0(g") para todo g € G, mostraremos que a aplicagdo
=) agg > > (g8 = a* é uma involugio de RG e estudaremos a anticomutatividade no

geG geG
conjunto (RG)* = {a € RG : &* = a}. E facil ver que os resultados obtidos no Capitulo 3 sao vélidos
no subgrupo N = ker(c) de G.

No Capitulo 5, para o caso de uma involu¢do sem orientacdo & — a* de RG estudamos
a caracteriza¢do da nilpoténcia de Jordan de indice 3 em RG e em (RG)?, isto é, as condigdes
necessdrias e suficientes para que dados &, 8, v em RG ou no seu subconjunto (RG)* vefirique-se
(w0 B)oy=0. Além disso faremos uma conexdo com o que foi visto no Capitulo 3.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Apresentamos neste capitulo, de modo sucinto, alguns dos conceitos elementares a respeito da
estrutura algébrica na qual se concentra esta dissertacdo: o anel de grupo. Estes conceitos sdo su-
ficientes para a compreensédo de todo o trabalho. Ao leitor que estiver interessado em aprofundar
seus estudos a respeito desta estrutura, recomendamos a referéncia [15].

Também relembramos as defini¢des de involu¢do de um grupo e de um anel, mostramos
algumas de suas propriedades, bem como construimos uma involuc¢do de um anel de grupo.

1.1 Anéis de Grupo

Sejam G um grupo multiplicativo (ndo necessariamente finito) e R um anel associativo com ele-
mento identidade 1. Denotamos por RG o conjunto das combinacdes lineares formais com ele-

mentos de G que sejam da forma ) a,g, onde os coeficientes a, sdo pertencentes a R e s&o tais
g<G
que &, = 0 exceto para um ndamero finito de coeficientes. Definimos o suporte de um elemento

&= ) agg, que denotamos por supp(«), como sendo o conjunto dos elementos de G que efetiva-
geG
mente aparecem na expressao de g, isto &, supp(a) = {g € G : a; # 0}. Para quaisquer elementos

K= zé aggef= %ﬁgg pertencentes a RG, a = f se, e somente se, ag = B, para qualquer g € G.
8¢ 8¢

A soma de dois elementosa = ) agge f = > B,g pertencentes a RG é definida como a + =
g<G geG
Yoagg+ Y Beg = Y. (g +Bg)g. Esta operagdo possui elemento neutro, que representamos por
8eG 8eG geG
Orc ou simplesmente por 0, e que é a combinagdo linear »_ a,g tal que ag = 0 para qualquer g € G.

<G
A multiplicagdo entre « e § é definida como af = | Y a,g || D Beg|= D, agPugh. Reordenando
3G <G g,heG
0s termos na ultima expressdo, escrevemos este produto como oc,B = Z cyu, onde ¢, = Z ocgﬁh.
ueG gh=u

E fécil verificar que, munido das operagdes de soma e multiplicagdo que definimos, o con-
junto RG é um anel associativo e com elemento identidade, que representamos por 1z; ou sim-

plesmente por 1, e que é a combinacdo )| a.g tal que ay = 1 se g é 0 elemento neutro 15 de G e
g¢G
ag = 0 em caso contrario. Dizemos que este conjunto é o anel de grupo RG.

1



2 CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES

Definimos a multiplicagdo de um elemento z(:;ocgg € RG por A € R como A ( Z(:;ocgg) =
8¢ 8¢
> (Aag)g. Com respeito a esta multiplicagdo, o anel de grupo RG é um R-médulo e, se R for um
geG
anel comutativo, RG é uma R-élgebra.

Observagdo 1.1.1 O monomorfismo de anéis (:R - RG definido por {(r) = rlg pode ser visto
como uma inclusdo de R em RG, o que nos permite considerar R como um subanel de RG. Iremos

sempre representar o elemento r1g € RG simplesmente por 7.

Exemplo 1.1.2 [4, Exemplo 1.24] Sejam o grupo C, = (g : g* = 1,) e o corpo Z3 = {0,1,2}. Pode-
mos construir o anel de grupo Z3C; = {a.lc, +b.g:a,b e Z3} ={0,1,2,4,2¢,1+¢,1+2¢,2+g,2+

2¢}. Exibimos abaixo as suas tdbuas de operagoes.

+ 0 1 2 g 2g 1+g | 1+2g | 2+¢g | 2+2g
0 0 1 2 g 2g l+g [1+2g| 2+¢g | 2+2g
1 1 2 0 l+g |1+2g | 2+g | 2+2g g 2¢g
2 2 0 1 2+¢g | 2+2¢g g 2g 1+g | 1+2g
g g 1+g | 2+g 2¢g 0 1+2¢g 1 2+2¢g 2
2g 2g 1+2g | 2+2¢g 0 g 1 1+g 2 2+¢g
l1+g || 1+g | 2+¢g g 1+2g 1 2+2¢g 2 2¢g 0
1+2g || 1+2g | 2+2g | 2g 1 l+g 2 2+¢g 0 g
2+g || 2+¢g g l+g |2+2¢g 2 2¢g 0 1+2¢g 1
2+2g || 2+2g | 2g 1+2¢g 2 2+¢g 0 g 1 1+g
Tabela 1.1: Tabua da adi¢do do anel de grupo Z3Co,.
0 1 2 g 2¢g l+g | 1+2g | 2+¢g | 2+2g
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 g 2¢g l+g | 1+2g | 2+¢g | 2+2g
2 0 2 1 2¢g g 2+2g | 2+¢g | 1+2g | 1+g
g 0 g 2¢g 1 2 l+g | 2+¢g | 1+2g | 2+2g
2¢g 0 2¢g g 2 1 2+2g | 1+2g | 2+g | 1+g
1+g ||0] 1+g | 2+g | 1+g |2+2g | 2+ 2¢g 0 0 l1+g
1+2g |0 | 1+2g | 2+¢g | 2+g | 1+2¢g 0 2+g | 1+2¢ 0
2+g |0 2+¢g |1+2g | 1+2¢g | 2+¢g 0 1+2g | 2+¢g 0
2+2¢ || 0| 2+2g | 1+g | 2+2g | 1+g 1+g 0 0 2+2¢

Tabela 1.2: Tabua da multiplicacdo do anel de grupo Z3C».
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1.2 Involugdes de Grupos e de Anéis

Defini¢ao 1.2.1 Dizemos que uma aplicagdo ¢ de um grupo G é uma involugio de G se para quais-

quer g, h € G verificam-se:
 ¢(gh) = p(M)p(g);
* ¢(9(8)) =g

Proposigao 1.2.2 Se ¢ é uma involugdo de um grupo G, entao
(@) ¢(1c) = 1c;
(i) ¢(g7!) = ¢(g)~" para qualquer g € G.
Demonstragido: Primeiramente, note que 1¢ = ¢(¢(1¢)) = ¢(1cp(1c)) = p(¢(15))Pp(1c) = 1cp(1c)

= ¢(1g), 0 queja prova (i). Para provar (ii) basta ver que para qualquer g € G verifica-se ¢(g™1)¢(g)
= (887" = 9(1c) = g, e isto implica que ¢(g™") = ¢() ™. .

Defini¢ao 1.2.3 Dizemos que uma aplicagdo 1 de um anel R é uma involugio de R se para quais-

quer r, s ¢ R verificam-se:
o P(r+s)=yp(r) +9(s);
o P(rs) =p(s)p(r);
o P(yp(r)) =r.
Proposigdo 1.2.4 Se ¢ é uma involugéo de um anel R com identidade 1, entdo
@ »(1)=1
(i) (0) =0;
(iii) ¥(~r) = —p(r), para todo r € R.

Demonstragio: O item (i) j& provamos na Proposigdo 1.2.2. Para verificar a validade do item (ii)
note que 0+ (0) = ¥(0) = (0+0) = ¥(0) +(0), o que implica que P(0) = 0. Para provar (iii)
observe que 0 = (0) = (r+ (-r)) = P(r) + (-r), o que implica que P(-r) = —p(r). ]

Em [7] uma involugdo de um grupo G é chamada de antiautomorfismo de ordem 2. Comen-
tamos no préximo pardgrafo um pouco a respeito deste termo.

Sejam G e H grupos multiplicativos. Sabemos que é possivel definir o grupo H°”, munido
da operagdo -, definida por a-b = ba para quaisquer a, b € H. Desta maneira, se f:G - H é
um homomorfismo de grupos, entdo se verifica f(gh) = f(h)f(g) para quaisquer g, h perten-
centes a G. Note que, devido ao fato de H°? e H serem iguais como conjuntos, entdo f é uma
aplicagdo de G em H, e que chamamos de anti-homomorfismo. E evidente que se f:G - H é um
anti-homomorfismo entdo f(1g) = 1z e f(g7!) = (f(g)) ™! para qualquer g € G. Desta forma, um
anti-isomorfismo é um anti-homomorfismo bijetor e um antiautomorfismo é um anti-isomorfismo
f:G - G. Da mesma maneira que se define para automorfismos de grupos, dizemos que um anti-
automorfismo ¢ possui ordem 2 se ¢? é igual a aplicagio identidade em G, o que particularmente
ocorre se, e somente se, ¢ = ¢~*. Concluimos que qualquer involugdo de um grupo G &, por

definicdo, um antiautomorfismo de ordem 2.
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Observagio 1.2.5 E bem fécil notar que a inversdo g - ¢~} é uma involucéo de G, que chamamos
de involugio natural ou candnica. Um elemento g € G (r € R) é simétrico (ou fixo) a respeito de
uma involugdo ¢ de G (¢ de R), se ¢(g) = g (¢(r) = r). Também afirmamos que existe uma
involugdo que fixa todo elemento de G (de R) se, e somente se, G é um grupo abeliano (R é um
anel comutativo). Com efeito, seja ¢ () uma involugdo de G (de R) tal que para qualquer g € G
(r € R) se verifica que ¢(g) = g (¥(r) = r). Entdo, para quaisquer g, h € G (r, s € R) vale que
gh = ¢(gh) = ¢(h)P(g) = hg (rs = ¢(rs) = ¢(s)¢p(r) = sr), o que implica que G é abeliano (R é
comutativo). Reciprocamente, suponhamos que G é abeliano (R é comutativo), entdo a aplicagdo
identidade de G (de R) é uma involucao e, dessa forma, o grupo G (o anel R) possui uma involugao

que fixa todos os seus elementos.
Exemplo 1.2.6 (involu¢do de um anel de grupo) Sejam RG um anel de grupo, ¢ uma involugdo
de G e { uma involugdo de R. Definimos uma aplicacdo i em RG, como ( > o(gg) = > &(ag)P(g).

geG geG
Afirmamos que ¢ é uma involugdo de RG. Com efeito,

@)
EL’(Z"‘ggJFZﬁgg) = ¢(Z(“g+,3g)8):Z(:;‘f(“ng,Bg)‘l’(g)
ge

geG geG g¢G
= 2 (E(ag) + E(BIP(S) = 2 Slag)p(8) + 2 E(B)e(8)
geG 8eG 8eG
- w(Zagg)w(Z ﬁgg);
g¢G geG

(ii)

of(zes)(z0)

'P( > (lxgﬁh)(gh)) = 2 Slaghu)9(gh)

g/heG g/heG

2. EBnE(ag)p(Mp(g) = 3 E(Bn)p(h) 3 S(ag)¢(8)

g,heG heG geG
= w(Z ﬁhh)w(ngg);
heG <G

(iii)
P (#J ( > “gg)) = ¢(Z C(wg)q?(g)) =2 65 (wg))p((8)) = 3 g

8eG geG geG 8eG

Se R é um anel comutativo, entdo de acordo com a Observagdo 1.2.5 a aplica¢do identidade
é uma involucdo de R. Sendo assim, conforme o Exemplo 1.2.6, dada uma involucdo ¢ de G

obtemos uma involugdo ¢ de RG definindo:

‘/J(Z "‘g‘o’) =2 agp(g)- (1.1)

8eG 8<G

Dizemos que a involugdo ¢ definida pela equagdo (1.1) é a involugdo induzida de RG pela

involugdo ¢ de G ou também que é a involugado obtida da extenséo linear da involugao ¢ de G.
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Daqui em diante, acompanhando a notagdo dos artigos que estudamos, representamos uma
involucdo de G por g = ¢* ou simplesmente por *. Em todos estes artigos o anel R de coeficientes
é associativo, possui elemento identidade 1 e é comutativo, e uma involugdo de RG, que serd
representada por & ~ a* ou também por %, é uma extensdo linear da involucdo de G, isto &,

a = (Z vcgg)* =2 agg"

geG geG
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Capitulo 2

Grupos SLC

Nos artigos que estudamos para escrever esta dissertacao, seus autores realizaram as caracteri-
zagOes dos grupos G para os quais se verifica nos anéis de grupo RG a anticomutatividade ou a
Jordan nilpoténcia de indice 3 nos seus subconjuntos cujos elementos sdo fixos sobre uma involu-
¢do de RG. Veremos no Capitulo 3, que um SLC satisfaz, no caso de a caracteristica de R ser igual
a 4, a anticomutatividade em (RG)™.

Dedicamos a primeira secdo deste capitulo a relembrar a definicdo de comutador de um
grupo G, provar as principais propriedades dos comutadores, bem como comentar a respeito
de alguns resultados pertinentes ao subgrupo comutador de G. Na segunda segdo definimos os
grupos que estudamos para escrever esta dissertacdo, provamos vdrias das suas propriedades e

estudamos a classificacdo destes grupos.

2.1 Comutadores

Defini¢ao 2.1.1 Dados dois elementos g e I pertencentes a um grupo G, dizemos que o comutador
de g e h é o elemento (g, h) = g thgh.

Sejam x e y elementos de um grupo G. Denotando o elemento y~'xy como x, seguem no

proximo lema algumas propriedades importantes que sdo satisfeitas por comutadores.

Lema 2.1.2 [15, Lema 1.5.2] Sejam , y, z e t elementos de um grupo G e (x,y,z) = ((x,¥),z). Entdo
(i) (x,y) = 1¢ se, e somente se, xy = yx;
(i) (x,y)" = (y,x);
(i) (xy,z) = (x,2)"(y,2) = (x,2)((x,2),¥)(v,2);
(iv) (x,yz2) = (x,2)(x, )" = (x,2)(x,¥) ((x,),2);
V) (x,y)z=z(x%, y*);
i) (x%,2) = (x,2) ) (x,,2);

(vii) (x¥%, 1) = (2%, )72 (xY, 2, 1).
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Demonstragio: Para quaisquer x, y, z, t pertencentes a G, temos:

() (x,v) = xtylxy = 15 se, e somente se, yx(x 'y 'xy) = yx se, e somente se, xy = yx.

(i) (xy)™ = (Tlyay) T =y Tyx= (g, ).
(iii)
(x,2)Y(y,2z) = y ' (x2)yy lzlyz =y (x,2)z7lyz =y Ix 27 lxzz lyz
=yt (xy)z = () 2 ()2
= (xy,2).
(x2)((x )W) = 2@y (@ 2)y)y 2y
= xlz7hazz I lzay iz tazyy Tz Yz
=yl lz7layz = (xy) 2 layz
= (x,2).
(iv)
(x,2)(x,y)* = xlz7lazz7lxlytayz = x7tz7tytayz

(vi)

= X7 (yz)'x(yz)
= (vy2).

(x,2) () ((x,y),2) = x 'z ez ly hay(y, )z (v, y)z

2(x%y7) =

x bz ly gy T tyaz Iy Tty z = oz ly ez

(x,y2).

2(%) () oy = 2z ) (2 ) ) (2 )

zz7lxzz Yy tzz ez yz = ly layz

(%, y)z.

(x,2)(x,y,2) = (4,0)(x2)(xy)((x,y),2)

=y Ix lyax Tz bz ly Iy (v, )27 N (x, y)z
= yhx e z ez y ey T tyaz Ty gz
y i lyz ly Iayz = ()l wz

(xY,z2).
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(vii)

(o, A,z 1) = (2, 2) (W, ) (Y, 2) (2, 2), 1)

(v 'y, 2) Ny ey, ) (y ey, 2) (v 1y, 2), 1)

= z‘1y‘1x‘1yzt‘1z‘1y‘1xyzt
= (y2) N yR) (y2) a(yz)t = (W) T e

(2%, 1).

211 Subgrupo Comutador

Relembremos que se X é um subconjunto de um grupo G, entdo o subgrupo gerado por X, que
denotamos por (X), é o menor subgrupo de G que contém X ou, equivalentemente, a intersecao
de todos os subgrupos de G que contém X. De acordo com [16, Teorema 2.7], se X = &, entdo
(X) = {1g}, caso contrério, o subgrupo (X) é formado por todos os elementos de G que sdo
produtos finitos x7" - - -x,%k ,onde x; € X e §; = +1 para qualquer 1 <i < k.

O subgrupo comutador ou subgrupo derivado de G, que denotamos por G, é o subgrupo gerado
pelo conjunto de todos os comutadores de G. Conforme [16, Teorema 2.23], G’ é um subgrupo
normal de G, e se H < G, entdo G/H é abeliano se, e somente se, G’ < H. Entdo, em particular,
G/G’ é abeliano. Além disso, é facil ver que, como consequéncia do item (i) do Lema 2.1.2, G é

abeliano se, e somente se, G’ = {15}.

2.2 Grupos C,LCe SLC

Comecamos esta secdo com dois exemplos. Em cada um deles, apresentamos um grupo bastante

conhecido e a sua respectiva tdbua de multiplicagéo.

Exemplo 2.2.1 [4, Exemplo 2.5] Grupo dos quatérnios de ordem 8, Qg = (i,j : i* = 1,i* = j%,ij =

jih.

1| i |2 2] | i &P
1| R O A A I S I A O B o B
A A S B B T A S B I
o I I S N A o A e B A T
(A | I O I A O o I A B R O 7 A
NIRRT AR
il |3]a]e]e]il
2ilalililel1]8]a]i
silailalili|il1]a]z

Tabela 2.1: Tabua de multiplicagdo do grupo dos quatérnios Qs.
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Exemplo 2.2.2 [4, Exemplo 2.6] Grupo diedral de ordem 8, Dy = (0,7 : 0*=r2=1,r10r= 9‘1).

116 |66 | r |10 |r0>| 16
1 116 |66 | r |10 |r0>| 16
0 0 | 62| 6| 1 || r | 10 |r6?

21 6> | | 1|6 |r? |13 r |10
B e 1|6 | 6| |r0?|r0®| r

r ro| e 0?03 1 | 6 | 62| 63
0 || 0 |6 3| v | 0| 1 | 0 | 6
@2 || r0* || r |0 | 0> | | 1| 6
@ || 3| r | 0 | 02| 6 | 6% | 03 | 1

Tabela 2.2: Tabua de multiplicagdo do grupo diedral Dj.

Estamos interessados em conhecer os comutadores destes dois grupos. De acordo com as
suas tdbuas de multiplicacdo, é possivel ver que, além de seus elementos neutros, os demais co-
mutadores dos grupos Qg e Dy sdo, respectivamente, os elementos i2e6? apenas. Sendo assim,
denotando como nido trivial qualquer elemento de um grupo G que ¢é diferente do seu elemento
neutro, estamos motivados a dar a préxima definicado.

Defini¢do 2.2.3 Dizemos que um grupo ndo abeliano G possui um tinico comutador ndo trivial s,
se para quaisquer g, h € G tais que gh # hg, se verifica que (g,h) =s.

Se G é um grupo que possui um tnico comutador nao trivial s, entdo conforme o item (ii)

Le, equivalentemente, s> = 1¢. Desta maneira, de acordo com a

do Lema 2.1.2, temos que s = s~
definicao de subgrupo comutador, temos que G’ = {1g,s}. Sendo assim, Qg = {1,i*} e D} = {1,6%}.

As tabelas 2.1 e 2.2 também nos mostram que Z(Qs) = {1,i*} e Z(Dy) = {1,6?}, isto é, em Qg
e D4 os seus subgrupos comutadores coincidem com os seus centros o que, em particular, nos diz
que seus (nicos) comutadores ndo triviais pertencem ao centro de G, isto é, sdo elementos centrais.
Sabendo que o centro Z(G) é um subgrupo normal de G, entdo, de acordo com o que comentamos
na Subsecdo 2.1.1, os grupos Qg/Z(Qs) e D4/Z(D4) sdo abelianos. Este fato é generalizado na

proxima proposicao.

Proposicdo 2.2.4 Suponhamos que G seja um grupo que contém um tinico comutador ndo trivial
s. Entdo s é um elemento central de G. Em particular G/Z(G) é um grupo abeliano.
Demonstragio: Suponhamos que exista ¢ € G tal que gs # sg, entdo s = (s,¢) = s~ !¢ !sg 0 que, de
acordo com o item (ii) do Lema 2.1.2, implica que sg = ¢ 0 que é absurdo se s # 1.

Consequentemente, G’ < Z(G) e, portanto, G/Z(G) é um grupo abeliano. |

Mais adiante veremos que se G é um grupo que contém um tnico comutador ndo trivial,
entdo possui outras propriedades que também implicam em G/Z(G) ser abeliano.
Queremos prosseguir dando mais uma defini¢do, entretanto, faremos antes uma observacao

que é motivada por uma propriedade satisfeita pelos quadrados dos elementos de Qg e Dy.
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Observacgdo 2.2.5 As tdbuas de multiplicagdo dos grupos Qg e D4 nos mostram que seus quadra-
dos sdo centrais. Afirmamos que se G é um grupo ndo abeliano cujo os quadrados sdo centrais, en-
tdo os comutadores sdo centrais e possuem ordem 2. Com efeito, (g, h) = ¢ *h~1gh = g72(gh™')*h?
para quaisquer g, h pertencentes a G e, desta forma, se os quadrados sdo centrais, entdo os comu-
tadores sdo centrais. Agora, seja s = (g,h) # 1g. Entao h’g = gh® = (gh)h = (hgs)h = s((hg)h) =
s(h(gh)) = s(h(hgs)) = s*h%g, o que nos permite concluir que s> = 1.

Defini¢ao 2.2.6 Dizemos que um grupo ndo abeliano G possui a propriedade C, ou é um grupo C,
se para quaisquer g, &1, k pertencentes a G tais que (g,/) # 1¢ e (g,k) # 1¢, valer que (g, ) = (g, k).

E imediato que um grupo que possui um tinico comutador néo trivial satisfaz a propriedade
C e, sendo assim, os Exemplos 2.2.1 e 2.2.2 garantem a existéncia de grupos com tal propriedade.
A proxima proposi¢do mostrard que, reciprocamente, se G é um grupo C, entdo G possui um

tnico comutador néo trivial. Antes de enunciar esta proposicdo iremos mostrar um lema.

Lema 2.2.7 Se G é um grupo C, entdo quadrados sdo centrais e comutadores nao triviais sdo cen-
trais e possuem ordem 2.

Demonstragio: Suponhamos que G seja um grupo C e sejam g e h elementos arbitrdrios de G. Se
gh = hg, entdo ¢*h = ggh = ghg = hg?, isto é, (h,g?) = 1g. Assim, se (h,¢%) # 1¢, entdo (h,g) # 1g, 0
que implica que (1, ¢?) = (h,g),isto é, h~'¢72hg* = h™1¢ 1hg, ou, equivalentemente hg = gh, o que é
uma contradigdo. Portanto, quadrados sdo centrais e, conforme a Observagao 2.2.5, comutadores

sdo centrais e possuem ordem 2. ]

Proposicdo 2.2.8 Um grupo G tem a propriedade C se, e somente se, possui um tinico comutador
ndo trivial.

Demonstragio: Suponhamos que G seja um grupo C e consideremos g, I, x, y pertencentes a G tais
que os comutadores (g, /) e (x,y) sejam ambos ndo triviais. Vamos mostrar que (g,h) = (x,y), e

faremos isso analisando cada uma das seguintes possibilidades:
(@ (g,x)#1lc b)(gy)#1lc (o) (hx)+1lg (d)(hy)#1lc (e) ¢ehcomutamcomxey

(a) Se (g,x) e (g, h) sdo ambos ndo triviais, entdo (g,x) = (g,h). Além disso, sabemos do lema
anterior que comutadores ndo triviais possuem ordem 2, entdo (g, x) = (x,g). Deste modo,
sendo (x,y) # 1g e (x,8) # 1, temos (x,g) = (x,y). Portanto, (g,h) = (g,x) = (x,8) = (x, ).

(b) A principio ja sabemos que (g, 1) = (g,v) e que como consequéncia do lema anterior (g,y) =
(v,8) e (x,y) = (y,%). Sendo assim (y,¢) = (y,x) e, portanto, (g,1) = (g,y) = (1,8)" =
(v, 07" = (x,y)-

(c) Sabemos que (g, &) = (h,g) e, sendo assim(g, /) = (h,x). Além disso, (h,x) = (x,h) = (x,y).
Entdo (g,h) = (h,x) = (x,h) = (x,y).

(d) Novamente, sabendo que (g,h) = (h,g), temos (g,h) = (h,y). Também (h,y) = (y,h) =
(v, %) = (x,y). Entdo, (g, h) = (x,y).

(e) Por ultimo, suponhamos que ¢ e h comutam com x e y. Entdo, afirmamos que (g, hx) + 1g e
p queg Yy que (&
(hx,y) #+ 1. Com efeito, se gh + hg, entdo (xg)h # (xh)g e, como g e h comutam com x, temos
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g(hx) # (hx)g e, portanto, (g, hx) # 1. Sabemos também que xy # yx, entdo (hx)y # (hy)x e,
como x e y comutam com /1, segue que (hx)y # y(hx) e, portanto, (hx,y) # 1¢.

Entéo (g,h) = (g hx) = (hx,8) = (hx,y) = (v, hx) = (y,x) = (x,y).
Concluimos que G possui um tinico comutador ndo trivial. |

Observacao 2.2.9 Vamos voltar rapidamente a Proposi¢do 2.2.4. Nesta proposi¢do, mostramos
que se G é um grupo que possui um tinico comutador nao trivial entdo G/Z(G) é abeliano. Agora,
olhando novamente para a Proposi¢do 2.2.8 e para o Lema 2.2.7, podemos concluir que se G possui
um Unico comutador ndo trivial, os quadrados sdo centrais. Veja que qualquer grupo G cujos
quadrados sdo centrais possui a propriedade de G/Z(G) ser abeliano. Por um lado, isto ocorre
devido ao fato de seus comutadores serem centrais, isto ¢, G’ < Z(G) e, por outro lado, ocorre

porque qualquer elemento pertencente a G/Z(G) possui ordem 2.

Vamos prosseguir falando de mais um fato que pode ser percebido fazendo a anélise das
tdbuas de Qg e D4. Examinando-as, notamos que nestes dois grupos, para quaisquer elementos g
e h tais que gh = hg, se verifica que g ou /1 ou gh é um elemento central. Este fato nos motiva a dar

mais uma definigao.

Defini¢do 2.2.10 Dizemos que um grupo nédo abeliano G tem a propriedade da comutatividade li-
mitada, ou é um grupo LC (do inglés "lack of commutativity"), se para quaisquer g, h pertencentes
a G tais que gh = hg, valer que g € Z(G) ouh € Z(G) ou gh € Z(G).

Se G é um grupo LC, entdo por defini¢do os quadrados sdo centrais e, conforme vimos na
Observacao 2.2.9, o quociente G/Z(G) é um grupo abeliano.

Antes de darmos a préxima (e principal) definicdo desta secdo, é pertinente que estejamos
seguros de que as propriedades C e LC ndo sdo equivalentes. Vamos comegar com o seguinte
exemplo:

Exemplo 2.2.11 [5, Ex. 3.2, p.94] Seja o grupo G = (x1,x2,X3 : x? = (xiz,xj) = ((xi, xj), %) =
1, com i, j, k distintos). De acordo com a nossa referéncia, G é um grupo LC, entretanto possui

trés comutadores ndo triviais (x1, x2), (x1,x3) e (x2,x3).

O Exemplo 2.2.11 nos mostra que a propriedade LC ndo implica na propriedade C. Entre-
tanto, ainda podemos nos perguntar: se um grupo possui um tinico comutador néo trivial, entdo

serd necessariamente um grupo LC? O préximo exemplo mostra que néo.

Exemplo 2.2.12 [18, TYPE 32/43 I'sa,] Seja o grupo G = (2,3,9,17:22 =34 =92 =1,172=32,29 =
9322,39=93"1217= 17.32.2) . Analisando a tdbua de multiplicacdo deste grupo (Tabela 2.4),
que se encontra na pagina 18, podemos ver que 5 é o seu tnico comutador ndo trivial e que
Z(G) = {1,5}. Entretanto nota-se que 32.27 = 27.32 = 2, 0 que nos mostra que G ndo é um grupo
LC.

Os grupos Qg e D4 que nos motivaram a dar as defini¢des de grupo C e LC, finalmente nos

motivam a enunciar a préxima, e mais importante, defini¢ado desta segao.
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Definigao 2.2.13 (Grupo SLC) Dizemos que um grupo ndo abeliano G possui a propriedade SLC,

ou é um grupo SLC se é, simultaneamente, um grupo C e LC.

Em outras palavras, podemos dizer que um grupo SLC é um grupo que possui a proprie-

dade LC e um tinico comutador nio trivial.

A préxima etapa serd estudar a classificagdo dos grupos SLC. Antes disso, vamos fazer uma
observacdo a respeito dos grupos C. Vejamos que os grupos que foram mostrados nos Exemplos
221,222 e2.2.12, que possuem um tnico comutador ndo trivial, sdo tais que G’ = Z(G). En-
tretanto, isto ndo se verifica sempre. O préoximo exemplo mostra um grupo que possui um tnico

comutador ndo trivial, mas que G’ ¢ Z(G).

Exemplo 2.2.14 [18, TYPE 16/9 I';c1] Consideremos o grupo G = (a,b,c : a* = =c%=1,ab=

ba, ac = ca®b, bc = cb), com a sua tdbua de multiplicacdo mostrada logo abaixo.

H . H 1 ‘ a ‘ a? ‘ a3 ‘ b ‘ ab ‘ a?b ‘ a’b ‘ c ‘ ac ‘ a’c ‘ asc ‘ be ‘ abc ‘ abe ‘ a’bc ‘
1 1 a a? a3 b ab a?b | a®b c ac a’c | a’c bc abc | a’bc | a®be
a a a? ad 1 ab ab ab b ac a?c ac c abe | a?bc | a®be be
a? a? a? 1 a ab a’b b ab a?c a’c c ac a?be | a®be be abc
ad a® 1 a a? ab b ab a?b | a’c c ac a’c | abc | bc abc | abc
b b ab a?b ab 1 a a? a® be abc a?be | a®be c ac a’c ac
ab ab a?b a’b b a a? a3 1 ac a?c a’c c abc a?be | a®be be
a’b a?b | a®b b ab a? a® 1 a a?bc | a®bc | be abc | a*c | aPc c ac
a’b ab b ab a’b a3 1 a a®> | a®bc | be abc | a’bc | a’c c ac a’c
c c a?be a?c abc be a’c a?be ac 1 a’b a? ab b a® a?b a
ac ac be a’c | a’bc | abc c abc | d’c a b a® a’b ab 1 a’b a?
a’c a’c | abc c a3bc | a®bc | ac be asc a? ab 1 b | a®b a b a3
a’c asc a?be ac be a’be a?c abc c a a?b a b a®b a? ab 1
be be ac | a’be ac c a®be | a*c abc b a3 a’b a 1 a’b a? ab
abc abc c a’be | d’c ac be a’c | a’bc | ab 1 a’b a? a b a3 a’b
abe a2be ac be asc a?c abc c abe | a?b a b a® a? ab 1 a®b
a’be a®be | a*c abc c ac | a’be ac be ab a? ab 1 a3 a’b a b

Tabela 2.3: Tabua de multiplicacdo de G = (a,b,c: a*=v*=c*=1, ab="ba, ac = ca’b, bc = cb)..

2¢, a’c, be,

E possivel constatar que (x,a) = (x,a%) = (x,ab) = (x,a°b) = a*honde x € {c, ac, a
abe,abc, a3bc}, e os demais comutadores sdo triviais; portanto, a%b é o tnico comutador nao tri-

vial de G. Além disso é facil observar que Z(G) = {1, a2, b, azb}, istoé G' ¢ Z(G).

Podemos verificar também que G é um grupo LC. De fato, sejam a, a°, ab, a®b, c, ac, a’c,

a’c, be, abe, a*be, asbe € G\Z(G); de acordo com a Tabela 2.3, temos que a(ab) = (ab)a = ab,
a(a®b) = (a®b)a = b, a®(ab) = (ab)a® = b, a®(a®b) = (a®b)a® = a®b, ab(a®b) = (a®b)ab = 1, c(a’c)
(a*c)c = a?, c(bc) = (bc)c = b, c(a?bc) = (a®be)c = ab, (ac)(a’c) = (aPc)(ac) = a®b, (ac)(abc)
(abc)(ac) =1, (ac)(a’bc) = (a®bc)(ac) = a?, (a’c)(bec) = (be)(a®c) = a®b, a*c(a’bc) = (a’be)(a’c)
b, (a’c)(abc) = (abc)(a®c) = a?, (a’c)(a’bc) = (abc)(a’c) = 1, (bc)(a’be) = (a®be)(bc) = a?,
(abc)(a®bc) = (a’bc)(abc) = a®b. Estas multiplicagdes nos mostram que dados dois elementos

g e hndo centrais de G, se gh = hg, entao gh é central. Portanto G é um grupo SLC.
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2.21 Classificacao dos Grupos SLC

E sempre pertinente conhecer, claro, quando isto é possivel, a classificacio dos grupos com os
quais estamos trabalhando. Em todos os exemplos que foram dados em que os grupos possuem
a propriedade SLC, notamos imediatamente que |G/Z(G)| = 4. Também é possivel provar que
Qs/Z(Qs) = {1,i,],ij} 2 Zy x Z e Dy/Z(Dy) = {€,0,7,70} = Zp x Zo.

Este fato nos induz a fazer algumas perguntas.

Sera que todo grupo G que possui a propriedade SLC satisfaz G/Z(G) = Z, x Z>? Por outro
lado, serd que se G satisfaz G/Z(G) = Z, x Z, entdo é um grupo SLC?

A resposta é positiva para as duas perguntas e o préximo teorema prova isto, ou seja, faz a
classificagdo dos grupos SLC.

Vamos antes relembrar uma definicao.

Defini¢do 2.2.15 Seja p um nimero primo. Dizemos que um grupo G é um p-grupo abeliano ele-

mentar se G é abeliano e qualquer g € G possui ordem p.

Desse modo, se G é um grupo C ou LC, entdo de acordo com a Observacdo 2.2.9, G/Z(G) é

um 2-grupo abeliano elementar.

Teorema 2.2.16 [5, Proposic¢do 3.6, p. 98] Um grupo nédo abeliano G possui a propriedade SLC se,
e somente se, G/Z(G) 2 Z, x Z,.

Demonstragio: Suponhamos que G seja um grupo SLC. Desse modo, como ja comentamos, G/Z(G)
é um 2 - grupo abeliano elementar. Assim, pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Fi-
nitos/Finitamente Gerados, G/Z(G) = (g1) x (32) X ... x (gn) % ..., em que cada (g;) é uma cépia de
Z; e g; + gj sempre que i # j. Queremos mostrar que n = 2. Para isso, vamos supor que G/Z(G)
contenha (g7) x (32) x (g3), onde g1, §2, g3 sdo distintos e g1, g2, 33 ¢ Z(G).

Afirmamos que os elementos g1, 2, g3 ndo podem, dois a dois, comutarem. Com efeito,
sem perda de generalidade, se 192> = 291, uma vez que g1 ¢ Z(G), g2 ¢ Z(G) e G é um grupo LC,
podemos concluir que g1¢» € Z(G), isto é, §182 = 1g = 3712 e consequentemente, g1 = g7 0 que é
uma contradigdo.

Além disso, de acordo com o item (iii) do Lema 2.1.2, temos que (142, §3) = (g1, 83)%*(82,83) =
(91,83)(82,83) = s2=1g, pois sabemos que os comutadores sdo centrais.

Consequentemente, §192 € Z(G) ou g3 € Z(G) ou £1$283 € Z(G). Entretanto isto ndo ocorre.
Ja sabemos que g3 ¢ Z(G). Se g1$2 € Z(G), entdo 19281 = 18182, 0 que implicaria que g; comuta-

ria com g, 0 que nao ocorre. Finalmente, se ¢192¢3 € Z(G), entdo 319293 = 1. Assim, g1¢» =33
o que é uma contradi¢do. Portanto, podemos concluir que G contém no maximo duas cépias de
Zy,isto é, G/Z(G) 2 Zrou G/ Z(G) 2 Zy x Zy. Se G/ Z(G) é isomorfo a Z,, entdo G/Z(G) é ciclico,
o que implica que G seria abeliano. Logo, G/Z(G) = Z; x Z.

Reciprocamente, suponhamos que G/Z(G) = Zy x Z, = (1) x (2), onde g1, §» € G sdo tais
que 182 * §281. Inicialmente, vamos provar que G é um grupo LC. Afirmamos quese x, y ¢ Z(G),
entdo xy = yx se, e somente se, X = . Com efeito, se X = , entdo xy~! € Z(G) e, consequentemente,
(xy) = (xy Hyy = y(xy~ 1)y = yx. Por outro lado, suponhamos por absurdo que x, y € G sdo tais
que Xy =yx mas x # .

E suficiente analisar os seguintes casos:

(D) x=81ey=82 ([)Xx=81ey=81%
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Se valer (I), entdo xg{1 =z e ygz‘l = 2z para alguns z1, zp € Z(G). Desse modo, 21812282 =
XY = Yx = 22822181, 0 que implica que 192 = g281, POis z1 e zp sdo elementos centrais, o que é um
absurdo.

Ja se ocorrer (II), tem-se que xg;' = z1 e yg,'g] = 22, para alguns z1, z € Z(G). Neste caso,
2181228182 = XY = Yx = 2281822181, de onde decorre que g1$» = 281 devido a centralidade dos
elementos z; e z; e novamente chegamos a uma contradigéo.

Assim, como G/Z(G) = (g1) x (32), se xy yx x¢Z(G)ey ¢ Z(G), entdo X =y = g1 ou
¥ = = $2, 0 que implica que Xy = 15, pois 2 =07 =1c.

Logo, xy € Z(G) e podemos concluir que G é um grupo LC.

A seguir, vamos verificar que G também é um grupo C. Para isso, seja (g1,2) = s # 1.
Mostremos que para quaisquer x, y € G tais que xy # yx, tem-se (x,y) = s.

Note que se x e y ndo comutam, entdo x e y ndo podem pertencer concomitantemente a g,

32, §182- Desse modo, é suficiente analisar os seguintes casos:

(@) x=z181ey =29

(b) x=2z191 ey =239182, onde z1, 23, z3 € Z(G).

Se x = 2141 e Y = 229>, entdo pelos itens (iii) e (iv) do Lema 2.1.2 temos (x,y) = (211,2282)
(21,2282)%1(81,2282) = (81,2282) = (81,82)(81,22)%* = (81, 82) = 5.

Se ocorrer (b), entdo (x,y) = (2181,238182) = (21,238182)%'(81,238182) = (81,82)(81,2381)%*
(81,82)87" (81,81)(8123)82 = (81,82) = 5.

Logo, G possui um tnico comutador néo trivial e, portanto, é um grupo SLC. ]

Agora que conhecemos esta classificagdo, podemos, por exemplo, constatar que o grupo do
Exemplo 2.2.12 é C mas nédo é LC, sabendo apenas que |G'| = |Z(G)| =

2.2.2 Caracterizacao dos grupos SLC através de uma involucao

Queremos apresentar uma caracterizacdo dos grupos SLC por meio de uma involucdo. Vamos
comecar chamando a atencdo para certos fatos que se verificam em alguns dos grupos que apre-
sentamos em exemplos anteriores.

Consideremos novamente o grupo dos quaternios Qs = {1,i,i%,i%,j,ij,i%j,i°j}, e seja a sua
involuc;éo candnica g + ¢~1. De acordo com a sua tdbua de multiplicagao (Tabela 2.1), temos que
(i2) 1 =i%e (i")! =i%", onde r € {1,3}, e também que (i'j)~! = i?(i"j), onde r € {0,1,2,3}. Sabendo
que Z(Qs) = Qy = {1,i*}, vemos que ¢! = gseg € Z(Qs) eque g~ = sgse g ¢ Z(Qs), onde s
é igual a i2, que é o tnico comutador ndo trivial de Qs. Este fato a respeito de Qg nos motiva
a ter uma ideia. Seja G um grupo ndo abeliano e que possui um tinico comutador néo trivial s;

definimos sobre G uma aplica¢do ¢ da seguinte maneira:

Pp(g)=gsegeZ(G)eg(g)=sg seg¢Z(G), (2.1)

onde s é o tinico comutador néo trivial de G.
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A respeito da aplicacdo ¢ de G definida por (2.1), decorre do fato de s ser, de acordo com
o Lema 2.2.7, um elemento central e de ordem 2, que ¢*(g) = ¢ para todo g € G. Sendo assim,
um questionamento que surge naturalmente é se ¢ é uma involugdo de G. Para verificar se isto
é verdade, isto é, se vale que ¢(gh) = ¢(h)p(g) para quaisquer g, h € G, vamos analisar certas
possibilidades para a multiplicacdo entre elementos pertencentes a G. Antes de fazer isso, no-
temos que para todo g € G, de acordo com o Lema 2.2.7, vale que g* € Z(G) e, desta forma,
9(8%) = 8 = ¢*(3).

Primeiro, suponhamos que g e 1 ndo comutam, entdo temos que gh ¢ Z(G), pois, do contra-
rio, teriamos (gh)g = g(gh) o que implica que gh = hg o que contradiz a hipétese a respeito de g e
h. Desta forma, ¢(gh) = s(gh) = s(hgs) =shsg = ¢(h)p(g).

Agora, suponhamos que g e i comutam. Verifiquemos os seguintes casos:

(@) Se g€ Z(G)eheZ(G), entdao gh € Z(G). Assim ¢(gh) = gh=hg = ¢(h)¢(g);
(b) §¢Z(G)eheZ(G),entao gh ¢ Z(G) e temos que ¢(gh) =sgh =hsg = p(h)¢(g);
(c) g€ Z(G)eh ¢ Z(G), segue que gh ¢ Z(G) e vale que ¢(gh) = sgh =shg = p(h)p(g).

Falta ver o caso em que g e h comutam e ambos ndo pertencem ao centro de G. Para estu-
darmos esta situagdo, vamos considerar o grupo G = (2,3,9,17 : 22 -34-92-1,172=3229 =
9.32.2,3.9 = 9.371,2.17 = 17.32.2) [18, TYPE 32/43 T'sa,] que ja citamos no Exemplo 2.2.12 e cuja
tdbua de multiplicacdo é a Tabela 2.4. A respeito deste grupo, ja sabemos que Z(G) = G’ = {1,5}.
Consideremos os elementos ndo centrais 3 e 4, que comutam. Temos que ¢(3.4) = ¢(6) =5.6 =2
e que ¢(4)p(3) = (5.4)(5.3) =8.7 = 6, isto é, p(3.4) # ¢(4)¢(3). Desta maneira, concluimos que
para um grupo ndo comutativo G, possuir um tinico comutador nao trivial s ndo implica que a
aplicacdo definida em (2.1) seja uma involugado de G.

Vamos inserir nesta discussao o grupo diedral Dy = {1,0, 62,63 7,16, 162, r93}, para o qual j&
sabemos que Z(Dy) = D} = {1,6%}. De acordo com a sua tdbua que multiplicacdo (Tabela 2.2),

temos que ol

=, 0 que nos mostra que no grupo dieldral de ordem 8, a involugdo canénica nao
satisfaz as condigdes descritas em (2.1). Entretanto, afirmamos que a aplicagdo definida por (2.1) é
uma involugdo de D4. Com efeito, seja G\Z(D4) = {0, 63,r,76,76%,r6%}. De acordo com a tdbua de
multiplicagio de D; (Tabela 2.2), temos que ¢(0) = 62, p(0%) = 0, ¢(r) = 10%, p(10) = 10>, p(r6?) =1
e go(r63) = rf. Conforme mostramos acima, nos itens (a), (g) e (c), é suficiente aplicarmos ¢ em
produtos do tipo gh onde g ¢ Z(G), h ¢ Z(G), e que satisfagam gh = hg. Sendo assim, como
p((189)(r6)) = p(62) = 67 = (167)(+0) = @(rO)p(r6®) e p((r6)(10)) = @(6%) = 6% = (r6%)(r6) =
@(r0)@(r6?), concluimos que a aplicagao ¢ definida por (2.1) é uma involugao de Ds.

Vimos que nos grupos SLC, Qg e Dy, a aplicagdo definida por (2.1) sdo involugdes. Afirma-
mos que em todo grupo SLC, esta aplicagdo é uma involucdo. Com efeito, tomemos g ¢ Z(G) e
h ¢ Z(G), entdao temos que gh € Z(G), pois G é um grupo LC. Desse modo, ¢(gh) = gh = s’gh =
s’hg = (sh)(s8) = p(M)p(g)-

Por tltimo, mostremos que a involugao de um grupo SLC definida por (2.1) satisfaz h~gh e
{g, ¢(g)} para quaisquer g, h € G. Com efeito, se g € Z(G), entdo para qualquer & € G se verifica
hl¢h = ¢; se ¢ ¢ Z(G), entdo para qualquer & € G que satisfaca gh # hg temos que h~'gh =
hlghg™le = (h,g71)g =sg = ¢(g). Portanto h'gh € {g, p(g)} para quaisquer g, i € G.
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Teorema 2.2.17 [5, Teorema 3.3, p. 95] Um grupo nédo abeliano G possui uma involugédo g + g¢* tal
que h™'g¢h € {g,¢*} para quaisquer g,/ € G se, e somente se, G é um grupo SLC. Para tal grupo,

esta involugédo é definida por:

. g, se g€Z(G)
g = 22)
sg, se g¢Z(G),

onde s é o inico comutador néo trivial de G.

Demonstragio: Consideremos uma involugio g - ¢* de G, tal que se verifique h~'¢h € {g,¢*} para
quaisquer g, h € G. Afirmamos que se g é fixo sobre a involugdo *, entdo g é central. Com efeito,
se g* = g, entdo, por suposicdo h~'gh = ¢ para todo & € G e, portanto, g é central.

Prosseguindo, vamos mostrar que se g e h sdo dois elementos de G que ndo comutam,
entdo se verifica que ¢"'¢* = h™'h*. Primeiro, notemos que (g¢*)* = ¢¢*, entdo de acordo com
a afirmacgdo que provamos no paragrafo anterior, temos que g¢* € Z(G) para qualquer g € G e,
deste modo, g(g9*) = (89*)g, isto é, para todo g € G, g e ¢ comutam.

Agora,sejam g, h € G tais que gh # hg, isto é, g"*hg # h. Por suposicdo ¢"'hg = h* e, portanto,
gh* = hg (i). Notemos que o fato de g e h ndo comutarem implica que h~1¢*h = g, pois, do contrério
(isto é, se h™1g*h = ¢*), teremos ¢*h = hg* e, consequentemente, ghg* = g¢*h = hgg* e, portanto,
gh = hg, o que contradiz a hip6tese sobre g e h. Concluimos que hg = ¢*h (ii). Comparando as
igualdades (i) e (ii) obtemos gh* = ¢*h e, multiplicando esta tltima igualdade por h! a direita e
por ¢~! a esquerda mostramos que ¢~ 1¢* = h™'h* sempre que ¢ e h ndo comutam.

Afirmamos que s = ¢"l¢* é independente do elemento g ¢ Z(G). Com efeito, seja x um
elemento nao central de G. Se xg # gx ou xh # hx entdo x 'x* = ¢7l¢* = h™'h* = h*h~L. Por
outro lado, supondo que xg = gx e xh = hx, temos em particular que h~!(gx)h = gx ou h™*(gx)h =
(gx)* = x*¢* = ¢*x*. Como também h~1(gx)h = (h"'gh)(h"xh) = ¢*x, entdio ¢ = ¢* ou x = x* 0
que contradiz a suposicao de os elementos g e x ndo serem centrais.

Deste modo, se ¢h # hg, entdo s = h™'h* = h™1¢71hg 0 que mostra que s é o tnico comutador
ndo trivial de G. Além disso, g* = sg

Sejam g € Z(G) e h ¢ Z(G), entdo gh ¢ Z(G). Desta maneira, (sh)g* = h*g* = (gh)* =sgh =
shg, o que implica que ¢* = g. Entdo, a involugdo * é definida por (2.2)

Por ultimo, para mostrar que G possui também a propriedade LC recordemos que s é um
elemento central e de ordem 2 e dai supondo g,/ ¢ Z(G) tais que gh = hg, entdo (gh)* = h*g* =
shsg = hg = gh, donde concluimos que gh é central.

Portanto o grupo G possui a propriedade SLC. ]
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Capitulo 3

Involucdes de RG e anticomutatividade
em (RG)™

Estudamos para escrever este capitulo, o artigo "Involutions and anticommutativity in group
rings" [7] de autoria de E.G. Goodaire e C. P. Milies. Lembrando que o produto de Jordan o
em um anel de grupo RG é definido como a o 8 = af + Ba, estudamos as condigdes necessarias
e suficientes para que o produto de Jordan seja trivial em (RG)*, isto é, para que se verifique
ao B =uap+Pa =0 para quaisquer a, B € (RG)™.

3.1 O produto de Jordan trivial em RG

Proposi¢ao 3.1.1 O produto de Jordan é trivial em um anel de grupo RG se, e somente se, a
caracteristica de R é igual a 2 e G é abeliano.

Demonstragio: Suponhamos que o produto de Jordan seja trivial em RG. Neste caso, em particular,
0 =101 = 2 e, portanto, a caracteristica de R é igual a 2. Além disso, dados g e h elementos
arbitrarios de G, temos que 0 = goh = gh + hg o que implica que gh = —hg = hg; consequentemente
G é abeliano. Reciprocamente, se a caracteristica de R é igual a 2, entdo quaisquer g, € G e,

consequentemente, a o B = 0 para quaisquer «, 8 € RG. ]

3.2 O produto de Jordan trivial em (RG)*

Daqui em diante vamos indicar a caracteristica de um anel de coeficientes R por car(R). Desta
forma, supondo que RG seja um anel de grupo tal que car(R) # 2, teremos como consequéncia da
Proposicdo 3.1.1 que existem «, B € RG tais que a o B # 0.

Vamos considerar uma involugdo de um anel de grupo RG como a que é dada pela Equacao
(1.1), e que foi construida no Exemplo 1.2.6. Isto jd nos diz que devemos considerar o anel R como
sendo comutativo e com elemento identidade 1. Estamos interessados em estudar o produto de
Jordan trivial em (RG)*. Geralmente, quando se estuda as propriedades de um certo subconjunto
de um anel de grupo, é suficiente trabalhar com o seu conjunto gerador. Sendo assim, queremos
encontrar o conjunto que gera (RG)*.

E bem fécil notar que qualquer elemento a = Y ao(g +g*) pertence a (RG)*, isto é, o con-
geG
junto de RG que é gerado por S = {g+g" : g € G} estd contido em (RG)*. Afirmamos que vale
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a inclusdo contraria. Com efeito, seja & = ) a,g um elemento fixo para a involugdo * e seja k €
geG
supp(«). Se k* = k, o coeficiente &y de k em a* = ), é 0 mesmo que em & = »_ agg. Por outro
8eG 8eG
lado, se k* # k, entdo existe g € supp(«) tal que axk = a;¢*, 0 que implica que ¢* =k ondek # ge

N = kg ASSIm apk + agg = Ke&* +Xeg = g(g" +g).
Concluimos que (RG)* é gerado pelo conjunto S = {g+g* : ¢ € G} e podemos fazer a
particdo S=S1USy, onde S1={g+g9*:¢*=g}eSa={g+g*:¢" # g}

Lema 3.2.1 Seja G um grupo com uma involugdo g — ¢* tal que os elementos da forma g +g~,
onde g € G, anticomutam em um anel de grupo RG, cuja car(R) # 2. Entdo, uma das seguintes
condigoes se verifica:

(i) car(R)=4,9¢" =¢*geg*=(g*)? para qualquer g € G;
(i) car(R) =8, G é abeliano e §* = g, para qualquer g € G.

Demonstragio: Sabemos, através do item (i) da Proposicdo 1.2.2, que vale a igualdade 1 = 1¢ e,
sendo assim, 4 = (16 +1¢)(1g +1¢g) = -(1g +1¢) (1 + 1g) = -4 e, portanto, a caracteristica de R é
igual a4 ou 8.

Se os elementos g + ¢* anticomutam em RG, entdo vale a igualdade

28%+28¢" +28"g+2(8")* =0 (3.1)

para todo g € G. Sendo assim, supondo que car(R) = 4, entdo para qualquer g € G deve, necessa-
riamente, se verificar uma das trés possibilidades:

g =88"e(®)=g"s  §=8%ge(g)=gg" g =(g")eg'g=88"
Como os dois primeiros casos implicam que ¢* = g, concluimos que se car(R) = 4, entdo
g9 =g"g e g? = (g*)? para qualquer g € G, e estd provado o item (i).
Se car(R) = 8, entdo de acordo com a equacéo (3.1) temos 2¢* = 2¢¢* = 2¢*¢ = 2(¢*)?. Neste
caso, g = §* para qualquer g € G, isto é, a involugao » fixa os elementos de G e, portanto, conforme
a Observacdo 1.2.5, G é abeliano. Mostramos o item (ii). [ |

Observacao 3.2.2 (Reciproca do item (ii) do Lema 3.2.1) Sejam R um anel de caracteristica 8 e G
um grupo abeliano com uma involugdo g —~ ¢* que fixa todo elemento de G. Afirmamos que
os elementos da forma g + ¢*, onde ¢ € G, anticomutam em RG. Com efeito, se car(R) = 8, G
é abeliano e qualquer elemento de G é fixo sobre involugdo x, entdo gh+ g*h + gh* + g*h* + hg +
h*g+hg* +h*g* = 8gh = 0, para quaisquer g, h pertencentes a G.
Como

Sh+g*h+gh* +¢"h* +hg+h*g+hg" +h*g" =0 (3.2)
se, e somente se, (§+g*)(h+h*) =—-(h+h*)(g+g"), provamos a afirmacao.
Podemos resumir a condigdo (ii) do Lema 3.2.1 e a Observagdo 3.2.2 na préxima proposigao.

Proposigao 3.2.3 Sejam R um anel de caracteristica 8 e um grupo G com uma involugdo g — g~.
Entdo, os elementos da forma g+ g%, g € G, anticomutam em RG se, e somente se, G é abeliano e
g" =g paratodo g €G. |
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Agora, suponhamos que G é um grupo com uma involugdo g — ¢* e R é um anel de ca-
racteristica 4. Entdo, de acordo com o Proposi¢do 3.1.1, o produto de Jordan ndo é trivial em RG.
O préximo teorema caracteriza, para o caso em que car(R) = 4, os grupos G tais que (RG)* seja

anticomutativo.

Teorema 3.2.4 Seja G um grupo com uma involugdo x e seja R um anel comutativo, com elemento
identidade 1 e caracteristica igual a 4. Entdo os elementos da forma g + ¢*, onde g € G, anticomu-

tam em RG se, e somente se, verifica-se uma das seguintes condicoes:
(i) G éabeliano, existe s € G tal que s> = 1 e para qualquer g € G, g* = gou ¢* =s¢;

(ii) G é ndo abeliano com um tinico comutador néao trivial s e para qualquer g € G, §* = g ou
g* =sg.

Demonstragdo: Primeiramente mostraremos que os elementos da forma g + ¢*, onde g € G, antico-
mutam em RG se é vélida alguma das condigdes (i) e (ii). Nos dois casos é suficiente mostrar a
validade da equacéo (3.2).
Suponhamos que vale (i), entdo o primeiro membro da equagao (3.2) pode ser reescrito como
2¢h+2¢"h+2gh* +2¢*h*. Se g e h sdo fixados pela involugdo *, o resultado ja estd provado.
Vejamos as demais possibilidades:

eseg"=geh”=shou,seg” =sgeh” =h,entdo 2gh+2¢"h +2gh* +2¢*h* = 2gh +2gh + 2sgh +
2sgh =4gh+4sgh =0;

e seg” =sgeh” =sh,entdo 2gh+2¢*h+2gh* +2¢*h* = 2gh +2sgh +2sgh +2gh = 4gh +4sgh = 0.

Assumindo que (ii) é satisfeita, de acordo com a Proposigao 2.2.8, G é um grupo C e, por-
tanto, pelo Lema 2.2.7, seu tinico comutador ndo trivial s ¢ um elemento central e de ordem 2.
Entdo, como fizemos no caso anterior, vamos sempre tomar o primeiro membro da equacéo (3.2)

e analisar cada possibilidade para a involugdo * sobre g e h.

eseg*=geh*=hentdiogh+g*h+gh*+¢*h* +hg+h*g+hg* +h*g* =4gh+4hg =0;

*

eseg*=sgeh*=houseg*=geh” =sg,entdio gh+g"h+gh* +g*h* +hg+h*g+hg* +h*g* =
2gh + 2sgh + 2hg + 2shg. Se gh = hg entdo 2gh +2sgh + 2hg + 2shg = 4gh +4sgh = 0. Por
outro lado, se gh # hg sabemos que hg = sgh, o que implica que 2gh + 2sgh + 2hg + 2shg =
4gh +4sgh = 0;

e seg"=sgeh” =shentdiogh+g"h+gh* + ¢g"h* +hg+h*g+hg* +h*g* = gh+sgh+sgh+ gh +
hg +shg +shg +hg =2gh +2hg +2sgh + 2shg = 4gh + 4sgh = 0.

Mostramos que em ambas as condic¢des, os elementos da forma g + ¢*, onde g € G, antico-
mutam em RG.

Reciprocamente, suponhamos que os elementos da forma g + ¢g*, onde g € G, anticomutam
em RG. Vamos assumir primeiro que G é um grupo abeliano. Entdo a equagdo (3.2) pode ser
reescrita como 2gh +2¢*h +2gh* +2¢*h* = 0. Sendo assim, se §* # g e h* + h, temos gh + §*h
e gh + gh*, o que implica que gh = g*h* e ¢g*h = gh*. Multiplicando a tltima igualdade por
¢ 'h™1, podemos concluir que para quaisquer g e h tais que ¢* # g e h* # h, é vélida a igualdade
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¢ ¢t = k71, isto é, existe um Unico elemento nao trivial s, tal que s = ¢*¢~! para qualquer g € G
que satisfaga ¢* # g. Como vimos no item (i) do Lema 3.2.1 (¢*)? = g2, o que implica que s* = 15.

Mostramos que se G é abeliano, entéo existe s € G satisfazendo s = 1¢, tal que para qualquer
geGtalque g* + gvale g* =sg,isto é, ¢* = gou g* = sg para qualquer g € G.

Daqui em diante suponhamos que G é ndo abeliano e tomemos g, h € G tais que gh + hg.
Vamos mostrar que se §* # ¢ entdo que ¢* = ™ gh.

Se h* # h, entdo afirmamos que gh = ¢*h*. Com efeito, vamos supor por absurdo que
gh # g"h*, entdo, de acordo com a validade da equacao (3.2), devemos ter gh = hg* =h*g=h*g*, 0
que é impossivel pois h*g # h*g*. Entdo gh = g*h* e, equivalentemente, hg = h*¢* e, deste modo,
a equagdo (3.2) pode ser reescrita como 2¢h +2hg + g*h+ gh* + hg* + h*g = 0, o que implica que
gh = hg* = h*g e, consequentemente, ¢* = h™1gh.

Se h* = h, temos duas situagdes para analisar. A primeira é aquela em que (gh)* = gh e,
neste caso, é imediato que ¢* = h~!¢h. Se (¢h)* # gh, entdo, como g(gh) # (gh)g, repetindo para g
e ¢h o que fizemos no pardgrafo anterior para g e h, concluimos que ¢* = (gh)"'g(gh) = h™gh.

Mostramos que se G é no abeliano, entdo para qualquer ¢ € G, vale que ¢* = gou h™!gh e
{g,8"} paratodo h € G.

Prosseguindo, vamos considerar o conjunto T = {g € G : ¢* # g} que, de acordo com a
Observagao 1.2.5, é ndo vazio. Concluiremos a demonstra¢do estudando o caso em que T é ndo
comutativo e o caso em que T é comutativo.

e T ndo comutativo. Tomemos t1, t, € T que ndo comutam, entdo t1t2t11 +he t;l tit) # 11
e, portanto, sdo vélidas as igualdades t1ft;! = t5 e t;'tity = t] que implicam que 5t = tot].
Multiplicando esta dltima igualdade por t;! & esquerda e por #;! a direita e usando o item (i) do
Lema 3.2.1, segue que ;'] = t;'t; e, portanto, t; ;1 t1ts = t, ] tot;. Deste modo, mostramos
que se t1, t, € T sdo tais que t1tp # tofy, entdo (t1,f2) = (t2,t1). Entdo, fixando tais elementos e
escrevendo (t1,t,) = s, obtemos s2 = 1¢.

Seja t € T tal que tt; # t1t. Conforme mostramos no pardgrafo anterior, ~1t* = 71t} =
ty 1 t Loty = (t2,t1) =s, o que implica que se t é um elemento de T tal que t~1#* + 5, entdo t comuta
com t; e com tp. Deste modo, vamos supor que t é um elemento que comuta com t; e com f»,
entdo afirmamos que (tt;)* = tt;. Com efeito, vamos supor por contradigdo que (tt1)* # tt;, entdo,
como nds sabemos, til(ttl)tz = tt; ou t;l(ttl)tz = (tt1)* = t]t* = t*t]; entretanto se til(ttl)tz = ttq,
entdo t1ty = trt; (para ver isto, basta multiplicar t; Lttty = th por t; a esquerda e ver que f e t;
comutam), o que contradiz a hipétese sobre t1 e t,. Sendo assim, devemos ter ¢, 1 (tt1)tp = t7t], no
entanto, observe que t,' (tt;)ta = (t5'tt2)(t; f1ta) = tt;. Entéo, se (tt)* # tty, vale t*t] = tt], que
implica t* = t o que contradiz a hipétese sobre t. Desta maneira, concluimos que (tt1)* = tf;.

Entdo, se t comuta com t; e tp, temos t1t* = ¢ e, portanto, el = (tHt = (151‘1153*)‘1 =sl=s.
Isto mostra que s é independente de t € T, isto ¢, para qualquer t € T , "t = s, isto é, para
qualquer ¢ € G tal que ¢* # ¢ se verifica g* = sg. E evidente que s é o tinico comutador nao
trivial para os elementos pertencentes a T. Vamos provar no préximo pardgrafo que s é o inico
comutador néo trivial de G.

Sejam t € T e ¢ € G tais que gt # tg, entdo (t,g) = t 1g71tg = t71+* = 5. Por dltimo, tomemos
g, h € G\T e suponhamos que gh # hg. Entdo gh € T, pois em caso, isto é, se (gh)* = gh teremos
gh="nh"g
entdo, de acordo o o item (iii) do Lema 2.1.2 s = (¢h,g) = (h,g), entdo (g,h) = (h,g) =s ' =s.

*

= hg o que contradiz a hip6tese sobre g e . Sendo assim, como também g(gh) + (gh)g,
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Concluimos que s é o tinico comutador néao trivial de G.

e T comutativo. Vamos comecar este caso considerando o subgrupo A gerado por T. Afir-
mamos que [G : A] = 2 e que todo elemento a € A que é simétrico a respeito da involugao * é
central. Com efeito, tomemos g, h € G\A e t € T; como, em particular, tg ¢ T, entdo tg = (tg)* =
g*t* = gt* e, portanto, t* = g"'tg. Como T é, evidentemente, fechado a respeito da involugao *,
entdo t = ¢ 't*g e, deste modo, (gh) 't(gh) = h™'g"'tgh = h™'t*h = t. Vamos supor que gh ¢ A,
entdo t* = (gh) 't(gh) = t, o que contradiz a hipétese sobre t. Concluimos que gh € A, o que
mostra que [G : A] é igual a no maximo 2, mas como G é ndo abeliano, [G : A] = 2. Além disso,
tomemos a € Ae g e G\A, entdo ga = (ga)* = a*g* = ag, isto é, a comuta com qualquer elemento
de G.

Como T é fechado para a involucdo *, entdo A também é. Entdo, de acordo com o que
provamos para o caso em que G é abeliano, sabemos que existe s € A, tal que s> = 1g e a* = a ou
a* = sa para todo a € A. Observemos que g* = ¢ para qualquer g ¢ A. Deste modo temos g* = ¢
ou §* = sg para qualquer g pertencente a G. Como G é ndo abeliano, entdo a involugdo * ndo
fixa todos os seus elementos e, portanto, s # 15. Além disso, s é fixo sobre a involugdo *, pois do
contrério s* = ss = 1g, 0 que é uma contradigdo. Entdo s é um elemento central.

Vamos mostrar que s € o inico comutador ndo trivial de G, e para isto vamos fixar c € G\A;
como [G : A] = 2, podemos escrever G = AU Ac. Deste modo, para finalizar a demonstragdo é
suficiente analisar as possibilidades para comutadores de G:

(@) (a,c);aecA (b) (ac,c);ae A (c) (a1,a2¢); a1,a2 € A (d) (aic,azc); a1,a2 € A

(a) Se a € A é simétrico sobre a involugdo *, entdo (a,c) = 1. Por outro lado, sabemos que para

algum a € A, tal que a”* # a se verifica ac # ca, pois do contrério G seria um grupo abeliano.

! Yaca™ = (c,a™'). Como

1a‘1cu =

Seja a tal elemento, sabemos que a* = ¢ "ace a* = sa, entdo s = ¢~

(@)*#zatealc#cal, entao (a!)* =clalce (a )" =clalce, portanto, s = ¢~
(c,a), e como s? = 1, entdo s = (a,c). Concluimos que (a,c) = 1 ou (a,c) = s para qualquer

aeA.

(b) Vendo que c? e A, de acordo com o item (a)

(ac,c) =c talctac? = cla e c®a = (¢,a) = (a,¢) =1 ou s. (3.3)

(c) Usando o item (iv) do Lema 2.1.2,
(al/ azc) = (al,C)(ﬂl,a2)c = (ﬂ],C) = 1G ou s. (34)

(d) Usando oitem (iii) do Lema 2.1.2 e as equagdes (3.3) e (3.4) temos (a;c, axc) = (a1,a2¢)“(c, azc) =

(a1,a2c)(azc,c) =1g ou s.
[

Suponhamos que RG seja um anel de grupo, onde car(R) =4 e G é um grupo SLC. Entdo G
possui uma involugdo definida por (2.2) que, em particular, satisfaz as condi¢des descritas no (ii)
do Teorema 3.2.4. Sendo assim, se car(R) = 4 e G é um grupo SLC, entdo o produto de Jordan é
trivial em (RG)™.
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Capitulo 4

Involuc¢oes orientadas e produto de
Jordan trivial em (RG)".

Para escrever este capitulo, estudamos artigo "Oriented group involutions and anticommutativity
in group rings" [10], também de autoria de E.G. Goodaire e C. P. Milies, em que novamente é feita
a caracterizagdo da trivialidade do produto de Jordan no subconjunto de RG dos elementos que
sdo simétricos, mas desta vez, sobre uma nova involugdo, chamada de involugédo orientada, e que
iremos em seguida definir.

Veremos que os resultados obtidos no artigo que serviu como referéncia para escrevermos
o Capitulo 3 tiveram extrema importancia para obtengdo destes novos resultados.

4.1 Orientacdao para um Grupo G

Defini¢ao 4.1.1 Sejam um grupo G e um anel associativo R com elemento identidade 1. Conside-
remos o subgrupo {1,-1}, ou simplesmente {+1}, do grupo de unidades de R. Dizemos que um

homomorfismo ¢ : G — {+1} é uma orientagdo para o grupo G.

Observagdo 4.1.2 Uma orientagdo 0 : G — {1} é ndo trivial se existir g € G tal que 0(g) # 1. Deste
modo, se uma orientacdo ¢ : G — {£1} é ndo trivial, entdo a caracteristica de R é diferente de 2,

pois, do contrério, 0(g) = 1 para qualquer g € G.

Definicao 4.1.3 Dizemos também que a orientacdo ¢ é compativel com uma involugdo g~ ¢* de

G se, para todo g € G se verifica 0(g) = 0(g").

Observagio 4.1.4 E claro que a uma orientacio trivial é compativel com qualquer involugao de
G.

Exemplo 4.1.5 Consideremos o grupo GL(n,IR) das matrizes invertiveis de ordem 7 sobre R e a

involucdo A — AT. Definindo o(A) = |32§?\\' é bastante simples ver que ¢ : GL(n,R) —» {+1} é uma

orientagao e que o(A) = 0(AT) para qualquer A € GL(n,R).

Exemplo 4.1.6 (um caso de nido compatibilidade) Considere o grupo diedral Dy = (8,7 : 6* =12 =

1,761 = 71), com a involugdo 0* = 67!

er” =0r. Seja a orientagdo dada por ¢(f) = -1eo(r) = 1.
Se car(R) # 2, esta orientagdo ndo é compativel com *, pois o(6r) = -1, enquanto o((6r)*) =

o(r*6*) =o(0r6™) = o(6%r) = 1.

25
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Observagio 4.1.7 Qualquer orientacio ndo trivial o é compativel com a involugdo natural g ~ g1
De fato, supondo por absurdo que exista uma orientagdo nao trivial o : G - {+1} tal que para um
determinado g € G, tenhamos c(g) # o(g™!). Isto implica c(g) # o(g)~!, o que é impossivel no

grupo {+1}.

Os Exemplos 4.1.5 e 4.1.6 e a Observagdo 4.1.7 encontram-se em [6, p.2]. Ao leitor interes-
sado, os autores fazem, nesta mesma referéncia, mais alguns comentdarios a respeito de orienta¢des

para grupos.

Observacdo 4.1.8 Afirmamos que uma orienta¢do ¢ : G ~ {1} é ndo trivial se, e somente se, o
subgrupo N = ker(c) possui indice 2 em G. Com efeito, se [G : N] =2, entdo N ¢ G e, portanto,
existe ¢ € G tal que 0(g) # 1. Reciprocamente, suponhamos que ¢ é ndo trivial e tomemos g, i ¢ N.
Entdo o(gh) = 0(g)o(h) =1 e, consequentemente, gh € N. Portanto [G : N] = 2.

Um outro fato bastante simples de perceber é que, se uma orienta¢do ndo trivial o é com-
pativel com uma involugdo g — g¢~, entdo esta involugdo é antiautomorfismo em N e em seu

complemento, isto é, se g € N entdo g* € N; e se g € G\N, entdo g* € G\N.

4.2 Involucao orientada de RG

Sejam G um grupo com uma involuc¢do g ~ ¢* e R um anel comutativo com elemento identidade
1. Consideremos o anel de grupo RG e uma orientagdo o : G - {+1} que é compativel com a
involugdo supracitada de G. Definimos uma aplicagio & = Y agg — &' = > 0(g)a,g". Esta

8eG 8eG
aplicacdo é uma involugdo de RG.
De fato, sejam v = ) agge f= ) Bog, entdo
geG g¢G
#
(@p)* = ( > “gﬁhgh) = ). o(gh)agBu(gh)”
gheG g/heG
= 2 o(@o(Maghih™s” = 3 a(h)po(g)agh”s”
g,hEG g,heG
- (Z U(h)ﬁhh*) (Z U(g)fxgg*)
heG geG
,B#zx#

#
(a+p)* = (Z(“g“‘ﬁg)g) :ZU(S)(“g"‘ﬁg)g*

geG 8eG
= Y o(9agg™ + Y 0(g)Be8”
geG geG
= al+ 511

i
(at)! (Z U(g)Ing*) = Y 0(g)o(g)ag(g*)”

8eG geG

D g8 = 4,
geG
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pois ¢ é compativel com a involugao *.
Mostramos que & — a! ¢ uma involugio e que chamamos de involugio orientada no anel de
grupo RG. Diremos que tal involugdo possui orientacdo néo trivial, ou é orientada néo trivial-

mente, se 0 é nao trivial.

4.3 O conjunto (RG)*

Vamos considerar um anel de grupo RG com uma involugdo orientada nao trivial # que foi de-
finida na segdo anterior. Iremos, também neste capitulo, representar por (RG)* o subconjunto
de RG cujos elementos sdo fixos para a involugdo #. Assim como fizemos no Capitulo 3, vamos
determinar qual é o conjunto gerador para (RG)*.

Sejam ¢ = ¢* uma involugdo de G, ¢ uma orientagdo ndo trivial compativel com * e N =
ker(c). Podemos fazer a partigdo de G = 51U S2U S3U S4, onde

Sy={neN:n*=n}, So={neN:n"+n}, Sz={x¢N:x*"=x}, Sa={x¢N:x"+x}.

Sendo assim, qualquer « € RG pode ser escrito como

M=) M= ) Mg+ Y MgQ+ D M@+ Y AgQ,

8eG 8€51 8€Sy 8€S3 8€S,

o que implica que

o = D g8 ) we8 T ) Mg~ ) 8"

8€S1 8€Sr g€53 €54

e, portanto,

Qg =g+, S€ gESy;

#_
a"=n se, e somente se, Ng=—Ng, S€ g¢€S3;

Qg =—0gr S€ €Sy

2

Concluimos que (RG)* é gerado, sobre R, por elementos pertencentes aos conjuntos G; =
{meN:n"=n},G={n+n":neN, n" #n},G={ax:x"=x¢N,20,=0}eGyg={x-x":x¢
N, x* # x}.

Como ja comentamos, estamos interessados na anticomutatividade dos elementos do con-

junto (RG)*. Note que os elementos de (RG)™ anticomutam se, e somente se, quaisquer elemen-

4

tos no conjunto U G; anticomutam. Entretanto, se os elementos de G; sdo anticomutativos, entdo
i=1

2n% = 0 para qualquer 7 € Gy, e isto implica que car(R) = 2. Por estarmos assumindo que ¢ é ndo

trivial, devemos ter, de acordo com a Observacado 4.1.2, que a caracteristica de R é diferente de 2

e, desta maneira, o que iremos fazer adiante é estudar a anticomutatividade no maior conjunto de
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(RG)", que contém G, U G3 U Gy, mas nado contém elementos de G, isto €, o conjunto que é gerado
por

G={n+n", neN} ([ J{axx:x"=x¢N, 2a, =0} | J{x-x":x¢ N}, (4.1)

e que iremos denotar por (G). Sabemos, claramente, que é suficiente estudar a anticomutatividade

nos elementos de G.

4.4 Produto de Jordan trivial em G

Nesta secdo, estudaremos o principal resultado deste capitulo que é o Teorema 4.4.2, onde se
caracteriza a anticomutatividade dos elementos de G. Antes de enunciarmos este teorema é perti-
nente que fagamos duas observagdes.

A primeira delas é que, considerando um anel de grupo RG, onde o grupo G é munido de
uma involugdo g — ¢* e que tenhamos uma orientagdo o : G - {+1} que seja compativel com
a involugdo *, podemos considerar o anel RN, onde N = ker(c) e cujos elementos sdo da forma

a =Y ayn. Ebem facil notar que a involugdo orientada # de RG, quando restrita a RN nada mais
neN
é do que a involugao definida no Exemplo 1.2.6.

A segunda, é que se supusermos que G é um conjunto anticomutativo, entdo, em particular,
os elementos da forma n +n*, com n € N, anticomutam e consequentemente, de acordo com o
Teorema 3.2.4 o produto de Jordan o é trivial em (RN)*.

Deste modo, se # é uma involugado orientada néo trivial de RG, entdo sintetizando a Propo-
sicdo 3.2.3 e o Teorema 3.2.4, podemos concluir que para o anel de grupo RN é vdlido o seguinte

resultado:

Teorema 4.4.1 Seja G um grupo com uma involugdo g — g*, que se estende linearmente a uma
involugdo de um anel de grupo RG, onde car(R) # 2. Entdo os elementos da forma g + ¢*, onde
g € G, anticomutam em RG se, e somente se, uma das seguintes condicdes se verifica:

(a) car(R) =4 ou8, G é abeliano e * é a identidade em G;

(b) car(R) =4 eexistes e Gtal ques # 1ges®* =15, ¢" =goug* =sgparatodoge Ge, ouG é
abeliano ou G é ndo abeliano com G’ = {1g,s}.

Enunciamos a seguir o principal resultado deste capitulo.

Teorema 4.4.2 Sejam ¢ ~ ¢* uma involugdo de um grupo G, R um anel comutativo com elemento
identidade 1 e de caracteristica diferente de 2, e 0 : G - {1} uma orientag¢do néo trivial de G, tal
que o(g) =0(g") para todo g € G. Sejam também o subconjunto R, = {r € R: 2r = 0} e a involugao
orientada a* = Y. 0(8)agg” de RG. Entdo, se os elementos de

geG

G={n+n*, neN} U{ayx:x"=x¢N, 20, =0} U{x—-x*:x¢ N}

anticomutam em RG , uma das seguintes condigdes se verifica:
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(1) car(R) =4 ou 8, G é abeliano e « é a identidade em G;
(2) car(R) =4, G é abeliano e * é a identidade no nticleo N de c;
(3) car(R)=4e

(i) G’ ={1g,s}, paraalgums # 1g;
(ii) para qualquer g€ G, g* = gou g =sg;
(iii) os elementos de G que sdo simétricos sobre a involugdo * e que ndo pertencem a N
comutam, ou R3 = {0}.

Reciprocamente, suponhamos que G é um grupo com um subgrupo N de indice 2 que é
nicleo da orientagdo o, entdo os elementos de G anticomutam em qualquer das condigdes (1), (2)
e (3).

Demonstragio: Vamos primeiramente mostrar a validade da reciproca, onde é suficiente analisar

em cada uma das condigdes (1), (2) e (3) todas as possibilidades para produtos entre os elementos
de G.

(1) Se car(R) = 4 ou 8, G é abeliano e * é a aplicacdo identidade em G, entdo podemos
escrever G = {2n, n € N} U {axx : x ¢ N, 2a, = 0}. Assim, as possibilidades para quaisquer
elementos g; e g» de G sdo:

(@ g1=2n,neN;egr=2m, meN.
Neste caso, se car(R) = 4, entdo 4 = 0, e se car(R) = 8, entdo 4 = —4. Em ambos 0s casos se
verifica §1¢> = 2n2m = 4nm = —4mn = -2m2n = -g»g1, pois G é abeliano.

(b) g1=axx, x¢N,2a,=0;e g2 =0ayy,y ¢ N,2a,=0.

Aqui, em particular, temos que &, = —ay, 0 que implica que g182 = Xx XAy = A Y& X = ~8281,

pois G é abeliano e R é comutativo.

() g1=2n,neN;e g =a,x,x ¢ Ne2ua,=0.

E uma consequéncia imediata que 2na,x = —a,x2n = 0, pois 2a, = 0.
(2) Se car(R) =4, G é abeliano e * é a identidade em N, entdo
G={2n, ne N} U{axx:x"=x¢N, 20, =0} U{x—-x":x¢ N}

O estudo de quaisquer produtos envolvendo apenas os elementos dos dois primeiros sub-
conjuntos de G é andlogo ao dos itens (a), (b) e (c). Desse modo, vamos analisar produtos que
englobam elementos g; e g» do terceiro subconjunto de G.

d) g1=x-x"x¢N;ego=y-y",y¢N.
De acordo com a Observacido 4.1.8, se x ¢ N entdo x* ¢ N e, sendo assim, como [G : N] =2,
ja sabemos que xy e xy* pertencem a N. Desse modo xy = (xy)* = y*x* = x*y* e xy* =
(xy*)* = yx* = x*y o que implica que (x —x*)(y - y*) = xy —xy* —x*y + x*y* = 2xy - 2xy~.
Consequentemente, segue que 2(x —x*)(y - y*) = 4xy —4xy* = 0. Portanto, (x —-x*)(y-y*) =
—(x-x")y-y*)=-(y-y*)(x-x"),isto é, g1 = x —x* e g = y —y* anticomutam.
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(e) g1=2n,neN;egr=x-x",x¢N.
Sabemos que 4n(x - x*) = 0 e, sendo assim, 2n(x - x*) = -2n(x - x*) = —(x - x*)2n, o que
quer dizer que g1 = 2n e g» = x — x* anticomutam.

() g1 =axx, x"=x¢N,20,=0,e2=y-y",y ¢ N.

Neste caso, vale que 2a,x(y—y*) = 0, ouseja, axx(y - y*) = —ax(y —y*)x e, portanto, g1 = axx

e g2 =y —y* anticomutam.

(3) Suponhamos que car(R) = 4, G’ = {1g,s}, para algum s # 1g, g* = g ou g* = sg, para
qualquer g € G, ou elementos os elementos de G que sdo simétricos sobre a involugdo * e que ndo
pertencem a N comutam, ou R3 = {0}.

E imediato que s possui ordem 2. Além disso, de acordo com o Lema 2.2.7 e a Proposigao
2.2.8, s é um elemento central.

Novamente, seguindo os mesmos procedimentos dos casos (1) e (2) as possibilidades quais-
quer dois elementos g1 e g» de G sdo:

(@) g1=n+n*neN;g=m+m*, meN.

Aqui, temos as seguintes situa¢des a considerar:

(i) sen* =nem” =mentdo g192 =2n2m =4nm =0 = —4mn = -2m2n = -g»91.

(ii) sen* =nem* =sm;ousen” =snem* =m,entdo

2(1g+s)mn, se nm=mn
(n+n*)Y(m+m*)=2(1g+s)nm =

2(1g +s)smn, se nm+mn

Agora, como 2(1g +s)smn = 2s+2mn = 2(1g +s)mn; e 2 = -2, podemos concluir que
(m+n*)(m+m*) = -2(1g+s)mn =—-(m+m*)(n+n*),isto é, g1 =n+n*e g =m+m*
anticomutam.

(iii) se n+n* = (1g+s)n e m+m* = (1g +s)m, entdo como (1g +5)% = 1g + 25 +5> = 2+ 2s,
segue que (n+n*)(m+m*) = 2(1g +s)nm. Desta maneira, o resultado é obtido de modo
analogo ao do item (ii).
(b) g1=axx, x" =x¢ N, 20, =0; g2 =y, y* =y ¢ N, 2a = 0.
Se xy = yx, entdo g182 = KxXAyY = AxKyXY = —AxQyYX = —KylyYX = Xy Ya X = —281.

Por outro lado, se xy # yx, de acordo com a hipétese, R% = {0}, entdo segue que 1> =
axXoyy = iy Xy = 0= -0, yx = —ayyasx = 0.

Portanto, em ambos os casos, g1 e g2 anticomutam.

(€ g1=x—-x"x"#x¢N; Q2=y-y " y"#y ¢ N.

Neste caso, temos que
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§182 = (x=x")(y-y") = [(1c -5)x][(1c ~s)y]

- (1o -s) %y =2(1g - s)xy
2(1-s)yx=-2(1+s)yx, se xy=yx
2(1g—s)syx =-2(1-s)yx se yx#xy

= —(2-28)yx = ~(1g - 5)2yx = ~[(1g - )y][(1g - 9)x]

= 8182

Logo, g1 e g» anticomutam.

(d) g¢i1=n+n*,neN; g =ayx,x*=x¢Ne2a,=0.
Sen* =n, entdo g192 = 2a,nx =0 = -g281.

Por outro lado, se n* # n, temos que

182 = (n+n")ayx wy(1g +s)nx

ax(lg+s)xn = —axx(n+n*) = -g291, se nx=2xn

ax(1g+s)sxn =ay(1g+s)xn = —ayx(n+n*) =-g»g1, se nx#xn

() g1=n+n",neN;pp=x-x",x+#x"ex¢N.

Se n =n*, entdo

2(1g-s)xn=—-(1g—-s)x(n+n*) = -g281, se Xxmn=nx
8182 = 2(lg-s)nx =
2(1g-s)sxn=-2(1g-s)xn=—(1g-s)x(n+n*) =-g291 se xn#+nx

Caso contrario, g1¢» = (n +n*)(1g —s)x = (1g +s)n(lg —s)x = (1g —s*)nx = 0 = —»g1.

(f) gr=axx, x*=x¢N,20,=0,eg0=y-y*, y+y* y ¢ N.

Neste caso

8182 = [axx][ (16 - s)y] ax(1g —s)xy

—ax(1g - s)yx, se Xy =yx

ax(lg—s)syx = —ax(lg —s)yx = -g182, se Xy #yx
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Reciprocamente, suponhamos que os elementos de G anticomutam em RG e vamos mostrar
que uma das condigdes (1), (2) e (3) se verifica.

Se os elementos de G anticomutam, entdo em particular os elementos da forman+n*,n € N,
sdo anticomutativos; desta maneira, de acordo com o Teorema 4.4.1, é védlida uma das seguintes
condigdes:

(A) car(R) =4 ou 8, N é um grupo abeliano e a involugdo * é a aplica¢do identidade em N;

(B) car(R) =4, existe s € N tal que s # 1 e s2=1g,n* =noun* =sn paratodon e Ne, ouN é
abeliano ou N nao é abeliano com N’ = {15, s}.

Primeiramente, vamos assumir que seja vélida a condigado (A).
Se # é a aplicagdo identidade em G, pela Observacdo 1.2.5, o grupo G é abeliano e se verifica
a condigdo (1) do teorema.
Caso contrdrio, existe 2 € G\N tal que a* # g; e, por hipétese, (a -a*)(a-a*) =-(a-a*)(a-
a*), o que significa que
20 - 2aa* -2a"a+2(a*)* = 0. (4.2)

Além disso, a* € N, pois [G : N] = 2, o que implica que (a*)? = 2. Desse modo, a equagao
(4.2) pode ser reescrita como

40% —2aa* - 2a*a =0,

ou, equivalentemente

— 44 +2aa* +2a*a = 0. (4.3)

Se car(R) = 8, entdo
4a% +2a0* +2a%a =0, (4.4)

o que implica aa* =a*a = a’ e, consequentemente, a = a*, contradizendo a hipétese sobre a.

Sendo assim, se a involugao * é a aplicacdo identidade em N mas ndo é em G, entdo car(R) =
4. Se G é abeliano, o item (2) do Teorema é satisfeito. Suponhamos que G é um grupo que néo é
abeliano. Vamos mostrar que se a € G\N é tal que a* # a, entdo para qualquer n € N tem-se que ou
an =naouala* = (a,n).

Inicialmente, observe que como car(R) = 4, pela Equagdo (4.3), decorre que aa* = a*a. Se
(an)* = an, entdo an # na. De fato, an = na implica que na = an = (an)* = na*, o que é uma
contradicdo, pois a* # a. Por outro lado, supondo que (an)* # an, como elementos do conjunto

{x—x*:x ¢ N} anticomutam, em particular, (a —a*)(an - (an)*) = —(an - (an)*)(a—a"*), isto ¢,

o
1l

(a-a*)(an—-na*)+ (an-na*)(a—-a*)

a’n —ana* —a*an +a*na* +ana - ana* —na*a +n(a*)?,

isto é,

20%n - 2ana* - 2aa*n +ana +a*na* =0, 4.5)

pois a® € N, aa* € N e N é abeliano.
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Neste caso, como car(R) = 4, segue que ana = a*na* = aan ou ana = a*na* = aa*n, de onde

resulta que na = an (ou equivalentemente a'n'na* = a~'n"lan, isto é, a~'a* = (a,n)).

Em vista de que N é um subgrupo de indice 2 em G, podemos escrever G = N U Na. Desse
modo, se an = na, para todo n € N, como N é um grupo abeliano, terfamos que G seria abeliano,
contradizendo nossa hipétese. Portanto, existe um elemento s = (a,1) = a~'a* # 15. Observe que

seNpoisal¢Nea ¢ N;a* =ase (a*,at) = (a*)laa*a! = (a*)'a*aa* = 1 implica que

s2=ata*ala* =ata ta*a* = (a71)%(a*)? = (a®)'a® = 1. Além disso, uma vez que s € N, sabemos

que as = sa ou (a,s) = a"'a* = s. Entretanto, se (a,s) = s, entdo a s

s7la = a, 0 que é uma contradicéo, pois s # 1g. Logo, podemos concluir que s é um elemento
central de G = NUNa.

Prosseguindo, vamos mostrar que s é o tinico comutador ndo trivial de G. Para isso analisa-

as = s, o que implica que

remos as seguintes possibilidades entre produtos de elementos de G.

e SeneNex¢N,entdo existe m € N tal que x = ma e, assim,

mna =nma=nx, se an =na
Xn = man =

msna = smna = snma = SUx Se an + na

Portanto, (x,n) =1 ou (x,n) =s.

e Sex¢ Ney¢ N, entdo x = na ey = ma, para alguns n, m € N. Similarmente, temos que

nma2 se amn =ma

xy nama =
snma® se am #ma

nma2, se an =na

yx = mana=

snmaz, se an + na

O que nos permite concluir que (x,y) = 1 ou s, para quaisquer x, y € G\N. Logo s é o tinico
comutador néo trivial de G e G’ = {1¢,s} pois s = 1¢.

Agora, se x = na ¢ N, entdo

sna = sx, se na=an

s(sna) =na=x, se na#an
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Além disso, como sabemos que * é a identidade sobre o subgrupo N, segue que g* = g ou
§" = sg para qualquer g € G.

Finalmente, vamos mostrar que os elementos de G que sdo simétricos sobre a involugdo * e
que ndo pertencem a N comutam ou R3 = {0}. Para isso, tome x, y € G\N tais que x* = x, y* =y e
xy # yx. Sejam ay, &, € Ro. De acordo com a hipétese a,a,xy = —aya,yx, ou seja, axay (xy +yx) = 0.
Assim, como x e y ndo comutam, temos que aya, = 0. Portanto, R = {0} e o item (3) do Teorema
é vélido

Vamos assumir agora que € satisfeita a possibilidade (B).

Se a involugdo * é a identidade sobre G, entdo pela Observagdo 1.2.5, sabemos que G é
abeliano e, sendo assim, verifica-se a condigao (1) do Teorema.

Suponhamos agora que G néo é abeliano e, assim, * ndo é identidade sobre G. Desse modo,
similarmente ao que fizemos no final da demonstracdo do caso (A), podemos concluir que existem

xe€G\NeyeG\N tais que x* = x, y* = y e xy # yx, entdo R3 = {0}.
Prosseguindo.vamos provar que o Teorema ¢é vélido por intermédio de 5 etapas.

Passo 1. Inicialmente, vamos reduzir a demonstra¢do ao caso em que x* # x para algum
x € G\N. Para isto, iremos provar que o Teorema é valido se x* = x para todo x € G\N.

Sera suficiente analisar todas as possibilidades para o produto de elementos de G quando
N é abeliano, e quando N ndo é abeliano e possui subgrupo comutador N’ = {1¢,s}.

Suponhamos que N é abeliano.

Sejmn € N e x € G\N. Se n* = n entdo nx = (nx)* = xn e como G = NUNx e N é abeliano,
segue que 1 é um elemento central. Por outro lado, se n* # n, entdo nx = (nx)* = x*n* = xn*, isto é,
n* = x"1nx. Desse modo, como n* = ns, segue que x 'nx = ns, isto é,s = n \xtnx = (n,x) = n"'n*
é independente de x e entdo podemos escrever s = (1, x71).

Agora, consideremos x € G\N e y € G\N. Em vista de que o indice de N em G é igual a 2,

1 1

temos que y = mx ! para algum m € N. Observe que se (m,x7!) = 1, entdo xy = xmx ™ = xx'm =

1

m = mxx" = yx, isto é, (x,y) = 1g. Assim, se x e y ndo comutam, entdo m e x_* ndo comutam.

oy lxm™tamx™ = (m,x71) =s.

Consequentemente, (x,y) = x 1y lxy = x 1 (mx~1)tamx~
Suponhamos que N ndo é abeliano e N’ = {1,s}.
Sejam n € N e x € G\N. Entdo nx ¢ N. Se n* = n, entdo nx = (nx)* = x*n* = xn, o que

implica que n comuta com todo elemento que ndo estd em N. Além disso, dado m € N, temos que

nmx = mxn = mnx, de onde decorre que nm = mn. Assim, n também comuta com todo elemento

de N. Portanto 1 é central. Por outro lado, se n* # n; entio s = n 'x"'nx = (n,x) = n"ln* é

independente de x e (1,x™!) = s, como no caso abeliano.

Se x, y € G\N, novamente, de modo andlogo ao caso em que N é abeliano, é possivel mostrar
que se (x,y) # 1, entdo (x,y) = (m,x7!) = s, onde m = yx.

Em ambos os casos analisados, mostramos que s é o tinico comutador ndo trivial de G e
como ¢* = gou g* =sg, para qualquer g € G, é valida a afirmagdo (3) do Teorema, o que completa

o Passo 1.

Daqui em diante, vamos assumir a existéncia de x € G\N tal que x* # x.
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Passo 2. Vamos provar que s é um elemento central de G.

No Passo 1, ja mostramos que s é central em N se N’ = {1¢,s}, o que também ¢é verdadeiro
se N é abeliano. Desse modo, s é central em N em qualquer caso. Sendo assim, resta provar que
s comuta com todo elemento de G\N. Agora, como G = N U Nx para todo x € G\N, é suficiente
mostrar que existe um elemento pertencente a G\N que comute com s. Suponhamos o contrério,
isto é, que sx # xs para qualquer x € G\N.

Escolha um elemento € G\N tal que x* # x. Em particular, (x - x*)? = —(x - x*)?, isto é, vale
a equacgdo

202+ 2xx" + 2% x +2(x*)? =0, (4.6)

pois car(R) = 4. Além disso, como x* # xx* e x> # x*x, decorre que x> = (x*)? = (x?)* e xx* = x*x.
Da mesma forma, os elementos x — x* e s + s = 2s anticomutam, o que da origem a equagao
2sn +2sx* +2xs +2x*s = 0. Em vista da suposicdo sx # xs e do elemento x satisfazer x* # x,

devemos ter sx = x*s, isto é
xX* = sxs.

Agora, tome y € G\N tal que y # y*. Desse modo, y* = sys. Também sabemos que xy € N
e, sendo assim, (xy)* = xy ou (xy)* = sxy. Por outro lado, note que (xy)* = y*x*) = (sys)(sxs) =
syxs = s*yx = yx, pois yx € N e comuta com s. Consequentemente

YxX =Xy ou Yx =sxy.

Pela anticomutatividade dos elementos x — x* e y — y* segue que xy — xy* —x*y + x*y* + yx —
yx* -y x+y*x* =0,isto é,

XYy+yx+x7y Yyt = xyt + Xy +yxt +yta

Suponhamos que xy # yx, entdo como x* # x e y* # y, existem duas possibilidades, xy = yx*
ou xy = y*x. Entretanto, xy = yx* implica syx = ysxs ou, equivalentemente, yxs = ysxs, pois yx € N
comuta com s, de onde decorre que y = ys, o que é uma contradi¢do, visto que s # 1. Por outro
lado, xy = y*x implica syx = syxy o que novamente, resultado em y = ys, um absurdo. Concluimos
que xy = yx, para quaisquer x, y € G\N que satisfazem x* # x e y* # y.

Afirmamos que se x € G\N é tal que x* # x, entdo sx é fixado pela involugao . Com efeito,
se valesse (5x)* # sx, no paragrafo anterior teriamos que sx e x comutariam e, consequentemente,
sx = xs, 0 que seria uma contradigdo. Desta maneira, tomando n € N tal que n* # n, sabemos que

(sx)* +sx =2sx e n+n* anticomutam o que significa que

2sxn +2sxn™ + 2nsx +2n*sx = 0. 4.7)

Em vista de que sxn = sxn*, decorre da equacdo (4.7) que sxn = nsx ou sxn = n*sx.

Se sxn = nsx, entdo pela centralidade do elemento s em N, segue que xn = nx. Além disso,
neste caso, como também é valida a igualdade sxn* = n*sx e n* = sn, obtemos que sxsn = snsx, o
que implica que xsn = nsx = sxn e, cancelando 7, resulta em xs = sx, uma contradigéo.

A outra possibilidade é sxn = n*sx e sxn™ = nsx. Neste caso, xn = n*x = nsx = sxn*. Mul-

tiplicando a esquerda, ambos os membros da equagdo xn = sxn* , obtemos sxn = xn* = xns e,
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portanto, xs = sn, um absurdo.

Passo 3: Vamos mostrar que para qualquer a € G\N se verifica a* = sa ou sendo (a,n) €
{1,a7'a*}.
Seja 1 € N tal que n* = n. Sabemos que n~! + (n71)* = 2n"! e a — a* anticomutam, o que nos

fornece a equagdo 2nta-2n"ta* + 2an~t - 2a*n1 = 0, isto é

2nta+2ant = 2n7la* + 22" n7L
Em vista de que n'a # n~'a*, existem duas possibilidades, an™! = n7'a (e, consequente-

mente, a e n comutam) ou entdo n 'a = a*n~! 1 T lan =

(a,n).

Agora, tome n € N tal que n # n* € N. Pela anticomutatividade dos elemento n +n* ea—a*

,ouseja, a* =n""an,o queimplicaa™ " a* =a~

segue que na-na* +n*a-n*a* +an+an* —a*n-a*n* =0, isto é

na+n*a+an+an” =na* +na* +a'n+a‘n’. (4.8)

Uma vez que na # n*a, o elemento na efetivamente aparece no primeiro membro desta
equacao e, assim, também em seu segundo membro. Como na # na”, ha trés casos para serem

analisados.
(@ na=n*a* (byna=an (c)na=a

(a) Neste caso, como n* = sn, segue que na = sna*, o que implica que a* = sa, pois s é um

elemento central que possui ordem 2.

(b) Se na =a*n (ou, equivalentemente, a* = nan™1), aplicando a involugdo * em ambos 0s mem-
bros segue que a*n* = n*a e, sendo assim, a equagédo (4.8) pode ser reescrita como

an+an” =na* +n*a* 4.9)
o que origina dois subcasos:

(b1) an =na* (by) an=n"a”.

(by1) Se an =na*, entdo a* = n~'an e, portanto, a~'a* = a~'n~lan = (a,n).

(bz) Se an = n*a*, entdo pela equagdo (4.9) também temos que an™ = na* ou, equivalente-

2 2 ndo comutam.

Afirmamos que n? € N é invariante sobre x. Com efeito, (n%)* = (n*)? = (sn)? = n”.

mente san = an* = na* = n(nan~t) = n®an~!, isto é, san® = na. Logoaen

Agora, comoa ¢ N, a* #a,n?> € Nen* =n, pelo que provamos no inicio da Etapa 3, sa-

bemos que an? = n’a ou, (a,n?) = a~'a*. Em vista de que a4 e n* ndo comutam, podemos

concluir que a1 (n?)an® = a~1a*, isto é, a* = n"2an? ou, equivalentemente, n%a* = an?.

Portanto, sn’a = an® = n%a* e, concluimos que a* = sa.
(c) Finalmente, se na = a*n*, entdo a equagao (4.8) se torna

n*a+an+an* =na* +n*a* +a*n, (4.10)

e como n*a # n*a*, novamente existem dois subcasos:
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(c1) n*a=na” ou (cp) n*a=a’n.

(c1) Neste caso, temos que nsa = snan*a = na* e, portanto, a* = sa.

(c2) Se n*a = a*n, entdo de acordo com a equagdo (4.10) segue que an +an”* = na* +n*a*.

Agora, devido a caracteristica de R ser diferente de 2, nenhum dos membros desta

equagdo é nulo, de onde decorre que an = na* ouan = n*a*. Se an = na*, entdo (a,n)

antan = a'nna* = a la*. Por outro lado, se valerem as igualdades an = n*a* =
(an)*, decorre que 2an € G3 € G anticomuta com a —a*, o que fornece a equagao 2ana —

2ana* +2a*n - 2a*an =0, equivalente a

2ana +2a*n = 2ana* + 2a*an. (4.11)

2

Se ana = a“n, entdo an = na; sendo, cada membro da equagdo (4.11), tem dois elementos

diferentes do grupo com coeficientes ndo nulos e, sendo assim, devemos ter a’n =a*an

ou a*n = ana*. Se a’n = a*an, entdo a = a*, o que contradiz a hip6tese sobre a. Desta

2

forma, temos que a“n = ana*, o que implica que an = na*, ou, equivalentemente, (a,1) =

atnna* =ala".

Passo 4: Mostraremos que a* = sa para algum a € G\N. Para isto, vamos supor por contra-
dicdo que x* # sx, para qualquer x ¢ N.

Por suposi¢do, existe um elemento a € G\N tal que a* # g; originando o elemento nao trivial
t = a~la* € N.Além disso, como também por pressuposto, a* # sa, nés temos, pelo Passo 3, a
pertinéncia (a,t) € {1¢,t}.

Afirmamos que a e t comutam e que f possui ordem 2. Supondo que a e t ndo comutassem,
terifamos que t = (a,t) = altlat, o que implicaria que t = 1, um absurdo. Além disso, de acordo
com a igualdade (a-a*)? = —(a-a*)?, de acordo com a igualdade (4.6), nés temos que aa* = a*a e
(a?)* = a®. Desta maneira, t* = a~'a*a~'a* = a72(a%)* = a %2’ = 1¢.

Agora, iremos dividir a demonstragdo em dois casos e para o primeiro deles vamos usar o
elemento t e suas propriedades.

Caso 1: N é abeliano.

Vamos motrar primeiramente que ¢ é o tnico comutador nao trivial de G e, consequente-
mente que G’ = {1, t}.

Recorde que podemos escrever G = N U Na e, sendo assim, qualquer comutador de G pos-
sui alguma das seguintes formas: (n,m), (n,ma), (na,m), (na,ma) onde n e m sdo elementos
arbitrarios de N. Entretanto, como N ¢é abeliano, ja sabemos que (1, m) = 1¢ e pelas férmulas (iii)
e (iv) do Lema 2.1.2 também decorre que (n,ma) = (n,a), (na,m) = (a,m) e (na.ma) = (n,a)(a, m).
Deste modo, em vista de que (a,1) € {1g,t} para qualquer € N e t* = 15, podemos concluir que
G’ = {1¢,t}. Uma consequéncia util deste fato é que f é independente de x ¢ N tal que x* # x.

Prosseguindo, tome 7 € N satisfazendo n* = sn. Assim, pela validade da igualdade a* = ta,

observe que

stna, se an=na
(na)* =a*n* = tasn = stan = (4.12)

sna ,S€ an * na.
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Se (na)* # na, entdo t = (na)~'(na)*, ou seja, (na)* = tna. Neste caso na = an, entdo de
acordo com (4.12) stna = tna o que é impossivel pois s # 1. Desta forma, devemos ter na # an.
Novamente, por (4.12), decorre que tna = sna e, consequentemente ¢ = s.

Por outro lado, vamos supor que (na)* = na. Se na # an, entdo sna = na e mais uma vez
obtemos uma contradicdo pois s # 1. Finalmente, se na = an entdo stna = na, o que resulta em
s=t.

Em ambos os casos, s = t, mas entdo a* = ta = sa, 0 que é uma contradicao.

Caso 2: N’ = {1,s}.

Vamos primeiramente mostrar que an # na para algum n € N. Suponhamos o contrario, que
an = na para todo n € N. Neste caso n*a* = a*n”* para qualquer n € N, e como n* = noun” = sn,
onde s é um elemento central de G, segue que a*n = na* para todo n € N.

Seja n € N tal que n* = sn. Observe que (na)* = a*n* = n*a* = sna* # na pois a* # sa.
Consequentemente, a —a* e na — (na)* = na - sna* anticomutam, o que da origem a seguinte
equacao:

ana - sana* —a*na +sa*na* +na®* - naa* —sna*a+sn(a*)* = 0. (4.13)

Agora, em vista das igualdades an = na, a*n = na*, (a*)? = a®

,eaa” =a*a, a equagdo (4.13)
pode ser reescrita como:

2na® + 2sna* = 2naa* + 2snaa”*. (4.14)

Assim, na® efetivamente aparece no primeiro membro desta equacdo, também deve apa-
recer no segundo membro. Entretanto isto ndo é possivel, pois a # a* e a* = sa. Desse modo
podemos concluir que existe n € N tal que na = an. Assim, (a,n) = t.

Além disso, como an e n ndo comutam e a hipétese de que (an)* # san implica, pelo Passo

1

3 que (an,n) = (an)~!(an)*. Contudo, an = nat implica que a~'n = na~'t e também que a* = ta.

Portanto

-1,-1, % % 1,-1

(an)Y(an)* =nta'n*a* =snta” 1

na* = sn na tta =s.

Logo (an)* = s(an) o que é contradiz a nossa hipétese e conclui a prova desse passo.
Assim completamos a Etapa 4.

Etapa 5: Conclusdo dos argumentos.

De acordo com o Passo 4, podemos tomar um elemento a € G\N tal que a* = sa. Tanto no
caso em que N ¢é abeliano quanto se nédo o é e possui subgrupo N’ = {1¢, s}, foi possivel mostrar
que G’ = {15, s} e, consequentemente x* = sx para qualquer x € G\N tal que x* # x. Desta forma,
de acordo com o Teorema 4.4.1, podemos concluir que g* = g ou g* = sg para todo g € G. |



Capitulo 5

Nilpoténcia para o produto de Jordan em
RG e (RG)*

Para escrever este tltimo capitulo, estudamos o artigo "Jordan nilpotency in group rings" [9]. As-
sim como nos Capitulos 3 e 4, iremos considerar o anel de grupo RG onde R é um anel comutativo
e com elemento identidade 1. Um anel A é Jordan nilpotente de indice n ou Jordan n-nilpotente, onde
n>2se(...((x10x2)0x3)...)ox, = 0, para quaisquer x1, x2, ..., X, € A. Iremos estudar as
condicdes necessdrias e suficientes sobre R e G para que se verifique (« o ) oy = 0, tanto no anel
de grupo RG quanto no subconjunto (RG)*, isto é, para que sejam Jordan 3-nilpotentes.

5.1 Jordan 3-nilpoténcia em RG

A principio, assim como fizemos na Proposi¢do 3.1.1, a seguir vamos caracterizar a Jordan 3-

nilpoténcia em um anel de grupo RG.

Proposicdo 5.1.1 Um anel de grupo RG é Jordan 3-nilpotente se, e somente se, uma das seguintes

condi¢bes se verifica:
(1) car(R) =4 e G é abeliano,
(2) car(R) =2 e G é abeliano ou G possui um tinico comutador nao trivial s.

Demonstragio: Suponhamos que vale (1), entdo RG é um anel comutativo. Consequentemente,
(woB)oy=(2aB) oy =4aBy =0e, portanto, RG é Jordan 3-nilpotente.

Vamos supor que car(R) = 2. Se G é abeliano, entdo de acordo com a Proposicdo 3.1.1,
ao B =0 para quaisquer «a,B € RG e, em particular, RG é Jordan 3-nilpotente. Suponhamos que
G possua um tnico comutador ndo trivial s. Sabemos que s> = 1 e, de acordo com a Proposigao
2.2.4, s é um elemento central. Para comprovar a Jordan nilpoténcia de indice 3 de RG, é suficiente
estabelecé-la em G. Sendo assim, tomemos g, I, k € G e analisemos inicialmente o que ocorre no
caso em que g e h comutam, e na situagdo contréria.

Se gh = hg, entdo (goh)ok = (gh+hg)ok =2ghok =0. Se gh # hg, entdo hg = ghs e, deste
modo, goh = gh+ghs = gh+sgh = (1 +s)gh. Agora, basta analisar o comutador dos elementos
ghek.

Se (gh,k) = 1, entdo (goh) ok = (1g +s)ghk +k(1g +s)gh = (1g +s)ghk + (1¢ +s)ghk =
2(1¢g +s)ghk = 0. Do contrario, temos k(gh) = (gh)ks = s(gh)k, entdo (goh) ok = (1g+s)ghok =

39
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(gh+sgh)ok = (gh+sgh)k+k(gh+sgh) = (gh)k+s(gh)k+k(gh) +sk(gh) = (gh)k+s(gh)k+s(gh)k+
s2(gh)k = (1 +2s+5%)(gh)k = (1g +2s + 15)(gh)k = 2(1g +5)(gh)k = 0.

Reciprocamente, suponhamos que RG é Jordan 3-nilpotente. Em particular, como 0 = (10
1) o1 =4, devemos ter car(R) =2 ou 4.

Se car(R) = 4, entdo para quaisquer g, h € G, vale que (goh)olg = (gh+hg)olg = (gh+
hg)lc+1c(gh+hg) = gh+hg+gh+hg =2gh+2hg =0, isto é, 2hg = 2gh, o que implica que gh = hg
e, portanto, G é abeliano.

Se car(R) =2 e G é abeliano, jd esta provada a proposigao.

Suponhamos que G ndo é abeliano e sejam g, i elementos arbitrdrios de G. Note que 0 = (go
h)og=(gh+hg)og=(gh+hg)g+g(gh+hg)=ghg+hg”+g*h+ghg =2ghg +hg®+g’h = hg®+¢*h,
que implica que hg? = ¢h, para quaisquer g, h € G, isto é, que quadrados sdo centrais em G. Desta
maneira, segue da demonstra¢do do Lema 2.2.7 que qualquer comutador ndo trivial de G é central
e possui ordem 2.

Afirmamos que para quaisquer a, b, ¢ € G satisfazendo ab # ba vale que (ab)c = c(ab) ou
(ab)c = c(ba). Com efeito, por hipdtese 0 = (aob) oc = abc + bac + cab + cba. Se ab # ba, entdo
(ab)c # (ba)c e c(ab) # c(ba) e, consequentemente, (ab)c = c(ab) ou (ab)c = c(ba).

Tomemos g, h e k € G pertencentes a G, tais que gh # hg e gk + kg, e escrevemos gh = hgs; e
gk = kgsy, onde sy = (g,h) + 1g e sy = (g, k) # 1. Por hipdtese, 0 = (ghoh) ok = (gh)hk + h(gh)k +
k(gh)h + kh(gh), e como gh e h ndo comutam, de acordo com a afirmacdo que provamos, segue
que (gh)hk = k(gh)h ou (gh)hk = kh(gh). Deste modo, em vista de que quadrados sdo centrais em
G, vale que gkh? = kgh? ou gkh? = khgh.

Se gkh? = kgh?, entdo gk = kg, o que contradiz a hipétese sobre g e k. Portanto khgh = gkh? o
que implica que khg = gkh = kgsah = kghsy = khgsisz. Logo, 5152 = 1¢ e, consequentemente, s; = sy,
pois s3 = 1. Assim, para quaisquer g, h, k € G tais que (g,h) # 1 e (g k) # 1 verificamos que
(g, h) = (g,k) e, portanto, G é um grupo C. Decorre da Proposigao 2.2.8 que G possui um tinico
comutador néo trivial s. |

5.2 Jordan 3 - nilpoténcia em (RG)*

Sejam R um anel de caracteristica diferente de 2, G um grupo que possui uma involugdo g — g~
e considere o anel de grupo RG. De acordo com a Proposigdo 5.1.1, a menos que car(R) =4 e G
seja abeliano, existem «, B, 7y € RG tais que (« o ) oy # Org. Assim como no Exemplo 1.2.6, a in-
volugdo * pode ser estendida linearmente para RG. Estamos interessados em estudar a Jordan 3-
nilpoténcia em (RG)* que, conforme ja mostramos na Secao 3.2, é gerado, sobre R, pelo conjunto
S=5USyondeS; ={g+¢": g€G,g"=gteSy={g+g" :9¢G, g # g} Eevidente que
podemos fazer S; ={geG:g" =g}.

Primeiramente, vamos provar resultados auxiliares. Supondo que (RG)™ é Jordan 3-nilpotente,
veremos que a caracteristica de R deve ser 4 e que o conjunto dos elementos de G que séo fixos
sobre a involucgdo * possuem propriedades interessantes. Com tais resultados serd possivel deter-

minar condigdes que sdo satisfeitas por dois elementos ¢ e h de G que ndo comutam.
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Lema 5.2.1 Seja RG um anel de grupo tal que a caracteristica de R é diferente de 2. Se (RG)* é
Jordan 3-nilpotente, entdo a caracteristica de R é igual a 4, o conjunto S; = {ge G:g" = g} é um
subgrupo central de G e, além disso, g¢* = ¢*g e ¢'¢* = ¢*¢ !, para qualquer g € G.

Demonstragio: Em vista de que 1¢ € S1, em particular, temos que (1golg)olg =4.1¢ = 0.
Consequentemente, tomando g, h € Sy, as igualdades 0 = (goh) o1 = 2gh + 2hg, implicam que
gh = hg e, portanto, S; € um subconjunto comutativo de G. Deste modo, se g e I pertencem a Sy,
entdo (gh)* =h*g* =hg = gh, isto é, gh € S1, 0 que prova que S; é um subgrupo de G.

Afirmamos que os elementos de S; sdo centrais. Com efeito, dados g € S; e h € G\Sy, em
particular, h* # h, implica que h+ h* € Sy. Entdao 0 = [go (h+h*)]o1g =2gh+2gh* +2hg +2h*g e,
como gh # gh*, segue que gh = hg ou gh = h*g. Supondo que gh = h*g, teremos gh = h*g* =h*g =
(gh)* significando que gh € S; ,0 que é impossivel pois h € G\S;. Portanto, gh = hg, para todo
h € G\S1, e concluimos que S; € Z(G).

Finalmente, dado g € G, observe que, como ¢¢* € S1, g¢* = ¢9°¢7'¢ = §7'¢9’¢ = ¢"g e

também, g*¢ = ¢* ¢ lge =g gg e =g lgtee = o7 g u

Lema 5.2.2 Seja RG um anel de grupo, onde car(R) # 2 e (RG)" é Jordan 3-nilpotente. Entao,
para quaisquer g, h € G que ndo comutam, uma das seguintes possibilidades se verifica:

(la) gh = ¢*h*, h*g* = hg, gh* = ¢*h, hg* = h*g, ¢71¢* = h™'h* é um elemento central de ordem 2
e g%, h? pertencem a Sy;

(2a) gh=hg*, h*g* = gh*, ¢*h =hg, h*g = ¢*h*, ¢ 1¢* = (g, h) e h* comuta com g;
(3a) gh=h*g, h*g* = ¢*h, gh* = hg, hg* = ¢*h*, h™th* = (h,g) e g*> comuta com h.

Demonstragio: Se g e h ndo comutam, entdo de acordo com o Lema 5.2.1 ¢* # ge h* + h e, portanto,
os elementos g+ ¢* e h + h* pertencem ao conjunto S;. Sendo assim, [(g+g*) o (h+h*)]o1c =0,

isto é, vale a equagado

2gh+2gh™ +2¢"h+2g¢"h* +2hg +2hg™ +2h* g +2h*g"* = 0. (5.1)

Dado que gh # hg, gh + gh* e gh # g*h e car(R) = 4, a equagdo (5.1) implica na validade de

alguma das seguintes igualdades:
(1) gh = g"h* (2) gh = hg* (B)gh=h"g (4) gh=h*g".
Vamos analisar cada uma delas.
(1) Se gh = g*h* aequagdo (5.1) pode ser reescrita como

2¢h* +2¢"h+2hg* +2h* ¢ =0, (5.2)

o que nos conduz a examinar os seguintes subcasos:
(la) gh* =g"h (1b) gh* = hg* (1c) gh* =h*g.

(la) Suponhamos que ¢*h = ¢h*. Multiplicando esta igualdade por ¢~ 4 esquerda e por ™! a
p que g 8 p & porg q p

direita, obtemos g~¢*= h*h~!. Mostramos no Lema 5.2.1, conhece-se que g*g"! = ¢7¢~,
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(1b)

(1c)

(2)

(2a)

(2b)

(3a)
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para qualquer g € G e, sendo assim, ¢~'¢* = h™'h*. Afirmamos que este elemento possui or-
dem 2 e é central. Com efeito, multiplicando-o por ¢* & esquerda resulta em g*(g7'¢*) =
g (hh) = g*(h™) = (g"h )kt = (gh)h™! = g, entdo (g7'¢")* = (¢7'¢")(g7'g") =
¢ Hg"g7'¢") = ¢'¢ = 1. Para mostrar que ¢'¢* = h™'h* é um elemento central, multi-
plicamos os dois membros dessa igualdade por ¢ a esquerda e por ¢* a direita, e decorre
que (§2)* = (¢*)? = g¢'gg* = gh™'h*g = gh™thg = ¢ e, portanto, ¢ € S;. De modo similar
h? € S;. Para concluir, suponhamos que g"'¢* ¢ Sy, isto é, g(¢*)! = (¢71¢*)* # ¢'¢*. Neste
caso, g(g(g") Vg # ¢(¢7'¢")g" e, portanto, (¢*)* # g*, 0 que é uma contradicdo. Portanto,
¢l =hth* €S ¢ Z(G).

Se gh* = (gh*)*, entdo gh* € Sy, e assim, gh* é um elemento central. Em particular ghh* =
gh*h = hgh*, o que implica que g e h comutam, uma contradicao.

Assumimos que gh* = h*g. Neste caso, ghh* = ¢gh*h = h*gh = h*¢g*¢* = hgh*, de onde
concluimos que gh = hg, um absurdo.

Suponhamos que gh = hg*. Multiplicando esta igualdade por g~'h~! a esquerda, obtemos
g7 l¢* = ¢7\hlgh = (g,h). Agora, aplicando a involugdo * em ambos os membros da igual-
dade gh = hg*, obtemos a igualdade gh* = h*¢g* e podemos reescrever a equagdo (5.1) como

2¢"h+2¢"h* +2hg+2h*g = 0. (5.3)
Assim, como ¢*h # g*h”, temos dois subcasos para analisar:
(2a) g*h = hg (2b) g*h=h*g

Assumimos que g*h = hg. Desse modo, §* = hgh™!, o que implica que hg* = h*gh™! ou,
equivalentemente, gh = h?gh~?, por hipétese. Portanto, gh?* = h?g.

Suponha que g*h = h*g. Entdo (¢*h)* = h*g = g*h, isto é, g*h € S; e, portanto, é central.
Consequentemente, (¢*h)h* = h*(g*h) e, como hh* = h*h, segue que g*h*h = h*g*h, entdo
g*h* = h*¢”* e aplicando novamente a involugdo * concluimos que gh = hg, o que é uma

contradic¢do. Portanto, este subcaso ndo ocorre.
Supondo que gh = h*g, podemos reescrever a equagdo (5.1) como
2¢h* +2¢"h* + hg+hg™ = 0. (5.4)
Sabendo que gh* # g*h*, novamente existem duas possibilidades a serem consideradas.
(3a) gh* = hg (3b) gh* = hg*
Suponhamos que gh* = hg e multiplicamos esta igualdade por k!¢~ a esquerda, entdo
W = h™lg7lhg = (h,g). Agora multiplicando gh* = hg por ¢~! a esquerda e gh = h*g por

¢! a direita segue que h* = ¢"lhg = ghg™! e concluimos que hg? = ¢%h, ou seja, ¢* comuta
com h.
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(3b) Por hipotese gh* = hg* = (gh*)*,isto é, gh* € S1 e, portanto, (¢h*)g* = ¢*(gh™). Assim, como
8'g =g4", temos que gh*g* = gg*h*, o que implica que h*g* = g*h* e, portanto, gh = hg, o
que é uma contradigdo.

(4) Finalmente, neste caso, gh = h*g* = (gh)* implica que (gh) € Z(G), pois gh € 5. |

A caracterizagdo da Jordan 3-nilpoténcia em (RG)™ é feita para dois casos distintos, em dois
teoremas. No primeiro, iremos supor que (g2)* # ¢* para algum g € G, isto é, nem todos os
quadrados sdo fixos sobre a involugado . No segundo, iremos supor que (g2)* = g2, para qualquer
g € G, isto é, que quadrados séo fixos pela involugao *.

Teorema 5.2.3 Sejam R um anel comutativo com elemento identidade e caracteristica diferente
de 2, G um grupo e a ~ «a* a involucdo do anel de grupo RG que é a extensdo linear de uma
involugdo ¢ ~ ¢* de G tal que (¢%)* # g%, para algum ¢ € G. Entdo (RG)™ é Jordan 3-nilpotente se,

e somente se, car(R) =4, e G é abeliano ou, G ndo é abeliano e satisfaz as seguintes propriedades:
(a) qualquer g € G tal que g* = g é central;
(b) G contém um subgrupo abeliano A de indice 2;
(c) existe c ¢ A tal que c* #ce (c?)* =c%
(d) a* =clac, paratodoa € A.

Demonstragio: Vamos comegar provando a reciproca do teorema. Assuma que car(R) = 4. Se
G é abeliano, entdo de acordo com a Proposi¢dao 5.1.1 RG é Jordan 3-nilpotente e assim, (RG)"
também o é. Agora, suponhamos que G ndo seja abeliano e que possua uma involugdo g ~ ¢~
que ndo fixa todos os quadrados e que, além disso, satisfaga as propriedades (a), (b), (c) e (d). E
suficiente mostrar que para quaisquer &, 3,7 € S = S1 U Sy, se verifica (a0 ) oy =0.

Seja A um subgrupo abeliano de indice 2 de G e seja ¢ € G\A tal que ¢* # c e (¢*)* = 2.
Entdo para qualquer a € A, podemos escrever G = AU A(ac). O elemento ac nao é central, pois
caso contrdrio G seria abeliano. Desta forma, de acordo com o item (a), temos que (ac)* # ac.
Assim, qualquer elemento de S, é da forma a +a” tal que a € A e a* # a ou pode ser escrito como
ac+ (ac)* talquea e A.

Afirmamos que (a+a*)(c+c*) = (c+c*)(a+a*) e que ac+ (ac)* = a(c +c*) para qualquer
a € A e, além disso, que (c +c*)? = 2c(c* +c). Com efeito, de acordo com o item (d),vale que

*

= ¢ lac (se, e somente se, ca® = ac se, e somente se, ac* = c*a*), para qualquer a € A. Por
2

a

outro lado, decorre dos itens (a) e (c) que c“ é um elemento central e, sendo assim, a* = clacse, e

ac2, para todo a € A, o que implica a*c = ca, e portanto, c*a = a*c*.

somente se, a*c = ¢~
Desse modo, obtivemos as igualdades ca* = ac, ac* = c*a*, a*c = ca e c*a = a*c* e, conse-
quentemente, podemos concluir que (a+a*)(c+c*) =ac+ac* +a*c+a*c* =ca+ca* +c*a+c*a* =
(c+c*)(a+a*), (ac)+ (ac)* = ac+c*a* =ac+ac* =a(c+c*) e (c+c*)? =2 +cc* +c*c+(c*)? =
¢? +2cc* +c% = 2cc* +2¢% = 2¢(c* +¢).
Para mostrar que (RG)* é Jordan 3-nilpotente de indice 3 é suficiente mostrar que (x o ) o

v = 0 para quaisquer «, 8,7y, cada um sendo de alguma das seguintes formas:
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e z é um elemento central de A;

e a+a”,talqueacA;

e a(c+c*), tal que a € A e c satisfaz (c).

Se dois dentre os elementos «, B e 7y sdo centrais, segue diretamente que (x o ) oy = 4apy =

0. Entdao vamos supor que um, dentre a, 3, y é central, e sem perda de generalidade seja « =z um

elemento central de A. Assim teremos as seguintes possibilidades para p e 7:

(i) B=aj+ajey=ay+a;.

(aoB)ory

[zo (a1 +a7)]o (a2 +a3)]

= z(m +aj)+ (a1 +aj)zo(a +ay)
= 2z(ay+aj)o(ax+ay)

= 4z(ay +ai)(ax +a3)

- 0,

pois z(ay +aj) e a + a; comutam.

(i) p=aj+aiey=ax(c+c).

(xoB)oy

[zo (a1 +a7)]eaz(c+c”)

[z(a1 +ay) + (a1 +a})z] cax(c+c*)

2z(ay +ay)oax(c+c”)

2z(ay +ay)ax(c+c*) +ax(c+c*)2z(ay +ay)
4z(ay +aj)ax(c+c*)

0,

pois a; +a] comuta com a; e com ¢ +c*.

(iii) p=ai(c+c*)ey=ar+a;.

(xoB)oy

[zoaj(c+c*)]o(az+a3)

[zaj(c+c*) +ai(c+c*)z]o(ar +a3)
2zay(c+c*)o(ax+ay)
2zay(c+c*)(ap+a3) +2zay(ax +ay)(c+c*)
4zay(ay +a3)(c+c”)

0.
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(iv) B=a1(c+c*), y=ax(c+c*)

(woB)oy = [zom(c+c™)]om(c+c’)

= [zai(c+c*)+ai(c+c*)z]oap(c+c*)

= 2zay(c+c*)oax(c+c*)

= 2zay(c+c*)ax(c+c*) +2zax(c+c*)ai(c+c*)

= 2zai(cap +c*ap)(c+c*)+2zax(cay +c*ar)(c+c*)
= 2zaj(ayc+ayc*)(c+c*)+2zar(ajc+ajc’)(c+c*)
= 2zayaj(c+c*)? +2zapaj (c +c*)?

= 4zajasc(c® +c) +4zazajc(c® +c)

0

Agora, vejamos os casos em que nenhum dos elementos «, B, 7y sdo centrais, isto é, sdo da

formaa+a* oua(c+c*),ondeac A.

(1) x =ay+aj,B=ar+a; ey=a3+a;.

(wop)oy [(a1+a7) o (a2 +a3)] e (a3 +a3)

= [(a1+a7)(az+a3) + (az+a3)(ar +a7)] o (a3 +az)

= 2[ajax +aya; +aja +ajay]o (az +a3)

= 2(a1a2a3 + a1a2a5 + A105a3 + A105a3 + ] A203 + A} A203 + 474503 + A1 A543

+ aza1ap +a3a1a; +aA3ayax +a3a;a; +aya1a; +aya1a; +a;a;ax +a3ayay)
M

* * * * % * * * %
= 4(015[2613 +a,a203 + 410,03 + A10205 + 010,03 + 410203 +A10505 + 010,03

0.

(2) a=ay+aj, B=ay+a;ey=az(c+c).

(xof)oy

[(a1 +a7) o (a2 +a3)] oas(c+c”)

2(ay +ay)(ay+ay)oaz(c+c*)

2(ay +aj)(az+a3)az(c+c*)+2az(c+c*)(ay +aj)(ar +ay)

4az(ay +aj)(ax+a3)(c+c*)

= 0.
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() a=ay+aj, p=ay(c+c*)ey=a3+aj.

(xoB)ory

2a5(ay +ay)(c+c*)o(az+aj3)

2a(ay +ay)(c+c*)(az+a3) +2(az +aj3)ax(a; +ay)(c+c*)

2[2ay(ay +a7)(az +a3)(c+c*)]

4ay(ay +ay)(az+az)(c+c*)

0

(4) a=a;+aj, Bp=ax(c+c*)ey=az(c+c).

(xoB)ory

[(a;+a])oax(c+c*)]oaz(c+c")

= [(ay+a])ax(c+c*)+ax(c+c*)(ay +ai)]oaz(c+c*)

= 2ay(a;+ay)(c+c*)oaz(c+c*)

= 2ay(ay+ay)(c+c*)az(c+c*)+2az(c+c*)az(a; +ay)(c+c*)

= 2ay(ay+aj)(caz+c*az)(c+c*) +2az(caz+c*ar)(c+c*)(ag +a7)
= 2axa;(ay +a;i)(c+c*)? +2aza3(c+c*)(ay +aj)

= 4daaj(ay +ay)c(c” +c)+4azajc(c +c)(ay +a7)

= 0

(5) a=ai(c+c*),B=ar+a;ey=a3+aj.

(aoB)ory

[ar(c+c*)o(az+az)]o (a3 +a3)

2a1(az+ay)(c+c*)o(az+aj3)

4aq(az +a3)(az+a3)(c+c*)

0.

(6) a=aj(c+c*),p=ar+a;ey=az(c+c”).

(xop)oy

2a1(az +az)(c+c*)oaz(c+c*)

2a1(az +ay)(c+c*)az(c+c*) +2az(c+c*)aj(ax+a;)(c+c*)

2a1a}(az +a3) (c +c*)? +2azaj (c + c*)?(ap + aj3)

= 4dazaz(ap+ay)c(c* +c)+4azajc(c” +c)(ar +ay)

0.
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(7) a=ai(c+c*), B=ax(c+c*)ey=a3+aj.

xof = aj(c+c*)oax(c+c”)

ar(c+c)ax(c+c*)+ax(c+c*)ay(c+c*)

aya;(c+c*)? +apal(c+c*)?

2(a+a*)c(c+c*), ondea =aja;

e, entdao

(xoB)oy = 2(a+a*)c(c+c*)o(az+az)

2(a+a*)c(c+c*)(az+a3) +2(az+a3)(a+a*)c(c+c*)

4(a+a*)(az+az)c(c+c)

0.

8) a=ay(c+c*), B=ax(c+c*),y=az(c+c”).
Como em (7) temos que wo 5 =2(a+a*)c(c+c*) onde a = aja;,

entao,

2(a+a*)c(c+c*)oaz(c+c*)

(wop)oy
= 2(a+a*)c(c+c*)az(c+c*)+2az(c+c*)(a+a*)c(c+c*)
= 2(a+a*)caj(c+c*)?+2az(a+a*)c(c+c*)?
= 4(a+a*)cajc(c* +c) +4az(a+a*)c*(c* +c)

0.

Mostramos que se RG é um anel de grupo, onde car(R) = 4 e G é um grupo abeliano ou,
ndo abeliano satisfazendo as propriedade s (a) a (d), entdo para quaisquer o, B, ¥ € S = S1US2
verifica-se (a0 B) oy = 0 e, consequentemente (RG)* é Jordan-nilpotente.

Reciprocamente, vamos assumir que (RG)* é Jordan 3-nilpotente. Entdo, de acordo com
o Lema 5.2.1, sabemos que car(R) = 4 e, sendo assim, se G é um grupo abeliano, o resultado ja
estd provado. Suponhamos que G é ndo abeliano. Entdo, também pelo Lema 5.2.1, todo elemento
g € G tal que g* = g é central e, desta forma, mostramos a validade de (a).

Vamos provar que a propriedade (b) é vélida. Considere o conjunto T = {g € G : (¢%)* # ¢*}
que é, por hipétese, ndo vazio. Afirmamos que T é um subconjunto comutativo de G. Com
efeito, vamos supor, por contradi¢do, que T ndo é comutativo, e sejam g, h € T tais que gh # hg.
Assim, g e h satisfazem as condi¢des descritas em algum dos itens (1.a), (2.a) e (3.a) do Lema 5.2.2.
Entretanto, como (g%)* # g% e (h*)* # h? ja sabemos que ¢ e & ndo podem satisfazer as condigdes
do item (1.a).
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Admitamos que ocorra o caso (2.a). Em particular o par g,  satisfaz as duas igualdades:

gh=hg* (5.5)
h*g=g"h". (5.6)

Por suposicdo gh e h também ndo comutam. Sendo assim, o par gh, h satisfaz as condi¢des
descritas de algum dos itens (1.a), (2.a) e (3.a) do Lema 5.2.2 e, novamente, temos a imediata
exclusdo do item (1.a) devido o pressuposto de que (h?)* # h?.

Se gh e h satisfazem as condigdes do item (2.a) do Lema 5.22, de acordo com a igualdade
(5.5), segue que (gh)h = h(gh)* = hh*g*. Lembrando que, de acordo com o Lema 5.2.1 vale que
hh* =h*h e que hh* € S; € Z(G), entdo (gh)h = (g h*)h, isto é, se verifica

gh=g"h". (5.7)

Deste modo, usando as equagdes (5.6), (5.7) e o fato de que g*g = ¢* ¢ é um elemento central,
decorre que 1*g? = (h*g)g = (¢"h*)g = g*(h*g) = g*(g*h") = g* (gh) = (¢"§)h = h(g"g) = h(gg") =
(hg)g* = (h*g*)g* = h*(g*)? o que implica que (g*)* = g%, 0 que é uma contradigao.

Supondo que gh e h satisfacam (3.a), entdo, em particular (gh)h = h*(gh). Desse modo, de
acordo com a equagdo (5.7), temos que (gh)h = (¢*h*)h, isto é, gh = ¢*h*. Entdo, usando nova-
mente a equacio (5.6) e o fato de ¢*¢ = ¢¢* ser central para todo g € G, note que h*g* = (h*g)g =
(§°h*)g =8 (h*g) = g*(g*h*) = g* (gh) = (g*9)h = h(g*g) = h(gg*) = (hg)g* = (h*g*)g* = h*(g*)?,
o que implica em (g*)? = g% e temos novamente uma contradicao.

Vamos supor, finalmente, que para g e h verifica-se o item (3.a) do Lema 5.2.2. Em particular,
sdo vélidas as duas igualdades:

gh=h"g (5.8)

gh* = hg. (5.9)

Os elementos hg e ¢ ndo comutam, entretanto por suposicio g2 # (¢%)*, entdo, sendo assim,
podem valer para hg e g apenas os itens (2.a) ou (3.a) do Lema 5.2.2.

Se hg e g satisfazem (2.a), entdo pela igualdade (5.9) temos que (hg)g = g(hg)* = g(g*h*) =
(gg*)h* = h*(gg*) = h*(g*g), isto é, hg = h*g* e, equivalentemente gh = ¢*h*. Agora, usando
a equacdo (5.8), observe que i*g* = (h*g)g = (gh)g = (g*1*)g = g*(h*g) = g*(gh) = (¢ =
h(g*g) =h(gg”) = (hg)g* = (h*g*)g* = h*(g*)? e, portanto, g* = (¢*)?, 0 que é um absurdo.

Por outro lado, se hg e g satisfazem (3.a) entdo de acordo com as equacgdes (5.8) e (5.9), repare
que (hg)g = 8" (hg) = " (gh™) = (§°8)h" = h*(8*g) = (h"g")g e, portanto hg = h*g™ e, equivalente-
mente, ¢h = ¢*h*. Usando novamente a equacio (5.8),note que h*g? = (h*g)g = (¢h)g = (¢*h*)g =
g (h*g) =g*(gh) = (g*8)h = h(g*g) = h(gg") = (hg)g* = (h*g*)g* = h*(g*)*. Portanto, g% = (g*)?,
o que é uma contradicao.

Concluimos que T é um subconjunto comutativo de G, e o término da prova do teorema
seguird do seguinte lema:

Lema 5.2.4 Seja A = (T) o subgrupo abeliano gerado por T = {g € G : (¢°)* # ¢*}. Entdo quaisquer
elementos t € T e ¢ € G\A ndo comutam e satisfazem as igualdades do item (3.a) do Lema 5.2.2.
Além disso, [G: A] =2.
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Demonstragio: Sejam t € T e ¢ € G\A. Entdo gt ¢ A e, desta forma, ((gt)*)? = (gt)?, isto &,
t* g "t g" = gtgt (5.10)

Vamos supor por contradigdo que gt = tg. Entdo g*t* = t*¢* e, consequentemente a equagdo
(5.10) pode ser reescrita como ¢t = (+2)*(g?)*. Em vista de que g° é fixo sobre a involugao *,
segue que ¢* é um elemento central, entdo t?¢% = (+2)*(g*)? e isto implica que * = (#*)*, o que é
uma contradigdo. Isto nos permite concluir que g e t ndo comutam.

Os elementos g e t devem satisfazer todas as condi¢des de algum dos itens (1la), (2a) ou
(3a) do Lema 5.2.2. Entretanto, como (#2)* # t2, ¢ e t ndo satisfazem (la). Afirmamos que g e ¢
satisfazem (3a). Com efeito, suponhamos por contradi¢do que verificassem (2.a). Neste caso, em

particular, seriam vélidas as seguintes igualdades:

gt =t"g (5.11)
tg=g"t (5.12)
Entdo, vamos analisar o primeiro membro da igualdade (5.10), isto é, o elemento t*g*t*¢™.

De acordo com a equagdo (5.11), usando o fato que gg* = g*g € central, para qualquer g € G,
podemos escrever t*(g*t*)g* = ¢¢* (+*)?. Prosseguindo, tomando o segundo membro da equagio
(5.10), isto &, o elemento gtgt, e aplicando a equagao (5.12), temos que g(tg)t = g¢*t2. Comparando
¢9* (t)? e g¢*t?, chegamos a (#2)* = 12, 0 que é uma contradigio.

Até aqui mostramos que quaisquer elementos f € T e g € G\A ndo comutam e satisfazem as
igualdades do item (3.a) do Lema 5.2.2.

Prosseguindo, provemos que o indice de A em G é igual a 2. Para isto, tomemos g e h
pertencentes a G\A e t € T. Acabamos de mostrar que g e I ndo comutam com ¢ e, que além disso,
para cada um dos pares g, t e h, t valem as igualdades do item (3a) do Lema 5.2.2 Em particular,

ht=t*h (5.13)

gt* =tg (5.14)

Sendo assim, de acordo com as equagdes (5.13) e (5.14), note que (gh)t = (gt*)h = t(gh); e
como t* # t, temos que (gh)t # t*(gh), isto é, gh e t ndo satisfazem a equacdo (5.13) e, portanto,
ndo satisfazem o item (3a) do Lema 5.2.2. Concluimos que gh € A. Agora, tomemos ¢ ¢ A. De
acordo com o que acabamos de mostrar, para quaisquer g ¢ A verifica-se que gc™! € A e, portanto,
g € Ac, 0 que implica que G= AU Ac,isto é, [G: A] =2. o

O elemento ¢ ndo é fixado pela involugdo *, pois do contrério, de acordo com o Lema 5.2.1,
este seria um elemento central, o que implicaria que G seria um grupo abeliano, o que ndo é o

2 e com isso, mostramos o item (c).

nosso caso. Além disso como ¢ ¢ T, entdo (c?)* = ¢
Finalmente, para c + A et € T, estes elementos ndo comutam e satisfazem as condi¢des do
caso (3.a) do Lema 5.2.2 e, em particular, pela terceira equagdo segue que ct* = tc e, entdo t* = ¢ fc.

Assim, como T gera A segue que a* = ¢ lac para todo a € A, e o item (d) estd provado. ]

Conforme comentamos, iremos no préximo teorema caracterizar a Jordan 3-nilpoténcia em (RG)*

para o caso em que quadrados sdo fixos pela involugao *. Note que, de acordo com o Lema 5.2.1,
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sabemos que (g?)* = g% para qualquer g € G, o que implica que quadrados sdo centrais em G, o

que nos motiva a enunciar o teorema da seguinte maneira:

Teorema 5.2.5 Seja RG um anel de grupo, onde R é um anel comutativo, com elemento identidade
e caracteristica diferente de 2. Seja ¢ — ¢* uma involugdo de G que se estende linearmente a uma
involugdo * de RG. Entdo (RG)" é Jordan 3-nilpotente se, e somente se, car(R) =4 e G é abeliano
ou ndo é abeliano com os quadrados centrais e a involugdo g ~ g* satisfazendo as seguintes

propriedades:
(@) Qualquer g € G tal que g* = g é central;
(b) Para cada g € G, existe um elemento central s¢, tal que ¢* =s.g e Sé =1g;
(c) Se g, h € G ndo comutam, entdo sy = s, ou sy = (g, ) ousy = (g, h);

(d) Para quaisquer g, i, k € G tais que §* # g, h* # h e k* # k, alguma das seguintes condigdes se

verifica:

(i) trés entre os elementos sg, sy, s, (g, 1), (gh, k) sdo iguais;
(ii) (g h) € A={1,5¢,5n, Sk, SgSn, S¢Sk, ShSk,SgShSk | € Sg € B = {5y, Sk, SuSk, S¢SnSk };
(iii) (gh,k) e AesgeB;
(i) (g,11) € Ae (gh k) € A;
(v) (gh) = (gh,k)x, paraalgum x € Ae sy € B;
(vi) (g h)=(gh k)x, paraalgum x € A e sy = (gh,k)y, para algum y € A.

Demonstragdo: Suponhamos que (RG)™" seja Jordan 3-nilpotente. Entdo, de acordo com o Lema
5.2.1 temos que car(R) = 4. Se G é abeliano, entdo segue o resultado. Se G ndo é abeliano, entdo
novamente pelo Lema 5.2.1, todo elemento de G que ¢ fixo sobre a involugdo * é central e, com
isso, o item (a) é valido.

Para comprovar o item (b), multiplicamos a igualdade (g*)? = g> por ¢! do lado esquerdo
e por (¢*)7! do lado direito, concluindo que ¢g'¢* = g(¢*)~}, para qualquer g € G. Escrevendo
g7'g" = 54, temos que Sg = (g7'¢)" = g(g7h)* = g(g")™" = g7'g" = 54, isto &, sy é um elemento
central e, desta forma, ¢* = gs, = s¢¢, para qualquer g € G. Agora, usando o fato que ¢*¢ também
¢é central, note que s3 = sgsg = 5¢5; = (§7¢7)(8(8") ) =g (g"9)(¢") ' =87 ((8) 8" g =8¢ =
1¢, para qualquer g € G.

Mostremos (c). Sejam g, h € G tais que gh + hg. Entdo g e h satisfazem as igualdades que es-
tdo descritas em um dos itens (1a), (2a) e (3a) do Lema 5.2.2. Desta forma, temos respectivamente
que

. g_lg* = h_lg* e, portanto, s¢ = sy,

« §7'8" = (g/h), isto &, s¢ = (g, h);
o hlh* =(h,g),isto &, s, = (h,g).

Agora, somente falta verificar a validade de (d). Para isto, inicialmente tomemos os elemen-
tosa=g+9", B=h+h" ey =k+k" pertencentes a S;. Mostramos no item (a) que os elementos
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Sg = g‘1 g, sy = h™'h* e s; = k'k* sdo centrais, e de acordo com o Lema 2.2.7, todos os comutadores

também sdo centrais e possuem ordem 2. Desta maneira, temos que

0 = (acp)oy=[(g+g")o(h+h")]o(k+k")

= (8+&")(h+h")(k+k*)+ (h+h*)(g+8")(k+k)

+ (k+k*)(g+g")(h+h")+ (k+k*)(h+h*)(g+g")

= ghk+ghk* + gh*k+gh*k* + g*hk + g*hk* + g*h*k + g"h*k*

+ hgk+hgk* + hg*k+hg*k* + h*gk + h*gk* + h*g*k + h*g"k*

+ kgh+kgh* +kg*h+kg*h* +k*gh+k*gh* +k*g*h +k*g*h*

+ khg+khg* +kh*g+kh*g* +k*hg +k*hg* +k*h*g+k*h*g*

= (1 +8g +8p, + Sk + 55y + S¢Sk + 51,5k + Sg5y5k) (ghk + hgk + kgh + khg)

= kgh(1g +s¢)(1c +sn)(1c +sk)(1g + (g, h))(1c + (gh,k)).

Denotando (g, /) = c1 e (gh, k) = c2, obtemos a equagao

(1G + Sg)(lc +Sh)(1G +Sk)(1G + Cl)(lc + C2) =0. (515)

O lado esquerdo da equagdo (5.15) é formado por 32 parcelas, onde cada uma delas é um
elemento de G. Desta forma, devido a caracteristica de R ser igual a 4, podemos concluir que o
conjunto destas 32 parcelas é formado pela unido de 8 subconjuntos, onde cada um deles contém
exatamente 4 elementos iguais. Tomando 1 +sg +8j, + S + S¢S, + S¢Sk + 53,5k + S¢SpSk = A, a equagao
(5.15) pode ser reescrita como

A+c1A+cA+c1cA=0 (5.16)

ou, equivalentemente,
(1G+C2)(A+C1A) =0. (517)

Note que o conjunto A, descrito em no item (ii) do teorema é o suporte de A e é também um

subgrupo de G. Iremos tomar s, € A e analisar, por exaustdo, os seguintes casos:
g

(I) Quatro elementos de A sdo iguais a sg;

Ja sabemos que sg # 16, 8¢ # 8¢5, € que Sg # S¢sk e, desta forma sg = s¢5,5¢, 0 que implica que
Sy = Sk €, portanto, mostramos (i).

(II) sg = c1x para algum x € A;

Neste caso, c1 = s¢x € A, entdo ¢ € A. Isto implica que c1A = A, entdo a equacdo (5.17) pode

ser reescrita como 2(1+c3)A = 0. Como car(R) # 2, obtemos que
A+cA=0. (5.18)
Agora, a equagdo (5.18), nos fornece dois subcasos a considerar:

(Il') sg =y, para algum y e supp(A) e  (II”) sy = coy, para algum y € supp(A)
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(II') Neste caso, sq € B = {sy,, 5k, SiSk, S¢ShSk } € segue o caso (ii).

(II”) Se sq = coy, y € A, entdo como tivemos anteriormente ¢, = sgy € A, isto &, (gh, k) € A, de
onde segue o caso (iv).

(IIl) sg = cox para algum x € A.

Usando os mesmos argumentos do caso (II), temos ¢, € A, c;A = A e a equagado
A+c1A=0 (5.19)

Similarmente, a equagao (5.19) nos diz que sy = y € A, 0 que implica que s, € B seguindo-se
o caso (iii); ou s¢ = c1y, 0 que implica que ¢ = sgy € A, seguindo-se o caso (iv).

(IV) sg = c1cox para algum x € A.

Primeiramente c1c; = s¢x € A. Em vista de que comutadores sdo centrais e possuem ordem
2, temos que €1 = €28¢X, € COMO SgX € A, entdo 1A = 025X A = o A. Deste modo, A +c1A+
cA+cicA=A+c2A+caA+ A=2(A+c2A)=0,istoé, A+c2A =0deonde segue que sy € B,
o0 que mostra (v); ou sg = coy = (gh,k)y, y € A, que é o caso (vi).

Reciprocamente, mostraremos que se car(R) = 4 e G é um grupo que nao é abeliano sa-
tisfazendo as propriedades (a)-(d) do teorema, entdo (RG)" é Jordan 3-nilpotente. Para isto, é
suficiente mostrar que

(xoB)oy=0 (5.20)

para quaisquer &, B, Yy € S = S1U 5.

Dividimos a prova nas 3 partes seguintes:
(I) Pelo menos dois dentre «, B e y pertencem a S;.
(I) Apenas um dentre «, 3, y pertence a S.

(III) «, B ey pertencem a Ss.

(I) Se pelo menos dois dentre «, B e v pertencem a Sy, isto é, sdo centrais, é imediato que
p p q
(wop)oy=2apoy=4apy=0.

(I) Suponhamos, sem perda de generalidade, que « € S; e vamos escrever a = z. Sabemos de
acordo com (b) que que B = g +s¢g € ¥ = h+sphonde sg, s, € Z(G) esg = s; = 1. Desta forma,
aoB =2(1g +s¢)zg e, portanto, podemos reescrever o lado esquerdo da equacao (5.20) da
seguinte maneira:

(xoB)oy = 2(1g+sg)zgo(lg+su)h

2z(1g +s¢)(1g +sp)gh +2z(1g +s¢)(1g +sp)hg
2z(1g +s¢)(1g +sh)(gh +hg).

Se ¢h = hg, entdao (a0 B) oy =4z(1+s¢)(1+s,)hg =0.
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(II0)

Suponhamos que gh # hg. Por hipétese, sabemos que quadrados sdo centrais. Entdo,
relembrando que, de acordo com a demonstracdo do Lema 2.2.7, comutadores sdo cen-
trais e possuem ordem 2, podemos escrever hg = (g,h)gh e, desta forma, (a0 ) oy =

2z(1+sg)(1+s,)(1+ (g, h))gh.

Pelo item (c), temos que sq = s, ou s = (g,h) ousy, = (g,h) e em qualquer um destes casos
teremos (xo B) oy =0.

Sejama =g+9*, B=h+h* ey =k+k* €S;. Utilizando (b) e o fato de que comutadores sdo
centrais e possuem ordem 2, da mesma maneira que construimos a equagao (5.15), decorre
que

(aoB)oy=(1+5g)(1+54)(1+5()(1+c1)(1+c2) (5.21)

onde ¢y = (g, h) eca = (ghk).

Entdo, vamos aplicar ao lado direito da equacéo (5.21) cada uma das condigdes (i), (ii), (iii) e
(iv) do item (d).

(i) Trés dentre sg, sp, sk, c1, ¢2 sd0 iguais a um mesmo elemento s. Neste caso ocorre
(1 +5)®=4(1g+s) =0.

(11) creA= {1Gr S¢sShsSksSgShsSgSks ShSks SgShSk} €8¢ € B = {Shl SksShSks SgShSk}.
Vamos novamente fazer 1 + g + Sj, + Sk + S¢8), + S¢Sk + 5,5k + 8¢5, = A. Entdo, de ma-

neira similar a construgdo da equagéo (5.17), reescrevemos a equagéo (5.21) como

(xoB)oy=(lg+c2)(A+c1A) (5.22)

Sabendo que c; pertence a A, o que é um grupo, o lado direito da equagéo (5.22) pode
ser reescrito como 2(1g +c2)A. Agora, como sg € B = {sy, Sk, S5k, S¢S5k }, temos os
seguintes casos para analisar:
L Sg = Sh.
Neste caso,

A = 1G+8g+Sg+ 8k +8gSq +SgSk + S¢Sk + S¢S¢Sk

2 +25¢ + 25 + 25,5k = 2(1G +S¢ + Sk +5¢5k)

2By, onde By =1 +Sg + i + SgSk.

Entdo (woB) oy =4(1g+c2)B1 =0.
® Sg = 5.
Neste caso,

BN
[

1G +8g + 8 + g + 8¢Sy + 85S¢ +5,Sg + S,

2(1g +8g +8p, +5g51,)

2B,, onde B, =1 + Sg + 8p, + SgSh.

Entdo (xoB)oy=4(1g+c2)By =0.
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® S¢ = 5,5k
Neste caso,

BN
[

1G + SpSk + Sy + Sk + Sy SkSy + SpSkSk + SpSk + SKSKkSKHSK

2(1(; + 5SSk + Sk + Sh)

2B3, onde Bg = 1(; + Sk + Sh + SKSk-

Entdo (w0 B) oy =4(1g +c2)B3 =0.

® S¢ = S¢SpSk, isto €, s, = s. Neste caso,

A = 1g+8g+8,+8,+5¢8,+8¢8, +1+3¢

2(1G +sg + 54 +5¢Sp)

2B,, onde By =1 +sg + 5p, +SgSh.

Entdo (voB) oy =4(1g +c2)Bs =0.

(iii) Por suposicdo, tem-se que c; € A. Entdo utilizando o mesmo argumento que em: (ii), po-
demos reescrever o lado direito da equagao (5.22) como 2(1¢ + ¢1) A. Também sabemos
que s, € B e mostramos em (ii) que se s, € B, entdo A = 2B e, desta maneira,

(xoB)oy=4(1g+c1)2B=0.
(iv) Se cy e ¢ pertencem a A, entdo da equagdo (5.22):
(xoB)oy=A+c1A+0A+c100A=A+A+A+A=4A=0.
(v) Se c1 = cox, para algum x € A, entdo c1A = cpxA = c;A. Além disso, cic; = x € Ae,

portanto, cic;A = A. Desta forma, o lado direito da equacdo (5.22) pode ser escrito
como 2A +2c A. Assim, como também g € B, entdo do mesmo modo que em (iii):

(xoB)oy=4B+4c;B =0.

(vi) Da mesma maneira que em (v), temos que (a0 ) oy = 2A +2c2A. Se sy = ¢y, para

algum y € A, entdo c; = sgy‘l € A e, desta maneira, co A = A. Entéo,

(xoB)oy=2A+2A=4A=0.
|

Concluimos este capitulo com um exemplo que comprova que a Jordan nilpoténcia de indice
3 de (RG)* ndo implica a Jordan nilpoténcia de indice 3 de RG. Com efeito, o exemplo é um grupo
G satisfazendo as condigdes (a) - (d) do Teorema 5.2.5 (o que implica em caracteristica 4, (RG)* é
Jordan nilpotente de indice 3), mas G ndo é abeliano (entdo, R nado é Jordan nilpotente de indice 3

em caracteristica 4) nem existe um tnico comutador nao trivial.

Exemplo 5.2.6 Seja G = G x Gy o produto direto dos grupos SLC Gy e Gy, onde G} = {1,51} e
G, ={1,s2}, e seja a involugdo * de G definida por (a,b)* = (a*,b*), onde as involugdes de G; e G,
sdo as canodnicas. Afirmamos que G satisfaz as condi¢des do Teorema 5.2.5. Com efeito,
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(@) Seja g = (a,b) € G, tal que g* = g. Entdo a* = a e b* = b. De acordo com o Teorema 2.2.17,
aeZ(Gy1)ebeZ(Gy) e, portanto, g = (a,b) é um elemento central.

(b) Seae Gy, entdoa* =aoua=sjae, damesma forma, se b € Gy, entdo b* = b ou b* = spb. Desta
maneira, para qualquer ¢ € G existe um elemento s, central e de ordem 2, tal que ¢* = s¢¢
e sy deve, necessariamente, ser algum dos seguintes elementos (1,1), (s1,1), (1,s2), (s1,52)-

Cada um deles é central de ordem 2.

(c) Sejam g = (a,b) e h = (x,y) pertencentes a G e que ndo comutam. Entdo verifica-se alguma

das seguintes condicdes:
(i)ax+xaeby=yb (ii)by+ybeax=xa (iii)ax # xae by +yb

(i) Se ax # xa, entdo ax = syxa. Desta forma, g¢h = (a,b)(x,y) = (ax,by) = (syxa,yb) =
(s1,1)(x,¥)(a,b) = (s1,1)hg = hg(s1,1) = hgs,. Portanto s¢ = (g, h).

(ii) Se by # yb, entdo by = spyb. Desse modo, gh = (a,b)(x,y) = (ax,by) = (xa,soyb) =
(1,52)(x,y)(a,b) = (1,52)hg = hg(1,s2) = hgsy. Logo, sq = (g, h).

(iii) Se ax # xa e by # yb, entdo ax = syxa e by = s;yb. Assim, gh = (a,b)(x,y) = (ax,by) =
(s1xa,s2yb) = (s1,82)(x,y)(a,b) = (s1,52)hg = hg(s1,52) = hgs,. Consequentemente,
sg=(g/h).

(d) Seg, h, ke Gsdotaisque g* # g, h* # hek” #k,entdosy # 1,5, # 1 esp # 1. Se sg = 55, = 5,

entdo verifica-se o item (i). Caso contrdrio, o subgrupo central A possui ordem 4. Desta

forma, A = Z(G) e segue o item (iv).
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Capitulo 6

Considerac¢oes Finais

Nesta dissertagdo, nosso principal objetivo era estudar a nilpoténcia de Jordan em um anel de
grupo RG e de um subconjunto particular bastante conhecido (RG)*. Apesar de ndo seguirmos
a abordagem que vamos citar, os casos em que (RG) e (RG)" sdo Jordan nilpotentes de indice 2,
ou equivalentemente, RG e (RG)" sdo anticomutativos foram detalhadamente apresentados no
Capitulo 3, onde consideramos (RG)" com uma involugao arbitraria.

Uma generalizagdo natural de uma involugao arbitraria e obviamente da involugao cléssica,
e que tem sido bastante estudada nos tiltimos anos, é a involugao orientada. Expomos no Capitulo
4, as condigdes necessdrias e suficientes para que (RG)™ seja anticomutativo com tal involugao.

Finalmente, no dltimo capitulo, apresentamos as demonstragdes de quando RG e (RG)™* sédo
Jordan nilpotentes de indice 3, do artigo [9], que foi publicado, recentemente, em 2014.

Apresentamos nas tabelas a seguir um histérico do andamento da pesquisa neste assunto.

(RG)* Involugdo Cléssica | Involucdo Arbitraria | Involugao Orientada
Comutativo [2] [12] [8]
Anticomutativo - Capitulo 3 [7] Capitulo 4 [10]

Tabela 6.1: Pesquisas sobre comutatividade e anticomutatividade em (RG)*

(RG)~ Involugdo Cléssica | Involucgdo Arbitraria | Involugao Orientada
Comutativo [3] [11] e [14] [13]
Anticomutativo - [7] [8]

Tabela 6.2: Pesquisas sobre comutatividade e anticomutatividade em (RG)~
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Nilpoténcia de Jordan RG (RG)* (RG)~
involugao arbitraria | involugado arbitraria
Indice 2 Capitulo 3 [7] [2] Capitulo 3 [7] [7]
Indice 3 Capitulo 5 [9] Capitulo 5 [9] Problema em aberto
Indices maiores Problema em aberto | Problema em aberto | Problema em aberto

Tabela 6.3: Pesquisas sobre nilpoténcia de Jordan em RG, (RG)" e (RG)~

Por uma questdo de espaco, decidimos ndo abordar o também famoso subconjunto de RG,
(RG)™. Entretanto, é importante salientar que sequer se conhece ainda as condi¢des necessdrias
e suficientes para que este seja Jordan nilpotente de indice 3, assim como permanecem como
problemas em aberto estudar tal questao para indices maiores de RG, (RG)* e (RG)".

Durante a dissertacdo, apareceram propriedades interessantes que sdo satisfeitas por grupos
SLC. Tais propriedades também possuem conexao com a teoria de loops, o que motiva o estudo da
classificagdo dos grupos C que ndo sdo LC e vice-versa, assim como a abordagem dos problemas

mencionados para o caso ndo associativo.
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